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Weitere Re i t rkp  zur Theorie der kluinen Schwirigungen. Tron J IIOHN. 1 

Weitere Beitrage zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Von J. Hom in Claufithal. 

In zwei Aufsztzen ,,Zur Thcorie der kleinen cndlichen Schwingun~en 
von Systemen mit einem Freiheitsgrad" (Bd. 47 und 49 dieser Zeit- 
schrift) habe ich kleine Schwingungen von Systernen mit einem Frei- 
heit;sgrad unter der Einwirkung von Kraften behandelt, welche von 
den Xoordinaten und Gescliwindigkciten abhangen, aber nicht als lineare 
Funktionen betrachtet werden.') In  dem Aufsatze ,,Beitr%ge zur Theorie 
der kleinen Schwingungen" (Bd. 48) werden periodische 9 Schwingungen 
von Systemen mit mehreren Freiheitsgraden untersucht. Die meistttn 
der im zweiten Bande der ,,I)paniik der Systenie starrer Korper" von 
l l o u t h  (deutsch von Schepp, 1898) unter Reschrankung aiif die linearen 
Glieder behandelten Beispiele kleiner Schwingungen erfordern jedoch 
bei exakter Behandlung eine Erginzung der in Bd. 48 geführten mathe- 
rnatischen Unters~chungen.~)  

In der vorliegenden Arbeit, welche als Fortsetzung der in Bd. 48 
enthaltenen anzusehen ist, werden znnachst die Differentialgleichnngen 
der Bewegnng für einige konkrete Beispiele ohne Vernachl&ssigungeri 
aufgestellt und umgeformt ($8 1-4), darnit die niathemat'ische Aufgabe, 
dcren L6sung erfordert wird, sich zweckma8ig formulieren KBt. Es  
p~pp 

1) 1)ie Arbeit von F. R i c h a r z  und P. S c h u l z e  über asymmetrjsche Schwin- 
gungeri (Arch. d e r ] .  (2) 6 ;  Ann. I'hya. (4) fi) und die Greifswalder Dissertation von 
P. Schu lze  (1901) sind vor meinem ersten Aufsatz, die Arbeit von F. A. S c h u l e e  
über Schwingungsdauer und Diimpfung asymmetrischer Schwingungen (Ann. 
Phys. (4) 9) is t  nach demselben erschienen. Vgl. Bd. 49, S. 246 u. S. 264. - 
Symmetrische endliche Schwingungen sind theoretisch behandelt bei F. B r a u n ,  
iiher elastische S c h ~ i i i ~ i i n g e n ,  deren Amplitiiden nicht unendlich klein sind 
(Ann. Phys. 151, 1874) und in 5 8 der Arbeit von R. H a r t m a n n - K e m p f ,  EinfluB 
der Amplitude auf die Tonhohe usw. (Ann. Phgs. (4) 13). 

2) Die Arbeit des Verf. ,,Bewegungen in der Nalie einer stabilen Gleich- 
gewichtslage" (Journ. f. Math. 126) behandelt die nicht periodischeii 8ch7vingungen 
fiir eine epezielle K l a ~ s e  dynamischer tiyskeme. 

3) Vgl. die in Bd. 48 und iinten am Anfang von 5 3 eitierte Note von 
P a i n l e v  6 (Comptes rendus 124). 

Zeitsçhrift 5. Mathematik u. Yhynik. 5Y.Band. 1905. 1. Hef t .  1 
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2 Weitere Deitriige xur Theorie der kleinen Schwingungeil 

stellt sich heraus, dan die erhaltenen Differentialgleichungen unter Be- 
nutzung bekannter Integrale auf diejenigen zurückgeführt werden 
konnen, deren periodische Losungen in 5 3 und 5 4 des Aufsatzes in 
Hd. 48 bestiriiiiit wurden ($5 5 -- 8). Die gewonnenen Hilfsmittel 
werden auf die vorausgeschickteii dynairiischen Aufgal~en angemandt 
(55 9-12). 

§ 1- 

dufgabe 1. Ein scl~werer PztnXt, wekher an eine Rotntionsfliiche 
fuit lotrec3tter Achsc gcbunden ist, knnn u n k r  geeigneten Bcdin,gungcn 
&en Parallelkreis mit  km~stmrter Gesc/~~tt;indiylie2t dwrclduzifien. Wb 
z~ntersuclm die wenig davon abuieicl~enden Bewegungen. 

Wir  nehmeil die z-Aehse lotrecht aufwiirts an und führeii in der 
z y-Ebene Polarkoorclinaten ein: 

X - r cos qp, y = r sin cp. 

Die Gleichung der 12otationsflache sei 

Wenn Differentiationen nach der Zeit t durch einen Strich bezeichnet 
aerdeii, ist die lebendige Kraft des bewegten Punktes roi1 der Masse 1 

und die Kriiftefunktion 
U =  -gz= - g f ' ( r ) .  

Die L a  g r  angeschen Bewegungsgleichungen 

lauten hier 

ln1 Falle f'(r,) > O besitxen sie die partikulire Losung 

welche eine gleichf6rmige Bewegung auf dem Parallelkreis vom Radius ro 

mit der Ge~chwindi~kei t  r , ~ ,  = 1 / g F )  dardellt. 
Zur Untersuchurig der benachbarten Bewegungen setxen wir 

r = ~ , - @ ,  v ' = ~ 0 +  a'. 
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Von J. Hona. 

Die Bewegungsgleichungen 

werden durch ein Spstem von Differentialgleichungen erster Ordnurig 
mit den abhangigen Veranderlichen R, E', @' ersetzt: 

dR' -- - a ~ ~ + ~ ~ p + . . . ,  
d t  

d @' 
- = + . . .; d t  

hierbei ist 

und die weggelassenen Glicder sind von mindestens der zweiten Dimeri- 
sion in R, R', 0'. Vorausgesetzt ist dabei, dnB sich f (r ,  + 3) in eine 
Potenzreihe von R entwickeln liBt. 

Die charakteristische Gleichung 

hst  unter der Voraussetzung 

rof" (9-O)  + 3 f f ( r o )  > 0 

auBer der Wurzel s = O die beiden konjugiert imaginaren Wurzeh  
in, i l ,  wo 

ro (1 + f ' "~0)) 
positiv genommen werden moge. Durch die Substitution 

R = x , + ~ x , ,  I n r = n x 2 ,  w = Y x ~ - ~ x ~  

geht unser Differentialgleictiungssyeitem über in 
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4 Weitere Buitrage zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

mo F,, F,, F.. Potenzreihen von z,, x,, x, mit Glietlern zweiter und 
hoherer Dimension sind. 

Der Flachensatz für die xy-Ebene und der Satz von der lebendigen 
Kraft liefern zwei Integrale der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
f ü r  r und rg: 

Ji = ra rp' = Const., 
J, = (1 + f""r)) r f Z  + rBTp2 + 2 g  f (Y) = Const. 

Unter Einführung der Veriinderliçhen x,, z,, x, wird 

JI = x, + 7P(x,, x,, x,) = Const., 
.T, - 2 'lo ?JI 
--- aP z ( l + f , 2 ( r , i ) l ~ = @ ( ~ ~ j  XZ, xd9xL+  @ + 7 5 3 + . - =  Const., 

wo @ und !P Potenzreihen von s,, z,, z, mit Gliedern von mindestens 
zmeiter Dimension sind. 

§ 2. 
Au fgabe II. Periotlische Bewepnqen eines um einen festen Punkt O 

drrhharen sc1~u;eren starren K6rpers in der ATühe einer Gleichgewichtslage. 
(Benutzzq der Ru 1 er schm Gleichungen.) ') 

Die Hauptachsen des festen Punktes O h~zeichnen wir mit x, y, z, 
die Haupttragheitsniomente mit A, B, C, die Koordinaten des Schwer- 
punktes S in bezug auf die IIauptachsen mit E,q, S2), die Komponenten 
der jeweiligen RTinkelgeschwindigkeit w des Korpers in bezug auf die 
Hauptachsen mit p, q, r und die Kosinus der Winkel, welche die Lot- 
rechte (positiv nach oben) mit den Haqtachsen bildet, mit y ,  y', y". 
Die Masse des KGrpers sei 1. 

Zu den E u  lerschen Gleichungen 

treten die Gleichungen hineu : 

;; = Y y .  - g y.,, 

dy '  
-- d t  = PY"- 'y, 

1) I l o u t h ,  1)ynamik Bd. II, S. 161. - L e c o r n i i ,  sur les p e t i t ~  mouvements 
d'un corps pe~an t  (Bii11. de la Soc. math. 1902). 

2) Wir denken uns die poeitiven Richtungen der Achsen X, y, z EO gewahlt, 

daB 6 ,  7, positiv oder Nul1 sirid. 
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Von J. TToxx 

Der Gleichgewichtvlage entsprechen die Werte 

die Entfernung des Schwerpunktes S vom festen Punkte O,  positiv 
oder negativ zu nehmen ist, je nachdem S oberhalb odcr unterhalb O 
liegt, mit anderen Worten, je nachden1 das Gleichgewicht labil oder 
stabil ist. 

Zur Untersuchung der Bewegungen in der X h e  der Gleich- 
gewichtslage O setzen wir 

wodiirch die Difierentialgleichungen übergehen in  

Um &as Diffcrentialgleichungssystem auf die kanonische Form zu 
hringen, beginnen wir mit den auf die linearen Glieder reduzierten 
Differentialgleich~ing~n 
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6 Weitero Ucitfige zur Theorie der kleirieri Schwingiingrn. 

Sie besihen eine Losung 

p = L s i n ( ~ t + b ) ,  q = H s i n ( ~ t + ~ j ,  r = ~ s i n ( ~ t + ~ ) ,  

r = L ' c o s ( ~ t + p ) ,  ~ ' = M ' c o ~ ( A . ~ + ~ ) ,  ~ " = N ' c o R ( A ~ + P ) ,  

worin A, p ;  L, I l l ,  AT; Li, JI', N' Konstante sind. Dio Einsetzurig 

in die Differentialgleichungen ergibt 

Durch Elimination von L', Il', N' erhalt man 

Daraus folgt für A die Gleiçhung 6. Grades 

welche in die beiden Glcichungen 

zeifallt. Die quadratische Gleichung für A2 hat reelle Wiirzelnl), denn 
ihre Diskrirninante, welche ivir unter der Voraussetzung A 2 U > - C 
auf die Porm 

1) Vgl. R o u t h  Bd. LI, 6 .  162. 
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Von J. HORN. 7 

bringen, ist nirht negativ. Liegt der Schwerpunkt S nnterlirtlb 0, was 
wir im folgenden annehmen, ist also 1 negativ, so Sind zwei positive 
Wurzeln AS, Â: vorhandeil, denn die Summe und das Produkt von rlf 

, und Ag sind positiv. Die Ci Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
mit der Unbekannten s = i Â  sind also 

Daniit A, - A, mird, muB uiiter der Annahme A 2 H 2 C 

sein. E s  Sind dies zwei der drei Bedingungen, welche im IIessschen 
Falle erfüllt sind. Hierin sind die Falle von E u l e r  (k = 7 = t = 0) 
und L a g r a n g e  (A = B, = 17 = O oder B = C ,  7 = 5 = 0) entlialten, 
welche sich vermittels elliptischer Funktionen behandeln lassen. Wemi S 
nicht mit O zusammenfillt, kihnen A, und A, nicht verschwinden. In1 
folgenden nehmen wir A,, 1, reell, sowie voneinander und von Nul1 
verschieden an. 

Sind L,, JIi, Ni ( ; = 1 , 2 >  die Unterdcterniiilanten oiner Xeile der 
Deterniinante d(A,), 80 kann riian, werin 

gesetxt zvird, 

annehnien, wo g, und ,pi ( i = i , % )  willkürliche Konstante siild. Deninach 
besitzeii die linearen Differentialgleichungeii die partikularen LGsuilgeri 

fiir i - 1, 2. 
Der Doppelwurzel A = O der charakteristischen Gleichang eiit- 

spricht die Losung 
p = $es, y = T C , ,  r = Cc,, 

r=kcg1 rl=ll~g, r f r = s c ; ,  

wo c,, ci willkiirliche Konstante sind. 
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8 Weitere BeitrLge zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Demnach ist die allgemeine Losung der linearen Differential- 
gleichungen 

xi = Q, sin ( A ,  t $ pl) = cl cos A, t + ci sin A, t ,  
.zz = Q, sin ( A ,  t + p,) - c2 cos A, t + ci sin rt, t ,  
x3 = Cp ; 

y1 = pl COS (A, 2 + pl) = - cl sin A, t + c l  cos ?., t ,  
2/2 - ps COS ( A , t +  pz)  = - ce ain Ast+cé  cos A 2 t l  

BO ist 
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wo FI, . . .; G,, . . . ganze homogene E'unktionen zweiten Grades von 

a,, 34, x,; Y,, y,, Y, sind. 
Die Relation 

y f  + y ' =  + y"" 1 
geht in 

~r+~rr+gr"++(rs+ r f~+ra7=o 

iiber; der E'lachensatz und dor Satz von der lebendigen Kraft' 

Apy + Bqy' + C r y "  = Const., 

ApZ + Bqs+ C r e  + 2 g ( f y  + r i y ' +  [Y") = 

werderi 

Agp  + Bqq + C [ r  + Z(Apr+ Bqr' + C r r " )  = Const., 

Durch Einführung der neuen Veranderlichen z,, x,, x,; Y,, y,, Y, 
geht die erste Gleichung in 

y g +  v 2 ( ~ 1 ,  . . . ;  YI, . . . ) = O ,  
die zweite in 

x3 + !P.. (xl, . . . ; yl , . . .) = Const. 

über, wo qrl, V2 ganze homogene Fnnktionen zweiten Grades der x 
und y sind. E s  ist nzmlich 

Durch Subtrnktion der ersten und dritten Gleichung erhalten wir di4 
Gleichung 

A$ + Bq2 + CrB - g i ( P +  rte + rrf2) = Const., 

übergeht, wo @ eine ganze homogene Fiinktion zweiter Dimension 
darstellt. Die Koeffizienten von X S  und X: in @, 
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1 0 Weitere Bcitrage zur Thcorie der kleinen Schwingongen. 

s i id  sicher von Nul1 verschiedcn. Sic konnten nur versçhwinden, wenii 
L, = Hl = N,  = O oder L, = 1% = N, = O, d. h. weiin 

Aufgabe II1. Peviodiscl~e Bewepngen eines zwt eiwrz festerh P ~ ~ j ~ l i t  O 
drel~bnreu scl~weren shrren Korpevs in dcr Nahe eii~er Gleichgewicl~t.ïlnp. 
(Bazutzuny &7 L a g r a  ngeschen Gleickungen.) ') 

Neben dem Hauptachsmkreiiz x, y, z des Kiirpers führen wir ein 
in1 Raume fcstes Achsenkreuz x,, y,, z, ein, wo die 2,-Achse lotrecht 
aufwarts gerichtet ist. Die Koordinaten des Schweipunktes S in1 festen 
Achsenkreua seien El, ri,, Si. Die gegenseitige Lage der beiden Koor- 
dinatensysteme wird durch die E u l e r  schen Winkel 8, <p, @ darge~tell t .~) 
Die doppelte lebendige Kraft 

geht unter Berücksiçhtigung der Fornieln 

p = $' sin 9. sin cp + 9.' cos rp, 

p =  + 's in9 .coscp-4 ' s in  <p, 

r = + ' c o s 9 . + q '  
über in 

2 T = (-4 cos2 rp + B sina cp) + Il T'2 

+ (A sin2 9. sin2 cp + B sin2 9. cos2 cp + C cos2 9.) qhf2 

Die Kraftefunktion ist 

1) Z u  5 3 urid 5 11 vgl. den SchluB der Note von P a i n l e v é ,  sur les petits 
mouvements périodiques des systèmes (Comptes rendus 124,  S. 1022ff.) 
\ 2) Die Hichtungskosinus der Achsen x1, y,, zl in bezug auf die Hauptachsen 
x, y, z srien a, a', a" bezw. p, /Y, g' bezw. y, y' ,  y". Setxt man danu 

y = s i n 4 s i n < p ,  y ' = s i n 4 c o s r p ,  y " = c o s 4 ,  

LY" = sin 6 sin I) , /i"' = - sin 6 cos , 
so sind, wenn Y "  nicht f_ 1 k t ,  4, <p, bis auf Vielfache von 2 %  mit der Na6 
gabe bestimmt, da6 sie durch - 4, <p + n, I/J f n ersetzt werden dürfen. Da bei 
Bewegungen in der NLhe der Gleichgewichtslage y ,  y', Y" nahezu gleich 

g, , sind, BO ist bei geeigneter Bexeichnung der Achsen z, y, z y" von + 1 
l i l  

verschieden. 
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Dio Gleichgcwichtsbeding~ingell 

sind bei beliebigem + für 9. = ao, <p = rpo erfüllt, wo 

-- 
ist. Dabei ist k = + l/g2 + r121) und 1 - - vka + 77' + S2,  wenn, wie 
wir irri  folgenden annehmen, S unterhalb O liegt, das Gle i~h~ewich t  
also stnbil ist. %il clen angegebenen Werten v,, 8, gehort 

Der Winkel I) ist unbestimmt, d. h. der Korper gelan@ durch Drehiing 
um die Lotrechte O S  in eine neue Gleichgewic,htBslage. 

Wir  führcn Koordinaten 

ein, welche in der Gleichgewichtslage verschwinden. Dann ist 

Aqe + R t Y  a i ? + B 7 j 2 f C ?  2yI (-Lr + . . . )O f2+  c s l ' +  (-- 1' + ...),$a 

wo an Stelle von . . . Pvtenzreihen von 0, @ ohne konstante Glieder 
stehcn. Ferner ist (nnter Weglassung eines unwesentlichen konstanten 
Gliedes) 

wo die weggelassenen Glieder von inindestens dritt'er Dimension in 
O, di sind. 

Wir  setzen vorübergehend 

(A-B)&11 CL- 
1 . 1  , a 2 3 = E  "13 = - -  

1) Xachdem d a ~  Vorzeichen von k beliebig festgelegt i s t ,  sind q,, 8, (bia 
nuf Vielfache von 274 bestimmt. Einer Z e i ~ h e n i n d e r u n ~  von k entspricht die 
Ersetzung von gi,, 3, durch rp, + n, - 8,. Wir bezeichnen die Achsen SO, da5 S 
nicht in die z-Achse fiillt; dann ist k von Ku11 verschieden. 
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12 Weitere Beitriige zur Theorie der kleinen Schwingungeri. 

und führen die qi~;idratischen Formen 

durcli eine lineare Substitution 

gesetzt 

Damit 

wird , 

wird, müsscn A2 = 1: und A' = Ag der Gleichung 

I - 11.2 alsa, ,  A . i  a,, a,, - nt  g ka tT 
"3, ' a, Y 

genügen, welche auf dieselbe Fornl wie in 8 2 gehra.cht werden kann: 

und welche im FaU 1 < O zwei positive Wurzeln Â i ,  1; besitzt, die 
wir wie in 5 2 als verschieden voraussetzen. Die Substitutionskoef- 
fizienten a, ,  pi < i = i ,  2) ergeben sich nun aus 

hiernach k6nnen wir z. B. setzen: 

ai = A: .  Ck(Af2  + Bq3 + gF (AS2 + BliP f Cg?, 
P i =  ( A -  B)Cgv ( .  
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Von J. HORN 

Aus 

folgt, wenn man u,, u, durch II,, v, ersetzt, 

Führt nian riun an Stelle von 8, CD, Y vermoge der Qleichuugen 

neue Verinderliche x,, x,, X, ein, so wird 

T;+(x;"x;"x;"+..., 

U - -  + g ( q x ;  + 1.;~;) + ..., 
wo nur die Glieder niedrigster Dimension angeschrieben sind; U und 
die Koeffixienten von x;, x,; : , ; ( a , p = l ,  2, s) in T sind Potenzreihen von 
x,, x,, hiingen aber nicht von x, ab. 

- Wir kennen die beiden Integralgleichungen 

T - U = Const., 

A p y  + Bqy' + C r y "  = Const. 

Die erste schreibt sich 

A2x2 1 1  + A2x2 4 2  + xi2 + ~4~ + xi2 + . . . - Const. 
oder 

@(xi, xi, x i ;  xl, x2) = Const., 

wo 0 sine Potenzreihe der beigefiigten Argumente ist, welche mit den 
angeschrieberien quadratischen Gliedern beginnt. Die zweite wird nach 
Einsetzung der bekannten Ausdrücke für p ,  q ,  r ;  y, y', y" 

( A  - B) sin 4 sin g, cos gp . 8' + C cos 4 . y' 

+ ( A  sin2 8 sin2 g, $ 73 sine 8 cos" + $ COS") - $J' = Const. 
oder 

xs + T ( x l ,  xi, xi;  xl, x,) = Const., 

wo Yr cine lincare horilogene Funktion von XI, x;, xi ist, deren Koef- 
fizienten Potenzreilieu von x,, z, ohne konstante Glieder sind. 
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14 Weitere Beitriige zur Theorie der kleinen Schwingungen. 

Die L agrangeschen Differentialgleich~n~en sclireiben sich jetztlj : 

si, g 2 ,  Ss sind Potenzreihen von x,, x2,  x i ,  x i ,  zj ohne Glieder von 
geririgerer als der zmeiten Dimension. 

Wir  scheiden die Differentialgleichung 

aus und betraohten die fünf übrigen Differentialgleichu~~gen mit den 
abhangigen Veranderlichen x, ,  x2> X I ,  xi7 x i .  

5 4. 

Aufgabe IV. Der Schwerpunkt eines scl~weren stamm Korpers mit 
dem festen Pitnld O iiege auf einer Hau@xhse von 0. Der Kiirper 
kann sich mit konstunter Wi~zke1geschu;i~zdigkeit n um diese vertilîal ge- 
richtek Hauptachse drehm. Wir untersuchen die benachburten periodischen 
Bewegungen. 2, 

Die am Anfang von Q 2 eingeführten Bezeichnungen werden bei- 
behalten; nur die Koordinaten des Schwerpunktes S in bezug auf die 

Hauptachsen von O sollen jetzt = 0, g = O, f 2 O sein. 
Die E ulerschen Gleichungen 

in Verbindung mit den Gleichungen 

d y "  
2T = ar - PY' 
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Von S. Hona. 

haben die Losung 

p = O ,  4-0,  r = n ;  y - O ,  ? ' = O ,  y " =  1, 

n-O n eine beliebige Konstante ist. 
Zur Untersuchung der benachbarten Bewegungen setzen wir 

p r P ,  q - Q ,  r = + z + B ;  y = r ,  y'=r',  y"=l+r" ,  
wodurch die Differentialgleichungen übergehen in 

Die 1ntegi.algleicliungeri 
+ y ' 2  + Y " 2  = 1, 

A p y  + Bqy' + C r y "  = Const., 

CR + C n r "  + A P T  + B&r '  + CllI '"  = Const., 

2gfr '"  + 2CnR + A P 2  + BQB + CE2 = Const. 

Uni unser Differentialgleichungss~.stem auf die kanonische Forni 
zu bringen, zerlegen wir die auf die linearen Glieder reduziertcri 
Differentialgleicliungen in die beiden Systeme 

und 
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16 Weitere Beit12ge zur Theorie der klcinen Sühwingungen. 

Dm zweite System hat die Losung 

wo cs, wi&ürliche Konstante sind. Das erste System besitzt eine 

Losung 
P =  Lsin(Ât  + y), Q = M c o s ( I t  + y), 
r = L'sin ( A t  + p), r' = 171' cos ( A t  + EL). 

Durch Einsetzen erhalt man 

A 1 L  = (B - C)nM + gfM',  
B L M  = (A - C)nL + g[L';  

AL'= nM' - i l f ,  
AM' = n L ' -  L ;  

die Elimination von L, 171 ergibt 

- ( A + R - C ) n l .  L'+(AA2+(B-C)n2+gf ) . 2C1 '=0 ,  
( B Â - ~ + ( A - C ) ~ ~ + ~ [ ) . L ' - ( A +  B - C ) n A - M ' = O .  

Hieraus fol@ für Â2 die quadratische Gleichung 

( A  + 3 - (2)2n2La = (AL2 + (B - On'  + yS)(BIv2 + ( A  - Cjn2 + yf)  

Damit deren Wurzcln 21, Â-e positiv und verschieden sind, mu8 die 
Lhkriruinante positiv, das konstarite Glied positiv und der Koeffizient 
von A B  negativ sein: 

[n2(AC + B C  - Ce - 2AB) + (A + B) g5Ia 

> 4AB[(A - C)n2 + .9Sl[(B - C)n2 + ggSl > 0, 
n e ( A C +  BC1- C" 2 A B )  + ( A +  B)gf < 0. 

Im Falle A = B sind 

reell, voneinander und von Nul1 verschieden, wenn 

4Agb' na > 
CS 

ist. ') 
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Von J. HORN. 

Rezeichnct man mit G, und 6, die Werte, welche G für A = A, urid f ü r  
i = A, annimmt, so hat das erste lineare System die allgemeine Lfisiirig 

mit den willkürlichen Konstanten Q , ,  p,; p,, pz 
Setzt man 

und 
P = (n. - 46i)~1 + (n - a ,~ , )x , ,  
Q = (n<jl - A1)1(1 + (nbg - 4 1 ~ 2 ,  

R = x,; 

r= xi + $z7 

1'' = 61 Y1 + G,?%? 7 

rtf = Ys. 

Die uruprünglichen nicht linearen Differentialgleichungen gehen 
durch diese lineare Substitution in 

Zeitschrift f. Mathematik U. Phgsik. 52. Band. 1905. 1. Heft. 
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18 Weitere BeitrLge zur rheorie der kleinen Gchwingungen. 

über, wo FI, . . .; G,, . . . ganze homogene Funktionen zweiten Grades 
von x,, x,, 2,; y,, y,, y, sind. 

Die erste der drei oben angeclchriebenen lntegralgleichungen wird 

yy + !&(xl, . .  .; yl. . . ) = O .  

1 1 
Durch Addition der mit - 2; multiplizierten ersten und der mit - 

C 

iiiultipliziertec zweiten Gleichung erhiilt man 

Die Addition der bezw. mit 

Cn"gg5', 2n ,  1 

multiplizierten drei Gleichiingen ergibt 

(Cn2 - yg5')(P+ t2 + r''2) - 2 . n ( A Y P  IZQY + C l I r " )  
+ (AP2  + BQ" CA2) = O(x,, x,, x,; y,, yn,  y,) = Const. 

Hierbei sind O,  YI, ?& gaiize honiogene Funktionen zweiten Grade5 

'On xl, x2, x3G3; yli Y27 Y3' 

Dei Roeffizient von XS in 0, 

kann unter den oben gemachten Voraussetzungen (A, 2 A,) nicht ver- 
schwinden. Die Bedingung fiir dos Verschwinden dieses Koeffizienten 
stimmt namlich, wenn man die Gleichung für LI und die Formel für 6, 

berücksichtigt, mit der Bedingung dafür überein, daB die quadratische 
Gleichung für L2 zwei gleiche Wurzeln besitzt. 

Wir geben einige Ergiinzungen zu $5 2-4 des Aufsatzes ,,Beitrage 
zur Theorie der kleinen Schwingungen" im 48. Bd. dieser Zeitschrift. 

Es handelt sich um ein Differeiitialgleichungssystem 

eine Potenzreihe von x,, . . . x, darstellt, welche für X, - = xX = O 
verschwindet. Die charakteristische Determinante 
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Von J. Efoas. 

sol1 für s = O nicht verschminden. Es sei ein Integral 

@(xl ,  . . . xn) = Const. 

vorhanden, wo CD eine Potenzreihe von x,, . . . xn darstellt. 
Dann fehlm in @(x,, . . . xn) die iinearen Gliecler. 
Um dies zu zeigen, bringen wir unser Differentialgleichungssystem 

durch lineare Transformation der abhangigen Veranderlichen auf die 
kanonische Porm, in  welcher einem 21-fachen Elementarteiler (s - a)pl) 
der charakteristischen Deterniinante die p Differentialgleichungen 

dx' - 
= ax' + . - -, 

d t 
dx" -- = axlr + x' + . . ., 
d t  

entsprechen. E s  sei 

In der Gleichung 

welche aussagt, daB di = Const. ein Integral ist, müssen sich die liriearen 
Glieder fortheben, es muB al80 

A'ax' + A"(axr' + x') + - - - f A@)(ax@) + x@-l)) + . . . = O 

sein. Daraus fol@ 
A1=O,  Af'=O, . . .  A (P) = O 

W. z. b. W. 
Da sich in der obigen Gleichung auch die quadratischen Glieder 

fortheben müssen, so hat man, wenn man 

setzt und annimmt, daB die beiden ersten Differentialglei~hun~eri 

1) Hierbei ist a reell oder komplex, p> 1. 
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30 Weitere Beitrage zur Theorio der kleinen Schwingungen. 

defi kanonischen Systems einîachen Wurzeln s = u, und s - al der 
charakteristischen Gleichung entsprechen: 

Da n, und a, von Nul1 verschieden sein sollen, so muB A,, = 0, 
A,, = O sein; A,, kann nur dann von Nul1 verschieden sein, uTenn 
cc, + n, = O k t .  

Sind a, = x + Li, u, = x - d i  konjugiert lion~plex, und setzt man 

und nian hat die beiden ersten Differentialgleichur~gei~ 

Sol1 @ u,'i~l;licl~ e in  Clied mit t: enthalten, so nm/3 der recllr Tri1 x der 
beiden konjugiertm Wurzeln a,, a, cerschwi~zclm. 

Wir andern den Satz in 5 4 der Arbeit Bd. 48 (S. 418) über die 
pcriodischen Liisungen des Differentialgleichungssystems 

welches die früheren Bedingungen erfüllt, etwas ab. 
Eine Losung x ,(,= ,, . . ,, mit den Anfangsbedingungen 

besitze die Periode II' = 272 + ù. Nach Bd. 48, S. 410 liefern die Be- 

dingungen 
x,(2n+ 6 )  - c, = O ,  . . .  rn(2n+ 6 )  - cn = = O  

c,, . . . c, als Potcnzreihen von cl, c,, welche mit yuadratisclien Gliedern 
beginneii und Poteuzreihen bon 6 zu Koeffizienten haben. Die Funktion x, 
verschwinde zum erstenrnal fiir t = t,, zum zweitenmal fü r  t = f,; 

- 

es sei a, = c für t = t, und z, = ë für t = t,. Die in der früheren 
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Von J. Hons.  2 1 

Ai-boit üiifgestellteii Formeln siud hier anmenclbar, menn iiiitil dits 
clortige t durch t - t, ersetzt. 

Es ist 
a =  t 2 ~ ' $  + = E 2 c 2 $  fisc3 t 

+;2 c P  +;3 

= E z  - + E J 7 + .  ' . .  
2 

Für t = t,, hnt man x3 = q,(c), . . . x, = q,(c) als Potenzreihen von c 
mit Gliedern niindestens zweiten Grades. Auf Crnnd der Integral- 
gleichung @ ( q ,  . . . x,) = Const. seteen wir die Werte von 0 für 
t = O uiiti t = t,, einander gleicli, wobei wir CD = xl + x: + . . an- 
nehmen. Wir erhalten 

hieraiis fblgt 

c = V Q ~  . . en) + hl @(cl, . . . c,) + b,i@(e, ,  . . . cJ3 + . , . 
- b,@(c,, . . . c,) + . . . +l/@(c,, . . . c,)(l + b,o(c, ,  . . . c,) + . -  .). 

Durch eine Vorï.eichenlinderiiiig der Qnadratwiirzel gelit c in c iiher. 
Man hat also 

= A (cl , . . . c,) t FR (cl, . . . en) , 

wo A 11nd R I'otenzreihrn vou cl, . . . c,, sincl, welche niit quadratisclien 
Gliedrrn beginiicn. E s  sinrl also 

usw. Poterizreihen von cl, . . . c,. Demnach ist auch 6 eine Potenz- 
reilie von c,, . . . c,, iu welcher die Glieder von geringerer als der 
xweiteii 1)iinrnsioii fehlen. S e h t  man hierin für c:,, . . . c, die ohen 
gcfiindenen Potenzreihen von cl, c,, 6 ,  so wird 6 eine Potenzreihe 
von cl, c, niit Gliedern mindestens zweit8er Diinension, deren Koeffizienten 
Potenzrcihen von S sind. Hieraus berechnet man S = T- 27d als 
I'otenzreihe von cl, c,, u;elclzc mit qicadrcztischen Gliedern b e g i n ~ t .  Untel- 
Beiintzung des gefundenen 6 crscheinen c, = ~ , ( c , ,  c,), . . . c, = p,(cl, c,) 
als Poteirzreiheri von c l ,  c, ohne Gliecler geriiigeren als zweiten Grades. 

Es ist noch zii zeigen, da6 wir wirklich eine periodische Losung 
erhalten, wenn wir cl, c, hinreichend klein, aber soust beliebig annehmen. 
Nach Bd. 48, S. 415 ist 
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22 Weitere Beitrkge zur Theorie der kleinen Schwingungeri. 

wo 
= cos u, qai = - sin zc, Qgl = O, . . . = 0 

und 

ist, eine periodische Losung, welche die Redingungen 

t=t,,, x i - c ,  x 2 = o  
erfiill t. Sollen 

t = O ,  % , = c l ,  z , = c ,  

ziisamniengehürige Werte sein, so ist 

Jedem Paar hinreichend kleiner (nicht gleichzeitig verschwindender) 
Werte cl, C, entspricht ein positiver Wert von c und ein Wert von 3 
zwischen O und 2n oder, was dasselbe i d ,  ein Wert  t ,  zwischeii O 
und T. Also ist eine (und nach dem Obigen nur eine) periodische 
LGsung vorhanden, welche die Bedinpngen xi = cl, X, = c, für t = O 
erfüllt. Wir  berechneri sie direkt aus dem Differentialgleichungssystem. 

Unter Einfiihrung der unabhangigen Veranderlichen 

gehen unsere Differentialgleichungen 

über in 

Die diirch die dnfangsbedingungen 

bestimmten periodischen Funktionen- z,, . . . xn mit der Periode 2z 
Iassen sich in Potenzreihen von ci, C, entwickeln, deren Koeffizienten 
periodische Funktionen von zu mit der Periode 2n sirid. ,Wan hut 

,p - - cl cos w + cg sin w, 

,p = -  cIsinw + C ~ C O S W ,  

x18' = O ,  . . . x'li n = 0 
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Von J. HORN. 2 ?I 

und x( l )  eine ganze ltonzogene kicnlition v tcr  U i i w r ~ s i o n  vofz c, ,  c, zmd eine 
. . .  lzizcare I . i~n7~tion von cos pw, sin pw ( p  = 0, 1, v) id. 

Zur direkten Berechung der ~(0;) iiiid d u  Periode T aus den 
Differentialgleichurigen verfihrt man ahnlich wie in Bd. 48, S 415-418. 

Haben die beiden ersten Diffrrentialgleichunpn des Sgstems 
die Form 

wn A reell positiv ist, so gelaiigt nian zil dein bisher betrachteten Falle 
zuriick, wenn man nt als unabhangige Veranderliche einführt. Die 
direkte Behaiidlunp ohne Transformation von t ist eben so einfach. 

2 n 
Jetzt ist T - eine mit quadratischen Gliedern beginnende Potenx- 

reihe von cl, c,. 

§ 6- 

Die UiEereiitialgleic1iuugen, auf welche wir durch die in 53 1-4 
gestellten dyna~tiiqclien Aufgaben gefiihrt wurden, sind in folgender 
Form enthalteil: 

Die Glcichung ( ~ n  2)ten Gratles 

sol1 keine Wurzel $- i k A  ( k  ga&e Zahl), keine mehrfache und keine 
verschwindende Wurzel besitzen. Die charakteristische Gleichung n ten 
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23 IVritere Beitriige zur 'l'heoric der klcinen Schwiiiguiigen 

Grades imseres DiEerentialgleich1i11gssystems hat dann ncberi den beitleil 
\Yiirzeln f i ii keine Wurzel + iX I (1; ganze Zahl) und nur die p - n - rn 
Wurzeln s = O, aelchen p einfache Elementarteiler der charakteristischen 
Determinante entsprechen; alle Wurzeln auBer diesen verschw-indenden 
sind einfach. li;, . . .  Fn sind Potenzreihen von x,, . . .  x, ohne Glieder 
von geringerer als der zweiten Dimension. l) E s  seien die p + 1 =qz-m+ 1 
Iiitegrale . . 

CD (xl , . . .  x,) = c, 
. . .  

(BI 
"l;,+l + -q(x1, 5,) = Dl) 

vorhanden, wo C; Dl , . . .  D,, millkürliche Konstmte sintl and 0, ?Pl. . .  !lfp 
I'otenzreihen von x,, . . z,, welche kein Gljed von geringerer als der 
zweiten Dimension enthalten; in @ sol1 das Glied niit xf nicht fehlen. 

W i r  fiihren dus Diferenliulgleicl~t~ngss~jsle~n (A)  mit den lntegrulen ( H )  
a ~ f  dus ifi Bd. 48, S 405ff. Oel~nndelte zzcri*ck. 

Aus den p letzten Integrdgleichungen berechnet man 

wo pl ,  . . .  p!l Potenzreilien der beigefiigten drgiiinrilte mit Gliedern 
zweiter und hoherer Dimension sind. Cnsei-e ~n ersteii Differential- 
gleichiingen werden 

d x, 
- d  t~ = l x 2  + G~ (.rl, . . .  x,,, n,, . . .  n,), 

iind die Integrdgleichung @ = C geht über in 

F (zl) . . .  xm, Dl, . . .  Dl!) = C. 

h b e i  sind G,, . . .  G,,, und VJ Potenzreihen von z,, . . .  x,,, Il,, ... Il,, 
mit Gliedern mindestens zweiten Grades; in 1P kommt x: wirlJieh vor. 

1) Wir k h n e n  auch die 3tc, . . .  mte I ) i f f ee re~ t i a l~ le i chu~~~  auf die kanunisçhc 
Forru gebrarllt deuken. 
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Von J. IToirs. 2 6 

bris den Gleicliungeii 

O =  LE2+ Gi(Kl ,  . . .  KV', Dl, . . .  Dl<), 
O = - L KI + G, ( K I ,  . . . Km, Dl, . . . 
O=aa, l i r ,+ . .~+aamKm+ Ga(Xl ,  . . .  Km, Dl, . . .  U,) 

( a = 3 ,  ... 7n) 

berechnet man KI, . . . Km1) als Potenzreihen von Il,, . . . DL,, welche 
mit Gliedern zweiter Dimension bcginnen. Setint man nun 

x 1 = K 1 +  XI, . . .  X m = K m + X m ,  

so gehen die Differ~nt~ialgleichungen über in 

und die Integralgleiçhung Y= C in 

l I  ( X i ,  . . . X*J = c. 
Dabei ist 

eine Potenzreihe von D l ,  . . . D,,, welche fiir Ill - . . . = Ut, - O ver- 
sçhwindet; H l ,  . . . Hm sind Potenzreihen von &, . . . ,Y,, mit Glietlern 
zweiter und hoherer Dimension, welche Potenzreihen von Dl, . . . D, 
zu Koeffizienten haben. Nach dem am Anfang von 9 5 berniesenen 
Satze fehlen in FI die in ,Y,, . . . ,'Y, linearen Glieder; H ist also eine 
I'oterizreihe von &, . . . Xm mit Gliedern rniridestens zweiteri. Grades (/Y: 
tritt wirklich a d ) ,  deren Koeffizienten Potenzreihen von Dl, . . . Dp sind. 

Die charakteristische Gleichung 

1) Nach den oben gemachten Voraussetzungen i d  
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36 Weitere Beitrsge zur Theorie der kleinen Schwingungcn. 

hat m in Potenzreihen von Il,, . . . D!, entwickelbare einfache reellc 
oder paarweise konjugiert komplexe Wurzeh  SI, . . . Sn,, welche sich 
für  Dl = . . . = DF, = O auf die 7n Wurzeln der Gleichung 

rednzieren. Diirch eine reelle lineare Substitution 

deren Koeffizienten kap Potenzreihen von Dl, . . . D,, sind, erhalten 
unsere Differentialgleichungen, wenn 

S 1 = K + ,  S,=K-id 

gesetzt wird, dia Fornil) 

dL'=KEi+AE2+..., d t 

' " ' = - A &  d t  + K r , + . . . ,  

. . . . . . . . . 

Ist D, - . . . - Il, - O,  so ist K = 0, A = A, und diese Form ist von 

vornherein vorhanden; für D, = . - .  = D,, = O ist also 5, = E, und 
demnacli lz,, = 1, ha,J = O (cr 2 B). Die Integalgleichung H = C geht 
durch die obige Transformation in 

Q ( E , ,  k,J= f2 

iiber, wo SL eine mit quadratischen Gliedern beginnende Potenzreihe 
von E,, . . . Em ist, deren Koeffizienten Potenzreihen von D,, . . . D, 
~ i n d .  Ua das Glied mit k: in SL nicht verschwindet, so miiB nach dem 
zweiten in 5 5 bewiesenen Satze K für alle Werte von ,Dl, . . . D, 
verschwinden. Die beiden ersten Differentialgleichungen sind demnach 

Wir  haben also Differentialgleichungen von .derselben Form wie in der 
früheren Arbeit; nur sind die Koeffizienteri, welche früher gegebene 
Werte hatten, jetzt Potenzreihen von Dl, . . . Dp. 

1) M. 48, 8.  406. 
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Von J. HORN. 

Das Differentialgleichungssystem mit den abhingigen TTerander- 
lichen El, . . . En besitzt nach 5 5 eine periodische Losung mit der 
Periode 

2 z 
T=,+T,+T,+ . . . , 

wo Y,, eine ganze homogene Funktion vten Grades von y, ,  Ya  und 
eine Potenzreihe von D l ,  . . . Il,, ist; dabei soll 6, = y , ,  6% - yp für 
t - O sein. Wenn 

gesetzt wird, hat dieve LGsung die Forni 

Eu = ( E , ) ,  + (En>, + . - . t 
es ist 

(ka), ist eine ganze homogene Funktion vtcr Dimension von y,,  * J a j  

eine Potenzreihe von Bi, . . . Dl, und eine lineare Bunktion von cos pto, 
s inpw ( p = O ,  1 ,  ... 1)). 

Wegen 
~ a = K a + l ~ a l E l + . . . + ~ , , E , ,  ( a = ~ ,  . , .  I I L )  

wird 
x ,  = Ka + (x , ) ,  + (su),+ . - . + (%), + ,. ., 

wo (x,), ein Ansdruck von derselben Form ist wie oben (En),. Iris- 

oder, da sich A,,, h,, für Dl = - .  . - n, = O auf 1, die tibrigen h,,, hu, 
auf Nu11 reduzieren, 

( x ~ ) ~  = - YI s" W + Y s  COS W + - . . , 
(x3), = . . , . . . , (xJ1 = . ., 

wo die weggelassenen Cllieder in y l ,  y, linear homogen Sind und fur 
Dl = 0 . .  = D, = O verschwinden. 
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2 8 Woitcre Reiti-ige zur Theorie der kleinen Sçhmingungen. 

K,R+,j ist eine mit quadratischen Gliedern beginnende Potenzreilie vori 
Dl, . . .. D,, und (x ,+~),  ein Ausdruck von derselben Forin wie oben 
(xa),, ; (X~~,+,.J, verschwindet fiir 3, = . . . = Il, = 0. 

Wir  k6nnen auch schreiben: 

x, = y, c o s w +  y, s inw + a . . ,  

z, - - y, sin w 4- y, cos tu -1 . . . , 

wo die nicht angeschrieberieii Iieiheriglieder mindestcns die zweite 
nimension in bezug aiif die Konstanten yl, y,, Dl, . . . D,, hesitzen. 
Man kann dicse Konstante~ so bestimmen, daW fiir $ - O 

wird. Dann ist riiimlich 

wo die weggelasserien Glieder niindi:steiis von der zwciten Diriieiision 
in f i ,  y 2 ,  Dl, . . . B,, sind. Daraus herechnet inan 

als Poteiizreihen von cl, c,, c,,,+,, . . . c,, von welchen niIr die Glieder 
niedrigsten Grades angeschrieben sind. ') Deinnach lassen sich xi, . . . IL.,, 
in Potenzreihen von cl, c,, . . . C, ~imwandeln. 

Wir Iiuberz 
,J L %O) + 2(2) + . . . + x ( l )  + . . . ( u = l ,  ... n) 

a u a u 

Nierhei i s t  
p = ci cos LL) + C, sin t u ,  

- - - cl sin to + cc? cos z t i ,  

x Q = O ,  . . .  xg' = 0 
(1) 

-- xm+l = ~ , ] ~ + 1  , . . . ZR' = e n ;  

1) Sol1 die xu ermittclude periodischc Losung dic Bedingung 

erf'iillen (vgl. Aufg. II und IV), BO lassen sich die Kon~tant~en y,, y,, Il , .  . . . D/,- 
eo hestimmen, daB fiir t = O 

wird. An Stelle vun c ,  tr i t t  jetxt eine Potcnzreihe von c , .  c,, c, , ,+~,  . . . en- 
welche mit quaciratisülien Gliedorn bcginnt. 
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Von S. HOUN. 2 9 

cl, cg, cm + l 7  . . . C, und eine linca~e 3bzhtion von cos pu;, sin pw 
(,,=O, 1, . . . VI. nie  Periode wird 

zuo T( ' )  eine Zincare Imnzogene E'z~tzktion Ton c,,,,, . . .  c, und T[l) 
(1 = 2 ,  9, . . .> eine gunze komogene finlition IJ  ten Grades Ton cl, c,, 
c,,,+ 1 ,  . . . C, ist. 

Es konnen narrilich aus T2 nur Glieder zweiter und hoherer Di- 
mension in den c hervorgehen, wihrend 

nie Reihen, dmen Existcnz naclyewiesen is t ,  soll~n nun nehst t h  

Periode T aus dem ~ifferentiul,gleich~~n,~~s.s~~~ste?n ( A )  a m  Anfang von fS 6 
dilslct berechnet werdm. 

Setzt man 
27ct w---= 
T ( A +  q " ' + q ( " + - - ) t ,  

wo ri(v) eine ganze homogene Funktion vter Dimension der Intepations- 
konstantcn ist, so schreiben sich die Differentialgleichungen 

Durch Einsetzung der Reihen , 

und Vergleichung der Glieder erster, zweiter usw. Dimension in den 
Integrationskonstanten c erhiilt man Differentialgleichungen fiir die x:', 
x:' usw. Zur Bestirriniung der'Konstauteri beachtet man, daB für zt: = O 
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30 Weitere Beitrbge zur Theorie dor kleinen Schwingungen. 

sein muB und daB siimtliche x:) als Funktionen von w die Periode 27c 
besitzen müssen. l) Durch diese Bedingungen werden auch vu', q"', . . . 
bestimrnt. 

Zunachst hat man die Differentialgleichungen 

mit der Losung 
zil' = cl cos w + c, sin w ,  

Weiter ist, wenn P~"(xl, . . . x,) die Glieder zweiter Dimension 
in Fa (x,, . . . x,) darstellt, 

d p l %  
- - 2 -  = - 1 

d w 
XY + cl$) COB w + cprl"' sin w + , F~"'(X?, . . . z:)), 

1) 1st die Bedingurig 

D,-xn+  Pp(xl, . .  . % J = O  

vorgeschrieben, so bleiben riur die Litegrstiouskoustanten c l ,  c,,  c m + , ,  . . . cn-i 

bestehen. Die Dedingungen x::) = en, 2::' = 0 ,  . . . für tu = O sind zu ersetzen 
durch die folgenden : 

,,) = 0 ,va = - 
I n ?'(C~, c , ,  O, . .. 0 ,  . . . O ) ,  . . . 

für w = 0. Dabei i s t  !PEI die Summe der in Yp enthaltenen quadratischen 

Glieder. - ffbrigem k(jnnk? man von ooruhereiii x, vermittels der obigen Ue- 
dingung eliminieren. 
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Die Ausdrücke Fn4'(x1', . . . x:') (a = 1 ,  . . . n> sind homogene quadratiscl-ie 
Funktionen von cl, c,, cm+,, . . . c,; c;, clc2, c: hahen als Koeffizienten 
lineare Funktionen von cos 2 z u ,  sin 2u; und c, cm, c,c,, . . , clen, c,c, 
lineare homogene Funktionen von cos mc, sin w, wahrend cz,+l, 
~ , + ~ c , ,  . . . ~ 2 ,  mit konstanten Koeffizienten multipliziert sind. 

Damit sich aus den beiden ersten Dinérentialgleichungen zy', XT 
als periodisçhe Funktionen von w ergeben, mufi der Koeffizient von 
cos w in der ersten dem Koeffizienten von sin w in der zweiten 
bifferentialgleichung gleich, ferner muU der Koeffizient von sin w in 
der ersten dem Koeffizienten von cos w in der zweiten Differential- 
gleichung entgegengesetzt gleich sein.') So erlialt man zwei Re- 
dingungen 

2 c, qJ1' = . . - , 2 Cl p - . . . 
deren rechte Seiton lineare homogene Funktionen von cl cy , c2 c7 
(y = m +  1, ... n )  sind. Damit sich hieraus T,J(~' als lineare Bunktiori der c 

ergibt, muB die rechte Seite der ersten Redingung durch c,, die rechte 
8eite der zweiten durch cl teilbar sein, und man erhiilt r"' als lineare 
homogene Funktion von cm+,, . . . c,. Bus den heiden ersten Diffe- 
rentialgleichungen ergcben sich nun xia', x$) als lineare Funktionen 
von cos p w, sin p w (P = 0, 1, 2) ; die Koeffizienten von cos w, sin uj folgen 
aus der Bedingung x y  = 0, x 2 '  = O für w = 0. 

Bus den WL - 2 folgenden Differentialgleichungen berechnet man 
xtz) , , . . . xf' als partikulire Losungen mit Benutzung der Bedingung, 
da0 sie die Periode 2z besitzen müssen. Damit xj,S'+@ (iq= 1, . . . r )  
periodisch sein kann, mu1 in der Entwicklung von F,~~$l tp (x~ l ' ,  .. . x;)) 

1) Durch Einsetzung der Ausdrücke 

x,=a, cosw+b ,  s i n w + - - . ,  

X, = a, cos w + b, sin w + . . . 
in die Differentialgleichungen 

und Vergleichung der Koeffizienten von cos w ,  sin w erhalt man die Gleichungen 

welche nur bestehen konnen, wenn 

a, = b, , 6, = - a, 
iat. 
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32 Weitere Ue;trlge zur Theorie der kieinen Schwingungen. 

als lineare Funktion von cos z u ,  sin w, cos 220, sin 2 w das konstantc 
Glied von selbst fortfallen; dann eracheint 

als lineare Funktion von cos z t i ,  sin 1 0 ,  cos 2u1, sin 2w.l) 
Su fortfahrend findet uian $'", x?', . . . IL.:) USW. 

Durch Umstellung erscheint x, aZs Four  i e r  scl~c Reihe, deren Ka$- 
fisienten Yote~rzreilwn vo?z cl, c,, cm+,, . . . c, sind: 

A:), Bo ( 1  = g ,  3 .. .) beginnen mit Gliedern v ter Dimension in den C, 

A t )  (a = i, . . . ml und Ap), B:) (a  - 3, . . n)  mit Gliedern zweiter Dimension; 
ferner ist  

A[1' = c + . . . = c, + . . . ; A:' = c2 + . . . , 3:) = - c ,  + .. . .  
AO,l+l) = c  + ... . . ., A t )  = c, + . . .  

ln + 1 

wo die niclit angeschriebenen Glieder minclestens die zweite Dimension 
liaben. 

9 9. . 
Aufgabe 1 (vgl. 5 1). Die Differentialgleichungen 

mit den Integralen 
U B  9 x;+xp+ y ~ + . . E C ,  

besitzen unter den Anfangsbedingungen 

die periorlische Losiing 

1) 1st die Bedingung DP = 0 vorgeschrieben, so ist  
1" 

1 
1 " = 1 - y ,  , . , d - , , . . .> 

O 

oder 
xk' = - P ( 2 )  (x?', . . .). 

P 
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Von J .  Ho~iii. 33 

hierin ist d:;) eine gaiize homogene Funktion vter lliineilsion von 

cl, c,, c, und eine lineare Funlitmion von cospw,  sinpw ( p  = 0, 1, . . . v) 
und insbesondere 

x(:) - cl COS w + c2 sin W, 

Unter Rrriicksirhtigiing des Zusammeilhangs zwischen R, Ti', a' und 
xl, r2 ,  z3 drücken wir cl, c2, c, durch die Wcrte Ho, Hi, 0; aus, 
welche R, Il', a' für t = O annehmen: 

wo (Jij*, (A'),,, (a'),, ganze homogene Fiiriktionen vter Diniension 
von K a ,  RA, @: und lineare Puiiktionen von cospw, s inpw (p = 0, 
1, . . . v) siud. Insbesondere hat man 

wo T(Y)  von der vten Dimension in IiO, Ri, Q; und insbesondere 

ist. ') 
Weiter hat inaii 

1) Der konutante E'aktoir u kalin iinch tj 8 berechnet wertlen. 
Zeitschrift f .  àfothematik u. Physik. 52 Band 1905 1. Hcft. 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 Weitere keitriige znr Tlieorie der kleinen Schwinyngen. 

Der Mittelwert dieser periodischen E'unktion (die Sunime der von cos 
uiitl sin iieieu l?eihriiglieder), 

ist eine Potenz~eihe von RD, Ri, @.') Intlein man 

sn iiitegiirrt, ilaB g? = y, fiir t = O wird, crliiilt inan 

u n d  (@), eine gailze homogene Funktion oter Dimension von Ru, RA, 
@; und lineare Funhtion von cospu,  s inpw ( p  = 0, 1, . . . v) ist. 

Wir wahlen jetzt den Aiifmgspiinkt der Zeit t so, da6 für t = O 
' 0 i r  Die in tj 1 aufgestellten 1)iRerentialgleichungen mit der 
urial-ihiingigen Veranderlichen t und den abhangigen Verinderlichen 
l!, fi', a' bleiben ungeandert, wenn man t durch - t und R, 12', @' 
durch 3, - A', a' ersetzt. Dabei bleiben die Anfaiigsbedinguugen 

ungeindert. Die so festgelegteiz Funktionen R, a' bleiben also bei eiiier 
Zeicheniinderung von t ungesndeit, wiihrcncl 1:' das Zeichcn iindert. 
Auf Grund des Zusainmenhanges zn-ischeii x , ,  x2, r, iind l:, II', CD' 
sirid unter den Arifmgsbedinpngen 

?nt  r l i  x2 gcrade Yunktionen von t oder von w = ï, , wiihrend x, eine 

ungerade Furiktion von t ist Die Fourierschen Reihen fiir II, CD' 
und x,, 2, enthalten also nur Kosinusglieder, diejenigen für X' und 
x, nur Sinusglieder. Demnach verschwindet R' f ü r  w = 0, T, . . . oder 

T 
für t = O . . .; diesen Werten von t eiitsprechen die Masirna und ' 2' 
Minima von K. 
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5 10. 

Aiifgabe TI (rgl. 5 2). Die Differentialgleichungen 

mit den Integraleri 

O = Const., x, + grl = D 1, Y, + y2 =Dz=0 
1 

besitzeri, weniî "eine ganze Zahl ist, eine periodische Losung mit 
1, 

dreil) Konstantcn cl, cl, CS (es sind dies die Werte von x,, y,, x, 
Iür t = O), welche, wenn 

2 n t  2 -2 
W = - y'=' + Y ( ' > +  TP+. . . 7' 1 4 

gesetzt wird, eine Entwicklung 

zuliiBt, woiin x:!, ganm homogene Funktionen vter Diinension und 

lineare Funktioncn von cospw, sin,uw (U = 0, 1, . . . v) siiîd. Ins- 
besondere ist 

ist eine ganze houiogene Fnnktion vten Grades Ton cl, ci,  c,; 

Y'(') ist proportional c, . 
Werin für t = O 

p=p, ,  q = Y o ,  r = r , ;  r-IO, r=r; ,  r"=r; 
ist, so ci-geben sic6 aus den Substitutionsgleichungen ( 5  2) 

1 <'. c,, ci ,  e3 als Potemreihen von p,, yo, ,,- 
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3 6 Weitere Beitrage zur Thcorie der kleinen Schwingungen 

vorausgesetzt, dan N; 2 0 kt1); es ist ferner 

wo (T)?, eine ganze homogene Funktion vten Grades von cl, c;,  c:, 

und insbesondere (Y'), zn L,pO - lwlp, proportional ist, und 

wo (p),,, . . .; (I'I),., . . . ganze homogene F i~nkt ionm vten Grades 
von cos uu., s inpw (,u = 0, 1, . . . v) sirid. E s  ist insbesondere 

wo c l ,  ci,  c, wie oben durch p,, q,, r" auszudrücken sind. 

Wenn ' keine ganze Zahl ist, e rhd t  man auf iilinlichem W e g e  
1 2  

eine pcriodische L6sung mit drei willkürlichen Konstanten, welche eine 
2 .rc 

von wenig abweichende Periode bcsitzt. 
Ae 
Beiden Scharen periodischer TZkiingen gemeinsam sind die von 

S t a u d e  ') nachgewiesenen Drehungen um permanente Rotationsachsen, 
so weit die letzteren in der Niihe von O S  liegen. 

Die Differ~ntialgleichungen am Anfang von 5 2 mit den abhiingigen 
Veriinderlichen y, (I, Y; y, y', y" werden niimlich befriecligt, wenn nian 

1) Id; ,  M i ,  Ni konnen riicht gleichxeitig verschwinden. 
2) S t a u d e ,  über permanente Ilotationsachsen bei der Bewegung eines schwerpn 

Kürpcrs uin einen festen I'urikt [ C r e l l e s  Journ. 113). R o i i t h  Bd. II, S. 163. - 
L e c o r n u ,  a. a. O. 
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seht, wo y, Y', y" und w konstante Werte sind, welche durch die 
Gleichiiiigen 

(U-  C ) k y ' y " ~ 2  = g(r iy l '  - [ y ' ) ,  

(C - A ) l i r " y u 2  = Y ( ~ Y  - W'), 
( A  - B)Cyy'w" & Y '  - V Y )  

verkniipft sind, woraiis 

folgt. Es  haritlelt sirh uni gleichfhnige Rotittionen (\;liinltelgcschwinclig- 
keit w) um lotrechte Achsen (IZichtungskosinus y, y', y" in bezug auf 
die Hauptachsen des Ktirpers). Für uns kommen nnr Achseri in der 
Nihc von O S  in Betracht. Pür  die Achse O S  ist w = O ,  für be- 
nachbarte, deni ,,SchwerpunktskegelU angehorige Achsen ist w klein. 

Die obigen Gleichiingen gehen, wmn man darin 

usw. über. 1-erbindet man damit die diirch Uinformung von 
? z +  Y ' 2  + y r i ~  = 1 erhaltene Gleichung 

als Potenzreihen von w2, und 

schreiteii nach ungeraden Potenzen von w fort. ') 
Diese L6sung mit konstauten Werten von 11, y, 1; r', r" riiiiB 

2 7c 
in der ohen bestinimten periodischen Losung mit einer von 

1) Liegt der Schwerpnnkt S auf einer Hau~tachae von 0, ist also 
z. B. L j = q = O ,  P z û .  so ist bei beliebigem w y = O ,  Y ' = O ,  y"= l ,  d. h. es 
ist einc gleichformige Rotation mit beliebigcr Winkelgesühwindigkeit um die lot- 
rechte Hauptaçhse O S  moglich. 
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3 8 Weitere Beitrkge zur Sheorie der kleincn Schwingungen. 

abmeichenden Periode a l ~  Spezialfall enthalten sein.') Die obige LOaung 
liaiin aber nur danu von t unabhangig sein, wenri cl = O,  c; = O kt.  
Da ilun %(') = 2(1) = y(') = y:;) = (1) = O ist7 so Y3 

Potenzreihen von c3, welche auBer den angescliriebenen Gliedern niir 

Glieder mindestens zaeiten Grades enthalten. SteUt mail hiernaoh 
W "==- + . . .  

als Potenzreihe von w dar, so siud aucli 

sowie r', r" Potenzreihen von w. Sie müssen mit den im An- 
st:hluB an S t a u d e  erhaltenen Potenzreihen von w iibereinstimmen, ihre 
Koeffizienten müssen also von t unabhangig win. 

Wenn man die Quacirate iind Prodiikte kleiner GroBeii vernach- 
lassigt, tritt an Stelle der Staudeschen Liisung die folgende: 

r= O ,  r' = O, r" = O, 

welche eine Drehung uni die lotrechte Achse O S  mit beliebigrr Winkel- 
gesch~indigkeit  w = lc, dsrstcllt. In 2 ist die allgeineine LGsung 
der auf die linearen Glieder reduzierten Differentialgleichungen mit den 
6 Konstanten c,, ci, G, ci, c3, c j  oder g,, ,pl, p,, y,, c,, CS dargestellt. 
Wegen der Beziehung 

gr+ ~r'+ grpr= O, 

welche durch Vernachliissigung von ï2, . . .  aus y 2  + y'" y o 2  = 1 
hervorgeht, muB aber c i  = O sein. Wir  haben also die angeniherte 
Darstellnng der kleinen Schwingungen: 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  . 7  

r = Li Q, cos ( A ,  t + p l )  + Li g2 cos ( A ,  t + y,), 
. . . . . . . . . . . . . . .  . ) 

wohei fiir i = 1, 2 

pi sin ( A i t  + pi) = ci COS dit 4- c,! sin Ait ,  

~~ - - - - - ~  
gi cos ( A i t  + = - ci sin dit + CI Co8 A i t  

2 s 
1) Ebenso auch in der Losring mit von - wenig verschiedener Periode. 

n, 
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gesptzt werdm k'iun. \Vir  liaben die drei partikular~n Liisnngcn 

p = L,pl sin (A, t + !Li), - . ., r = qp, cos (1,t + &), . . .; 
2 ~ = I , ~ p ~ s i n ( A ~ t + ~ ~ ) ,  ..., r = L ~ g B c o ~ ( A 2 t + p i ) ,  . . . ;  

1) = kC.17 . . . 7  r= o7 . . ,. 
Die erste stellt eine Drehung mit periodischer Winkelgeschwindigkeit 
urri eine im Korper feste Achse dar, deren Richt~ingskosinns in bezug 
aiif die Haiiptachsen sich wie T,,:  Ml: I\T, verhalten, die zweite eine 
periodisçhe Drehung urn eine feste dçhse mit den Riçhtungskosiniis L,: 
JI2: IV2, die dritte die oben erwiihte  gleiclifGrmige Drehung un1 die 
Lotrechte OS.') Die Zusainn~cnsct~zung der ersten und dritten Losung 

2 ?c 
ergiht eine periodische Liisung mit  der Periode - und mit den drei 

4 
IZolista~iten cl, ci ,  c:, , (lie %us~~rrirrie~setxii~~g der zweitcn und dritteri 
eine priadifiche T.tisung mit den drei Konst,;tntcn c,, ci,  c3. Wenn 
man sich nicht auf die linearen Glieder heschrankt, sind (liese perio- 
dischen Losungen durch die oben gefundenen zu ersetzen. 

Obcn warcn p7 p, r ;  r, r', T" als periodische Viinktionen von t 
'2 lt. 

mit der Periode ï' = - + - . . und mit drei IConstanten cl, c;, C, odcr 
4 

po, qo, rl dargestt311t. Wir herechneii jetzt die Kulerschen Winkel 8, F~ y?. 

Aus den Glcichiingen 

y = sin 9. sin y, y '  = sin 9. cos cp, y" = cos 9. 
fol@ 

I I  Y c o s i ? = y  , t g q = -  
7' 

oder 6 
L f  

~ . O s p , , + O ) = ~ + r t ,  t g ( ~ , , + q =  - 7  7 + 
hus 11 = $' sin 9. sin 9 - 9.' cos y ,  

q - $ 7  i n  3 o s  - If.' sin cp 
crgibt sicli 
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A s  Potc:rixreiheii von p ,  y, r, r' r" dar. Die Einsetziing der ohen 
fiir p, y,  r, r', r", gefundenen Ausdriicke ergibt 

1 li" 
@ - -A 

k 
(cl sin w - cl COB M) + . . a, 

z 
@ = k - 2 ( ~ M ; - q L ; ) ( c 1 s i n w  -c ; cosu~)  + .  -., 

1 
$' = (EL1 $ 'ïj gfl) (cl CO6 ZU $ ci siIl W )  + IC, + . . .. 

1st für t = O 

so ha t  man 

Xun  ist 

wo 

und (O),, (CD),, (d~')~ ganze homagerie Funktionen vten Grades van e0, 
on, @,', und lirieare Fnnktionen von cos ,uw ( p  = O, 1, . . . v) sind. 

. . 

Wenn nian 

intep-iert iind $, = fiir t = O arinimmt, so erhiilt man 

u n d  (@), rine ganze homogene Funktion v t e n  Grades von @,, Bo, @o 
nnd lineüre Funktioii von cos psc, sin y w  (,u = 0, 1, . . . v) ist. 
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$ 11. 

Aufgabe III (vcrgl. 5 3). Die DifferentialgleicEiungen 

mit den Integralen 

A;X;  + î,$xS + xi2 + 3;; + x: + . . . = Const., 

xi + . . . = Const. 

hesitzen, wenn keine ganze Zahl is t ,  eine periodisrh L6sung niit 
Il 

drei Konstanten c,, c l ,  ci (den Anfangswerten von xi, x:, xi) 

und (ccJ,, ganze hoinogene Funktionen v ter Diniension von c l ,  
el,  ci und lineare Funktionen von cos,uw, sin pw (p  = 0, 1, . . . v) 

sind; dabei ist 
Z n 1  

W E -  T =  ?? + Tc1) + Ti3) T . .  ., 
1' ' 4 

wo Tc1) proportional c3 und TW eine ganze homogene Furiktioii vter 
Dimension von cl, c;, ci ist. 

Xun ist 
C' 

O = ~ 1 ~ 5 ~  + u2zg = CL',(C~COSW + -'sinw) + 
a ,  4 
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Sol1 für t = O 
@ = O0, @' = @' ,, *' = *; 

sein, so hat man 

Die Eiiisetziing dieser Werte ergibt 

wo (O),, (D),,, (QI),, dieselbe Bedeutung haben wie in 5 10; jetzt 
ergibt sich 

0; . 
(B), = 0, COS w + 3. sin W ,  

(T), proportional $: - 3  0; und ( T ) ,  eine gerize homogene Fiinktiori 
cf1 

v ten Grades von @,, Bo, z&. Diirch Integration e rhd t  man wie in S 10 

a' -?A+... 
4 

11nd 
61 ' 

(+)1 = [Bo (cos tu - 1) + -.A sin u:] 
1 

ist. 

Wenn !' keine ganze Zahl ist, findet man ebenso eine von den 
Ae 

drei Konstanten abhangige periodische L6sung O, a, +', deren Periode 
2 7c 

von - wenig abweicht. 
1, 

5 12. 

Aufgabe IV (vgl. 5 4). Die kanonischen Differentialgleicliungen, 
die bekannten Integrale und die periodischen Losungen haben dieselbe 
Forin wie am Anfang von 5 10. Pür  t = O sei 

l = l ,  y =  Q,, A=R,. 

Aus den1 Ziissmmenhang zwischen den ursprüuglichen und den ueuen 
Veranderlichen folgt 
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Iliernach ist die Periode 

wo (T), proportional R, und (Y), eine garize homogene Funktion vter 
Dimension von Po, &,, Rn ist. Ferner hat man 

wo (P),, . . .; (r),,, . . . ganze homogene Bunktionen vten Grades von 
Po, Qu, R, und linenre Fiinktionen von cos ptu, sin pzo (p = 0, 1, . . . v) 
sind. Insbesondere ist 

n - 1, G, ( P h  - Po C O S  + 8nci,nci,31  in zu, 

(rp) - - 4 0 ~  sin w + - Qo 01 cos w, 
1 - 1% - A, 6, 92 Gl - LI 

(Y), = O. 

Der Ktirper führt a,lso, wenn 5 keim ganxe Zahl i d ,  eine Bc- 
4 

2 n: 
wegung mit einer von , wenig ahweichenden Prriode ans, wenn ihm 

'7 

eine nahexu lotrechte und von n wenig verschiedene Winkelgeschw-indig- 
keit in einer alsclann bestimmten Anfangslage erteilt wird. ~ h n l i c h  

findet man, wenn '' kcine ganze Zahl içt, die periodischen Bewcgungen 
An 

2 n 
mit von . wenig verschiedener Periode. 

A9 

Der ~ t i r p e r  kann mit beliebiger Winkelgeschwindigkeit um die 
durch den Schwerpunkt gehende vertikal gerichtete Hauptachse rotieren. 
Unsere Diffcrentialgleichungen (3 4) besitzen in Ebereinstirnrniq damit 
die L6sung 

p=o,  & = O ,  B = ~ , ;  r-rr-r"=o. 
Diese Losung muR aus der oben gefundenen periodischen Losiing mit 

2 16 
der Periode - + - . . hervorgehen, indem man cl = O, ci  = O setzt. 

Al 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



44 Zur ltonstruktivcn Irifinitcsimalgeometrie der el~encn Kurvcn. 

Zur konstruktiven Infinitesimalgeometrie der  ebenen Kurven. 

Von RICHAKD V. MISES in Wien. 

Die vorliegende Arbeit versucht es, die konstruktiven l'robleme 
der infinitesimalen Qeornetrie von einem allgemeinen, einheitlichen Ge- 
sichtpunkt aus zu behandeln. Sie- knüpft an gewisse in der .Kinematik 
iibliche Anschauungen an, ohne jedoch, mie dies in bisherigen kinenmtisch- 
geomctrischen ITntersuchungen meist der Fall war, die Betrachtiing 
starrer bewegter Sgsterue zurn Ausgangspunkte ZLL wahlen. Die Grund- 
lage der folgenden Erorterungen bildet vielmehr die diifstelliing eines 
rieuen') Begriffes, der sich für die Losung hierhergehoriger Aufgaben 
niitzlich erweist. Dieser Begriff, die Charaliteristili eines veriinderliche~z 
yconzetrischen Llevzentcs, fiillt f ü r  den speziellen Fall des veranderlichen 
Puriktes bezw. der veranderlichen Qeraden wesentlich mit dein der 
kinematischen Geschwindipkeit 2, bezw. Winkelgeschwindigkeit zusaminen. 
Im allgemeinen kann er als geomctrisches Azuivaien2 für den ailalyt'ischen 
Begriff der ilbleitmy einer vera~zdwZicl~en Gîo/3e angesehen werden. Denn 
der iikonomische Grnndgedanke der Diff'erentialrechniing - alle In- 
finitesinialbetrachtunger~ im vorhiriein zu erledigen, iim sie ini EinzelIalle 
zii ersparen - war fiir die Begriffsbildung in erster Linie maBgebend, 
und diirchweg bildete die Analogie unserer Probleme mit jenen der 
Analysis den leitenden Gesichtspunkt für die hier gebotenen Unter- 
suchungen. Die Aufgaben, mit denen wir uns zu beschaftigen hahe,n, 
enthalten iu ihren Lhten iri gleicher Weisc analytische und rein geo- 
metrische Beziehiingen. Die Losang erfordert in jedein Falle eine 

1) 1)iirch eine Resprechung iiii Jahrbnch ii. d. Fortschritte d.  Mathem. 1897 
E. 5 0 5 £  erhielt Verfksser, kurz vor AbschluB dieser Arheit, Kenntnis von dem 
Inhaltc einer ihm unzuganglichen dbhandlung: J o  h .  P e t  e r  s e n ,  Gmdpr ine iper  
for den infi+zitesi?~iule Desoipticgeomtri w d  dwwendelse paa Laelen ona vuriable 
EEigurer. Inauguraldiss. Kjob. 1897. Darnach hat  Hr. P e t e r s e n  den hier ver- 
wendet,en B e ~ ~ i f f  zum Toi1 uriter dem Namen Fluxion I~creits eingefiihrt und in 
umfassender Weise zur Anwendu~ig gebracht. Doch dürfte ihm ein groBer Sei1 
der in  vorlicgender llntersiichung gewonnenen ICrgehnisse fehlen. - ICiner ge- 
schatzten Mitteilung des Herrn Prof. Dr. R. N e h m k o  vordankt Vsrfasser ferner 
den Hinweis auf einc hicrlicrgehorige Stelle in:  G. P e a n o ,  App l i caz io~~ i  geome- 
triche del calcolo imfinitesi ,de,  Torino 1887. Daselbvt ist der hier allgemein ver- 
wertete Gedanke für den Fa11 des Punktes,  der Geraden und de1 Ebene durch- 
geführt. 

2) S. S c h a t l w i l l ,  Das Glieriervierseit als Grundlage der ebenen Kinematik. 
Verhandl. d. TTereinm mir Ftirderiing d. GewerbefleiBrs i n  PreuBen. 1876. ,Tahrg. 55. 

8. 378 ff. § 4. B u r m e s t e r ,  Lehrbuch der Kinematik 1. Leipzig 1888. S. 12f .  
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Differentiation der ersteren; das Analoge für dic geometrischen Elemente 
leistet die Bestimmung ihrer Charakteristiken. Damit sind zuglcich 
die Getiiete abgegrenzt, die in unserer Untersuchung einerseits der 
Bechnung, andererseits der geometrischen Konstruktion zufalleii. l i e -  
mals betrachten wir es als unsere Aufgabe, ein errechnetes Kesultat 
in eine Konstruktion umzusetzen. 

Eine Erweiterung der hier dargelegten Betrachtungsweise für 
raumliche Gebilde, sowie eine Spezialisierung derselben für das Gebiet 
der algebraischen Kurven müssen besonderen Arbeiten vorbehalten 
bleiben. ') 

1. Zwei Phasen des veranderlichen Systems. Synthetische Kurven- 
definition erster Art. 

1. Wir betrachtcn eine Reihe von Punkten, Geraden und beliebigen 
Kurven (Punkt- oder Geradenortern), nennen jedes dieser Gehilde ein 
Element und ihre Besamtheit ein System. Von jedem Nemente nehmen 
wir an, es durchlaufe, sich stetig verandernd, eine einfache Nannig- 
faltigkcit von Phasen und zwischen d e n  Elemcnten bestehe ein der- 
artiger Zusammenhang, daB mit der jeweiligen I'hase eines einzigen 
iinter ihnen eine d e r  mehrere entsprechende Phasen jedes andern be- 
stimmt sind. 1st die Beziehung zwischen den zusammengehbigen 
Phasen eine mehrdeutige, so setzen wir voraus, sie lasse sich durch 
Zerfallung in Zweige auf eine Anzahl eindeutiger Zuordnungen zurück- 
führen, sodaB wir unsere Betrachtungen auf die letzteren beschriinken 
konnen. Ein System, das den ausgesprochenen Bedingungen geniigt, 
wollen wir im allgemeinsten Sinne zzuanylüzcfig vcrincierlicl~ nennen. 

Analytisch würde sich das folgendermaBen darstellen. Die Punkte 
des Systerns seien durch ihre Koordinaten 

hezüglich eiries unveriinderlichen, in der Ebene festgelegten Achsen- 
sgstems bestimmt, die übrigen Elemente dureh ihre Gleichungen in 
bczug auf dasselbe Koordinatcnsystem: 

D a m  sind alle xi und yi von (1), sowie alle Ci von (2) stetige Funktionen 
einer unabhangigen Variablen t 

(3) x i = x i ( t ) )  y i =  X ( t ) ,  C;=&(t). 

1) Jlei Aiisfiihriing vorliegender Arheit is t  mir von scitcn meines verehrtoii 
Lehrern Herm Prof. Dr. E. M ü l l e r  in Wien vielfache Ftirder~ing zuteil gewordeii, 
die miçh zu besoricierem Danke verpflichtet. 
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46 Zur konstruktiven Infinitesimalgeometrie der ebenen Kurven. 

Mit der Annahine irgend eines xi, qi oder Ci ist aus der en t~~rechenden  
Gleichung (3)  das t, daher weiterhin jedcs andere cci usf. bestimmt. Hin- 
sichtlich einer etwaigen Mehrdeutigkeit der Funktionen (3) inuB wieder in 
aiialoger Weise die Auflosbarkeit in Zweigc, oder was dasselbc ist, Ein 
deutigkeit innerhalb begrerizter Gebiete zur Voraussetzung çemacht werden. 

Greift man zwei heliebige Phasen S und S, des Systems heraus, 
so bestimmen zunachst entsprechende Punkte p l )  und pl sowie ent- 
sprechende Gerade G und G, der beiden Phasen Verbindiingsgeratie 
p p i  und Schnittpunlzte - G G ,  und mit diesen gewisse Llngen und 
WirikelgrtiBen pp1 und G G1. Nihert  sich die zweite Phase unaufhor- 
lich der ersten, so nahern sich - von singularen E'iillen, die wir aus 
uriserer Betrachtung ausschlieBen, ubgesehen - Verbindungsgerade und 
Schnittpunlite gewissen Grenzlagen und die Verhiiltnisse jener Liingen 
und W i n k e l g d e n  bestimmten Grenzwerten. Wir konstruieren riun 
für jeden Punkt p, p . .  . auf der Grenxlaye der Qeraden pp,, 99, . . . 

je einen Punkt p', y ' .  . . und für jede Gerade G, H.  . . durch die 
Grerzzlage des Punktes GG,, EHl  . . . eine Gerade G', H' . . . derart, 
daB die Verhiiltnisse, welche die Strecken ip', py'. . . und die trigono- 
metrischen Tangenten der Winkel &Tt, HH' . . . miteinander bilden, 
den Grenzwerten der entsprechenden Yerhdtnisse von p p , ,  ijq, . . . 
- - 

G G,, H H ,  . . . gleichkommen." Alle Elemente sind nach der Wahl 
eines einzigen unter ihnen eindeutig bestimmt. Wir  nerinen p' und 
G' beziehentlich die Cl~arakteristiken von p und G S )  und bemerken, 
da8 durch die Angabe einer Phase aller Punkte und Geraden des 
Systems sowie der zugehorigen Charakteristiken zwei aufeinanderfolgende 
l'hasen dieser Elemente vollkommen charakterisiert sind. Offenbar ist 
die Gerade pp' Tangente an den Ort (p) der Phasen von p und G' G' 
der Berührungspunkt von (G) mit seiner Tangente G. 

Es  seien C und Cl (Fig. 1) zwei Phasen einer dem System an- 
gehorigen Kurve und m ein Punkt von C. W i r  legen durch m einen 
beliebigen Strahl A, den wir uns in der Ebene unveriinderlich denkeii, 
und beschranken unsere Betrachtungen, um Mehrdeutigkeiten aus- 
zuschlieben, auf einen solch kleinen Teil von G in der Urngebung von 

1) Kleine Buchstaben bezeichnen im folgenden in der Regel Punkte, groBe 
Buchstaben Gerade. Immer bedeutet die Aneinanderreihung ab die Verbindungs- 
gerade, u b  die Eritfernung der Punkte u und 6;  A B  den Schriittpunkt, AB deri 
Winkel von A und B. Der in m a r n e r  gesetzte Buchstabe (3) eines Elementes 
bezeichnet den Ort, bezw. den lnhegriff aller l'hasen von E. 

2) Der E'all, daB der Schnittpunkt G G '  im Unendlichen liegt, wird spiiter 
seine Erledigung finden. 

3) Pet  ersen benützt nur p' als ,,Fl,uxiolz des I'1tn7;trs pw. Vgl. Jalirbuch 
a. a, O. S. 606. - Peano, a. a. 0. S. 321 riennt pp' ,,Uerioierte von p", 
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rn, daB weitere Schnittpunkte von C und il nicht mehr in denselben 
fallen. Yassen wir jetzt eine infinitesimale Phasenanderung von C inu - 

Auge, so gibt es nur einen unend-  FI^. I 
lich nahe an m gelegenen Punkt von 
A, der zugleich der Nachbarphase 
von C angehort. E s  lZBt sich daher 
im allgemeinen aus der Mannig- 
faltigkeit der Phasen von C ein 
derartig begrenztes, die Ausgangs- t 

phase selbst enthaltendes Gebiet / 
herausheben, daB innerhalb derselben 'CA 
zwischen den Phasen von C und den 1 
Punkten von A eine eindeutige stetige Zuordnung besteht. Eine solche 
Zuordnung gestattet aber, den jeweiligen Schnittpunkt m, von A und C 
als Element des zwangliiufigen Systenls aufzufassen, und damit ist nach 
dem Vorangehenden auch eine Cherakteristik ma für denselben be- 
stimmt, die notwendigerweise auf A liegen muB. Wir  konnen auch 
Hagen, durch den Strahl A werde dern Punkte m von C ein Punkt nr, 
von Cl zugeordnet, und dieser Zuorduung von a entspreche die Cha- 
rakteristik von m. LlBt man A das ganze Riischel in nz durch- 
laufen, so erhalt man eine Beihe von Punkten mi, 14.  . ., deren Ge- 
samtheit für das Verhalten von C in der Umgebung von nz und in 
zwei aufeinanderfolgenden Phasen charakteristisch ist. Wir wollen nun 
zeigen, welches der Ort der m: ist, wenn d das Strahlenbüschel in vn 
heschreibt. Rezeichnet man mit 171 und N Tangente und Normale von 
C in ni. und zieht manz, II M, so erkennt man, daB bei unbegrenzter 
Annaherung von Cl an C mit EGi, zugleich ni,%,, sowie der Winkel 
~ 3 1 ~  der Tangcnten in m und wz, von gleicher Ordnung unendlich 
klein werden. Daher ist die Entfernung des Punktes m, von M a x  
und umsomehr G i n  den genannten GroBen gegenüber von hoherer 
Ordnurig unendlich klein, d. h. nz, ~ziihert sich der Luge auf der durch 
nz, zu M gezogtmen Parallelen. Da nun die Punkte den ma in 
der Grenze ahnlich liegen, so folgt der Satz: Die Clzarukteristiken eines 
Plcnktes m einer Kurve C fur a17e müglichen Zuordnungen iiegejz auf 
einer Pa.rallelen M' sur Tangente M an. C in ml) M' heiBt die Cha- 
rakteristik von C fur den Pudi t  m2) 

1) Eine analytische Ableitung clieses Satxes unter Verwendung des Ge- 
schwindigkeitabegriffes gibt G .  S c h  e f f  e r  s , Anwendung d. Ditfer. u.1ntegr.-Rechnung 
auf Geometrie. 1. Bd. Leipzig 1901. S. 86. 

2) Die ,,P'l~txion,slilzie" von P e t e r s e n .  Vgl. Jahrbuçh a. a. O.  S. 506. - Für den 
Fall, da0 C eine Gerade ist, heiBt ill nach P e a n o  a. IL. O. S. 391 ,,Poluve von Cin ~ 1 . "  
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48 Zur konstruktiven Infinitesimalgeoinetrie der ebcneri Kurveri. 

E s  seien wieder C und Cl (Fig. 1) zwei Phascn einer Kurve, die 
jetzt als das Erzeugnis der Tangenten I l l  anSgefaBt werde. Diirch eine 
der vorigcn ganz iihriliche Betrachtung gelangt man zu folgcndcr Auf- 
fassuug. Jeder Puiikt a von M ordriet dieser Tangente eine Taii- 
gente Mu von Cl zu, und jeder mlcheii %iiorthung a entspricht eine 
Charakteristik Md von JI ,  die durch a hindurçhgeht. I n  derselben 
Weise wie früher erkennt man, daB beim ubergangc zu unendich be- 
nachbarten Phasen die Entfernung des Punktes nt, von MaN gegen- 
über 3.1111, usw. verschwindet, da1  daher die ICI, sich der Laye auf 
dern Biisc11,el mit ,nn als Scheitel nahern. Da die J!!; den Jfa  in der 
Grenze affin liegen, kann man den Satz aussprechen: Die Charal~teristiken 
einer l'unyente II.T einer K w c e  C für alle nzoglichen Zuordnutzgen gehen 
durch cincn PunKt m' auf der Xorrmlcîz N von C in m. m' ist die 
Charakteristik colt C fiir ihre Tangente M. 

Da, das ~hnlichkeitsverhaltnis irn ersten und des Affinitiitsverhdtriis 
im zweiten Falle einander gleich sind, so folgt, daB für das Linien- 
element M m  einer I h r v e  m' und M' vereinigt liegen. Wir werden 

- -- 

die Strecke mm'  gleich deni Abstande der Geraden M und JI' auch 
die Cl~~ditr:.r?stilï der Eurue C für i lu Linienelemmt miIl ~zennen. 

2.  Die Charakteristiken einer Kurve (m) für alle ihre Punlrte 
Eiilden ihr charakteristisches Geradengebilde (JI ') ,  die einer Kurve (M) 
für alle ihre Tagenten das charalitel-istische Punkt,yebiid (m').  Aus den 
gemeinsamen Tangenten von (na) und (N' ) ,  sowie den gemeinsamen 
Punkten von (IK) und (m') ,  erhiilt man die Linienelemente, in deneu 
( I1 .s)  bezw. (JI) ihl-e Bnveloppe beriihrt. Die beiden charakteristischen 
Ortcr einer Kurve C bezeichnen wir als deren Churakteristiken C'. Wie 
die Verbindungsgerade pp' die Tangente an (p), der Schnittpunkt GG' 
den Berührungspunkt für (G) lieferte, so stellen die gemeirisamen 
Elemente (Punkte d e r  Geraden) CC' die Grundptnlite, bezw. G~und- 
tan.qenten jener limmren Schar (Büschel oder Reihe) dar, mit der die 
Schar (C') in erster Anniiheriing als uz~,~enblicklicl~ zzcsamnzmfallcnii ail- 

gesehen werden kann.') 
Für  einen Punkt p als degeneriertes Punl~tgebilde ist das Büschel 

um p' der cherakteristische Geradenol-t, für eine Gerade G als degene- 
riertes Tangéntengebilde die Punktreihe G' der charakteristische Punldort. 
Die duale Charakteri~tik besteht im ersten Falle aus den Punkken des 
- -- 

1) Hierbei ist von dern Falle abgesehen worden, da0 eine Charakteristik 111' 
von C für deren I'unkt na die Kurve C in einem andern Punkt als m berühren 
kann. Eine strenge tnathematische Durchführung der in diesem Absühnitte au- 
gedeuteten Untersuchung wiirde eine Reschrankung auf algebraische Kurven er- 

fordern. 
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über pp' als Uurchinesser errichteten Kreises, im zweiten aus den 
Strahlen des Parullelhiischels der Richtung G. Als Charakteristik einer 
Geraden G, die zu ihrer Nachbarphase G, parallel ist, erscheint dem- 
gemiiB eine zu G parallele Gerade G', deren Abstand G'G' von G durch 
den Grenzwert der Verhaltnisse bestimmt wird, die G G, mit den früher 
betrachteten L h g e n  pi?, , fi, usf. bildet. 

Die Charakteristik M' einer Kurve C für einen ihrer Punkte nz 
kann zugleich aufgefaBt werden als Charakteristik der Tangente nl 
fiir den ihr angehorigel1 Piinkt 91a; und in gleicher Weise der Punkt m' 

als Charakteristik des Punktes In für die durch ihn gehende Gerade M. 
Haben daher zwei Kurven C und E dauernd ein Linienelement N m  
gemeinsam, so fallen auch ihre Charakteristiken rn'Jlf für m M  zu- 
sarurueri. 1st nun eine Kurve C allgemein als Einhüllende eines be- 
Iiehigen Eleinentes E erzeugt, und trifft man zwischen irgend einem 3 
einerseits und den uiiendlich benachbarten Elernenten E,, E, . . . der 
Nachbarphase Cl von C andrerseits eine bellebige Zl~ordnung a, b . . ., 
so haben alle so entstehenden Charakteristiken EL, Eb . . . von EJ 
jene Punkte oder Gmaden gemein, welche den Geraden und Punkten 
entsprechen, in  denen R seine Einhüllende C berührt, bilden also ein 
Büschel bezw. eine Keihe. Es ist dies die Verallgemeirierung der in 1 
für Punkte und Gerade als Elemente E bewiesenen Siitze. Wir  be- 
zeichnen demgemiiB als Charakteristik einer Kurve C für ihr Zkment E 
jede der beiden linearen Scharen BL, EL . . . oder was auf dasselbe 
hinausliuft, deren Grundpunkte, bezw. Grundtangenten. Die Gesamtheit 
der letzteren für alle Ele~rie~ite E von C bildet dann wieder einen der 
hiden charakteristischen Orter, die wir oben mit C' bezeichnet haben. 

Die bisher betrachteten rein yeometkhen Elemente des verander- 
lichen Systems führen mittelbar zur Behandliing anderer, uneigentlicher 
oder metrischer Elemmte. E s  sind dies zunachst die durch Punkt- oder 
Geraden~aare des Systems bestimmten Luugen und Winkel. FaBt man 
zwei Phasen eines solchen Paares ins Auge, so erhalt man eine Gr6Ben- 
difYerenz, die bei unendlicher Annaherung der Phasen arieinander zu- 

- -- 

gleich mit den früher betrachteten GrGBen @pl . . . GG1 . . . von gleicher 
Ordnung unendlich klein wird und mit ihnen V e r h i h i s s e  von be- 
stimmten endlichen Grenzwerten bildet. Als Charakteristiken der 
metrischen Elernente definieren wir Gro/3en, also wicder metrische 
Elemente, cleren Verhùltnisse zu den bereits definierten GrGBen ppt . . . 

- - 

tg G G' . . . jenen Grenzwwten gleichkommen. 
Beschreibe~i beide Punkte eines Pttares dieselbe Kurve, BO be- 

stimmen sie auf dieser eine veranderliche Bogenlünge, deren Charak- 
teristik in gleicher Weise wie die der anderen metrischen Elemente 

Zeitschrift f .  Ifathematik u Physik. !A Band. 1905. 1. Heft. 4 
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clefiniert wird. Nan  erkennt den Zusainmenhang der hier gegeberieri 
Definitionen mi t  jenen der Differentialreclmung. 

Allgernein bonrien wir sagen, daB die Charakteristik E' eines be- 
liehigen Elernentes E mit 2J zusammen ein Àyui2;nlent f i i ~  zzcei un- 
endlid Benaclrbu~rte Phaserr. von E bildct. Bus  dieser Buffassiing ergiht 
sich der für das folgende grundlegende Satz, daB r l i ~  C1m.uktrristiX 
eiues Elci~mtes  mit den CI~,ort~l;teristi/î~n, scinw IZc~tinav~~~n,qssfiicke y- 
yben ist. 

Betrachtet man ein veranderliches Eloment olme Rücksicht auf 
seine Zugehorigkeit zu eincm zwanglaufigen Systcm, so verliert seine 
Chnrakteristik der Definition gerniiB im  ill le des nietrischen Elenientes 
yü~ubiclt, ini F a l k  des eigentlichen teilzwise ilire Redeutung. Unter der 
Charakteristik eines unubhü~.yi,q veriilzderlicken (eigentlicheri) Elenientes 3,' 
hat nian sonach nur jenes Gebilde zu verstehen, das in1 allgerneinen 
mit EE' bezeichriet werden kaiin, also für cinen Purikt p die Tangente py', 
für eine Gerade (2 den Berührungspunkt GG', für eiue beliebige Kurve C 
die genieinsamen Punkte bezw. Tangenten CC'. 

W i r  gehen nun darnn, die gewonnenen Uegriffe auf die L6sung 
der allgemeinen 1-'robleme der I~zfinitesinial!/c«metrie anzuwenden. 

3. Gcgeben sei eirie Iieihe zunachst unveranderlicher Elemente 
bestehend aus Punkteri, Beraden, beliebigen Kurven, Liingen- und 
WinkelgroBen li;, F2 . . . ,,-, und Alle diese Elemente m6gen 
uach einein ebcnfalls gegebenen pesetze in irgend welcher Weise andere, 
neue Elemente bestiinirien, diese niit den früheren zusamnien wieder 
weitere usf., bis eiii eiriziges lctztes Element En als Endergebnis der 
(ihrer %ah1 nacli endlichen) wiederholten Operatiorien erschirit.  Unter- 
wirft inan niiri e i m s  der iirsprijnglich gi.gehenen Elemerite, etwa El, 
fortgesetzter stetiger Veriinderung, indem man es eine einfadie Mannig- 
faltigkeit von Pliasen durchlaufen M t ,  tridirend das Operationsgesetz 
erhnlten Illei kit, so indern sich im allgemeinen allc spiteren, abge- 
leiteteii Eleiiiente E2, R, . . . iirid bilden niit h', zusamnien eiu zzrjurry- 
liiufïg verhierliclres S?ystem iin Sinne unserer Betrachtung. 1st Ba eiii 
eigentliches (nicht ruetrisches) Eleinent, so erzeugt es allgemein einr 
Kurve A ,  die durch das Operationsgesetz definiert ist. W i r  nennen 
eine derartige Darstelluiigsweise einer Kurve eine syntl/etiscl~e Dcfinitiol~ 
erster Art und die Elenlente 4, E2 . . . Ir;, d:~s erzeiqende Systelr~ der- 
selben. Uestiinmt wird die Kurve durcli die Elemente Ti, I;; . . . <, 
wenn Fm der Ort der Phasen von BI ist. Jedes 3' kann zuglf4cli als 
Ort der Phaseii eines veririclerlicheri R des Yysterus angeseheu werden. 

Die Anweridung der o1)eri geworinen Repiffe auf den vorliegenden 
Fa11 ergibt nun Folgendes. Wenn fui. El nls uiiabhailgig-verinderliches 
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Eleriient die Charakteristik J,':', bekannt ist, so laWt sich die Charak- 
t~r is t ik  des die Kilrve ~rzeiigenden Elenientes En, nlso insb~soiidere 
fiir einen Punkt  die Tangente an seine Bahn, fiir ejne Gernde der 
Berührungspunkt mit seiner Eiiihüllenden, durch wiederholte Losung 
einer Grundui~fgabc von iminer derselben Porm ermitteln: Es ist d~ 
Cl~uruXtmistik eines Elen/eriles a 7 ~ s  h z  Cl~uruXteristiX~n seiner Bestinz- 
m ~ l ~ z g ~ ~ t i i ~ l i e  su  filden. Die E'ornien, in deneii die in1 ~rzeugenden 
Systeme aiifeinanderfolgenden Elenlerite eiiiander bestimmen, bilden das 
Anaiogon zu den einfachen Furikt,ionen der Andysis, und es handelt 
sich jetzt daium, die Grundaufgabe für einzelne Bestimmungsformen 
tlttsiichlich zu losen. Urn jedoch zugleich einen nberblick über die 
Anwendbarkeit des Verfahrens zu rrhalten, wollen wir ziiiiiichst eine 
für unsere Zwecke taugliche Eiiiteilung der h'urven auf Grundlage 
ihrer Defiiiit,ionen vornehmen. 

Wir  sagen, eine Kurve A sei +nit Uilfe dcr Euwen BI,  B2 . . . 
konstruierbur, wenn das erzeugende Ygsteui der A auller Punkten 
und Geraden keine anderen Kiirven als solche der Gruppe B, und 
die Definition keine anderen Restiinmungsforinen als die folgenden 
enthalt: Jeder Puiikt bezw. jede Geiade ist als gemeinsanies Ele- 
ment zweier Kurven, jedes nietrische Elemeiit durch ein Punkte- 
oder Geradenpasr, jede Kurve U durch gewisse ihr eigentürnliche 
noruinle Brstimmutzgsstuckl: gegcben. Der gewohnliche Begriff der Kon- 
struierbarkeit würde noch eine Einschriinkung bezüglich der festeu 
Bestimrriungsstücke von A und der Art des unabhangig veranderlichen 
Elementes crfordern, die wir jedoch fortlasseri k6nneu. Denkt mail 
sich uiiter H den Kreis, so falieri die ruit Zirkel und Liiieal komtruier- 
baren Kurven iinter den hier aiifgestellten Ijegriff; dabei treten als 
normale Bestimn~uiigselemente des Kreisev Mittelpunkt und Halbrriesser 
auf. NaturgerriiiB ist irrimer der Fa11 schon eingeschlossen zu denken, 
daB eine B uriinitte1b:ir durch aildere als die normnlen Stücke grgeben 
eischeint, aus denrii sich aber rnittelbar die letzteren durcti Ron- 
struktioneii, die wieder nur aus B usw. bestehen, ableiten lassen. 

W& sagen ferner, eine Kwue ri sei mit H d f e  der. 1Tiz~rtien Hl, 11, . . . 
ex~lisite darstcllbar, wenn zu den Bestimmungsformen, die bei den 
konstruierbareii Kurien vorkornrnen, noch die ei ix hineutritt: Ein 
inet,risches Elernent y des erzeugenden Systeriis ist aus anderen bereits 
gefundencn ebensolchen Elementeri durch eine explizite Glcichung von 
der Forui y = /'(x,, x,, . . . x,) abgeleitet, wobei f' eine differenzierbüre 
Funktion ist. Hedeiitet H wieder den Kreis, uo gehiiren zii den A die 
durch explizite Gleichungen in Parallel- oder Polarkoordinatensysternen 
gegebenen Kurven uaf. Alle bisher genannten Bestimrnuiigsforrrieu 

4 *  
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nennen wir explizile und wird in den folgenden beiden Abschriitteii 
die L6sung der Grundaufgahe für dieselben gebracht. I n  Abschnitt 7 
behandelii wir sclilieBlich einen besonderen, wichtigen Fa11 der itnpliziten 
U~st immmysform eines Elementes, der in folgendem besteht. Ein Punkt 
oder eine Gerade ist als gemeinsames Element von .n Kurven (n > - 2) 
gegeberi, von denen jede eine einfach unendliche Schar durchliuft, und 
deren zusammengeh6rige Phasen durch eine Bedingung miteinander 
verknüpft sind. Eine solchc Bedingung kann etwa in einer Gleichung 
zwischen den n Parametern der Kurvenscharen oder darin bestehen, 
da0 zwei Kurven A und B, die aus jenen n Gebilden ableitbar sind, 
einalider fortdauernd berühreri sollen usf. 

4. 1st ein Punkt m (Big. 2) als gemeinsamer Punkt zweier Kurven Cl 
und C2 gegeben, so ist seine Charakteristik nz' der Sclinittpnkt der 
C'lr~raliteri~tilien 31; und Mi von Cl und C2 fiir m. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition in 1. // 
Ebenso: 1st eine Gerade J I  

Fig. 2. 

le 

meinsame Tangente zweier Linien XI und K, gegeben, so ist ihre 
Charakteristik N' die Verl~i1~~3ztngsye~n1le der Cliaralck~-istiX.cn nz; und 
m& von KI und K2 für M. ') 

Bleiht im ersten Falle die eine Kiirve C, iinveriindert, so ist JI; 
mit der Tangente 31, identisch und n i  fiillt nach nz', (Fig. 2). Ebenso 

1) WBhrend die zweite der beiden duelen Aufgaben meines Wissens noch 
riirgends behandelt wurde, bildete die erste den Kernpunkt aller auf eine allge- 
meine konstruktive L6sung des Sangentenproblems gerichteter Bestrebungen. Der- 
artige Versuche gehen (nacli M. C a n t o r ,  Vorles. ü. Geschiclite d. Matherriatik. 
Leipzig, 13.  11, 1900, S. 876ff. u. 11. 111. 1901, S. 134ff.) auf R o b e r v a l  (1602-1675) 
und B a r r o w  (1630-1677) zurück. In neuerer Zeit ha t  Chr .  W i e n e r ,  Lehrb. d. 
darst. Geometrie, 1. B.,  Leipzig 1884 S. 170f. ein Verfahren entwickelt, das in 
jedein eineelnen Falle die Vornahme von Grenzbetrachtungen fordert. Beispiele 
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kurrimt, aerin niir C, veraiiderlich içt, m' naçh aiif der Tangente M2 
aln C, zu liegen, und man erkennt, da0 sich die Strecke mna' als geo- 
nietrische Summe von m?n; und mwbk ergibt. Analog ist iin zweiten 
Falle die Ordinate von A!', (Fig. 3) gemessen normal zu M; gleich 
der Sumrne der entsprechenden Ordinaten der Geraden */II und Mi, die 
einer partielien Anderun:: von KI bezw. K2 allein als Charakt'eristiken 
fiir entsprechen. Die hier aiiftretende Erscheinung ist ein spezieller 
Fa11 eines allgemeinen, spiiter zu behandelnden Gesetzes. 

Durch Spezialisierung der vorhergehenden Aufgaben erhiilt man 
die Charakteristik na' des flchd@unli.tcs nz (Fig. 4)  mcier Gcradcn A 

und B als Schnittpunkt der beiden Cha- 
Fig. 4. rakteristiken Ah und nh von A und Ti' 

für  nz. Gleichzeitig erkennt man durch 
eine einfache Infinitesimalbetracht1111g, 
daB die CI~ara1;tcristik des Widicls AB  

Fig. 5. 

diirch die algebraische Summe - tg  AA' + tg BU' gegeben ist, heide 
Winkcl im Sinne der in betracht kommenden Drehung von A ilach B 
pvsitiv, irn entgegrngesetzten negativ gerechnet. D u a l  ergibt sich die 
Charakîeristlk JI' (Fig. 5) der Pcrtindutzgsgeraden 171 zweier Punkte a 
und O als Verbindungsgerade der Cliarakteristiben a& und biI von u und 
h fiir ihre G ~ r a d e  M, sowie die Charakteristilc der LÜMJ~ o2 als algebraische 
Surnme - ZN + bbN. 

Die Charakteristik der Bogenlangu a ist -a + bei analoger 
Festsetziing der Z~ichen (Fig. 6). 

Die gegebenen Ausdrücke für die Charakteristiken der nietrischen 
Elemente bilden den wesentlichen Inhalt der ,,formules fondamen2ales", 

dam gibt E o h n  u. P a p p e r i t z ,  Lehrb. d. clarst. Geometrie, Leipzig 1901, 1. B., 
6. Kap. E'iir starre Kurven enthilt  viele Kon~truktionen L. B u r m e s t e r ,  Lehrb. d. 
Kinematik 1. Leipzig 1884, 1. Kap. Vgl. feroer v. M a n g o l d t  in der Encykl. d. 
mat.\JTiss.III.D. 1, 2 (6) und Süh6riflieB ebenda IV.  3. (9). Peter t ieu gibt 
eine mit der hier gebrachten identische L t i~ung  (Vgl. Jahrh .  f .  E'ortschr. d. Math., 
1897, S. 606.) 
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die zaerst M a n n h  eirn') und nach ihni d ' 0 c a g n e 2 )  aiifgestellt und 
ziir Grnndlage dm ganzeii Infinitcsimalgeornctiie der Ehene geinacht 

~ l g  6 haben. Sie reiçhen auch tatsiichlich zur Be- 

4 r w:ltipng aller aixf nietrische Beziehiingen 
gegründeten Aufgaben hin. Sind etwa (Big. 7) 
a und b zwei Punkte, deren Abstand komsta~zt 
ist, und a,, b, die Projektionen von a' und 

\a' - 

b' auf ab, so ist au, = oh,. Sol1 der Punkt 
c von a iind b iinveranderliche Entfernung haben, 90 ist seine Charakteristik 

-- 

dadurch bestimmt, daB cë2 - Fu, und E t ,  = bb, ist. Man erkeririt 
leicht, daB die in a,  b, c errichteten Normalen z ~ i  nu', bb' und cc' 
durch eineu Piinkt O gehen, daB die von O auf A, A', C gefallten Lote 

die Beriihrungspixnkte AA', BB', CC' hestirnmen, und daR A', B', G" 
miteinander dieselben Winkel einsclilieBen wie A, 8, C3) Wir werden 
von diesen bekannten Satzen in der Folge Gebrauch rnaçhen. 

1st das metrische Element y aus den metrischen Elementen a,, x2, ..., x, 
chirch die Gleichixng Y = f (51, $2, . . ., z,) 

1) A. Mannheim , Principes et dével~p~enierits de géomEtrie cinéu~at~iqiie 
Paris 1894. S. 44ff. 

2) M. d ' u c a g n e ,  Cours de ghmétrie deuçriptive e t  de géométrie infinitési- 
male. Pans  1896. S. 258 ff. 

3) Vgl. den ahnlichen Gedankengang l ~ c i  d 'ocagne,  a. a. O. S. '267. 
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abgeleit,et, so fol@ tiurch Differeiitiation die Charakteristik von y: 

wohei r;, ri, . . ., .r;i die Cl1;irakteiistilien cler Eleriiente x,, r,, . . ., .xrZ sind. 
Es soll hier noch folgcndes benlerkt werden. Gehiirt die Kurve Cl 

(Fig. 2) 11ezw. K, (Big. 3) zu den unveranderlichen 13estinimungs- 
stiicken I.' von -4, so bedarf es zilr Eruiittelung von 111.' bezw. JI' be- 
ziiglich Cl oder K, nur  der Keriutniu der Tangente NI in , ~ t / .  bezw. 
des Herührungspinktes I I I ,  in 11% Allgemein kann nian sagen, daB mi. 
Rehaiidlung des T a ~ z g e n t e l y r o b l ~ : ~ ~ ~ , ~ ~ )  für jedes unveranderliche Re- 
stimmungsstück E' von A die Angabe zweier benachbarter Phasen jenes 
Elementes E erforderlich ist, als dessen Ort F erscheint, oder mit 
anderen Worleri die Arigabe der Charakteristik von I*:, das als m n h -  
1liitlgi.q veriinderliches Elenient betracht'et wirti. Dies stimmt a,ii(:h da- 
mit übereiii, da8 prinzipiell jedes der l? als Ausgangspunkt für die 
Thengung von ,4 gewahlt werden kann; es andern sich dann nur  die 
in der Definition auftretenden Bestirnmungsformen. 

5.  Es erübrigt nuLi noch, Yür die 1t:tzte der exyliziteri Bestimniuugs- 
forrnen eines Elemrntes die liisun,: der Grundaufgabe anziigeben: D i e  
Charakteristik einer veriinderlichen Kurve B ails den Charakteristiken 
ihrer normalen Bestimmungsstücke zu ermitteln. Wi r  bezeichnen die 
letzteren jetzt mit FI, F2 . . . iind wollen sagen, eine Kurve B sei aus 
i h r ~ n  ~zornzalen h'esti'~)~rnunysstiicken erplizite rlarsfellbar, wenn die FI, F 2 . .  . 
die festen Elemente sind, welche gemRA deni in 3 Gesagtrn einer ex- 
pliziten Ilefinition von B entsprecheii. Dann beweisen wir den S:itz, 
daB die eben ausgesprochene Grundaiifgabe fiir eine Kurve 23 losbar 
k t ,  sobald 6 aus seiwn ~zormalen Bestimnzunr~sstiicke?a mit Hiyé dcr 
Kurven Cl, C2 . . . explizite du-estcllt werclc~z kanrz, und die Azb/$abe fïir 
die C a,ls geliist aî-zgeseh.e+z wird. 

Es  seieri XI, E2, . . . ïTn zusammengehijrige Phasen der verinder- 
lichen 13lernetite des Systems, von denen spexiell E, den Ort B be- 
schreibt. El sei das unabhlingig-veriinderliche Elernerit, und c der 
Ort von El. Kun werden die $1 . . . Fn einer d n d e r u q  unterworfen, 
die ihnen die gegebelien Charakteristikcn $ y ,  . . . En' ertcilt; nian soll 
die Charakteristik der erzeugten Kiirve U für ihr Eleiiient li,',, .erniitteln. 
Zu  diesem Zwecke denken wir uns zwischen den Elementen A', cl~r 
zwei aufeinanderfolgenden Phasen von F,, eine beliebige Zuordnung u 

1) Cnter Tangentenproblem verstehen wir hier den Inbegriff aller jener Xiif- 
gabeu, die ein einmaligen Eingehcn in Infiriitesimalbetritchtu~igeri erforderri, die 
also, analytisch geaprochen, durch einmalige Differentiation gelost werden. 
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getroffen, d. h. wenn El ein Punkt ist, so wiihlen wir Eia auf der 
gegebenen Charakteri~t~ik Ej' von F, für El iisf. Da nun in j e d ~ r  
Phase alle folgenden Elenlente $4, X3 . . . En sukzessive ans El und 
den Ij;, F2 . . . Fm -, explizite ableitbar sind, so k6nnen der Voraus- 
setzung gem%B (wonach für alle E die Grundaufgabe gelost, für alle F 
Tangente usw. bekannt ist) aus den gegebenen Charakteristiken 3'; . . . 
und der gewahlten Ei;, die Charakteristiken I?la . . . RLa ermittelt aerden. 
Mit Ji,;, a h ~ r  haben wir fiir En eine Charakteristik gefunden, die eirier 
gewissen Ziiordniing a zwischen den erzeugenden Elementen En von B 
in zwei Nachbarphasen entspricht. 1st etwa En ein Punkt, so liegt #Aa 
auf der gesuchten Charakteristik En von 3 für En. Eine Wiederholung 
des Verfahrens bei anderer Wahl  der Zuordnung liefert eine zweite 
Charakteristik Eio, die mit El,', zusammen die lineare Schar bestimmt, 
die wir in 2 als Charakteristik En von B für A',, bezeiçhnet haben. 
Statt  den Vorgang für eine zweite Zuordnung durchzuführen, gcniigt 
es auch, die Linienelemeiite, die En mit U gemein hat, aufzusuchen. 
Wenn z. R. En ein Pnnkt ist, so braucht man anBer Eia noch die 
Itiçhtung der Tangente an B in A',,. 

Um jetzt eiiiea Überblick über die Tragweite der gewoniieneii Er- 
gebnisse zu erhalten, betrxhtcn wir ein einfaches hierhcrgehtiriges 

Fig. 8. 

Kreises K für den Punkt rn. 

Beispiel, den Kreis. o (Pig. 8) sei der 
Mittelpunkt, r Tm der Badius. O' die 
Charakteristik von O, und r' = Eii, die 
von r. Ferner sei om - N das un- 
abhai-igig-veranderliche Element, dcssen 
Ort der Punkt O ist. TVir wiihlen, eut- 
sprechend einer Zuordniing irn iinend- 
lich fernen Punkte von N ,  als seine 
Charakteristik Na die durch O' gehende 
Parallele. Die zugehorige Charakteristik 
ma von im ergibt sich auf Grundlage 
der Definitionsbestimmung, daB = r 
ist, indem man durch ml die Parallele 
zu 00' zieht. Denn es mu6 die Charak- 

- 

teristik van GE, also dm', - = r' 
scin. Die Normale zu N durch m4 ist 
die gesuchte Charakteristik M' des 
Man erkennt, daB (Jf') ein Krcis mit . . 

dem Zentrum in O' und dem IIalbmesser r + r' ist, der Ort (na') aller 
m' r N X '  eine Pascalsche Sch11~xIccf: mit dem iiher oo' a15 Durchmesser 
errichteten Kreise als Basis, o als Pol und r + r' als Parameter. Die 
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Punktep, g, in denen K seine Enveloppe berührt, findet nian als Be- 
rührungspunkte der gemeirisamen Tangenteri an K und ( A I ' ) ,  indem 
man &i = o b  = r' macht und die durch a und b gehenden Radien zieht. 

Die Anwendung der früher entwickelten allgemeinen Betrachtungen 
auf den jetzt behandelten Spezialfall führt iinmittelbar zu folgenden 
Siitzen. Lt eifze Kurve als Ort von Punkten, Gcraden oder Kreiscn (p, (2) K )  
in dm Weise definiert, dab sich alle Phasen des erzeugenden E l e m e n k  
in stcter Folge mit  ZirlieZ und Linoul konstrwieren Zassen, so kann man 
mit denselben Hilfsinitteln die Tangente, bezw. die Berührungspunkte 
konstruieren. 1st die R e h e  der einander aufeinanderfolgend bestimmenden 
Elemente p, G, K ein- odcr mehrmals unterbrochen, und in dcn Lücken 
die Verbindung durch gegebene explizite Gleichungen zwischen linearen 
GriiBen des Systems hergestellt, sn 72nngt die Ro~rstruierhnrkeit der 
Tangenten usw. nnr mehr von der Müglichlm2 ab, die aus der Differen- 
tiation jener Gleichungen sich ergebenden Gr6Ben wieder konstruktiv 
darzustellen. SchlieBlich k6nnen wir fiir allc explizitc definierten 
Punkt-, Geraden- und Kreisorter, deren erzeugendes System beliebige 
Kiirven eilthiilt, die sich in ZetzBr L i k e  aiif p, G ,  K zu,~ückführett 
lassen, die hetrefferiden Aiifgaben niit Zirkel und Lineal losen, sobald 
wir eine vollstiindige Phase aller in betracht knmmenden Elenlente als 
gezeichiiet vorliegend voraussetzen. Damit ist wohl der gr6Bte Teil 
aller Erze~qpngsformen algebraischer und transzendenter Kurven er- 
schopft. Es brancht nicht crst hervorgehoben zu werden, daB auch 
alle analytischen Kurvendefinitionen, insoweit sie in endlicheii expliziten 
Gleichiingen zwischen zwei Variahlcn bestehen, hierin einbezogen sind. 

6. An die in Nr. 4 gegebene Konstruktiori der Charakteristik des 
Schnittpunktes und der gemeinsamen Tangente zweier Kurven knüpfen 
wir die Ableitung eines allgemeinen Gesetzes , das notigenfalls auch 
direkt aus Infinitesimalbetrachtungen gewonilen werden kanil. 

Es sei zunachst der vcriinderliche Punkt m in seiner jeweiligen 
Phase von n veranderlichen Elementen BI . . . En abhingig. W i r  
teilen diese Elemente in zwei Griippen A und R, von denen wir vor- 
aussetzen, daB sie voneinander unahbingig seien, d. h. daB die Elemente, 
die zur Griippe A gehoren, mit denen der Gruppe B gar keine oder 
nur unveranderliche Bestimmungsstücke gemein haben. Dann wird die 
liücksichtnahme auf die Elemente A allein die Lage des Punktes m 
auf einc Kurve Cl bcschriiiiken und cbenso die bloBe Rücksiehtnahme 
auf B auf eine zweite Kurve C,. Der Punkt m ist also wieder 
wie in 4 a h  gemeinsames Element zweier veranderlicher Kurven (;: 
und C, bestimmt. Denkt man sich jetzt die Elemente B unverandert 
gelassen, wiihrend die A die ihnen zukornrnenden ~ n d e r u n ~ e n  erhalten, 
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so gewirint Irian als Charaktwistik drs f'imktes 7% uneil auf drr 
Tangente JI, an C, gelegeiien Pnnkt mi, und analog h ~ i  paitiellei 
$ndcrung von li ciiien Piinkt rtz; anf der Tangente 31,. Nach 
der srhon i r i  4 geniarllten Herrietkurig firidet sicah die tats:;ichlirli~ 
('harakteristik rn' des Schni t tpnktes  m aiis 922; iind nzi diirch Zu- 
mmmeris~tziiug vun in iind ? r ~ w z é  nach dem Parnllcl~yraîn~~zg~seiz 
IVir ncnnrn k a r ~  [,inen l'unkt nt', der sich in dieser Weise ails lui, 

?ri; iind ? H S  erg1 bt, drc Sumrw wm mi Z I M ~  9 ~ 1 5  be~ii,yli~lz nl. Ilnnn 
hiiiinen wir sagen, die totulc Charakteristik voii ? r i ,  herrührend von der 
i%ndprilng snmtlichrr Bestiniinung.;stücIre, sei gleich der be~üglich m 
nenommenen Sumriie der particllerz Charakteristiken, herrührend von 
dcn partielle11 dndrrungen der Gruppen ,4 und B Reachtet man m a ,  
was nls CEiamkteristik einer Kurve C für eiiien ihrer Punktc dehniert 
wiirdv, so erkennt Irian, daB c,in iihnlirher Satz auvh fiir die Charak- 
teristik von Kiirven gd t ,  sobald man 01s Szcmrrîr, a ~ t e i r r  Parnl l r l~r  IlJi 
unri Jf,' 6czliylicl~ e k s  I+(nXt~s rrc eine Gerade Ji? erk1Zi.t hat, drren 
Abstand von gleirli dcr algcbraischen Sumine der Abstande 
mx, '  + 711-51; ist. Daraus fol$ aber fcrner, daR man die vorher be- 
trachtetei~ Bruppeii ,l iincl l>' norh bclkbig w e i t ~ r  spalten kann und 
d a h i  immer m' alf Siimine allei. partirller ('hxrakteristiken ~ r h s l t ,  - 
qinngeniXRe Hegriffsbestimniung fiir dic Siimme mrl~rrrrr Punhtc voraus- 
g e s r t ~ t .  1;s 1st claher, rnrliiufig fiir Piinkte und Punktortrr ,  der Satz 
bewirsen: Ihc  totcdc Iy / in~alLt~n,~t i lL  eirzes Xlcnwntrs ist glc i tk  rlrr Siumme 
rlw pu7l i r l l~ i~  ('11trr.rtXtor~sl~helz genoriimen in heziig auf dieses Elrment 
wlhst Rrdeiitrt jnz) einen 1)eliehigcn Punktort, ( Ml)  iirid ( M i )  pdrtirllr 
Charakteristikpri tlrsselben, so erliiilt inan die totale Charaktcristik 
(M'), indem man jedes Paar ziisamnieiigehbriger, paralleler Geraden 
Mi und JI; be~iiglich deq entsprechendrn Piiiiktes nz in der angegebenen 
\\.'eisc suuirriiert. 

NatrirgcmdB kann nian dieselhe Hetriehtung aiif dic Grrnde als 
ver~nderlichcs Elernent und heliehigc Geradeniirter anwentlcn Denkt 
man sich in den Schriittpiinkten zweiei Geraden 31; und 171; niit e i n ~ r  
festeii Geraden M parallele Vektoren errirhtet, ticrrri Langen pro 
portiotial i l ~ i i  Werteri v o ~ i  tg ,'~.E!I; und tg M N ;  siricl, s ixht  den 
rewltierentlm Vektor und deutet ihn iri entsprecliendcr Weise als 
Geratle X', ho nennrn wir M' die Atnme z!on I I / ;  z l i d  17rla hrxu.ql~clt 31. 
Einfacher gclanpt man zu X' auf Griintl tlcr Bcinerkung, daB die 
Ortlinatcri Ion Ji' in bwug auf 171 als Achse sich durch A(1ditioi.i tirr 
~iigrl iGriq~rl  Ordinateii von Mi und difi ergeberi. Als S L W ~ I ~  zlteler 
L'zwXte ni; wnd ?rzS be3~cglzch einw ouf m;n( sen1,rrchten Geruden JI 
hat  man schlici3lich den Funlit nb' anzuschcn, desscii Abstürid von M 
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gleich der algehri~is(:h(:n SI I ITIIYI~ der Abstiinde .ni ;JZ + I I I ;  jlC ist,. A i ~ f  
Grund dieser Definitionen gilt dann der ohen aiisgesprocliene Satx 
nicht nur für veriinclerliche Gerade und Geradenorter, sonderri mit 
Rücksiclit auf die in 4 gcgeheneii Konstriiktioneii auch fiir die 
nietrischen Elciriente, soliiri iiberhaupt fiir (.rlle vori uns in Uetrarlit 
gczogenen Gebilde. Freilich entfi l l t  fiir den Fa11 der metrischen 
Eleinente der dann bedeut~uilgslose Hiriweis auf das Reziigselement der 
Summe. 

Die Analogie uiisercs Sat'zcs mit clcm von1 totderz IlifjW.ei,~tircle eiiicr 
Fitriktion mehrerer Variahler ist unverkennbar. 

7. Eine erfolgreiche Anwendiing des vorangehenden Satzes ge- 
schieht bei der Losiiiig der Grundaufgabe fiir die in Nr. 3 er- 
aahnte i inpli~it~e Bestimmungsform eines Punktes oder eiiler Ge- 
raden. 

E s  sei der l'unkt m in allen seinen Phasen gemeiiisimes Eleinerit 
der zusammengehorigen Phasen der +z Kurvcn Cl, (& . . . Cn. A und H 
seien zwei weitere Kurven, die ails den Ci mit Hilfe gegebener: unrer- 
anderlicher Elemente auf Grund eines Koiistriiktionsgesetzes explizite 
ableitbar sind und einandcr in itllen ihren I'hasen berühren sollen. 
Nach dem in 2 Gesagten müssen die h i d e n  Gebilde A und B, von 
denen aueh (las eine in cine Gcrade, das andere in einen Puiikt aus- 
arteri kariri, für ilir gemeirisames Linienelement gleiclze Charakteristik 
haben. Wir  bezeichneii für  die Kurve (/'i Tangente und Normale in m 
mit Mi und Xi, ferner ihre Charakteristik für Mi bezw. mi mit m:, b3: 
iind den Winkel, den Ci mit ( f i a ) ,  also auch Mi mit m w '  = 111 hildet, 
mit y~;. Dnnn gilt, weil d l e  Mif durch den Punkt IL gehen, also alla 
m,' auf dem iiber mnz' als Durchmesser errichteten Kreise liegen, 
(1) mm;=nzm's incp, ,  m ~ = f i r n ' s i n ~ ,  . . . i n r n ; = G X s i n c p n .  
Wir errichten riuri zii jeder Tarigeribe M, in 7$1 in eincm beliebigeri, 
aher fü r  alle gleichen, Abstand f: eine Parallele JI:, und denken uns 
zuniichst alle bis auf Cl unverandert und niir C, einer ;inderimg 
unterworfen, die ihr für ?)z die Charakt,eristik 17.1: erteilt iind sie im 
übrigen ihrer gegebenen Schar angehiken IiiBt. Dann entsprechen auf 
Griind des vorgeschriebenen Zusammenhai-iges zwischen den Ci einer- 
seits und den A und I>> andererseits dicser Anderung gewisse Charak- 
teristiken a; und b; von A und B fiir ihr gemeinsames Linienelement. 
Ebenso erhalt man bci bloBer Variation von C, die Groflen a;, b4 usf. 
Hei der tatsachlich vor sich gehenderi Phaseri%riderurig des Systems iut 
nnn die Charakteristik von Ci für  m nicht, NP, sonderil IV,!, daher die 
zugehorige partielle Charakteristik von A nicht ai, sondern ~ o p o r t z o n a l  
dent Proddcte a : .  q. Die aiifgestellte Bedingung, wonach die totale 
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60 Ziir konstruktiven Infinitexiuialgeometrie der eberien Kurvcn 

Cliaraliterist'ik von A jener von 3 (fiir das Rerüliriingselcineiit) gleich 
sein mu8, liefert dahcr die Gleichung 

-- 

(2) ai a nz m; + n', . ncnzg + - o .  a i  a mm; 

= b ; .  %fi; + ba - K; + .. .  bn.?nnb;. 

Fiihrt man die Werte ans (1) in diese Gleichung ein, so fallt TiiiK, 
lieraus, und es blcibt 

(3) (a; - b i )  sin p, + (a', - O;) sin p, + - .  (a:, - On) sin rp, = 0. 

Trngt man dalier die Strecken (ai -  6:) in den Richtungen der Tari- 
genten Mi in rn auf, so gelangt man durch geometriscke Swzmierung 
derselben au einelrz Punkte der yesuc7~kn Tangente J I  an (m). Man 
erkennt nun auch leicht, da6 das vorstehende Verfahren überall An- 
wendiing finden kann, wo aus der gegebenen Bedingung, welche die 
zusaminengelGrigen Phasen der C, verknüpft, eine lineare Beziehurig 
zwischen den GroBen gefolgert werden kann. Dies ist insbesondere 
der Fall, weim zwischen den n. Parametern der Kurvenscharen eine 
Gleichung 

(4) f(P1, P, . . . pi) = 0 

çegeben ist. Man hat hier xiiniiçhst das Verhiiltnis zwischen .der 
Charakteristik pi des I'arameters und der GroBe n G  zu ermitteln, 
was auf Grund der Definition der Ci moglich sein muB. E s  sei 

(5) 
- I -- -- 

m n z ; = c l . p l ,  mnz;=c, .pi  ... m m ; = ~ , - p i .  

Diirch Differentiation von (4) erhiilt man 

und mit Berücksichtigung von (1) und (5) 

( 7 )  
i ar . i c f  . ' f  sin p, + - - sin <pz + . - - <ap, sin rp, = 0 ,  

Ce  PZ 'n F P ,  

1 a f  woraus zu ersehen ist, da6 jetzt die GrüBen - - in der früher an- 
Ci %pi 

gegebenen Weise zu surnmieren sind.') 

1) Den Keim zu der hier entwickelten Konstruktion fiir den Pall ,  daB die 
gegebene Bedingung die Form einer Gleichung ba t ,  entliiilt naçh M. C a n t o r ,  
a. a. O. 111. S. 153 ff. 11. S. 258ff. schon eine Abhandlung von F a  t i o  d e  D u i l l i e r  
(1664-1753). Sie behandelt den epexiellen Fall, in dem die Kiirvenscharen Riischel 
konzentrischer Kreise sind. Die Methode ist  von P o i n s  O t auf Parallelscharen 
im allgemeincn ausgedehnt worden (Joum. dc l'école polgt. 1806 cah. 13) und 
nach ihrn benannt in zahlreiche Lehrbücher iibergegangen. Tgl.  K o e n i g s ,  Leçons 
de cinématique, Paris 1897, S. 88ff., S c h e f f e r s ,  a .  a. O. S. 86. Hierher gehoren 
auch einige Konstruktionen von d '  O c a g n e  a. a. O. S. 268ff., der auch einen dualen 
Fa11 behandelt (S. 277f.). 
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Die ganze Untersuchung kann fast unrerandert auf den dualen Fa11 
übertragen werden. E s  sei $1 die gemeinsaine Tangente der Kurvcn 
Ci, mi der Berührungspurikt, TM:, Mt! die Charakleristik voii Ci für Mi 
liezw. ml, ferner di der Abstand des Punktes mi vom Berührungspunkt 
w 2  = MM'. Dann tritt an Stelle von (1) wenn man statt des Ab- 
standes 3fil.P; die Entfernung m , q  schreibt: 

-- -- - -- -- 

(1') T n l ;  = t g  MM' a dl, m,m$ = t g  &Illf'. 17, . . . K%zz = tg Mill'. clm 

und an Stelle von (3), da jetzt t'g MM' herausfiillt, 

Denkt man sich daher in den Berührungspunkten rn: dm Werten (a: - 71:) 
proportionale Massen wirksarn, so i d  ihr Schweryurikt der gesuchte 
Punkt m. Hat  die Redinping die Form der Gleichung (4), so sind 

die (a: - b:) durch - - ' f  zu ersetzen. Die Konstruktion kann in der 
ci Spi 

Weise ausgeführt werden, daB durch die Punkte nt, Gerade Np gezogen 
-- -- 

werden, für die t g  MM! einen der Gr6Be (a: - h:) bezw. - l -- ai pro- 
c; a p ;  . -~ 

portionalen Wert hat. Die Gerade, deren Ordinaten bezüglich M die 
Summe der zugehorigen Ordinaten aller JI," sind, geht durch den ge- 
suchten Berührungspunkt m. 

II. Drei und mehr Phasen des veranderlichen Systems. Synthetische 
Kurvendefinition zweiter Art. 

8. Wir betrachten wieder ein zwanglaufig veriinderliches System 
S und denken uns zii jedem seiner Elemente E in einer bestimmten 
Phase die Charakteristik E' ermittelt. Bei Bestsetzung der Charak- 
teristik des unabhangig veranderlichen Elementes El konnte eine GrGBe, 
die wir jetzt mit s bezeichnen, willkürlich gewiihlt werden. Fassen wir 
jedoch s als gegeben auf, so bilden die B und E' eusammen wieder 
ein zwangliiufiges Sytsem - es sei mit S + S' bezeiehnet -, das wir 
der gleicheri Betrachtung unterwerfen konnen. Dabei sei vorausgesetzt 
daB jetzt zur Bestimmung der Charakteristik E; von El, das wir 
auch im Systeme S + S' als unabhiingig veriinderliches Element bei- 
behalten, dasselbe s gewiildt werde, soda0 die E' Charakteristiken der 
E bleiben. E s  steht uns dann noch frei, für s als metrisches Element 
von S + S' eine willkürliche GrXb s', die aiich Nul1 sein kann, als 
Charaktoristik zu bestimmen, und wir erhalten nach Annahme irgend 
eiiies solchen s' fiir jedes Hement li' von S + S' eine Charukteristik E". 
Wir neniien die Elemente E", die von zwei willkürlich bestimmten 
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62 Z ~ i r  koristruktiveri Tiifinitesiiiialgeo1uet1'ie der ebenen Kurven. 

GrGWen s und s '  al~l-ihgen,  die CI1[lraXteristiker2 zzrwitrr OrtJnirlzg der 
e t e  1 .  Iu  dcrsclbrn Wcisr definierm wir die Charakteristikeu 
El", IF) . . , 1Y71) dritter, vierter . . . nter  Ordimng, die drei, vier . . . I Z  

willkürliche ClroBen erithalten. Es ist sofort klar, daB die X', E" . . . En) 
mit E zusanmen ein ~ ~ u i w l e r z f  fi;? n + 1 azlfeimnderfolpenc( Yhnse~z  
von E bilden. Die Charakteristiken beliebiger Ordnung eiries Punktes, 
riner Geradeii, eines metrischen Eleineritrs sind inmer  wipder E1ement.r 
derselben Art. Die eines P~ii ikt-  otler Qeradenortes (nrj oder iX) siiid 
abwechselrid Geraden- oder Punktorter (171'j(m") . . . h e m .  (m') '(JI") . . . 

F'ür alle im ersten Teile dieser Arheit hetrxchteten Bestimrniings- 
forinen eines Elementes X, für die wir eine explixite Bestimmurigsform 
vori E' gefunden haben, k6nnen wir dieselbe Aiifgabe auch beziiglich 
der Charakteristiken hoherer Ordniing R", E"'. . . sofort losen. Es 
handelt sich noch darum, zu zeigen, in welcher Weise ails der Cha- 
rakteristik n t e r  Ordnung eines Elementes jene Elemente gefundeii 
werden ktinnen, die in der Infinitesimalgeometrie zur Cliaralitcrisier~in,~ 
t m  n+ 1 auf'einunderjeZgenden Phrisen eines als uwabhiingig verandedich 
hetrachteten Elementes vrrwendet werden. W i r  denken hier ziiniichst 
an Scharen von Puiikten und Geraden (nt bezw. (JI), für welche die 
Angabe der ZG-ümmungen bis zur ( n  - 1)teri Ordiiung ein allgemein 
verwendetes Aquivalent für (n + 1) Nachbarphasen von ni bezw. I l  
bildet. ') Nun ist bekannt , daB der erste Krümmungsmittelpunkt 
einer Kurve C nichts anderes als der Berührungspunkt der verander- 
lichen Kurverinoi.rnalen N niit ihrer Einhüllcnden (AT) beew. (n) ist, 
11, aus (A7j in derselberi Weise abgeleitet wird usf: Da wir nun die 
Normale N an (m) und ( A l )  mit Hilfe von IH' d e r  dl' konstriiierpn 
konneii, so sind wir auch imstande, aus ~ n "  oder M" den Krlimmuiigs- 
uiiltelpunkt P L  zu finderi, also für ülle Kilrveri, für die wir das 
,,l'angeiitenl~robleni~ gelost haben, aiirh die P m b l e m e  hoherer Ordnuny 
X L L  erlrdigen. Insbesondere sol1 noch der Satz ausgesprochen werden: 
1st eine Kurve als Ort von t'unkteii, Geradeii oder Kreisen in der 
Weise definiert, daB sich alle Phasen (les era~ugenrlen Elernentes in 
steter Folge mit Zirkel  urzd Lilzeal konstruieren lassen, so kann man 
mit drrzsclben Hilfsmitteln auch die Kriinzn~u?zy.~?ni~e~])ur~1itf: beliebiyer 
Ordrzung finden. ') 

Uie aiil Ende von Absthiiitt 4 g ~ m a c h t e  Bcmerkiiiig bezüglich dei. 
festen Bestimniuiigsstiicke 3' einer duich eine syntlietische Definitioii 
- 

1) Ein iihnlicheu Mittel, uin rnelir als ewei Phawn eiiies be7ielrlgen (unab- 
liiingigj ver~uderlicheu Elemeiites zu cliarakterisiereriri, ist nicht bekanrit. 

'Lj Dieser Satz findet sich zum Sei1 schou bei P e t  ersen Vgl, Jahrbuch 
a. a. O. S. 506. 
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erster Art gegehenen Kurve hat  jetzt sinngemiiBe Ergiinziiiig dahin zu 
erfahren, da1 zur Losurig der Ir if ini tesi i i i~lprot~le~r~e YL ter Ordiiiiiig stets 
n + 1 aiifeii~antlerfolgende F'hasen des Jllcrnentes 33 gegebeii sein 
müssen, als dessen Ort F erscheint. Tri t t  ein Piinkt vb oder eine 
Gerade M :ds unabhirigig veranderliches Elcment auf, so miissen von 
dern Ort j ~ r t j  bezw. ( M )  die 12 - 1 ersten Krüinmungsniittelpii~ikte 
7.2, n, . . . gegeberi sein. llaW aus diesen hei willkürlichen Aniiahi~ic?ii 
über die s ,  s' . . . die Charakteristiken w', 91,'' . . . bezw. Jl', III" . . . 
gefiinden werden konnen, lehrt die folgentle Betrachtung. Yür jeden 
Punkt m mit  der Charakteristik m' (Fin. 9) gewirinen wir ans nc" zii- 
riiichst die Charakteristik M' der Tangente A! = mm' an (ntj und für 
jede Gerade M mit KU. 9.  

der Charakteristik 
31' ails i?l" die Cha- 
rakteristik m '  des Be- 

rühriingspunktcs 
m = M M '  mit (111 ). 
In  heiden Pallen gibt 
die dureh nz' ail N' Y, .,:' 

pezogene Seiikrechte 
X', die~harakterist ik 
der Normalen IV, in 
ilirem Durchschilitts- 
punkt rriit A' das 
erste Krürnniungs- 
eeiitrum n von (nt) t~rzw. (dl) Cnlgekehrt ka1111 mail aus r ) ~  und n, 

-- 

wenn mm' = s angenonimen wird, den Punkt m' auf der Senkrechten 
JI zu v n  = iV und weiter nach Verfügung üher die GrGBe s" sueh 
) r i "  finden. Daher sind zur Bestimniung der Cliarakheristik m"' von 
n7" hloR dic Charakteristikeu voii 1n, n und s" erforderlich. Mail er- 
liilt aber nt ,  das aiif N liegeu mu8,  mit Hilfe von il'; 1 A" aus n,,  

rbenso ni ails n,, usf. E s  ist dnher tatsiichlich rnoglich, ans 71 ,  n , ,  u2 
. . . ?hi die I'ünkte m",  ~n"', r n ( I V )  . . . m('+l) zu findeii. 

Der Urristarid, daB die Probleme hoherer Ordnuiig sich durchweg 
in solche der ersteil Ordniing aufli5ser1, eeigt wieder die A~ialoyie der 
vor1iegr:ndon Untersuchiiiigcii mit deni Gedankeiigaiig dei B i f ~ r a ~ f i a l -  
vecl~nuq. 

9. Als synthrtische Kurcendefinition zweitm A r t  fiilirrii wir die 
fulgencle 13eutiriirniiiigsw(~is(~ einrr Kurve ein. Oege1)en seirn eine Ari- 
zahl fc~ster Eleiizeiite E',, EL . . ., f e r~wr  7~ PPhasrii eiiies verinderlicheii, 
eigentlichen, Elementrs E und eiri Gesetz, nach welchem aus den 
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64 Zur konstruktiven Infinitesimalgeometrie der elienen Kurven. 

Elementen F und den iz Phasen von E eine und nur eine ( 9 1  + 1)te 
Phase des letzteren (oder auch eine eridliche A n d l  solcher) abgeleitet 
werdcn kann. Die gewonnene jn + 1)te Phase hestiinmt mit (n - 1) 
der frühereii eine ( ~ z  + 2) te iisf., sodafi im allgenieinen eine einfach 
unendliche Schar von Phasen definiert ist. J e  nachdem das Operations- 
gesetz nur explizite oder auch andere Bestimmungsformen enthilt, 
korinen wir die Definitionen zweiter Art explizite oder implizite nenrieri, 
und ebenso auch den Begriff der Konstruierharkeit hierher übertragen. 

Uns sol1 niir der spezielle Fall beschaftigen, in dem die n + 1 
Phasen von E alle unendlich benachbart liegen, somit die Definition 
die Cltnrakteristik n ter Ord,wung des unabkatzgig ceranderlich gedachten li: 
liefert. Für deri Punkt als Elemerlt E uud n = 1 besteht die Definition 
in der Angabe der Tangentenkonstrnktion für  die Kurve; ist n = 2, 
so liefert sie zu jedem gegebenen oder willkürlich gewZhlten Linieii- 
element den ersten Krümmungsmittelpunkt usf. Das analytische Ana- 
logon zu den jetzt betrachteten Kurvendefinitionen ist die Bestimmung 
der Punktion einer Veriiriderlichen durch Difwenzen- h e m .  D Z f f m t i a l -  
gleichungen. 

Die Aufgaben, welche der konstruktiven Infinitesimalgeometrie mit 
Rücksicht auf die Kurvendefinitionen zweiter Art erwachsen'), (un- 
endlich nahe Lage der n + 1 Phasen vorausgesetzt) bestehen in der 
Ermittelung der Charakterislikeri (92 + 2jter und hoherer Ordnung des 
erzeugenden Elementes E. Diese e rhd t  man aber durch die Charak- 
teristiken erster, zweiter . . . Ordnung jenes Elementes, das zur Charak- 
terisierung der (n + 1)ten Phase von E diente und aus gegebenen 
Stücken aiif Griind dei. Definition ableitliar war. Daher sind die 
hier auftretenden Aufgaben ebenfalls auf die früher behandelten zurück- 
geführt. 

Die Moglichkeit, eine Kurve in der genannten Weise durch eine 
Irifiriitesimaleigenschaft zu bestimruen und aus einer derartigen Dc- 
finition die weiteren Infinitesimalkonstruktionen abzuleiten, giht uns 
ein für die praktische Behandlung vieler spezieller Aufgaben wichtiges 
Prinzip. Haben wir niimlich für irgend eine Kurve eine Tangenten- 
konstruktion abgeleitet, so konnen wir aus dieser, ohne erst auf die 
ursprüngliche Definition der Kurve zurückzugehen, die Krümmungs- 
mittelpunkte ermitteln usf. E s  ist dies ein tatsachlich vielfach ver- 
wendeter, wenn auch nicht ausdrüeklich hervorgehobener Grundsatz. 

10. E s  sei 15 (Fig. 10) ein belicl~iger Punkt- oder Geradenort, 

1) Es ist hierbei nur an Ditferentiationsprobleme gedaclit. Doch dürfte die 
Reh~ndlung inverser Anfgaben auf Grund der hier abgel~it~rt~n Begriffe nicht 
aussichtslos sein. 
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m M  ein Linienelement desselben, M ' m '  die zugehorige ~harakteristik.  
Die dem m M  entsprechenden Linienelemente der ersten, zweiten . . . 
Evolute von C seien 
liche Kurve mit der 
Reihe ihrer sukzessi- 
ven Evoluten ein 
zwangliufig veran- 

derliches System 
bildet, BO entspre- 
chen den genannten 
Linicnelementen der 
letzteren ebenfalls 
bestimmte Charak- 

teristiken n' N', 
ni lV; . . . Die Angabe 
der m, n, 92, . . . ni 
und der zugehorigen 
N', N', N; . . . N,r 

mit n N ,  n, NI . . . bezeichriet. Da jede verander 

Pig, IO. 

. . 
(oder, was dasvelbe ist, der M ,  N, Nl . . . xi und m', TA', n i .  . ..ni) 
ist ein &pivalent für die Kenntnis zweier aufeinanderfolgender Phasen 
von i + 2 benachbarten Linienelementen der Kurve C. 

Jede Gerade Ma durch m' ist nach Abschn. 1 eine Charikteristik 
von M entsprechend einer gewissen Zuordnung a zwischen den Tan- 
genten der aufeinanderfolgenden Phasen von C. Eine jede solche Zu- 
ordnung a zwischen den M zieht auch eine Zuordnung zwischen den 
ersten, zweiten . . . Normalen IV, . . . der Nachbarphasen von C nach 
sich, die je einen Strahl Na, iV;, . . . durch n', ni . . . als Charakteristik 
bedingt. Da aber die 31, N, NI . . . aufeinander sukzessive normal 
stehen, bilden die Ma, Na, Ni,  bei L d e r u n g  der Zuordnung a kon- 
gruente Strahlenbüschel mit m' n' ni . . . als Scheitel. Die tangenten- 
weise Zuordnung zweier Kurven bedingt nun immer auch eine be- 
stimmte punktweise Beziehung zwischen ihnen, die im vorliegenden 
Fall leicht abgeleitet werden kann. m ist der stete Schnittpunkt der 
Geraden M und N. Die Charakteristik von M für den Punkt m ist 
immer M', die von N ist f ü r  jede Zuordnung mit Hilfe von Ni ge- 
geben. Die Charakteristik mi von m entsprechend der Zuordnung a 
wird daher erhalten, indem man durch den Schnittpunkt NE: die 
I'arallele zu N zieht und sie mit M' m m  Schnitte bringt. In  gleicher 
Weise ergibt sich mit E l f e  von Ni,  der Punkt n: auf N' usf. Die 
Punktreihen auf H', N', Ni . . . sind siimtlich untereinander iihnlich 
und mit den Strahlenloüschelri ?n', n', ni . . . projektiv. 

Zoitsehrift f. Mxthernatik u. Phsyik. 54. Ilnn'i. 1905. 1. Heft. 5 
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66 Zur konstruktiven Infinitesimalgeometrio der ebenen Kiuven. 

Die vorstehenden Betrachtungen finden zunachst Verwertung in 
jenen Fallen, in denen von einer veranderlichen Kurve des Systems 
zurn Xwecke der Ahleitung weiterer Elemente niehr alu ein Punkt, 

bezw. eine Tangente in 
Betracht kommt. E s  sei 
z. B. (F'ig. 11) m M  ge- 
meinsames Linienelement 
zweier einander stetig be- 
rührender Kurven Cl und 
C2; man sol1 die Charak- 
teristiken von nz und M 
ermitteln. Zu diesem Be- 
hufe müssen von den 
beiden Kurven die ersten 
Kriimmiingsmittelpunkte 

n, und n, und die zugehorigen Charakteristiken der ersten Evoluten ni 
und ni gegeben sein. Die Verbindungsgerade n;nS ist Cliarakteri~itik 
N' der gemeinsamen Normale, clic durch mi - mi gezogene Senkrechte 
dazu kt Charakteristik 31' von M, die Projektion von N'M auf 
Mi - Mi liefert m'. 

E s  ist schlieBlich von Interesse, den Zusammenhang zwischen den 
jetzt betrachteten Elementen n'NI, niNi . . . (E'ig. 10) und den Normalen, 
Krümmungszentren usf. der charakteristischen Punkt- und Geraden- 
orter Cf von G kennen zu lerncn. Bctrachtet man die Kurve C in 
zweiter Annaherung als Kreis mit dem Zentrum in n, so entspricht 
ihm nach Abschnitt O als Ort der M' ein Kreis, dessen Mittelpunkt 
auf x' licgt. Daher ist  N' die Normale von (LW') im Berührungs- 
punkt der Tangente M und ebenso Ni Normale von usf. Man 
erkennt also, daB die F'olge der Geraden JI', N', Ni . . . für (M') die- 
selbe Bedeutung hat, wie die der Geraden M, N, NI . . . für (LW selbst. 
Minder einf'ach sind die analogen Beziehungen für (m'). FaBt man m' 
in jeder Phase als Schnittpunkt von 22' und N auf, so lassen sieh aiif 
Gmnd der in dieser Arbeit entwickelten Methoden Konstruktionen für die 
Reihe der Krümmungsmittelpunkte von (m') ableiten. Um jedoch spater zu 
Resprechendem nicht vorzngreifen, sei hier nur angegehen: m'n' ist die 
Normale von (m'),n'ni die von (n') usf. Den ersten Krümmungsmittelpunkt 
von (m') erhalt man, indem man in 92' und m' die Senkrechten zu n'm' 

zieht, sie mit N bezw. N' ziim Schnitte bringt und schlieBlich die Vu- 
bindungsgerade der so erhaltenen Schnittpunkte mit m'nt schneidet.') 

1) Vgl. dazu die Definitionen in Abschnitt 13. TL' ist  gedrehte Charakteristik 
von m',  ni die von 12' usf., Tenu ,n al8 gedrehte Charakteristik von m an- 
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Von RICE~RD v. MISE& 6 7 

11. Drei aufeinanderfolgende Phasen einer verinderlichen Kurve (m) 
Fig. 12 sind diirch das eharakteristische Geradengebilde ( M t )  und das 
charakteristische Punktgebilde (m") des letzteren gegeben. Da N' die 
jeweilige Normale von (JE') ist, liegt jedes ~n"  auf der zugehorigen IV'. 
Wir stellen uns zuniichst die ~ u f & b c ,  die Charakteristik M" von ( m f )  
für das ins Auge gel'aI3te Element m' zu finden. Dem Vorangehenden 
gemiiB muB M' zu m'n' normal 

Fig. 12. 
stehen. m' ist der stete Sçhnitt- 
punkt von M' nnd N. Man 
erhalt also einen Punkt von 
M", indem man M' und N 
zusammengeh6rige Anderungen 
erteilt, das sirid aber solche, 
die meinander normal stehende 
Charakteristiken bedingen. Wir  
ziehen dureh m" eine Gerade 
Jc normal zu der dureh n' 
gehenden IY,: und finden in 
bekanntcr Weise WC. Man erkennt, daB W ,  der Ort der ma, als 
Erzeugnis zweier ahrilicher Parallelstrahlbüschel eritsteht und ersteris 
wirklieh auf m'nt senkrecht ist, zweitens durch m" hindurchgcht. 
Jedem Punkte ma von M' entspricht eine gewisse durch rn" gehende 
Gerade M: als Charakteristik von M' gemiB der Zuordniing a;  und 
jedem Strahle durch m' entspricht in dualer Weise ein Punkt 
auf JI". Beide Beziehungen, die durch den Punkt n' vermittelt werden, 
sind, mie leicht einzusehen, linear. 

1st etwa der Krümmungsmittelpunkt n (Fig. 13) des Ortes (nt )  

des Sçhnittpunktes zweier beliebig veranderlicher Kurren C, und C, zu 
ermitteln, so hat man folgendermaBen vorzugehen. Die Definitionen 
von Cl und C, ergeben zuniichst Konstruktionen der beiden Tangenteri ïlfl 
und 3i2 sowie der ersten Krümmungsmittelpunkte fi, und a,. Ferner 
erliilt man nach dem in 5 angegebenen Verfahren f'ür jede Kurve 
einen Punkt nzal und n2a2 der betreffenden Charakteristiken 31; und Mi,  
dereri Hichturigen schon bekanrit sind, und wendet man dieses Ver- 
fahren aiich anf die ersten Evoliiten ( N I )  und (A\) an, so gewinnt 
man deren Charakteristiken n,' und né. Die Konstruktion, die zu den 
Punkten ma, und maz geführt hat, liefert auch deren Charakteristiken mal 
und maz. Projiziert man die lctzteren au€ die in mal und ma2 zu dlJ 
und 31; errichtcten Normalen, so erhalt man je einen Punkt von blzl 

gesehen wird. Die Konstruktion des Krümrnungszentnirns benützt die fiir die 
Bichtung von N versetzte Charakteristik von n'ni'. 

5 * 
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68 Zur konstruktiven Irifiuitesimalgeometrie der ebenen Kurven. 

und M s ,  d. S. Charakteristiken von 34,' bezw. Mi für die Zii 
ordnung in der liichtung mrrLa1 bezw. nida2.  Die Riühtung von M:l 
iind Mae findet man mit Hilfe von ATLl und Aran, die ni und n', mit 
den Projektioncn von ndl und nza4 auf Ji', und M, verbinden. Da nj 
und né beksririt sirid, hat man nun auch die Punkte w(' und 7 4 ,  durch 
welche alle Charakteristiken von 32; und Mi liindurchgehen. Die 

Fig. 15. 

Charakteristik nz'  von m ist der Schnittpunkt von Mi und Mi. Pro- 
jiziert man m' auf die Tangenten M, und &, verbindet die Projek- 
tionen mit ni bezw. ni, so hat man in den Verbindungsgeraden Ni 
und Ni Charakteristikcn von NI und IY, gefunden, die der Zuordnung 
in der Richtung mm' entapiechen. Die durch m;' und 9 4  gehenden 
Normalen zii Ni bezw. sind die in Retracht kommenden Charakte- 
ristiken M;' und M l  von M,' und M i ,  mit deren Hilfe man sofort rn" 
und daraus den Krümmungsmittelpunkt n von (m) findet. Die ganze 
Konstriiktion knnn aiif den di~alen Fa11 übertragen werden, und es bat 
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pririzipiell keine Schwierigkeit, durch weitere ,,DiEerentiationen" zu 
Kriiuimungsmittelpunkten hoherer Ordnung zu g e l a n p .  

12.  Einer Erwahnung bedarf noch die Behandlung analytischer 
Beziehungen in dern Faile, in dem Probleme hohcrer Ordnung in E'rage 
kommen. Sind x,, x,, . . . z, n metrische Elemente, xi, xiç:,. . . xn ihre 
Charakteristiken, so folgt, wie in 4 erwahnt, aus y = f(xl, x,, . . . x,) 

%il den speziellen Fallen, in denen von dieser allgemeinen Gleichung 
Gebrauch gemacht wird, gehoren namentlich die vielfach untersuchten 
Konchoidenl), für die Punktion f die Porm einer Summe von Gliedern 
gleicher Dimension (meist plus oder minus eins) besitzt. 

1st n = 1, so hat man 

Y = f(4, 
y' = f '  (x) . a', 
y" = ff'(x) . xr2 + fP(x)x" usf. 

Enthiilt eine Kuwendefinition erster Art eine derartige Bestimmungs- 
form eines Elementes y, so kann man durch L d e r u n g  der fiinktionalen 
Rezirhiing f im allgeineinm jede beliehige Kiirve mit Hilfe desselben 
erzeugenden Systems darstellen. Man sagt dann auch, die Kurven 
seien durch ihre Gleichungen analytisch definiert, u. zw. beziiglich 
cines Xoordinatcnsystemes, das cben durch das (zwanglaufig) verander- 
liche erzeugende System bestimmt wird. Was unsere Untersuchung in 
diesem Falle leistet, ist gewissermaben eine Erganzung zu den iin- 
mittelbaren Resultaten der Differential-Analysis. Sie zeigt, in welcher 
Weise die geometrischen Charakteristjken der erzeugenden Elemente 
(Punkte oder Gerade) niimlich Tangente, bezw. Beriihrungspunkt, 
Krümniiingszentra usf. aus den sukzessiven Ableitungen der Funk- 
tion f sich ermitteln lassen. 

Wahlt man x als iiiiabhangig-ver%riderliclies Element des Systems, 
so kann zur Vereinfachung x" = a"' - . . - = O gesetzt werden, also 
x' = a = const., so daB 

(1) Y ==f (x) ,  
(2) Y' = af'(x) , 
(3) y" = a2ff'(x) usf. 

1) Vgl. auch Abschnitt 16. 
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70 Zur konstrnktiven Infinitesimelgeometrie der ebenen Kurven. 

Betrachtet man die Gleichmgen (21,. (3) als Definitionsgleichuiigen neuer 
Kurven für daeselbe Koordinaterisystern, für (las (1) gilt, wobei die 
y', y" . . . an Stelle von y treten, so erhiilt man die sog. Differential- 
kurveii von (1)) die S O b o  t k a l )  mit vielem Erfolge zur Behandlung 
konstruktiver Infinitesimalaufgaben benutzt hat. 

Enthiilt eine Kurvendefinition erster Art die in Nr. 7 behandelte 
implizite Restimmungsform eines Elementes, so findet man auf Grnnd 
der angegebenen expliziten Bestimmung der Tangente, bezw. des Be- 
rührungspunktes den ersten Krümmungsmittelpunkt und die folgenden. 
Hat die Beziehung, welche die zusammengeh6rigen Phasen der n Kurven 
verkniipft, die Form einer Gleichung, so muB man die Charakteristiken 

1 af der an genannter Stelle benützten Ausdrücke - - ermitteln. Das ci 
Ci spi 

ist durch Konstruktion gefunden, daher seine Charakteristik auf dem- 

selben Wege bestimmbar. Die Ahleitungen 3 müssen total nach 
zpi 

skntlichen p, differenziert werden, wobei an Stelle der 11: die durch die 
Konstruktion der Tangente (bezw. des Reriihr~ngs~unktes) gefiindeneii 
UTerte einzusetzen sind. 

III. Beispiele. 

13. Die Hauptergebnisse der vorangegangenen Untersuchung sollen 
durch einige Beispiele erliiutert merden. Zuniehst seien einige konstruk- 
tive Hilfsmittel hervorgehoben, die bei Durchfiihrung der Aufgaben 
Veraendung fanden. 

a)  Die Chnraliteristili des zcnabl~ii~yig veründmlicliet~ i2lemetttc.s. - 
Wahlt man die GroBen s, s', s" . . . (vgl. Abschn. 8) nicht vdlig will- 
kürlich, sondern in irgend einer Beziehung zu einem der Elemente des 
veranderlichen Systems, so wird die ganze durchzufühende Konstrulr- 
tion oft sehr bedeutend vereinfa~ht .~)  1st z. B. (Fig. 14) der Radius r 
des Kreiscs K mit dem fcsten Mittelpunkte f unabhangig veriinderlich, 
so nehmen wir r' = - r an, so daB das cherakteristische Tangenten- 
gehilde für K dm Strahlenbüschel in f wird. Der analoge Vorgang 
bei analytischer Behandlung der Probleme besteht darin, daB an Stelle 
einer willkürlichen unahhangigen Variablen ein (metrisches) Elernent 
gesetzt wird, das fiir die voiliegende Aufgabe bestimmte geometrische 
Bedeutung hat. 

1) J. S o b  O t k a,  Beitrag znr infinitesimalen Geometrie der Integralkurven, 
Sitzungaber. d. k. Akad. Wien 1898. Bd. 107, Abt. 2a .  

2) Vgl. B u r m e s t e r  a.  e. O. S. 66ff., woselbst xahlreiuhe nanlentlich mit 
Zirkel und Lineal konstruierbarc Kurven in LuBerd elegauter Weicie behaudelt sind. 
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Von RICHARD v. JIrass. 7 1 

b) Als gedrelttc lir,,,aralikristik eines Punktes p definieren wir jenen 
Punkt pl ,  der aus der Charakteriskik p' durch eine in hestimmtem 
Sinne vor sich gehende Vierteldrehung nrn p hervorgeht.,) In  Üher- 
einstirrmung mit den Definitionen in 1 ergibt sich demgemiiB als ge- 
drehte Charakteristik einer Kurve für eineri ihrer Punkte eine zur 

~ 

Kurvennorm ale ïîr parallele Gerade 31, im Ahstande N,Vl = ,@M'. E s  
bedarf keiner besonderen Erwahnung, in welcher Weise die einfachen 
Konstruktionen für die Charakteristik des Schnittpunktes zweier Kurven, 
sowie für die der Lange einer durch ein Punktepaar gegebcncn Strccko 
sich mit Hilfe der gedrehteri Charakteristiken ausführen lassen. Wichtig 
ist, daB die gedrehten Charakteristiken A,, BI, Cl . . . einer Geraden G 
für ihre Punkte a ,  O, c . . . ein zu a, O, c . .  . ihnliches Parallelstrahl- 
büschel bi lden und insbesondere alle in die im Drehpunkt GG' zu G 
errichtete Normale fallcn, sobald dies für cinen einxigen Punkt aiiBcr GG' 

-- 

selbst zut'rifft. Offenbar ist dies der Pall, sobald tg  G G' = 1, GG' = 45' 
ist; d a m  stellen die Charakteristiken siimtlicher uneigentlicher Elemente 
des Systems die Ableitungen dieser Gr65en nach dem Winkel 8 dar, 
den G 'mit irgend einer festen Geraden bildet. 1st z. B. die gedrehte 
Charakteristik eincs Punktes m der Kriimmungsmittclpui~kt n von (m),  
so ist das zweite Krümrnungszentrum n, gedrehte Charakteristik von n,, pz, 

die von n, . . . iisf. Gleichzeitig ist ciil die Ableitung von K n  = Q 

nach dem Tangentenwinkel 8, v, die von nit, = g, usw. 
c) Die konstruktive Ltisung der haufig wiederkehrenden Aufgabe, 

au5 den gedrehten Charaktcristikcn A,, BI einer Geraden G für zwei 
ihrer Punkte a und b die für einen dritten Pnnkt c zu ermitteln, er- 
leichtern wir durch Einführung der vwsetztcrz Cl~araktcristik einer Ge- 
raden. Bringt man niimliçh die Strahlen A,, BI, C l . .  . mit den in a, 6, c . .  . 
zu irgend einer Richtung R gesogenen Parallelen ziim Schnitte, so er- 
Kilt man als Erzeugnis der beiden ilinlichen Parallelstrahlenbüschel 
eine Geradc, die dureh den Drehpunkt von G geht, und die fiir die 
Zichtulzg con II vcrsetste Chara1;teristif~ von G 7zel/3en solL8) 

14. Als erstes Beispiel diene 'die gewtihnliche Parabel. Man ge- 
langt zu einem ihrer Punkte n z  in folgender Weise. Um den festen 
Piinkt f als Zeritrum (E'ig. 14) wird ein Kreis K mit bcliebigem Radius 
- 

fm - r heschriehen und dieser mit einer Parallelen A zur festen 
Geraden A, im Abstande A&, = a geschnitten. Dabei ist 

il> a = r. 

1) Die ,,gedrehte Geschwindigkeit" av rde  von S c h a d w i l l  eingeführt, a .  a. O. 
13. Sie kt vielfach verwendet bei R i i r m e s t e r  a. a. 0. S. 23 ff. 

2) Bei Verwendung der versetzten Charakteristiken lassen sich die meistcn 
N en n h e i m schen Konstruktionen von unsorem Gesichtspunkt ans deuten. 
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'7 2 Zur konstruktiren Infinit~simalgeometriu der eberien Kurven. 

Dir Charakteristik von r ,  dein unabhiiiigig- veriinderlichen Elemerit, 

uahleii wir r '  = mf, daher ist die Charakteristik van K fiir m, die 
diirch f g e h ~ n d e  Normale K;,, zu tnf: Ails (1) folgt durch Diffe- 
rentiation 

(1 '1 I I  a = r ,  

daher ist A, Charakteristik von A fiir alle seine Punkte. m'= $Khr:, 
ist ein Purikt der Tangente, und man erkeiirit, da1 diese den Winkel 

von fm mit der Achsen- 
richtung halbiert. 

Bezeichnet R den 
Strahl mf, N die Kurveii- 
normale in m, X die 
Achse, so haben wir nur 
Bestimmung des Krum- 
rnungsmittelpunktes n die 
Gleichung 

als Kurvendefiniliori zwei- 
ter Art. RF+-achtet man nz' 
als Charakteristik von nt, 

so ist <$= fmm'  = mam' 
glcich dem Winkel, d m  R 
mit seiner durch f geheri- 
den Charakteristik R' ein- 
schlieBen muB. Kun gibt 
aber die Diifercntiation von 
(2) mit Riicksicht auf die 
Ergebnisse in Absclinitt 4 

Maçht man (laher K n  = 2 E 1 ,  so ist  m'?a= Y' die Charakteristik 
von N und n der gesuchte Krümrnurigsinittrl~~utikt. 

Ausgehciid von dcr Beziehiing 

\ 

konstruieren wir jz,, nachdeni wir, die bisherige Annahme falleri lasserid, 
n als gedrehte Charakteristik von m gewahlt haben. Aus (3) fol$ 

(3 '1 (=)' = 2(5n ) ' ,  
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und wir wissen bereits, da0 (mn)' nichts anderes als den zweiten 
IZrürnrnungshalbrnesser Izn, darstellt. Die gedrehte Clisrekteristik o, 
von u ergibt sich als Schnittpunkt von B, der in w zu A,, erriehteten 
Senkrechten, mit der zweiten Normalen NI. a,lz ist Charakteristik 
der Strecke a%. Wir  haben in 

zugleich den Ausgangspuukt für die Konstruktioii von n,. Die ge- 
drehte Charakteristik a, von a, ist der Schnittpunkt von N, mit C, 
der gedrehten Charakteristik von B für deren Punkt a,. Da der 
Drehpunkt von B unendlich fern liegt, hat mari C r  = El zu machen 
und durch r die Normale mi Il zii ziehen. a,la, ist die Charakteristik 
der Lange F n ,  und aus 

(4') (H.,)' = 2(-)' 
erhdten wir 

(5) v, = 2 a 7 , .  

Die gedrehte Charakteristik D von C für a geht durch r, ,  wenn 
azr;= 2 r 3  ist; denn rx ist die Cheraktcristik der Lange q, und C 
ist eben dadurch bestiuimt, daB sein Abstand von der festeri Geraderi A, 
gleich 2uai ist Der Schnittpunkt von D und AT3 giht a,. Wieder 
ist w, Charakteristik der Lange a,n, und mit 12,.n, = 2w, erhalt 
man den vierten Krürnmungsmittelpunkt n, der Parabel. Eine Fort- 
setzung des Verhhrens bietet keine weiteren Schwierigkeiten. 

15. Die hoheren Krümmungsmitte1punkte der zentrischen Kegel- 
schnitte ermitteln wir auf Grundlage der von Mac1 aiiri  n herriihrenden 
bekannten Konstruktion des zweiten Krümmungszentrums n,. Haben 
m, n,  11, . . . (Fig. 15) dieselbe Bedeutung wie früher, wihrend O den 
Mittelpunkt der Kurve bezeichnct, und errichtet man np 1 mn, so ist 
nach M a c l a u r i n  ntl, = 3jTn ') Wàhlt man n als gedrehte Charakteristik 
von m, so ist no die fiir die Rirhtiing von N wrsetzte Charakteristik 
von ma. Ihr  Schnittpunkt s mit der durch p gehenden Parallelen 
zu IY ist ein Punkt der gedrehten Charakteristik von mo für den 
Punkt p. Fiillt man daher sp, 1 wbo, so ist p, auf die gedrehte 

- 
Charakteristik von p ,  n,py Charakteristik der Lange np. Daher gibt 
12,12, = 3 p x  den dritten Kriimmungsmittclpunkt t ~ , . ~ )  

1) Bis hierher ist die Konstruktion bekannt. Man vgl. M a n n h e i m  a. a. O. 
Seite 22. 

2) Eine kinematisçhe Ableitiing dieser Konstruktion 8. Mannheim a. a. O. 
S. 38f. und S. 62ff. 

3) Einc andere Konstruktion gibt M a n n h e i m  a. a. O. S. 61. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



7 4 Lur  konstruktiven Infinitesimalgeometrie der ebencn Kurven. 

Die durch pl gezogene Normale zu N ist gedrehte Charaktcristik 
von p s  f ü r  alle Punkte dieser Geraden, also auch fü r  S. n,o ist die fiir 
die Richtung von NI versetzte Charakteristik von no und gibt in ihrem 
Schnittpnnkte t mit der durch s zu NI gezogenen Parallelen einen Punkt 
der gedrehten Charakteristik von no für den Punkt S. 1st daher t s ,  I no 
so ist s, auf der durch pl gehenden Parallelen zu NI gedrehte Cha- 
raliteristik von s. Die Gerade sp,  ist dadurch bestimmt, daB sie durch s 
geht und zu In O normal ist. Macht man s,u 1 sp,, so ist u ein Punkt 
der für die Richtung von versetzten Charakteristik von spi; diese 
muB aber, wie mari leicht erkennt auf on normal stehen, da on die 

Big. 15. 

für die Richtung von .Y versetzte Charakteristik von mo ist und der 
Winkel zwischen mo und sp, bestandig ein ltechter ist. Also Lat man 
U V  1 ola und vp, I sp, zii errichten; dann ist p, gedrehte Charakteristik 
von pl und ei = 3 ~ 7 , .  

Die hier gegebene Konstruktion von TL, ist auch umkehrbar und 
kann in cinfacher nTeise zur konstruktiven Ltisung der hufgabe heniitzt 
werden, den oskuliererideri Kegelschnitt für eirien Punkt einer beliebige~i 
Kurve zu finden. Gegeben sind m, n,  lz, und VA,. Man bestimmt zii- 

niichst die Punkte p, und p, indem ni& = und ï i j  = in,?e kt, 
zieht durch p die Parallele zu mn,  durch p, die Normale zu pm und 
verbindet den Schnittpunkt s mit  n. s n  und pm schneiden einander 
in 0.l) Die jetzt noch übrige Aufgabe kann auf Grund einer bckannten 

1) Ygl. die analytisçhen Ableitungen von G O def r O y (Journ. de l'école polgt. 
II. adrie, 2 .  cah. 1897. S. 19ff.), der su einer andern Konstruktion gelangt. 
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Konstruktion von n g e l k t  werden.') Man zieht oq 1 n~o,  und zeichnet 
mit dem Zentrum irn I-lalbierungspunkt von pn einen Kreis durch o. 
Er bestimmt auf der Normalen PT deren Schnittpunkte mit d e n  

Achsen. Diesc licfern im Vercine mit ab und N die übrigen Bestim- 
rnungsstücke. Mari firidet dalier ans m, n, n, und n, auch den vierten 
Krümmungsmittelpunkt n,. Drr konstriiktive Ziisainmenhang zwischen 
den Punkten m, r z ,  N,,  n, und n, ist der geometrische Ausdruck fiir 
die von Ces à r  O eingefiihrte Kriimmungsinvariante 7 der Kegeluchnitte. 

1 fi. Gegeben sei eine Reihe unveranderlicher Kurven (nz,), (m,) . . . (m,) 
uiid ein Punkt o. Auf jedem Strahl O durch o bestimrnt man einen 
Punkt m derart, daB 

mobei samtliche c bekannte Konstantc und die mi Schnittpunkte von O 

mit (nt,) sind. Dann heiBt (m) eine allgemeine Kon~lmi&.~) Man 
kihnte derart definierte Orter hezeirhnender ,S"ttrccke?z- Additions7. b ~ ~ v ~ z  
nennen und ihnen dual Wilz1:el-Additionskuroen gegenüberstellcn: Ge- 
geben die Geradenorter (,%), (JI2) . . . (Mn) und eine Gerade O. 
Durch jeden Punkt O von O bestimmt man eine Gerade M derart, da6 

wenn c diesclbe Bedeutung hat wie oben und LW, die von O ausg~hen- 
den Tangenten an (Jl,) sind. Beide Gleichnngen geben durch Diffe- 
rentiation wieder Gleichnngen dersclben Form, und die allgemeine 
Aiifgabe, welche der koristruktiven Geometrie der betrachteten Kurven- 
gattung gegenüber erwiichst, ist die folgende: Es sind aus der Tangente 
und den aufeinanderfolgenden Krümrnurigsmittelpurikten einer (m,) 
bezw. ($1,) die sukzcssivcn Charakteristiken (Gn)', (Z)" . . . von GE 

bezw. (T~I)',  (0%)" . . . von O M  koristruktiv abzuleiten und um- 
gekehrt. 

In Fig. 16 ist die Konstruktion für den Fa11 der Konchoide bis 
ziim Kri imm~ngsmit te l~unkt  zmeiter Ordnung durchgeführt. Unabhangig 

1) M a n n h e i m  a. a. O. S. 19 (4). 

2) Ces k r  o,  Vorles. iib. Natürliche Geometrie, deutsch von K o  w a l e w  ski .  
Leipzig 1901. S. 75f. Vgl. auch G o d e f r o y  a. a. O. 

3) Vgl. Chr .  W i e n e r ,  Lehrb. d. darstell. Geom. Leipzig 1884. II. B. S. 181ff. 
und 225 ff. So b o tk a ,  Zur infinitesim. Geometrie der Plankurven. Sitzungsber. 
d.  k.  bohm. Akad. 1898 S. 18fK d ' 0 c a g n e  a. a. 0. S. 286f. M a n n h e i m  a. a. O. 
S. 55ff. 
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76 Zur konstnaktiven Infinitesimalgeometrie der ebenen Kurven. 

~eranderliches Rlement ist der Strahl O, als gedrehte Charakteristik 
fïir alle seine Punkte wkihlen wir den zu ihm senkrechten Strahl 0'. 
Dann f a u t  m' (gedr. Char. von m) in den Schnittpunkt der Normalen N 
mit 0' und es ist oz' = (GE)'. Die Xormale Ml zu N durch nt' ist 
gedrehte Charakteristik von N für den Punkt m; daher geht die für 
die Richtung von O versetxte Charakteristik 3' von N aufier durch n 
(ersten Krümmungsmittelpunkt von (ln) in m) noch durch den Schnitt- 
pnnkt p = Ml O. m'y II O und qm" II BI liefern den Punkt m" auf 0, 
für den 5%" = (5%)". 

Zur Bestimmung der gedrehten Charakteristik p' von p bedient 
inan sich der für die Richtung von 0' versetzten Charakteristik 31; 

Pig. 16. 
von Ml; sie ist nor- 
mal zu N' und 
schneidet O' in dcm 
Punkte, in dem diese 
Gerade von der durch 
m" gehenden Nor- 
male11 zu Ml,  der 
gedreh ten Charak- 
teristik von 171, für 
m', getroffen wird. 
pr 11 0' und r ~ '  II h' 
geben den Punkt p' 
auf 0'. Die fiir die 
Richtung von O' ver- 
setzte Charakteristik 
Ni von NI geht diirch 
12, (zweiten Krüm- 

mungsmittelpunkt 
von (ml in m) normal 

zu N'; mit ihrer Hilfe findet maxi die gedrehte Charakteristik n' von 11, 

die auf NI liegt. Macht man p's i N' und ps II NI, so geht durch 
~ 1 '  und s die für die Richtung von Ilf, versetzte Charakteristik N" von 
N'. qt  11 Ml, t y '  1 N' gel>eri den Punkt p', der auf der Parallele11 
zu O' durch m" gelegen ist. Mit p' und q' iet aber ~ n "  sofort ge- 
funden; denn da pvz'qm" stindig die Eckpunkte eines Parallelogrammç 
bilden, so muB dies, wie man leicht erkennt, auch fiir die gedrehten 
Charakteristiken p'm"q'm"' der Fall sein. Man macht also j7V = ïïF$ 
und hat in m"' den Punkt, für den wieder G P  = (E)"' gilt. 

Die Konstruktion ist durchwegs umkehrbar. Man erhilt, menn 
m und m' gcgeben kt, die Normale N; aus rn, m' und na" den ersten 
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Krümmungsmittelpunkt n ,  schliefilich aus $11, m', m" und 711"' den 
zweiten Krümmungsmittelpunkt n,. 

17. Dreht man jedes der oo"iniene1emente einer einfach un- 
endlichen Kurvenschar, indem man seinen Punkt festhalt, um einen 
bestimmten Winkel q, so erh'ilt man ebensoviele rieue Linienelementc, 
die irn allgemeinen sich wieder zu cr, vie1 Kurven einer Schar zu- 
sammensetzen. Man nennt die letzteren die isogonalen Trajektorien 
oder die Loxodromevz des Wirikels q zu der ursprünglich gegebenen 
Kurvenschar. Sind zwei aufeinanderfolgende Phasen einer veranderlichen 
Kurve gegeben, so mu0 es moglich sein, die ersten Krümmungsmittel- 

punkte der entsprechenden Loxodromen für cp = O bis y = f zu finden. 

Es mogen (Pig. 1 7 )  m M ,  m'JI '  dieselbe Bedeutung haben, wie früher, 
und es sei + m'm m; = 90 - y. Nan bestimmt gem%B Ahschnitt 10 
die Charakteristik N& der Normalen A', 
welche der Zuordnung mm; entspricht 

und mit N den Winkel NN; = 4 
einschlieBt. Da die Normale mnY' der 
Loxodrome mit N den konstanten 
Winkel cp bildet, so muB auch die 
Charakteristik von mn,,,, die diirch mQ 

geht, mit dieser Geraden den Winkel 8 
einschlieBen. Macht man daher den 
Winkel rnm;t& = 90 - 4, so erhilt 
man in nY den Krümmungsnzittel- 
pnk t  der Lozodrome des Wiltkels rg 
für den Punkt m. Einfacher ge- 

. langt man jedoch zu nV, indem man 
durch den Schnittpunkt NN;  - v 

Fig. 17. 

die Parallele zu M zieht, wie man sich auf Grund einfacher ÜberlePng 
-- ctg 4 

leicht überzeugt. Denn es ist nzlz = m m f  - ctg 8 = wz,rn1 - -- 
cP Y' rp c o s y '  

wihrerid E i 7  = E E G F  ctg 3 ist. Aus dieser Konstruktion ersiehb man, 
Y' 

da0 bci ~ n d e r u q  des Winkels cp der Ort der Punkte n, als Emeugnis 
zweier perspektiver Strahlbüschel erscheint, dereu Scheitel beziehlich 
in nz und M W  liegen. Die Krümmungslîzitte2pnkte allm Loxodromen 
für den Punlit m lieyen d u h w  uuf einer Geruhz G, welche die Normale N 
in n und die Tangente M in n, sehneidet.') - 
-- - Z 

1) Dieeer Satz i d  von G. Scheffere analytisch abgeleitet worden. Siehe 
Leipziger Berichte, 50, 1898, S. 261 ff. Vgl. auch : Ariweuiluug der Differe~itial- 
rechuuug usw. S. 96. 
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7 8 Zur konstmktiven Infinitevirntllgeometrie der ebenen Kurven. 

E s  ist',nun interessaiit, die duale Aufgabe zu behandeln. Verschiebt 
rnan narnlich die cm2 Linieiielemente einer Kurvenschar Iings ihrer 
Geraden um eine bestimnite Strecke p, so e rhd t  man oo2 neue Linien- 
elemente, die im allgenieinen eine neue Kurvenschar bilden. Man 
k6nnte sie etwa die Scknr der Dilatorien neniien. E s  sei (E'ig. 18) 
n- = p und ,% E m'm, die Charakteristik der Geraden M für die 
Zuordnung im Punkte nc,, Ni 1 Mi die zugehorige Charakteristik 
von N. Dann muB, weil die Normale mpnp der Dilatorie zu N im 
konstanten Abstande p parallel bleibt, auch die Charakteristik von 

m,n, aus A'; durch Parallelverschiebung 
um die Strecke p in der Richtung von il.1 
hervorgehen. Man crhalt demnach den 
Krümmungsmittelpurikt n?, in derselberi 
Weise wie früher ny, indem man durch 
NAT = r die Parallele zu 31 zieht, und 
erkennt: Die Krüm~mn~srnittelpunkte aller 
Dilatmim einer gegebenen Kurû'enscha~ 
fur eine fingente M liegelz auf einm 
Geraden G. Die Gerade G ist, wie 
leicht einzusehen, mit der friiher ge- 
fundenen identisch. Man kann an dieseii 
Satz ahnliche Betrachtungen anknüpfen, 
wie sie S chef  f e r s  für dén dualen Fall 
angesteut hat. So z. B. bestimmt die 

Schar der Dilatoiien eine Geradentrans- 
formation der Ehene, in der jeder Geraden M eine Gerade P eiigeordnet 
ist, soda8 die Krümmungskreise aller Dilatorien, die M berühren, P zur 
gemeinsamen Tangente haben usf. E s  sei noch bemerkt: Die samtlichen 
Loxodromen einer Punktschar fallen mit dieser sell~st zusammen, wnbei 
jedes der cioB Linienelemente ciofach zu ziihlen ist; ebenso sind die Dila- 
torien einer Geradenschar mit dieser identisch. Die Loxodromen eines 
Strahlenbiischels sind die logarithmischen Spiralen, die Dilatorien der 
geraden Punktreihe die Traktorien der Geraden. Für  jede Schar kon- 
gruenter Kreise sind die Dilatorien zugleich Loxodromen einer eben- 
solchen Schar mit gleicher Mittelpimktslinie und anderem Kreisradius. 

18. E s  sei wieder eine Reihe fester Kurven (A,),  (4) . . . (A,) 
gegeben. Ein Punktort (m)  ist bestimmt durch eine Gleichung 

F(ll, 12, . . . Z n )  = O, 

worin die li die untm den TVinkeZn ui gcqncsscnm AbstiintE1) eines 

i j Diese Bezeichnung wurde von d'O c a g n e  eingeführî. Vgl. a. a. O. S. 268ff. 
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Punktes m von (A,) bedeuten. Die ai sind gegehene Konstante. Wir  
suchcn zuniichst die Tangente von (m). 

In Fig. 19 ist Ai Erzeugende einer der g c g e e n  Kurven, ai der 
Berühmngs-, oi der erste Kriimmungsmittolpiinkt, AiLi - cri und ninz = l i .  
m erscheint a h  p l e i n s a m e r  Punkt  on n K u n e n  (mi), füï  die 
li 7 const., und es handelt sich zunachst um die Ermittlung der 

Fig 19. 

Tangente und der Charakteristik einer (mi). Kehmen wir oi ais ge- 
drehte Charakteristik von ai an, so fallt für Zi = corist. wegen der 
Unveriinderlichkeit von ai und Ii aueh die gedrehte Charakteristik 
von m in denselben Punkt. Daher ist moi = N, Normale der Kooidi- 
natenlinie (nz,), nnd ihre Charakteristik ICIz! für  den Punkt m muB zu m o i  
senkrecht stehen. Eineri Puukt rn:' der Charakteristik Mt! erhalt mail, 

iridem man dem Punkte n z  von (mi) den auf derselben -- Li gelegenen 
Punkt der Nachbaipliase zuordnet. . E s .  ist dann = C und 
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Von RICHARD v. MISER. 8 1 

verbunden sind. Die Koordinntenlinien xi = const. sind die durch w 
gehenden Parallelen Mi zu jenen festeri Geraden. Bls positive Seite 
der Ai sei diejenige festgeseht, auf der die Innenfliiche des Dreiecks 
liegt; man hat dari11 auf jeder Koordiriateriliriie jerien Durçhlaufungssinn 
als positiv zu betrachtcn, der sich aus eirier bestimmten Undegung ~ - 

der positiveri Normalenrichtung, in der die xi m-achseri, ergibt. Durch 
DiKerentiation von (1) eihiilt rnan 

(2) fl x; + f2x; + f& = (J; 

Die GroBen ci des Abschnittes 7 sind hier siimtlich glcich 1. MTir 
trageri daher auf deri Richtunger~ der JI, Strecken v o n  der Liirige ~ f ;  

auf, wohei E ein be- 
liebiger Proportio- 
nalitatsfaktor ist, 
summiereri sic gco- 
rrietrisch und erhal- 
ten als Resultat einen 
Punkt ?ri' auf der 
Tangente ,W von (m). 
Nun ist die Charak- 
teristik rn" von nl' 

aufzusuchen. Sie er- 
gibt sich, weriri mari 
von m.' ans zuerst, 
mn' der Qrd3e und 
Ilichtung nach und 
den Richtungen dcr 

hierauf die Charakteristikeri der Strecken ef ;  in 
Mi auftragt und addicrt. Die letzteren ergehen 

sich durch Differentiatiori 

mofür man auch schreiben kanri 

(&fi)' = E . r n w ~ ' [ f ; ~  sin .t, + f i ,  sin t, + fi, sin zJ, 

wen z, den Wirikel von M mit -Mi bedeutet. TrBgt man daher die 
- - 

Strrcken 6 . m nz'f,, , E . m niL,,  E . m ~ 7 2 '  . f i s  in den Richtiingen der 
auf, so ist die zu M serikreçhte Komponente ihrer Summe gleich der 
Charakteristik von &fi. Die Bestimmung von na" und lz erfolgt dann 
ohne Schwierigkcit. - Man erkennt auch, daB das Hinzufügen des 
Summanderi mnc") zur Ermittlung von na" für das Endresultat belang- 

1) In der Figur fortglassen.  
Zeitschrift f .  Mathematliik u Physik. 5?. Band. 1905. 1. Heft 
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82 Zur konstruktiven Infinitesimalgeom~trie der ebenen Kurven. 

los bleibt. Aus der Koristruktioii ergibt sich für  den Krünirnuiigs- 
hnlbmesser der Ausdriick 

3 zf; CO8 Z2 

(4) 
1 

Q -  3---. zf, &in Z, sin z 
1 

~ h n l i c h  geht man vor, wenii eine Gleiohung 

normale Gcrade A und B, die M in a und 
auf ihrieri die Streckeri 

in trinictrischen Linien- 
koordinaten 

( 5 )  cp(u,, w,, 21,) O 

vorliegt. Es yei (Fi% 21) 
1W eine Gerade, deren 
Abstande von den festen 
Z'unkten a,, a, und a, 
die ui sind. Als Koordi- 
riatenlinien ui = const. 
erscheinen hier Kreise 
mi t  ai als festen Mittel- 
punkten, samtliche ci 

sind gleich 1. Der ge- 
suchte Berührungs- 

punkt In ist demnach 
der Ychwerpiinkt der in 
mi vorhanden gedachten 
Masscn &yi. Die Koil- 
struktion kann etwa in 
folgerider Weise ausge- 
führ t  werden. Man wahlt 
zwei beliehige zu M 

b schileiden, und tragt 

auf. Dariri geht  die Verbiridungsgerade a'b' durch m und kann als 
Charakteristik M' von nb angesehcn werden. Will  man jetzt deil 
Krümmuiigsmittelpunkt 1 1  finden, so handelt es sich aunachst um die 
Charakteristik von M', also uiu die von a' und b', in lehter  Linie uni 

die der Langen a 7  und 03'. In jedem Produkte a,E. vi sind beide 
Faktoreu verii~iderlich; die Charakteristik von nl,a erhalt man unmittel- 
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bar, indem man durch ai die Senkreühte zu M' zieht und sie mit 111 
zum Schriitte bringt. In derselhn XTeise wie früher ergibt DiEeren- 
tiation nach s%rntliclien ui die Charakteristik von E - cp, 

weriil 1, den Abstand mm, hrdeutet. Uaraus gewinnt man die Charak- 
- - 

teristik v o n 2  und die von Oh', macht n'a"- ad+ (ca'):, &'b= b h'+ (bF,)"l', 
und erhalt Mu. Man erkennt, daB zur Ermittelurig von n statt M" auch 
die Gerade a"b" = J q  selhst heniitzt werden kann, und daB das Hinzii- 
fügen der Strecken a 2  und bb' zur Bildung der Suinmen u'a" und iII'Ei" 
für das Endresultat belanglos bleiht. Der Ausdruck für die Lange 
des Krümmungsradius in trimetrischen Linienkoordinaten lautet dann 

1st die Gleichung (1) homogen in den xi, so kanri nz als der 
Schwerpunkt der in dan Rckpiinkten des Fiindamaritaldreiecks A, A, A ,  
rorhandenen Massen xi angesehen werden. Aus der E u  1 e r schcn Be- 
ziehung 

(8) fixi + f*94 ++33;3 = 0 

erkennt man, daB dann M Bichtungslinie der Resultierenderi der in den 
A, angreifenden Krafte f i  ist. 

Hat man eine homogene Gleichung in Linienkoordinaten, so kann 
die durch die ui bestimmte Gerade M in derselben Weise durch Zu- 
sammensetzung der in den Seiten des Dreieckes n,a,n, liegenden 
Strecken u, gewonnen werden, desgleichen der Berührurigspunkt nz als 
Schwerpunkt der in den ai wirkenden Massen g;,. Damit sind wir zu 
den bekaliriten Beziehungen zwischeri hoiriogerieri Purikt- und Liriieri- 
koordinaten gelarigt. 

Ra t  die Gleichung (1) die besolidere Form 

80 stellt sie die vielfach nntersuchten synimetrischen I)reieckskurvenl) 
d u .  Man erhdt  

(l0) f . .  E 3  - 0 (. &+A> 

1) Vgl. C e ~ à r o ,  Vorles. iib. Natürl. Geom. Deutsrh v. K o w a l e w s k i .  
Leipzig 1901. S. 129 ff. 

f i  * 
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Daraus ergibt sich auf Grundlage unserer Konstruktion der Satz von 
J anie t '): Berühren einander zwei Kurven, deren Gleichungen die E'orm 
(9) haben, und sind ihre Exponenten n und n', so gilt fur die 
Krümniungsrsdien im gemeinsamen Linienelement 

;Man erkennt, da6 der Satz seine Gültigkeit bchlilt, wenn in ( O )  an 
Stelle jedes x, eine beliebige Bunktiou X,  von xi tritt.2) Die Über- 
tragiing fiir Linienkonrdinaten gescbieht ohne Schwierigkeit. 

20. Navh den1 GraBmannschen Hauptsates) über die Erzeugung 
der ebenen algebraischen Kurven entsteht die allgemeine Plankurre 
nter Ordnung als Ort der Schnittpunkte von n veriinderlichen Gemdcn, 
deren zusammengeh6rige Phasen dadurch niiteinander verknüpft sind, 
daB ein Punkt und eine Gerade, die mit Hilfe jener n Strahlen liiieal 
konstruiert werden, ineinander liegen müssen. Wir  haben es hier init 
einem besonderen Fa11 der in Abschnitt 7 betrachteten impliziten Be- 
stimmungsforiri eines Punktes zu tun und konnen nach den daselbst 
angegebenen Grundsiitzen die Tangente an C konstruieren. 

In Fig. 22 ist W L  dei Schnittpunkt der drei um I I , ,  a,, a, sich 
drehenden Geraden A,, A,,  A,. Die Schnittpunkte Ir, und b, von A, 
und A, bezw. mit den festen Ceraden BI und B, bestinimen irn Vereine 
mit den festen Punkten cl und c, die beiden Gcraden C -  und C,, deren 
Schnittpurikt p auf A, liegen rnufL4) W i r  suchen die Tangente 
an die von n7, erzeugte Iizwve drittw Ordnung. E s  sei ziinachst die 
Gerade A, allein als verinderlich betracbtet; wir wahlen als ihre Cha- 
rakteristik für das Linienelernent in ma (vgl. Abschn. 1) eine Strecke 
gleich der Entferriung G,. Dann ist ihre Charakteristik für das in 
Betraeht kornmende Elerrient in p gleich @,. FaBt man den Schnitt- 
punkt p von Cl und C2 a h  Linie erster Klasse auf, 0 0  bildet die Ge-  

rade A, mit p ihr Linienelement, das zugleich der Geraden A, an- 
gehort, und die Projektion der Charakteristik p' von p auf die in p 
zu A, erriehtete Nnrniale bestimmt die Charakteristik vnn p für dieses 
Linienelement. Niin hat man einmal A, und dann wieder A, als allein 
verltnderlich anzusehen, in jedem Falle als Charakteristik von A, hezw. 

- 

1) Annal. de l'kcole Norm. super. (3) IV. 1887 Suppl. 
2) Tgl. Pellet  in Comptes Rendus, B. CXV. Paris 1892. S. 498. 

3) Vgl. A, 223 § 146. Ferner Crelles Journal Bd. 31 Grundzüge zu einer 
rein geometrischen Theorie der Kurven mit Anwendung einer rein geonietiischw 
Arialyse. 

4) GraBmann, fSber die Erzeugung der Kurven dritter Ordnung durcli ne- 
rade Liuien usw Crelles Journal Bd. 36. 
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_4, fiir In eine St,recke gleich ma, anzunehnien utid dcmgenliiB die Cha- 
rakteri~tik pi bezw. pi von p zu best'immen. In Fig. 22 ist %jj = m l ,  
gemacht, hierauf 
qi ri L A, errich- 
tet. a,r, ist die 
fiir die Richtung 
von A, versetzte 

Charakteri~tik 
von A,. b,s, pa- 
rallel zu A,, s, b,' 
normal eu A,, b, b; 
normal zu B, gibt 
in hi die gedrehte 

Charakteristik 
von b. b;c, 1st die 
für die Itichtiing 
von b, b; versetzte 

Charakteristik 
von C,, p u ,  b,ti;, 
p l  1 , und 

ppi -1 (I, gibt in 
71, die gedrehte 

Charakteristik 
K J I ~ ~ I  beiallein ver- 
an der lichen^ A,.  
In gleicher Weise 
erhiilt man in p, 
die gedrehte Cha 
rakteristik von y fiir partielle Anderimg von A,. Die Projektiorien 
und ppj Y o n  pp, und pp, auf A, sind die partJielle Charakteristiken 

- - -- -- 

v o n  11 fiir A,. Man liat daher n Z  = p K ,  ub - ~ p i ,  b c  = ppj zii 

mnchen, wenn ab II A, und bc II A, kt, und erhiilt in c eirien Punkt 
der Tangente 11.1. I)as Verfahren ist ailgernein für Kurven belicbiger 
Ordnung und Klasse anwentihar. 
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Neue Reohenmaschine. 

Neue Rechenmaschine, 

Von EDUARD SELLING in Würzburg. 

Schon bei der T,eibnizischen Rechenmaschine war die Multipli- 
kation mit 2 ,  3, . . . O nicht wie bei der sonst dieselben Mittel be- 
nützenden T honi as-Uurckhardt ischen durch 2, 3, . . . 'Jnialiges Cm- 
drehen einer Handkurbel auszuführen, sondern durch je eine einfsche 
nur verschiederi begrenzte Bewegung (S. die Besclireiburig in J o r d a n ,  
Handbuch der Vermessungsknnde 5. Auflage, Bd. 2, S. 142). Dasselhe 
war bei der in Chicago priimiierten in meiner Broschiire Eine neue 
Kechonmaschine (Berlin, S p r i n g e r ,  1887), auch in D i n g l e r s  Polyt. 
Journal Bd. 271, bei J o r d a n  u. a. a. O. beschriebenen Maschine, und 
zwar hier ohne irgendwie lastige Beibungswiderstinde erreicht. Aber 
die mit der durchaus stetigen Zehnerübertragung und Teilprodukten- 
bildung dort verbundene Art der Ablesung, bei welcher am Indexfaden 
nicht immer der Anfang, sondern, dem rechts folgenden Teil der Zahl 
entsprechend, cine gegen das Ende des betreffenden Zifferiiintervalls zii 

abweichende Stelle desselben lag, wie auch z. B. bei gew6hnlichen 
Uhren der Stundenzeiger nicht immer bei der ganzen Stiinde, sondern, 
der Minutenzahl entsprechend, schon bei einei spateren Stelle stcht, 
schien vielen Reflektanten in der ITarid eines weniger geübten Personals 
als zii gefahrlich trotz der damals ziierst eingeführten aiitomatischen 
Kopierung, welche allerdings auch nicht ganz nach Wunsch gelungen 
war, und schlieBlich bei sonst vorzüglicher Ausführung vom Verfertiger 
Max O t t  1- ganz weggelassen wurde. Alle diese MiBstRnde sind bei 
der nun zu beschreibenden Maschine, wie sie als Fortbildung von 
D. R. P. 149564 von der Firma H. w e t z e r  in Pfronten hergesttillt 
wird, vermieden. Zur IIerstellung der Teilproduktc benützen wir bei 
ihr noch immer sin Paar sogen. Nürnberger Scheren a in Fig. 1 und 
der die wirkliche pultftirrnige Aiifstellimg darstellenden Fig. 2, nur 
künftig in der vereinfachteri in Pig. 3 dargestellten Form, welche nur 
10 statt 20 Staben notig hat. Wird in ihr der Punkt O festgehalten: 
und entfernt sich von diesem der Punkt 1 um eine die Multiplikator- 
ziifer darstelleride Strecke, so stellen die gleichzeitigen VergroBerungen 
der Strecken 02, 03, . . . 09 das Prodiikt ans dieser Ziffer in 2, 3, . . . 9 
dsr. Das Gleiche gilt bei entsprechendcr Lago zmeicr konpucnter solchcr 
Scheren von den zu diesen Strecken parallelen Beweguqen der Qiier- 
stiibe d l ,  de, . . . d9; welche einaiirler gleich und parallel, den Scheren 
durch St'ifte an den Punkten 1 und 1, 2 und 2, . . . 9 und 9 angcgliedart 
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mie die Ansicht von reclits in Fia,  1 zeigt, ~ind a. a. O. genauer 

beschrieben kt. Dieselben oollen senkrecht gegeri die beiderseitigen 

P d e l e n  Strecken 09 liegen, jn deren Miclitung einer derselben, in der 
vorliegenden Maschine der dB, durch einen an den festen Staben b0 f3e- 
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führten Schieber c sich selbst parallel geführt wird, wkhrend der ana- 
loge Querstab do mit dem unbeweglichen Gesteil Z, fest verbunden bleibt. 
Zwicichen nnbewegliohen, auch mit b bezeichneten den Stiben b0 parallelen 
Liingsstiben werden der von rechts 1.) S., 3., . . . Multiplikandenstelle 

Fiq. 2. 

--.. 

entsprechend Kapseln el, eq 2, ;. . geführt, welche, je nachdem die be- 
treffende Multiplikandenziffer O, l, 2, . . . oder 9 ist, mit dem Querstab 
P, dl, dZ, . . . oder cP so verbunden werden sollen, da0 aie deren Be 
wegungen mitmdchen. Diese Kapseln haben namlich je 10 mit 0, 1, . . . 9  
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hezeichnete Stifte, in deren Verliingcrrung bei der in Fig. 1 iiiid 2 an- 
genommenen Nulllage je ein Spalt in den CJuerstaben do, d', . . . d' 
lie@, sodaB, wenn einer und nur  einer der 10 Stifte wie eine Tastc 
seiner Lange nach in die Kapsel eingedriickt wird, und dann auf der 
anderen Seite aus ihr hinaus und in den Spalt ode+ das betreffende 
Loch des betreffenden Querstabs do, d', . . . oder dY hineinragt, durch 
diesen Stift die Kapsel gezwungen wird die Bewegung des Querstabs 
initmnixc:hen, welche bei der dann folgenden i)ffniing 
der Scheren proportional 0, 1, . . . oder 9 und der 
genieiiisainen Aiiiltiplikatorziffer ist. Mit dein Kin- 
driicken cincs solcheri Stiftes springt tlcr vorher in 
dersellieii Kapsel eiiigeririickt gewesene wieder zu- 
riick, dies alles wie in meiner friilieren Maschine, 

Mit dem Schieher c ist ein Riegel cl in der 
Art verbiindeii, daB er an  ihix nach reclits und 
links eine Streckc m i t  verschobcn werden kann. 
Die rechts und links ails der Maschine heraus- 
ragentlen Xntlen dieses Riegels sind niit I1;tndhiih~ii 
versehen fiir die die Maschine treibende Hand, 
welche allein oder niit der andoren zusanimen den 
Riegel auch ihm solhst parxllel in der Richtiing 
der Stiibe b0 verschieben und hierdurch dem 
Schieber c die verlangt'e Bewegung mitteilen kann. 
Zur Abniessung dieser Bewegurig dient ein vier- 
kantiger fester den Stjiberi b0 parelleler Stab hl ,  in 
welcheil 11 Nuten eingefrUBt sind in gleichen Ab- 
standen (von in  der vorliegenden Maschine 18 mm). 
Um 1, 2, . . . oder ginal diesen Abstand hat  sich 
der Schieber c nach hinten oben zu bewegen, 
wenn der diirch die Kapseln eingcsetzte Multiplikand mit 1, 2, . . . 
oder 9 multipliziert werilen soll. Gleichzeitig geht dann der an1 Quer- 
stab d5 befestigte Xeiger B aiif der reçhts vorn gelegeiien Skala A 
von dem Punkt,  bei welchem in der rechten mit N(Multip1ikation) 
bezeichneten Zifferreihe die O steht, auf den mit  1, 2, . . . 9 bezeichneten 
Pnnkt fort. 

Wiihrend die bisherigen ltcchermaschinen die irgeridwie gebildeten 
Teilprod~kt~e je auf einen Ziffertrager iibertrngen, welcher, kreisffirniig, 
iiur in sich zurücklaufend O bis 9 angab, und sprungweise oder stetig 
mit jedem r)urchla,tifen dieser 10 ZiRern einen Fortgang des links 
fblgenden Ziffertragers nm 1 hewirkte, zerlegt sich in der hier zu be- 
schreihenden Maschine von selbst jedes Seilprodukt in einen durch 10 
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teilbaren Teil iind einen positiven oder negativen einxiffrigeii Rest. 
Dieser Eest geht auf den unmittelbar zi~gehorigen ZiEertriigeï über und 
bestimmt sich so, daB dieser Ziffertrager weder 9 noch O zu überschreiten 
braucht, und der E'aktor von 10 in dein anderen Teil geht anmittelbar 
aiif den linkv folgenden Ziflertriiger über. Diese Einrichtiing ermoglicht 
den Gebrauch von Zifferstaben statt Zifferriidern, womit unter anderem 
auch die Einrichtung aiitomatischer Kopierung erleichtert wird, und 
leistet automatisch, was für bloWe Addit'ion und Subtraktion iind init 
bewutlter Unterscheidung zweier Fiille der von U'Ocagne (Le calcul 
simplifit;, 1" éd. p. 6) beschriebene Apparat von T r o n c e t  leistet. 

Entsprechend einer ~ u ~ e r o n g  von L e i b n i z ,  wclcher im Brief an 
S s c h i r n h a u s ,  K i r z  1694, eine Maschine sine rotis als wünschenswert 
erkliirt (Werke, heraiisgeg. von G e r h  ard t) wiihle ich hier für die 
zweierlei Maschinenelemente von doppelter Rewegung, welche zu den 
genannten Cber t r i ipnpn  für jede Stelle notig sind, zwei Storchschnabel 
wie, Fig. 1, deil rechten (11D17;I"F1 und den linken mit den nur in der 

Zeichnung zur Unterscheidung breiter angenommenen Stiiben G1, Hl, 
, K .  Die Stifte ho, 12, ml, liegen immer in einer Ebene, die Mittel- 
punkte der in Fig. 1 sic darstellenden Kreise in eincr Geraden, und 

ho nh ' 
das Teiliingsverhaltnis kl,i21, welches ich im allgemeinen mit /3 be- 

zeichne, ist konstant, in k'ig. 1 gleich 7 .  Das Analoge gilt von den 
Stiften, heziehiingsweise Punkten il, h: k1 irn linken Storchschniibel, 
dessen Stift hl bei der angenommenen Lage in der Verlingerung des 
Stiftes h" liegt, also in Fig. 1 verdeckt ist. Das sonst niit y bezeichnete 

2'8' konstante Teiliingsverhaltnis ist hier = 7. Mit je um 1 vergr613erten 
z'h' 

Indcxen gilt das Gesagte auch je für die links folgendcn Stellen, ab- 
gesehen davoii, daO Stift 11' allein am Gestell b [est ist wie auch der 
dem 7;' analoge Stift in dem links let'zten, deni G I H 1  I'K' analogen 
Storchschnabel am Gestell 6 fest ist. Die Stabe und Stifte der links 
auf das erste folgenden Storchschnabelpaare sind bei der in Fig. 1 an- 
genommenen Nulllüge von den erstgenannten gedeckt. Die Stifte wil, 

pti" ?a3, . . . sind in Schiebern nl, n" ,n3, . . . fest, welche an festen den 
Leitungsstiiben bn parallelen Stiihen gleiten konnen, ehenso sind die Etifte 
hl, k2, h3, . . . an Zackenstiiben gl, 9" g3, . . . fest, welche ebenfalls an 
zii den erstgenannten paralleleii, am Gestell b festen Staben gleiten 
konnen. Durch die Stifte ho und ml, h1 und ma usw. sind auch den 
Stiften BI, 12, USW. ihre Wege gewiesen, ebenfalls parallel den Stiiben b: 
dam durch die Stifte k' und 12, 7cZ und h2 usw. den Stiften il, i2 usw., 
durch welche die Stiibe Hi, Hz, . . . den Kapseln el, e2, . . . angegliedert 
~ ind .  E'iir den F d ,  daB infolge kleiner Verhiegungen oder sonstigor 
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Ungenauigkeiten die Iiiermit gegehenen zweierlci Führungen der Stifte 
il, i2, . . . nicht absolut gcnsu iibereinstir,mcn und dadiirch I<lenimungen 
entstehen sollten, ist serikrecht au1 die E'ührung den Stilten i ', z2, . . . 
oder schon den Kapseln cl, e2, . . . ein minimaler Spielraiini frei gelasseii. 

Bleibt der Zackenstab y', also auch der Stift hl, unbewegt, so ist 
in der ersten Stelle nur  eine Bewer/un,qsart inoglich, welche ich die 
ente nenne. Mit der Bewegnng der Kapsel el um eine Wegeinheit 
( f  rrirri) verbindet sich d a m  die (l-y)faclie, also bei dem angenommenen 
Wert ',6 von y entgegengesetzt geric,htnte Rewegiing des Stiftes IL', welcher 
die zwei Storchschniibel der ersten Stelle miteinander verhindet, durch 
dessen Bewegung um 1-y also eine Bewegung des Stiftes mi und Schiebers 

n1 um - Y ) ' ,  uufür  ich die Beïeichnuny a gebrauche, bc r i rk t  wird, 
P - '  

Der Schiebw n' besitxt uun eirieri riach oben vorn abstebenderi Zahn, 
der mm ICingriff in die Yeizahnung an dern Zifferstab f', %vie in Fig. 2 
angenommen, oder f'" f 3 ,  . . . hestimrrit ist. Diese in einem seitlich 
verschiebbaren Rahmen f parallel den Staben b0 gefiihrten Zifferstabe 
tragen in Abstanden von a Weg-einheiten, hier a180 von 4- . $ mm von 
vorn unten nach hinten obeii fortlauferid die Ziffern O, 1, . . . 9 zur 
Ablesung an der hinteren Kante der Platte f" am R'ahnien f, bei 
welcher in Fig. 1 die ZifYer 4 steht, und in der Verlangerring der 'Ziffer- 
stabe nach hinten oben sind in gleichen Abstanden iiochmals die gleichen 
Ziffern ails weichem Kautschuk zur Kopierung angebracht. Durch He- 
wegungen der ersten Art ,  gleici;zeitig analog in allen Stellen mit der 
Bewegung des Schiehers c verbundnn, konnten also alle Teilprodukte 
aus demselben Multiplikator gleichzeitig je zu den w r h e r  durch die 
Zifferstabe f", f", . . . dargestellten ZiEern addiert oder von ihnen sub- 
trahiert mcrden, k6nnte a,lso das Produkt aus dem ganzen vielziffrigen 
Multiplikanden in  eine Multiplikatorziffer addiert oder subtrahiert werden, 
wenn dabei auf den Zifferstiiben nicht die O oder die O iiberachritten 
werden müBte. 

Wenn dagegen Schieber ni mit Stift mi unbewegt bleibt, oder doch 
von seiner Bewegung abgesehen wird, so verbindet sich mit der Be- 

wegung des Stiftes i l  die zweite Beweqiwqsart. Der Fortgang von i' 
um je eine der genannten Wegeinheiten (von 2; mm) hewirkt dann, 
da auch k' dann als ruhend anznnehrnen ist, den Fortgang des Stiftes 

h1 und Zackenstabes y' iim E, (hier 2$. ,6mm), und dieser, wenn 
Y 

auch Stift k2 als ruherid angeriomrrirn wird, den Fortgang des Stiftes 
,it? Schiebers n2 und des dern Ohigen analog von diesem mitgenommenen 

1 
Zifferstabes f 2  um Y - (hier nm 2 4 . ;6. ,X, mm). Die Anpassung 

Y 1 - P '  
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1 
an das Dezinialsystem erfordcrt nuri, dltW diese Gr6He Y 1 . - -- der r 1 - P  

10. Teil der uben fiir f 1  gefundenen - - 9 -', daD also f i  - y = 10 sei, 
B - 1  

wdaB a, das Verhiiltnis der Zirernabstiinde zu der Wegeiriheit der 
p -  10 

Kapseln, die Vcrp6Beriing, = (hier = - i) wird. Die Bbstlinde p - 1 '  
der Zacken an den Zackenstiiben gl, y" . . . sind so gewahlt, daB bei 
der zweiteri Bewegungsart dom Fortgang eiues Stif'tes wie i' uni 10 Weg- 
einheiten, also dem (hier entgegengesetzten) Fortgang des zugehorigen 
Ziffcrst:~hes wie f'' um einen Zifferebst;tnd der Fortgang dea Zackeii- 
stahes g' uni eineii Zackenabstand eritspricht,. Durch solche Bewegiingen 
7,rvritei Art kann der Faktor von 10 in einem durch 10 teilharen Teil 
des redits  erstcn Teilprodukts iinniittelbar ;tuf den rechts zweiten Ziffer- 
stah übertragen werden; und das Arialoge gilt für je zwei henachharte 

folgende Stelleii. 
Eine dl-ille 12eweywzgscirt, 116 welcher der Stift il, also die Kapsel 

c '  iinbewegt bleiht, 1aBt sich als ziisamm~iigesetï,t ansehen mis eiiier 
Rewegiing der ersten Art mit einer der zweiten, bei welchsr die liapsel 
e' mit StiiZ il wieder um ebensovicl zurückgeht. Die Bewegiing (les 
Stiftes m1 und des voin Schieber n' mitgenomnieneii %ifferutabes, et'wa 

f l ,  is t  dan11 entgegengesetzt gerichtel und lurual  so groB als die cles 
Stiftes m2, Schiebers n2 und des von diesem mitgenomnienen %ifferst:ihes. 
Diese dritte Bewegungsart, welche natürlich nicht mit BewuBtsein eiil- 
geleitet zu werden braucht, sonder11 irn Uedarfsfall von selbst eintreten muB, 
dient dazu, Brucliteile von Zifferabstiinden, Zehntel deruelben, iini welche 
bei der zweiteri Bewegurigsart der Weg des Zifkrstabes f 9 0 n  eirier 
ganzen Zahl abweichen kann, auf eineri ganzen Zifferabstand zu F r -  

gailzen d e r  durch Rückhemegiing zu beseitigen, je nachdeln nanilich 
in  dem einen oder deni anderen FaIl Stab f" durçh die entgegengesetzte 
zehnfache Bewegiing von ciner der Ziffern O, 1, . . . 9 wieder auf eine 
derselben koiiinien kann. Da bei der zweiten wie auch der diitten Re- 
wegungsart die ganze oder gebrochene Zehl von %iEerintervallcn, uin 
welche im angenommcnen Beispiel Stab f 'Vortgeht,  mit der Zahl von 
Zackenabstiinden übereinstimmt, uin welche dabei in entgegerigesetzter 
R,ichtung Stab 9' fortgeht', so kann der natiirgemaBe Wiinsch, daB 
schlieElich alle Zifferstabe nur uni ganze Anzahlen von Zifferintervallen 
fortgegaiigen sind, dadurdi erfi l l t  werden, daB man bewirkt, daB bei 
beiden Bewepngen  zusammen, welche übrigens nicht nur  nacheinander, 
sondern aucb gleichzeitig stattfinden k h n e n ,  die Zahl der Zackeiiabstiinde, 
i i m  welche Stah y' fortgegangen ist, eine ganze wird. Da hei der 
dritt,cn Hewegungsart der Schieher c, also die Kapseln c l ,  c" ,. . . ii!id 
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Stifte il, i2, . . . ruhen, und dm für die erstc Stellc Beschriebene ebenso 
fiir die folgenden gilt, so muB fiir diese Bewegungsart noch eine be- 
çondere, und zwar am hesten eine jederzeit bereite Kraft mitwirken, 
welche autoniatisch im Hedarfsfall ausgelijst wird. Rei der vorliegenden 
Aiisführung ist dazu einfach die Schwere der ohnehin notigen Naschinen- 
teile gewihlt. Di~durch, daB man dieselben nicht senkrecht fallen, 
sondern in gerieigten Richtungen gleiten liiDt, wird die sorist zu Iristigeri 
und schidlichen StnBen fiihrende Geechwindigkeit gemildert und die 
bequeme pultforniige Aufstellung ermoglicht. 

Zur Vermeidung nnnotigen Hin- und ITergehens der Ziferutiibe, 
unnijtigen Ausrückens und Wiedercinfallcns der die Zackenstiibe ,y1, ,y2, . . . 
arretiereriden Sperrhakeri 6') 1" ,. . ., sowie ~ U L I I ,  da1 Irian njcht für  
Addition iind Siihtraktion der Teilprodukte zwrierlei die Zackenstilie 
gl, g2, ,. . . nach entgegengesetzteii Kichtungen hin sperrende Sperrhaken 
notig hat, dient noch eine vierte Bewegunpa~t,  bei welcher die Stifte 
ml, m2, . . . unbewegt hleiben, wie bei der ersten die hl ,  I l e ,  . . ,;, bei 
der zweiten die kl, li" . . .., bei der dritten die il, i" . . . uuribewegt blieben. 
Rei der Divisinii koiinte aiif diese vieite Hewegungsart verzichtet werden, 
weil die eingeführten Sperrhaken l ' ,  1" ,. . . iinmittelbar die bei der 
Subtraktion notigen Sperrungen ausführen, nicht aber bei der Multipli- 
kation, werin man nicht noch eine zweite Art von Sperrhaken einführt. 
Ich heschrlnke inich nun hier darauf, das Verfahren mit Uenütziing 
dieser vierten Bewegungsart zu heschreiben. 

Bei der Multiplikation des eiilgesetzteri Multipliliariden mit einer 
Ziffer, zuniichst etwa der Eiiierziffer des Multiplikators, samt Addition 
des Produktcs zu der durch die anfanglichen Stellungen der Zifferstabe 
fl, f2, . . . dargestellten %ah1 sollen die Zahne an den Schiebern nl, n2, 
n3, . . . in die Ierzahnungen an den Ziffwstiben fl, f2,  f 8 ,  . . . eingreifen 
und ist der Schieber c mittels des Riegels c', von der in Fig. 1 und 2 
dargestellten Nulllage ails nach hinten oben zu verschieben, bis der am 
Querstab cl5 befe~tigte Zeiger B auf den der Multiplikatorziffer ent- 
sprechenden Punkt der Skala A deutet, woraiif der Riegel cl in die 
entsprechende Nute de0 Stabes t1 einschlagen kann. Durch diese Be- 
w e p n g  des Schiebers c ist zwar die Bewegung der Kapseln el, 2, es, . . . 
und Stifte il, i< i3, . . ., nicht aber die der Zifferstabe vollstandig be- 
stimmt. Denn, da Bewegungen der Zackenstilie gl, g2, g3, . . . uach 
oben hintcn durch die Sperrhaken 11, 1" 13, . . . nicht gehindert werden, 
bleibeu Bewegungen der zweiten Art rieberi oder anstatt Bewegungen 
der ersten Art noch moglich. Es  ist nun am Geste11 h uni zwei hori- 
zoritale Zapfen wie $1' drehbar ein liahrnen 31 angebracht und sirid 
auf den horizontalen runden Querstab p desselben in den gleichen Ent- 
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fernungen (12 rnm) wie die Kapseln el, ea, . . . und Zifferstabe f l ,  f2 ,  . . . 
entsprechend durchlochte Stiibchen Pl, Pz, . . . aiifgesteckt, welche nach 

Bedarf durch Drehung um denselben in zweierlei Lagen, eine wirksame! 
wie in Fig. 1, 2 die Pl bis P h d e r  die unwirksame wie in Fig. 1, 2 
die Pl0, P", Pl2 gebracht werden konnen. In der wirksamen Lagc 
gleitet ihr hiriterer Rand, wenri der Ilahrrien ill nach hiiiteii oben ge- 
dreht wird, auf der schon genannten am Rahmen f festen Platte f o !  

welche für jeden der Zifferstabe f l ,  f2, . . . je einen Spalt besitzt, diirch 
den ein am vorderen Ende dieses Zifferstabes befestigter Stift hindurch- 
geht. Mittels die~es Stiftes wird dann durch das wirksame Stabchcn 
der betrefferide %iff'erstab, \vie er auch vorher gestanden seiu mag, in 
seine Kullstellung geschoben, was eine Rewegung der dritten Art iii 

jeder Stelle ergibt. Dann wird er in dieser Stellung gehalten, bis die 
Bewegung des Schiebers c nach hinten oben vollendet ist, mit welcher 
sich Bewegungen der Stifte il, i2, . . ., hl, he, . . ., IL',  li" . . . von der 
~ier ter i  -4rt verbinden, wie sie anfangs auch gleiclizeitig mit den eben- 
genanriten Rewegungen der dritten Art stattfanden. h w i r k t  a i rd  nam- 
lich die Drehung des Rahmens Jf nach oben hinten schon mittels der 
Bewegung des Schiebers c um das erste Nutenintervall, wahrend welcher 
der Rahmen mittels eines beim Wiedervorgehen unwirksamen Sperr- 
kegels von eiriem Ansatz des Riegels mitgenommen wird. Bis zur Br- 
reichung der beschriebenen Endlage wird dann der Rahmen 31 von 
einer Sperrfeder s festgehalten, sodaB die auf nul1 gcschobcnen ZiiTer- 
stiibe zunaclist nicht wieder hiriabsiriken konrien. 

Von den Stiften k', k2,  . . . werden an ihnen frste, ehenfio henannte 
kleine runde Scheibcheu getragen, an welchen bei der in E'ig. 1 uud 2 
dargestellten Anfangslage der sonst auf dem festen Stab bh le i tende  
Querstab des Rahrnens & anliegt. Dieser Rahmen & ist an den RahmenR 
angegliedert, der um zwei am Geste11 O feste Zapfen wie r etwas dreh- 
bar ist. Die soeben beschriebenen Bewegungen der dritten und vierten 
Art konnten durch diesen Querstab nicht gehindert werden, weil bei 
i h e n  die direkt erzwungenen Bewegungen der Stifte nl, n2,  . . . und 
il, i2, . . . nur nach hinten oben gingen und ebenso gerichtete Bewegungen 
der Stiibe gi, g2, . . . nicht gehindert waren. Eben deshalb waren aber 
auch die beschriebenen Bewegungen dieselben geblieben, wenn walirend 
derselben der Querstab mit dem ltahmen R nach v o n  unten ausgewichen 
wiire. Dies muB nun geschehen, w e m  nach Erreichung der der Mul- 
tiplikatorziffer entsprechenderi Endlage des Schiebers ç der Riegel cl 

nach links geschoben wird, sodwB er in die Niite eintritt, und mit einem 
nach oben gehenden Ansatz die Sperrfeder s ausrückt, oder, wie in 
Fig. 1 und 2 eineri über dem Stab b' liegenden um einen festen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von EDUAED SELLIHGI. 9 5 

Zapferi an seinem vorderen Ende drehbaren, durch die schief luufende 
Feder t' nach rechts gedrückten Stab t nach links dreht, womit zugleich 
durch den auf Stab t feststehenden Pfosten tZ  die Sperrfeder s aus- 
geiückt wird. Der Rahmen JI, der Wirkung der Schwere überlassen, 
wird dann nach vorn iinten wieder in seine ursprüngliche Lage gehen. 
Dann k6nnen auch die Zifferstiibe f', f: . . . niit den Schieburn pz1, n2, . . . 
der Wirkung der Schwere folgen. Die auf Nul1 geschoben geweseiien 
werden so weit nach vorn unten gehen, bis die zugchorigen in dersclben 
Bichtung gehenden Zackenstabe gl, g2, . . . jc von dern aufliegenderi 
diirch seine Schwere nach unten getriebenen Sperrha#ken l', Q2, . . . am 
niichsten Zacken gehemmt werden. Nicht auf Null geschoben gewesene 
der Zifferstiibe konnen dabei auch durch die rechts vorausgehenden mit 
dem zehnfachen Moment sich senkenden um einen Bruchteil eines Ziffer- 
abstandes gehoben werden. Die siirntliolien Zifi'erstabe stellen sich so 
genau auf eine der Ziffern O, 1, . . . 9, und diese Ziffern geben die ge- 
suchte Summe der vorher eingesetzt gewesenen %ah1 und des gebildeten 
Produkts aus dem eingesetzten Multiplikanden und der Multiplikator- 
ziffer. Denn, wic beschrieben, lassen sich die stattgehabten Bewegungen 
der dritten und vierten Art als aus Bewegungen der ersten und zweiteri 
Art ziisammengesetzt anselien. Rei der Gesamtheit der dann anzu- 
nehmenden Bewegungen der zweiten Art sind aber die ZackenstRbe gl, 
g" ,. . . nur um ganze Anzahlen von Zackenabstiinden, also die Ziffer- 
stiibe f', f 2 , .  . . nur um ga,nze Anzahlen von Ziffcrabst6nden fortgegangcn, 
eritsprecherid Vielfachen von 10 in deru rechts l., Z . ,  . . . Teilprodukt, 
und die den positiven oder negativen Resten dieser Teilprodukte ent- 
sprechenden Bewegungen erster Art bei den Zifferstihen f" ,  f2, . . . 
betragen auch nur ganze Anzahlen von Lifferabstiinden. Die Anzahl 
der Zifferabstinde, um welche ein Zjfferstab f l ,  f'" . . . zuletzt von O 
nach vorri sirikt, kami nicht 10 erreichen, weil damit ein Vorsinken 
des Zackenstabes y', y2, . . . um ein ganzes Zackenintervall verbunden 
wire und dies als unnioglich daraus erkannt wird, daB dann der Zaçken- 
stab schon weiter oben w%re festgehalten worden. 

Es ist nun noch von der Beseitigung eiries Fehlers zu sprechen, 
welcher bei dem beschriebenen Verfahren sich einstellen konnte. Wenn 
z. B. bei der richtigen Endlago f i ,  f e  und f h u f  9 zu stehen kominen 
sollen, so kann mari sich die Gesamtlage, bei welcher sie rioch auf O 
standen, auch aus dieser Endlage diirch solche Verschiebiingen diefier 
ZiKerstiibe von 9 auf O entstanden denken, bei welchen die Stifte i', 2, i" 
unb~wegt bleiben. Durch die Verschielnmg des Stabes f' von 9 aiif O 
wird nun aber nicht nur Stab g' um 0,9 Zackenabstande in derselben 
llichtung verschoberi, sondern, insoweit /'%und f S  ruhen, aiich Stab g2 
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nni 0,09 und Stah g" uni 0,009 Zackenabstande. I(oinmt dam darnach 
odcr gleichzeitig noçh die Verschieburig des Stabes f-on 9 aiif O, so 

gehen $ u n d  9' um meitere 0,9, beziehungsweise 0,09 Zackenabstande 
in dersclben Richtung fort und die Verschiebnng des Stabes f Y  roi1 9 
ni i f  O bewirkt noch einen dritten Fortgang des Stahes !j3 uni 0,9 
Zackenabstande, sodaB also im ganzen f l ,  f'' und f'' uin heziehungs\veise 
0,9; 0,99 und 0,999 Zaçkenabstande naçh hiriten oben Regangeri s i d  

So genaii laBt sich aber der Mechanisnius nicht herstellen, da5 niclit 
der Erfolg so werden konnte als wenii hier 1 an Stelle von 0,999 stündc 
und solbst bei 0,99 bestiinde die gleiche Gefahr, sodaB dann also ,f2 

von der Stellung auf O nicht heiabsinken konnte, weil Stab ye faluch- 
lich obeii zurückgehalteri würde. UaB die Ahweicliiing niclit eiri voll~s 
Zehntel des Zackenabstandes betragen kann, also im angenomnienen 
Heispiel nicht auch die Stibo g1 und f" filschlich oben grhalten werden 
konnen, ist dagegen leicht sicher zu erreichen. Um auch in den anderen 
Fiillen Abhilfe zu schaffen, gibt man je dem Sperrhaken 1')  P, . . . 
aufier derri den Stabe~i bu nalie paralleleu die sperrende Karite tragendeii 
Arm noch einen zu diesem senkrechten, nach vorn oben abstehenden 
und macht man die Zifferstiibe f l ,  f e ,  . . . so lang daB, wenn sie die 
Stellurig auî O nach hinten oben zu urn einen kleinen Bruchteil d: eines 
Ziffwabstandes überschreiten, sie an den genannteri zweiten Arm eiries 
Sperihebels wie 11, 1" . . . anstobeii, die geeignete Lage des liahmens f' 
vorausgesetzt, und daB sie bei einer solchen Üherschreitung der O urn 
einen gewissen gr6Bcren Biuchtcil E eines ZiEerabstandes die Ausrückung 
des Sperrhebels vollenderi. Wenn d a m  iiu angeilonmienen Beispiel 
S h b  f' beim MTiedervorfallen des Bahmens 171 von O auf 9 vorgleitet, 
wiihrend infolge der fiilsohlichen Sperrung des Stabes ,y" ,160 aiich des 
Stiftes 1i2 nicht auch Stift m2 mit Schieber n2 und Stab f 2  vorgleiteu 
konnen, so bemirkt das Vorglcitcn des Stabes y' mit deni Stift h' eine 
Benegung des Schiebers n2 mit dem Stab f 2  nach oberi hiriteri. Diese 
Hewegung wiirde im angeliornriienen Beispiel bis zu 0,9 Zifferahstinden 
reichen, weiin nicht schon bei dem kleineren Betrag von E Ziflersb- 
standen der Sperrhaken 1' durch den Stab f 2  ausgerückt würde, woiauf 
auch die Stabc g2 und f 2  wieder vorsinkcn, der y\ni den ganzen 
Zackenabstand, u n i  clen er falschlicherweise anstatt uni 0,99 desselben 
neholien worrlen war. Der Stab f 2  geht nun mit drin Vorsiriken des 
Stabes ,q%un%chst wieder in die Nulllage Tor und mit dern Sinken desselben 
uni die ferrieren 0,Y ZiEerabstiiride vollendu von O auf 9. Xit dieser 
Hewegung des Stabes f+on O auf 9 verbintlet sich wieder, weiin aucb 
Stab y3 fiilschlich gesperrt wsr, uni 1 statt 0,999 Zackeiiabstande nacli 
hinten oben gegangen war, ein Fortgang des Stahes f 3  von 0 ins 
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Negative, und wenn dieser Fortgang auch nur E statt 0,9 Lacken- 
abstande betragen hat, wird auch der Sperrhebel l~ausgerück t ,  und 
geht Stab y3 bis zum niichsten Zacken wcitcr Tor,. f 3  von O auf 9. 
Das Entspreehende gilt ebenso, wenn noch mehr als Y benachbarte 
Stellen mit 9 hesetzt sein solleii. Bei den Ziffern 8, 7, . . . 1 koinmt 
diese Schwierigkeit nicht For. Rei O aber kann die eiltgegengesetzte 
Schwierigkeit vorkominen, daB ein Zucken eines Stabes gl, g2, . . . bei 
seiner Verschiebung nach hinteii oben von deiii betreffenden Sperrhaken 
nicht mehr geïafit wird, wiihrerid er gefafit werderi sollte, daLi er etwa 
nur um 0,999 oder nur un1 0,99 eines Zackenabstandes anstatt un1 
einen ganzen verschoben worden ist. Diese Gefahr kann inan dadurcli 
beseitigen, daB man die durch die Stiibchen PL, Pz, . . . auf O zu 
schiebenden Zifferstiibe zuniichst noch um einen kleinen Rriichteil 6 
eines Zifferabstandes weiter schiebt, indem nian den Rahmen dl stoB- 
weise hebt. 

Kachdem in der beschriebenen Weise das Produkt addiert ist, 
niüssen die Sçheren, Kapsein und Storchschn~bel wieder in die Ausgangs- 
lage zurückgebracht werden, wiihrend die Zifferstabe ihre Lage im Kahmen f 
behalten. Zu diesem Zweck zieht man den Riegel ci wieder nach rechts, 
soda1 er aus der Nute heraustritt. Mit dieser Verschiebung des ILiegels ç1 

nach rechts verbindet sich nun in naheliegender einfacher, in den E'iguren 
aber nicht ersichtlich gemachter Weise eine Verschiebung des Itahriiens f 
nach links um den halben Abstand der Zifferstibe (um 6 mm), wodurch 
bewirkt wird, daB der Eingriff der Ziihne an den Schiebem ri1, 2, . . . 
in die Zifferstiibe f ', f e, . . . aufhort, wogegen andere seitlich zugeschiirfte 
an einem Qiierstah u in den gleichen Entferniiiigen (12 mm) wie die 
Zifferstibe arigebrachte Lihne seitlich in die Verzehnung der Xifferstiibe 
eintreten und nicht nur eine Verstellung derselben verhindern, sondern 
sogar kleine einen klcinen Bruchteil eines mit dem Zifferabstand (3,75 mm) 
natürlich übereiristirrimeden Zahriabstandes betragende Abweichungen 
korrigieren, sodaB sich diese nicht im Laiif der langer fortgesetzten 
Rechiiung anhiiufen konnen. Der Stab zc ist für gem6hnlich in seiner 
Stelle durch eine Peder gehalten, kann jedoch mit fherwindung der- 
selben um cinen halben Stellenabstand nach links geschobeu werden, 
sodaB seine Zahne genau hinter deneri der Schieber gzl, n2, . . . liegen 
und die Zifferstibe frei bewegt werden, insbesondere ulle zugleich durch 
den Kahmen M auf O gestellt werden konnen. Damit, wihrend die 
Zifferstiibe durch Stab PL festgehalten werden und die Kapseln el, e q  . . . 
mit dem Schieber c wieder in die Anfangslage, wie in Fig. 1 und 2 
vorgeschoben werden, auch die durch ihre eigene und die Schwere der 
Schieber nl, nq . . . getriebeuen Stibe gt, y9, . . . ungehiiidcrt vorsiiiken 
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konnen, müssen die Sperrhaken il, 12,  . . . sgmtlich ausgerückt werden, 
mas sich in einfacher Weise direkt mit der seitlichen Verschiebung 
des Rahmens f verbinden IBt ,  wie es in Fig. 1 und 2 dargestelit und 
auch dann moglich ist, wenn die seitliche Verschiebung des Rahmens f 
iinabhangig vorn Riegel ci direkt mit der Hand ausgeführt wird. Die 
Querstiibe 1' und U bildeu mit zwei Paaren von Stiberi wie fJ1 uiid I'" 
einen starren Korper, welcher um dieselbe Achse wie die Sperrhaken 
drehbar ist. An den vom Stab T nach vorn abstehenden stumpfen 
Keil T' drückt bei der geschilderten Zwischenlage des Rahmens f das 
abgerundete hintere Ende von je einem der Führungsstibe der Liffer- 
stabe f', f2, . .. ., und der dann mit dem Stab T nach hinten gedrückte 
Stab U nimmt die oberen Arme der sarntlichen Sperrhaken mit. 

Wahrend niin die Ziffcrstiibo auBer Eingriff mit den Schiebern 
nl, n2, . . . siud, zum Beginn oder wiihreud der Wiedervorbewegung des 
Schiebers c mnB der Qiierstab des R,ahmens Q wieder nach hinten oheii 
in die Lage wie in Yig. 1 und 2 gebracht werden, sodaîà d a m  unter 
Mitwirkung der Schwere anch die Schcibchen und Stifte kl, k2, . . ., also 
auch die Zackenstabe y', g" ,. . . mit den Kapseln cl, 2, . . ., schlieBlicb 
wieder ihre ursprüngliche Lage annehnien. Dies geschielit bei der in 
Fig. 1 und 2 dargestellten Ausführungsform erst im letxten Teil der 

Vorbewegung des Schicbers c ,  wahrend der Zeiger B an der Skala A 
von 1 auf O geht, dadurch daB der Riegel c' beiderseits an untere 
Portsetzungen des Rahmens K stoBt und dieselben mitniinmt. Die 
genaue Encilage des Rahrneiis R wird dabei durch Stellschrauben aie  ,rl 
reguliert. 

Das bisher spczicll Beschriebcno bezog sich suf die Multiplikation 
mit der rechts iufiersteri Ziffer, sagen wir der Einerziffer des Multipli- 
kators. Bei dem in den Schulen iiblichen Verfahren wird erst mit der 
Einer-, dann der Zehner-, danu der Hunderterziffer usw. multipliziert. 
Dies ware hier ebenso moglich, es empfiehlt sich aber der Analogie 
mit der Division wegen und behufs siikzessiver Niiheriing mehr die 
umgekehrte Reihenfolge. War z. B. mit der Hunderterziffer zu mul- 
tiplizieren, so hatte man die Schieber n' ,  7%" ,. . . nicht, wie bisher gesagt, 
mit den Zifferstiiben f", f2,  . . ., sondern mit den f3, f': . . . in Eingrif 
zu bringeri, wihrend die f' und f mit einer Leiste im Eingriff sind, 
welche eine Fortsetzung des Stabes u nach rechts bildet. Nach der 
beschriebenen Bewegung des niegels c' nach hinten oben und nach 
links, mit welcher die Multiplikation mit der Hunderterziffer vollendet 
war, und der darauf gefolgten Bewegung nach rechts und nach vorn 
unten ist d a m  d m  Sehicber c wieder in seiner ursprünglichen Lage, 
und hierauf su11 wieder eine Verschiebung des Rühmens f nach links 
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um einen halben Stellenabstand (um 6 mm) folgen, durch welche dann 
die Zifïerstiibe f 2 ,  f'J . . . mit den Schiebrrn n', 1 1 2 ,  . . . in EingriB ge- 
bracht werden, deren Ziihne deshalb nuch seitlich ziigeschiirft sind, und es 
ist dam alles vorbereitet wie erst beschrieben, nur jetzt für die Mul- 
tiplikation mit der Zehnerziffer usw. Obgleiçh der Schieber c bei seiner 
vordervten Lage auf einen festen Anschlag t r i f t ,  ist doch im Stab b' 
auch die Nute O angebraclit und sol1 in diese der Riegel cl einschlagen. 
Mit seinem Wiedera~istrit~t laBt sich danu die eben genmnte xweite 
seitliche Verschiebung des Rahmens f ebenso mechanisch verbinden 
wie die oben genannte erste. 

Zur Division ist natürlich der Dividend, wenn er sich nicht ohne- 
hin durch unmittelbar vorausgegangene Hechnurig ergeben hat, in die 
Zifferstabe f l ,  f2, . . . einzuführen, entweder direkt mit der Rand oder 
nach vorheriger durch den Ilahmen Jf auszuführender Nnllstellung 
in der vorstehend beschriebenen Art nach Einsetzung in die Kapseln 
el, e2, . . . Darriach ist in diese Kapseln der Divisor einzusetzen und 
ist, wiihrend die Zifferstiibe durch den Stab ,u gehalten, die Schieber 
nl, n: . . . von ihnen frei sind, der Ricgel c' von dcr Nute O zur Kute 
10 zu schieben. Der Punkt der Skale A ,  bei welchem dann der 
Zeiger B steht, ist in der linken für die Division (D) bestimmten 
Zahlenreihe dieser Skala mit O bezeichnet, die in der Reihe 17f (Nul- 
tiplikation) mit 9, 8, . . ., 1 bezeichneten Punkte aber mit 1, 2, . . ., 9. 
Nachdem der Riegel ci dann in die 'Jute 10 eingeschoben, wieder 
hcrausgezogen und dadiirch analog wic bei der Nute O der Rahmen f 
in die Lage gebracht worden k t ,  daB die Schieber n', n2,. . . mit den 
Zifl'erstaben f', f 2 , .  . . oder f <  f3 , .  . . oder f q  f 4 , .  . . usw. in Eingriff 
sind, wenn die links erste Quotientenzifler etwa Einer oder Zehner 
oder ITunderter usw. bedeutet, ist der Schieber c nach vorn unten um 

1, 2, .  . . oder 9 Nutenabstiinde zu sehieben, wenn diese hier erst zu 
suehende Quotientenziffer 1, 2, .  . . oder 9 werden 6011. Schon bei der 
~orbeschriebenen Schiebung des Riegels c1 zur Kute 10 ist dcr Rahmen 
R entweder durch L h c k  auf seinen Seitenarm K 3  in seiner Lage er- 
halten oder, wie bei jeder anderen Schiebiing zur Kiite 10 wieder in 
die Lage wie in Fig. 1 und 2 gebracht worden. Der Riegel dreht 
niimlich beirn Übergang von Nute 9 zu Nute 10 den einarmigen Hebel 
Hl nach hinten, und dieser nimmt durch das Band R V c n  Rahmen II 
im gleichen Drehungssinn mit. Da also die Stifte kl,  k" . . . ihre Lage 
beibehalten oder wieder gewonnen haben, waren die Bewegungen nur 
FOU der zweiten Art,  und, weil die von deri Stiften i l ,  i: . . . zurüok- 
gelagten Anzahlen von Wcgeinheiten dureh 10 teilbar waren, betrugen 
die Wege der Zackenstabe nur volle Zackenabstinde. Wihrend d a u  der 

l x  
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Riegel cl  wieder von Nute 10 bis Nute 9 vorgeht, wird der Rabnien K 
wieder frei und bewirkt der Iliegel wieder eine Hehung des Rahmens 32, 
durch welche, insoweit desseri Stibchen Pl, P", . . . in ihre wirksanie Lage 
gebracht wordeii sind, die hetreffenden Zifferstabe, wie oben .bei der 
Multiplikation beschrieben, auf Null geschoben werden. Würde z. B. der 
Divisor, dreizifh-ii-ig, in el, e?, e3 eixigesetzt sein und der Uividerid, sechs- 
ziffrig, in f 1  bis f 6 ,  und würde man erkennen, daW der Quotient zwischen 
100 und 1000 13ge, so wiirde man, wiihrend lzl, n2, m3 mit f3, f " ,  in 
Eingriff wiren, diese drei Zifferstiibe auf Null schieben und zugleich so 
lange den Eiegel cl  von einer Kute zur folgenden vorschieben, wie da- 
hei riicht der Stab f 6  die Ku11 überschreitet. E s  ist dabei also kein 
Kopfrechnen oder sonstiges Nachdenken, sondern lediglich ein Beobachten 
des durch die sletig sich veriindernde Stellung des Stabes f "argestellten 
jeweiligen Restes notig. Die genannte Hebung des Rahmens 171 wird 
hier durch den Doppelhebel ,?/F bewirkt. nieser ist nimlich unten 
mit einem Sperrkegel W versehen, welcher dem nach hinten gehenden 
am Riegel cl festen Ansatz c2 auuweicht, von deni nach vorn gehendeii 
aber die geeignete Strecke weit mitgenommen wird. Der obere Aini 

des 1)oppelhebels 17.1' ninurit danri durch ein Band JI2 den Hahnieu ill 
mit. Nach Ankunft bei der voistehend bestimmten Nute wird dann 

der Ricgel cl nach links in die Nute eingestoBen. Hiermit wird wie 
bei der Multiplikatiori der Bahmen M wieder frei, mit ihrn sinken die 
auf O geschoben geaesenen Zifferstabe nach vorn unten und mit ihnen 
die Schieber nl, 124 nY und Stiibe gl, yB, gY, diese so weit, bis sie am 
nacbsten Zacken von den Sperrhebeln El, 1" l3 gesperrt werden. Diese 
Zackenstiibe gl, g2, g3 muBten im allgemeinen schon gleichzeitig mit deni 
Schieber c vorgehen, auch um mehr als nur eiiieri Bruchteil eines 
Zackenabstandes. Die Sperrhebel 11, 1" l b e r d e n  jedoch dabei von selbst 
im Bedarfsfall durch die betreffenden Zifferstibe, hier f 3, f4, f 5  ausgerückt. 
1st niimlich z. B. Stab g' gesperrt, wiihrend Stift il uach vorn unteri 
geschoben wird, so muB im gewiihlten Beispiel Stab f 3  von ~ieiner Kii11- 
lage aus mit Schieber n1 nach hinten oben ins Kegative gehen, bis er 
dabei den Sperrhebel 1' ausgerückt hat. Uann aber wird der Stab f 3  
entweder bei langsainer Bewegung des Schiebers c durch die Schmere 
wieder in die Nulllage gctricben werden, soda6 der Sperrhebel 1' wieder 
vurfillt und der Stab gl, falls er su weit korurnt, am riiichsten Zacken 
wieder gesperrt wird und bei noch weiterem Vorgehen des Schiebers e 

das Gesagte sich wiederholt, oder es wird der Stnb f 3  zunachst bei 
rascher Bewegung des Schiebers c jenseits der Nulllage bleiben urid deli 

Sperrhaken 1' ausgerückt erhalten, auBersten Falls bis der Schieber c 

stillgehalten wird. Die Endlage wird riach Senkung des Rahmens 111 
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immer die gleiche werden. Sollte sich zeigen, da1 wider Erwarten der 
hleibende Rest noch grGi3er als der Divisor ist, so hat man einfach iim 
eine Nute weiter nach r o m  mit den1 Riegel ci zu gehen, sollte man 
dagcgen zu weit gegangen sein, in welchem Falle die Zehnerübertragung 
bis das linke Ende fortliefe, so geht mari u~i ter  vorübergehender 
direkter Wiederhebung des Rahmens JI wieder um einen Eutenabstand 
nach hinten. Der links letzte Zifferstab soll nie links von allen 
Schiebem nl, vb2, . . . zu liegen kommen und soll nie durch ein Stabchen 
wie die P', P" ,. . . auf O geschoben werden, weshalb bei ihm der Leit- 
stift nicht über die l'latte f'" herausreicht. Hei ihm soll die ZiEerreihe 
noch jenseits der O auf - 1, - 2, . . . fortgesetzt sein, wofür zum Ab- 
lesen und Abdrucken dieselben Zifferstiingchen, nur umgedreht ver- 
a-endet werden konnen, sodaB sie 1, p, . . . für - 1, - 2, .  . . geben. 

Auf den Zifferstaben fi, f 2 , .  . . sind die Ziffern O, 1,. . ., 9 in Links- 
lettern aus weichem Giimtni weiter hinten wiederholt zii direkt mecha- 
nischer Kopierung der Suinmen oder Differenzen der Produkte. Rei 
Senkung des dem Rahmen f angegliederteu Rahmenu V mit den das 
Papier v führenden lJTalzen und Qiierstiiben gehen ersichtlich die fiir 
jeden Zifferstab einzeln vorliandenen farbgebenden Rollchen mie ci nach 
hinten und wird durch eine arn Rahmen f' feste Feder V1 und das mit 
der treibendrm Walze verhiindene Zackenrarl dns Papier je um eine 
Zeile fortgeschoben. Ein iihnlicher schmalerer auch mit dem Bahmen f' 
verbundener Apparat IV, welcher iinmer links von den Kapseln el, ea, . . . 
bleibt, dient hauptsachlich zur direktcn Kopierung der Quotientcn, deren 
Ziffern er einzeln bei Senkung je nach ihrer Feststellurig aufnimmt. 
Die xiigehorige Skala IN mit Tlinkslettern nus weichem Gummi ist am 
Querstab d2 befestigt. Fiir die Multiplikatoren, welche gegehen waren, 
hat diese direkte Kopierung nur den Zmeck nachtraglicher Kontrollierung, 
wozn, wenn man nicht wie auf der Sltala A noch eine zweite Ziffern- 
reihe anbringen will, auch die für die Quotienten dienen kann, wenn 
man 9, 8,. . ., 1 statt 1, 2,.  . ., 9 liest. Zur Kontrolle der eingesetzten 
Multiplikanden oder Divisoren konrite man iihnliche Letterstreifen vorn 
mit den Kapseln el, e2, . . . verhinden, ebenfalls mit Zifferabstibden von 
2 Wegeinheiten (4; mm) und, wie ich schon in D.R.F. 49121 be- 
schrieben, an der geeigneten Querlinie abdrucken, wiihrend der Riegel c' 
in die Nute 2 eingoschlagon ist. Ersatz für diese im abgebildcten 
Exemplar weggrlsssene Einrichtung kann eine besondere Übertragung 
in die Stiibe f i ,  f" . . . geben. 

Die mitgeteilten Prinzipien, narnentlich der Zehnerübertragung, 
lassen sich auch hei bloBen Additions- und Snbtraktionsmaschinen ver- 
wenden, auch bei denjenigen, auf welche nach der Bolléeschen Ein- 
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1 
Fig. 4. 

richtung die dlgemeinen Rechen- 
maschinen zuriickkommen. n ie  mit 
der Rückführung der ZiEertrüger fl, 
f': . . . auf Nul1 verbundenen Be- 
wegungeii lassen sich wie bei der 
B u r r o u g  hsschen Additionsmaschine 
auch wieder zur Darstellung der 
Summen der soinit ausgel6schten 
%alilen verwenden. Gleitende Be- 
wegungen werden künftig rnehrfach 
durch rollende ersetzt. 

Will man die Verdoppelung der 
Storchschnibel ersparen, so bringt 
man an den Stiben ml, m2, . . . nur 
vorn einen Stift m l ,  ma, . . . an und 
IaBt ihren hinteren, den Zahn t ia-  
genden Teil auf Rollen aufliegen, 
welche einer gemeinsamen quer durch- 
laufenden Achse aufgesteckt sind 
Durch fIeben und Senken dieser 
Achse kommen die Zahne in und 
auBer Eingriff mit den Zifferstaben. 
Gleichzeitig senkt und hebt sich eine 
querlaufende Leiste, welche in der 
Zwischenzeit, insbesondere wahrend 
der seitlichen Verschiebuug in die 
ZifTerstabe eingreift. Ebenso IaBt mari 

d a m  die hinteren Teile der Stabe 
y', g" . . . auf Stiften gleiten, welche 
von den Langsarnien der Hebel I l ,  

1 2 ,  . . . seitlich abstehen und in 
Langsspalte der Stiibe gl, y', . . . 
hineinreichen, deren Zacken sich nun 
auf ihrer Unterseite befinden, und an 
eine feste querlaufende scharfkanlige 
Leiste enstoBen, solange nicht Stab 
gl, gq . . . durrh Hebel l E ,  1 2 ,  . , . ails- 

gerückt wird. 
: Fig. 4 gibt für y = 2 eine Einrichtung, Fei welcher die Stabe 

gl, g', . . . und d, nZ, . . . frei durch die oberen, hier verdoppelten und 
paarweise durch Stiingchen wie z2 mit,einander verkuppelten Storch- 
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schnahel getragen werden, die Stiftc i l ,  i 2 ,  . . . wie bisher und die hier 
je drei Stifte l;', k" ,. . . durch ebenfalls mit kl, 12, . . . bezeichnete 
Langsstangen, welche auf je zwei Rollen liegen, die siinitlich auf zwei 
feste Achsen 1, aufgesteckt sind. 

W ü r z b u r g ,  im Dezeniber 1904. 

Nurnerische Berechnung der Hauptachsen einer Flache 
zweiter Orctnung. 

Von C. RUNGE in Hannover. 

Urn bei einer quadratischcn Form der drei rcchtwinkligcn Raum- 
koordinaten durch bloBe Drehung des Koordiriatensystenis die drei 
Produkte der Veranderlichen wegxuschaffen, sodnB niir die quadratischen 
Glieder übrig bleiben, kann man auf die folgende Weise verfahren. 

Es sei 
a x 9 +  b y 2 + c z ~ d y z + e z ~ + f x y  

die gegebene quadratische E'orm der rechtwinkligen Koordinaten x, y, 2. 

Dreht nian nun das Koordinaterisgsterri z. B. urn die s-Achse, so bleibt 
c ungeiindert; a, b, d, e, f dagegen andern sich. Wenu man mit d', e', f" 
die neuen Werte von d, e, f' und mit cc den Drehungswinkel bezeichnet, - 

positiv in dern Sinne von der positiven z- zur positiven &ilchse ge- 
rechnet, so ist: 

d' = d cos cc - e sin a ,  
f" = f cos 2cz - ( a  - b )   in 2 a ,  

e' = 16 sin a + e COS CI 

(demnach d t 2  + e ' 2  = d" ee"). 

wenn Irian nuri den Drehungswhkel so bestimmt, daB f '  verschwindet, 
so wird 

d'z  + e ' 2  + f " 2  = d'Z + = d2 + e Z .  

Xun sei f' dem absoluten Betregc nach gr6Ber oder wcnigstens 

nieht kleinor als d und e. Dann iat - < f 2  und mithin 

(1" e2 + / 2  > +(d2 + e2) 
und somit 

d 2  + ce + f z  > ; ( d T L  + e P 2  + f 2 ) .  

Wire eine der beideii GroBeu d odcr e glcicli Null, z. B. e = 0, 
so würde sogar cl'= + e l z  + f r 2  = d l z  $ e'2 = d2 und daher 

d2 + es + f2 > - 2dz und d2 + ea + f a  2 2(d1 + e" + f f 2 ) .  
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aus der 
dann 

a'= a + 

Da t g a  

Wiederholt man die Operation, indem man das Koordinatensysteni 
jedesmal um eine solche unter den Koordinatenachsen dreht, da8 der 
groBte von den Koeffizienten der Produkte der Veranderlichen zuni 
Verschwinden gebracht wird, so vermindert sich fortgesetzt die Surnme 
der Quadrate dieser Koeffizienten, und zwar, da von deni nweiten 
Schritt an immer einer der Koeffizienten Nul1 ist, so vermindert sich 
die Summe der Quadrate bei jedem Sçhritt mindestens auf die Ililfte. 

Anf diese Weise bringt man es in kurzer Zeit dahin, daB die 
Glieder, welche die Produkte der Verinderlichen enthalten, gegen die 
quadratischen Glieder vernachlissigt werden konnen. Kach eineni ge- 
ei,meten Schema rechnend kann man die Rechnung b q u e m  und rasch 
ausführen. 

wenn uni die a-Achse gedreht werden soll, so wird der Drehungs- 
winkel a,  den wir zwischen - 45" und + 45O voraussetzen konnen, 

1 Gleichung - -  = tg2a  geaonnen. a > b vorausgesetzt, wird 
a - b  

f tg", b ' = b - t g a ,  f d ' = d c o s a e s i r i c c ,  ee '=dsina:f ecosa. 
2 

dassdbe Zeichen n i e  f hat, so ist :tg a immer positiv. Daraus 

folgt, daB bei der Transformation die Gr6Ben a und b auseinander- 
rücken. Vom zweiten Schritte an ist eine der beidcn GroBen e, d 
gleiclti Null, sodaU sich die Ausdrücke von d' und e' entsprecherid 
vereinfachen. 

Ich verf'ahre dabei nach dem folgenden Schema: 

f' e b 1 c ri 1 e f tg3.=- a = ,  a - b  , 

I I I dços r x  ds in  a 1 

L t g a  2 - : t g o r  - e sin al e cos a! 1 
I 

' d' e ' O  a '  b' j c ,  

Wenn b > a ist, so lasse ich x und y die Platze tauschen, sodaR die 
Kolonne für ya vor die von x2 und die Kolonne für z z  ror  die für yz 

f tritt. Dann fiteht imtner die positiva Korrektur -%tg a links, die negative 
f - tg  u rechts. Dreht uian um eine der andern Achsen, so gilt das 

analoge Schema, das ich nicht besonders hinznsetzen brauche. 

Ein Beispiel wird zeigen, wie lcicht inan zum Ziclc gelangt. Ich 
nehrne dabei an, da1 die Genauigkeit des Rechenschiebers ausreichl. 
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Die folgenden Schritte iindern die drei ersten Zahlen in den hingesehriebenen 
- 0.11 

Ziffern nicht mehr. Denn der niichste Schritt gibt t g 2 a  = - - , also 
2 5 5  

tg a < 0.002. Das Resultat der Transformation ist alço, wenn man 
2 
die neiien Koordinaten wieder mit X, y, z bexeichnet: 

Die Konvergenz des Verfahrens ist im allgemeinen sehr vie1 rascher 
als es die Formel cl2 + e2 + f 2  > 2 ( d r 2  + e'2 + f r 2 )  vermuten 1aUt. 
Sohald namlich die Kneffizienten d,  e, f klein gpgen die IJnterschiede 

von n, b, c werden, so wird die Korrektur tg a von srei ter  Ordnung. 

Zugleich wird der Drehungswinkel klein von der ersten Ordnung, und 
damit wird, wenn z. B. f zum Verschwinden gebracht wird und e = O 
id ,  der neue Wert von d sehr nahc gleich dem alten und der neue 
Wert von e ebenfaiis von zweiter Ordnung klein. Nach einem weiteren - 

Schritt müssen also die beiden nieht verschwindenden unter den Cr6Ben 
d, e, f mindesteils von zweiter Ordnung klein sein. 

Nachdem nian die Koeffizienten der quadratischen Glieder auf 
diese Weise gefunden hat, werden die Richtungen der neuen Ko- 
ordinatenachseri arri besten aus den bekannteri liriearen Gleichungen 
gefunden : 

f e as + y + T ~ =  Ax, 
2 2 

wo rl zur Bestimmung der R.ichtiing der x-Achse gleich dem gefundenen 
Koeffizienten von xa zu setzen ist usw. Zur Busführung der Rechnung 
Sind nur zwei von den drei Gleichungen erforderlich. Die dritte kann 
zur Kontrolle dienen. So crhiilt man z. B. fiir den oben berechneten 
Fa11 zur Bestimmung der X-Achse 
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Die ersten beiden Gleichungen geben 

x : y : ,G - 16.3 : 8.7 : 8.6, 

was auch der dritten Gleichung genügt. 
Mir scheint die hier vorgeschlagcne Behandlung des ETauptachsen- 

problems der Flàchen zweiter Ordnung aus zwei Gründen sich zu 
empfelden. Erstens ist die H'ecl-iniing einfacher als die direkte Auf- 
losung der Gleichung dritten Grades, von der die orthogonale Trans- 
formation auf eine Summe von Quadraten algebraisch abhiingt. Zweitcns 
ist das Vcrfahrcn aber auch theoretisch von Interesse. Denn da es dic 
drei Wurzelri der Gleichung liefert, so eritiiilt es zugleich einen neuen 
Beweis dafiir, dd3 die Wurzeln reell sind. 

Urie man ohne weiteres erkennt, ist das Verfahren auch anf qua- 
dratische Formen von beliebig vielen Veranderlichen anmendbar. 

H a n n o v e r ,  im Mai 1904. 

Neue Literatur über das Grenzgebiet der Biometrie, 
Von F. LTJDWIG in Greiz. 
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auf 6 Taf. 
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und Holzqualitat von Pinus silvestris. 1 64. R. Weber. Lehrbuch der Forat- 
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47. Georye Harrison ~Shull. Place baume. 1891. 
Constants for Aster prenanthoides Cou- & S .  S. R. Wil2iunzs. Variatiou iu Li- 
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Das kleine handliche Werkchen von D a v  e n p  o r  t (26) ,,über die stn- 
tistischen Methoden" mit besonderer Berücksichtigung der biologischen Variation 
solltc nach einem Begleitschreiben zur ersten Authge  (1899) als Handbuch 
und Leitfaden zunliçhst für Anthropologen , Botaniker , Zoologen, Vertreter 
der Anatomie, Physiologie, Psychologie dienen, die sich mit qua?zfilativesr 
Untersuchungen der Spezies und der organischen Variation beschaftigcn 
wollen; es sollte weiter ein Hilfsmittel sein für Landwirt,e, Soziologen, 
Meteorologen und andere statistische Praktiker. Es  hat  sich als solches 
vorzüglich bcwahi-t, wie die nunmehr vorliegendc um 75 Seitcn vermehrte 
zweire Auflage beweist. In  einfacher Sprache und ohne zu hohe rnathe- 
matische Anforderungen werden in den ersten Kapiteln die statistischen 
Methoden Galtons urid Pearsons niit Benutzung der zahlreichen neueren Ab- 
handlungen des letztgenannten Forschers erortert, die Formeln zur Uerechnung 
der Frequenzkurven a,bgeleitet und die Ermittelung der Zupehorigkeit der 
Variationspolygone zu den verschiedenen Typen derselben au hispielen ge- 
lehrt. Das IV. Ka,pitel behandelt die korrelative Variabilitat und cin 
V. Kapitel in nahezu vollstindiger Obersicht die bisherigon Ergebnissc auf 
den verschiedensten Gebieten der Biometrie bis au€ die jüngeren Zweige 
der Homotypose, der Telegonie und des Mendelismus etc. Die zahlreicheri 
Hilfstabellen bis zu den Logarithmen, trigonometrischen und Potenztafeln 
herab machen alle weiteren Hilfsmittel überflüssig. Selbst einige Blatter 
leeren Papieres und Koordinatenpapieres zur direkten Eintragung von 
Resultateu sind beigegeben. Bei dem niederen Preis ($ 1,50) wird das 
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zierliche mit dauerhaftem Einhand in Goldschnitt versehene Taschenbuch bald 
Besitztum aller Biometer verden. 

Ein neues eigcnartigcs Gebiet bchandelt die umfang- und inhaltreiche 
Arbeit D u n  c k e r  s ijber Synzwwtrie m d  Asynmetrir! beim - ~ e n s c h e n  und den 
Tieren (30). Die bisher allein übliche stereometrische Retraehtungsweise 
der Symrnetrieverhiiltnisse mit ihren Gleichungen aus der K r i ~ t a l l o ~ r a p h i e  
hat sich - wie dies bei den variabeln organischen Formen leicht ver- 
stindlich ist - als iinziireichend erwiesen. Nur 3Iasseniintersuchiirigen mit 
Hilfe biostatistischer Methoden führen zum Ziel. Die nschste Aufgabe, die 
sich Duncker stellte, bcstand darin, für die bunte Nannigfaltigkeit des 
Untersuchungsmaterials eine einheitliche Reschreibungsforin zu fiuden, die 
übersichtlicher und kürzer ist  als die Neberieinariderstellu~ig rtwa vori Koiri- 
liinationssche~nateri und doch die in Betracht kommeuden Eigenschaften aus- 
zudrücken vermag, wie bckanntlich fiir die typischen Variationspolyg-one iiur 
wenige Bestimmungswerte ausreichen, auch ihre feineren Eigentümlichkeiten 
euni~~i i sdruck  zu-bring-en. Ez genügen schou je 4 ~est i&ungswerte  zur 
Kennzeichnung der beiden Variationsreihen, der Einzelmerkmale und der 
Differenzreihe des Merkmalpaares, namlich das arithm. hlit,tel A, der Varia- 
bilitiitsindex E, der dritie (/?J und vierte (P4) Murne~~tquotient der betr. 
Keilie. AuBw ihnen verwendet Lhncker noch die prozentuale Differenz- 
flache (6) der Variationspolygone der Xinzelmerkmale als MaB der Ver- 
schiedenheit ihrer Ysriationsreihen; den Korrelationskoeffizienten (@), sowie 
den Asymmetrieindex (cc) des hIerkmalpaares (da der statistische Bcgriff 
bilateraler &ereinstimmung zweier homologer Nerkmale alle Übergangs- 
stufen von vollkommener Syrnmetrie zur vollkouimeu rechts- oder links- 
seitigen -4symmetrie d a B t ) .  Duncker erortert nach Ableitung der ent- 
sprechenden Ausdrücke die Praxis der vorkommenden Rechnungen und die 
Deutmg der gefundenen Werte. Das Uutervuchungsmaterid selbst erstreckt 
sich über 32 Paare verschiedenartiger bilateral-homologer Nerkrnale: 

Die beidseitige Lange der proximalen Glieder von Zeigefinger, Mittel- 
finger, Ring- und Kleinfinger bei 551 Englanderinnen (nach Pearson und 
Whiteley). - Aus dem Tierreich: Zahl der Müllerschen Drüsen bei 
2000 weibl. Schweinen (nach Davenport und Bullard). Acerina cornua 
L., Zahl der Brustflossenstrahlen, Tjange der Kopfseiten, Lange der Man- 
dibelaste. Zeus faber L., Zahl der Basalplatten der weichstrahligen Rùcken- 
und Afterflossen (nach B r p e ) .  Cottus gobio L., Zahl der Brustflossen- 
strahlen. Pleuronectus flesus L., ( 5  Merkrnalpaare). Pimephales notatus 
Rafiu., Schuppenzahl der Seitenlinien (Voris); ferner verschiedene Merkmale 
bei den ILrebsen: Gelasimus pugilator Latr., Eriphia spiniifrons Herbst 
und Portuniis depurator L. und noch die Zahlen der Kiefernziihne des 
Rinoelwurmes Nere'is limhata. u 

Mrir wollen nur a n  dcm erstcn Bcispicl, der Liinge der entsprechenden 
Pingerglieder an den 4 AuBenfingern der beiden Hiinde, zeigen, wie sich bei 
der L'ntersuchuug der Asymruetrieverhiiltnisse überall interessarite Gesetz- 
niaBigkeiten ergetien. Die Variationsreihen der paarweise zusammengehorigen 
Fingergliedliingen uiiterscheiden sich bei alleu 4 Fingern durch die Lage 
ihrer Hauptgipfel. Von den proximalen Glicdern der bilateral homologen 
Finger ist das rechte durchschnittlich um eine halbe Vaiianteneinheit 
(= '/, I I ~ )  liinger als das linke und zwar differiereu die Kleiufiuger am 
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rneisten, die Jlitteliinger alin wenigsten. Die grtiBte prozentuale Differma- 
flache ergibt sich für die Variationspolygone der Kleinfinger, die kleinste fur 
die Mittelfinger. Die in  allen Bcispielen sehr intensive Korrelation der 
paarweise zusammengehtirigen BZerkmale erreicht bei den Mittelfingern den 
hüchsten Grad, bei den Kleinfiiigern ist sio ein wenig niedriger als bei den 
anderen. Symmetrische lndividuen machen in jedem E'all nur  45,ï-46,07, 
der Gesa,mtheit ails iind sind licziigl, d e r  Mittelfinger a,m aahlreichsten, beeügl. 
der Zeigefinger am ~ e n i g s t , e n  zahlreich. Die Asyrnmetrieindices sind zicrnlicli 
iictriichtlich. Am nicdrjgsten ist der der Mittelfinger, ihin folgt der Ring- 
fingcr, u n d ,  die hochsten, die der Klein- und Zeigefinger, sind einander fast 
gleiçh. Die reçlite Hand ist die kraftigere; dies zeigt auch die Prozentsahl 
der asymmetr. Individueu: 

Prozentsatz. Zeigef. Nittelf. Ringf. Kleinf. 

linksseitig asyinnietr. Individuen 9,6 6 9 ,48  8,80 !),O7 
rechtseitig ,, 11 47,64 44, j t i  45,92 47,23 

In  einem weiteren Kapitel gibt Duncker einige Gesarnmtresultate und au- 
pemeirie Folgerungen; er legt die Crsaçhe der Kollektivsymmetrie und 
Kollektivasymmetrie, wib die dcr individuellen Symmetrie und Asymmetrie 
dar und erortert sod:tnn die Reziehiingen zwischen hilateral-homologen und 
scrial-hointiotischen Merkmalen. 

Seils aber die bisherigen biusfatistisclwn Methoden, teils iibcr neuc BCG 
tuige zur Theorie der Variationspolygone handeln ferner die Arbeiten von 
Davenport (20, 21), Engberg (SI), Camerano (7-10) - meines Wissens 
die ersten biostatistisclien Arbeiten aus Italien - iind Wasteels (53). 

Die Arbeit von Wasteels (Gent) handelt über die Lage der Maxima in 
polymorphen Variationskurven und das Vorkommen der Fibonaceizahlen. 
Verf. schlieBt sich meinem Erklarungsversuch für die Fibonaccipolygone und 
verwandte Variationspolygone (Zeitschr. für math. u .  naturw. Unterr. XIX, 
p. 321-338) an und gibt noch weitere Fallo der von mir angedeuteten 
mtiglichen Iieihen an, die er jedoch, ohne irieiue Arbeit damals gekannt zu 
haben, selbstiindig entwickelt hat. ES sind darunter auçh die lteilien, die 
die Haoptgipfel der Voglerschen Baria,tionspolygone, die Zahl der Rliiten- 
standc vom Corniis mas, Cardamine pratensis etc. darstellen. Wir machen 
besondors die Fachkollegen, wclche mathemat'ischen Unterricht an hoheren 
Schulen erteilen, auf die interessarite Arbeit aufmerksam. 

Von den weiter aufgeführten Abhandlungen, welche ulichtige Bgtbnisse 
der statisf ischm Hethoden au/" biolo.gischem Gebiel zu Tage gefiirdert haben, 
heziehen sich auf Anthropologie die von Bardeen (5), auf Zoologie die von 
Camerano (10); insbesondere anf Jleerschweinchen iind Kaninchen (II), auf 
Fische (56), auf Schmetterlinge (1) und (21, auf andere Arthropoden (51)) (55), 
aiif Conchylien (3), (23), (24), Brachiopoden (19), Quallen (4), (25), auf 
Pfianzen (33), (34), (36) ,  (42) ,  (45), (47), (52). Auf die Mendclsche 
Lehre von den Bastarden und verwandte Gebiete beziehen sich die Arbeiten 
(il), (121, (131, (141, (151, (161, (17h  (181, (201, (261, (281, (291, (381, 

Ein hochinteressantes Gebiet, dessen Hearbeitung bisher in  der forst- 
wissenschaftlichen Literatur versteckt blieb, das aber verdient zum mathe- 
niatisch-naturwiss~nschaftlichen 1Jnterricht nach jeder liichturig hin heran- 
gezogen au werden, ist der A u f b a u  des Waldes  und der Biiume nach 
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n~atl~en~atisch-statisclien Prinzipien. Schon Schwendener hatte erkannt, daB 
,,schon gewachsene gro5e Fichtenstamme" vollig den Bau eincs Triigers von 
glcichem Widerstand haben. Es ist aber das Verdienst von Metzger und 
nach ihm von Frank Schwarz, gezeigt zu haben, daB der Wind der maB- 
gebende E'aktor für das Waclisturn dei. Biiuuie ist  uud daB der Aufbau des 
Waldes sich bis ius kleiiiste nach den Prinzipien der Statik verstehen und 
erkliren Mt. Die d ie~bezü~l ichen  Arbeiten sind in den dbhandlungen 
(37-41) und (46), (48-50), (54) niedergelegt. Ihnen schlieBen sieh von 
weiteren Anwendungcn physikalischer Gchietc zur Erklarung pflanzlicher und 
tierischer Formgestaltuugen die Arheiten von Rhumbler (43) und (44)  an. 
Aus der lctztzitierten Abhandlung dieses Verfassers sei nur als ~ e i s ~ i e l  
hervorgehoberi, daIj dcr kouçtante Raudwinkel von 125' der Karnmerschaleri 
des WurzelfuBlers Nociosaria soltrta llcuB ein priichtiges Ileispiel Kir das 
,,zu;eite K q i l l o r i t ~ l . ~ g e . ~ ~ t z ~ ~  darstellt, nach dem die wandbildmde fiiissige 
Sarkode von der vorausgehenden Kamnierwand festgehalten ivird. 

Bücherschau, 

6. A. Maggi, P r i n c i p i i  di s t e r e o d i n a m i c a ,  corso  suiia formazione,  
l ' interpretazione e l ' integrazione d e l l e  equaz ion i  d e l  m o v i m e n t o  
dei solidi. Xilano, Ulrico Hoepli, 1903. 2 6 3  S. 

Lm Jahre 1896 hatte Kerr  G. A. M a g g i  eine Grundlegung der hlechanik: 
Principii dellu teoria muternalica del movimento dei corpi veroffentlicht, die 
sich sowohl durch die mathematische Strenge der Untersuchungen als auch 
durch die - einheitliche Rehandlung der festen, flürsigen und elastischen 
Xorper auszeichnete. Wahrend er sich dort auf die Darlegung der allge- 
meinen Theoric beschrankte, gibt er in dem vorliegenden Werko Einzel- 
ausführungen für &sterne con starrea h'oryem. 

Die Verbindungen, i n  denen die Teile eines Systenies starrer Korper 
stehen, oder die &'esselmqen des Systemes, wie der Verfasser sagt, sind ent- 
weder so beschasen, da6 zu ihrer Charakterisierung die Angahe der mog- 
lichen L a g m  der Korper ausreicht, wie zurn Beispiel bei einem festen 
Korper, der sich um einen fcsten Punkt  dreht, sodaB jedcr sciner I'unkte 
von dem festen Puukte konstanten hbstand ha t ,  oder daB sie sich auf die 
Bewegung selbst beziehen, a i e  zum Beispiel bei einem festen Korper, der 
auf einer festen Ebene rollt, sodaB die Geschwindigkeit des Berührungspunktes 
mit der Ebene stets Nul1 ist. Die Fesselunpen k6rinen ferner von der 
Zeit unabhingig sein oder sich mit der Zeit andern;  zurn Beispiel kann 
jene feste Ebene eine gegebene Bewegung besitzen. Eine Fesselung der 
ersten Art wird analytisch dargestellt durch eine endliche Gleichung zwischen 
den je 6 Lagrangeschen Positionskoordi~iaien jedes der Korper des Systems 
und der Zeit. Bestehen daher nur Fesselungen der ersten Art, so IiiUt sich 
die Lage des Systema selbst durch die Angahe der Werte gewisser Lagrilngeseher 
Positionskoordinaten bestimmen, zwischen dcncn keine Uedingunggleichungeli 
bestehen und die der Verf'asser f w i e  Koordinaten nennt. Es ist bekannt, 
wie man die Differentialgleichurigen, denen die freien Koordinaten genügen, 
sofort herstellen kann. Ganz aiiders gestaltet sich die Sache, wrnn Fes- 
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selungen der zweiten Art  bestehen, auch weun man,  wie es üblich ist und 
wie es Herr $1 a g g i  tut ,  die Einschrankung niacht, da0 diese Pesselungeu 
sich durch lineare, homogene Gleichungen zwischen den Differentialen der 
Pos i t ion~koord in~ten  und den Differentialen der Zeit ausdiücken lassen sollen, 
denn die Differentialgleichungen, zu denen man hier gelangt, enthalten die 
noch unbekannten, von den Fesselungen herrührenden Drucke. l n  dem 
erstelz Abschnitte stellt und lost Herr  M a g g i  die Aufgahe, daB reine 
Gleichungen der Rewegung hergeleitet werdtin sollen, Gleichurigen also, iu 
deneu jene Urucke nicht auftreten und die zur Bestimmung der shtlichen 
Positionskooi-dinaten als Fnnktiouen der Zeit geeignet sind. Soviel dem 
Referenten bekannt ist, sind diese Gleichungen zum ersten Male von 
Herrn H e u n  (Die Bedelctung des d'Alernbeukzhe,z Pri,nz@r.s f i v  stawe Systetne 
und Gelenknzecl~anisrnen, Avcl~iv d. J f a t h ~ u n d  Ylys .  (3), 2 ( 1  901/02), S. 57-7'7, 
2 98-32 7) aufgestellt worden. 

I n  dem zweiten Abschnitte werden die Umformungen untersucht, die 
sich für die Ilifferentialgleichungen der Bewegung aus den Prinzipien von 
H a m i l t o n ,  Ma.i iper  t u i s  und G a u B  ergehen und die es ermoglichen, deren 
geometrisch-mechanische Uedeutung genauer zu erforschen. Iler dritle Ab- 
schnitt betrifft die Integration dieser Gloichungcn vermoge der Methoden 
von H a m i l t o n  und J a c o b i .  In  diesen beiden hbschnitten werden die 
betreff'enden allgemeinen Theorien in sehr geistreicher Weise von neuem 
entwickelt und auf eine Reihe gut  gewiihlter Beispiele arigewandt. 

Alles in allem ist das Werk von IIerrn M a g g i  eine wertvolle Be- 
reicherung der Literatur über die Mechanik der Systeme starrer K @ p ,  
das  den deutschen Mathematikern durch eine ilbersetzung leichter zugang- 
lich gemacht zu werden verdiente. 

Hauriover. PAUL STACKEL. 

Schloemilch~ Handbuch der Mathematik. 2. Aufl. Herausgegeben 
von Prof. Dr. R. H e n  k e ,  Konrektor des Anrieu - liealgyrnnasiums in 
Uresden und Dr. R. H e g e r ,  Hou.-Professor an der K. S. Teclinischen 
Hochschiile iind Gymnasial-Oherlehrer in Dresden. 1,eipzig 1904, J. A .  
Barth. - Erster Band: Elementar-Mathematik. Mit 321 Figuren. 
XII u. 6 1 1  S. Pr. 2 0  M., geb. 22,50. M. - Zweiter Band: Hohere 
31athema.tik. 1. Teil. Mit 281 Figuren und 1 2  Tafeln. 765 S. Pr .  20 M. 
geb. 22,50 M. 

Ain 5. Pebr. 1901 starb Schloemilch: es war ihm nicht mehr verg6nnt, 
sein Hanilbuch der Mathemat#ik, das als ein Teil der Encyclopadie der Katur- 
wissenschaften in zwei Banden 1879 hezw. 1 8 8 1  erschienen war, in der ver- 
anderten Gestalt zu schen, in der es jetzt, durch Hinzufügung neuer Abschnitte 
suf  drei Bande erweitert, vorliegt. An Stelle des ebenfalls verstorbenen 
Dr. Fr. Reidt i n  Hamm übernahm Professor Dr. Henke in Dresden die 
Elementar-Mathematik, wahrend die hohere Mathematik wie früher von 
Professor Dr.  Heger bearbeitet wurde. Jeder der beiden B a d e  zerfillt iu 
vier Uücher, und es enthiilt dem entsprechend der erste Band: Arithrnetik 
iirid Algebra, Planimetrie, Trigonometrie, Stereometrie; der zweite Rand: 
I)arstelleude Geornetrie, Analytische Geometrie der Ebene, -4nalytische Ueo- 
nietrie des Rnumes, Differential-Rechnung. 
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Wir müssen uns hier auf die Besprechung des Abschnittes über dar- 
stellende Geometrie beschranken. Zuerst wird in zum Teil origineller, m m  
Teil etwas umstOndlicher Weise die Darstellung der Grundgebilde, sowie 
ebener Figuren und des Kreises in  senkrechter Projektion erledigt. Daran 
schlieBen sich die dreiseitige Ecke, die regelmaBigen Korper, Prisma, 
Pyramide, der Umdrehungs - Zylinder, die Kugel, der Cmdrehungs - Kegel und 
Kugelberllhrungs- Aufgaben, wclch letztcre i n  eingehender und übersichtlicher 
Weise erortert werden. Ein kurzer Abschnitt über Axonometrie, Perspektive, 
sowie über Schatten und Helligkeit bildet den ScliluB des 105 Seiteu 
ftillendeu Abschnittes. Die Xechnung wird zienilich ausgiebig zur Ableitung 
von Re~ulta~ten herangezogen z. B. ziir Konstruktion der Doppelpunkts- 
Tangenten, Aufg. 5 ,  S. 58 und Aufg. 21, S. 76,  wobei hemerkt sei,  daB 
sich dicse Aufgaben in einen geometrischcn Zusammenhang bringen lieben. 
Da0 ein eigener Abschnitt über die Fundamental-Aufgaben fehlt, dürfte 
kaum ein Vorteil sein, denn auf diese und nicht lediglich auf die Dreikants- 
Konstruktionen führen aUe Aufgahen der Stereometi-ie zurück. Die Piguren 
sind zum Teil auf Tafeln zusammengestellt, zum Teil, etwas skizzenhaft, 
dern Test eingefiigt,. Folgende neue Rezeichniingen wendet der Verfasser 
an: Mittenbild = Zentralprojektion, Abbildungs-Mitte = Projektions-Zentrum, 
Leitbild = Parallelprojektion, Richtbild = Orthogonal-Projektion. Rcferent 
ist der Anschauung, daB die Anwendung neuer Namen für so fundamentale 
Begriffe nicht von eiuem Eiuzelrien ausgehen kaun, soudern iru Zusa~uuien- 
schluB mit weiteren Kreisen erfolgen muBte. Den Ausdruck isometrische 
Projektion auch für die Karalierperspective zu vermenden (S. 94), is t  aber 
jedenfalls unoweckmaBig und auüh nicht gebrauchlich. Literatur-Nachweise 
irgend welcher Ar t  sind in dem besprochenen Abschnitt nicht gegeben, wie 
überhaupt in beiden Banden sich nur  sehr wenig Angaben über wichtige 
Original-Arbeiten oder andere Werke finden. 

München, Narz 1905. KARL DOEHLEM INN. 

Neue Bücher, ') 

Analysis. 

1. APPELL, P., Eléments d'analyse mathhat ' ique à l'usage des ingénieurs et 
physiciens. 2e Bd. Paris, Gauthier-Villars. Frs. 24. 

2. E t ü o ~ n ,  L.. über die Ausgleichung von bedingten Beobachtungen in zwei 
Gmppen. (VerXentlichung K. preuB. geodat. Institut, mue Folge Nr. 18.) 
Potsdam. (Leipzig, Teubner). 

Astronomie und U-eodisie. 

3. HRUNN, AJ.B. Y., Die Siikularbeschleunigung des Mondes. Gottingen, Venden- 
hoeck & Ruprecht. M. 3.20. 

4. Jahresbericht, astronomischer. Mit Iinterstüzung der astronom. Gesellscheft 
hrsg. v. Walt. B. Wislicenus. 6. Bd., enth. die Literatur des J. 1904. Berlin, 
Reimer. M. 19.  

6. PIZZETTI, PAOLO, Trattato di geodesia teoretica. Bologna. L. 12.  

1) Wo kein Erscheinungsjahr angegebcn, ist ee 1906. 
Zeitsclirift f. Mnthomatik u. Physili. 59.Band. 1905. 1. HefL 8 
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6. POINCARE, H., Leçons de  Mdcanique céleete profesilées à l a  Sorbonne. T. 1. 
Thborie générale des perturbations planétaires. Paris, Gauthier-Villars. Frs. 12. 

B. auch Nr. 2. 

Biologie. 

7 .  P E A R ~ O N ,  K., On the  generai theory of skew correlation and non-iinear 
regressions. (Drapers Co. research rnernoirs, biometric series. Mathematical 
contributions to the Theory of Iholution.) London, Dulau. 6 S. 

Darstellende Geometrie. 

8. MOYER, 1. A., Descriptive geometry for students of engineering. 2 d  edition, 
New-York, Wiley. Clot,h. 8 2. 

G-eschichte. 

9. S ~ L M I ,  EDMOXDO, Nuovi studî sulla filo~ofia naturale d i  Leonardo da Vinci. 11 
metodo sperimentale. L'astronomia. La  teoria della visione. Yodena. L. 3.  

Meehanik. 

10. AI.EXANDER, T. and THOMSON, A. W., Graphic Statics. A graduated series of 
problems and practical exairiples, with numerous diagrams al1 drawn t o  scale. 
London. Macmillan. 2 S. 

11. ASCR~RLEY. L. W. and PEARSOX, KAHL, On the Graphics of nietal arches. With 
special reference to t he  relative strength of two-pivotcd, three-pivotcd, and 
built-in-metal arches. London, Dulau. 5 3. 

12. BBAUER, ERXST A., Festigkeitslehre. Kurz gefaBtes Lehrbuch nebst Sammlung 
technischer Aufgaben. Leipzig, Hirzel. RI. 8; geb. hl. Y. 

13. Brr~n ,  W. H. and FALK, M. S., The graphic rnethod by influence lines for bridge 
and roof computations. New-York, Wiley. Cloth. 8 3. 

14. JAMES, G. O., Elements of the  Kinematics of a point and the  rational Mechanies 
of a particle. New-York, Wiley & Sone. Cloth. 8 2. 

15. KOEKEN, M., Grundzüge f. die atatische Berechnung der Beton- und Eisenbeton- 
bauten. 2. durchgesehene Aiifl. Berlin, Ernst & Sohn. 11. 1.20. 

16. MABCOLONGO, R., Meccanica ra~ionale .  1. Cinematica. Statica. (Manuali Hoepli.) 
Milano, Hoepli. L. 3. 

17. - -, II. Dinamica. Principi di  Idrorneccanica. L. 3. 
18.  M ü ~ ~ ~ ~ - B r e s l a n ,  HEINR., Die graphische Statik der Baukonetmktionen. 1. Bd. 

4., vermehrte Aufl. Stuttgart ,  Kroner. M. 18; geb. in Eialbfr. M. 20. 
19. WILKENS, ALEX., Cntersuchungen über Poincarésche periodische Losungen des 

Problems der drei K6rper. (Astronom. Abh. NI. 8.) Hamburg, Mauke Sohne. M. 2. 
s. auch Nr. 29. 

Physik. 

20. A r r ~ s ~ s s ,  OTTO F'reiherr von und zu, Die physikttlischen Eigenschaften der Seen. 
(,,Die Wissenschaft", Heft 4.) Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

21. BERTELS, KURT, Die Denkmittel der Physik. Eine Studie. Berlin, Mayer & 
Miilier. M. 1.60. 

22. BIRVEN, HRINBICH, Gruudzüge der mechanischen Wannetheorie. Stuttgart u. 
Berlin, Gmb. gcb. M. 2.80. 

23. B ~ E X ~ T E I N ,  R. u. MAXCKWALD, W., Sichtbare u.  unsichtbare Strahlen, gemein- 
verstandlich dargestellt. (Aus Natur u. Geisteawelt, Bandchen 64.) Leipzig, 
Teubner. M. 1; g e l .  in Leiuw. M. 1.23. 

24. B~LTZHANN, L.,  Leçons sur l a  théorie dcs gaz. Traduites pa r  A. Goliotti e t  
H. Bénard, avec une introduction et  dee notes de M. Brillouin. IIe partie. 
Paris, Gauthier-Villars. Frs. 10- 
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26. CCRHY, CH. E., Electro-magnetic theory of Light. part  1. London, Macmillan. 12 s. 
26. F R ~ L I C B ,  O., Die Entwicklung der elektrischen Messungen. (,,Die \Visse& 

schaft" Heft 6.)  Braunschweig, Vieweg & Sohn. M. 6; geb. in Leinw. M. 6.80. 
27. GAM, RICHARD, Einführung in die Vektoranalysis mit Anwendungen auf die 

mathematische Physik. Leipzig, Teubner. geh. in Leinw. M. 2.80. 
28. GRASSI, Uao, Kotizie sulla teoria degli ioni nelle soluzioni acquose, con una 

prefazione di Angelo Battelli. Pisa. L. 8. 
29. GRIMsE~L, E., Angewandte Potentialtheorie in elementarer Behandlung. 1. Bd. 

(Sammlung Schubert lid. 38.) Leipzig, Giischen. geb. i n  Leinw. M. 6. 
30. GR~JNBAUM, F. U. LINDT, R., Das physikali~che Praktikum des Nichtphysikers. 
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Praxis. Leipzig, Thieme. Geb. M. 6. 

31. HERTZ, HEINE., r b e r  die Beziehungen zwischen Licht u. Elektrizitzt. Vortrag. 
1%. Aufl. , Stuttgart, Kroner. M. 1. 

32. J~GEE,  GUST., Theoretische Physik. II. Licht u .  Warnie. (Sammlung Goschen 77. )  
3., verb. Aufl. Leipzig, Goschen. geb. i n  Leinw. N. -.80. 

33. - -, nasselbe. III. Elektrizitat u. Magrietistnus. (Snmmlu~ig Go~chen 78.) 
3., verb. Aufl. Ebenda. geb. in Leinw. M. -.$O. 

34. XAYSER, H., Handbuch d. Spectroscopie. 3.  Bd. Leipzig, IIirzel. M. 38; geb. M. 42. 
35. MARLER, G., Phgsikalische Aufgabensammlung. Mit den Resnltaten. Sammlung 
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Über die Zerlegung einer empirischen Funktion in Sinus- 
wellen. 

Von C. RUNGE in Hannover. 

Ich habe friiherl) eine Anordnung angegeben, wie man eine 
eiripiiische periodische E'unktion auf zweckm5Bige Weise in Sinuswellen 
xerlegen kann. Wenn 12 gleichmiiBig über die Periode verteilte Ordinaten 
die Funlition mit hinreichender Geriauigkeit wirdergehen, so gestaltet 
sich die Rechnung besoni1ei.s einfach. E s  kommt aber nicht selten 
der Fa11 vor, daB 1 2  Ordinaten nicht ausreichen. D a m  wird die Reclinung 
entsprecl~erid verwickeltcr. Ich habe nun gefunden, daB sich die 
ltechnung mit 2 4  Ordinaten auf eine wiederholte ,4nweridurig der 
Ilechnung mit 12  Ordinaten zuriickführen la&. Es mird damit eine 
niclit urierhebliche Verei~~facliurig erzielt. 

Es sei 

Y = % + a ,  cosy  + a, c o s 2 y  + . . . + a , ,  cos 11p> +a,, COS 12rp 
+ O, s i n 9  + b, sin 2p> + . - . + O,, sin llrp 

die gesuchte Zerlegung, wo die 24  Konstanten uOtc,. . aL2; b,b, . . . . b,, 
so bcstimmt werden sollen, da8 an  den 24 Stellen der Periode CJI = 0°, 
ljo, 30°, 45O, . - . 345O die verschiedenen Werte  yOy,y, - . . y,, an- 

nenonimen werden. 
Wie früher gezeigt, hat man dann die Summen zu berechnen 

y, + y, COS (a l 5  j0 + ye COS ( 2 ~  l5)O + . . . + yZ3 cos (23a  15)O, 
und 

y, sin (a15)' + y, sin (2a15j0 + - .  . + y,, sin (23a1,5)O, 

oder wie wir kurz schreiben wollen 

[y, cos ( d a  l5)'J und [yd sin (?.a15)0] 1=0, 1, 2 . . . 23. 

Die erste Summe liefert für a = O und a = 1 2  die Werte 24a, 
und 24a,, und für a = 1, 2, . . - 11 die Werte von 12a,, die zweite 
Summe die werte von 120,. Um die Summen zweckniii8ig zu be- 
rechnen, a i r d  die Reihe der y, wie früher gezeigt, ziisammengefaltet, 

1) Diese Zeitschrift Bd. 4 8  S. 443, vgl. auch Runge, Theorie und Praxis der 
Reihen S. 147 u. f. 

Zeitschrift f. Matheiriatik u. Ptiyaik. 52. Band. 1905. 2. Heft. 9 
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118 Über die Zerlegung eiiier e~r i~i r i sc l ien  Funktion in Siniiswellen. 

und es werden die Summen und Differenzen der untereinander steheiiden 
Ordinaten gebildet: 

YoY1 Yz Y3 ' ' " ' ' Y10Yll Y12 

Summen: etou, u, u, . a - . ' U1oz~11%2 (uo= YO, ui2=yi1) 

Uiffererizen: r1 va v9 . a . . . ' '10 Vu 

Diese beiden Reihen werden jede wieder zusammengefaltet, und 
wieder werden die Summen und Differenzen gebildet: 

D a m  ist für grade Werte von ci 

[yj, COS (Act = [u!~ COS (pu l,j)O], [?jA sin (A~xlfi)~] = LU,, sin (yu 15j0] 

für ungrade Werte von ci 

[y7. COS (la 15)O] = [u;, cos (,u a 15)O], [?yi. sin (1, u 15)O] = [D;, sin (+ ci 15)O]. 

Der Vorteil dieser Zusnmmenlegung lie@ darin, daB die Zab1 dcr 
Glieder vermindert ist. Der Index p durchlauft nur die Werte O, 1,2, - a G .  

Man kann nun noch einen Schritt weiter gehen. Was z~lniichd 
die graden Werte von u betrifft, su werde u = 2P gesetzt. Daun airll 

[y, COS (Â-~113)~] = [ u ~  COS (p/?30)O] und [y, sin (1,ci15j0] = [u;, sin (,uP30joJ. 

Man hat es also nicht mehr mit Viplfachen des Winkels von 15" 
sondern niit Vielfachen des Winkels Ton 30' zu tun, oder niit aiidein 
Worten, man hat es zu tun mit Summen derselben Form, wie sic b ~ i  
der Einteilurig der Periode in 12 Teile vorkomrrien. Nan kariii daber 
das Schema anwendeii, das ich fiir die Iterhniing mit 12  Ordiiiaten 
angegeben habe. 

Zu dem Ende werden die Rcilien der Gr6Ben u,, U ,  . . U ,  uiid 

n i ,  D; . - U: noch einmal zusaminengefaltet: 

lt, lt, Il, Il, U; U; b j  

U, us u, b5 

Suinmen : UOUl & U, Summen: 

Uifferenzeu: Ui UiUi Differenzen: 93; 8; 

und mit den so gewonnenen Zahlen geht man in d;ls von mir aufgestellte 
Schema ein: 
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Von C. EUNGE. 119 

(wz bedeutet sin 60') 

Po pl P2 y3 QI Q2 Qs 

P, Pi P4 
-- 

Cs, Q4 
- -- 

Summen: 24a0 13a, Ha, 12a, Summen: 120, 12b, 126, 

Differeuzen: 24uL2 12 a,, 12a, Differenzen: 1 2  O,, 1 2  b, 

E'ür die mgraden Werte von a: ~ e t z e  ich a: = 2/3 + 3, dann ist: 

1 [yL  cos (Â.al:i)"] - [u;, cos ((28 + 3)p15j0] 

= [u;, cos (p, 45)' cos (P,~u.30)~] - [u,', sin ( ~ 4 5 ) ~  sin ( /3,~30)~] 

II [yA sin (Ia15)'l = Lb,, sin ((28 + 3;p15)0] 
= [Y,, sin ( ~ 4 5 , ~ ~  cos ( P p  30j0] $ [ut, C O S  (p 45j0 gin (/3p,30j0]. 

Auf der rechten Seite haben wir nun wieder Summeu von der- 
selben Form, wie sie bei der Einteilung der Periodo in 12  Teile vor- 
komnieu. Um sie ausxiirechnen, sintl zuniichst die Multiplikationen 
mit cos (p35)0 und sin (,u45j0 auszuführen: 

h f  jeden dieser beiden Siitze 1 und II wird jetzt das Schenia 
fiir 12 Ordinaten arigeweridet, z. B. auf 1 

O - U;lP - 11; 
~ -ll;J@ O 

Siiinrrien: Uo U, U, U, Summen: 23, B2 
\ 

Diflerenzen: Ua Ui us Differenzen: 8; 

und mit den Zahlen U, 8 wird grade so gerechnet, wie mit  den ebenso 
bezeichncten Gr6Ben bei den graden We~erten von a. Aus den Gr6Ben U, 8 
erhalten wir wie oben die Qr6Ben . - Y, und &, Q, - . Q,. 
Diese werden wie oben zusamnlen gelegt und lieferil dnrch ihre Summen 
und Differeuzen: 

9 * 
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120 Über die Z e r l e p n g  einer einpirisclieii Funktion in Sinuswellen. 

Dann ist im Falk 1: 

[u,: cos (,u 45)' cos (p 0 3O)OI = p,, 

LU& sin (p45)" sin ( ,~ /330)~]  = qd 

Setzt man statt /3 die Erganzung 12 - f l  ein, so bleibt COS (~~/330)0 
iingeiindert, wiihrend sin (p,p30)O ins Entgegengesetzte übergelit. Daher 

ba t  man pl, - p  = I I $  und qiz -,$ = - Q , ~  Statt  pl + g, kann man also 

auch 2lll - pl, schreiben, statt p, + g, aiich p,, - Y,, u ~ .  
Wir schreiben nun die Gr6Ben p und die Gr6Ben q je in eine 

Reihe untereinander und bilden die Summen und Differenmi der 
uutereinander stehenden Gr6Ben. Damit erlialteil wir: 

PO 211 pz 2'3 P4 P5 2'6 

1 Y1 q 2  Y3 94 Y5 
-- 

Sunimen: 12w, 12a, 12a1 12u, ~ B U ,  12a7 12a, 

Differeuzen: 12a, 12a, 12f1, lSall lSa,, 

Denn es ist pp-qp= [yi,co8(A(2/3 -+3)15)O]= l - ~ , ~ + ~ ;  statt 2 p $ 3  
kann man aber  auch 24 - (2P + 3) oder 28 + 3 - 24 setzen, da 
cos (A(2B + 3)15)O dabei ungeandert bleiht. 

Für den Satz II verfiihrt man analog mit dem eiuzigen Uriter- 
scliiede, daB dann p:, + qp = [ylsin(A(2/3 + 3)15)"] = 12b,p+, ist und 

- daB k $ + 3  = '2,d+3-24 - - '24-2,$-9 ist. 
Wi r  erhalten somit für den Satz I I :  

II 

j ede 
jede 

Po Fi Pz 1)3 114 Pj Ps 

-- 
91 'h q 3  44 '25 

-- - - -- - 

Summen: 12b, 12b, H O ,  120, 12bll - 12b1, - 120, 

Differenzen: 12bl -126, -12h9 -12b5 -12b, 

Die Gr6Ben a, b ergeben sich deninach für ungrade Werte von u 

auf doppelte Weise. Man kann sich natürlich darauf beschriiiken, 
nur  einmal auszurechnen; aber es wird so w-enig Mühe dninit ge- 

spart, daB rnan es vorziehen wird, sie doppelt zu berechnen und dawit 
eine Kontrolle auszuüben. 

Bei den Zerlegungen, mit derien wir es bei elektrotechnischen 
Untersuchunaen zu tun liaben, fallen die Glieder grader Ordnung in 
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Von C. I ~ U K G E .  121 

der Regel fort. Auch konnen unter UmstXnden alle Kosinusglieder 
wegfallen. D a m  reduziert sich die Rechnung auf die nicht ver- 
sçhwindenden Glieder. 

»as folgende Beispiel gibt die Zerlegung der Spannurigskurve eines 
Generators bei Leerlauf. Die Ordinaten habe ich in der Rechnung mit 
eiitgegengesetztem Vorzeichen eingeführt, urn positive Zahlen zu erhalten. 

Siimruen : zu vernachlassigen 

Differeneen: 66 78 90 112 138 138 136 123 86 72 60 

60 72 86 123 136 
~ 

Summen D,: 126 150 176 233 274 138 

a,, sin (,u4S)": 0 ' 89 150 124 O -- 19.1 - 138 

a, cos ( ~ 4 5 ) ~ :  89 0 - 124 - 235 - 194 

-138 -194 O 
-- 

- 194 -233 

Summen: -138 -105 150 124 - 105 -235 - 124 
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1 22 Übcr die Zerlegung einer empirischen Funktion in Sinuswellen. Von C. B m s ~ .  

838 5 31 . 77.5 69.5 . 
Reaultat: - y = - -sin y + 12 sin 35p + sin 5y + sin 7 y  1 2  12 

Auch die umgekehrte Kechriung kann man in analoger Weise nuf 
da3 Scbeina mit 12 Ordinaten xuriickführen. 

Es seien a,a,a, . . . cc,,, b, b,h, . . . b,, gegehen. Dann sind die 
S LIIIIUI~II : 

[a2 cos (A a l5jy und lbi sin (1. a: l5)"] 7 - 0 ,  1 , 2 . .  12 

zii berechnen, wobei ci je ~ i n m  der Werte von O, 1, . . . 23 hat Setzt 
man 24 - a an Stelle von a ein, so bleibt cos (A a l5)O ungeaiidert, 
wiilirerid sin ( Â w l 5 ) O  ins Entgegengesetzte übergeht. Man hat also nur 

n6tig die beiden Ausdrücke für a = O, 1, 2 . - - 12 zu bereehncn. Ihre 
Summe giht dnnn y,, ihre Differenz y21-u .  Man fal te t  xu deni Eride 
wieder die Ileihen der GrGBen a uiid b 7iisainlnen iind hildet die 
Summen und Differenzen der iintereinancler stehenden Gr6Ben: 
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The Lubrication of Plane Surfaces. By A. G. M. M I C B E L ~ .  123 

fiir ungrade Werte (a: = 2 P  + 3) 

[a, cos (la: 15)'] = [a; cos (p !2P + 3) lj)'] = [a& cos ( ~ 4 5 ) ~  cos (pp30)0] 
- sin ( p  45)O sin (p /3 30)'] 

[ b , ~ i n ( I n I ~ ) ~ ]  - [b t~ s in(p(2p + 3)1?1)~] = ['6,Lsin(p45)ocos(pP30)0] 

+ [b/, cos (~45)Osin (p/330j0], 

iind nun ist die Rechnung dieselbe wie oben. Man findet die Werte 
A, = [a, cos (An l5)"], l?, - sin (La 15)O] genau so, a i e  oben die 
Werte von [y, cos (1.n l5)'] und [y,. sin (al. l5)O] gefunden wurden. Man 
schreibt diese GroBen wieder in zwei Reihen untereinander. Die Siunmen 
und Differenzen der untereinander stehenden Gr6Ben liefern dann die 
zusaniuiungefaltete Heihe der y: 

A0A, A, d , , A , ,  

13, ls, . . . Ill, 
- -- - 

Sumnieii: y, y, y, . . - yli yiz 
Difkrenxen: yZ3 yZ2 ylg. 

The Lubrication of Plane Surfaces. 

Ry A. G. M. MICHELL, Melbourne. 

The irnprovenients made by S o mm er fe ld l )  in the mathematical 
treatmerit of Reynolds '  Hydrodynamical Theory of Lubrication have 
laid open the path to its praetical application. 

In the case of cylindriçal bearings, however, .certain corrections 
and approximations still reqnire to he investigated, before a quite satis- 
fitctory camparison with experiment can be made. The most important 
of these is perhaps that which arises from the fact that actiial bearings 
are necessarily of limitcd length, whereas in the niat,hematical theorÿ 
of Key riolda and S o m m e r f e l d  the length is supposed to be so great 
that the motion can bc treatecl as two-diniensional. 

A further obstacle wliich presents itself to the experimental veri- 
fication of the tlieory of the eyli~idriüal bearing is the ciifficulty of 
determining, even approximately, the very small difference bctween the 
radii of the journal and the bearing. 

The prcsent Papcr discusscs an application of the theory to a case 
for which the complete solutiori in t h e e  dir~ieiisioris cari be obtained. 

This is t h e  case of a plane slide-block of finite length and width, 

1) Zeitschrift für Mathematik u. Physik. Rand 5 0 ,  pp. 97-155. 
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124 The Lubrication of Plane Surfaces. 

such as the crosshead slide-blocks of steam-engines. I t  d l  appear 
that when such a plane plate, of finite dimensions, slides over a f ixd  
plane surface freely supplied with oil, a pressure rnay be developed in 
the oil tending to keep the planes apart. The general features of the 
case are the same as in the two-dimensional problem already treated 
by Reynolds. ' )  I t  is a necessary condition of the action that the 
external load applied to the moving plate shall act at  a poiiit behind 
its ceritre of figure. The plate vil1 then set itself so that the oil-filni 
is thicker on its leading than on its rearmard edge. 

Under the influence of the fluid pressure, the oil will flow out of 
the interspace betweeii the planes partly at the rear and partly at the 
sides. Unless the finite plate is of great witlth, the amoiint which 
flows out of the sides will be very considerable, and the pressure 
which is developed in the ciil, will, other things being eqnal, be notably 
less tlian in the case of the plate of infinite width. 

Not only is the case of the rectangular plane slide-block of much 
practical importance, but the possibility of forming accurate plane 
surfaces greatly facilitates the experimeiital rerifiçatioii of the theory 
of this case. 

At the end of the papcr a short account is givcn of a preliminarj 
experiniental verific:atiori, riot rriade however directly, with fluid luliri 
cants, but by the help of a physical analogy hereafter explairied TIiis 
experimental method is of geiieral applicability, and in the :thsence of 
a mathematical theory of cylindrical beariiigs of firiite length, may he 
worthy of systematic ilse for the investigation of that (prac,tically the 
m o ~ t  important) case. 

Slide-Block of Finite Width. 

Let the plane rectangle ABCD (Fin. 1) represent the lorrer sur- 

Pig. 1. 
face of a rectangular slide-block 

Y nioving with velocity U over ille 

u plane z0.q the space between 
f--- the planes being filled with a 

liquid of viscosity I .  
To preservt: S o ni in e r- 

feld's notation O' is taken as 
- - - -  positive in the direction s O, 

O A' B ' m 
and to simplify t,he expressions 

the planes AG x OZ are assuriied to inteisect iri the lirie Oz, aud the planes 
11 c, :,z 0 y  in the line A B. The width, A D = RC, of the block is taken as x .  

1) O s b o r n e  Beyno lde .  Scientific Papers, Vol. II, p. 245. 
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126 The Iiiibricatiun of Plane Surfaces. 

2 4 1  U 
Writing also uzx = c, and -- = lî, 

7c cZ 

the differentiation of the series terin by term witli respect to 2 beiiq 
permissible because p = 0, when x = O, anci s = z. 

The coefficient of sin nzz in equation (3) now becomes 

but every such cocfficicnt must vanish, therefore 

The particular integrals of 

are tlie Bessel ' s  Fuiictioris 1, (S) arid KI (t). The coinplete solution 
of tlie eqiiatioil (3) rnay th~refort: be songht in the forrns 

Dcterrniiiing the coefficients C, Il, Ji etc. in tlie usual nay, eqiia- 
tions (5a) and (5b) become 

bs S 4  5" 
z(,'n, = A4jn'1(C) + ~ $ ~ ~ l i j  (t) - 7~ (1 + + , 3 2  + i52, + . ) 

the last series beirig semiconvergent for large values of [. 
Herice, fiiially, restoring the values of 5 and A, 
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or, writing for convenience 

4 1 L, cm a) = - . (1 + 3 Ezz- 1 5 32K27;1-4 
z ( W b  x)" l -) 

G i U G =  
c 

the first forin being suitcd for cnlculiition wheri mn: is sniall, the  
secoiid wheri 1122 is large. The coefficients 

etc. 

in these eyuations must be assigiied so i i s  to malce pnb v:tnisii whcn 
x = a ,  or x = b for al1 values of z. They will, of coime, l ike C', be 

?. T i  
iniiltipl~s of whirh &il1 therefore be a factor in tlie final expression 

cZ ' 
for p. The niunerieal calculations will show that the sign of p is 
opposite to that of U, BO that, to obtiiin a positirc Fressure in the 
oil, the slitle-block must move in the opposite direction to that shown 
iri Fig. 1 .  

r 1 Ille iritensitg, p ,  of tlie pressure at  xy l-iaving been deteiniiiietl, 
the total pressure 

n 6 

may be found by arithmetical or graphical surnmation. 
Thc viscoiis resistancc, or friction, on unit area at the  point X, O,  z 

where u is the velocity of the fluid in t8he direction of x at the 
point x ,  y, a. 

The total resistnnce for the whole block i s  thereforç 
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128 The Lubrication of Plane Surfaces. 

Special Cases. 

The width of the slicie block liaving b c m  talreii as z, its forni 
: i d  ~~osi t ior i  \\il1 be conipletely defiried  l lie ri, in addition, the three 
const:ints a, b ,  c are piven. 

Silice, however, c appears as a factor tliroughout the expressiori 
for p, the peculiarities of ariy speçial case depend upon the values of 

the two parameters a and 7) oiily. 
The arithrridical ~ o i k  is siniplifieLi by taking a and 7, simple 

riiiiliiples or siilimultiples of z. 

1. 
II. 

111. 

IV. 

'i'hc principal numerira1 results will be given for four cases, viz: 
Square hlock, a = n, h = 2a. 
Block of lengtli three times i t d  width, a - 3z, b - 6 z .  
The limiting case in which the length of the block is infinite 
compareci to its width 
Thc other cxtrcme case in which the width is irifiriite. The general 
theory OS tllis case has been given by I ley rinlds. 

b 
111 al1 these cases, except (III), the ratio is taken as 2, as the 

~icarest whole numbcr to the ratio 2 . 2 . . ., whirh Reynolds  has 
rliowri to give the greatest mean pressure for a given mutual inclina- 
tion, c, [if the surfaces, in case IV. 

Cnsc 1. Sqzcare Block. 
h If - =  
2 

z, m x  in eqixations (7 a) and (7 b) dl take for the 

two ends uf  the block the series of  values 

a, 3z, 5 . . . at the rear end, 

and 2 a ,  6z, Ion, . . . at the front end. 
-- 

1) The lafit torm is omitted by R e y n o l d s .  loc. cit. p. 265.  
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Since p, must variish at  the ends, the coristants A,, B,,,, etc. are 
determined when the values of the functions 4 K and 1; are known 
for these series of values. 

The function IJ, will be used wheri nzx < or = 23t, L2 when m x > 2 z. 

The values of the ratios 3 6 ürid 5,  thus found, are C '  C '  C C 
giren in the following table. 

T a b l e  1. 

The constarita A, U, etc. having been determined, the pressure at 
aiiy point, xx, is ohtained from eqilations (6) and (7) by inserting in 
tliern the values of Il(mx), Ii, (mx), and L,(mx) or L, (92%) for the 
given value of x, and the values of sinmx for the given value of z. 

l n  this Toay the pressure has been çalçulatcd for al1 poiiits of' 
intersection of the lines 

z = x ~ 1 . 1 ,  Z - ~ ~ 1 . 2 ,  . . . ,  x = n ~ l . . 9 ,  

with the lines 

e = n x 0 . 1 ,  x = n x 0 . 2 ,  . . . ,  z = a x O . r ) .  

As the first step in this calculation the values of the fiinctions 
4 K and L, are reqiiired for odd multiples of z x 1.1, x x 1.2, . . ., 
a x 1.9. The followirig Table II gives the llriggian logarithins of these 
functions for such multiples up to the elevcnth. 

The values of the Bessel 's  Fuiictions in this Table have been 
calculated partly hy interpolation in existing Tables1), but chiefly fron-i 
the seniiconvergent series. 

1) Report of British Aseociation, 1893. - Aldie. Proceedings Royal Society, 189F. 
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130 The Luljrication of Plnne Surfaces. 

T a b l e  II. 

1% O L, (mz) log,, A, ( m z )  
X!Z ~ - - \ r  -A- 

- - - - - - - -- -- -- - - 

si = 1 n z = 9  ? n = l l  
l -- 

1 . 0  ,46333  

1 . 1  ,54241  

1 . 2  ' ,62636 
1 . 3  . 7 l 4 3 7  
1 . 4  .BO579 

- 

3 .20038  4.52216 4 ,08093  5 .75243  - 5.49037 
- - - 

3.07266 4.39692 5 . 9 5 6 2 4  5 .62791  5.36603 
- - - - - 

4.95647 4.28282 5 .84248  6 . 5 1 4 3 3  5.25253 
- 

5 .85011  4 .17798  8 .73794  5 .40987  5.14812 
- - - 

4.75193 4.08097 5 .  fi4116 5 .31317  5.05116 
- 

1 . 5  ,90017 4.66085 5.99066 5 . 5 2 1 1 0  6 . 2 2 3 2 1  6.96150 
. . 

1 . 6  .99711 4.57686 5 .90627  5 , 4 6 6 8 4  5 , 1 3 9 0 3  (3,87736 
- 

1 .09631  ' 1 . 4 9 3 1 5  6 , 8 2 7 0 2  5 .38772  3 , 0 6 9 9 5  i . 7 9 8 : i ~  
7 5 2  i . 4 2 1 0 0  5 .76239  5.11317 6 9 8 5 1 5  6.72383 

- - 

1 . 9  1 . 3 0 0 5 3  4.35009 5 .68177  5 . 2 4 2 6 3  6 .  91492 6.65334 
- 

2 . 0  1 .40516  ~ - 4 .28282  6 .61477  5 ,17676 6 .84804  6.58618 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Jriserting the v a l u ~ s  of I, K and L from Table TI, together rvith 
A B 

the values of and from Table 1, in equations 6, 7 a  and 7 b 7  the 
0 

following Table III of the ratio of pjC is obtained. 
-iC 

Tlie valiies are, of coiirse, s p i n e t r i c a l  ahoiit the line z = so 
2 ' 

that onlp values for s > need be given. 

T a b l e  III. 

Distribution of Pressure over Square Slide-block. 

The series of lines of q u a 1  pressure is shown in Fig. 2, whi(;h 
nas plottetl frorn Table III. 

The niean prcssure is found hy arithrnetical summation to bc 

Ry another approrirriate integration the position of the  resultaiit 
pressure is found to be .420 of the length of the  block from its rear eiid. 

The coefficierit of frictiori, fourid froin equatioii (IO), i s  

O'ase II. S ide -h lock  of rcirltiz one-tAird of its leqth,.  
The gerieral solution is of course preçiscly the saine as tliat of 

Case 1, and ecpt io i i s  (6)) (7a) and (7h) apply without altcration. 
Tlie houndary conditions are now however 

p - O, when z = 0 ,  and s = z, 

and p = O, when x = 3z, and x = 6z .  

The following table, corresponding to Table III for the square 
block, gives the values of the ratio pjC for the points of interscetion 
of the lines 

s = n ~ 0 . 1 ,  x = n x 0 . 2 ,  ..., z = n x 0 . 5 ,  

with the lines 
1 ç = n ~ 3 . 3 ,  ~ = n ~ 3 . 6 ,  ..., x = z x ~ . ~  
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The Lubrication of Plane Surfaces 

T a b l e  IV. 

1)istribiition of Pressure orer 8lide-lÿlock, Caae II. 

l x/n 
2 l x  :- ~p- / 3 3  3 . 6  3 . 9  4 . 2  4 . 5  4 . 8  5 . 1  6 . 4  5 . 7  

-~ .- -- --- -- 
l 

.1 - .O0023 - .O0026 - ,00022 -. 00019 - ,00015 - ,00012 -. 00010 - ,00008 -.0051Ii 

. 2  48 45 40 3 4 28 23 18 14 b> 

5 3  59 53 45 3 7 30 2 4 18 12 
GO 6 7 6 9 51 41 34 27 2 1  11 

69 6 1  52 43 36 2 9 22 14 

Fig. 3, corrcsponding to Fig. 2 for the square tilock, shon s tlic 
liiies of equal pressure. 

Approximate integration gives the mean pressure as 

I Lr p, = - .O0153 ;, . 
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The resultarit pressure acts at  .39 of the lengtli of t'lie block 
frniu the rear end, and tlie "coef'ficient of friction" is 

about thirteen tiines greater than in tlie case of the squa,re block. 
Case I I .  S l i d ~ - l h ~ l i  o f  ijzfirzite lem$h. 
In Fig. 4 let the plane AIIG represent the  lower surface of a 

slide-block of infinite length in tlie direct'ion of z, moving in the  
directioii x 0  over the in- Y Big. 4. 
fiiiite plane x Oz.  As before 
let  the planes ABC' and 
x O z  be inclined nt an  angle - 
O = sin-'c. Let A D  = T. 

SIie 1)ound;iry condi- 
tions becoine O x 

p = O ,  when x = h =  CO, 

and also 
x h c n  s = 0, z = ;7. 

ô~ 2 e p  In the çeneral equation (1) C L C  and 0i2 can be assumed small in 

cnnipaiisoil with P p  
ôZw except near the end AB. 

Sherefore, exçept near AB, 

(11) 
c ' p  F î. 1J - 
Z Z 2  - ç P L C 3  

and coi-isequently, ohserving the houiidary conditioiis, 

(12) 
3ÂlJ 

11 = z .  (s- 
c Ï z 9  XI. 

From equation (12) the mean pressure orer a section of the slide 
extending from x = a t o  x - Ei is 

(13) 
O a 

Zvirschrift f. Mathematili LI Physik. 52. Bnnd. 1905. 2. Haft 10 
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134 The Lubricat,ion of Plttne Sulfates. 

from which, putting a = 3 7 ~ ,  b = 6z, wo find for the mean pressure 
oveï an area corresponding to the slide-block of Case II 

au 
yl aig. 5. p, = - .O0258 7 

hl ,  as compared u ~ i t h  - .O0153 7 

obtained from the exact ex- 

pression. 
This result indicates that 

tlie simple expressions (12) and 
(13) may used as approxima- 
tions for slide-blocks whose 
length is several times grcater 
than their widtk 

Case IV. Slide - Oloch of 

in,finite width. 
The mathematics of this &se has been given by Reynolds ,  (loc. cit.). 

For the purpose of comparison with the foregoing cases, some numerical 
iesults are here given for the same condition, 

The mean pressure is 
I TJ 

p, = - ,0506-  y 

and is therefore greater than in the case of the square-block (1) in 
tlie ratio 1 : .422, showing the influence of the transverse flow of the 
fluid in the latter case. 

The pressure at a series of points along the block is shown by 
the following table which gives the values of pjC 

T a b l e  V. 

Distrilution of Pressure in Slide-block of Infinite Width. 

The resultant acts a t  2 - n x 1.433. 
The "coefficient of friction', is p = c x 4.86 . . . and is therefore 

less than half the coeffic,ient for the square block, viz. c x 10.83 . . ,. 
The distribution of the pressure in the direction of motion in 

each of the above four cases is clearly showri to the eye by Fig. 6. 
The ordinates of the curves 1, II, III, IV, referred to the scales 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



written at the sides of the figure, give the  magnitudes of the ratio ;uiC 
at al1 points along the middle lines (z  - nj2) of the four blocks above 
discussed. 

Fig. 6. 

Experimental Verification by means of an Elastic Analogy. 

The fundamental equations 

etc. 
and 

etc. 

for the stresses on the faces of the  element tlx d y  dz, are, as is well- 
known, eqiiàlly applicable to  the motion of an  incompressible viscoiis 
fluid, and to the deformations of a n  incompressible elastic solid. 

I n  the former case u ,  v ,  cu are the  velocities in the dirertions 
of 2, y, Z ,  and Â. is the viscosity-constant; in the latter case u,, v, w 
are the component displacenicnts and A. the shear-modulus. 

The whole of the foregoing investigation is thereforc valid for 
the determination of the stresses in an  incompressible elsstic solid, 
in the forni of a rectangular wedge, enclosed between two ri& nearly 

10 * 
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136 The Iiubrication of Plane Surfaces. 

paralle], plane surfaces, one of which is displnced parallel to the 
plane of the other and in the  direction of greatest m u t d  incliriatioii. 

Conversely, the  results of experiment upon such an elastic solid 
give at  the sanie tirrie iriforrriation upon a corresporiding case of vis- 
cous-fluid motion. 

Now there exists a large dass  of clastic eubstances, which admit 
of considerable (and therehre easily-observed) deform a t '  ions appros- 
iinatcly obeying Hooke's Law, and inr which the assumption of in- 
coriipressibility is nearly correct. India-rubber is a solid of t h i s  

class, but  still more convenient for the purpose is gelatine, which 
may, by soliition in 

Pig. 7. a suitable propor- 

tion of water, be 
prepared o ï  alrnubt 
any desired rigidity 
and may easily be 

G moulded to any 
desired shape. 

An appaiatus 
for experiinents of 
this kind is show11 
in Fig. 7. 

A aiid R are 
two planed square 
plates of cast iron, 
C is a third square 

plate of varying thickness, the inclination of the  sirles being about 
5 degrees. D and Il' are two similar rectangular slahs of gelatine, 
each having half the taper of the plate C, so that  when D and Il' 
are in  position between A and G, and C and L' respectively, the 
plates A and B are parallel. 

The plate Il is formed with a pillar E, which supports the pivots 
of a pulley G, and of the lever 1L This lever rarries a movahle 
weight, J ,  and has a niokable hlcrurn, K, whicli rests on the plate A. 
A roller, T,, carried by the plate A ,  bears against a smooth vertical 
surface formed on the pillar, B. 

A cord df, attached to the yoke il: which is freely hinged to the plate, 
C, near i ts  rear end, passes over the pulley G and supporte the weights 3: 

The purpose of the yoke, AY is to  ensure that the tension of the 
cord is applied nearly horizontally to the plate, C, even if the latter 
is slightly displaced in a vertical direction. 
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The apparatus is used in the  following manner. 
The weights I: and the lever H are fiwt removed. Any suitable - 

s u d l  weights are then placed on the plate A and adjnsted until- A 
and 11 are parallel, mhich may he determined with accuracy b y  
applying a gauge a t  the  four corners. 

The lever, II, with the weight J, and t'he weights F are then 
applied, and the positions of J and of the  fulcruin K adjusted until 
the plates A and 3' are again parallel, and the same distance apart 
as tiefore. In this operation the  plate C is displnced horizont'ally 
througli a distance U. 

The duplication of the gelatine slabs Il and Il' insures, from the 
synimetry, that  the displacement U is parallel to A and B, and avoids 
t h  necessity of guides for this purpose and the uncertainty in the 
drtermination of the horizontal force on C which siich guidt~s woiild entail. 

The displacement, U, corresponds to  the velocity; the force applied 
by the fulci-um, K, t o  the  load; and the  tension of the cord to double 
the frictional resistance of a slidc bloc11 (representcd by C? working 
on a fluid film correspondirig to one of the gelatine slabs. 

The point of contact of K and A corresponds with the  position 
of the resultant pressure in the fluid film. The horizontal distance 
of this point from the vertical line through the centres of the slabs 
B and D' may bc denoted by e. 

The following short table gives the results :of measurements on 
gelatine blocks, 12.7 cm. square, and of thickness varying from 
6.0 mm. at the thin to  12 .0  mm. at the thick ends:, (the value of c 
being consequently .047), as compared with the results of the throry, 
Case 1. 

T a b l e  VI. 

.97 cm. 12.7 x .OC0 
1.06 1 - l0 ï i . n .  

.78 7 1  

Fi 2 1'. 

observed calculated 

I t  would not  be difficult to design an analogous apparatus for 
the investigation of cylindrical bearings of finite width, and of other 
cases for which mathematical solutions are not  available. 

For use in the laboratory the method presents obvious advantages, 
and avoids the well-known difficulties of direct experiment on the: 
lubricat'ion of bearings. 

- -  
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138 Mathematische Theorie der Spiegelung in aLwickelbaren Flachen. 

Mathematische Theorie der Spiegelung in abwickelbareii 
Flachen. 

Von LUDWIG MATTHIESSEN in Rostock. 

problem: Gegeben sei ein Kreiskegel S M B 1 2 ,  senkrecht steheiid 
aiif einer Ebene. AnBerhalb der Açhse SAfO über der Kegelspitze X 
befinde sich der feste Augenpiinkt A (Fig. 1) des Beobachters, mit den 
Koordinaten SB = cc uiid AU = b ,  der spiegelnde Purikt Y, auf der 
Leitlinie S W  der Kegelflache. Ferner sei 13 das Azimut der Leit- 
h i e  S TY gegen die Leitlinie S V  der Ebene SBM,,. Der hnlbe 
Spitzenwinkel Jfo S V gleich 171, S W des Kegels sci y, der XTinkel AS B 
gleich rZ (2, > y), der Abstand dw Augenpunktes A vom Kegelscheitel 
A S  gleich d, die Entfernung des Punktes A von1 Spiegelpiinkte Y, 
(Gesichtslinie) gleich x,  weit,er der Abstand des Spiegels P, von der 
Kegelspitze gleich z, die Seite des Kegels s, seine Holie h, der Radius 
der Basis r und die Objektdistanz des gespirge!ten Piinktes P der 
Basisehcne voin Spiegel 1', gleich x,. 

Uni zu den Gleicliurigen zwisclieu deri Elerrienten der N e  ULLI aiiii- 

fichen dioptrisch-katoptrischen Formelnlj, cnthalteiid den Eirifalls- 
winkel e, des Strahles AP,, das Azimut E der Einfallsebene 7'POS 
gegen die Tangentialebene des Spiegels SP,, seine beiden Krümmuiigs- 
radien p' und p", die Bilddistanzen x, und x, der astigmatischcn 
Spiegelung, sowie die Axirriute a2 und !IO0+ 8, der Rreridiriien, zu 
gelangcn, iuuB nian von dem au3 der Erfahrung gefolgerten Satze aus- 

gehen, da6 bei alleu Ftilleii der Brechung oder Spiegelung in ge- 
krürnmten Fliichen es irn allgemeinen sehr schwierig, ja oft unmtiglich 
erscheint 

fiir eilïf11~ yey:(rcl)rnfm i e d i t e n d e ~ ~  Ew~r At 1' die Richtzirrg desjnziyt n 
Str-niiles T,  zu fiqitim, wdcher  irs e incm nock z ~ n h d î a ~ m t e ~ ~  Spiegel 
Po nac72 e inem festct~ il ugei~pzuzkte y~broclmz oder yesyiegelt zi:inl, 

wogegen es nieistens gelingt, in entgegcngesetzter Richtung, also 
direkter Richtung der Liclitbemegung, für einen z. B. von eiiiein ge- 
gebenen Spiegel Po nach detu Augenpiinlite A g~spiegelten Stiahl x 
den zugeordneten Objektpiiniit Y zu erhalten. Wir werden welter 
unten zeigen, daW das erstere Verfahren fiir den Kreiskegel und Kreis- 
xylinder moglich, für die übrigen abwiclrelbaren Flichen unirioglicli 
el scheint. 
- -- 

1'1 L MatthieBen, Ann.  d. Phys 9. S. 691.  1902.  
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In  schmierigen konkreten Fiillen kann nian auch, um weitliiufige 
mathematische Entwicklungen zu umgehen, mit Hilfe der deslrriptiven 

Fig.  1. 

Geometrie an Modellen die Filemeilte E und e, durch Ausmessung dieser 
Winkel suchen. Urn dennoch eine allgenieine Losung des Problems 
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140 M\latliematisçhe Theorie der Suiegelung in ahwiçkelbareu F1;ichen. 

zu bewerkstelligen, künn man in entgegengesetzter Richtung der Licht- 
bewegung für  einen gegeberieri Spiegel, z .  B. die Leitlinie SPO,  die 
Gleichiingen als FunMionen des Abstandes SP,- z und der Elementc 
des Kegels suchen und auf diesem Wege aile zugehorigen Objekt 
punkte P einer gegebenen Fliche oder ihre I'olargleichung (p,  n) = O 
erhalten, wie im folgenden versucht werden soll. 

Ij 1. Wir  wollen zunkhst iri Herücksichtigung der Schwierigkeiten 
des allgemeinen Problems den speziellen eirifacheren Fa11 betrachteri, 
wo das Azimut d zwischen dem Hauptschnitte, d. h. der durch den 
Augenpuukt A und die Achse gelegten Ebene, und der Reflexionsebene, 
also auch das Azimut 6 gleich Nul1 ist, folglich siimtliche Dimensiorien 

in der IIauptebene liegen, weil die allgenieinen 
Fig. 2. 

Gleichungen fiir 6' = 0 hierauf stets ziiriick- 
führen müssen. 

Aus Big. 2 ergebeii sich mit Leichtigkeit 

(1) J ; ~ = Z ~ + ~ ~ E Z C O S ( L + Y ) + ~ ~ ;  
d sin (A $ y) 

cose - -- 
~/Z"S:LZ (A + Y )  + t l t '  

(s - 2 )  cos y .  
- 

O - SUI (e ,  - y) ' 
p = ri sin(A. + y); 

q - dcosA. siny; 
(3 - 8)  COS e,  wp: 0 = - -- 

sin (c, - y) ' 
A -- 

TJ W1' - a - 90'. 

Aus (3) und (6) folgt, da8 die Greilze des 
sichtbaren Objektfeldes in dieser Richtung bestiirirnt wird durch die 
1Tngleichung e, 2 y. 1st e, = y ,  so liegt Y im Unendlichen. D P ~  
niichstliegende Ohjektp~iilkt liegt stets an der Peripherie der Kegelbasis 
in W ;  hier ist also x, = O. Yür die a d e r s t e  Grenze ries Sehfeldes ist 
nach (2) , ,  

d sin (A + y )  
- - - - -- - cose,= cos y = - - . 

vie-+ 2 d a  cos (2 + y) + d" 

Daraus ergibt sich der Ort des konjugierten Spiegelelemeiites Po 

cos (A $ 2 y) 2 - d  -- 

0- cos y 
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142 Nathemat idle  Theorie der S p i e g ~ l u n g  in abwickclbaren Flaclien. 

projizieren wir B auf diese Ebene; die Projizierende BK sei q. Feriicr 
verlangern mir A B  = b rückwiirts bis zurn Durchschnittspunkte Il mit 
derselben Ebene; die Riickwartsverlanger~ing sei li. Das zugehorige 
rechtwinklige Dreieck ist d a m  A CU mit der lTypotenuse A D  = i = B + k.  
Alsdann ist 

Die Projizierende p l i B t  aber noch eine zmeite Bestimmung zu, welche 
sich aus deni Dreiecke ACD ergibt (Fig. 1). Zuniichst für alle 
Werte von S eine koiistante GrXe ,  nknlich 

Bezeichnen wir den Neigiingswinkel von p gegen h, also CAB mit 7 ,  
so ist der Winkel bei U glejch 90°- 7 .  Leicht ergeben sich folgendc 
Beziehungen : 

( 
cou A sin y 

p - ( b  + k )  cos 7 = b + d ?-) COS v, 
als O 

(11) p = d (sin A cos 7 + cos A. sin ?). 

T)abei mird q- - 90' fiir d - 90°, also p = p = à cos Â. sin y. 1st 6 vou 
Nul1 verschieden, so ist weiter zu bestimmen. Eine Beeiehung dafür 

ergibt sich aus dem Quaclraritendreiecke IIET (Fig. 5) 
Fig 5 

der Ecke Bll KS, mit den Seiten 11, SOO - y und 
dein der ersteren gegenübersteher~den Wlnkel 8. 

E cos = COS y cos 8. 

(12)  p - ri (cos A sin .J + sin I. cos y cos 8) - d cos fi. 

SA ist deninach der Winkel, wf:lclien die Projizierende 11 mit der Linie 
A ,S' = ti bildet. R1:m erhlilt also den Wert  von e, aus 

Fig. 6. 

(13) 
d cos J2 

COS (: - -- 

- d2 + 2 d z  cos d qdP 

E s  ist deniiiach e, desto @Ber, je g d e r  z ist. In 
Rückbeziehung auf 5 1 goht die Gleichung fiir S - O 
in (2) über. 

F 3 4. W i r  haben ferner eine l te lat iol~ fiir dns A x h u t  E 

niifmstelleii. Eine solclie ergibt sich aus der Betrachhng des recht- 
winliligen sphàrischen Dreiecks S F G  der Ecke Y,SFG oder Po W U T  
(Fig. 6). 
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z + d cos 3 
- - cos E . sin P, = COS - - - - - - - - 

~/î;" 5 2dz cos d + d 2  

Der Wcrt s o n  sirtee ergibt sich nus (13), niimlich 

In Verbindurig mit (1 5) erliIilt inan daraus 

z + d cos 3 
C O 6  E = -- 

i z e +  2 d z  c o s 3  1 d ' e i n 3 "  

d sin 1 sin 8 
Si11 E = == --- .-- - 

1 / ü 2  + 2 d ü  cos 3 -; d%in AL" 

hiis den Gleiclinrigoii \13), ( l G ) ,  (18) fol$ 

Daraus ergibt sich weitcr, d:dl liach (14) auch o ein konstauter Winkcl 
ist, also 

cot o = sin F tan e,. 

Das Azimut E eriaicht ein Maxirriiini fiir -z - 0, der Winkel e, ein 
Miriiniurn. In X.iickbt~ï.iehung anf 5 1 wird E = O fiir 6 = 0. 

9 5. Wir  haben weiter cine Ilelntiort 
fïiv die Ohj,jclilul,,s.ais~e 1'" 1' = X, zu s u c h ~ n .  r, ~ i g .  7 

Diese erhilt niim ails dem ehenen Theiecke 
POP TV, wofiir folgende Gleiçhiiiig gilt : 

\ \ 
\ 

( S  - z )  sin w s - z - .- -- (20) 2 = - - - - 

0 s m  (a + P )  COB fl + c o t a s i n  il ' 

Lim w zii hideri, hetrachteri wi r  das splia- 
rische Drcieck d e r  I h k e  I-V Po 1' U (Fig. 7 ) :  
welches eiii Qiiadrantendreieck ist. Man 
findet darans 

(21) cot CG = - tan y sin O ,  cot n = cot y c d  o = sin E . tan e2 cos y .  
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Daneben iat nach (14) 

cos = cos F . sin cd, sin jj = v1 - cos 2 sin ei, sin o = cos e, : sin p .  

Darails folgt nunriiehr 

(22) y L --- 
8 - 2  

O cos E sin eZ - tan y cos e, ' 

In  liückbeziehung auf # 1 wird E = O für d' = O, also nach (3) 

S - Z  
- 

(s - 2 )  cos y 
Z ------ " ~sin e, - t a n  y cos e, sin te, - y j  

tj G .  Es LWt sich nun a~içh noch der 09-1 des ObjeXtptdtes  1' iii 
bezug aaf die Tangc~ite bVQ bestimmen. Seine Polarkooidinatrn in 
der Büsieebene sind 11'1' = Q und n. E s  ist irn ebenen Ureieck WP,P 

g : xo = sin /3 : sin m. 
Nach (21) ist . . 

t'an y cos ce sin 
cot w = - t'an y . sin o = -- i n  - , sin w = , - . 

J/sin p e  + tan y%os E ;  

Ilaraus folgt 
-- - - -  ~ (5 -z )dp 's in i l%+  tany'Zfi5l? 

(23) p = r0 vl - cos $;in @ + tan y 2  C O B  C: - -- - .  
z + d (cos d - lari y cos S2) 

In  Ilückbeziehiiiig auf 5 1 wird E = O  für S = O uiid geiniiB (3) und (6) 

p : xo= cose2: cos y. 

Der Polarwinltel n ei.gibt sich aus (21) 
siri 13 

c o t z =  s i n & .  tane, cosy = 
rot, t a n  7 + <:os d' ' 

In  llückbeziehung auf 5 1 wird E = O für S = O, also gemüi3 (7) n = 90". 
h u s  der BeschaEenheit der Gleichung (24) 

Fig. 8. 

4 
geht hervor, daB sie von z oder z un- 
abhangig iüt, also zu einer bestirnuhen 
spiegelnden Leitlinie der Kegelflache eirie 

v geradlinige Objelitkiirve gehort. 
Die Xigenschaft des Polarwirikels 5 

4 +\ llr :7 als nutzt einer werden, konstaiiten die unigekehrte GroBe kann- Richtniig nun be- 

unserer Entmicklungen, also den direliten 
weg der Licht'stralilen von einem ge- 
gebeiien Objektpunkte Y nach dem Augen- 
piinkt,e A zu verfolgen. Es  ist in der 

Einleituiig die Remerk~iiig geniacht, daB dies für den I<reisliegel, also 
it~ich für den I~reiszyliiider, moglich sei. E s  gelingt auch fiir die 
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KugelflZche, dagegen wohl kaum für den elliptischen Kegel und 
andere abmickelbare Flachen. Wir  wollen unser I'robleni in dieser 
entgegcngesetzten Richtung verfolgen. 

Es sei J1, (Big. 8)  das Zentrum der Kegelbasis, I- ihr Radius, 
PND = zc, S W der gesuchte Spiegel, also B sein gesiic:ht,es Aziiniit, a 
das Azimut vom Objekte P; dann lassen eiçh S ,  n und alle übrigen 
optisclien Clemente finden. E s  ist zuniichst 

u : r = cos z : cos (z + a - 3) 
oder 

(25) 
tiin (LY - O )  cet n = - -  -- -- 

r 7  
cos (CL- 8) -- 

'u 
und geiri%B (24) 

sin S c o l a  = - - sin a! cos 6 - cos a sin & 
- -- 

cet I. tan y + cos 6 
cos rn cos 8 + sin u sin s - I 

Drückt man alles durch t a n s  ails, so ergiht sic:l-i 

(2 6) 
(1 + tan S 2 )  [ (cot A tan y - - tan S - oot iI tan y sin rr 

U 7 
= { sin a tan S2 + 2 cos a ta11 S - sin a }  ', 

also eine biquadritische Gleichung nach tan S. Derselben genügt füi. 
c i  = O0 (Hauptcbcne) dcr Wert 6 = OO. Setzen wir in eiiiem konkrctcii 
Falle Â = 41° 30', y = 30" SU', w. = 8U0, u = 25 cm, r = 12 cm, s = 24 cm, 
so wird die (Yrl~ichiing (26) in niimerischm Werten: 

0,8370 tan d4 + 00,061 tan d3-  2,3518 tan 8'- 1,1619 tan S + 0,5398 = 0. 

Ein Wurzelwert dieser Gleichung ist tan S = 1,7326, also SI = CO0 0'. 
L)ie übrigbleibende Gleichung ist 

0,8370 tan 8' + 1,6573 tan 6' + 0,4896 tan 3 - 0,3126 - 0. 

Ein zweiter Wiirzelwert ist tari a = 0,2959, also S, = l ( jO 30' oder 
- 1 6.3" 30'. Die übrigbleibende quadratische Gleichiing ist 

0,8370 tan 6' + 1,9059 tan d + 1,0333 = O. W 
Die Warzeln sind ebenfalls beide reell und negativ, niimlich a3= - 430301, 
8, y - 53O 0'. Der einzig brüuchbare wert ist 6, = 60" 0 ' ;  es eritsprechen 
entweder alle drei der inrieren Tnzidenz hei diirchsichtigcm Kegel, oder 
vielleiclit auch nur einer. Welcher Wert, darüber zu entsçheiden, be- 
darf einer besonderen Tlntersuehung. 

Aus S, berechnet man z und p; dies aus 

p : 1~ = sin ( n  - d) : cos n. 
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Dabei fintlet m m  n = 53O 20f, g = 14,l cm, LI = 61° 30', SL = 4a0 20', 
s ( am (23)) = 10,5 cm, x (aus (8)) = 20 cm, e, (aus (9)) = 65' 0', E (aus (24)) 
- 23' 40', x, (nus (22)) = - 23,2 cm. 

Uin diese Werte zu berechnen, kann mari auch auf folgeride Weive 
verfahren. Mail verbinde den Objektpunkt P mit dcm Bugenpunkte A 
durch die Gerade t. Es ist daboi 

(27) ta = u2 - 2dzi sin Â cos a: + s2 cos y2 + 2ds cos Â cos y + de.  

Die Linie t iat auf den Spiegel S' CV zu projiziren, wozu man noch 
den Objektpunkt P auf denselben zu projizieren hat. Ipt p, die 
Projizierende und wie in (12) p die Projizirende des Augenpunktes A, 
so i ~ t  

p = d (cos 1 sin 1, + sin rl cos y cos S), p, = g sin Y sin z. 

1st t, die Projeklion von t, so ist 

Man findet dann leicht durch Konstruktion (Fig. 9) und Berechnuwg 
die Gesichtslinie APo = x, die Objektdistanz POP = z,, den Ort 1: 

des Spiegels und den Einfallswinkel % .  
Fig. 9. 

" Das Azimut E der Einfallsebene gegen  AH^ den Spicgel S W ergibt sich aus (19j 

cot e ,  sin I. sin 8 
mn E = 

cos A sin y + sin A CO9 y cos S 

I' i: 4 - Die vorstehcndcn Untersuchungen führen 
sclilieBlich zu deni Satoe, daW allgeriieiri 

für alle abwickelbaren Plachen bei einern festen Augenpunkte zii 

einer Leitlinie als Spiegel krummlinige Objektkurven gehoren, welche 
auf einer beliebigen Ebene liegen. Das Problein laBt sich aber nur 
punktuell für die abwickelbaren Fliichen vcrallgemeinern, insofern als 
an die Stelle der gemeinsauien Einfallsebene eine gewimdene Fliiche 
eiritiitt, wobei sich die Elcmente A, y, 6 fortwiihrend anderil. Dir, 
Objektkurven auf irgend einer krumrnen Pliche findet man dadurch, 
d:lB man die Durch~lchnitte der Einfallsfliichen mit jener E'liiche koii- 
struiert. 

5 7 .  Die streiftxde Inzidenx. Wenn inan vom Augeripunkte am 
die zwei Tangentialebcnen an die Kegelfliiche legt bis ziiili Durch- 
schnitt mit der Rasisebene (Objektebene), so begrenzen dieselben eh 
ringformiges Flkhenstück, in welchern sii~ntliche von A aus sichtbare, 
gcspiegclte Ohjelrtpunkte enthalten sind. Wir erhalten dasselbc in 
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rnathernatisclier k'orrn, wem wir e, = 90' setxen jstreiiende 1nï.iderix) 
Die Bestimmungsgleichuiig ist 

(28) cos (180 - Sj = cot 1 tan y. 

Diese Gleichung ist also von z unabhiingig und das r ingfhnige 
Flaçhenstück nach beiden Seiten gerudlinig begrenzt. Dasselbe folgt 
auch aus der Formel (24) für den Polarwinkel n, intlem fiir alle 
Spiegelpunkte P, bei der streifenden Inzidenz n = O wird, also die 
Ob,jektkiii.ve mit der Tangente der Kegclhasis koinzidiert. Abhiingig 
von SP,, = z sind aber die Elemente E, x, x, und p. MTir wollen die- 
selbeo eiiizeln betrachten. 

a) Das Azirmt E hat ein Maximum für z = 0, ein Minimum fiir 
B - S. 

Fiir z = 0 wird 
sin Â sin 8 

SlnE=-; - -  
sin SL 

Setzt man den Grenzwert von d ein, so koinmt 

cos A cos i, " 
cos& = -  - sin r = 1 - (---) - 

c o s  y ' Y---- cos y 

Da wir 1, > y angenommen haben, 80 ist cos A. : cos y cin echtcr Hruch 
und E reell. b'ür z = s wird nach (17 j 

Setzt man für 6 seinen Wert ein, so wird 

coa l 

cos a 
coe y 

Dies ist cin echter Rruch für A. > y ;  er ist g~5Ber als der vorher- 
gehende, welcher z = O entspricht; es nimmt also E mit wachsendem z ab. 

b) Die Ohjekttiistclnz x, hat ein Maximum für B = 0, ein Minimum 
für z - S. 

Für z = 0 wird 
s sin S2 z -  . 

0 - cos d 

Setzt man den Wert für S eiu, so wird 

COB y 
z,, = .$ ' - 

coa Â. 

Für z = s wird X, = 0, 
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c) Der Radiwwktor  Q des O ~ j c k t p î z 7 ; t ~ s  ist ein Maximum fur 
z - 0, ein Minimum für z = S. 

Für f i  = O ist  
s . sin 1. sin 6 

q = s t a n ~ =  
cos  A ' 

und wenn man den Wert  für  6 einsetzt 

Fü r  g = s wird p = O. Der Polarwinkel n ist bei streifeiider Inzidenz 
gleich O. 

5 8. Dic 1erechn~v.g der Bildxeitcn zind il~rcs Astignzatisntus. 
F ü r  die Rerechriung der beideri Bildweiten z, und x2 gegebener 

Objektpunkte gelten die drei bekannten N e u m  annschen Gleichungen') 
für  die Brechung oder Spiegelung bei schiefer lnzidenz auf krumiue 
Plichen.  F ü r  den Fall, welcher hier vorliegt, daB das einfalleride 
Strahleiibiindel homozentrisch iut, also 6, = nl,, lauten dieselben 

PI Q, sin el 
-- - -  

sin e, . - s i n 2  a, 1 1 
. cose, - -  

- pz) sin (e, - e,) sin el m n 2 p  (< - z1)="  

Hieraus herechnen sich $, lçl u n d  a, mittels folgender Gleichungen: 
Es sei 

cos83  sina' cos8,0 - + ' : p  + - &  
x, 2 1  1 7  X I  X l  

1 7  

1 1 (< - ?) sin 9' cos a2 = 12,. 

Darans erhiilt nisn 

und weiter 
2 1: 1 

tan 2 8, = . ,g , -- - = pl Q~ - 14; 
21 x2 

E s  sind also xI und x2 die Wiirzeln von 

1) C. Neumann, Ber. d. Sachs Ces. d. Wiss., math.-phys. KI. (1880) S. 53. 
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Die dioptrisch-katoptrischen Gleichiingen lassen sich mit Riicksicht auf 
unser speaielles Problem noch vereinfachen. , Es ist der Krümmungs- 
radius des I-Iauptnormalschnittes von dein Spiegel SF0W pl = CO, der 
des Nebenriormalschnittes p, = N (Normale) = a tan y;  el = - e , .  Die 
drei Gleichurigen (29), (30), (31) reduzieren sich auf folgende: 

('2 1 sin 9; cos 9.2 
(33) r COS b 2  C O ~ S  . la + 2 Coi :;<o. - j-12 + T F )  = 

Q, sin 2 4, 1 1 

2 sin 2 s (>p - k,  ) = lm 

Iliei.aiis ergehen sich die Gleichurigen für die Rilrlweiten x, und x,, 
sowie die Drehung a2 der einen Brennlinie gegen die Einfallsebene 

1 1 2 x, (1 - cos r S  sin e:)  - 2 p, COS r, + - =  
, x1 xi x, p, cos E, 7 

2 cos .cg COB e: - sin sp ( $  i ) c o s 2 , 9 , y - -  ( (le C O W 2  1 J 

sin 2 F cos c, 
t a n 2 8 -  . " sin se  - cos t 4  COS ee Y 

1 2 x, (1 - cos E ?  sin ei) -- e ,  cos e, 
- - - 

X, r, x ie2  cos e,  

Es sind dann x, urid x2 die Wuizeln der quadratischen Gleichung 

Dieser Gleichung genügt der eine Wert  x, = - xo, d. h. die erste 
Brennlinie liegt imnier ebensoweit jenseits des Spiegels Ia wie der 
Objektpunkt. Die zweite Bildweite ist 

In Bückbezieliurig aiif 5 1 ist E = 0 für d = O und 

1 x cos e - N 1 2 x, cos e, - II.' - 2 L  " . .  -- - 
x?  xo ïv x X i  N - 0, 

also 

N =  z tany. 

E'iir die Haiipteberie wirtl ferner tail 2 32 - O, also 3, - 0'. 
Zoitschrift f. Malheinutik u Pligsik. fi?. 13and 1905. 2. IIeft.  11 
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Wenn der Augenpunkt in der Achse liegt, also in B, TTird 
A = 0" und 

a s in  y 
cose - - _-_.__-__ - . 2 - VzP + 2 n z cos y + aP 

1st zugleich qp der Polwinkel bei B, so ist 

a sin <p 
I =  und cot = - -a- + cot y. 

sin ( y  - rp) z yin y 

Um die 0 r t e r  der Brennlinien BI und d2 zu finden, berechne min 
nacheinander z, e,,  A', z,, x, und z,. Man konstruiert Bi, indem man 
den Gegenpunkt von 1' (Fig. 2) zur Seite s sucht (ebener 8piegel); 
das 13ild B, erhiilt man, indem man P mit Ir verbindet; der Sçhnitt- 
punkt mit der Gesichtslinie ist der gesuchte (sphiirische Spicgelung). 

Wenn man der Kürze wegen a n  einem Mode11 c und e , ,  sowie die 
Dimensionen z, und Q, ermitteln kann, führt  die Aufl6sung der 
quadratischen Gleichung (37) ebenfalls zur Bestimmung der beideu 
13ilddistarixen x, und xp. E s  ist dabei zu bernerken, daB in Beachtung 
der Richtung der Lichtbewegiing in den N e i i m a n n s c h ~ n  Gleichiiiigen 
x, negatir zu setzen ist. 

F ü r  unseren Spezialfall ergeben die N e u  111 a n n  schen Gleichungen 
noch folgende Werte der katoptrischen Konstanten für den Objekt- 
punkt P. 

Aus dem Werte von 4, folgt, daB sich die E'oknlebenen 23, und Zlu, 
uin 44" gegen die X'ormalebene der Leitlinie gedreht haben. 

Die Bewegungsgesetze der veranderlichen Masse, 
Von FERDINAND WITTEXEAUEH in Graz. 

I n  gewissen Untersuchungeri der teçhnischen Mechanik ist es 
manchinal notwendig, die Masse des bewegten Punktes oder Korpcrs 
als veriinderlich anzusehen. Man versteht d a r d e r  nicht immer eine 
wirkliche ~ n d e r u n ~  der Masse, sondern die Veriinderung des Einflusses, 
den die Masse auf die B e w e p n g  ausüht. 

Fragen dieser Art  müssen mit Vorsicht behandelt werden; die 
gelaufigen Bewegungsgesetze, welcheli durchwegs eine unveranderliche 
Masse zugrunde geleg€. ist, gelten hier nur  mit  Eiiischr%nkung~n und 
bedürfen einer Überprüfung. 

E s  ist vielleicht keine undankbare Aufgtbe, die Hewegungs- 
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g~setze der veranderlichen Masse hier kurz zusainmenzustellen und an 
einigen Beispielen zu erliiutern; eine lteihe von Pehlern, die in 
Arbeiten von sehr bedeutenden Autoren zu finden sind, kennzeichnen 
die Schwierigkeit der Frage. 

Die Veriinderung der Masse eines bewegten Korpers kann auf zwei 
griindsiitzlich verschiedene Arten erfolgen. 

1. W i ~ k l i c h e  Zu- oder Abnahme der bewegten Masse; 
I I .  Gedachte Veriinderung der bewegten Masse. 
Die erste Art,  die u. a. beirn Auf- und Abwickeln schwerer 

Ketten vorkonirnt, die zuni Teil noch ruhen oder sum Teil wieder 
in Ruhe grlangt sind, wurde in der Literatur vielfach, aber nft fehler- 
haft behandelt. 

Die zweite Art koinmt vor bei Maschinengetrieben, deren bewegte 
Masse nach einem ausgezeichneten Punkte der Maschine reduziert und 
eberi durch diese Reduktiou veriinderlich, d. h. von der Stellung des 
Getiiebes abhangig gemacht wird. 

Diese beiden Arten weisen, so verschieden sie sind, gewisse Be- 
ziehungen auf, die den Einblick in diese eigentümlichen Bewegungs- 
gesetze erleichtern. 

1. Wirkliche Zu- und Abnahme der bewegten Masse. 

1) E s  sei 171 eine in Translation begriffene Masse, v ihre Ge- 
schwindigkeit, P die in der Rewegiingsrichtung wirkende Kraft, dt das 
Zeitelement; danu ist nach dem Satze vom Antriebe 

d (NU) = P. dt 

Tritt nun im Zeitelemente d t  eirie kleine Masse d M  mit der 
Geschwindigkeit v f  hinzu, so ist die Anderung der Bewegungsgr6Be: 

d ( M ~ ) = I - > d t + v ' . d M . . . . . - m .  (Il 

Diese Gleichung, welche den Vorgang in einfacher und durch- 
sichtiger Weise erklirt, wurde von R o u t h  in seiner ,,Dynamik der 
Systeme starrer Korper" (deutsche Ausgabe, Band 1. Seite 273) gegeben. 

1st zufiillig v' - v ,  d a m  geht Gleichung (I) über in 

d. h. es gilt das Bewegungsgesetz der unveranderlichen Nasse 

1st hingegen v'  nicht gleich v, so wird Gleichung (1) 

N d v  -1- ( U V ' ) .  d M =  P . d t  
11' 
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und die Beschleunigung 
P 1 d d l  7 = ,,- (V-v'). . 

1 d t  
oder 

Hier mid3 alfin die Veriinderung der Masse bereits berücksichtigt werden 
Zu demseliuen llesultate gelangt man auch mit Hilfe des Arbeits 

prinzipes. Zu Beginn des Zeitelementes ist die Hewegungsenergie 
der Masse Jfi $ Ml;" jene der hinzutretenden Masse: d N .  v P e ;  am 
Ende des Zeitelementes ist die Energie der vereinigten 3Tasseri: 
$ ( M +  d M )  (v  + d ~ ) ~ .  Reriicksichtigt man, daB die Massen M und d M  
mit iingleichen Geschwindigkeiten v und v'  zusammentrcffen und ihre 
Bewegung mit gleicher Geschwindigkeit u + dv fortsetzen, so erkennt 
man das Eintreten eines unelastischen StoBes, dcssen Energieverlust 

1 .  
M .  d M  

"1+dA71 
(v - v')" ; S U ( v  - v')~ 

ist. Das Arbeits-Prinzip liefert also die Gleichiing 

(M+dllZ)(v+dv)" ~lMv2-$d3f-v'B+ d X ( v  vr)'=P.ds.-.(3') 

also wieder Gleichung (1) folgt. 
Es sol1 dies an einigen Beispielen erliiitert werden. 

2) Ein Wagen, mit wasser oder Sand gefüllt, laufe aiif hori- 
zontaler StraEe; er verliere durch einen Schaden des Wagens gleich- 
formig seine Masse, 00  daU 

J I = % - k t ,  

wenn Mo die anfingliche Masse und k eine Konstante ist. Dann wiicl 
Gleichung (1) 

d ( M u ) = - c M g . d t + v . d M ,  

worin c die Konstante des StraBenwiderstandes ist und v' = u gesetzt 
wurde, weil die abflieBende Masse den Wagen in Richtuiig der Be- 
wegung riiit der Geschwindigkeit des Wagens verliBt. 

Es  bleibt also 
dv = - cgdt  

oder 
y = - C i /  

wie bei konstanter Masse. Des AbflicBen der Masse hat also keirien 
EiiifluB auf die Bewegung des Wagens. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3) Derselbe Wagen erhalte wiihrend seiner Bewegung den gleich- 
fijrmigen ZufluB von Masse aus einem in Kuhe befindlichen Rohre. 
D a m  ist 

J I=  nfo + 7 ~ t .  

Findet der ZufluB vertikal statt, so ist in Richtung der Bewegung v' = O 
und Gleichung (1) wird 

d(Mv) = - e M g . d t .  

Die Integration dieser Gleichung liefert 

sowie 
k 

y = - " - - M -  i [ ~ o o o - f ;  ( j lo+~!Z) t ] .  

Die Zeit,, weldie bis zum Stillstand des Wagens vergcht, ergiht 
sich mit 

wahrend sie oliiie Verniehrung der Masse, also für I;: = 0, den Wert  
hittt 

4) R e s a l  behanclelt in seinem Trait6 de m6canique générale, 
S. I., p. 339 folgende Aufgabe: 

An dcm einen Ende eines Fadens, der über einc Rolle mit hori- 
zontaler Arhse lauft (Fig. l.), ist eine Masse Jf hefestigt, an dem 
andern Ende eine ~ h e n s o  schwere Kette, die zum 

Big. 1. 

Teile auf einer horizontalen Ebene aufgehauft liegt; 
nian ermittle das Gesetz der Beweg~mg. 

1st x die Lange des bereits emporgchobenen Ketten- 
stückes, y seine Masse für die Liirigerieiriheit, so ist, 
wenn man von der Masse der Rolie absieht, nach 
Gleichung (1) 

x 

neil die Gescliwindigkeit v '  der neii hinziikonimenden ~e&nglieder  
nul1 ist. Diese Gleichung liefert also: 

Nennt nian 9 den' Urehungswinl~cil der Ilolle, so ist 
d x d B  d d'O . 

= v = y - -  - . 
d t '  d t  d t Z  
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154 Die Bewegungsgesetze der veranderlichen Mrtase. 

die Differe~izialgleichung der Bewegung. 
R a s  a l  vergiBt, die ver%nderliche hiasse zu beriicksichtigen; er 

unterdrückt dadurch das erste Glied der obigen Gleichung und findet 
bei Vernachliissigung der Rollen-Nasse 

5) Herr P i a r r o n  de  Mondes i r  beschaftigte sich in seiner Ab- 
handlug :  Sur la force (Mémoires de la société deu ingénieurs civils 1887) 
mit der Veranderlichkeit der bewegten Masse. E r  zeigt, daB sich das 
Gesetz der lcbendigen Kraft auf veranderliche Massen ebenso anwenden 
liilit, wie auf konstante Massen, vergiBt aber, die bei Verand&ung der 

Masse auftretenden StiiBe z11 berücksichtigen 
und kommt ebenfalls zu unrichtigen Resul- 
taten. Hem de  Mo n d e s i r  versucht folgendes 
Beispiel zu liisen: 

Die hochaten Enden zweier homogerien 
; Ketten, deren Massen p und für  di? 

Langeneinheit sind, werden durch einen 
undehnbaren, gewichtlosen Faden verbunden, 
der über eino Rolle Iauft (Pig. 2). Zu 

Beginn der Bewegung ist die rechte Kette bis zur Hohe 1 auf- 
gezogen, wKhrend die linke ganz auf einer horizontalen Ebene liegt; 
nach der Zeit t ist die reçhte Kette um z gesunken, die linlie hat sich 
um z gehoben. Man suche die Bewegungsgleichung der Kette ohne 
Rücksicht auf die Masse der Rolle und dic Widcrstkndc. 

Benützt man wieder die Gleichung (1) und setzt die ganze be- 
wegte Nasse 

2lf = zp' + (1 -- ,G)p > 
die bewegende Kraft 

p - p -  2 x 9 ~  - 2 9 , ~ '  

und beachtet, daB die im Zeitelement hinzukommende Bewegungsgr6Be 

und überdies v' = O id ,  so wird die Gleichung (1) 

d { L z p f  + ( 1 - z ) p ] v } =  [ ( 1  -z) ,u  - z p l ] g d t -  yvdz 
oder 

vay 'dz + vclv[yZ + (,ut- y ) ~ ]  = gl,uI - + p ) z ] d z . .  . (4) 
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Geht Irian hingegcn vom Arbeiteprinzipe aus, so miiBte gesetzt werden: 

Bewegungs-Energie der Kette + Energieverlust durch StoB (links und 

rechts) = Geleistete Arbeit 
oder 

Differ~nziert man diese Gleichiing, so erhdt  man Gleichung (4) wieder. 

Die Integration der Bemegungsgleichung (4) liefert für die Ge- 
schwindigkeit den Ausdruçk 

Herr P i a r r  o n  d e  M o n d e s i r  findet Gleichiing ( 5 ) ,  jedoch ohne 
die beiden Integrale; er hat also die auftretenden Energie-Verluste 
clurch StoB unberücksichtigt gelassen. 

E r  findet demgema8 

H a h n  beidc Ketten gleichviel Masse in der Langencinheit, d. h. ist 
p' = EL, so wird Gleichung (4) 

und 

 ahr rend Herr P i a r r o n  d e  M u n d e s i r  in dieseni Falle 

findet. Xr bemerkt, daB dieses ltesultat. auch aus der Gleichiing von 
Lagr a n g e  fiir konstante Masse entnommen werden konnte, weil die 
gesamte bewegte Masse jetzt unversnderlich gleich p l  bleibt; dies ist 
richtig, allein es darf nicht vergessen werden, daB trotzdem auch jetzt 
noch wic früher rechts und links Energieverluste durch StoB anftreten, 
welche das Hesultat beeinflussen. 
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156 Die Rew~~ngsgesetze der veranderlichen Masse. 

II. Gedachte Veranderung der Masse. 

(Eeduktion der RIasse.) 

6) 1st d m  ein Massenteilchen des bewegten KGrpers, u seine 
Geschwindigkeit, v die Geschwindigkeit eines bestimmten I'nnlites 
h! des Korpers, su versteht man unter 

die nach R r e d u z i e r t e  M a s s e  d e s  K t i r p e r s  und R selhst ncnnt man 
R e d u k t i o n s p u n k t .  

E s  ist ohne weiteres klar, da0 die reduzierte Masse die gleiche 
Bewegungsenergie haben wird, wie die wirkliche Yasse des Kürpers; 

ebenso ist aber au8 Gleichung (6) auch zii entnehmen, daB !JX ccine 
veriinderliche QrGBe sein wird und alu E'unktion des von 3 zurück- 
gelegten Weges s aufgefaBt werden darf. 

1st f ~ r n e r  P irgend eine auf den Korper wirkende Kraft, u die 
Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes, so versteht man unter 

das nach dem ~eduktioiispurikt  X reduzierte Krafttiysterri des Korpers. 
Auch wird veranderlich sein und kann. als Funktion von s auf- 

gefaBt merden; m m  kann als Einzelkraft voii 
Fig. 3. 

veriinderlicher Gr6Be denken, (lie auf die ver- 
iinderliche Masse !IR des Piinktes IZ einwirkt. 

Wi r  w o k n  dies an einem Rcispicle der 
eberien Bewegung niiher bcleuchteu. 

Hin homogener sçhwerer Stab Ah' (Fi% 3) 
gleite aus der ruhenden Anfangslage rp - g;, an 

A 
Wand und Boden nhmarts. Wahlt nian das 

FuAeiide il des Stabes als Ileduktiorispuiikt und nennt s seineil MTeg, 
so ist die nach Gleichung (6) reduzierte Masse 

worin 2Cf die wirkliche ;\lasse des Stabes und 1 seine I k i g e  id. 
Ferner wird nach Gleichung (7) die nach A reduzierte Kraft 
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Von FERDINASI) W I T T E N B A T T ~ .  157 

wenn auf die Reihung keine Rücksicht genomnien wird. Das FuE- 
ende A bewegt sich also genau so, als menii es ein h i e r  Piinkt von 

M G 
der Masse ware, auf die die Kraft cotg cp wirken würde. 

.l sinPrp 

7) Dieser Ersatz der wirkliclien Masse des Korpers und seines 
srirklichen Kraftsystems durch die reduzierte Masse rn eines Punktes 
und die reduzierte Kraft gestattet, die Bewegung eines IGrpers 
aiif die Rewegung eines Punktes mit ver%nderlicher Masse zurück- 
zuführen. Dies enveist sich vorteilhaft in dem Palle, daB die geo- 
metrische Form der Bewegung vorgeschrieben k t ,  wie dies bei den 
zwangliiufigen Maschinengctrieben zutrifft. Ich habe in mciner Ab 
handlung: ,,Graphische Dynamik der Getriebe" (tliesc Zeitsçhrift, Band 50) 
gezeigt, mie man die erwiihnte Xethode benüt'zen kann, um die Be- 
wegung des ebenen Maschinengetriebes mit ILiicksicht auf Kriifte und 
Massenverteilung z i ~  untersuchen, und habe auch versucht, die Über- 
legenheit dieser Methodc gegeniiber der rechnerischen Behandliing nach- 
zuweisen, da sie gestattet, die mirkliche Massenverteilung des Getriebes 
vollstiindig und genau zu  berücksichtigen, ohne irgend eine Vernach- 
i i k i g ~ ~ ~ g  oder Vereinfachurig rGtig zu rnachen. 

8) IJm zu dem Bew~giingsgesetze der reduzierten Masse zii ge- 
langen, denken wir  uns, der Weg s des Itoduktionspunktes K habe 
um d s  zugenommcn; die veriinderliche Masse llJt nehme hiebei um d Y l  
zu. Diese Zunahme an Masse crfolgt aber irn Gegensatze zu 1. ohne 
StoB, da sie nur gedacht ist; sie erfolgt im Zeitelemente d t  und durch- 
liiuft alle Werte der Gcschwindigkeit von O bis v ,  liefert also eincn 
Zuwachs an BewegiirigügriiBe von v a clD;lt; die Ariderumg der Be- 
wepngsgrGEe ist demnacli 

folgt. Man ~ntnimint  hicmils, daB das Arbeitsprinxip auch fiir Punkte 
mi t  g e  d a c h t e r  veranderlicher Masse seine Geltnng beibeMt. 

%il deinse1t)en Resultate würde nixn mit Ililfe der Gleic\-iiing (3) 
gelangen, wenn man sie folgendermaBen anschreiben mürde: 
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158 Die Bewegungsgesetze der verihderlichen Manse. 

d. h. wenn man die Energieverluste durch StoB in Gleichnng (3) ~iriter- 

drücken würde, da sic hier nicht vorkommen konnen. 
Ans Gleichiing (9) folgt überdies noch nach Division dmch d t  

eine Gleiehung, die mit (2) iibereinstimmt, wenn man dort v'- setzt. 

9) Nennt man L die Bewegungsenergie des Getriebes, so kann 
Gleichiing (10) geschrieben werden 

Ferner kann Gleichung (11) in der Form geschrieben werden 

die spezifische Energie der Massc nennt: 

Dies ware eine Definition dor Beschleiinigiinp, welche die konstante 
Masse mit der vcr~nclerlichen Masse gemein hat, wiihrend die gebrauchliche 
Definition 

für  veriinderliche Massen nicht anmendbar ist, mie Gleichiing (11) lehrt. 

10) Die Beziehungen zwischen Energie der Bewegiing L, ver- 
anderlicher Masse m, W e g  s, Kraft y ,  Gesçhwiridigkeit v und Be- 
schleiinigiing y lassen sich sehr anschaulich diirch e h  raurnliches Dia- 
gramm (Fig. 4) darstellen. 

Der Ziistand eines bewegten Getriebes sei für eine bestimnte 
Stelle s des Weges diirch die Rewegiingsenergie und die reduziprbe 
Masse YJ1 des Getriebes gegeben. Betrachtet man s, L, YJl als recht- 
winklige Koordinaten eines Funktes II, so schildert die Lage dieses 
Piinktes den aiigenblicklichen Bewegungsziistand des Get'riebes. I I ,  sei 
dessen Anfangszustand; die raumliche K u r w  ROB gibt den Verhuf der 
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Zustandsanderungen des Getriebes. Ihre Projektionen auf die drei 
Koordinatenebenen sind: das Energie-Weg-Diügramm, dm Masaen-Weg- 
Diagramm und das Energie->Tassen-Diagramm. 

Zieht man in dem Punkte P des ersten dieser Diagramme die Tangente, 
so ist die Neigung a derselben gegen die s-Achse nach Gleichung (12) 

d L 
t y a  = = p  

d s  

ein MaB für die rednzierte Kraft des Getriebee. 
Verbindet man die Punkte R und S', so gibt die Neigung y dieser 

Geraden 

ein NaB 
fernung 

gegen die !?Ils-Ebene in 
L 

t g y  - = O  'm - 
für die spezifische Energie der Masse. Legt man in der Ent- 
OM= Maeseneinheit einc Ebene parallel der Ls-Ebene, so 

sçhneidet diese die Gerade RS in G ;  der Ort aller dieser Punkte ist 
das Diagramm GOG.  Die Ordinaten dieses Diagramms sind megen 

die spezifisçhen Energien oder die halben Geschwindigkeitsquadrate; das Dia- 
gramm kann also als eine Art Ge~chwindi~keitsdiagramm aufgefaBt merden. 

Die Neigung P der in G gezogenen Tangente dieees Diagramms 
gegen die ms-Ebene ist nach Gleichung (13) 

p i n  MaB fiir die Reschlennigung der Bewegung. 
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160 Die Bcwegung~gesetze der veranderlichen Masse. 

Zieht man an das Energie-Ifassen-Diagramm von O ails die Tan- 

genten, so findet man jene Zustiinde des Getriebes, in  denen die kleinsten 
oder gr6Bten Geschwindigkeitm bestehen. Die Stellen v,,, und v,,, 
sind im Geschwindigkeitsdiagramm angedeutet worden. Diese Eigen- 
schaft des Energie-lfassen-Diqrarnins habe ich benützt, um eine neue 
Art von graphischer Bestimmung des Schwungradgewichtes anzugeben 
(Zeitsehrift des Vereins deutscher Ingenieure 1905). 

Gewohnlich wird man mit den beiden anderen Diagrammen sein 
Anslangen finden. Man klappt sie d a m ,  wie es in der darstellenden 
Geo~uetrie iiblich ist, in eine Ebene und arbeitet mit diesen beiden 
Projektionen der Zustandskurve ROB. Dies sol1 an einem der Getriebe- 
lehre entiiommenen Reispiele noch niiher erlautert werden. 

il) Die zwangliiufigen Getriebe, die im Naschinenbau Verwendung 
finden, durchlaufen immer wieder dieselbe Stellunp. Darin ist es be- 

Fig. 5 .  
gründet, daB die veriinderliche Masse %Tl 
immer eine periodische E'unktio~i ist. 

Ais Reifipiel sol1 ein Paar kon. 
gruenter elliptischer Riider behandelt 
werden, die sich um ihre festliegenden 
Brennpunkte O, O, drehen (Fig. 5 ) .  Wir 
wollen den beweglichen Brennpunkt A, 
des linken Rades als Redukti~ns~unlct 
wahlen und die Masse JI des rcchtcn 
Rades dahin reduxieren. Bczeicli- 
nen wir 

0,02= A , A 2 =  2 a ,  

OIAl = O,A, = 2 e  

und mit Nka das Triigheitsmornent des Rades um seinen Brennpunkt, 
so ist 

die nach A, reduzierte Masse des rechten Rades. Die meitere Reduktion 
von m nach A, verlangt die Gleichung 

oder 

Pie weitere Rechnung lehrt, daB 
d $  - 4 b e  
- - 
r l q  .ce 
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worin b die kleine Halbachse der Ellipse und x die veranderliche 
Entferniing A, O2 ist; es wird also 

47i9b2 1 gJ -31 .---.- 
2 - eÎ  x r J  

worin x periodisch zwischen den Werten 2 (a - e) und 2 (u + e) schwankt. 
Nehmen wir an, die Anfangslage des Radpaares sei rp = 0, @ = 180°, 

die anfingliche Bewegungsenergie sei L,, iind die Eider wiiren sich 

niin selbst ülerlassen. Sieht man von allen Wiclcrstànden ab, so ist 
die Arbqit, welche von den beiden gleichen Cewichteii der Riider 
geleistet wird: 

A = ~ g e  sin q ("--l), 

ebciifdls eine pcriodische Funktion. 
Für das vorliegencle Getriebe ist also 
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Wiihlt man die Kurbelwarze A als Reduktionspunkt und nennt 
,XI die in der X-ltichtung geführte Masse des Schiebers, so liefert die 
nach Gleichung (G) vorgenommene lleduktion der Masse 

Ebenso gibt die lleduktion der Masse des anderen Schiebers nach A 

Neurit mari ferner IC i ,  die gleichforruig verteilte Masse der Staiige A l ?  
u n d  reduziert sie nach A,  so giht Gleichiing (6) 

%JI3 - 2C1, ($ + 2 sin") 

und ebenso die Masse Jf4 des Stabes A C  

Die gesamte veranderliche Xasse des Getriebes ist demnach 

Die Bedirigung für unveranderlichen EinfluB der Masse auf die Be- 
wegung wird also 

2 Ml + M3 = 2JJ2 + ,M4, 

und in diesein Falle wird die reduzierte Masse 

91 2 (ICI, + dg2) + $ (M ,  + M,). 

13) Bei dem in Pig. 9 dargestellten dreifaoh gekoppelten Parallol- 
kurbe1gt:triebe haben die seclis Kurbelri unveranderlichen EinfluB auf 
die Bewegung. Reduzieren 
wir jedoch die Massen Fig. 9. 

NI NL df3 der drei hori- 
zontal hin- und hergehen- 
den Koppelstangen nach A, 
so wird rnit Renutzuilg von 
Gleichung (6) die reduzierte 
&sse eine periodische 
Bunktion 

= Ml sin2 y + sine (rp + Y) + JI3 sin2 (Y + y + a) ,  

wenn cp den veranderlichen Kurbelwinkel von OA, u/3y die konstanten 
n'inkel zwischen den drei Kurbeln bezeichnen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



164 Spannungen und E'orm%ndcrurigeu eiuer rotierenderi Hohl- und Vollkugel. 

Obigem Ausdruck kann die Form gegeben werden 

'$Yl = Jf2 sin" + 31, sine /3 
f sin2 <p (iMl + JI2 cos 2 y + IV3 cos 2/31 

+ sin q cos q~ (III2 sin 2 y  - nl, sin 2P) . 

Sol1 nun z. B. der EinfluB der drei Stangenrnassen auf die Bewegung 
des Getriebes unverZnderlich bleiben, so muB konstant, also von q 
iinabhangig sein. Dies erfordert die Redingungen 

Fig. 10. 
JIL COS 2~ $- 1&f3 COS 2P = - Ill, 

ïW2 sin 2 y  - , i f3  #in 2P = O 

Jf2  cos(2y - 180°)+ Jf3eos (2P- 180')-Ml 

JI2 sin ( 2 y  - 180°) - M,sin (2B- 180°j=0, 

2 8  woraus sich folgeiide liegel f i r  die Wahl der 
Kurbplwinkel a p  y ergibt (Fig. 10): 

Stellt man die gegebenen Stangenmassen 1CfLil.IBJ13 durch Strecken 
dar und bildet aus ihnen ein Dreieck, so sind die doppelten Kurbel- 
winkel 2 a(, 2 f i ,  2 y die um 180° verrnchrteii Drcieckswinkel. 

Die konstante reduzierte Nasse der drei Koppelstangen wird dam 

m = + (Ml + N2 + JI3) . 

Spannungen und Formanderungen einer rotierenden Hohl- 
und Vollkugel. 

Von Ingenieiir ALFOXS VINCENZ LEON, 
Assistent an der k. k. Techri. Hoclischule in  Wien. 

1. Schon bei verlililtnisinliBig einfachen Aufgabcn der Elastizitits- 
thenrit: kerint man die exakten Ltisungen nocli nicllt, und man nmB, 
un1 zur Kenntnis der GrtiBe der elastischen Krafte und E'ormhier~ingeii 
zu gelangen, Nïherungsverfaliren benützen. Zu diesen Aiifgaben gehort 
auch die Bestimniung des Spannungs- und Deformationsï,ustandes einci. 
urri eine fixe Achse mit konstariter Winkelgescliwiridigkeit rotiereiideii 
festen, elastischen und isotropen Hohl- und Vollkiigel. Dennodi  laswn 
aich die streng gültigen L5siingen dieser Aufgalie angeben. 

Dei dei- Bestimmiiug des Gleiçhgewichts einer Kugelschale, iii 
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welcher die Temperatur in besonderer Weise von zwei Variablcn ab- 
hangt, hat J. S t e f a n  einen eigenartigen Weg eingeschlagen. (Siehe 
Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften. Nath. 
Nnturw. K1. 1881, Mgrz, S. 565.) Derselbe führt auch bei dem vor- 
liegenden Problem zum Ziele, wenn man ihn der Aufgabe anpaBt. 

Bedeuten K und @ die K i r c  hhoffschen Elastizitatskonstanten, 
r, y, @ die Polarkoordinaten eines Punktes der Hohlkugel (die Aquator- 
ebene als Basisebene angenommen), Ar die Verschiebung dieses Punktes 
in radialer Richtung, ar die in dieser Richtung herrschende Normal- 
spannung, At die Verschiebung normal zum Radius in der Meridian- 
ebene, 6, die tangentiale (meridionale) Normalspannung, d p  die Ver- 
schiebung im Parallelkreis, G~ die entsprechende Spannung, so sind die 
Beziehungen zwischen Spannungen und Formanderungen gegeben durch 
die Gleichungen (Siehe G. Jiamé, Leçons sur la théorie mathématique 
de l'élasticité) : 

(1) a,.= - 2E Ô ( A  r )  
[-al + (94 

(5 =-  2K 
P r r cos rp 

wobei v die kubische Dilatation ist, und dargestellt wird durch den 
Ausdruck 

(4) 
~ ( A Y )  2Ar a(&) sincp At v = - 

ar + T +  ~ - ~ s t p r . ~  

weil d p  naturgemiiB Null ist. 
Die Schubspannungen in den Meridianebenen verschwinden eben- 

falls; die noch übrig bleibende Schubspannung gehorcht der Gleichung 

nabei sind die Druckkrafte positiv, die Zugkriifte negativ bezeichnet. 
Bedeutet y da3 spezifische Gewicht des Materials, aus deru der 

Korper hesteht, g die Beschleunigiing der Schaere und tr; die Winkel- 
geschwindigkeit, so hat die Fliehkraft pro Masseneinheit in radialer 
Richtung den Wert 

die Fliehkraft in der Richtung des Meridians ist gegeben durch 

w' f =-L r cos cp sin rp. 
9 

Zeitschrift f. Mathematik u. Phpsik. 52. Band. 19D5. 2. Haft. 12 
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166 Spannungen und Formhderungen einer rutierenden Huhl- und Vollkugcl. 

Der Untersuchung liegt ein Volumelemcnt von der Gestalt eines 
Kuppelgewtilbesteins zugrunde. Die Gleichgewichtsbedingurigen lauten: 

a t  C(ci,cos<p) 3ccoe<p+apsinrp  
F& + -7 + ------ r cos <p 

+ f ; = o .  
r o  9 

Daher erhalt man, wenn man in den vorstehenden Gleichungen 
die Kriifte mit Hilfe der Gleichungen (l), (2), (3), (5), (61, (7) eli- 
miniert : 

wobei 

(10) 
a ( A t )  

Drückt man nun v durch eine neue GroBe y aus, und zwar derart, daB 

(11) 
1 yw" z w e  2 

v = - [ I j  - = Y  + ; -r  sinzq], 
2 K(1 + 0) J g  J g  

so gehen die Gleichungen (8) und (9) in die folgenden über: 

(12) 
a 7 3 P r2cosrp, f I F = O  
o r  a ( ~  

(13) 
a7  z p  

C O S C ~ Y  - K  = O ,  
g, a r 

welchen man durch die Funktionen 

(14) 7 = L + M ~ i n ~ ~  

(15) 0 = NcosS  rp . sin rp 

gcnügeu kann. L, JI, N sind Funktionen von r und den Bedingungen 
unterworfen 

Aus den Gleichungen ( 1 G )  ergibt sich 

(17) 
B Ji= Ar2 + 

(18) 
B jyAv= gArJ .- - 

r 2  

(19) 
B 

L - - c - + A y z - -  
3 r 3  

A, B, C sind konstante Gr6Ben. 
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Bus (17) und (19) folgt ferner 

Po) 3 L +  M=3C.  

Die Verschiebungen seien ausgedrückt durch die Formeln 

Ar = G + Hsin2cp 

At = Tsin cp cos <p 

G, H, J sind Funktionen von r. Aus (4) und (10) ergibt sich 

ist aber schon durch die Gleichung (15) ausgedrückt. Ebenso 
ist v gegeben, wenn man in der Gleichung (Il) für 7 den Wert aus 
(15) einsetzt. Man erhiilt also zur Bestimmung der Punktionen G, H, J 
die Gleichungen: 

Aus den vorstehenden Au~idrücken lasscn sich die folgenden entmickeln: 

D, E, J', sind konstante Gr6Ben. 
Setzt man für  LW und N die Werte ein, so bekommt man: 

Die weitere Aufgabe besteht nun darin, aus den Oberfliichen- 
bedingungen die sechs Konstanten A, B, C ,  D, E, F zu bestimmen. 
Gelirigt dies, so bekomint man für die Formanderungen und Spannungen 
die richtigen, weil einzigen Losungen, da das Problem eindeutig ist. 

12 * 
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168 Spannungen und Formandenmgen einer rotierenden Hohl- und Vnllkiigel. 

Wir nenneu den Radius der inneren Beg-renzungsfiache der Hohl- 
kugel ri, denjenigen der auBeren r,. Wirken keine auBeren Krafte 
auf den Korper e h ,  so muB 6, = z = 0 werden, wenn r den VCTert r, 
oder r ,  annimmt. 

Demnach lauten die Oberfliichenbedingungen: 

Ersetzt man in den vorstehenden drei Doppelgleichungen G, H, J 
durch die aus (26), (2ï) ,  (28) zu folgernden Werte, L, 31 durch die 
Werte aus (17), (19), sÔ erhalt man sechs Gleichungen, welche die 
Konstanten A,  B, C, D, E, F linear enthalten, sodaB deren Bestimmung 
keine prinzipiellen Sçhwierigkeiten macht. 

Diese Aufgabe kann jedoch erleichtert werden, wenn man aus den 
Gleichungen (I), (II), (III) gewisse neue Beeiehungen ableitet: Multi- 
pliziert man die Gleichung (9 mit drei und addiert sie sodann zu (II), 
so folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen (20) und (28): 

Diese Doppelgleichung enthalt bloB C und D. 
1Z H 

Führt man ferner in die Gleichungen (II) und (ILI) für und 

d J 
rdr die Werte aus (25) und für M, bezw. N die Werte aus (17) 

und (18) ein, so bekommt man: 

Rildet man nun die Wertverbindungen H -  J und 2 H  + 3 r J  
so wird 
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Von AI.FONY VINCENT. LEON. 169 

Mit Berücksichtigung von (26) und (27) erhilt m m  endlich 

E O  ( 3 + 7 0 ) y w a  ( I + Z O ) B  r=r  (III) 1 -,-- 9.3 - - i i i 2 K ( i + O ) g  4 K ( i + 0 ) r 8 -  r i a ~ ( i + @ ) ~ ' ' - -  

Aus der Doppelgleichung (LI') lZBt sich E, aus (III') F climinieren, 
sodaU zwei in A und 13 lineare Gleichungen übrig bleiben. Hat man 
aber die Werte für A und Il, so geben (II') und (III') die Konstanten 
E und F, C und D sind durch (1') für sich bestimmt. 

II. Gr6Bere Wichtigkeit kommt zweien Sonderfallen zu, bei denen 
sich die Entwicklung vereinfacht: dem Falle einer sehr dünnen Kugel- 
schale und dern Falle einer Vollkugel. Wir wollen zuniichst auf den 
letzteren genauer eingehen. Der Radius der Ki~~eloberfliiche sei mit R, 
welches an Stelle von r ,  tritt, bezeichnet. ri nimmt den Wert Nul1 an. 

Es ist ohne weiteres klar, daB 

(29) D=O, E=O, B 7 0  
wird. 

Für die Restimmung der noch fehlenden Konstanten bringen die 
Gleichungen (1'), (II'), (III') keinen wesentlichen Vorteil, sodaW wir 
von deren Benützung absehen. Die Ausdrücke in (26), (27), (28) gehen 
in die folgenden über: 

(30) H- J =  
1  (31) 2H+3J=F.r- - -  

2 K ( I +  ~j [(I + 2 @ ) A  - Y ~ ] Y ~  2 9  

Ltst  man diese Gleichungen nach G, H, J auf, so bekommt man: 

Es lassen sich daher ails den Gleichi~n~en (1), (TT), (III) mit Hilfe von (1 7), 
(18), (19) für die Konstanten folgende Bedingungsgleichungen angeben: 
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170 Spanniingen und I~'orm%nderungen einer rotierenden Hohl- und Vollkugel. 

Man erhalt also 

Die Gleichungen (33), (34), (35) schreiben sich daher in folgender 
Weise: 

y  w e  2 ( 3 $ i 6 0 + 2 5 0 9 + 1 0 0 ~ R e  4 + 1 3 0 $ 6 8 P r +  
(40) G = 5 ( 1 + 0 ) ( 7 $ 1 9 @ ) K ~ [  -- 1 + 3 0  2 1 

Somit lauten die streng gültigen Formeln für die Verschiebungen eines 
Punktes einer rotierenden Kugel: 

y uq2 1 2 ( 3 + 1 6 @ + 2 5  @2+lO@z)R~ 4 + 1 3 0 + 5 0 2  (43) A r = -  - (7 + l 9 B )  Ky 1 + 3 0  2  ~ ' 1  

y U J ~  

(44) A t = 2 ( 7 + 1 9 u ) l i r ,  [- (3 + H@)R2 + ( 2  + 5 @ ) r 2 ] r s i n 9  c o s y .  

Durch partielle Differentiation ergeben sich daher die folgennden, für 
die Aufstellung der Spannungsformeln wichtigen Differentialquotienten: 

a ( A  9.) 
- - - - 

1 2 ( 3 + 1 6 0 + 2 5 0 z + 1 0 ~ S ) R e  3 ( 4 + 1 3 0 $ 5 @ "  ), 

a~ p + % i j K j ( 5 p + O ) [  
-- - - ] 

l + 3 0  2 

sine <p 
+[-(3+80)B2f  3 ( 1 + 3 0 ) r ' ] ~ )  

% (d r )  - 
- 

y 7ue 
-- - 

Z q  
( 7 + 1 g m [  - (3 + 8 B ) R 2  + (1 f 3O)r 'Irsin ipcos ip 

a(dt) = 3 - [ ( 3  + XM)R2+ 3(2 + 50)r2]sinpi cos pi 

2 ( 7 + 1 9 0 ) K g  

Da wir die Werte der Konstanten kennen, lassen sich die Hilfs- 
funktionen L, H ,  N,  somit auch 7, B und v angeben: 

3 ( 3 +  7 0 ) y w 2  JI= - -- -- 

2 ( 7 +  190)9'  

(7 + 7 O ) y l u s  NL- 1--- - 

(7 + 1 9 0 ) ~ ~ "  

y u e  ( 3 + 5 0 ) R e  3 + 7 @  L=-[  - -  + ---- 
6 ( 1 + 3 0 )  2 ~ +  1 9 @ f l  
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(3 + 7 O)ywB p = - - -- - - - 
(7 + 19 8) Kg 

r" cos" sinrp 

SchlieBlich konnen nach diesen Vorbereitungen die Formcln für 
die Spannungcn in einfacher Weisc cntaickelt werden: 

(3 + 8 O) y w 2  
(49) 2 = (7  + 19 8 ) g  

( R  - r2) sin y cos y. 

III. Man sieht aus vorstehenden Formeln, daB die elastischen 

Krifte und Forrolnderungen proportional sirid Ùem Faktor Y*; erstere 
sind unabhingig vom Schubrnodul K. 9 

Die radiale Spannung G, verschwindet einerseits, wenn r = R ist, 
also an der OberHiiche, andererseits aber auch, wenn 

1-O + 45 @ O P  

sin <P = * i5 
und zwar für jedes r. O liegt zwischen $ und 1. Für  diese Werte 
ist der Kenner des unter dem Wurzelzeichen steheiiden Bruches groBer 
als der Zihier. Es gibt daher im allgemeinen einen Kegel mit dem 
kleinen Offnimgswinkel 90 - 9, dessen Spitze der Kugelmittelpunkt 
und dessen Bchse die Drehungsachse kt, langs dessen Mantel keine 
Kormalspannungen in der Richtung der Erzeugenden vorhanden sind. 

Fiir dic Drehungsachsc erhiilt man durch Einsctzen von rp = 90' 
folgende Formelri: 
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172 Spannungen und Formanderungen einer rotierenden Hohl- und Vollkugel. 

Die durch vorstehende Formeln ausgedriickten Normalspannungen 
sind zugleich Hauptspannungen, da Schubkrifte fehlen; sie werden 
durch Parabeln dargestellt. 

Die radiale Kontraktion Ar ist stets negativ; sie verschmindet 
irn Kugelxnittelpunkte und erreicht an der Obefliche den numerisch - 

( 1  + 12@+ 25@B)yw'R3 
gr6Bten Wert  gleieh - 10~1+S.-~~j7t1190)x7~ 

( 3 f  b O ) y w e R B  
Die kubische Dilatation im Eugelmittelpunktc ist 

&, ji + 

(3 + 6  O - 5 @ q y w t R "  
an den Polen hingegen 

5 ( l +  0 ) ( 1 +  30)(7 + 1 9 % ~ ~ '  

Die Normalspannung langs der Achse ist stets positiv, d. h. ein 
Uruck; an der Oberfiache Null, wiichut sie gegen den Kugelmittelpunkt 

( 3 + 6 @ - 5 O e ) y w e R 2  
bis zur Gr6Be 

5 ( 1  + 0) (7 
an. Die Spannungen in einer 

Parallelkreisebene sind negativ, also Zugkrifte; für den Kugclmittel- 

punkt sind sie - (12 + 49 @ +oo87yio' R'; gegen die Pole nehmen sie 
5(1+ 0 ) ( 7  + 1 9 0 ) g  

. ( 3 + 6 0 - 5 0 4 y w e R "  bis - - ab. Die Polspannungen sind also dem nume- 
5 [ l  + @)(7 + 19Ojg 

rischcn Werte nach gerade so groB, wie die Spannung im Kugel- 
mittelpunkt Iiings der Drehungsachse. 

In der ~ ~ u a t o r e b e n e  gelten folgende, durch Einsetzen von q - O 
erhaltene Reziehungen : 

6,, G,, G, sind Hauptspannungen. Die mir ~ ~ i i a t o r e b e n e  normale 
Spannung verschwindet für r = R; gegen das Innere der Kugel ist 
es eine Druckkraft, gegen die Oberflache ein Zug; die Druckspannung im 
Mittelpunkte ist gerade BO groB, wie die Zugspmnung an der Oberflache. 

Pür  r = O erhalten wir die uns schon bekannten, für den Kugel- 
mittelpunkt gültigen Formeln; nur die Bezeichnung ist eine etwas 
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andere: es wird 6,  = cTP und nicht wie früher 6, = $, denri jetzt spielt 
die radiale Spannung die Rolle derjenigen, die wir früher als tangen- 
tiale bezeichneten. 

Für den ~ q u a t o r  ist r = R zu setzen. Man bekornmt: 

Die Überhohung des :4quators gegenüber der ursprünglichen Be- 
grenzungsflache defi Korpers ist groBer als die Abplattung der Pole. 
Der Unterschied zwischen einem Durchmesser des ~quatorkreiaes  und 

( 2 <  50)yw2Rs 
der Drehungsachso betriigt wghrend der Drehung W0>lig . Die 

an Kugeln von verschiedenen Dimensionen und gleichen Stoffen durch 
Drehungen von gleicher Winkelgevchwindigkeit erceugten Abplattungen 
verhalten sich wie die dritten Potenzen der Radien. 

Die Spannungen iin k p a t o r  und in der darauf senkrechten Richtung 
sind uegativ; die ersteren übertreffen weitaus die letzteren. 

SchlieBlich sollen noch die fur die Kugeloberfliiche gültigen Formeln 
entwickelt werden. Durch Einsetzen von r = R in die allgemeinen 
Beziehungen erhalt man: 

I (1  + 3 0 ) y w 2 R  At - 
4(7 + 19 $1) Kg sin 2 rp 

I yweRe 
y = -- - [(il + 32 O + 5 0') l O ( i + @ ) ( l $ 3 0 ) ( 7 + 1 9 @ ) K g  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



174 Spennungen und Form&nderungen eines Hohlxylinders und oiner Hohlkugel. 

Somit gelten an der Oberflüche folgende Regeln: . - 
8 + 13 O + 25 Oz 

Die radiale Dilatation ist Null, werin sin y = i5 (1-- + 3 0) (2  +Ti O; 
ist; in hoheren Breiten ist sie riegativ, in geringeren positiv. Dieser 
Winkel bestirnmt die Lage der Durchschnittliriien der Oberfliicl-ien des 
Korpers Tor und nach der Drehung. Dic Verschiebung gegcn die Pole 

7w2R 
ist, für komplementiire Winkel gleich und proportional dem Paktor - - - 

Kg 
( 1 + 3 0 ) y u P R  

Sie erreiïht daher bei rp = 45 den gr68ten Wert gleich - (ii-i. 
Ilie kubische Dilatation nimmt mit wachsender Breite ab. 
Die Richtungen der Hauptspannungen sind die 'l'arigenteri an 

Meridian und Parallelkreis. 
Uie ATornzalspaîz~zu~zg im Jieridim ist afz der yatzzen. Oberflbche 

kovzstad und xwnr ein Zug; die Spannung in der Richtung des Parallel- 
kreises hingegen ist abhiingig von der geographischen Rreite und 

III geringeren 

Rreiten besteht, eine Ziigspannimg, in hijhe~wi eine Drockspannung. 
IV. Liegt eine Hohlkugel Tor, deren Dicke gegen Null abnimmt, 

so nühern sich, wie man aus den Doppelgleichungen (1'), (II'), (III') 
cntnchmcn liann, dio Konstanten D, 3, B dcr Null; somit erhalten 
die übrigen Konutariten die für  die Vollkugel erruittellen Werte, wobei 
R niin den Radius der dünnen Kugelschale bezeichnet. Darails folgt 
der Satz: eine diinne 7iugelformiye elastische Schale gela@ in d m s e l b ~ n  
Spunnunys- und Deformntio~zsz~~stund, zoie die Oberflüche einer Eugel noin 

yleichen LWateriai tuzd Radius, zoemz beirie Korper 2nd derselben ITrirzkel- 
geschwindigkeit rotieren. 

Spannungen und Formanderungen eines Hohlzylinders und 
einer Hohlkugel, die von innen erwarmt werden, unter 
der Annahme eines linearen Temperaturverteilungsgesetzes, 

Von Ingenieur ALFONS VISCEXZ LEOX, 
Assistent an der T'echn. Hochschiile in Wien. 

1. Wili man die GrijBe der Spa~inungeri absçhitzen, welche iri 
Rohrleitungen für heiBe Gase und Flüssigkeiten, in Geschütz- und 
Gcwehrlaufen, in Schornsteinen und modernen Hochofen deshalb auf- 
treten, meil die Temperatur in den einzelnen Punkten dieser KGrper 
verschicden ist, so drangt sich die E'rage auf: welchen Gesetzen gehorchen 
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Von ALIFONE VINCENZ LEO'I. 173 

die Spannungen und Porminderungen in einem zylindrischen Rohre, 
das von innen erwarmt wird? Führt man als Temperaturgesetz die 
Reihe ein, welche Fourier für die konzentrische Verteilung der Tempe- 
ratur in einem Hohlzylinder aiîgegeben hat, oder aiich nur deren erste 
Glieder, so kommt man zu verwickelten, für Zwecke der Praxis wenig 
brauchbaren Formeln. Niiherungsweise kann man stets annehmen, daB 
die Temperatiir mit zunehmenrlem Radius gleichmiiBig abnehme. 

Jedes Element in1 Innerii des Hohlzylinders wird sich deformieren. 
Dies rührt von Kriiften her, welche auf die Oberflache des Elements 
von den umliagenden Molekülen ge%uBert werden. Es ist ohne weitcres 
klar, da0 das zylindrische Rohr nach der Pormanderung ein Drehungs- 
korper sein wird. nnher eignet sich zur Untersiichung ein halbpolares 
Koordinatensystem am besten. Es  kommen drei Richtungen, die 
axiale, tangentiale und radiale in Betracht; sie seien niit den I3uch- 
staben a, t und r bezeichnet. E s  kann sich ein Punkt nur in radialer 

- 
bezeichnet. Ferner müssen die Summen der Komponeriten der auf das 
Volumelement wirkenden elastischen Krafte in den drei Achsenrichtungen 
Nuil sein, woraus man folgende Beziehungen erhalt: 

und axialer Iiiclitung versdiieben, und zwar ruüssen die Verrückungen 
aller in demselben Parallelkreise liegenden Punkte gleich gr08 sein. 
PP;E),P, (Fig. 1) bleiben daher in derselben ~ e r i d i ~ n e b e n e .  E s  stehen 
also auch nach der Formanderung die 
beiden durch PP, gehenden Seiten- rig. 1. 

A 

flachen des Volumelementes auf der 
Seitenflache P, P, senkrecht. Daher 
k6nnen in den drei in  P zusammen- 
stoBenden Scitenfliichen keine Schub- 
spannungen normal zu PP9 nnd PP, 
bestehen. Solche gibt es also nur in 
den beitien durch P Pl gehenden Ebenen. 

(Siehe z. B. W i n k l e r  : Über die Pestigkeit der Rohren . . . Civiling. 
1860, S. 336.) 

Nach dern S a t a  vom paarweisen Au[- O,. 
Y: 

treten der Schiibspanniingen (Momenten- i _--- -/a+,,:,- 
$ ' 

! &/T; /,,f' satz) müssen die beiden in Betracht y ,  .-! -, ,.y 

+&: kommenden schiebenden S pannungen 'y- ..,.& 

'4. einandcr gleich sein; sie seien mit z 
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176 Spannungen und Formanderungen eines Hohlzylinders und einer Hohlkiigel. 

Es bedeuten da, dl, G,  die axiale bezw. die tangentiale und . . - 

radiale Spannimg. Die rehtiven Langeniinderungen der drei Kanten PP,, 

PP, und PP, sind 7, Ar -, a(dr' afxx), -- wenn A r  und Ax die Ver- a 
rückungen des Punktes P in der radialen und axialen Richtung 
bedeuten, und für diese gelten nach dem Superpositionsgesetze offenhar 
folgende Gleichungen, da die vorhandenen SchubkriiRe keine Lbgen- 
andenmgen der Kanten, sondern nur ein Schiefstellen derselben bewirken: 

E ist der Elastizitiitsmodul, m die sogenannte Poissonsche Kon- 
stante. Die Druckkriifte sind positiv bezeichnet. 

Um auch z durch die Verrückungen des Punktes P auszudrücken, 
muB man die Andermg des Winkels P,PP, suchen. 1st niimlich K 
der Schubmodul und y die Winkeliinderung, so ist 

E s  kann y dargestellt werden als Surnme der Winkelanderungen, 
welche entstehen, wenn P, und Pa sich gegen P verschieben. 

Das r und x von P i s t  nach der Formanderung r f d r . .  .z+Ax, 

a(d4 Die beiden Winkeliinderungeu sind also --dx : d r  = --- 
22 

a(d") bezw. 
ar 

a V r )  a(dx) ~ ( d r )  E d z :  d r  = - ,  daher y = -- + -- und a x ax a~ a x 

Hiermit sind alle Krafte durch die Langen-hderungen ausgedrückt. 
Iliese Gleichungen waren gültig, wenn die Temperatur sich nicht 

anderte. Denken mir uns die Temperatur der mittleren Mantelschichte, 
7. + r  

d. i. derjenigen, deren Abstand von der Achse Y,,, =-y ist, als 
2 

N ~ r m a l t e m ~ e r a t u r  angenommen, so kann die Temperaturerhohung 1 
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At 
einer Schichte im Abstande r ausgedrückt werden durch t = -- (Y - Y,), 

4 
wenn At der gesamte Temperaturunterschied zwischen Innen- und 
AuBenmantel und rl, = ru - ri die Rohrdicke bedeuten. Es  müssen 
die relativen Langenanderungen nach den drei Richtungen iim a . t 
vermehït werden, wenn mit a der lineare Ausdehnungskoeffizient 
bezeichnet wird. Es ist also 

(4) 
a . d t  

a - t = - - (Y - r,) = - a l ( r  - r,), wobei 4 

Die gesamten relativen Langen- und Winkelanderungen sind also 
gegeben durch folgende Gleichungen: 

G (Ar)  -- 
1 1 

3. - - - P r  E - i ( 6 ,  + GJ] - a f ( r  - Y,), 

Es sind sechs Unbekamte vorhanden: A r ,  d x ,  6,, ar, G~ und z. 
Es stehen aber auch sechs voneinander unabhiingige Gleichungen zur 

Verfügung: (l), (2), (6), (7), (8) und (9). Dadurch sind die Spannungen 
und die Verschiebungen als Funktionen von r und x bestimrrit. Da, 
auBer den Unbekannten auch deren Differentialquotienten vorkommen, 
su wird sich die Notwendigkeit ergehen, Konstanten zu bestimmen. 
Hierzu dienen die Bedingungen: 

für x = 0 und für x = h muB ci, - O sein, unabhangig vun r, 

77 a >, i ' r  O ,> 7, 7, 2, 

weil mir annehmen, daB auf den KGrper keine iiuBeren Kriifte ein- 
wirken. (Fig. 2.) 

Rechnet man aus den Gleichungen (6) bis (9) die Spannungen 
als Funktionen der Formanderungen aus, so e rhd t  man: 

E,m 
(6,) G = - - -- 

Ar ~ ( A I . )  ~ ( A x )  
* (nt + 1) (m - 2) [ ( ~ - 1 ) ~ + ~ + ~ ~ + ( m + 1 ) u ~ ( r - r , ) ]  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



178 Spannungen und Formiinderungen eines I-Iohleylinders und einer Hohlkugel. 

Würde mari von vornliereiu 

Fig. 2. 

Ausaeitiing des Rohret: diirch die 

von den Sehbspannungen abselien, 
2 6 

so würde nach (2) ,a = O, also oa 
G X  

von x unabhàngig sein. Da nun 
für den untersten und obersten Quer- 
schnitt verschwindet, mürden dcm- 
rach im garizen Borper keine axialen 
Spannungen entstehen, wahrend schon 
die Anschauung zeigt, daB sie be 
deutend sein müssen. Man darf also 
nicht von Anfang an und in dieser 
Weise die Schubspannungen ver- 
nachlassigen. Dies schlieWt jedoch 
nicht aus, daB z in ganz speüiellen 
b'allen zu Nul1 wird. Die Ursache 
dieses Verhaltens ist folgende. Be- 
trachtet man ein Element von neben- 
stehender Form fur sich allein, so 
wird es sich so biegen, wie Fig. 3 
andeutet, ohne daB Spannungen ent 
stehen. Im korperlichen Zusanimen- 
hang wird aber diese tulpmfiirmige 
b g f a s e r n  teilweise verhindert. Die 

in halher Hohe befindlichen Ringfasern werden gedrückt, die oben und 
iinten befindlichen gezogen. Man kann also 

Fig. 3. 
, sagen: die Axialspannungen werden erst 

mittelbar erzeugt. Unnzittelhare Axialspan- 
nungen fehlen. 

! IL a Anders verhalten sich die tangentialen 
Spannungen. AuBer den mittelbaren inneren 

I Kraften dieser Art sirid auch unrnittelbare 
vorhanden. Betrachtet man narnlich die tan- 
gentiale Ausdehnung allein, so ergibt sich, 
daB der iiuBere Unifang wegen der niedrigeren 
Tenipwatnr sich xiisa,n~menxieht, wahrend der 

---..~ f- --- - @ ,  innere sich ausdehnt. Sol1 der Karper im 
O ,  -- Zusammenhang bleiben, sollen also keine 

l Sprünge in radialer H,ichtiing entstehen, so 

muB auf jedm Teilquerschnitt ein Moment von 
solcher GrtiBe wirken, daB eine VergroEerung des Winkels dcp nicht 
stattfindet. Die dieseni Morriente entsprechenden Spnnungen k6nnen 
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untnittelbare Tangentialspannungen genannt werden. ( F i .  4 Die 
Ringfasern werden also auBen gezogen, inrieri gedriickt. 

~ h n l i c h  verhalten ~ i c h  die Radialspannungen. In ihrer Richtung 
dehnt sich das Material innen aus, 
aden  xieht es sich zusarnruen, 
sodaB die inneren Nantelschichten 
nach auBen drücken und um- 
gekehrt, die auBeren nach innen. 

TJm die Foriniinderungen in - 
die Gleichungen (1) und (2) einzufuhren, berechnen wir folgende Aus- 

a ( r . G T )  a G ,  G'Z Û (1. . 7)  

drücke: -- - - und -- aus (6,) bis (9,) und beachten, 
T ~ T  Y ?x' ax T Û ~  

daB r und x voneinander unabhangige Variable, Ar und d x  Funktionen 
dieser Gr6Beii sind: 

Diese Werte und die aus den Gleicbungen (6,) bis (9,) in die 
Gleichungen (1) und (2) eingesetzt, geben folgende Beziehungen, welchen 
die Verrückungen genügen müssen: 

Û ( ~ T )  a2(Ar )  mCe(Ax) (nc- 2)Ge(dr) Ar 
(1,) (W t l)a'+ (m- 1) ar + ( m  -1) f 2  8 a~ S -ia;2-- -(m-1),=0, 

Diese Formeln gelten aber nicht für den Zylinder allein. Ihre 
Bedeutung ist eine weitergekieride: sie erscheinen bei d e n  M'irnie- 
spannungsproblemen der H,ntat,ionskiirper, wenn die Temperatur sich 
so verteilt, wie angenommen wurde. Es dürfte daher auch auBerordent- 
lich schwierig sein, die allgemeinen Losungen von Ar und dx zu 
finden, das hciBt diejenigen, welche alle Probleme der Drebungskorper 
ah spezielle Falle enthalten. Andererseits kann man aber durch Ver- 
suche, durch Beilieneiitwickliingen iisw. Fiiriktionen fiir A r  und d z  
finden, welche den Gleichungen (1,) und (2,) genügen. Auu den Ober- 
fliichenbedingungen 1SBt sich xu jedem so gefiindenen Integralsystein 
der dam gehorige Drehungskorpcr finden. 
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180 Spannungen und Fom%ridernngen eines Hohlzylinders und einer Rohlkqel. 

Man kann die vorstehenden Gleichungen auch umformen und in 
folgender Mreise anschreiben: - 

r a r  2 a r  (LI (m + l)a' + ( m  - 1) a x  - = o. 

II. Für  zwei Sonderfalle des vorliegenden Zylinderprobleins lassen 
sich die Losungen unschwer entwickeln. 1st namliçh der Hohlzjlinder 
sehr kurz, so kann man sowohl die axialen Spannungen, als auch die 
Schubspannungen vernachliissigen. Dann kann nian in einfacher Weise 
die tangentiden und radialen Spannungen erhalten 

1st hingegen das Rohr unendich lang, so müssen die Spaririungeii 
von z unabhangig sein, da in allen Punkten mit demselben r der gleiche 

an, au- 3, 
Spannungszustand herrschen muB, so daB - = 7 = = ,7 = 0 ist; 

ax a x  d x  

ferner muB auch - - ô 2 ( d r )  a2(d.r)  - 0 sein. a("" - O, also auïh - - a x  8 r . a ~  axB 
Da wir die Temperaturerhohungen auf die Temperatur der mittleren 

Mantelschichte hezogen haben, kfinnen wir ferner annehmen, daB das 
a (44 Rohr bei der Deformation seine Lange nicht iindert, a180 = O ist. 

O x 
Ganz korrekt ist dicse Annahme nicht. Ihre Berechtigung ist aber 
gewiB so gro8, wie die früher gemachte eines linearen Temperatur- 
verteilnngsge~etzes; beide gelteii unter denselben Verhaltnissen. Strenge 

o (42) genommen müBten wir -- = konstant nehmen und den Wert dieser a x 

Koiistanten so bestimmcn, daB das 6 ,d f  der positivcn auf einen Rohr J' 
querschnitt wirkenden axialen Spannungen gleich ist dcm der negativen. 
df bedeutet ein Plàchenelement des Rohrquerschnittes. lm übrigen 
beeinfluBt diese Annahme in keiner Weise die Werte für die Tangential- 
und Badialspannungen, so daB es in sehr einfacher Weise moglich ist, 
nachtraglich die - giinzlich unbedeutende - Korrektur der axialen 
Spannungen vorzunehmen. Die Spannungslinie - eine Gerade - ist 
eben so lange parallel zu sich selbst zu verschieben, bis Glei~h~ewiclit 
an einem Querschnitte herrscht. - -  

~ " A x )  --= ag(44 O sein. Jedenfalls wird - - ar  . a x  a x g  
Daher sind die Gleichungen 1 und 2 für diesen Sonderfall so zu 

schreiben: 

( l a )  
d ( r . % )  nt 

r d r  r - O, 
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d u s  den zuletzt angeschriebenen Gleichungen erhiilt man durch 
Int'egration : 

(14) 
cz ( m + l ) a ' y z  + clr + A r = - - -  - 

3 ( m  - 1) 

(15) d x  = C' logn ,r + C" 

Cl C, C' C" sind Konstanten. 
Bus (14) und (15) ergeben sich folgende Ausdrücke: 

(16) 
d r - (WL + 1)a' - - - - c2 

T 3(m - l j  + Cl + p 

(17) 
d ( d r )  

- ~ -  - - - -- 2(m + 1)a' C 
d r  3(m - 1) r + G - $  

(18) 
d ( A 4  = -, 

d r r 

Diese Werte sind in die Gleichimgen ( G i a )  bis (g,,) einzusetzen: 

Zeitschrift fiir Matbematik n. Phgsik 52. Band. 1905. 2.  Heft. 13 
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182 Spanniingen und PormLnderungen eines ~ohlzylinders und einer H ~ h l k u ~ e l .  

d ( r . z )  
Gleichung (22) folgt auch direkt aus (2.); wenn - = O kt', muB 

z . r konstant sein. 
E s  sind nun zun%chst die Konstanten Cl und C, zu bestimmen. 

Für r  = r i  und r  = r, ist G, = O; daraus folgen die Gleichungen: 

Aus diesen Gleichungen rechnen sich folgende Gr6Ben: '" + ""' 
[ (m + 1 ) r i  + 2 (m - 1)varj + (w + l)~:], (23) Cl - -- --- 

6 111 (ln - 1) (le + r,j 

(24)  
(m + 1) a' rP r? 

3 ( m - l ) ( r a F q 7  

Mit Hilfe dieser Werte lassen sich nun die Normalspannungen 
als Funktionen von r bestimmen. E s  ist 

Ema'  re r? (27) q =- 
+o ] 

(ru $ ri) r e  ' 

Die Gleichungen (26) und (27) stellen eine Art hohcrcr Hyperbclii, 
Gleichung (28) stellt eine Gerade dar. 

Die relative Volumiinderung v ,  welche durch die Summe 
AT  AT) Ô ~ X )  m - 2  
- + + bezw. durch den Ausdruck - - (6, $ 6, + 6,) ge- 

or a x Bm 
geben ist, han$ von r linear ab. Es  ergibt sich: 

Die Schubspannung z muB für r = ra und für r = r i  verschwinden; 
dies ist nui- moglich, wenn Cf = O ist. E s  ist daher in allen Punkten 
des elastischen Korpcrs 

(29) z = O. 

SchlieBlich laBt sich noch die radiale Verrückung Ar als Funktiori 
von r  angeben: 
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wenn a Null wird, so verschwinden skntliche S p a m n g e n .  
4 

~i~~ ist der FaIl, wenn a oder At N d  wird. 

Obwohl die Formeln (26), (27), (28) . . . schon der Amahme eines 
]inearen ~ ~ ~ ~ e r a t u r v e r t e i l u n g s g e ~ e t z e s  wegen nur naherungsweise gültig 
sind, U I ~  zwar umsomehr, je kleiner das Verhdtnis zwischen Rohr- 
dicke und mittlerem Radius ist, sollen sie doch für einen Sonderfall 
nmgeforuit werden, bei dem diese Bedingung nicht erfüllt ist, aber 
sich merkwürdige Beziehungen ergeben. 

1st namlich ri = O, so wird 

6 =- -  
Ema' 

r 3 ( - 'a) > 

Die drei Normalspannungen verteilen sich also geradlinig; die 
Verschiebung in radialer Richtung nach einer Parabcl. Die Spannungen 
in einem Punkte der Achse bekommt man, wenn rnwn für r Nul1 
einsetzt: 

Es ist zu beachten, daB diese Spannungen unabhiingig sind von r,. 
Es kommt nur auf den Temperaturunterschied dt an, dem sie propor- 
tional sind. 

Die Spannungen für die Oberfliiche erhalt man, wenn man fur 
r . . . r- einsetzt: 

E m a d t  
6=---- 

3 i n ~  -1)' 

Die Spannungen Sind wieder van ru unabhiingig; Ar ist propor- 
tiorial r,. 

13* 
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184 Spannungen und FormLnderungen eines Hohlzylindors und einer Hohlkugel. 

Zahlenbeispiel: Für  eine im unteien Teil eines Schornsteins befiiid- 
liche, als Hohlzylinder zu betrachtende Trornmel sci folgcndes teils 
gegeben, teils angerionimeri: 

r ,  = 160 cm, 

ri = 100 cm, 

dl = r ,  - ri = 50 cm, 

dt = 125 Grad Cels., 

a = 0,00003 Grad-', 

E = 45000 at, 

, a . d t  126 a = -  - - 

E m ,  a' 
dl 

- - - 0.25 kg cm- 3, 
3(m- 1) 

ra+ r  r .+ r :  
-a-'- - = 190 cm, 

8,  + ri 

(m+ - l x +  ~ ( 2 % -  l ) r  r . + ( n ~ +  1 ) ~ :  - r,+2i = - 
3 m (na - 1) (ra + ri) 2 

83.61 cm. 

Eingesetzt in die Gleichungen (26), (27) und (28): 

für r = ri, 6, = 20.0 at, 6, = 0, a,  = 19-0 at, 

,, T = r,, bt = - 0.6 at, G ,  = 1.7 at, G ,  - 0.3 at, 

,, r  = ru, G , =  - 17.5 at, 6,. = 0, 6 ,  = 18.4 at. 

Da diese Spanriurigen zum gr6Bten Teile weit über der Elastizitats- 
grenze liegen, sind die hier angegebenen Werte a n  sich unrichtig und 
lassen nur die cberschreitung dieser und die Wichtigkeit der durch 
die ungleiche Temperatuivei-teilung entstehenden inneren Krafte er- 
kennen. 

Für Metalle wird m = gesetzt. Dann lauten die Gleichungen (26), 
(27), (28) und (30): 
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(28,) 6 =- -  13 ( r i  + y:) f 3 4 ~ ~ 9  ~ a  y,] 
;Ru ' [ : r+  70(va+ r i )  9 

Kehren wir wieder zu den Gleichungen (1,) urid (2,) zurück. 
Folgendes Funktionenpaar genügt denselben: 

(31) 
Ar = a,r + a,r2 + airx, 

d x  = b, + b'x + b,ra + b"xa, 

(a,, a,, . . . sind Konstanten), aber auch das folgende: 

(32) 
AY = a,r + a,r2 + airx + a,r3 + air2x 1- aj'rx2, 

dx = b, + b'x + b,r2 f bgx2 + b3r3+ b3r2x + byvx2+ b9'x3. 

Diese, durch eine Potenzreihenentwickliing gef idenen  Thungen 
lamen sich natürlich beliebig erweitern. Merkwürdig ist nun, daB auch 
folgende, von (31) nur durch ein Glied verschiedene Funktionen Inte- 
grale von (1,) und (2,) sind: 

Dabei müssen aber folgende Bedingungen zwischen 
füllt werden: 

den Konstanten er- 

Diese Losungen lassen sich aber durch Entwicklung in Potenz- 
reihen nicht erweitern. Die zu den Gleichungen (31), (32), (33) 
gehorigen DrehungskGrper lassen sich aus den Oberflkhenbedingluigen 
finden. Der zu (33) passende Korper enthalt den unendlich langen 
Ilohl~ylirider als spe~ielleri Hall. 

III. Das dem hier behandelten W~rm~spannungsprohlem analoge 
der ,,reineni' Elastizitiitstheorie ist das folgende: ein Hohlzylinder aus 
isotropem Materiale gehorche dem Ho okschen und dem Superpositions- 
gesetze; auf seinen Innen- und AuBenriiantt.1 wirke der Druck p, 
bezw. p'; es sind die Spannungen und Porrniinderungen zu bestimmen! 
Die Gleichgewichtsbetiingungen für ein toniicngew~lbsteinf~miges Volunl- 
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186 Spannungen und Formanderungen eines Hohlzglinders und siner Hohlkugel. 

element sind wieder durch (1) nnd (2) gegeben. Die Spanniingen hin- 
gegen, ausgedrückt durch die spez. Lingeniinderungen, lauten: 

 nt AT a(dl-) a : n ~ )  (VI,) 6t = - r(m - + f ,], 
(m + l)(na - 2) - a T 

E m  Ô rdr)  ~ ( A x )  (VII,) G, = - [&+ ( m - l ) +  + a;], 
( m  + - 2) r  

E m  a (Ar)  3 ( d x )  
(VILI,) 6, = - (n+1j(m-2)[$+ a;- +(w-l)ar 1' 

%(m 4- 1) a x 
Ersetzt man in den Gleichungen (1) und (2) die Spannurigen 

durch die Lingeniinderungen, so bekommt man : 

1st das Rohr unendlich lang und wird es der Beanspruchurig 
unterwoden, BO wird im allgemeinen seine Lange sich andern. Die 
Spmnungen sind von x unabhangig. 1st der K6rper spannungslos 
montiert und verhindern die Befestigungen eine Beweçung der Mole- 
külc rings der Achsc, so h h g e n  auch die Formiinderimgen in keiner 

ant - ? c i T  - ? r i a  - G C  
Weise von x ab. E a  wird also - 32 - -- - - -  - O, ferner 

ax 2% 
a(dr) Ô ~ X )  -- 

~ ' ( A T )  ~ ' ( A T )  ( )  a e ( d % )  - O, also auch -- = -- - - - 
zx  ax ax. l ? ~  as2 - 2 - T  

werden. Somit lauten die Gleichungen (4) und (II,): 

Durch Integration erhiilt man nun: 

(=IV) 
c* A r =  c l ~ + - r ,  
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Die kubieche Dilatation v = 2  Cl ist also konst'ant. Aus den 
Obcrflachenbedingungen hekommt man die Konstanten. Setzt man sie 
in die vorstehenden Gleichungen ein, so wird: 

(XXVI) 

(YXVII) 

r"' - r ? p  re r? (p  - p') G - _n --- - a u  
t - ~2 - r ?  

a 1 ( r i  - r ~ ) r z  ' 

(XXIX) z = o. 
Eiri anderer (sehr oft behandelter) Soriderfall ist der folgeride: 

ein Hohlzylinder ist oben und unten abgeschlossen. Nimmt man an, 
daB die axiale Spannung sich gleichrnaBig über den ganzen Quer- 
schnitt verteilt, so muB, sol1 DuBeres Gleichgewicht herrschen, 

sein. 
Ferner wird z = 0 gesetzt. Rechnet man auf Grund dieser An- 

nahmen die tangentiale und radiale Spannung, so erhilt man wieder 
die Formeln (XXVI) und (XXVII). In diesem Falle sind samtliche 
Sparinungeri unabhingig von den Elastkit5tskoristarit~en. Konnte m 

den Wert zwei annehmen, so wiiren beide Sonderfalle identisch. 
Zu den Gleichungen (I,), (II,) gehoren wieder den Systemen (31)) 

(32) und (33) analoge Losungen. Speziell lauten die letzteren: 

Zu diesem I n t e g r a l ~ ~ s t e m  gehoren folgende Spannungsfonneln: 

(j = -  
lcnz + - [ m c , + c 5 - ( m - 2 ) $ +  (WC, + 2 c 6 ) x ] ,  

(m + - 2) 

Zu diesen Formeln gehort bei gegebener Belastung ein aus den 
Oberflachenbedingungen zu ermittelnder Drehungskorper und umgekehrt: 
ist die Korperform gegeben, so kann man den Belastungszustand be- 
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188 Spannungen und Formanderungen eines Hohlzglinders und c h e r  Hohlkugel. 

stimmen. 1st z. R. ein unendlich langer Z-jlinder gegeben, so ergibt 
sich eine Belastungsart, welche den hier besprochenen FaIl eines kon- 
stariten inneren und aufieren Druckes als Sonderfall enthalt. 1st aber 
ein konstanter Oberflachendruck p, bezw. p' gegeben, so erhalten a i r  
einen Drehungskorper, welcher unter Umstiinden in eineri unendlich 
langen Hohlzylinder übergehen kann. 

Ein weiteres L~te~ralsystem der Gleichungen (1,j und (II,) ist 
lgenaes : 

C r  Bxl-  A r =  - - + -  - 

(XXXIV) IZ(x+R)  fi" 

A B x S  0% = - + 
R II" 

wohei R2 = x2 + r2. 

A, B und C sind Konstanten, die folgender Bedingung geniigen 
müssen: 

m 
2B+m-B (B  + C - A) = O (Boussinesq.). 

Wenn Drehungsktirper um ihre Achse rotieren, so lauten die 
Gleichgewichtsbedingungen: 

a ( r . 6 )  a~ - r - Y+ - - Y?? 
= O,  rôr r  ô x  g 

y ist das spez. Gewicht,, g die Beschleunigung der Schwere, w die 
MTinkelgeschwindigkeit. Die Spannungsformeln sind idcntisch mit (IV,) 
bis (IX,). Setzt man sie in die vorstehenden Gleichungen ein, so bekommt 
man Ausdrücke, welche sich von (1,) und (2,) nur dadurch i~nterscheiden, 
daB (m + 1)a' ersetzt ist durch Cr, wobei C nur abhiingig ist von m, 

E und Y-?. E s  lassen sich den Gleiohungen (33) analoge Losungen 
9 

angeben; an Stelle des Gliedes C , r q r i t t  ein solchcs mit rS. 

IV. Einfacher sind die Verhaltnisse bei einer Hohlkugel. 911e 
elastischen Krafte normal zur radialen Bichtuiig sind einünder gleich und 
mit 6, bezeichnet. Die radiale Spanriung sei wieder er genanrit. Sçhub- 
spannungen in radialer oder tangentialer Richturig fehlen. Retrarhtet 
man ein Element, welches die Form eines Kuppelgewtilbsteines hat, 
und bestimmt die Bedingung für  das Gleichgewicht aller in radialer 
ltichtung wirkenden Krafte, so bekommt nian die Gleichung: 
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Gnter Beihehaltung der den friiheren analogen Bezeichnungen ist 
der Zusammenhang zwischen Formiinderungen und Spannungen gegeben 
durch die Gleichungen: 

Berechnet man aus den vorstehenden Gleichungen die Spannungen, 
so erhiilt man: 

E m  
(38) 6, = - --- - d ( A  r )  [G + - + (m + 1)a1(v - Y,,], 

( m f I ) ( m - 2 )  d r  

Daraus ergeben sich folgende, in Gleichung (35) vorkommende 
Ausdrücke : 

welche dort eingesetzt, folgende Differentialgleichung liefern: 

und 

(42) 

Cl und C2 sind die Integrationskonstanten. 
Die Gleichungen (38) und (39) gehen nun über in die folgenden: 

Bestimnit man Cl und C, aus der Bedingung, da6 die radiale 
Spannung für r = .ri und r = r, verschwindet, so bekommt man: 
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und 

Die relative Volumiinderung ist 

MaBgebend für die Beanspruchung ist immer die tangentiale 
Spannung, welche an der (auBeren und inneren) Oberfiiiche die gr6Bten 
Werte erreiçht: 

Ema'(ra + T ~ T ;  + r  r? - 3rq) für r = T a  . . . . .  ' mm 6 = - - c P p  
t 4 (m - 1)ii.a + ruri + rf) Y 

E m a f ( - 3 r : +  r ~ r i t r , ~ ~ + r ~ ) .  für r = ri . . . . . max 6, = - 
4 (nz - 1) (r,  + T ,  ri  + r i )  

Daher sind die reduzierten Tangential~pannungen: 

E a ' ( r z +  r i r i  + r& - s r ; )  
min 6, red = - 

4(r i  + r,r, -+ r:j ' 

Hiitten die Formen auch für den Grenzfall ri = O Gültigkeit, so wiirc: 

Ema' 0 = - ---- 
4(m - 1) ( 3 T  - 2 r J ,  

Ema' 
6 -- 

2(m- 1) (y - 4 ' 

Die Spannungen waren also lineare F'unktionen von r. Natürlich 
a .  d t  

ist a' gleich -. E'ür die Kugeloberfliiehe ist 
9.a 

E m a d t  Gt - - -  
4 (m - 1)' 

0,. = O ,  

A r  = i a d t r ,  

und für den Kugelmittelpunkt 
Etna At 

(j - G = - * %(m-1) '  
d,r = O. 
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Korrektionsspiegel zu parabolischen Reflektoren, ') 

Von F. RISKE in StraBburg i. E.. 

1, Aberration parabolischer Spiegel. 

Wenn O P  den Durchschnitt eines Rotationsparaboloides mit der 
Achse O X darstellt, P seinen Brennpunkt mit der Brennweite f, 
P einen Punkt miner Flache mit den rochtwinkligen Koordinaten X, Y 
und den Polarkoordinaten O, R, und wenn auf dieses Paraboloid unter 
dem Winkel oc gegen seine Achse pin Strahlenbüschel s fallt, das vom 

Zentrum O in der Richtung OK und vom Punkte Y in der Richtung 
PI;é reflektiert wird, BO ist die Distanz O F o  = fe eine Funktion der 
Variablen a, B und kann folgendermaBen entwickelt werden: 

Bus de111 A O L E B  ist: 
sin (0 + or) 

f o  = O L - y - ,  
sin 0 

da aber 
OL - X + Y cotg (8 f a) 

und die Gleichung der Parabel 

und die Polargleichung der Parabel 

also 

(1) 
0 

Y = 2 f t g , ,  

so wird 

(2) 
Y S  O L = +  Yctg(O+ oc) 
4 f  

und folglich ist 

f 0 
fe = Ié-[cos(8 + ai) + f t g l  sin(8 + a ) ] .  

cos - 
2 

1) Bei dieser Untersuchung wurden die Arbeiten beiucksichtigt: ,,The abberation 
of parabolic mirrors", Ch. L. Poor (Astron. Journ. 420); ,,The parabolic mi r ro~ '~ ,  
C. W. Crockett (Astroph. Journ. W). 
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x Für rx. = O ist 

I . _ _ _  

dies ist die Fundamentaleigenschaft des Paraboloides. 
fi' F'ür 6 = 0 ist 

f, = f c m  a ;  

dies ist die Polargleichung eines Kreises mit dem Durch- 
messer f. Wenn also B bis Nu11 abnimnit, so naliern sich 
die seitlichen Brennpunkte bis zu einem geometrischen Orte, 
der hier eine Kugel mit dem Durchmesser gleich der Brenn- 

' weite ist und die Fokalflache des Paraboloides bildet. 
Die lineare Aberration in der Richtung des Z~ntral- 

strahles ist nach Substitution von (3) und (4) 

e 
(5) f, - fo = 4 ( s h  a sin O - 2 t - oua O sin a 

COB' - 
6 2  

2 
oder 

Die lineare Aberration senkrecht zum Zentralslrahl in der 
Fokalflache i d  nach der Figur 

= me. tg e 
und die winkelige Aberration Tom Zentru~n O aus 

4 f e  
t g y =  --, 

fo 

folglich nach Substitution von (4) und (5) 

II. Aufstellung und Auflosung der Differentialgleichung 

r des Korrektionsspiegels. 

!Lu -- d Bei der Rrenuweite f = 10 m und dem Einfalls- 

winkel a = l0 ist f tg" L = 0,775 mm; sci tg eine 

zur Brennweito 
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e nlhert derselben Ordnung a i e  f tg' ; ; also t g p  eine kleine GriiBe 

t e r  Ordnung im Maximum. 

Die winkelige Aberration vom Zentrum O aus ist nach (7) 
or 0 

tg y = 6 tg - tg2-;  vom Punkte P aus ist der Winkel y angenahert 2 2 

von derselben Gr6Be; vom Punkte I',, angeniihert in halber Entfernung, 

k t  der Aberrationswinkel 6 fast zneimal grGBer als y, aber t g f  ist 

cc 8 
ungefihr derselben Ordriurig wie (i tg  ;l t u s  also tg: eine kleiue - 2 '  2 

Gr6Be 2 ie r  Ordnung im Maximurri. 

Die Ordinate des Punktes Pl ist y = SL tg ( O  + a ) ;  für a = O ist 
e 

angeniihert y = + OF t g  O = O F tg,, bei endlichem a ist y kleiner ; 
2 

also y eine kleine Gr6Be +er Ordnung im Maximum. 

Die Abszisve z des Purildes Pl ist bei kleinern Winkel :, den 

die Tangente in Pl mit y einschlieRt, angendhrrt gleich y tg:; alro 

x eine kleine GroBe 3er  Ordnung im Maximum. 

Gegen endliche GroBen wie f = 1 k6nnen die kleinen & S e n  
2er Ordnung und hoherer vernachlissigt werden. 

Stellt man sich in der Entfernung Oo = a senkrecht zur Achse 
e i n ~ n  Planspiegel eingeführt vor, so würden die Strahlen OF,, PFo 
nach RF: und MF; reflektiert. 

Die Entfernung der Punkte Fi, Fi bleibt nach (5) 

e 
(8) FiF; = fi - fi = - - sin LX sin 0 - 'tg cos O sin a) = e ( '  . 2 " 2  

cose 
2 

Wird. das Spiegelelement ds Yom Punkte M in der Richtung des 
Strahles PM parallel zu sich selbst bis m m  Punkte Y ,  mit den Koor- 
clinaten x, y verschoben, so wird der reflektierte Strahl Mz pnrallel 
zu sich selbst in die Lage P1K verlegt. 

Sei N K  I I  MP,, so wird 
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da aui3erdem aus dem A Fi X K  
x i i n Z ( O + a )  - 2 1 .  ( 

G K =  
o e 

cos (0 + a) sin 0 cosct tg-- is inar tg2-++sincc  2 2 = 
t " 1 

so wird die liiieare Aberration in der Richtung des Korrektionu- 
strahles jetzt 

(Io) F,'K= FOF; + E','K= 

Aus dem A M O L  und nach (2) hat man 

urid aullerdem aus deni A LOF und nach (3) 

f[eo8 (e + a)  + 4 tg - (0 + a) sin or 
L F  - --  

2 
0 - 

" - 1 -  - 
n 

cosi y sin (O + a )  
2 

x 
x siri (O + 2 or) 

E" N =  - - 
O 

- 
cos (O + or) sin O O 

2 t g -  2 ( co.a-co.utg.--2sinntg-) 2 
2 
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folglich wird aus der Figur und nach (11) 

Die winkelige Aberration Yom Punkte Pl sus, G = L FiP,K, LBt sich 
j e tz t  ermitteln ails dem A F'i P IK  

sin G 
- 

3': K - 
sin (0 - 6 )  Pl ' 

@der da 

sin o 
-- - 

sin ( O  - 6) 

wird 

wenn in den Koeffizienten die Glieder vom gr6Bten bis 
Ordnung ausschlieBlich mitgenommen werden, nach Substitution von 
(10) und (12) ist 

Wird jctzt dem Spiegclelement ds im Punkte Pl eine Drehung 
um die Hiilfte der winkeligen Aberration erteilt, so wird der Strahl PP,, 
statt in früherer Itichtung Pl K, nach PIE reflektiert und die Aber- 
ration korrigiert. 

Da die Verliingerung des Elementes ds die Tangente P,T bildet, 
so ist 

(14) 
G d x  t t g 2 - - = x .  

d y  
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196 Korrektionsspiegel zu parabolischen Reflektoren. 

Die winkelige Aberration ist ausgedrückt in der Punktion von O 
nach (13); ails dem A P,SL ist aber 

0 
und wenn dieec Gleichung nach Potenzen von tga geordnet wird: 

oder da das Glied mit der 4ten Potenz um mehr als 2;er Ordiiung 
0 

kleiner als das konstante ist, so k a m  t g  3 aus der quadratisclieri 

Gleichung bestimmt werden, d. h. 

wo 
cf 

~ = 2 t g - ( 3 f . - u ) - d t ~ - x - ~  a 2 , P = - (f- a)  + x - ~ t g ; ~ ,  
(16) a 

r - 2 t g - a + 2 t g i x + y .  2 

Weun tg 2 in (13) und (14) eiilistituiert wird und die (:lieder 

mit und ohne die Wurzel gcsondert vereinigt werden, so ist 

-; ( X ' U ~ ( ( ~ -  .)[(aa + 8 p 2  - 2ay )  - 2.p tg;] 
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Werden beim Quadricren, nach bufhebung gleicher Glicder , in allen 
Koeffizieuten die Glieder vom gr6Bten bis zii 2er hoherer Ordriuug 
ausschlie8lich niitgenommen, so ist die Gleichung: 

Xach (16) sind hier die Glieder mit gi33eren Potenzen von /3 die 
gro5ten; da die grtiBten Potenzen von y durch f i  und teilweise durch u 

geliefert werdcn, in aber das Glied niit y kleiner al3 das konstantc 
ist und wem noch iii u moglichst 

(17) Maximum y < 2 (3 f - a) t g  

wird, so werden allgeinein die konstanten Glieder die gr6Bten und die 
mit wachsenden Potenzen von y allmiihlig kleiner sein. 

Die einzelnen Glieder, bis zu den angenommenen Ordnungen ent- 
wickelt, merden: 

+[2 ' (3 f  - u)( f  - a)'tg: - 2 i f  - o)'a tg;]y2 - ( f -  c ~ ) ~ y ~ ,  

/y(' = ( f  - u)'o, 

" 4 8 6  = 24(3f - a)4(f - a)Qg4 F - 25 
2 

(3f  - ~ ) ~ ( f  - a)6 tus 
a Z Y  

+ 3 2 3 ( 3 f - a ) 2 ( f - a ) 6 t g 2 ~ y 2 - 2 ~ 3 f - u ) ( f - a ) 6 t g ~ y ~ + ( f - a ) 6 ~ 4 ,  

czVP"y = - 2y3f - a)"f - ~ ) ~ a  tg5 

Nach Substitution ist die gesuchte Differentialgleichiing: 
üsitschrift f. Mathematik u. Physik. 5 1  nana. 1!l11% 8.  Heft 14  
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198 Korrektio~ss~iegel EU parabolischen Rcflektoren. 

Diese Differcnt~ialgleichung ist von der Form: 

d x 
sie kam nach Division durch den Koeffixienten bei - dargestellt 

d Y 
werden in der Form 

(19) 
d 2 

Y , +  Y.+-=O, 
d y  
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In einzelnen Teilen der Gleichung (18), und dadurch auch in (19) nehmen 
die Glieder mit wachsenden Potenzen von y allmiihlich ab, nach (17); 
wenn noch die Ordnung von x berücksichtigt wird, so kann der Teil Y 
in Gleichung (19) bis zum konstanten Gliede abgekürzt werden, und 
die resultierende Gleichung kann dargestellt werden in der Form: 

Die Gleichungen (19) und (20) kiinnen iritegriert werderi durch 
die Substitution x = wu. Die aufgeloste Gleichung (20) ist,: 

Da Y ein Aggregat von konstanten und nach Potenzen von y geord- 
neten Gliedern darstellt, so isl das hier vorkomniende aiigemeine Inte- 
gral von der Fnrm: 

Sol1 für y = 0, x = O werden, so ist die Konstante der Gleichung (21): 

Für aLlniihliçh wachsende y ist es moglich die zugehorigen x zu 
berechnen. 

III. Diskussion. 

Als Kontrolle der Gleichung (18) oder (19) ergibt sich für a = 0 ,  
d x 

unabhiin& 
d y  

= O, d. h. ein Planspiegel. 

In der Gleichung dieses Korrektionsspiegels sind die Koordinaten x, y 
in E'unktion der Konstanten f, a ,  a ausgedrückt. Die Aberration ist 
i'ür einen bestiruruten Winkel a korrigiert, d e m  sie wird nach (7) 
fiir wachsende n groBer. Ails der Figiir ist abcr ersichtlich, da,B es 
durch axiale Bewegung des Korrektionsspiegels in der Richtiing zum 
paraholischen Spiegel moglich ist den reflektieiten Strahl bei gr6Berem a 
vom Elemente des Korrektionsspiegels niit gr6Berer Neigung, dagegen 
durch Rückw5rtshewegung bei kleinerem CL Tom Elemente mit kleinerer 
Neigung, reflektieren zu lassen. E s  wird durch diese Verschiebungen 
in den Grenzen fiir CL, in welchen die Neigung der Elemente des 
Korrektionsspiegels von O bis Pl dazu ausreicht, eine im richtigen 
Sinne wirkende Korrektion der Strahlen ermoglicht. 

Bei gleich dem mittleren Winkel des Gesichtsfeldes gewiihltem a 
14* 
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200 Horrektionsspiegel zu parabolischen Reflektoren. 

ist die rorteilhafteste Holie und die ~uitt lere Entfernung a des Kor- 
rektionsspiegels bestimrnt durch den vom Punkte des parabolischen 
Spiegels mit gr6Btem O reflektierten Strahl und dadurch, da13 der zuin 
axialen Punkte des Korrektionsspiegels reflektierte Strahl noch eben 
am Iiande dieses Spiegels vorher vorbeigehen soll. An dem refl~k- 
tierten Strahle P L  soll also der Punkt nf BO bestimmt weideri, da13 
der einfallende Strahl M G  nach seiner Reflexion durch den FuBpunkt o 

des Lotes von ,TI zur dchsc hindurchgehen wird. 
Es ist d a m  aus A X L o  und A X G o  bei Berücksichtiguiig von (1) 

O O 
(2%) 0 ~ = 0 l . t ~ ( ~ + n ) = f t ~ - [ t ~ ~ t ~ ( ~ + c c ~ + 2 ] - ~ t ~ ~ ( 8 + a )  a 2  

und 
8 

0 M = 2 f t g z c t g ( 8 + $ ) [ t g ~ + t , g ( 1 9 ' f  Ci)], 

wo L O F  G = 4, und nach (2) 

es l5Bt siçh, durch Vergleichung der Werte von oM,  9. in E'unktion 
9. von f ,  O, cc bestimmen. Da tg cr = l e r  Orclnimg, tg; =$er Ordnung, 
2 

t g ( 8  + a) = i e r  Ordnung, so ist es moglich, bei Berücksichtigung der 
Glieder bis zu 2e r  hoherer Ordnung, 9. aus der quadratischen Gleichurig 
zu berechnen : 

(24) 
O 8 

p t g Z Z + 2 ( m - n ) t g z + m t g u : = O ,  

W O 
O 

m = f t g % [ t g i t g ( ~ + a ) + 2 ] ,  n = i [ t g ( ~ + a ) + 2 t g ~ I ,  

2 Y 
Nach den Dimensionen f = 10m,  = 0.1 ist aus (24), (23), (22) 

f 

Das Beobachten mit dem Korrektionsspiegel ist ermoglicht durch eine 
& h m y ;  bei O im parabolischen Spiegel, oder durch Refiexion der korri- 
gierten Strahlen von einem 45' zur Achse geneigten Spiegel, der in $4 
wo der LuBerste korrigierte Strahl den innersten schneidet, gesetzt wiid. 

0.3195[ 
0.5700[, 
0.6878/' 

fiir a = 

1 O 

30', 8 = 

15' 

Max. y < 310 < 

28 ' 10'.'14 
39' 4CiU4, u = 

33' 2.9 

0.0285 f 0.0468 f 
O.OI6.5 f ,  dagegen nach ( l ï )  Max. y < 0.0212 f .  
0.0126 f , 0.0101 f 
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Diirch den Meridian OP' des Korrektion~s~iegels werden die 
Strahlen korrigiert, welche von dern 'deridiane O P  des parabolischen 
Spiegels reflektiert sind, der in derselben Ebene durch die A c h e  liegt 
und welche von dem Punkte des Objektes ausgehen, der in demsclben 
Meridiane siçh befindet; dasselbe gilt auch für andere Meridialie. Die 
Intensitiit des korrigierten Rildpunktes wird also in dem Verhaltnisse 
gr6Ber sein, als die mit dern Auge gesehene, in welchem die Fliiche 
des elementaren Meridians des parabolischen Spiegels groBer als die 
der Augenpupille ist. Da die Strahlcn, wclche von einem Punkte des 
Objektes aiisgehen, der in eiiieui bestirumten Meridiane sich befindet, 
und welche durch den ganzen parabolischen Spiegel reflektiert sind, 
ein Bildclien erzeugen, das eine bestimmte Flacheriausdehnung hat, so 
würde für Korrektion aller dieser Strahlen eine Pliclie des Korrek- 
tionsspiegels n6tig und die gleichzeitige Korrektion für  Punkte des 
Objektes in anderen Meridianen nicht m6glich sein. Es  wiire ruoglich 
eine sukzessive Korrektion für Punkte des Objektes in allen Merirlianen 
durch die Rotation um die Achse eines solchen Korrektionsspiegels für 
aile Strahlen zu erreichen. Die sukzessive Abbildung des Objektes 
k6nnte aber einfacher durch einc spiralf6rniige Rotation der Achse des 
parabolischeri Spiegels selbsi UIII das Zeutruru O erreicht werden. Dazu 
niiiBte aber vor der iinheweglichen photographischen Platte in F ein 
durch die Achse mitgeführtes Diaphragma angebracht werden, damit 
nur der zentrale Lichtkegel zur Plat'te gelangen kmn.  Wenn dieser 
Lichtkegel von einem hyperbolischen Spiegel h reflektiert wird, der 
einen Brennpuiikt in 3' hat, m6glichst nahe an ihm liegt und nur die 
Strahlen dieses Kegels aufnimmt, so wordcn die nicht axialen Strahlen 
gdi te~i te i ls  am hyperbolischen Spiegel vorbeigehen und noch durçh eiri 
T)iaphragma im Zentriim O des parabolischen Spiegels abgegrenzt, zur 
photographischen Platte, die im zweiten Brenupunkte des hyperbolischen 
Spiegels sich befinden sollte, nicht gelangen. Die Rotation der Achse 
des parabolischcn Spiegels kann d m n  um das Zentrum des hyper- 
bolischen Spiegels erfolgen. Die Punkte des Objektes werden dann 
durch die fundamentalc Eigenschaft des parabolischen Spiegels in 
Punkten und durch die sukeessive Eiristellung der Achse des Spiegels 
winkeltreu abgebildet. 

Zür ich ,  iru Oktober 1902. 
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b e r  das nütiirliche Erhaltungsprinzip. 

Über das natürliche Erhaltungsprinzip. 

Von S. VE EL LIS CH, Oberingenieur der Stadt Wien. 

Die mechanische Begründung der 31etllode d e r  lileinste?z Quadi-ate 

hat so vielerlei Wege genommen, daR ein Rückhlick auf die wirhtigsten 
Entwicklungsstadien des mit dieser Methode vermandten mechanischen 
Prinzips der moglichsten Erhaltung des Naturzustandes von einigem 
lnteresse sein dürfte. 

In Anlehnung an die von G a l i l e i  in seiner Hauptschrift: ,,Dis- 
corsi e dimostrazioni matematiche", ileyden 1638, festgestellte Wirkungs- 
m i s e  der Schwere, wonach Hebungen und Senkungen diirch die Quaclrate 
der Gesçhwindigkeiten h g e s t e l l t  werden, hat H u y g e n s  in dem Werke: 
,,FIorologium oscillatorium," Paris 1673, für das Erhaltungsprinzip das 
erste Fundamerit gelegt, indem er der erste war, welcher erkannt bat, 
daA dasjenige, was in der Natur erhalten bleibt, durch die Siimme der 
Produkte aus den Massen und den Quadraten der Gesçhwindigkeiten 
auszudrücken sei. Der mit diesem Produkte verbundene Begriff der 
,,lebendigen Kraft", wclcher spiter von C a r t c s i u s  (1686), Le ibn iz  (16%) 
und den drei B e r n o u l l i  (1686-1748) eine bestimmtere Ausbildung 
und Aufklarung gefunden hat, wurde in dem Erhaltungsprinzip zum 
Gegenstand verschiedener Variationen gemacht. 

In  seinem Werke: ,,Varia opera rnathematica", Tolosae 1679, hat 
F e r m a t  zum ersten Male den Satz ausgesprochen, ,,daB die Natiir 
immer auf den kürzesten Wegen t i t ig  sei," oder mit anderen Worten, 
daR die Natur mit dem ,,rnoglich geringsten Kraftaufmand" auskomme, 
d. h. im Sinne des ,,geringsten Widerstandes" vorgehe. Uiesen Gedaiiken 
hat im Jahre 1740 und einige Jahre spater M a  u p  e r  t u i  s auf- 
gegriffen, um in der Xechanik ein neues Gesetz aufiustelleil, welches 
in seiner bhhandlnng: ,,Les lois du mouvement et  du repos dkluites 
d'un principe méthaphysique" (Histoire de l'académie de Berlin, 1746) 
folgenden Wortlaut hat: ,,Wenri in der Natur eine Veriinderung vor- 
geht, so ist die für diese Veranderung notwendige Tiitigkeitsmenge die 
kleinst miigliche." Die für die Verandermg eines Bewegungzustandes 
erforderliche Titigkeitsrnenge ist als Produkt von der Form 

zu denken, worin m die Masse, z: die Geschwindigkeit und s den zu- 
rückgelegten Weg bedeutet. Unter der Veranderung, die in der Natur 
vor sich gehen und ein Xinimum werden soli, wird die Uifferenz zwischen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von S. WELLISCH. 203 

zwei Tiitigkeitsmengen verstanden, deren eine dem Zustande vor dem 
Ereignis, die andere demjenigen nach dem Ereignis entspricht, gleich- 
viel, ob das letztere ein wirklicher oder nur ein denkbar moglicher, ein 
virtueller Vorgang sei. 

L)a diese Darstellurig des Prinzips der m6glichston Erhaltung des 
Natarzustandes, welches man auch als das ,,Prinzip der kleinsten Wirkung" 
(principium minimae actionis) bezeichnet, nicht klar genug durchsehen 
lZBt, wie im allgemeinen eine unendlich kleine oder doch eine sehr 
geringfügige Veriinderung eines Systems in der Kahe des Gleichgewichts- 
zustandcs - aorauf es am meisten ankommt - zu behandeln sei, so 
erscheint die von E u l e r  gegebene Fassung in differentieller Form vie1 
exekter und deutlicher. In seiner Schrift: ,,Methodus inveniendi lineas 
curvas," Lausanne 1741, stellt er für die Forrnulierung des Prinzips 
der kleinsten Wirkung das Produkt 

auf. Dieses Produkt, worin die RewegungsgroBe mv mit dem differen- 
tiellen Wegelement ds multipliziert erscheint, bezeichnet er als die 
augenblickliche lebendige Kraft, und das Integral dieser augenblicklichen 
lebendigcn Kriifte zwischen ewei entsprechcndcn Zcitgrenzen liBt er ein 
Minimum werden. Mit Bezug auf die Relation 

komite der Eulersche Ausdruck auch geschrieben werden wie folgt: 

oder 

und unter Zugrundelegiing der Zeiteinheit: 

In der Schrift: ,,Trait6 de dynamique," Paris 1743, gibt d 'Alem- 
ber t  den elementaren Wirkungen die Porm 

P d s Setzt man hierin ni. - , v = -- und dv - g . dt, wo p die Kraft und 
9 d t  

9 die zugehorige Beschleunigung bedeutet, so hat man 

d. i. das Element der Arbeit. 
Nach L a g r a n g e ,  welcher in seiner ,,Mécanique analytique" 

Paris 1788, die E u l  er  sche Formel analytisch insofern ausdehnte, als 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



204 b e r  das natürliche Erhal tung~prinzi~.  

er  an  die Stelie des eindeutigen Xinimums die doppelte Miiglichkeit 
von Maximum und Minimum einfiihrte, kiinnt,e nian dieses Prinxip als 
dasjenige ,,der gr6Bten und kleinsten lebendigen Kraft" bezeichnen, in 
welcher Ausdrucksweise es sich aiich unmittelbar auf den Grenzfall des 
Gleichgewichtes anwenden liiBt, indem L a  g r a n g e  rinchgewiescn hnt, 
d:iB uriter allen Lagen eines bewegten Systems die der gr6Bten und 
kleinsten lebendigen Kraft entsprechende auch diejenige sei, in welche nian 
es bringen müBte, damit es sich im Zustandc des Gleichgewichtes befande. 

L a p l a c e  drückt sich in seinem Werke: ,,Exposition du système 
di1 monde" a i e  folgt aus: , , T h  Tntegral der mit dem Zeitelemente 
niultiplizierten lebendigen Kraft eines Systems ist ein Minimum, soda8 
also die wahrhafte Okonomie der Natur diejenige der lebendigen Kraft 
ist." Dieser Auffassung, welche der E u l e r  schen Formulierung voll- 
kornrrien entspricht, schlieBen sich spattrr auch P o  i s s  o n  (Traite de 
méca,nique, 1833), H a m  i l  t o n  (Philosophical Transactions, 1834) iind 
J a c o  b i  (Vorlesungen, 1842) an, jedoch iiiiter erweiterten Gesichtspnnkten, 
die in  der analytischen Bearbeitung des Prinzips zum Auçdrucke gelangen. 

C a r n o t  IaBt in seinen ,,Principes fondamentaux de l'équilibre et 
du  mouvement", Paris 1803, den Verlusi an lebendiger Krall xu eiriem 
Minimum werden und nahert sich damit mieder der d 'A lember t -  
schen Form. 

I n  dem Aufsatze: ,,Über ein neues allgemeines Grundgesetz der 
Xechanik", (Crelle, Journal für Mathernatik, Bd. IV, 1829) hat GauB 
einen mit dem Prinzip der geringsten Wirkung verwanclten Sate dahiii 
forrnuliert: ,,Die Bewegung einm Syst,ems materieller, auf was imrrier 
für eine Art  unter sich verkniipfter Puiikte, deren Bewegungen zugleich 
an was immer für auBere Beschrankurigen gebunden sind, geschieht in 
jedem Augenblicke in moglich griiBter Übereinstiinmung mit der freien 
Uewegurig oder wrzter w~6gl.icA lîbeiizslem Zwunye,. indem uiali als MaB 
des Zwanges, den das ganze System in jedem Zeitteilchen erleidet, die 
Summe der Produkte aus dein Quadrate der Ablenkung jedes Punktea 
von seiner freien Bewegung in seine Masse betrachtet." Unter der 
Ablenkung da, welche ein materieller Punkt  von der Masse m in jedem 
Zeitteilchen erleidet, wird jener Untersçhied in der Beweguilg verstanden, 
welcher eintreten würde, wenn die Bewegung anstatt unter dem Ein- 
flusse der vorgeschriebenen Bedingungen unter demjenigen der frei 
wirkenden Kraftje, also ohne das Vorhandensein dieser Bedingungen 
ausgeführt werden würde. Nach dem GauBschen Satze findet also dic 
zwangloseste Bewegung urlter der Bedingung statt, dafi die sogeriannte 
A bleri kiingssiimme 

Bz. da2 
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ein Minimum wird. - 1st das unter dem Einflusse der freien Bewegung 
zurückgelegte Wegelement df, das unter dem Einflusse der gezwungeene 
Bewegung ds, so erkliirt das Prinzip der geringsten Wirkung aber den- 
jenigen Grenzfall als den Gleichgewichttrzustand, für welchen die Suninie 
der Prodnkte 9 t h .  dsZ ein Minimum k t .  Oder betrachtet man mehrere 
materielle Punkte ml m, m, . . ., welche im freien Zustande von den 
angrcifenden Kraften um df, df, d t ,  . . ., im cerbuvdenen Zustande aber 
um ds, ds, ds, . . ., versclioben werden, sodaB sie verintige ihrer Ver- 
lindungen die seitlichen Ablenkungen da, da, d a ,  . . . erleideil, so er- 
folgt die wirldiche Bewegung unter der Minimuinsbedingung: 

Führt man die freiwirkenden Krafte F, die von der freirn Be- 
wegung ahlenkenden, durch die vorgeschriabenen Bedingiingeii wach- 
geruferien Ablenkmgskriifte A und die tatsachlich zur Wirksamkeit 

P F 

kommenderi Besultierencten Y ein, welche sich nach vorstehender 
Figur zusammensetzen; bezeichnet man ferner die den verschiedenen 
Kraften und dem gleichen Zeitteilchen d t entsprechenden Beschleunigungen 
mit y, u und s, sodaB die Beziehungen bestehen: 

d t e  
ds = a-, 

2 

so erhiilt man .die Arbeitugleichungen: 
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Wenn im verliundenen Zustande ~ ' Z B .  d f  = O und dnher 

ZA - d a  =zP - d s  = min ist, dann kann man sagen: Es findet die 
wirkliche Bewegung nach dem Primip des kleinsten Zwanges so statt, 
a i e  nach dem Prinzip der geringsten Wirkung, namlich derart, daB die 
Surnme der vori den Ableriku~igskriften verrichteten Arbeiteri ein Xinimurri 
wird. hndernfalls müBte man, nm das GauBsche Prinzip mit dem 
natürlichcn Erhaltungsprinzip in &ereinstimrnung zu bringen, den 
EinfluB der freiwirkenden Kriifte in Berücksichtigung ziehen, oder es 
müBte das Prinzip des kleinsten Zwanges mit dem Triigheitsgesetxe in 
Verbiridung gebracht werden. (Mach: ,,Die Mechanik in ihrer Ent- 
micklung"; H e r t z :  ,,Die Prinzipien der Mechanik".) In dieser Ver- 
hindung crscheint das Niiiimumsprinzip in der allgemeinsten E'orni, und 
in dieser erhielt es die vollkomnienste und verstiindlichste Fassung von 
Cas t i  g l i  an O diirch seinen ,,Lehrsatz von der kleinsten Ai.heit", welclien 
er zum ersten Male im Jahre 1873 in seiner Diplomarbeit als Ingenieur 
und spater in seinem klaseischen MTerke: ,,Théorie de l'équilibre des 
systèmes élastiques et ses applications," Turin 1879, gegeben hat. Be- 
g ü n d e t  durch die Theorie des Gleiçhgewichtes elastiucher Systeme und 
als eine Ti'olgerurig seiner herühmten Skitze über den Differentialquotienten 
der Brbeit, lautet dieser Lehrsatz wie folgt: ,,Die elastischen Kriifte, 
welche naçh der Deformation des G r p e r s  oder des Systems zwischen 
den Molekülen auftreten, sind jene, welche die Deformationssrbeit zu 
einem Minimum machen, insofern man die Bedingungsgleichungen be- 
rücksichtigt, welche ausdrücken, daB zwischen diesen Kraften um jedes 
Nolekül Gleichgewicht herrscht." 

Der Zusammenhang des mechanischen Minimumspriuzips mit dem 
geometrischen Minimumsprinzip wurde schon zur Zeit der Auffindung 
der ruethodischen Ausgleichurigsrechnurig geahrit. Le  g c  n d r  e, welcher 
die Methode der kleinsten Qnadrate in einem h n h m g e  zu seinem Werke: 
,,Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des comètes," 
Paris 1805, zuerst oEentlieh behandelt hat, findet die Analogie des 
L2usgleichungsproblems mit den Eigenschaften des Schwerpunktcs b e  
merkenswert, inderu er zeigt) da1 der nach seiner Rilethode berechuete 
Mittelpunkt eines beliebigen Punktsystems mit dessen Sühwerpunkt zu- 
ssmmonfLllt. Berührungspunkte zwischen der Bestimmung des hlinimums- 
punktes und den Gesetzen der Natur finden sich auch bei Laplace 
(Théorie analytique des probabilités, Paris 1812) und GauB (Theoria 
combinationis, Gtittingen 1821); Versuche zur Bepündung der Nethode 
der kleinsten Quadrate aus mechanischen Prinzipien hat die Literatur 
seit I v o r  y s Vergleich mit dem Hebelgesetze (Tilloch's Philosoph. 
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Magaz. 1825 und 1826) niçht wenige aufzuweisen; in besonders zu- 
treffender Weise h;it H e n k e  in seiner Inaugural-Disselkation: ,,Gbr:r 
die Methode der klcinsteri Quadrate," Dresden 1868 und 1894, die 
Meinung von der ~ogl ' ichkeit ,  da1 das Ausgleichungsproblem eipe günz 
allgemeine Redeiitiing fiir die Auffassung von Naturvorgiingen haben 
konne, mit den Worten m m  Ausdruçke gebracht: Die durch %uBere 
Einflü~se bewirkten Veriinderungen geschehen stets so, daB die Ter- 
iinderten Zustsnde dcnjcnigen, aus welchen sic herroigr:gangen, immer 
ruoglichst nahe liegen - und daW nian als matliematisclien Ausdruck 
dieses Prinzips den Fiindamentalsatz der Methode dei- lrleinsten Qiiadrate 
zu betracht'en habe. 

Nach den jüngsten Untersuchungen ist man im allgemeinen zu der 
Hehauptung berechtigt, dnB die Anwendung cles natürlichen Erhaltungs- 
prinzips auf clie Ausgleichimgsreclinung zu der allgemeinen Tlieorie 
dcr kleinsten Summen führt. Wird nun im hesonderen ohne Rücksicht 
auf die Bedingungsgleichungen fiir das Gleichgewicht die Summe der 
von den Ablerikungskriften allein verrichteten Arbeiten, die ,,Ab- 
lenkimgsarbeit" zu einem Minimuin gemacht, dann ist auch der mathe- 
matische Aiisdruck dieses Prinzips da9 Fundamentalgesetz der kleinsten 
Quadratsurnnien, und es entspriçht das hierbei in Anwendung kommende 
Rechenverfahren der Ga uB schen 31etllode der Lbir~sk~z  Quadrde. Wird 
aber die Summe der zur Erlangung des Gleichgewichts notmendigen 
Arbeiten, die ,,Deformationsarbeit", auf ein kleinstes NaB gebracht, so 
erweitert sich das Rechenverfahren zur ilriethode der klei~zsten Produlîte, 
wie sie zum ersten Male in der ,,Osterr. Zeitschrift für Vermessungs- 
wesen", Wien 1904, unter dem Titel: ,,Fehlerausgleichung nach der 
Theorie des Gleichgewichtes elastischer Systeme" vom Verfasser am- 
führlich behandelt worden ist. 

Da diese erweiterte Methode durch Einführung entsprechender, von 
den vorgeschriebenen Gleichgewichtsbedingungen abhiingender Gewichts- 
zahlen immer auf die G auBsche Methode z~rüc'k~efii l ir t  werden kann, 
so findct die eine wio die andere - unabhiingig von der Wahrschein- 
liçhkeitstheorie - nach der strengen Theorie des Gleichgewichtes 
elastischer Systeme oder allgemein diirch das natürliche Erhaltungs- 
prinzip ihre mechanische Begründung. 
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Von Lrrun-IG SCIIT,EIEHMACHEI: in Asc1i:iEenbiirg. 

Mit  Tefel. 

Zur Berechnung der Massen bedient man sich im Wcgbaii der 
Formel 

(1) v= + K ? o  + QI) 1 7  

in welcher Q,, Q, die Fliicheninhalte des Anfangs- und Endprofils eiiier 
Station bedeuten, 6 aber deri Horizontalabstand dieser Profile, die 
Stationslange. In der Praxis erweist sich die Formel als llirireicheiitl 
vei.lLssig. E s  sol1 untersucht werden, wic weit sie gcnau ist für Weg- 
korper, welche von ebeneu Flachen begrenzt, also Pulyetler sirid. 
Dementsprechend wird ~ora~usgesetzt, da1 der Weg geradlinig ist und 
das Gelinde eben, aber von beliebigem Langs- und Quergefiille. Den 
Auegangspunkt bildet ein gewisses Polyeder, für welches die Forniel (1) 
strenge richtig ist. Es  wird sich zeigen, daB siimtliche Wegkiirper- 
typen, die unter den genannten V oraussetzungen moglich sintl, hin- 
sichtlich ihrer Gestalt nur wenig von ihm abweichen. 

Als rein empirische Formel ist (1) wohl nicht anzusehen. Offen- 
bar eritspringt sie der Absicht, den i. A. unregelm%Big gestalteten 
Wegktirper zu ersetzen durch ein Prisma von gleicher L;inge, dem 
d a m  das nrithmetische Mittcl der Grenzprofile naherungsweise und aus 
Billigkeitsgründen als Basis zuerkannt werden muB. Diese Absicht 
wird durch die riiiimliche Vorstellung gerechtfertigt, solange ein n'eg- 
korper vorliegt, der nur aus Aiiftrag, oder nur aus Abtrag besteht. 
Jn andern Fallen versagt die Vorstellung. Nehmen wir einmal das 
Extrem: einen Wegabschnittl), bei welchem das Anfmgsprofil nur Auf- 
trag, das Endprofil nur Abtrag aufweist; wie will man sich zwisclien 
diesen Profilen ein Prisma von gleicher Tiinge denken, welches den 
Wregk6rper anniliernd ersetzt'? Gleichwohl liefert in diesem Falle die 
Formel ( l j  ebenfalls und zwar dann ein brauchbares Ergebriis, Rem 
man den Inhalt des Abtragsprofils negativ nimmt. Sie ergibt namlich 
ungefahr die Masse, welche zur Herstellung des Wegabschnittes an- 
zufahren ist. ;Ilan wird hier nicht einwenden, daB die ~ n d e r u n ~  eines 
Vorzeichens eine willkürliche Modifikation der Formel sei, und da1 
durch derlei Willküilichkeiten für irgend einen gegeberien Fali irrirner 
ein ,,ungefàhr richtigesi( Ergebnis erpreBt werden k6nne. Die Anderimg 
-- 

i j  E i p r  7. 
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erscheint mit Rücksicht auf den Gegensatz von Aiiftrag und Abtrag 
doch mindestens als plausibel; ihre Zuliissigkeit aber liBt einen Übergang 
almen rom einfachen Auftragskorper zu solchen Gebilden. Man beachte 
die unterscheidenden Merkmale beider Gebilde! Ein Korper in1 ge- 
wohnlichen Sinne ist durch eine geschlossene Fliiche als durch seine 
Oberflache bestiriimt und umschlossen; es gibt ein ,,inneni' und ,,auBena; 
der Begriff Inhalt ist klar. Solche Korper sollen schlicht heif3en. Hin- 
gegen ist ein Baunigebilde, wie es oben gedacht und z. B. in E'ig. 7 
abgebildet ist, zwar gleichfalls durch eine ge~chlossene Fl'iche bestinimt, 
jedoch nicht von ihr als Oherfliiche umschlossen. Denn die Fliclie 
durchsetzt sich selbst in der sogenannten Ühergangsliniel), da wo diif- 
trag und Abtrag kcilformig in der Oberfliiche des natiirlichen Gelandes 
zusammenstoBen. Infolgedessen kann man von einem Imeren dieses 
Gebildes nicht reden. Auch ein solches Gebilde sol1 Korper, jedoch 
zt.cerch2) genannt werden. Seit M o b i u s  steht fest, daB und mie man 
einem zwerchen Korper einen Inhalt, ein Volum zuzuerkennen hat. 
Auf eine allgemeine Entwickelung des InlialtsbegriEes aller Raum- 
gebilde einzugehen, ist nicht Zmeck dieses Aufsat~es. Irisorneil aber 
der RegrifT hier hereinspielt, wird er erliiutert. Schon im voraus sei 
bemerkt, daB fiir den oben geschilderten zwerchen Wegkorper dasjenige, 
mas als sein Volum anzusehen ist, sich genau mit der GrGBe deckt, 
die der Praktiker zu ermitteln hat, niimlich dern Überscliusse des Auf- 
trages iiber den Abtrag. 

5 1. Der Klotz. 

Ein Sechsfliichner mit zwei Paaren paralleler Gegenfliichen heiBe 
Kht7~. 

Die beiden Paare paralleler Gegenflschen für sich allein begrenzen 
einen prismatischen Raum, welcher von jeder anderen Ebene in eincm 
Parallelogramm durchschnitten wird. Insbesondere ist also das Normal- 
profil des prisrrlatischen Raurnes ein Parallelograirim. Daher karin der 
Klntz aiich erklirt werden  al^ ein beliebig (schief) ahgeschnittenes vier- 
seitiges Prisma mit einem Parallelogramm als Profil. Als auBerliche 
Kennzeichen fallen an dem Hlotz (Pig. 1) zuniichst ins Auge die vier 
parallelen Prismenkanten AE, BUI;I CG, DH, in welchen ein Parallel- 
flachenpaar das andere durçhschneidet. Ferner bemerkt man die beiden 
Parallelogramme A B C D  und EE'GI, welche die Endpunkte der 
Prismenkariten zu Ecken haben. Die übrigeu B'laclien sind Trapeze. 

1) h o t e d i n i e ,  Doppelkurve. 
2) d. h. verwachsen oder durchwachsen. Die Kürze und die im § 2 geschililerte 

Erzeugiing soleher Gebilde mogc diese Renennung rechtfertigen. 
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Ein Prismatoid, d. h. ein Polyeder, desmm Ecken auf zwei parallele 
Grundfliichen verteilt sind, ist der Klotz in doppelter Hinsicht, je nach- 

dem man nimlich zu Grundflkhcn das eine oder andere Parallel- 
fiichenpaar wahlt. 

Rezeichnet man mit &,, Q, die Inhalte eines Parallelfliichenpaares, 
mit 1 ihren Absfand, so ist das Volum P des Klotzes 

Man beweist dies ziiniichst für  den schlichtcn Korper, Typus 8 (Fig. l), 
wie f'olgt.') GrundfEchen seien B F G C  und AEHD.  Durcli den 
Mittelpunkt O einer Seitenkante A H  führe man zu den Grundflachen 
die Parallelebene, welche die übrigen Seiteiikanten DC', H G ,  EF in 
den Punkten P, R, S halftet. Sodann führe man parallel za den 

Seiteiiknnten XI;: H G  durch O P  die Ebcne, welche die Prismenkanten 
des Kiotïïes AE, B3', CG, D H  in den Punkten X, Y, 2, U schneidet. 

Ilann kann der Rlotz ails Prismen additiv so zusammengesetzt werden2): 

B F G C  
Klotz AI,;, [!, = Prisma 

Y F G Z  OBY O A X  
x ~ n u -  PCZ + PDU. 

Die beiden letzten Prismen sind aber volumgleich und heben sich weg. 

Folglich ist das Volum V des Klotzes gleich dem des ersten Prismas, 
welches mit ihm die H6he 2 (Abstand des Qruridfliichenpaares) und den 
-- 

1) Den folgrnden Beweis, sowie die Beschreibung des schlichten Klotzes, als 
eines ,,Obelisken, i n  welchem auBer den Gmndfichen zwei weitere Grenzflichen 
einander parallel sind", findet man hei H e i s  und E i l c h w e i l e r ,  Ijehrbuch der 
Ueometrie (2. Teil, Rtereometric). Er dient dort zur Herleitung der Volumformel 
des allgemeinen Obelisken (Kopp  eschen Satzes) auf Gi-nnd einer Zerlcgurig, die 
noch cinfacher ist al8 die Eickanntc S to inc r sche .  Sclion um deswillen ist der 
Xorper für die Stereometrie wichtig und verdient einen besonderen Namen. Wir 
haben den Namen Klotz gewiihlt, weil e r  kurz ist  und weil solche Korper ent- 
steheu, wenri der Zimrriermann einen Balken zersagt, etwa uui Scliifter hersustellen. 
Man begagnet ührigens dem Klotze in seinen vielFiltigen F'ormen haufig geniig. 

2) Der Bezeichnung der Polyeder liegt hier und ferner folgende Vorstellung 
zugrunde. Man denke sich das Polyeder zwischen zwei Ebenen eingespannt. 
ein Prismatoid z. B. zwischen die Ebenen der GmndflLchen. Nun bcwege sich 
eine dritte Ebene aus der Lage der ersten in die der zwoiten, indem aie den 
K6rper immer schneidet. Es  sollen dann 
1. Ecken, welche derselben Lage der beweglichen Ebene angehoren, auf dieselbe 

Zeile , 
2. Pkken, die aiif einer Kante liegen, welche von der 1. I<:bene his sur 2. b:berie 

reicht (Seitenkante) untereinander gesetzt merden. 
Im Texte gestatten wir uns statt  der Untereinmdcrstcllung die Netien- 

einandorstcllung mi t  Trennung d u c h  ein Komme. 
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Jfittelschnitt gemein hat. Wir  bezeichnen den Lnhalt des 

Mittelschnittes mit Q und haben: 1 
(2) v= Q 1 .  t 
Nun gilt aber für die Grundfiachen des Blotzes und dieses Prismas: 

YFCZ - Y B C Z  - Y F G %  
I I F G C S  XICITU+ A X U D  - + X E H U  

= 2 x OSRP 

oder: 

(3) Qo + Q, = 2 Q', 

womit die Cbere in~t imrnun~ von (1) und (2) erwiesen ist: 
Ua,s Volurn des Kloizes is t  HGhe wzul Nittelschnitt, oder HGhe wzul 

dem arithmetischerz Mittei der Grundflacken. 
Dasselbc Ergebnis liefcrt auf Grund von (3) auch die bekannte 

Simpsonsche Formel: 

(S) v=: (Q,+ QI + 4Yt )  4 
welche für jedes Prismatoid gilt. 

Irgend eine Ebene, welche die Prismenkanten schneidet, zerlegt 
den Klotz in zwei K6rper derselben Art. Insbesondere trennt (Fig. 2) 
die Ebene GHE'P '  von dem Klotze das gleichhohe dreiseitige Prisma 
über der Grundflgche F 'FG ab, das als Klotz angesehen werden kann, 
in welchem die durch G und H laufenden Prismenkanten unendlich 
klein sind. Wir bezeichnen das Velum des Prismm mit 7". E s  er- 
scheint dann der übrigbleibende Klotz - er heiBe Restlt2irper - alu 
Differenz Ton zwei gleichhohen schlichten Kliitzen, nrtmlich 

oder, wenn V' das Voluin des RestkGrpers 

Grnndflkhen und Mittelschnitt des Restkorpers sind gleichfalls DifIe- 
renzen, z. B. 
(5) B P ' G C  = B F G C  - F ' F G  

oder, wcnn wir mit d den Inhalt des Dreiecks F'E'G bezeichnen und 
die Iiihalte der Grundfliichen und des Mittelschnittes des Iiestkkpers 

mit &O, Q;, Q;: 
2 

(5 a) Qi = Qo - d ,  Q; = &,-A,  Q' = Q ,  - A  a 
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und deswegen gelten fiir den Restkiirper auch die Reziehiingen (2) und 
(3) in der Forni: 

(6) V f =  Q; T 1 ,  Q" + Q; = 2 Qi. 
Dreht man jetzt die Ebcne GHE'E" um GH, so bleiben für alle ilire 
Lagen die vorstehenden Gleichurigen (4), (4a1, (5), (5a), (6) in Geltung: 
zuniichst solange wie in Fig. 2 der Piinkt F' ewischen E' und 3, 
S' zwischen S und 0, 3' zwischen E und A verharrt, aber auch d a m  
noch, wenn diese Puiikte einer uach dem anderu das betreffende Inter- 
val1 überschreiten, wie in Fig. 3 und 4 - sofern nian nur die Inhalte 
der Grundlliicheri, des Mittelschnittes und des Restkorpers, welche dabei 
teilweise oder siiintlich zwerche Gestalt annehmen, irn Anhalte an die 
Qleichungen (4), (4a), (5), (5a) erklart. 

Demzufolge hat man in Fig. 3 mit Itücksicht aiif (5) als Inhalt 
des ewerchen Trupczes BP'G C anzusehen die Differenz der Dreieckc 
G C L  und LF'Ij, da bei dieser Lage von 3'' Minuend und Subtrahend 
in (5 )  den Plichenteil BE'GL gemein haben, der also von beiden ab- 
gezogen werden darf. 

Der Restkorper in Fig. 3 hat eine cbergangslinie I L  erhalten, 
rings welcher sich seine Oberflache durchsetzt, ist aber gleichwohl in1 
Sinne der Erklarung des 5 1 ein Klotz geblieben. Wir bezeiclinen diese 
Gestalt des zwerchen Klotzas fernerhin als T y p s  SI'. Sein Volum 1." 
muB im Anhalte an (4) erkliirt werden als Differenz der beiden schlichten 
Korper, welche langs I L  zusammenstoBen, niimlich') 

welche übrig bleiben, nachdem Minuend und Subtrahend in (4) befreit 
Sind von dem ihnen gemeinsamen schlichten Korperteil 

Rückt bei weiterer Drehung der Ebene GHE'E" aiich l3' über A 
hiriaus, wie in Fig. 4,  so werden beide Griindflxchen und der Mittel- 
schiiitt des Restkiirpers zwerche Trapeze, deren Inhalte mie obeii zu 
verstehen sind. 

Der Restlr6rper (Fig. 4) rerliert dabei nicht die definierenden 
Eigenschafteri eines Klotzes; doch ist seirie Geutalt, die wir als Typus 8'' 
des zwerchen Klot7es bexeichnen, wesentlich verschieden von der defi 
Typns R'. Er wird gebildct von deri beiden dreiscitigen Pyramidcii, 
_ _  i 

1) In der Figurentafel sind positive und negative Teile zwercher Korper 
durch rote und gelbe Farbc unterschiedr~n. 
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welche in der cbergangslinie NL zusammenhiingen, und sein Volum 
ist ihrer Differenz gleichzusetzen, da die Gleichung (4) nach Beseitigung 
des dem Minuenden und Subtrahenden gemeinsamen Korperteiles 

L G F B  
X H E A  

(eines schlichten Klotzes) die F o ~ m  annimmt: 

B F ' G C  L G C  BLF' 
AE'HD = N H D  - AXE" 

Als unterscheidende Merkniale der drei Typen R, R', R" heben wir 
hervor: 
bei R besteht jedes Paar paralleler Gegenfliichen (Prismenfiiiclien) aus 

schlichten Trapezen, 
bei R' ist von jedem Paare eine Flache ein schlichtes, die andere ein 

zwerches Trapez, 
bei Q' besteht ein Paar aus schlichten, das andere aus zwerchen Trapezen. 

Man beachte, daB in diesem Paragraphen der Typus R "  auf dem 
Paare der zwerchen Trapeze als Grundflachen aufgestellt ist.') 

$ 3. Fortsetzung. 

Bei de11 vorstehend gescliilderteu Gestaltsanderungen des Klotzes 
wurde die Ebene E F G H  um die Seitenkante G H  gedreht und dies 
hatte zur Folge, daB gleichzeitig beide Grundflachen ihre Gestalt ver" 
anderten. Man kann aber die Ebene auch um eine Grundkante, z. B. 
um HE drehcn, d a m  bleibt die zugehorige Grundfliiche, hier AEHD, 
ungeandert. Sei nun HEF'G' (Pig. 2) eine Lage der sich drehenden 
Ebene, so zerlegt auch aie den schlichten Klotz R, von clem wir 
wiederuni ausgehen, in zwei Kiotze. Davon ist einer eine dreiseitige 
Pyramide, niindich derjenigc, dessen durch E und H laufende Prismen- 
kanten nul1 sind: sein Volum sei V,. Der andere heiBe Restkorper; 
sein Volum sei V'. E s  ist: 

( 7 )  
BF'C'C - B F G C  F'FGC - - 
A E H D  A E H D  Z E H Z  

oder 
V'= V -  V,. 

Sei II der Inhalt des Parallelogramms P ' F G G ' ,  so ist +fl der Inhalt 
des Parallelograrnms S"SRKr.  Bezeichnet man ferner die lnhalte der 

1) ffber eiuem zwerchen Trapeze als Grundflache laBt sich selbstverstindlich 
auch ein Prisma errichteu. Man kann also die oben geschilderte Veriindemng des 
Inhaltes auch am Prisma studieren. 

Zeitiichrift f. Mathemathik u. Phyaik. 62. Band. 1905. 2. Heft. 16 
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Grundfliichen und des Xittelschnittes des Hestktirpers mit &li~ Q;, Q ; i  

Diesen Gleichungen erteilen wir niin wieder dauernde Gültigkeit für 
jede Lage der sich drehenden Ebene, so für Fig. 5 mie für Fig. 6, 
welche, wie man leicht sieht, wiederum den Typus R' bezw. 5"1" dar- 
stellen. Im Gegensatze zu 5 2 und Fig. 4 hat jedoch R" hier das 
schlichte Parallelflichenpaar zu Grundfiicheri. 

Man erkennt im Anhalte an (7)) tlaB die Volume dieser E i p e r  
genau wie oben bei Fig. 3 und 4 zu erkliiren sind. Dasselbe gilt mit 
Rücksicht auf (8) aiich für ihre Grundflüchen und den Mittelschitt. 
Besondcre Beachtung aber verdient dabei, daB in Fig. 6 die Grundfliiche 
BF 'G'C (vergl. 8), als Differeriz, deren Subtrahend den Mlnuenden 
gerade um diese Flache übertrifft, einen negativen Inhalt Q, gewinnt.') 
Bei weiterer Drehung der Ebene kann auch der Mittelschnitt und 
somit das Volum T' negativ werden. 

Hiermit ist jetzt dargetan, daB die Voluniformel (1) und (2) 5 1 
für alle drei Typen R, R', R"  gilt2), und n as darin in jedem eirizelnen 
dieber drei Falle V, Q,, QI, QI bedeuten 

1 

Bber den Klotz noch folgende Bernerkungen: er ist offenbar das 
stereometrische Analogon des Trapezes und kann (wie dieses dem 
Parallelogrrtrrim) dem Parallelepiped, als ein Stück von ihm, angereilit 
merden. Irgend ein Parallelschnitt zii den Grundflaclien, dessen Ab- 
stand von &, sich zur Hohe 1 rerhilt  wie : 1, hat den Inhalt 

Qo + (QI - Qo) 5. 

1) Man beachte, da0 der negative Charakter der FlBche sich verrat in dem 
Sinne des IJmlaufa, welcher der konsequent beibehaltenen Bezeichnung BFGC 
(Fig. l), B F'G'G (Fig. 2, 6 ,  6) folgt. Wenn namlich auf der wagrecht gedachten 
Gmndfliiche eine Pereon in Fig. 1 den Weg BFGCB zurücklegt, bleibt ihr die 
umlaufene Flache zur Rechten. Dagegen bleibt ihr in Fig. 6 die umlaufene 
Grundfiache BF'G'C znr Linken. Den Übergang bildet Fig. 6: hier bleibt auf 
dem Wtige B F'G'CB ùie FlBche BF'L zur Linken, L G'C zur Rechten des Um- 
laufenden. Es entspricht dies der Tatsaclie, da0 a h  Inhalt des zwerchen Trapexes 
B F G ' C  die Differenz L G'C - B 1f"L wegen ( 8 )  911 betrachten ist. 

2) Sic gilt auch fiir die Zwischenformen dieser Typen, auf welche hier 
ebensowenig eingegangen werden soll, wie auf andere Spezialisierungen des Klotzes. 
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Da der Klotz zwei Mittelschnitte und zugehorige HChen besitzt, 
besteht zwischen diesen vier GrCBen eine Gleichung. Sie sagt nichts 
anderes ails, fils daB das Profil, ein Parallelogramm, zweierlei Grund- 
h i e  nebst E h e  hat. Dies ergibt sich, wenn man durch einen Punkt 
der Schnittlinie beider Mittelschnitte, der sogenannten Sclmerachse, den 
Profilschnitt führt. Man findet dabei, daB des Volum des Klotzes auch 
gleich dem Produkte aus Schwerach~ie und Profil ist, wie es der schone 
Satz von Meier-EIir  s ch  für alle schiefabgeschnittenen Prisrnen fordert. 

Der Kiotz ist übrigens nicht das allgemeinste vierseitige Prismatoid, 
dessen Volum durch (1) gegeben ist. Dieses hat folgende Eigenschaft: 
Legt man durch einen Punkt auf ciner der Grundflachen zu jedem 
Paare gegenüberstehender Seitenkaiiten die Parallelebene, BO tichneiden 
diese die Griindflache in derselben Geraden. 

5 4. Wegkorperformen. 

Auf dem ebenen Gelande ABTCDS (Pig. 7) von beliebigem 
LCngs und Quergefiille werde ein geradliniger Weg mit wagrechter 
Krone (Krorieribreite EF = H G  = w )  erbaut zwischeri dern senkrechten 
Anfangsprofil A BFE (Auftrag) und dem Endprofil D C G H  (Abtrag). 
Das B6schungsverhiiltnis sei sowohl zu beiden Seiten, mie auch für 
Ad-  und Abtrag das namliche und gleich P.' )  Die Gelandeebene A B C D  
durchsetzt die Wegflüche E F G H  liings der Ubergmgslinie ST. Irgend 
eiii Zwisclienprofil, welches ST nicht trifft, xeigt nur Auftrag oder nur 
Abtrag; trifft es aber 87; so entsteht ein zwerches Viereck, in welchem 
gleichzeitig Auf- und Abtrag vorhanden ist. Darch Einschaltung von 
niehr Zwischenprofilen kann man Stationen abgrenzen, für welche die 
zugehorigcn Wegkorper einen der folgenden vier Typen aufweisen, 
welche bezw. dargestellt sind in Pig. 8, 9, 10, 7: 

1. Beide Grenzprofile sind gleichzeitig Auftrag oder Abtrag, 

II. Ein Grenxprofil hat nur Auftrag (oder Abtrag), das andere ist 
gemischt, 

III. Beide Grenzprofile sind gemischt aus Auftrag und Abtrag, 

IV. Ein Grenzprofil hat nur Auftrag, das andere nur Abtrag. 

E s  mogen diese Typen in ihrer R e h n f o l g e  einzeln betrachtet und 
ihr Volum berechnet werden. Der Abstand der Grenzprofile, die 
Stationslinge, sei durchgehends mit 1 bezeichnet. 

1) Dies trint in der Praxis nicht immer m. Es soll nicht unerw5hnb bleiben, 
da8 die vorstehenden Annahmen aiich die Graben l h g s  der Abtmgsboschungen 
nicht be rü~ks ich t i~en .  

15' 
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2 1 6  Zur Massenberechnung im Wegbau. 

W e g k o r p e r  1. 
Legt man in Fig. 8, welche einen Auftragktirper vom Typus 1 dar- 

stellt, durch C zur Boschungsebcne AEHD die Parallclcbene CLX 
und erweitert beide Boschungsebenen bis zur Schnittkante JE, so kanu 
der Wegkorper wie folgt zusammengesetzt werden: 

D C C K  - P .  di!' = I « O ~  A M L J  
nsma 

C + Psram. ,,,- 
Die rechts stehenden Prismatoide haben für die angeschriebenen Grund- 
fliichen alie dieselbe Hohc 1. Bezeichnet man die absoluten MTerte der 
Inhalte der vorgenannten Grundflachen des Wegkorpers bezw. mit G,, Co, 
des Prisinas mit d, der Pyramide mit dl), so ergibt sich fiir das Volum V 
des Wegkorpers: 

Mun cernachlüssigt also bei A n w e n d u ~ g  t7m herk6tnmZiche9z Forwel 
den Betrag 6 61, d. h. die Ilülfte der obengenanntm Pyramide. L m  
Go, Dl, V durch die Abmessungen der Profile auszudrücken, projiziere 
man die Punkte A, B, C, in die betreffentle T<rone nach A', Il', C', B' 
und bezeichne: 

so ist unter Benutzung des B6schungsverhaltnisses 8: 
A'E = P a ,  B'F = P b ,  C'G = pc,  D1H= Pd. 

Durch Zerlegung des Profiles ABFE in die Differene des Trapezcs 
ABB'A' und des Dreieckspaares ABA', BB'P findet man seinen Inhalt: 

Um Dl zu bilden, hat man hierin a und b bezw. durch d und c zu 

ersetzen: 

(11> D , = + w ( d +  c ) + p d c .  

Planimetrische Konstniktionen zur Berechnung von d vermeidend 
betrachte man den Wegkorper als Prismatoid mit den Grundfliichen 
Q,, Dl und der Htihe 1 und bestirnme seinen Inhalt nach der bekannten 
Simpsonschen Formel (8 1, (SI) 

V - +  (Do+ Dl+ 4Q,)l, 

1) Den Mitteluclinitt der Pyramide, also den 4. Teil von d' nennt K o p p e  
,,Erg%nzurig~figur". 
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Von L u ~ w r a  SCIJLEIGBMACIIGR. 21 7 

in welcher E, den Inhalt des Mittelschnittes bedeutet, der sich, wie 
T 

inan leicht sieht, aue E, ergibt, wenn man darin u durch n = + (a + d) 
und b durch p = $ (b + c) ersetzt, also: 

Pa+Rl-2D = S f l  (a-d)(b-c) oder 46,=2(Eo+D,)-p(a-d)(b-c), a % 

mithin, wenn man diesen Wert in die Simpsonsche Formel brin&: 

Durch Vergleichung dieses Ergebnissesl) mit (1) erkennt man, daB 
S = p (a - d)  ( b  - c) ist, was sich auch direkt bewahrheiten M t .  

Zwischen a, b, C, d, UI, P besteht iibrigens eine Gleichung, die nian 
erhilt, i d e m  man das Quergefglle des Gelandes in jedem der beiden 
Grenzprofile bildet und die beiden Werte gleichsetzt, namlich: 

( b  - a ) :  [ap + w + b p 1  = (C - d ) :  rd(3 + w + cp] 
d e r :  

(12) t u  ( b  - a -  c + d )  = 2/3 ( u c -  bt7) 

W e g k o r p e r  II. 
Fig. 4 gibt das Bild eines A~~ftragkorpers vom Typus II.a) 
Die linkseitige Abtragboschungsebene DIIS ist zur reclitseitigen 

huftragb8schungsebene G CBF parallel. Erweitert man die erstere, so 
trennt sic vom Auftrage die Pyramide S, A K E  ab, und es bleibt ein 
zwercher Klotz, Typus R', übrig mit den Prismenkanten KR, RF, 
CG, DH, d. h. man hat folgende Zerlegung des Wegkorpers: 

1) E. v o n  D a m b r o w  s k i ,  Inhaltsberechnung bei Erdbauten, Teubner 1876, 
gibt dieso Formel für den speziellen Fall ,  wo das Gelande kein Quergefalle be- 
sitzt. Auf die Ze r l epng  dicses Tgps in  Prisme und Keil weist neuerdings Herr 
Chr.  N i e l s e n  hin in  den Unterrichtublattern fiir Math. u.  Nat. 1903, IX Nr. 6. 
E'erner erschienen nach Druck vorliegender Arbeit zwei Aufsatze, deren Verfasser 
sich mit Ansdehnung des K o p p  e d e n  Satzes ~ u f  Prismatoide mit windschiefen 
Beiten befassen und fiolche zu Erdmassenermittelnng benützen, namlich Herr 
Ch. A. V o g l e r ,  Zeitschr. f. Vermesuungswesen, Bd. XXXIV, S. 169 und Hem Irir 
genieur P u l l e r ,  Zentralbl. d Bauverwaltung, Jahrg. XXV, S. 207. Solche Koyper 
behandelt Herr L u c k e  unter dem Namen Zentralkorper (Leitf. der Stereometrie. 
Tenbner 1890). 

2) Das Gegenstiick hierau, einen Wegkorper II mit iiberwiegendem Abtrag, 
wiirdc in Fig. 7 ein Querprofil, welches ST sehneidet, zuaammen mit dem End- 
profil.: D CG H begrenzen. 
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Wird der Überschu~ des Auftrages über dèn Abtrag fiir die Station 
mit V bezeichnet, der absolute Inhalt des Auftragprofiles A B P E  mi t  
Co, des Dreiecks AKE mit 6, des zwerchen Trapezes DCGH, d. h. 
der Überschu~ des Dreiecks T C G  über THD, mit El, ferner die EGhe 
der Pyramide mit x, so ist 

Bei Anwendung der Erfahrungsformel (1) vernachlassigt man also 
den Unterschied zwischen der HBlfte eines I'rismas von der H6he 1 iind 

der Pyramide von der H6he x, beide über derselben Grundfliiche 6. 
Es sol1 die Formel (II) in den Abmessungen des Wegkorpers ails- 

gedrückt werden. Wenn man wie oben die Punkte A, B, C, B, K in 
die Kronen projiziert und 

setzt, so ist wieder (vcrgl. 10) 

(10) 
W 

$2,- T ( a  f 7)) + bah. 

Zieht man durch Il, K in den Profileri die Horizontalen BD", KK*, 
welche CG', CG, BB' in Il*, G*, C* schneiden, ~ i o  ist 

XI.,= T C G  - T H B  = D C G *  - D I I G G * = + u ; ( c  f cF) - w d  
oder 

(13) 
w n --  u1 - (c - a). 

Der Wert von 6 ergibt sich aus dem Werte von Do, wenn nian w = O  
und k an Stelle von b schreibt, was man geometrisch durch Parallel- 
verschiebung von BF in die Lage von X E  erlautern kann. Also ist 

Da KBL DC, ist KBK* DCD*, also B K *  = CD* oder b - k l c f  d, 

also k = b - c - d ,  k + d = b - c .  

FaBt man den Punkt S als Teilpiinkt der Strecke R H  ins Ange und 
denkt sich durch ihn die Stationslange geführt, BO findet man - und 
weiterhin mittels iihnlicher Dreiecke: 
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Hiermit erhalt man schlieBlich 

(11 4 
( b  d - ~ ) ( b - c + B d )  y= S(D,+;Vil)l - ;fila-- b - c  

Wie bei Wegktirper 1 besteht auch hier zwischen a,, b, c, dl W, /î eine 
Gleichung, die Quergefüllr~elation, die man a i e  dort findet. Sie lautet hier: 

W e g k o r p e r  III. 

Der Wegkorper III (Fig. 10) ist ein zwercher Klotz, Typus R", 
niit den Prismenkanten AE, BF, CG, DH. Zwei Qegeiifl%hen, narnlich 
die Boschungsebenen, sind schlichte Trapeze; die beiden anderen, niimlich 
die Grenzprofile, sind zwerche Trapeze. Als Parallclogrammfliichen 
treten die Wegflache und die Geliridefliche hervor. 

Wir berechnen, wie bpi (Il), die fiir die Station erforderliche 
Masse, den Überschu~ V des Auftragss über den Abtrag. Wie im <i 2 
gezeigt wurde, ist V nichts anderes als das Volum des zwerchen 
Klotzes. Bezeichnet man also die Inhalte der zwerchen Trapeze ABFE, 
U C G H  bezw. mit XI, und Dl und nimmt hierbei den Auftrag positiv, 
den Ahtrag also negativ, so ist: 

Die Erfahr~u~sformel  ist fur den Wcgkürper III in aller Stre~zge 
yenau. Das Endprofil von II stimmt in der Form überein mit den 
(~renzprofilen von III, also ist bei analoger Rezeichnung (vergl. 13) 

, 
Um die Quergefiillrelation zu bilden, ziehe man in den Grenzprofilen 

die Horizontalen AJ nnd DK. Die Ebene AJKD wird dann von 
den B6schungsebenen in den parallelen Kanten AD, JK geschnitten, 
die Geliindeelene in den parallelen Kariten AU, UC. Der Korper 

A B J  
D C K  

ist also ein Prisnia und die lioheri in den Gruudflachen sind gleich, d. h. 

(16) a + O = c + d .  

Dies ist die Quergefallrelntion; sie ist hier von w und /3 unabhiingig. 
Nan kann sie zur Vereinfachnng der Volumforrnel henutzen und findet 
folgende gleichberechtigte Werte für V: 

(III a) y='W( c - a)1 = $ w ( b -  d ) l .  
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Es  ist hier leicht, diese Formel aufiustellen, ohne die Begriffe des 5 2 
zu benützen. Man denke sich namlich den Wegkorper wie folgt 
hergestellt: zunbhst  werde auf das Gelinde A B C D  das obencrwahnte 
Prisma A B 4  D CK aufgetragen, sodann von dem hierdurch umgeformteu 
(unebenen) Gelande der schlichte Klotz 

A E F J  
D B G K  

abgetragen. Der Unterschied zwischen Prisma und Klotz ist dann die 
erforderliche (anzufahrende) Masse, oben mit V bezeichnet. Die Grund- 
fliiche des Prismas hat dan Inhnlt w (a + b)  = +u; (c + d), die Grund- 
flachen des Klotzes bezw. ma,, w d ;  die HGhen beider Korper sind 
gleich 1, folglich ist: 

Y= i w ( n  + O)1 - S [wu + w d l l  = i w ( b  - d ) l .  

Erweitert man in Fig. 7 die linkseitige Ahtraghoschungsehene 
D H S  bis zuni Schnitte EXo mit dem Anfangsprofil, bringt ebenso 
die z a  ihr parallele Auftragb6schungsebene BE'T in GK, zum Schnitte 
mit dem Endprofil, so zerlegen diese BGschungsebenen den Wegkorper 
in einen zwerchen Klotz, Typus Ru, mit den Prismenkanten KoE, Bi.) 
K,G, D f A  auBerdem in die Pyramiden S, A K o E  und T, K,GC. 

Sei C o  der absolute Inhalt des Aufangsprofiles A B F E ,  2, des 
Endprofils DHGC, 8, und 6, bezw. der Pyramidenbasis dK,E und 
KI GC, sei ferner cc, und x, bezw. die zugehorige Pyramidenhohe, so 
sind L!, - 8,, $2, - 8, die absoluten Inhalte des schlichten Parallel- 
flachenpaares genannten Klotaes, das wir als Grundflachenpaar wahlen 
Kach 5 3 ist das Volum des Klotzes dann gleich dem halben Produkt 
aus der Differenz der absoluten lnhalte dieser Grundfliichen in die 
H6he 1, wobei als Minuend die Auftragsgrundfliiche zu  nehmen ist, 
menn das Volurn als Überschu~ des Auftrages über den Abtrag be- 
rechnet werden soll. Für  den ganzen Wegkorper soll dieser UberschuB 
wieder mit V bezeichnet werden, d a m  ist: 

V =  ; [ ( ~ o - ~ o ) ~ ~ , - ~ , ~ ~ ~ + ~ a o ~ , ; a l ~ l  
oder 

(Il7) 7 = (,no - C,)l  + (8, - 8,)E + 5 8,x, - k d ' , . ~ ~ .  
die genaue Massenformel, welche mit der Erfahrungsforrnel +(Co - DJ1 
zu vergleichen ist. 

Projiziert man die Punkte A, B, C, D, Ko, KI bezw. nach A', B, Cr, 
n', Bi, Ki in die betreffende Krone und setzt: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Verlag v B. G. Tenbner, Leipzig 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von LÇI)WIG SCHI.SIEBMACIIER 

so ist (vergl. 10) 

fi,= $w(a + b) + pub,  Cl = S M ( C  + d) + t c d .  
Weil die beiden Pyramiden spiegelahnlich sind, gilt di<: Proportion: 

"0 - a - - .  
2 1  c  

Denkt man sich auch die linke Auftiag- und die rechte Abtrag- 
btischungscbcnc mit dem End- bezw. Anfangsprofil zum Schnitte ge- 
bracht, so entstehen zwei weitere Pyramiclen, die unter sich spiegel- 
ahnlich sind, und für diese gilt ebenso: 

1-x, d  
- - -- - 
1-2, b '  

ferner gilt fiir die spiegeliihnlichen Pyrarnideii mit der gemeinsamen 
Spitze S, und für die mit der Spitze 1': 

Wie man erkennt, bleiben die vier Proportionen ungeandert, wenn 
gleichzeit,ig a mit c ,  b mit d,  der Index O mit 1 vertauscht wird. 
Diese Vertauschuna ist also auch auf jede Gleichung anwendbar, die 
ans den Proportionen abgeleitet werden kanu. Man findet nun 

und hieraus unter Benutzung von 

(17) 
a'd - b) 

,J -1.2- /c = a  d - b  - 
O -  c d - a b '  O c - a '  

mithin ist: 
c ( b  - d )  x , = l .  - -  

b - d  
a b  - c d  9 

kl = c- . 
a - c  

Nun geht durch Parallelverschiebung der Geraden BE' in die Lage 
von KoE die Fliche Go in a,, b in k ,  über, wihrend w vermhwindet; 
also ist 

(19) 
d - b  b - d  a,= Bako= Ba2-- und 6, = p c a - .  
c - a  a - c  

So findet man: 

oder 
d - h  v=~(~o-51,)i+f fil-- 

c d - a b  
[ 3 (c+  a ) ( c d - a b )  - 2(d-  b)(c2+ca+a"] 

und da der Ausdruck in [ ] für c = a verschwindet, also den Faktor 
c - a besitzen mufi 

d - b ) ( c - a ) [ a b + c d + 2 a d + 2 b c ] ,  (IV,) +(Co- D,)l -1 dBCL - - - - 

c d  - a h  
Die Quergefillrelation lautet hierbei: 

P O )  ~ [ ( d  - c)  - ( b  - a)] = 2/?(bc  - a d ) .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mitteilungen. - Bücherschau 

Kleinere Mitteilungen. 

Anfrage. 

P. S., H. Wo iindet nian Tafeln des Inte,qrallo,qarit~~mo& 1st 
S o l d n e r s  Tafel, Miinchen 1 8 0 9 ,  brauchbar? In der Enzykloptidie der 
mathem. Wiss., Bd. II, S. 1 7 5 ,  hei0t es: ,,Tafeln sind von B e s s e l  und 
G a u B  berechnet ~ o r d e n . ~ '  Wo stehen diese Tafeln? I n  G a u B '  Werkcn, 
11, S. 438-443, finden sich nur einnelne Werte. 

Bücherschau. 

SchüDler, R. ,  Orthogona le  Axonomet r ie .  Ein Lehrbuch zurn Selbst- 
st,iidiiirn. Mit, 29 Figurentafeln in bcsonderem Hefte. 8', VI1 II. 170 S. 
Leipzig 1905,  B. G. Teubner. Preis geb. M. 7. 

Das seltene Erscheinen von Lehrbürhern der darstelleyden Geometrie, 
die von den ausgetretenen und schon etwas langweilig gewordenen RI on ge  - 
schen Pfaden nach irgend einer Ilichtung abneichen, rechtfertigt wohl den 
ilusdruçk, daB ich das vorliegende eigenartige Büchlein freudig begrüfie. 
Sein Grundgcdanke, siimtliche Konstruktionen im axonometrischen Bildo 
ohne Zurückgehen auf eine zweite orthogonale Projektion durchzuführen, 
sowie di0 Angabe von Wegen, auf denen man zu diesem Ziele gelangen 
kaun, starriruen freilich von C. Pelz .  Dem Verfasser gebührt jedoch das 
Verdienst, die einfachen Tiisungen, zii denen P e l z  i n  seinen Abhandlungen 
gelangt ist, einmal so dargestellt zu haben, da0 jeder ohne besondere Vor- 
kcnntnisse aus dor darstellenden oder projektiven Geometrie sich mit ihnen 
bekannt maçhen kann, ferner ilire Anwendung auf die verschiedensten Auf- 
gahen, insbesondere der Schattenkonstniktion, gezeigt zu haben. Dai3 der 
Verfasser mit Liebe und Sorgfalt an diesem Werkchen gearbeitet hat,  er- 
sieht man aus jeder Seite; es sol1 j a  auch wohl, mehr als es der SchliiB 
der Vorrede betont, einem Lieblingsgedanken zur Verwirklichung verhelfen, 
namlich der orthogonalen Axonometrie megen der Anschaulichkeit ihrer 
Uilder und Konstruktionen eine bcvorzugtere Stellung im darstellend-geo- 
metrischen UnterrichL xu erririgen. 

W a s  den Stoff anbetrifft, so behandelt der Verfasser nach E r k l h n g  
der Methoden m m  Zeichnen aronomet,rischer Rilder die Darstellnng der 
Grundgebilde, die Aufgaben über ihre Lagenbeziehungen und als Anwendung 
die Schattenbestimmung an ehenfliichig begrcnztcn Korpern. Letztere so- 
wohl als das S. 19 u. 20 erwiihnte Konstruieren mit Punkten oder Linien, 
die auBerhalb der Zeichenfiiche liegen, ist  der Beachtung zu erripfehlen. 
1)ie ,,Aufgaben der Geometrie des XaBesL', insbesondere die über das Serik- 
rechtstehen von Geraden und Rbenen werden nach C. P e l z  durchgeführt, 
wobei bekanntlich der Eatz über die Hohen eines Dreiecks die Ha~pt~rol le  
spielt. Bei manchen Losungen dieser Aufgaben sehe ich keinen Vorzug 
gegenüber der Benutzung einer zweiten orthogonalen Projektion. 
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Besonders eingehende Behandlung erfahren der Kreis und die Kegel- 
schnitte. Bei der Darsteliung der ersteren kommt der Satz zu wiederholter 
Verwendiing, da0 das Rild einer xur Kreisebme senkrechten und mit dem 
Radius gleich langen Strecke der linearen Exzentrizitiit der Bildellipse gleich 
ist. Vielleicht hat  in  dicsem und rnanchem anderen Abschnitt (2. B. Kugel 
und Halhkugel) die Liebe zur Sache den Verfasser verführt, für eine und 
dieselhe Aufgabe zu viele Losungsarten anzugelen, *as ich Tom pada- 
gogischen Standpunkte aus für'hedenklich halte, obgleich den fertigen dar- 
stellenden Geometer die wirklich hübschen Konstruktionen sicherlich erfreuen 
werden. Auch auf manchen der ganz elementaren Beweise von Satzen sei 
sufmerksam gemacht; der Beweis des Satzes jedoch, daB jede Zcntral- 
projektion &es Kegelschnittes wieder eiu solche; ist, scheint mir noch einer 
Erginzung zu bedürfen. 

Eine iihnlich liebevolle Behandlung erfahren die Zylinder- und Kegel- 
flichen 2. Grades, ihre ebenen Schnitte und D u r ~ h d r i n g u n ~ e u ,  die Kugel 
und die Drehflachen (insbesondere die 2. O.), wohei wieder auf die Schattm- 
konstmktioncn ein Hauptgewicht gelegt wird. F ü r  sehr lehrreich halte ich 
die au€ Tafel 28 gezeichneten und S. 1 5 6  u. 157 erlauterten -Bildcr ciner 
Hohlkehle. Auf S. 153 (zu Fig. 186b)  wird versehentlich erwiihnt, eine 
Kurve besitze in einem Wendepunkt eine Unstetigkeit der K ~ r u m u n g ,  die 
Eigenschattengrenze der durch die Kurve ( a h  Meridirtn) erzeugten Drch- 
flache daher au€ dem zugehorigen Parallelkreis eine Ecke, wiihrend sie 
doch in dcm Punkte die Erzeugende des (Iangs des Parallelkreises) um- 
schriebenen Kegels Leriihrt. 

Besonders lobend muB noch der schonen und korrekten Ausführung der 
29 beigegebenen Tafelu gedacht werden, die der Verfasser selbst ge- 
zeichnet hat. 

Betreffs der Bezeiçhnungsweise sei erwahnt, da0 der Verfasser Punkte 
mit kleincn lateinisehcn, gerade Linicn (aber auch F l ~ c h e n )  mit groBen 
lateinischen, Ebenen mit kleinen griechischen Buchstaben (E", E' Spuren von E) 

und den Sçhatten eines Gebildes durch den seinem Buchstaben oben an- 
gefügten Zeiger s bezeichnet; die ltaumgebilde unterscheidet er von ihren 
Rildern durch den unten angefügten Zeiger r .  E r  befindet sich damit in 
riernlicher Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit den von C. P e l z  (vgl. Zur klinog. Darst. 
d. Rotationsfliichen, Sitzgsb. Bohrn. Ges. P r a g  1893,  FuBnote 2) gebrauchten 
Bezeichnungen. 

Wien, im Jun i  1905. - E. MULLER. 

H. Becker, Architekt und Lehrer an der Baugowerkschule in Magdeburg, 
Geometrisches Zeichnen .  Neu bbarbeitet von Professor J. V o n d e r l i n n ,  
dipl. und staatlich geprüftem Ingenieur i n  Breslau. Dritte (der 
Neubearbeitung 1.) Auflage. Mit 290 Figuren und 23 Tafeln im Sext. 
Sanimlung Gtkhen ,  Tleipxig 1903.  Pr. 80 Pf. 

Das klar geschriebene, praktisch angelegte und mit guten Figuren 
ausgestattete Buch gibt ohne Beweis die wiclitigsten Konstruktionen fur 
den Kreis, die Kegelschnitte, die bekannteren hoheren und transzendenten 
Kurven, ferner behandelt es die einfaclien Bogenformen, geometrische Orna- 
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mente, MaBstabe und d m  V~rgroBern und Verkleinern von Figiiren. An 
Stelle der wenig eleganten Hyperbel-Konstiuktion auf S. 66 kbnnte  di^ 
weit einfachere angefühi-t werdcn, die sich aus der Asymptoten-Gleichung 
xy =- const. ergibt. Zu Seite 9 6  wsre zu bernerken, daB nach der Auf- 
fassurig der Mathematiker die Konchoide i n  jedem Falle durch den Pol 
h i n d u r l h p h t ,  wenn auch dem isolierten Punkt eine praktische Bedeutung 
nicht ziikommt. 

München, l larz  1905. . KARL DOEIILEMANS. 
7 

Bemerkung zu der Kritik in Bd. 46, S. 495. 

Solange ich rroch selbst Erdrriessungskom~niJsar war, hielt ich es nicht 
für passcnd, auf die Kritik des Herrn Prof. Dr. H o r s c h  über mein (erstes) 
,,astronoinisches NivellementiL durch Württemberg, Stuttgart 1901 , 211 

erwidern; nachdem dies seit kurzem nicht mehr der Fa11 ist, mikhte ich mir 
erlauben, mit einigen Worten auf die Sache zurückaukommen. 

1. Hem Prof. Dr. B o r s c h  sagt,  die ,,relativen Lotabweichungenl' (in 
der Richtung des Meridians) gegeneiriander ,,diirfteuLL ,,etwa mit einem 
mittleren Fehler von li6chstens 0,7" behaf'tet sein, der wohl auch noch für 
eine hinreichend gena,ile Konstriiktion des Geoidprofils . . . geniigen ~vird."  
Die gemessenen Polhohen sind aber tatsachlich genauer als Herr Prof. Dr. 
B o r s c h  angibt; der m. F. einer Polhohe betragt nicht bis '/,", sondcrn 
% bis '/,", durchschnittlich sicher nicht über Die Angabe des Herrn 
Kritikers wird in d. Z. Bd. 4 7 ,  S. 508 berichtigt; es muB daselbst 
aber statt  ,,etwa '/& bis tjekundeii heiBen ,,1/5 bis '1, S e k ~ n d e . ~ '  Uahei 
ist, nicht, zii vergessen, daR bei diesem m. F. die periodischen und aii- 
falligen Teilungsfehler des Hohenkreises nicht zuvor eliminiert sind. Da 
Herr Prof. Dr. B o r s c h  iibrigcns einen m. F. von i m  Nax. 0,7" in dcr 
(nichtellipsoidischen) relativen Lotkonvergenz zweier benachbarter Punkte 
noch zulassen d l ,  der Fehler bei mir in  der T a t  aber wenig über die 
HiilSte betragt, so ist auf die Genauigkeit der direkt geniessenen Polhoheri 
hier nicht weiter einzugehen. Ich ineinerseits halte in einem ,,astronomischen 
NivellementLL Polhohen mit '/[ m. F. (in dem oben angegebenen Sinn) fiir 
ausreichend genau. Wenn mir cin groBerer Hohenkreis oder ein Zenitfernrohr 
zur Verfügung gestanden hatte, hst te  ich aher selbstverstandlich mein 
kleines Instrument nicht verwendet, nicht um die Genauigkeit zu erhohen, 
sonderri urn zu sparen an Arbeit und Kosten, obgleich diese geringer sind, 
als bei allen andern mir i n  dieser Deziehiing bekannt gewordnen ahn- 
lichen Arheit,en; mit 20 Punkten von f 0,2" m. Fehler in der Polhohe 
aiif einem bestimmten meridionalen Geoidprofil lSBt sich mehr leisten, als 
mit  1 0  Punkten von f 0,l" m.F.  Übrigeps wird der Ihgriff der ,,hinreichenden 
Genauigkeit" in der Konstruktion eines Geoidprofils auch heute noch diskutabel 
sein. Auch auf dem zweiten von mir noch (1902 und 1903) ausgeführten 
württembergischen Geoid-Meridianprofil, auf etwa 8'/2 E. Gr.,  habe ich in 
den direkten Polhoben einc groflere Genauigkeit als in dem ersten gar 
nicht angestrebt,. 

2. tadelt Herr  Prof. Dr. B o r  sch,  daB der ,,Endzweck der ganzen ArbeitLL 
insofern nicht crreicht soi, ais die Konstruktion des Groidprofils, obwohl 
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,,selir einfachL1 zu erledigen, nicht ausgeführt sei. Ich hatte mich an die 
Konsiruktion des Profils auch gewagt, weiin sie weniger einfach ware; aber 
ich wollte alle vier Profile am SchluU der ganzen Arbeit ziisamnienstellen, 
wie ich wohl genügend deutlich mitgeteilt habe und wie auch IIerr Prof. 
Dr. B o r s c h  zitiert, und wohei dann die ,,wahreLL und die ,,korrigierteU 
Geoidflache getrennt und in Linien gleicher Erhebung über dem Referenz- 
ellipsoid dargestellt werden sollten. 

3. DaB ich durch ungenaue Ausdrucksweise ~ e r r n '  Prof. Dr. B o r s c h  
zu der Annahme ~ e r a n l a ' s u n ~  gegeben habe, ich wollte entweder ,,est- 
westlicheL' Lotabweichungskomponenten oder ihren EinfluU auf die Azimut- 
bestimmungen leugnen, bedaure ich. Ich hielt und halte es noch für zweck- 
miiBig, statt mich auf die B o  h n e n b e r g  e r s c h  e einzige Azimutmessiing zur 
Orientierung des die geodiitischen geographischen Breiten liefernden Trian- 
gulierungsnetzes zu stützen, die ~ a g c  &Ses Netzes dadurch zu bestimrncn, 
da0 auf einer niçht zu kleinen Anzahl von Punkten an verschiednen 
Stellen des Netzes (selbstverstindlich niclit nur auf der Linie dieses ersten 
astronomischen Nivellements, sondern im ganzen Gebiet der Bohnenberger- 
schen Triangulierung) bei Gelegenheit der direkten Polhtihenmessungen ailch 
direkte Azimutrnessungen gemacht werden und dall diese ~ z i m u t m ~ s s u n g e n  
mit den ,,geodatisch übcrtragncn" (dcrcn Unsieherheit ich nicht uiiterschiitze) 
verglichen werden, um zu einem moglichst guten Wert  des ,,Verdrehungs- 
winkels" p zu komrnen. Vom ,,wirklichenU Wert  dieses Winkels /3 zu reden 
(S. 11 3) ist natürlich nicht statthaft: dall der (statt des U O h n  e n b e r g  e r -  
;chen) wirklich anzuwendende oder plausibel& gemeint war ,  brauche ich 
wohl nicht nachzutragen. Ich denke mir auf 12-15 schicklich gewshlten 
Stationen unseres Nctzcs (- vorhanden sind davon bcreits: Bussen, 
Solitude, Katzcnbuckel; neuerdings Tübingen, Stuttgart -) Azimute weit 
entfernter und im Triangulierungsnetz ebenfalls festgclegter Zielpunkte direkt 
gemessen. Die Abweichungen a zwischen diesen direkt gemessenen Zahleri 
und den aus den Bohnenbergerschen  Landesvermessungskoordinaten der 
Stand- und Zielpunkte zu berechenden Azimuten, setzen sich aus drei Teilen 
zusammen: 1. aus dem zu ermittelnden plausibelsten Wcrt  von (der, wenn 
auch nicht streng, doch sehr genshert als konstant in den a enthaltcn 
id),  der als Gesamtverdrehung des B o h n  e n b  e r  g e r  schen Koordinatensystems 
gegen den Meridian des ~ ~ i i ~ U ~ k t s  anzusehen ist;  2. aus den i n  verschiednen 
Teilen des Triangulierungsnetzes verschiednen Fehlern des Netzes in sicli 
(glcichsam wechselnde Bctrage p' der Verdrehung der einzelnen z. T. bokannt- 
lich sehr schlecht verbundnen Netzstücke gegen cinander); 3. aus den Be- 
tragen 7 . t,g rp, die mit den Lotabweichungskomponenten 7 senkrecht zum 
Meridian von Punkt  zu Punkt  wechseln. 

Die mir im württembergischen Netx bis jetzt bekannten Abweichungen 
a zwischen direkt gemessnen und ails den linearen geodiitischen Koordinaten 
berechneten Azimuten stimmcn innerhalb ungefahr 7" überein; trotz der 
Fehler der alten B o  h n e n b e r  g e r  schen I~orizontalwinkel ein Zeichen dafur, 
daB auf dem Gebiet, auf dem bis jetzt direkte Azimutbestimmungen gemacht 
sind, grolle 7 nicht vorkommen (wie auch betrachtliche 5 nirgends vorhanden 
sind). Im ganzen glaube ich schon jetet als xweckmiiBigsten Wert  von /3 
die Zahl von etwa 12" angeben zu konnen, die sich aber selbstverstandlich 
noch uin mehrere " andern kann. Ob P um einige " gr6Ber oder kleinei. 
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angenommen wird, war für das erste astronomische Nivellement langs dem 
Meridian den Nullpunkts ganz gleichgültig; eine Verauderung in j3 um nur 
5 "  andert aber für die riordüstlichsteu und süd6stlichsten Teile Württem- 
bergs, die durch das Geoidprofil auf 10' E. Gr.  erfafit werden sollten, die 
geodiitischen geographischen Rreit,en iind damit, die (~orl i i i i f i~en)  & um mehr 
als 0.1". E. HAUMER. 
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Darstellung aller E lementarbe~egun~en  usw. Von ANTON GI~SNWALD. 229 

Darstellung aller Elemen tarbewegungen eines starren 
Korpers von beliebigem Freiheitsgrad. 

Untersuchungen, ausgeführt  mit Unterstützung der  Gesellschaft z u r  

Piirderung deutscher Wissenschaft,  ICunst u n d  Literatur  in Btihmen 

von AKTON GRÜNWALU in Bubentsch bei Prag .  

'Ought we not first ta study carefully the nature 
of the freedom which the body possesses? OughL 
we not to make an inventory of every distinct move- 
ment of whiüh the body is capable? Vntil this has 
bcen olitained 1 do  ~ i o t  sec how we cari make any 
progress in the dynaniical part of our business.' 

Sir K o b e r t  Ball. ')  

Wir  stellen uns  die Aufgabe,  in Kürze f ü r  jeden Freihcitsgrad 

eiries starren Kijrpers Modelle einfacher Nechanismen anzugeben, welche, 

in grpigneter Weise angebracht ,  d a m  dienen konnen,  die of t  hochst 

uiiübersichtlichen, die  Bewegungsfreiheit des  Korpers  einschrankenden 

Hedingungen zu ersetzen. 

An der Grenzfliiche der  zusammengekoppelten Teile dieser Mecha- 

nismen soll n u r  die  W i r k u n g  v o n  Widerstandskraf ten,  welche i n  die  

Flachennormale fallen, i n  beliebig hohem MaBe beansprucht ,  dagegen 

von Heibung u n d  d g 1  g inz l ich  abgeseheri werden. Bei  jedem Modelle 

soll a n  das System der  Achsen u n d  zugehorigen Parameter  [Steigiingen, 

( 2 z ) I f a c h e n  Gilngh6hen8)] einerseits jener  Schraubungen erinnert werden, 

welche das m i t  d e n  instantanen Bew-egungsbed~ngungen vertriigliche 

lineare Schraubengebiet  R, erfiillen, sowie auch  an die Schraubungen 

1) Bezüglich der Literatur verweisen wir rtuf den ,,Treatise on the theory 
of screws" von Sir R o b e r t  B a l l ,  Cambridgo 1900, und auf die zwei Abhandlungen 
des Verfassers iri der Zeitschrift f ü r  Mathematik und Physik (,,Sir R o b e r t  S. Ba l la  
lineare Schraubengebiete" im 48. Bd., 1. Heft, 1902, S. 49-108 mit zwei Figuren- 
tafeln und , ,ZUT Veranschauliühung des Schraubenbiindels" im 49. Bd., 2. Heft, 
1903, S. ?I l -245  mit zwei Figurentafeln; Leipzig, B. G. Teubner ) ZUI Einführung 
sei insbesondere die (in der Sammlung Schubert, Leipzig 1902 mchienenc) ,,Linien- 
geometrie" Z ind l  e r s  empfohlen. Von allgemeinen Geaichtspunkten am:  E. S t u d  y :  
,,Geometrie der Dynnmen", Leipzig 1903. Vgl. dort insbesondere S. 535 usw. 

2) Der Parameter kann auch aufgefaBt werden a h  Entfernung jener Punkte 
von der Achse, deren Trandationsstrahlen (Tangenten an die Bahnschraubenlinien 
dieeer Punkte) mit der Achse die Winkel 4 j 0  cinschlieBen. 

Leitschrift f Nathamütik u. Physik. 52. Baud. 1905. 3. IIeft. 16 
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des für die Bewegurig unwirksamen linearen Iteziprukalgehietesl) Pk-,,, 
welchem die Widerstandsdynamen des Systems eutnommen sind. 

E s  wird so für jeden Grad der Bewegungsfreiheit ein vollsti~idiges 
Inventar (S .  270) aller Typen von instantanen Bewegungsin6glichkeiten 
zusammengestellt werden , wobei jeder Typus durch einen einfaclien, 
genau beschriebenen Bewegungsmechanisriius sich rerwirklichen L B t .  
Fiir jeden Freiheitsgrad ordnen wir die Typen nach der Zahl der dem 
beweglichen K6rper gestatteten von einander unabhangigen Translationen, 
da dieser Einteilungsgruncl sich bei der praktischen Ausführurig von 
Beweglichkeitsmodellen als der zweckmiiBigste ermeist. Vgl. die Tabelle 
S. 274. 

Die von uns aufgexeichneten typischm Mechanismen gestatten es, 
einen Apparat - allerdings mit auswechselbaren Bestandteilen - auf- 
zubauen, welcher alle (an einem starren Korper zuliissigen und in eineni 
bestimmten Augenblick die Bewegung bis auf jeden beliehigen Freiheits- 
grad) Leschriinkenden Bedingungen zu ersetzen imstande ist. 

So wenig es wohl gew6hnlich beachtet werdcn mag, hietet doch 
die tagliche Erfahrung und auch der menschliche K6rper instruktivo 
Beispiele von Beweglichkeiten - auch htiherer Freiheitsgrade - dar, 
deren Verstandnis wir fordern wollen2), iiidern wir in elenwntarer Weise 
in jenen neuen Ahsclinitt der Kinerriatik einführen, von welchem 
E. S t u d  y in seiner klassischen ,,Geometrie der Dynamen" bemerkt 
(S. 555), man sei in mancher Richtung über gewisse Beispiele und 
tastrnde Versuche, etwas Ordnung in die sich darbietenden Einzelheiten 
zu bringen, nicht hinausgekommen. 

Freiheitsgrad 1. 

Jede Elementarbewegung eines starren Korpers kann durch eine 
Schraubenbewegung ersetzt werden, welche aus einer Ilrehung um eiiie 

1) Reziprok heiBen Schraubengebiete, welche zu einander polar sind be- 
xiiglich des (im linearon Schraubcnranm RvI cnthaltcnen) qnadratischen Gebietes 
aller Geraden. 

2) Wer denkt denn - um einen einfaehen Fa11 zu w&hlen - z. B. daran, 
da0 er bei einer Eisenbahnfahrt, i d e m  er bei starr in beliebig sclirkger Richtung 
gehaltenem Unterarrn die Faust bloB im Hanrlwur~el~elenk dreht, in jedem 
Augenblick diese Faust niir u m  Achsen im fest,en AuBenraum (imd zwar iintcr 
Einhaltung von genau angebbaren Ganghoheu) sehraubt, welche einen genau be- 
stimmten Kegcl ~weiter Ordnung umhüllen und zu einer Fokalachse desselben 
senkrecht stehen? Wer denkt dabei daran, da8 hierbei nur gewisse Dynamen 
unwirksam bleiben, deren Achsen denselben Kegel b e ~ h r e n  und zur anderen 
L'okdachse serikrecht siud? [Es liegt der von une unter 2) beim Freiheitsgrade III 
anzuf'ührende Fa11 vor.] 
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Achse und einer zu dieser Drehung proportionalen Translation (Parallcl- 
vorschiebung) in der Achsenrichtung sich zusammensetzt.') 

Als typisches Modell für die aiisschlieBliche Zulassung einer solchen 
Bemgung ist bekannt 

1) eine Schrai ibei i .~iut ter ,  welche urn eine Spindel von der 
Achse G und dem Parameter p beweglich ist. Ebensogut kiinnte bei 
festgelegter Mutter die Spindel bewegt werden. Insbesoridere ergibt sich 

1') für den Spezialfall p = O ein starrer Korper, welcher wie etwa 
ein Rad um eine zyliiidrische fcste Achse G (unter Versicherung gegen 
Weiteigleiten an derselben) einfach drehbar ist. 

2 )  Entspechend p = rw, haben mir einen Schieber,  d. h. einen 
Iiorper, der etwa wie eine Scliublade mit llilfe prismatischer Grenz- 
flachen in entsprechenden festen Lagern gleitet (Gleitstiick im Schub- 
rahmenj. Alle seine Piinkte verschieben sich parallel um gleich lange 
Strecken. ') 

Gecignete Konibinationen mehrerer (ht5chstens 5) dieser einfachen 
Nechanismen werden es uns gestatten, jeden moglichen E'all von 
beschrinkten Bervegnngsn16glichkeiten eines starren IGrpers zu ver- 
wirklichen. 

Der Regriff der Gr as  smannschen Schraube3), welche eindeiitig 
daistellbar ist durch einen ,,StabU nnd ein zu ihm sankrerhtes ,,Feld" 
kann in der passendsten Weise, sowol~l einer Schraubungsgeschwindigkeit 
oder ,,Windung" L (Rotationsge~chwindi~keit  um die Stabachse G mit 
der durch die Stabliinge angcgebencn Winkelgeschwindigkeit, verbunden 
mit einer Parallelverschiebung senkrecht zum Felde, d. h. ~ara l l e l  zu 

1) M. Ch  a s1  e s ,  ,,Propriétés géométriques relative8 a u  mouvement infiniment 
petit dans un corps solide libre dans l'espaceu Paris 1893, Comptes rendus, vol. XVI, 
pag. 1420- 1432. Auch dessen d o n  1630 in Férusiiacs Bulletin, vol. S IV ,  pag. 
321-326 erschienene Kote. L. P o i n s o t ,  ,,ThBorie nouvelle de la rotation des 
corpsLL in Liouvilles Journal vol. XVI, pag. 9-129, 289-336. H. W i e n e r ,  ,,Die 
Zusammensetzung zweier endlicher Bchraubungen zu einer einzigenL1 und ,,Zur 
Tlieorie dcr Urnwendiingen" in den Leipziger Berichten 1890 S. 13 u. 71. E. S t u d y ,  
,,Geometrie der Dynamen" Leipzig, 1903. 

2) Zu l), l'), 2) vgl. etwa m, m,, mm i n  der Fig. 1 ,  wenn dort - entgegen 
unserer spsteren Anriahme - t festgehalten wird. Zu 2) auch die Bestandteile u 
(Schubrahmen) und b Gleitstück der  Fig. 2 .  Wir schreiben 2 statt  etwa 1" Sur 
den Schiclierfall, da wir nach der  Zahl der bei der Beweglichkeit gestatteten 
Translationen einteileu wollen. 

3) H. G r  as  s m  a n n  ,,Schraubenrechnung und Nnllsgstem" Halle 1899 und 
E. W. H y d e  ,,The directiorial theory of screwsLL in den Annals of matliematiçs, 
vol. IV, N. 5, pag. 137, 1888 Rlass. U. S. A .  hi ,,The directional calculus" des- 
selben Verfassers Boston, U. S. A. 1890 ist  u a. der Schraubenbegriff dargelegt. 
Er findet sich übrigeris schonin der Ausdehnungslehre H. G r a s s m a n n s  des A. 1862. 

16  * 
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G u n d  mi t  der durch den  Peldinlialt  dargestellten Geschwindigkeit) als 

auch  einer Dyname A (Kraft  auf einer  Achse r, verbunden mit  einem 

Urehmoment  in dem zu r senkrechtcn Felde,  wobei der Fcldinhalt 

$mal  so  groW ist als die Stabliinge der  Kraft)  zugruncle gelegt merdeu. 
G r a s s m n n n s  ,,eingewandtesU Produkt der Schraube niit eiriem ebenen 

Blatte gibt den ,,Kullpiinkt" der betreffexideu Ebcue beziiglich der durch die 
Bühraube L dargesteliteu Schraubung RI au. (Uas Wort ,,5chrauburigLL becleutet 
die Cesamtheit der durch eine ZahlgroUe aus L ableitbaren Schrauben.) Uas 
,,&uBere" Produkt eincr Schraube mit cincm Punkte p gibt das ,,Knllblstt" dieses 
Punktes, welches einen Teil der betreffentien Nullebene bildet und dessen Gr65e 
uiid Sinn bei der ersteren der beiden obigen Deutungen der Sclirnube die Trnns- 
latiorisgeschwiridigkeit vonp auf dern durchgelegten zum Nullblatte (PL)  seukrechteu 
Stahe bestimmt, wzhrend es bei Annahme der letztercm I)eut,iiiig der Sc1ir;iiibe 
als Dyname A ,  das Moment ( P A )  der Dyname bezüglich des beliebigen Punktes, 
p vorstellt. 

D a s  G r a s  s m a n  sche ,,iiiiBere(' P r o d u k t  einer Wi i idung  L und einer 

Dynaine A g ib t  die Arbeitclgeschwindigkeit d e r  Dyname A bezüglich 

der  W i n d u n g  L an.') Es zeigt durch sein Verschwinden, daB in diesem 

Falk L und  A linearen Reziprokalgebietcn angelioren, mas bezüglich 

des Winkels  9. der  Achsen G und  r von  L u n d  A iind der  Parameter 

p und p' dieser Schrauben  die Bcziehung 

p + p f = e t g 4  

zur  Folge ha t ,  wenn  m a n  m i t  e den kürzesten Abstand von  G und r 
bezeichnet. 

Im obigen Falle 1) wird jede Windung L eindeutig dargestellt dnrch einen 
St,ab 1 der Schraubenachse Cr und ein hierzu senkrechtes Feld f ,  dessen Inhalt 
  ni al so g1o0 ist als die Lange von E 

L = l + f ,  

wobei das Vorzeichen des Paramclters angibt, ob die Schraube ,,linksu oder ,,rechts" 
gewunden ist. Im Falle 1') einer Drehungsachso ist insbesondere f und im Falle 
2) eines Schiebers ist 1 zn Nul1 geworden, wRhrend p bei 1') den Wert 0, bei 2) 
den Wert 00 annimmt. 

Als Achse r einer Schraube A irn linearen Reziprokalgehiete zu L, 
bezw. zu RI, im ,,Schraubengewebeff Pv, barin jede Gerade des Baumes 

auftreten;  der ziigel16rige Parameter  p' best immt sich aus der  angegebenen 

Bedingung p $ p'= e tg 8, wobei auch  das Vorzeichen von 8 zu beachten 

ist.  Die senkrechten Transversalen der  Achse G der Schraubung RI 
sind a l s  Achse 1' im ,,SchraubengewebeU PT m i t  einem beliebigcn 

Parameter  belegbar. Zu l'y gehor t  auch  das E'eldbüschel parallel zu G. 
J e d e m  konstanten W e r t e  von  p' entspricht  e in zur  Zentralachse G 
gehoriger  linearer Komplex  von  Achsen 

1) Vergl. Z i n d l e r s  oben mgeführte Liniengeometrie S. 109. 
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Im Gegensatz zum Falle 1) erschopft im Falle 1') sowohl als 2) die Schraube 
I,(=l,  bezw. = f )  sarnt den Schraubeu ihres linearen Reziprokalgewehes das 
üesamtschraubengebiet ltVI des Raiimes nicht, sondern L (d. h .  auch il1) ist in 
1% entbaltrn. Im Falle 2) ist jede zum Felde f parallele Achse r in i l v  mit 
eineui teliebigen Paraineter versehbar; andere als  zu f parallele Achsen r braucht 
man niuht anzuerkennen. es ware denn, da6 man ihnen den Parameter 00 (neben 
der Stablange 0) zuschriebe: Jedes Feld des Raiunes gehiirt zu Pv. 

Umgekehrt ist bei 1') und 2 )  Id(= 1, bezw. = f )  das - wie bemerkt in Pv 
enth;~lttne - H.eziprokalgebiet von Pv; "1s Ergiinzung von Pv zum vollstindigen 
VI-stufigen Schraubengebiet des Knumes, als ein .,ergansendes Gebict" von 
ie t  dagegen im F a l k  1') f und im Falle 2) 1 Lrauchbar. Diese verschiedenen 
Begriffe eines ,,reziprokenU und eines ,,er@nzendenU Gebietes sind bei allen linearen 
Schrauberisystemen um so surgfiltiger zu unterscheiden, als sie oft, - aber wie 
wir schan jetzt bemerkrn - nicht immer gleichen Umfang liaben; bei 1) hatten 
sie E. B. gleiclien Cmfang, die darch 1, bedn i in t e  Schraubung HI und daa Ge- 
nebe Ilv warcn zugleich Ilezil)rokal- und Erglnziing~igebiete von einander. 

Freiheitsgrad II. 

Als t'ypischen Mechanismus zur Verwirklichung aller Elementar- 
bewegiingen stellen wir iin allgemeinen Falle 

1. 
wo Achseii vemchiedener Richtungen im zngeliorigen liiiearen Schraiiben- 
biischel liII auftreten, eine Verallgemeinerung des gewohnlichen (durch 
seine oft ziiliissige Beiiützurig als Universalgelonk bekannten) H o  o k schen 
Schlüssels auf, niimlich den 

S c h r a u b e n z w i l l i n g  (Figur 1). 

Dieser besteht aus dem Kreuzkorper k und zwei Gabelkorpern 
mit den zylindrischen Schiiften z und a'. Der Kreuzkorper tragt zwei 
Schrauben-Spindeln s, (mit der Fortsetzung s i )  und s,, (si,), deren be- 
liehig wihlbare Ganghohen das ( 2 ~ ) - l f a c h e  der ,,HauptparamcterU pI 
uud p ,  sind. Die ini Arme xx' bezw. yy' des Kreuzkorpers zu denkenden 

-. 

Spindelachsen GI (von s,sJ G,, (von s,,s~) nehmen wir zueiiiander 
seiikrechtl) und sich in p schneidend an. 

Den Schraubenspindeln entsprechen Xutterlager in den beiden 
Gubeln, iii welche sich der Kreuzkorper moglichst reibungslos ein- 
- - 

1) K e n n  wir noch weiter verallgemeinern und diese Forderung fallen lassen 
wullten, wobei pI und pn nicht mehr die Hauptparameter des Schraubenbüschelii 
wiiren, BO IiStten wir wohl den Vorteil, durüh geeignete Adjustierung des derart 
verallgemttinerten Inst,rnrnentes auch die spater zu besprechenden zum Freiheits- 
grade II gehorigen speziellen Mecbanismen (Schraub-, hem. Drehschieber und 
MUE) ersetzen zu konnen. Dieser Vorteil wiire zu teuer erkauft durch die geringe 
Cbersichtlichkeit und s~hwier ige  Konstruktion der Mochanismen. 
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schi-auben kann. IIalten air die eine Gabel z vollkomnîen frst, so hat 
die andere -Gabcl z' den Preilieitsgad II; sic ist samt jedern mit ihrer 
Schaftstmge z starr verbundenen Korper beweglich uni jede Schraubong 

des durch die .,HauptçrhranbungenU s, (Achae G,, Paramet~r  p,) und 
sir (G,,, y,) bestimmtrn linearen Schraubenbiischels &,. 

Sind die Parameter p ,  und y,, der beiden IIauptschraiibunnen 
g le i~h ,  d. h. die Schraiiben~~indeln s, und sr, entweder beide ,,recht# 
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oder beide ,,liiikçl' gewunden und von gleicher Ganghohe, so nennen 
nir den S~hraubenzwil l in~ ,,gleicbsteigendu. Wird insbeçoridere diese 
Steigiing p ,  = p,, = O ,  so sind statt der Spindeln sI und s,, und der 

zugehorigen Mutterlager gewohnliche Zapfen und Achsenlager angebracht 
zu denken, und wir haben es  mit einem ,,gew6hnlichen" Hookscheii 
Schlüssel zu tun. 

n 'a ie  dagegge der eine Hauptparariieter oder wiiren gar beide oo, 
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BO hiitten wir uns die entsprechende Spindel diirch ein Prisma mit 
Kanten parallel dur Spindelachse, verschiebbar in einem koripuer~ten 
Lager der G s h ~ l ,  ersetzt zu denken u n d  hiitten eirien Normalschraub- 
schieber oder gar einen Doppelschieber vor uns, wie wir solche spiter 
in bequemeren Formen zu erwiihnen haben merden. 

Denken wir uns den Schraubenzwilling (Figur 1) mit einer Mu.; 
kulaturl) umkleidet. Bei der Vorfihrung des Iristruriientes helferi wir 
mit unserer eigenen Muskulatiir nus, ilm einigr der ml versrhiedenen2) 
Instantanschraubungen wirklich auszuführen, welche bei i'ester Gabel z 
die bewegliche Gabel 8' und jeden mit der le t~teren starr verbundenen 
Korper nus der dnfangslage der Pigur in eine benachbartc neue über- 
führen. Die Achsen der so audührbaren, zu unserern linearen Schrauben- 
büsrhel R, gehorigen Schraubungeii liegen auf einem ZyTilztlroide3), 
welches G, und G,, die durch p gelegte x- und y-Achse, zu Haupt- 
erzeiigendpn hat und die (gegenseitige Entfernung der br.idrn ~ymmetrisch 
zur xy-Ebene und auf der hicrzu senkrcchtcn x Achse G,, gelcgencn 
Zwickpunkte oder pinch-points der B'lache, die sog.) ,,Spanriweiteu 
p,, - qI bcsitzt. 

Von dleser Friche mit der Gleichung 

sind viele Konstruktionen angegeben worden. Eine der einfachsten i s t  
wohl die durch Bestimmung ihrer Erzeugenden als kürzeste Transversale 
der auf G, fallenden z-Achse und einer beliebigen Geraden des Strahlen- 
büschels mit dem Zentruni ( p , ,  p,, O, O) in der Ebeno y - a = 0. 
Letzteres Stralilenbüschel kann man übrigens ervetzen durch ein jedes 
andere, devsen Zentrum in einem beliebigen Punkte pl einer beliebigen 
Zylindroidkante G, (nur nicht aach auf G,,) liegt und dessen Ebene 

- 

1) Vgl. S. 239 Anm. 2 und z. B. den verwickelteren, auf S. 267 als Brispiel 
eines besonderen E ' re ihei t~~rades  V herangezogenen Fa11 der Gelenkigkeit und 
und Muskulatur der ausgestreckten Hand bei festem Sçhultcrlilatt, um die Kützlich- 
keit ctieser wohl anfangs befrcmdlichen Hilfsvorstellung zueugeben. Es sei hier 
insbesondere auf die interessante Studie ,,Kinematik im Tierreiche" S. 721  in 
F. R e  u l e  a u x '  Kinematik II. Bd. (Braunschweig 1900) hingewieseti. 

2) Ilidem wir etwa eine und dieselbe kleirie Schraubung von z' um sI der 
der lleihe nach mit verschiedenen Schraubungen um sI1 zusammensetzcn. 

3) W i r  müsscn auf Anm. 1, S. 229 verweisen. Ein schones Beispiel diceer 
Regelfliiche 3. Grades, deren bei  chief fer Parallelstrahlung auf die Ebene G G 

1. 
entworfenes Bild eine S t e ine r sehe  dieispitzige Hypozy kloide ist, ziert das Titel- 
blatt des oben erwahnteu Bal lschen Werkes (1900). Ln diesem Bilde erscheinen 
die Zylindroidkanten als Tangenten der dwispitzigen Gt,einerschen Zykloide. 
Bezgl. des Sainens ,,Zylindroid" vergl. ebenda Seite 20 Anm. 
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7 ,  mit der zu G, (bezüalich der Hauptknntrn GI nnti G,) sprrimetrischen 
Erxeogenden G ,  der %'l'ache verbindet. 

Um die auf alle beliebigen Zÿlindioidkanten G als Schraubenachsen 
.m Biischel i?,, entfalleriden Parmieter (und daniit die Ganghohen der 
Schraubungen iirn G )  zn übersehen, trnge man von einem Punkte, z. B. 
vom Anfange p aus auf Pnrallelen zu den Zylindroidkanten, also nur 
in den Richtii~igen der Ebene z = O die zugehorigen Schraubenparametcr 
i~b. Man e rhd t  als Ort d ~ r  Endpiinktc die Parameterkurve 

(x2$ Y"'- ((pzeT vrry")"= 0, 

ileren verschiedene Konstriiktionen (direkte Auffindiingen der ohigen 
Enilpunlrte) und Gestalten der Verfasser an ariderer Stellel) angegeben 
hat. Wegen cler Symmetrie der Parameterkurve gehoren jene zu 

einander winrlschiefen Zylindroidkanten z u  gleichen Parnmetern, welclie 
bezüglich der Haupterzeugenden G, G,, symmetrisch liegen. Speziell 
die heiden gegen G, und G,, unter 45' geneigten und gegen einander 
senkrcchten, zu den Zwickpunkten gehorigen Zylindroidlranten, die 
,,ZmickkantenU oder wegen ihrer grouten Entfernung e = (pli.- T ) ~ )  
,,iiiiRersten" Xariten sind iin Schraubenbüschel R, mit dein Parameter 
: (pi + yn) zu belegen. 

Wie jedes Achsensystem eines linearen Schraubengebietes, bleibt 
aiich unser Zylindroid die Achseiifliiclie jenes - wieder linearen - 
Schraubenliüscliels, dcssen anf die einzelnen Achsen (Zylindroidliariten) 
entfallende Parameter sich von den früheren nur um einen algebraischen 
Summanden unterscheiden, wc,bei aus der früheren Parameterkurve eine 
ihrer Konchoiden wird. ') 

Sind insbesondere die beiden Hauptparameter entgegengesetzt glcich3), 

PI f PII = 0, 

so hahen wir uns die beiden Schrauben s,, s,, am S c h r a u h c n z ~ i l l i n ~  
(b'ig. 1) von gleiçher Gangholie, aber die eine links, die andere rechts 
gewunden zu denken. Die m m  Parameter O gehorigen auf dem 
Xylindroidc bezüglich der Haupterzeugenden G, G,, symmetrisch ge- 
legenen Kanten G, G, sind in diesem Falle zu einander senkrechte 
Windschiefe. Durch Drehungen um diese konnte man die Gabel z' 

1) In der ersten seiner auf 6. 229, Anm. 1 erwahnten Abhandlnngen in der 
Zeitschrift f. RI. u. Ph., S. 68. Hieïeu die dortigen Figvren a',, 3', 4' speeiell anch 
6. idcntisch mit der Linie 1 der Figur 7 1 ,  S. 293 in Zindlers Liniengeometrie. 

2) Die Figur 7 in der obigen Abh. d. Verf. veranschaulicht die dergestalt 
bei einem Zylindroid moglichen Parameterverteilungen. Ebenso die Linien 2 ,  3, 4 
der eben erwiihnten Figur Zindlers. 

3) Parameterkurve (y*) Fig. 6 ebenda,, Zindlers  Linie 1 der E'ig. 71. 
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ebensogut wie diirch den Schraubenzwilling in jede durch den let'zteren 
erreichbare Nachbarlage bringen. Praktisch verwirklicht ist dieser 
Spezialtypus der Beweglichkeit II durch jede Türklinke, welche nicht 
bloB urn ihre eigene Achse G,, sondern auch samt dem Türflügel urn 
die Verbindungsachse G, der Türangeln drehbar ist. Die gleiche I3e- 
weglichkeit der Türklinke und die gleicheri Nachbarlagen k6nnte man 
erreichen, wenn man diese Klinke mit  der Gabel Z' eiries mit 

C vI1 = - p - ; (e der kürzeste Abstand der Achsen G, G,) als Waupt- 
1 -  2 

parameter versehenen Schraubenzwdings stnrr verbinden, die Achsen 
(2, G,, des Kreuzkijrpers in die gehorige Lage als Symmetrieachsen 
von G, und G, bringen, und die Gabel s vollkomnîen befestigen würde. 

1st da,gegen einer der beiden Hauptparanieter, etwa p,, gleich Nulll), 
so ist die eine Spiildel sr (si) am Kreuzk6rper durch einfache Zapfen, 
und sind entsprechend die Mut'terw-indungen in der Gabel s durch ein- 
Sache Achsenlager, zu ersetzen. 1st der Wert von p,, hierbei so geaiidert 
gedaclit, d. h. die Spindel s, und ihr Mutterlager derart gewunrlen, 
d:d die algebraiçche Differenz der Hauptparanieter dieselbe bleibt wie 
früher, so ist wohl die alte Parameterkurve in eine ihrer IZonchoiden2) 
hezüglich des Anfanges p iibergegangen, das nls Achscnfliiche zu denkcnde 
Zylindroid aber unverandert geblieben. Das zu E,, gchorige lineare 
Reziprokalgebiet, das ,,Scliraubengebüsch(' PIv hat nun mit Rrr (VI = 0, 
p I , 2 0 )  die den Staben auf G, (d. h. den lVinl<elgeschwindiglreiten 
bei einfacher Drehung um G,) entsprechende aiisgeartete Schraubung 
R, gemein, iimfaBt also ziisammen mit R, nicht mehr wie im allgemeinen 
Falle das gesamte Scl-iraubengebiet RI71 des Raumes, sondern nur ein 
Schraubengewebe Pv, dasselbe, welches PIv mit der IIauptschraubung 
der Spindel s,, (Achse G,,, Parameter y,,) verbindet. Die Reziprokal- 
gebiete ItrI und PIv sind nicht niehr im allgemeinen Paiie Ergiinzungs- 
gebiete zu einander beziiglich des Schraubenraumes. 

Beim glei~hst~eigenden Schraubenzwilling (vgl. S. 235) ist die 
Regelschar G des zu &, gehorigen Zylindroides gemiiB 

PI = 711 (3 0) 

zum Büschel der Strahlen G mit den1 Anfange p als Zentrum und in 
der Ebene GI G,, (2 = 0) aasgeartet. GeniiiB 

P = PI = ?II 

wird die Parmeterkurve ein Kreis, alle zu den Büschelstrahlen G als 

1) IIierzii die Parameterkurve Fig. 3' der eben mwihnten Abhandlung des 
Verf. u. Z i n d l e r s  Linie 3 in Fig. 71 .  

2) Vgl. S. 237 Anm. 2.  
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Achsen geliorigen u n d  durcl1 den  gleichsteigenden Zwilling :insführbaren 

reellen Schranbenhewegungen h a b e n  denselben Parameter  y- 
Die hiufigste  F n r m ,  entsprechend 

ist der gewohnliche H o o k s c h e  Sclilüssel, der bei  fester Gabel z der 

auderen Z' eine cinfache D i e h u n g  un1 jede zuili Büschel GI G,, gehorige 

A c h e  zu  erteilen geeignet  ist.') Sein lirieares Schrautiengebiet E,, ist 
m m  Stabliüschel G gemorden, also im reziprnlren Schraubengebüsch PIv 
vollstindig enthalten. 

Genau wie dieser Schlüssel  dient  a m  menschlichen KDrper be i  

fw t r rn  Unterarinknochen das Handwurzelgelenk,  welches d a m  alle 

Drehungen der Mittelhand (metacarpus) und  darnit eines in der Faus t  

gchaltenen Gegenstandes u m  die  durch das ideale Gelci ikszentrun~ 

çehenden u n d  zur  R' ichtung des Cnterar ines senkrechten Achsen - 

und i n  tliese~n Aiigenblicke uni keine anderen - zi11iiWt.~) 
Ein anderes Reispiel: Rewegen wir  die ahsichtlich sonzt Handwurzel 

(carpus) sturr gehaltene F a u s t  durch  Drchuiig (Pronat ion oder Supination) 

uni die ideale Achse 6, des Unterarmes bei gleichzeitiger Inarispruch- 

nahme der Drehmiiglichkeit u m  die  A c h e  G,, des Ellenhogengelenkes! 

Ein gewohnlicher R o o k s c h e r  Schlüssel mi t  nach G, und G, gebrachteii 

Kreuzarmeri xx' u n d  yy' a ü r d e  bei s ta r r  mi t  dein Oberarmknochen 

verbuiidener Gabel z der  m i t  a' (dem zweiten, in der Verlangerung 

des Oberarmes befindlichen Gabelschafte) s tarr  verburiden gedachten 

Faust genau dieselbe Beweglichkeit sichern, d. h. genau dieselben 

Nachbarlagen orreichbar machen. 

Die zu einem beliebigen Parameter  p' gehorigen Achsen r des 

1) In der technischen Praxis wird der gewohnliche EIooksche Schlüssel nur 
bei der sog. Cardanischen Aufhi.ngnng (z. 1 3 .  eines Kompasscs oder einer 1:hr) 
mit fester, sonst stets mit einer um ihre Achse GIIr einfach drehbaren Gabel z 
verwendet, welche diese Drehung anf die Schaftstange der Gabel s' zu Ubertragen 
hat (Fig. 11, auch wenn die Schaftachsen beider Crabeln einen Winkel o mit 
einander einschlieBen. Diese Brauchbarkeit als Universalgeleuk wird indessen für 
viele Zwecke dadurch beeintrBchtigt, daB das Verhaltnis der Drehgeschwindigkeiten 
heider (:abel~trtngen periodisrh 7wisch~n 1 und cos w schwankt; aiich darf o dem 
Werte 9OU nicht eu nahe kommen. Vgl. F. R e u l e a u x ,  Theoretische Kinematik 
1. Bd. Uraunschwcig 1875. S. 386 und 618. 

2) Nehmen wir die Drehbarkeit des Unterarmes (Pronation oder Supination) 
um seine ideale Achse z hinzii, so sind mir genau wie bei der eben (Anm. 1) 
geechildertcn technischen Anweudung des Hooksclieri Schliissels als Pniversol- 
gelenk imstande bpi festem Oberarin und ohne Ikanspri~chung des Ellhogengelenkes 
eine in der Rand auch schief gcgen s gerialtenen Stange 8' um ihre eigene Achse 
zu drehen. Hiiufig ist #' die   ch se oiues Hahries, den Wir  drehen. 
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240 Dartitellung allcr Elementaibewegungcn eine., starren Korpers usw 

Reziprokalgebüsches PLV, d. h.  die Aclisen jeiier Stiihe, welche als 

Krafte gedeutet  verbunden mi t  einem Drehmomente  (Felde) u m  diese 

Achse, das  p'mal s o  groB is t  a ls  die (durch die Stabliinge gegebene 

GroBe der) Kraf t  ~ellost~, erfiillen f u r  jedcn konstanten W e r t  von p' die 

lzhea,re Ko~z,yrn~elz der Transversalen jener beiden Zylinclroidkanten 

Gi (P) u n d  G,(p), x e l c h e  zum Parameter  p = - n' gehoren und d m -  

gerniR beziiglich d e r  H a u p t e r z e u g c d c n  Cr, und  (;,, symmetrisch liegen. 

ZII reellein Parameter  koniien hierbei auch  imaginiire Leitstrahlen C,Cp 
der Kongruenz und  deshalb doch wieder reelle I<ongruenzstrehlen ge- 

h6ren.l) Diese r treffen d a s  Zylindroid auber  iin P u n k t e  p, aiif G, 
und p ,  aiif G2 noch i n  einem reellen dr i t tcn P u n k t e  pO2),  dort  aber 

senkrecht  zur  durchgehenderi Pliicheakante. 

Die Achsen r aller Fei atnsercm Sclmrei beuzzcill in,!] ~t~zzcjirlïsn~~~t:i~, 
D p o m e n  schneiden ei~ze Kante  der zugehorigen Zylindroidfliiclie senkrecht. 

Alle I' erfüllen f ü r  alle moglichen W e r t e  von obigem p' den 

padratischen Konzplex der  senkrechten Transversalen der Zylindroid- 

kantcri. (Im Balle - p,, des gleiçhateigettden oder eines gcwohn- 

lichen Ho o ksçhen  Schliissels t re ten hierbei  a n  Stelle dieser Kanten 

S t rah len  des Büschels GI C,,,.) 
Durch jeden Punkt allgemcincr Lage geht ein Kegel 2 .  Ordnung Ton Achsen r 

des IJIv, dessen elliptische B a ~ i s  auf dem Zylindroid de8 RII durüh jenen 
Rotationszylinder ausgeschnitten wird, welcher die s-Achse G,,,, die Doppelkante 
des Zylindroidti, und die tiiircli y zu ihr gelenle Parallele eu diametral gegeri- 
iiberliegenden Kaoten hat (iind welcher heim gleichsteigenden Zwilling und speziell 
beiiu gewohnlichen Ho o kschen Schlüssel ein Orthogonalkegel kt).  Der Kegel 
zerKillt, wenn sein Scheitcl unendlich fern oder auf dem Zylindroide liegt (p,) 
und zwar im letzt.eren E'alle auBer in da. ebene Biischel der Normalen zur Kante G, 
des Punktes p, noch in clasjeiiige, dessen Ebene der Punkt p, mit der zu G, be- 
ziiglich GI und G, syminetrischen Karite CI,  verbiridet. Das letztero Biischel 
wurde in der S. 236 erwlhritcn Zylindroidkonst~ruktion benutzt. 

D e r  zu jeder Achse ï i n  JlIv gehorige I'urartzeter p' kann  stets 

i n  reeller Weise  aus  des Reziprokalrelation 

(e sei die kürzeste Ent fe rnung  von  I' u n d  &, u n d  8 der Winkel 

dieser Geraden) gegen jene Schraube des RII (mit  dem Parameter p )  
bercchnet  werden,  deren Achse parallel z u  der Projekt ion von I' auf 

die  I Iaup tebene  Gr GrI ist. 

1) In Z i n d l e r s  ,,Iiniengeometri~'~ ist eine solche reelle lineare Strahlen- 
kongruenz mit imaginaren, windschiefen Leitstrahlen in einer sehr übersichtlichen 
Figur (47 S. 175) dargestellt. Sie sind affin zu den Kongmenzen der Anm. 1 der 
nachsten Seite. 

2) Vgl. die Transverealkonstruktion der Zylindroidkanten (S. 236) mit Hilfe 
eineS Strahlenbüschels, dcssen Zentrum ein beliebiger Flichenpunkt pl id .  
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Zur z-Achse Gm selbst gehiirt irn Gebüsche jeder beliebige 
Parameter p'; auch das Feld senkrecht zu dieser ,,ITanptachse des Ge- 
büsches" geh6rt zu PI\,, es ist das eiiizigc Feld im Gebüsche. GI = r r  
und GII - I;I solleii ,,Neberiachsen" des P Iv  heiBeii, sie gelioren in Prv 
zu den ,,Grundparnmetern(( pi = - Pr,  bezw. pi1 = - pl,. 

Im Falle p ,  = p,, eines gleichsteigenden Zwillings (und des 
gewbhnlichen H o o kschen Schlüssels) gelloi-t zuin Spezinlwerte 
p '= - p,  - - pl,  (- O beim E o o  kschen Schlüssel) eine aztsytenrtete 
Kongruenz von Achsen r, bestehend sowohl sus  den Strahlen des 
Bündels mit den1 Anfange p als Zentrum als auch aus allen Strnhlen 
der Hauptebcne GIGrI. Allen übrigen Parametcrwerten p' entsprechen 
in diesern Fa lk  zirkulare lineare Kongrueneen'), welche durch Ilotation 
der die GIII als Scheitelgerade enthaltenden Regelschar eiries gleich- 
seitigen hyperbolischen Paraboloides [mit der anderen Scheitelgeraden Gr 
und der Verteilungskonst'ante 7 ((ÿ' - pr)] 21112 GIIr erzeugbar sind. 

Die bisherigen durch unseren Scbraubenzwilliiig und seine Abarten darstcll- 
baren Fa'le lialien in RII Achsen G vei.schiedener Richtiingcn und das Genieinsame, 
daB im reziproken Gebüsche PIy eirie und nur eine Gerade r", n a d i c h  gerade 
die ZUI z-Achse gewahlte CII,, mit  beliebigem Parameter versehen werden kann; 
wir nannten sic Hauptaçhse dee Gebüsches; i n  dem nuil noch fiir den Freiheits- 
grad II EU erorternden Falle 2.  bezw. 2'. werden alle Strahlen eines Parallel- 
büschela, im Falle 2". sogar alle senkreçhten Trunsrersalen einer Geraden, im 
Falle 3. wiederum alle S t~ah len  eines Parallelbündels diese auszeichnenile Eigen- 
schaft teilen. 

2. 

Jene neweglichkeit voin Freiheitsgrade II, bei welcher ein starrer 
Korper nicht um Achseri verscliiederier Riclitungen, sondern nur urri 
die Parnllelstrahlen einer Ehene schraubbar wird, konnen wir in  typischer 
\Veise durch die (schief'e) Schubschraube oder den (schiefen) 

S c h r a u b s c h i e b e r  (Pigur 2) 

erreichen. Diespr stellt nichts anderes als eine Schraubenmutter vor, 
deren Spindel in einer (zu ihrer Achse GI) sçhiefen Richtung ver- 
schobeii werden kann. Eine beqiieme Form desselben erhalten wir aus 
dem Schraubenzwilling dadurch, daB wir von der in der Figur 1 ge- 
zeichneten Anfangslage ausgehcnd, die Gabel z' um Gr1 herum uni 

1) Kongrucnxen, deren imaginiire windschiefe Leitetrahlen durch die Kreis- 
punkte der Hadptebene z = O gehen. 

2) n i e  Verteilungskonstante tiedeutet rlie kürzeste Entfernung der unter 45 O 

gegen die Zentralebene geneigten Paraboloidkante von der in dieaer Schar exit- 
haltenen Scheitelgeraden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2.12 Darstellung aller Elementarbewegungen eines starren K6rpers usw. 

cinen Winkel a drchen, so da0 die neue Lage von GI mit GIiI imd 
der Ebene v = GrrGlIr den Wirikel cr = 9;)'- a eirischlieBt.'j IIieraiif 
niachen wir die Spindel ,yn dadiirch iinwirksam, daB wir den Kreuz- 
korper 7; mit der Ciabel z starr verbinden. St:ttt zu diesern Zwecke 
beide Korper etwa bei s,, (s;,) ziisammenzul6ten, benutzen wir einen 
an s, und SI anschraubbaren EIülbring r ,  welclier in einer passendeu 
Ausnehmuug r' an dem Schafte der Gabel z ,  worin er sonst gleiten 
konnte, mit E l f e  der Stellschraube h für beliebige Werte von cr f e s t ~  
gestellt werdeii kariri. 

Danlit dies auch für u = O mogliçh sei, i s l  eirierqeits zwisçlien den Gabel- 
&ken beim Schafte z der notige Raum gelassen mordcn und sind ande re r~e i t~  
die verlkngerten Enden von r in der KBLe der Anschraubstellen etwas verbogen. 
Urn die Starrheit des Systems 7iz vcrliiBlich zu wahren, wird dcr Querschnitt des 
Ringes r nicht nur gr6Bcr al3 ilies in der I'igur der Übersichtlichkeit wegen ge- 
schah, sondern auch nicht wie dort kreisfGrmig, eher etwa in  Fornl eines Recht- 
eckes zu wPhlen aein, desseri l h g e r e  Seiten zu G serikrecht stelieu; auf der zu 

II 
CSn senkrecliten Grenzfliche des Ilalbringes ist dann auch leicht eine Grad- 
einteilung zur Einstellung i'ür verschiedene ct anzubringen. 

Ziim Ersatz f ü r  die so verlorene Schraubbarkeit um s,, bringeii 
wir z in starre Verbindung mit dem Gleitst'ücke b, welches irn festen 
zugehiirigen Rahnien a beweglich ist, also dem System die zum E'elde 
der Ebene GLIGIU senkrechte Translation 6 (Parallelvcrschiebbarkeit) 
sichert. 

1st hierbei spezieli der Parameter p, TOU s, (si) Kull, d. h. die 
Gabel s' un1 dio  Achse G, von s, (si,) eirifach drchhar, was etwa durch 
die zylindrische Abgliittung der Xontaktstellen der Spindel s, (si) und 
der Gabel z' nebst An1:)ringung von zylindrischen Wülsten als Rindernis 
gegen eine Seitenverschiebung der Gnbel zu erreichen ist, BO nenneii 
wir unsere Vorrichtung D~ehscl~icho-. Mieriri wir den Schraubschieber 
für a: = O einstellen, d. h. so, daB die Schraubenachse GI nach GlrI 

fiillt, also zur gestatteten Translation senkrecht wird, k6nnen wir ihn 
als au/kecldc Xchubscl~vnuhe, bezw. aufrechles Schubrad ( p ,  2 0, bezw. 
p,  = 0) bexeichnen. 

Indein w-ir die zuliissigo Schraiihung und die durch ein zu a senk- 
rechtes Feld f '  dargestellte Sehiebung in verschiedenen Verhiltnissen 
zusamniensetzen, erhalten wir alle S c h ~ a u b u n ~ e n  des zugehorigen f ü r  

die Bemeglichkeit charakteristisclien liiicaren Schraiibenhiindels A,,. Die 
Sclisen G desselben sind die zu Gr parallelen Strahlen der Ebene 
p = GI Gu, d. h. durch Komponierung der gestatteten Grurfdbewegungen 
- - 

1) Wir nehmen hier u 2 Ou; îr = O0 sol1 mgleich unter 2 ' . ,  u - 90' unter 
2" erortert werden. 
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schrauben wir stets - bei festem Schnbrahmen a - die Gabel a' 

und jeden niit ihr starr verbnndenen Korper uni eine hclise G des 
obigen Parallelbüschels und z a a r  schrauben mir iim diese Achse mit, 

einer Ganghohe II = 2 n p ,  welche wie der Parameter p selbst nach der 
einen Seite von Gi zu-, nach der anderen abniinint, proportmional der 
Entfernung f: von CI und GI; denn es gilt 

4-PI  
das ,,Paranietergef%lle" - - ist gleich der Tangente des Einstell- 
winkels cl. 

Da a: 2 01), gibt es im Büschel auf der einen Seite von G r  in 
der Entfernung e = (-) p, cotg a: (entsprechend p = 0) e i n m  Strahl Go, 
uni welchen als Achse die Bcweglichkeit unseres Schraubscliicbers der 
Gihel z' eine einfache Drehung gestattet. 

Die gleichen Rewegurigen eines Korpers wie durch den S'cl~rnttb- 
schieber, kann man also ebenfalls durch einen für dasselbe n ein- 
gestellten Drel~schieber erhalten, welcher bei gleicher Schuhrichtung (ci) 

mi t  seiner Drchungsachse G, nach Go gebracht wird: Beide Vor- 
richtuiigeri in dieser Parallelstellung bieteri derri starren Korper die 
gleichen Nachbarlagen, die gleiche Beweglichkeit, nur sind die beiden 
unteren Gabelri beider an anderen Stellen des beweglichen Korpers 
festgemaçht. 

Das Re~ipro7~algebü,sc1~ Prv hat zu Achsen I' alle (zum Felde f 
der Ebene v = GII GIII parallelen, also) zu G senkrechten Geradeii, jede 
behaf'tet mit einein Parameter p', welcher entgegengesetzt gleich ist 
dem Paraineter p der von ihr getroffeiien Geraden G des obigen als 
Achsenort zu Ri1 gehorigen Parallelbüschels GIG, in der Ebeiie 

p = GlGiI. Von allen Geraden der Ebene p, oder auch nur parallel 
zu ihr, zihlen nur die (senkrechteri gerneiiisarnen Transversalen aller 
Strahlen des Parallelbüschels, niimlich die) in p gelegenen Parallelen 
r* zu ale Achsen r der an z' unwirksamen Dynamen, jede be- 
legbar mit jedem beliebigen Parameter. Zu PIv gehort auch das 
Büschel der eu GI parallelen Felder y ;  diese stellen die beziiglich z' 
unwirksamen Drehmomente vor. Jedem konstanten MTerte von p' ent- 
sprechcn in PIv als zugehorige Achsen I' die zu f parnllelen Traiis- 
versalen jener Achse G im obigen Parallelbüschel, welche im Gebiete 

ziim Paranieter p = - p' gehort. Unwirksam sind hiernaeh von 
den einfachen Kriiften ( p ' =  0) nur jene zu f parallelen - d. h. zu G 

senkrechten - Kriifte r,, welche Go schneiden. 
- 

1) Vergl. S. 242 Anm. 1. 
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Ein hierher passendes Beispiel id, die Drehuug der I'appendeckelllatter eines 
Bilderbuches, welches eiu Kind im Ei~eubalinwageri auf eiiiem achragen Pulte 
liegen hat und umblLttert. Sctzt man die Translation ci des Wagens mit ricr 
Drehbewegung eines Blattes um die im Buchrücken gelegene Achse Go in ver- 
schiedenen YerhiLltnivsen zusammen, so kann man iu einem bcstimmten Augenliilick 
dem Pappendeckel diesolbe Reweglichkeit sichern, tl. h .  dieselben Nachbarlagen 
zuganglich machen, wenn man siçh den Wagen und das Pult  wegdenkt und d u  
Blatt starr mit der Gabel z' eines durch ü uud Gr= Go vüllig orientierten Drell- 
 chieb bers verbindet, desscn Rahmen n man feststellt. 

Insbesondere bei dem fiir a = O, also ,,aufrecht(' eirigestellteii 
Schraubschieber (aufrechte Scliubschraube) gelangt G'I nach GnI, und 
es gehort im Gcbietc IllI zu allen Achsen G des Parallelbüschels (voii 
C, in C? = ,u = v = GIGII = GII GIII) derselbe Parameter; das Feld 1' 
liegt jetzt in der Ebene p = v = (5. und ist hiernach Ar1 und Plv ge- 
meinsam, weshalb beitle Gebiete jetzt im Gegensatze zun-i allgenwinen 
Fallc 2. in einern Gewebe Rv enthalken sind. 

Als Achsen 1' von Dynamen des Reziprokalgebüsches l ' IV ,  welche 
bezüglich der Gabel s' unmirksam sind, treten alle1) zu L! parallelen 
Geraden auf. 1st e der Abstand eirier solchen Geraden von 6 uiid 8 

ihr Winkel mit G,, so gilt 
7' + ?JI = e tg  9, 

woraus sich für jede solche Achse der Paraineter p' ergibt. 
Zu einem bestimmten Werte dieses Parameters p' gehoren als 

Achsen r die Strahlen ciner hesonders ausgearteten lineai.cn Kong~uenz 
mit in unendlicher Ferne (an f )  xusa~n~~ae~zgeriiclîten Leitlinien: 

ihre Strahlen erhalten wir durch Parallelverschiebung in der Richtnng Grr 
(oder einer anderen Richtung von Q) aus den Kanten einer gleichseitig-parabolischen 
Regelschar, namlich der zu (5. parallelen auf eiriem (jeden) Parabuloide mit GIr 
(oder einer anderen in (5: zu G parallelen r*) und einer diese schneidendm Ge- 

II 
raden (8 - von der zu E senkrechten Richtung a - als Scheitelgeradcn und 
mit der Verteilungskonstantc e, 

P '  + PI .  

Die mi pl= 0 gehorige unter rlirsen Kongruemen gibt lins die 
siimtlichen in  endlicher Entfernung befindlichen eitzfaclien Kriifte an, 
welche auf die Gabel s' ebensowenig wirlren konnen als die y '=  oo 

entsprechenden Felder ~p (Drehmomente) der zu G, parallelen Ebenen. 

1) Anfier den nicht in Q gelegenen Parallelm zu p,, welche wir als zum 
Parameter oc gehorig nicht a h  eigentliche Achsen ensehen, wiihrend die derart 
i n  & liegenden r' zu beliebigem Parameter gehoren. 

2) Vergl. S. 211 Anm. 2. 
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Insbesondere zum Parameter  p; - - ÿ, gehoren alle Geraden der  

Eberie 6 uiid alle im Raume zu G, gelegten Parallelen, wobei wieder 

wie bei 2. die i n  der  Ebene  O: bei 2.) zu Gn gelegten Parallelen 

r* mit beliebigem Parameter  belegbar  sind. 

Füi. p ,  2 O paBt hierher  als  bequemste F o r m  der 

a u f r e c h t e n  S c h u b s c h r a u b e  

die ails der F i g u r  1 entnommene Schraubenmutter  m, angebracht (etwa 

wie beim oberen Teile der  Fig. 2) a n  dem m i t  Windungen  versehenen 

Teile der mit  b s ta r r  verbundenen Zylinderstange t, wenn b irn Schub- 

rahnien a als Gleitstück beweglich u n d  die Biçh tung  der Stangenachse (1) 
zur Gleitrichtung G senkrecht  s teht .  m h a t  gegen a die verlangte 

Bcweglichkeit. 

A u f r e c h t e s  S c h u b r a d  m,. 

Für PI = O konnten wir den als Rad um t (an dem glatten Zylinderteil 
Fig. 2) drelibaren Muff si, au8 der Figur 1 verwenden, wenn wir die Verschiebungen 
in der Richtuug der Achse von t verhinderten. Letzteres tun wir etwe einmal 
durch einen Wulst und nach der anderen Seite hin durch einen in der Richtung p 
durch eine Nut an t geführten Gleitkorper c. Letztere Anordnung hat für uns 
u. a. den Vorteil, dai3 wir nt, spiter als Muff WL* am Stift t verwenden und in 
den F'iguren 2 und 4 mehrfach schieben konnen, falls wir c emporheben und dort 
etwa durch die Stellschraube h fixieren. 

Als zu PI = O hierher passende Beispiele haben wir: Eine um die Angel- 
achsc Go drehbare Tür in einem in der Richtung <r verschiebbaren Eisenbahn- 
wagen, da Go zu G senkrecht ~ t e h t ,  oder ein Riegel mit wagrechter Prismen- 
führung, angebracht am Flügel eines Hauutoreu. 

M u f f  am Stift. 
D e r  FaI l  a - 90° beim Schraubschieber  macht  die Gabel 2' 

der P igur  2 u m  die durch  il1 in der Rich tung  6 gelegte Achse O 
- unter  Hinzunahme der  Translat ion - m i t  beliebigem Parameter  

schraubbar (O = G*), also drehbar  (gemZB p = O u n d  dem Stabe  1 
auf G*) und parallel verschiebbar (entsprechend p = w u n d  dem 

Felde f senkrecht zu G*). Diese Beweglichkeit is t  sicherlich bequemer 

verarischauliçht durch  eineri hohlzylindrischen Muff rw* (Fig. 3), einen 

Korper mi t  zylindrischer Ausbohrungl) ,  de r  u m  einen angepaBten 

zylindrischen St i f t  t sich bewegen kann  wie ein Ring a m  Finger .  

Ebensogut k a n n  m a n  na tür l i ch  d e n  Uuff fest u n d  den  Stift  beweg- 

lich denken. 

1) Dieser Korper kann etwa der in Fig. 1 ale Drehrad verwendeten hohl- 
zylindrischen Scheibe m, kongruent sein. 

Zeitschrift f. Mathematik o. Phpik. 52.Band. 1905. 3. Reft .  17 
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Andere Achueri Q als G* koirimeri beim hierhergehorigen Schrauben- 
hüschel RI, nicht vor. 

Die Achsen I' des Reziprokalgebüsches PIv reduzieren sich auf 
die zu beliebigern Parameter gehorigen senkrechten Transversalen P 
der Achse G* von ,rn und t. Das Feldbüschel parallcl G* gehort auch 
zu YIv. Rrr und PIF erganzen sich zum Schraubengebiete des Ilaumes. 

3. 
Endlich kann jede der beiden ein Schraubenbüsctiel RI, bestimmenden 

Grundschrauben ein Feld sein und es wird BI, zuni Feldbüschel, wo 
man von gar keinen eigentlichen Schraubenachsen G zu sprechen hat. 
Zu P L V  gehoren als Acheen r alle mit beliebigem Parameter beleg- 
baren zur Achve des B'eldbüschels X, pa~allclen Gcrndm, sowie alle 
Felder: RII ist in Plv enthalten. Als Beispiel diene ein Kiegel mit 
Prisrnenführung an einer Schublade oder ein Schubfenster irn beweg- 
lichen Eisenbahnwagen. Unser typischer Reprisentant sol1 der 

sein, den wir erhalten, wenn wir den Rahmen a, in welchern ein Gleit- 
stück h i n  der R,ichtnng G verschiehbar i d  (Fig. 4, dort ohne h), selbst 
als - etma in der zu G senkrechten Bichtung z bewegliches - Gleit- 
stück in einem festen Rahnien a, verwenden. Jedern an O befestigten 
Kbrper Z kann man nun bequem einc jede aus den Translationen G 

(b  in a) und z (b samt a in a,) zusarnmengesetzte, zur Uoppelrahmen- 
Normalen p senlirechte Schiebung erteilen und nur eine solche. 

Hiermit sind alle moglichen Fiille einer Beweglichkeit II erschopft, 
wir gehen über zum 

Freiheitsgrad III. 

1. 
Sollen Achsen G aller 12ichturigeri in dem für die Beweglichkeit 

charakteristischen ,,Schraubenbündel" RI, vorkommen, so verwenden 
wir als typischen Repriisentanten den 

S c h r a u b e n d r i l l i n g  

(Fig. 1, m an s', k, s), welchen wir nus einer zu beliebigem Parameter 
gehorigen Schraubenmutter m dadurch erhalten, daB wir sie ari der 
Schaftstange t der Gahel z' des Schraubenxwillings (an der Stelle, wo 
t mit einem gemZB p,, ansteigendcn Gewinde versehen ist) mtiglichst 
reibungslos beweglich machen; 111 und jeder dauiit vorbundene Korper 
erfrcut sich nun der gemünschten Freiheit III, indem er um die sich 
in p senkrecht schneidenden (Hauptachsen oder) Achsen der Haupt- 
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schrauben CI (pl), CrI1 (pII), G,,, (p,,,) beweglich wird. Setzen wir diese 
zulissigen Hauptschraubungen in verschiedenen Verhaltnissen zusammen, 
so erhalten wir Schrauben um Aclisen G aller Richtungen. 

Zu jeder Richtung gehort nuï einc Achso G. Diese geht im 
Palle vwschiedeelzer Hauptparameter pi (i = 1, II, III) allerdings nicht 
mehr wie die IIauptachsen Gi, die Achsen unseres Koordinatensystems, 
durch den Ursprung p; wir werden die Lagen aller G ttlsbald be- 
sprechen, konnen uns aber auf den durch p zu den G gelegten 
Parallelen sogleich den in RIT, jeweilig auf die zugehorige Cr ent- 
fullenden Parametcr p v o n  Anfange p aus abtragen und erhalten so 
die ParameterBache ') 

(q3) . . . (x2 + y2+ 82)3- (p,x9+ p,yz+ qIIIz2)2- O 

als Ort d e r  Endpunkte. 
Zum mittleren der nach ihrer algebraischen GroBe geordnet ge- 

rlachten Hauptparameter p,, gehort nicht G, allein, sondeni ein Büsçhel- 
paar rrriit G,, (der y-Achse) als gemeinsainem Strahle; die Zentren III 
und N dieser reellen sog. ,,Basisbüschelu liegen auf G, im Abstande 

e, = i i- (p,- &II) (71, - PI) 

vom Anfange p und ihre Ebenen p, bczw. v 

gehen durch G,, symmetrisch zu den Koordinatenebenen. 
Als dchsenort gehoren hierher die Kongruerizen Wael s ch s ') K(G),  

die ,,linke" Kongruenz, erfüllt von den Achsen G des RI,,, um welche 
z' gesehraubt werden kann, und die ,,rechteg Kongruenz K ( r )  der 
unwirksamen Dynamen in1 Rexiprokalgebiete PI,,. Beide sind zu- 
einander bezügliçh der Koordinatenebenen symmetrisch. Wenn wir 
feststellen, daB bei der Spiegelung einer Schraube G (p) an einer 
Ebene nicht bloB die Achse in ihr Spiegelbild iibergeht, sondern auch 

1) Fig. II in  der Abhandlung des Verfaasers in der Zeitschrift für Math. u. 
Phys., Bd. 49,  Heft 2 gibt ein Bild dieser Biiiche. Ebenda S. 218 wkd die 
Konchoidenschar der (y) bezüglich des Mittelpunktes p besprochen, welche zu 
jenen linearen Schraubenbündeln BnT gehoren, die sich ails dem unseren dilrch 
Hinzufügung gleicher algebraischer Summanden zu den Parametern der Schrauben 
mit den alten Achsen G ergeben. Bezüglich der direkten Konstruktion der auf 
(9) fallenden Endpunkte auf den durch M gelegten Parallelen vergleiche S. 105 
im 48. Band dielier Zeitschrift, 1. Heft. Wir  gebrauchen das Wort ,,Parameter- 
fiacheu in  ganz anderem Sinne als S t u d y. 

2) E. W a e l  s c h  , , t b e r  eine Strahlenkongruenz beim Hyperboloide", Wiener 
Sitzungsberichte 1887, 95. Rand, S. 781. 

l ' i* 
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der Parameter p den entgegengesetzten Wert annimnit, so konnen 
wir sagen: 

Die Reziprokalbündel R, und P,, sind bezüglich der IIaupt- 
ebenen symmetrisch. Beide haben im allgemeinen, durch Verschieden- 
heit  der Hauptparameter gekennzeichneten Falle nur die Achsen 
G, = Ti (i = 1, II, III) der Hauptschrauben gcmein, wobei die zu- 
gehorigen Eauptparameter pz und pi der Reziprokalbündel durch die 
Gleichungen pi i pl verbunden sind. RI,, und PI,, Sind daher erginzcilde 
Gebiete voneiriander bezüglich des Sçhraubenraumes und sind es riur 
d a m  nicht, wenn einer dieser Hauptparameter Null wird, da sie im 
letzteren E'alle die dann zum Stabe ausgeartete Hauptschraube gemein 
haben; irn letzteren FaUe liegen R, und I',,, in  einem ,,GewebeU RT. 

Die zum Hauptparameter p; im P,, gehorigen rcelien Basis 
büsçhel, die beiden ,,rechtenC( M ( v )  und N(,u), haben im Vergleiche 
mit zu jenen des RI,, den beiden ,,linken" M(,u) und N ( v )  vertauschte 
Zentren oder Ebenen. 

G 
Die einfaclzste Kotzstrulition der Geraden der Kongruenz I K K  Ij , , 

welche ah Aclisen im Scl~raubenbiindel d. h. als zu bestimmien 

Schraubungen 
Parametern gehorige ( Dynamoo ) auftreten, welche 
1 durch die Beweglichkeit 
I auf die Bewegung /des mit der Gabel 3' starr rerbundeoen Korpers 

{ u ~ ~ ~ ~ ~ m ]  sind, ist dic Konstruktiou als kürzeste Transversale zzweier 

beliebiger Strahlen der verschiedenen, zurn mittleren Hauptparnnieter 

(41 = - p,  ) gchorigen [ 1 Bssisbüschel und 
PII ( M (P)  und 

Die zu eiriern bestirrimten Parameter {:, ) in gehorigen Aclisen 
hI 

G linke ( r ]  erfüllen hierbei die (reobtc] Regelschar des - bei Geltung der 

Gleichung p $ p' = O mit dem Trager der zu gehorigen Reziprokal- 

achsen identischen - Hyperboioides F(p) 
{; 1 

P(?)=(p-T'Jx2+ (~-?~T)Y~+(V-P~)~~+(P-F'I)(T-?~)(P--PI~)=~, 
welches für alie zwischen den extremen Hauptparametern p, und p,, 
gelegenen Mrerte von p reell ist. Einige der Gestalten dieser zu ver- 
sehiedenen Werten von p gehtirigen, sog. ,,gleichbündigen" Hyperboloide 
hat der Verfasser nebst dem Bilde der von ihnen eingehüllten Hyde- 
sc7ten Brennflüche an anderer Stelle gegeben.') Letztere Fliche wird 

1) In der zweiten au€ S. 229, h m .  1 erwahnten Abhandlung des Verf. im 49. Bd. 
dieser Zeitschrift, 2. Defi. Dia dortigen Figuren IV his X sind Gestalten gleich- 
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Ton allen G und  r doppelt Eierührt u n d  a d e r d e r n  n o c h  doppelt 

durchsetzt. 

Die ,, G l e i ~ h b ü n d i ~ k e i t "  zweier Hyperboloide i s t  hierbei rein 

geometrisch am einfachsten dadurch gekennzeichnet, d a B  beide F l i c h e n  

2. Ordnung ihre Kreisschnittsrbenw (EL, v) und das e u  diesen Kreis- 

schnittsebenen senkrechte Fokalacl~sen-Quadrupel  (die Lote  zu y u n d  v 

durch M u n d  N) gemein haben. 

Statt des oben zur  Transversalenkonstruktion der  

Büs&elpaares (y = T,,, analog p ,  = - y,,) k6nnte  m a n  dort  auch die 
rechte 

( linhe 1 Schar  eiries beliebigen der  gleichbündigen Hyperboloide 

benutzen. 

Durch  jeden R a u m p u n k t  gehen  drei  Achsen G u n d  I', deren 

Parameter e u  den drei H y p e r b o l o i d ~ n  F ( p )  gehort ,  welche den P u n k t  

puthalten, entsprechend den  drei W e r t e n  d ~ r  o b i g m  i n  p kubischen 

C;leichung. Aile drei  sind reell  f ü r  die P u n k t e  iunerhalb u n d  n u r  eine 
G ist reeli f ü r  P u n k t e  a u B e r h d b  der Brennfl lche:  Diere drei k6nnen 

konstruiert \verderi als gemeinsame E a n t e n  jener beiden Orthogonal- 

kegel, welche von  den Lotm ails dern Raumpunkte  auf die Strahlen - 

M (v) und K (p) 
der beiden Büschel ( M i p )  und ,Y(,) ) erfüilt  ne rden .  

Ein einfaches Beispiel hierher gehoriger Beweglichkeit bietet die Faust eines 
in einem drehbaren Ringelspielwagcn Sitzonden, wenn er diesclbc bei schrag ge- 
haltenem starren Unterarm nur um eine beliebige der (zur Unterarmachse senk- 
rechtenj Achsen des Handaurzelgelenkes dreht. Sei X N =  G die durch das 

II 
Handwurzclzentrurn M gehende, zur Unterarmachse senkrechte Transversale der 
Ilingclspielachse G und N ihr Schnittpunkt mit der letzteren. M und N sind 
die Zentren der Basisbüschel in den Ebenen p (Ebene der Achsen des Hand- 
wurzclgelenkes) und Y (Ebene MG); GI und GII Sind ~ i i e  Gcraden, wclchc senk- 
rccht zu M N =  G, durch den Mittelpunkt p der Strecke Ml'V (Lange Zen) in 
den Richtungen der Halbierenden deu Winkels cr von p und v gezogen werden. 
Weist man GII den Parameter p ,  = 0, G, und G, aber die Parameter 

p - -- e cotg - , bezw. pin = en tg 5 (nach den Gleichungen S. 247) zn und 
11 2 2 

orientiert einen Schraubendrilling gemiifi den so angegebenen Hauptschraiiben 
G,(pi) (i = 1, 2, 3), BO konnte man nach starrer Verbindung dor Schraubenmutter m 

bündiger Hyperboloide, welche die H y d e  ache Flache Fig. XI einhüllen. Von der 
letzteren Flsche hat E. W. H y d e :  ,,On a, surface of the sixth order which ia 
touched by the axes of al1 screws reciprocal to three given screws" in den Annals 
of Mathematies, II. Ber., vol. 2, N 4, Juli 1901, Maus. U. S. A. die ausführliche Dis- 
kussion and die Zeichnungen der drei Hauptschnitte gegeben. E. S t u d y  schmückt 
da8 Titelblatt seiner ,,Themie der Dynamen" (Leipzig 1903) mit dem Hilde dieser 
Flicho. (,,BrcnnKacho einor aplrtnaren Kcttenkongruenz" zu S. 489 etc.) Vergl. 
Anm. 1 S. 230. 
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mit dem festen Erdboden, der Faust durch Verbindung mit der Gabel z' dicselbe 
Beweglichkeit sichem, welche sie vordem bloB infolge der Funktionsfahigkeit der 
Hendworzelgelenke und der Ringelspielachse besaf3. 

Durch die Orientierung und vollzogene Hauptparam~terbestimmung des. 
Drillings ist die Frage nach der Lage aller Schranbenachsen G und Dynamen- 
achsen r, sowie nach deren Parametern mit beantwortet und dnmit emt dem 
Bedürfnis nach Übersicht samtlicher geiitatteter Bewcgungen genügt. 

1s t  einer der drei  Hauptparameter  Null,  s o  wi rd  die entsprechende 
zuni S tabe  ausgeartete  Hauptschraube d e n  Reziprokalgebieten R,,, und 
Pm g e m ~ i n s a m ;  beide Schraubenbüudel  s ind dann i n  einem Gewebe Ilv 
enthalten. D i e  urn die Achse G,, v o n  Z i n  der  Figur 1 drehbare 
Scheibe m, zeigt gegen die feste Gabel z diese Beweglichkeit. 

W i r d  7, = (7, 1 p,,) angenommen,  so  werden die  Ebenen  y, v 
der Basisbüschel ziieinander senkrecht  u n d  stellen neue Syrnmetrie- 
ehenen der sich a l s  Rrennfliiche ergebenden H y d e  schen Sternbal l f lkhe 
dar, deren z a e i t e r  Hauptschni t t  eine Astrois ist.l) 

Sind speziell zwei der Hauptparameter  p, eiriaiider gleich, etwa 

PI = P ,  (2 PX,), 

so wi rd  der  S c h r a ~ b e n d r i l l i n ~  ,,gleichsteigeiici" bezüglich G, und G,,, 
welche sich in i h r e m  Büschel von den  anderen P a a r e n  Senkrechter gar 
nicht  mehr auszeichnen ; die gleichbündigen F ( p )  werden Umdrehungs- 
flkichen, erzeugbar  durch  Rotat ion der  K a n t e n  des zu G, (y,) und 
G,, (p,) gehorigen Zyl indrnids u m  seine H a i i p t e r z e u g ~ n d e  GnI. FTierbei 
umhüllen sie die H y d e s c h e  Rota t ion~f l i i che .~)  Die  Paraiiieterflache 
entsteht d a n n  durch  Rotat ion aus einer  Parameterkurve.  Vergl.  S. 237, 
Anm. 1. 

1st  hierbei insbesondere p, = y,, = O ,  d. h. der  Drilling ein ge- 
wohnlicher, aber  iim G,,, schraubbarer  H o  o k scher Schliissel, so  hat 
RI,, m i t  P,, das die Drehungen des Schlüssels darstellende Stab- 
büschel RI, gemein, u n d  beide sind zusammen i n  jenem Schrauben- 
gebüsche enthalten, welches R,, m i t  den  Schraubungen beliebigen 
Parameters um C*,,, verbindet.  

so is t  der Drilling ,,rollkonimen" gleichsteigond, aile Achsen {r) der 

s ind m i t  dem gleichen Parameter  P = P ,  
Pr= p; = p ,  ] belegte Gernde 

1) Vergl. in der Abhandlung des Verfassers im 49. Bd. dieser Zeitschr., 2. IIeft 
die Fig. XTV zu diesem Sonderfalle. Dort ist S. 236 auch im allgemeinen Falle 
beliebiger Pi eine kiriernaLische Konstruktion der drei H y d e  schen Hauptschnitte 
(Fig. Xm) gefunden worden. 

2) Ileren Mendianuehnitt ebenda Fig. XV Kinematische Konstruktion S. 245. 
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des Strahlenbündels dnrch den  Anfang  p. Andere Achsen oder reelle 
Achscn anderen Parameters  konimen überhaupt  nicht  vor. W i r d  hier- 
bei insbesondere dieser Parameter  Null ,  so haben wir  es  m i t  der i n  
der Praxis  gewohnlichen Vermendung des H o  o kschen  Schlüssels zu 
tun, bei welcher die  Schafts tange der  Gabel z u m  ihre  eigene Achse 
frei drehbar ist ');  die  andere Gabel z' kann jede Drehung  u m  jede 
A c h e  G durch den  Mit telpunkt  p des Iheuzkorpers  k ausführm. 
Der so 2, bemeglich gemachte H o o  k sche Schlüssel is t  geeignet, ein 
Kugelgelenk zu ersetzen, wie z. B. das zwischen Schulterblatt  u n d  
Oberarmknochen bcfindliche Schultergelenk dcr  ITand oder das I-Tüft- 
gelenk des FuWes. Auch  bei festem Oberarrn und  u n b e n u t ~ t e m  El l -  
bogengelenk i s t  dns Handmnrzelgelenk imstande, i m  Vereine mi t  der  
(Pronation oder Supinat ion genannten) Drehnng  des Uiiterarines u m  
die eigene ideale Achse, der  F a u s t  und jedein darin gehaltenen Cegen- 
stande dieselbe Beweglichkeit,  n a d i c h  die Drehbarkei t  um jede durch  
das Zentrum p gehende Achse zu sichern. 

W i r  gehen n im über  su  jenen Fiillen, mo nicltt mehr  Achsen aller 
IZichtzct~yen im Schraubenbündel  vorkommen.  

(1' =) 2+. 

E ' l a c h e r  S c h r a ~ b e n d r i l l i n ~  (mm a n  z', k, z i n  der P ip r  1). 

Wird bei y, 2 y,, der  dr i t te  H a u p t p r a m e t e r  y,,, = CO 3), so i s t  
der zur Verwirklicliung verwendete Drilling dadurch abzuandern, daB 
statt  der Schraubcnmutter  ?ta ein hohlprismatischer K6rper  u m  den 
prismatischen Te i l  der  S tange  1 gelegt u n d  in der  Rich tung  G,, ge- 
führt  wird (Fig. 3). D a s  Pr i sma mm hnt  gegen die fcste Gabcl z 
die hier  verlangte Beweglichkeit;  wi r  nennen den so spezialisierten 
Drilling einen flachen. 

- 

1) So daB aie eine ihr etwa erteilte Zwangsdrehung um die Eigenachse 
innerhalb gewisser Grenzen und allerdings ohne deren gewohnlich angenommene 
Glei~hrorrui~keit auch aul die echief gestellte Gabelstange 2' übertragen konnte. 

2) Ohne Zwangsdrehung der Stange z ' !  Vergl. Anm. 1. 
3) Diirch die Zutcilung dieses Spezialfalles zu 1. würden wir uns diner In- 

konsequenz in Hinsicht auf unseren sonst steta festgehaltenen Einteilungsgrund 
dadurch schuldig machen, da0 wir 1' nicht schon zu 2 nehmen. Wir finden es 
aber durch Rückeichtnahrne ouf die Einfuchheit d e r  Beschreibuug gerechtlertigt, 
diesen Fa11 ah 2+ (und lieber iiieht 1') gleich hier zu behandeln. I)ie Parameter 
pI und pII werden wir nun in den folgenden Fillen 2 (Hauptfall, spexiell 2' oder 2") 
und nuch stcts in der zugehorigen Figur 2 als gleich voraussetzcn dürfen. Hier- 
von hatten wir sonst abgehen müssen, um diesen Fa11 2 +  noch spater bei 2 unter- 
brinfien zu konnen. Vergl. S. 257 die SchluBberuerku~~g zu 2". 
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Die Parameterflache reduziert sich auf die Parameterkurve des 
zum Drilling k gehorigen linearen Schraubenbündels R1,[G1 (p,), G,,(pII)l, 
da es Achsen anderer Richtung als senkrecht zu G,,, nicht gibt. 

E s  kommen nur jene Achsen G im Schraubenbündel q,, vor, 
welche in den Ebenen s = const. (Grenzlage der gleichbündigen Hyper- 
boloide F1(p) )  liegen, und zu einer der beiden i r i  eine solche Ebene 
fallenden Kanten des Zylindroids von RI, paralle1 sind.') Sie gchiiren 
zum gleichen Parameter wie die parallelen Zylindroidkanten in 4,. 
Die T gehen aus den G durch Spiegelung an der Ebene z = O hervor 
und verhalten sich analog zum Spiegelbilde des obigen Zylindroidcs, 
wobei man zugleich mit der Spiegelung zum negativen Parameter 
überzugehen hat, so daB jedes der beiden in eine Ehene z - const. 
fallenden Parallelbüschel r zu einem der dorthin fallenden Parallel- 
büsehel G normal steht und den entgepengesetzten Parameter von dem 
der Achsen G des anderen Parallelbüschels hat. Beide Parallelbüschel- 
paare sind nur reell, wenn die Ebene x = const. zwischen den beiden 
Grenzebenen 

2 * +(?II - PI) 

liegt, wo die Büschel beider hineinfallender Paare von G (und normal 
hiezu von 0 in eine der zu GIG,, symmetralen Richtungen zusammen- 
rücken. 

Das Feld f = cp der Parallelebenen a = const. ist RI,, und PI,, 
gemeinsam, so daB beide in eineni Gewebe IZv liegen. 

Die beiden Grenzebenen stellen die Cberbleibsel der reellen Teile 
der II y d e schen Brennflache vor. Als die eine Symmetrieebene der 
letzteren haben a i r  a = O anzusehen, wiihrend von den beiden anderen 
nur die parallele Lage zii G1G,,,, bezw. GnG,, feststellbar ist. 

Wird einer der beiden IIauptparameter, etwa p , ,  = O, so haben BI,, 
nnd Pm das Büschel der zu G, in der Eberie z - O (G,G,) parallelen 
Stiibe noch auBer dem Felde dieser Ebene gemein, Rn, und Y,,, liegen 
in einem Gebüsche RIT. 

Als Beispiel gehort hierher ein hohlprismatischer Ring verschiebbar 
an einer prismatischen Tiirklinke, wobei auch Klinke und Türflügel 
um ihre Achsen G, G, drehbar sind. Die Hau~tachaen G, G, sind 
hierbei durch beliebige Parallelverschiebung der Symmetralen von G,  G, 
in der eigenen Ebene, welche von G, und Gu um 2 abüteheri mage, 2 

zu erhalten und es ist (vgl. S. 238) p, = - p, = 
- -- 

2 z 
1) Diese Zyliudroidkanten schlieBen mit GI den dnrch ain 2 8  = --- 

PI1 - P T  
bestirnmten Winkel 8 ein und den zwei sich ergebenden 8-Werten entsprechcnd 
findet man den zugehorigen Parameter aus der Gleichung @ - 1, cos" + sine 6. 

1 
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Würden wir p = p, 2 O ,  den bei WL, in PrismenKihrung kerschiebbaren 
1 

Llrilling gleich~~eigend annehmen, 0 0  würde der planare Drilling m m  Planschrauber 
(S. 267), es fielen beidc Grenzcbeuen in z =: O zusaximeri, und v i r  crhielten den 
~patcr noeh unter Typus 2" (S. 366) zu erwahnenden Spezialfall von Schraubbarkeit 
um alle -4chsen gleicher Ganghohe (Pr. P I )  in einer Ebeue (z)  - O .  Wir konnen 
deshalb für uriseren Typus 1' den Fall z.ew&iedenel endliclter Hauptparanieter 

(pI 2plI) reserviercn, denn aueh der Fa11 des Unendl i~h~crdens  von P I  (oder gar 

auch noch von PI,! findet spiter ohnedies beiin normalen Schraubdoppelschieber 
(S. 258, Fall 3') und Schieberririlling (S. 259, Fall 4) Berücksichtigung. Ygl. dia 
SühluObemp.rkung bei 2" S. 257. 

In den nun folgenden I'allen i d  eine ParameteriiYiche (S. 247, Anm. 1) iiber- 
haupt nicht mehr zu gebrauchen. 

2. 
Kommen in dèrn f ü r  die Heweglichkeit charakteristischen Schraubcn-  

bündel RI,, n u r  Schraubenachsen G der verschiedenen z u  einem ebenen 

Felde y yarallelen Rich tungen  vor, wobei aber  n ich t  m e h r  wie hei 1' (S. 251) 
Jas zu II,,, gehorige Feld f (Direktionsfeld der  Achsen r des reziproken 

Ründels Y,) m i t  dem z u  PI, gehorigen Fe ld  q identisch werdeh 

soll, so verwenden wir als typisches Xodel l  z u r  Verwirkl ichung dieser 

B e w e p n p n  den  (schiefen) 

Sch raubzmi l l i ngs -Sch i ebe r .  

Dieser liegt schon i n  unsercm Schraiil)schieber (Figiir 2 iind S. 241 j mi; 
hlls wir - durch Ent fe rnung  der  Stellschrnube h u n d  des I l d b r i n g s  r - 
die Spindel s,,(s&) befreien u n d  so  dem Kreuzkorper  7; die früher  vor- 

handen gewesene Beweglichkeit gegen die  Gabel z zurückgeben, den 

Parameter p,, von  s, als  dem von  s, gleich: 

annehrnen u n d  den s o  als gleickste(qend vorausgesetzten Schrauben- 

zwilling (a' a n  7c an sb i n  a) in der gemiiB a') adjustiert gezeichneten 

Lage belassen deriken. L h c h  ein etwa am Fortsatze zc von z' ari- 

gebrachtes Gewicht oder durch sonstige z. R. elastische Unterstiitziing 

konnen wir  zur  Bequemlichkeit 2' in dieser Lage  ein stabiles Gleich- 

gewicht verschaffen. d h a t  gegen den festen R a h m e n  a die verlangte 

Beweglichkeit. 

Vor  allem bemerken  wir n u n  im RI,, die zu p = pi, gehorigeri 

Schraubenachsen des Büschels G, GD durch den  Mit telpunkt  M des 

Kreuzkorpers 76 i n  der  Ebene p der  Spindelachsen G,G, desselben; 

ebenso die Achsen der  aus  S, (y1, )  u n d  dem (zur Translat ion 6 des 
-- - - 

1) In der F i p r  2 ist der Winkel a (vergl. S. 242) beliebig fest; die Falle 
w = 90° urid cr = O0 sollen spiiter unter 2' bezw. 2" erortert werden. 
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254 Darstellung aller Elemcntarbewegungen eines starren Korpers usw. 

Schiebera b senkrechten) Felde f der Ebene v = G',,G,,, abzuleitenden 
Sçhrauben des J'arallelbüschels xu G,, in v (Figur 2', dort sind die G 
voll, die r gestrichelt;. 

Ln T$, gehoren z u  p = p, die Strahlen der ,,linken Basisbiischel" 
M ( p )  und hl(v), weiin niit N der unendlich ferne Punkt von G,, und 
mit p die Ebene G,G,, bezeichnet aird.  Hieraus folgt, daB in1 
Re~i~rokalgebiet  PI,, zum Parameter p'= -pi, die Strahlen der 
,,recliten Basisbüschel(' M(v)  und h ' ( p )  gehoren, welche im Gegensatz 
zu den vorigen in der Figur 2' durch gestrirhclte Linien angedeutet 
aind. Das linke Büschelpaar geht iris rechte über bei einer Spiegelurig 
an einer der beiden Spmetrieebenen von y und v ;  hierbei ~ p k g e l t  
sich G,(p,,) nach TI( y,,) ab. 

IIieraus ergibt sich die Konstruktion aller Achsen {: im {g: 
als ïum Pelde [ /m der Xbene ( Y  parallele Gerade, welche die Strîhlen 

M(v)  
des Biischels I hl ((i) senkrecht schneiden, und es folgt: 

iï!G) 
Die in unserem Falle ausgeartete Kongrnenz { K ( T ]  von Aclis~n 

G I r  des Sçhrauiienliündels iiesteht aus den zur  Tsngelitialebene 1 
pnrallelen l'a~zge~ztev. des Kegds 2. Ordnung Rd, welcher die Lote 
diirch M zu p und v zu Fokalachsen hat.') Mit anderen Worten: 

G Alle beri i lmx ckrt f e s t e ~ ~  K ~ y l  Rd und sirid serzlmchl zu drrz ~r 
Fokalachse~z desselben. 
-- ~ - 

1) Fokalachsen sind Gerade, durch welche zwei (imag.) Tangentialebenen des 
Xegela gehen, welche aiich den unendlich fernen (absolutenj Kiigclkreis benihren. 
Oder: Gerade mit durch1egb:tren durchwegs zu einander senkrechten Paaren kon- 
jugiertcr Ebenen. In den dereeit vorlicgenden Darstellungen aiiBcr in E. S t u d y s  
,,Geometrie der Dpamen"  scheint dieser K e g d  ed (Re y e s  Kathegorie d der Spezial- 
kegel2.0.  mit ztceizu den Fokalachsevz senkrechten ï'angentialebenen p vj als Brennfliche 

der ausgearteten Koupruera K(G) von Achsen (F uiïht Benohtung gcfundeu ru 1 K ( 0  
haben. Dies ist nmso anf'fallender, als er offenbar als Rudiment der kegelftirmigcn 
lJartie der Hydeschen Brennflache (vgl. S. 248) iu der Cmgebung der reellen 
Knotenpunkte M und N anzusehcn ist ,  wenn nkrnlieh der Mittelpunkt p dor 
gleichbündigen Hyperboloide auf GU in die E'crne rückt, wobei GT und GIlr dies 
ebenfalls in den Symmetrieebenen von p iind v tun. (Die auf GIGII bei diesen 
Grenziibergang entfallenden Hauptparameter haben wir uns von pII nach vcr- 
 chied den en Seitea um derart>ige stets wachsende Difforenzen abweichend ziï denken, 

daB der Quotient dieser Differenzen gleich tg" bleibt, wenn a den Winkel von 
2 

p und Y bedeutet.) 
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Ordnet man die Achsen (: naeh den ihnen irn Schrauhenbündel 

zukommenden Parametern, so ergibt sich: 

Zu jedem Parameterwerte {: = - geh6rt ein hyperbolisches 

Paraboloid E.(?), dossen {:fcEe] Regelschsr von den Schraiihenarhsen 

diescs Paramoters p erfüllt ist. Jedes dieser Paraboloide kt ciem l r 
Iirgel R ,  langs einer Hpperbel 69 iimschrieben und besitzt Scheitel- 
gerade G,(p) und rI(p' = - p ) ,  welche aus don I3erührungskariten G, 
und FI des Rd mit p und v durch Parallelverschiebung um 

e - ( p  - y,,) cotg a: 

hervorgehen. - 

Eines dieser ,,gleichbündigen" Paraholoide gehiirt m m  Werte y = 0, 
J linken jene Açhsen, um 

die Erzeugenden der I recliteu } Schar desselùen siiid Id ie  der 
welche die Gabel z' des S~hraubenzwillin~s-Schiebera (a) einfach drehbar ist. \ 
eiiifachen Kriifte, welche nicht imstande sind, auf die Gahel z' zu wirken.1 

Fdlt  der Nu11wert des Parameters auf y,,, so treten an Stelle dieser 
linlren linken 

[reehten] Schar die ùeideu {reci,teii] Basisbüseliel; der diesen geniein- 

same Stab auf G,, ist dann auch den Bündeln XI,, und PI,, gemein, 
meshalb sich die letzteren nicht mehr zuni Schraubengebiet des Raumes 
ergiinzen, sondern in einem Gemebe Ry liegen. 

AuBer dem Felde (L der Ebene (; ist kein anderes mehr in 

(Rm enthalten, d. h. keine andere als die zu f senkrechte Tran~lat~ion 6 

ist der Gabel z' gestattet, und jedes Drehmoment wirkt anf die Gabel z' 
auBer deni einzigen Monlente y in der Ebene p der Spindelachsen des 
Kreuzkorpers. 

Ein einfaches hierher gehoriges Beispiel wurde S. 230 Anm. 2 
erwiihnt. 

2'. 

Stellen wir insbesondere den Schraubzmillings-Schieber (Pigur 2) 
fur a: = 90° ein, d. h. bringen wir G, in die zu 6 parallele Lage 8, 

1) Zwei solche ,,gleichbündigeN Paraboloide F(p) durclidringen sich in einer 
Byperbel E, deren Ebene zur Haiiptachse Grr senkrecht steht und welche die 
Spurcn von p und v zu Asymptoten hat.  Diesc treten an die Stelle der bezüglich 
p und v l ron~~k l i schen  sphiirischen Kurven 4. Ordnung B, i n  welchen sich beirn 
vorigen Falle zwei gleichbündige Hyperboloide F(P) durchsetzt~n. 
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256 Darstellung aller Elementarbewegnngen eines starren K6rpers usw. 

so wird das Feld {t der Ebene (i senkrecht zu es entfillt 1 GII1 = 

also auf diese Achse im Ründel (;: jeder belieiehige Purameter. 

W i r  konnen mit dem ço erhaltenen Instrumente, dem 

n o r m a l e n  Sch raubzwi l l i ngs -Sch iebe r  (a = 90°), 
G 

jene Fillo der Beweglichkeit III herstellen, hei welcben ulk  Aciisw ( . - 
des (9 dieselbe kürreste Transversnlr haben. Der obigc Kogel 

ILI ( LI 
S?, ist in dieses Paar Senkrechter G,r,  ausgeartet. Alle gleichbüildigen 
Pa'raboloide F(p) werden fiir allc Werte p gleichseitig mit GI und r, 
als gemeinsamen Scheitelgeraden und der Verteilungskonstante (vgl. 
S. 241 Anm. 2) p - p, , .  

Der Nullfdl von y,, hat die gleichen Folgen wie oben bei 2; er 
gehort zurn gewohnlichen, an O befestigten H o  O k schen Schlüssel, dessen 
Gabelstangenachseii gemSB a: = 90° auf dieselbe Gerade G ,  fallen. 

Auf ( G 1  entfillt iin ( R ~ ~ ~  jeder beliebige Parameter, sie ist die 

einxige Gerade von dieser Eigenschaft = iin Bündel. (1 = G? 
Die glciche Beweglichkeit ha t  bei rollkommen festgesLellter Gabel z auch 

die Gabel z' eines modifizierten Hookschen Schlüssels, dessen eine Spindel s,(s;) 

am Kreuzkorpr  k durch einen ~ ~ l i n d r i s c h e n  Stift ersetzt wurde, welcher in den 
hoh l~~ l ind r i schen  Gl~i t lagern  ron z' innerhalb eines gewissen Spielraumes drehbar 
zwzd verschiebbar kt. Die Stiftachse spielt dieselbe R,olle wio soehen CI= G* 
( p  beliebig) und die andere Spindelachse an k jene von G,,(p,,). 

Ebenso is t  es etwa mit einem Ring,  den man bei fester Mittelhand am 
nntersten Fingerglied drehen und verschicben kann (G >- G*), wiihrend der Pinger 

1 
selbst sich um die durch die Firigerwur7eln gehende Achse LfII(PII= 0) bewegt. 

Zu pII= 0 gehtirt hier auch die Bcweglichkeit der Klinke einer TGr, welche 
in ihren Angeln noch um ein gewisses Stiick gehoben werden kann. GI= G' 
Angelachse, G, parallel xur Klinkenachse durch den zur letxteren nachsten Punkt 
von GI. 

2". 
Stellen wir andererseits den Schraubzwillings-Schieber - bei wie 

oben (T, = p13 gleichsteigenden Schraubspindeln des Kreuzkorpers - 
ge112a13 a = O ein, also derart, da0 (Figur 2) G, in die Lage Gnr = G1 
kommt, die Translatiorisrichtung 6 zur Ijlbene G der Spindelachsen am 

G 
Kreuzkkper k scl~7irecit r i rd ,  so werden alle Gcrariclz {r der Ebene  (3 

R 
Achsen des Schraubenbündes helegt mit dem gleichen Paralneter 

\4,=4', 
\PO=-4 = - - p  

1 n 
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Andere Achsen oder Achsen anderen Parameters kommen nicht 
Tor. Den für a: = O eirigestellten Schraubzwillings-Schieber nerineri wir 
deshalb einen mit Bezug auf Qr als Hauptebene und p ,  als Parameter 
orientierten 

P l a n s c h r a u b e r .  

Eine andere Porm desselben stellt auch dle lings der Stange t 
an z' verschiebbare Scheibe m, am gleichsteigend gedachten Zwillirig 
der Figur 1 Tor. 

Das Feld von G wird den Reziprokalbündeln RI,, und PII, gemeinsarn, 
&O daB beide in einem Gewebe enthalten sind, j a  sogar im Siillfalle 
des Parameters geometrisch identisch werden. Letzterer Fall trifft zu 
bei den Handwurzelbewegungen der Faust im Eisenbahnwagen, wenn 
wir den Unterarm starr in der Richtung der Fahrt ausgestreckt halte". 

Der Fa11 2" ist ebensogut als ein besonderer Fali von 1' als von 2 (nicht 

aber von '2) anzuaehen; rgl. S. 251. Wollte man den allgemsinen Fa11 1' pII) 
auch hier unterbringen, so batte dies keine Schaierigkeit; es diirften aber die 
Spindeln sIsrI am Kreuzkorper der Figiir 2 nicht gleichsteigend angenoinmen 
werden, was wir jedoch bei 2 (2', 2") durchweg taten und woran wir festhalten 
woilen. Vgl. S. 251 h m .  3. 

3. 
Kommen nur Achsen einer Richtung im Bündel RI, vor und 

liegen diese nicht in einer Ebenel), so erfüllen alle G ein PavalleZ- 
strahlenbGndcl und der Parameter jeder G kann durch lineare Interpolation 
aus den Parametern dreier nicht in einer Ebene gelegenen Strahlen 
des Riindels erhalten werden. Zur Verwirklichiing beniitzen wir den 
schiefen (zu cr gehorigen) 

S c h r a u b - D o p p e l s c h i e b e r .  

Diesen erhalten wir in der Figur 2, wenn wir einerseits mit Hilfe 
des Halbringes r und der Stellschraube IL wie beim Schraubschieber 
(S. 241) den Kreuzkorper 76 starr mit der Gabel s vcrbindene), andrer- 
seits aber die Beweglichkeit dadurch erweitern, daB wir den Schub- 
rahmen n. des Gleitstückes 7, selbst wieder als Gleitstück in der 
Richtung z im festen Rahmen a, der Figur 4 verwenden. 

Ebenso wie G, im Schraubenbündel R, zu dem Parameter p,  
gehort, ist die mit der Gabelstange G1, zusammenfallende Achse TI 

1) Letzterer E'all soll unter 3" betrachtet, werden. 
2) Hierbei kann wieder wie beim einfachen Schraubschieber mit Hilfe der 

Gradeinteilmg am Halbringe T der Winkel or von G, mit TI = G, beliebig fest- 
gesteut wcrden; die Fiille a = O und a = 90' kommen sogleich unter 3' und 3" 

zar Besprechung. 
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238 Darstellung aller Elementurbewogungen eines starren Korpers usw. 

im Re~i~roka lbünde l  mit dem entgegengesetzten Parameter pi = - p ,  

zu belcgen. Zum (2: p h ü r e n  alle zu U1 parallelen Pelder; beiden 
rT 

Ründcln RI,, uncl ist also ~ t e t s  das zu G,, senkrechte Feld f der 
Ebene (f - GIrI gernein, RI, und Ilrn liegen in eineiri Gewebe Ilv.  

Wegen dieses Feldes f gehort zum Paraineter (2 = DI) im Bündel 

{R1ll uicht {F  allein, sonderii nlle zu (:{ par~llelen Grraderi lm 
der Ebene (3. Alle übrigen Achsen l' in PI, sind parallel zu TI, wie 

die G des R, zu G,, gehoren aber zu andercm Parameter: 

Alle zum beliebigen konstanten Parameter I P  ) geh6rigen p ' =  p 
G, um welche bei festem Rahmen a, die Gabel z' gesehraubt werden kann, 

Aclisen ( F ,  welche beziiglich der Gatiel z' unwirksame Dyriamcn vorstellen, 1 

O;[?) = Eip'), welche aus d durch Parallelverschiebung in der Richtung 
G, um das Stück " ((P - ~3 cotg cc 
liervorgeht. 

Auf rine dieser Ebenen (3, entfdl t  der Nullwert des Parameters 

y - P' ; O, ihr Parallelbüschel (r enthiilt die bezüglich z' l gestatteteri 
unwirksamen 

Drelinngsachsen. 1 

Bei der Eiilstollung des Schraub Doppelschiebers für a = O, in 
welchem E'alle er 

n o r m a l e r  S c h r a u b - U o p p e l s c h i e b e r  

genannt werden kann, weil die erlaubten Schiebungen zur Schraubenachse 

uormal stuhes, fiillt U,  niit I ;  zusarurnen: Alle Aclisïn 1: des Wündels 

sind zu dieser Richtung parallel überall im Kaum verteilt und mit 

demselben zum Kreuzkorper 1c der Bigur 2 gehürigen Parameter {:,: ! 
zu belegen. Wir  konnen auch die Mutter rn aus der Figur 1 an den 
mit Gewinden versehenen Teil v o l  i in der Figur 2 bringen, dann hat 
m[an t ( t b )  in a in a,] die verlangte Beaeglichkeit. Die Beziprokal- 
büschcl BI, und haben das ganze Feldbüachel parallel zur Richtung 
der  Achsen gemein und liegen im Gebüsche P I V ,  welches Rn1 (oder 

Y,,,) init dem xur Achsenrichtung senkrechten Pelde verbindet. 
Speziell für den Nullwert von ÿ, beim normalen Dïeh-Doppel- 
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sclrieber werden beide Bündel identisch mit dem Stabbüridel der Achsen- 
richtung. Für diesen Fa11 konnten wir auch in der Pigi-ir 2 den Stell- 
korper c derart herabstellen (Stellscliiaube hl) ,  daB der aus Figur 1 
an den glatten Teil der Stange t in dcr Figur 2 unter c gebraclit zu 
denkende Drehkorper mo nicht mehr in der Stangenrichtung verschiebbar 
w i i d :  nz, [an ( t h )  iii a in al] .  

Hierher gehort auch die Bewegliclikeit eines schweren G r p e r s  mi t  ehener 
Bas is ikhe ,  welche auf einer horizontalen Eisfiiçhe rulit, von welclier der K6rper 
nieht abgehoben werdeu soll; statt xu letzterein Zwecke die Schwerewirkung zu 
Iieanspmehen , wiirde man diesen Korper beqser zwischen awei planparallele l!:is- 
flachen legen. 

Die Einstellung des Sçhraub-Doppelscliiebers für  CL ; 90° (CI nach 
8) würde die Gabel e' schraubbar mit beliebigem Parameter - also 
dreh- und schiebbar - maclien um jede zu G, parallele Achse G* 
der Ebcne O = G, G,,, ganz gleichgültig, wclches der Parameterwert 
p ,  bei sI(s;) an der Achse G, sein mag. Deshalb konnte man sich 
(gemiiB P~ = O) bei s,(iI) auch eine gemohnliehe zylindrisçhe Drehachse 
mit ihren Zapfen in z' eingelagert denken. Andere Achsen G als 
diese G* gibt es nicht. 

Die Achsen I' der unwirksamen Dynamen gehoren ebenfalls zu 
beliebigen Parametern (r= r*j und liegen in 6 zu den G senkrecht. 
Bndere Achsen r von unwirksamen Dynamen als diese r* gibt es 
ebenfalls nicht. Dae Feld f von 6 ist R, und Pm gemeinsam, 
weslialb beide in einem Gewebe Rv enthalten sind. 

Hierher gelGrt z. B. Beweglichkeit eines Muffes nz* (Pigur 3), 
dessen Stift t (etwa die Stange der (Xabel a bei der Pigur 2) in nornialer 
SteLlung mit dem Gleitstücke b verbunden wird, wenn b in seinem fest 
gcdachten Rahinen a in der Richtung G gleitet. Die Achsen G des RI,, 
werden die Parallelen zur Achse G* des Stiftes in der durch G* 
senkrecht xu 6 gelegtcn Ebene: 

Das typisclie, diese Bewegung moglich machende Instrument 
komte man hiemach als 

Muffsch ieber  

bezeichnen. rn*, aus Figur 3 an t ( l b )  in Figur 2 gebracht, wobei 
k, Y, s' weggedacht werden konnen, gibt wohl die einfachste Form 
desselben. 

4. 

Endlich konnen einem K6rper alle Translationen, aber keine 
Drehungen gestattet sein. Dies ist durch den 
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S c h i e b e r d r i l l i n g  

verwirklicht, wekhen man erhalt, indem man den zweiten Rahmen a, 
des Doppelschiebers uhu, (Figur 4) selbst noch in einer etJwa zu den 
dortigen Richtungen ~z senkrechten dritten Richtung p beweglich 
macht; a .  B. dadurch, daB man a, horizontal an einem gew6hnlichen 
Aufzug befestigt oder sich eirien dritten Rahmen a., koqstruiert, in 
dessen prismatisch~r H6hlung mit zii g parallelen F'lachen a, samt a 
und b gleiten kann. Auch der in der l'igiir 2 an t zu anderen Zweckeri 
angebrachte und diirch prismatische Nutflkhen in der Richtung g ver- 
schiebbare Korper c hat [in (ab) in a in  a,] gegen a, diesc Bcweglichkeit. 
ILeziprok sind nur alle L)reiimomeiite, A,, ist hier ebenso wie P,, 
identisch mit dem Riindel aller Felder des R,ailmes. 

Freiheitsgrad IV. 

Hier konnen wir die vorkommenden Fille am bequernsten nach 
jenen beim Freiheitsgrade II ordnen. Die Achsen G und r tausçhen 
nun ihre Rollen, ebenso die Zeichen R und P der Reziprokalgehiete 
und die Zeichen p p'; d. h. es ist der bei IV im Rrv auftretende Koin- 
plex von Achsen G, die mit gewissen Parametern p belegt sind, 
geometrisch identisch mit dein oben hei II als Ort der unwirksamen 
zu p' gehkigen Dy-namenachsen r im I',v. 

Zur Übersiclit aller Achsenlagen konnten wir uns daranf beschrnnken, 
dio Hauptelemente des reziprokcn Scliraubeabündels P, anzugeben, da 
wir d a m  unsereri obigen Ausführungen gerriiH nicht bloB mit der Lage 
aller Achsen r der unwirksamen Dynamen des P, und deren Parainetem, 
sondern auch mit der Lage aller Achscn G (der bei der Beweglichkeit 
erlaubten Scliraubungen im Schraubengebüsche HIY und deren Gang- 
hohm vertraut sind. Wir  wollen indessen stets der VolIstindigkeit 
wegen in Bürzc auch auf die Lage allcr gestatteten Schraubcnachsen 
und deren Parameter hinweisen, darnit bei jedem Mechani~n~us keiu 
hesonderes Sachsuchen notig sei. 

1. 
Ziir Verwirklichung des allgemeinsten Falles hierher gehoriger 

Beweglichkeit benützen wir den 

M u f f  a m  Z w i l l i n g  

(Figur 1 rn* an ( tz ' )  an h. an  a), d. h. eirien Korper m*, aelcher iihnlich 
wie vordem in der F i p r  3, nun in der Figiir 1 urn die Achse GA 
(Verlangerung von G,,) der zylindrischen Schaftstarige t der Gabel s' 
drch- und schiebbar ist; hierbei setzen wir wieder die Gabel x als 

fest voraus. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A w o a  Ü R ~ K W A L D .  ,261 

Die Spindelachsen G, = r, und G,, = l', am Zwillirig sirid die 
sogenan~ten ,,NebenachsenU (vgl. S. 241) unseres fiir die Rewrglichkeit 
chsrakteristischen Gebiisches BIT, belegt mit den bezüglichen durch 
die Spindelwindungen gegebenen Parametern p, bezn. pn. 

Die Achsen r des rcziproken Schraubenbündels PI, gehen sus denen 
des oben (bei II, S. 236) beuchriebenen auch hier zu k gehorigen Zylindroides 
durch Spiegelung an der Hauptebene G,  C, hervor, wobei alle Parameter 
den entgegengesetzten Wert annehmen. Insbesondere erhalten wir 
durch Spiegelung der m m  Parameter Ku11 gehorigen beiden Zylindroid- 
kanten r,r,' jenes einzige Geradenpaar, desscn Krafte auf einen mit 
dern MuEe m starr verburidenen KGrper gar keirie Wirkung ausüben konnen. 

Der ,,Muff nz* am Zwilling" (Pigur 1) ist schraubbar um jede 
Gerade G des quadratischen Komplexes der senkrechten Transversalen 
der Kanten r des durch Spiegelung erhaltenen Zylindroides. 

Zu einem bcstimmtcn Parametcr p gehtiren die Transversalen der 
beiden zu p ' =  - p gehorigen Hante11 des Spiegelzylindroides.') Speziell 
für 7' = p = O erhalten wir: 

Dem Muff am Zwilling sind die Drekunyen um die Transversalen 
G, der beiden Geraden I',rO1 gestattet, sonst keine. 

Dieses Paar von TVindschieferi For; kann auch imaginiir werden; 
für ÿ, = O (oder p,  = 0) ist es an der Hauptachse G, (bezw. G,) des 
Zylindroides zusammengeriickt, und die erlaubten Drehungsachsen G, 
berühren in diesem Falle das Zylindroid" llangs dieser Hauptkante. 

Hierher, und zwar speziell zu P,  + P , ,  = O, (PI 2 O), gehort das 
Beispiel eines geatihnlichen hohlzylindrischen Ringes, der am passenden 
zylindrischen Türklinkengriff sich drehen und verschieben kann, wahrend 
auch die Klinke sclbst und die Tür um ihre betreffenden Achseu 
drehbar sind. Die Nebenachsen in RIv sind hierbei aus den beiden 
Symmetralen der windschiefcn Tür- und Klinken-dchse durch Parallel- 
verschiebung in der eigenen Ebene [so weit, bis ihr Schnittpunkt auf 
die (verl%ngerte) Achse des zylindrischen Griffes gelangt] zu erhalten. 

1st der benützte Zwilling gleichsteigend: 

so sind auf diesen Korper ausschlieBlich die zum Parameter p i  = - y, 
gehorigen Schraubungen um die Achsen I' des Büschels r,r, un- 

1) Diese Transversalen schneiden von selbst eine dritte Zyliudroidkaute 
senhecht. Vgl. 8. 2116 il. 240. 

2) D. h. auch dessen gleich~citiges Sangentialparaboloid mit der Verteilungs- 
konstantcn (vgl. S. 241 Anm. 2) ( p n  PI) und der betreffenden Hauptkante nebst 
Gm ah Scheitelgerade. 

Zeitacùrift f. Mathematik u Physik. 5%. B a ~ d  1905. 3. IIeft. 18 
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262 Darstellung aller Elementarbewegungen eines starren Korpers usw. 

wirksam; einfache Krafte dieser Bigenschaft gibt es gar nicht, auBer 
es sei gerade PI = p* = O ,  

d. h. der Schraubenzwilling ein gew6hnlicher H o  O kscher Schlüssel. 
Auf den an diesem wie oben angebrachten Muff rn* konnen natürlich 
die Krgfte des Büschels rIrII - und diese allein - nicht wirken. 

Im Falle p, = pII wird der aus der Figur 3 uni die Stange t der 
Gabel z' (in der Figur 1) geschoben zu denkende Muff IH* mit diesem 
Parameter schraubbar, - also im Falle p ,  = p ,  = O drehbar - -  um 
jede Achse G, welche entweder durch den Schnittpunkt p der Spindel- 
achsen des Kreuzktjrpers geht (Strahlenbündel p) oder in der Ebene (s: 

dieser Spindelachsen lie&. Zu den anderen Paranieterwerten p gehijren 
zirkuliire lineare Kongruenzen von gestatteten Achsen G (vgl. S. 241 
Anm. 1). Diese Kongruenzen sind enthalten im quadratischen Komplese 
der senkrechten Transversalen der Strahlen des Büschels r,r,. Durch 
jeden Raumpunkt geht ein Orthogonalkegel dieses Komplexcs. 

Für  p, = p, = O gehort hierher die Beweglichkeit der Fuzcst bei 
festem Oberarm untcr Benützung des Ellbogengelenkes, der Drehung 
(Pronation oder Supination) des Unterarmes urn die ideale Eigenachsc, 
sowie uriter Inmspruchnahme der Achsen des Handwurzelgelenkes. 
Der Faust sind alle instantanen Drehiingen iim Achsen erlaubt, welche 
entweder durch dns Zentrum p des Handwurzelgelenkes gehen oder in 
jener Ebene 0: liegen, welche p mit der Achse des Ellbogengelenkes 
verbindet. 

Wihrend bei dieser allg~meinsten Beweglichkeit IV die Muffachse (G,'J 
die einxige Gerade vorstellt, um welche Drehungen und Schraubungen dea (mit na 
verbundenen) Korpere moglich sind, erfüllen die mit dieser Eigenschaft begabten 
Gereden G* in den folgenden Fallen 
2.  (spez. 2 ' )  ein Parallelbüschel, 
2". die Geaamtheit aller senkrechten Tranoversalen einer Geraden, ein sogenanntes 

,,NormalnetzLL, 
3. ein Parallelstrahlenbündel 

Bei B und speziell 2', 2" werden alk Schraubenachsen G' zu einem ebenen 
Felde rp parallel, bei 3 sogar (zu allen Feldern eines Büschels parallel also) alle 
gbicl~geriehtet eein; es wird im Gegensatze zum eben 'geschilderten Fallc 1 auch 
Drehmomente geben, welche beziiglich des starren Korpers mit der Beweglichkeit IV 
unnirksam sein werden. 

2. 

Zur Verwirklichung der übrigen Fiille des Freitieitsgrades IV 
konnen wir den schiefen 

K r e u z - D o p p e l s c h i e b e r  

benützen, den wir aus dem in der Figur 2 dargestellten, an b befestigten 
Schraubschieber erhalten, indem wir ihn nicht nur (wie bei III, S. 237) 
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Von AIWON GR~NWALD.  263 

d~irch Hineinschieben des Rahmens a in den anderen, festen Rahmen a, 
(der Fignr 4) wie dort zum Schraub-Doppelschieber machen, sondern 
auch noch unter sonstiger Beibehaltung der gezeichneten Lage den 
Halbring r entfernen, so dai3 jetzt die Oeiden gleichsteigenden Schrauben 
des Kreuzk6ipers wirkungsfahig werden. (Letzteres wie beini Schraub- 
zwillings-Schieber III, S. 293). 

Es sei bei der in der Figur 2 gezeichneten Lage der Winkel a 
des Apparates beliebigl) angenommen uud es sei ferner zur Bequemliclikeit 
das Gleichgewicht der Gabel s' in dieser Stellung (a), wo wir die Be- 
weglichkeit illustrieren wollen, stabil gemacht. Letzteres kann etwa 
durch ein am Stangenfortsatze zc der Gabel z' in verschiedenen Sfellungen 
fest anschraubbares Gegengewicht oder durch anderweitige, etwa elastischo 
LTnterstützung erreicht werden. 

Zuni Reziprokalgehüsch PI, der unwirksamen Dynamen gehort 
offenbar die mit dem Parameter p i  = - p ,  belegte Achse r, = G,,, und 
das Feld (Drehrnoment) rp der Ebene ,u = GIG,, des Kreuzk6rpers A, 
alao auch jede s u  r' pral le le  A c l m  r der E b m e  v = TIGE. Sei e der 
Normalabstand dieser r von r,, su erittiillt auf sie irn PI, der gemaB 

zu bestimmende Parameter y'. Auf einen Strahl rO2) des Parallelbüschels 
der r der Ebece v entfallt der Nullwert des Parameters; r, ist die 
einzige Gerade, auf welcher Krafte angenommen werden dürfen, welche 
- ebenso wie unter den Drehmomenten clas einzige der Ebene p = GIGI, 
-- nicht auf s' wirksam sind. 

I', ware mit 1 ;  zusammengefallen, wenn wir einen gewohnlichen Ho O kschen 
Schlüssel (mit gewohnlichem Achsenlager an den Gabeln, pI = PLI = O) i n  der in 
Figur 2 gezeichneten, demselben Winkel entsprechenden Lage bei starrer Ver- 
bindung seiner oberen Gabel luit b verwendet hatten. Dies ware hier nicht einmal 
eine 13eschri,nkung der Allgemeinheit, d a  man den so adjustierten Apparat nur nm 
e = p i  cotg cc in der Richtung GII verschoben denken muB, um seine untere 
Gabel genau gleichbeweglich zu machen wie jene (2') des für allgemeines 
pI konstruierten Apparates.' Anders ist  es im folgenden Falle Z' ,  .no (p, >< O) 

keine Dyname anderen Parameters als p '  in P vorkommt; hier wird der H ooksche 
1 II 

Schlüssel nicht verwendhar, auBer wenn pI = O ist, wo ein ganzes Parallelbüschel 
nnwirksamer Krafte auftritt. 

Die Gabel z' des Kreuzdoppelschiebers ist schraubbar um jede3) 
zur  Ebene ,u = G,GI, parallele Achse G und zwar mit einem Para- 
- 

1) Erst in den folgendcn Fallen 2' des aufrechten Kreuz-Doppelschiebers und 
2" des (dort hequemer benützbaren) Doppelstiftes sol1 cc == O 0  bezw. 90° genommen 
werden 

2) r, iut bestimmt durch .e  = cotg a = - PI cotg a gemLB p = 0. 
3) Man beachte die sogleich folgendo klcine Einschrankung! 

18  * 
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264 Daruteilung aller Elernentarbewegungen eines starren Korperu usw. 

meter, welcher entgegengesetzt gleich ist jenem der von G getroffenen r 
des Parallelbüschels zu 1; in v, um die zu GIT parallelen Geraden G* 
in  v mit beliebigem Parameter; um die nicht in v gelegenen Parallelen 
zu G,, dagegen überhaupt nicht. 

Letzteres schlieBt eine Einschrankung der obigen Behaiiptung ein; sie ware 
es nicht, wenn wir sagen wollten: der Parameter ware hier CO, von solcheu Ge- 
raden als eigentlichen Achsen zu sprechen, lehnen wir aber ab.  

Die Achsen G der gestatteten Schraubungen eines bestiwwnfelz 
Parameters p erfüllen hiemach in oliigem ausgearteten linearen Kom- 
plexe die lineare Kongruenz der zu p parallelen Transversalen jener r, 
welche zu p'=  - p geh6i-t. r, z. B. geh6rt zu p' = 0: 

Der Gabel z' sind alle Drehungerz um die zu p parallelen Trans- 
versalen von r, gestattet, sonst keine. 

D e r  a u f r e c h t e  K r e u z d o p p e l s c h i e b e r  (a: = 0). 

Wir  stellen den Kreuzdoppelschieber für LY = O ein. Unwirksam 
bezüglich z' sind jetzt bei festern Rahmen a, (Fig. 2 und 4) nur alle 
D p a m e n  von dem einzigen Parameter pi  = - pI1), deren Achsen parallel 
zu rl = G, = G,, in der Ebene I', G,, = p = v = Q liegen, und das 
Drehmoment (Feld) f = q~ dieser Ebene. Unwirksame einfache Kriifte 
gibt es niüht. 

Nur falls gerade p, = O, sind alle obigen unwirksamen Dynamen 
selbst zu einfachen Kraften des Parallelbüschels der r geworden. 
PI, ist dann in RIT enthaltcn, wahrend sich beim schiofen Kreuz- 
sehieber ES, und PI, erganzten. Da in diesem Falle der Kreuzkorper 
eines gewohnlichen Hookschen Schlüssels verwendet wird, konnten 
wir den Kreuzschieber für p, = O auch aufrechten (Hookschen) 
Schlüsselschieber nexmen. 

Das für die Beweglichkeit charakteristische Schraubengebilsch RIv 
besagt, daB folgende Bewegungen zulissig sind: die Gabel z' und jeder 
mit ihr starr verbundene K6rper wird bei festem Bahmen a, parallel 
verschiebbar in allen zu r, senkrechten Richtungen und schraubbar iim 

jede ZUT B e n e  (5 parallele Gerade G - mit der einzigen Einschrankung 
bezüglich der zu O,, parallelen Geraden, welche nicht als Achsen 
zahlen k6nnen (weil ihr Parameter cm), wenn sie nicht in 6 liegen; 
dafür aber, wenn sie in (5 liegen (sie bilden das Büschel der G*) 
eines jeden beliebigen Parameters t h i g  sind. 

1) Es ist im Auge su behalten, daD PI, = PI, die Spindeln am Kreuzkorper k 
der Figur 2 gleichsteigend sind! 
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Die Achsen G ordnen sich nach dem ihnen zukommenden Para- 
meter p in lineare parabolische K o n p e n z e n ,  deren Leitlinien rings 
der durch das Peld f dargestellten uriendlich ferrien Geraden von 6 
zilsammengerückt sind. Die Strahlen einer solchen zu einem bestimmten 
p gehorigen Kongruenz sind durch Parallelverschiebung in einer zu O: 
geh6rigen ltichtung aus der zu (% parallelen Schar jenes gleichseitigen 
hSperbolisehen Paraboloides erhdtlich, welches G,, nebst der etwa 
durch 17.1 zu C gelegten Senkrechten 8 zu Scheitelgeraden hat und 
die Verteilungskonstnnte ') (p - pJ besitzt. 

Die hierbei eu p = O geh6rige Kongrucnz enthiilt die Achsen aller 
der Gabel a' erlaubten Drehungen. 

Speziell zum Parameter pI gehoren als Strahlen einer ganz be- 
sonders ausgearteten Kongruenz alle zu r, (= G, = G,,,) parallelen 
Achsen des Rhumes und aile in der Ebene 6 gelegenen Geraden; be- 
züglich der zu CI, parallelen G* unter den letzteren wurde schon 
bemerkt, dafi sie eines jeden beliebigen Pararueters fihig sind. 

VTTeq-en des gemeinsamen Feldes f liegen Riv und PI, in eineni 
Gewebe IZV, j a  in1 Kullfalle von p,  - wo der gleichsteigende Zwilling 
des Instrumentes im gewohnlichen H o  O k schen Schlüssel ist und als 
crlaubte Drohachsen alle zu rI parallelen Strahlen im Rüume, sowie 
alle Geraden von (5. auftreten - ist 1'11 iri HI7 enthalteri. 

Dieselbe Beweglichkeit wie der beschiiebme aufrechte Kreiiz- 
schieber hatte aiich in der E'igur 1 der prismatische K6rper 112a 

gegen x, falls die Spinclcl s,, (&) an G,, durch einen in Zylinderlagern 
der Gabel z dreh- und gleitbaren Stift t ersetzt würde. 

Auch würde mm in der Figur 1 so beweglich, falls z ohne Ein- 
tauschung der Spindel g e p n  den Stift nicht festgemacht, sondern mit 
der Schaftstange der Gebel z in der Riçhtung Q an den Rahmen a 
der Figur 4 starr angebracht würde, wenn a im festen Rahmen a, 

gleiten kann. 
Würde man dagegen die Spindel s,, (&) der Figur 1 bei fest be- 

lassener Gabel z .durch eine prismatische, in den Ausnehmungen von z 
bloB in der Eigenrichturig verschiebbare %ange ersetzen (p , ,  = cm), 5 0  

hatte der aus der Figur 3 um die Stange t der Gabel z' geschoben ge- 
dachte Muff ~ n *  gegen die feste Gabel z genau dieselbe hierher ge- 
horige Beweglichkeit. (G,G,,, = (3, der Parameter p,  geh6rt zu allen 
Geraden G dieser Ebene und zii den Parallelen zii G, irn Raume; die 
Paralielen zu G A  = G,,, in Q sp;clen die Rolle obiger G*, um welche 
mit beliebigem Parameter geschraubt werden kann). 

1) 1-ergl. S. 241 Arim. 2! 
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D e r  D o p p e l s t i f t .  
R r  wird aus dem Zwilling der Figur 1 erhalten, i n k m  beide 

Spindeln am Kreuzkorper gegen zylindrische in den Gabelarmlagern 
dreh- und innerhalb eines gewissen Spielraumes verschiebbare Stifte 
ausgewechselt werden. Bei fester Gabel s erfreut sich s' der Freiheit, 
welche nur dadurch beschriinkt ist, daB die erlaubten Schraubungen 
(im RIv) rcziprok sein solIen gegen die Schraubungen um CI,, = TI. 

Auf r, gelegene Krafte sind also ebenso unwirksam auf s' wie 
das hierzu senkrechte Drehmoment. 

Schraubbar ist 2' mit beliebigem Parameter nur um jede senk- 
rechte Transversale G* von r,, sonst um keine. Von Translationen 
sind nur die zu G,,, senkrechten gestattet. 

Die gleiche Beweglichkeit hat in der E'igur 2 (und 4) die Gabel z' 

gegen a,, falls der Kreuzdoppelschieher fiir ci - 90° eingestdt wird. 
Andere Beispiele: Machen wir bei fester Gabel s die Stange t an 

der anderen Gabel z' bei einem gewohnlichen Ho O kschen Schlüssel 
gleichzeitig zur Anfangsstange eines ebensolchen Hookschen Schlüssels 
unter Parallelsteliung beider KreuzkGrperebeneri, so hat die mue Gabel 2'' 

am letzteren genaii die gleiche Beweglichkeit gegen z, wie z' gegen z 
beim obigen Doppelstifte. Wir  wollen diese Verbindung zweier 
Hookscher Schlüssel besonders in der Anfangslage, wo die Schaft- 
stangen der Gabeln z z' a" die Gerade G,,, - r, zur gemeinsamen 
Zylinderachse haben, ein 

Ho o ksches S c h l ü s s ~ l ~ a a r  

nennen. Ebenso beweglich ware bei festem Schulterblatt die Faust 
an der ausgestreckten Hand bei Inanspruchnahme der Drehbarkeit um 
[lie Achsen des Handwurzelgelenkes und des Kugelgelenkes beim 
Schiilterhlatte, falls man beim letzteren 1. jede Drehung des Oberarnies 
um die Achse von der Richtung der ausgestreckten Hand ebenso aus- 
schlieBen konnte, als 2. die Drehung des Unterarmes (Pronation oder 
Supination) um dieselbe Achse. Die Drehbarkeit im Ellbogengelenk 
konnte ebenfalls als überzihlig ausgeschlossen werdeu, aber dies müjte 
~zicht geschehen, da die instantanen Drehungen urn dieselbe im Sgstem 
ohnehin durch Verbindung anders gestalteter Drehungcn crsetzt werden 

D e r  M u f f d o p p e l s c h i e b e r .  
Wir  erhalten ihn, indem mir den Stift t der Figur 3 bei Belassung 

der Richtung Q seiner Achse G* starr mit dem in a befindlich zu 
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denkenden Gleitstücke b verbinden (Fig. 2 ) ,  wobei a noch im festen 
Iiahmen a, der Figur 4 versohiebhar ist. Der um t angebrachte 
Muff m* erfreut sich dann der Beweglichkeit beliebigen Parameters um 
alle zur Achse des Stiftes t parallelen Achsen G* des Raumes. 
uizwirksam sind nur die Drehmomente der zu G, parallelen Ebenen, 
wahrend die übrigen Mornente ebenso wie alle übrigen Dynamen und 
Kriifte Wirkung haben. 

Auch die au anderem Zweüke in der Figur 2 bei c angebrachte Stellschraube h, 
hat gegen a, (Fig. 4) die Beweglichkeit eines Miiffdoppelschiçbers, wenn a in a, 
geschoben ist. (11, in c an ( t b )  in a in a,.) 

Freiheitsgrad V. 

Um diese durch ein Schraubengewebe R, gekennzeichnete Be- 
weglichkeit zu verwirklichen, beachten wir, daB R, reziprok sein muB 
zu einer festen Schraubung P,. 

1. 
Wir benutzen die 

S c h r a u b e n m u t t e r  m a m  D o p p e l s t i f t  

der Figur 1 bei fester Gabel z (ver@ den FaU 2" bci IV, S. 266; wo 
beide Spindeln am Zwilling der Figur 1, s, (si) und s,, (si,) durch Stifte 
ersetzt zu denken sind). Wirklich ist bezüglich der - an t mit dem 
Parameter p, ansteigenden - Mutter 1.11. in  der dargestellten Lage nur 
die Dyname PI um die Achse G;, = G, = r, m i t  dem Parameter 
p; = - p ,  reziprok, d. h. auf m wirkt eine an r, angebrachte Kraft 
nur dann nicht, wenn sie untrennbar vrrbunclen ist mit einem p i  mal 
gr6Beren Drehmomente um diese Achse r,. 

Statt des Doppelstiftes konnte man um dieselben Instantanschrau- 
biingen zii erzielen, auch ein Ho o k sches Schlüsselpaar (vergl. S. 266) 
verwenden, wenn die erste Gabel z fest und m urn die Endstange z" 
der zweiten Gabel schrauhbar ist.') 

nz ist schraubbar um jede2) Gerade G des Raumes und zwar mit 
dem aus der Reziprokalrelation 

( e  die kürzeste Entfernung von G und I',, 8 der MTinkel dieser G e -  

l) Die so durchgefiihrte Eerstellung der Beweglichkeit V ist - ais das 
einaige Beispiel einer Verwirklichung von Bewegliçhkeit bei einem hoheren 
Freiheitspade - schon angageben worden in der bekannten Physik von Thomaon 
und Ta i t .  

2) Man beachte die sogleich folgcnde kleine Einschriinkung! 
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raden) berechneten Parameter p = p ,  + e t g  8. Die Orte der Achsen G 
gleichen Paramcters p = coiist. sind hiernach lineare Komplexe mit 
r, als Zentralachse. Insbesondere urn die senkrechten Tra~zsversuZen 
von rr ist z' schraiibbar mit jedern Parameter; die ührigen windschiefen 
Senkrechten zu r, lassen wir nicht als Achsen gelten, weil sie zum 
Parameter cc gehoren würden; von den instantanen Translationen sind 
nur die zu TI senkrechtcn erlaubt. 

R a d  m, am D o p p e l s t i f t e .  

Wird p i  = p = O, so yenvenden wir ebenso beim Doppelstift der 
Figur 1 (ersetzbar durch ein Hooksches S~hl i issel~aar)  statt m den 
radartig um 1 beweglichen Drehkorper m,. 

Die reziproke Dyname PI ist zur einfachen Kraft auf r ausgeartet, 
diese allein wirkt nicht auf nz,. 

Beweglich ist m, um jede Gerade des Raumes mit dem Parameter 
p - c tg 4, hierbei wieder iim die senkrechte Transrersale G* von r, 
mit beliebigem Parameter, um die windschiefen Senkrechten zu r, 
dagegen nicht mit endlichem Parameter. Erlaubt sind dieselben zu 
r, senkrechten, instantanen Translationen wie oben. 

Ein seliones hierher gehoriges Beispiel bietet am menschlichen 
Korper die Faust m, an der ausgestreckten Hand, wenn das Schulter- 
blatt festgehalten wird. Das Ellbogengelenk und die Unterarmdrehung 
um die ideale Eigenachse (Pronation oder Supination) ist hierbei gar 
nicht notwendig, da ihre Wirkungen schon ohnedies durch die Ge- 
lenkigkeit des Handwurzel- und des Kugelgelenkes am Schulterblatt 
erreicht werden. Die Achsen des Handwurzelgelenkes und die zu ihnen 
p a r a u e h  durch den Mittelpunkt p des Kugelgelenks am Schulterblatte 
wirken wie die Gelenke am gemohnlichen H o  O k schen Schlüsselpaar, 
die Drehbarkeit im Schultergelenke um die Achse der ausgestreckten 
Hand tritt an Stclle der Drehbarkcit der Radschcibe m, beim (Doppel- 
stifte in Pigur 1 oder beim vertretenden) Schlüsselpaare. 

Die als hier nicht notwendig bezeichneten Gelenke wirkcn nur 
akzessorisch, cl. h. sie li-ünnen mit  herangezogen werden, um eine bestirrimte 
Nachbarlage der Faust zu erreichen; geschieht dies aber, so ist durch 
die Nachbarlage der Faust nicht wie sonst die Anteilnahme aller 
wirkenden Gelenke genau bestimmt, sondern diese Anteile kann man 
in der mannigfaltigsten Weise zusammenstellen, um dieselbe Nachbar- 
lage eu erreichen.') 

1) Das Schulterblott muBten wir feststellen. Ware es in der Armrichtung 
parallel verschiabbar, was (am besten bei der etwas seitlichen, sog. Jechter- 
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IIierher gehort auch das Beispiel eines gewdmlichen hohlzylin- 
drischen Ringes, der am passenden zylindrischen Tiirklinkengriff sich 
drehen und verschicben kann, wiihrend die Kliuke selbst und die Tür 
urn ihre betreffenden Achsen drehbar sind, wenn hierbei die Tür au cl^ 
noch an ihren Angeln innerhalb eines gewissen Spielraumes gehoben 
werden kann. Die Rolle von r, spielt hierbei die kürzeste Transversale 
der Angelachse und der Achse des zylindrischen Griffes. 

P r i s m a  ( m m )  a m  D o p p e l s t i f t e .  

1st dagegen p i  = p, = oo, so benutzen wir beim Doppelstifte oder 
dem vertretenden gewohnlichen Ho O k schen Srhlüsselpaare an der 
Stanpe der letzten beweglichen Gahel den priamatischen K h p e r  f i z m  

zur Verwirklichung der Bewegung. 
Die einxige unwirksame Dyname ist jetzt zum Drrhmomeute um 

die gerneinsame Achse r, der Gabelstangen ausgeartet, eigentliche 
Arhsen unwirksamer Dynamen gibt es nicht mehr. 

Be~reglich ist film und zwar mit beliebigem Parameter urn alle za 

r, senkrechten (im allgemeinen auch windscliiefen) Geraden G* des 
Raumes, dagegen nicht um Achsen anderer Richtungen. Gestattet sind 
ferner ulle Translationen. 

Ein am Doppelstifte (Fig. 1) statt der betrachteten m, m,, 
um t beweglicher Nuit' m* (h'ig. 3) würde z. B. schon eirieri zum 

Freiheitsgrad VI 
gehorigen, ulso vollkonimen beweglichen 

Muff a m  D o p p e l s t i f t e  

darstellen. E r  ware, genau als ob der iil~rige Apparat nicht vorhanden 
ware, um jcde Achse des Raumes mit jedem Parameter schraiibbar und 
in jeder beliebigen Riçhtung parallel verschiebbar. 

Jcde Dyname (Kraft, Drehmoment) würde dagegen auf ihn von 
EinfluB sein. 

Wir stellen nun noch die sihntlichen typischen TTorrichtungcn mir 
Verwirklichung aller moglichen Beweglichkeit jedes beliebigen Freiheits- 
grades zusammen. Links und rechts in der gleichen Zeile haben hier- 
bei - links das für die Beweglichkeit charakt~ristische und rechts das 
am Korper unwirksame - Schraubengebiet yeometrisch die gleiche Gestuit. 

etellung" des Rumpfee und des übrigen Korpers) durch die Xuskulatur des 
Schulterblattes geschieht, so wiirde schun dadurch allein und ohne weitere Rumpf- 
bewegung die Faust vollkommen, d. h. in allen Schrauhiingen des Raumes be- 
weglich werden, es ware ihr keine einzige Nachbarlage mehr unzugiinglich 
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1. 
(Seite 230.) 

1. Schraubenmutter, an der Spin- 
del geführt, p der Parameter. 
(Fig. 1 m an festgedachter 
Stange.) 

-70 Darstellimg aller Elemantarhewegiingen eines starren K6rpers usw. 

Freiheitsgrad 

Speziell 
1'. Rad, an der Nebenachse dreh- 

bar ( p  - 0) und (Big. 1 m, an 
festgedachter Stange t). 

o. 
Volllionzmen beféstigter Ko-cr. 

2. Schieber, im Gleitstiick, im 
Schubrahmen (Seite 231) Yig. 2 
und 4. b in tr. oder a in a,) 
oder mittels anderer Prismen- 
führnng verschiebbar ( p  = CO; 

in der Fig. 1: mm an fest- 
gedachter Stange t). 

VI. 
Voillîo~nrrie~z betc.eglieher KOrper. 

V. 
(Seite 267.) 

1. Schraubenmutter am Doppel- 
stifto (nz in Fig. 1 mit dem 
Parameter p ,  steigend an a' an 
k an z, wenn die Spindeln bei 
k durch gleitende Stifte ersetzt 
~ ind) .  

Speziell 
1'. R a d  a m  Lhppelsti[te (y, = 0) 

(m, in Fig. 1 an z' an k an z, 
wenn statt der Spindeln an k 
Stifte da sind). 

2. prisma a m ~ o ~ ~ e l s t i f t e ( ÿ , =  oo) 

(Seite 269) ( r j z ,  in Fig. 1 an z' 
an  k an z, wenn statt der Spin- 
deln an Iû Stifte da sind). 

Freiheitsgrad 

(Schiefe Schubschraube; S. 241). 

( ~ i g .  2. z'an(kzb)l) ina,Einstell- 

Freiheitsgrad 

(Seite 262) (Kg. 2. r entfernt; 

O' an k an (zb) in a in a, Ein- 

II. 
1. Schraubenswilling (Seite 233). 

(Fig. 1. 8' an k an z, p,p,, als 
Hauptparameter '. 

2. Schiefer Schraubschieber 

c~=O~führ tzu2 '  1) ) stellwinkol( 
a = O D  fiihrt zu 2' 

winkel 2 O \ n = 9 0 0  ,, ,, 2,' or = 90' ,, ,, 2" 

IV. 
1. Muff a m  Zwilling (Scite 260) 

i (~n* aus der Big. 3 an die ver- 
lingerte Stange t in Fig. 1 ge- 
schoben). 

3. Schiefer Kreuzdoppelschieber 

1) Derart in Klammer gesetzte Zeichen sollen andeuten, daB die betreffendon 
Bestandteile s t a n  verbunden worden sind, z. B. ist  hier k mit  z mittels r und h,  
und z und 6 aus einem Stück. 
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Von ANTON GHÜIWALU 

?'. Aufreclzte Schub- 
schraube (a=O, S.244). 
(Auch Tn, aus der 
Fig. l an den mit 
Windungen versehe- 
nen Teil der Stange t 
in der Figur 2 ge- 
bracht, hat gegen a 
diese Beweglichkeit. 
nz an (tb) in a.) 
Parameter O:  Auf- 
rechtes Schubrad. 

?". Muff am Stift (S. 24.5). 
Aus 2 für a = 90°. 
(Fig. 3. nz* an t dreh- 
und schiebbar.) 

3. Doppelschieber (Seite 246). 
(Fig. 2 und 4. b in a in a,.) 

Speziell: 

2'. Aufrecl~ter Kreuz- 
doppelscl~ieber ( a  - 0, 
S. 264). Wenn der 

. Pararueter am Kreuz- 
korper 0: Aufrecliter 
(Ho O kscher) Schlüs- 
selschieber. 

3". Bopp-lstift (S. 266). 
Aus 2 für a! = 90°. 
(Fig. 1. z' an k an s, 
wenn statt der Spin- 
deln an L' Stifte sind, 
welche in den Gabel- 
lagern auch gleiten 
konnen.) 

~ u f f d o ~ ~ e l s c h i e b e r  (Seite266). 
(Xuff m* aus Fig. Li an den 
glattzylindrischen Teil der 
Stange t ( t b )  in Fig. 2 unter c 
gebracht, wobei ks'usw. ontfernt 
gedacht werden konnen: m* an 
(tb) in a in a,.) 

Freiheitsgrad III. 

1. Schraubendrilling (Seite 246). (Ha~ipt~ararneter P ~ & ~ P ~ ~ ) .  (Fig. 1. 
m ari z' an 76 an 2.) 

Speziell: 
2+. nacher Drilling') (Seite 231). (Ilauptparameter PI, Pn; PnI - 00.) 

(Fig. 1 ma, an d an k an B. )  

2. Schiefer Schraubswillingsschieber (Seite 253). (Fig. 2. r entfemt. 

1) Vergl. S. 251, Anm. 3. Er ist  ein dadurch ~erall~emeinerter Plan~chranber 
(S. 256, 2"), da0 die Parameter PIPII an GIGn im Falle 2" (Fig. 2, = O) ungleich 

zugelassen werden. 
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272 Darstclliing aller Elementarbewegungen eines starren Xorpera uuw. 

Speziell: 

2'. Normalcr Sclzraubzu~illing~~~cI~ieb~ (a = 90°, Seite 255). 

2". I'lanscl~rauber (a: = 0°,  Seite 256). 
(Auch als flachcr Drilling (1') für p ,  = pn anzusehen. Fig. 1: m m  

an e' an k an z, falls p ,  = p,,.) 

3'. f i r rnnler  Scl~raz~bdo~elsclzieher (Seite 258). (a = O, alle Parameter p 
gleich. Auch m, aus der Figur 1 an den mit Gewinden versehenen 
Teil der Stange t in Fignr 2 gebracht, ist gegen a, (Fig. 4) der- 
ar t  beweglich: m an ( t b )  in a in a,.) 

ATornzaTer Bre72dopelschieOer (Seite 258). (a: = O, alle Parameter 
p = Full. .m, (aus Fig. 1) drehbar uin t (Fig. 2, c an m, herab- 
gestellt), falls t b  in a, geschoben (Fig. 4), ist gegen a, derart be- 
weglich: nz an (th) in a in a,.) 

3". JIufJSchieber (Seite 259). (Für u = 90' aus dem Schraubdoppel- 
fichieber 3; bezw. auch ln*, aus der Figur 3 an t ( t b )  in Figur 2 
gebracht; dort c emporgestellt, um Spielraum zu schaffen: 
m* an (tb) in a in a,). 

4. Schieberdrilling (Seite 239). (Fig. 2. c bei uiibenutzter Stell- 
schraube hl in (th) in a in a,.) 

I m  Wesen haben wir also bei den Freiheitsgraden 1 und V nur 
zwei Typen (1, 2), bei II und IV drci (1, 2, 3), beim Freiheitsgrade III 
dngegen vier Typen (1, 2, 3,  4) von Mechanismen tzotig gehaht, auf- 
gestellt nach der Zahl der beim beweglichen K6rper auftretenden un- 
abhangigen Translationen. 

Es h i t t e  keine Schwierigkeit, diese mir Rerstellung aller typischen instantanen 
Bewegungsmtiglichkeiten eines starren Korpers dienenden Mechanismen in einem 
Appsrate  zu vereinigen, indem einfach die Spindeln am Kreuzkorper 1c (Fig. 1 u. 2) 
nebst den ausgebohrten Teilen der betreffenden Gabelzinken auswechselbar ge- 
etaltet und die Korper m aus der Figur 1 auch an die Schaftstange der Gabel z' 
i n  Fig.  2 anbringlich gemacht würden. 

W i r  haben nur der besseren rbersicht wegen die Illustration der Haupt- 
typen mit Hilfe der z ~ c e i  Grundformen des Apparates (Figuren 1 und 2) vor- 
gezogen. 

Andere Moglichkeiten von Elementarbewegungen, die einem starren 
Korper in einem bestimmten Augenblick gestattet wiren, auBer den 
diireh unsere typischen Mechanismen herstellbaren, gibt es nicht. Die 
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Von ANTON GRUNNALD. 273 

notwendigenl) Typen s t e l l ~ n  wir nun noch in einer Tabelle zusammen, 
wobei wir die - [oben durch Striche (Y, Y, 3'. . .) rechts oben bei 
der Typuszahl n (1, 2, 3 . . .) angedeuteten] - Spezialtypen fortlassen, 
da dieselben nichts anderea leisten, als die dann noch übrigblcibcnden 
Typen auch, wenn wir sie niimlich besonders - für Spezialzce~te z. B. 
0° ,  90° von a: - einfitellen oder die Haiiptparameterwerte pi (i = 1, II, III) 
bei Belastung der Endlichkeit derselben speziell ubandent. Hierbei 
wollen wir bei jeder Typuszahl tt (in arabischer Ziffer) des Freiheits- 
grades f (in romischer Ziffcr) beifügen: 

Die Zahl t der bei der betreffenden Beweglichkeit gestatteten von 
einander unabhiingigen Translationcn, 

die %ah1 b  der hei der betreffenden Beweglichkeit unwirksamen von- 
einander unabhiingigen Drehmomente, 

die Zahl r der bei der betreffenden Beweglichkeit voneinander unab- 
hiingigen Achsenrichtungen von Bewegungsschrauben, 

die Zahl 1 der bei der betreffenden Beweglichkeit voneinander unab- 
hiingigen Achsenrichtungen unwirksamer eigentlicher Dynamen. 

Bezeichnen wir mit f *  eine Hilfszahl (positiv, ganz), welche 
= f - 3, oder aber, wenn sie niimlich negativ würde, statt dessen O ist, 
und mit a*  eine IIilfszahl (positiv, ganz), welche = 3 - f, oder aber, 
wenn sie niimlich negativ würde, statt dessen O ist, so haben wir 
folgende Beziehungen in der Tabelle : 

t = - 1  + n + f *  
b = - 1  + n + b *  

l r =  l + f - n - f *  
I =  7 - f - n - b *  

Die Einfuhrung der von uns hier gewihlten Typusnummern n 
(iri arabischen Ziffern) erscheint durch deren angegebene Beziehnngen 
zu den bemerkenswerten Zahlen t (b ;  r, 1) gerechtfertigt. 

Damit ist auch die hbweichung einerseits von der eigenen Numerierung 
der Falle in der (1902 in dieser Zeitschrift, 48. Bd. 1. Heft erschienenen) dbhand- 
lung über ,,Linerire Schraubengebiete" wie auch zum Teile von der Einteilung 
E. S t u d y s  in seiner bewundernswerten (1903 in Leipzig erschieneuen) ,,Geometrie 
der DynamenLL hegriindet. 

1) Die speziellen in den allgemeinen enthaltenen Typen haben wir oben aus- 
führlich besprochen; gernde sie finden in der Technik die meiste Anwendung oder 
werden sie vielleicht am ehestcn finden - wie in  der Rcgel gerade das Studium 
und die Anwendung besonderer Palle der allgemeinen Betrachtung vorangeht. 
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274 Darstellung aller Elementarbewegungen usw. Von ANTON GR~RWALD.  

Frei- Seiten- 
nummer 

grad Name des typischen Apparates 

-- 

fester Korper 

1 Sc l i r a i i b ïumi l l i ug  (Hauytparameter p,, PU) 213 
1 

(Hauptparameter FI. Ein- 1 I l  1  Schraiibscùieber 1 2 1 2  
stellwinkel a) l I l  I l  - -- - - - - - 1 Doppelrchieber  1 216 / 2 4 0 1  

Flaehe r  Dr i l l i ng  (Hauptparamcter pIpII) 
(Hauptparameter p,. Ein- 

stellwinkel cc) 

- -- - 

Muff am Zwil l iug  (Hauptparameter PI, prI) 1 260 i l  1 O 3 2 

Krruxdoppelrehieber (Hauptparameter p ~ .  Ein-' 
otellwinkel cc) 1 262 

2  1 L i 1  

Xiit , ter  am i lnppcla t i f t r  ( ~ a u ~ t p a r a m e t e ;  ph 1 267 2 O 3 1 
-- l l -- 

P r i m a  am D o p p e l s t i f t e  1 269 3 1  2 ~ 0  

Vollkommcn freie?. Korper 1 269 3 0 , 3  O 

Da jetzt diese Jinearen Schraubengebiete" samt den nun rorgelegten Aus- 
führungen als Einleitung in das Studium des S t u d y  schen Werkcs - besonders 
für Leeer, welche mit  der G r  aBmannschen  Ausdchnungslehre vertraut sirid - 

geltcn konnen, geben wir noch eine Zusammenstellung der Typusbezoichnungen 
und der Sonderfille, sowohl bei S t u d y  als auch in den ,,lineareri Schraubeu- 
gebieten'L nebst Angabe der Seitenzahlen in beiden Ahliandlungen. 

E. S t u d y  ha t  als der erste alle Bpezialf.;tlle gehorig hervorgchoben! wahrend 
in des Yerfassers ,,Linearen Schraubengebieten" der sog. ,,allgemeine Fallu bei 
jedem Freiheitsgradc ebcnsowenig eine Nummer erhiclt als die durch oû-werden 
seirier Hauptparameter sich ergebenden Sonderfiille hervorgehoben wurden. 
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Über die Elastizitat der Erde usw. Von G. HEBGLOTZ. 273 

1 
Die ,,lincaren Schrauben- E. S t u  d ~ s  77Geometrie der gebietcl& in dieicr Zei& Vorliegende Abhandlung (lgo3) schrift (1902, 48. Bd. 1. Hft.) 

111 1 (S. 246) 
2 (S. 251) 

11 II 
- - - 

1 1 (S. 2 3 0 ) j  1 ( ~ .  267) / /  Ia, (S. 540) ( Va (~.-553) I (S. 62) 1 V (S. 62) 
2 (S. 231) 1 2 (S. 2 6 9 )  b (S. 541) b S .  553) 1 . . . fiir QI = oo aus dem 

Hauptfall 

II 1 (S. 233)'IV 1 (S. 260),1lt (S.541) 1Va II (S. 67) I V  (S. 81) 

2 (S. 253) 
2' (S. 255) 
2" (S. 256) 

2 (S. 211) 
2' (S. 244) 
2"(S. 245) 

3 (S. 246) 

3 (S. 257) 
3' (S. 268) 
3" (S. 259) 

4 (S. 259) 

I I Ia  (S. 643) 

b{: ::: 1::; 
c (S. 547) 
b y (S. 547) 

ct (S. 548) 
(S. ,649) 

e (S. 549) 
f (S. 549) 

2 (S. 262) b L Y ( S . ~ ~ S )  b or 2* (S. 66) 2' (S. 67) 

In (S. 95) 
. . . fiir p 

III cc 
dern Hauptfall 

4' (S. 90) 
3 *  (S. 87) 

(S. 91 - Eine Be- 
sonderheit) 

2 *  (S. 86) 

(S. 87) 
l* (S. 86) 

. . . für  p = p  = p,=oo 
1 II 

ans dern Hltuptfall 

2' (S. 264j 
3"(S. 266) 
3 (S. 266)' 

Über die Elastizitat der Erde 
bai Berucksichtigung ihrer variablen Dichte. 

Von G. HERGLOTZ in Gottingen. 

( /I' (8. 542) (S.552) . . . (S. 66, 67) 
c (5.543) c l*  (S. 65) 1 1' (S. 6G) 

Die elastische Nachgiebigkeit des Erdkorpers wurde zuerst von 
Lord K e l v i n  (Phil. Trans. 1863) in den Bereieh der Diskussion gezogen, 
und für sie aus der Theorie der Meeresfluten eine obere Grenze be- 

d (8.543) 

stimmt. Die Dichtezunahme gegen das Erdinnere hin wurde dabei 
auBer acht gelaesen und die Erde als homogen vorausgesetzt. Auf 
diese Lücke wies D a r w i n  hin (Mess. of Math. 1878) und versuchte 
gleichzeitig eine Schatzung des Einflusses der Inhornogeneitiit auf diese 
obere Grenze zu machen, indem er sich plausibler Annahmen über die 
Ar t  dieses Einflusses bediente. Spater stellte L o v e  (Treatise on elasti- 
city L) bloB das al8 wahrscheidich hin, dafi eine Dichtezunahme gegen 
den Erdmittelpunkt, in Aualogie zu den Ergebnissen der L a p l a c e  schen 
Theorie der flüssigen Erde, die scheinbare Festigkcit derselben gegen 
ZuBere deformierende Kriifte vergr6Bere. 

d . . . für p = $I = oo aus 
1 IL 

dem Hauptfall 
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276 Über die Elastizitat der Erde bei Berücksichtigung ihrer variablen Dichte. 

Eine wichtige Anwendung fand die Sheorie der elastischen Erde, 
als S. N e w  c oinb (Xilonthly noticee 1892) die Nichtübereinstimmuilg 
der berechneten und beobachteten Periode der Polschmankungeri auf 

die durch Umlagerung der Rotationsachse erzeugten elastischen Defor- 
mationen zurückführte. Die genauere theoretische Ausführurig dieses 
Gedankens durch S. S. H o n g h  (Phil. Trans. 1896) ergab, daB die 
C h a n d l e r  sche Periode herauskommt, menn man der Erde ungellihr 
die Nachgiebigkeit des Stshles zuertéilt. Die hierbei eingeschlagane 
Methode besitzt jedoch cinen Mangel, der darin besteht, daB zuniichst 
das Vergr6Berungsverh~ltnis der Eulerschen Periode für eine hornogene 
Erde berechnet wurtle, und mit diesem dann die fü r  eine inhomogene 
starre Erde gültige Eulersche Periode multipliziert murde, uni dieselbe 
Gr6Be für die nichtstarre Erde zu erlialten, wahrend man strenge ge- 
nommen jene Periode zugrunde zu legen hit 'te, die der Elliptizitiit 4, 
einer im Gleichgewicht befindlichen flüssigen homogenen Erde zukommt. 
Diesen Mangel zu beseitigen, hatte man die durch Verlagerung der 
R,otationsachse erzeugten elastischen Deformationen unter der Voraus- 
setzung der Inhomogeneitiit bestimmen müssen. Schon der Umstand, 
daB die Gleichgewicht'stheorie einer flüssigen homogenen Erde für die 

Abplattung und Elliptizitiit = GA) d m  gleichen Wert $, ergibt, ( 
wiihrend die beobschteten Werte 2, bezw. 3,!,Fi sind, laBt erkenrieri, daB 
man unter Voraussetzung der IIomogeneitiit nicht zu einer einwurfs- 
freien Schitzung der Nachgiebigkeit der Erde gelangen dürfte. 

E s  ist daher im folgenden das elastische Gleichgewicht einer in- 
homogenen der eigenen Schwere unterworfensn Kugel, die durch iuBere 
Kriifte deformiert wird, untersucht worden. E s  ergab sich dabei, daB 
die Dichtezunahme gegen den Erdrriittelpunkt die scheinbare Pestigkeit 
erhoht. Speziell betragt fiir die Erde bei der Nachgiebigkeit des 
Stahles, und bei Lugrundelegung des R O c h  e schen Dichtigkeitsgesetzes, 
die durch die fluterzeugende Kraft entfernter K6rper bewirkte Hebung 
oder Senkiing des Erdbodens im Falle der Inhomogeneitat etwa 0.80 
von der im Falle der Homogeneitiit statthabenden. (Darwin  schkitzte 
diesen Bruchteil auf 0.97.) E s  kann daher Lord Kelv ins  obere 
Grenze für die Nachgiebigkeit der Erde noch etwas weiter herab- 
gedrückt werden. 

Was nun die Bestiminung der Verliingerung der Eulerschen 
Periode angeht, so beseitigte die Berücksichtigung der Inhomogeneitiit 
den erwahnten der Theorie von H o u g h  snhaftenden Mangel. Es 
liefert niimlich das R O c h e  sche Gesetz für das Gleichgewicht der flüssigen 

1 1 
Erde die Abplattung - .L97 und die Elliptizitit = - welche Werte 

305.5 ' 
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Von G.  TTrmc:r orz.  277 

mit den beobachteten ZuWerst nahe übereinstiinnien, und welche zugleich 
diejenigen sind, welche der R,echnung in Streiige zugrunde zu legen 
sind. Ferner fmd  sicli das VcrgriiBerungeverhaItilis der li;ulcrschcn 
Periode gleicli 1.57 statt des für die homogrne Erde bestimiiiten Ver- 
hkltnisses 1.47. Dadurch wird die E u l e r s c h e  Periodc für einc Erde 
vom Elastizitatsgrade des Staliles uiri etwa 1 IIonat Ilirigtir als  die 
von H o u g h  bestimmte, und daher 1liBt sich auch mit Rücksicht auf 
die Periodc der PoIschvankung.cn, die obcrc Grenzc für die Kach-  
giebigkeit, durch 13erücksichtigung der Inhomogeneitat weiter herunter- 
srtzen. 

Zurri Sdilusse wurde aiich noch die von E. W i e c h e r t  über die 
Djchtigkeitsverteilnng in1 Erdinnern aufgestellte Hypothese an Stclle 
des R,o c h e  schen Gcsetzes angewandt. F ü r  dieselbe crgab sich der 
von dem vorigen nur  wenig verschiedene Wer t  1.59 für düs Ver- 
gr6Bcrungsverhiiltnis der E u l e r s ç h e n  Periode. Sol1 dieses Verhiiltnis 
den durch die Beobachiiingen gdordcrten \Vert von 1.39 erh?lteri, so 
hat man bei Zugrundelegung des TViecher tsche  D i c h t r ~ s e t z e s  der 
Erde die Elastioitatskonstante e = 11.G8.1011 (cgs) zu'  erteilen, &-ahrend 
die Anuahme einer homogenen Erde  auf die Elastizitwtskonstante 
e = 9.19.10" führt. 

1. Über die Deformation einer elastiscben,. gïavitierehd& und 

inhomogenen Kugel durch %uWere Krafto. 

Zunwchst handelt es sich darum, , die von T h o m s o n 1 )  und 

D a r w i n  angegebencn Kesultate bezüglich der Deformation dcs elasti- 
scheri horiiogent:n Erdliiirpers nuli aucli aiif den E'ail einer variablen 
Dichte aiiszi-idehnen. Van wird dabei, gestiitzt auf (Xie von T h o  ni s o n  2, 

hervorgehobene Geringfügigkeit des Einflusses der Kompressibilitiit des 
Erdkorpers, auch hier imhedenklicli ein iiikompressibles 3Iaterial vor- 
aussetzen dürfen. Die zu behnndclndc Aufgabe is t  dann des niihern 
diese: die Deformationeu zu finderi, n-elçhe eine elastische Kugel ails 

inkompressiblem, grarit~icreadeiu ~llnteri:ll, dessen Dichte eine beknnnte 
Funlition der Entfernung r o m  Kiigelnlittell~urikt ist, durch kleine, 
korperlich angrcifende KrZfte erleidet. Dic Rehaiidlung dieser Fragc 
wird sicli riaiürlich der- L a p l  a ce selieri Theorie3) der E'igur der Planeten 
analog gestalten, da man ja gerade zii dieser ziiiiickgrlangt, wenn man 
die Elastizitiitskonstaiite gleicli Nul1,setzt. 

.- 
. . 

1) Katural philosophg. par t  II. a r t .  832fr. 

2) Natural IihilosoI~liy. part 11. art. 838.  

3j L a p l a c e ,  blléc. cél. toiri. Il. 
Zeitvchrift  f. 3Ietlieinat.k u. Pligs:lr. 52. Yaiid 190.5. 3. I Ief t .  
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278 bber die Elraatizitat der Erde bei Berücks i~ht i~ung  ihrer variablen Dichte, 

Seien u, v,  w die Verriickungen eines Punktes x, y, z der Kiigel, 
also kleine GrGBen, deren Quadrate bereits vernachlassigt werden sollen, 
und werde gesetzt: 

(1) q - z l x f v y f w z ,  
1 

sodai3 r p  die Verrückung in Richtung des Radius r  darstellt, so 

werden die deformierten Fkchen gleicher Dichte durch die Gleichung 
bestimmt sein: 

(2) 
1 

R = r + ; ¶ ,  

in der r als Perameter anzusehen ist. Speziell wird, unter a den 
Kugelradius verstanden, die Gleichung der deformierten Oberfiiàche sein: 

wofern ein Querstrich über einer GrGBe anzeigt, da5 ihr Wert an der 
Kugeloberflache (für r = a) zu nehmen ist. 

Endlich wird hiernach die Dichte o im Punkte x y z  den Wert 
haben : 

(4) 6 = @ -  -- 
r d r  ) 

wiihrend e = f (r) die Dichte der Kugel Tor der Deformat'ion war. 
Bezeichnen nun weiterhin V das Gravitationspotential der defor- 

mierten Kugel, III den Druck im Innern derselben, c ihre Elastizitats- 
konstante und hi das Potential der deformierenden =ifte, so sind die 
Bedingungen des innern Gleichgemichtes bekanntlich diese: 

Die Komponenten des Dmckes auf ein normal m m  Radius stehendes 
Flachenelement, hahen ferner die Werte: 
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Nun wirken auf die Oberflache keine iiuBeren Drucke, düher niüssen 
an derselben die F, G,  H l )  verschwinclen, und man hat die Grenz- 
bedinpngen : 

( 7 )  
1 - F - G - H = O ,  für r = a + - q .  
a 

Nunmehr soll, wie es bei der Anwendung stets der Eall ist, an- 
genornmen werden, daB sich das Potential der auberen Hrafte in die - 

Reihe entwickeln lasse: 

in der die K, raumliche Kugelfunktionen nten Grades, die k, aber 
Konstante sind. Man kann d a m  für p den, wie sich zeigt, aus- 
reichenden Ansutz machen: 

(9) a - 2n .k )  . 4 ( x ,  Y ,  4 ,  
I I  

wo die q,(r)  noch zu bestimmende Punktionen von r allein sind. Mit 
Hilfe desselben liBt sich der Ausdruck des Potentials V leicht auf- 
steilen. Offenbar setzt er sich zusammen aus dem Potential einer 
Kugel des Kadius a und der Dichte G und aus dem Potential einer 

dieselbe überdeckenden Massenbelegung der Dichta: Demene 

sprechend erhalt man, unter f die Gravitationskonstante verstehend: 

X, ( Y )  = -- 2 n + 1  4 f  - ( j ' p d q n r 2 n + 1 + l Q d q n )  
u r 

l j  Man hBtte hier noch die veranderte Hichtung der Ober%achennormale zii 

berück~ ich t i~en ;  dies gibt aber bei einem inkompressiblen Material nur Korrek- 
tionen II. Ordnung. 

19* 
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so wird: 

(14) 

worin aber jctzt $2 von der Ordnung der Verrückungen klcin ist. Bei 
Vernachlassigung der Quadrate derselben, wird man daher, nach Eiii- 
führung von: 

die Grundgleichungen (5 )  und (6) in der Form schreiben konnen. 

Gp 6L 
c d u  + y q z f n + ~  = O  

G Z 2~ 

Aus den Gleichungen (16) leitet man nun zmei ncue Beziehungen ab, 
die bloB p und  p enthalten, indem man das eine Mal mit bezw. x, y, z 
multipliziert und addiert, und das andre Mal nach bexw. x, y, z differen- 
ziert, und ebenfalls wieder addiert. Man erhalt hierdurch: 

Dem Ansatze f ü r  q entsprechend, IaBt aich nun auch für p analog 
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Fülirt man jetzt die Entwicklungen (9)) (13), (19) in die Gleicliungen 
(18) ein, und vergleicht die Koeffizienten der einzelnen Kugelfunktioneu 
desselben Grades, so finden sich die beiden Gleichungen für p,(r) 
und qn(r): 

c ( p i  + 2 nq p:) + r (pi + :p.) + p r  (A: + x.) + 

Um endlich eine Gleichung für p, allein herzustellen, hat man 
bloB niitig, aus den heiden Gleichungen (20) die Komhination 

; a  n + ~ a  a jar, + 2-- I' 7 - )  o r  T - (r c 1' + n + 2 II zu bilden. Dirselbe ergiht: 

Die Fnnktion p,, stellt sich dann durch y", ausgedrückt in der 
Porm dur: 

Gleichung (21) besitzt nun noch den Übelstand, daB sie wegen des in 
ihr auftretenden x ,  das q, unter dem Intepalzeichen enthiilt. Derselbe 
wird einfach dadurch beseitigt, daB man aus (21) x, bestimmt, und in 
die aus (12) folgende Relat'ion: 

eiiitriigt. Darnach ergibt sich für die lineare Differeiztialgleichufig 
G k r  Ordnztnu: 

Für c = O geht dieselbe in die bekannte DiEcrentialgleichui~g der 
L aplacesçhen Theorie der Planetenfigur über. 
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Was nun die Bestimmung der in q, willkürlichen Konstanten an- 
belangt, so bemerke man, daB von den 6 Partikulal5sungen der 
Gleichung (23) bloB die drei für r = O endlich bleibenden Losungen 
brauçhbar sind. Von den drei hierdurch auftretenden Konstanten be- 
stimmt sich die eine durch die Forderung, daB qm auch der Gleichiing (21) 

~. . 

Genüge leisten soll, die beiden anderen dagegen durch die Bedin- 
gungen (7). Um diese letzteren explizite zu formulieren, hat mari 

u ,  v, w durch q auszudrücken, und daraus E', G, H abzuleiten. Die 
Ver rücku~i~eh  u, v, w lassen sich direkt aus den Gleichungen (16) be- 
stimmen, in denen man p ,  q ,  Q jetzt als bekannt anzusehen hat. Es 
ergeben sich die Werte:. 

u =-&% + t , . ~ , )  
n 

Führt man dieselben in die Ausdrücke (17) von F, G, H e h ,  so 
findet ~ i c h  ohne weiteres: 

Damit diese Werte fü r  r = a + ' q  verschwinden, ist offenbar aus- 
a 

reichend, daB : 

(28) 
ar 

t i n = O ,  r 2 z , = p q  - für r = a .  d r  

Dies sind die beiden noch fehlenderi Gleichzcngen zur Bestimmung der 
Konstantem, die man auch in der Form schreiben kann: 
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im Erdinnern. 

Eür die Dichteverteilung im Innern der Erde m6ge nun das von 
Lipschi tz ' )  gebrauchte und im Falle der Laplaceschen Theorie der 
Erdfigur ausführlich studierte Gesetz angenommen werden: 

Damit ergibt sich zuniichst: 

Hiermit wird die Differentialgleichung für y,: 

Pür r = a hat q, die beiden Bedingungen 1. (29) zu erfüllen, die 
sich hier noch etwas bequemer gestalten lassen. Berechnet man ngm- 
lich aus der Gleichung 1. (21) die Gr6Be k ,  + x, und setzt sie in dem 
Ausdruck (22) für p, ein, so erhilt  man: 

Dadurch kann man die beiden Grenzbedingungen schreihen: 

fiir r = a. 

Die 3te  zur Bestimmung der 3,  in pn auftretenden willkürlichen 
Konstanten noch notige Bedingung besteht, wie bereits erwahnt, darin, 

1) Crelle LXU. 1863. Vgl. auch Tisser and  Méc. cél. chap. XV 
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daB qn auçh der Gleichung T (21) g e n ~ g e n  miif3 - Es reicht dani 
aus, daB dies bloB für  einm speziellen Wert  von r etwa r = O der 
Fa11 ist, weil dann q, schon von selbst jener Gleichung für alle Werte 
von r genügen wird. 

Die Konstanten im Dichtigkeitsgesetz (1) hat man nun bei der 
Anwendung auf die Erde so au hestiminen, daB man e r s t ~ n s  die durch 
die Beobachtungen hekannte mittlere Dichte erhiilt, und daB zweitenv 
die L a p l a c e  sche Theorie der F i p r  der Erde unter, Zugrundelegung 
eben dieses Gesetzes die beobachteten Werte der Abplattung und der 

F:lliptizitiit = - ( "6" A, C . . ~ri i~hei tsmomente)  ergibt. Roche1) 

migle, daB für A = 2 eine befi-iedigende Übereinst in~mun~ zu erhalten 
ist, wahrrnd Tlipschi t z  A. = 2.59 fancl Im folgenden sol1 nun das 
spezielle ,Gesetz von l i o c h e  festgehalten, also 1 = 2 gesetat werden. 
Dann wird aber die noch fehlendr 3 te  Hedingung die Form erhalten: 

wobei man bemerke, daB: (Dg,), = 8 ( 2  n $3)  (2n + 5) dern Koel'fizienteri 
von r4 in pn ist. Ferner sind die bei der Frde vorzugsweise in Be- 
tracht ko~nmenden âuBeren Krafte die Zentrifugalkraft der Erdrotation 
und die Anziehung eines im Verhiiltnis zum Erdradius weit entfernten 
Himmelskikpers. In  beiden Fiillen hat man als Potential eine riium- 
liche Kugelfunktion 2ten Grades zu nehmen. 

E s  moge deshalb fiir das folgende jetzt f i  = 2 gesetzt werden. 
Man hat in diesem Falle: 

l6%f  ~ 0 î 1  = - -  , p = - - -  4 H z f  e;9= 
C 5 

und wenn man noch folgende Gr6Ben einführt: 

so folgt für g,, wofür nunmehr einfach g geschrieben werde, die 

Zur I n t e p t i o n  setze man: 

(9) 
(v+ l j : v +  2) 

1) Acad des sciences d Montpellier 1858; Compt R tom. 39 (1834); vgl auch 
H e l m e r t ,  Hohere Geodisie II. pag 473-492 
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d a m  sind die llTy durch folgende einfaçhe Rekursion bestimmt: 

(10) '.: = 2 6 ( 2 u 2 - 3 u -  i)hT y - s .  

Hierhei bleiben NONIN,  willkürlich, und dernentsprechend erhalt man 

die 3 ganzcn, transzendenten Partikularintegrale: 

wobei die Werte der ersteri Koeffizienten a, /3, y, sind: 

Die allgemeinste für 5 = 0 endlich bleibende Losung ist also 

Man hemerke nun, da1 für 6 = 0:  

ist, soda1 mit diesen Werten und den Bezeichnungen: 

die drei zur Bestimmung von A, B, C dienenden Gleichungen (5) und (6), 
für 12 = 2 übergehen in: 
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+ 4~dq. .+  (jp = 0 
O! E 2  E 

d d 1 0 6 ~  d d d 
für 6 = k1, 

(15) a5-1~s !$3d55- lbq  + . ! ( - - E 5 . - 5 z *  - 1 2 [ 4 - 1 q ) = ~  
d5 sé a ds dg - as 

Hier hat man jetzt den Ausdruck (12) für q einzusetzen. Zu diesem 
Zwecke bilde man die folgenderi Funktionen: 
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bus diesen 3 Gleichungen sind A, 3, C zu bestimmen, wobei man zu 
beachten hat, daB 

n = Arp(E1) + Bi(l1) + Cx(E1) 
ist. Tragt man hierauf die gefundenen MTerte in (12) ein, so folgt: 

An der Oberflache, für lj = El, ist speziell: 

Die Schichten gleicher Dichte haben die Gleichung: 

wo r der mittlere Radius der betreffenden Schichte ist. 
Wenn im besonderen K4 = (zB + y2 + z" - z2 ist, so sind die 

Schichten Rotatio~iselli~soide und ihre Abplattung ist gerade q(5). 

III. Nnmerische Anwendung auf den Fa11 der Erde. 

Dic erhaltenen Formeln m6gen nun eine znhlenm5Bige Auswertung 
für den FaIl der elastischen Erde finden. 

Für die Konstanten im Dichtigkeitsgesetz: g = g0( l  - rjra) werde 
mit R o c h e  genommen : 

0,764 
= 10.1, 7 = a ,  , d s o  6 = 2.384, 

femer m6ge der Erde der Elastizitàtsgrad des Stahles beigelegt werden, 
sodab also zu nehmen ist: 

c = 7.65.1Ol1(cgs). 

Da nun a = 6.37.108 cm, so wird: 

6 = 0-0389, 6, = 3'432. 
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und daraus weiterhin: 
dl = UQ001292 

A, - - 0'0002755. 

Mit diesen Werten lassen sich die Funktionen r p ~ ~  . . . leicht berechnen, 
und zwar genügen etwa 10 Glieder jeder Reihe, um die ersten fünf 
geltenden Ziffern des betreffenden Eiinktionswertes richtig zu erhalten. 
Man findet: 

y ~ ( & )  = 0.004198 1 ~ ~ ( 5 ~ )  = 0.01344 

Bezeichnet nun g die Besch le~r i igun~  der Erdschwere, so findet 
sich für h: 

a X. ak ,  
3 ~ = ( 1 - ~ ~ a 2 ) 2  = 0 . 5 4 1 6  . 

9 9 

+(El) = 0.01330 

Mit Rücksicht auf das Spatere, sol1 jetzt k, = w2 (w . . . Rotatians- 
,gesçliwindigkeiL der Erde) genommen werden, waa man unbeschadet 
der dllgemeinheit tun darf, da K2(zys) ja ebenfalls einen willkürlichen 
Paktor enthilt. Dünn fol@ sofort: 

+i(51) = 0.09234 

h = 09009303 
und: 

~ ( s , )  = 0~004310 x1(EL) = 0.07472 

Man hat aLo dus folgende ResuZtat: 
Wird der Xrde der Elastizitatsgrad des Stahles beigelegt, und die- 

selbe; durch SuBere Kriifte deformiert, die ein Potential besitzen, das 
eine raumliche Kugelfunktion 2ten Grades ist: 

so ist die deformierte Gestalt der Oberfàche gegeben durch: 

Betrachtet man speziell die durch die eigene Rotation erzeugte 
Deformation, so sind die iuBeren Krafte die Zentrifugalkrafte, für die 
man zu setzen hat: 

K - f (z" yyZ + 2) - s2. 
2 -  3 
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Daraus folgt sofort, daB die Oherflache ein Rotationsellipsoid mit der 
1 

Abplattung: -- 
898.4 

wird. - 

Zum Vergleiche m6gen nun die analogen Zahlen für die homogene 
Erde hier Platz finden. Man hat in diesem Falle 

wo niin für Q die mittlere Erddichte zu nehmen ist. 

Mit den obigeo Zahlenangaben findet sich fiir IL, = ::: 

Es wird alsu bei deruselben ZuBeren St6ruiigspotential wie vorhin jetzt 
die deformierte Gestalt der Oberflache gegeben sein durch: 

1 
Die durch die eigene Rotation erzeugte Abplattung ist: 

Der Veryleich von (A) und (B) gibt folgendes Eesultut: 
Bei dem Nachgiebigkeitsgrade des Stahles ist die durch' ein 

Potential 2ten Grades erzeugte Deformation bei der inhomogenen Erde 
nur 0.807 oder etwa 4'5 von jener bei der homogenen Erde. 

nas  Verhaltni~ ist also ein erheblich geringeres, als es von D a r w i n  
geschitzt wurde, der es gleich 0.970 fand. 

IV. Die Eulersche Periode der nichtstarren Erde. 

Bewegt sich die instantane Rotationsachse relativ zum Erdkorper, 
so bewirkt die hierdurch erzeugte Veranderung der Zentrifugalkraft 
eine elastische Deformation der Erde, mithin eine Variation des Triig- 
heitsellipsoides, welche nun ihrerseits bekanntlich wieder die Ver- 
Iàngerung der Periode der freien Rotation xur Polge hat. 

Welches ist nun zunachst die durch Verlagerung der Rotationsachse 
erzeugte elastische Deformation? 

Man hat bei der Beantwortung dieser Frage von der natürlichen 
Vorstellung auszugehenl), daB bei der gleichfijrmigen Rotation der 
Erde um ihre Figurenachse die elastischen Krafte diirchaus nicht bp- 
ansprucht werden, daB also auch noch Gleichgewicht bestinde, wenn 
die Erde plotzlich verflüssigt würde. In diesem Palle aber muB die 

1) Vgl. K l e i n - S o m m e r f e l d ,  Kreiseltheorie III. prtg. 697 ff. 
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Lap lacesche  Theorie gelten, d. h es muB die Abplattung der Schichten 
gleicher Dichte den aus derselben folgenden Wert besitzen. 

1st aber nun diese Voraussetzung eiilgeführt, dann ist man be- 
rechtigt, die durch Verlagerung der Rotationsachse entstehende neue 
Form der FlLchen gleicher Dichte folgendermaBen zu bestimmen: Man 
sucht erst die Deformation, welche die dureh Ablenkung der Rotations- 
achse erzeugte Variation der Zentrifugalkraft bei einer Kugel mit 
gleicher Dichteverteilung hervorrufen würde, und bringt dieselbe dam 
an der alten Porm der Fliichen gleicher Dichte an. 

Sind nun 1, rn, 1 (unter 1, wb kleinc GroBen verstanden) die Rich- 
tungskosinusse der gestorten Rotationsaclise bezogen auf das alte, in 
der Erde festliegende System der Hauptachsen, so ist die Variation des 
Zentrifugaikraftpotentials : w 

(1) K =  - ri"(lx + m y ) ~ .  

Dies erzeugt als storendes Potential genommen nach III. eine Defor- 
rnation der Schichten gleiçher Dichte: 

P) 8r  = - rp(1 cos y + ?n sin y) sin 2 8 ,  

wenn gp die geographisehe Lange und û die Nordpolardidanz auf der 
Erde k t .  

1st also e die Abplattung der Schichten gleicher Dichte bei der 
gleichformigen R'otation um die Figurenachse, BO wird nach der Ver- 
lagerung der Rotationsachse die Gleichung dieser Schichten sein: 

Die TrSgheitsgrGBen dieser neuen durch (3) bestimmten Gleichgewichts- 
figur hat man nun behufs Aufatellung der Rotationsgleichungen für 
das alte System der IIauptachsen zu ermitteln. Zu diesem Zwecke 
bezeichne man mit A, A, C die Tragheitsmomente der ungestorten, 
d s o  durch: 

(4) R - r ( 1 + e(+ - cos2 O) ) 

gegebenen Figur. D a m  findet man sofort: 

Beachtet man nun, daf3: n 
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ist, und setzt zur Abkürzung: a 

f Q d ! l r 5  

so sind die 6 TragheitsgroBen (5) der Figur (3) auch gegeben durch: 

A A C 
(8) - vm(C- A), - vl(C- A), O. 

Bezeichnen jetzt p ,  q ,  r A w die Rotationsgeschwindigkeiten des alten 
Hauptachsensystemes, so wird selbstverstindlich zu setzen sein: 

und der Inipulsvektor wird den Wert haben: 

J,= A p  + vlw(C- A) 
(Io) J,=Ap+vmo(C-A) 

J, = Cr.  

Nun wird die Konstanz des Impulses ausgedrückt durch: 

und diese Gleichungen gehen jetzt, mit Hilfe von (9) und (10) einfach 
über in: 

(12) 
C - A  a L W . ( l - v ) P = O ,  .=-- 

d t c 
-- - o. d  t 

Bus diesen Gleichungen entnimmt man sofort das Resultat, daB die 
Periode der freien Nutation gegeben ist durch: 

(13) 
2n: 

r = 
0€(l - Y )  

Beachtet man aber, daB fiir die starre Erde diese Periode: 

(14) 
2 lz  

= iT 
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betriigt, so hat man also schlieBlich die Xndforinel: 

Um die beiden hier auftretenden Integralo auszuwerten, hat man 
sich noch die Formelil der Gleichgewichtstheorie der fliissigen Erde zu 
vergegrnwiirtigen. J i an  kaiin dieselben leicht datliirrh erhalten, daB 
man in den Gleichungen con Kr. II einfach c - O setzt. 

Bezeichnet man für diese Annalime den Wert von q wie schon 
vorhin mit e, so gilt euiiiichst die Gleichung: 

wiihrend die Grenzbedingung übergeht in: 

Setzt nian jet'zt: 

(18) 

so erhiilt man analog wie fi-üher die fiir 5 = 0 endliche Losiing von 
(16) in der Form: 

wo sich die a ,  aos der Rckursion bestimmcn: 

(1% ( z  = ( V  + 5 - ) 
(z, - 1 ,  

und Lv aus der Greiizbedingung (17)  zu berechnen ist. Uiese wird 
aber hier: 

Schreib t nian dalier abkürzurigs~+ eise: 
m 
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wz 
= -  L ( ' ~ ) $ i s t .  wo für x - , wieder h - 1 - '- 

a 

BetreRs des Integrûls J p d e r 5  bbemerke man nun, da8 nach 1 (12) 
u 

für r = a:  

wird, und da8 andrerseits die Gleichung 1 (2b) für r = a, C =  O über- 
geh t in : 

+ + " a  = gè. 
a 

Aus dieseri beiden Beziehungen ergibt sich: 

a 

Je d î ~  
C - A  O Da weiter: E = -- - = -- 

C ist, BO hat man auch: 

O 

Um die analoge Formel für das Integral pdqr" zii gewinnen, hat J 
man wiecler zu bernerken, daB für r = a die beiden Gleichungen 1 (12) 
und (21), mo jetzt aber nicht mehr c = O ist, 

und 

woraus folgt: 

für r = a übergehen in: 

Zeitnohrift f. Mathematik II. Physik. 59. Rand. 1905. S. Heft. ?O 
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Es l5Ot sich nun leicht übersehen, daB bei Einführung der drei neuen 

und Bildiing der Determinante : 

Durch Division von (23) und (25) folgt alsa: 
a 

Pür die Pwiode der freim Nutution der elustischeri Brde ergibt sich 
daraus endlich: 

- a m i  
e -  - 

(30) C = Zo 
29  

Die Ausführung der numerischen Rechnung liefert jetzt unter Zugrunde- 
legung der in III angegebenen Daten folgende Werte: 

g1 = 0.9575, 

fj7 (Ci) = 0~02002, 

ql (&) = 0.008369, 

h = 0.0009303. 

Dies gibt nach (22) und (24) die mit  der Beobachtiing sehr nahe über- 
stirnmenden Werte: - 1 e = -- 1 

E = - - .  
297.1 ' 306.3 
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Zur Bestimmung von A, hat man eunichst 

y,(&) = 0.0005272, 

q4(El) - - 0.008956, 

~ ~ ( 5 , )  = 0.01395 
und damit: 

A, = 0.00007587. 

t, - 305.3 Tage, 

z = 481.0 Tage. 

Zum Vergleich mogen wieder die auf die homogene Eïde bezüglicheil 
Angaben hier Platz finden. Für dieselben hat man 

. , 

z, = 232.9 Tage, z = 343.0 Tage. 

Nan bemerke, daB der VergroBerungsfaktor für die Eule rsche  Periode 
im Falle der homogenen Erde 1.473, im Falle der inhomogenen Erde 
aber 1.575 betragt. Würde man also in der inkonsequenten Weise von 
H ough die E u l e r  sche Periode der nachgiebigen Erde vermittels des 
für die homogene Erde gültigen VergroBerungsfaktors aus der für die 
inhomogene starre Erde gültigen berechnen, BO erhielte man: 

z = 449.7 Tage, 

mas also um einen vollen Monat vom richtigen Wert verschieden ist. 

V. Die Wiechertsche Hypothese über die Dichteverteilung im Erdinnern. 

E s  soll ferner noch jene Annahme über die Konvtitution des Erd- 
korpers der Rechnung zugrunde gelegt werden, welche zuerst von 
E. W i e c h e r t  ') aufgestellt und ausführlich diskutiert worden ist. 
Nach derselben besteht der Erdkorper aus einem Metallkern der Dichte 
p, = 8.206 und einem darüber gelagerten Gesteinsmantel der ebenfalls 
konstanten Dichte p = 32 .  Der Radius (- a,) des Kemes betrigt 

1) Gottinger Nachrichten 1897. 
20. 
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dabei etwa das 0.78fache des ganzen Erclradius (= a). Legt man nun 
auBerdem noch Kern und Mante1 die verschiedenen Elastizit&tskonstanten 
cl bezw. c bei, so lassen sich die in 1 abgeleiteten allgemeinen Formeln 
auch leicht auf den Fa11 einer derartig zusammengesetzten Kugel an- 
wenden. 

Zunachst erhalt man bai Einführung von 

für die Gr&n x,(r) und r ( r )  die Werte: 

4 z f e  
x n  = ,n+i [ q n ( a )  + 7j e ) 2 n + 1 q n ( a l ) ] 7  

(3) Man tel 4 n f e  a' r ( ~ )  = - 3 [Ta + 7 j - +yP]. 

Die Gleichung 1 (21) für q,(r) geht hier einfach über in: 

Da nun qn(r) für r = O notwendig endlich bleiben muB, so kann man 
für Kern und Mante1 sofort die beiden Losungen ansetzen: 

K m :  qn = Hr' + N ,  

(5) Mantel: qn = - A - -  + -- .B 
,,.~n-1 , .2n+l  + Cr" D. 

Denselben entsprechen nach I(22) die folgenden Ausdrücke von pn(r): 

2 n + a  
Kern: pn = - 2c1 -- n M - QI ('n + ' n )  

P I  2 l z - 1  A 2 n + 3  
Mxntel: fi = - 

;P.fi + C] - ~(76, + x n ) .  

Die in q,(r) noch willkürlichen Konstanten A .  . . N bestimmen sich 
nun zum Teil aus den an der Oberflache ebenso wie früher geltenden 
Grenzbedingungen, zum Teil aber aus den an der 13erührungsfliche 
zwischen Mante1 und Kern zn erfüllenden Stetigkeitsbedingungen. Offen- 
bar wird man namlich fordern müssen, da0: u, v, w, F, G, H l )  an dieser 
Flache stetig seien. 

1) Hexiiglich der veranderten N ~ r m a l e n n c h t u n ~  ist  dan Gleiche wie in 1. eu 
bemerken. 
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Beachtet man nun, da1 die Gleichung dieser Trennungsfiche ist: 

so wird man den Gleichungen (24) und (26) 1 zufolge diese Stetigkeits- 
bedingungen augenscheinlich auch dahin formulieren konnen, daB die 
vier Gr6Ben: 

1 stetig für r = a, 

sein sollen. Die Grenzbedingungen an der Oberflache sind dagegen 
imverandert wie früher: 

raq: + 2 n r q i  + 2(nS - l )pn = O 

(9) e für r = a. pn - -c-z (rPpn' - 2 ~ 9 . )  + r 6. y q. = 0 
(n+ 1!r 

Hierdiirch hat man aber gerade sechs Beziehungen zur Bestimmung 
der sechs Konitanten A . . . . N erhalten. Die weitere Ausführung 
m6ge wieder speziell bloB für den Fa11 n = 2 erfolgen und hierbei der 
Kürze halber statt q9 (a),  q2 (ai) einfach q bezw. q, geschrieben werden 
li'erner sollen g, g, die Beschleunigungen der Schwere an der Mantel- 
bezw. Kernoberfliiche, Q, die mittlere Dichte des Erdk6rpers bezeichnen: 

und hierbei die Abkürzungen eingeführt werden: 

Triigt man jetzt die Werte (2), (3), (5) und (6) in die Gleichungen (8) 
und (9) ein, so kann man denselben, indein man sie untereinander 
passend verbindet, sehr leicht die Form geben: 
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Drückt man vermoge der letzten fünf Gleichungen A und 5' duicli 
y, qi %us und führt die gewonnenen Werte in die beiden ersten 
Gleichungen ein, so erhiilt man zur Berechnung von q, q, die beiden 
Relationen : 

Legt man jetzt die oben angeführten W i e c h e r t  schen Zahlenangaben 
der Rechnung zugrunde und setzt f e r n ~ r  die Elastizitiitslioeffizienten 
von Kern und Mantel als gleich voraus, so erhalt man: 

Sind dann weiter e und el diejenigen Werte, in welche q bezw. y, für 
u = 0 übergehen, so ist nach IV (15) das VergroBerungsverhaltnis der 
Eulerschen Periode: 

oder gemiB den obigen Werten: 

Fiir die irn Fslle des 1i O c h e  scheri Gesetzes angenoqmene Elastizitits- 
konstante des Stahls (c = 7.65.101') erhd t  m m :  

was von dem in jenem Falle gefundenen Werte 1.57 nur wenig ah- 
weicht. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



?ber kinematische Krzeugung von RegelFichen 4. Ordn. Von E. WEINNOLDT. 299 

Um die beobachtete C handlersche Periode zu erhalten, müBte 

5 = 1.39 werden, v a s  für c = 11%8.101' der Fa11 ist. Würde dagegen 
Co 

die Erde hornogen angenommen, so erforderte dies nach IV (32) die 
Elastizititskonstante c = 919.101'. 

G o t t i n g e n ,  Novembor 1904. 

Über kinematische Erzeugung von Regelflachen 4. Ordnung. 

Von E. WEINNOLDT in Kiel. 

Die Regelflichen 4. Ordnung sind von Ch as le  s l), C a y l e  y l), 
Schwarz'), Cremonal ) ,  R o h n "  und H o l g a t e 3 )  klassifiziert und be- 
handelt worden. Von B u r m e s t e r 4 )  und B l a k e 5 )  sind einfache Be- 
wegungsmechanismen ebener Dewegungen besprochen morden, bei welchen 
eine Gerade eine Regelfiche 4. Ordnung erzeugte. B u r m e  s t e r  hat 
die dem Ellipsographen entsprechende Bewegung benutzt, B l a k e  hat 
anBerden1 die umgekehrte Bewegung, welche Kreiskonchoiden als Punkt- 
behnkurvan hat, behandelt, und dann den Fall, daB die Polkurven 
diejenigen des Antiparallelogramms sihd. Die von ihm und auch hier 
angewandte Methode ist die, daB man eine Ebene 6 sieh in einer 
feston Ebene G' bewegen M t  und die Plache untersucht, welche von 
einer Geraden 1, beschrieben wird, die mit 6 fest verbunden id .  Die 
Eigenschaften der entstandenen Regelfliiche werden aus denjenigen ihrer 
zu 6 parallelen Schnittfiguren hergeleitet, die als Bahnkurveu der Pro- 
jektionen P die einzelnen Punkte Pl der Erzeugenden 1, auf 6 be- 
trachtet werden. Aus den Gleichungen von l, in dem mit 13 fest 
verbundenen Koordinatensystem k, 7, 5 

1) S a l m o n  E ' i e d l e r ,  Ana l~ t i s che  Geometrie des Haumes. II. Teil, 3. Aufl., 
S. XIV. 169. 

2) Kahn, Die verschiedenen Arten der Regelflachen 4. Ordnung. 1Math. 
Annalen, 28. Bd., 1887. 

3) H 01 g a t e , On certain ruled surfaces of the  fourth Order. American Journal 
i of Yathematics, 15. Bd. 1893 u. 22. Bd. 1900. 

4) B u r m  e s t  e r ,  Kiuematiwhe Flacheuerzeugung vermittels zylindrischer 
Rollung. Uiese Zeitschr. 23. Jahrg.  1888. 

5) B l a k e ,  Upon the  Ruled Surfaces generated by the plane rnovernent etc. 
A. J. of M. 21.  Bd. 1899 und 22 .  Bd. 1900. 
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und aus der Gleichung der Bahnkurve eines Punktes Pl in dem mit O '  

verbundenen Koordinatensystern x, y, a: 

ergibt sich die Gleichung der Regelfiache durch Elimination von g , ~ ,  
aus (1) und (2) und aus der Ueziehung S - z. Die Doppelpunkte der 
Rahnkurven der Projektionen aller Punkte Pl von 1, ergeben die 
Doppellinien der Plache. Ob dieselben isoliert verlaufen oder auf der 
Flache liegen, erkennt man aus der Natur der Iloppelpunkte als 
Knotenpunkte oder isolierte Doppelpunkte. Aus dem Satze da0 dic 
Punkte der beweglichen Polkurven p irn allgemeinen Bahnkurven mit 
Spitzen ergeben, sehlieBt man auf die Zwickpunkte der Regelflachen, 
d. h. auf die Punkte der Doppelkurve, in welchen die beiden in den 
übrigen Punkten der Doppelkurve getrennt liegenden beiden Tangen- 
hialebenen zusammengefallen sind. Wie viele Zwickprinkte vorhanden 
sind, ob zwei oder mehrere von ihnen zusammenfallen, ergibt sich aus 
der Zahl und der Natur der Schnittpunkte, welche die Projektion 1 der 
Erzeugenden 1, auf 6 mit der Polkurve p hervorbringt. 

Die von B u r m e  s t e r  und B l a k e  genotriuienen Mechanisnieri er- 
gaben nu r  verhaltnismiiBig wenige Arten von Regelflachen 4. Ordnung. 
Ich habe mir vorgenommen, mit einer allgemeineren Beweguiig den 
groBen E'ormenreichtum dieser E'liichen zur Anschauung zu bringen 
und dadurch, daB ich Polkurven von hoherer als der 2. Ordnung he- 
nutzte, Elichen mit einer Doppelkurve und 4 Zwickpunkten zu erzengen. 
Die Bewegungsmechanismen, bei denen die Bahnkurven von der 4. Ord- 
nung sind, geben jedoch im allgemeinen zu Regelfliichen hoherer Ord- 
nung Veranlassung. Von allen Mechanismen, die Dingeldey ' )  nnter- 
sucht hat, geben auBer den erwahnten, von B u r m e s t e r  und Blake 
verwendeten Bewegungen, die ja Spezialfille des Kurbelgetriebes sind, 
nur  noch zwei andere Bewegungen, die auch Spezialfiille des allgemeinen 
Kurbelgetriebes sind, Regelflachen 4. Ordnung. Dies sind: 

1. Das gleichschcnklige Doppelkurbelgetriebc bezw. seine Umkehrung 
das gleichschenklige Schwingkurbelgetriebe und 

2. Die allgemeine Konchoidenbewepng, hervorgebracht durch das 
Schleifschiebergetriebe oder die doppeltgeschriinkte Winkelschleifen- 
kette. Da diese beiden ebenen Bewegungen inbezug auf ihre Bahn- 
kurven und deren Doppelpunkte ziemlich vollstàndig bekannt sind, so 

genügt es, die Ergebnisse der Untersuchungen früherer Autoren zu-' 
sammerizustellen und ihnen einige wenige Ergkzungen hineuzufigen, 

1) D i n g e l d e p ,  Über die Erxeiigimg der Kiirven 4. Ordnilng durch Be- 
wagiingsmechanismen. Leipzig, 1886. 
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um AufschluB über die Art der mit diesen Getrieben ~rzeugbaren Regel- 
fliichen zu erhalten. 

Es zeigt sich, daB man mit ihnen von drei Hauptklassen der 
Regelfiachen 4. Ordnung Beispiele crzrugen kann, und daB nur Regel- 
fiachen init einer dreifachen Geraden nicht darstellbar sirid. Die drei 
auderen Hauptklassen kommeii aber in ihren verschiedenen Unterarten 
ziemlich vollstindig zur Anschauung. 

1 Dns gleichscl~enl;12ge Doppelkurbelqetriehel) (Pig. 1) ist der 
besondre Fa11 des Kiirbelgetriebes, bei welchem die Stiibe O A  und 
AB,, bezw. 0 0, und O,A, einander gleich sind iind daher der Tom 
Punkte A, um 0, mit deni 
Radius r, beschriebene I < ' I ~  1 

Kreis li, durch den Nittel- 
punkt O des rom Punkte A +J 
durchlaufenen Kreises k 
Tom Radius r geht. O 0, 
sehen wir a18 festen Stab 
an und verbinden mit ihiu 
die Ebene G iind das 
Koordinatensystem x y z ,  / 
und ewar den Anfangs- 
piinkt in O und die 
f x- Achse nach O, ge- 
richtet. Das Koordinateii- 
system k v [  bringen wir 
so an dem Stabe AA, an, 
daB A, der Nullpunkt ist 
und A, A die Richtung der 
f 5  Achse k t ;  die + 7- iind 
+ f-Achse werden so gelegt, daB sie, wenn clip + k-Achse und die 
+ x-Achse zusammenfdllen, in die Richtung der + y und + z-ilehse 
wigen. Für eine Phase der Bewegung, in der die + k-Achse mit der 
+ x-Achse den Winkel a: bildet und die Punkte A und A, die Ko- 
ordinaten zc, v bezw. u,, u, im festen Koordinatensystem haben, gelten 
für einen Punkt P die Transformationsgleichungen: 

x = 6  cos a: - rj sin a: + zc, 

y = k sin a: + q cos a: + vl 
x = (5 - r )  cos a - sin a + zl 

-- - 

y = (6 -Y) "in a: + 9 cosa: + v 
1) R o b e r t s ,  On the pedals of couic sections. Proceedings of the London 

Mathematical Society Bd. 3, 1871. S. 88. 
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und die Kreisgleichungon: 

(u, - + v; = ri 
u2 +va=9ra,  

aus denen durch Elimination von y, v,, U, v und dann von ci unter 
Abspaltung des Kreises x2 + E2 + die Gleichung der. Bak~lmrve 
eines Punktes P: 

folgt. Eliminiert man hieraus und aus den Gleichungen (2) der Geraden 
Il, die mit dern Koordinatensystem kqg fest verbunden bewegt wird, 
,$ und und setzt 5 = z,  80 erhalt man die von der Geraden Z, be- 
schriebene Regelflache. Man erkennt, duB sie in der Tat von der 
4. Ordnzcng ist. J e  nachdem r @Ber oder kleiner als r, ist, werden 
die erzeugten Bahnkurven und' Regelfliichen verschicden voneinander 
sein. Beide Palle k6nnen aber mit demselben Mechanismus erzeugt 
werden, wenn man im zweiten Pal1 Z, mit 00, in frste TTerbiridung 
bringt, A d ,  festhzlt, dagegen 0 0, bewegt, da die Gleichung (3) in- 
bezug auf (5, 71) und (x, y) ganz gleichartig gebaut ist, nur daB r 

und r, gegeneinander vertauscht sind. 

5 2. Die Polkurvm der Bewegung Sind Paskaische Schwxkm.') 
Die bewegliche Polkurve p hat in Polarkoordinaten R und y die 
Gleichung: 

(4) 
2 1'7 R = 2- ( r  - r, cos cp), 

r 2  - rf 

die feste Polkurve p' dagegen: 

Dabei ist A, bezüglich O der Nullpunkt der Polarkoordinaten, und 
die + ij bczw. -t x-Achse die Polarachse. Wenn r > r, hat p' einen 
Knoteiipunkt, dagegen p eiiieri isolierten Doppelpunkt ; wenn r < Y, kt, 
findet das Umgekehrte statt. Wenn AA, in die Richtung von 00, 
fiillt, berühren sich die Polkurven mit den Scheitelpunkten H und H f ,  
bezüglich K und K' ihrer Symmetrieachsen. In E'igur 2 sind für 
r = 5, r1 = 3 die beiden Polkurven für  die Phase gezeichnet, da6 die 
+ Achse in die Richtung der - x-Achsc zeigt; dassclbe ist in Figur 3 
fü r  r = 3 und r, = 5 dargestellt. TVenn in Figur 2 p einmal an p' 

1) C a y l e y ,  On the mechanical description of a nodal bicircular quartic. 
L. N. Society Froc., 3. Bd. 1871, p. 101. 
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abgerollt ist, hat A den Kreis Ic eininal, dagegeri A, deri Kreis k ,  
zweimal dduchlaufen. I n  Figur 3 durchliiuft A, nui. einen Teil von k,  
zweimal. E r  kehrt urn, wenn A, bis zu eiilem Punkt E gelangt ist, 
so daB OA und AAI eine Berade 0 , G E  bilden. In dieser Lage ist 
E der momentsane 
L)rehurigspol, in ihm Fig. 2. 

wird p' von p mit 
dem Knotenpunkte 
A, herührt. Ferner 
folgt noch aus 

1' 
cos E O O ,  = - 

71 
+ L 

daB die Linic OE -X  

die Polkurve 21 in 
der gexeichneten 
Phase berührt. 

Wenn r > r ,  

ist, konnen die 
Stabe O 0, und 0, A ,  
eine Gerade hilclen. Dies tritt ein, wenii A, in BI aiif  der Ver- 

langerung von 00, licgt. Dann ist der Knotenpunkt 0 von p der mo- 
meritarie Urehiings- 

Fig. 3. 
punkt. Wegen der 
Reziehung 

cos BO BI = ri 
id OB die Tangente 
von p' in O und der 
Schnittpiinkt E von + k  
p mit der Verlinge- -x 

riing von B O  über 
O hinaus der Punkt, 
mit dem p die Kurve 
p' in O berührt. Die 
Purikte E siiid auch 
die Schnittpunkte 
von p mit dem Kreise k,, der mit dern Radius r urn den auf der 
$ k-Achse gelegenen Punkt von B gescWagen ist. 

5 3. Die Bahnkurve (2) hat die Kreispunbte zu Doppelpnkten und 
auflerdem de11 DoppeElpztn7it P' irn Endlichen, dessen Koordinaten sich 
mit Hilfe der zrsten Differentialquotieiiten von (2) aus den Gleichungen: 
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ergeben. Die Koordinaten xy des Systempunktes P ergeben sich 
andrerseits aus denjenigen seines Doppelpunktes P' durch die Be- 
ziehun zen: 

Aus den zweiten Differentialquotienten der Gleichung (2) erkennt 
man, daB solche Punkte P, welche innerhalb der beweglichen Polkurve 
p liegeri, Kurven mit Knotenpunkten erzeugen, dao dagegen Punkte, 
welche ~uflerhalb 21 oder für .r; > r auch innerhalh der kleiiien Schleifc 
von p sich befinden, Kurven mit isoliertem Doppelpunkt beschreiben. 
Die Punkte der Polkurve p selbst dagegen geben Kurven mit Rück- 
kehrpunkt. 

Die Purikte P der bewegten Ebene 6 stehen nach den Gleichungen (4) 
und (4a) mit den Doppelpunkten P' ihrer Bahnen in G' in einer 
ein-ein&utigen Verwandtschaft2), mit der Ausnahme, daB dern Punkte 
A,@ = O, q = 0) der Eoppel AA, alle Punkte des Dahnkreises k, a19 
Doppelpunkte entsprechen, wahrend dem Punkte O ( x  = O, y = 0) des 
Steges 0 O, alle Punkte des Kreises k, 

E 2  + q 2 -  2r5 = O 

ais  erzeugende Punkte zugeordnet sind. k, ist die Bahn, welche O bei 
der umgekehrten Bewegung beschreibt. 

Aus der Reziehung 

folgt, daB Geraden durch A, Gerade durch O entsprechen. In den 
Durchschlagslagen (Figur 2 und 3) liegen daher erzeugender Punkt Y 
und Doppelpunkt P' auf derselben Geraden durch O, im besonderen 
- -- -- 

1) A.  a. O. S. 102. 
2) R. M ü l l e r ,  Über die Doppelpunkte der Koppelkurve. Diese Zeitschrift, 

36. Jahrg. 1891 S. 66. 
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jeder Punkt von p' mit dem Punkt von p, mit dem er im Lauf der Be- 
wegung von JJ berührt wird. 

Da ferner für alle Punkte der Geraden = ~n 6 :  

iat, so muB, wenn P eine Geraden durch A ,  durr l i lanf t ,  P' eine 
ühnliche Punktreilze auf einer Geraden durch O beschreiben. Wenn 
daher die Projektion 1 auf G der Geraden Il, welche unsere RegelKiche 
erzeugt, durch A, hindurch geht, so müssen die Dnppelpunkte der 
Bahnkurven der einzelnen Purikte von 1,  eine Doppelgerade bilden. 

Bei der durch die Gleichungen (4) und (4a) vermittelten ein- 
deutigen Beziehungen zwischen 6 und G' ist das Gebiet u auBerhalb p 
und auBerhalb k, auf das Gebiet a' auBerhalb p' und auBerhalb lc, 
abgehildet, ebenso das Gebiet f l  auBerhalb p und innerhalb lî, auf P'  
auBerhalb p' und innerhalb k,, y innerhalb p und auBerhalb k, auf y '  
innerhalb p' und auBerhalb LI, und endlich das Gebiet d innerhalb p 
und innerhalb 7c, auf das Gebief 8' innerhalb p' und innerhalb k,. 

UaEiei wird unter dern Gebiet 
auflerhalb p oder auBerhalb p' bei einer Fig. 4 

Polkurve mit Schleife auch das Gebiet 1 
innerhalb der Schleife verstanden. 
(Figur 4 und 5.) 

5 4. Es sol1 jetzt rioch der geo- , 
metrische O r t  der Doppelpunkte der- ' 

jenigen Bahnkurven bestimmt werden, 
welche von einer beliebzgen in 6 liegenden 
Geraden 1 herrühren. Indem man aus 
der Gleichung der Geraden 1 und den 
Gleichungen (4) und (4a) 6 und 71 eli- 
miniert, findet man eine Kurve 3. Ord- 
~ u n g  c,, die, wenn 1 durch A, geht, in 
den Kreis k ,  und eine Gerade durch O 
zerfillt. Auf Grund der Gleichungen (5) 
und (5,) kanii die c, folgendermaBen konstruiert werden (Figur 4 und 5). 
Man zieht in G' eine Gerade 1' ebenso gegen die + a-dchse geneigt wie 
1 in B gegen die + 6-Achse, aber in einem Abstande von .O, der im 
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Verhlltnis > gegen den Abstand der Geraden 1 von A, verkleinert ~ d e r  

vergrGBert ist. Durch O zieht man Leitstrahlen nach 1' und ver- 
liingert oder verkürzt jeden Leitstrahl um das Stück desselben, welches 
innerhalb des Kreises 7;, liegt, je nachdem es auf den Leitstrahl selbst 

oder auf seine Verlinge- 
Fig. 5. rung über O hinausfdlt. 

Die neuen Endpunkte des 
Leitst'rahls sind diel'unkte 
der c,. If ist ihre einzige 
Asymptote, O ihr Doppel- 
punkt. E r  ist ein Knoten- 
punkt, ein isolierter 
Doppelpunkt oder ein 
Rückkehrpunkt, je nach- 
dem 1 den Kreis k, in 
reellen oder inlaginiren 
Punkteri schneidet odei 
in einem Punkte berührt. 

Mit Hilfe der in 9 4 
gegebenen Aufziihlung 
der einander in 6 und 6' 

zugeordneten Gebietsteile 
ist es leicht aus der Lage 
von 1 gegen p und k, den 

Verlauf von c, gegen p' zu übersehen. In F i p r  4 und 5 ist eine Ge- 
rade 2 s~nkrecht  mir g-Ach~e und die entsprechende c, zur Anschauung 
gebracht. 

5 5. Kerr R. Müller1) hat gezeigt, da1 diejenigen Punkte P', welche 
in einer bestimmten Phase der Bewegung mit ihrem Doppelpunkte zu- 
sammenfallen, eine gewisse Fokalkurve 3. Ordnung ausfüllen. In den 
beiden Totpunktlagen, in denen A d l  in der Geraden 00, liegt, zer- 
falit die Kurve 3. Ordnung in eine Cerade und je einen Kreis, von 
denen für unsre Bcwegung nur die Kreise in Betracht kommen. 

Wenn man die Gebiete G und G' so übereinander zeichnet, wie es 
den beiden Totpunktlagen entspricht, so daB A, in O liegt und die 
-+ f -Achse in die Richtung der + x-Achse, oder in  der andren Lage 
in die Richtung der - x-Achse zeigt, erhalt man die Punkte P, welche 
mit ihren Doppelpunkten P' zusammenfallen, aus den Gleichungen (4), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. WRINNOLDT. 307 

indem man x = + 6 ,  y = + 7 bezw. x = - E ,  y = - q setzt. Es er- 
geben sich in der Tat die beiden Kreise k ,  und k ,  von den Gleichungen: 

Reide gehen durch A,; der eine berührt y in dern einen Endpunkt der 
Syrnmetrieachse, der andre in dem andren Endpunkt. 

In  den Figuren 4 und 5 sind die beiden Kreise eingezeichnet. 
1 t r f l t  k, zweimal in1 Gebiete y; daher wird 1 die c,  in der einen 
Totpunktlage ebenfalls zweimal und zwar im Gehiet y '  schneiden, und 
zwar kann man von dern einen Schnittpunkt zum anderen durch 
stetiges Fortschreiten auf der C, nur gelangen, indem man isolierte 
Knotenpunkte trifft. 

5 6. Wir gehen nunmehr zur naheren Betrachtuilg der Regelflacl~en 
4. Ordwung über, welche nach 5 1 von einer Geraden Z,, die mit a fest 
verbunden ist, erzeugt wird. Die Fiille, daB 2, senkrecht oder parallel 
zu 6 ist, sehlieBen wir aus. Dagegen s e t ~ e n  wir, ohne daB dadurch 
die Allgemeinheit beschrankt wird, voraus, daB der kürzeste Ahstand 
der Geraden 1, und der t-Achse in der Ebene 6 liegt. Die Regelflache 
gehort eineui inbezug auf die Beschaffenheit ihrer Doppelkuwe wesent- 
lich verschicdenen Typus an, je nachdem 1, durch den Punkt Al gcht 
oder nicht. 

Wenn namlich die Gerade l1 den Punkt A, enthalt, beschreibt A, 
den Iireis Li ganz oder zum Teil doppelt, ferner liegen nach 5 3 S. 305 
die Doppelpunkte der Bahnkurven der einzelnen Punkte von 1, auf 
ciner Geraden dl. Unsere Fliche hat also einen Dopyelkreis k ,  und 
eine Doppelgerade ciIZ,. Beide schneiden sich in einem Punkte S, den 
man erhalt als Schnittpunkt des Kreises 75 und einer Geraden, die 
durch O in 6' ebenso gegen die + x-Achse lie& wie die ProjeMion 1 
von 1 ,  in G gegen die + S-Achse. Wenn 1 mit der + 7-Achse zu- 
sammenfallt, liegt S in O; wenn 1 im FaUe ri > r p in A, berührt, ist 
S nach S. 303 der eine Schnittpunkt E von A, und p'. Nach der all- 
gemeinen Theorie der Regelflachcn 4. Ordnung mit Doppclgeraden und 
Doppelkegelschnitt k6nnen sowohl auf dem Doppelkreise als auch auf 
der Doppelgeraden zwei Zwickpunkte vorkommen. Sie sind auf dem 
Kreise imaginiir, wenn r, < r ist, da ja der Punkt dl den Kreis k,  
~weimal volldandig durchlauft, der Kreis k, daher ganz auf der Flache 
liegt. 1st dagegen ri > r, so sind die Zwickpunkte auf k, reell; sic 
sind die Punkte 3, in welchen der Punkt A, in seiner Dewegung um- 

kehrt, also 76, die feste Polkurve p' trifft. Derjcnige Teil von k,, welcher 
den Pu& O enthalt, verlauft reell auf der Fliche, der andere liegt 
isoliert. 
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Die Zwickpunkte der Doppelgeraden dl werden von solchcn Punkten 
von 1, erzeugt, deren Projektionen auf G Rückkehrpunkte hervorbringen, 
also auf p l i ~ g e n .  Da nun 1 die bewegliche Polkurve p auljer in A ,  
nur nuch in zwei Punkten und immer in zwei Punkten schneidet, so 
hat die Doppelgerade dl stets zwei Zwickpunkte. Derjenige Teil von dl, 
welcher von Punkten herrührt, deren Projektion innerhalb p,  d. h. 
innerhalb der Gebiete y und d von G liegen, ist eine wirkliche Durch- 
schnittslinie der Fliche; der übrige Teil von dl dagegeii liegt isoliert. 
E s  fragt sich noch, auf welcheni der beiden Teile von dl der Schnitt- 
punkt S von Doppelgerade und Doppelkreis liegt. Wenn r, < r ist, 
lie@ S stets auf der Fliche, da ja sein erzeugender Punkt A, und die 
aeiner Nachbarpunkte innerhalb p fallen. 

Wenn dagegen r, > r ist, befindet sich S nur d a m  auf der 
Fliiche selbst, falls 1 die kleine Schleife von p nicht durchsetzt, da der 
erzeugende Piinkt A, mir in diesem Falle den 'ïTbergang zwisch~n 
Punkten bildet, die zu den Gebieten y und à' von o gehoren. Geht 
aber 1 durch die Schleife, so erzeugen die beiderseitigen Kachbarpunkte 
von A, isolierte Doppelpunkte, S bildet daher einen Punkt des auBer- 
halb der Fliche liegenden Teils von dl. 

Der eine Sonderfall, welcher bei Regelflachen 4. Ordnung mit 
Doppelkegelschnitt und Doppelgeraden in bezug auf die Zwickpunkte 
vorkommen kann, ist der, daB je ein Zwickpunkt der Geraden und des 
Kegelschnittes in den Durchschnittspunkt S beider hineinrückt. Er 
wird bei unserem Mechanismus hervorgebracht, wenn r, > r ist und 1, 
so gelegt wird, daB ihre Projektion Z die Polkurve p in A, berührt. 
Der dem Punkte A, entsprechende Doppelpunkt ist d a m  selbst ein 
Zwickpunkt; er faut nach S. 303 und 307 in der Tat mit dem einen 
Zwickpunkt E von 7c, zusammen. 

Der andere Sonderfall, daB die beiden Zwickpunkte der Ge- 
raden zusammenrücken und die Doppelgerade zugleich eine Er- 
zeugende ist, kann hier nicht eintreten. Ich erwahne, da6 nach 
I lohn i )  eine solche Fliiche in zwei Fliichen 2. Grades zerfallen 
miiBtel), ein Ergebnis, welches mit S a l m o n 2 )  und Blake3)  nicht 
übereinstimmt. 

(j 7. In  den Figuren 6a, b und 7a, b sind die beiden einzigen durch 
unser Getriebe herstellbaren Regelflachen des behandelten Typs, die 
eine Synimetrieebene haben, dargestellt. Sie entstehen, menn die 

1) 8. a. O. S. 306. 
2) Salmon Fiedler,  Anal. Geom. d. Raumes 2. Teil, 3. Aufl. 1880. S. 440. 

3) A. J. of S. 266. 
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Gerade Z mit der S-Achse zusammenfiiit. Die Gleichungen von 1, 
sind d a m  

q = o  

wenn s die Kotangente des Winkels ist, die 1, mit der k-Achse bildct. 
Die Regelflache hat die Gleichung: 

( r ( x2  + y2) + r l sx z  - 2 r r I x ) '  - {r1s2zP + r sxz  - Zrr1sz}  
- (r" r;)s2aey2 = 0. 

Die Symmetrieebene x z  schncidet die Flacha in: 

(rxa + r,sxz - 2 r r , ~ ) ~  - s2z2(rlsa + r.x - 2rri)= = O 
oder: 

(xa - s Q a )  ( rx  + r , s z  - 2rri)" O, 

d. h. in den beiden Erzeugenden 1, und 1,: 

und in der Doppelgeraden dl:  
r z = - - ( x  - 2r1).  

'-1 S 

Wenn rl < r ist, acheidet die Doppelgerade dl den Uoppelkreis k, 
im Punkte S (x = 2r, ,  y = O ) ,  der reell auf der Friche liegt. Im Falle 
r, > r ist S auBerhalb der Fl'iche. 

Der scheinbare UmriB der Fllche in der xz-Ebene ist der Schnitt 
die~er Ebene mit dem berührenden Zylinder der Flache, dessen Achse 
parallel der y-Achse geht. Seine Gleichung ergibt sich durch Elimination 

 au^ der FISchengleichiing und der Bedingung - = 0) d. i.: 
2 x 

4 r y { r ( 2 +  yyS) + r,sx.a - 2 r r l x }  - 2y(rS  - ~ ; ) s % ~  = 0. 

Diese Bedingung zerfillt in y = O, welche Gleichung mit der F l i c h m  
gleichung auf die Geraden Z,, 1, und dl führt, und in: 

T 1 -  7' 
y'= - 2% - 7 ' s ~ ~  + 2r1x + + s Z z a .  

2 r 

Rieraus fol@ durch Elimination von y: 

s 9 z 2 ( 9 s 2 2 9  + r;x2 + y r l s x z  - 2r1(r8 + ri )% 

- 4rr:sz + 4r2r: ) = 0 ,  

d. i. die Doppelebene z = 0  und ein parabolischer Zylinder. Die xz-Ebene 
schneidet den Zylinder in einer Parabel von derselben Gleichung, welche 
die x-Achse in den Punkten: 

2 7 %  xi = - und xB - 2 r1 
71 

ZoitscLrift t. Mathemstik n. Physik. 52. Rand. 1905. S. Hsft. 2 1 
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trifft. Pür  r > r, liegt der durch x, bestimmte Punkt, für r < r, der 
durch x2 bestimmte auBerhalb der Flache. Die Geraden x = f sz be- 

4T,  rP 
rühren die Parabel in den Punkten mit den Abszissen x = - da0 

(. i .,)" 
ist dort, wo die zur xy-Ebene parallelen Querschriitte der E'liiche auf- 
horen reelle Doppeltangenten parallel der y-Ache zri habcn. Ferner 

wird die UmriBparabel von der Doppelgeraden z = - (x - Zr,) im 
Tl s 

Punkte z = O, x = 2r, berührt, der nur im Falle r > r, auf der Plache 
selbst lie@. 

Diesen Resultaten entoprechend ist der AufriE der beiden Fl'ichen 
für r - 5, r, = 3 (Figur 6 a) und r = 3, r, = 5 (Figur 7 a)  und s = + 

Fig. 6b.  

Fig. 6a. 

gezeichnet. AuBerdem sind die Flachen in Pardlelperspektive skizziert 
( F i p r  6 b  und 7b). Dabei geht der scheinbare UmriB in eine Kurve 
6. Ordnung und 4. Klarise über. [Zum Vergleich sind zwpi sy~nirietrische 
liegelfl :chen 4. Ordnung in l'arallelperspelitire gezeichnet, welche 
diirch die Antiparallelograrnmbewegung entstehen. Sie haben ebenfalls 
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eine Doppelgerade, aber einen Doppelkreis im Unendlichen. Ihr schein- 
barer UmriB in der + a-Ebene enthalt xwei Ermiigende, die Doppel- 
gerade und im gekrümmten Teile Stücke einer Hyperbel. Figur 7b  
entsteht durch kongruente Ellipsen als Polkurven, Pigur 7 c  durch 
kongruente Hyperbeln. Die Analogie zwischen den Figuren 6 b und 6 c 
bezw. den Figuren 7 b und 7 c ist unverkennbar. In 6 c  und 7 c  liegt 
der Doppelkreis Ic, im Unendlichen. 

Pig. 7 m. 

In F i p r  6 d ist die Iiegelfliiche 4. Ordnung mit Doppelkreis und 
Doppelgerade zur Anschauung gebracht, welche bei der umgekehrten 
Ellip~ogrn~henbeaegung entsteht, wenn die erzeugende Gerade durch 
den Mittelpunkt des beweglichen Ereises geht. Sie kihnelt der 
Flache 6b. Die Doppelgerade steht aber auf der Ebene des Doppel- 
kreiaes senkrecht.] 

$ 8. Von nun an lassen wir die Erzeiigende 1, nicht mehr diirch A, 
hindurchgehen. Die von ihr beschriebene Regelflache hat d a m  eine 
Raumkurve 3. Ordnung als noppelkiirve, deren Projektion auf G' die 
in 5 4 untcrsuchte c, ist. Bus den Eigenscheften der c, folgt, daB die 

2 1  * 
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Doppelkurve nur eine Asymptote hat und daher eine kubische Ellipse 
ist. Femer geht aus $ 3 hervor, daB die Doppelkurve ganz von der 

FlZcllie isoliert verlauferi muB, wenn die Projektion 1 von Z, die Pol- 
kurve p nicht schneidet. Ebenso folgt, daB aie zwei oder vier reelle 
Zwickpunkte hat, je nachdem 1 die Kurve p in zwei oder vier reellen 
Punkten sçhneidet, daB zwei von diesen Zwickpunkten in einen Punkt 
zusammenrücken, wenn 1 eine gew5hnliche Tangente von p ist, da8 

Fig. Gc. 

dasselbe mit drei Zwickpunkten geschieht, wenn 1 Wendetangente ist, 
und daB zweimal zwei Zwickpunkte in je einen Punkt fallen, wenn 1 
Doppeltangente von p ist. Man braucht daher 1, nur so mit  der 
Ebene 6 zu vcrbinden, daB 1 eine der aufgeziihlten Lagen xu p hat, 
um mit unserem RiIechanismus die verschiedenen von R O h n an- 
gegebenen Unterarten der Regelflichen 4. Ordnung mit Doppelkurve 
3. Ordnung zu erhalten. Mit Ausnahme derjenigen E'liichen, bei 
welchen die Doppelkurve ganz und gar auf der Flache selbst lie& 
bekommt man alle Fliichen; man kann auch die Cnterscheidung be- 
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rücksichtigen, die Rohn' )  in hezug darauf macht, ob alle Erzeugenden 
der Regelfiache die Doppelkurve wirklich schneiden, oder ob einige 
aie nicht treffen. Wenn a. B. die Doppelkurve vier reelle Zwickpunkte 
hat, sind nach R o h n  noch folgende heiden Flachenarten zu trennen: 

1. solche Plachen, bei denen alle 
Erzeiigenden reelle Doppelkanten der Fig. oé 

Haumkurve sind und gleichzeitig die 
beiden Schnittpunkte so liegen, daB aie 
durch Zwickpunkte getrennt sind; 

2. solehe Fliichen, bei denen es 
neben reellen Doppelsekanten auch ideelle 
gibt und gleichzeitig die beiden Schnitt- 
punkte jeder reellen Sekarite der Raum- 
kurve nicht durch Zwickpunkte getrennt 
sind, sondern sich auf einem und dem- 
selben auf der Fliiche liegenden Stück 
dcr Doppelkurve befinden. Da bei beiden 
Fliichenarteii stets die eine arigegebene 
Redingung die andere nach sich zieht, 
so erhalten wir eine Fliiche der ersten 
Art, wenn wir eine Erzeugende sn legen, 
daB sie die Doppelkurve in Punkten 
schneidet, welche ~ w i c k ~ u n k t e  zwischen 
~ i c h  haben. Dies wird durch die Tlntcr- 
suchung 5 5 erm6glicht. Wir  brauchen 1 
nur so zu ziehen, daB es p in vier Punkten 
schneidet, damit die Doppelkurve vier Schnittpunkte erhalt, und auBerdem 
den Kreis k, oder k, so trifft, daB die Schnittpunkte zwei Teile von 1 
begrenzen, die zum Teil in dem Gebiete a oder /3 'liegen. In einer der 
Totpunktlagen findet daim entsprechendes mit 1 und c, statt, und 
daher schneidet in dieser Phase der Bewegung 1, die Doppelkurve 
in der gewünschten Weise. Nur werin r, > r ist, k6nrien wir diesen 
Bedingungen genügen, und zwar ist ihnen iminer genügt, wenn 1 die 
kleine und die groBe Schleife von p in je zwei Punkten durchsetzt. 

Eine Fliche der zweiten Art ergibt sich, wenn nur eine Er- 
zeugende eine ideelle Sekante ist. Dazu wird 1 so angeordnet, daB 
es p viermal schneidet, ohne k,  oder k, zu erreichen, denn in diesem 
Rille wird in einer der Totpunktlagen kein Punkt von 1 mit seinem 
noppelpunkt zusammenfallen, und daher 1, die Doppelkurve nicht 
- -- 

1) A. a. O. S.  300. 
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treffen. Eine solche Anordnung von 1 ist moglich fiir r, < r und 
für r, > r.  

Wenn man bei den I~lachenerzeugungen mit vier Zwickpunkten 
1 so verschiebt, daB es p beriihrt, erhalt man Flachen mit zwei reellen 
und zwei zusammenfallenden Zwickpunkten, und zwar kommt man auf 
Fliichen mit ausschlieBlich reellen Doppelsekanten, wenn man von dem 
crstcn der obcn besprochenen Fiille ausgeht, dagegen Flschen mit 
reellen und ideeilen Doppelsekanten, wenn eine dem zweiten Falle ent- 
sprechende Lage von 1 als husgang gewahlt wird. 

Interessant ist es, zu beobachten, wie die in 3 erwahnten Hliichen 
durch passende Lagenveranderung von 1 allmihlich in Flachen des 
Abschnittes 7 übergeführt werden k6nnen. Da die P a s  calsche Schnecke 
p eine reelle Doppeltangente hat,  so lange r < 2 r ,  ist, und zwei 
Wendepunkte, wenn r zwischen 2 r 1  und r, liegt, so k6nnen alle in 7 
und 8 aufgeziihlten Flachenerzeugungen mit einem und demselben Me- 

chanismus hervorgebracht werden, wenn man r ,> :  und < r wghlt 

und die umgekehrte Bewegung mit  benutzt. 
Zur Verwirklichung des Falles, daB alle vier Zwickpunkte zu- 

sammenriicken, bedurf man aber der bcsondercn Anordnung r ,  = ;- 
Dann failen in p die Wendepunkte und die Berühriingspimkte der 
Doppeltangente in einem Flachpunkt zusammen. h'iinmt man die 
Tangente in diesem Blachpunkt als Projektion 1 der Erzeugenden l,, 
so müssen vier Zmickpunkte in dcm singularen Punkte der Bahnkurve 
zusarnruerifallen. Es  entsteht auch hier wiederum die Pliiçhe nicht, 
welche sich liings einer Doppelkurve wirklich durchsetzt, sondern man 
kommt auf eine solche, bei der die Doppelkurve bis auf den singu- 
Lren Punkt, in welchem sie die Fliiche berüh t ,  isoliert verlauft. 

5 9. Eine Anzahl der mit dem gleichschenkligen Doppelkurbel- 
getriebe nicht erhaltbaren Regelfliichen 4. Ordnung und eine dnzahl  
der mit ihm darstellbaren, aber in  neuen Formen, liefert das Scideifi 
schichergetriebe. l )  

Eiri rechter Winkel, dessen Schenkel als 6- und 7-Achue geriommen 
werden, bewegt sich so, da8 der eine Schenkel, die + E-Achse, bestiindig 
durch den Punkt A' der Ebene G' hindurchgeht, wahrend der Punkt A 
des anderen Schenkels, der + ri-Aehse, auf einer Geraden g' entlang 
gleitet. Mit der Ehene G des rechten Winkels wird eine Gerade 1, fest 
verbunden, es fragt sich, welche Art Ilegelflache die Gerade 1, beschreibt, 
wenn sie sich mit dem Schleifschiebergetriebe bewegt. Zuniichst sou  

1) R o b e r t s ,  Jiondon Math. Society Proc. 7. 1876. S. 216. 
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die Bahnkurve eines Punktes P der Ebene 6 bestimmt werden. Beim 
festan Koordinatensystem falle die y-Achse auf g' und gehe die + 2-Ache 
durch A', ferner sei OA = v, und O'A' = n. In einem bestimmten 
Augenblick der Bewegung sei die + 5-Achse gegen die + x-dchse um 
den Winkel a gedreht, dann ist gleichzeitig der hnfangspunkt 'O gegen 

v s inea  
O' um - n tga! + cc in Richtiinç der $ y-Achse (Figur 8 und 9) 

und um v sin a! in  Richtung der + x-Achse verschoben. Zwischen 
dm Koordinaten E r  und xy bestehen daher die Gleichungen: 

x = k c o s a : - q s i n a : + v s i n a !  
v sinPa 

y = E s i n a - t q c o s a - n t g u + - - -  
COR cf 

oder : 
x sin a: = f sin a: cos a - (ri - 11) sin% 

y cos a: = sin cr cos a + g cos2 a - n sin a: $ v sin2 a ,  

aus denen durch Subtraktion: 

(X - n)  sin a - y cos a = - 

und in Verbindung mit der ersten Gleichung: 

( r j  - v) sin a: - cos a: - - x 
durch Elimination von a: für die Bahnkurve von P die Gleichung 
4. Ordnung: 

folgt. Schaflt man hieraus 
mit Hilfe der Gleichungen (1) 
der  Geraden 1, 5 und 7 fort 
und setzt wiederunz f = z, so 
bleibt die Gleichung inbezug 
auf x, y, z von der 4. Ord- 
nung; die Gerade Z1 beschreibt 
also auch bei diesem Mecha- 
nismus eine Regelfache 4. 
Ordnnng. Die Bahnkurven 
und Kegelfiiichen werden ver- 
schieden ausfallen, je nach 
dem 12 > oder < v ist. Da 
aber die Gleichung (Ci), wenn 
man xy konstant, k ,  77 ver- 
anderlich nimmt, so weit un- 

veriindert bleibt, nur dafl f i  

Fig 8 

+ 7 
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und v ihre Plàtze tauschen, BO kann, wenn der Mechanismus für 
n > v vorhanden ist, der Fa11 n < v durch Umkehrung ersetzt werden. 

(j 10. Die Polkurvengleichungen ergeben sich daraus, da13 der mo- 
mentane Drehungspunkt C der Schnittpunkt der Bahnnormalen AC 
von A und der Enveloppennormalen A'C der 5-Achse ist. Für seine 
Koordinaten i j 7  ist daher: 

Hieraus fol& durch Elimination von a: die Gleichung der beweglichen 
Polkurve p: 

{ k 2 -  -(q - v ) I B =  n2{ i j2+  (q 

die der festen Polkurve p' ist daher: 

Die Polkurve p hat den Punkt A und den unendlich fernen Punkt in 
Richtung der q-Achse zu Doppelpunkten und wird im letzteren Punkt 
von der unendlich fernen Geraden vierpunktig berührt.') Der Ausdruck: 

zeigt, da5 der Doppelpunkt A in1 Elidlichen ein Knotenpiinkt ist, wenn 
v > rz ist, dagegen ein isolierter Doppelpunkt, wenn v < n. 1st v = n, 
BO zerfallen die Polkurven, ebenso die Bahnkurven und die Regelfliichen. 
Da dieser FaIl auch in bezug auf die Regelfliichen von B 1 a ke  2, behandclt - 

worden ist, soll nur gelegentlich auf ihn hingewiesen werden. 
Wir uiitersilchen die Reellitatsverhiltnisse der p-ICurven zunachst 

für v < n. E s  ist: 
- v p *  n ~ i F + 7 = 7  

7 - v =  
n 2 - v y  7 

- -- -- - 

also nur reell, wenn f 2 + l/n2 - v 2  oder < - - l/lz2 - v 2  ist. Ferner ist: 

Für Y < n ist na + 4q(q - v) stets positiv und der absolute Wert von 
n2 + 2v(~j - v) wegen der Ungleichheit: 

1) R. Müller, Über die Gestaltung der Doppolkurven für besondere Falle 
des Kurbelgetriebes, diese Zeitschrift. 36. Bd. (1891) S. 18. 

2) Blake, Ameriçon Journal of Math. 21. Bd. 1899. S. 267. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. WEINNOLDT. 317 

kleiner als der absolute Wert von n l / n z  + 4ri(q - v). R ist also, wenn 
das obere Vomeichen unter der Wurzel gilt; stets positiv, wenn das 
untere Vorzeichen ge- 
nommen wird, stets ne- 
gativ. Von den 4 Werteii +Y 
von sind daher zwei 
imaginiir. Die p -Kurve 
besteht aus zwei ge- 
trennten Zügen auBer- 
halb der Parallelen 5 g=*/'m, Lh 

die sich von q = - oo 
bis 7 j  = + 00 erstrecken. +Kq 
Sie durchschneiden die A 
Gerade ri = v an den 
Stellen = n. mit 

n 
der Neigung tg  a: - * y 
und laufen zur 77-Achse 9 
parallel für q - O und 
5 = fl/.n2-v! ((E'ig. 8.) 

a'ig. 9 

6' 

Wenn v > n. ist, gibt es für alle Werte von [ reelle Werte von q. 
p~ 

Da n2 + 47 ( q  - v) negativ wird, wenn 11 zwischen + (v f i v z  - n2j 
-- 

und $(v - l/v8 - q2) liegt, so ist für solche Werte von ri sicher 
irnagiriàr. Jl'erner ist jetzt der absolute Wert von n2 + 2v(77 - v) 

-- -. - - - - 

gr6Ber als der von n v n a  + 47(9 + v )  und daher R negativ, wenn 
na + 2v(q - v) negativ ist, dagegen sicher positiv, wenn n2 + 2v(q - v) 

ns positiv, d. h. 7 > v - - ist. Die Bedingungen für die Reellit'àt von 5 
2 v 

sind daher: 
nz - -- 

q > v - 2. und 7 j  aderha lb  -k(v 5 I/vs - nz). 

Beiden wird genügt durch: 

i/"- .' + ; TA- 
Für ri = : (v -+ VVa-2) ist -( = * -- 

2 v - na und 
der Richtungskoeffizient der Tangente gleich Rull. Die p-Kurvo 
(E'igur 10) besteht daher aus zwei Teilen, die sich im Knotenpunkt 
durchschneiden, sich wie zwei Parabeln mit zur + q-Achse parallelen 

-- 

Achsen ins Unendliche erstrecken und die Gerade q = +(v $ v u s  - n2) 
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zur Doppeltangente haben. Für die ZuBeren Kurvenzüge bis zu den 
Scheitelpuilkten gilt in den Werten von tinter der Wiirzel das obere 

Zeichen, für die inneren 
das untere Zeichen. 

Für v=n  zerfailt p 
in die Gerade f  = O  und die 

IJaral>el g2 = 2ri(7j - :) ; 

entsprechendes findet mit 
p' statt') und für n = O  
reduziert sich p auf die 
doppelt zahlende Parabel 

" +[ 5' = v ( ~  - v). Dasselbe 

erfolgt mit der p'-Kurve 
für v = o .  

5 11. Inbezug auf die 
Boppelpunkte der Bahn- 
kurven folgt aus den ersten 
Differentialquotienten der 
Gleichung (6), daB ein 

Doppelpunkt im Unendlichen liegt in Richtung der y-Achsc, und daB die 
Iloordinaten zweier andern Doppelpunkte Pl' und Pi den Gleichungeri2): 

Y2 = frl 
x(x - n) :  7 j ( 7 j  - v) 

Y(.i -v) = E(x - n)  
oder: 

genügen. 
Die Gleichungen (8) bestimmen zwischcn den Systempunkten P 

und den Doppelpunkten Pi, 2 eine szuei-zweideutige Verwandtschaft dritkn 
Grades. 

Ausnahmen bilden die Punkte P E = O, 7 = v und E = m, 7 = 0, 
denen alle Punkte der Geraden x = O bezw. x = n entsprechen, und 
andererseits die Doppelpunkte P'x - n, y = O und x = O, y = no, denen 
alle Punkte der Geraden 7 j  = O bezw. 7 = v als Systempunkte zu- 
geordnet sind. 

1) B l a k e ,  A. J. of M. 21. Bd. S. 267. 
2) Ebd. Roberts u. Nül ler .  
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Durchl%ift P in  der bewegten Ebene G eine Gerade parallel zur 
k-Achse, so erzeugen Pi und Pa iihnliche Punktreihen au£ zwei Parallelen 
zur y-Achse. Man kann daraus bereits schlieBen, daB, wenn die bewegte 
Gerade 1, so liegt, daB ihre Projektion parallel zur 6-Aehse geht, die 
von ihr erzeugte Plache zwei Doppelgeraden enthalten muO. Wem Y 
auf der Geraden q = v  liegt, enhpricht ihm e h  Punkt P;(~ = 2) auf 

x = r, und als Pi der unendlich ferne Punkt auf x = 0, dagegen, a e n n  
P auf rj = O fallt, der Punkt O auf x = n als Pi und ein Punkt 

j y=+ ; auf r = O  a h  Pi. "') 
Die Doppelpunkte Pl und Pi Sind imaginar für Punkte P, für 

welche: 

7 i s - v q + ; > o  

ist, welche also zwischen den Geraden 9, und g, 

11 = ; (v + )'a) 
liegcn. Dicser E'all kann nur eintreten, wenn v > n ist. D a m  gibt 
es auch die beiden Parallelen zur 5-Achse y, und y,, die Müller ')  
'iibergnngsgeraden genannt hat, die solche Systempunkte P enthalten, 
fïir welche die beiden Doppelpunkte zusammenrücken. Ebenso sind 
für v < n die Systempunkte Pl,, imaginiir, welche den Punkten PL, 2 

-- 
zmischen den Parallelen g; und y ; : ~  = + (n * )'n2 - v2) entaprechen 
würden, d. h. für v  < n liegen zwischen gl und gS keine Doppelpunkte. 

$ 12. Die Doppclpunkte der Bahnen aller Punkte einer Geraden 1:  

bilden eine Kurve, deren Gleichung sich aus: 

und : 

y ( - 5 ~ t ~ ~ + - . ~ - - v  sin 4 = E ( x - n )  

durch Elimination von 6 zu: 

) 

(9) x ( s  sin 8 + y cos 4 - n sin 4)" ( p  - v sin 8) (PX - p n  + vy  cos 8 )  

ergibt. Sie ist eine Kurve 3. Ordnung mit einem Doppelpunkt im 
Unendlichen in Bicht,ung der Geraden x sin 8 + y cos 4 = O und den 
drei Asymptoten : x = O und: 

x s i n 4  + y c o s  4 - n a i n 8  i (p- v s in8)  =o. 
-- -- 

1) R. Mül le r :  Ebd. 
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1st v = n, so tritt ein 2. Doppelpunkt 

auf und die c, zerfiillt in die Gerade 

und in die Byperbel: 

Geht die Gerade Z durch den Punkt A, so trennt sich von der 
Gleichung (9) die Gleichung x = O der von A doppelt durchlaufcncn 
Geraden ab, und es bleibt die Gerade cl': 

als Ort der Doppelpunkte der Bahnkurven von 1 übrig. Die Doppel- 
punkte liegen daher auf einer Geraden dnrch A', wie sich auch un- 

mittelbar aus der Gleichung 
y - L - 

x-n q - v  

ergibt. Da aber die Abszissen der Doppelpunkte auf d noch durch 
eine quadratische Gleichung mit den Ordinaten der Systempunkte zu- 
sammonhangen, werdcn die Doppelpunkte der Bahnen der r 5 d c h e n  
Geraden 1, keine Gerade, sondern eine Kume 2. Grades bilden. 

§ 13. Um die h7atur der Dopp~lpnk te  P,' und P,' zu untersuchen, 
bilden wir für die Gleichung (6) den Ausdruck: 

Unter Benutzung der Bedingung für die Doppelpunkte erhalten wir: 

Hierin ist, wenn Pi und Pi getrennt und reell sind, n" 4477 (T - v) 
positiv und von Null rerschieden. Das Vorzeichen von J ist daher 
durch das von: 

ne 5" - - 
2 v(7 -v) + :)/n2+ 47(7 - Y) = ta -  R 

bestinimt. Das obere Vorzeichen bezieht sich auf den Doppelpunkt Pi, 
das untere auf Pi. 

Zunkichst sei v < n. D m  kann, wenn das untere Vorzeichen gilt, 
nach Cj 10 k 2  - R niemals Null sein, sondern muB immer positive 
Werte hahen. Daher ist Pi für jede Lage des erzeugenden Punktes P 
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ein Knotenpunkt. R'imrnt man dagegen das untere Vorzeichen, so ist 
5" R gleich Null, wenn P auf der p-Kurve liept. Dann ist P; ein 
Rückkehrpunkt. Weil femer für 6 = 0 und 7 = v der Ausdruck g 2  - R 
einen negativen Wert hat und er seine Vorzeichen nur auf der p-Kurve 
wéchseln kann, so ist Pi ein isolierter Doppelpiinkt, wenn P mit dern 
Punkte 5 = 0, q = v auf derselben Seite der p-Kurve liegt, dagegen 
ein Knotenpunkt, wenii P in das Gebiet f i l l t ,  welches durch die 
p-Kurve vom Punkte A getrennt ist. 

Im Palle v > n ist, wenn P auf den aufieren Zügen der p-Kurvti 
angenommen wird, nach 5 10 EZ - R = O und dahpr Pi ein Rückkehr- 
punkt, dagegen Pi ein solcher, f d s  Y nuf den inneren Zügen liegt. 
Ferner ist, wenn ri < +(v +p-7) wird, R negativ und daher J 
positiv und zwar fiir beide Vorzeichen. Dasselbe gilt für 7 = O und -- 
5 = t m. Dagegeri ist J negativ für 6 = O und 11 > $(v + v v 2  - n". 
Daher ist Pi ein isolierter Doppelpunkt, wenn 1' innerhalb der auBeren -- 
Züge der p-Kurve und oberhalb der fTbergangsgeradeng, 7 = S (u+iv2-m2) 
angenonimeri wird und Pi ebenfalls ein solcher, w e q  sich P innerhalb 
der inneren Züge 

mg. 11. von p oder zwi- 
schen ihnen und 
der Geraden ga be- 
findet. In ailen an- . 
deren Fallen sind 
Pi und Pi, wenn 
sie nicht imaginiir 
werden, Knoten- A I *  

u -  77, 

punkte. 
Cj 14. Die ge- 

wonneneri Itesul- 
tate lassen sich am / 
besten übersehen, 
wenn man die zaei- 
zweideutige Ver- 
wandtschaft zwi- 
schen den Sp te rn~unkten  P und den Doppelpunkten P i , ,  auf zwei 
Doppelebenen G und. 6' zur Anschauung bringt (Figuren 8-11). 

Die Punkte P, sofern sie die Doppelpunkte P; erzeugen, bleiben 
auf dem obereri Blatt, sofern sie aber die Doppelpunkte P. hervor- 
bringen, werden sie aiif dern unteren Blatt aiif G angeordnet. Wenn 
nun v < n ist, bedecken die Systernpunkte Y,,, die Doppelebene 6 

vollstandig (Figur 8 und 9). Im oberen und unteren Rlatt werden 
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dann die Geraden g, und g,  = gezogen. Hierdurch entstehen itn ( 3 
obercn Blatt die Gebietsteile Iu und Ib, im unteren 11, und IIb und 
zwar Ia und I I ,  nach der + ri-Achae hin, Ib und IIb um die -.ri-Bchse. 
Die Gebiete des obereren und unteren Blattes hiingen nicht im End- 
lichen zusammen, dagegeu gehen Ia und I, in y,, II,  und II, in y2 in 
einander über. 
h 6' entsprechen den Geraden g, und g,  die Geraden g; und gi, 

zwischen denen Doppelpunkte nicht liegen. Die von g; nach auBen 
befindlichen Doppelpunkte werden von Punkten von Im und I, hervor- 
gebrxht,  und zwar verweisen wir die Ia entsprechenden ins obere Blatt, 
und nennen ihr Gebiet 1: dagegen die I, entsprechenden ins untere 
Gebiet Ia und lassen IL und Ii in g; zusammenhiingon. Analoges 
machen wir mit IIa und II,', IIb und II;. D m  sind die Doppel- 
ebenen G und G' in den Teilen Ia und IL, 1, und IL mw. durch die 
Gleichungen (8) eindeutig aufeinander abgebildet mit Ausnahme der 
singularen Punkte: 

= 00, 7 = O  ' in Ib, 
= O, 7 = v in IIa, 

x = n, y = O in IL, 

x = O, y = oo in II;, 

denen alle Punkte der Geraden: 

z = in Ii, x = 0 in II:, 7 = O in Ih und 7 = v in IIa 

zugeordnet sind. 
Wenn v > n, findet entsprechendes statt (Figur 10 und I l ) ,  mir 

erfüllen die Sytitempunkte Pl,, die Uoppelebene 6 allein auBerhalb 
der Geraden g, und g,. Ihnen entsprechen d a m  in 6' die Geraden ,qa 

und (2 = 2) im oberen und unteren Blatte. Ia und I, sind nun 

getrennt, ebenso II, und II,, dagegen hingen Ia und 1, in g,, I, und 
IIh in gb zusammen. I n  6' stoBen IL und II: in 9; aneinander und 
füllen das obere Blatt vollstiindig aus, ebenso im unteren Blatt IL und 
1,: in 9;. 

Die p-Kurve verliiiift, wenn v < n ist (Bigur 8 und 9) ,  ganz im 
oberen Blatt, die ihr zugeordnete p'-Kurve mit d m  auBeren Zügen im 
oberen Blatt in I:, mit den inneren Zügen im unteren Blatt in IL. 
Die Gehiete I I ;  und 11; sind ganz, die Gebiete 1: und 1: sind auBerhalb 
der 9'-Kurve von Knotenpunkten erfüllt. 

1st v > 92 (Figur 10 und I l ) ,  so liegen die ZuBeren Züge der 
$1-Kurve im oberen Teil von G im Gebiet l,, die inneren Züge iiri 
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unteren Teil im Gebiet II,, dagegen erstreckt sich die p'-Kurve ganz 
im oberen Blatte durch die Teile 1; und I x .  Hier ist das ganze untere 
Blatt von G vollstiindig von Knotenpunkten bedeckt, das obere aber 
nur auBerhalb der Kurve p'. 

§ 15. Zur Diskussion der durch eine Gerade 1, erzeugten Regelflache 
nehmen wir den kürzesten Abstnnd p der Geraden 1, und der 5-Achse 
wiederum in der 6-Ebene an; er bilde mit der + f-Achse den Winkel 
8 und die Gerade 1, m i t  ihrer Projektion 1 auf G einen Winkel y, dessen 
Kotangente s ist. Dann lauten die Gleichungen von 7,: 

7 = p sin 9. + s [  cos 8. 

Wir verzichteii auch hier darauf die Gleichung der Elegelllkhe 
anzuführen. Die Doppelkurve 3. Ordniing hat als Projektion auf 6 die 
Kurve c, mit drei Asymptoten und als Projektion auf die xs-Ebene 
die Hyperbel: 

x ( x - ~ ) = ( p s i n ~ + s z c o s 4 ) ( p s i n 4 + ~ s ~ o s 4 - ~ ) .  

Sie ist daher eine kubische Hyperbel. Die Gleichungen der einen 
Asymptote lauten: Y-psina 

x = o ;  a=---- 
6 ~ 0 5 4  ' 

die der Asymptoten 2 und 3 (S. 319): 

Die Doppelkurve zerfallt, wenn zwei oder alle Asymptoten sich 
schneiden. Dies tritt in Dbereinstirnmung mit S. 320 ein, wennp = v sin 4 

id, also 1 durch A geht. Dann schneiden sich die beiden letzten 
Asymptoten. Ferner rücken alle drei Asymptoten in die unendlich 
feme Ebene, wenn cos 8 = 0, a180 1 zur k-Achse parallel lauft. Endlich 
trefren sich noch in dem nicht naher zu besprechenden Pal1 v = n die 
Asyrnptoten 1 und 3 für alle Geraden 1,. In allen iibrigen Fallen hat 
die Regelfliiche eine wirkliche Doppelkurve 3. Ordnung. 

5 16. Wir  behandeln zunachst den FaIl, daB die Projektion 1 von 
1, zur g-Achse parallel 2 liiuft, cos 8 = 0, also: 

r l = P  

ist. Sofern 1 im oberen Blntt von (i liegt, hat die Flache die Doppelgerade 
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und soferri 1 im unteren Blatt verliuft, die Doppelgerade: 

Weil 1 durch den singularen Punkt 6 - a, 7 = O hindurchgt:ht, 
ist auf der Flache noch die dritte Doppelgerade x = n, s = oo For- 
handen, d. h. eine Doppelgerade in der unendlich fernen Ebene in 
Richtunp der y z-Ebene. Diese Doppelgerade ist die Doppelerzeugende, 
in deren Lage 1, zweimal kommt, wenn A das Ende der x-Achse er- 
reicht. Die Doppelerzeugende schneidet nach der allgemeinen Theorie 
jede der beiden eigentlichen Doppelgeraden in einem Doppelzwickpunkt. 
Daher kann jede Doppelgerade auBerdem nur noch zwei reelle Zwick- 
punkte enthalten. I n  der Tat  schneidet 1 diese p-Kurve in jedem der 
beiden Bliitter hochatena in zwei Punkten. Man übersieht leicht, daB, 
wenn v < n i d ,  die eine Doppelgerade stets zwei r e e l l ~  Zwickpunkte 
hat, die zweite nie solche besitzt, aber ganz aus Knotenpunkten be- 
steht und daher in ihrer garizen Ausdehnung eine Durchsetzungslinie 
dcr Flache ist. Wenn dagcgan v > n ist, sind entweder auf beidcn 
Geraden zwei reelle Zwickpunkte vorhanden, dann narnlich, wenn 1 
diirch die Gehiete 1, und Ila geht, oder beide Gerade sind frei von 
Zwickpunkten im Endlichen und verlaufen ganz auf der Fliiche. Bei 
allen Fliichen, die bei cos 4 = O entstehen kiinnen, enthalten die reell 
auf der Friche liegenden Teile der Doppelgcradcn die unendlich fcrnen 
Punkte, so da0 die im Unendlichen liegende Doppelerzeugende auch 
reell auf der Plache ist und bei der Rewegilng mit diirchlaufen wird, 
zum Unterschied von den Plichen, die nach B u r m e s  t e r  und Blake  bei 
der Ellipsographenbewegung entstehen. 

E'lachen mit zwei imaginaren Doppelgeraden werden von Z1 be- 
schrieben, wenn l im Falle v > n zwischen den Geraden g, und g, liegt. 
Die unendlich ferne Doppelgerade ist aber auch dann reell und auf 
der Flache. 

Wenn p = i ( v  + v G a )  oder i ( v  - v v  ist, bleibt die 
unendliche Doppelerzeugende bestehen und die beiden Doppelgeraden 
rücken in eine Selbstberührungsgerade zusanimeu, auf der im ersten 
Falle zwei reelle Zwickpunkte vorhanden sind, zwischen denen das end- 
liche Stück isoliei-t ist, wiihrend im unendlichen Stück sich die Bl'iche 
wirkliçli selbst berührt. Im zweiten Falie schneidet E die p-Kurve niclif 
und die Flache heriihrt sich in der ganzen Aiisdehniing der Gerad~n. 

Die einfachsten unter den bisher aufgeziihlten Flachen sind: 

(1) v = o ;  p = o .  
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Die Gleichung der Flache ist: 

Die zur xy-Ebene parallelen Schnitte sind gewohnliche Korichoiden, 
die Bahnkurven der einzelnen Punkte von 1,. Die eine Doppelgerade, 
die Bahn des Punktes A, ist die y-Achse ohne Zwickpunkte im End- 
lichen, in der die Flache sich vollstiindig durchsetzt. Die andere 
Doppelgerade geht diirch A' paralle1 der z-Achse, ist zwischen den 

v a .  
Zwickpunkten z - f isoliert, im übrigen reell auf der Fliiche. Die 

Schnittebcncn parallel der xs-Ebene gcben wie bei allen Flachen dieses 
Abschnittes, da sie dureh die unendlich ferne Doppelerzeugende gehen, 
auBerdem noch Schnittkilrven zweiten Grades, in diesem Falle Hy- 
perbeln. Der Schnitt der Fliiche mit der xz-Ebene besteht aus den 
Doppelgeraden (x - a)2 = O und den beiden Erzeugenden x = f sz. 
Der scheinbare UmriB in derselben Ebene enthalt auBerdem nur noch 
die Projektion der unendlich ferneri Doypelerzeugenden x2 = 0. 

Die Gleichung der Yliàche ist: 

x4 + (xy $ vsz)' - s'xez8 - 0. 
Die Schnitte parallel der xy-Ebene sind zwei voneinander isoliert 

verlaufende parabelformige Kurrenzüge, die sich in der xy-Ebene 
zur Selbstberührungseraden, der y-Achse zusammenziehen; diese ist 
zwischen den beiden Zwickpunkten isoliert. 

(3) n = O ;  p = 0 .  
Die Gleichung lautet: 

x4 + x2y2 - (sxs - v y y  = O. 

Auch hier bestehen die Bahnkurven der einzelnen Punkte von 1, 
aus zwei parabelfGrmigen Stückcn, die sich aber nie zu einer Geraden 
verengen, und sich in je einem Punkte der z-Achse, der Selbst- 
berührungsgeraden der Fliiche, die ganz auf der Fliiche liegt, berühren. 

5 17. Wenri die Erzeugeride 1, durch den Punkt A hindurchgeht, 
also p = v sin 4 i d ,  im übrigen die Richtung von 1, und i heliehig 
ist, liefert 1, sofem sie durch den singuliren Punkt A liiuft, die Doppel- 

V COLI 4 gerade x = 0, z = Y - ,  auberdem aber Doppelpunkte, denen im 

Raum die Gleichungen: 

X(X - f i )  - (v sina 4 + s z  cos 4)(v sine 8 + sz cos 8 - v) 

x s i n ~ + y c o s 9 . - n s i n 8 = 0  
Zsitschrift f. Mathematik u. Phgaik. 52. Band. 1905. S. Heft. 2 2 
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zukommen, also einen Doppelkegelschnitt. E r  lie@ in einer zur Ebene 
6 senkrechten Ebene, und ist nach der Gleichung seiner Projektion in 
der xz-Ebene: 

eine Hyperbel. Von der Doppelgeraden wird aie in dem Punkte S, 
v COS 8 0; 2 = -- ; y = n tg 4 getroffen. 1st n > v, so lauft die ) 

reelle Achse der Hyperbel mit der zy-Ebene parallel, ist dagegen 
n < Y, so ist diese Achse parallel der z-Achse. 

Mit Hilfe der 5 14 gegebenen Abbildung übersieht man die folgen- 
den Resultate. Im E'alle v < n  besteht die Doppelgerade aus lauter Knoten- 
punkten, da ja die Gerade x = O in XI:, die dem Punkte 6 = O 7 = v 

entspricht, sich ganz im Gebiet solcher Punkte erstreckt. 1 schneidet 
die p-Kurve auBer im singularen Punkt A des unteren Blattes stets 
noch in zwei Punkten des oberen Blattes. N s o  enthalt die Doppel- 
hyperbel awei reelle Zwickpunkte. Der eine Ast der Hyperbel dehnt 
sich über und unter den Gebieten 1; und IL von G' aus und rührt 
daher von Systempunkten des oberen Blattes von 6 her, enthalt also 
d e  beiden Zwickpunkte und verliuft mit dem endlichen Teil isoliert. 
Der andere Ast der Hyperbel gehort ganz zu den Gebieten II: und II;, 
demnach wird er von Systempunkten Y des unteren Blattes von 6 

erzeugt, besteht aus lauter Knotenpunkten, lie@ ganz reell auf der 
Blache und enthalt den Schnittpunkt der Doppelgeraden und des Doppel- 
kegelschnittes. 

Palit 1 mit der 7-Achse zusaminen, d a m  rücken die Zwickpunkte 
ins Unendliche und der eine Ast der Hyperbel ist vollig isoliert. 

Im Balle v > n enthalt auch die Doppelgerade zwei Zwick- 
punkte, deren Lage sich aus ihrer Projektion x = 0 in II: und 
deren Schnittpunkten mit p' ergeben. Der endliclie Teil der Doppel- 
geraden ist isoliert. Femer erstreckt sich jeder Ast der Doppel- 
hyperbel über die ganze Ausdehnung der Ebene 6'; an der Entstehung 
des einen sind daher die Gebiete Ia und II,, an der des anderen I, 
und 14 von G beteiligt. Der zweite Ast, welcher von Systempunkten 
in I, und IIb herrührt, die ganz aullerhalb des Bereiches der p-Kurve 
liegen, wird von lauter Knotenpunkten gebildet, gehort demnach der 
Blache an. Der erste Ast dagegen enthalt die Zwickpunkte und, im 
endlichen Teil zwischen ihrien, das isolierte Stück der Hyperbel, aufier- 
dem, da A in IIa lie& ihren Schnittpunkt SI mit der Doppelgeraden. 
In derselben Weise wie in (6) folgt, da13 SI auf die Friche fàllt, wenn 1 
beim Durchgang durch A aulerhalb der p-Kurve des unteren Blattes 
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bleibt, da5 8, aber einen Punkt des isolierten Teiles der Hyperbel und 
damit auch der Doppelgeraden bildet, wenn 1 im untereii Blatt inner- 
halb der p -Kume verlauft, d. h. in den Teilen, die auch die r-Achse 
enthiilt. Berührt 1 die p-Kurve in A, so rücken a i e  in 5 6 der Punkt 
SI und der eine Zwickpunkt 2, der Doppelhyperbel zusammen. In ci' 

(Figur 11) ist S', die Projektinn von SI, der Schnittpunkt von z = 0, 
dem A entsprechenden Gebilde von B', und von der Geraden 1' durch 
A'. Die Projektion 2' von 2, ist der Schnittpunkt von 1' und p'. Fallt 
nun Z' auf S', so muB die Projektion W' des einen Zwickpunktes der 
Doppelgeraden als Schnittpunkt von x = O und p' in denselben Puukt 

IZ 
fallen. In der Tat ist nach 5 10 tg O' W'A' = f -- PT ebenso groB 

wie der Richtungskoeffizient der Tangenten in A, also die Gerade A' W' 
nach 5 11 mit 1' identisch. E s  sind also auch hier wiederum ein Zwick- 
punkt der Doppclgeraden und des Doppelkegelschnittes in den Schnitt- 
punkt beider Doppelgebilde hineingerückt. 

Die Scheitelpunkte der Hyperbel werden von den Punkten von 6 
hervorgebracht, in denen 1 die Geraden g, und g, und, wenn v < n 
ist, die Geraden g, und g, schneidet. Aus der Lage dieser Schnitt- 
punkte in G kanii man ohne weiteres erkennen, dall der eine Scheitel- 
piinkt stets einen Punkt der Flache hildet, ferner ob er ein Zwickpiinkt 
ist und o b  der andere Scheitelpunkt der Hyperbel zum isolierten Teil 
der Doppelkurve gehort oder nicht. 

Die einzige symmetrische Flache mit Doppelgerade und Doppel- 
kegclschnitt entsteht, wenn 1 mit der 7-Achse zusammenfallt. Dann 
sind siu 4 und p Null; der Doppelkegelschitt lie& in der xz-Ebene, 
der eine Ast ganz isoliert, der andere ganz auf der Flache. Ihre Gleichung 
lautet nach 5 9 und 15: z"' + {sz(sz - v) - z(a - n)}" y2(sz - v)~. 
Der Schnitt mit der xa-Ebene ist der Doppelkegelschnitt. Der scheinbare 
UmriB in der xa-Ebene ist, wie bei ailen Flachen dieses Kapitels, die Pro- 
jektion des Kegelschnitts auf die xz-Ebene, in unserem Faiie der Kegel- 
schnitt selbst, und das doppelt m i  xahlende Strahlenbüschel, welches als 
Schnitt der xz-Ebene und des Büschels 1. Ordnung von Doppeltangential- 
ebenen der Flache mit der Doppelgeraden als Achse entsteht. Von diesem 
Strahlenbüschel zahlen zum scheinbarcn UmriB allcrdings nur die boiden 
Strahlen, welche die reellen von den imaginaren trennen, das sind die 
Projektionen derjenigen beiden Eneugenden der F'lache, welche von 
der Doppelgeraderi, alvo in der Projektion von a = O, sz = v, naçh den 
Zwickpunkten der Hyperbel, in unserem Falle parallel den A s y q t o t e n  
gehen. Der Schnitt mit der yz-Ebene enthalt die Doppelgerade und 
auBerdem zwei Erzeugende, der Schnitt mit der Ebene sz  = v eben- 

22' 
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dieselbe Doppelgerade und einen auf dern isolierten Teil der Doppel- 
hyperbel liegenden isolierten doppelt zu zahlenden Punkt der Flache. 

1st ferner % = O,  so fiillt die Achse der Doppelhyperbel aiif die 
z-Achse, die Flache mird auch noch symmetrisch zur yz-Ebene. Daher 
wird der Büschel 2. Ordnung der Doppeltangentialebenen der Plache 
ein Zglirider mit der Achse senkrecht zur yz-Ebene, und die Projektion 
der Flache auf diese Ebene hat als scheinbaren UmriB eine Parabel 
und zwei Erzeugende als Tangenten dieser Parabel, aui3erdem die 
Doppelgerade. 

Eine Fliche, die auBer zur xz-Ebene noch symmetrisch zur 
xy-Ebene ist, entsteht, wenn v = O ist. Ilie Achse der Hyperbel ist 
dann die x- Achse. Der Biischel 2. Ordnung der Doppeltangentialebenen 
ist ein parabolischer Zylinder senkrecht zur xy-Ebene, der scheinbare 
UmriB in ihr die vollstandige Parabel y" 4nx, die von der + 5-Achse 
unlhüllt wird. 

5 18. Im allgemeinen Fall, wenn 1 weder durch A noch zur &Ache 
parallel li,iift, gibt unsere Bewegung der Geraden Z1 eine Flache mit 
einer kubischen Hyperbel als Doppelkurve. 

Alle Arten dieser Blache, welche durch die Zahl und das Zusammen- 
fallen der Zwickpunkte bedingt sind und welche wir mit dem vorigen 
Mechanismus erhalten haben, konnen wir auch hier durch passende 
Anordnung von i gegen die p-Kurve erzeugen. Der Fall, daB vier 
Zwickpunkte zusammenfjllen, ist allerdings nicht erreichbar, da der 
Selbstberührungspunkt der p-Kurve, wenn er überhaupt reell ist, im 
Cnendlichen liegt und dic unendlich ferne Gerade zur Tangente hat, 
ebenso wenig ktinuen wir dahin gelangel], zweirrial zwei Zwickpunkte 
zusammenrücken zu lassen, da dann 1 mit g, zusammenfillt und statt 
der ellgemeinen Doppelkurve eine Selb~tberührungsgerade entsteht. 

Dagegen k6nnen a i r  Flichen hervorbringen mit vier imaginiiren 
Zwickpunkten und ganz auf der Flache verlaufender Doppelkurve, 
b'lichen, die bei dem vorigen Mechanisrrius ausfielen, wenn wir 1 so 
legen, da5 sie nicht durch die p-Kurve hindurchgeht. Dies ist, wenn 
v > n ist, moglich, bei v < n niemals nioglich. Auch bei diescn letzten 
E'làchen hat Rohnl )  noch unterschieden zwischen soichen mit nur 
reellen imd solchen mit reellen und ideellen Doppelsekanten der Railni- 

kurve. Um die Mtiglichkeit der Entstehung beider. Fliichenformen zu 
zeigen, und um es in der Hand zu haben, die eine oàer die andere 
Art entstehen zu lassen, betrachten wir die Kurve, in der der erzcugende 
Punkt mit einem der Doppelpunkte 1'; und Y,' zusamrnenfiillt. L)iese 

1) Ebd. S. 302. 
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Kurve kt, in der Lage der Bewegung, wo die + 5-Achse auf der 
f x-Achse, die + 7-Achse auf der + y-Achse liegt, besonders einfach. 
Ihre Gleichung ergibt sich aus ( 7 )  S. 318, wenn man 6 = x, 7 = y 
setzt. zu 

als die eiiier gleichseitigen Hyperbel (Fig. 8 u. 10). Schneidet 1 weder die 
Polkurve p noch die Hyperbel, so erhalten wir eine Flaclie, die sicher 
idcelle Doppelsekaiiten hat. Schneidet 1 die Polkurve nicht, wohl aber 
die IIyperbel in dem Zmeige, der ganz frei von der Polkurve liegt, so 
ergibt sich eine PBche, deren Erzeugende siimtlich die Doppelkurve 

- 

schneiden. Wir konnen niimlioh durch Drehen von 1 urn ihren einen 
Schnittpunkt mit der Hyperbel, bis 1 znr S-Achse parallel wird, zu einer 
Flache mit zwei gane auf ihr verlaufenden Geraden mit lnuter reeilen 
Sekanten gelangen. Wir schlielen daraus, daB auch die Doppelkurve, 
aus der die Doppelgeraden entstanden sind, nur reelle Sekanten hat. 

Irn Falle von vier reellen Zwickpzcnktetz konnen mir iihnliche Unter- 
scheidungen, wie in 5 8 machen. 1 kann auch bei vier Schnittpunkten 
mit p so angebracht werden, daB es die Hyperbel nicht schneidet, da 
der eine Scheitelpunkt der Hyperbel aderha lb  des Stückes der Doppel- 
tangente der p-Kurve liegt, welches sich zwischen den beiden Berührungs- 
punkten bofindet. Wenn I die IIyperbel schneidct, sind wir imstande 
zu beairken, daB die Schnittpunkte von 1 mit der IIyperbel Doppel- 
punkte hervorbringen, die auf demselben Stück der Doppelkurve liegen. 
mir  brauchen 1 nur so zu legen, daB es die + 7-Achse oberhalb A 
trifft. Schneidet 1 dagegen die 7-Achse zwkchen A und 0, so fallen 
die beiden ~ o ~ ~ e l ~ u n k t e  auf getrenute Stücke der Doppelkurve, nur 
in diesem Dalle haben wir Fl'ichen mit vier Zwickpunkten und aus- 
schliel3lich solchen Erzeugenden, welche die Doppelkurve schneiden. 
Wenn zwei Zwickpurikte zusammenrücken, tritt gegen 5 8 die Ver- 
vollstiindigung ein, daB Flichen mit gauz auf ihnen liegender Doppel- 
kurve ebcnfalls erzeugt werden konnen. - 

Durch die beiden in vorliegeiider Arbeit verwendeten Mechanismen 
konnen dahcr die reellen Regelfliichen, welche R o h n  aus der zwei- 
zweideutigen Verwandtscliaft herleitet, i r i  den verschiedenen von ihm 
aufgefihrten Arten beschriehen werden mit folgenden Ausnahmen: 

1. Rei den Blàchen mit zwei Doppelgeraden oder einer Selbst- 
berührungsgeraden oder zwei imaginiiren Doppelgeraden fehlen solche, 
bei denen auBerdem nicht noch eine Doppclerzeugende vorhanden ist. 
Dies Ergebnis war von vornherein zu übersehen, da ja bei den Bahn- 
kurven unserer Mechanisinen stets drei Doppelpunkte vorhanden sind. 
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2. Bei den Fliichen mit Doppelkegelschnitt und Doppelgerade fielen 
die aus, bei denen auf keinem der beiden Doppclgebilde Zwickpunkte 
vorkommen, und die Flichen, die R o h n  nicht mit erwahnt, bei denen 
aiif einem , aber nur auf einem Doppelgebilde ein Doppelzwickpunkt 
vorhanden ist. E'liichen dieser Art entstehen nach B l a k e  bei der 
Antiparallelogrammbeaegung. 

3. Bei den Flachen mit Doppelkurve 3. Ordnung sind alle Arten 
und Spezialfalle vertreten ausgenommen die Blache mit vierfachem 
Zwickpunkt und recll auf ihr liegender Doppelkurve. 

Die Flachen mit dreifacher Geraden konnen nicht gewonnen werden, 
da bei unseren Bahnhrven die drei Doppelpunkte nicht in einen zu- 
sammenfallen konnen. 

Über eine neoe geometrisch- mechanische Erzengnngsweise 
des Kreises und der sphiirischen Kegelschnitte. 

Von FELIX BERNSTEIN in Halle a. S. 

1. Die kinematischen Erzeugungsweisen der einfachsten algebrai- 
schen Kurven haben von jeher das Interesse der Geometer auf sich 

gelenkt und ziim Ausgangs- 
Pig. 1. punkt zahlreicher und wich- 

tiger Untersuchungen gedient. 
Die kinematische Er- 

zeugung des Kreises, welche 
hier behandelt werden sou, 
scheint, obwohl sehr elementar 
und merkwürdig, bisher nicht 
gefunden worden zu sein. 

Die Vorrichtung (Fig. 1.) 
besteht aus einem ge- 
schlossencn Faden von der 
unverinderlichen Lange 2 s 

\, und zwei Stiiben OB und 

h O C, welche den spitzen Winkel 
%COB= gmiteinanderbilden. 

Auf den Schenkeln O B  und OC gleiten zweckmai3ig zwei Ringe 
y und p, durçh welche der Faden geschlungen kt. Wird derselbe nun 
durch einen in a angehaltenen Schreibstift, der seinerseits an dem 
Faden entlang frei verschieblich kt ,  gespannt, so orientieren sich die 
Ringe y und p auf de11 Schenkeln O B  und OC, und es bleibt für deil 
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Punkt a e h  Grad der Preiheit. Es bewegt sich der Punkt a: auf einem 
Kreisbogen um O ,  welcher durch dm Schreibstift aufgezeichnet wird. 

2. Zunichst wollen wir den Beweis geben, welcher durch die 
mechanische Retrachtung nahegelegt wird. Es sind die drei in den 
Seiten a& j3y, y a  entstehenden Fadenspannungon gleich; infolgedcssen 
kann für die Ringe /3 und y nur Gleichgewlcht bestehen, wenn 

id. Es  sind also O y B  und OPC Halbierende zweier AuBenwinkel 
des Dreiecks clPy und sie gehen daher mit der Halbierenden des dritten 
Dreieckswinkels j3a y zusarnmen durch den festeii Punkt O. Die 
Resultante der beiden gleichen auf a: wirkenden Badenspannungen lie& 
in der Winkelhalbierenden von Q= B a y  und geht also stets durch O. 
Die Verschiebung von a erfolgt nun ohne Arbeitsaufwand, da der 
Faden seine Lange 2s nicht iindert. Der Weg ist also s teh senkrecht 
zn Oa und daher ein Kreis um O. 

3. Für einen rein geometrischen Beweis müssen wir die Bedin- 
gungen (1) und auBerdem die Beziehungen 

- 
(2) a B + f i + @ = 2 s ,  
(3) O = B O y = f < R ,  
zngrunde legen. 

Es ist 

Es ist also ol wahrend der Bewegung konstant. 
Piillt man von O ein Lot O D  nuf aP, so ist, da O Mittelpunkt 

des an f l  y  anbeschriebenen Kreises ist, bekanntlich 

und also 
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Also kt, wenn wir (lor= r setzen, mit Rücksicht auf (4) 

(1) r sin f = S. 

Bei konstantem S und s iut also r konstant. 
Bus der Gleichung (4) folgt, daB a: dann und nur dann von Nul1 

verschieden sein kann, wenn 
R - S > O  

ist, was nech Voraussetzung der Fall i d .  
Wenn 

R = S  

ist, so ist a: = O und j3 und y fallen in O zusammcn. 
In diesem Falie geht die Eeiserzeugung in die gewohnliche über, in 

der der Kreis mittels eines - hier doppelt genonamenen - Fadens kon- 
stunter Lanye beschrieben wird. 

Wird f weiter vergrGBert, so bleihen j3 und y in O. E s  gibt keine 
andere Gleichgewichtsfigur, wie man sich leicht überzeugt, und es bleibt 
auch in diesem Fa11 bei der gewtihrilichen Kreiserzeugung. 

4. Wenn man bei gegebenem a: die Punkte /3 und y finden will, 
so errichtet man am einfachsten in a: auf Oa: das Lot und bringt es 
in B und C mit O B  und OC zum Schnitt. Das Dreieck crPy ist 
d a m  in dem spitzwinkligen Dreieck O B C  dus Dreieck der Holzenfup- 
punkte und derngemaB sind dann 0 und y die E'uBpunkte der von B 
und C auf O C  und O B  gefallt,en Lote. 

linter allen Dreiecken, welche eirzem spitzwinkligen Dreieclc OBC 
einbeschrieben sind, hat das Dreieck der H~hnfu&~nkte die kleinsb 
iSeitensumme. Dies ist zuerst von J. S t e i n e r  [Werke, Bd. II, S. 45, 
No. 7 u. S. 238, No. 64. II, 3) bemerkt worden. Einen eleganten Be- 
weis des Satzes hat H. A. S c h w a r z  (Ges. Math. Abhandlungen Bd. II, 
S. 344) gegcben. Endlich hat R. S t u r m  (Bemerkungcn und Zusiitze 
zu S t e i n e r s  Aufsitzen über Maximum und Minimum, Crelle Bd. 96 p. 62) 
gezeigt, daB in einem stumpfwinkligen Dreieck das Lot von der stumpfen 
Ecke auf die Gegenseite die Minimalfigur darstellt. Man kann sich 
vorstellen, daB der Streckenzug a p y  der Weg eines Lichtstralils id, 
der gemaB dem Prinzip der kleinsten Wirkung den kiirzesten Weg 
zwischen den spiegelnden Graden OB, BC, CO einschliigt. Aus dieser 
Vorstellung ist wohl der Schwarzsche  Spiegelungsbeweis hervor- 
gegangen. Man kann jedoch auch, wie es in iinserer Retrachtung 
naheliegt, die Vorstellung eines elastischen gespannten Badens u p y  

heranziehen, dessen Ecken a, 0, y resp. auf den Seiten OB, BQ, CO 
gleiten. 
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Wie ersichtlich kann Gleichgewicht nur eintreten, wenn einerseits 
die Fadenlinge ein Minimum ist, andererseits wenn auf die Ecken des 
Dreiecks a p y  gleiche Kriifte wirken und also die Paden, die in einer 
Ecke zusammenlaufcn, gleiche Winkel mit den entsprcchenden Seiten 
deu festen Dreiecks OBC bilden. Es ist also notwendig, da8 OU, 
BC, C O  Halbierende der AiiBenwinkel des Dreiecks a p y  sind, und 
das letztere ist daher in O B C  das Dreieck der HtihenfuBpunkte. Be- 
kanntlich ist diese Analogie zwischen statischem und dynamischeni 
Problem ein Spezialfall der allgemeinen von hl6 b i u s  (Statik 2. Teil) 
entdeckten Analogie. 

6. Allgemein bekannt ist die Erzeugung der Ellipse mittels des 
gespannten Fadena der Lange Z s ,  welcher um die Brennpunkte ge- 
schlungen ist. Steht diese nun in irgend 
einem Zusammenhang mit unserer Kreis- Big. a 

- 
erzeugung'l Einen solchen Zusammenhang 
habe ich durch raumliche Betrachtung her- 
gestellt. 

Wir untersuchen die Bewegung des 
Punktes CL, wenn er die Ebene O B C  ver- 
laut. (Fig. 2). 

Wir wollen den Winkel P O y  mit <, 
den Winkel a O p  mit 7 und den Winkel 
a O y mit û bezeichnen. 

Es  ist d a m  wiedor 

(1) % O y P = + a r B ,  * OPY = -% a P C ;  
und 

(2) a S  + Br + rP = 2s.  

Wir nehmen zunachst an, es existiere eine Gleichgewichtsfigur a p y ,  
deren drei Punkte a,  8 ,  y  auf Oa, O P ,  O y  liegen. 

Da 

i d ,  und ferner infolge von (1) 
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sei, muB 

(3) 

sein. Diese notwendige Bedingung ist auch hinreichend, wie spatcr 
gezeigt wird. 

Wir  projizieren den Punkt O senkrerht auf die Ebene rrpy. Die 
Projektion O* wird der Mittelpunkt des dem Dreieck rrpy an der 
Seite ,!l y anbeschriebenen Kreises sein, da offenbar O p  und O y  sich 
als Winkelhalbierende der AuBenwinkel in und y projizieren. 

Dementsprechend ist auch 

Bedeutet D den Puflpunkt des von O auf rrj3 gefallten Lotes, so 

ist dasselbe zugleich FuBpunkt des von O* auf rrp gefiillten Lotes, 
und also ist 

-- 

(6) rrD = S .  
Femer ist - - 

s = a U =  O c r . c o s O c i ~ ,  
oder 

(n) s = r sin 
t + e + q .  

2 - 

n i e  Gleichung ( I I )  lehrt, dalJ bei konstantem s und bei konstantw der 
Bedingung (3) genügender Summe 26 = g + 7 -1- 0 der I'unkt or sich auf 
einer EugeZoberflCche vom Radius r bewtgt. Er heschreibt dmt  eiwlz 
spharischen Kegelschnitt, dessen Brcnnpunkte die Schnit tpnkte B und ï 
van O B  und OC mit der Kugeloberflache sind. 

Man realisiert diese Erzeugung, indem man einen in O mittels 
Universalgelenk frei drchbaren Stab OCY von der Lange r anbringt, 
dessen Lange sich durch Ausziehen einer Iiülse variieren laBt und der 
an seinem Rnde einen Ring tragt, durch den die Schnur lanfen kann. 

Man %at in dieser Erzeugung ein bequemes Mittel, einen spha- 
rischen Kegelschnitt auf das Irznere einer Kugeloberfiache zu zeichnen, 
wahrend bei der gewohnlichen Erzeugung des Kegelschnitts auf der 
Sphiire nur auf der AuBenfliiche gezeichnet werden kann, da die sarnt- 
lichen Seiten des Fadendreiecks B r r r  von der Lange 2 6  durch den 
Widerstand der Oberfliiche die Kiümmung erhalten. Wir  wollcn die - 

hier gegebene Xrzeugung mittels eiries gradlinigen Fadendreiecks mit 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bücherschau. 335 

beweglichen Ecken als innere Erzeugung, die andere als au/3ere Er- 
zeugiing des sphiirischen ~ e ~ e l s c h n i t i  bezeichnen. 

Beide Erzeugungen werden identisch, wem wir O ins Unendliche 
rücken lassen und gehen in die ebene Erzeugung der Ellipse mittels 
des Fadendreiecks von konstanter Lange iiber. 

- 

Unsere Kreiserzeupng entspricht dem Grenzfall der Erzeugung 
sphiirischer Ellipsen, n a d i c h  dern Fall, wo die Ellipse die doppelt 
durchlaufene Entfernung der Brennpunkte wird. 

6. Es erübrigt noch zu bernerken, daB die Bedingung (3) hin- 
reichend dafür ist, daB eine Gleichgewichtsfigur mit getrennten a, f l  
und y  besteht. In der Tat, au3 (II) ergibt sich bei gegebenem s 
sofort r und somit bei gegebenem S, 7 und 0 auch der Punkt a. 

b + e + v  Von ci aus werden die Winkel or O p  und cl O y gleich H - 

angetragen, woraus sich /3 und y ergeben. 
Wird 

2 R = c + e + ? 1 >  
so wird 

+ a O P = + a O y = O  

und und y fallen in O zusammen. Wir  haben d a m  für die Lage 
von a: eine KugelKiche vom Radius S. 

1s t 
2 R < f + 8 + 9 >  

80 bleiben und y in 0, und es bleibt bei der Erzeugung einer Kugel- 
oberflache mittels eines doppelt genommenen Padens. 

H a l l e  a. S., den 1. Dezember 1904. 

Bücherschan. 

Boltzmann, Vorlesungen über die Prinzipe der  Mechanik. II. 
Teil enthaltend : Die Wirkungsprinzipe, die Lagrangeschen Glei- 
chungen u n d  deren Anwendungen. Leipzig, J. A. Barth, 1904. 
X u. 336 S. 
Dem ersten 1897 erschienenen Bande. von dern man in Band 44 dieser 

Zeitschrift (Hi&-Lit. Abt. S. 1 7 2 )  eine Auzeige findet, ist nach lsngerer 
Pause der zweite gefolgt, in dem dieselben Uestrebungen zum Ausdruck 
kornm~n, die sich hereits in dern ersten geltend machen, namlich einenteils 
die Darstellung der Mcchanik in ihrer alten, klassischcn Form moglichst 
beizubehalten, jedoch die Dunkelheiten, die die moderne Kritik mit Recht 
gerügt hat, zu vermeiden und die Satxe moglichst zu priixisieren, anderen: 
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teils Gewicht auf den physikalischen Sinn und den Ziisammenhang mit der 
theoretischen Physik zu legen; verdankt doch das ganze Werk seine Ent- 
stehung dem Umstande, da8 Hem B o l t z m a n n  die für den zweiten Teil der 
Gastheorie erforderlichen Einschaltungen über Mechanik ihres groBen Uni- 
fanges wegen in ein se1lstand;ges Buch verwiesen hat. 

Der Zusammenhang mit der Physik tritt besonders i n  diesem zweitpn 
Teile hervor, in  dem der Verfasser sich die Rehandlung des Prinzipes der 
kleinsten Wirkung, der H a m  i l t  O nschen Prinzipe sowie der damit zu- 
sammenhangenden Arbeiten von H e l m h o l t z  , H 6 l d e r  , V O B und anderen 
zur Aufgabe gemacht hat, wobei die Beziehungen der Wirkungsprinzipe zur 
Gastheorie, Waimetheorie und Elektrizititslehre sowie die SBtze von Max- 
w e l l ,  H e l m h  01 t z  und H e r t z  über zyklische Systeme Berücksichtigung 
gefunden haben. Von groBem Interesse sind die Ausführungen in fj 35, 
wo Herr B o l t z m a n n  seine Ansichten über die Stellung der Mechanik zur 
Physik entwickelt. 

Zu der allmiihligen Ausbildung der Mechanik in  ihrer heutigen Gestalt 
habe, offener oder versteckter, die Vorstellung von Zentrikraftcn zwischen 
materiellen Punkten geführt. Daraus diirfe man jedoch nicht den SchluB 
ziehen, daB dicse d ors tell un^ deswegen auch inimer deren Basiv bleiben 
müsse. Es  konnton vielmehr die Prinzipien der Mcchanik cbcnfalls unter 
Bedingungen gelten, die sich iiicht durch Zentrikrafte realisieren lassen, man 
konnte also die Vorstellung der Zentrikrafte gariz fallen lausen und an 
2irer Stelle irgeud eines der allgemeinen Priuzipe zur Grundlage der Mechanik 
machen, zum Beispiel das Prinzip der stationaren Wirkung, das die Glei- 
chungen der Mechanik i n  ihrer Gesamtheit, liefert,. Dahei konnte sogar der 
Fa11 ins Auge gefaBt werdcu, daB der Zustand von Systcmen durch andore 
Koordinaten bestimmt sei, als solchen, welche die Lage im Raume angcben, 
man konnte also als generalisierte Koordinaten etwa die Temperatur, den 
elektrischen Zustand uiw. nehmen. Urn das Auftreten solcher Gleichungen, 
die denen der Xechanik analog sind, in  der Theorie der W P m e ,  der Elek- 
trizitiit usw. zu erkliiren, bestehe die N6glichkeit, diese Phanornene durch 
verborgme mechanische Bewegung verursacht eu denken. Es ware sicher 
klarer, wenn wir nicht nur  alle Bewegungserscheinungcn an festen, tropf- 
barcn und gas fhu igen  Korpern, sondern auch WErme, Licht, Elektrizitiit, Mag- 
netismus, Gravitation, alles durch ein einheitliches Prinzip erklaren konnten, 
als wenn wir für jedes dieser Ageritieri wieder ein gauzes Inveutar voll- 
kommen fremdartiger Begriffe wie Temperatur, elektrische Ladung, Potential 
usw. brauchen. Freilich gebe e r  gern zu, daB es vermessen sei zn hoffen, 
daB das heutige mechanische Weltbild sich in  alle Ewigkeit erhalten merde, 
und er sci daher wcit entfernt, von Versuchen, allgemeinere Gleichungen 
zu suchen, von denen die mechanischen nur  spezielle Fiille sind, gering zu 
denken. Nur dem Leichtsinn m6chte er entgegenarbeiten, der, bevor ein 
anderes derartiges Weltbild von der ersten Gruudlage bis zur Anwendung 
auf die wichtigsten Hrscheinungen, die schon solange durch das alte Welt- 
bild erschopfend dargestellt sind, detailliert ausgearbeitet vorliegt, ja ohne 
von den Schwierigkeiten der Konst,niktion desselben eine Ahnung zu haben, 
das alte VCreltbild der Mechanik für einen überwundenen Standpunkt erkliirt. 
T o r  allem dürfe man, wenn man das Bild materieller Punkte vermciden 
wollte, nicht doch wieder spater materielle Punkte einführen, sondern man 
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musse von anders beschaffenen Einzelwesen oder Elementen auseeheu. deren " * 

Eigenschaften so klar wie die der materiellen Punkte zu schildern waren. 
,?ch schrieb das Vorstehende vor etwa sieben Jahren nieder", schlieBt 

Herr B o l t z m a n n .  ,,'#as ich dort nach Jahrhunderten oder nach Jahr- 
tausenden erwartete, ist i n  sieben Jahren zut- Halfte geschchen. Aber nicht 
von der Energetik, nicht von der Phanomenologie ging der Hoffnungsstrahl 
einer nichtmechanischen Naturerklarung aus, sondern von einer Atomtheorie, 
die in phantastischen Hypothesen die alte Atomtlieorie ebenso übertriffi, 
wie ihre Elementargebilde an Kleinheit die alten Atome übertreffen. Ich 
brauche nicht zu sagen, daB ich die moderne Elektronentheorie n~eine. 
Diese strebt gewiB nicht,, die Begriffe der Masse und Kraft,, das Tragheits- 
gesetz usw. aus Einfacherem, leichter Verstgndlichem zu erklaren, ihre ein- 
fachston Grundbcgriffe und Gesetze werden sicher ebenso unerklarlich bleiben, 
wic für das mechanische Welthild die Mechanik. Aber der Vorteil, die 
gesanimte Xechanik aus anderen, für  die Erkl i rung des Elektromagrietismus 
ohnehin notwendigen Vorstellungen ableiten zu konnen, ware ebenso groB, 
als wenn umgekehrt die elektromagnetiscben Erscheinungen mechanisch er- 
klart werden konnten. Mage das erstere gelingen und dabei meine vor 
sieben Jahrcn gestellte Forderung erfüllt werden!" 

Vielleicht bietet der in Aussicht gestellte dritte Teil, der die Elastizi- 
tatslehre und die Hydrodynamik behandeln soll, Herrn B o l t z m a n n  Gelegen- 
heit, in  einigen Jahren auf die elektromagnetisçhe Regründung der Xechanik 
zuruckzukommen , deren Durchführung inzwischen erhebliche lilortschritte 
gemacht hat und wohl auch weiter machen wird. 

Kiel. P a n  STACKEL. 

Astronomischer  K a l e n d e r  für 1905. Berechnet fi den Meridian 
und die Polhohe von Wien. Herausgegeben von der k. k. Sternwarte. 
8'. 1 3 8  S. Wien, K. Gerolds Sohn. Pr. kart. 2.40 M. 

Inhalt und Anordnung des Kalenders sind unverandert geblieben (vgl. 
diese Ztschr. Rd. 51, p. 171). Untcr den Anlagen ist die bemerkenswertestc 
Nr. VIII: Die Figur der Planeten auf Grund der Theorien über das Gleich- 
gewicht rotiereuder Flüssigkeitsmassen, von A. P r e y .  Der Aufsatz entlialt 
eine gemeinverstindliche L)arstellung der Lehre von den rotierenden Gleich- 
gewichtsfiguren. Die Disposition folgt der historischen Entwickeliing, mit 
Maclaurin und d'Alembert anfangend bis auf die Darxin - Poincarkschen 
Theorien unserer Tage; weder die Korrektheit der Fassung noch die Zahl 
der Quellennachweise laBt zu wünschen übrig. 

StraBhiirg i. E C. W. WIRTZ. 

G .  Kewitsch, Zweifel an d e r  as t ronomischen  und geometr ischen 
G r u n d l a g e  d o s  BO-Systoms. 8". 23 S. Ztschr. f. Assyriologie. Bd. 18. 
StraBburg 1904. 

Die Zweifel, die Rerr  Kewitsch gegen die astronomische und geometrische 
Entstehung des Sexagesimalsystcms erhebt, gründen sich auf die Üherlegiing, 
daB Zahlen dem Nesscn voranging und daB man einem NaturmaBe zu liebe 
nie daren denken würde, das Linmal entwickelte Zahlsystem aufzugeben. 
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Mit Tatsachen aus Ethnologie und Philologie belegt der Verf. seine These, 
da1 auch das Zahlsystem der Rabylonier, gleich dem der heutigen unkulti- 
vierten Volker, aus dern reinen FingereiMen entstand; für die Art dieses 
Fingerzahlens werden zwei durch Argumente aus Volkerkunde und Sprache 
gestiitzte Mtiglichkeiten offen gelassen. Es  ist, u. E. nicht leicht, den über- 
zeugenden Darlegungen des dufsatzes gleich stichhaltige Einwande entgegon- 
zusetzen. 

StraBburg i. E. C. W. WIKTZ. 

Arithmetik und Analysis. 

1. BIERMANN, OTTO! Vorlesuugen über mathematische Niiherungsmethoden. Braun- 
schwcig, Vieweg & Sohn. hl. 8 ;  geb. in Leinw. M. 8.80. 

2. NEUMANN, E H N S ~  RICHAHI>, Studien über die Xethoden von C. Neumann und 
G. Robin zur Losung der beiden Randwertaufgaben der P.otentialtheone. 
(l'reimchriften der Fürstl. Jablonowskischen Gesellsch. Nr. XXXVII.) Leipzig, 
Teubner. 

Astronomie und Geodâsie. 

3, M a s ü u s ~ ,  A u o ~ r ,  Han~lbuch der ge~~raphischen  Ostsbestirumung für Geographen 
und Forschungsreisende. Hraunwhweig, Vicwcg & Sohn. 

4. S ~ M E ~ L ,  Cm., Die Elemente der sph%rischen Astronomie und der matliematischen 
Geographie. Nebst einer ~ a r n & n ~  geloster und ungeloster Aufgaben mit 
den K,esultaten der ungelosten Aufgaben. Zum Gebraiiche an hoheren Lehr- 
anstalten und zum Selbststudium. GieBen, Roth. M. 1.60; geb. M. 2 .  

Graphische Methoden. 

6. POUSSIN, R., Sur l'application des proc6dés  graphique^ aux calculs d'assurances. 
Paris, Gauthier-Villars. Frs. 10. 

S. auch Nr. 1. 

Beschichte und Biographien. 

6. LAMFE, E., Guido Hauck. Rede zur Gedachnisfeier fiir Guido Hauck am 
17. Mai 1905 in der Halle der technischen Hochschule zu Charlottenburg. 
(Sonderabdruck au0 dem 14. Band des Jahresberichts der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung.) Nebst der Rede am Sarge in der Halle des Friedhofes der 
Zwolfapostelgemeindee, gehalten am 28. Januar 1905 von A. I'rtrisius. Mit 
einem Bildnis von G. Hauck als Titelbild. Leipzig, Teubner. 

Kristallographie. 

7. BAUMHAUER, H., Die neuere Entwicklung der Kristallographie. (,,Die Wissen- 
schaftu Heft 7.) Braunschweig, Vieweg & Sohn. 

M. 4; geb. in Leinw. M. 4.60. 
Mechanik. 

8. F ~ P P L ,  BUG., Vorlesungen über technische Mechanik. 3. Bd. Festigkeitslehre. 
3. Aufl. Leipzig, Teubner. geb. in Leinw. N. 12. 

9. GIBBB, J. WILLLRD~ Elementare Grundlagen der statistischen Mechanik, en& 
- 

~ -- 
1) Wo kein Erscheinungsjahr angegeben, ist es 1905. 
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wickelt besonders im Hinblick auf eine rationelle Begründung der Thermo- 
dynamik. Deutsch bearb. v. E. Zermelo. Leipdig, Barth. 

. M. IO.-; geb. in Leinw. M. 11. 
10. HELLEK, A. B.,  Stresses i n  ~t ructures  and the accompanging deformations 

Columbus, O. Heller. $ 2.50. 
11. Sacas, L., %ur Herechniing raumlicher Fachwerke. Allgemeine Formeln f'iir 

statiseh bestimmte und insbesondere statisch nnbestimmte Kuppel-, Zelt- und 
Turmd&cher. Berlin, Ernst & Sohn. M. 2.50. 

12. VIDAL, L., Manuel pratique de cinématique navale e t  maritime, à l'usage de  
la marine de guerre e t  de la  marine de commerce. Paris, Gauthiers-Villars. 

Fra. 7.50. 
S. auch Nr. 2. 

Physik und Meteorologie. 

13. BHAUN, FEBD., Über drahtlose Telegraphie und neuere physikalische Forschungen. 
Rektoratsrede. StraBburg, Heitz. M. 1.20. 

14. C~wor.son, O. Il., Lehrbuch der Physik, übersetxt von E. Berg. 3. Bd. Die 
Lehre von der Warme. Braunschweig, Yieweg & Sohn. 

15. FOBTBCHBITTE, die, der Physik im  J. 1904. Uargestellt von der deutschen 
physikal. Gesellsch. 60. Jahrg. 1. Abtlg. hllgem. Physik, Akustik, physikal. 
Chemie. sraunschweig, Vieweg & Sohn. M. 30. 

16. MACK, KAEL, Phyaikalische Hypothesen und ihre Wandlungen. Akademische 
Festrede. Mit Anmerkungen und Literaturnachweisen. Leipzig, Barth. M. 1. 

17. RÜMELLN, GUYT., Über die Verdiinnuugsw-arme kouzeritrierter Losungeri. Diss. 
Freiburg i. B , Speyer & Kkrner. M. 1. 

18. SCHWARZSCHILD, K., Untcrsuchungen zur geometrischen Optik. 1. Einleitung 
in die Fehlertheorie opt,ischer In~trumente  auf Grund des Eikonalbegriffs. 
II. Theorie der Spiegelteleskope. (Abh. der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gottingen, 
math.-physikal. Klaase, Keue Folge. Bd. IV Nr. 1 u. 2.) Berlin, Weidmann. 

J e  M. 2. 
19. T~ABERT,  WILHELM, Meteorologie u. Klimatologie. (,,Die Erdkunde", XIII. Teil)  

Leipzig u. Wien, Deuticke. Preis für Abnehmer des ganzen Werkes M. 4, 
für den Einzelverktluf M. 6. 

20. WINKELXANX, A., Handbuch der Physik. 2. Aufl. IV. Bd. 2. Kalfte. Elektrizitat 
u. Magnetismus. 1. Leipzig, Barth. M. 20. 

S. auch Nr. 2, 7, 9. 

Tafeln. 
21. REX, FKDB. WILH., ViersteUige Logarithmen-Tafeln. Schul-Ausg. 2. Aufl. 

Stuttgart, Metzler. M. -.60. 
22. R~HLMANN, M. u. M. R., Logarithmisch-trigonometrische u. andere f. Rechner 

nützliche Tafeln, zunaehst f. Technilrer sowie f. den Schulgebrauch u. f. prak- 
tische R'echner überhaupt. 13., verm. u. verb. Aufl. Leipzig, Klinkhardt. 

geb. in Leinw. M. 2.50. 
23. W E Q E N ~ ,  A., Die Afonsinischen Tafeln f. den Gebrauch eines modernen 

Rechners. Dias. Berlin. 
S. auch Nr. 6. 

Yermhiedeneu. 

24. BELL, W. W., Mathematical recreations and essaya. 4 th ed. London, Macmillan. 
7 S. 

25. NEUMAYER, G. VON, Anleitmg zu wiseenschaftlichen Beobachtongen anf Reisen. 
Unter Mitwirkung zahlreicher Gelehrter hrsg. In  zwei Binden. 3. Aufl. 
(In etwa 12 Lfgn. zu 3 M.) Hannover, Janeçke. 
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Eingelaufene Schriften. 
[In dieser Abteilung wcrden alle eingelaufenen Schriften regelmaBig aufgeführt. 
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Rüçksendung findet 

nicht statt.] 

,~M~RoNN, L., Die Messungen des Sonnendurchmessers an  dcm Repsoldschen k 6 l l .  
Heliorneter der Sternwarte zu Gottingen, ausgeführt von W. Schur u. L.  Ambronn. 
(bbh. der Kgl. Ges. der Wiss. zu Gottingen, math.-physikal. Klasse, Neue 
Folge Hd. Iil Nr. 3.) Berlin, Weidmann. M. 12. 

BALMHAUER, H., Die neuere Entwicklung der Kristallographie, B. N. B. (,,Nene 
Bücher") Rr.  7. 

BIERMANN, O., Mathematische Naherungsmethoden, s .  N. B. 1. 
C,HWOLSON, O. D., Lehrbuch der Physik, 3. Bd., a. N. B. 14. 
F ~ P P L ,  A. ,  Techniscbe Mechauik, 3. Bd , s. N. B. 8. 
FRICKE, ROBERT, Hauptsiitze der DiEcrcntial- und Integralrechnung. Als Leitfadcn 

zum Gebrauch bei Yorlesungen zusammengestellt. 4. Aufl. Braunsch~eig, 
Vieweg & Sohn. M. 6 ;  geb. M. 5.80. 

IIECKEH, 0 , Seismometrische Beobachtungen in Potsdam in der Zeit vom 1. Januar 
bis 31. Dezember 1904. (Veroffentlichung des Kgl. PreuB. geodat. Instituts 
Neiie Polge Nr. 21.) Berlin, Stankiewicz. 

LAMPE, E..  Guido Hauck, S. N. B. 6. 
MARCURE, A.,  Handbuch der geographischen Ortsbestimmiing, s. N. B. 3. 
NEUYANN, E. K.., Studien über die Methoden von C. Neumann u. G. Robin zur 

Losmg der beiden Randwertaufgaben der Potentialtheorie, B. N. B. 2. 
NEUUYER, v., Anleitung zu wisseuschaftl. Beobachtungen auf Reiaen, Lfg. 2, 

a. N. B. 26. 
P O L H ~ E E  VON POTSDAM, die, III. Heft. (Ver6fTentlichuug des Kgl. PreuB. geodatischen 

Instituts, Neue Folge Nr. 20.) Berlin, Stankiewicz. 
R ~ R T . M A N N ,  riogarithmisch-trigonometriache Tafeln, 13. N. B. 22. 
SCEMEHL, CRR. ,  Elemente der spharischen Astronomie und der mathematischen 

Creographie, 8. N. B. 4. 
SCHULZE, E D M U ~ D ,  u .  PAHL, FRANZ, Mathematische Aufgaben. Ausgabe f. Gymnasien. 

1. Seil. Aiifgahen ails der Planimetrie u. Arithmetik f. die Unterstufe (Quarta 
bis Untersekunda einschl.). Leipzig, Dürr. geb. in Leinw. M. 2.40. 

SCHWAR~~CHILD, K., Untersuchungen zur geometrischen Optik, 1. u. II., 8. N. B. 18. 
TRABEBT, W., Meteorologie u. Klimatologie, a. N. B. 19. 

Berichtigiing. 
In der Abhandlung: ,,Spannungen und Formiindenmgen einer rotierenden 

Hohl- und Vollkugel" von h g .  A. V. L e  n n in Bd. 62 Heft 2 dieser Zeitschr. muB 
Satz IV auf S. 174, Z. 16-24 v. o. gestrichen werden. E r  ist  der Schriftleitung 
schon vor langerer Zeit vom Yerfasser ale nnrichtig bezeichnet worden, aber aus 
Versehen stehen geblieben. 
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Ein kinematisches Prinzip und seine Anwendnng zu einem 
Katenographen, 

Von RUDOLF SCHIMMACK in Gottingen. 

Es ist bekannt, daB eine Rolle von horizontaler Achsenstellung, 
welche mit &rem messerscharfen Rande in die horizontale Ebene des 
Zeichenpapiers ein wenig eing~preBt wird, bei ihrer Bewegung in jedem 
Augenblick nur in Richtung ihrer eigenen Drehungsebene rollen kann. 
Aus der mehrfachen sinnreichen Verwendung dieser s c h a r f r a n d i g e n  
Rolle bei dcr Konstruktion kinematischcr Apparate1) ergab sich die 
Anregung, durch Kombinationen mehrerer solcher Rollen nach neuen 
Moglichkeiten zu s i ~ c h e n . ~ )  Tm folgenden sol1 von einer basonderen 
Art der Kombination zmeie r  Rollen die Rede sein, die anscheinend ein 
spezielles Interesse verdient; sie weist namlich einen WTe,q sur finstrukti09z 
lnehrerer neuer Apparate fiir kinematlsche Erzezcgungelû von Kuruen. 

1) Kach Mitteilung von Herrn Prof. R. M e h m k e  hat schon Giov. P o l e n i  
1729 eine scharfrandige Rolle zur Konstrnktion seines Sraktoriographen benutzt; 
Zeitschrift f. Math. u. Phys. 43 (1898), S. 317. Von neueren Apparaten, die 
ebenfalls wesentlich auf dem Prinzip der scharfrandigen Roile bemhen, sei ein 
(weniger bekannteti) Planimeter von J. Amsler  und der Integraph von A b d e n k -  
Abakanowicz angeführt. Vgl. J. Amsler ,  Über die mechanische Bestimmung 
des Flacheninhalts, der statischen Momente und der Tragheitsrnomente ebener 
Figuren, insbesondere über einen neuen Planimeter, Yierteljahrsschrift der naturf. 
Ges. in Zürich 1 (1856), S.41-70, 101 140, bes. 60; Br.  A b d a n k - A b a k a n o -  
w icz, die Integraphen, die Integralkurve und ihre Anwendungen, deutsch bearb. 
von E. Bitterli, Leipzig (Teubner) 1889; die neueste Form des Integraphen i u t  in der 
von der Firma G. Coradi-Zürich herausgegebenen Broschüre beschrieben: H. L O s s i  e r ,  
L'htépaphe Abdank-Abakanowicz, 1903, sowie in dem Referat von H a m m e r  
über diese Broschiire, Zeitschrift fiir Instrumentenkunde 24 (1904), S. 213-217. 

2) H e n  Geheimrat F. Kle in  hat in einer Vorlesung (vom Sommer 1897) die 
Idee angegeben, daB man mittels mehrerer Integraphen, deren Laufschlitten in  
geeigneter Weise miteinander rerbunden werden, hpparate uur Integration irgend- 
welcher speuieller gewohnlicher Differentialgleichungen hoherer Orbung  miisse 
konstruieren konnen 

Zeitschrift f. Msthumatik a Physik 52. Band. 1905. 4. Heft. 23 
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1. D a s  P r i n z i p  d e r  R o l l e n k o p p e l  u n d  d i e  I d e e  e ines  
K a t e n o g r a p h e n .  

Es mogen zwei Rollen der oben geschilderten Art  RI, R, so mit- 
einander verbunden sein, daB die Achse der Rolle & bestaîzdig in clie 

Bene  der Rolle 4 fallt (Fig. l), wiihrend der Abstand BIR, der 
Mittelpunkte beider Rollen zunachst be- 
liebig veranderlich sein mag. LLBt man 
ein solches System - mir mGgen es kurz 
eine , ,Rol lenkoppe l"  nennen - sich auf 
der Zeichenebene bewegen, so beschreiben 
die Rollen R,, R, je eine Kurve k,, fi,, 
und zwar in folgcnder charakteristischen 
Weise. In jederri Bugenblick ist, wie un- 
mittelbar einleiichtet, der Ort von R, der 
Krümmungsmittelpunkt der Kurvc k ,  für 

den instantanen Ort von R,, der Abstand RX allemal der zugehorige 
Krümmungsradius Q der Kurve k l ;  die Kurve k, stellt die Evolute der 
Kurve k ,  dar. Wir  formulieren also den Satz: 

Lhsere Rollen7ioppd hat die Eigenschaft, sich nur so beweyen zu 
konnen, da@ der A b s t ~ n d  AIR, fortgesetzt den Krüw~mungsradius der con 
R, durchlaufenen Eurue durstellt. 

Das hiermit gewonnene kinematische Prinzip findet eine einfache 
Anwendung zur Konstruktion eines Apparates, der Ket ter i l in ien 
zeichnet: eines R a  t e n o g r a p h e n .  E s  wird dabei von der bekannten 
Eigenschaft der Kettenlinie Gebrauch gemacht, daB für jede Stelle ihr 
Krümmungsradius gleich isk dern Stücke der Normalen, das zwischen 

der Kurve und ihrer Leitlinie liegt. 
Man betrachte in der Fig. 2 die 
Gleichheit der Stiecken M P  und 
PL, bezw. M'P' und P'L'. 

Denken wir uns jet'zt au€ diese 
E'igur die vorhin betrachteteRollen- 
koppel aufgesetzt, und zwar so, 
daB sich die Rolle R, irn Punkte P, 
die Rolle R, irn Punkte ,Y befindet; 
dann wird RI offenbar zwang- 

Lufig auf der Kettenlinie entlangrollen, wenn wir Sorge tragen, daB 
der Punkt L, der j a  in jeder Lage der Eoppel (durch die Verlangermg 
der Strecke J I P  über P himus urn siçh selbst) ideeil bestimnt i d ,  
sich nur auf der Leitgeraden 1 bewegen kann. Dies gelingt nun sehr 
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einfach dadurch, dao wir in der Weise, wie os die Fig. 3 andeutet, 
mittels eines S t o r  chs  chna be l s  für den Punkt L eine kinematische 
Realis@rung schaffen, und d a m  den in 
diesem Punkte befindlichen Fahrstift auf Fig 3. 

der Geraden 1 entlang führen. 
I n  ddieser Pereinigung unsever Rollen- 

kcppel mit dem Stnrchschnabel haben wir 
daher ei.îzen Apparat, der mit seina Rolle 
RI unsere Kettenlilzie besclzreibt. Von L 
einer beliebigen Anfangslage aus erhalten 
wir stets Kettenlinien, sobald wir den Fahrstift in L auf einer Geraden 
bewegen. Und der Apparat gestattet offenbar im Prinzip auch jede 
Kettenlinie zu zeichnen. Schreiben w i r  etwa die Leitlinie 1 und den 
Wert des Parameters a (Abstand des Scheitels von der Leitlinie) vor, 
so ergibt sich für die A n f a n g s e i n s t e l l u n g  des Apparates die Be- 
dingung : 

g s in2p = a ,  

- 
worin p don Abstand der Rollen RI& und p den Winkel der gerad- 

- 

linigen Verbindung R, L mit der Leitlinie 1 (Fig. 3) bei der Eiiistellung 
bedeutet. 

2. D i e  t e c h n i s c h e  A u s f ü h r u n g  des  K a t e n o g r a p h e n .  

Die Fig. 4 zeigt den Katenograplien in fertiger Ausführung.') 
Wir selien zuniichst den S t o r c h s c h n a b e l  mit seinen vier Gelcnkyunkten 
A, B, Cl D und seinen beiden freien Enden E, 3'; der Punkt B hal- 
biert die Strecke AT, D die Strecke AT. 

In den Gelenken bei A, B und D bewegt sich jedesmal der eine 
Stab zwischen zwei einander gegenüberstehenden Spitzenschrauben, die 
der andre Stab mittels eines Bügels tràgt. 

Das Gelenk bei C wird durch eine drehbare vertilcale Achse ge- 
bildet, welche die hier zusammentreffenden Stabe BC' und D C  durch- 
bohrt. Diese Achse tri@ an ihrem unteren Ende die Babel, in der 
die scharfrandige Rolle R, lauft; am oberen Ende ist sie mit einer 
horizontaleu L e n  k s t a n g  e CG starr verbundcn, von der wir sogleich 
noch reden werden. 

1) Der hier abgebildete Apparat kt nach den Angaben des Verf. von der 
,,Mechanischeu Werkstiitte S p  i n d l e r  & H o g e r "  in Gottingen mit Sorgfalt aus- 
geführt worden und funktioniert gut.  Er  war bereits auf dem III. Inter- 
nationalen Mathematikerkongreb zu Heidelberg, iin August 1904,  ausgestellt und 
ist seither nur in einigen technischen Details abgeandert wordcn. (Wegen etweiger 
i3estellungen wolle man sich an die genannte Werkutitte wendrn.) 

23 * 
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Im Punkte E halt der Storçhschnabel ebenfalls eine drehbure ver- 
tiltale Achse. Diese làuft an ihrem unteren Ende in eine Gabel mit 
der scharfraridigen Rolle H, aus; an ihrem oberen Ende tragt sie ein 
langliches horizontales S i s  ch  c h  e n  t, dae seinerseits der Trager zweier 
kleiner Laufrollen rr ist. Diese Laufrollen besitzen eine gemeinsame 
vertikal gestellte Drehungsebene, die zugleich durch die Seele der 
Achse in E hindurchgeht. 

Auf den Laufrollen r r  liegt nun die Lenkstange C G  mit einer an 
ihrer Unterseite befindlichen, von C bis G reichenden R i l l e  auf. (Ein 
an dem Tischcheii befestigter Bügel b bewirkt, daB die Laufrollen 

Fig. 4. DHI Katmogr~.ph  

überhaupt nicht aus der Rille herausspringen konnen). Infolgedessen 
realisiert die Lenkstange, bezw. ihre Rille, fortgcsetzt die geradlinige 
Verbindung der IJurikte C und fi; und gleichzeitig hat auch das Tisch- 
chen relativ zu der geraden Linie C E  stets dieselbe Orientierung, wie 
man auch den Storchschnabel bewegen mag. Mit der Lenkstange und 
dem Tischchen sind aber jwie schon gesagt) die Gabeln der beiden scharf- 
randigen Rollen bezüglich fefit verbunden, und zwar (wie wir nun hin- 
zufügen) BO, daB die Drehungsebene der Rolle RI senkreclit zur Langs- 
richtung der Lenkstange C G  orientiert ist, und die Ebene der Rolle 
R, mit der Ebene der erwshnten Laufrollen zusammenfiillt. Indenz 
also die Lenkstange mit ikrer Rille auf  den Laufrollen aufliegt, hnben 
die Roilen RI, R, in der Tat die  gewümchte Orientierung u n d  behalten 
sie in jeder Lage des Sturchscl~nubels bei. 

I n  F befindet sich der F a h r s t i f t ,  den man langs einer geraden 
Linie zu führen hat, wenn man dcn Apparat :ils Kettenlinicnzeichner 
benutzen will. Dieser Fahrstift ist in einer mit dem Stabe AF ver- 
bundenen Hülse vertikal verschiebbar. Rei F wird infolgedessen der 
Apparat auf die Zeichenebene nicht gestützt. Er liegt vielmehr zunzchst 
nur an den Stellen C und E mittels der Rollen RI, R, auf. T;m aber 
den Storchschnabel in horizontaler Lage zii halten, ist an dem Stabe 
A F  eine kleine Stütze s angebracht, die bei Bewegung des Apparates 
über das Zeichenpapier hingleitet. 
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Zur Benutzung des Katenographen ist noch erforderlich, auf die 
Lenkstange bei dem Stift u (ein wenig seitlich von C) ein Gewich t  
JI aufiusetzen (das wieder abgchoben wird, sobald der Apparat auBer 
Tiitigkeit ist). I n  der E'ig. 4 ersctieint es der besseren Sichtbarkeit der 
Details wegen abgehoben und an die Seite gerückt. Dieses Gewicht 
sorgt einerseits dafür, daB die Lenkstange mit ihrer Itille auf den 
Laufrollen r r  fest aufliegt, wie es ja erforderlich ist (der Bügel b be- 
rührt dann die Lenkstange gar nicht). Andererseits aber gibt es den 
beiden Rollen RI, R, diejenige Belastung, die sie zu ihrer richtigen 
Funktion n6tig haben, d. 11. w e m  sie in das Zeichenpapier ein wenig 
einschneiden und stets nur in Richtung ihrer Drehungsebene rollen, 
nicht aber auf dem Papier irgendwie rutschen sollen. 

Dabei hat die A n d e r u n g  des  Be l a s t ungsve rh i i l t n i s s e s  der 
beiden Rollen, welche bei Bewegungen des Apparates nach dem Hebel- 
gesetz eintritt, ihren bestimmten Zweck. Benutzt man niimlich den 
Apparat als Kettenlinienzeichner, indern man den Pahrstift 3' liings 
einer &raden fiihrt, so erleidet die Rolle R,, wenn sie verhiiltnismaBig 
weit vom Scheitel der Kettenlinie entfernt ist (also bei gespreiztem 
Storchschnabel), einen starken seitlichen Druck, sodaB durch eine 
groBere Belast,ung der Rolle verhindert werden niuB, daB sie rutscht. 
Die Rolle li, dagegen tiedarf in dieser Lage einer besonders geringen 
Belastung. 

Ein kleines Gewicht m ist auf der Stange A E  befestigt; es ver- 
hindert, daLi der Apparat, wenn er das Gewicht M trag-t, allzuleicht um 
die Gerade EF umkippt. 

Die R e i b u n g  in den Gelenken, in den Rollenlagern usw. ist durch 
sorgfaltige mechanische Ausführung auf ein h h i n i u m  reduziert. Die 
Stütze s tri@ unten eine hochglanzpolierte Stahlkuppe, die beim 
Gleiten auf dem Papier einen so geringen Reibungswiderstand findet, 
da1 die Wirkung der scharfrandigen Rollen nicht beeintrachtigt wird. 

Sollen übrigens die zu erzeugenden Kurven (die Kettenlinien sowie 
ihre Eroluten) von den scharfraridigen Bolien nicht bloB in das 
Zeicheqapier eingedrückt, sondem auch f a r  b i g  au f g e zeic h n e  t werden, 
so betupft man vor dem Gebrauch des Apparates den Rand der Rollen 
(mittels eines Korkes oder eines Stempelkissens) mit ein wenig Stempel- 
farbe, - ein praktisehes Verfahren, das sauber gezeichnete Kurven liefert. 

3. H i n w e i s  auf  w e i t e r e  A n w e n d u n g e n  des  o b e n g e n a n n t e n  
P r i n z i p s .  

Im vorhergehenden haben wir das unter 1 angegebene Prinzip der 
Rollenkoppel in ganz spexieller Durchführung angewendet. Wir  haben 
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unsere Rollenlroppel mit einem Storchschnabel verbunden, bei dem der 
Abstand der beiden Rollen RI, R, durch den Fahrstift F auBerlich in 
dem konstanten Verhdtnis geteilt wird 

In iihnlicher Weise liBt sich nun j e d e r  b e l i e b i g e  T e i l p u n k t  F,  
der den Abstand der Rollen RI, K, in konstantem Verhiiltnis x inner- 
lich oder ZuBerlich teilt, mittels eines geeigneten Storchschnabels kine- 

matisch realisieren (F'ig. 5). 
Führt man an einem der- 
artigen, hier im Schema 
angegebenen Apparat den 
Punkt F rings einer ge- 
radm Linie, so beschreibt 
die Iiolle RI eine aog. 
R i b a  ucourscheKurvel) ,  

R, d. h. eine Kurve von der 
Eigenschaft: daB in jedem 
Punkte ihr Krümmungs- - 

radius g proportional ist dem Stück n der Norrrialen, Jas zwischen 
der Kurve und einer festen Geraden Z liegt. 

In der zweiparametrigen Schar der R i  b a u c o u r  schen Kuwen - 
kongruente Kurven je nur als eine einzige geziihlt - sind auBer der 
einparametrigen Schar der Kettenlinien (x = - S) bekanntlich auch die 
eiriparametrige Schar der gerneinen P a r a b e l n  (x = - ' ,) und die der 
g e m e i n e n  Z y k l o i d e n  (x - + 1) enthalten. Buf Grund des angegebenen 
Prinzips laBt sich also wie der Katenograph ebenso ein Parabolograph 
und ein Zykloidograph konstruieren. Xan koniite auch mittels eines 
verstellbaren Storchschnabels oinen Universalapparat für beliebige B i b  au- 
c o u r  ache Kurven herstellen. Nur der geringeren Einfachheit der 
technischen Ausführiing wegen wurde darauf verzichtet. - 

Unser Prinzip der Rollenkoppel gestattet indes noch w e i t e r e  
A u s b l i c k  e. Das Charakteristische der Rollenkoppel war, daB der Ab- 
stand der Rollen fortgesetzt den Krümmungsradius e der von R, durch- 
laui'enen Kurve realiuierte. Durch den Storchschnabel wurde der 
Kriimmungsradius mit einer anderen Ortsfunktion n der zu erzeugenden 

1) G. L or ia ,  Spezielle algehraische und transzendente ebene Kiirven; Theorie 
und Geschichte. Deutsche Ausgabe von F. Schütte. Leipzig (Teuhner) 1902, 
S. 521-530. Auch h'nzyklopadie der mathematischen Wissenschaften I I 1  8 D 4: 

G. S c h e f f e r s ,  Beeondere transzendente Kurven (1903), 26f. 
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Kurve in einfache Verbindung gesetzt. Die Idee wird also sein, weitere 
solche Ortsfunktionen von Kurven heranzuziehen, die sich ehenfalls in 
bequemer Weise kinematisch realisieren lassen. 

Dies ist z. B. mit der Bogenl i inge s der Fall. Sie wird an der 
Rollenkoppel ohne weiteres durch den Drehungswinkel der Rolle RI 
(und ihren Radius) gegeben. Set'zt man daher g und s in eine hestimmte 
kinematische Beziehung, so gewinnt man einen Apparat zur Erzeugung 
aller der Kurven, für welche diese Abhàngigkeit 

charakteristisch ist. Hioraus crhellt, daB man auf diese Weise kine- 
mutiscke Xrzeuyungsappurate t i r  ulle solche Kurven izerstellen kunn, deren 
fiatürliche Gieichmg hinreichend einfach ist ,  bezw sich durch einfache 
3Iechanisrnen kirzematisch darstellen i6/3t. 

Als emfachster Spezialfall sei die l o g a r i t h m i s c h e  S p i r a l e  an- 
geführt, für welche @ - us  + f l  ist (a, f i  = const.). Wir konnen diese 
Abhiingigkeit etwa so realisieren 
(Fig. G).') Die Drehung der Fig. 6. 

Rolle R, um ihre horizontale 
Achse wird durch Anwendung 
zmeier Winkelriider w, u;, in eine 
Drehung um eine vertikale Achse 
verwandelt; und diese Drehung 
übersetzt sich dann einfach 
mittels eines Faderis ff in die Hin- und Herbewegung eines Schlittens 60, 

der die Rolle R, tragt. Der Schlitten wird in zwei Gleitschienen so 
geführt, da0 die Ebene der Rolle R, bestandig die Achse der Rolle R, 
in sich enthiilt. Ein nach diesem Schema konstruierter Apparat zeichnet 
offenbar logarithmische Spiralen von einem bestimmten a. 

Mit diesen Andeutungen rnogen wir uns hier begnügen. 

Gottingen, Ostern 1905. 

1) Freilich ist zu bemerken, daB der von Abdank-Abakanowicz (Die 
Integraphen usw., S. 8f.) angegebene Apparat zur Erxeugung loganthmischer 
Spiralen wesentlich einfacher erscheint. 
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Probleme der Spannungsverteilung in ebenen Systemen, 
einfach gelost mit Hilfe der Airyschen Funktion, 

Von A. TIMPE in Gottingen. 

Einleitnng. 

Die elastischen Probleme, die in der vorliegenden Arbeit bo- 
handelt werden, sind gelost auf Grund der folgenden fundamentalen 
V u r a u s s e t z u n g e n :  

1. Die Korper, mit deren Spannungszustand wir uns beschaftigen, 
sind vollkommen i s O t r op,  ihr elastisches Verhalten wird bestimmt 
durch das H o o k e s c h e  Gesetz.  

2. IIinsichtlich der Verschiedenheit der mirkliclien und der theo- 
retischen Randbedingungen gilt das von de  S a i  n t-V en a n  t aufgestellte 
und von Boussinesq noch mehr begründete P r i n z i p :  ,,Zwei Systeme 
von Kraften, deren Angriffspunkte über ein kleines Stück w der Be- 
grenzung eines Korpers verteilt sind und die diesclbe Resultante be- 
sitzen, rufen in ihm, von ,,lokalen ht6rungen" in der Nahe von w ab- 
gesehen, merklich den gleichcn Spannungszustand hervor." 

3. IIierzu tritt noch die schon in dem Tite1 der Arbeit zum 
Ausdruck gebrachte wichtige Beschriinkung, da5 es sich um sogenannte 
e b e n e  Systerriel)  handeln soll. 

Was die praktische Brauchbarkeit der erhaltenen Losungen ins- 
besondere im Hinblick auf technische Anmendungen (Bslken- und 
Gewdbeprobleme usm.) anbetrifft, so sind, von der Bescliriinkung auf 
das +bene Problem" alngesehen, folgende TJmstiinde wohl im Auge zu 
behalten: 

1. Vom E i g e n g e w i c h t ,  das jedenfalls bei Gemolben, Bogen- 
triigern usw. für den Spannungszutand von primiirer Bedeutung ist, ist 
überall abstrahiert. 

2. Die W i d e r l a g e r  sind nicht, wie bpi manehen Autoren üblich, 
als starr behandelt, sondern es ist die Fiktion gemacht, daB (etwa 
durch Symmetriebetrachtungen und ahnliche Überlegungen! die auf 

1) Vgl. die hnmerkung S. 6. 
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die einzelnen Widerlager übertragenen Kriifte bekannt aind. Nimmt 
ein Widerlager nur ein kleines Stück der Begrenzung des ebenen 
Systems ein, so genügt, dem Saint-Venantschen Prinzip zufolge, die 
Kenntnis - der liesultante besagter Krafte. - Irnmerhin iat im Auge zu 
behalten, daB in der Regel die Bedingung des Gleichgewichts in der 
bnnahme der einzelnen Resultanten noch Spielrautn l W ;  bei den ge 
gebenen spezieiien Losungen z. B. handelt es sich also nur um eine 
statisch niiigliche Reanspruchung der Widerlager, von der xweifelhaft 
bleibt, ob sie in der Natur verwirklicht ist. 

Die Beschriinkung auf das ,,ebene Problem" ist für die anzu- 
w~ndende RI e t h o  d e von entscheidmder Hedeutung: aie ermoglicht die 
Einführung der A i r y s c h e n  S p a n n u n g s f u n k t i o n  und damit die 
Zurückführung aller Probleme auf die Integration einer einzigen linearen 
Differentialgleichung. Diese Methode, die merkwürdigerweise noch 
ziemlich unbekarint zu sein scheint und auf die ich von rneinerri 
hochver~hrten Lehrer H e m  Prof. F. K 1 e i n hingewiesen wurde, 
erweist sich ale ZuBerst fruchtbar. Inabesondere gestattet sic, wie 
J. H.:Michelll) gelehrt hat, ahnlich einem bekannten Verfahren der 
El~ktrizitatslehre, die Heranxiehung des Prinzips der Tnver s i o n ,  ver- 
moge dessen aila jeder erhaltenen Losung ohne weiteres neue gewonnen 
werden konnen. - Um den Gang der Entwicklungen nicht zu hiiufig 
mit Erliuterungen unterbrechen zu müssen, erscheint es angezeigt, in 
einem ersten, 1iauptGchlich referierenden Teil der Arbeit einige für die 
Airysche Fiinktion in Retracht kommenden Tatsaehen 7usammen zii 
stellen. Irn weiteren verweise ich dabei auf die Abhandlung von F. Klein 
und K Wieghardt, ,,Über Spannungsfliichen und reziproke Diagramme . . . ." 
im Archiv. d. Math. u. Phys., 8. Bd., 1. u. 2. Hcft. (1904.) 

Eigenschaften der Airyscheii Pnnktion. 

5 1. Einführung der Spannungsfunktion; Differentialgleichung. 

l n  der Elastizitatstheorie ist es Rrai~ch, auch d a m ,  wenn die 
Ilandbedingungen sich auf die Kriifte beziehen, nicht mit den Span- 
niingen, sondern mit den Verzerrungen zu operieren. Der Grund hier- 
für dürfte darin zu suchen sein, daLi aich bei dieser Methodc durch 
Einführung der Verschiebungen die Zahl der Variabeh verringern IZBt. 

1) ,,The inversion of plane stresa", Lond. M. S. Proc. 34 (1901102). 
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Reim ,,ebenen Problem"') bietet sich nun aber, wie zuerst Amy" ge- 
zeigt hat, auf dem andern Wege eine vie1 hervorragendere Verein- 
fachung dar, die auf der eleganten DarsteUung der drei Spannungs- 
kornponenten P, &, 77) durch eine einzige Punktion F, die von Maxwell4) 
sogenannte Airysche Spannungsfunktion, beruht. In der Tat folgt aus 
den statischen Gleichungen bei  fehlender Massenkraft: 

Kombiniert man nun (2) mit den ,,stress-strain-Gleichungen" 

Q = A ' .  2 a z + ( A ' + 2 p ) . g ,  a 

fio ergibt sich: 

(4) A A F = 0 3  

a e  d e  wo d = - e  + - Nun gehorcht bekanntlich die Verrückung w 
ax a u  

der senkrecht zii ihrer Ehene gebogenen Platte derselben Differential- 

1) Das ,,ebene Problem" liegt bekanntlich in zwei wohl zn unterscheidenden 
Pallen Tor: 
a) beim iinendlich langen Zylinder, der jede seiner Nrzengenden entlang gleich- 

maBig au ihr senkrecht beanspmcht wird; 
b) bei der unendlich dünnen Scheibe. 

Im Fall a) gelten die G1. (3) fiir 1' = a l  im Falk b) fiir 1' = 2'' - - 
k +  Z I L  

2) Brit. Assoc Report, Cambridge, 1862, S. 82 und Philos. Transactionil 1863, 
S. 49. 

3) In der Bemichnungsweise schlieBe ich mich an den ,,'I1reatise on the Theory 
of Rlasticity" von A. E. H. Love an. 

4) ,,Scientific PaperfiLLl vol. II, p. 102. Zu den Maxwellfichen Unter- 
suchmgen vergleiche man den bereits zitierten Aufsatz von F. Klein und 
K. Wieghardt. 

5) J. H. Micheil, ,,On the direct determination of stress in an elaetic solid", 
Lond. M. S. Proc. 31 (1899). 
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gleichuiig. Somit gewinnen wir mit Hilfe der AirYschen Funktion 
ein ZuBerst anschaidiches Bild von dem in unserem ebenen System 
herrsclienderi Spannungszustande 

U n t e r w e r f e n  w i r  e i n e  L a m e l l e  d e n  f ü r  F i n  e i n e m  b e -  
s t immten  F a l l e  g e l t c n d e n  R a n d b e d i n g u n g e n ,  so  b i e g t  s i e  
sich von selbcjt z u  d e r  d e r  Ai rysc l ien  E'lache z =E1(xy) eig-  
nenden F o r m ;  d i e  K r ü m m u n g e n  a n  e i n e r  S t e l l e  d e r  L a m e l l e  
r e p r a s e n t i e r e n  d i e  S p a n n u n g e n  in  dem e n t s p r c c h e n d e n  
P u n k t e  d e s  e b e n e n  Sys tems .  AuBerdem s t i m m t  d i e  i n l e t z t e r e m  
her r schende  p o t e n t i e l l e  E n e r g i e  b i s  auf  e i n e n  k o n s t a n t e n  
Fak tor  ü b e r e i n  m i t  d e r  ( g l e i ç h s a m  f ü h l b a r e n )  E n e r g i e  d e r  
B i e g u r g  a n  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  S t e l l e  d e r  Lamel le .  

Letzteres folgt ohne weiteres durch Vergleich der betreffenden 
aus Rayleighs ,,Thenry of Sound" und A. E. H. Loves ,,Treatise on the 
Theory of Elasticitj" zu entnehmenden Ausdrücke bei Berücksichtigung 
der Kelationen (2). 

5 2. Die Losungen der Differentialgleichung d d F  = O als 
Spannungsfunktionen. 

Wie wir gesehen haben, ist die Losung des allgemeinen ebenen 
Spannungsproblems gleichbedeutend mit der Integra,tion der Differential- 
gleichung d d F =  O. Mit der Theorie dieser Gleichung und ihren An- 
wendungen beschaftigt sich eine umfangreiche Literatur, von der im 
Anhniîg eine Ziisammenstellung gegeben ist, auf welche die im fol- 
genden in Klammern beigefügten Nummern Bezug nehmen. E s  wird 
gèzeigt (Xr. 15, Nr. 12), daB die in einem beliebigen Gebiete überall 
regulare Losung von d d F  = O eindeutig bestimmt ist, sofern auf dem 

aF Rande die Werte von F  und vorgeschrieben sind. In  unserm 

aT 
Falle lassen sich nuri tatsachlich die Bandwerte F und c- aus den 

d n  

gegebenen Komponenten G und H der*am Rande angleifenden Kriifte 
ermitteln; nach Michell (Nr. 17) ist: 

1) Z u r  Bestimruung der Konstanten rr, P, y an jerlem Hande dienen drei Be- 
dingiingen, die Michell (NT. 17) aua der Fordemng der Eindeutigkeit der Ver- 
~chiebungen ableitet. 
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wo s die Bogenlange und GO = Gds; HO = Hds. Jedoch ist die .i; O r: 
Baridwertaufgabe der Differeritialgleichurig dAE1= O allgemein erst 
fiir eine beschrankte Anzahl von Gebieten g ~ l o s t ,  niirnlich für den 
Kreis (Nr. 1, Nr. I l ) ,  den Kreisring (Nr. 6, Kr. 17), die durch eine 
Gerade begrenzte Halbebene (Nr. 1, Nr. 12) und fiir die durch Poly- 
nome auf den Kreis konform abbildbaren Gebiete, wie z. B eine Klasse 
von Epizpkloiden (Nr. 4, Nr. 5). Wollen wir darüber hinaus die Me- 
thode der Airyschen Funktion bei ebenen Spannungsproblemen an- 
wenderi, so sind wir darauf angewiesen, gewisserrriai3en eiiien unige- 
kehrten Weg einzuschlagen, namlich: b e k a n n t e  p a r t i k u l a r e  Lo- 
s u n g e n  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  A d 3  = O (und d e r e n  g i b t  es 
e i n e  z i e m l i c h  groBe Zahl )  a l s  S p a n n u n g s f u n k t i o n e n  zugrunde  
eu l e g e n  u n d  zu v e r s u c h e n ,  ob  b e i  g e e i g n e t e r  Kombina t ion  
d e r s e l b e n  s i c h  R a n d w e r t e  e r z i e l e n  l a s s e n ,  d i e  d e n  i n  der 
P r a x i s  v o r k o m m e n d e n  B e l a s t u n g s f a l l e n  m o g l i c h s t  g e n a u  e n t -  
s p r e c h e n .  Man k6nnte diesen Weg, als Gegenstück zu der semi- 
inversen Methode de Saint-Venants bei seinem bekannten Balken- 
problem, geradezu als die i n v e r s e  M e t  h O d e  bezeichnen. 

Mehr oder minder versteckte Anwendungen derselben liefern be- 
reits die Arbeiten Michells ,,Elementary Distributions of plane Stress" 
(Nr. 18) und ,,The Inversion of plane Stress" (Nr. 19); den dort be- 
handelten interessanten Spannungsverteilungen liegen Airysche Funk- 
tionen z u p n d e ,  die im Gebiete selbst eine Singulwitat aufweisen und 
so zu ,,konzentriertenlt Kr%ftenl) AnlaB geben. - Allgemein sind als 
Losungen der Differentialgleichung A d F  = O bezw. als für die Defini- 
tion von Spannungszustiinden geeignete Funktionen zu nennen: 

1. Die Grundlosungen: const., lg r ,  r2, r21gr  und die daraus abge- 
r 

leiteten ,,meiten ~ u t e n t i a l e ( ' ~ ~ ~ ( z , ,  y,). a (1 - lg  r )  dxl dy, an den Stellen 

von der Dichte g = O (Nr. 16)) analog natürlich alle logarithmischen 
Potentiale. 

2. Die Funktionen von der Form (UX + by) rp(x, y) oder 
(2 + y" q~(x ,  y), wo rp(x, y) eine beliebige Losung von = O 
(Nr. 6). 

1) Man spncht von einer konzentnerten Hraft in einem Piinkte, wenn da- 
selbst die Spannung bezogcn auf die Langeneinheit uncndlich groB, ihre Resul- 
tante aber endlich id. Für die physikalische Realisieiung hat man natürlich die 
Urngebung eines ~olchen Punktes auszusondern bezw. durch eine starre Füllung 
KU grsetzen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. TIWE 

3. Die trigonometrischen Losungen (Nr. 20) 

cosnû s i n n û -  
-- - -- 

cos ni3 
-- 

sin nû 
- 

7" ' rn ,.n-2 7 ,.n-2 

(bezw. die entsprechenden einfachen rationalen Funktionen von x, y), 
sowie O, r2B (Kr. 19). Wir notieren beilàufig, daB umgekehrt jede 
LGsung von d d F  = O sich darstellen I iB t :  

1. als Summe eines logarithmischen und eines zweiten Potentials; 
2. in der Form (ax + by) rp (x, y) + $(x, y) 

oder (x8 + yS) . Y($, Y )  + *(x, Y )  
wo q~(x, y) und $(x, y)  Losungen von Arp = O bezw. A$ = 0. 

3. DemgernaB im Kreise und Kreisringe durch t8rigonomctrische 
Reihen. 

5 3. Inversion von Spannungsverteilungen. 

Von groBer Bedeutung ist schlieBlich noch die von Levi-Civita 
(Nr. 14) und Michell (Kr. 19) bewiesene Tatsache, daB die Differential- 
gleichung ddP = O gegenüber der Substitution 

invariant ist, daB man also aus jeder Airyschen Funktion F vermoge 
obigen Inversionsprozesses eine neue Spannungsfunktion F' ableiten 
kann. Wie Michell weiter beweist, ist der Zusammenhang der beiden 
durch F und F' definierten Spannungszustande aufierst einfach. 

Le@ man namlich Polarspannungskomponenten p, D, U zugrunde, 
so gilt 

qj=-7+--( a F  ' radiale 
r or r e  û û e  Normalspannung), 

( 7 )  
aeF O- -  are (peripherische 77 >, 

Die radiale Verschiebung u und die peripherische Verschiebung u 
sind mit den Spannungen durch die Formeln verknüpft: 
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E s  zeigt sich nun, daB die aus der Furiktion 1" abgeleiteten 
Spannungen p', Q', U' mit den 9, LL, U diirch die Pornieln zusemmen- 

âF , ô F' Hier hat di = F - r - = - rY . (F' - r den Wert dea a T 

resultierenden Moments der Spannungen, die 1Zng.s einer beliebigen von 
einem festen Punkte bis zu (r, O )  erstreckten Kurve herrschen. - Tn 
Worten lautet (9): 

S i e h t  m a n  von  e i n e r  h y d r o s t a t i s c h e n  (d. h. an  e i n e r  Stel le  
a l l s e i t i g  g le icheo)  S p a n n u n g  217.1 ab ,  s o  v e r h a l t  s i ch  der  stress 
he i  d e r  I n v e r s i o n  i n v a r i a n t :  a u f  k o r r e s p o n d i e r e n d e  Linien- 

a s  
e l e m e n t e  ds und as'= w i r k t  d i e  g l e i c h e  S p a n n u n g  in 

k o r r e s p o n d i e r e n d e r  R i c h t u n g ;  d ie  S p a n n u n g s t r a j e k t o r i e n  
g e h e n  i n  S p a n n u n g s t r a j e k t o r i e n  über .  

Zudem wird bewieuen: 

E i n  g l e i c h f o r m i g  g e s p a n n t e r ,  z. B. s p a n n u n g s f r e i e r  B a n d  
g e h t  b e i  d e r  I n v e r s i o n  s t e t s  w i e d e r  i n  e i n e n  gleichformig 
g e s p a n n t e n  R a n d  über .  

Wir  werden von dieven Batzen im aweiten Teil der Arbeit eiiie 
Reihe wichtiger Anwendiingen niachen. 

II. Tei l .  

Probleme der Spannnngsverteilnng in  ebenen Syste~neii. 

1. Kapitel: Der gerade Streifen u n d  der  von sich berührenden 
Kreisen bogrenzte krumme Streifen. 

A. D i e  H a u p t l o s u n g e n .  

B e  m e rku  n g. Als Hauptlosungen für einen Streifen hezeichnen 
wir jene Spannungsverteilungen, bei welchen nur seine beiden Schmal- 
seiten von auberen Kraften beansprucht werden, wiihrend die beiden 
Langseiten frei sind. ') 

1) Von einer ,,uneigentlichentL Hauptl6sung wollen wir beim krummen Streifen 
sprechen, wenn die Langseiten je unter gleichm5Biger Spannung stehen. 
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5 4. Zug oder  Druck an den Schmalseiten. 

a) Dio Spannungsfunktion 

(1) p= Yy"  
2 

liefert in kartesischen Komponenten: 

Dies entspricht dem an den Schmalseiten x = a und x = - a 
gleichf6rmig auf Zug oder Druck beanspruchten geraden Streifen. (Fig. 1.) 

Als einfachste Verallgemeinerung sei erwahnt: 

Pür x = x' erhalten wir den Fa11 der gleichmaEigen Spaiinung x. 
b) Wir  wollen nuri den diirch (1) definierten Spannungszustand 

invertieren. Bei Anwendung von Polarkoordinaten erhiilt man offenbar: 

Spanniingstrajektorien sind jetzt (vgl. 5 3) die aus den Geraden y - const. 
und x = const. hervorgegmgenen Kreisscharen 7 und 6, die die 
Achse y = O bez. x = 0 in O zur ge- Kig. l. 

meinsamen Tangente haben; liings jedes IV 
dieser Kreise herrscht konstante Span- 4 
nung. Haben z. B. die als Begrenzung I 

gewiihlten q - Kreise 1 und 2 die Durchmesser d, und d,, so 

wirkt normal auf ihnen die Spamung bezw. - 1. Wir künnm 
4 

nun durch Überlagerung einer konstanten Spannung -: den Kreis 2 
d, 

spannungsfrei machen; die L6sung ist daim: 
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, x sin 20' = - .  
2 ~ ' ~  

Die Beacspruchung des Kreises 1 ist pro Langeneinheit: 

Wahlen mir rechts und links als Begrenzung Stücke von zwei 
(symmetrischcn oder unsynirnctrischen) &-Kreisen, so üben diese auf 
ihre Widerlager pro Langeneinheit die normal gerichtete Kraft 

(6) 
x cos 2 O' 1 1  a =  ) 

T ' ~  dg d i  

aus, wo r' ,  O' sich auf die auf 1 gelegene Ecke beziehen. Damit haben 
- - 

wir die L6sung für einen krummen Streifen, der langs seiner einen 

Fig e Ltlngseite senkrecht zu ihr gleiçh- 
miiBig gespannt wird (Fig. 2) - 
Eine interessante Ausartung er- 
halten wir, wenn wir als Kreis 1 
die X-Achse wiihlen und aiifi dem 
von 1 und 2 begrenzten Gebiet 

, \ an der Einschnürungsstelle O ein 
Stück herausschneiden. Offenbar 
wird dann in O eine konzen- 

t r i e r t  e Kraft K - Zr übertragen 
4 - 

(wovon man sich am einfachsten 
durchZurückgehen a d  denparallel- 
streifen überzeiigt). Nehmen wir 
den Fall, daB Kreie 2 spannungs- 

frei i d ,  die X-Achse aber eine gleichformige vertikale Last UT tragt, 
so gelten die Gleichungen (4)) (4')) (6) für dl = oo: 
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wenn 21 die Spannweite auf der X-Achse. Die zugehorigen radialen 
und peripherischen Verschiebungen sind: 

(83)  = W . [1 + 
(9) T V  d2 

(xy) = - -: cose 8' - sin 48'. 
2 1 

Rig 3 

Diese Losung entspricht in 
etwa einem vollwandigen B o g e n -  
t rager  m i t  S c h a r n i e r ,  der eine 

Eadlich m6ge noch erwiihnt werden, daB damit zugleich das 
Problem der ,gesch5rften1) Schneide" (Fig. 4) erledigt kt. 

E'ig. 4. In der Tat, wenn wir den Parallelstreifen invertieren, der von 
1 

gleiclimiiBige Vertikallast W tragt 
(Fig. 3). Dip Kirnpferfiigen sind 
so geschnitten, daB in ihnen 
keine Schubspannungen entstehen. 

1 1 den Geraden y = - und y = - - begrenzt 
d" d ' Fig. fi 

wird, und sodann durch Überlagerung der l 

I 
i 
l 
l 

I 
i 
Ikf 

( ) gleichf6rmigen Spannuog *die aus jenen hervor- 
4 X 

Schneiden wir dagegen gerade und 
vertikal iw Abstand + 1 und - l ab, so werden die Reaktionen: 

gegangenen Kreise spannungsfrei macheii, so 
werden wir auf dieselbe Losung geführt. 

Angenihert LBt sich urisere Formel natür- 
lich aiich fiir B o c k g e r ü s t e  mit schmaler 
Pirst (Pig. 5) usw. verwenden. Die auf die 

2 x 
Spitze wirkende Kraft R = - bewirkt eine Reaktion des Bodens vom 

4 
Betrage: 

Normalreaktion = - 1 + cos2 0' (cos2 O' - 3 sin2 0 'j], " [ 2 4' 
K d  

Schubkraft = - f cos"' sin 40', 
4 1 

1) Bezüglich der kouvexen und d e r  gerilden Schneicle vgl. 3lichell (Nr 18). 
Zeitschrlft f .  Methematik u. Ph) sik. 62. Band. 1905. 4. Heft. 24 
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wo die Normalreaktion jedenfalls solange mit K gleichen Zeichens ist 
als O' < 30°. 

5 5. Reine Biegnng des geraden Streifans und Inversion derselben. 

a) Die Spannungsfunktion 

(l0) $'=xy3  G 

liefert in kartesischen Komponenteii: 

P =  xy, 

(10') & = O ,  
7J = O. 

Nehmen wir einen von den Geraden y = + b und y = - b be- 
grenzten Streifen, so resiiltiert über jeden Querschnitt die Kraft O und 
dm konstante Moment M = + x b Y .  Demnach haben wir den Fa11 der 
reinen Biegung des geraden Streifens vor uns (Fig. 6); es gilt das 

lineare Spannungsgesetz, d. h. das 
Fig. 6. 

in der technischen Literatur so be- 
I 

---- - 
zeichnete Gesetz, da6 die Normal- e spannungen über einen Querschnitt 

I 
linear verteilt sind. Die Verschie 

biingen il, a sind wicder nach Einsetzen von (10') in die stress-strain- 
Gleichungen durch einfache Quadraturen zu berechnen. Nehmen wir 
die beiden Geraden y =  c + b und y=  c -  b als Begrenzung, so kommt 
zu dem konstanten Moment M noch eine in der Mittellinie (y = c) 
wirkende Resultante E = 2x . bc hinzu. 

b) Wir fuhren nun Polarkornponenten ein und invertieren den 
durch (10) bestimmten Spannungszustand: 

q' = (3 sin 8 ' .  COS' 0' - 2 sin3 8 7 ,  

U' = f ,  sin' 8' - cos 8' 

Spannungstrajektorien sind natürlich wieder die beiden Kreisscharen 5 
und 7, und zwar h d e t  man leicht, daB auf den 7-Kreisen mit  den Durch- 

messern d die konstanten Spannungen - f $, herrschen. Somit k6nnen 

wir (vgl. 8 4, b) das Problem des etwa auf der Oberseite gle ichmabig 
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beanspruch ten  k r u m m e n  S t r e i f e n s  loseu, wenn dieser an den 
Schmalseiten durch ein M o m e n t  und eine jener Beanspruchung 
korrespondierende Kraft angegriffen wird; letztere wird im allgemeinen 
niçht mehr in die Mittellinie des Streifens M e n .  Nun wollen wir 
diejenige Verteilung (41, (4') 

Fig. 7.  
überlugern, die mit der vor- 
liegenden L6sung kombiniert 
den oberen Rand gleichfalls 
spmnungsfrei macht. Wir  er- i 
halten dann die L6sung für den u n b e l a s t e t e n ,  auf  B i e g u n g  be- 
i tnspruchten k r u m m e n  S t r e i f e n ,  a n  dessen E n d e n  n o c h  zwei  - 

gleiche u n d  e n t g e g e n g e s e t z t e  h o r i z o n t a l e  K r a f t e  angreife i i .  
(Letzteres lehrt die statische Betrachtung). (E'ig. 7) 

!)3' = 5 . (3 sin O' cos2 0' - 2 sins 0') + t 
3 ~ ' ~  

.x d" dl d, + d i  sin 2 O' sin20' cos0' - T p l  

d d, d, (dl  + d , l  
' Te- 

Die horizontalen Resultanten haben den Betrag: 

Das Moment betragt an der hochsten Stelle: 

Allgernein i d  das Moulent über eirien Querschnitt gleich derii 
Prodiikte aus K und dem Abstand des Mittelpunktes von der X-Achse. 

5 6. Das de Saint-Venantsche Problem des geraden Streifens und 
Inversion desselben. 

a) Ein an einem Ende x - O eingeklemmter Streifen') von der 
H6he 2 b  wird an der Stirnfliiche z = u mit der Kraft K belastet 

1) Ein Streifen heiBt im Punkte x = y = 0 eingeklemmt, wenn dort die 
ô v 

Befestigungsbedingungen u = v = = O erfullt sind. 
O Z  

24- 
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(Fig. 8). Die Airysche Funktion, die dem dadurch hervorgerufeiieu 
Spa,nnungsziistand entspricht, muB folgenden Bedingungen genügen: 
a ' If' -- C ~ F  a ' ~ '  

und - müssen für y = + O -, muB fiir z - a versçhwinden. 
a ~ o y  O X% - J S Y  
Man verifiziert, dao diese Bedingungen nebst der Differeiltialgléichung 
d d F  = O erfüllt werden von 

P =  B x y ( a -  x), 

& = O ,  
u= 3 x  (yP- b"). 

In der Tat sind der obere und untere Band spanniingsfiei; über 
jeden Schnit't x = const. resultiert aus den Kormalspannungen, fiir die 

das lineare Gesetz gilt, ein Moment 
Fig 8. 31 = b 44r. . (a - x) und eine Vertikal- 

kraft K = - 4O" x .  Nach dem Saint- 
Venantschen Prinzip realisiert eine am 
freien Ende angebrachte Kraft K den 
diskutierten Spannungszustand, wenn 

von lokalen Storiingen abgesehen wird. - Fülirt man die gefundenen 
Werte der Spannungen in die stress-strain-Gleichungen ein, so erhiilt 
man durch bloBe Qundraturen clas Saint-Venantsche Resultat für 
die Verschiebungeii, falls die Balkenbreite verschwindend klein ge- 
nommen wird. 

b) Invertieren wir diese Losung, so erhalten wir z. B. den Fa11 
des aui' Biegung beanspruchten kruurnen Streif'ens, dessen obere 
Xante gleichniiiBig gespannt ist, wahrend fiir die freie Stirnflache sich 
eine im nllgemeinen nicht in  die Richtung der Mittellinie füllende 
Resultante ergibt. Kombinieren wir nun die uneigentlichen Haupt- 

losungen b) der $5 4, 5 und G mit einer konstanten gleiclimiiBigen 
Spannurig, so k61inen wir für unseren krunimen Streifen offenbar 
die (vier) Bedingungen aufstellen, daB die beiden Riinder eine vor- 
geschriebene gleichf6rmigc Spannung erfahren und an der freien 
Stirnflache das Moment einen bestimmten Betrag, die durch .den 
Mittelpunkt gehende Resultante eine vorgeschriebene Richtung habe. 
Soll letztere auch eine bestimrnte GroBe haben, so müssen wir etwa 
die Stark0 der gleichmüBigen Spannung des einen Bandes disponibel 
lassen. 

1) S. Abhandlung von F. Klein und K. Wieghardt (Nr. 9). 
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B. Die  L t i s u n g e n  f ü r  d e n  s t e t i g  b e l a s t e t e n  Streifen. ')  

R e m e r k u n g :  Rei den folgenden Losiingen ist das Augenmerk 
stets nur auf die Befriedigung der auf den beiclen Langseiten Tor- 
geschriebenen Bedingungen gerichtet. Die an den Schmalseiten ge- 
forderte Reanspriichnng ist dann stets gemaB dam Saint-Venantschen 
Prinzip durch Überlagerung der Hauptlosungen zu realisieren. Beim 
geraden  S t r e i f e n  namlich, der ev. eine vertikale Last tragt, konnen, 
wie die statische Betrachtung zeigt, nur folgende vier Elementarfalle 
hinsichtlich der Bedingungen an den Schmalseiten vorliegen: 

a) zwei gleiche und entgegengesetxte horizontale Resultanten; 
b) zwei gleiche und entgegengesetzte Momente; 
c) zwei vertikale Resultanten gleicher Richtung; 
d) eine vertikale Resultante ciiierscits, eine gleiche und entgegen- 

gesetzte vertikale Resultante nebst einem equilibrierenden Moment 
andererseits. 

a) und b) lassen sich immer mit Hilfe der ersten und zweiten 
Hauptlosung regulieren, wiihrend c) und d) sowohl beim beiderseitig 
unterstiitztcn als auch beim einseitig eingeklemmtcn Streifen diirch die 
dritte Hauptl6sung den gegebenen Bedingungen angepaBt werden. - 
Bei dem durch Inversion erhaltenen k r u m m e n  S t r e i fen  müssen wir 
noch eine vierte uneigentliche Hauptlosung hinzunehmen, die aus der 
in 3 7 a) gegebenen Losiing durch Inversion herrorgeht. Durch Heran- 
ziehung eirier gleichmiiBigen konstanten Spannung konnen wir dann in 
der Tat auder der Bedingung der Spannungsfreiheit der beiden Laugseiten 
noch die drei Redingnngen an der einen Schmalseite: Resultante nach 
Itichtung und GroBe und gegebenes Moment, befi-iedigen. Wenn aber 
das superponierte Hauptl6sungssystpm für die Erfüllung der Vorschriften 
auf der einen Schmalseite Sorge tragt, so muB aus statischcn Gründen 
am andern Hnde die richtige Beanst~riichung von selbst eintreten. 

i j  7. Der gerade Streifen unter gleichmaBiger, linear oder. quadratisch 
wachsender Belastung. 

a) Die Funktion 

genügt der DiEerentialgleichung d A E ' =  O und definiert folgenden 
Spannungszustand: 

1) In die Almanvischen Arbeiten über Balkeriprobleme, von denen ich kurz 
vor Drucklegung dieser Arbeit erfukr, konnte ich leider nicht mehr Fineicht nehmen. 
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Für  = 31 b verschwindet U, für y = - b ist C,j = O; für y = + b 

Fig. 9. 

mu 

wird Q = - 4 x  - b3. Unsere 
Losung entspricht also dem eine 

" 
gleichmZi3ige Last 

-" (17) W = - 4 x . b "  

I 1 pro Liingeneinheit tragenden 
geraden Streifen (Fig. 9). Das 

lineare Spannurigsgesete, das in der technischen Literatur für alle Be- 
lastungsfde als richtig angenommen wird, gilt nur noch in erster An- 
niherung, insofern das Zusatzglied in y von dritter Ordnung i d .  

Die Verschiebungen werden: 

a u  wobei als Refestigungsbedingungen ,u = v = n = O für x = y = 0 
o x  

gewiihlt sind. 
b) Die Funktion 

geniigt der Uifferentialgleichung d d F  = O und definiert folgenden 
Spannungszustand: 

P = x . zy(xZ - 2y2), 

119 ') & = x . z ( y 3 -  3b2y - 2 b 7 ,  
U =  x .  {-$xa(y2 - b2) + +(yd- 04) ) .  

Für 2/ = i b verschwindet U. Für y = - b wird Q = O, für 

Fig. 10. 
y = + b  wird Q - - 4 % - b 3 r .  
Demnach stellt unsere L6sung 
den Spannungszustandineinem 
geraden Streifen dar, der eine 
stetige,liriear wachsendeBelas- 
tung tragt (Fig. 10). Wiederum 

gilt das lineare Spannungsgesetz nur in  erster Anniiherung, insofern 
das Zusatzglied in y von drit'ter Ordnung ist. 
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Die Verschiebungen werden: 

a v wobei wieder die Refestigungsbedingungen u = v = = O für x  =y  = O 
oz 

gewiihlt sind. 
c)  Die Funktion 

b' , bJ b' b Y  b e  ( 2 1 )  F = x . ( : ~ x ~ ~ ' -  - X  4 y- -xi- 'xPy5+ 6 ' 0 -  - x 2 y + -  2 6 y 4 + x b n ~ 2 + 6  20 20 t j+-K 420 Y') 

genügt der Differentialgleichung d d F  = O und definiert folgenden 
Spannung~zustand: 

P = x - (ix'y - 2x2y3 + 2b3ya + f $y5) ,  
(21') Q = x . ( x 2 y S  - 3 b 2 x 2 y  - 2 bsx8 - *y5 + b4y + &b5), 

U = r -  { - x 3 ( y " b 2 ) + z ( y 4 - b 4 ) } .  

Für y = & b  verschwinclet U; für y = - b ist & = O, für y = + b 
erhalten wir 

(22) & = - 4 % .  b 3 x a +  g x .  b6. 

Den konstanten Teil von Q konnen wir, wenn wir wollen, durch 
Überlagerung einer Losung (1 6 )  
zum Verschwinden bringen und 
haben dann die L6sung für einen 
geraden Streifen, der eine qua- 
dratisch wachsende stetige Belas- 
tung triigt (Fig. 11). Das lineare 
Spannungsgesetz kann noch als in  erster Anniiherung gültig bezeichnet 
werden, d a  das in y quadratische ~ l i &  mit dem Koeffizienten b3 behaftet ist. 

Die zu (22') gehorigen Verschiebungen werden: 

a v 
bei den Befestigungsbedingurigen u. = v = a;c = O für x  = y = 0. 
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5 8. Der gerade oder krnmme Streifen nnter beliebiger Beanspruchung. 

a) Wir nehmen an, daB sich die beliebige normale Belastung eines 
g e r  a d e n  S t r e i f e n s  in Form einer E'ourier-Entwiçklung darstellen 
lasse. Dementsprechend setzen wir zunachst F als Produkt eines all- 
gemeinen Sinusgliedes in x, sin w x ,  und einer reinen Punktion Y von y 
an und sehen zu, in welche Bedingung für Y d a m  die Differential- 
gleichung d d F  = O übergeht. Wir erhalten die Gleichung: 

P - z W 2 .  + Y'"'= 0 

deren allgenieine Losung gegeben ist durch Y= x,ewy + ~ , e - ~ y  + x, yeWY 
+ x , ? ~ e - ~ Y .  Somit erhalten wir: 

(24) F = s i n  w x .  ( x l e w y  + x,e-'"y $ x,yeWY + r . ,ye-"Y);  
P= sin wx.  { x , w 2 e w v + x , w % - w ~ + 2 ~ 3 ~ e W y - 2 ~ q ~ e - w ~ + ~ 3 ~ 2 y e W ~  

+ ~ ~ a ~ y e - ~ ' Y ) ,  

Q = -  w" ~ b w x  - { x l e W y  + ~ C - ~ Y +  x , ycwy  + x , y e c W y } ,  
(24 '1 U=-m . c o s w x .  { x , w e W ~ + x , c l > e - w y + x , e W y + x , e - W u + x 3 w y e w y  

- ~ ~ w y e - ~ y ) .  

Sçhreibt man nun die Randbedingungen: O' = O für ' y  = O und 
y = 2 b  m d  Q =  O fiir y = O ,  Q=const .  s inwx für y =  + 2 h  vor, 
so erhalt man für die Konstnnten die Werte: 

- 1 + e 4 w b  + 4 o b e i w b  
"4 = C U  . 

1 - ' L U ~ - ( 1  + 2 0 b ) e * ~ ~  

1st niin die Relastiing des Streifens (Fig. 12) von der Lange 2~ 
m i rr 

dargestdlt etwa durch die Beihe W = ZA, sin a?, n o  CO, = G ,  $0 

lautet die Losung: 1 
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Daboi ist gesetzt: 

und 
- 1 $ 4 m i b + e 4 0 i b  

Yi = 
1 - 2 w , b  - ( 1  + 2 ~ 0 , b ) e ~ ~ i ~ '  

Die Berechnung der Verschiebungen vermittels der stress-strain- 

b) Uru die Spamungsverteilung in  dern mehrfach betrachteten 

- 

Gleichungen bietet in einem spexiellen Fall keine Schwierigkeiten dar, 
soda5 das Problem des eine beliebige normale Belastung tragenden 
Streifens als erledigt angesehen werden kann. - Man sieht übrigens, 
da8 unser Verfahren gleichfalis zum Ziele fiihrt, wenn Q auch auf der 
Geraden y = O und U auf y = O 
und y = 2 6 beliebig vorge 
schriehen ist, wenn also der 

k r u m m  en S t r e i f e n  bei beliehiger Beanspriichung zu ermitteln, trans- 
formieren wir ihn durcli Inversion in einen geraden Streifen; bezüglich 
der Umformung der durch die Beanspruchung vorgeschriebenen Rand- 
bedinpngen Sind die Siitze von § 3 anzuwenden. Da Jf und mithin 
die beiden Huuptspamurigen nur bis auf eine additive Konstante be- 
stimmt sind, so haben wir ziim SchluB, wenn aieder auf den krummen 

allgemeinste Belastungsfall vor- 
2 a l i eg t )  Dies deckt sich mit ' 

Streifen transformiert wird, eventuell noch eine gleichmafiige konstante 
Spannung zii überlagern. 

--- 
x 

1) In diesem Fa11 ist natürlich daa in der Yorbomerkung, S. 3 6 1 ,  über die 
Redingungen an den Schmelseiten Gesagte zu modifizieren. 

der Losmg der allgemeinen 
Randwertaufgabe der Uifferen- 
tialgleichung d d F =  O im Parallelstreifen. - Nebenbei bemerkt be- 
darf es zur Bewaltigung des (auBer dem diskutierten) in der Praxis 
wohl noch am haufigsten vorkommenden Falles, daB niimlich auch die 
Unterseite des Streifens eine beliebig verteilte normale Last tragt, keiner 
rieuen Rechnungen mehr: wir haben dann nur zwei Losungen vom 
Typus (26) zu überlagern. 
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2. Kapitel: Der von sich nicht schneidenden, 
inebesondere von konzentrischen Kreisen begrenzte Streifen. 

A. D i e  I I a u p t l 5 s u n g e n .  

§ 9. Die reine Biegung des Kreisringsektors. 

Um für den von konzentrischen Kreisen begrenzten Streifen die 
Hauptlosungen, d. h. diejenigen Losungen zu erhalten, die die Kreis- 
rander spannungsfrei lassen, greifen wir zuniichst die Airyschen 
Funktionen heraus, die nicht vom Winkel 0 abhiingen und deshalb bei 
Benutzung von Polarkomponenten keine Schubspannungen liefern, also 
die G r  und16 s u n g e n  der Differentialgleiçhung d d F  = O. 

Wir  setzen an: 

(1) F = x, . Igr + x, . valgr + x, . ra. 

Die zugehorigen radialen und peripherischen Verschiebungen werden: 

Da t~ im Vollringe unendlich vieldeutig fiein würde, so erkennen 
wir, daB wir den mit x ,  multiplizierten Term nur solange beibehalten 
diirfen, als wir es mit einem Ringsek tor  zu tun haben. 

Wir bestimmen unter dieser Voraussetziing die Verhaltnisse der 
Konstanten x , ,  x,,  x, so, daB auf den beiden Kreisriindern r = a und 
r = b die Normalspannungen verschwinden. E s  ergibt sich: 

U = 0. 
F ~ R .  1s. Wie die statische Bctrachtung zeigt, n muB uns (21, (2') den F'all der re in  en 

B i e g u n g  des Kreisringsektors (Kg. 13) 
reprasentieren, was durch Resultanten- 
bildung über einen Querschnitt 0 = const. 

in der Tat bestàtigt wird. Für da8 Moment ergibt sich 
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DaB wir bei unserm Ansatz eine von O verschiedene Hauptlfisung - 
erhielten, verdanken wir offeubar der Existenz von niehr als zwei 
Grundlfisungen der Gleichung d d F =  O. 

Fig. 14.  
Denientsprechend gibt es auch, wie hier 
nebenbei erwiihnt sei, unendlich viele 
Losungen von der Form (1)) die dem 
Fa11 des ein- oder beiderseitig b e l a s -  
te t e  n Ringsektors entsprechen. Erst 
wenn wir eine weitere Bedingung für die 
Schmalseiteil vorschreiben, etwa daB kein Moment auftreteu sol1 
(Fig. 14), ist das Resultat eindeutig bestimmt. In dem hezeichneten 
Falle ergeberi sich, falls die Seite r = a unbelastet ist, für die Kon- 
stanten x ,  , x,, x, die Werte: 

Oe(lg a - Ig b) + ae - be 
x i = -  W .  

(a2 - b e y  ) 
4(lg a - lg 6)e - 2 -  - -  

a q 2  

5. 10. Das de Saint-Venantsche Problem des Kreisringsektors. 

Wie sich in 5 11 bei Behandlung des allgemeinen Belastungs- 
problems für den Kreisring mi t  Hilfe der trigonometrischen Losmgen 
der Gleichungen d d F =  O im Zusammenhang herausstellen wird, 
müssen die n i e  d r i  g s  t en  trigonometrischen Terme passend kombiniert 
gleichfalls eine Hauptlosiing liefern. Rlachen wir jetzt einfach den 
Ansatz: 

(5) 
1 F =  [x , r lgr  + 3 . ;  + x , r ~ ] i e o s ~ ,  

wo ddF = O erfüllt ist. Die zugehfirigen Verachiebungen werden: 

Da die mit x,  multiplizierten Terme im Vollringe unendlich viel- 
deutige Verschiebungen veranlassen würden, so ist dort immer x,  = O 
zu setzen. Nur  im Ringsek tor  kann x,  $ O beibehalten werden. 
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Wir bestimmen nun in letzterem die Konstanten so, daB die 
Schubspannungen über die Kreisrander r = a und r = b verschwinden; 
d a m  zeigt sieh, daB dort gleichxeitig die Normalspannungen verschwinden, 
und man erhalt: 

cos 8 a4ba rS 
~ = r ~ . [ ( a ' f  b ? - r l g r + F -  2]; 

cos O p [ C F - _ -  
a S b  a;:e T l ,  

Die Resultante über die liings eines Schnittes O = O, wirkerideri 
Schubspannungen ist 

(7) KI = K, . sin O , ,  

die über die Normalspannungen 

Beide gehen durch den Mittelpunkt des Kinges. Für O, = Wu 
erhiilt man den Fa11 einer senkrecht zur 

Fig 15 
Achse des kruinmen Streifens angreifenden 
Kraft TC, (Fig. 15). Sol1 auf der AuBenseite 
r = h eine konstante Normalspannung lasten, 
BO haben wir nur etwa die Losmg 

('4 F' = 
l. y - (lg r - -1 2 a2 

nP b? _I mit = W .  -- 
ae - bP 

zu überlagern und den- 
+--- a -- 
l l jenigen Querschnitt zu bestimnien, für den 

jetzt die Hesultante der Sormalspannungen verschwindet. Man erhilt: 

1) Diese L6sung findet aiüh beroits, auf v6ilig auderem Wege abgeleitet, in 
dem noch unveroffentlichten Manuskript des IJerrn l'rof. l'randtl (,,Spannungszu- 
stand eines gekrümmten Stabes nach der strengen Elastizitatstheorie"), in das ich 
schon vor langerer Zeit durch die gütige Verrnittlung von Herrn Prof. Kloin 
Einsicht erhielt. Es ist jene Abtiandlung, auf die Foppl in seiner~,,Festigkeits- 
lehre", 2. Bufl., § 70 a (S. 452) Bezug nimmt. Wie içh nachtriglich erfahra, ist 
Herr Prof. Praudtl auch bereits im Besita eiiier Losung fiir den Fa11 der reinen 
Uiegung irn Ringsektor. 
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(Das auBerdem auftretende Bieg~n~sruoment  wird durch cberlagerung 
einer Hauptlosung (2) entfernt.) Die Resiiltante der Schiibspaniiiingan 
über diesen Querschnitt ist 

K g .  16. 
-- -- -~ 

a" bhe 
(11) K~=V(-, - i g a + i g ~ j ~ ~ ~ - v w ~ .  

Gibt man L(, und W Tor, so ist x und 
x' zu berechnen. Damit ist das Problem 
des krahnahnlichen St'reifans, der auf der 
AuBenseite eine konstante Normalbean- 
spruchung erfahrt und am Ende eine verti- 
kale Last tragt (Fig. 16), gclost. 

Wahlen wir b e ide  Stirnfliiclien gerniiB 
den zwei aus (10) zu entnehmenden Werten von O,, so erhalten wir 
den Fa11 des eine konstante radiale Rennspruchung erfahrenden Sektors, 
der an den Enden durch Transversallirafie 
gehaltcn wird (Fig. 17). 

Ihirch Inversion gelarigen wir von hier 
zu einem Streifen, der anf der einen Seite 
von einer Geraden  begrenzt ist, die eine 
gleichmaBige normale Spannung erfihrt, 
wiihrend die Stirnfliichen durch zwei symnie- 
trische Krafte geutützt werdeu. Wir haben dainit in etwa die L6sung 
fiir ein Geaolbe i~n te r  gleiehmiiBiger vertikaler Belastung, also einen 
praktisch recht bedeutsamen Fnll, ge- 
monnen (Fig. 18). In der Tat stellen Fig. 18. 

1 '  , 1 ,  1 ,  ' ' 1  , , : ' l ' '  l  , ' , 1 1 1 ~  uns die Losungen (1) und (6) im 1  1 

ganzen vier unabhangige Konstante 
7,ur Verfügung, n o  ùaB wir folgeudr f-1 
vier Redingungen erfüllen konrien: 
die Unterseite des Gewdbes sei unbelastet, die Oberseite trage eine 
gleichmiiBige normale Last W; an den Stirnflachen haho die Resultante 
durch den Mittelpunkt gegebene Richtung und das hloment einen ge- 
gebenen Betrag. 

R. D i e  a l l g e m e i n e  L o s u n g .  

Bem e r k u n g .  Das zuletzt behandelte Deispiel zeigt bereits, wie 
man auf Grund des Saint-Vcnantschcn Prinzips durch I<ombiiiation ciner 
den Bedingungen auf den Kreisrandern genügenden Losung mit den 
Haupt16sungen (im eigentlichen und uneigentlichen Sinn) auch die für 
die Schmalseiten vorgeschriebenen Bedingmgen befriedigt. Wie richon 
in unserer Bemerkung im 1. Kapitel (S. 361) hervorgehoben, genügt 
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es im allgenieinen, für die Realisierung der ail der e i n e n  Schmalseite 
geforderten Beanspruchung Sorge zu tragen, da die entsprechende 
Losung dann aus statischen Gründen den Vorschriften an der andern 
~chmalseite von selbst nachkomrnt. - Um nun hier die transversale 
Resultant'e zu regulieren, haben wir nur eine geeignete Hauptlosung (6) 
zu überlagern, für die an der betr. Schmalseite das Moment ver- 
schwindet. - Axiale Resultante und Moment werden durch Kom- 
binat'ion einer Hauptlosung (2) und einer Hauptlosung (6) geliefert, 
welch letztere an der Schmalseite verschwindende Schubspannungen 
haben muB. - Auch für den durch Inversion erhaltenen allgemeinen 
krummen Streifen gilt Entsprcchendes. Man transformiert ihn zuniichst 
in einen von kouentrischen Kreisen begrenzten Streifen, wobei be- 
züglich der Emformung der Kandbcdingungen die Satze von 5 3 zu 
beachten sind, lost die Aufgabe in  diesem Gebiete und geht d a m  auf 
den ursprünglichen Bereich zurück. Nunmehr überlagert man jene 
Kombination von Hauptlosungen, die an sich den unteren Rand 
spannungsfrei IàBt und die Bedingungen an der Schmalseite realisiert. 
Um die damit hereinkommende konstante normale Spannung des 
oberen Randes zu eliminieren, ist man genotigt, von vornherein ein 
einer gleichmZBigen Beanspruchung des oberen Randes entsprechendes 
Zusatzglied mit unbestimmtem Koeffizienten hinzuzufügen und letzteren 
zum SchluB so zu bestimmen, daB nach uberlagerung der Haupt- 
losungen sich der tatsiichliche Belastungsfall ergibt. 

5 11. Der Kreisring und der Kreisringsektor unter beliebiger 
Beanspruchung. 

Wir  gehen aus von der allgemeinen Losung der Differential- 
gleichung d d F =  O für den K r e i s r i n g l ) :  

+ 2 r 0 -  s in0 + (4rs + + Bir l g r )  cos0 

- 5 r 0 .  cos 0 + (d1r3 + y,r-' + 6,r l g r )  s in0 
2 

+ z ( e i y m  + dpm+l + y,r-" + S,T-~+? sinm0. 
iii = 2 

1) S. Nr. 17. 
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wiirde sich ei- Setzen wir F als Spannungsfunktiou an, so 

Seien nun andererseits die Spannungen y und 11 auf den Randern 
= a urid r = Z) vorgegeben durch die Entwicklungeii: 
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P - A, +2~ ,  cos mB +EB, sinnzB. 
n r = l  m = 1  
m cc 

U = ~ , + ~ ~ , c o s > n 0 + ~ ~ , s i n n ~ 0 ;  d 

ni = 1 i n = l  

D 53 

= A; +ZA;, cos rn O +ZBL sin al O, 
w1=l nr=l 

m m 

U -  C ~ + ~ ) : ~ c o s m O  + Z D . s i n m ~ .  
s i= l  nr=L 

Setzt man nun die aus (12') sich für r = a und r = b ergebenden 
Werte von 9 und U gleich mit (13) und (13') und identifiziert die 
Koeffizienten entsprechender trigonometrischer Terme, so erhiilt man 
ein unendliches System von achtkopfigen Gleichungsfamilien zur Be- 
stimmung Ger a,, b,, c,, dm, a,, Pm, y,, 6,. Diese Bestimmung gclingt ohne 
weiteres fiir alle fit 2 2. Für  m = O und m = 1 dagegen treten ex- 
zeptionelle Palle ein. 

a) Was den Fa11 m = O angeht, so sondern sich die vier Gleichungen 
in zwei, die niir a,, b,, c, enthalten, und zwei, in denen mir a, vorkommt. 
Die letzteren beiden sind mit einander vertraglich, da au8 den statischen 
Bedingungen für den Ring (Verschwinden der Drehmomente um O) 
folgt: a'C, = b2Ci .  Das erste Paar ist unterbestimmt; die damit ge- 
gebene Willkür wird, wie wir weiter unteu selien werden, beseitigt 
durch die Forderung, dafi die Verschiphiingen im K n g e  eindeutig 
resultieren müssen. 

h) n 'as  d m  Fa11 m = 1 angeht, so Iiaben die heidpn Gleichungs- 
quadrupel niir dann Losungen, wenn a(Al - 3,) = b(AI - Di) und 

a(B, + Cl) = b(B; + L';). Das sind aber gerade die beiden weiteren 
aus deu Gleichgewich tsbedingungen für den I h g  folgenden Relationen. 
E s  wird: 

a, = a (A, - Dl), 

Cl = .(BI + Cl). 

Wcnn z. B. an jedem Rande für sich die angreifcnden Spannungen 
irn Gleichgewicht stehen bezw. ein Kraftepaar ergeben, so ist A, =BI, 
BI = - Cl, folglich a, = cl = Q.  - Für die Bestimrnung der Konstanten- 
tripe1 hl, a,, fi, und dl, y,, 6, verbleihen dann nur noch je zwei Gleichungen; 
hierzu treten aber wieder die Bedingungen, die aus dem Verlangen 
nach Eindeutigkeit der Verschiebungen entspringen. 

J. H. Michel1 hat diese bei mehrfach zusammenhiingenden Qebieten 
zu berücksichtigenden Bedingungen allgemein diskutiert (Kr. 17). Wir 
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wollen einfach die den einzelnen Elementarl~surigen entuprechenden 
Verschiebungen frischaeg berechnen und hinterher die Koeffizienten 
der mehrdeutigen GLicdcr gleich Nul1 setien. Wir erhalten: 

m 
m l '  + ( I H  - 2 ) p  +z [- 1 - - -  

2 P P '  + P )  
b,r7"+' 

m = 2  
2 IL 

0 

m l ' +  ( m -  2 ) p  +z [- cmrm-l  - - -  
2 P ( L ' +  P )  

dmrm + l 

ni=1 
m + - - ymr- , - l +  m L ' + ( m + 2 ) p  

2P(1.' + IL)- 
~ ~ r - ~ + ' ]  sin ,ne. 

2 P 

(15) P e r i p h e r i s c h e  V e r s c h i e b u n g  u = Cr - 5- 
 PI 

+ 

m 

+ ~ [ ~ a m + . m - l  + ( m + 4 ) ( L ' + 2 p ) + a ' m b  p + I  

4!4'+ P )  m 

m = 2 

m (m - 4 ) ( 1 ' +  2 p )  + I ' m  + ~ ~ , r - ~ - l  + --4 
@'+IL) - 

p,r-m+i sinmû 1 
(m + 4) (a'-+ 2  P )  + l ' m .  d 1 

4 p W T F 7  - m 
nr = 2 

m  
y m r - m -  1 - 

( m 4 ) ( A ' +  2 p ) + I . ' m  
4 ( a ' + r p  

Cfmr-"+- 1 1  cos me, 
2 ~  

unter A, B, C Integrationskonstanten verstanden, die durch die Befestigungs- 
bedingungen zu bestimmen sind. - Damit alle Terme eindeutig werden, 
muil mau setzen: 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 52. Band. 1905. 4 .  Heft. 2  5 
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In dem besonderen Fall, daB die Spannungen liings jedes R'andes in1 
Gleichgewicht sind oder ein Kriiftepaar ergebcn, wird a, = cl = O und 
daher auch P, = 6, = O. Wir  haben darriit dau -criclitige Ilesultat gewonaeu: 

Satz: Reim g e s c h l o s s e n e n  R i u g e  f i i l l t  a u s  dein Aue- 
d r u c k  (12) f ü r  d i e  S p a n n u n g s f u n k t i o n  F d a s  G l i e d  cor21gr  
s te t , s  g a n z  h e r a u s .  D i e  K o e f f i z i e n t e n  d e r  T e r m e  ?Osin@, 
,r l g r  cos O ;  rO cos O ,  r l g r  sin û s ind  d u r c h  d i e  d ie  E las t i z i t ' i i t s -  
m o d u l n  e n t h a l t e n d e n  R e l a t i o n e n  (17) m i t  e i n a n d e r  v e r k n ü p f t ,  
sodaB s i c h  d e r  S p a n n u n g s z u s t a n d  i m  V o l l r i n g e  i m  a l l g e m e i n e n  
a l s  von d e n  e l a s t i s ç h e n  K o n s t a n t e n  a b h i i n g i g  e rweis t .  N u r  
i n  d e m  F'alle, wo  d i e  auf ieren K r a f t e  l a n g s  j edes  R a n d e s  im 
G l e i c h g e w i c h t  s i n d  o d e r  e i n  K r i i f t e p a a r  l i e f e r n :  b e s t e h t  eine 
so lche  A b h a n g i g k e i t  n i c h t .  

Diese Ergebnisse bestatigen Michelis allgemeine Satze. 

K ü n s t l i c h e  S e l b s t s p a n n u n g e n . ' )  

Die Reschrankungen, die infolge der bei mehrfach zusamrnen- 
hiingenden Gebieten zu berücksichtigenden Bedingungen in den Formeln 
(14), (15) bez. (12) elntreten, fallen natürlich beim ui lgeschlossenen 
ltinge fort. Dies wird von hochster Bedeutung d a m  sein, wenn es 
moglich ist, dao riiçht geschlosserie Ztinggebiet in eirien Vollring zu 
deformieren; denn d a m  eroffnet sich für letzteren die Moglichkeit - 

wesentlich neuartiger Spannungsznstiinde. - E s  genügt offenbar zu 
untersuchen, welche Arten von S e l  b s t s p a n u u n g e n  man durch 
einen derartigen ProzeB im Ringe herstellen kann; die diesen ent- 
sprechende Losung F0 kann man dann stets im allgemeinen Falle über 
die durch die Randkrafte bestimmte L6sung superponieren. 

Die Funktion 
( l a )  2j" = a. l g r  1 bor2 + cor2 Ig r 

d e h i e r t  die. Spannungen 

= r i  + 2b, + co(2Ig,r + I), 
(18') 

a D - - ;O, + 2b0 + c0(2 lgr  + 3), 

- 
U = O  

1) Kach AbschluB dieser (als Dissertation vom 14. Dez. 1904 datierendcn) 
Arbeit erschien eine eingehende Untersuchung über Selbstspannungen von 
F. V o l t e r r a ,  At t i  Acc. Linc. Rend. (6) vol. 14 (1906). 
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und die Ver~ch iebun~en:  

Alle Querschnitte O = const. bleiben eben und werden iim einen 
mit O proportionalen 

Fig. 19. 

einander etwas über- 
deckenden Enden (Fig. 
20) wird sich daher 
in einen VoUring de- 
formieren lassen. Wir  
wollen die Kreisrander spannungsfrei nehmen; dann bestimmen sich 
(vgl. Cj 9) die Verhaltnisse der Konstanten a,, ho,  c, so, dalj wir fiir F 
erhalten: 

(20) 
1 a - l g b  - r. (4n2hs 5 - -- 1 

ae - bZ 
g r  + r V g r  

Der Sektor sei begrenzt von den Schnitten 8 = 0 und O = 27c - E,  

wo e von der Gr6Benordiiung der Verschieburigen sein soll. Die 
Stirnfiiiehe 8 = Zn - e wird bei der Deformation gedreht urn 

mr" ahlen wir x so, daB dieser Ausdruck = E wird, so geht der 
Sektnr durch die Deformation in einen Vollring über. In der Re- 
rührungslinie 8 = 0 müssen zu beiden Seiten Eleirient für Element 
entgegengesetzt gleiche Spannungen herrsehen. Die radialen Ver- 
schiebungen sind beiderseits gleich. Denken wir uns aber jetxt die 
beiden Stirnflkhen mit einander befestigt (verlotet oder vernietet), so 

erhalten wir einen geschlossenen liing, in dcm die durch (20) definierten 
Selbstspannu~~gen herrschen. Wir  schlieBen : 

In  e inem V o l l r i n g  k a n n  d e r  d u r c h  (20) d e f i n i e r t e  soge-  
n a n n t e  kor izen t r i sche  S e l b s t s p a n n u n g s z u s t a n d  h e r r s c h e n .  

Die E'unktion 

(al> F =  (d,r3 $ yir- l  + Sir 1gr)sinO 
25 * 
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definiert die Spannungen: 
8 % Y  

= (2 + 2 4 .  - ;;) s ino ,  

D = (T + 6 4 .  - :;)sine, 

uud die Verschiebungen: 

Sind speziell die Rauder spannungsfrei, so lautct die Losung: 

sin 0 u5bi  r 
P 3 )  F O = ~ - - ~ [ ( ~ ~ +  ~ ~ ) r l ~ r + - , ~  -13- . , 

, 
u P + b  

Spannungen und Verschiebungen nehmen fiir 6 = 0 und 0 =2 n. gleiche 

Fig. 21. 
Werte an, mit Ausnahme von u. Der an dieser Stelle 
aufgeschnittene Ring wird also so deformiert, da1  
dieschnittflachen zwar an und für sich auf cinander 
passeri, aber an einander verschoben sind (Fig. 21). 
niese Diskontinuitat rührt her von den Termen 

die eine Translation jedes Schnittes 0 = const. 
L 1 + 2 p  

parallel X uin - rj . 8, 0 reprisenltiereri. 

~ i i  machen nun folgende ~13er legun~.  
Nach den Grundvoraussetxungcn der Elastizitatstheorie sind die Ver- 
schiebungen II, i, als unendlich klein gegen die Dimensionen des 

def'ormierten Gebiets anzuseheii. Wir kannen 
wig $2 

daher die fiir den Kreisringsektor geltenden 

0 
Formeln anwenden auf ein von dieser Form in 
demselben Sinne unendlich wenig abweichendes 
Gcbiet; dabei wsrdcn wir für die Spannungen einen 
Fehler erhalten, der gegen diese selbst von erster 
Ordnung unendlich klein ist, für die Verschie- 
bungen einen Fehler, der gegenüber den Dimen- 
sionen des Gebiets von zweiter Ordnung unendlich 
klein ist. - Wenden wir dies an, indem wir statt 

des Kreisringsektors ein Gebiet nehmen, dau aus jenem durch Translation 
L' + 2 l  der Schnitte = const. I I  X um - - , - 8,8 erhalten wird (Fig. 22). Die 

2F(A  + P)  
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beiden Stirnfliichen 0 = O und 0 2z  werden dann nach der Deformation, 
von unendlich kleinen Gr6Ben zaeiter Ordnung abgesehen, auf einander 
passen und sich gegen einander legeii. Die Spannungen beiderseits werden 
Element für Element entgegengesetzt gleich sein, wenn von iinendlirh 
kleinen Gr6Ben erster Ordnung abgesehen wird. Wenn a i r  also jetzt die 
beiden Stirnfliichen mit einander vernieten oder verloten, so erhalten 
wir einen Vollring, in dem sich allc Spannungen und Verschicbungen 
eindeutig und bis auf unendlich kleine Sprünge stetig verhalten. Wir 
erhalten somit das R,esultat: 

I n  e i n e m  V o l l r i n g  k a n n  d e r  d u r c h  (23) d e f i n i e r t e  soge-  
t' na'nnte d i a m e t r a l e  S e l b s t s p a n n u n g s z ~ i s t a n d  h e r r s c h e n ,  bei  

dem e n t l a n g  0 = O u n d  0 = ;z n u r  S c h u b s p a n n u n g e n  a u f t r e t e n .  
72 

Der diametrale Selbstspannungszustand, bei dem entlang 0 = 

9 -t 
und 0 =: '- nur Schubspannungen herrschen, iat natiirlich definiert durch: 

2 

I m  ganzer i  e r h a l t e n  w i r  f ü r  den  g e s c h l o s s e n e n  R i n g  m3 

S e l b s t s p a n n u n g e n ,  e n t s p r e c h e n d  der  F u n k t i o n  

Dies Ergebnis bildet genau daa Analogon zu dem Resultat, das 
von F. Klein und K. Wieghardt für mehrfach zusammenhangende 
Bachwerke  erhalten wurde (NT. 9). 

K r  e i s r  in  g s e k t or. W i r  haben schlieBlich noch das Problem 
des Ringsektors zu erledigen, der liings der Kreisriinder beliebige - 
Normal- und Schubspannungen erleidet 
(Fig. 23). Um auch hier in den exzeptio- Fi&. 23. 

iiellen li'iillen m = O und sn = 1 die 
Bestimmung der Unbekannten zu er- 
niOglicheri, haben wir nur an die ent- 
sprechenden Ausführungen fiir den 
Vollring anzuknüpfen. Demgem:iiB 
haben wir die Randspannungen an 
d m  fehlenden Ringstücke, wo sie , 

durch die Aufgabe nicht definiert sind, 
so festzusetzen, daB fiir den Troll- 
ring ein Gleichgewichtssystem resul- 
tiert. - Die überzihligen Kunstanten werden hier durch die hinzu- 
tretenden Bedingungen an den Schmalseiten des Sektors bestimmt (vgl. 
Vorbemerkung). 
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3. Kapitel: Der von sich schneidenden Kreisen begrenzte Streifen. 

5 12. Zentrische Verteilungen. 

Nachdem die Spannungsprobleme für sich berührende und sich 
nicht schneidende Kreise erledigt sind, erscheint es naturgemaB, nun 
aiich für das von sich schneidenden Kreisen begrenzte Gebiet eine 
Losmg zu versuchen. Da aber für den einfachsten Bereich, in den 
jenes durch Inversion übergeführt werden kann, niimlich den Keil, eine 

einwandfreie Losung der Rand- 
P wertaufgabe der Digerential- 

gleichung d d F  = O z. Z. 
meines Wissens nicht vor- 
liegt'), so müssen wir uns 
darauf beschriinken, auf einige 
s p e z i el1 e hierher gehiirige 
Airysche Funktionen von 
Interesse hinzuwcisen. Zu- 
G c h d  steiienwir den unmittel- 
bar einleiichtenden Satz auf: 

B e i  e i n e m  S p a n n u n g s z u s t a n d ,  d e r  a u s  e i n e r  z e n t r i s ç h e n  
V e r t e i l u n g  d u r e h  l n v e r s i o n  von e i n e m  b e l i e b i g e n  n i c h t  m i t  
dem Z e n t r u m  d e r s e l b e n  z u s a m m e n f a l l e n d e n  P u n k t e  0' a 'us  
abge le i t ek  w i r d ,  s i n d  S p a n n u n g s t r a j e k t o r i e r i  d i c  b e i d e n  d u i c h  
0' u n d  d e n  Bi lc lpunkt  0" von O a l s  Gr i lndp i ink te  def in ie r ten  
K r e i s b ü s c h e l  (Fig. 24). 

,41s zentrische Verteilungen bezeichnen wir dabei die durch die 

Airyschen E'unktimen F = t r t l  sin 0;  F = xr2 ]gr2) und I;' = x lgr 

bestimmten Spannungszustiinde, bei denen die Spannungstrajektorien 
von den Systemen der konzentrischen Kreise und der Radien gebildet 
merden, und die irn Z ~ n t r u m  zu einer koiizentiierten Kraft AnlaB g~hen.  

1) Zu der Losung Venskes in den Gottinger Kachrichten 1891 beinerkt 
Levi-Civita (Nr. 14): ,,Tale (SC. una soliizione complets) non pub dirai cehamente 
quella ahoeüata da1 sig Veuske loc. cit., tauto più c h ,  per il caso dello spazio 
angolare I'autore si appoggia sopra la assenione inesatta che corta funzione W 
(p. '29) sia armonica." 

'2) Bei bcidcn Funktionen darf ,  wie wir im '2. Kap. gesehen haben, daa 
in  Betracht gesogene Gebict den O-Punkt nicht umschlieBen, wcnn die Ver- 
schiebungen eindeutig resultieren aollen; dies ist besonders bei der In~ersion zu 
beachten. 
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Für die sog. ,,einfache radiale Yerteilunglc F = Z r 0  sin 8 hat bereits 
2 

Michel1 (Nr. 18, 19) obigen Satz in zwei speziellen Piilleri ausgesprocheil. 
Da bei ihr die Radien spannungsfrei Fig. 25. 

sind, so geht durch Inversion aus ihr 
offenbnr eine Losung hervor, bei der 
die in den beiden Grundpunkten sich 
sehneidenden Kreise unter gleiehmaBiger 
Spmnung stehen. Diese liefert uns in Verbindung mit einer kon- 
stanten gleichftrmigen Spannung den Fa11 eines auf der einen Seite 
unbelasteten, auf der andern gleichmalig ge- 

Pig. 26. 
spannten krummen Streifens, dessen Schmalseiten 
symmetrisch beansprucht werden (Fig. 25). Die 
beiden andern zentriscben Verteilungen führen 
durch Inversion offenbar zu k ü n s  t l i c  h e n  Belas- 
tiingsfiillen besagten krummen Streifens. Als 
künstlich zu bezeichnen ist auch die in Fig. 26 
angedeutete Kornbination von clrei in den Ecken 
eines gleichseitigen sphiirischen Dreiecks ent- 
springenden einfacheii radialen Verteilmgen, - bei A-k 
der die drei Seiten zwar Spannungstrajektorien s i id ,  aber nicht uriter 
g le ichmaBiger  Spannung stehen. 

5 13. L6sung für zwei auf einander senkrecht stehende Kreise. 
Von zwei zu einander senkrechten Kreisen sol1 der eino beliebig 

vorgcschriebene Spannungen erleiden, wiihrcnd von dem andern nichts - - 

weiter verlangt wird, als daB er nur Normal- 
Fi#. 27. 

spanniingen ühertragt. - Wir invertieren 
das von den Kreisen begrenzte Gebiet in 
einen Halbkreis, dessen Durchmesser wir 
zur x -  dohse machen (F'ig. 27). Wir  
nehmen an, da1 die lings dieses Durch- a- - 
messers vnrgewchriebenen Spanniingen durch Potenzreihen darstellbar 
seien : 

(1) 

Andererseits setzen wir als Spannungsfunlrtion an: 

(2) E' = b,r2 + bli3 COS O + dLr3 sin 8 
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380 Probleme der Spennungeverteilung in ebenen Systemen, usw. 

woraus sich ergibt: 

nz) m ~ , r " - ~  + (nz + 2 - m2) bmrm] cos m 8 
71' = 2 

Nun sol1 U für r = R verschwinden; daraus ergibt sich das 
Gleichungssystem: 

b, = O dl = O 

Andererseits gehen & und 0 für 0 = O und 8 = 180° über in: 

Identifizieren wir diese Reihen m i t  den gegebcnen Potenzentwick- 
lungen (1), so erhalten wir das Gleich~ngss~stein:  

- 2c, = 1, 

- 2 (dl $ 3 c,) = 1, 

- 3(d2 + 4c4) = l2 

(m + l )(m + 2)(b, + a,,,) = km - (nt + l )[md,  + cm + 2)c,+J = lm 
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Von A.  Tlmw. 

Bus (3) und (4) folgen die Rekursionsformeln: 

ausgehend von b, - O und rz, = const., 

1 1 1 . ~ 2  nz - 1 cm 
(6) C =-  

m , d m  d = - --- 
I I ~  (na - 1) rn ~ + I K = ~  

I 
ausgehend von d, = O und e, = - :. 

DaB die damit für p, Q, U erhaltencn Iteihen konvergieren, folgt 
unter Voraussetzung der absoluten Konvergenz der gegebenen Potenz- 
reihen (1) ohne weiteres aua der Tatsache, daB sich zu den nach den 
Vorzeiçhen zusammengefafiten Partialreihen stets konvergente (dem 
Argument 0 = 0 entsprechende) Majoranten angeben lassen. 

Durch geeignete Kombination bezw. ev. Spaltung der diskutierten 
Spanriurigsfuriktionen, verbunden mit dem wichtigcn Hilfsmittel der 
Inversion wiirden sich natürlich noch mancherlei Losungen von 
gr56erem oder geriagerem praktischen Interesse ableiten lassen. Aller- 
dings wird unsere inverse Methode auch oft zu , ,küns t l i chen"  Ver- 
teilungen führen. Als Beispiel hierfür sei erwiihnt, daB die Funktion 
E' = 1-(x4 12 - 63' y2 + y4) einen Zustand definiert, bei dem die beiden 
Orthogonalsysteme der gleichseitigen .Hyperbel die Spannungstrajek- 
torien reprasentieren, wiihrend die Spannung selbst dem Quadrat des 
Abstandes von1 O-Punkte proportional ist. Die Losungen P= 8 und 
F = r20  (natürlich nur für ein den O-Punkt nicht umschlieBendes Ge- 
biet brauchbar) liefern als Spannungstrajektorien die Systeme logarith- 
inischer Spiralen r  . ee = const. und r . ce = const., wahrend die 
Hauytspannungen iu dem eineri Falle mit de111 Quadrat der Entf'ernurig 
abnehmen, im andern Fa11 mit 20 - 1, bezw. 20  + 1 proportional sind. 
Dagegen gewinnt man, wie Michell (Nr. 19) gezeigt hat, durch Über- 
lagerung zaeier Losungen r28  mit verschiedenem Koordinatenanfang 
unmittelbar eine praktisch bedeutsame Losung: die Verteilung in einer 
von einer Geraden begrenzten Ilalbebene, die eine über ein Stück der 
Grenzgeraden gleichmiiBig verteilte normale Last triigt. Von hier ge- 
langt man übrigens direkt zur Darstellung des Hails beliebiger riorrnaler 

Z 

Belasturig W der Halbebene durch den Ansatz F = dz. 

Man sieht jedenfalls, da6 das Studium der Losungen der Differential- 
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gleichung ddF= O noch manche interessante Anwendungen auf ebene 
elastische Probleme verspricht. 

Es erscheint mir nun nicht zweifelhaft, daB eiiie in iihnlichcr 
Weise durchgefülirte Untersuchung der Losiingen der Larnéschen lie- 
lationen fiir die Verschiebungen, d d z c  = O,  d d v  r O,  d d w  = 0') 
gleichfalls sich als recht lohnend erweisen mürde. So leuehtet z. B. 
ein, daB sich mit Leichtigkeit m o g l i c h e  F o r m e n  verbogener  
P l a t  te n angeben lassen, wenn die Begrenzung von Kurven nicht zu 
lloher Ordnurig gebildet wird. Bei elliptivcher Begrenzurig z. B. konuen 

die Niveaokurven dureh ($ + < - 1) = const. gegeben sein2), bei 
b 

x e  - y e  lemniskatischer Begrenzung durch x2 + y2 - 2e2 r- - 
x + y e -  

const., bei 

Begrenzung durch Kreis und gleichseitige ~&erbel  durch 
(x" y' - R:)(x2 - y" 12;) = çonst. usw. 

Anhang. 

Litoratur znr Differentinlgleichnng ddF= O (Tlieoile un11 Anwendungen). 

E. Alru a u  s i ,  ,,SuIl' integrazione riell' equazione d 2 d ' u  OiL, Atti  della R. Acc. 
di Torino XXXT (1896,'96). 
- , ,,Sulla deformazione della sfera elastica", Memorie di  Torino XLVII (1897). 
- , ,,Sulla intograzione dell' equazione d ' d s u  = O" , Atti della R. Acc. di 

Torino XXXIV (1898/90). 
-- , ,,Suu' integrazione dell' equazione differenziale d V d e = O "  , Atti della 

R. Bec. dei Lincei, Rendiconti, Roma Ser. 5, vol 8 ,  1 (1899). 
- , ,,Sulla ricerca delle fuuzion'i poli-armouiche in un' area seniplicemeute 
conncssa per date condizioni al contorno", Rcudiconti del Circolo Natem. di 
Palermo XII1 (1899). 

, ,,SUU' integrazione dell' equazione differenziale d2' = Oii, Annali di Xate- 
matica 3 ,  11 (1899). 

- , ,,Integrazione della doppia equazione di Laplace", Atti della R. Acc. dei 
Lincei, Rendiconti, Roma Ser. 5 ,  vol 9 ,  1 (190i1). 
G o u r s a t ,  ,,Sur l'e'yuatioli d d u =  O", Bull. de l a  Soc. Mathém. de France 
XVI (1898). 
P. K l e i n  nnd K. W i e g h a r d t ,  , , f~be r  Rpannungsfl5,chen und reziprnke Dia- 
gramme, mit  besonderer Berücksichtigung der hIaxwellschen Arheiton", Archiv 
d. Math. u. Phys. 3.  Reihe VI11 (1904). 

1) Bezw. der dafür eintretenden gleichen Relationen für  die erzeugenden 
Funktionen Somiglianas (Nr. ? O ,  21). 

2 )  ui = ($ + f - 1) const. liefert u h n b s r  den Fa11 der gleichm%8ig Î  
b P  

ladeten ,  am Rande horizontal eingeklemmten elliptitichen l'latte ( d d u :  = c ,  am 
- 

- ô w Rande w = - - = 0). 
an 
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verein deutscher Ingenieure 3. Mai 1905. 

Über die elastische Deformation eines kreisformigen Rings. 

Von TH. WEITBRECIIT i n  Tübingen.  

E i n  kreisftirmiger R i n g ,  dessen Querschnitt  gegenüber  seinern 

Radius sehr  klein und  zur  Mittelebene des Rings  symmetr isch sein 

miige, werde von Kraften angegriffen, die iii dieser E b e n e  wirken. 

Das Material des Rings  setzeri wir als horuogeri voraus. D a s  Problern 

ist darnit auf  ein ebenes beschrankt .  An  einem solchen R i n g  denken 

wir  uns, gleiçhfiirmig verteilt, zahlreiche homugene radiale Zugstangen 

angebracht,  die auf einer  Nabe i m  Mit telpunkt  aufsitzen u n d  i n  einen 

Zustand der  Spannung  versetzt s ind,  so daB der R i n g  nach h r e r  An- 

spannung einen etwas kleineren Radius erhiilt, als i n  seinem natür-  

lichen Zustand. Die Anzahl  der  Zugstangen wollen wi r  so grofi an- 

nehmen, daB sich die S u m m e  ihre r  W i r k u n g e n  auf ein endliches S tück  

des Rings  durch  das Integral  über ein diesem Ringstück entsprechendes 
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384 b e r  die e!astisclie Deformation eines kreisformigen Rings. 

Intervall crsetzen l%Bt. Diese gespannten Zugtangen, die sich bei der 
Deformation des Rings verlingern bezw. verkürzen, bedingen einen 
gewissen Zustand der Shrrheit  de0 ganzen Systems, sn dnR nur kleine 
Deformationen desselben in Betracht zu ziehen sind. Dabei ist zu be- 
rücksichtigen, daB die Verlangerungen und Verkürzungen der Zugstangen 
in dem Ring selbst betriichtliche Kriifte hervorrufen, welche Kompo- 
nenten in der Richtung der Tangente an die kreisformige Achse des 
R,ings hesitzeu. Sie veranlassen Langenanderiingen der Achse, die 
gegenüber der geringen ~ n d e r u n g  der Krümmung nicht von vornherein 
zu rernaçhliissigen sind. Man darf daher auf das vorliegende Problem 
nicht ohne weiteres die gewtihnlichen Biegungsformelil für gekrümmte 
Stibe anwenden. Wohl aber Sind gewisse zuerst von W i n k l e r l )  für 
gekrümmte Stiibe angegebene Reziehungen zwischen den in einem 
Querschnitt wirkenden Kraften und den Pormanderungen, die sie 
hervorrufen, auch auf unser Problem anwendbar. Diese Forrneln dienen 
zur Herstellung der Differentialgleichungen für die Verschiebungs- 
p6Ben der Punkt'e der Ringachse. Wir  werden diese zunichst für 
den Fa11 crmitteln, daB der Krcisring an den Endpunkten eines Durch- 
rriessers vori zwei gleich groBen in der l<~ichturig riach derri Mittelpunkt 
wirkenden Kraften angegriffen wird. Dann werden wir den Fa11 unter- 
suchen, daB ein Druck von der Nabe aus nach einem festgehaltenen 
Punkt der Peripherie hin wirkt, so daB der Eing in derselben Weise 
beansprucht wird, wie etwa ein Fahrrad beim Gebrauch. 

Das Nachfolgende ist die Umarbeitung einer Preissçhrift, welche 
1904 der n:~t,iirwissenschaftlichen Fakultat der Universifat Tiibingen 
vorgelegt war; meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor von Rri l l ,  
sage ich meinen herzlichsten Dank für die mannigfaltige Anregung 
und Fordermg, die ich von seiner Seite erfahren durfte. 

5 1. Herleitung der Differentialgleichungen. 

Der Mittilpunkt des Kreisrings sei der Anfangspunkt eines Polar- 
koordinatensystcms (Y, 9); gp = O entspreche dem oberstrn Punkt der 
Ilingachse, y wachse im Sinne der Bewegung des Uhrzeigers. Wir 
denken uns, nachdom diirch iiuBere Krgftc, die etwa i m  Zentrum oder 
an der Peripherie wirken, die Deformation eingetreten ist, aus dem aus 
Ring und Zugstangen bestehcnden System durch zwei Querschnitte an 
der Stelle rp = O und an der beliebigen Stelle rp eiii endliches Ringstück 
mit Teilen der dnran befestigten Zugstmgen herausgeschnitten; die vor 
dem Durchschneiden an den durchschnittenen Stellen wirkenden Driicke 

1) Winkler,  Elastizitat und Festigkeit 8 283. 
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ersetzen wir durch Krafte, die in den Schwerpunkten der nun frei 
pwordenen Querschnitte nngreifen, und durch Kriiftepaare, welche die 

untersuchen, und an der gefundenen Formel nachtraglich eine der 
ursprünglichen Krürnmung des Rings entsprechende Veriinderung an- 
bringen. 

P ist die Resultante der zur Ringaçhse parallel wirkenden Span- 
nungen N der zur Achse parallelen Faserri pro Fliicheneinheit des 
Querschnitts rp. Da das Hookesche Gesetz gilt, so setzen mir 

- 
Krürnmung der Ringachse an diesen Stellen zu vergrEBern streben. 

An dem Querschnitt hei g, = O briiigen wir eine nach dem Mittel 
punkt gerichtete Kraft V an; senkrecht zu ihr, in der Kichtung der 
Ringachse, den horizontalen Zug IA 

d d s ,  
dabei bedeutet die Verliingerung der betrachteten Faser pro 

dazu ein Kriiftepaar Mo. An dem 

. . 

Liingeneinheit, y ihren Abstand von eincr ziir Ringebene ~enkrechten, 
die Achse des Elements enthaltenden Ebene, wo die y von der Innen- 
nach der AuBenseite des Rings wachsen mogen, R den Elastizitats- 
modul des Rings. Ferner gilt bei sehr kleinen Querschnitten die Be- 
ziehung 2, 

i*> 
d d s ,  n a s  y -- - -- 

d s d s  + i r  
1) K i r c h h o f f ,  Mechaoik, 28. Vorl. 5 2 a. E. 
2) G r a s h o f ,  Elast. u Festk Nr. 36. Wink le r ,  5 283. 

V 

Querschnitt in gp wirke in der 
Richtung der Tangente an die R i n g  
achse der Zug P, senkrecht dazu 
die Kraft Q, und das Kriftepaar 132. 
Die Deformation eines an drr  S t e l l ~  
rp befindlichen Ringelements, das 

Z 

wir uns durch zwei senkrecht auf 
der Ringachse stchcndc, cincn schr 
kleinen Winkel einschlieBende 
Ebenen bcgrenzt denken, hangt ab 
von den an dieser Stelle wirkenden 
E i f t e n  P und Q und dem Krafte- 
paar M; der EinfluB der an  dem Element ang~brachtm Ziigstangen auf 
die Deformatiori ist gegen die Wirkung von P, Q und Jf zu vernach- 
liissigen. Nach dem Vorgang von Kirchhoff ' )  wollen wir statt des 
gekrümmten Ringelements das eines ursprünglich zylindrischen Stabes 
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1 .  
wo die relative JTerlBngerung der Achse, ihre Krürnmung nach 

4 
der Deformation bedeutet. Diese Formel drückt mis, daB die Lang-+ 
anderringen der Fasern so vor sich gehen, als ob ursprünglich ebene 
Querschnitte bei der Deformation eben blieben. Man geht zu einem 

1 King mit der urspriinglichen Krümmuug - über, indem man die An- 

nahme macht, daB auch für diesen jede zur Achse parallele E'aser für 
1 sich jenem Gesetz folgt, da8 also nur an die Stelle von - die Jnderung 
Q 

1 1  der Krürnrnung, - - - t r i t t ) ,  für die man 2; ,etzen kann, wo 
Q 7 

1 
r d 9  = ds ist. Für  einen Ring von der u r ~ ~ r ü n g l i c h e n  Krürnrriung ist 

d d s ,  und wegen N =  E -- geht (A) d a m  über in 
d s" 

d d s  d d q  2. N =  E(- ds + y"),+, 

Bildet mari nun ') 

P=IïVdf  und 

wo df ein Rlement des Querschnitts bedeutet und die Integration sich 
über den ganzen Querschnitt erstreckt, und berücksichtigt man dabei, 
daB die Achse des Bingelements durch den Schwerpunkt des Quer- 
schnitts geht, sowie dnB y klein gcgcn r ist, so erhiilt man, wenn man 

d d s  Ad Y 
die so entstehenden Gleichungen nach - und -- aiiflfist und dabei 

d s  a s  

setzt: 

(1) 

Dies sind die Winklerschen F ~ r m e l n . ~ )  Sie verwandeln sich in die 
Differentialglcichungen des Problems7 indem man für s, q, Polarkoordi- 
naten und für P, M die der Auriahme über die Zug~tangen und die 
iiuBeren Kriifte entsprechenden Werte einsetzt. 

Die Ringachse denken wir uns zuniichst durch die Zugstnrigen 
gespannt, aber immer noch kreisformig. Ein Punkt derselben, (.r, QI), 
-- -- 

1) Kirchhof f  1. c.  2) W i n k l e r ,  r j  63. 

3) Winkler,  5 283; G r a s h o f  Nr. 168. 
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Von TH. WEITBRECHT. 387 

werde d a m  durch die Deformation an den Ort r + p, g, + ver- ( :) 
setzt, so da8 also p die Zunahme des Radius Vektor, die Zunahme 

des Winkels p, bedeutet. Die Deformation des Rings ist voilkommeri 
beschrieben, wenn p und y als Funktionen von rp bekannt sind. Zii- 
nachat sind also die linken Seiten der Gleichungen (1) als Funktionen 
von p, q und cp auszudrücken. Nennt man die Bogenlange der un- 
dcformierten (aber gcspaniîten) Achse des Kings s, dic der doformierten s', 
von cp = O an gerechnet, su 1iiBt sich mit Vernachliissigung von Aus- 

- - 

drücken zweiter Ortinung in p und q und ihren Ableitunaen nach cp 
setzen 

d d s = ( r +  y ) d ( i p + ~ ) - r d e - q d p + ~ d g , ,  

wo der Akzent eine Differentiation nach cp bedeiitet; hieraus 

In ahnlicher Weise laBt sich zeigen, daB 

1st. 
Weiter ~ i n d  die GroBen P und M als Piinktionen des Winkels q7 

und gewisser Konstanten (Belastung, ursprünglicher Spannung, Ab- 
messungen und Materialkonstanten des Kings) auszudrücken. 

Die Zugstangen dcnken wir uns, bcvor die aufieren Krafte an- 
gebracht werden, also vor Eintritt der Deformation, bereits in ge- 
spanntem Zi~stand derart, daB sie (serikrecht) auf die Lgrigeneinheit 
der Kingaclise den k g  go ausübeii, wiihrend der hierdurch in der 
Richtung der Liingsachse des Ringes hervorgerufene Gesamtdruck Pl 
sein moge. Es ist nun leicht au sehen, daB 

ist. Ein durch die Querschnitte - cp und + p, begrenztes Stück des 
Rings niimiich ist in diesem gespannten Zustand nur dann im Gleich- 
gewicht, wenn 

2P,sincp =-  & c o s y r d 9  =- 2L,sinrp. r "T 
- q' 

ist. Der gesamte Druck P' an einer Stelle nach der Deforniation 
setzt sich ziisamrnen aus Y, und dem durch die Deformation hervor- 
gei-ufenen Druck Y, sodaB man hüt 

Y ' -  P + P l .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



388 über die elastische Deformation eines kreiçformigen Rings. 

Da die Deformation des Rings a18 sehr'klein vorausgesetzt wird, 
so werden die Kriifte 2, welche die Zugstangen auf den Ring ausüben, 
auch nach der Deformation noch senkrecht auf den Ringelementen 
stehen und den Verlingerungen der Zugstangen proportional sein, so- 
daB man hat 

Z = Zo + aq. 

Die Bedeutung der Gr6Be a ergibt sich folgendermaBen. Der 
Ring werdc dadurch in den gespanntcn Zustand versetzt, daB die 
Speichen, die ursprünglich, vom Mittelpunkt des Rings aus gerechnet, 
die Lange r, < r besaBen, an dem Ring mit dem ursprünglichen Radius 
7, > r befestigt wurdeu, wobei sie sich üihtlich auf die Lange r ver- 
lingerten, miihrend sich der Ring zusammenzog. Die Nabe im Mittel- 
punkt des Rings habe den Radius Q,  der Ringquerschnitt bilde etwa 
ein Quadrat von der Seitenlange b ,  derjenige der Zugstangen sei ein 
schmales Rcchteck, dessen groBere Seite ebenfalls die Lange b haben 
rrioge. Nennt mari nun den Querschnitt einer Zugstange m, die An- 
zahl der an der Langeneinheit der Peripherie angreifenden Zug- 
stangen n, und denkt man sich dieselben auf der Nabe so befestigt, 
daB sich je zwei langs der Seite b berühren, so hat man, wenn El der 
Elastizititsmodul der Zugstangen ist, 

Werden nun auBere Kriifte angebracht, so erfolgt eine Defornation 
12. r  

des Rings, durch welche &, in Z, r in r + q und n in - + oder, da 

q gegen 7 sehr klein ist, wieder in n übergeht, und man hat au0 

Setzt man jetzt die Krafte, die an dem von den Querschnitten 
cp = O und cp begrenzten Ringstück und an den (stetig verteilt ge- 
dachten) Speichen wirken, ins Gleichgewicht, zuerst hinsichtlich der 
Richtung Y', so erhilt man 

9 
/* 

wo li) einen veranderlichen Winkel zwischen O und rp bedeutet. Mit 
Rücksicht auf die Gleichung 

Yi = - Z,r, 
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somie auf die Beziehungen 

P 1 = P 1 + P  und Z = Z o + a q  
wird 

Y = Hcos  rp - Vsin rp + Zor cos rp $ Br cos 

(4) 2 
- a r  sin rp y cos cpdrp. J 

Die Gleichsetzung der Momente ergibt 
ID 

M = JI,, + V r  sin cy $ H r ( 1  - - cos rp) + Z r 2 d $  sin (cp - q), ,i' 
oder 

M = Mo + Vr sin cp $ Hr(1 - cos rp) + .Z,,r2(1 - cos rp) 

cos c p d c y  - cos rp 

Mit nilfe der in (4) und (5) angegebenen Werte von Y und JI 
ergibt sich ails (1) und (2) 

Multiplizieren wir die Gleichung (3) mit r und siibtrahieren sie von 
(2)) so erhalteri wir mit Kücksicht auf (1) 

Differenziert man diese Gleiohung zweinial nach rp und addiert, so er- 
&lt man mit Rücksicht auf (5)  

und hieraus, wenn man ar4 
EW + 1 = a, 

setet, durch nochmalige Diffcrentiation 

Aus dkser DifferentialglcicJ~un~q und den Gleichurhgen (5) und (6) 
lassen sich p und ry als Funktionen von rp berecl~nen. Sie gilt für jede 
Dcformation eines mit gespannten Zugstangen versehenen Rings; wenn 
an mehreren Stellen iui3ere Kriifte angreifen, so ist sie für jedes freie 
Ringstiick besonders anzusetzen. Dem Fall, dafl keine Zugstangen 
wirken, entspricht a, = 1. Ln diesem Fa11 wird die Liingenanderung 

Zaitschrift f. Mathomatik u. Physik. 52. Bond. 1905. 4. Heft. 26 
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390 fiber die elastische Deformation eines kreiilforrnigen Rings. 

der Achse auflerordentlich k l ~ i n  ~ e i n ;  setzt man also in (2) d d s  0, 
so wird 

ÿ=-Y, 
und (7) geht ü b e r  in 

p" + SpTV + pvr = 0. 

Diese einem lteif  oh^ Zilgstangen entsprechende Diff'erentialgleichmg 
hat schon Herr Lamb') aiifgestellt und behandelt. 

5 2. Erste Anwendung. 

Wir beschaftigen uns z~iniclist mit dem Fall, daB der RBing in den 
Punkten cp = O und 5p = von zwei glcich groBen entgegengesetzt 
gerichteten radialen Drucken 2 7  angegriffen wird. Dann ist 

qo=o; q;=o; y; = O; 
2 

$30-  O ;  ps - O; p, = 0. 
- -  
2 

Mit Hilfe der Substitution 
q' = 

erhalt man zuniichst aus (7) 
- 

- - 
a r 4  seh t  man 1/- 1 + iVm= a. + Bp7 so kornmt 

und hieraus 

Die vier MTerte von t sind 

Dem Pall eines von Zugstangen freien Rings entspricht a = O. Dam 
werden je zwei VITerte von t einander gleich. Um trotzdem die notige 
Zahl von Konstanten zu erhalten, setzen wir 

wo c ,  d,  f und y willkürliche Konstanten tiind. Wegen qh = O ergibt 
sich hieraus mit Hdfe neuer Konstanten A, C, D: 
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und hieraus wegen q: - = O und q i  = O 
2 

Setzt man zur Abkürzung 

az + pz = ta und a: - tcosz; p t s i n z i  

und berücksichtigt, daB 

ist, so erhalt man durch Integration von (9) 

wo Cf eine noch zu bestimmende Integrationskonstante bedeutet. Dieser 
Ausdruck geht mit Hilfe von Beziehungen wie: 

in die Borm über 

Für p finden wir mit Rücksicht auf (6) 

wo D' eine neue Konstante bedeutet. Diese bestin1mt sich mit Rück- 
sicht auf p, = O ,  sowie auf (10) und (11) zu: 

cos pz - &O\ 'YX n / =  A-- : . -  ---, 
Ern 

Mit E l f e  derselben Beziehungen, welche auf Gleiçhung ( I l a )  füllrteIl, 
erhiilt nun p die Forru 
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3!12 Über die elastische Deformation eines k r e i s f ~ r m i ~ e n  Rings. 

wo die Konstanten JIo, H ,  C', A noch zu bestimmen sind. Die Be- 
dingungen p ,  - = O und p, = O fiihren beide auf die Gleichung 

2 

Mo + l l r + % , r e  4 a P A  
(13) - - ~ ' ) n  + i-.-- (GD/ an - cos f in)  = O. t h c r z  

Bildet man die Gleichung 

(p  + q " ) E ' W r -  - XrP 

für  rp = O und für gp = n, BO erhalt man 

Berücksichtigt m m  weiter, daB 

q0 = pz und q i  = q'i ist, 

und subtrahiert man die eine der beiden für rp = O und cp - n gebil- 
deten Gleichungen von der andern, sa kommt 

ist, so ist zunachst das Integral 

zu berechnen. Zu dem Zweck führen wir die Bezeichnungen ein 

e a y  cospcpcosrpdrp = Y', J 
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Von TH. WEITB~ECHT. 393 

eu LT' = COB ( P c p  - Z) 

ist. Durch partielle Integration der Ausdrücke X bis Y' erhalten wir 
Beziehungen wie: 

X =  Usingp- Ucosrpdrp, S 
welche auf die Relationen führen: 

X +;Y - t ,  B Y' = u sin cp 

- E x  + Y  +;xt = Ucos cp 
t Z  

cf Y + X' . +t. Y'= U'sinrp 
t" 

B --X - F X' + Y' = O" cos rj7. 
t 4  t e  

Ails diesen vier Gleicbungen ergibt sich mit ltïicksicht auf (8) 

t 4 +  1 U'sinrp Ti' cos rp X =  U s i n q -  ~ T C O S C J - ~  -+---+----- 
4 t  &pz 2CtP 

t 4  + 1 U' cos rp U' sin rp Y = Ucos rp + Usinq--, + - -  -- - 
4terzF 2 r ~ g  2P ' 

Kun laBt sich q'cos g>dT in der Forin schreiben J 
O 

wo der Indes - ar bedeutet: gebildet für - a: statt für cz, und die 
eckigen IZlammern mit den angesetzten Grenzen die Differenzen für die 
obere und untere Grenze bedeuten. Berechnet man diese aus den an- 
gegebenen Ausdrücken, BO erhilt  man mit Rücksicht auf (10j den ein- 
fachen Ausdruck 
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394 Uber die elastische Deformation eines kreisformigen Hings. 

Gleichung (I5j erKalt daher die Form 

(15 a) H = - 2 , r - a r ( A J . 4  Ci), 
wo zur Abkürzung 

ps inpn-uGinr tn  - 
-- -- ~ - - a  

2 u p t e  Gin a n  

geset'zt wurde. 
Andererseits findet sich durch Elimination von 31, aus (13) und (14) 

a o  zur Abkürzung 

4 r r j E E 1  2 c r ~ X W  
- ( Q o f a z  - c o s p n )  - r 9 t 4 ~ F u a ( a G i n a z  - Psin/3z) = p 

nrt4 Ein u n  

gesetzt wurde. Die Elirnination von H aus (15a) und (16) l i e h t  

A r 3 ( p -  a r l )  . 4 a / 3 r e E F A ( E o f  m - cos (3%) C ' = - - = - 
a r 4  + EW+ & F r e  (ar44- E W T r 2 & ~ ) n t 4 6 i n  a m '  

Es ist noch A als Funktion van V zu bestimrnen. Bus der 
Gleich ung 

(q  + g") E W = - ,Mr2 

folgt mit Rücksicht aiif & = O 

nun findet man aber aus (5) 

ferner ist nach (9) mit  Rücksicht auf (10) 

daher 

Die Gr6Ben p und y stellen sich somit folgendermafien clar: 
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Von Ta. WEITI~ECEI'. 395 

Da die Gleichungen (4) und (5) nur für ein Ringstück gelten, an 
dern auBer 7 keine luBeren Krafte arigreifen, so gelten auch die 
gefundenen Aiisdriicke fiir p und q mir fiir Werte von rp zwischen O 
i d  z. Offenbar aber würde man für die Deformation des andern 
IIalbrings genau dieselben Ausdrücke in @ erhalten, wenn man cp - z = I+!J 

setzte, also den Anfangsradius nach rp = n legte. Die Gr6Ben p und q 
fü r  Werte von q, zwischen z und 2n gehen also aus (17) hervor durch 
Vertauschung von cp mit rp - z. 

DaB die Ausdrücke (17) als Furiktionen von rp nicht die Periode 2 %  
besitzen, ist ein Mangel, den sie bekanntlich mit den Losungen aller 
derjenigen elastischen Probleme teilen, welche diskontinuierlich wirkende 
endliche IZrafte, wie hier die auf die Peripherie wirkende Angriffs- 
kraft 3 V, voraussetzen.') Die Diskontinuitat, die an den Stellen r,c = O 
und cp = n auftritt2), macht sich übrigeris erst bei y"' und pm bemerk- 
lich. E s  wird 

§ 3. Zweite Anwendung. 

Wii behandeln noch die Deformation eines Rings, auf den im 
Punkte rp = O eine Last 277 gegen die Nabe hin drückt, wahrend diese 
festgehalten wird und keine weiteren Krafte angreifen. 

Weil wieder 
q; = O 

ist, wird: 
Gin CY cp 

q ' =  A . e u ~ s i n P c p  + --;- [Ccospq  + Dsinprp].  

St& p> = O und & = O hat man jetxt 
2 

y; = O und y,', = 0, 
und es wird 

C=z-.orsin2(3nm - - D = A U  - (cos - -  2pn - ebn)  -. 
Ginzciz  Gin 2 un: 

Mit Rücksicht auf diese Werte erhilt  man 

w o  C' noch eu bostimmen ist. Ferner ergibt sich aus 

1) cfr. z. B. L o ~ e ,  treatise on the  theory of elasticity TI, arts. 219f.  
2) çfr. Grashof, Nr. 48. 
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396 Über die elastische Deformation eines kreisformigen Rings. 

wegen JI, = O 
cos 2Pz- E v f 2 a a  D' = A 

Gin Zan 
Die Bedingungen 

p n = O  und p,,=O 

führen beide zu der Gleichung 

Zur Bestimmung der Konstanten JIo7 H7 C' und A bilde man 
wie beim vorigen Problem die Gleichung 

fü r  rp = O und für g: = n. Rerechnet man mit Hilfe der für p' und p 
gefundenen Ausdrücke die Qr6Ben 40, yn und qz7 so erhiilt man 
fiir y = O  

und für cp = ;z 

EW (20) - (pz + qn) 
Da nun 

n n 

ist, so haben wir zunachst das Integïal 

zii herechnen. Wir  verfahren so wie im vorigen Fa11 und erhalten 
mit Benutzung der Werte von C und D 

- A 
[ ~ s i n ~ z Q o ~ a : n + a c o s ~ n G i i t a n +  p (a!Gin2nn+psir12fin)]. 

Mit Rücksicht auf die Beziehung 

4 E W .  = ar4  
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g-eht nun Gleichung (20) über in 

Aus (18) findet man 
L EF I T = ( A - +  ?t cj--%-@, T 

wo zur Abkürzung 

gesetzt wurde. Tragt man H in (20a) ein und elimi~iiert Mo aus (20a) 
und (19), so erhdt man 

Zur Restimmung von A bilden wir wieder 

Man erhalt ~chlieBlich fiir p und p Aiisdriicke, die ails den ent- 
sprechenden Ausdrücken (17) dadurch hervorgehen, da8 man 23c an 
die Stelle von zz setzt. 

§ 4. Diskussion der Resultate. 

Um ein Rild von den Deformationen unserer Kreisringc zu ge- 
winnen, und uru den XirifluB der Zugstangen beurteilen zu ktirineri, 
wollen wir zuniichst die Resiiltate des fj 2 auf den Fa11 anwenden, dai3 
keine Zugstangen vorhanden sind. In diesem Falle ist 

& = O ;  a = O ;  & = O ;  B = 1 ,  

und man erhiilt nach Ausführung einiger einfacher Grenzübergiinge 
für O < ~ < j z  

rPE' 

rr(rzF7W))7 

2 PrS q sin q, rr 1 - cos q 
p = + (; - - 4 (% - 'P) - 

Für n < rp < 2% ist in diesen Ausdrücken cp - z an Stelle von cp zu 
setzen. Speziell wirdl) 

1) Winkler ,  5 369 
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898 Über die elastische Deformation e i n e ~  kreisfoririigen Rings. 

Wir  mollen an einem Zahlenbeispiel diese GroBen, welche die 
gr6Bte Verliingerung und die gr6Bte Verkürzung eines Radius darstellen, 
vergleichen mit denjenigen, welche die Formeln des 5 2 liefern. Wir 
wahlen für den Ring ein solches Material, daB seine elastische Reaktion 
auf Zug und Druck durch denselben Elastizitiitsmodul charakterisiert 
ist, etwa Stahl. Ferner müssen wir den Voraussetzungen der Rechnung 
gemaW den Hadius des Ltings sehr groB wiifilen gegen die ilimensioneri 
des Qiierschnitts. Wir  fletzen dementsprechend 

Was die Festsetzung der ursprünglichen Spannung der Zugstangen 
betrifft, sso machen wir die Annahme, das Material des Ring8 sei so 
beschaflen, daB eher die Deformation der Zugstangen als die des liings 
die Proportionalitatsgrenzel) überschreite; wir haben dann bei der F'est- 
setzung der oberen Grenze dieser Spannung nur die Proportionalitiits- 
grenze der Zugstangen zu berückeichtigen. Wir nehmen sie zu 
1 0  kgmm-2 ansa) Setzen wir 

so wird r - r, = 0,493 mm, woraus sich als obere Grerize für a 

ergibt. Die untere Grerize fiir a ergibt sich aus r = r,: 

Wir wollen sehr nahe an beide Brerizwerte herangehen und noch 
für einen mittleren Wert die Deformation berechnen. Setzt man 

ami, = 0,2020202021, 

a = 0,20207, 

a,,, = 0,20212123, 

sn findet sich a: und /î anniihemd gleich 71; infnlgedessen sind die hyper- 
bolischen Punktionen von an nicht mehr von +ean zu unterscheiden; 

1) Cfr. R a c h ,  Elast. u. Festigk. 5 2. 
a) B a c h ,  5 9 S. 31, Probestab IYc. 
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ihnen gegenüber dürfcn endliche GrEBen als verschwindend klcin an- 
gesehen werden. Dadurch vereinfacht ~ i c h  die Rechnung bedeutend; 
es wird 

f AB. q o = C  -7 ,  - = Cf; 
2 

Die numerischen Werte der in der Rechnung auftretenden GroBen sind 
in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

Urspr. Spannung 1 minimal mittel maximal 
- - - -- - -- - - -- - - - 

a 1 0,2080202021 1 0,20207 1 0,20212125 

Die Langen sind in mm, die Krafte in kg, die Drucke in kgmm-2 
ausgedrückt. Die in der letzten Horizontalreihe angegebenen Gewichte 
2 V sind diejenigen, welche bei der jeweiligen ursprünglichen Spannung 
der Zugstangen genügen, um der Zugstange rp = O ihre urspriingliche 
Lange r, wieder zu geben. 

Fehlen dem Ring die Zugstangen, wiihrend alles übrige gleich 
bleibt, so ergibt sich aus (21) 

Dieses Verhiiltnis, beim Ring ohne Zugstangen nahezu gleich 1,- 
wird also durch Anbringen der Zugstangen auf etwa &, herabgedrückt. 

was die Grole der Gewichte betrifft, welche die Deformationen 
liervorrufen, 80 zeigt die folgende Tabelle, daB dieselbe Verkürzung q, 
bei den Ringen mit Zugstangen ca. 2 .  1 0 h a l  gr6Bere Gewichte er- 
fordert, als bei dem Ring ohne Zugstangen, und daB andererseits das- 
selbe Gewicht bei dem Ring ohne Zugdangen eine 2 . 105mal groBere 
Verkürzung y, hcrvorbringt, als bei den Ringen mit Zugstangen. 
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400 ü b e r  die elast. Deformation einea kreisf"rmigen Rings. Von Tii. W E ~ ~ B ~ E Ü H T .  

Ring 

ohne Zugst. 1 mit Zngst. Il nrspr. Spannung 

Auch bei der in tj 3 behandelten Belastungsweise des Rings wird 

1 1 1 II 

dagegen wird in diesem Pall 
2<rPreEFA Cf = - .  

(ar4  $ E W+ r a E F ) n t 4  

Die groBte Verlangerung einer Zi~gstange (pz) ist also mir halb 

minimal 

so groB, mie im Pall des 5 2 p, , wahrend die Verkürzung (- y,) ( Y) 

q, 

fast genau denselben Wert bchalt. Sie wird nur sehr wenig groBer, 
als bei der früheren Belast~ingsweise. Infolgedesscn werden die Ge- 
wiçhte 2V, die der Zugstarige cp = O ihre ursprüngliche Lange wiedcr 
geben, jetzt etwas kleiner sein, als friiher. Sie erhalten die Werte 

4 . IO-' 0,849 . 

22,8073. IO-' kg; 1,3913 kg; 2,8236 kg. 

2 V = 22,8 . IO-' 

Obgleich wir die Diskussion unserer Resiiltate niir an einem Lahlen- 
beispiel durshgefiihrt hnben, wird sich doch folgendes allgemein sagen 
lassen. 

Die TragfXhigkeit eines Rades mird durch Anbringen von Zug- 
stangeri erheblich gesteigert, und ist, wenn der L h c k  im ohersten 
Piinkt der Peripherie mirkt, etwas groBer, d s  wenn er an der Nahe 
angebracht wird; die Tragfiihigkeit ist der ursprünglichen Spannung 
der Zugstangen nahezu proportional, wachst jedoch ein wenig rascher 
als dicsc. Die Dcformation erfolgt, je stiirkcr die Zugstangen angespannt 
werden, um so mehr in der Weise, daB sich der Durchmesser, der in 
die Druckriçhtiing fallt, verkürzt, ohne daB der Ring seitlich merklich 
ausweicht. 

N a c h  t r  ag. Langere Zeit nach Beendigung des Manuskripts wurde 
ich auf einen Aufsatz von IIerrn L i n s e m a n n  aufmerksam gemacht 
über ,,Die elastische Linie von Drehstrommaschinen mit grofleri Durch- 
messern".l) Da auch bei diesem Problem die stetig über die R,ing- 

1) Elektrot,echn. Zeitschrift. XXiII. dahrg. 1902, S. Hl ff. 
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Die vorteilhafteute Pfeilhohe usw. Von B. S. W. Rsr:ssn. 401 

fliiche verteilten magnetischen Lugkriifte lineare F~nlrt~ionen der radialen 
Ueforrnation pl) sind, die aber, zum Untersçtiied von den Kraften in  
den Zugstangen mit wachsendem q aO~zehnren, so werden die Differen- 
tialgleichungen für p bei beiden I'roblemen einander iihnlich. Docli 
gestalteri sich, bei der ganzlichen Verschiederiheit der Aufgabe sowie 
bei den verschiedenen 1ntegratJionsEieding~1ngc?n und wegen der von 
Herrn L i n s  e m a n n  gernachteri Annahrne, daB die Peripherie des ltings 
ilire ursprüngliche Lange I~ehalte, die endlichen Ausdrückc fur g durch- 
RUS verschieden. 

Die vorteilhafteste Pfeilhohe eines gleichmaBig belasteten 
symmetrischen Dreigelenkbogens mit kreisformiger 

Mittellinie. 

Von Dipl. Ing. B. J. W. KEUPER in Goes (Kiederlmde). 

In der folgenden Untersuchung sind: - 
2 = die Spannweite des Bogens (horizontale Entfernung der Kimpfer- 

gelenke) , 
f = die Ffeiliiohe des Bogeris (Hohe des Scheitelgelenks über den 

Kiimpfergelenken) , 
R = der Halbmesser der kreisf6rniigen Bogenmittellinie, 
J = das Triigheitsmoment des Bogenquerschnittes , 

W - das Widerstandsmoment ,) 77 

F = der Irihalt 
)J 79 

W 
= - = der Kernstrahl - ,, 

F 77 

NZ = die Langskraft für den Querschnitt X, positiv wenn Zugkraft, 
M, = das Mornerit ,, ,, JI 7) 7 7, r' 7 rechtsdrehend. 

Sonstige Benennungen sind aus der Figur 2 zu entnehmen. 
Die erste Aufgabe ist, den Querschnitt zu finden, in welchem die 
Maximalspannung auftreten wird. Suchen wir dazu N, und M, für 
einen beliebigen Querschnitt X der rechten Bogenhalfte (vgl. Fig. 2): 

Nz- - H c o s d  - p d a s i n S  .!" O 

JIz= H . h  - p d a i  J! 
1) Die radiale 1)efomation bezeichnet Herr L i n s e m a n n  mit p ,  die zii q 

senkrechte Verschiebung p berechnet er nicht. 
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Fig.  2 

In diese Formeln ist einmsetzen: 

ple H = -- (am den Gleichgewichtsbedingungen folgerid) 
8 f 

a = R sin cp , und folglich du = R cos cpdq 

A. = R (sin S - sin rp) 

Dann ergibt sich: 
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Von B. J. TT. REGSER. 

Die Aiisführung der Integration ergibt folgende Gleichungen: 

Es wird zwar auch eine Querkraft & auftreten; jedoch wollen wir die 
durch diese hervorgerufenen Schubspannungen vernachlissigen. Die 
Normalspannungen G ,  welche durch Z\.Z und JIz erzeugt merderi, sind 
aiiniihernd dieselben wie bei geraden Stiiben, vorausgesetzt daB: l0 die 
Hohe des Querschnittes gering ist itn Verhiltnis zuin Bogenhalbmesser; 
2' da8 der Stab symmetriscli ist in bezug auf die durch seine Mittel- 
linie gelegte Rbene (rgl  z. B. Miil!er-Breslau, Graphische Statik der 
Baukonstruktiorien). Die groBten Spannungen G in1 betrachteten Quer- 
schmtte gehen aus der Formel: 

Nz Mz d = - + -  
F -  W 

hervor, in welche die oben unter (1) und (2) 
gesetzt werden müssen. Nz ist immer negativ. 

gefundenen Werte ein- 
Es sol1 gezeigt werden, 

daB auch Hz negativ ist für jeden beliebigen Wert der veranderlichen 
GroBe S. Es ist 

l e  MzzO,  wenn -(1 - c o s S ) 2 $ R s i n 2 S .  
8 f '  

(Der in beziig auf 6 konstante Faktor pR ist fortgelassen); 

oder 

2 
oder (zu beiden Gliedern (?~-) addiert) 

sfn 
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404 Die vorteilhafteste Pfeilhohe usw. 

Denkt man sich einen Augenblick diese Ungleichheit in der Form dar- 
gestellt: pz 2 qq dann kann man auch sçbreiben: 

( ~ - t 4 ) 0 7 - d ? O i  
das gibt: 

O e n  ( C O  + 1 - 
4fB 

Die Bedingungen, unter welchen 1W7 = O ,  lassen sich hieraus u~irriittel- 
bar fincien: 

oder d = a (Kampfergelenk) , 
2 O  ,, cos 8 = 1 oder d = O (Scheitelgelenk) . 

(Diese beiden Ergebnisse hiitte man sofort hinschreiben k6nnen: es ist 
selbstverstandlich, daB bei Vernachl%ssigong der Reihung in den Ge- 
lenken keine Momente auftreten). 

R - f  ufid 1 ist folglicb der Für jeden Wert von cos cî swischen - R 
erste Faktor positiv, und der zaeite negativ; somit der ganze Ausdruck 
negativ. 

m i r  haben also festgestellt: ilfz ist negativ fiir jeden Quersclmitt. 
Ein negatives Monlent ruft in der oberen Halfte eines (horizontal) 
symmetrischen Querschnittes positive, in der unteren negative Spannungen 
hervor. Weil auch N, negative Spannungen erzeugt, sind die maxinialen 
Spannungen in einem Querschnitt Druckspannungen und lassen sich 
in absolutem Wert darstellen durch: 

In diesem Ausdruck sind die absoluten Werte der negativen Gir6Ben 
N, und M, einzusetzen, was ergibt: 

1) Weil die Bogenlinie kreisformig ist, und die Bogensehne senkrecht zu 
2 

dem vertikalen Durchmesser, i a t  - cias geometrischo Mittel aus f und 2 R -- f ,  
2 
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Wir kennen jetzt den Wert der maximalen Spannung für einen be- 
stinimten Querschnitt, ausgedrückt durch ein bestimmtes 8. MTir wollen 
jetzt untersuchen, für melchen Wert der veranderlichen GrGBe S diese 
Spannung (gleich der zulissigen Drucküpaimiing f") eiil Maximum 

wird. Führen wir die GrGBe 5 l) ein (= :) ; dûnn kGnnen wir sohreiben: 

Wird f ( S )  ein Maximum, dann mu8 f ' ( S )  = O und zugleich f " ( d )  
negativ sein. Es  wird 

f (8) = 6, 

Io. wenn sin S  = O oder 8 - O (Scheitelgelenk). 
E 2  

Dann sind cos 6 und cos 2 8  = 1 und wird f" (8) = - - + 2 R  
8 f 

1 l e  R l P  f + - (HZ - -) . Uoù weil - = R - i, IiBt sieh der Ausdruck u n -  
6 s f 8 f  

iindern in: 

Weil dieser Ausdruck positir, entspricht der Wert  sin 6 = O nicht einem 
~1aximun1, sondcrn einem Minimum. 

2 O .  l e  R 
wenn - S t  + 2 R ~ o s 6 + - ~ ( ~ c o r d -  8 l 2  - f = O .  

Bus diever Gleichung finden wir: 

cos S = - 
l B  (6 + R) 

s f ~ ( 2 E f  R)' 

Berechnet man hieraus den Wert für cos 2 6 (= 2 cose S - l), und sctzt 
man die Gr6Be in Gleichung 6 ein, d a m  ergibt sich nach kleiner C m -  
rechnung: 

((1 2 ~ ) 2 ( 2 & 2 - t 2 & R - t R ~ - - - ( 4 t 2 + 4 ~ ~ + ~ 2 ) ] .  f " ' (S )=  6 ( 2 6 + R )  

l j  Die Werte von 5 eind mit sehr groBer Annaherung den nrtchstehenden 
Formeln zu entnehmen: (vgl. auch S. 406, 2.  1 v. u.) 

= 0,30 h + 0,01 cm, fiir [-Nisen D. N. P. No. 8-30 } h = Profilhühe iu cm 
6 = 0,307 h + 0,10 cm, ,, 1-Eisen D. N. P. No. 8-40 
Zsitschrift f. Mathematik u. Physik. 52. Band. 19U3. 4. Iieft. 2 7 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



406 Die vorteilhafteste I'feilhohe usw. 

f 1" Führt man ein: 1 - - - = = x 2 ,  welche GrtiBe < 1 und positiv zI1 
ist; dann làBt sich der Ausdruck für f" (6) umgestalten in: 

Der Ausdruck in der Klammer ist positiv, folglich ist f" (S) negaiiv 
u d  f (8) ei7b ,Vaximum. Die Gr6Be des Maxirnalwertes für f (6) er- 
mitteln wir jetzt, indem wir den Wert für  cos S auu Formel (7) in die 
Gleichung (4) einsetzen. Bequemer ist es, diese etwas umzu~ndern 
(sin2 S = 1 - cos2 6): 

Führen wir die Substitution aus, und bedenken wir, daB die Beziehung 
l 2  f 
Sf 
- = li - besteht, dann kommen wir z u  der verlliltnisniiBig ein- 

fachen Formel: 

Die Forniel wird bedeutend vereinfacht, wenn man f gegen R, 
5 f  gegen 212 und 2 f  gegen R vernachlassigt, was mit Rücksicht auf 
die Verhiiltnisse dieser GroBen zuliissig ist. EY ergibt sich dann: 

If' Rf" - 4Eef.+ 81d2E 
Smax = 

8 6 

Wird im Zihler das Glied 46" gestrichen, dann bckommt man: 
F 
- s,., = - $ R, 
P 8 E 

f 1' 
und weil X = -t 8 f ,  so wird die Formel schlieBlich: 

Aus dieser Formel miire E' zu bestimmen, wcnn sich zwischen F und 
5 eine Beziehung aufstellen lieue. I)as ist aber uiimoglich, weil TrZg- 

heitsmomcnt, Widerstundsmomcnt und darnit f = von dcr Form des 

Querschnittes und folglich von der Einsiçht des Koristrukteurs abhanaen, 
urid diese M t  sich nicht in funktionelles Gewand kleiden. Wir  k6nnen 
uns aber helfen, menri w-ir bedenken, daB in der Praxis die H o h  des 
Querschittes gewiihlt wird. Bei den Tragerquers chnit ten üblicher Form 
sind nach Müller-Breslau 5 und k,, Kernstrahl und H6he des Steh- 
bleches, proportional, und zwar: 

N Ah,.') 
-- 

1) Miiller-Breslau, Graphische Statik der Bauko~istruktionen Bd. 1. S. 207 
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Wir  sind also imstande, F aus der Formel (8a) zu bestirurnen als 
Funktion bekannter GrGBen und der Pfeilhohe f :  

Setzen wir jetzt voraus, daB F fiir die gunze Uogenliinye I ~ o ~ z s ~ ~  sei, 
d a m  ist die erforderliche Materialmenge: 

!BI = Bogenquerschnitt x totale Bogenlange. 

7Cltua 
Die Rogenliinge ist -- --- 

90' 
. Hieriii sind einzusetzen: 

R = f + - und u0 = Winhel sin (lx) 
2 S f  

1 
= Winkel sin 

f f  i f .  
4 f  1 

= Wiukel sin (w2) 

180' 4 f  1 - - Are sin ( 
2 )  7G 4P+1 . 

Mithin ist die Bogenlànge: 

In !BI = F x  L, die Werte aus ( 8  b) und (9) einsetzend, bekommen wii: 

P f" 1 ,  l e  
(10) = -- (- + - -t - ) (f + - ) Arx sin 

smax 8 E 2 8 f '  4 f 

Dieser Ausdruck laBt sich noeh etwas uniandern u i d  vereirifachen. Die 
Multiplikation der beiden zwischen () stehenden Faktoien wird aus- 

gcfiihrt, und dfirfen wir dabei die e~itsteheiidcn ülieder mit $ und f' streichen: 
2 I, fl"l" 1' 

4 f 1  !Ili!= s , , , ~ L &  4 32f '"  - ) A r c s i n (  4 f " t l  - 3 
4 f '  ' 

- 
p 1' 

- i, L i  G + 1 -+ Arc sin (:+). 
p- 1 

z 
Führen wir jetat ein: i. = (bekannte Gr6Be) uiid 4 = :, dami wird 

unsere Formel: 
p l2  42. 1 1 n---( smax 32 + 4 + - , ) A r c s i n  32.7 (PO:,- --~- 1) 

(loi) 1 

= - p c ( 7 , 1 + 8 + q i ) A r c s i n (  32 smax 4q-+1 oc) ' 

2 7 "  
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9Jl YiBt sich also in der Form schreiben: 

= Konstante x f(v), 
und hierin ist d a m :  

1st ein Minimum, dann ist auch f ( ~ )  Minimum, und es muB f1(q) - O 
sein. Dahei braucbt f''(17) nicht untersucht zu werden, weil ein Maxi- 
mum natürlich aiisgeschlossen ist. 

Aus dieser Gleichung ist rj zil bestimmen. Zu diesem Zweck habe ich 
sie umgeformt zu: 

Naeh Wahl eines bestimmten A. konnen fiir verschiedene Werte von 7 
das erste und das zweite Glied der Gleichung berechnet werden. Stellt 
man diese Besultate in Tabellenform zusammen, d a m  1aBt sich dnrch 
Interpolation bestimmen, welcher Wert für q der Glcichung genügt. 
E s  hat natürlich keinen Zweck, den Lesern dieser Zeitschrift alle von 
mir berechneten Zahlen vor Augen zu fiihren. Ich will nur einen 
kurzen Auszug geben, und zmar für 3 verschiedene Werte von 2, 
niimlich il = 50, 100 und 200. 

Differenzen des 

Gleichungsgliedes 

Die gesuchten Werte für y, bei denen f'(v) = O wird, ergeben sich 
durch Interpolation und betragen: 

1) Im Nenner ist das vernachliasigbare Glied - 4779- gestricheii 
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In dem folgenden Auszug sind einige Werte für f ( 7 )  zusamrriengestellt, 
P l e  berechnet aus Formel (il). Die Zahlen müssen noch mit -- 

32Smax 

multipliziert werden, urn nach Borrnel (10a) die Werte für YJ zu 
liefern, sie sind aber proportional damit. 

Zrvei wichtige Folgerungen lassen sich hieraus ziehen: 

1' bei aboehrnendeo Werten von 1, O 1 = ) hei i u -  
6 

f ?ichrnenden Werterz von g ,  wachst das Verhiiltnis rj = , bei dem der 

Materialverbraiich ein Minimum wird, und 7can.l~ aiso der Pfeil  grüper 
zoerdt~z. 

2 O  Trotzdem der Pfeil und rlarnit die liinge des Rogens gr6Ber 
werdcn, wird der 17ilateriuZve~braue1~ 1;leiner. (Vgl. die fettgedruckten 
Zühlen für f ' ( r j ) ) .  

Die von Konstrukteuren befolgte Wahl einer moglichst groBen 
Querschnittshihe ist hierrriit als eine durchaus richtige erwieseri 
(vgl. S. 406). 

f Schiiisse. Der Wert von 7 j  = -;, für den der Materialverbrauch ein 

Minimum wird, ist zwar für jeden Fa11 ein anderer, weil abhingig von 
1 

A = ; jedoch liBt sich bernerken, da5, a i e  es siçh a m  den von mir ari E 
gegebenen Zahlen zeigt, der Wert  von f'(q) sich in der Xiihe des 
Minimums praktisch nur sehr menig andert und man schlieBen darf: 

B e i  einern gleicimü/3ig belasteten synznzetrischen Dreigelenkbogm mit 
kreisformiger J12tblli~zie u n d  fionstanten~ Querscl~izitt ist die giinstigste 
I ' feilld~r: f N $ von der 2Jpunnweik Z. 

In eineni folgenden Aufsatz werde ich untersuchen, a i e  es sicli 
bei demselben Bogentriiger verhiilt im Falk einer ~zobilelz gleichmd3igen 
Belastung, welche weit ungünstigere Spannungen erzeugt. 

Goes,  Juli 1905. 
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Über eine Anwendung der Fehlerwahrscheinlichkeitstheorie 
auf GroBen, welche sich nicht rein zufallig andern. 

Von G. HOLTSMARK in d a s  (Norwegen). 

Bei den Feldversuchen mit Ackergewiichsen, Düngung iisw. wird 
gewohnlich ein gr6Beres Feld in kleiriere Parzellen geteilt; diese werden 
mit den verschiedenen -VersuchsgegenstZnden beschickt, und schlieBlicli 
werden die Einten der einzelnen Parzellen miteiriander verglichen. 
Mehrere Versuchsfehler werden sich dabei geltend machen. Erstens 
merden die Parzellen nicht vollstandig gleichmaRig besat, zweitens 
werden bei der Ernte beim Einsammelrl uiid Wigen des Ertragas 
Fehler unterlauferi, drittens ist die Ausmessung der Parzellen mit 
E'ehlerri behaftet, und endlich sind die Boden und überhaupt die natür- 
lichen Wachstumsbedingungen auf den einzelnen Parzellen etwas ver- 
çchieden. ~ r f a h r u n ~ s ~ e m a k  sind die Fehler, welche die letzterwiilinte 
Ursache haben, die becieutendsten. Andererseits mücht sich hier die 
Xachbarschaft der Parzellcn in der Art geltend, daB zwei Parzellen, 
die unmittelbar aneinander grenzen oder sich in relativ kleinem Ab- 
stand voneinander befinden, sich weniger in den Wachstumsbedingungen 
unterscheiden, als zwei solche, die relativ weit voneinander entfernt 
sind. 

Will man zwei Versuchsgegenstande so vergleichen, daB man sie 
auf je einer Parzelle prüft, so darf man riatürlich diese l'arzellen un- 
mittelbar nebeneinander wahlen, damit die Rodenverschiedenheiten 
moglichst aenig einairken. Gewohnlich wird man aber, urn einen 
sichereren Vergleich zu erlangen, die zwei Versuchsgegenstande nicht 
auf je ciner, sondern auf nlehreren Parzellen prüfen und somit durch 
Wiederholung den Fehler vermindern; auBerdem wird man in Praxi 
gewohnlich eine groBere Anzahl von Gegenstiinderi gleichzeitig auf 
einem gr6Beren li'elde miteinander vergleiclien. Je  griiBer das Feld 
nun wird, um so mehr werden die einzelnen Parzellen durchschnittlich 
voneinander entfernt. Und will man daim mit Hilfc der Fehlerwahr- 
scheinlichkeitstheoria ein Mai3 für die Genauigkeit der Versuchsresul- 
tate ermitteln, so tritt die Schwierigkeit auf, daB die Ahweichungen 
der einzelnen Parzellen von dem Mittelwerte nicht rein zufallig, sondern 
n i  einem gewissen Grade von der geornctrischen Vert'eilung der Par- 
zellen übhlingig sind, wodurch die direkte Anwendung der Fehler- 
wahrscheinlichkeitstheorie unzulassig wird. Diese setzt n%rrilich voraus, 
daB die Verteiliing der Rlemente, deren Abweichung von einem soge- 
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nanntcn wahrcn Werte in Rechnung gezogen wird, eine rein zu- 
fiillige ist, d a m  wird Inan denselben rnittleren Fehler finden, ob dieser 
aus einer kleineren oder einer gr6Beren Anzahl von einzelnen Xlementen 
berechnet wird. Dagegen wird in dem von uns betrachteten Falle der 
berechnete mittlere Fehler um so kleiner ausfallen, je kleiner das 
Versuchsfeld und damit die Anzahl der Parzellen ist. Wie der mitt1ei.e 
Fehler mit der Ausdehnurig des Feldes wichst, werde ich in dieser 
Arbeit untersuchen. AuBerdem merde ich theoretisch eine Methode 
begründen, durch welche man bci Versuchen auch auf gr6Bercn 
Feldern angeniihert dieselbe G e n a ~ i ~ k e i t  xu erreichen vermag, wie auf 
kleineren. Diese Methorle ist schon langst von meinem Kollegen 

-> - 
IIerrn B a s  t i a n  H. L a r s e n ,  dem Leiter der norwegischen staatlichen 
Versuche mit Ackergemachsen, ersonnen und von ihm seit mehrereri 
Jahren bei den Feldversuchen mit Eifolg benütet worden. Obwohl 
die Untersuchung aus einern speziellen Bedürhis der Praxis entsprungeu 
ist, glaube ich doch, daB die Resiiltate auch ein allgemeines Interesse 
besitzen, weshalb ich die mehr theoretischen Ausführungen hier mit- 
teilen mochte. Die spezielle Anwenduiig gehort in die Versuchspraxis, 
und wird anderswo mitgeteilt werden.'j 

1. Der EinfluB d e r  G r X e  des Versuchsfeldes auf den 
mittleren Fehler. ' 

Es sei ein rechteckiges Peld in eine Anzalil gleich groBer qua- 
dratischer Parzellen geteilt. Die Seitenlihge des Quadrates sei = 1, 
die Seiten des rechteckigen Feldes seien n, und n,. Das Rechteck 
enthilt dann ~ z , r z ,  = n quadratische Parzellen. Jede Parzelle stelle eine 
gewisse Gr6Be dar, z. B. den Ertrag eiiies Bewichses. Die GroBen, 
welche die einzelnen Parzellen darstellen, seien a ,  6, c . . . . . k. Das 

( a + b + c +  . . . . +  k )  arithn~etische Mittel - -- - - - - , nennen wir den ,,mahrent' Wert. 
m 

Weiter bexeichnen wir  rnit ,,wahrem Fehler" die GrüWen: 

1) 'I'itl~skrift for Tiandhrugets Planteavl, redigeret af E. ltostrup, Ud. 12, 
Kjohenhavn, 1905, S. 330--361. 
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Denken wir uns vorliiufig die Verteilung der Elemente rein zufillig, 
BO ist nach der Fehlerwahrsçheinlichkeitstheorie der sogenannte mittlere 
Fehler (die mittlere Abweichung): 

Mrir werden uns vorstellen, wie diese Gr6Be m aus den einzelnen 
Gr6Uen a, b . . . lc auf'gebaut id. 

Kehmen wir zunachst an, e s  seien nur zwei Gr6Ben a und O, 
n = 2. Wir haben d a m :  

Seien jetzt n = 3 Gr6Weli a ,  6 ,  c vorhandeli, daim wird 

1) Gewohnlich werden das arithmetische Mittel als der toahvscheinlichste 
Wer t ,  die Abweichungen A , ,  A, . . . . vom arithmetischen Mittel als scheinhare 
Fehler angesehen, und der niittlete Eéhler der einzeltzen Beobacktungen aus einer 

- - 

Aniahl von n solchen nach der Formel i n  - i l / lY1 herechnet Wenn hier 
fi-1 

- 

der mittlere Fehler naeh der Formel wz - '1/- berechnet wird, indem die 
n 

Abweichungen vom arithmetischen Mittel als wahre Fehler betrachtet werden, 
so ha t  das den folgenden Grund: Bei einem Versuche werden die Parzellen mit  
einer Auzahl verschiedener Pers~chs~egenst i i r ide  beschickt. Nun sind die natür- 
lichen Vegetationsbedingungen auf den l'arzellen verschieden, und die Unterschiede 
in den Erntcn rühren nicht nur von der verechiedenen Ertragfahigkeit der ein- 
zelnen Persuchsgegcnstande, sonclern auch von diesen Verschiedenheiten in den 
Pegetationsbedingungen her. Die letzteren geben zu den ,,FehlernU Verarilassung. 
Um alles gleich zn halten, miiBte man samtliche Versuchsgegenst~nde gleichzeitig 
über das ganze Feld prüfeu, was ~elbstverutiridlich unuioglich ist. Slatt  dessen 
werden die einzelnen Gegenstande je auf einzelnen Parzellen gzpriift. Man kann 
fiich niin denken, daB man aus der E d e  einer einzigen Parzelle schlieBt, welche 
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Mit den Gr6Ben a, b, c, d, also IZ == 4, wird 

USW. 
Und mit n Gr6Ben: 

Die Anzahl der Summanden zwischen den Klammern i d  otfenhar 

Rczcichiieil w i ~  mit i ,ut die mittlere Differenz zwischen zwei be- 
liehigen Gr6Wen a ,  6, . . . k ,  d. h. 

W e m  n eine groBe Zahl ist, wird sornit 

was mit  der Fehlerwahrscheinlichkeitstheorie übereinstimnit. 
Kehren wir nun  zu dem anfangs betrachteten Rechteck zurück. 

Wenn wir die Formel (1). auf die GroBen, welche die yuadratischeri 
Parzellen reprasentieren, anmenden, so wird n = n,n2. Nehmen mir 
nuu an, daB die mittlere Differenz zwischen zwei Gr6Ben eine Funlition 
des Abstandes der quadratischen Parzellen, zu melchen die GroBen ge- 
horen, ist, so  lassen sich die Differenzenquadrate in (1) nach den Ab- 
standen der zugehorjgen Parzellen klassifizieren. Die Seite jedes 
Quadrates haben wir gleich eins gesetzt. Rechnen wir als Abstand 
zmeier beliebiger Quadrate den Abstand ihrer Mittelpunkte, BO sehen 

Ernte man auf dem ganzen Felde erhalten haben würde, falls das ganee Feld 
mit  dom betreffenden Gegenstande beschickt gewesen w%re. Das kann man nur 
nwt Anniiherzing schlie8en. Um diese Annaherung kennen zu lernen, muB man 
einmal dau ganze Feld g7eichartLq beychicken. Die Ernte des gauzen Feldes, oder 

1 
vielmehr desselben ist dann ein ,,wahrer6' Wert .  Die Ernte einer Parzelle 

n 
ist ein ,,beobachteterii Wert .  Und die Differenz zwischen beiden ist ein ,,wahreru 
Fehler. 
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wir leiçht bei Betrachtung einer Figur, mit welchen Abstanden wir 
xu rechnen haben. 

921 

Eine eiiifache Aufziihlung ergibt die Aiizalil der Differenzen von 
den verrçhiedeneii Ordnnilgen. 

Für den Abstaiid - 1, Anzahl der Differenzen (11, - l ) / z 2  + (n, - l ) ~ ,  = Al 
p 2 (Y+ - 1) - 1) = 7 j  

d (912 - 2) thl  - (Hl - - 2)U2 = c 
75 2 [ (7t1 - 2) (1t2 - 1) 4- (1b2 - 2) (tzl-l)] = II 

Va 2 (n, - 2) (7.1, - 2) =E 
usw. 

Dexeichnen wir mit i ,u die mittlere 1)iEerenz fur deil Abstand = 1, 

mit + - p p  für v 2 ,  mit + p p  für 2 usw. so M t  sich der mittlere Fehler 
der einzelnen Parzellen in folgender Form aiisdrüçken: 

Bei der praktischcn Anweiidung dieser Formel a i r d  m m  sich wohl 
gewohnlich damit begnügen, die zwei erstcn Glieder der Reihe abzu- 
sonderu, welche Diffcrenzeri zwischcn unmittelbar beiiachbarten Gr6Ben 
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erithalten, also die Glieder A uricl Up2. Bei den übrigen Glieciern 
setzen wir dann, um zu vereinfachen: 

*" p = . . . . . . . . . =  2 2 .  

Nun ist 

C + D +  . . . . .  n, 12, (TL, n, - 1) = [  ?---- ( A  + U)] 

Die Formcl(2) wird dann vereinfacht und mit angeniihertcr Gültigkeit 

Die Gr6Ben p, r> und u sind gewisse fiir das Versiichsfeld eigeii- 
tümliohe Konstanten. Sie mogen auf den verschiedenen Teilcri dcs 
Feldes verschiederi sein, sirid über von der ilzrsdeh~zuq des Feldes un- 
ahhiingig und mm-den sich im allgemeinen aus einer relatir ger ingm 
AnEahl vol1 Vergleichniigen zwischen Element:irgr6Ben niit hinreichender 
Genauigkeit ermitteln lassen. Somit erlaubt die Formel (3) zu erkennea, 
wie der berechnete mittlere Fehler mit der llusdehnung des Fcldes zu- 
nehmen wird. 

Zur Prüfung dieser Theorie lag ein alterer Versnch von R. H,. Tiarsen 
v0r.l) Eine drei Jalir alte \Iriese mit Phleiun, 200 m h g ,  30 in breit, 
wiirde in 240 quadrütische Parzellen v o ~ i  je 0,2.7 ar Inhalt geteilt und 
jede Parzelle für sich abgeerntet. Auf-dein ganzen Felde hetrug die 
Ernte 4270 kg, also anf jeder Pamelle von O,25 ar durchschliittlich 
17,s kg. Die 240 Ernten der einzelnen Parzellen ergaben direkt: 

m" 8,518. 

n u s  den 434 Difierenzen d,, d,, . . . d,,, zwischen zwei J'arzelleii, welche 
langs einer Seite arieinanderstofien, wurde berechnet 

Ails den 390 Differenzen di,  dé . . . dj,, zwischen Parzellen, welche in 
eirieiii Eçkenpunkte aneinanderstoBen, wurde berechnet: 

Uiu die Iionstante t h e  zu erhalten, bcinerken wir, daB f uu die mittlere 
DiKerenz zwischen zmei beliebigen, weit voneinalider belegenen Parzellcri 

1) Rerattclse ofver Andra nordiska Landtbrukskongressen i Stockholm 1897. 

1. S. 17 ff. 
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ist. Nach der Fehlerwahrscheinliclikeitstheorie ist, wie schon früher 
bcmerkt, mit groBer Annaherung: 

Wir haben nun zur Berechnung des mittleren Fehlers bei verschiedenen 
E'eldgrGBen die Konstanten: 

pz = 6,493, 

pz = 1,369, 

u2 = 2,623. 

Mit Hilfe dieser Konstanten und der Formel (3) sind die Werte fiir l l t 2  

für einigc verschiedene FeldgroBen berechnet und in der beistehenden 
Tabelle unter ,,m2 theoretisch" zusammengestellt. Nebenbei sind unter 
,,m2 empirjsch'' die iinmittelbar ails dem Versuchsrnaterial berpchneten 
mittleren Fehler zusammengestellt. Bei der Berechnung der letzteren 
ist das folgende Verfahren benützt: Das Feld ist in eine Anzahl kleinere, 
glcich groBe Felder geteilt. Für jedes der kleineren Felder ist die 
AIibtelernte der Parzellen berechnet, und sind die Differenzen zwisc'hen 
dieser Mittelernte und den Ernten der einzelnen Parzellen ermittelt. 
Die Summe der Qiiadrate dieser L)ifK'ererizeri für das ganze Feld, durch 
deren hnzahl geteilt, gibt danii das Quadrat des mittleren Fehlers, 
welcher der kleineren E'eldgrGBe entspricht 

"i 92 g '% '% A B H nie theoretisch me empirisçh 

2 2 4 4 2 0 2,74 2,47 
6 2 12 16 10 49 6,09 6,65 
fi 3 30 49 40 346 7,30 iJ5 

II. Latsens Methode. 

Wenn eine grGBere Anzalil von verschiederieri Versuchsgegenstiiildeu 
miteinander verglichen merden sollen, BO wie es hei Feldversuchen 
hiiufig gemacht wird, muB man ein hinreichend groBes Peld in kleinere 
Par~el len ron je z. B. 0,25 ar  Inhalt teilen. Anstatt siimtliche 
Parzellen mit den zu vergleichenden Versuchsobjekten zu beschicken, 
mird ein Teil derselben, z. B. jede dritte Parzelle, mit eiriern hestimmteri 
Versuchsgegenstand beschickt. Diese Parzellen wollen wir Maflparzellen 
nennen. Die übrigen Parzellen werden mit den zu vergleichenden Ver- 
suchsgegenstinden beschickt. Xun werden die Ernten dieser letzteren 
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Parzellen nicht unrnittelhar miteinander verglichen. Statt der wirk- 
lichen Ernte einer Parzelle wird eine ,,ideale" in folgender Weise 
berechnet: Man ermittelt die durchschnittliche Ernte der unmittelbar 
an die Parzelle anpnzenden  MaBparzellen, sueht die Differenz zwischen 
diesern Durchschnitt und der wirklichen Ernte der Parzelle. Diese 
Differenz wird d a m  addiert zu bezw. subtrahiert von der fiir sarntliçhe 
iVaBparzellen berechneten Durchschnittsernte. Die so f i r  die Parzellen 
ermittelten ,,idealen" Ernten werden dann in gewohnliclier Weise mit- 
einander verglichen. 

L a r s e n  verteilt die Parzellen riach folgendem Schcrna, wo die k 
MaBparzellen bezeichnrn. 

Die Parzelle g z. B. 
zwischen dem Mittel 

a b 1c c d k . . .  

f 1; g IL k 1 . . .  
k O p 1; p r . . .  
u v k x y k . . .  
. . . . . . . . . 

grenzt an drei MaBparzellen k. Die Differenz 
aus diesen drei und der Parzelle g wird zu deni 

Mittel der samtlichen k summiert. Für die am Rande des Feldes 
belegenen Parzellen, z. B. a, h ,  . . ., f .  . ., muB die ,,ideale(' Ernte in 
etwas abweichender Art berechnet werden. Wie das geschirht, ist von 
L a r s e n  in der Beschreibung seiner Methode dargestellt und wird hier 
übergangen. 

Untersuchen wir nun, wie der mittlere Fehler dieser ,,idealen" 
Ehnten sich mit der Feldgrdie iindern muB. Wir wollen annehmen, 
daB alle Vergleichsparzellen gegenüber den angrenzenden Mdparzellen 
in derselben Weise orientiert sind. Die Differenz di zwischen einer 
Vergleichsparzelle und dem Durchschnitt der angrenzenden MaBparzellen 
ist dann von der Grole des Feldes unabhangig. Die ,,ideale" Ernte 
einer Vergleichsparzelle ist, w e m  wir die durchschnittliche Ernte der 
MaUparzellen mit X bezeichnen: Jf + di. Die wahren Pehler: 

werden sich nur unwesentlich von di unterscheiden. Der mittlere Fehler 
wird deshalb von der FeldgroBe unabhangig sein. Eine Prüfung mit 
dem früher benützten Material bestiitigt dies vollstandig. Von den 
240 Parzellen wurden 80 als MaBparzellen angesehen. Unter ,,Feld- 
gr6Bed( ist die Anzahl der Versilchsparzellen angegeben. 
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Feldgr6Be Quadrat des mittleren Fehlers 

8 3,81 
40 3,86 

80 3,90 

160 3,88 

Diese Berechnungsweise ist indessen unzulàssig, wenn man den 
mittleren Fehler der nach L a r s e n s  Methode berechneten idealen Ernten 
mit dem mittleren b'ehler samtlicher Parzellen vergleichen d l .  d l s  
,,wahrent' Wert darf man nicht den Durchschnitt der berechneten 
,,idealen" Ernten ansehen, sondern vielmohr den Durchschnitt simtlicher 
Parzellen, sei es, daB die Parzellen als Versuchs- oder daB sie als 
MaEparzellen beniitzt worden sind. 

E s  sei i die Ernte einer gewissen Versuchsparzelle. Das Mittel 
der angrenzenden MaBparzellen sei k,, und i - 5, - di. Wenn AT der 
Durchschnitt stimtlicher MaBparzellen ist, so ist die ,,ideale" Ernte der 
hetrachteten Parzelle M + d,. Uni den mittleren Pehler zu berechen, 
nehmen wir die Differenx xwischen jeder einzelnen ,,idealeni' Ernte und 
dem Durchschnitt D sanztlicher Parzellen: 

Wir  bemerken jetzt, dao, wenn überwiegend i > k,, dann wahrscheinlicli 
auch D > M ist. Denn $1 ist ausschlieBlich aus denselben Parzellen 
wie die k, gebildet, aber L) ist aus siimtlichen Parzellen gebildet, so- 
wohl den i als den Ernten der XaBparzellen (in unserem Beispiel über 
wiegend den i). Die zmei Summanden (dg - U )  und (i - - k,) müsseri 
also vorwiegend entgegengesetzte Vorzeichen haben. Das erste Glied 
wird mit wachsender FeldgroBe sich rasch der Nul1 niihern. Das 
zmeite Glied, i - k, = d,, ist aber von der FeldgroBe unabhangig. Der 
Zahlenwert von A,' - und bei der Rprechnung des mittleren T'ehlers 
kommt es auf das Vorzeichen nicht an - muB deshalb mit wachsender 
E'eldgroBe zunehmen, und der mittlere Fehler wird sich dem Grenzwert 

d nahern. Das Gesetz, nach welchem dieses Anwachsen stattfindet, 
habe ich nicht festgestellt, und es laBt sic11 wohl auch schwer auf 
einfache Gestalt bringen. Wie das Anmachsen bei dem von uns be- 
trachteten Versuchsfelde stattfindet, habe ich beispielsweise berechnet. 
Der dritte Teil der Parzellen ist a h  MaBparzelle benützt, die übrigen 
als Versuchsparzellcn. Die Kolumne ,,FeldgrGBe" gibt die Anzahl 
der Versuchsparzellen an, die zweite Kolumne das aus Vergleicli mit 
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dem Durchschnitt G siimtlicher Parzellen des Feldes berechnete Quadrat 
des mittleren Fehlers. 

FeldgroBe Quadrat des mittleren Fehlers 

n =  8 3,38 

20 3;77 

40 3,82 

80 3,96 

160 4J2. 

E r g e b n i s s e .  

1. Bei Anwendung der Fehlerwahrschedichkeitstheoric auf Ele- 
mente, welche in einer bestimmten geometrischen Lage festgehalten 
sind, iind bei welchen der Unterschied zwischen zwei heliebigen E l e  
menten mit wachsender Entfernung zunimnit, nimmt der berechiiete 
mittlere Fehler mit wachsender Anzahl der Elemente zu. Das Gesetz 
des Anmachsens ist in dem von uns betrachteten Ealle durch die 
Formel (2) gegeben. 

2. Durch Anwendiing von ,,MaBparzellen(( nach L a r  s en s Methode 
liiBt sich der rnittlere Fehler bedeutend herabdrücken. Bei dieser 
Methode wird auch der mittlere Fehler mit wachsender Anzahl der 
Elemente zunehmen, er nahert sich aber rasch einer Grenze, welche 
nur von der Llifferenz zwischen den zusarnmenstoBenderi Elernenten 
abhangt. 

Die Perspektive der Brüder van Eyck. 

Von KARL DOEHLENANN in München. 

1. Auch unter den groBen Künstlern aller Zeiten wird es w e n i p  
geben, die durch ihre Werke den Streit der ~ i c h  oft direkt wider- 
sprechenden Meinungen in gleichem MaBe herauf heschworen haben, 
wie die Brüder H u b e r t  und J a n  v a n  Eyck.  Welche Partien an 
<lem berühmten Genter Altar von dem alteren der Brüder, Hubert, 
herrühren, wie die nicht bezeichneten Bilder sich unter die beiden 
Brüder verteilen und chronologisch zu ordiien sind, in welchem Um- 
fange beidc Künstler von ihren Vorgangern abhangen und wieviel von 
ihren Entdeckungen au€ ihre Schüler überging, alles das sind Fragen, 
die sich hei dem Mangel genauer geschichtlicher dngaben fast riur 
durch das sorgfaltigste Studium der vorhandenen Werke beantworten 
lasseri. Da ist es denn sicher mit E'reude zu begrüfleii, wenn zu den 
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mehr oder minder doch auf subjektivem Empfinden beruhenden Kritericn, 
wie sie die künstlerische Analyse eines Bildes liefert, ein neues hinzu- 
gefügt wird, das rein formaler Katur ein objektives Moment berück- 
sichtigt: das ist die perspektivische Zeichnung. Herr Dr. G. J o s e f  Kern l )  
hat sic11 der dankenswerteu h b e i t  unterzogeii, die Bilder der Brüder 
Eyck, welcho durch das Vorhandensein von Architektur eine Kontrolle 
der genauen perspektivischen Konstruktion ermoglichen, in dieser 
Riehtung zu untersuchen, was auch deswegen wünschenswert war, a e i l  
über diesen Punkt die Anschauuugen ebenfalls weit auseinander gehen. 
Auch die Zeit vor den Eycks (Broederlam), sowie Petrus Christus, ein 
Sehüler Jan  van Eycks, finden Berücksichtigung. Der Abhandlung 
Sind 14 Tafeln beigefügt, welche in starker Verkleinerung UmriB- 
zeichnungen wiedergeben, die der Verfasser nach den g65ten  erhiilt- 
lichen Photographien der betreffenden Werke, meistenteils unter gleiçh- 
zeitiger Benutzung der Originale, angefertigt hat. I n  den Tafeln finden 
wir die Konetruktionslinien eingetragen, auBerdem sind die Reduktion 
gegenüber dem Original, sowie die Koordinaten der Flucht- und 
Schni t tpnkte  angegeben. 

Nach der Eichtigkeit der Konstruktion ordnet der Verfasser die 
Rilder der Eyck in eine R,cihe und kommt zu dem Schlusse, daB unter 
den datierten, bzw. dem Jan van Eyck ziemlich allgemein zu- 
geschriebenen Werken die Madonna des Kanzlers Rolin (Paris, Louvre) 
als perspektivisch beste Leistung an das Ende dieser Entwicklung zu 
setzen ist, wobei er noch weiter folgsrt, daB dieses Bild jedenfalls 
spat,er als 1436 gemalt sein miisse." Den Fortschritt, den die perspek- 
tivische Darstellung im 15. Jahrhundert in den Niederlanden gemacht 
ha,t, faBt K e r n  in folgende Besultate zusammen: Die Eycksche Linear- 
perspektive nimmt eine Mittelstellung zwischen der Perspektive Broede?- 
lams und der Perspektive Masaccios ein. Die Flandrischen Quattro- 
centisten haben wahrscheinlich die Brunellescosche Lehre nicht gekannt, 
und die Entwicklung hat sich bei den Gebrüdern van Eyck und bei 
Petrus Christus, soweit wir sie an ihren Werken verfolgeu konnen, 
unabhangig von Italien vollzogen. 

Um ferner darzutun, da0 die Verbindung von Theorie und Praxis 
kein Vorrecht der it,alienischeii Renaissance, da5 vielmehr auch Jan 
-- - p .  

1) Die Grundzüge der linear-perspektivischen Darstellung in der Kunst der 
Gebrüder van Eyck und ihrer Schule. 1. Die perspektirit;che Projektion. Xit 
3 Zeichnungen im Text und 14 Tafeln. 36 S. Leipzig. E. A. Seemann. 1904. 

Pr& pl>. 6 Mark. 
2) Die Unwahrscheinlichkeit dieser Datiemng habe ich an anderer Stelle 

besprochen: Mitteilungen der Gesellschaft für vervielf Utigende Kunst , Okt. 1905. 
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van Eyck sich mit Studien über die Perspektive beschiftigt habe, weist 
der Verfasser darauf hin, daB man kein Recht habe, dem Geschichts- 
schreibcr Bartholomaeus Fücius, der 1436 eine Lebensbeschreibung der 
berühmtesten Mariner jener Zeit schrieb, jede Verlissigkeit abzusprechen. 
Dieser erwahnt aber, daB sich J a n  van Eyck besonders mit der Geometrie 
und mit den Künsten beschiiftigt habe, die ihm als IIilfsmittel für die 
Malerei dienen konnten. Wenn wir auf dem Arnolfini-Bilde einen 
Konvexspiegcl und in ihm das Spicgelbild dos Gemaches dargestcllt 
sehen, so spricht dies ja allerdings für diese Auffassung. Der letzte 
Absehnitt dm Ruches ist der mittelalterlichen Wissenschaft der Per- 
spektive und ihrer Verbreitung in Nordeuropa gewiclrriet. Hier wircl 
namentlich auf den Polen Vitellio hingewiesen, der im 13. Jahrhundert 
die Optik des Arabers Alhazen (etwa 1000 n. Chr.) ins Lateinische 
übertrug und dadurch die Perspektive Euklids dem Norden überlieferte. 
Interessant ist folgende St'elle ans diesem Buche: ,,Parallele Linien 
scheinen nach der Tiefe zusammeneuflielien, niew~uls aber wird man sie 
sich wirklich schneiden sehen." Der Verfaaser bemerkt mit Recht, daB 
diese Ansicht der Verbreituiig der Perspektive, d. h. der Lehre vom 
Fluchtpurikt nur hinderlich sein konnte. In der Tat haben ja noch 
A l b e r t i  und Z i o n a r d o  da  Vinci ,  trotx ihrer Kenntnis des Fliicht- 
punktsatzes, hierin Schwierigkeiten gefunden. Ich mochte hinzufügen, 
wie geeignet diese Betraçhtungen sind, um die gewaltige Abstraktion 
erkennen zu lnssen, die in der Einführung der u'.izwdEici~ f m e l z  Elenzentc 
enthalten ist. Denn durch Einführung des unendlich fernen Punktes 
umgeht doch der moderne Mathematiker firmal diese groBe Schwierigkeit. 

2. N'as nun die soebeu erwLhnteri, etwas allgerrieiri gehalteneri 
Siitze betrifft, in welche K e r n  das Resultat seiner Untersuchungen ' 

über die Eycksche Perspektive (im wesentlichen) zusammenfaBt, so 
sind sie wohl als richtig anzuerkennen. Etwas praziser kbnnte man 

die Xyeksche Perspektive vielleicht dadiirch dcfinieren, da8 er die Tiefeii- 
liriien im Bilde irn allgerneirien von auBen nach irirleu verlaufen oder 
sich drehen LBt (wobei iinter Tiefenlinien die auf der Bildebene senk- 
recht stehenden Qeraden verstanden sein niogen), und daB er parallel- 
perspektivische Konstruktionen vermeidet. Mit den Heha~pt~ungen und 
SchluBfolgerungen aber, die sich im ciwelnekz in  dem Buche finden, 
kann ich mich nicht einverstanden erkliiren. So folgert z. B. der Ver- 
fasser (S. 18) aus der Zeichniing der FuBbiiden des Gentei. Altars, daB 
Jan van Eyck das Gesetz von der Flucht der Tiefenlinien, sufern aie 
einer Ebene angehoren, iin Jahre 1432 gekannt habe. Nun kiinnte 
man allerdings meinen, es sei nichts leichter als des zu konstatieren: 
man hat ja nur notig, sich mit einem Lirieal zu bewafhen, die Linien 

Zeitaïhrift f. Mathomatik u. Physik 52. Band. 1905. 4. Heft. 28 
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auf der Photographie nachzuzeiclinen und zu sehen, ob sie durch einen 
Piinkt gehen oder nicht. Praktisc7~ verhalt sich die Sache aber doch 
anders und es verliert dies Kriterium etwas von seiner mathematischen 
Schirfe, ja es tritt auch hier ein gewisser subjektiver Faktor anf. Denn 
wenn die Konstruktionslinien auf dem Bilde bzw. auf der Vorzeichnung 
auch mathematisch richtig gezeichnet waren, so werden sie schon durch 
den Farbenauftrag etwas ungenau. Weiter verzieht sich die Leinwand, 
die Holztafel wirft sich. Endlich werden die Linien ja auf der photo- 
paphischen Reproduktion nachgefahren. Lassen wir die etwaigen 
Fehler des Objektiv~ auBer acht, so werden doch die Kopien in den 
Badern verzerrt und zwar nach verschiedenen Richtungen verschieclen 
stark und schlieBlich bildet das Aufziehen der Kopien eine letzte 
Fehlerquelle. Es  ist also kein Wunder, daB das nachprüfende Lineal 
in seinen Stellungen Abweichungen erleidet und daLi ein noch so genau 
konstruiertes Bild kleine Ungenauigkeiten zeigt. Indes wird die Kon- 
trolle von Rildern, die sicher perspektivisch richtig gezeichnet sind, 
den Anfinger bald belehren, welchen Grad von Genauigkeit er ver- 
nünftigerweise von den Konstruktionslinien verlangen darf, sodaB er 
sich von Pedanterie und Optimismus gleichzeitig ferne hiilt. 

3. Hat nuri Jan van Eyck das G'esetx voru gemeinsaruen Flucht- 
punkt der Tiefenlinien einer Ebene, z. R. einer Rodenflkhe, gekannt? 
Solche FuBbodenuiuster finden wir auf zahlreichen Bildern des Künstlers 
und ich habe die Nachmessungen an den Photographien selbst durcli- 
geführt: viele lassen sich sogar auch an den Kernschen Tafeln schon 
vornehmen. 

Retrachten wir zunkhst  die Au/3en,seiten des Genter Altars, so 
zeigt uns das linke innere Bild - es stellt einen Durchblick auf eine 
StraBe dar - den am besten konstruierten FuBboden, welchen Kern 
mcrkwürdigcrweise nicht abbildet und auch nicht crwahnt. Dieses 
System von Tiefenlinien darf wohl als mathematisch richtig konstruiert 
hezeichnet werden. Der BuBboden rechts ditneben - wir sehen in dem 
Bildti eirle gotisçhe Nische mit Waschgeriit und Handtuch - zeigt 
schon einige Abweichungen, indem die aufierste Tiefenlinie rechts 
jcdenfalls nicht mehr durch den genleinsamen Schnittpunkt der a,ndern 
geht; auf ihn bezieht sich Kern bei seiner oben zitierten Behauptung. 
Betrachten wir weiter die beiden auBeren Bilder links und rechts, also 
den Engel der Verkündigung und die betende Maria, so stimmen die 
lieiden FuBbGden auch nicht angenahert. 

Von der Innenseite des Altars erwiihnt Kern noch den Bodcn in der 
Darstellung Botbvaters; aber schon die beigcgebene Tafel 1ii1Jt erkenneri, 
daB hier von einem Gesetz bei der Konstruktion nicht die Rede sein kann. 
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Besser stimmt wieder der FuBboden in dem Bilde des Arnolfini 
imd seiner Frau (London, Nationalgalerie), aber hier kann man nur 
wenig Tiefenlinien verfolgen. Uie Tiefenlinien der Decke zeigen nach 
der Kernschen Tafel keinen gemeinsamen Fluchtpunkt (die Decke ist 
so dunkel, daB ich auf der Photographie diese Linien nicht rnehr sehe). 
Endlich konnen wir diese ermüdende, aber notwendige Retrachtung 
damit abschlieBen, daB wir koiistatirren, daB auch aiif der Rolin- 
Madonna des Louvre, somie auf der Madonna des Kanonikus Pala 
(Brügge, Akademie) datiert von 1436, die Tiefenlinien der Bodenflachen 
das mathematische Gesetz vom Fluchtpunkt nicht erfüllen. 

Nuri konnte man hier allerdings einwenden, daB J a n  van Eyck 
das Gesetz vom Fliichtpunkte kannte, da0 er aber vielleirht mit nber-  
legung, also aus iisthetischen Gründen, von ihm abwich. Das halte ich 
 ber, wie auch Kern richtig bemerkt, für sehr wenig wahrscheinlich. 
Spiter, im 16. Jahrhundert, haben die Künstler oft sich solche Prei- 
heiten gestattet. Da5 aber Jan van Eyck ein Gesetz entdeckt, um es 
nacLkurzer Zeit schon nicht mehr zu beaditen, liegt gewiB nicht im 
Sinne jener Zeit. Dann bleibt mir aber kaum etwas anderes übrig) als 
anzunehmen, daB Jau  das Gesetz vorn Fluchtpunkt der Tiefenlinien 
einer Ebene, das heiBt dessen rnathematisch priizisen Ausdruck, über- 
Izaupt nzcht gekannt hat. DaB der zuerst erwahnte F d b o d e n  ziemlich 
genau mit der Theorie in c b e r e i n ~ t i m r n u n ~  sich befindet, muB ich für 
ein Spiel des Zufalls halteri. Hatte der Künstler die Arischauung sich 
ausgebildet, daB die Tiefenlinien im allgemeinen gegen eine mittlere 
Stelle zusammenlaufen, so konnte er gegebenen Falles diese Stelle aucli 
einmal zu einem Punkte zusammenschrumpfen lassen. 

4. Natürlich hat Jan  dann das Gesetz vom Fluchtpunkt der Tiefen- 
linien im  Xaume auch niclit erkannt und die Rolin-Madonria gibt daiïir 
doch einen unanfechtbaren Beweis. Petrus Christus dagegen scheint 
das genannte Gesetz zu kennen. Für J a n  van Eyck aber kann ich 
aus der von Kern gegebenen Reihe keine eigentliche Entwicklung 
herauslesen: gewiB zeigt das eine Bild gr6Bere pcrspektivische VcrstoBe 
als das andere, aber die tastende TJnsicherheit des Empirikers geht 
durch alle hindurch und statt einen stctigen Fortscluitt in  der Per- 
spektive zu beobachten, habe ich eher den Eindruck, düB der Künstlcr 
probiert und tastet. Wenn d a m  Jan an Stelle eines Augpunktes ein 
ganzes Gebiet annahm, so trat naturgemaB an Stelle eines Horizontes 
ein ganzer Streifen und so erklare ich die verschiedenen Horizonte, die 
Kem konstatiert, der eben in betreff der mathematischen Genauig- 
keit doch zu geringe Anforderungen an eine perspektivische. Zeich- 
nung stellt 

28* 
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424 T)ie Perspektive der Riiider van Eyck. Von KART. T)OF.RI.KMAKN. 

Überhaupt mochle ich der Zeit der Brüder van Eyck in bezug 
auf Darstellung noch ein ziemliches MaB von Naivitiit zuschreiben und 
deswegen scheint mir auch die folgende Auffassung Kerns etwas 
gewagt: auf dem Verkündigungsbild (Petersburg, Eremitage) laufen 
die Tiefenlinien der Scitenwand gegen eine andere ,,Stelle" hin als die 
des FuWbodens; mo beide Ebenen zusammenstoBen; da ergibt sich für 
unser Auge eine Unzutriglichkeit. Kern spricht nun die Ansicht aus 
(S. 13), daB der Künstler der Schwierigkeit, die Ebene des FuBbodens 
mit der Ebene der Brand in einen riiumlichen Zusanimenhaiig zu 
bringen, durch eine geschickte Anordnung des Engcls bcgegnet. Der- 
selbe soll also diese Übergangsstelle verdecken. O b  da nicht dern 
ICünstler ein gr65eres Raumgefühl zugeschrieben wird, als seine ganze 
Darstellung in bezug auf die Linienführung verrat? In  perspektivischer 
Hinsicht beleidigten offenbar diese Linien das Auge des Kiinstlers nicht; 
er hatte also keinen Grund, die ~bergangsstelle durch den Engel zii 
maskieren, wie er ja auch den Zusammenhang zwischen Seitenmmd 
und Decke durchaus frei lieB. 9 

5. Was endlich iloch die Bedeutung der Perspektive Euklids be- 
trifft, so wird meines Erachtens dieselbe leicht überschatzt. Euldid 
und seine Nachfolger im Mittelalter geben nur eine Theorie der Er- 
sçheinung, das heiBt Betrachtungen über die Gesichtswidcel, unter denen 
die Gegenstànde z. B. gleich lange Strecken erscheinen. Dcn wesent- 
lichen Sçhritt, die Sehstrahlenpyramide mit einer Ebene zu schneiden 
und statt der Winkel den auf dieser Ebene sich ausbildenden Sclznitt 
au studieren, tat erst Brunellesco. Die Siitze, welche sich auf die 
Gesichtswinkel beziehen, sind aber sehr verschieden von denen, welche 
über das Rild in der schneidenden Ebene ausgesagt werden konnen. 
Mancher moderne Künstler, der einen Menschen an dem YuB eines 
Turmes und einen glcich groRen in der gleichen Tiefe auf der Platt- 
form des Turmes zu zeichnen hat', anudert vielleicht einen Moment, ob 
nicht der Mann auf dem Turme im Bilde kleiner sein müsse. E r  ist 
doch weiter Tom Reschauer entfernt! Aher wir hetrachten ja das Bild 
und d a m  entspricht dein Manne oben auch der kleinere Gesichtswinkel. 
Um also über die theoretischen Kenntnisse des Nordens ins klare zu 
kommen, müBte man wissen, wcr hier den Übergang von den Gesichts- 
winkeln zur Bildebene und damit zur wirklicheli Abstraktion der 
Perspektive ausgeführt hat, sofem dies unabhangig von Brunellesco 
geschehen ist. 

Wenn m m  Schlusse C h r i s t i a n  TVien er  in seiner vorzüglichen 
Darstelliing der Entwicklimg der Perspektive (Leliibuch der darstellenden 
Geometrie 1. Bd. S. 9) über Jan  van Eyck bemerkt: ,,in der Linien- 
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perspektive zeigt er die Kenntnis des F ' l~ch t~unktes ,  der freilich nicht 
immer einheitlich gewahrt ist, eine nlatl~ematbsche Kenntnis der Per- 
spektive besaB er nicht", so kann ich das nur so verstehen, daB der 
Begriff Fluchtpunkt nicht im mathematischen Sinne, sondern als ein 
gr5Beres oder klcineres Gebiet aufgcfaBt ~ i r d ,  und d a m  geben meine 
Ausführungen für diese Behauptung geradezu den Beweis. Man wird 
Jan van Eyck in bezug auf die Perspcktive als einen Pmktiker be- 
zeichnen müssen, der mit, ungewohnlich scharfer Beoba,chtungsgabe 
ausgestattet, aber doch nur auf empirischer Grundlage, das parallel- 
perspektivische Spstem seirier Vorgiinger verlie! und die perspektivische 
Zeichniing insofern verbesserte, als er die Bilder paralleler Geraden uin 
einen Fluchtpunktbezirk sich drehen lieB. 

Miinchen, Jan. 1905. 

Eatoptrisches Okular. 

Von FELIX HISKE in StraBburg i. E. 

UnterVerwendimg eines Reflektors w i d  die aufgehobene chr~rnat~ische 
Aberration selbst durch die achromatischen dioptrischen Okulare teil- 
weise aieder eingefiihrt. Ein vollst~ndig achromatisches kann nur ein 
ketoptrisches Okulai. sein. Ein solches k h n t e  nach demselben Prinzipe 
\vie die Reflektoren koiistruiert werden. 

Vom groBen Spiegel des Reflektors wird ein reelles Bildclien des 
Objektes gebildet, das durch den kleinen konvexen oder konkaven 
Spiegel in den Scheitel des grooen, oder durch den kleiilen ebenen Spiegel 
in eine um DO0 gegen die Achse geneigte Richtung, iin allgemeinen in 
Cc entworfen sei (Figin-). Es  sei vom konkaven Spiegel SI mit dem 
Fokus FI ein ziirn letzten Hildrhen konjiigisrtes in Clcl gehildet und 
dieses Tom konkaven oder konvexen Spiegel S, mit dem Fokus E', in 
ein irnagina,res Bildchen in C,c, verwandelt, welches xur Reobnchtung 
g e h g t .  Die Dimensionen des Okulares ergeben sich folgendermaBen. 

E s  seien zuerst die Strahlen von dem Punkte des eritfernten Ob- 
jektes, der in der Achse des Reflektors liegt, berücksichtigt. Von diesen 
Strahlen werden die von der Peripherie des groBen Spiegels reflek- 
tierten hinter dem Bildchen Cc einen Lichtkegel bilden, dessen Offnung 
A,CSl = a bekannt ist; dagegen werden die von der Peripherie des 
kleinen Spiegels abgegrenzten Strahlen einen Schatteilkegel bilden, 
dessen Offnnng A ,CB= /3 auch bekannt ist. Der Spicgel S, sei in 
den Lichtkegel in der Entfernung C,4, = a, hingestellt, sotlaB er desseii 
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Durclischnitt ausfüllt und der Spiegel S, in  den Schattenkegel, iii der 
Entfernung A , d ,  = 1, soda8 er auch desscn Durchschnitt ausfüllt. 

Soll die Entfernurig des Achsenpunktes des 
Bildchens C,c, von A ,  pleich der deutlichen Seh- 
weite d sein, so ergibt sich folgende Bedingung: 

Die Entfernung des Bildchens C1c, Tom 
Spiegel SI, dessen Fokalweitc f, und dessen H6he h, 

zW sei. wird') 

für den Achsenstrahl ist sie ohne dm zweite Glied in1 
zweiten Teile. 

Da C,A, - 1 - b,, so wird die Entferiiuiig des 
Bildchens C,c, vom Spiegel 8,  dessen Fokalweite fi2 und 
dessen Rohe 72, sci, für den Achsenstrahl 

wo das obere Zeichen fü r  konkaven, das untere für kon- 
vexen Spiegel gilt, und da diese gleich (d - 1)  sein 
soll, so ergibt sich nach Substitution 

Sollen noch die peripherischen Strahlen nach der Reflcxion 
vom Spiegel S, durch Spiegel S2 a~lfgefangen werden und 
die Gr6Be des letztern dern Durchschnitte des Schatten- 
kegels hochstens gleich sein, so ergibt sich noch folgende 
13edingung: 

E s  ist mit genügender Genauigkeit 

- 
oder da hl = a, tg a und h, 7 (a,  - l )  tg  sein soll, so 
ist nach Suhstitiition 

.Y... J- - - ! d~ t 1 - -  
ibN (II) - (  a l f 1  ) a , t g c c <  ( a , - ~ ) t g / 3 .  
1 al f l  -- 

a, - f i  
Sollen weiter die peripherischeri Strahlen nach der X.efiexion von 8, 
und S, durch die Offnung des Schattenkegels im Spiegel S, austreten, 

1) Handw. d. Astron. Iid. 1 S. 745 (1897). . 
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und diese Ofinung die Grd3e der Augenpupille p nicht überschreiten, HO 

muB der Achsenpunkt des 13ildchens C,ca hinter oder mindestens in 
O liegen, was weitere folgende Bedingung ergibt 

Es seieii die Strahlen vom Rande des Objektes berücksichtigt, so werden 
diese hinter dem Bildche~i C c  einen Lichtkegel bilden, der durch c 
geht und mit der Achso cincn Wrinkcl A, GD = a'  cinschlieBt, und 
einen Schattenkegel, der durch c geht und mit der A c h e  eine~i Wirikel 
A,EB' = P' bildet. Der Spiegel 5 sol1 den neiien Lichtkegel, der 
Spiegel S, den neuen Schattenltegel aiisfüllen. 

Die Bedingung der deutlichen Sehweite des Rildchens C,c, gibt 
dimolbe Gleichung (1). 

Die Bedingung der gleichen Gr6Be des Spiegels S, mit dern Diirch- 
schnitte. des Schattenkegels ergiht auch die Gleichiing (IT), in welcher 
aber der zweite Teil gleich wird: 

Die Bedingung nocli, da0 die peripherischen Zlandstrahlen des Bildchens 
( / ,c ,  durch die OfTnung des Schuttenkegels irn Spicgcl SI austretcn sollen, 
die kleiner als die Augenpiipille sein riiuB, ergibt, daB der Durchschnitt 
dieser Strahlen c, B' mit der Achise liinter oder in E liegen muB, 
folgl1clI 

(III') 
- 

a, < d - (Cc + (].',ci) ctg 8' 
und 

h ((1 -- C c ctg p')  2 9 ?L - -  < p .  d - C* c, ctg p' - 2 = 

Die Redingung meiter, da8 die Vergr6Beriiiig des Okulares ein be- 
stimmtes Ma0 iibcrschreiten soll, ergibt, da6 die Gr6Be des Bildchens 
C2c,, da die des Bildchens CG gegebeii kt ,  gr6Ber als ?TL . Cc sein muB. 

Die Gr6Be des Bildchrns Clcl, d m  nahe vom Fokns F; entstrht, ist 

da Clcl auch nahe dem Fokus 3; liegt, su ist: 
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428 Katoptrisches Okular. 

und da, diese q~ m .  C c  sein muB, so crgibt sich nach Sabst'itution: 

Die Gleichungen bezw. Ungleichungen (1) bis (IV) d e r  (1') bis (V') 
enthalten die vier Unbekannten a,, 2 ,  f,, f S .  Damit die sphiirische 
Aberration der Kugelspiegel nicht sehr storend wirkt, rnuB h, gegen f ,  
und IL, gegen fS verhiltnisniiiBig klein sein, infolge der Gleichung (1); 
oder es mull der Spiegel 8, elliptisch, dagegen der Spiegel S2 hyperho- 
lisch angeschliffen weden. 

Beispiel. Es seien die folgentien Dimensionen des groBen Reflok- 
tors zu Melbourne, der nach Cas s e g r  ainschem Typ~is  eingerichtet ist, 
genommen l) 

Offnung des Rauptspiegels 2 R = 1.219 m 

9, des kleinen Spiegels 2r = 0.203 ,, 
Brennwttite des Hauptspiegels F =  9.14 ,, 

7, des kleiilen Spicgels f = 1.9 ,, 
Entfernung des kleinen Spicgels Tom groI3en D = 7.6 ,, 
Offnung in der Mitte des groBen Spiegels 2q = 0.203 ,, . 

Ks sei der Ball des iinendlich edfernten Punktes, der in der Achse 
des Reflektors liegt, beriicksichtigt. Die obeii entwickelten Formeln 
gelten für den allgemeinen Ball, da1 der Winkel des Schattenkegels 
grof3 genug sein k a m  und dann a, < d, ziifolge der Gleichiiiigen (III) 
und (IV), sein miiBte; in dem genoinmenen Beispiele wird der Winkel 
/3 klein sein, iind es ist notig in der Gleicliung (III) a, - d zu iiehmen, 
wodurch in der Gleichung (II) h, = ( d  1) tg  /3 wircl, niid die Gleichung (IV) 
d t g  /I' 5 p ergibt, was die Gr& des iiotigen Schaltenkegels tieschrankt, 
da p und cl bekannt sind. Die iibrig gebliebenen Gleichungen (T) iind 
(II) enthalten noch die Uribekannten 1, f,, f,, erlanben folglich mill- 
kürliche Annahine einer von diesen. 

Die Entfernung des Bildchens C von1 Casse g r a  inschen Spiegel 

im groRen Reflektor ist Z, = - af -- - - - 7.126 m, weil d= F- D = 1.5 m 
a - f 

k t .  Da der periphcrische Lichtstrahl des Objektirspiegels am Rande 
des Cassegrainschen Spiegels zum Bildchen C reflektiert wird, so ist 

die Offnung des Lichtkegels gegeben iiiirch t g a  I'. iind die H&e 
b ' 

1) Dr. L. h m b r o n n :  ,,Handbuch d. dstronom. 1nstrum.kunde" S. 1184. 
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des Okularspiegels SIS,, ziifolge 8, = d tg a, wo d = 25 cm, ergibt sich zu 
3.6 mm. Nimmt man den Radius der Pupille des Auges zu 2 mm an, 
und beziehe sich die willkürliche Annahme auf die Hohe des kleinen 

h,, . d 
Spiegels S,, die h, = 1.75 mm sei, so ist (d - 1)  - h, ctg g = 

P '  
wovon ergibt sich 1 = 31.3 mm. 

1 . hl Im Falle des konkavcn Spiegels S, ist b - 
- h i  + h ,  

= 21.0 mm, 

fulglich a, = 1 - 4 = 10.3 inin und somit f, = "- = 19.4 m u ,  da- 
% 1- b, 

Falle des konvexen Spiegels iS',, der von derselben H6he iz, uud in der- 

selben Entfernung 1 wie der konkavo Spiegel sei, ist b, =n:Lhr = 61.6 mni, 

folglich a, = 1 - O, = - 30.3 mm und somit fl = 49.4 mm, dagegen 
a, . b, 

- 26.6 mm, wo ZI, = d - 1 = + 218.7 mm. f2=.,-%- 

In diesem Beispiele ist das Verhiilt'nis der Offnimg des Lichtkegels 
zu der des Schattenkegels, h, : p - 1.8 im Okularc und zufolge der Ahn- 
lichkeit dieser Kegel auch im Objektiv. Da der Radius des Lichtkegels 
im Objektiv K = 0.609 m ist, so hatte der Radius des Schattenkegels 
im Objektiv zu sein s = 0.342 m. Die 6ffnung des geometrischen 
Sehattens Tom kleinen Spiegel am goBen Spiegel hat den Radius 
T = 0.102 n i ;  es entstchen aber hinter dem kleinen Spiegel Diffraktions- 
ringe, die eiiien gr6Beren zentralen Kegel des unbrauchbaren Lichtes verur- 
sachen. In epezjellen Fallen ware es vorteilhafter, die GroBe des kleinen 
Spiegels im Reflektor so auszuwiihlen, da5 die Grole seines geome- 
trischen Schatteiis irn groBen Spicgel der 0ffnung des für das Okular 
notigen Schatteukegels nahe gleich ware. 1st iru obigen Reispiele der 
Radius eines solcheii kleinen Spieg~ls  z, wine Entferni~ng vnm Fokiis II' 
des groBen Spiegels y und der Radius des für cias Okular nijtigen Schatten- 

s Y z = x  kegels in tliesem kleinen Spiegel z ,  so ist = 
E" s R 

und folglich 
x e  t g p = " = -  - - 

C F - y  R . C F - F x '  wo C F - q - O + ( F - U ) = 8 . 2 r n .  

Es ergibt sich ails der quadratischen Gleichung 

folglich brauchte der Radius des kleinen Spiegels nur wenig gr5Ber z u  

sein, und das Verliiiltnis des Lichtkegels zum Schattenkegel im Ob- 
jektiv ware R : x - 3.6, wodurch auch die Okularspiegel vergrolert 
werdeii konnten. 
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Da bei den colestischen Objekten, die einen Gesichtswinkel haben, 
die GroBcn der Rildohen klein sind, so würden die Dimensionen der 
Okularspiegel nicht wese~itlich geandert. 

Bei Einstellung auf die deutliche Sehweite kiinnen die Spiegel SI 
und S2 gemeinsam ein wenig für VergroBerung derselben vom Rildchen Cc 
entfernt, für Verkleinerung dagegen diesem Bildchen genahert werden. 

Ji1 der Photonietrie, speziell bei den kolorimetrischen Lntcrsuchungen 
der Gestirne sind katoptrische Okulare prinzipiell notwendig, weil hier 
keine chromatische Aberration bleiben soll, damit die wirkliche ge- 
sanite Farbe des Objektes heobachtct werden ka~in. 

Graphisch-analytische Ausgleichung eines ebenen 
Linienzuges nach der Methode der Bleinsten Quadrate. 

Von J. SCIINOCKEL in Aachen. 

Unter den zahlreichen Beihenentwickelungen riach der Nethode der 
kleinsten Quadrate, welche 1. P. Gram im Journal für Mathematik, 
Band 94, S. 41 und folgcnde aufführt, hat die Four ie r sche  Rejhe für 
praktische Zwecke im besonderen Bedeutung erlangt, da sich ihre 
Koeffizienten mit Hilfe eines harmonischen Analysators leicht bestimmen 
lassen. Wesentlich schwieriger gestaltet sich die graphisch-analytischc! 
Darstellung eines ebenen ~inienzngés in Form von Potenzreihen, deren 
Kocffizienten Momente vcrschicdener Ordnung der zu bestimmenden 
Kurve sind.') Diese dufgabe kann zwar mit dem Integraphen von 
A b d a n k - 8 b a k a n o w i t z  gelost werden, erfordert aber dann eben so 
viele Kurvenbefahrungen, wie die gesuchte Reihe Glieder enthalten soll. 

Liegen m + 1 durch eine Potenzreihe zu interpolierende Beobachtungs- 
werte 7 = f (x) vor und triigt nian sie nach Koordinateii auf Milli- 
meterpapier auf, so lassen sich nach einem Tom Verfasser in dieser 
Zeitschrift 51. Rand (1904), Heft 1, S. 42 u. flg. angegebenen Ver- 
fahrene) die Momente verschiedener Ordnung des durch geradlinige 
Verbindung der m + 1 Punkte entstehenden I'olpgons in einfacher kon- 
struktiver Wcise ermitteln. Eine zu intcgrierende Kurve ersetzt man 
zweckrnaBig durch 'eine eckige Figur, welche sich ihr moglichst gut an- 
schlieBt, und erreicht dann eine groBere Genauigkeit als mit verwickelten 

- -- 

1) Vergl. Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften Band 1, Teil 2, 
S. 819 und Band II, Teil 1, S. 680. Ferner Bruns, Aatronomische Plachrichten, 
Jahrg. 1898,  S. 161. 

2) Vergl. ferner Schnockel, diese Zeitschrift 49. Band (1903), Heft 3, S. 372f.  
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Apparaten. Die folgcnden zur Ermittelung dcr Koeffizienten dienenden 
F'orrrieln stützen sich a d  die bekannten und von Gr a iu hergeleiteten 
Ileihenentwickliingenl) nach den Kugelfunktionen X r )  und schlieBen sich 
der erwahnten konstruktiven LGsung des Momentenproblems eng an 

Sol1 die Gleichung des Linienzuges Ko, K,  . . . Km (für m = 3, siehe 
die Figur) derart dnrgestellt werden, d:& ZAil = Z'(Y - r i ) 2  ein Minimum 
wird, so hat man das l'olygon von Ko aus gegeri die Achse A Y  nach 
dem Moment Jrjxndx auszugleichen. Macht man der Reihe nach 

KIRo II K,K,, KiIil 1) K, R,, . . , KI Rn II K, R,,- ,), so ist K, R, Gradiente 
n ter Ordnung für IIo Ki h',. Nach (rn - 1) nialiger Ausführung dieser 
Kon~truktion wird Ko, K, . . . B, durch die Gradienten n-ter Ordnung 
-- -- 

OK,, CK~,  . . ., Ln.~; ersetzt. Wird A n  = r, und r, - r, = A, gesetzt, 
so werden die d in der Regel kleiner als die r sein, da sich die 
Punkte n um den Punkt O zu gruppieren pflegen. Durch Einführung 
der A, gestalten sich aber auch die folgenden Pormeln einfacher. 
Nach vollzogener Ausgleichung bestimmt man die Gr& 8 nach den 
Formeln 

1) Vergl. M. Plarr, Comptes rendus des séances de l'académie des sciencetl 
1857, S. 984. Ferner R. Schumann, Potenzreihenentwicklung und Methode der 
kleinsten Quadrate, Leipzig 1905 (Teubners Verlag). 
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Setzt man A'A = AK, - 1 und betraçlitet XA'  Y' als ersten 
Quadranten des Koordinatensysteins ,I;, y, so sind die .z Koeffizienten 
einor Reihcnentwickelung von K,,, KI . . . K ,  nach Kugelfunktionen 

( 2 )  2y -- a,X(Q> - fi l  X(1) + szX:2) - Z3 X(3) + - . . . - (- l)ngn X(4. 

Cm die Gleichung des gcgebenen Linienzuges in Form cinw 
Potenzreihe darzustellen, legt man die Ordinatenachse passend durch K, 
und erhilt d a m  für  die Koeffizienten der Reihe 

die nachher zu beweiscnden Formeln; 

In den Gleichungen (l), (3) und (4) kann die Abszisse AK, = c 
jeden beliebigen Wert haben. Bricht man die Reihe (3) mit dem 
Gliede aixi ab, so merden iii (1) und (4) die A, z und a mit deni 
Index (i + l), (i + 2) . . . zu Null. 

Beispiel .  

Der in der Figur verzeichnete Linienziig K, . . . K, wird durch die 

Gradienten m,, %, 3 ~ ,  ausgeglichen. E s  ergeben sich in 
Millimetern 
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Nach (1) werden hioraus berechiiet 

Z, - +- 45,,Ci, Z ,  = + 71,6, Z, = +22,5 ,  Z, = - 20,3 

Da c = 100mm ist, folgt aus (4) in Verbindung mit (3) 

y - + 59J - 0 , 1 7 3 ~  - 0,02372 + 0,000203x3. 

Urn nach Bestimmung des Punktes 4 in der Figur diese Gleichung 
noch auf den vierten Grad zu bringen, hatte man nach (3) und (4) 

1 10 45 70 
den Koeffizienten der Reihe nach die Korrekturen 2z4, C ~ q ,  7zu C s ~ d ,  

Y5 
- z hinzuzufügen. 

c4 4 

Der Kontrolle und VergrGBerung der Genauigkeit halber ist es 
erwahnenswert, daB man die Ausgleichung von EoK3 auch in bezug 
auf die Achse K,L vornehmen darf, ohnc die Formeln ( 1 )  bis (4) zu 
veriindern. Nur z,, x,, z5 uuw. wechselri das Vorzeicheri. Um schrage 
Lagen der Gradienten gegen die Achse h7,L zu vermeiden, ist in der 
Figur die Ausgleichung des Zuges K3K,K,EoA in Ko abgebrochen, 
sodaB man zu den Liingen O'K,, lÏK3, 2'&, 3 ' ~ ~  die Gr6Ben A K , ,  
2 . A%, 3 . hT0, 4 . A% zu addieren hat, urn 10, r,, r ,  und r, uiid 
daraus die d zu erhalten. Für  dm Beispiel findet sich 

-- - ---- - 

AKo = 51,5 O'K, = - 6,2 1 ' K 3  = + 0,8 2 ' E 3  = + 12,2 
- 

3'K3 - + 24,2 
und daraus 

do = + 45,3, dl - - 58,s usw. 

zo = + 45,3, z, = + 71,7 usw. 

Die Mittelbildiing aus den beiden aiif verschiedenen Wegen er- 

haltenen x vergr6Bert die Genauigkeit der Analysierung sehr erheblich. 

Ableitung der Reihen (1) bis (4). 

Die Bestimmungsgleichung für die Koeffizientcn z in (2) lautet 
nach Gram (S. o.) 

zn= (- l ) n ( 2 n  + 1)  q X ( n ) d g .  1' 
- 1 

Setzt man für die Kugelfunktion X(")  den aus der Ivoryscheii 
Gleichung entwickelten Ausdruck 

ein. so erhalt man 
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434 Gra~hisch-analytische dusgleichung usw. Von J. SCENOCBEL. 

Mit Hilfe des binomischen Satzes kann man für - BA' - 1 

= x - 1 das Moment 7 z P d ~  als lineare Funktion der Momente Y - 1 
{qxPdx von der nullten bis p t e n  Ordnung darstellen und findet in 
O 

Riicksicht auf die in Anmerkimg 2) S. 430 erwiihnte Abhnndlung 
4- 1 

Nach Einsetzen in (5) ergibt sich, wenn alle mit ri behafteteil 
Glieder zusammengefafit werden, für den Koeffizienten von ri in z, 

Hiernach sind die Gleichungen (1) zu berechnen, wenn ri = r, - Ai 
gesetzt wird. 

Aus (6) folgt auch, daB sich die Gleichungen (1) und (7) nicht 
iindern, wenn die Mornentenachse A Y  mit K,L vertauscht wird, weil 
AA' = &A' ist. 

Um die R,eihen (3) nnd (4) zii entwickeln, ersetzt nlan in der 
I v o  r y schen Formel durch x - 1 : 

und erhiilt nach dem binomischen Satz 

Durch Differenzieren wird, wenn man alle Glieder summiert, 

Die Summierung von (2) nach W. ergibt nun 

Setzt man nach der Eeihe i = n ,  n + 1, . . ., 90 folgt für die 
Koeffizienten der Gleichung 

y -  C I o -  CCIX -t C12xB- a y 2 +  - ' .  . (- l ) nc f ,~n  
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Tangentenkonst,ruktion mit Hilfe des Spiegellineals. Von K. MACX. 4% 

allgemein 

Hieraua ergeben sich die Formeln (3) uud (4) für 

("!, 
C I ,  = -- a,. p+ 1 

Die Einfiihrung des MaBstabverhii1tnisi;es A E ,  = c wird durch Ein- 
2 x 

setzen von - anstatt 3; erreicht. 
C 

Tangentenkonstruktion mit Hilfe des Spiegellineals. 

Von K. MACK in Hohenheim. 

Der Zweck des von dem verstorbenen Prof. E. R e u s c h  in Tübingen 
angegebenen Spiegellineals')' ist die Konstruktion der Normalen irgend 
einer Kurve in einem beliebigen Punkt. Das Instrumentchen besteht im 
wesentlichen in  einer geeigneten ebenen spiegelnden Plache, die liings 
der liante eines kleineri Lineals senkrecht zum Zeichnungsblatt an- 
gebracht ist. Die Normale einer Kurve im Punkt P wird dadurch 
erhalten, daLi die Lineakante durch P hindurchgelegt und das Lineal 
durch Drehung um P in diejenige Stellung gebracht wird, in welcher 
das vor dem Spiegel liegende Kurvenstück iind sein Spiegelbild sich 
ohne Kmckung aileinander anschliefien. 

Handelt es sich um die Tangente der Kurve im Punkte P, so 
karin Inan natürlich derart verfahren, daU man zuniichst mit Hilfe des 
Spiegellineals in der eben geschilderten W e i ~ e  die Normale eeichnet 
und sodann durch P die zu ihr Senkreçhte zieht. Die Aufgabe kBt 
sich aber auch ganz direkt mit Hilfe des Spiegellineals losen, und es 
nimmt beinahe Wunder, daB R e u s c h  in seiner oben zitierten Notie 
nicht auf diese Xiloglichkeit hingewiesen hat. Man denke sich in 
Punkt P (S. Fig. 1) dm Spiegellineal M N  so angelegt, daB seine 
Richtung angeniihert in die Richtung der Tangente fslit; wenn, wie 
wir voraussetzen, beide Richtungen nicht genau zusammenfallen, BO 

wird die Linealkante die Kurve in einerri benachbarten Purikte Pl zum 
zweiten Mal schneiden. IIa das Kurvenstiick PP, vom Spiegellineal ver- 

1) K.  Rei isch.  Das Spiegellineal. Carls Rep. f. Exp. Pliys. 16, 265,  1880. 
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436 Tangentenkonstiuktion mit Iiilfe des Spiegellineals. Von K. M A C K .  

deckt ist, und in letzterem die riicht verdeckten benachbarten Kiirveii- 
teile sich spiegeln, so wird der Anblick der in E'ig. 2 wiedergegebene 

sein. Man braucht nun bloB 
Fig. 1. J'ig. 2. Pig. 3. mit dem Spiegellineal rliejenige 

- i ,x 31 
1 kleine Drehung um P aus- l l 
I zuführen, welche bewirkt, daB 
I 
I die Lange des Stückes PP, 

P A ' 1, 
I \yL gleich Ku11 wird. Es laBt sich 

1. l 
I I dies mit aller Genauigkeit er- 

/ 7;. >\\ reichen, vorausgesetzt dai3 die 
auf dern Zeichnungsblatt auf- 

1 
I I  I 
I I I A? ' B, ruhende Kante des Spiegel- 
I I 

&--J inT IltT lineals ganx scharf ist, d. h. 
daB die spiegeliide Flache bis 

an dm Zeichnungsblatt herunterreicht. Triife letztere Bedingung 
nicht zu, ware vielmehr, wie dies bei manchen dusführungen des 
Spiegellineals der Fa11 ist, jene Kante abgestumpft, so würde das 
Spiegelbild gerade von den dem Lineal zu?%chst liegenden Burventeilen 
fehlen; die Reduktion der Lange PP, auf Ku11 lieBe sich dann nicht 
genügend genau durchführen. Ich uochte vermuten, daB bei dem ur- 
sprünglichen Reuschschen Mode11 diese untere Spiegelkante nicht in 
genügender SchLrfe hergestellt war, und daB deshalb R,eusch von der 
direkten Benutzung des kleiuen Apparats zur Tangentenkonstruktion 
absah. Heutzutage ist es mit Hilfe einer Glasschleifmaschine leicht 
rri6glich, für genügende Sohirfe jener Kante zu sorgen. 

In Fig. 3 ist das Spiegellineal in richtiger tangentialer Stellung 
gezeichnet; das Spiegelbild des Kumenteils P A  sei PA, ,  dasjenige 
von PB sei PU,. FaBt man nun die Linienzüge APBl und A,PB 
ins Auge, so ist Mar, daB beide in P einen Wendepunkt haben. Man 
hat also für die richtige tangentiale Stellung des Linealu P das weitere 
Kriterium, daB die Kurventeile A P  und PB, einerseits, A ,P  und P~II 
andererseits, im Punkt P ohne Knickung ineiilander übergehen. 

H o h e n h e i m ,  den Y. Dezeinber 1904. 
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Kleinere Mitteilungen 

Kleinere Mitteilungen. 

Guccia- Medaille. 

Der Circolo hTatemat,ico di Palermo (Via. Riiggitro Settirno 30) giht 
in einem Rundschreiben vom 1. Kovember 1904, unterzeichnet von seinein 
Priisidenten M. L. Albeggiani, folgondes bekannt. E r  wird bei dem IV. inter- 
nationalen Matheinatiker-KongreB, der im Jahre 1 9 0 8  in Rom stattfinden 
soll, einen internationalen Preis für Geometrie erteileii. Dieser Preis, der 
nach seinem St,ifter ,,Guccia-NedailleLL heiBt, wird aus einer kleinen tragbaren 
Goldmedaille und einer Summe von 3 0 0 0  Lire bestehen. 

Die Thcorie der algebraischen Ilaumkurven ist bekanntlich seit don 
Arbeiten, die durch den Steinerschen Preis von 1 8 8 2  hervorgerufen wurden, 
vernachliissigt worden. Die groBen Fortschritte der Geometrie, welche durch 
die synthetischen, algebraischen und funktionentheoretischen Methoden 
erreicht wtirden, haben diese Theorie nicht beriihrt, soda0 weder die fiinda- 
mentalen Betrachtungen, die in den erwiihnten Arbeiten begonnen wurden, 
noch andere Fragen, die man stellen konnte, Gegenstand spiiterer Srbeiten 
gewesen sind. Geht man ferner vom dreidimensionalen Baume zu hoheren 
~ ~ u m e n  über, so begegnet man für die algebraischen Kurven (insbesondere 
was ihre Einteiliing, das Studium der kanonischen Kurven gegebenen Geschlechts 
usw. angeht), einer Menge von wichtigen Fragen, mit denen sich bis jetzt 
noch niemand beschiiftigt hat. Auch kcnnt man über die algebraischen 
Ilaumkurven nur wenige Satm, welche die Itealit%tsverhaltnisse oder einen 
gegebenen Ratiorialitiitsbereiçh Eetreffen. Betrachtungen dieser Art haben 
den Circolo Xatematico di Palermo bewogen, in  Übereinstimrnung niit den 
Absichten des Stifters , die Gucria - Medaille 

einer Abhandlung a u  erteilen, welche die Theorie der algebraischen 
R u u m k u r v m  zl;csmtlic7~ fordevt. 

Hierbei sollen jedoch i n  keiner Weise die Probleme und Methoden der 
Untersuchung im voraus bcschrankt werden. 

Wenn keine der zur Bewerbung eingesandten, auf die genannte Theorie 
bezüglichen Arbeiten des Preises würdig befunden wird, so karin er 

einer Abhar~dlzcng augesprochen werdwz, die eincn w esentltchcn Fo? t- 
schritt in der Tizeorie der algebraisclwn Iiuwn2 oder a?zdwer a7gebraischer 
Mannigfultigkeitnz bezeichnet. 

Die eingereichten Abhandlungen dürfen noch nicht veroffentlicht sein. 
In  einer der vier Sprachen: italiinisch, franzcisisch, deutsch oder englisch 
abgefd3t und, abgesehen von den Formeln, mit der Schreibmaschinc geschrieben, 
sind sie dem Prasidenten des Circolo Natematico di Palermo vor deni 
1. Jul i  1907  in drei Exeuiplareu einzureichen. Sie ruüssen m i t  einem Yotto 
versehen und von einem verschlossenen Umschlag begleitet sein, der auBcn 
das Notto und innen Namen und Wohnort des Verfassers zeigt. Die gekrbnte 

Zeitschrift t. Mathematik u. Physik. 52 .  1:and. 1905. 4. 1Ieft. 24  
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43 8 Kloinere Mitteilungen. - Büeherschaii. 

Abhandlung wird in  den ,,Rendicontiu oder einer anderen Publikation des 
Circolo Natematico d i  Palermo abgednickt. Der Verfasser erhiilt 2 0 0  Sonder- 
abdrücke kostcnfrci. 

Wenn überhaupt keine der eingereichten Abhandlungen des Preises 
würdig befunden wird, so kann dieser einer scholi veroffeutlichteri ,4rbeit 
zugesprochen werden, die sich auf die oben genannten Theorien bezieht, falls 
sie zwischen dem Beitpi~nkt der Ver6ffentlichiing dieses Programms und dem 
1. Ju l i  1907 erschienen ist. 

Den Prcis erteilt dcr Circolo Matematico di Palermo gemLB der Ent-  
scheidung einer internationalen Kommision von drei Nitgliedern, die aus 
den Herreil: Xax  Nother, Professor an .der Universitat Erlangen, Henri 
Poincaré, Professor an der Eniversitiit Paris, Corrado Segre , Professor a n  
der Universitiit Turin besteht. Tn einer der Sitziingen des W. internationalen 
Blathematiker-Kongresses, der 1 9 0 8  i n  Rom tagt ,  wircl der Bericht der 
Kommission verlescn. der Prcis crtcilt und der Name des gekronten Gelehrten 
bekannt gegeben weiden. 

Bücherschau. 

R. ?darcolongo, Meccanicrt razionale, Parte 1: C i n e m  a t i  ç a ,  S t a t i c a ,  
VI1 u. 2 7 1  S., 3 Lire; Parte II: D i n a m i c a ,  P r i n c i p i i  d i  i d r o d i n a -  
m i c a ,  VJ u. 324 S., 3 Lire. Milano, Ulrico Hoepli, 1905 .  

Dic von der Verlagsbuchhandlung Clrico Hoepli herausgegebene Sanun- 
lung kleiner, billiger Handbücher enthielt bereits ausgezeichnete Werke aus 
der holieren Mathematik und dcr Pliysik, es fehlte jedoch eins uber theo- 
retische Mechanik. Diese Lücke ist jetzt durch die beiden Bandchen der 
Necca,zicn razionale von Herrn M a r  co l  on go  in treff licher Weise ausgefüllt 
worden. Die Bandchen sind bestimmt', den Studicrcnden der Universitiiten 
und technischen Hochschulen, Anstalten, die in  Italien vereinigt sind, als 
Fiihrer zu dienen, und deeken sich dementsprechend zum groflen Tcil mit 
dem Inhalt der Vorlesungen, die der Verfasser i n  Messina gehalten hat. 
Der  Reihe na,ch wird die Kinemahk, St,a.tik und Dyna,mik materiellcr T'unkte 
und starrer Korper behandelt', und den SchluB bildet ein kurzer AbriB der 
Hydrostatik und Hydrodynamik. Man findet darin nicht nur eine knnppe, 
aber recht klare cbersicht über die klassischen Theorien, sondern es sind 
auch die neueren und neuesten Porscliungen herarigezogcn worden. Da es 
in ltalien an einer Sammlung von Auf'gaben aus der Mechanik fehlt, ha t  
der Verfasser den einzelnen Kapiteln diifgaben hinzugefügt, im ganzen iiher 
200;  die Losungen sind teils angegeben, teils angedeutet. Sehr dankenswert 
sind auch die zahlreichep Zitate und historischen Anmerkungen, die, wie 
Herr M a r c o l o n g o  in der Vorrede mit Recht bernerkt, geeignet sind, das 
Interesse des Studierenden zu erwecken und zu beleben. Was  die Methode 
der Uarstellung betrifft, so ist von den Begriffen und Bezeichnungen der 
Vektorrechnung ein gliicklicher Gebrauch gemacht worden, wohei dem Ver- 
fasser das Vorbild von F. C a s  t e l l a n o ,  Lezioni di meccanica ru~ionule, 
Tulin 1894 und A. F o p p l ,  V0~1esulzge.n iiber tccl~niscl~e Mechunik zu statten 
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Hiicherschau. 439 

gekommen is t ,  bildet doch ohne Zweifel gerade die Mechanik für die An- 
wendung der Vektorrechnung eiucs der schoristen urid dankbarsten Gebiete. 
DaB i n  dem ersten Kapitel der Kincmatik die Grundlagen der V e k t o r r e ~ h n u n ~  
aiisrinandergesetzt w e r d ~ n ,  ist  freilich nur ein unter den gegenwiirtigen IJm- 
standen erklarlicher Notbehelf, denn diese Grundlagen gehoren nicht in die 
Mechnnik, sondern in die Geometrie; es ist dringend zu wünschen, da0 über- 
al1 dieso jedem Xathematiker unentbehrlichen Kenntnisse entweder durch 
eine kleine selbst%ndige Vorlesung oder durch eritsprechende Abschnitte in 
den Vortragen über analytische oder synthetische Geomrtrie ziigiinglich ge- 
inacht würden. 

Hannover. PAUL S T ~ ~ C K E L .  

R l l d ~ l f  L%~tiiiid. Untersuchungen über d i e  Ermittlung von Wahr- 
scheinlichkeiten. (80 S.) Zürich, Jean Frey, 1901. 

Die Ideine Schrift, von der matlieniatisch-naturwissenschaftlichen Sektion 
der Züricher philosophischcn F a h l t a t  als Inauguraldissertation approbiert, 
stellt sich im wesentlichen als eine erkenntnistheoretische Studie im Gebiete 
der Walirscheirilichkeitsreclinurig dar. Ih r  Verfasser halt eine Prüfung und 
Uerichtigung der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie für umso not- 
wendiger, als diese Lehre hei dem heutigen Gtreben nach Mathematisierung 
der Naturwissenschaften immer mehr an Ecdeiitung gewinnt und selbst auf 
die Festlegung der Fundamente der exakten Wissenschafton EinfluB zu 
nehmen berufen ist. 

Kach einer Kritik des P. K r  i e s schen Wahrscheinlichkeitsbegritfes, 
den rlcr Terfasser ahlehnt, pinmal weil er sich nicht streng verwirkliehen 
lasse und zum andern das Anwendungsgebiet dcr Wahrscheinlichkcits- 
reclinung zu eng begrenze, sucht e r  die Paradoxie, die er darin erblickt, 
daB hierher gehürige Probleme hiiufig rnehrfache L6sunigeri mlieBen, als 
eine notwendige Folge der Natur der Sache nachzuweisen. E r  geht nun 
dara.n, 7,u zeigen, wie man trotzdern hraiichbare numerische Wahrscheinlich- 
keiten erinitteln bonne. Von den drei Methoden, die er unterscheidet, gibt 
die erste, die intuitive, da sie auf bloBen subjektiven, jeder Kontrole unzu- 
ganglichen Erwiigungen bernht, zu einer weiteren Cntersuchung keinen An- 
laW. Umso ausführlicher behandelt der Verf. die zrveite Xethode, die er 
als Methode der Hypothesenbildiing bezeichnet; in  der richtigen Durch- 
führung des Prozesses, den sie erfordert, erblickt er mit Recht die eigent- 
liche Schwierigkeit der Wahrschoinlichkeitsrechnung und schreibt Wahr- 
scheinlichkeiten, die nach dieser Nethode gefunden worden, den relativ 
gr6Bteu Erkennlniswert m. E r  zerlegt den HypothesenprozeB, der zur 
Losung des Problems: ,,Welches is t  die Wahrscheinlichkeit, da0 ein ge- 
wisses A die Eigenschaft x habe?" führt, in  drei Akt'e: Hl, Feststellung der 
M e n g e  jener A,  die überhaupt in  Betracht kommen; Hz ,  Feststellung jener 
T e i l m e n g c  der A,  welcher das Pradikat IL: eigen ist;  IT,, Bewertung der 
einzelnen A durch Zuordnung einer i u  der Xatur des Problems begründeteri 
V a l  e n  z. Was  die Durchführung dieses Gedankenganges kennzeichnet, das 
is t  die Einführung des Clantorschen Xengcnbegriffs. Von der Natur der 
Mengcn, welche die samtlichen A (mogliche ,,F%lle6') und die mit dcm Mcrk- 
mal z begabten unter ihnen (günstige ,,F%lleLL) bilden, hsngt die MTahr- 

29' 
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scheinlichkeitsdefinition ab. Durch Kombinierung der iIlengeneigenschaften : 
abzahlbar, nicht abziihlbar; niigends dicht, stellenweise dicht, überall dicht; 
ohne Inhalt, mit Inhalt - wcrdcn 1 2  verschiedene Mcngenarten konstruicrt, 
imd durch paarweise Verbindung dieser (nach ùem Prinzip der Variationen 
mit W i e d e r h o l ~ n ~ )  würden sich 144 Typeri von Wahrscheinliçhkeitsaufgaben 
ergeben; davon entfallen aber manche als praktisch unmoglich. Eine Aus- 
wahl dieser Typen wird nun der speziellen h h a n d l u n g  zugefiihrt, so der 
Typus (a, fi): beide Mengen abzahlbar; (cl c): beide Mengen von der 
Miichtigkcit eincs Kontinuums (geometrische Wahrscheinlichkeiten) ; ( c l  a)  : 
die mogliche Xenge von der Kichtigkeit eines Kontinuums, die günstige 
abzahlbar usw. Vider  dieser Typen werden sich riur im Gebiete der Zahlen- 
theorie verwirklichen lassen. 

Wo nun der Hyp~t~hesenprozeB unausfiihrhar kt, ,  und es ist  dies bei 
dem groBten Teile der praktischen Anwendungen der Fal l ,  da t r i t t  die 
dritte Methode i n  Wirksamkeit, die der Verf. als die statistische bezeich- 
net: es ist  die Beobachtung des Geschehens unter Trennung der be- 
obachteten Falle nach ihren durch das Problern uriterschiedenen Eigen- 
schaften. 

Den AbschlnB der erkenntnistheoretischen Lntersiichung bildet ein Ver- 
such der Aufstellung eines Jlinimalsystems (von Asioinen und Dcfinitionen) 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wie solche Versiiche in unserer Zeit auf 
verschiedenen Gebieten der Xathematik unternommen worden sind. 

Im zweiten Teile werden eiriige speaielle Problerne behandelt; das erste 
hetrift  Fragen über die durch einen unendlichen Kettenhruch erzeugbaren 
Zahlen; das zweite ein nach G y l d é n  bcnanntes, auf die Konvergenz ge- 
wisser Reihen bezügliches Problem; das dritte ist eine Verallgemeineriing 
des Nadelprohlems dahingehend, daB die Nadel vermoge ihrcr die 
Distanz der Paralleleu übertreffeuden Linge  mehrere Paralleleu zugleich 
kreuzen kann. 

Die Schrift ist der Aufmerksamkeit, der an der Wahrscheinlichkeits- 
theorie Interessierten zu empfehlen. 

Wien. -- CZUBER. 

Josef F. Heller, k. k. Direktor der deutschen Staatsrealschule in Pilsen, 
N e t h o d i s c h  g e o r d n e t e  Sammlung von A u f g a b e n  und Beispielen 
aus d e r  d a r s t c l l e n d c n  Geometrie für Rcalschulcn .  1. Tcil fu r  die 
5. Xlasse. 2. nach dem Lehrplan vom Jahre 1 8 9 9  umgearbeitete Buflage. 
Mit 5 Tafeln, enthaltend 127 Figuren. 1 0 3  S.  Wien 1 9 0 3 ,  Holder. 
Pr. geh. 1 K 68 hl geb. 2 K 18 h. 

Diese durchweg einfachen, aber ganx instruktiven Elementaraufgaben, 
welche in  rechtwinkliger Projektion durchzufuhren sind, beziehen sich auf 
Punkte, Gerade und Ebenen und ihre gegenseitigen Beziehungen, auf die 
Einführung neuer Projektionsebeuen, Drehung um eine Achse, Schatten 
ebener E1iPren und Uarstellung des Kreises. Die zu verwendenden Elemente 
sind diirch ihre Koordinaten gegeben. 
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Neue Biicher. 

Neue Biicher.') 

Arithmetik.  

1. R ~ G E L ,  Fiiaxz, Das Eechnen mit  T'orteil. Eine gerneinfaBliche, durch zahl- 
zahlreiche Heispielc erliiuterte Darstellung empfehlcnswerter Vorteile und 
abkürzender Verfahren. Leipzig, Teubner. M. - 80. 

Astronomie und Geoùasie. 

2. B n ~ s c ~ i x c s i l ,  JULI I ;~ ,  Die Bahnbestimmung der ITimmelskorpcr. Leipzig 1906, 
Engelmann. SI 34.- ; geb. RI. 3 7 .  

3. GAST, PACI., übe r  Luftspiegelungen im Simplon-Tunnel. Ha1,ilitationssehrift 
Darmstadt. Stuttgart 1904, Wittwer. 

4. H m s e ~ ,  KI:HT, Die rechnerische Bearbeitung der Nes~ungen  von Monddistanzen. 
(Astronom. Abhandlungen Kr. 10.) Kiel. (Hamburg, Mauke Sohne.) JI. 2.50. 

Darstelleiirle Geoiiietrie. 

5 .  II~rt.rwir,,  TI^. , Leitfaden der konstruierenden Stereoinetrie. Da~ste l lung ~ i e r  
Raumformen im Schragbilde, nebst cinigen Bnwendungen von Schragbildern 
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