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Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems 
in seiner Ebene. 

Von 

Dr. R. MEHMKE, 
Profeaaor an der teclin. Huuhsühule zu Darmstadt. 

Trotzdem so zahlreiche Arbeiten über die Kinematik des starren ebenen 
Systems vorliegen, so süheint doch bis jetzt nur der ,,allgemeineu, d. h. 
der gewohnlichste Fal l ,  in welchem die Polbahn und Polcurve sich im End- 
lichen in gewohnlichen Punkten berühren und die Berührungsordnung nicht 
von Rins verschieden i s t ,  untersucht worden zu sein. Soviel ich weiss, hat  
crst Herr S c h  6 n f 1 i e s * auf einen besonderen Fa11 hingedeutet , niimlich 
den, in welchem jene Curven sich von innen bcrühren und gleiche Kriim- 
mung besitzen. Hierdurch angeregt, habe ich im Sommer 1886 versucht, 
mir iiber alle F i l l e ,  die bei der Momentanbewegung eines starren ebenen 
Systems in seiner Ebene auftreten konnen, genaue Rechenschaft zu geben 
und diese Falle zweckmassig einzutheilen. Die Ergebnisse meiner damaligen 
Untersuchungen sind in der folgenden Abhandlung niedergelegt. Ich habe 
mich vorlaufig auf die Betrachtung der von den Systempunkten beschrie- 
benen Bahnen besührinkt, glauhe jedoch, diesen Gegenstand zu einem ge- 
wisseu Abschlusse gebracht und zugleich mit den allgemeinen Formeln des 
ersten Abschnittes ($$ 4 - -  6) eine sichere Grundlage fiir weitere Unter- 
suchungen gegeben zu haben. 

Auf eine wichtigc Thatsache will icli schon jetzt hinweisen: Die er- 
wahnten allgemeinen Formeln für die Geschwindigkciten beliebiger Ordiiung 
der Systempunkte, fiir die Wechselgeschwindigkeiten des Poles, fiir den 
Zusamnienhang zwischen u r s p r ~ n ~ l i c h e r  und umgekehrter Bewegung u. S. W. 

bleiben, was die Zussere Gestalt betrifft, bestehen, wenn man zu affin- 
veranderlichen und collinear - veranderlichen Systemen , sei es in  der Ebene 
oder im Baume, iibcrgeht. Nur  Bndert sich zum Theil die Bedeutung der 

* A r t h u r  S c h  ri n f l i e s ,  Geometrie der Bewegung in sgnthetischer Darstel- 
iung, Leipzig 1886, S. 45 u. 46. 
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2 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 
---- 

darin auftretenden Grossen. Die complexen Zahlen W z. B. (S. 5 4) ver- 
wandeln sich in G r  a s s m a nn'sche Quotienten mit mehreren Zahlern und 
Nennern (Symbole für lineare Verwandtschaften), die Determinante in 
Gleichiing 14) wird eine symbolische u. S. W. Genaueres hierüber werde ich 
spiiter mittheilen. 

$ 1. Vorbemerkungen. 

E s  schien mir fIir diese Untervuchungen die gebraiicliliche geonietrische 
Darstellung der complexen Zahlen das geeignetste Werkzeug abzugeben. 

Als geometrisches Bild der complexen Zahl x = 6 + i 5' dient bekannt- 
lich entweder derjenige Punkt x ,  welcher in Rezug aiif das zu Grunde ge- 
legte Axensystem die Coordinaten E ,  6' h a t ,  oder aber diejenige nach Lange 
und Richtung aufgefasste Strecke, deren Projectionen auf die Axen und &' 
sind. Es  wird, je nach Bedürfuiss, von der einen oder der andern Auf- 
fassung Gebrauch gemacht werden. 

Man erinnere sieh der folgenden bekannten Satze: 
1. Bezeichnen a  und ?J die als Punkte aufgefassten Rilder zweier 

beliebigcn comploxen Zahlen a und b ,  so kt dits Bild von ( a  - b ) ,  als 
Strecke aufgefasst, an Lange und Richtung der Strecke ba gleich. 

2. Die Multiplication einer a19 Strecke aufgefassten complexen Zahl 
mit ei'f bedeutet eine Drehung jener Strecke um den Winkel cp. Ins- 
besondere zeigt der Factor i die Drehung um einen rechten Winkel an. 

3. Sind abc und a, 6, cl zwei gleichstimmig ahnliche Dreiecke, so 
besteht zwischen den complexen Zahlen, die zu dcn Ecken jener Dreiecke 
gehoren, die Beziehung: 

a - b  a , - b ,  -- --. 
b - c  b,-cl  

Die Bahn eines sich beliebig bewegendcn Punktes x kann immer dorch 
eine Gleichung der F o r a  x = f ( t )  dargestellt werden, wobei t eine reelle 
Vergnderliche bezeichnet. Ihrer Redeutung nach ist f ( t )  eine eindeutige 
stetige Function; aie m6ge zugleich als differentiirbar vorausgesetzt werden. 
Sieht man t als die Zeit a n ,  die von einem beliebigen anfanglichen bis 
zum betrachteten Augenblicke verflossen iut, so giebt die als Strecke auf- 

dx 
gefasste complexe Grosse x'= - Lange und Richtung der Geschwindigkeit 

d t  . - 

d" . 
a n ,  welche der Punkt x gerade besitzt. Ebenso bezeichnet su= - die als 

dt" 
Strecke aufgefasste Beschleunigung oder Geschwindigkeit zweiter Ordnung, 

d"x . 
allgemein dn) = -- die Geschwindigkeit nter  Ordnung von s. 

d tn 
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Von Dr. R. MEHMKE. 3 

5 2. Die verschiedenen Arten von Curvenstellen.* 

Es werde die Gestalt der Curve x = f ( t )  in der Nahe des zu t = O 
gehorigen Punktes, der zum Anfangspunkt des Coordinatensystems genommen 
werden soll, untersucht. 

Die Entwickelung von f ( t )  nach steigenden Potenzen von t heisse 

~ = a t ~ + a , t ~ l + . . . + a , t ~ ~ + b t P +  b1tb+ ..., 
< ~ l < . . . < ~ v < B < B , < - . -  

Hier soll b den ersten von den auf a folgenden Coefficienten bedeuten, 
welcher, geornetrisch gesprochen, nicht zu a parallel is t ;  d. h. es soll jeder 
der Quotienten a, : a ,  a,: a ,  . . . , a, : a reell sein, b :a dagegen nicht. 

Schreibt man daher 

...) + b @ +  . . ,  
so hat die Klammergrtjsse immer einen reellen Wer th ,  dessen Unterschied 
von Eins beliebig klein gemacht werden kann,  indem man t hinreichend 
klein wahlt. L). h., für genügend kleine Werthe von t hat man 

1) z = a t a $  btP+.-.. 
wo naturlich 

&) 

2) 
z(P) 

a=-,  o z -  
or! B !  

i d .  Dau  Z a h l e n p a a r  (a, p )  s o l l  d a s  Zeichen d e r  u n t e r s u c h t e n  
C u r v e n s t e l l e  g e n a n n t  werden ."*  Hier bedauten also a u n d  B d i e E x -  
ponenten der beiden niedrigsten nicht 
verschwindenden Ableitungen von x 
nach t ,  deren als Strecken aufgefasste 
geometrische Bilder nicht para!lel siud. 

Man projicire x auf jede der Ge- 
raden O a und o b  parallel zur jedes 
maligen andern. Dio Projectionen x, 
und xb sind offenbar die geometrischen 1 

Eilder der complexen Grossen 

3) x, = utal z b  = btP. 

- Da bei unbegrenzter Abnahme von t 
- 

OZ* schneller abnimmt, a h  axa, so ist 
' 

ou Tangente der Curve in o. Wegen 
C 

2 )  ist oa zu dem als Strecke auf- 
gefassten Bilde von da' parallel. Letzteres giebt demnach die Tangentenrich- 
tung der Curve im fraglichen Punkte an. Perner ist klar, dass x, und daher 

* Vergl. hierzu Mobiiis, Bnrycentnscher Calcul, Leipzig 1827 (Gesammelte 
Werke Bd. l) ,  Cap. 6. 

** Die Beaeichniing ,,CharakteristikU ist schon dermasuen verbraucht, dass es 
geboten schirn, von ihr Abstand mi nehmen. 

1 * 
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4 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 
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auch z mit a a u f  derselben Seite von o b  liegt oder nicht,  je nachdern t u  
positiv oder negativ iut, und Aehnliches gilt für  die Lage von xb bez. x 
und b in Bezug auf oa. Wenn daher das für kleine positive bez. negative 
Werthe von t sich ergebende Curvensttick positiv bez. negativ geuaunt wird, 
so leuchtet ein, dass, je nachdem a bez. P gerade oder ungerade is t ,  das 
positive und uegative Cnrvenstück auf derselben Seite von o b  bez. o a  liegen 
oder nicht, wahrend die Lage des positiven Stückes den Geraden ou und o b  
gogentibcr in allen Ftillen die glciche ist. Bczeichnet man also ,,geradeU 
durch + und ,,ungeradeu durch -, so entspricht das Zeichen (-, -) einem 
Wendepuukte, (+, -) einer Spitae (einem Rückkehrpunkt erster Ar t ) ,  (+, +) 
eiuem Schnabel (Rückkehrpunkt zweiter Art). Es ware erwünscht, für  den 

Fa11 (-, +), zu welchem der gewtihnliche Curvenpunkt gehort,  einen pas- 
senden Namen zu besitzen. I n  Erinangelung einer hessern moge im Fol- 
genden in ganz vorliiufiger Weiso die Beeeichnung ,EinseitpunktU dafiir 
bentitzt werden. 

8 3. Ordnung d e r  Berührung. Kriimmung. 

Die Eintheilung der verschiederien Arten von Curvenstellen i n  Einseit- 
atellen, Wendestellen, Spitzen und Schnabel reieht für praktische Zwecke 
nicht ails. Ziir feineren Unterscheidung dient bekanntlich die Ordnung der 
Berührung, wolche ein Maass fiir die Imigke i t  des Anschmiegens der Curve 
an ihre Tangente im betrachteten Punkte iùt. Mit M o b i u s *  werde diese 
Zahl - sie heisse w - als die um Eins verminderte Ordnung der unendlich 
kleinen Strecke x,x definirt unter der Voraussetzung, dass oz, unendlich 
klein erster Ordnung gesetzt wird. Mit den obigen Bezeichnungen ist dann 

Beim gewGhnlichen Curvenpunkt, dessen Zeichen (1, 2) ist,  hat  w den 
Werth 1. - Dieser Werth kann nur  vorhanden sein, wenn p = 2 u ,  also 
gerade ist , d. h. bei den Einbeitpunkten und Schnabeln. Bei einem Wende- 
punkte oder einer Spitze dagegen ist o immer von 1 verschieden. Unter- 
scheidet man die Falle 

m = l ,  m > l ,  m < l ,  

so ergeben sich im Ganzen zehn verschiedene Arten von Curvenstellen, nam- 
lich je drei Arten von Einseitstellen und Schnabeln, je  zwei Arten von 
Wendestellen und Spitzen. Zu derselben Eintheilung gelangt man aueh 
durch die Betrachtung der Erümmung. Um fiir letztere einen Ausdruck 
x u  gewinnen, sehe man den Krümmungskreis als Grenzlage eines die Curve 
in O berührenden und durch den unendlich benachbarten Puukt x gehcnden 
Kreises an. Sei (S. Figur) xx ,  zur Tangente o a  parallel und oc diejenige 

* M o b i n s ,  a. a. 0. 5 75. 
** Mobius ,  a. a. 0. 5 81. 
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Von Dr. R. MERMKE. 5 
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Sehne des Krümmungskreises, welche zu o b  in Bezug auf die Curvennor- 
male o m  symmetrisch liegt. Die Punkte x, und xb mtigen dieselbe Bedeu- 
tiing haben, wie früber; d sei der Schnittpunkt von o c  mit zx, .  

Da die Dreiecke oxbx, und x , d c  gleichstimmig Bhnlich sind, so hat  
man vermoge des in 9 1 angeführten dritten Hilfssatzes 

-- 
d - 2, 56-O d-x1= . - 

xb-2, d - c  C - d  

Nun ist aber die Strecke d z b  verschwindend klein gegen die einander 
gleichen Strecken x , d  und oz, und ebenso o d  verschwindend klein gegen 
o c ,  so dass bei der Vornahme des Grenzüberganges (x,- O )  an Stelle von 
(xb - x,) und (d - x,), und ferner (c - O )  an Stelle von (c -  ci) gesetzt wer- 
den kann. Ltisst man noch überall die Null weg, so kommt 

Hezeicbnel man den sbsoluten Werth der Krümmung in O mit k und 
den (stets von O verschiedenen) Winkel zwischen o u  und o b  mit 9, so ist 

R e m e r k i i n g .  Nimmt man statt  dcs Punktes sb seine Projection auf 
die Curvennormalc om, so fillt oc in die Richtung am,  oder es wird 
m - o - &(c  - O ) .  Wird daher die Projection der Geschwindigkeit x'P) auf 
die Curvennormale mit 2 bezeichnet, so erhBlt man im Falle 8 = 2 a  aus 
5) und 2) zur Restimmung des Krümmungsmittelpunktes m: 

Die Gleichnng 6) zeigt, dass die Kriimmnng endlich und nicht Null, 
oder Null,  oder iinendlich wird, je nachdem 2 u = p ,  oder 2 or < j!?, oder 
2 n > @ k t .  Der Fa11 2cr = verlangt ein gerades j3, d. h. nur in Ein- 
seitsstellen und Schniibeln kann eine endliche, von Null verschiedene Krtim- 
mung vorhanden sein: in Wendepunkten und Spitzen ist die Krümmung 
entweder Null oder unendlich gross. Man gelangt folglich auf diesem Wege 
ebenfalls zur Eintheilung der Curvenstellen in  zehn Arten, und zwar stimmt 
diese Eintheilung mit der oben angegebenen, welche auf dio vcrschiedenon 
moglichen Werthe der Ordnung der Bertihrung gegründet war, tîberein. I n  

,c' < 
der Tha t ,  weil w = /3 :a - 1 ,  so hat man a, = 1,  je nachdem 2 a = P ,  oder > > 
je nachdem die Krümmung Null, oder endlich und nicht Null, oder un- 
endlich ist. 
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6 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 

1. Allgemeine Formcln fiir die Bewegung eines starren ebenen 
Systems in seiner Ebene und deren Umkehrung. 

1 4. Ausdriicke fUr die  Geschwindigkeiten verschiedener Ordnung 
der  Systempunkte. 

Die Lage, welche das bewegte starre ebene System 2' im Augenblicke 
t = 0 inne ha t ,  werde + genannt. Ferner bezeichne ( t )  denjenigen Punkt 
von +', welcher irn Augenblicke t mit dem Punkte ~ ( t )  des ruhenden 
Systems zusammenfallt. Wenn ?,(t) seine Lage nicht Sndert , so f d l t  x ( t )  
immer mit demselben Punkte des bewegten Systems zusammen, d. h. x( t )  
beschreibt die Bahn jenes Punktes im ruhenden System. 1st jedoch x ( t )  
ein fester Punkt des ruhenden Systems, so durchlauft ~ ( t )  in  den Ort 
derjenigen Punkte, welche im Verlauf der Rewegung auf x ( t )  fallen. Jener 
Ort is t  daher die Curve, die ein in x(t) befestigter Stift dem bewegten 
System aufschreiben wiirde. Diese Curve ist zugleich die Bahn, welche 
x(t) bei der Umkebrung der ursprünglichen Bewegung durchschreitet. Es  
konnen x ( t )  und %(t )  auüh gleichzeitig ihre Lage andern; denn wenn z. B. 
x ( t )  sich in ganz beliebiger Weise im ruhenden System bewegt, so wird 
dieser Punkt im Allgemeinen in jedem Augenblicke wieder mit  einem an- 
dern Punkte von ? zusammentreffen. I n  diesem Falle sollen die Geschwin- 
digkeiten aller Ordnungen von x ( t )  und 5 (t) eingeklammert werden. Ferner 
sollen bei aIlen von t abhangenden Grossen die auf t = O bezüglichen Werthe 
durch Weglassen des Argumentes t ,  alle Ableitungen nach t durch Striühe 
bezeichnet werden. 

Seit dem Augenblicke t = O  habe sich das bewegte System um den 
Wjnkel w ( t )  gedreht. Sind o (t) und ~ ( t )  zwei lieliebige Punkte von ,Z, 

a( t )  und xj t )  ihre Lagen im ruhenden System zur Zeit t ,  so geht also die - 
Strecke ax aus - abgesehen von einer Parallelverschiebung - durch 
Drehung um den Winkel w ( t )  hervor, d. h. man hat: 

8) x ( t )  - a ( t )  = ei C t )  (F (t) - ( t ) )  
oder 

8') i ( t )  - (t) = e- ('1 (2: (t) - a (t]). 
Es werde zuerst angenommen, dass a (t) und ~ ( t )  sich als System- 

punkte bewegen, d. h. a ( t )  = a = a und ( t )  = = x feste Punkte von < 
sind. Leitet man unter dieser Voraussetzung Glcichung 8) n - m a l  nach t 
a b  und setzt man zudeich - 

an e i ~  (1)  

9) -- 
dt" 

- e iwt t )  Wn ( t ) ,  
so ergiebt sich: 

10) x@,(t) - a@) (t)  = e i w N  W,, ( t )  (F ( t)  - ? (t)), 
und insbesondere fur t = O: 

11) x(n) - = W, (%-a). 
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Von Dr. R. MEHMKE. 7 

Für  die umgekehrte Bewegung, bei welcher a(t)  = a und x ( t )  = x feste 
Punkte sind, erhalt man aus 8') mit der Bezeichnung 

d n  e - i ~ ( t )  

9') z ,-i"'" W,(t) dt" 
die Gleichung - 

10') ?in) (t) - +n) ( t )  = e-i (') y, (x (t) - a (tj) , 
und für t = 0 

11') . ~ ( n )  - a(") = y'. (x - a). 
Es  miissen jetzt die AusdrUcke W und berecbnet werden. Leitet 

man Gleichung 9) einmal nach t a b ,  so kommt, wenn der Einfachheit wegen 
das Argument t überall weggelassen wird: 

( i s  ( n + l )  = ,im w ' ~  + eiluiw' W,. 
e ) 

Andererseits ist nach Gleichung 9) selbst 
( ini (n+l)  = , i w  m e >  n + i -  Folglich hat  man 

12) Wn+l = Wrn+ iwfWn. 

Die Formelu 12) und 13) dierien zur schrittweisen Berechnung der 
Grossen W. 

Denkt man sich die Gleichung 13) fiir die Werthe n = 1, 2, . . . , TZ 

hingeschrieben, so liefert die Elimination von W, , W, , . . . , W, unmittelbar 

O .. . i w ' 
Man hat  z. B. 

Wl = iw', W ,  = iw"- w'2 > W 3 -  - i (wl"- w ' ~ )  - ~ w ' w "  U. S. W. 

Die Vergleichung von 9) und 9') zeigt, dass YI die zu Wl conjugirte 
complexe Grosse ist. 
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8 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 

A n m e r k u ng .  Es  bedarf n u r  einer geringfügigen Aenderung an den 
Formeln dieses und der beiden folgenden Paragraphen, damit dieselben auch 
ftir ahnlich -ver%nderliche Systeme Geltung erlangen. Nan vergleiche meine 
Abhandlung über ahnlich-veranderliche Systeme, Civilingenieur Bd. 29, 
1883, wo i n  der Anmerkung zu 3 5 die Gleichiing 12)  entsprechende Re- 
cursionsformel bereits angegeben ist. 

Man nehme jetzt a n ,  dass x(t) und tc ( t )  beide sich bewegen, wiihrend 
5 ( t )  in 2: ruht. Dies berücksichtigend, leite man die Gleichung 8) n - m a l  
nach t a b  und setze nachher t = O. E s  kommt 

und nach Subtraction von Gleichung I l ) ,  da x = s, a = ist: 

n-1  

15) (.an)) - '2 ( 7 )  (?In- lJ) (W, = 1). 

E s  is t  z. B.: 
(2') - 5' = (TI ) ,  
(x") - 5'‘ - - ( ~ ' 7  + 2WI(?')? 
(x"') - 2"' = ( L L l ' r r )  + 3 w1 (.") + 3 W2 (TI) U. S. W. 

Auf ahnliche Weise findet man: 

15') (?w) - ~ ( n )  = 

Z. B. 
(4) - 5' = (4 , 
(T") - :" = (x") + 2 y, (x') , 
(a;"') -S."= (2"') + 3 y1 (x") + 3 w2 (5) u. S. W. 

Wird nachtraglich wieder angenommen, dass x ruh t ,  so verschwinden 
die Ableitungen (x'), (x"), . .. und die Ableitungen von 3: mtissen ohne 
Klammer geschrieben werden. Dann liefert die Gleichung 15) :  

* Diese Gleichung driickt den Satz von Cor io l i s  ails (vergl. B u r m e s t e r ,  
Lehrbuch der Kinematik, Bd. 1 S. 779). Gleichung 15) ist daher als Verallgemei- 
nerung des Fatxes von Cor io l i s  xu betracliten 
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Auf ahnliche Weise findet man aus 15'): 

- ?;' = e"+ 2 W, x', 
-?'O= xM'+ 3 y, x"+ 3 w, x' u. S. W. 

Diese Gleichungen stellen Beziehungen zwischen den Geschwindigkeiten 
verschiedener Ordnung dar, welche ein und derselbe Punkt  bei der ursprüng- 
lichen und bei der umgekehrten Bewegung besitzt. 

# 6. Geachwindigkeiten des Poles  erster Ordnung. 

Sei p (tj die anfiingliuhe Lage desjenigen Sgstempunktes , welchcr zur 

Zeit t die Geschwiudigkeit (erster Ordnung) Nul1 ha t ,  also zum Pole (erster 
Ordnung) wird, und p ( t )  die Lage dieses Punktes im ruhenden System. 
Dann besteht fiir alle Werthe von t die Gleichung 

p'(t) = O. 
Wenn daher in  Gleichung 10) x = p  und n = 1 gesetzt wird, so kommt 

- a'(t) = ei l(*) W, ( t )  ( p  (t) - (t)). 
Man leite diese Gleichung m-mal nach t a b ,  indem man n (t) als ruhend 
betrachtet, bringe auf der rechten Seite das letzte Glied allein und seixe 

Zieht man hiervon Gleichung 11) ab,  nachdem man darin x durch p und 
la durch (n + 1 ) ersetzt hat, so findet man 

-a" = w1 (p ' )  , 
-pf "- w1 ( p") + 2 w, ( p') u. S. W. 

Für die umgekehrte Bewegung ergiebt sich auf  iihnliche Weise 

-p"'= .; (p")  + 2 Fy,(p') u. S. W. 

Hier erscheinen die Geschwindigkeiten hoherer Ordnung, welche der gerade 
im Pol befindliche Systempunkt bei der ursprünglichen und bei der um- 
gekehrten Bewegung hat , durch die sogenannten Wechselgescliwindigkeitenu 
(p"') und ( ~ ( 0 )  des Poles ausgedrückt. Durch Auflosung der Gleichungen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



10 Ueb. d .  Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 

1 7 )  und 17') k6nnen umgekehrt die Wechselgeschwindigkeiten des Poles in 
Gestalt linearer Functionen der p('i bez. p(l) dargestellt werden. 

Man leite die Gleichung 8) bei constantem CL ( t )  cinmal nach t a b ,  nach- 
dem man zuvor x durch p ersetzt hat. E Y  kommt 

(p ' i t ) )  - a'( t )  = e ' w ( t )  W, ( p  (t) - ( t ) )  + e iw( ' )  (pS(t)) .  

Durch Subtraction der für z = p und n = 1 geschricbenen Gleichung 10) folgt 

18) (p'it)) = eiw ('1 (?'(t)).* 

Leitet man diese Gleichiing (n- 1) -mal  nach t ab und setzt hierauf t -0: 

id') = (i'? + W,(ijJ),  
( p T J J )  ' (P',? + a w, (p") + w2 (p . )  u. S. W. 

Ware man von der Gleichung 

(?î'(ti) = e-'* (p'it)) 
ausgegangen, so hütte nian erhalten 

( P") = (u") + y; ( P') 9 

(p"')  = (p"') + 2 y ( p " )  + Fv,(p') u. S. W. 

II. Arten der (nnendlich kleinen) Bewogiing eines starren 
ebenc3n Systems. 

g 7. Ailgemeine Bemerkungen. 

Es kann jetzt d a m  iibergegangen werden, die verschiedenen Falle auf- 
zuz%hlen und eingehend zu beschreiben, welche sich bei der Bewegung eines 
etarren ebenen Systems in seiner Ebene unterscheiden lassen, sofern jene 
Hewegunq blos wührend einer unendliüh kleinen Zeitdauer, etwa irn Aupen- 
blicke t = 0 ,  beabachtet wird. 

Sei w") die niedrigste der niçht verschwindenden Ableitungen von W ,  

also 
w 1 = 0 ,  w"=O , ..., &- 1' = 0 

dagegen 
w'x'p o. 

* Dicse Gleichung drückt aus, dass die Polbahn und Polcurve, die Orte von 
p im ruhenden und im bewegten Systeme, aufeiuander rollcu. 
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Dann folgt aus 13): 

Man beachte, dass Wx die erste nicht verschmindende der Grossen W 
ist,  sowie dass der reello Theil von W2, nie verschwindet, sondern immer 
eiuen negativen Werth bat. Die cornplexen Grossen sind, wie bereits 
bekannt, zu den W conjugirt. 

Bezeichnet x ( ~ )  die Gesçhwindigkeit niedrigster Ordnung eines beliebigen 
Systempunktes x ,  welche nicht verschwindet, so hat man vermoge 16) 
und 20): 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass, wenn eine der Strecken d'f *) 

und ~ ( ' f  x,  entweder verschwindet, oder zu X'V) (also auch parallel 
ist, bei der andern weder das Eine, noch das Andere stattfinden kann, 
wahrend andererseits für Q = 0, 1, . . . , ( x  - 1) die Strecken x('+ PI und e) 
gleichleitig verschwinden oder zu x(') parallel werden. Man erinnert sich 
nun aus 5 2,  dass die Exponenien der beiden ersten unter den Strecken 
x("i bezw. <in), welche nicht verschwinden und aiich niclit parallel zueinan- 
der sind , das Zeichen der Bahnstelle zusamrcensetzen, welche im Augen- 
blicke t = O bei der ursprünglichen bezw. umgekehrten Bewegung von dem 
Systempunkte x beschrieben wird. Sind also (v, v + G) und ( v ,  v+  ri) die 
Zeichen jener Curvenstellen, so erkannt man Polgendes: 

1 s t  o i n e  d e r  Z a h l e n  G u n d  g r o s s e r  a l s  x ,  s o  h n t  d i e  a n -  
d e r e  d e n  W e r t h  x .  1 s t  e i n e  v o n  i h n e n  g l e i c h  R ,  s o  i s t  d i e  an- 
d e r e  e n t w e d e r  g l e i c h  o d e r  g r o s s e r  a l s  x .  L i e g t  e i n e  j e n e r  
Z a h l e n  u n t e r  x, s o  s i n d  b e i d e  e i n a n d e r  g l e i c h .  

Weil die fraglichen Curvenstellen die erste Zahl in ihren bezuglichen 
Zeichen gemeinschaftlich haben, s o  k o n n e n  d i e s e l b e n  n u r  e n t w e d e r  
b e i d e  zu d e n  E i n s e i t -  u n d  W e n d e s t o l l e n ,  o d e r  b o i d e  z u  d e n  
S p i t z e n  u n d  S c h n a b e l n  g e h o r e n .  

Ganz unmoglich ist es,  dass ein Systempunkt bei der ursprünglichen 
Bewegung etwa eine gewohnliche Curvenstelle, also eine Einseitstelle, bei 

~ ~ 

der umgekehrten Bewegung dagegen eine Spitze oder einen Schnabel be- 
schreibt. 

Es wird jetzt nothig, eine Trennung i n  verschiedene Palle eintreten zu 
lassen. Zunachst mus3 man untersüheiden, ob der Pol im Endlichen oder 
unendlich fern liegt. 
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12 Ueh. d. Rewegiing eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 

A. D e r  P o l  l i e g t  in1 E n d l i c h e n .  

g 8. Die Berührungsstel len der Polcurven. 

Sei pii) die erste unter den Grossen ( p ' ) ,  (p"),  . . . , welche nicht ver- 
schwindet , also 

(p') =O, p O . (p("-'))=o, 
dagegen 

y p ) )  o. 
Bei Benützung von 20) ergeben dann die Gleichungen 19) oder 19'): 

( p ' ) = O ,  ( p " ) = O ,  ..., (pP-" )=Oi  

(p ' i+ ' ) )=(p( i+ l ' ) ,  ..., (p(l+x-l ')  = ( p ' " ~ - ' l )  ; 

( P " + ~ ) )  = (P'i+xl) - 

Es  giebt ( p ( l ) )  = (p(')), als Strecke aufgefasst, offenbar die Richtung 

der gemeinschaftlichen Tangente a n ,  welche die Polbahn und Polcurvo irn 
Augenblicke t = O besitzen. Aus der letzten der eben geschriebenen Gleich- 
iingen geht hervor, dass, wenn eine der Stiecken (pcl-tx)) und (p('+xj) Nul1 

oder zu ( p ( 3 ) )  parallel i s t ,  bei der andern keiner dieser beiden Falle ein- 
treten kann. Halt man dieses mit dem nmstande zummmen, dass für < x 

immer ( P ( ~ + o J )  = (p("+) ist ,  so kommt man xu folgendem Ergebnisse: 

W e n n  d i e  z u  t=O g e h o r i g e n  B e r ü h r u n g s s t e l l e n  d e r  P o l b a h n  
u n d  P o l c u r v e  d i e  Z e i c h e n  ( A ,  A+ y) u n d  ( I ,  h a b e n ,  s o  k o n n e n  

d i e  Z a h l e n  p u n d  p n i c h t  b e i d e  g r o s s e r  a l s  x s e i n .  1 s t  e i n e  

v o n  i h n e n  k l e i n e r  a l s  x ,  s o  s i n d  b e i d e  e i n a n d e r  g l e i c h .  H a t  
e i n e  d e r s e l b e n  d e n  W e r t h  x ,  s o  i s t  d i e  a n d e r e  e n t w e d e r  g l e i c h  
o d e r  g r o s s e r  a l s  x. S o b a l d  p u n d  p u n g l e i c h  s i n d ,  i s t  i m m e r  
d i e  k l e i n e r e  d i e s e r  Z a h l e n  g l e i c h  x. 

5 B. Der Pol als Systempunkt .  

Wendet man die Gleichungen 20) nnd 2 2 )  auf 1 7 )  und 17') a n ,  so 

kommt : 
I I ,  P ' = O >  p"=O, p = O ,  ..., p ' ~ + L - l i = O ;  

111 - 
gI'=O, pW=O,  p -0,  ..., 23) 1 - $,'xi- "11 = o .  

7 

Man sieht, dess p < ~ +  1) und @x+A) die ersten nicht verscliwindenden 

unter den Strecken p', p", .. . bezW. f 1  f ,  m a -  sind und h i d e  auf ( P ' ~ ) )  
serikrecht stehen. Also : 

u e r  a u g e n b l i c k l i c h  m i t  d e m  P o l e  z i ~ s a m m e n f a l l e n d e  S y -  
s t e m p u n k t  b e s c h r e i b t  - s o w ~ h l  b e i  d e r  u r s p r l i n g l i c h e n ,  a l s  
d e r  u m g e k e h r t e n  B~~~~~~~ - e i n c  C u r v e n s t c l l e ,  d e r e n  T a n -  
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Von Dr. R. MEHMKE. 13 

g e n t e  a u f  d e r  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e  d e r  P o l c u r v e n  s e n k r e c h t  
s t e h t  u n d  d e r e n  Z e i c h e n  d i e  F o r m  (%+A, % + A +  ...) h a t .  

Im Uebrigen gelten die in 5 7 unter 21) gemachten Bemerkungen. 
Bus denselben folgt u. A. ,  d a s s  v o n  d e n  b e i d e n  z u r  u r s p r i i n g l i c h e n  
u n d  z u r  u m g e k e h r t e n  R e w e g u n g  g e h o r i g e n  C u r v e n s t e l l e n ,  
w e l c h e  d e r  P o l  a l s  S y s t e n i p u n k t  i n  i r g e n d  e i n e m  A u g e n b l i c k e  
e r z e u g t ,  i m m e r  w e n i g s t e n s  d i e  e i n e  u n e n d l i c h  g r o s s e  K r i i m -  
m u n g  h a t .  

g 10. V o m  Pol verschiedene Systempunkte.  

Ersetzt ma.n in den Gleichungen 1 1 )  und 11') a durch p und berück- 
sichtigt 20) und 23), so ergiebt sich: 

x'= O, x"=O, ..., x ( ~ - I ) =  o. 
24) x = O ,  1>3"=0, ..., . 1 -, 

&-1) = 0. 
%(X) = - 2 (1) = iW(xJ (1: -P). 

Hieraus folgt: 

J e d e r  n i c h t  m i t  d e m  P o l e  z u s a m m e n f a l l e n d e  S y s t e m p u n k t  
b e s c h r e i b t  - s o w o h l  b e i  d e r  u r s p r t i n g l i c h e n ,  a l s  d e r  u m g e k e h r -  
t e n  B e w e g u n g  - e i n e  C u r v e n s t e l l e ,  d e r e n  T a n g e n t e  a u f  d e r  
V e r b i n d u n g s l i n i e  d e s  P u n k t e s  m i t  d e m  P o l e  s e n k r e c h t  s t e h t  
( o d e r  d e r e n  N o r m a l e  d u r c h  d e n  P o l  h i n d u r c h g e h t )  u n d  d e r e n  
Z e i c h e n  d i o  G o s t a l t  ( x ,  x + . . . )  h a t .  

Auch hier muss an die zu 21) gemacliten Bemerkungen erinnert werden. 
Dieselben ftihren u. A. zu dem Ergebniss, d a s s  v o n  d e n  b e i d e n  C u r -  
v e n s t e l l e n ,  w e l c h e  e i n  u n d  d e r s e l b e  n i c h t  m i t  d e m  P o l e  z u -  
s a m m e n f a l l e n d e  S y s t e m p u n k t  b e i  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  u n d  d e r  
u m g e k e h r t e n  B e w e g u n g  b e s c h r e i b t ,  h o c h s t e n s  e i n e  d i e  K r t i m -  
m u n g  N u l 1  h a b e n  k a u n .  

8 11. Die verallgemeinerten D e  La Hirelschen Kreise. 

Man zerlege die complesen Grossen W in ihre reellen und rein imagi- 
iiaren Bestandtheile, schreibe also etwa: 

25) W,= U,,+iV,,. 
Dann wird mit der Bczeichnung 

27) dn)= Un(2-q, , )+i7, , (2:--~) .  

[Zufolge 11)  ist narnlich für  a = P :  

x'") = W, (x -p) + p'"'.] 

In  dieser Gleichung erscheint die Geschwindigkeit n t e r  Ordnung d") in  zwei 
Componentcn zerlegt, von welchen die eine paralle1 zur Verbindungdinie 
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14 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in eeiner Ebene. 
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von x mit deni Pnnkte q, ist ,  die andere senkrecht auf der Verbindungs- 
h i e  von z mit dem augenblicklichen Pole steht.* 

D a h e r  i s t  x(") d a n n  u n d  b l o s  d a n n  p a r a l l e l  z u  ~ ( ~ 1 ,  d. h. 
- 

n o r m a l  z u  xp, w e n n  x a u f  d e m  K r e i s e  l i e g t ,  d e r  d i e  S t r e c k e p p ,  
z u m  D u r c h m e s s e r  h a t .  

Dieser Kreis werde mit En bezeichnet. F ü r  die Umkehrung der ur- 
sprünglichcn Bewegung giebt es Kreise von ahnlicher Bedeutung. Weil 
namlich 

23') w= un - iV" 
is t ,  so hat  man 

27') Un(x-qn) - iV,(x-p) ,  
wenn 

gesetzt wird. Aus 27') folgt, dass der liber p q n  als Durchmesser beschrie- 

bene Rreis & der Ort derjenigen Systernpi~nkte is t ,  für welche bei dcr 
umgekehrten Bewegung die de Geschwindigkeit zur xton parallel wird. Im 
Falle x = 1 ,  n = 2, in welchem q, als ,,Wendepolu oder ,,Mittelpunkt der 
Winkelbeschleunigiingenu (Sc h e l l )  bezeichnet wird , sind diese Kreise be- 
kanntlich schon von D e  L a  H i r e  (1706) bemerkt worden. (S. B u r m e s  t e r ,  
Lehrbuch der Kinematik, Bd. 1 S. 121.) 

8 la. Ausartungen der Kreise En und En. 

Es  müssen noch diei besondere Falle erortert werden. 
1. Wenn Un verschwindet [was z B. für die Werthe 12 = x + 1, x + 2, 

.. ., 2% - 1 zufolge 20) immer der Fa11 ist], p(") aber nicht, so hat  man 

d n )  = iVn ( ( z -p )  +pin), ~ ( " 1  = - i V,, ( x  -p )  +p("),  

also wird jetzt ~ ( 9 )  (bezw. ?cn)) dann und blos dann parallel zn d*) oder 
- - 

(normal zu a p ) ,  wenn x p  auf p(") bezw. p(n' senkrecht steht. Mit  
auderen Worten : 

1 s t  LTn=O, p(") a b e r  n i c h t ,  s o  a r t e t  d e r  K r e i s  K, (bezw.  &) 
i n  e i n e  G e r a d e  a u s ,  w e l c h e  d e n P o l  e n t h i i l t  u n d  s e n k r e c h t  a u f  
p(") (bezw.  pcn,) s t e h t .  

Es batte dies auch aus Gleichung 2G) [bezw. 26')] geschlossen werden 
konnen, welche zeigt,  dass y, (bczw. q,) sich in der Itichtung pcn) jbezw. 

p("))  ins Uncndliche entfernt, wenn U, unbegrenzt abnimmt. 
Dieser Fa11 kanu für n = 2 x nicht eintreteii , da U2,, immer von Ku11 

verschieden ist, [S. Gleichung 20)].  

'* Allgemeinere Zerlegungen diescr Art,  auch bei ahnlich-veranderlichcn 
Systemen, Sind in mciner Abhandluug ,,Ucbcr die Gcschwindigkeiten belicbiger 
Ordriung eines in seiuer Ebene bewegten Lhnlich-verauderlichen elienen Systems", 
Civilingenieiir Rd. 29, 1865, angegeben. 
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2. V e r s c h w i n d e t  p@) (bezw. pcn)), a b e r  n i c h t  Un, s o  f a l i t  q,  

(bezw. e) a u f  p ,  a l s o  s c h r u m p f t  d e r  E r e i s  K,  (bezw.  K,) z u  e i n e m  

P u n k t e ,  n s m l i c h  p ,  z u s a m m e n .  
Dieser Fa11 ist fü r  vz = x + A unmoglich, da p@f  und p ( X + "  stets 

von Null verscbieden sind. [S. Gleichung 23).] 
3. 1 s t  Un s o w o h l  a l s  pcn) N u l l ,  s o  w i r d  

d n ) = i V , , ( x - p ) ,  @ n ) = - i P n ( x - p ) ,  

d. h, e s  s i n d  b e i  a l l e n  S y s t e m p u n k t e n  d i e  G e s c h w i n d i g k e i t e n  
.n t0=  u n d  x t e r  O r d n u n g  p a r a l l e l ,  s o w o h l  b e i  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n ,  
a l s  d e r  u m g e k e h r t e n  B e w e g u n g .  Es wird in  diesem Balle q,  bezw. 
q, durch die Gleichungen 26)  bezw. 26') nicht bestimrnt. 

Dieser Fall kann weder für f i  = 2 n ,  noch für lz = n  + A  eintretcn. 

g 13. Beziehungen zwischen den Kreisen Kn und hl,. 

Nach Gleicliung 23)  ist für jeden unter (2% + A )  liegenden Werth von VZ. 

;p(n) = - p), 
und folglich wcgen 26) und 26') 

Yn-p = P H 4 n ,  
wahrend dagegen [ebenfalls nach 23)] p(2X+1'  nie gleich p!2z+A)  oder 

(?zx+l-p) gleich ( p  - q z X + 2 )  werden kann. 

U. h.: 1 s t  n < 2 x + 1 ,  s o  l i e g e n  d i e  P u n k t e  q,  u n d  q, s y m -  
m e t r i s c h  zu p. F o l g l i c h  h a b e n  i n  d i e s e m  F a l l e  d i e  ~ r - e i s e  h', 
u n d  l!;, g l e i c h e  G r o s s e  u n d  s i e  b e r ü h r e n  s i c h  ( v o n  a u s s e n )  i m  
P o l e .  A r t e t  ( e b e n f a l l ;  b e i  1 2 < 2 k + 1 )  e i n e r  v o n  i h n e n  i n  e i n e  
G e r a d e  a u s ,  s o  g e h t  d e r  a n d e r e  i n  d i e s e l b e  G e r a d e  ü b e r .  D i e  
P u n k t e  yzx+1. u n d  yzx+  k 6 n n e n  n i e  s y m m e t r i s c h  z u  p l i e g e n ,  
a l s o  a u c h  d i e  K r e i s e  Kz,+a u n d  K ~ x + A  n i e  i n  d e r  e b e n  g e s c h i l -  
d e r t e n  B e z i e h u n g  s t e h e n .  

B e m e r  k u n g .  Die Vcrgleicliung von 27) und 27') führt zu einem 
merkwürdigen Satze, der nicht mit Stillsehweigen übergangen werden soll. 
Durch Addition jener Gleichungen erhiilt man 

Da nun Un reell ist und (q ,  + g,) : 2 den Mittelpunkt der Strecke 
voratcllt , so heisst dies : 

D i e  R e s u l t a n t e  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t e n  nt"' O r d n u n g ,  d i e  
e i n  u n d  d e r s e l b e  b e l i e b i g e  S y s t e ~ n p u n k t  b e i  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  
u n d  b e i  d e r  u m g e k e h r t e n  1 3 e w e g u n g  h a t ,  g e h t  i m m e r  d u r c h  
e i n e n  f e s t e n  P u n k t ,  w e l c h e r  i n  d e r  M i t t e  z w i s c h e n  p, u n d  q, 
l i e g t ,  a190 m i t  d e m  P o l  z u s a r n m e n f ~ l l t ,  s o b a l d  n < 2 x  + I. is-t. 
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16 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 

Hierbei ist jedoch Un 2 0 vorausgesetot. Wenn Un verschwindet, so 
hat  man 

&) + $n) = p ( n )  + $)(n). 

Die fragliche Resultante ist also in diesem Falle einer festen Riehtung 
parallel und von constanter Grosse, oder aber Null; Letzteres, wenn 
( p ( " ) +  p C n ) )  verschwindet. 

g 14. Zeichen d e r  v o n  d e n  gewahnlichen Sys tempunkten  
beschriebenen Bahnatelien. 

Da fiir n < 2 x ,  aber nicht für n = 2 x ,  7J,, verschwindet und weil 
ferner ftir n < x + L I  aber nicht fiir n = 2 x + A, p(n) = O und pcn) = 0 ist, 
so sind für  alle Werthe von fi, welche uiiter der kleineren 'der beidon 
Zahlen 2% und ( x  + 1) liegen, die Strccken x(") bezw. .(") und x ( ~ )  oder < l x )  
parallel, wiihrend fiir n = 2 %  und f i  = % + A  nur die auf der Linie K ,  
bezw. K, befindlichen Systempunkte jene Eigenschaft besitzen. (S. § 11.) 
Daraus folgt : 

S o w o h l  b e i  d e r  u r s p r i l n g l i c h e n  B e w e g u n g ,  a l s  d e r e n  U m -  
k e h r u n g  b e s c h r e i b e n ,  fa119 x j l  - i s t ,  a l l e  S y s t e m p u n k t e -  m i t  
A u s n a h m e  g e w i s s e r ,  d i e  e i n e  L i n i e  e r f t i l l e n  - B a h n s t e l l e n  
m i t  d e m  Z e i c h e n  (x, 2 x ) ,  a l s o  m i t  e n d l i c h e r  u n d  v o n  N u l l  
v e r s c h i e d e n e r  K r ü m m u n g ;  d a g e g e n  s o l c h e  m i t  d e m  Z e i e h e n  
(x ,  %+A), a l s o  m i t  u n e n d l i c h  B r o s s e r  K r i i r n r n u n g ,  w e n n  x > b  i s t .  

Bahnstellen mit der Erümmung Null ,  z. B. gewohnliche Wendepunkte, 
konnen also, bei endlichem P o l ,  nur von den Punkten einer gewissen Aus- 
nahrnelinie erzeugt werden. Ueber die aussere Gestalt der Bahnstellen, 
welche von den gewohnlichcn Systempunkten beschrieben weidcn, ist zu 
bemerken, dass nur, wenn x > b  k t ,  alle vier Hauptarten von Curven- 
stellen auftreten konnen , wiilireud irn Falle x - ( L nur Ein~eitst~ellen und 
Schniibel, nicht aber Wendestellen und Spitzen moglich sind. 

Was  nun jene Ausnahmelinie betrifft, so bestebt dieselbe für  x = A in 
dem nie susartenden Kreise li;,, bez. 5,. Diese beiden Kreise haben nach 
5 13 gleiche Grosse und berühren einander, wie auch die Polbahn und Pol- 
eurve, im Pole. Letzteres folgt daraus, dass nach den Gleichungen 23), %), 
26') im Falle w = A die Punkte q z ,  und q z k  auf der gemeinschaftlichen Nor-. 
malen jener Curven liegen. 

1st x >  A ,  so fallt die Ausnahmelinie - sowohl bei der ursprünglichen 
Bewegung, als ihrer Umkehrung - mit der gemeinsamen Tangente der 
Polbahn und Polcurve zusammen. Denu nach 12 ist dieselbe, da jetzt 
x + A < Z H ,  eine Gerade durch den Pol ,  die auf der Strecke p ( x + A ) =  

- pcX+L) senkrecht stcht,  welch' letztere ihrerseits nach 5 9 zur gemein- 

schaftlichen Tangente gedachter Curven normal ist. 
Wenn endlich x < l  ist ,  so zieht die Ausnahrnelinie nach 5 13 sich 

auf einen Punkt ,  den Pol ,  zusnmmen. 
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g 15. Zeichen d e r  v o n  d e n  Ausnahmepunkten  beschriebenen 
Bahnatellen. 

Die schon i n  $5 9 und 10 gefundenen Thatsachen lassen sich vervoll- 
standigen, wenn man die Zeichen der au=enblicklichen Berührungsstellen 
der Polbahn und Polcurve kennt. Nach 5 8 haben dieselben die Form ( 1 1  

A + p)  und (A, A + .), wobei die Zahlen p  und p gewissen in demselben 
Paragraphen angegebenen Beschrankungen unterliegen. 

E s  geniigt die Untcrsuchung dcr ursprünglichen Bewegung, denn eine 
blosse Vertauschung der Zahlen p und p in den für jene aufgestellten 
Regeln muss diejenigen für die umgekehrte Bewegung ergeben. 

Aus Gleichung 17) folgt bei Berücksichtigung von 20) und 22): 

Nun zeigt Gleichung 20): So lange p unter x l icgt,  sind die Coefficien- 

tm W., w x + t ,  -.-, W x  alle rein imaginar, bewirken also eine Drehung 
der mit ihnen multiplicirten Strecken um einen und dense1bp.n Winkel, 

namlich einen rechten. Ftir p > x  ist WZtp im Allgemeinen nicht rein 
imaginar, sondern damit dies der Fa11 sei, müssen die Winkelgeschwindig- 

keiten w ( ~ ) ,  wfX + l), . . . , w(" + Q) einer Bedingungsgleichung genügen. W2, 
ist nie rein imaginar. Aus der Bedeutiing der Zahl p geht hervor, dass 
die Strecken (p ( '+ ' ) ) ,  (p(AS2)), . . ., (p(l+. -1)) alle z; ($A)) parallei sind, 
wenn sie nichi verschwihen,  wahrend (plA+r)) weder verschwiniien, noch 
zu (p(A1) paralle1 sein kann. Renchtet man liberdies noch, dass Wx ebenso 
wie i P ( ~ ) )  nie verschwindet, so lassen sich ttus der obigen Gleichung die 
nachstehenden Folgerungen ziehen : 

3 .  1st < x ,  so wird für Q = 1, 2 ,  . . . , - 1)  die Strecke t ' t e )  
z?i p ( X + A l  p a h l e l ,  falls sie nicht verschwindet. ' Dagegen kann die Strecke 
p(~+A+.) nicht verschwinden und auch nicht prrtllel zu p(x+A) werden. 

2. Wenn p = x i s t ,  so 'wi rd  für  p ( x  die Strecke p(x+l+O) auf alle 
Falle p ra l le l  p(X+l) ,  oder Null; fiir p 7 x  ist dies im Allgemeinen nicht 
der Fall,  sondern nur, wenn eine bestimmta Bedingungsgleichung zwischen 
den Grossen WZx,  WZx+l, . . . , und (pc2+&)), (p(Z+?+')),  ..., 
(pll+p+p)) erfiillt wird. 

3. Hat man p > x ,  so ist p " ~ + 9  sicher nicht zu p ( ~ + l )  p a r d e l  und 
auch nicht Null, ;abrend alle vorhergehenden Ges~hwindi~kei ten des Poles, 
also die Strecken p ' x f A + l ) ,  p ( x + 2 f 2 ) ,  ..., , (2x+"-1) parallel sind oder 
verschwinden. 

Wendet man diese Ergebnisse auf den in allen Fiillen zu den Aus- 
mhmepunkten gehorigen Pol a n ,  80 erhalt man die folgenden Satze: 

R e n n  p < x  i s t ,  s o  b e s c h r e i b t  d e r  g e r e d e  m i t  d e m  P o l e  
z u s a m m e n f ' a l l e n d e  S y s t e m p u n k t  e i n e  C u r v e n ~ t e l l e  m i t  d e r n  
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18 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 

Z e i c h e n  ( x +  A . ,  I h r e  K r t l m m u n g  i s t  n n e n d l i c h  g r o s s ,  
w e i i  s t e t s  2 ( ~ + 1 )  > x j - ~ + ~ .  

1 s t  p = ~ ,  8 0  i s t  d a s  ~ e i c h e n  d e r  f r a g l i c h e n  C u r v e n s t e l l e  
irn ~ l l ~ é m e i n e n  (%+A, 2 x + 1 ) ,  a l s o  d i e  K r t i m m u n g  u n e n d l i c h  
g r o s s ,  w e i l  2 ( x + 1 ) ' > 2 x + A .  E s  k a n n  j e n e s  Z e i c h e n  a u c h  
(%+A, 2 x + l + v )  s e i n ,  w o  v - 7  1; h i e r z u  i s t  j e d o c h  e r f o r d e r l i c h ,  
d a s s  v b e s t i m m t e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  z w i s c h e n  d e n  W i n -  
k e l g e s c h w i n d i g k e i t e n  d e s  S y s t e m s  u n d  d e n  W e c h s e l g e s c h w i n -  
d i g k e i t e n  d e s  P o l e s  e r f ü l l t  w e r d e n .  D i e  K r ü m m u n g  d e r  b e -  
t r e f f e n d e n  C u r v e n s t e l l e  i s t  d a n n  u n e n d l i c h ,  o d e r  e n d l i c h  u n d  
v o n  N u l 1  v e r s c h i e d e n ,  o d e r  a b e r  N u l l ,  j e  n a c h d e m  1 g r o s s e r  
a l s ,  g l e i c h  o d e r  k l e i n e r  a l s  v i s t ;  denn unter dieser Bedingung wird 

7 2 ( % + k ) = 2 K + A + ~ .  < 
1 s t  e n d l i c h  p > x ,  s o  b e s c h r e i b t  d e r  a u g e n b l i c k l i c h  i m  P o l e  

b e f i n d l i c h e  s y s t ' e m p u n k t  e i n e  C u r v e n s t e l l e  m i t  d e m  Z e i c h e n  
(%+A,  2x+A) ,  d e r e n  K r ü m m u n g  u n e n d l i c h  i s t .  

6 16. Fortseteung:  Vom Pole verschiedene Auanahmepunkte. 

Oehen wir nun zur Betrachtung der -rom Pole verschiedenen Ausnahme- 
punkte ilber. Im Falle x <  A giebt es keine solchen, weshalb derselbe 
durch die Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen bereits erledigt ist. 
Hat  man dagegen x = A ,  so erftillen die Aiisnahmepunkte, wie a m  5 14 be- 
kannt  is t ,  den nie ausartenden Kreis K2,, bezw. bei der urngekehrten Be- 
wegung den Kreis & j x ,  welchc Kreisc bekanntlich von gloicher Grosse Sind und 
einander, sowie die Polbahn und Polcurve im Pole berühren. Es genügt 
wieder die Untersuchung der ursprliriglichen Bewegung, also des Kreises h'2x. 

Aus Gleichung 26) geht hervor, dass, welches auch der Werth von lz 

sein mag ,  der Durchmesser p q ,  des Kreises K, der nten  Geschwindigkeit 
des Poles, d. h. der St,recke pcn', parallel ist. Wenn also z. B. p(") und p(") 
parallel sind, so berühren sich die Kreise If,,, und K,, im Pole. Sic fallen 
sogar zusammen, wenn noch die Bedingung 

p ( n )  -- -- 
Urn u n  

erftillt is t ,  also ihre Durchmesser einander gleich werden. Daher ergeben die 
über jene Strecken in 5 15 unter 1, 2 ,  3 gemachten Aussagen Folgendes: 

Hat  man [L < X ,  so beriihren die Kreise K z x + i ,  ff2.-t2 , . . ., g 2 x  +-#-l 

den Kreis ~ 2 ~ ' i r n  Pole. Der Kreis K2*+p  kann nicht zu einem punkte 
zusamrnenschrumpfen und auch nicht den ~ r e i s  KTx berühren, musç also 
letzteren ausser in p noch i n  einern davon verschiedenen Punkte schneiden. 
Es  ist auch moglich, dass die Kreise K2x+Z,  .. ., K2x+p (p < p) 
mit K2% zusarnmenfallen, was dann und blos dann geschieht, weun 

p(2x) p O x + l )  p ( 2 ~ + ~ )  
- =...=-. 

u 2 x  U2Xfl G X + @  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



v o n  Dr. R. MEHMKE. 19 
~ - - ~ - - ^  ^-^- 

1st p= x ,  so wird der Kreis KzX von den Kreisen K z ~ + ~ ~  K 2 . t ~ ~  
.. . , h'3x-1 im Pole berührt,  dagegen von K 9 ,  im Allgemeinen nicht. 
Darnit auch noch die Kreise K3%, K3,+i, .. ., K s x + ~ - 1  den Kreis K z X  
beriihren , müssen v Bedingungsgleichungen zwischen den Winkelgeschwin- 
digkeiten des Systems und den Wechselgeschwindigkeiten des Poles erfüllt 
werden. Es  sind Q weitere Gleichungen zu erfilllen, wo p auch gleich oder 
grtisser als x sein kann, wenn die Ereise KzXtll &.+zl ..., K2x+p  mit 
KZr gleiche Grosse haben, also ganz mit ihm zusammenfallen sollen. 

1st endlich p > x ,  so schneidet der Kreis K3, sicher den Kreis K2, 
ausser im Pole noch in einem davon getrennten Punkte, wahrend K2= von 
den Kreisen K2x+11 K2x+2,  . . . , KSx-1 im Pole heriihrt wird. Es konnen 
auch p der letateren Kreise, (Q < r . ) ,  mit K 2 x  ganz zusammenfdlen, wozu 
die Erfüllung von p Bedingungsgleichungen erfordorlich ist. 

Es  ist leicht einzusehen, dass die Bedingungsgleichungen, von welchen 
im Vorhergehenden die Rede gewesen kt, miteinander vertraglich sind. 

Nun bildet Km den Ort derjenigen Punkte, deren mte Geschwindigkeit 
zur xten parallel ist. Es  führen deshalb die vorhergehenden Ergebnisse zu 
den folgenden Satzen: 

W e n n  x = A  i s t ,  s o  b e s c h r e i b e n ,  a b g e s e h e n  v o m  P o l e ,  d i e  
P u n k t e  d e s  n i e  a u s a r t e n d s n  K r e i s e s  Kp, i m  A l l g e m e i n e n  C u r -  
v e n s t e l l e n  m i t  d e m  Z e i c h e n  (x, 2 x + 1 ) ,  d e r e n  K r i i m m i i n g  N u l 1  
is t .  W e r d e n  d i e  G l e i c h u n g e n  

b e f r i e d i g t ,  s o  i s t  d a s  f r a g l i c h e  Z e i c h e n  (x ,  2 ~ + l + ~ ) .  Es  ist  
jedoch hinzuzufügen : 

a) W e n n  p < x  i s t ,  s o  m u s s  p s t e t s  k l e i n e r  a l s  p s e i n .  1 s t  
~ = ~ - l ,  s o  g i e b t  e s  a u f  d e m  K r e i s e  K2, e i n e n  n i c h t  m i t  dern 
p o l i  z u s a r n r n e n f a l l e n d e n  A u s n a h m e p u n k t ,  e s  i s t  d e r  z w e i t e  
S c h n i t t p u n k t  v o n  K2, m i t  k-2X+P, d e r  i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  C u r -  
v e n s t c l l e  m i t  d e m  Z e i c h e n  (x, 2 x + l + y )  b o s c h r e i b t ,  w B h r e n d  
f ü r  d i e  H b r i g e n  P u n k t e  j e n e s  K r e i s e s  d'au b e t r e f f e n d e  Z e i c h e n  
j a  (x, 2 x 4 -  p)  i s t .  W e n n  d u r c h  d e n  f r a g l i c h e n  A u s n a h r n e p u n k t  
n o c h  G d e i  a u f  KZXtP f o l g e n d e n  K r e i s e  & , + , + i ,  K2x+P+2,  ..., 
K2,+,,+, h i n d u r c h g e h e n ,  w o z u  d i e  E r f ü l l u n g  v o n  G w e i t e r e n  
B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  e r f o r d e r l i c h  i s t ,  s o  b e s c h r e i b t  d e r -  
s e l b e  e i n e  C u r v e n s t e l l e  m i t  d e m  Z e i c h e n  (x, 2 x + l + p + ~ ) .  . - 

b) P a l l s  p = x  i s t ,  s o  b e s c h r e i b t  f ü r  ~ = x - 1  d e r  v o m  P o l e  

v e r s c h i e d e n e  S c h n i t t p u n k t  d e r  K r e i s e  u n d  &, e i n e  B a h n -  
s t e l l e  m i t  d c m  Z e i c h e n  ( x ,  3 x + 1 )  o d e r  a b e r  e i n e  s o l c h e  m i t  
d e m  Z e i ü h e n  ( x ,  3 x + 1 +  G ) ,  w e n n  n o c h  u b e s o n d e r e  B e d i n g -  
u n g e n  e r f i î l l t  w e r d e n ,  w e l c h e  a u s d r i i c k e n ,  d a s s  d i e  K r e i s e  

2 * 
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20 Ueb. d. Bewegung eines s h r r e n  ebenen Systems in seiner Ebene. 

K3x+l, K3x+2, -.., K3,+,, e b e n f a l l s  d u r c h  j e n e n  P u n k t  h i n d u r c h -  
g e h e n .  E s  k a n n  a u c h  p F x  s e i n ,  n u r  s i n d  d a n n  v = Q  +1- x 
B e d i n g n n g e n  z u  e r f ü l l e n ,  u n d  f e r n e r  g i e b t  e s  d a n n  e i n e n  be-  
s o n d e r e n ,  n i c h t  m i t  d e m  P o l e  z u s a m m e n f a l l e n d e n  A u s n a h m e -  
p u n k t ;  e r  i s t  d e r  z w e i t e  S c h n i t t p u n k t  d e r  K r e i s e  KzX u n d  K3,+,, 
w e l c h e r  i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  B a h n s t e l l e  m i t  d e m  Z e i c h e n  
(x, 3 x  + l + v )  e r z e u g t .  E s  k a n n  j e d o c h  d a s  f r a g l i c h e  Z e i c h e n  
a u c h  ( x ,  3 x + l + v +  G )  s e i n .  D i e s e r  Fa11  t r i t t  e i n ,  w e n n  d i e  
K r e i s e  K3,+,+1, E 3 x + Y + 2 i  . ., K 3 x + y + a  d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  
v o n  K2% m i t  K3X+Y h i n d u r c h g e h e n ,  w a s  d i e  E r f ü l l u n g  v o n  G 

b e s o n d e r e n  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  e r f o r d c r t .  

c) 1 s t  v > x ,  s o  m u s s  Q k l e i n e r  a l s  x s e i n .  I m  F a l l e  p = x -  1 
i s t  e i n  b e s o n d e i e r ,  v o m  P o l e  v e r s c h i e d e n e r  A u s n a h m e p u n k t  
v o r h a n d e n ,  d e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  K r e i s e  K 2 ,  u n d  K3x ,  v o n  w e l -  
c h e m  i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  B a h n s t e l l e  t n i t  d e m  Z e i c h e n  (x, 
3 x + 1 )  b e s c h r i e b e n  w i r d .  W e r d e n  n o c h  G b e s o n d e r e  B e d i n g -  
u i i g s g l e i c h u n g e n  e r f t i l l t ,  s o  g e h e n  d i a  K r e i s e  K3x+1i K.3%+2, ...? 

E3z+n d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  K r e i s e  K2z u n d  K3=, u n d  d a s  
Z e i c h e n  d e r  f r a g l i c h e n  B a h n s t e l l e  w i r d  a l s d a n n  ( x ,  3 x + 1 + ~ ) .  

Wenden wir uns nun der Betrachtung des Palles x >  A zu. Man er- 
innert sich, dass in demselben nach s 14 die Ausnahmelinie in  der gemein- 
schaftlichen Tangente Kx+ I der Polbahn und Polcurve besteht. E s  ist ferner 
aus 12 bckannt, dass jetzt für jedcn der Werthe m = x + A+ 1, x + A 
+ 2 ,  . . ., S x  - l die Linie En eine Gerade is t ,  welche den Pol enthalt und 
auf pcn) senkrecht steht, wahrend &, niemals eine Gerade sein kann. Wenn 
allerdings p(") verschwindet, so wird K,, unbestimmt; weil dann bei alleu 
Systempunkten die mle Geschwindigkeit zur xten parallel ist (S. 12). Auf 
dio folgenden Unt,ersuchungen hat jedoch das Eintreten dieses Palles keinen 
Einfluss. 

Man benütze wieder die in 15 unter 1, 2 ,  3 bezüglich der Pol- 
geschwindigkeiten festgestellten Thatuaclien. 

Sei zuerst p < x .  Dann müssen drei Palle unterschieden werden: 

a) x < n +  p. Es zeigt sich, dass jetzt die Geraden K x + A + ,  , E x t ~ + z i  
. . . , E2, - 1 mit 'der gemeinschaftlichen Tangente EH+ der Polcurven zu- 
sammenfallen, der Kreis K,, dagegen KxSA im Pole berührt. 

6) n = A + p. Auch jetzt fallen die Geraden E,+A+l, Ku+A+,,  ..., 
K2, - mit der gemeinsamen Tangente der Polcurven zusammen, aber letz- 
tere wird vom Kreise .K2, ausser im Polo noch in einem davon getrennten 
Punkte geschnitten. 

c)x>A+p.. Die Gcraden X,+n+,, E x + ~ + 2 ,  ..., K2x-i f a l h  
mit K x + l  zusamrnen, die nie unbestimmte Gerade &+l+p dagegen nicht. 

Sei zweitens p = X .  Do 2% 2~ + A - 1, sO wird in diesem F d l e  
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IiXS1, mit welcher die Geraden K,+ À + i ,  Ex+ A + ~ ,  . . . , &X- l  zusammen- 
fallen, vom Kreise K2, im Pole berührt. 

Dasselbe findet s ta t t ,  wenn (I. > x ist. F ü r  die von den Punkten der 

Geraden K,+A beschriebenen ~ahns ' te l len folgt hieraus der nachstehende Satz: 
1st x > l ,  s o  b e s c h r e i b e n  a l l e  P u u k t e  d e r  g e m e i n s c h a f t -  

l i c h e n  T a n g e n t e  d e r  P o l c u r v e n  B a h n s t e l l e n  m i t  d e m  Z e i c h e n  
( x ,  2 x ) ,  a l s o  e n d l i c h e r  u n d  v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n e r  K r i i m m u n g ,  
a u s g e n o m r n e n  i n  d e m  F a l l e  x > r l + p ,  i n  w e l c h e m  d a s  f r a g l i c h e  
Z e i c h e n  ( x ,  x + A + p ) ,  a l s o  d i e  K r ü m m u n g  u n e n d l i c h  g r o s s  w i r d .  
Wenn x = A + p  i s t ,  a o  g i e b t  e s  e i n e n  b e s o n d e r e n ,  n i e  m i t  d e m  
P o l e  z u s a m m e n f a l l e n d e n  A u s n a h m e p u n k t  - e r  i s t  d e r  z w e i t e  
S c h n i t t p u n k t  d e s  K r e i s e s  K,, m i t  d e r  g e m e i n s e m e n  T a n g e n t e  
d e r P o l c u r v e n  -, d e s s a n  B a h n s t e l l e  i m A 1 1 g e m e i n e n  d a s  Z e i c h e n  
[ x ,  S x + l ) ,  a l s o  d i e  K r t i m m u n g  N u l l  h a t .  N u r  w e n n  n o c h  rs b e -  
s o n d e r e  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l t  w e r d e n ,  w e l c h e  a u s d r ü c k e n ,  d a s s  
d i e  K r e i s e  K , , + , ,  K,,+,, ..., K2,+, d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  
4, m i t  K,+l h i n d u r c h g e h e n ,  g e h 6 r t  zi i  j e n e m  A u s n a h m e p u n k t e  
dau Z e i c h e n  ( x ,  2 x  f 1-i- 6) .  

B. D e r  P o l  l i e g t  u n e n d l i c h  f e r n .  

8 17. Die Geschwindigkeitspole verschiedener Ordnung und die 
Geraden  Gn und Crn. 

Bekanntlich wird Geschwindigkeitspol mte* Ordnung derjenige Punkt  p ,  
genannt, dessen Geschwindigkeit nt" Ordnung Nul1 ist. Man findet den- 
selben, wenn man in der für zwei beliebige Systempunkte x und a gil- 
tigen Gleichung 11) p, an Stelle von x setzt. E s  ergiebt sich: 

oder 

28) 

Nan sieht aus dieser Gleichung, dass p ,  ins Unendlicbe f d l t ,  wenn W,, 
aber nicht a(") verschwindet. Wenn a(") und W, beide Nul1 sind, so giebt 
es keinen eigentlichen Pol fiteT Ordnung, weil dann,  wie aus 11) unmittel- 
bar hervorgeht, die Geschwindigkeit nter Ordnung bei allen Systempunkten 
verschwindet. Da nun unter den wirklich vorhandenen Geschwindigkeits- 
polen derjenige niedrigster Ordnung schlechtweg Pol genannt wird, und W, 
für jeden unter x liegenden Werth von .n verschwindet, so hat man den Satz: 

1 s t  acL) d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  n i e d r i g s t e r  O r d n u n g  i r g e n d  
e i n e s  P u n k t e s  a ,  w e l c h e  n i c h t  v e r s c h w i n d e t ,  u n d  d i e  Z a h l  r 

k l e i n e r  a l s  x ,  s o  l i e g t  d e r  P o l  u n e n d l i c h  f e r n ,  u n d  u m g e k e h r t ,  
d a m i t  d e r  P o l  i n s  U n e n d l i c h e  f L l l t ,  m u s s  e s  e i n e n  S y s t e m p u n k t  
g e b e n ,  d e r  e i n e  v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n e  G e s c h w i n d i g k e i t  v o n  

n i e d r i g e r e r  a l s  d e r  xten O r d n u n g  b e s i t z t .  
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Ptir die Werthe m = L ,  L + 1 ,  . . . , x - 1 , für  welche nach 20) W, ver- 
schwindet, liefert Gleichung 11) : 

.(n) = a ( ~ l ,  

D. h.: V o n  d e r  O r d n u n g  L b i s  z u r  O r d n u n g  ( x - 1 )  e i n s c h l i e s s -  
l i c h  s i n d  d i e  G e s c h w i n d i g k e i t e n  j e d e r  O r d n u n g  f u r  a l l e  S y s t e m -  
p u n k t e  n a c h  G r o s s e  u n d  R i c h t u n g  e i n a n d e r  g l e i c h .  

Da die Geschwindigkeit niedrigster Ordnung eines Punktes durch ihre 
Richtung die Tangentenrichtung der von dem Punkte beschriebenen Bahn 
angiebt, so hat man den Satz: 

D i e  T a n g e n t e n  d e r  v o n  d e n  S y s t e m p u n k t e n  a u g e n h l i c k l i c h  
b e s c h r i e b e n e n  B a h n s t e l l e n  s i n d  a l l e  z u e i n a n d e r  p a r a l l e l ,  n a m -  
l i c h  p a r a l l e l  z u r  S t r e c k e  a(L). 

Sei jetzt 125%. Dann ist ein Pol r t e r  Ordnung p ,  vorhanden, und 
wenn man in 11) p, an Stelle von a setzt, BO kommt 

29) dn) = W, (x -pn) .  

Rs bildet diese Gleichung den analytischen Ausdruck fur den bekannten 
Satz, dass die Geschwindigkeit nter Ordnung eines jeden Systempunktes z 
mit  der Strecke ~ p ,  einen constanten Winkel einschliesst und zu derselben 
in constantem Verhaltnisse steht. Jener constante Winkel ist  gleich dem 
,Winkelu oder der Amplitude der complexen Zahl W,. Hieraus folgt: 

D e r  O r t  a l l e r  S y s t e m p u n k t e ,  d e r e n  G e s c h w i n d i g k e i t e n  
l a ter  O r d n u n g  z u r  G e s c h w i n d i g k e i t  L'" O r d n u n g  p a r a l l c l  i s t ,  
b e s t e h t  i n  e i n e r  d u r c h  d e n  G e s c h w i n d i g k e i t s p o l  nt8* O r d n u n g  
p ,  g e h e n d e n  G e r a d e n  G,, w e l c h e  m i t  d e r  R i c h t u n g  v o n  a(') e i n e n  
W i n k e l  g l e i c h  d e r  A m p l i t u d e  d e r  c o m p l e x e n  Z a h l  W ,  e i n -  
s c h l i e s s t .  

Da für .n = x ,  x + 1,  . . . , 2 x - 1 nach Gleichung 20) die Zahlen W, 
rein imaginar sind, also ihr Winkel einen rechten betragt, wiihrend der 
Winkel von W2, nie ein rechter sein kann,  so ha t  man ferner den Satz: 

D i e  G e r a d e n  G,, G,+,,  .-., G ,,-, s t e h e n  a l l e  a u f  a ( ~ )  s e n k -  
r e c h t ,  w a h r e n d  d i e s  b e i  G,,  n i e  d e r  Fa11 s e i n  k a n n .  

W a s  die moglichen Ausartungen der Geraden G betrifft, so ist  Fol- 
gendes zu bernerken: 1st W,=O, also %(")= a("', so ist entweder bei keinem 
einzigen, oder bei allen Systempunkten die Geschwindigkeit ntsr Ordnung 
zu derjenigen von der Ordnung L parallel, je nachdem a@) und alL) nicht 
parallel, oder aber parallel sind. Im ersten Falle kann man G, als un- 

endlich fern , irn andern als unbestimmt betrachten. F ü r  n = x und la = 2 %  
sind diese Ausnahrnef%lle unmoglich. 

Fassen wir jetzt auch die Umkehrung der gegebenen Bewegung in8 
Auge. Gleichung 21) liefert für  v = L r  
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Also: Von d e r  O r d n u n g  L b i s  z u r  O r d n u n g  ( ~ + x - 1 )  e i n -  
s c h l i e s s l i c h  i s t  f t î r  j e d e n  S y s t e m p u n k t  d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  
i r g e n d  e i n e r  O r d n u n g  b e i  d e r  u m g e k e h r t e n  B e w e g u n g  d e r -  
j e n i g e n  b e i  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  B e w e g u n g  e n t g e g c n g e s e t z t .  
L e t z t e r e s  k a n n  n i e  d e r  F a 1 1  s e i n ,  w e n n  d i e  O r d n u n g  ( ~ + x )  

b e t r  a g t. Es fol& hieraus , dass auch bei der umgekehrten Bewegung der 
Pol ins Unendliche fiillt; dass der Ort  der Systempuukte, bei welchen die 
Geschwindigkeiten von den Ordnungen PZ und c parallel sind, durch eine 
den Pol p, enthaltende Gerade G, gebildet wird , sowie namentlich , dass 

+'Px1 P x + l = P n + l ,  - . - Y  ? x i ' - i = P a + ~ - i r  

30) bn='x> b n + l = G x + l r  i b x + ~ - l =  Gx-tr - 1  

ist ,  wLhrend p x + ,  nie mit p,+, und bx+, nie mit G,+, zusamrnenfallen 
kann. 

Zur Bestimmung von p, und bat  man tibrigens: 

8 18. Zeichen der  v o n  d e n  Sys tempunkten  beschriebenen Bahnstellen. 

Wenc .  i r g e n d  e i n  S y s t e m p u n k t  u e i n e  C u r v e n s t e l l e  m i t  d e m  
Z e i c h e n  ( 6 ,  p) b e s c h r e i b t  u n d  d i e  Z a h l  p k l e i n e r  a l u  x i s t ,  s o  
e r z e u g e n  a l l e  S y s t e m p u n k t e  S t e l l e n  m i t  d e m s e l b e n  Z e i c h e n .  
Denn bei jenem Punkte, und folglich nach 5 17 - da die betreffenden 
Ordnungszahlen unter x liegen - auch Lei allcn Systempunkten, is t  unter 
den Geschwindigkeiten, welche nicht veruchwinden und auch nicht zu a ( ~ )  
parallel sind, die niedrigste von der O r d n u g  p. Beschreibt ein Pulikt eine 
Stelle ( L ,  x ) ,  so sind fur diesen und folglich fur  alle Systempunkte die 
Geschwindigkeiten der Ordnungen (L + 1) bis (x - 1) einschliesslich entweder 
Niil1 oder zu a(1) parallel. F ü r  die Geschwindigkeit d e r  Ordnung trifft dies 
n u r  bei den Punktcn der Geradcn Gu zu. Also: 

B e s c h r e i b t  e i n  S y s t e m p u n k t  e i n e  C n r v e n s t e l l e  m i t  d e m  
Z e i c h e n  (L,  x ) ,  s o  t h u n  eu, m i t  A u s n a h m e  d e r  a u f  d e r  G e r a d e n  
6, b e f i n d l i c h e n ,  a l l e  S y s t e m p u n k t e .  

Die Punkte von Gx werden im Allgemeinen Bahnstellen mit dem Zeichen 
(L, x + 1 )  beschreiben. Es konnen jedoch die Geraden G,+I, G x + z ,  . . . , 
Gx+q,  wenn Q < x ist, mit G, zusammenfallen, wodurch das frapliche 
Zeichen in (L, x +  1 +@) geandert wird. Damit dies geschehe, sind Q Be- 
dingungen zu erfüllen. Bei G2x ist solches unmoglich, weil diese Gerade 
mit G, nie den Winkel Null bilden kann. Wenn deshalb Q = x - 1 ist, 
so spielt der Schnittpunkt von Gx mit G,, eine besondere Rolle. Es sind 
bci ihm die Geschwindigkeiten bis zur Ordnnng 2% einschliesslich Null oder 
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zu a('), d. h. zur Geschwindigkeit niedrigster Ordnung, parallel, weshalb 
das Zeichen der von ihm beschriebenen Bahnstelle im Allgemeinen ( L  , 2 x + 1) 
sein wird. Nur wenn die Geraden Gz,+z, .. . , G,,+,  durch den 
Schnittpunkt von G ,  mit G, ,  hindurchgehan, G2x+b+l  aber nicht mehr, 
wozu die Befriedigung von G Bedingungsgleichungen erforderlich ist,  so 
wird jenes Zeichen ( L ,  2% + 1 + ri). 

Hiermit sind alle Falle erschopft; denn wenn ein willktirlich herauç- 
gegriffener Systempunkt eine Curvenstelle mit dem Zeichen ( L ,  x + . . .) be- 
schreibt, so geh6rt er sicher zu den Ausnahmepunkten, weil nicht bei allen 
Systempunkten die Geschwindigkeit xter Ordnung verschwinden oder zu der- 
jenigen von der Ordnung L parallel sein kann. Es  ist hier nur  die ursprting- 
liche Bewegung betrachtet worden. Will man die gefundenen Ergebnisse 
auf die umgekehrte Bewegung übertragen, so hs t  man die Satze des vor- 
hergehenden Pamgraphen zu berücksichtigen. 

( S c h l n s i  fo lgt . )  
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II. 

Ueber die Realitat der Doppeltangenten rationaler 
Plancurven vierter Ordnung vom Geschlechte Null. 

Von 

Prof. W. BIYDER 
in Wiener-h'sustadt. 

Hierzu Taf. 1. 

1. Das Vorkommen von Doppeltangenten in allgemeinen Plancurven 
vierter Ordnung ist seit S t e i n e r  hauptslichlich von S a 1  m o n  untersucht 
worden. Die Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten in Bexug 
auf ihre Doppeltangenten hat insbesondere D u r  b g  e*  einer eingehenden 
Erorterung unterzogen. Seither i u t  der letztere Fa11 vielfach, namentlich 
von E. W e y r ,  A m e s e d e r ,  B o b e k  u. A. behandelt worden. 

Ueber d m  Vorkommen von Doppeltangenten an einer Plancurve vierter 
Ordnung mit einem B e r  t i h r  u n g s  k n  O t e n  ist die Literatur bisher eine be- 
schrhk te ,  kaum umfassende zu nennen. 

2. E s  is t  bekannt, driss eine rationale ebene Curve C,' vier Doppel- 
tangenten besitzt, welche entweder ganz oder theilweise reell und imaginar 
auf'treten konnen , je nachdem ihre drei Doppelpunkte eigentliche , isolirte 
oder Riickkehrpunkte sind etc. 

Wenn aber die Curve Cs4 nur zwei Doppelpunkte enthalt, von denen 
einer einen B e r i r h r u n g s k n o t e n  bildet, so dass zwei Curvenliste i n  Con- 
tact treten, d a n n  b e s i t z t  d i e  P l a n c u r v e  h ~ c h s t e n f r a l l s  z w e i  D o p -  
p e l t a n g e n t e n ,  w e i l  d a s  a n d e r e  P a a r  m i t  d e r  K n o t e n t a n g e n t e  
e i n e  C o i n c i d e n z  e i n g e h t .  

3. Die Frage: ,,Konnen die vier Doppeltangenten einer C t  s5mrntlich 
e i g  e n  t l i  c h e Tangenten sein?' mird in  der geistvollen und interessanten 
Abhandlung** des Herrn A. Am e s  e d e r (auf S. 848) dahin beantwortet : 

* ,Deber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung mit drei Doppel- 
punktenu, Sitzungsber. d. kais. Akad. d. Wiss., LXXLI. Bd. 1875, S. 495. 

** ,Ueber die eine rationale Plancurve vierter Ordnung vierfach b e ~ h r e n d e n  
Kegelschnitte etc.", Sitzungsber. d. kais. Akad. d. Wiss., LXXXIII. Ed. 4. Heft, 1881. 
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,Sind die vier Doppeltangenten einer rationalen Plancurve vierter Ordnung 
reell, so ist eine immer ideell." 

Die nachstehenden synthetischen Untersuchungen sollen zeigen, dass der 
vorsteheude Satz einen Irrthum ausspricht, weil die Pramisse, auf welche 
sich derselbe bezieht , nicht zutrifft ; denn in einem Kegelschnittnetze mit 
drei Grilndpunkten kommen eventuell immerhin vier Kegelschnitte vor, 
wclchc eincn andorn fixen Kcgelschnitt doppelt m i t  e i g  e n  t l i c h e n  Beruhr- 
ungssehnen tangiren; das Gegentheil dessen haben wir nirgends nachgewie- 
sen gefunden. Es  muss also vielmehr berichtigend und erweiternd der Satz 
so ausgesprochen werden : 

, ,Die v i e r  D o p p e l t a n g e n t e n  e i n e r  e b e n e n  C u r v e  v i e r t e r  
O r d n u n g  m i t  d r e i  D o p p e l p u n k t e n  o d e r  d i e  z w e i  D o p p e l t a n -  
g e n t e n  e i n e r  e b e n e n  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  z w e i  D o p p e l -  
p u n k t c n ,  d e r e n  e i n e r  e i n  B e r ü h r u n g s k n o t e n  i s t ,  k o n n e n  r e e l l  
u n d  g l e i c h z e i t i g  T a n g e n t e n  m i t  e i g e n t l i c h e n  B e r ü h r p u n k t e n  
sein. '  

4. Um die Richtigkeit des vorstehenden Satzes nachzuweisen, werden 
wir die stattfindenden Beziehungen durch Abbildung der Plancurve auf einem 
beliebigen Kegelschnitt zu untersuchen haben. W i r  wollen uns nacbstehend 
zu dicsem Zwecke einer S t e i n e r ' s c h e n  (quadratischen) Transformation be- 
dienen, welche uns gleichzeitig eine sehr einfache Construction der betref- 
fenden Plancurve Ch4 gestattet. 

Seit J a c  O b S t e i n e r  (in seiner beriihmten Meisterschrift: ,,Systema- 
tische Entwickelung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten voneinanderu) 
die Gesetze der quadratischen Verwandtscbaft zweier Systeme aufgestellt, 
haben spatcrc Mathematikcr Specialisirungcn betrachtet, welche die synthe- 
t i ~ c h e n  Beziehungen zwischen Gebilden vom nten und 2 n t e n  Grade in einer 
constructiven Vereinfachung weit mehr veranschaulichen, als dieses sonst 
der Fa11 ist. 

5. H i r s  t L  ha t  gezeigt, wenn sich zwei ebene Systerne ~ z i n  quadra- 
tischer Bczichung dcrart befindcn, dass sio die unendlich ferncn Gcraden ihrcr 
Tragerebenen perspectivisch gemeinsam haben, also d i  e u n e n  d l i  c h f e r  n e n  
i m a g i n i i r e n  K r e i s p u n k t e  a l u  D o p p e l p u n k t e  d e r  V e r w a n d t s c h a f t  
dieser Systeme gelten: dass dann in jedem der beiden Systeme 82 der unend- 
lich fernen gemeinsamen Geraden ein Kreis entspricht, welcher dem betreffenden 
Hauptdreiecke umschrieben ist und der H a  u p t k r e i  s dieses Systems heisst. 

6 .  Die denkbar grosste Einfachheit für  die constructiven Beziehungen 
erreichen wir auf folgendem Wege. Nach der H i r s  t'schen Annahme werden 
die beiden Systeme ZZ sich deckend in einer gemeinsamen Triigerebene 

* ,,Proceedings of the Royal Society" 1866. Vergl. weiter: ,,Sull'Invernioue qua- 
drica delle Curve pianeu, iiberoeht von Crem on a in Bd. 7 der ,,Annali di Mate- 
matica", oder in B a t t a g l i n i ' ~  Giornale, Bd. 4 S. 278. 
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gedacht Jedes System euthalt ein Hauptdreieck O1 O, Os,  O1 0% O3 mit seinem 
Hauptkreise x i .  Vermoge der perspectivischen Coincidenz der unendlich 
fernen Kreispunkte in  (5) müssen die beiden Hauptdreiecke Xlinliche Figuren 
sein, und wenn wir dieselben congruent annehmen, so sind es auch ihre 
Hauptkreise. Denkt man sich nun (nach u n s e r  e r  Annahme) die IIaupt- 
kreise x x  in Deckung gebracht, so wird dieses ebenso mit den Hauptdrei- 
ecken 0, 0 ,03 ,  O,O, O, moglich sein. Dabei muss aber der Fa11 aus- 
geschlossen bleiben, dass eine Identitiit eintritt. Xan kann demnach die 
besagten Dreiecko etwa in dio Lage bringon, dass die Coincidenzpunkte 
O,& = O, und O,% O, entstehen, wshrend die Punkte O,% getrennt 
bleiben. E s  i d  klar, dass tluf diese Weise die Verbindungslinien 1 0, 03 /, 
1 0,0,1 gleichlaufen und das Quadrupel 0, O, O, (T, als Hauptpunkte der 
Verwandtschaft, auf dem gemeinsamen Haiiptkreise x liegen müssen. 

- 
Die Elemente in  den Paaren 0,02,  0,0, sind h o m o l o g e  H a u p t -  

p u n k t e ,  wobci nicht ausser Acht zu lassen i s t ,  daas die Beziehung in dern 
ersteren Paare 0,02 involutorisch k t ,  d. h. dass jeder Hauptpunkt sowohl 
dern einen wie dern andern der beiden Systeme 25 als solçher zugezahlt 
se rden  kann. 

7. Jedem Punkte und folglich auch der Richtung einer Seite eines 
Hauptdreiecks entspricht bildlich (im quadratischen Verwandtschaftssinne) 
der homologe des dieseï Seite gegenüberliegenden Hauptpunktes. Wenn man 
also aus dern Punkte O, einen nach dern unendlich fernen Punkte der Hanpt- 
linie 1 0, 1 = O, zielenden Strahl zieht, so schneidet dieser auf dern Haupt- 
kreise x einen Punkt S aus, dur ofYenbar wegen der Beziehung in (5) das 
C e n t r u m  d e r  P e r s p e c t i v i t a t  im System Z' vorstellt. Dieser Punkt  S 
fiàllt aber, wie leicht eingesehen wird , mit dem Hauptpunkte zusammen. 
Aus analogen Gründen ist gleichzeitig der Hauptpunkt 0, das Perspectivi- 
tatscentrum für das System 5. 

8. Einem beliebigen Strahle (x) eines Hauptpunktes des einen Systems 
entspricht ein aolcheï (2) im homologen Hauptpunkte des andern Systems. 
Solche Strahlen heissen h om o l o g  e H a u p t  s t r  a h 1  e n .  

C o n  s t r u c t i O n : ,,Man ziehe durch das Perspectivit~tscentrum (O,) eine 
zu dern Strahle (x) gleichgerichtete Gerade und verbinde deren Schnitt am 
Hauptkreise mit dern homologen H a u p t p ~ n k t e . ~  

9. Einem beliebigen Punkte (X) des einen Systems entspricht ein sol- 
cher (y) des andern Systerns als Bildpunkt. 

C o n s t r u c t i o n :  ,,Man fessle den gegebenen Punkt  durch ein Paar  der 
drei nach ihm ziehenden Hauptstrahlen seines Systems, suche zu diesen die 
homologen Elemente, so treffen sich diese gemeinsam in dern fraglichen 
Bilde. 

10. Von , den Lagen der beiden Hauptdreiecke 0, O8 03, 0, O2 0, auf 
dern Coincidenzhauptkreise x sind ausser der im Vorstehenden bezeichneten 
und auch jetzt vorausgesetzten noch drei FBlle bemerkenswerth: 
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a) Die Verbindungslinie 1 O3 61 ist Tangente a n  den Hauptkreis und 
berlihrt denselben in dem dritten Coincidenzhauptpunkte O, O, r O,. Auf 
diese Weise decken sich die beiden Haaptdreiecke als ein Paar  congruente 
gleichschenklige Dreiecksfiguren vollstandig sol  dass ihre Seiten 1 0,5),1, 
1 07,1 verkahrt aufeinander fallen. 

b) Die Annahme a) beibehaltend , wird die Verbindungslinie 1 O, O, 1 G O, 

Kreistaagente; ihr Dertîhrpunkt O,, bildet einen zweifachen Hauptpunkt und 
die Gerade 1 O,, Os 1 = O,, eine zweifache Hauptlinie im System Z, indem sie 
gleichzeitig ein Kreisdurclirnesser ist. 

c) Die Verbindungslinien / 0,0,1, 1 O,%! fallen zusammen, so dass irn 
System Z die Coincidenz der Hauptpunkte 0,03 = O,, und der Haupt,linien 
O, O, % O,, eintritt. I n  diesem Falle wird die Hauptlinie 10, O, 1 = ozin O,, - 
zur Kreistangente des Systerns Z, wahrend die Gerade 1 0,O,I r 1 0, O, 1 r 6, 
Tangente des Hauptcoincidenzkreises ftir das S ~ s t e m  ist. Die Hauptlinie 
O,, ist eine beliebige Kreissehne. 

II. Die Plancurve CE4 mit drei Doppelpnnkten. 

I l .  Die Etahlirung einer S t e iner 'schen Verwandtscheft m6ge nach 
den Gesichtspunktcn, wie sie in  (6) entmickelt wurden, gesehehen. Man 
weiss, dass nach den Gesetzen der quadratischen Transformation einem be- 
liebigen Kegelschnitte eine Curve CG4 bildlich entspricht. Dieser Kegelschnitt 
k heisse der G r u n d k e g e l s e h n i t t .  

Sind (Fig. 1) die drei Doppelpunkte O*, 0 % )  & der Plancurve C t  an- 
gegeben, so braucht man bekanntlich nur  noch f ü  n f Punktelemente dieser 
Curve zu kennen, womit dieselbe als ausreichcnd bestirnmt erscheint. Denn 
jeder Doppelpunkt reprtisentirt nach S a l m  O n * drei Bedingungen , was mit 
den weiter gegebenen fünf Punkten zusammentl4 Elemente ausmacht, also 

der Formel: - 4'4f 3, = 14 (obenda S. 18) entspricht- 
2 

Werden die fünf gegebenen Punkte nach dem Constructionsgesetz in  (9) 
aus dem Cnrvensystem 2- in  das System 2 abgebildet, so sind damit f h f  
den Grundkegelschnitt vollkommen bestimmende Elemente vorhanden. 

12. Die gevammten Geraden des Systems 5 transformiren sich für  das 
System 2 als e i n  N e t z  v o n  K e g e l s e h n i t t e n ,  dessen Grundpunkte die 
Ecken des Hauptdreiecks 0,0,03 des letzten Systems sind. Von den Indi- 
viduen dirses Kegelschnittnetzes ist  insbesondere der Hauptkreis x die Transfor- 
mirte der unendlich fernen Geraden, wie schon oben (5) gesagt wurde. 

Jeder Secante der Plancurve C,Q entspricht in dem bezeichneten Kegel- 
schnittsnetze ein Individuum, das den Grundkegelschnitt i n  einem Punkten- 
quadrupel schneidet, dessen Bild auf Ce4 die vier (reellcn oder imagin~ren)  
Schnittpunkte der Secante angiebt. 

-- . 

S a l m o n -  F i e d l  e r ,  Analytische Geometrie d. hoheren ebenen Curven, S. 32. 
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13. Enthalt die Plancurve Asymptotenpunkte (unendlicb ferne Elemente), 
so sind deren Bildpunkte notbwendig jene Elemente, welche der Grund- 
kegelschnitt mit dem Hauptkreise gemeinschaftlich hat. Da zwei Kegel- 
scbnitte hochstens vier Scbnittpunkte enthalten, so bestatigt sich damit der 
bekannte Satz, dass eine ebene Curve vierter Ordnung nicbt mehr als vier 
Asymptotenelemento (reell, imagingr) besitzen kann. 

14. Den Curventangenten entsprechen bildlich jenehdividuen des Eegel- 
schnittsnetzes aus den Grundpunkten O,, O,, Os, welche den Grundkegelschnitt 
b e r  ti h r e n. Dieie 13erührung ist fur einfache Curventangenten eine e i n f a c n  e , 
für die vier Doppeltangenten eine d O p p e 1 t e ,  fiir die sechs Inflexionstangenten 
eine O s c u 1 a t i O n. Die diesbezüglichen Linearconstructionen , resp. mit Hilfe 
von Directionscurven, wie wir in unscrer Abbandlung* (A) gczeigt haben, 
sind a h  bekannt vorauszusetzen. Nur den Fa11 der Construction der Be- 
rtihrurigssehnen p der vier doppelt berllhrenden Kegelschnitte wollen wir hier 
nach E. Wey r** wegen der spateren Bezugnahme wiederholen, wobei der 
Hauptsache nach wesentlich zwei Lagenverhaltnisse des Grundkegelschnittes k 
zu unterscheiden kommen. 

15. a) Die Polaren der Hauptpunkte O,, 02, O, in Bezug auf den 
Gruudkegelschnitt treffen diesen in reellen V e r  z w e i g u n  g Y e l  e m  e n  t e n  paar- 
weise : *** Tl V' ,  , V, V',, v3 vr3. 
Diese sechs Punktenelemente combiniren ~ i c b  in v i  e r  e r l e i  P r o j e c  t i v i t a t  e n  
und jeder Projectivittit entspricht einer der v i e r  d o p p e l  t b e r i i  h r e n d e n  
K e g e l s c h n i t t e  m i t  e i n e r  B e r f i h r u n g s s e h n e  ;I am Grundkegelschnitte 
im Netze O, 0, O,. Die Verbindungslinien entsprechender Elemente in jeder 
ProjectivitBt schneiden sich jedesmal in einem Punkte t der Scitcn des Haupt- 
dreiecks 010803, BO dass jede dieser Seiten zwei Punkte l, t' enthalt, 
welche zu einander conjugirte Pole in Bezug auf den Grundkegelvchnitt sind. 
Die Construction zeigt nachstehendes Schema: 

(171 7 2 1 ,  ~ V ' I  v'21) ~ & 3 ;  ( l v i v ' z l >  1V'1V21)=l13i 
( I V I ~ I ,  I V ' i 7 ' A I z L i  (IViV'sIa I v 1 ~ ? ~ I ) = l ' 2 i  
(IV,?sl, IV'a V1, I )= t , ;  (IV,V'2l,  l7'2v3l):l'I- 

Die Punkte f ,  r' bilden die sechs Ecken eines vollstiindigen Vierecks, dessen 
vier Verbindungslinien p die r -Punkte  tripelweise enthalten: 

1 5 9 5 1 t é I ~ ~ i r  l l s t f ' i l - p z ,  I & l l t ' s I - ~ ~ ~  I f ' e f 3 L 1 1 1 - ~ 4 -  

Fasst man die vier p-Sehnen des Grundkegelschnittv als vollst%ndiges 
Vierseit auf ,  so ist dessen Diagonaldreiseit dav Hauptdreieck O ,  0, O,. Jede 
p - Sehne schneidet a190 (reell, imaginar) auf dem Grundkegelschnitte die 
Bilder B der Bertihrungspunkte einer (eigentlichen, ideellen oder imagi- 
naren) Doppeltangente der Plancurve C: BUS. 

* Schlomi lch ,  Zeitschr. f. Math. u. Phgs., Jahrg. 1889 XXXLV, Heft 6 S. 272. 
** E. We yr ,  ,,Projectivische Geometrie", 2. Heft S. 162, fü r  den reciproken Fall. 
*** Der geehrte Leaer wolle sich die betreffende Figiir selbst darstellen. 
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16. 71) Wenn die Verzweigungselemente V,  v' imaginar sind, dann 
geschieht die Construction der conjugirtcn Pole 5 ,  6 '  auf den Seiten des 
Hauptdreiecks (Fig. 1) bekanntlich folgendermassen: 

Auf jeder Seite des Hauptdreiecks O ,  0, O, kann man die in ihr liegen- 
den Ecken desselben als Doppelelemente einer hyperbolischen Punkteninvo- 
lution ausehen. Ebenso sind d a m  die jedenfalls entstebenden Schnittpunkte 
A ,  A', welche der Grundkegelschnitt auf jener Dreiecksseite hervorbringt, 
Doppelelcmente einer zweitcu mit der ersteron coaxialen Involution von 
Punkten , die nothwendig ebenfalls hyperbolisch ist. Sind n u n  tliese beiden 
coaxialen Involutionsgebilde derart situirt, dass sich die Doppelelementen- 
paare umfassen oder ganz von einander getrennt erscheinen, so enthalten 
sie bekanntlich reelle g e m e  i n s  c h  a f  t 1 i c  h e Doppelelemente l ,  5''; im an- 
dern Falle, wo die besa,gten Doppelelementenpaare diirch einander getrennt 
werden, so dass ein jedes Element zwischen die beiden conjugirten des 
andcrn Paares zu liegen komrnt, sind die gemeinschaftlichen (harmonischen) 
Doppelelemente imaginar." 

Die Construction der reellen Polpaare c ,  5' geschieht folgendermassen. 
Schneidet etwa die Dreiecksseite 10, O, 1 G O ,  den Grundkegelschnitt in  dem 
Paare A, A', (d. S. die Bilder der unendlich nahen Nachbarpunkte des Dop- 

- 
pclpunktes 0, = 0, der Plancurve) , so nehme man am einfachsten den Punkt  
O, als Mittelpunkt einer concentrischen Strahleninvolution a n ,  welche den 
Schein der lieiden auf der Hauptlinie O, coaxialen Involutionen bildet, und 

projicire die Punkte A,,  A', auf den Hauptkreis (als Constructionskreis) 
nach ArA'I. Nunmehr suche man die Schnitte: 

( I O ~ A I I ,  I O S J I I ) ~ ~ ;  ( I ~ ~ A ' I I ~  IO~AII)E TT 
Die Verbindungslinie 1 U 71 schneidet den Hauptkreis in uwei Punkten, 

welche, aus 0, in die Gerade O ,  projicirt, das gesuchte Punktenpaar 5, f, 
geben. 

Oder wir suchen direct den Schnitt: 

( [ A I A ' I I ,  102fi31)= W, 
xiehen aus W an den Hauptkreis das Tangentenpaar, so erhalt man,  wenn 
man die Berührungspnnkte des letzteren aus 0, projicirt, auf O , ,  wie vor- 
hin, das gesuehte Punktenpaar.** 

17. Dass die vier y -Sehnen  als eigentliühe Secanten den Grundkegel- 
schriitt insgesammt in Punkteliaaren BB' xu treffen im Stande sind, ïeigt 
unsere Figur. Dass demnach auch die Plancurve Ce4 vier eigentliche Doppel- 
tangenten besitzt, folgt unmittelbar und ist ebenfalls aus der Figur  einzu- 
sehen. Damit ist  aher die Richtigkeit unseres Satzes in (3) nachgewiesen. 

* S c h r o t e r ,  Theorie der Kegelschnitte, S. 57. 

** Die beiden zuletzt angegebenen Constructionen denke man sich in der 
Figur ergiinzt. 
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Man kann noch Folgendes bemerken. Die Realitat der Doppeltangen- 
ten einer ebenen Curve vierter Ordnung mit durchwegs reellen Berührpunk- 
ten 5, 3 bedingt unzweifelhaft das Vorhandensein der drei Doppelpunkte 
O,, O,, 6 a h  eigentliche Elemente dieser Art. Bei isolirten Doppelpunkten 
kommen zwar ebenfalls vier reelle Doppeltangenten vor, von denen jedoch 
immer wenigstens e i n  e i d e  e l  1 ist. Eine dreispitzigo Plancurve Cs4 cnthslt 
bekanntlich nur eine einzige und zwar isolirte Doppeltangente. 

18. Wenn man die in  (15) be~eichneten cc'-Puriktepaare jeweilig mit 
den gegenüberliegenden Hauptpunkten O,, O,, O,  durch Strahlen verbindet, 
so treffen sich diese tripelaeise in  vier Punkten Z,, Z2, Z, ,  i5,, welche 
die Fkken eines vollstandigen Vierecks hilden, in dem das Hauptdreieck 
0,0,0, das Diagonaldrcicck ist. Sransformiren wir dieses Viereck nach 
dem Constructionsgesetze (Y) in  das System 5 der Plancurve C:, so erhalten - - - -  
wir dort ein Viereck mit den Ecken Z , ,  Z,, Z,, i5,, fiir welches das Haupt- 
dreieck O, O, 0,-das Diagonaldreieck ist. 

C. B o  b e k * zeigt, dass man bei Angabe e i n e r  Doppeltangente mit 
Hilfe des Punktquadrupels Z, Z, Z, 2, die a n d  e r e n d r e i construiren kann. 
Es  treffeen niimlich die Seiten des vollsthdigen Vierecks 2 die Seiten des- 
jenigen Vierseits, das aus den Doppeltangenten entsteht, in Funkten 80, 

dass je zwei der letzteren, mit eiiiem Doppelpunkta der Plancurve verbun- 
den, ein Paar  conjugirter Strahlen je einer IIarmonitiit bilden, deren an- 
deres Paar die durch diesen Doppelpunkt ziehenden Seiten des Doppelpunkts- 
dreiecka O, O,% sind. 

19. W e n n  e i n e  e i g e n t l i c h e  D o p p e l t a n g e n t e  e i n e r  P l a n c u r v e  
- - 

C," i h r e  B e r b h r p u n k t e  BI B' a u f  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  C u r v e n -  
z w e i g e  e n t h a l t ,  s o  i s t  s i e  s t e t s  v o n  e i n e m  P a a r e  r e e l l e r  I n f l e -  
x i o n s e l e m e n t e  b e g l e i t e t . '  

Die Richtigkeit des vorstehenden Satzes fur Curven mit drei isolirten 
Doppelpiinkten ist evident und entvpricht auch der Anzahl der nach der 
bekannten P 1 b c k e r'schen Formel sich ergebenden sechs Inflexionen. 

Besitzt aber die Curve n u r  eigentliche Eoppelpunkte, so ist es hoch- 
stens e i n m  a l  mtiglich , dass eine der Doppeltangenten ihre Beriihrpunkte 
auf e i n e m u n d  d e m  s e l  b e n  Curvcnest situirt ; bei jeder andern werden 
diese Punkte durch je einen Doppelpunkt voneinander getrennt, wie sich 
aus der Lage der p - Sehnen auf dem Grundkegelschnitte leicht ersehen lssst. 
Sobald jedoch die beiden Bertihrpunkte einer Doppeltangente auf einem und 
demselben Curvenzweige liegen, mtissen sie n o t h w e n d i g  v o n  e i n e m  I n -  
f l e x i o n s p u n k t e n p a a r e  b e g l e i t e t  sein, welche Eigenschaft aus der 
Natur des Verlaufs der Curve von selbst resultirt. Demnach kann man jetzt 
den Satz aussprechen : 

* ,,Ueber ebene rationale Curven vierter Ordnung", Sitzungsber. d. kaiserl. 
Akad. d. Wise. in Wien 1879, Octoberheft, S. 368. 
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- , ,Eine P l a n c n r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  d r e i  D o p p e l p u n k t e n  
u n d  v i e r  e i g e u t l i c h e n  D o p p e l t a n g e n t e n  b e s i t z t  n i c h t  m e h r  u n d  
n i c h t  w e n i g e r  a l s  z w e i  r e e l l e  I n f l e ~ i o n e n . ~  

IIï. Die Plancnrve C,1 mit  einem Bertlhrknoten. 

20. Wenn in siner S t e i n  e r'schen Verwandtschaft ein Zusammenfall 
von zwei Hauptpunkten vorkommt, so bcdcutct dieser für die Plancurve CG4 
e i n e n  D o p p e l k n o t e n ,  i n  w e l c h e m  s i c h  z w e i  C u r v e n z w e i g e  g e -  
g e  n vei t i g b e r  ü h r e n.' In  (10) wurde auf die vorliegende Singularitiit 
in  b )  und c)  hingewiesen. Insbesondere ist  die Annahme c) von Interesse, 
weil sie sich im Vergleich zu jener in b )  allgemeiner gestaltet. Denn wir 
brauchen nur auf einem beliebigen Kreise irgend eine Sehne und in einem 
ihrer Endpunkte die betreffende Kreistangente anxunehmen, so ist damit 
schon die ganze Verwandtschaftsbeziebung fixirt. 

1st darnach (Fig. 2) auf dem Hauptkrcise x eine Schne O,, willkürlich 
angenommen, so bildet sie mit der in dem einen ihrer Endpunkte Oi3 
gehenden Tangente o2 die Seiten des nun degenerirten Hauptdreiecks, dessen 
Ecken, die beiden Endpunkte O,,, O, dieser Sehne, die IIauptpunkte des 
Systems 2 vorstellen. Irn quadratisch verwandten Systern sind die homo. 
logen Hauptpunkte Oz, O,,, wahreiid die Hauptlinien einerseits identisch 
durch die Sehne O,,, andererseits durch die in  O,, ziehende Krsistangcnte 
v, vertreten sind. 

21. Bei diesen Annahmen ist nun leicht zu merken, dass nach (7) der 
Hauptpunkt OI3 das Perspectivitiitscentrum des Systems 2; der Hauptpunkt 
O, aber jenes des Systems 2 repriisentiren. H a t  man somit zu einem ge-  
gebenen Punkte X den entsprechenden Punkt X zu suchen, so gilt  folgen- 
des Constructionsschexna: ,,Die Verbindungslinie (O,,XI trifft den Haupt- 
kreis x in einem Punkte,  der mit 0, verbunden, einen Hauptstrahl liefert, 
welcher sich mit dem durch OI3 gexogenen, zu der Geraden 1 OzXl gleich- 
gerichtoten Hauptstrahle in dem gesuchten Punkte x schneidet." Die Rich- 
tigkeit dieser Construction erhellt durch die Modificirung der allgemeinen 
Construction, die in (9) festgeset~t  worden ist. 

22. Einem beliebigen Kegelschnitte k im System 2 entspricht bildlich 
im quadratisch verwandten System 5 eine Plancurve C:, welche die Haupt- 
punkte O, als Doppelpunkte hat. Von  d i e s e n  i s t  i n s b e s o n d e r e  
d e r  P u n k t  0, e i n  s o l c h e r ,  i n  w e l c h e m  s i c h  z w e i  C u r v e n g s t e  
b e r ü h r e n .  Jcder Strahl durch ihn trifft die Curve noch in einem Punk- 
tenpaare, weshalb e r  ftir jene nur  als ein zweifacher Punkt  wie der Doppel- 
punkt O,, aufzufasaen ist und ails diesem Grunde die Ordnungszahl = 4  
der Curve nicht alterirt. E r  bildet jedoch für die Rechnung, vermoge seiner 
Eigenschaft der Coincidenz von zwei Doppelpunkten als Berührknoten, eine 

* S a l m o n - F i e  d l e r ,  An~lytische Geomatrie der hober. el>. Curven, S. 262. 
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h6here Singularitat, die berücksichtigt werden m u s ,  so dass nach der 
S te iner ' schen  Formel: 

4 ( 4 - 1 ) - 2 . 3 = 6  
die Classenzahl der Plancurve erhalten bleibt. 

23. Jede Gerade des z ~ ~ s t e r n s  transforrnirt sich für  das System B 
als Kcgelschnitt, der die Hauptpunkte O,,, O2 enthlilt und tiberdies i n  Oi3 
d i e  H a u p t l i n i e  O,, a l s o  a u c h  d e n  H a u p t k r e i s  x e i n f a c h  b e r ü h r t .  
Die Gesammtheit dieser Kegelschnitte bildet somit ein N e t z  von der beson- 
deren Eigenschaft , dass deseen Individuen eich in  O,, e i n f a c  h b e r ü h  r e n 
und ausserdem den Punkt O, zum g e m e i n s c h a f t l i c h e n  G r u n d p u n k t  
besitzen. Der Hauptkreis x ist in diesem Netze ein Individuum, welches 
bildlich der perspectivisch gemeinsamen unendlich fernen Geraden beider 
Systeme entspricht. (5.) 

24. I n  d i e s e m  N e t z e  k o m m e n  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  v o r ,  d i e  
d e n  G r u u d k e g e l s c h n i t t  (welcher das Rild der Plancurve ist) d o p p e l t  
b e r ü h r e n .  D i e s e n  e n t s p r e c h e n  d i e  z w e i  D o p p e l t a n g e n t e n  d e r  
Curve .  Die beiden tibrigen Doppeltangenten vereinigen sich mit der Iino- 
tentangente O , ,  so dass diese vier Elemente ausdrückt. 

Em die vorstchende Behauptung zu beweisen, braucht man nur die 
diesbeztigliche Modification, welche die Construction in (15) resp. (16) er- 
Whrt, zu verfolgen. Darnach hat man die beiden Balle zu unterscheiden, 
je nachdem die bezugs der Hauptpunkte O,,, 0, und des gegebenen Grund- 
kegelschnitts k stattfindenden Verzweigungselemente V reell oder imaginar 
vurkomrnen. 

25. Im  ersten Falle, wo also die Hauptpunkte ausserhalb des Grund- 
kegelschnitts liegen,* erhalt man aus den von O,, a n  diesen Kegelsehnitt zu 
ziehenden Tangenten die Bertihrungspunkte VI,, V',3 und beztiglich des 
Hauptpunktes 0, die Punkte V,, V', als Verzweigungselemerite. Die nun vor 
kommenden Projectivitaten drückt das nachstehende Constructionsschema aus - 

woraus die Verbindungslinien folgen: 

I C V i s C ' g / - ~ . i i  ICis5'21 -Pz- 
Es ist namlich ohne Schwierigkeit einzusehen, dass der Punkt  & mit 

dem Hauptpunkte O,, in Coincidenz t r i t t ,  und weil die Punkte 5,,, E',, eben- 
fa119 Coincidenzen in der Hauptlinje O,, bilden, so müssen die beiden Sehnen 
p,,  p, sich mit der letzteren Geraden identificiren. Dass tibrigens das Paar  
tl3 C r l 3  auf der Hauptlinie O,, und der Piinkt 5'2 aiif der Hauptlinie O, liegen 
müssen, ist  nach 15) selbstverst5ndlich. 

26. I m  zweiten Falle giebt es keine reellen Verzweigungselemente V 
und die Hauptliriien O,,, O, werden (Fig. 2) von dem Grundkegelschnitte k 

* Man erganze sich die Figur. 
Zsitsohrift f Mathematik u. Phyaik XXXV, 1. 3 
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34 Ueber die Realitat der Doppeltangenten etc. 

in reellen Punktcnpaaren A13Af , ,  , A, A', getroffen , welche die Bildcr der 
unendlich nahen Nachbarpunkte der beiden Doppelpiinkte der Plancurve sind. 

Die gemeinschaftlichen Doppelelemente ci, .C'13 jener beiden Involutionen, 
welche nach (16) auf der Hauptlinie o , ~  coaxial sind, erhalten wir, wie dort 
angegeben wiii-de. Dagegen modificirt sich der Fa11 auf der Hauptlinie O, 

dahin, dass, weil in O,, eine Coincirlenz der Doppelelemente der einen auf 
ihr befindlichen Involution stattfindet, also auch der eine & - P u n k t  mit 01, 
zusammenftillt, offenbar der anderc Punkt  f, der harmonisch von jenem 
durch das Punktenpaar A,A', getrennte Punkt  sein muss, indem die Rela- 
tion stattEndet : 

Sind auf diese Weise die Elemente des Punktentripelv cl, L',, t', ermittelt 
worden , so geben wieder die Verbindungslinien: 

1 5 1 3  l'21 =PZ, 15'13  5'2 1 = ~ 4  

die für die vorliegende Aufgabe einzig moglichen Borührungssehnen jener 
beiden den Grundkegelsclinitt doppelt berührenden Kegelschnitte im Xetze 
(24), welche die Bilder der zwei einzigen eigentlichen Doppeltangenten der 
Plancurve sind. 

Die Schnittpunktenpaare fi2 R f 2 ,  R, R', des Sehnenpaares p,p4 am Grund- 
kegelschnitte nach dem Constructionsgesetze in (21) projicirt, geben auf -- 
der Plancurve die Berührpunktenpaare B,Bf, ,  B,B', der beiden Doppel- 
tangenten. 

27. Von den beiden gefundenen Doppeltangentcn berührt die eine 
einen und denselben Zweig der Plancurve, weshalb sie auch wieder wie die 
Curve i n  ( l r ) ) ,  von einem Paare Inflexionen begleitet sein muss, aus Grün- 
den, die dort  ihre Erklarung gefunden haben. Hieraus folgt der Satz: 
, E i n e  P l a n c u r v e  C64 m i t  e i n e m B e r t i h r k n o t e n  u n d  z w e i  e i g e n t -  
l i c h e n  D o p p e l t a n g e n t e n  b e s i t z t  n i c h t  m e h r  u n d  n i c h t  w s n i g e r  
a l s  z w e i  r e e l l e  I n f l e x i o n e n m u  

28. Zum Schlusse des vorliegenden Aufsatzes sei noch auf einige be- 
rnerkenswerthe Beziehungen, welche bei der Construction einer Plancurve 
CG4 zu beachten çind, hingewieseri, obgleich dieselben zwar im Allgemeinen 
als bekannt vorausgesetzt werden müssen und hier nur  deshalb Erwahnung 
finden sollen, soweit die Nethode unserer Construction sich diircli dieselben 
in ihrer Vereinfachung pragnant aiisdrückt. Dabei übergehen wir die leicht 
ersichtlichen Constructionen der Schnittpunkto einer Geradcn, der einfachen 
Tangenten etc., und wollen nur noch von den D o  p p e l p  u n  k t s t a n g  e n t e n  
sprechen. 

29. Wie gestaltet sich die Construction einer Doppelpunktstangente 
fur eine Plancurve mit drei Doppelpunkten? Sehr einfach und unmittelbar 
(Fig. 1). 1 s t  z. B. eine solche Tangente i n  O, zu bestimmen, so suche man 

(8) zu den Strahlen / 0,A,  1 ,  1 O,A', 1 die homologen Hauptstrahlen. 
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Beide sind die Doppelpunktstangenten des Punktes O,. Analog ist die Con- - 
strnction f'iir den Ponkt  O2 Im Doppelpunkte O, gelangt rnnn sofort zu 
d m  ihm angehorigen Tangcntenpaare, wenn man ihn mit den Schnitten, 
welche die Strahlen ( O3 A, 1 ,  1 0, Al3 1 auf dem Hauptkreise x h e ~ v o r b r i n ~ e n ,  
verbindet. 

30. 1st .  (Fig. 2) eine Plancurve CG4 mit Berührknoten vorliegend, so 
wissen wir (24), dltss nur  irn Punkte OIS ein Paar  Tangenten (reell, ima- 
gina,) vorkommcn, weil der Berührungsknoten 0, die Hauptkreistangente 0, 
als Knotentangente a priori besitzt. ,Die Doppelpunktstangcnten von O,, 
sind gleichlaufend den Rauptstrahlen 1 O, A, 1 ,  1 O, A', / .' 

31. Wie sich in den beiden letzten Aufgaben der Tangeutialpunkt einer 
Doppelpunktstangente ermitteln Iasst, ist mit Hilfe der bekannten Reziehung 
und mittelst der Construction in (9) als erledigt anzusehen. 
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IIL 

Der Feuerbach'sche Satz vom ebenen Dreieck. 

Von 

Dr. R. SLAWYK, 
Oberlehrer an Strasshurg (Elsass). 

Der von K. W. F e u e r b a c h  gefundene, im Jahre  1822 bekannt ge- 
gebene Satz, wonach der die Mitten der Seiten eines ebenen Dreiecks ent- 
haltende Kreis die vier, dem Dreieck eingeschriebenen Kreise berührt,  hat 
zwar schon eine Reihe von Beweisen gefunden. Wenn ich doch noch ein- 
mal auf diesen Satz zurückkomme, so geschieht e s ,  weil ich eine Eigen- 
schaft der vier gemeinschaftlichen Tangenten hervorheben und ziim Kern des 
Beweises machen will, wonach dieselben conjugirte Gerade zu gewissen, 
leicht erkennbaren Linien des Dreiocks sind. Vergl. Nr. 4. Zur Herleitung 
und Ausnutzung dieser Eigenschaft muss ich die eingeschriebenen Kreise 
des Dreiecks mit dem von M. N a g e  1* zuervt gefundenen Dreieckspunkte in 
Beziehung bringen, so dass dem eigentlichen Beweise eine kurze Hetrach- 
tung liber diesen Nage l ' schen  Punkt  vorausgeschickt ist. 

Um die Allgemeinheit und Uebersichtlichkeit zn bewahren, habe ich 
mich der Hilfsmittel der synthetischen Geometrie bedient und statt der un- 
endlich entfernten Geraden eine beliebige im Endlichen gelegeno benützt. 

1. E s  sei ein ebenes Dreieck 3BQ mit den Seiten 

&=BQ, b = % Q ,  c = % B  
und in der Ebene desselben die Gerade 1 gegeben, welche die Seiten des 
Dreieüks S1B & in den Punkten 

S , = ( l , a j ,  S ,=(Z ,b) ,  S , = ( l , c )  

schneidet. Auf dieser Geraden 1 befinde sich eine Involution zweiten Grades, 
von welcher 

S, und SI,, S2 und Szz, S, und SS3 

conjugirte Punkte sein sollen. 
Wir  wollen nun diejenigen vier Kegelschnitte concitruireii, welche die 

drei Linien a ,  b und c berühren und denen das auf der Geraden 1 gegebene 

* M. N a g e l ,  Thdorèmes sur les cercles qui touchent les cotés d'un triangle. 
Nouvelles annales par T e r q u e m  et  Gerono.  t. XIX p.354 .  
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Punktsystem zugehort. Zu diesem Zwecke bestimmen wir auf 1 drei Paar  
conjugirte Punkte T ,  welche den Bedingungen gentigen: 

(S,S,T,T, , )=-1,  (S,S,T,T, , )=-1,  (S,S3TlT, , )=-1.  
Hierauf zeichnen wir die Schnittpunkte 

m = ( % T l ,  8 T 2 ,  ET3),  
%=(%Tl, BT22, GEd3), 
n Z = ( % y i , ,  8T2, 6 T 3 J I  
ms=( f lT l , ,  BT221 Q T J .  

Diese so erhaltenen vier Punkto !Dl sind die Pole der Geraden Z in Bezug 
auf die vier gewtinscbten Kegelschnitte;* die Kegelschnitte selbst wollen 
wir mit mP, ml2, m,n, mSe 
bezeichnen. Von denselben ist entweder keiner oder alle vier reell; wir 
nehmen den letzteren Fa11 an. 

Wir construiren weiter ein Dreiseit aus den Geraden as1, BS,, ES3 
und bezeichnen: 

A = ( B S 2 , E S 3 ) ,  B = ( % S l , 6 S , ) ,  c = ( m s , , B s , ) ;  
a = B C ,  b = A C ,  c = A B .  

Die homologen Seiten der beiden Dreiecke 8 8 Q und A B C schneiden 
sich auf der Geraden 1 ,  folglich treffen sich die Verbindungslinien homologer 
Ecken in demselben Punkte S: 

S = ( A % ,  B B ,  CE). 
Aus den harmonischen Eigenschaften des Vierecks A B  CS ergeben sich 

die Beziehungen : 
( A B Q S , ) = - 1 ,  ( A C B S , ) = - 1 ,  (BC%S, )= -3 .  

Endlich zeichnen wir noch das Dreiseit A'B'C' aus den Geraden ASl, 
BS,,  CS, und construiren die Kegelschnitte DI2, M,Z, M:, M z  fur das 
Dreieck ABC und Oz, 012, 012, Os2 fiir das Dreieck A'B'C', welche den 
vier Kegelschnitten !Dl für das Dreieck 8 8 6  entsprechen. 

Wir betrcachten die beiden Dreiecke A'A Tl un 1 B'BT,. E s  war 

S3 = (A'B', A B, Tl T,). 
Folglich liegen die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Geraden. 
Diese Schnittpunkte sind S ,  O unh M. 

Ebenso liegen die beiden Dreiecke A1%T1 und B1BTZ perspectivisch, 
weshalb auch S, 211 und %il in gcrader Linie liegen. E s  l i e g e n  a l s  O j e  
i n  e i n e r  G e r a d e n  d i e  v i e r  P u n k t e  

SOM!ül, S O , M l ~ l ,  SO,M,~TJ?,, S03M3%R3. 
Ferner sind folgende harmonische Büschel projectivisch: 

N ( A B 6 S 3 )  f i  O(A'B1CS3). 

* S c  h r  ii t e r ,  Erweiternng einiger bekannten Eigenschaften des ebenen Drei- 
ecks. B o r c h a r d t ' s  Journal Bd. 68 S. 221. 
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Unter diesen Strahlen schneiden sich drei Paare auf 1, folglich auch das 
vierte. Also gehen M Q ,  O C  und Z durch denselben Punkt. 

1st weiter R der Berührungspunkt der Geraden A B  mit Kegelschnitt 
M" und verbinden wir den Schnittpunkt (MR, E) mit  m, so lasst sich 
e b e n ~ o  leicht zeigen, dass diese Verbindungslinie die Gerade OR in einem 
Punkte 91, trifft, weleher auf Kegelschnitt !iX2 gclegcn ist und desscn Tan- 
gente in  8, durch S, geht. Uebertragen wir dies auf den Kreis M" so 
selien wir, dass die zweite Tangente, die man (ausser c) aus S, noch an 
X 2  legen kann,  M 2  in  einem Punkte R, berührt ,  welcher auf der Ge- 
raden CO gelegen ist. Es  liegen aber R o R M  auf einer Geraden, der 
Polaren von S3 für  JI2, und es ist auch 

(R, R MS,,) = - 1. 
h'ennen wir noch den Schnittpunkt 

(CR, O, AB) = R, 
und ziehen aus dem Punkte 

( 1 1  CO, CM1 
nach den obigen harmonischen Punkten vier Strahlen, so findet sich, dass 

(RR,CSS,) =-1 
ist. 

E s  berührt Kegelschnitt M 2  das Diagonaldreiseit A B C  des vollstan- 
digen Vierseits a ,  6, c l  1 in  den Punkten Pl Q und R. E s  kann daher 
M 2  a1s Polarkegelschnitt eines gewissen Punktes i n  Bezug auf eine Kegel- 
schnittschaar mit den gcmeinsamen Tangenten a ,  6, c l  Z aufgcfasst werdcn. 
Dieser Punkt  ist  wegen der zuletzt gefundenen Relation nur  der Punkt O, 
so dass wir das spater zu verwerthende Resultat haben: 

K e g e l s c h n i t t  M 2  i s t  d e r  P o l a r k e g e l s c h n i t t  d e s  P u n k t e s  O 
i n  B e z u g  a u f  e i n e  K e g e l s c h n i t t s c h a a r  m i t  d e n  g e m e i n s a m e n  
T a n g e n t e n  a ,  b, c, 1. 

2. Indem wir nun zur Herleituug des F e u  e r b a  c h'schen Satzes über- 
gehen, const,ruiren wir den Polarkegelschnitt S Z  von S für eine Kegelschnitt- 
schnar mit den gcmeinsamen Tangenten a ,  b, c l  1. Derselbe berührt die 
Diagonalen a ,  b ,  c dieses vollstandigen.Vierseits. Von dem Pole der 
Geraden S'ZI i n  Bezug auf den in das Punktepaar SI und S, zerfallenden 
Kegelschnitt der Schaar müssen an S 2  zwei Tangenten gehen, namlich 
erstens die Gerade, welche zu 521 conjngirt ist in Bezug auf die Sehaar, 
und zweitens die Polare von S in Bezug auf den Kegelschnitt % S I .  Da 
beido Geraden mit SIS, zusammcnfallen, so berührt Kegelschnitt Sa die 
Gerade %SI im Punkte W. Kegelschnitt f i 2  berührt also die Seiten des 
Dreiecks Ab'C in den Punkten %, 23 und 6. 

Das Dreieck 8 23 Q ist das Diagonaldreieck des Vierecks !?Il LU?, !IR, TJ&, 
und es liisst sich somit S 2  a1s P ~ l a r k e ~ e l s c h n i t t  einer Geraden A in Bezug 
auf ein Kegelschnittbüschel mit den Grundpunkten iV1, mi, 9& auf- 
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fassen. Die Lage der Geraden A ergiebt sich einfach folgendermassen. Es 
mag A die Gerade BQ im Punkte XI schneiden, 

XI = (1 , a). 

Die Politre des Punktes 1, in Bezug auf den i n  die Geradcn % T l  und '2I Tll 
zerfallenden Kegelschnitt des Büschels muss Kegelschnitt S V n  zwei Punkten 
tretlén, narnlich erstens im Fol von 1 für diesen zerfallenden Kegelschnitt, 
und zmeitens in  dem zu t, conjugirten Punkte iu Bezug auf das Kegel- 
schnittbüschel. Da beide Punkte in zusammenfallen, so muss die Tan- 
gente 21Sl von SZ die besagte Polare des Punktes Il sein, und wir haben 
die Gleichheit 

% ( T I T l l S , X l )  =-1.  
Wenn wir nun ebenso die Schnittpunkte 

( L , b ) = & ,  (A, c)=Z3 
nennen, so iut auch 

5( IT ,T2 ,S , t , )=-1 ,  Q(13T,S31,)=-1 
und 

A =  E1Z,1,. 
Da S2 der Polarkegelschnitt von iI fiir das Büschel ~ ~ T l , ~ 2 ~ ,  ist, 

so schneidet Se auf 1 das Punktsystem aus,  welches durch die Schnitt- 
punktenpaarc der Kegelschnitte des Btischels erzeugt wird (Sc h r  fi t e  r , 
Steiner's Vorlesungen II, S. 301). Betzeu wir also 

so schneidet Kegelschnitt S2 auf A dieses Punktsystem 

TITI19 T2T22- T37-3, 

ails. Wir haben danri die Nelationen 

6 ( X l E 2 T 3 T 3 3 ) = - l ,  B ( I l X 3 T 2 T z 2 ) = - 1 ,  %(E2X3TlTll)=-1.  

Nennen wir noch 

, 3 )  = r (21 t,, a t 3 )  = B,  ( 8 t 2 ,  6 t 3 )  = A ;  
z x , - B r - c i ,  m , = ~ r = p ,  EX,=  BI-=^, 

so schneiden sich die Geradeu A, IE B und Q r in demselben Punkte 1 ;  
denn die Dreiecke AB T und CL 3 Q liegen ja  perspectivisch, weil die entspre- 
chenden Seitenpaare sich auf der Gemden 1 schneiden. 

Wir hatten vorhin die Gleichheit 

?Il (Tl  Tll SI El)  = - 1. 
Nehmen wir von diesen vier Strahlen 

'%Tl, f l T , l ,  f l ~ ! , ,  3x1 
je den vierten harmonischen i n  Bezug auf dieselben Strahlen Z 3 und % 6 
als erstes Strahlenpaar, so bilden diese vierten Strahlen zusammen wieder 
ein harmonisches Büechel. 
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Nun ist 
% ( B Q T l T I l ) = - 1  nach (1) 

und 
cU(BQS,A)=-1, 2 1 ( B 6 1 1 A ) = - 1 ,  

daher erhalten wir 
2I (Tl Tll A A )  = - 1 

oder besser 
% ( T , T l l S I )  = - I l  

ebenso 
B ( T z T 2 2 S t ) = - l ,  G ( T 3 T 3 3 S X ) = - l ,  

d. h. S und Sind conjugirte Punkte in Bezug auf das Büschel !lJÏl9~,~,!ITl3. 
Aus der Gleichung 

%(Tl ~ l l S I I l )  = - 1 
oder passender 

% ( T I T l l C r ) = - 1  und B ( T 2 T , , C r ) = - 1  

fol& ebenso, dass C und r ,  B und B I  A und A ebenfalls conjugirte Pnnkte 
in  Rezug auf dasselbe Btischel ~ ~ , I D Z p ~ 3  sind. 

Die Formeln 
X(TIT, ,ZAj  = - i l  B ( T , T 2 , B B ) = - 1 ,  &(T?T, ,Cr)  =-1 

in Verbindung mit dem Umstande, dass je  i n  einer geraden Linie liegen 

6 T3 Ts 9 6 T33 T.33 3 

und dass die Punkte T auf 1, die Punkte T sich euf A befinden, lehren uns, 
dass wir die Linien 1 aus L euf dieselbe Art  ableiten konnen, wie wir that- 
sachlich A aus Z hergeleitet haben. E s  wird somit ein S2 analoger Kegel- 
schnitt P e x i s t i r e n ,  welcher die Seiten des Dreiecks A B T  in den Punkten 
'3, 23, & berIihrt und auf A das Punktsystem TiTri ausschneidot. Es ist 
dann X 2  der Polarkegclschnitt von I für eine Kegelschnittschaar mit den 
gemeinsamen Tangenten a ,  b, c ,  A und von 1 fur das Kegelschnittbüschel 
mit den Grundpunkten %Il, Vl,, !Dl2, Dl3. Wie ferner S der Pol von Z für 
Kegelschnitt S e  ist, wird auch t der Pol von I,  für Kegelschnitt t 2  sein. 

Wir  fassen die bisherigen Betrachtungen kurz zusammen. 
D u r c h  d i e  E c k e n  d e s  D r e i e c k s  3 2 3 6  l e g e n  w i r  j e  e i n e n  

S t r a h l ,  w o d u r c h  d i e  G e g e n s e i t e n  d e s  D r e i e c k s  

a i n  t,, b i n  I,, c i n  t3 
d e r a r t  g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  d a s s  

~ ( T ~ T l l S I X l ) = - 1 ,  B ( T 2 T 2 2 S 2 X J = - l l  G ( T 3 T r . S 3 t 3 ) = - 1  

w i r d .  W a h r e n d  d i e  P u n k t e  SI, S, u n d &  a u f  d e r  G e r a d e n  1 l i e -  
g e n ,  b e f i n d e n  s i c h  &, 1, u n d  & a u f  o i n e r  G e r a d e n  A 

l = S 1 8 2 S , ,  L = Z , X 2 E 3 .  

W i r  e r h a l t e n  d a d u r c h  z w e i  D r e i s e i t e  m i t  d e n  S e i t e n  
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a=IUS, or =%Il, 
b = % S ,  u n d  F = % t , ,  
c = % &  y = z x 3  

m i t  d e n  E c k e n  
A = (6, c )  A  = ( B I  Y),  
B = (a ,  c) u n d  B = (u,  y ) ,  
C =  (a ,  b) r = ( a ,  B>- 

D i e  D r e i e c k e  A B C u n d  A B r  l i e g e n  m i t  %BQ p e r s p e c t i v i s c h ,  
e s  i s t  

S = ( A ~ X , B B , C Q ) ,  I = ( A ~ , B B J O  

D e r  P o l a r k e g e l s c h n i t t  S a  v o n  S f t i r  e i n e  K e g e l s c h n i t t -  
s c h a a r  m i t  d e n  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  a ,  6 ,  cl Z i s t  z u g l e i c h  
d e r  P o l a r k e g e l s c h n i t t  d e r  G e r a d e n  A f t i r  e i n  K e g e l s c h n i t t -  
b ü s c h e l  m i t  d e n  G r u n d p u n k t e n  !Dl, !J2,, !IR,, !Dl3. 

D e r  P o l a r k e g e l s c h n i t t  I2 v o n  I f ü r  e i n e  K e g e l s c h n i t t -  
s c h a a r  m i t  d e n  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  a ,  b, c ,  A i s t  z u g l c i c h  
d e r  P o l a r k e g e l s c h n i t t  d e r  G e r a d e n  1 f t i r  d a s s e l b e  K e g e l s c h n i t t -  
b t i s c h e l  ~ ~ J n l ~ , ~ r n , .  

Sg b e r t i h r t  d i e  S e i t e n  a ,  b, c i n  d e n  P u n k t e n  2, 23, 6. te 
b e r t i h r t  d i e  S e i t e n  a, p ,  y i n  d e n s e l b e n  P u n k t e n  a, 3 ,  6. 

A u f  d e n  G e r a d e n  1 u n d  A h e f i n d e t  s i c h  j e  e i n  P u n k t s y s t e m  
m i t  d e n  P u n k t e p a a r e n  

u n d  e s  l i e g e n  i n  g e r a d e r  L i n i e  

BT3T3,  QT3,T,,. 

D a s  e r s t e  P u n k t s y ~ t e m  a u f  1 g e h o r t  S 2 ,  d i t s  z w e i t e  a u f  A g e -  
h 6 r t  1%~. 

J e d e  d e r  s e c h s  S e i t e n  d e s  v o l l s t % n d i g e n V i e r e c k s  mJZlbU7,m3 
w i r d  v o n  S" b e z i e h u n g s w e i s e  I2 z u m  z w e i t e n  M a l e  i n  d e m  
P u n k t e  g e s c h n i t t e n ,  w e l c h e r  z u  i h r e m  S c h n i t t p u n k t e  m i t  A 
bez. I c o n j u g i r t  u n d  zu d e n  a u f  i h r  g e l e g e n e n  G r u n d p u n k t e n  
h a r m o n i s c h  g e l e g e n  i s t .  

D e r  P o l  v o n  1 f ü r  Be i s t  S ,  d e r j e n i g e  v o n  A f ü r  Z 2  i s t  X, 
S u n d  1, A u n d  A ,  B u n d  El, C u n d  r s i n d  c o n j u g i r t e  P u n k t e  
i n  R e z u g  a u f  d a s  B ü s c h e l  !l.R!Dl,!l.R2!l.R,. 

Die Kegelschnitte S%nd d2 haben die Punkte a ,  8 ,  (S; gcmeinsam. 
Die Ecken des gemeiuschaftlichen Poldreiecks Xg3 mfissen daher auf den 
Seiten des Dreiecks XB & gelegen sein, und zwar liege 

X auf BE, 9 auf a & ,  3 auf %B. 
Auf der Geraden XS) müssen dann auch die Pole C und r von 

in Bezug auf die Kegelschnitte S 2  und t2 gelegen sein, oder 
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conjugirter Strahlen sind. Folglich fallen die Strahlen % T, und %Tl,  mit 
den Strahlen 2 ( t f l )  und D(t,t3) zusarnmen. Wir  richten die Indices der 
Tangenten t so ein, dass 

21 Tl identisch mit VI (t,t3) , 
UT11 n -  17 91 ( t  4 )  

wird, und erkennen somit, dass die Punkte 

~ m 9 r l ( t , t , ) ,  ' Z T ~ , n , ( t t , ) l  2anm,(t,t,, 
u. S. W. zu je vieren in  einer geraden Linie liegen. 

D i e  K e g e l s c h n i t t e  S2 u n d  t 2  h a b e n  v i e r  g e m e i n s a m e  T a n -  
g e n t e n  t ,  t l ,  t,, t,. D i e s e l b e n  b i l d e n  e i n  v o l l s t a n d i g e s  V i e r s e i t ,  
d e s s e n  D i a g o n a l d r e i e c k  Xg3 i s t ,  s o  d a s s  d i e  P u n k t e  

g e l e g e n  s i n d .  A l s d a n n  b e f i n d e n  s i c h  d i e  P u n k t e  

4. Der Kegelschnitt S e  is t  (2) der Polarkegelschnitt von S für die 
Keg~lschnittschaar a b  c l ,  ebenso t2 derjenige von t für die Schaar a b c  A. 
Da t diese beidcn Kcgclschnitto berührt,  so werden die beiden Geraden, 
welche zu I in  beiden Schaaren conjugirt sind, die Punkte S, beziehungs- 
weise 1 enthalten müssen. Der Schnittpurikt beider Beraden wird dann 
der Pol von t ftir denjenigen Kegelschnitt Ii2 sein müssen, welcher beiden 
Schaaren gemeinschaftlich ist. Dieser Regelschnitt R2 berührt a180 zunachst 
die Geraden a ,  b ,  c und 1 ,  folglich ist A B C  für ihn ein Poldreieck. Ebenso 
ist ABr für ihn ein zweitcs Poldreicck, weil er auch dio Geraden n, b, c 
und 1 berlihrt. Der Pol  der Geraden BA ist für ihn also der Schnittpunkt 
von B C und B Tl d. h. 2. Da R2 die Geraden X B  und 26  berührt , und 
B A  dieselben in 3 und S) schneidet, so berührt Ra die Seiten von 913 6 
in den Punkten X ,  9, 2. 

Piir Re geht daher die Polare von (tt,) zunachst durch 'ZZ, weil ( t t , )  
auf g 2  liegt, und auch durch (t,t,), weil dieser Punkt zu (tt,) harmonisch 
in Bezug auf 9 und 3 gelegen ist. Daher ist ftir R2 

Da diese drei Geraden sich in !B? schneiden, so ist für P2 
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44 Der Fcuerbach'sche Satz vom ebenen Dreieck. 

!lR der Pol von t, 
n n n f i l  

mn n n n 

Somit sind conjugirt : m~ls n n n f ~ .  

t und 823, ftir die Schaar a b c i ,  
t . I m J t n  . abcA. 

D e r  K e g e l s c h n i t t  RZ, w e l c h e r  d i e  f ü n f  G e r a d e n  a ,  fi, c ,  1 
u n d  1 b e r ü h r t ,  g e h t  d u r c h  d i e  P u n k t e  X I  2) u n d  8. F ü r  i h n  s i n d  

u n d  t, !IRl u n d  t , ,  Wg u n d  t,, !Yi3 u n d  t3 
P o l  u n d  P o l a r e .  

Von d e n  v i e r  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  t ,  t l ,  t,, f, d e r  b e i d e n  
K e g e l s c h n i t t e  S 2  u n d  t 2  s i n d  f t i r  d i e  K e g e l s c h n i t t s c h a a r  abc1  
c o n j u g i r t :  

t u n d  Sm,  tl u n d  S!lR,, t, u n d  Sm,, t3 u n d  Sa3; 

e b e n s o  s i n d  f ü r  d i e  S c h a a r  a b c b  c o n j u g i r t :  

t u n d  In ,  t, u n d  I%Rl, t, u n d  XW,, 4 u n d  I9t3. 
Da die Gerade S M  auch durch den Punkt  O geht (l), und da der 

Kogelschnitt N2 der Polarkegelschnitt von O für die Schaar abc1  ist ( l ) ,  
so muss die Gcrado t auch eine Tangente von H2 sein. 

Von d e n  v i e r  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  t ,  t l ,  t, u n d  t3 d e r  
K e g e l s c h n i t t e  S h n d  I2 b e r i i h r t  

i a u c h  d e n  K e g e l s c h n i t t  Mz, 
1 n n n Hla, 
t2 n n n M,2, 
t, n n n M3? 

5. Die Berührungspunkte des Kegelschnittes Se mit den Tangenten 

t ,  tl t 2 >  t3 seien bez. N ,  N I ,  IV2, N3, diejenigen von t2 ebenso N, NI, 
N,, N3. Der Kegelschnitt tZ ist dem vollstandigen Vierseit t r r p y  ein- 
beschrieben. Er  herührt diese vier Seiten der Rcihe nach in den Punkten 
N , , 8 , . Das Diagonaldreieck dieses Vierseits heisse rj S. Nennen 
wir noeh 

x i = ( t , B r ) ,  x , = ( t , A r ) ,  x , = ( t , A B ) ,  
so sei 

& = ( B ~ , ,  rxg) ,  q = ( ~ x 1 1 r x 3 ) ,  ~ = ( A X ~ , B ~ , ) .  
E s  bestehen dann die Relationen 

(kqrx3)=-1,  ( & { B ~ ~ ) = - I ,  ( r i ~ ~ x l ) 3 - 1 .  

Die Polaren der sechs Punkte A, B ,  r, x,, x , ,  x, für I2 sind der Reihe 
nach B Q g ,  a Q r l ,  gBt ,  Nx&, N B r l ,  NEC. Es ist 6 der Schnittpunkt 

von 86,  Ex, und rx,, in  Zeichen 

~ = ( B Q , B ~ , ,  rx3), r J = ( ~ ~ , ~ ~ l , r ~ 3 ) ,  c = ( ~ B , A ~ ~ ,  B X A  
und es liegen in gerader Linie 

N i u t ,  N B q ,  N Q L  
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4 6 Der Feuerbach'sche Satz vom ebeiien Dreieck. 

Der Pol von S%JIJL, fiir den vorhin definirten Kegelschnitt E%mu au! 
t, gelegen sein, weil (4) t, und die Gerade Sm, für die Schaar a b c l ,  zu 
welcber ja  auch E h c h o r t ,  conjugirt sind. Dersclbe Pol von Sm, für 
Kegelschuitt E2 mus8 aber auch auf t gelegen sein, weil j a  S und t für 
E2 Pol und Polare sind. Es is t  a180 (tt,) der Po1 von Sm, für Ee. Da 
nun aber Linie 7XiD1212Jl, den Punkt  (tt,) enthalt (3))  so liegt der Pol von 
Yl S71, Sn, erstens auf Sml und zweitens auf 2 2Jl !IRl, denn es sind S1 !IR2 
and %iDZ'Ul ,  in Rezug auf die Schaar a b c l  conjugirt. Besagter Pol ist 
also !IR,. ml !lJ?, 3 9 3 ,  ist also ein Poldreieck für den Kegelschnitt E2. Weil 
nun rgZ2Em, ldurch S1 geht,  so licgt Zm, auf der Polaren y s  von 2l für 
Kegelschnitt Ee, d. h. eu liegen in einer Geraden 

!IRlya, W , x a ,  !IR,xy: 
Ueberhaupt liegen also je  in einer Geraden die 5 Punkte 

xyEm,Ck,, xa!IJ,Bk,, ya%ll,A7cl. 

Wiren  wir von einem Kegelschnitte E2 der Schaar abcA ausgegangen, 
ftir den X und t Pol und Polare sind, so hatten wir ahnliche Resultate 
gefunden, wie die nachfolgende Zusammenfassung es zeigt. 

Wi r  f ü h r e n  d i e  B e z e i c h n u n g e n  e i n :  
x , = ( t ,  B r )  u n d  7c,=(t, B C ) ,  
z a = ( t , A r )  n 7 c 2 = ( f , A C ) ,  
a,= (t ,  AB) n k , = ( t , A B ) ,  
= a  a )  n x = ( B k , ,  Ck,), 
v = ( A x ~ , ~ x ~ )  n ~ = ( A k l > C k J y  
[ = ( A x , , B x ~ )  s = ( A k , , B , k , ) .  

D i e  S c h n i t t p u n k t e  
(XI/, %%), (xa ,  a & ) ,  (ya, BQ) l i e g e n  a u f  d e r  G e r a d e n  Sm; 

(67,  (&L, a&), (TL, n n n n X%R- 
E s  l i e g e n  f e r n e r  j e  i n  e i n e r  G e r a d e n  

X ~ E I T L , C ~ : ,  u n d  ~11m3rx,, 
z~iJJlzBk2 n L S m e B x z ,  

~ ~ a 1 A k 1  n 7 t 3 m 1 A x i .  
D i e  P u n k t e  X ,  y ,  s s i n d  d c r  R e i h e  n a c h  a u f  d e n  S e i t e n  a ,  6, c 

d e s  D r e i e c k s  UDQ g e l e g e n ,  e b e n s o  6 ,  7 ,  t b e z .  a u f  d e n s e l b e n  
S e i t e n .  

E s  l i e g e n  e n d l i c h  j e  i n  e i n e r  G e r a d e n  

NS1x u n d  N a & ,  
NBy N B q ,  
N & a  N Q t ,  

w o b e i  N u n d  N d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  v o n  t m i t  d e n  K e g e l -  
s c h n i t t e n  S2 u n d  t q e d e u t e n .  

* S c h r o t e r ,  Borchard t ' s  Journal Bd. 68 S. 234 
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F ü r  d i e j e n i g c n  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e E 5 n d  E 2  d e r  S c h a a -  
r c n  a b c l  bez.  a b c l ,  f ü r  w e l c h e  t u n d  S bez .  t P o l a r e  u n d  P o l  
s i n d ,  i a t  DllDl,YR3 e i n  g e m e i n s a m e s  P o l d r e i e c k .  E s  e n t h a l t  E" 
d i e  P u n k t e  z, y, z ,  E2 d i e  P u n k t e  6 ,  q ,  5. D e r  P o l  v o n  Sm ffüi. 
iY2 i s t  NI d e r j e n i g e  v o n  t m  fiir E2 i s t  N .  

6. Kegelschnitt t2 ist (10) auch der Polarkegelschnitt der Geraden 1 
in Bozug auf das Kegelschnittbüschel mit den Grundpunkten YJ? !RI 23, !LX3. 
Deshalb muss es auch einen Kegelschnitt CSa dieses Biischels geben, fü r  
welchen 1 und der Berührungspuukt N von E2 mit t Polare und Pol sind. 

F ü r  Q 2  ist SIB Q ein Poldreieck, daher sind 

S3 und QN 5, S2 und 8 N r l ,  S, und % N t  
Pol und Polare. 

Es  ist also 5 Pol von S 3 G = A R ,  

17 n n s , B = A c ,  
k n n S , % = B C ,  

A n n S'q. 
Nach den in (5) bewiesenen Eigenschaften konnen wir jetzt sagen, 

dass für E 2  
A Pol von 57 A iIJ?,, 
B n n 5S'B3JJt,, 
C n n rikA% 

ist. Hieraus folgt, dass 82, der Pol  von A m l  i s t ,  weil 8' ja durch ml 
geht. Ausführlicher dürfen wir sogar sagen: F ü r  Kegelschnitt G2 is t  

!Dl, der Pol von d ~ , y s k , ,  

n, ,, ,, ,, B'~%z%!, 
94 ,, 9 ,  ,, C ~ , X Y ~ ,  

und deshalb 
B der Pol von %R12J12, 
Y 7 ,  r ,  il rn'w3, 

2 ,, 9 ,  7 9  m2m3-  

Folglich sind anch und Gerade #!Dl Pol und Polare. Endlich liisst sich 
schr leicht zeigcn , dass 

T,,=(l,  cZTt,im,) Pol von Z N ,  
y 2 2  7 9  1, 9 N 1 

ist. 2 s 3  9 ,  ,, 
Die Punkte z ,  y, z treten noch in einer andern, fiir uns wichtigen 

Bedeutung auf. Der Kegelschnitt M2, welcher die Seiten von ABC in  P, 
Q und R berührt (1) und auf der Geraden 1 das Punktsystem 

ausschneidet, hat namlich (4) die Geraden t auch zur Tangente und folglich 
das Diagonaldreieck xyz des vollstindigen Vierseits a b c  t zum Poldreieck. 
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48 Der Feuerbach'sche Satz vom ebenen Dreieck. 
_ I I I _ - - - - ^ - ~ ~ ~ ~  XI ---_XI. - 
Weil nun C auf zy gelegen ist, führt die Polare von C für  Na, d. i. die 
Gerade P Q  T,,, durch a  d. h .  a ist der Schnittpunkt von S( 23 und PQ TaS. 

D e r  K e g e l s c h n i t t  M2, w e l c h e r  d i e  S e i t e n  a ,  b u n d  c des  
D r e i e c k s  ABC d e r  R e i h e  n a c h  i n  Pl Q u n d  R b e r l i h r t ,  h a t  xyz 
z u m  P o l d r e i e c k  u n d  e s  i s t  

x = ( B & ,  QRT,,), y = ( % Q ,  PRT, , ) ,  e=(S(B,  PQT,,). 

Zugleich ergiebt sich, dass A und B harmonisch liegen zu R und 

( A B ,  PQ). 
Kehren wir nun zu unserem Kegelschnitte G 2  zurück. Derselbe geht 

durch !Dll und mz. Seine Tangenten in diesen Punkten schneiden sich in a. 
Dic Polare B N  des Punktes TS3 von \;D2,'3Jt, muss dahcr so gelegen sein, dass 

a ( ! J t l ~ , T 3 , N )  =-1 
ist. Projiciren wir diese vier Strahlen auf A B ,  so giebt es zunachst die 
drei Punkte 

A =  ( A B ,  a'3JtlI, R =  ( A B ,  a m , ) ,  (AB,  PQ) = ( A B ,  BT,,).  

Daher ist (AB,  a  N) = R, denn e r  muss der vlerte harmonische Punkt zu 
den drei ersteren sein. 

1 s t  N d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  IZ m i t  d e r  
G e r a d e n  t ,  s o  l i e g e n  j e  i n  e i n e r  G e r a d e n  

B N R ,  y N Q ,  x N  P. 

Da nun Kegelschnitt M2 die Geraden o, b,  c, t berührt und x y a  zum 
Poldreieck hat , so trifft die Polare von k, = ( t  , A B )  ftir M 2 ,  d. i. die 
Gerade xP ,  die Tangente t in ihrem Berührungspunkte mit t, und dieser 
Punkt  ist eben N. Kegelschnitt te und M v h a b e n  also auf der gemein- 
schaftlichen Tangente t aucb den gemeinschaftlichen Berühriingspunkt N. 
Aehnliches gilt für die Kegelschnitte M,2, B122 und M:. Daher des Rcsultat: 

D e r  K e g e l s c h n i t t  Z 2  b e r t i h r t  d i e  v i e r  K e g e l s c h n i t t e  Be, 
BI2, Bz2 u n d  Ha2 d e r  R e i h e  n a c h  i n  d e n  P u n k t e n  N, N, ,  N, u n d  

N,. D i e  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  i n  d i e s e u  P u n k t e n  s i n d  
d i e  G e r a d e n  t ,  t,, t2 u n d  t,. 

B e m e r k u n g .  Nehmen wir als Gerade 1 die unendlich entfernte Ge- 
rade l, iind specialisiren das nach (1) auf ihr angenommene Punktsystem 
SIS,, , S,S,,, S,S,, derart,  dass ein Paar  conjugirter Punkte auf 1,  von je 
swei zueinander rechtwinkligen Richtungen ausgeschnitten werden, so werdeu 
die Kegelschnitte %Tl2, ml2, %Tlz2, 2RJ2 die vier dern Dreiecke SI8 6 ein- 
beschriebenen Kreise, ebenso X2, Ml2, Zz2, M3' die vier dem Dreieck ABC 
einbeschriebenen Kreise; 2IB Q i s t  das Nittendreieck und te der diesem 
Mittendreieck umschriebene oder F e u e  r b e c h'sche Kreis von ABC. Der 
Kegelschnitt S 2  aber wird die Ellipse, welche die Seiten von A B C  in ihren 
Mitten berührt. D i e s e  M i t t e n e l l i p s e  h a t  a l s o  m i t  d e m  F e u e r b a c h -  
s c h e n  K r e i s e  d i e  v i e r  T a n g e n t e n  t g e m e i n s a m ,  v o n  d e n e n  j e d e  
n o c h  e i n e n  d e r  e i n g e s c h r i e b e n e n  K r e i s e  M b e r ü h r t .  

\ 
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Von Dr. R. SLAWYK. 49 
-̂-̂ ^YYY -̂--.--_^_--- -.-I ---.-._ _I----Y-X^^X-- 

5 .  Wir hatten (5) bewiesen, dass die Punkte 

AT'llx, NBy, N a f i  
zu dreien in  einer Geraden liegen. Die Pole dieser drei Geraden für den 
in (6) vielbesprochenen Kegelschnitt CS2 sind beziehungsweise (8 5 ,  !l'Il, Dl,), 
(2l QI %JllW,), (iU 23, %Jll'J7t,). Diese drei Punkte liegen also in einer Ge- 
raden n ,  der Polaren von N fiir E2. Da N auf t gelegen ist und der Pol 
von t für G 2  der Punkt  

W l k l  %7l  m3t) 
ist, so enthiilt n diesen letzteren Punkt. Uebrigens liegt derselbe auf 1. 
da 1 die Polare von N fur Kegelschnitt Q2 i s t ,  und N sich auf t befindet, 
Also schneiden sich die Geraden n und 1 in dern Pole von t für Q2. 

I n  B e z u g  a u f  d e n j e n i g e n  K e g e l s c h n i t t  E2 d e s  K e g e l s c h n i t t -  
b l i s c h e l s  m i t  d e n  G r u n d p u n k t e n  %JI, %RI, !Dl,, m3, f i l r  w e l c h e n  
d i e  G e r a d e  Z u n d  d e r  B e r t i h r u n g s p u n k t  N d e s  K e g e l s c h n i t t e s  
I2 m i t  d e r  G e r a d e n  t P o l a r e  u n d  P o l  s i n d ,  s i n d  

D i e  P u r i k t e  (%B, ~ % R l ~ , ) ,  (YlE, %JI,%X,) u n d  ( B Q ,  Vt2m,) l i e g e n  
in e i n e r  G e r a d e n  n. D i e s e l b e  i s t  d i e  P o l a r e  v o n  N (d. h. d e s  
B e r ü h r u n g s p u n k t e s  v o n  t m i t  K e g e l s c h n i t t  S2) i n  B e z u g  a u f  Q 2 ,  

P u n k t  (2, m) a l s o  d e r  P o l  v o n  t f ü r  d e n s e l b e n  K e g e l s c h n i t t  Q'. 

Es zeigt sich nun ,  dass N und (1, n) conjugirte Punkte für das Büschel 
S12%RI'iUl,~YJ& sind; denn der Pol von E fü r  Q2 ist N. Die Polare von 
(1, n) für Q2 muss 1"d. i. den Polarkegelschnitt von Z für das Btischel 

mm%?, !JI?,) erstens in  diesem Pol N treffen und zweitens in dem zu (1, n) 
conjugirten Punkte in  Bezug auf das Biischel %R!.IR,!lJl,~yZ3. Diese Polare 
ist aber NN und berührt I2 in  N. Daher ist  N in der That der conju- 
girte Punkt  von (1, 42) für  das Büschel %R%JI, 9t22Jt3. 

N e n n e n  w i r  d i e  G e r a d e n  

s o  s i n d  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  v o m  K e g e l s c h n i t t  t h i t  d e n  
G e r a d e n  t ,  t , ,  t,, t,, n a m l i c h  

N c o n j u g i r t  z u  ( 1 ,  n ) ,  

NI 11 i r  ( I r  ml), 
N, I l  ,, ( i I%)l  
N, 9 1  7 1  (1, m3), 

Zeitsclirift f. Mathsmntik o. l'hgrik XXXY, 1. 
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---- ,---A" ---car ---.-----.---. 

i n  B e z u g  a u f  d a s  K e g e l s c h n i t t b i i s c h e l  m i t  d e n  G r u n d p u n k t e n  

ml ml, me, ms. 
E b e n s o  s i n d  v o n  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e n  d e s  K e g e l s c h n i t -  

t e s  S % i t  d e r s e l b e n  G e r a d e n  
N c o n j u g i r t  z u  ( d ,  n ) ,  

.v, 1, r i  (1 ,  6 r 

N2 I I  r i  ( 1 ,  4 , 
N3 > 7 r ,  ( A i  ng) 

i n  B e z u g  a u f  d a s s e l b e  K e g e l s c h n i t t b t i s c h e  1. 

8. Aus den vorhergehenden Satzen ergeben sich viele Constructionen 
sowohl der Berührungspunkte N und N, als auch der gcmeinsamen Tan- 
genten t de r  Kegelschnitte Se und 12, von denen wir mit, Urngehung der 
bekannten nur  einige hervorheben wollen. 

E r s t e  C o n s t r u c t i o n .  N a c h  d e n  A n g a b e n  v o n  (1) c o n s t r u i r e  
m a n  d i e  P u n k t e  S  u n d  M. D i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  L i n i e  S N  m i t  
d e n  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  A B C  s e i e n  

( a , S M ) = i , ,  ( b , S M ) = i , ,  ( c ,  S M ) = i , .  

D a r a u f  c o n s t r u i r e  m a n  d i e  P u n k t e  k  n a c h  d e n  B e d i n g u n g e n  

(S3Qi3k,)=-1,  (S,BGk,)=-1,  (S l%ilk , )=-1.  

D i e  d r e i  P u n k t e  k , ,  k,, 7c, l i e g e n  i n  e i n e r  G e r a d e n  t ,  w e l c h e  
d i e  K e g e l s c h n i t t e  I2 u n d  M - e r ü h r t  (4). 

Eesonders einfach wird diesc Construction in dem Falle, welcher in der 
Bemerkung (6) besprochen ist. Denn es wird alsdann 

i , % = X k , ,  i2!ü=%k,, i ,Q=Ok3 .  

Z w e i t e  C o n s t r u c t i o n .  N a c h  d e n  A n g a b e n  v o n  ( 1 )  c o n -  
~ t r u i r e  m a n  d i e  P u n k t e  S  u n d  m. L i n i e  SYX s c l i n e i d e t  d i e  
S e i t e n  v o n  %9& i n  d e n  P u n k t e n  

(Xt3 ,S%Tt)=z,  ('ULS,S9t)=y, (%Q,S111t)=x. 
W i r  e r h a l t e n  d a n n  d i e  S c h n i t t p u n k t e  

k,=(zy ,  A B ) ,  k ,=(xc ,  A C ) ,  k ,=iys l  BC)  
u n d  d a r a u s  

t = k,k,k3. 
Es  ergiebt eich dies aus (5). 

D r i t t e  C o n s t r u c t i o n .  M a n  c o n s t , r u i r e  d i e  B e r ü h r u n g s -  
p u n k t e  Pr Q u n d  R d e s  K e g e l s c h n i t t e s  M 2  m i t  d e n  S e i t e n  d e s  
D r e i e c k s  ABC u n d  e n t w e d e r  w i e  v o r h i n ,  o d e r  n a c h  d e n  B e -  
d i n g u n g e n  

2 = ( % C S ,  OR), y=(X(s; ,  P R ) ,  s=(%B,  P Q )  

d i e  P u n k t , e  x ,  y u n d  e. A l s d a n n  e r g i e b t  s i c h  N a l s  S c h n i t t  
p u n k t  d e r  L i n i e n  Pz, Qy u n d  Rz, f e r n e r  N a l s  S c h n i t t p u n k t  v o n  
'Us, B y  u n d  62. D a r a u s  f o l g t  

NN = t. 
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V i e r t e  C o n s t r u c t i o n .  N a c h  d e n  A n g a b e n  i n  (1) c o n s t r u i r e  
m a n  d i e  P u n k t e  %JiTt,, 9X2, !Dl,, %il u n d  d i e  L i n i e  

= (3 9, a, in2) (2 c, rn,m3) PB 6, m2m3). 
H i e r a i i f  v e r h i n d e  m a n  d e n  S c h n i t t p u n k t  ( 1 ,  f i )  m i t  d e n  P i i n k t e n  
2, 23 u n d  Q u n d  c o n s t r u i r e  z u  d i e s e n  V c r b i n d u n g s l i n i e n  d e n  
v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  S t r a h l  i n  B e z u g  a u f  d a s  j e d e s m a l i g e  
S e i t e n p a a r  d e s  v o l l s t i i n d i g e n  V i e r e c k s  ~%RYJ,YX2~2JlJ7,. D i e s e  d r e i  
v i e r t e n  l i a r m o n i u c h e n  S t r a h l e n  s c h n e i d e n  s i c h  i n  N, d e m  B e -  
r ü h r u n g s p u n k t e  v o n  I2 u n d  M2. 

Diese aus (7)  sich ergehende Construction von N wird sehr einfach, 
wenn wir die Specialisiriingen der Bemerkung in (6) eintreten lassen. Dann 
werden die Stralilen aus 3. 3 und & uaeh ( 1 ,  m )  zu f i  parallel. Es wird 
ferner z. B. IUilJIi!?i, auf 21i!?i,9X3 senkrecht stehen und deshalb der von 
den Schenkeln 2I N und 3 (1, la) gebildete Winkel von einer der obigeu , auf- 
einander seukrechten Linien halbirt. 
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1. Ueber eine Invar ian te  der l inearen Differentialgleichnng 
zweiter Ordnnng. 

6 1- 
Transformirt man die lineare Differentialgleichung 

durch die Substitution : 

so erhalt man: 

oder abgekürzt geschrieben: 

4) 
de  z d a  

Pl dT2+ QI-+ d x R , z = ~ .  

Bildet man nun den Ausdruck 

5) 

so ist derselbe identisch gleich 
' 

Q 2 q," ' R - 2 ( T + F . F + l > ) '  
d. i.: 

cp' 0 Q q," Q q~' 2R 
+2($)Ot  Lpfi(,) 

-2 - -2 -  - - - 1  

9 <P P 9  P 
d. i.: 

6 )  
a Q 2 R  

G ( P ) + 2 ( % )  - '7 ; -  

Durch Vergleichung von 5) und 6j  ersieht man,  dass der Ausdriick 
6) eine Invariante der Gleichnng 1) mit Bezug auf alle Transformationen 
von der Form 2) ist. 

8 2. 
Alle Transformirten, welche mit Hilfe einer Substitution von der Foriri 

2) aus der Gleichung 1) abgeleitet werden konnen, haben dieselbe Inva- 
riante J, wie die Rechnung 5) bis 6) zaigt. 
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Hat man umgekehrt eine zweite Gleichung 

deren Invariante J gleich der Invariante von Gleichung 1) kt ,  d. h.: Be- 
steht die Beziehung 

a q 2~=d(E)+t(CL)'-2;, 
p d z  P ') d x g  

so Iasst sich die Gleichung 7 )  mit Kilfe einer Substitution von der Form 
2) und zwar durch die Substitution 

aus der Gleichung 1) ableiten. Setzt man namlich diese letzteren Ausdrücke 
in Gleichung 1) ein und lisst den alleu Gliedern gemeinsamen Factor 

kJ(; - $1 da? 
e for t ,  so erhalt man : 

Multiplicirt man die ganze Gleichung mit p/P, so hat man: 

Mit Rücksicht auf 8) ist der Factor von z gleich r ,  und die Gleichung 
11) laiitet: 

Durch die Substitution 9) isb daher die Gleichung 7)  aus der Gleichung 
1 ) abgeleitet worden. 

§ 3- 
So haben z. B. dio beiden Differentialgleichungen 

dieselbe Invariante 

13) 
+z2+(1-a)z++a2- i  , 

J =  
xe 
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Nach 5 2 Gleichung 9) kann daher die Gleichung 1 2 b )  aus 128) durch 
die Substitution 

;J(* - k$f2) = 
14) y = z e  2 , d. i. y = z . s a  

abgeleitet werden. Setzt man diesen Werth ftir y in 1 2 a )  ein, so erhalt 
man thatsiichlich die Gleichung l2b) .  

Die Gesammtheit aller Differentialgleichungen, welche ein und dieselbe 
Invariante J haben, k6nnte man eine Gruppe nennen. Die Gleichungen 
einer Gruppe k6nnen dann nach 5 2 durch eine Substitution von der Form 9) 
auseinander abgeleitet werden. Kennt man daher das Integral einer solchen 
Gleichung, so ist damit auch das Integral einer jeden Gleichung, welche 
zu derselben Gruppe gehort, mit bekannt. 

S o  geh6ren z. B. die beiden Gleichungen 1 2 s )  und 1 2 b )  derselben 
Gruppe a n ,  weil beide die Invariante 13) besitzen. Das Integral von 12 a) 
ist nun bekannt: 

15) y = ~ ~ J e - l e ~ d z +  c,. 
Da nun 1 2 b )  durch die Substitution 14) aus l 2 a )  abgeleitet werden kann, 
so ist dm Integral von 1 2  b) 

Die Invariante der Gleichung d2y/dx" 0 ist gleich Null. Alle Dif- 
ferentialgleichungen , deren Invariante gleich Null is t ,  sind daher integrabel, 
denn nach 5 2 lassen sich alle diese Gleichungen aus der Gleichung d2 y/d$ = 0 
ableiten. 

E s  dlirfte sich soniit empfehlen, die liuearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung nach ihren Invarianten zu gruppiren und eiiie Invarianten- 
tafel ftir alle Gleichungen aufiustellen, deren Integration bekannt ist. Hat 
man d a m  eine gegebene Gleichung zu untersuchen, so bildet man nur ihre 
Invariante. Bus der Invariantentafel ersieht man d a m ,  ob und wie die 
betreffende Gleichung integrirt werden kann. 

8 4. 
Obige Theorie ist  insofern von einer gewissen Redeutung, als durch 

die Integration einer Gleichung gleichzeitig die Integration einer ganzen 
Gruppe von Gleichungen mit bekannt wird. 

Durch eine Substitution x = f ( & )  wird die Invrtriante J der Gleichung 
1) geandert. Durch eine solche Substitution k6nnen daher aus Gleichung 
1) neue Gleichungen abgeleitet werden, welche verschiedenen Gruppen an- 
gehoren. Die Integration aller dieser Gruppen ist bekannt, wenn man die 
ursprüngliche Gleichung integriren kann. - 
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Die Gleichung 

ist nun ftlr alle moglichen P und Q integrabel. Ihre  Invariante ist: 

Sei nun die Invariante einer zu untersuchenden Gleichung G gleich 
F ( x ) ,  so konnte man sich die Aufgabe stellen, Q und P so zu bestimmen, 
dass die Gleichung 17) dieselbe Invariante hat ,  wie die Gleichung G ,  dsss 
also : 

19) 

Durch Losung letzteren Problerns ist  dann die Integration von G auf 
die Integralion der integrabeln Gleichung 17) zuriickgefuhrt. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich a n  jede integrable Gleichung an- 
kniipfen. 

Auch Transformat,ionsprobleme lassen sich mit Hilfe obiger Grund- 
gedanken leicht losen. 

Stellen wir uns z. B. die Aufgabe, eine Sub~ti tut ion y =  z . f ( x )  zu 
suchen, durch welche die Gleichung 

d2 Y d Y x -  + ( a + b + x ) - - + a y = O  
d x s  d x 

in die hhnliche Gleichung 

21) 
de 8 d z 

x - + ( A + B + x ) - + A z = O  
d x2 d x  

ilbergefiihrt wird. 
Die Invariante der Gleichung 20) k t :  

Die Invariante von 21) ditgegen: 

Da Gleichung 21) durch eine Substitution y = a .  f jx) aus 20) abgeleitet 
werden 6011, so miissen die I n v ~ r i a n t e n  J ,  und J ,  einander gleich sein. E s  
muss also sein: 

B - A = b - a ,  ]L(B+A) ' -R-A=+jb+a)"bbaa ,  
also : 

24) A = l - b ,  B = l - a .  
Die Gleichung 

23) 
d" d z  

x + - ( : l - a ) + ( l - b ) + x ) + ( l - b ) s = O  
as2 dx 

hat daher dieselbe Invariante wie Gleichung 20) und kanu nach 9 2 G1. 9) 
durch die Substitution 
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aus der Gleichung 20) abgeleitet werden. - Die von uns gesuchte Substi- 
tution ist also: y = E . X ~ - ~ - ~ .  

Obige Invarianteneigcnschaft gcstattet daher eine ganzo R e i h ~  von Nutz- 
anwendungen. 

A d o m l a u k e n .  DIETRICRKEIT, 
Canil. d. I i i i l i .  Schulamtf. 

II. Ueber einige Verallgemeinernngen der  Leibniz'schen Differen- 
tiationsformel u n d  des polynomischen Lehrsatzes. 

I n  einer kurzen Mittheilung, welche im 1. Bsnde von C r  e I l  e 's Journal 
abgedruckt ist ," hat  A b e  1 eine Verallgemeinerung des binomischen Lehr- 
satzcs gegeben, die sich mit etwas abgetinderter Bezeichnung durch die fol- 
gende Formel darstellen laset: 

Hier bedeuten a ,  a,, a, beliebige Grossen, n eiue positive ganze Zahl und 
dio Summation erstreckt sich auf alle Paare nicht negativer ganzer Zahlen 
r, s, welche der Bedingiing r + s = .n genügen. Setzt man in dieser Formel 
a = O, so geht dieselbe in die binomische Formel über. 

Die Abel 'sche Identitat 1) ist nun ein specieller Fa11 einer allgernei- 
neren Formel, welchc ich in den folgenden Zeilen in  Verbindung mit einigen 
anderen Relationen entwickeln will. Um den Gedankengang, welchen ich 
hierbei befolge, deutlich hervortreten zu lassen, gebe ich zuniichst einen 
Beweis der bekannten L e i  b n i z'schen Differentiationsforniel. 

Es  seien f, ( x ) ,  f,(x), ..., f k ( x )  differentiirbare, übrigens beliebige 
Functionen von x; ferner bezeichne f ( x )  das Product dieser k Functionen. 
Entwickelt man dann die beiden Seiten der Identitat 

Durch Vergleich der Coefficienten von tn auf der linken und rechten Seite 

wobei sich die Surnniatioii aiif alle Systeme nicht negativer ganzer Zahlcn 
r , ,  r , ,  . . ., r k  erstreckt, welche der Bedingung r, + r,  + . . - + rk = n ge- 
n ügen. - - -- 

* Siehe auch A b e l ,  Oeuvres complètes, nouvelle édition, Ud. 1 S. 10-2. 
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Dieser Beweis der L e i  b n i  z 'schen Differentiationsformel 2) setzt offen- 
bar die Convergenz der benutzten unendlichen Reihen voraus. Indessen 
kanu man, ohne den Beweis wesentlich zu modificiren, die endliche T a y -  
lor'sche Reihe (mit Restglied) a n  Stelle der unendlichen setzen. Man sieht 
also, dass die Formel 2 )  unabhangig von der Convergenz jener Reihen gilt. 

Eine entsprechende Bemerkung ist im Folgenden überall da zu ergan- 
zen, wo bei den Bewciscn unendliche Reihen als Hilfsmittel benutzt wcrdcn. 

Ich wiederhole nun die zum Beweise der Formel 2) angestellte Be- 
trachtung , nur dass ich dabei an Stelle der T a y  l o  r'schen die L a g r a n g e  - 
sche Reihe seize. Bedeuten 3' und <p Functionen einer Veranderlichen, so 
gilt die Entwickelung : 

d e r  der Voraussetzung, dass s als Function von t und x durch die 
Gleichung - 

4) r = x + t  q ( z )  

erklart ist. Hierbei ist xn bemerken, dass das Zeichen d" -' P'(4 (9 (x))"l 
dxn-l 

für den Eall n = O die Bedeutung F ( x ) ,  für den Fa11 n = 1 die Bedeutung 
F'(sj cp ( x )  besitzt. 

Neben der eigentlichen L a g r  a n g  e'schen Reihe 3) verwende ich noch 
die folgenden Rntwickelungen, welche sich leicht mit Hilfe von 3) ergeben: 

Hier bedeutet in der letzten Gleichung A eine positive ganxe Zahl, welche 
grosser als 1 ist,  und die innere Summation auf der rechten Seite erstreckt 
sich auf alle Paare nicht negativer ganzer Zahlen r ,  s ,  welche der Beding- 
ung 7 + s = va genügen. 

Wir betrachten nun k beliebige Functionen f, ( x )  , f, ( x )  , . . . , f k  ( x )  und 
bezeichnen das Product derselben mit f(x). Ersetzen wir d a m  in der Iden- 
titat 

jedes einzelne Glied durch die bezügliche Reihenentwickelung 3) ,  5), 6) 
und vergleichen in der so entstehenden Gleichung die beiderseits auftreten- 
den Coefficienten von tn, so erhalten wir unmittelbar don folgenden Satz, 
in welchcm wir nur  die Falle i = O, i = 1 und i = k besonders hervorheben: 

, , B e d e u t e n  f i ,  f 2 ,  ..., f k l  q~ i r g e n d  k + l  d i f f e r e n t i i r b a r e  
F u n c t i o n e n  e i n e r  V e r a n d e r l i c h e n  z u n d  b e z e i c h n e t  m a n  z u r  
d b k i i r z u n g  da s  P r o d u c t  f i f 4  ... fk m i t  f ,  6 0  g e l t e n  d i e  F o r m e l n :  
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D a b e i  e r s t r e c k e n  s i c h  d i e  S u m m e n  r e c h t e r  H a n d  a u f  a l l e  S y -  
s t e m e  n i c h t  n e g a t i v e r  g a n z e r  Z a h l e n  r , ,  r, ,  ..., r i ,  w e l c h e  der 
B e d i n g u n g  r , + r , + . . . + r k = n  g e n ü g e n .  D i e  S u m m e  a u f  der 
l i n k e n  S e i t e  d e r  F o r m e l  I I I )  e r s t r e c k t  s i c h  a u f  a l l e  P a a r e  n ich t  
n e g a t i v e r  g a n z e r  Z a h l e n  r ,  s ,  w e l c h e  d e r  B e d i n g i i n g  r + s = n  
g e n ü g e n .  

Die Formeln 1 ) ,  II), I I I )  reduciren sich fiir cp = 1 sammtlich ~ u f  die 
L e i b  niz'sche Formel 2). 

Setzen wir in unseren Formeln 

fi (2) =  en^ f2 (x) = en. I ,  . . . , fk  (x) = euh ", rp ( x )  = eaZ, 
wo a ,  a , ,  a , ,  .. ., ak beliebige Grossen bedeuten, so gelangen wir ~ o f o r t  
zu folgendem Satze: 

B e z e i c h n e n  a ,  a , ,  u2,  ..., ak i r g e n d  k + l  G r o s s e u ,  s o  g e l t e n  
d i e  n a c h s t e h e n d e n  F o r m e l n :  

1') (a ,  + a, + - m . +  aa) (a ,  + a ,  + + ak + 
n.! - - a , a , . . .  a k z  ( a ,  + r ,  a)'l-' (a ,  + ~ , a ) ~ * - ' . . .  (ak+rka)'k-', 

r l ! r2! .m. rk!  
I I ' )  ( a , + a , + . - . +  ak+na)" 

n !  
(a ,  + r,  a)'~ (a, + r ,  a ) r ~ - l  . . . (ak + 7 k  a)' '-  ', 

I I I ' )  

D i e  S u m m a t i o n s b u c h s t a b e n  r , ,  r , ,  ..., i r k ,  r, s d u r c h l a u f e n  h i e r  
d i e s e l b e n  W e r t h s y s t e m e ,  w i e  i n  d e n  F o r m e l n  d e s  v o r h e r g e h c n -  
d e n  S a t z e s .  

Die Formeln I f ) ,  I I ' ) ,  I I I ' )  reduciren sich für  a =  O sammtlich auf 
die Polynomialformel. Die Formel II') geht im Falle k = 2 in die eiiigangs- 
erwahnte A b  el'sche Formel über. 

K o n i g s b e r g  i. P r . ,  den 25. October 1889. A. HURWITZ. 
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ZU Eine Constrnction für  dae Chaslea'sche Problem der Projectivitat. 

Das alte Problem von C h  a s  l e s  : 
,Es sind in der Ebene ftînf Punkte 

a ,  b ,  c, b ,  e 
(von denen keine drei aiif einer Geraden liegen) und ausserdeni ftinf 
Punkte einer Geraden 1 

1 (a', b', c', b', e') 

gegeben; man sol1 denjenigen Punkt  O in der Ebene construiren, für 
welchen die Projectivitit 

D ( a b c b ~ )  X Z(a'b'c'ble') 

des Strahlbtischels mit der gegebenen Punktreihe erfüllt wirdU, 

hat bisher nur eine Losung erfahren (Ch a s  1 e s  , Comptes rendus, 30. Mai 
1853; C r e m o n n ,  Curve piane, art.  62), die zwar leicht iu Worten aus- 
zusprechen i s t ,  deren wirkliche Ausftihrung aber sehr weitllufig wird. E s  
wird n a d i c h  durch a der Strahl 1 a t  l construirt, für welchen 

a ( t r i c b e )  z l(a'b'c'bf) 

ist ,  und ein Kegelschnitt 8"' bestimmt, welcher durch a 6  c b  geht und in 
a die Tangente 1 a t  1 hat;  sodann x i rd  durch a ein Strahl ( a t ,  1 conutruirt, 
for welchen 

Q (t, b ce) f i  1 (a' b'c'e') 

ist, und ein Kegelschnitt R,[2) bestimmt, welcher durch a b c e  geht und in 
a die Tangente l a  t, 1 hat ;  die beiden Kegelschnitte ,QI2) und Sy,(2J,  welche 
die drei gerneinschaftlichen Punkte a ,  b, c haben, besitzen noch einen vier- 
ten gemeinschaftlichen Punkt ,  welcher der gesuchte Punkt O k t .  

Will man nun alle einzelnen vorgeschriebenen Constrùctionen wirklich 
ausfrihren, so bedarf es dazu vieler Hilfslinien, welche die Ausftihrung 
schwerfàllig und weitlliufig machen. Ich m6chte daher in  den folgenden 
Zeilen eine f e r  t i g e  Construction geben, die nattirlich auf demselben Prin- 
cip beruht, aber die Ansfiihrung der zu leistenden Hilfvconstructionen selhst 
enthalt. 

Man bestimme die Schnittpunkte 

(b b', cc') = a", (c c', a a') = b", (a a', b b') = c"; 
(at'd, b c) = a, , (b" b', c a) = b, , (E'c', ab) = c3 ; 
(ar' b', b C )  = bl , (b" br, c a) = bs , (E.' b', ab) = b3; 
(a"(, b c) = e, , (b"e', c a) = e,  , (Ce', ab) = e3. 

Dann hrtt man offenbar auf den Tragern 

l b ~ l ,  Ical ,  IabI 
drei Punktreihen, namlich 

/bcl(a,bcb,c,),  l c a l ( a b 2 c b a e d ,  labI(abc,b,%), 
die mit dor gegebenen Punktreihe 

2 (a' b'c' b'e') 
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project.iv sind, weil sie mit ihr perspectiv liegen rückçichtlich der Projec. 
tionscciitra a", b", c". Bestimmt man nun die Schnittpunkte 

l a a , ,  bb,) =%, (aa,, ec,)='ZL,, 
( b b , , b b , ) = B ,  ( b b , , e ~ , ) = B , ,  
(cc3 ,bb , )=E,  ( c c 3 , e e 3 ) = ( 5 1 ,  

so werden die drei Strahlbüschel 
%(abcb) ,  B ( a b c b ) ,  (S(a5cb) 

mit der Puuktreihe Z(a'b'c'b3 projectiv sein, weil sie mit den Punktreihen 
auf 1 b cl, 1 c a  1, 1 a b  perspectiv liegen, also sind sie auch unter sich pro- 
jectiv und erzeugen einen Kegelschnitt 

R ( 2 J = [ a b c b Z B 6 ] ,  

von dem wir also sieben Punkte erhalten. Andererseits werden auch die drei 
Strahlbüschel 

g ,(abce) ,  !&(abce), &,(abce) 

mit der Puuktreihe 1 (a'b'c'é) projectiv sein, weil sie mit den Punktreihen 
auf 1 b c 1, 1 c a 1, 1 a b  1 perspectiv liegen, also sind sie auch unter sich pro- 
jectiv und erzeugen einen Kegelschnitt 

= [ab c e Xl B, El] , 
von dem wir sieben Punkte kennen. 

Die beiden Kegelschnitte und haben drei gemeinschaftliche 
Punkte a ,  6, c; der vierte gemeinschaftliche Punkt  derselben besitzt offen- 
bar die von dem gesuchten Punkte O verlangte Eigenschaft. 

Nun liegen aber anf einer Geraden je drei Punkte 

l a X ' l l , l = a ,  ( b B B , 1 =  b ,  I C ( S & ~ ~  = c g  
wie unsere Construction zeigt. 

Uetrachten wir nun die drei Kegelschnitte 

R(2), und [ab] , 
von denen der letztere ein Linienpaar i s t ,  so haben dieselben eine gemein- 
schaftliche Secante 1 a b  1, folglich je zwei derselben noch eine gemeinschaft- 
liche Secante, und diese drei übrigen gemeinschaftlichen Secanten schneiden 
sich nach einem bekannten Satze der Kegelschnittstheorie in  einem Punkte; 
von dieseri sind zwei, 1 8 23 1 und 1 al B,I, zwei Secanten; die dritte, welche 
durch c und den vierten gemeinschaftlichen Punkt  der Kegelschnitte If'(2) und 
RIf2)  hindurchgeht, miiss sich also mit den beiden vorigen in einem und 
demselben Punkte sclineiden; d. h.: Bestimmen wir die Schnitt,punkte 

, B , =  ( ~ X , ~ ~ X ~ ) = B , ,  ( ' Z L B , I U ~ ~ , ) = G ~ ,  
so schneiden sich die drei Verbindungslinien 

la9411 IbB2ll Ic'J2l 
in dem gesuchten Punkte O, wodurch dieser schon mehr als bestimmt ist. 

Hierdurch ergiebt sich also nicht allein die fertige Construction des 
gesuchten Punktcs O, sondera zugleich eine Controle für die Ermitteluag 
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desselben, da wir d r e i gerade Linien erhalten, die durch ihn gehen mtissen, 
oder auch ein geometrischer Satz, au€ den wir hier nicht weiter eingehen 
wollen. 

Die Construction ist also folgende: 
Gegeben 

a b c b e ,  1(afb'c'b'e'); 

( b  b', cc') = a", (cc', a a') = b", (a a', b b')  = c"; 
(a"an. b c) = a,, (b" b', c a) = Li,,  (c"c', ab)  = c,, 
(a"b ' ,bc)=b, ,  (br 'b' ,ca)=b,,  (c"bP,ab)-b, ,  
(a"~', b c) = e, , (bl'e', c a) = e, , ( ~ " e ' ,  a b) = e,; 

(au,, bb,)=%, (na,, ee,)='I I , ,  
(bb,, b b , ) = B ,  (bb,,  e e , ) = B l ,  
(cc3, b E J = Q ,  (cc3, e c 3 ) =  Ci1; 

(B El BI El) = %, 
(w cs,w = 23,, 
WB1 %W= 6 2 ;  

( l a %  1b%1 IcE*I)=Q. 

B r e s l a u ,  don 25. October 1889. H. SCHROETER. 

IV. Ueber die  Configuration, welche dnrch  die Aehnlichkeitspnnkte 
und Aehnlichkeitsgeraden von n Kreisen der  Ebene gebildet wird. 

1. Bezeiehnet man durch i k  den Buseeren, durch (i,k) den inncren 
Aehnlichkeitspunkt der Kreise i l  k ;  durch i k l  die Axe, welche die Punkte 
ik, i l ,  kl, durch ik(1) die Axe, welche die Puukte i k ,  ( i l ) ,  (kl) tragt, 
so erhiilt man ftir lz Kreise , deren Mittelpunkte 1, 2, 3,  . . ., n genannt 

werden, ($) Punkte i k ,  ( )  Punkte ( ik) ,  (8) Gcrado i k l  und 3 ( 3 )  
Gerade i k (1) , welche die Elemente einer Configuration 

2. Diese Configuration kann unabhangig von jenen Kreisen construirt 
werden. Tragen .n - 1 durch den Punkt  1 laufende Gerade bez. die 

Punktepaare 1 i ,  (1 i), wo i = 2  bis PZ,, und bestimmt man für jedes v d l -  
standige Viereck 1 i, (1 i) , 1 k ,  (1 k) die beiden fehlenden Nebenecken 
-- - - - -- - - 

i k ~ ( l i ,  l k ;  ( l i ) ,  (lk)) und ( i k ) ~ ( ï i ,  (lk); ( l i ) ,  l k ) ,  

so liegen diese 2 (n 2 l) neuen Punkte eu dreien auf 4 (" 3 ') neuen 

Geraden , welche die Perspectivitiitsaxen der 4 (11 3 l) in Bezug au l  das 

* Uebcr den Zusammeuhang der rin mit den Bandmechanismen vergl. Dr. L. 
Burmester 's  Kinematik, Bd. 1 S. 552. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Centrum 1 perspectivisch belegenen Dreieckspaare sind. Jene neoen Punkte 
und Gcraden bilden eine Configuration G , , - , .  welche die Punkte l i ,  (li) 
und deren Verhindungslinien LU einer G, ergbnzt. 

Diese G, hat nicht nur  dieselbe Bezeichnung wie die Configuration 
der Aehnlichkeitselemente , sondern, wie diese, ausser 1 noch n - 1 weitere 

(12 - 1) - fache Diagonalschnittpunkte. Die Diagonale 1 i l  (1 z) wird diirch 

die Diagonale i  k ,  (ik) geschnitten in einem Punkte i ,  der von 1 harmonisch 
getrennt ist durch die Punkte l i  und (1 i ) ;  durch jenen Punkt  i gehen 

daher siimmtliche Diagonalen ik, (ik). 
Die genannte Configuration kann aber auch stets als Configuration 

von Aehnlichkeitselenienten betrachtet werden; die Punkte 1 ,  2 bis PZ sind 
dann die Centra von n Kreisen, fur deren Radien die Gleichung r , : r ,  
-- 

= l , l i : i , l i  gilt. 
3. Die Configuration G, ist identisch mit der (12,, 16,) A ,  welche 

ich Acta lllathematica 12 einer eingehenden Betrachtung unterzogen 
habe; dort babe ich gezeigt, dass diese Configuration zwolf dreifache Dia- 
gonalschnitte besitzt, welche einer zweiten G ,  angehoren. Fflr jede der 

( 4 )  in  6. enthaltenen a, liegen vier Disgonalschnitte in  (n- 1)-fachen 

Diagonalschnitten der G,; susser diesen besitzt G ,  demnach noch 8 
dreifache Diagonalschnitte. 

k) 
4. Wie ich in der citirten Arbeit bewiesen, sind die zwolf Punkte 

einer G, stete mit einer xweitheiligen Curve 3tnr Ordnung incident. Die 

a(;) Punkte der 6 ,  bilden demnach mit c) cubischen Curven eine Con- 

figuration (2 (;) (, ; 21 > 6) ,J . 
. . 

5. Bus der obigen Construction des G, ergiebt sich ftir ihre Constan. 
tenzahl 312- 1; für gerade s ist diese Anzahl ungemde und die Con- 
figuration kann unzweideutig bestimmt werden durch + (312- 2) beliebige 
Punkte und einen Punkt, der mit zweien dieser Punkte dlineirt  ist;  fur un- 
gerade n ergiebt sich eine eindeutige Construction eus 4 (3n- 1) unab- 
hangigen Punkten. I n  Uebereiristimmung mit Herrn B u r  m e s  t e r bezeichne 
ich solche Gruppen, welche die kleinste Aneahl von Punkten enthalten, 
aus denen die Configuration sich darstellen Iasst , als eine C o n  s t e l  l a  t i O n. 
(Vgl. Dr. L. B u r m e  s t e r ,  ,, Ueber die morneniane Rewegung ebener kinema- 
tischer Ketten", Civilingenieur XXVI,  1880.) 

Die Configuration ci, besitzt z. B. die sechspunktige Constellation: 

12, 13, 23, (13) ,  14, (14);  

denn die Geraden 13, (13) und 14, (14) bestimmen den Punkt 1, und 
-- 

die Gerade (13), 23 schneidet aus der Geraden 1 ,  12 den sechsten mit 
1 verbundenen Punkt (12) heraus. 
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Für (i5 ergiebt sich die aus sieben unabhangigen Punkten bestehende 
Constellatation : 

1 2 ,  (12) ,  13, (131, 14, (15). 45. 
Durch Fortset.~iing dieser Retrachtnng ergiebt sich: 
Dio Configuration G?,, ist eindeutig bestimmf durch die Constellation 

Die Coiifiguration c i z r + i  besitzt die Constellation 

1 . 2 i  1 . 2 ~  

einer G ,  angehorige Vierseite. 
7 .  Jede in G~ befindliche kann betrachtet werden als die gemein- 

schaftliche Restfigur der beiden Punkte,  welche durch die beiden nicht in 
jener 6.- 2 vorkommenden Zahlen dargestellt werden. 

8. Die Punkte i k  und die Geraden ikl bilden innerhalb der o, eine 
Configuration n,. (Vergl. meine Arbeit ,, Ueher polyedrale Configurationen ", 
Math. Annalen XXXIV.) Ausserdem enthtilt 6. noch alle z,~, deren Be- 
zeichnung aus der Bezeichnung jener n, hervorgeht, falls eine oder mehrere 
der Geraden 12i durch eine bez. mehrere Gerade 12 (i) ersetzt werden, 
wobei natürlich auch die Zeichen der übrigen Elemente wo n6thig in  
Uebereinstimmung mit der für <in angenommenen Bezeichnung abgeandert 
werden müssen. E s  zeigt sich nun ,  dass G, im Cranzen 2"-l Configura- 

tiouen n, , allgemein . 2 p  - l Configurationen z, enthiilt. (3 
Auu einer n, lasst sich mit Hilfe von zwei willkürlichen, mit einem 

Punkte jener Coufiguration allinoirten Punkten eino a, hersbllen. 

9. Entfernt man aus <izp die Punkte 

12, 34, 56, . . . ,  2 i - 1 . 2 i ,  ..., 2p-1.2p,  
(12), (341, (561, . . . ,  ( 2 i - 1 . 2 9 ,  . . . ,  ( 2 p - 1 . 2 ~ )  

nebst den ntrch ihnen zielenden Configurationsgeraden, so ertibrigt eine 
Configuration 

10. Werden aus einer c i n p  die p ,,zahlenfremdenn un fortgelassen, so 
entsteht eine Configuration 
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11. Es  bedeute (1 234) die mit Hilfe dieser vier Zahlen dargestellte 

6,. Wenn nun w - 1 oder 4 (mod 12), so lassen sich die Zahlen von 
1 bis R in Quadrupel anordnen von denen keine zwei mehr als eine Zahl 
gemein haben, wonach die durch jene Quadrupel bezeichneten vollstandig 
getrennt liegen. (Ein Verfahren zur Herstellung solcher Tabellen findet 
man Math. Ann. 1. c. S. 240). Hieraus schliesst man: 

12. Durch Entfernung sammtlicher Geraden einer Gruppe von * T m ( n .  -1) 
gegenseitig getrennten ci4 erhtilt man aus ci,, wo n c 1 oder 4 (modl2) 
sein muss , eine Configuration 

(2 (i)2,n-4) , 4 G) (n - 415)- 

13. Liisst man aus jeder dieser G, nur ein Hauptvierseit (vier getrennte 
Gerade) for t ,  so ergiebt sich eine Configuration: 

14. Werden von der obenerwahnten, aus cubischen Curven eusammen- 
geset,ztcn Configuration die um jone h m  (R- 1) getrennto beschriebone, 
zweitheilige, C, ausgeschieden, so entsteht eine cubische Configuration 

Allgemein gilt der Satz: 
15. Wenn n - 1 ein Vielfaches von p - 1 und zugleich lz ( f i  - 1) durch 

p (p - 1) theilbar ist ,  gestattet G, die Aufstellung von ,,Haiipt- a, - Gruppenu, 
d. h. Gruppen gcgcnseitig gctrennter Configurationen G ~ ,  welche xusammen 
s%mmtliche Punkte der G, enthalten. Durch Entfernung der Configiirations- 
geraden aus alleu up einer solchen üruppe erhalt man eine Configuration 

F ü r  die reciproke Figur der G ,  ergiebt sich somit: 

17. D i  4 ( )  Ponkte der Configuration 6" 
(4 (y); 2 (;) 2171-2) ) 

Kegelschnitten eine Configuration (' (;)fi(n-3)9 l6 [il) ' 

16. In  (1234) bilden die Geraden 

12(3) 112(4) 

K a u i p e n ,  8. October 1889. JAN DE VRIES, 

14 (2) 
13  (4) 

j14 (3) 
13(2)  

die Reattigur der 234. Betrachtet man sie als Seilen des Sechsecks 12, 
(2 4) ,  (1 2), 1 3, (34) ,  (1 3),  so erhellt, dass die Hauptdiagonalen 1 2 ,  13, 

(24) (34), (1 2) (1 3) nach 2 3  zielen. D. h.: jene sechs Geraden umhüllen 
einen Kegelschnitt C Z ;  die 16 Geraden der ci4 bilden dernnach mit  16 C2 
eine Configuration 16,. Die reciproke Figur u4 der Configuration G, liefert 
daher eine aus 16 Punkten und 16 CI, zusainmengesatzte Configuration 16,. 
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IV. 

Ueber die Bewegung eines starren ebenen Systems 
in seiner Ebene. 

Von 

Dr. R. MEIIMKE, 
ProCesior an der teohn. Hochachde sa Darmitadt. 

19. Zusammenstellung. 

Bedeutung der Zahl x : Ordnung der Winkelgeschwindigkeit niedrigster 
Ordnung des Systems, welche nicht verschwindet. 

A. P o l  im Endlichen. 
Zeichen der augenblicklichen Berlihrungsstellen der Polcurven: 

(AI A+P) (1, Li-.). 
Bedingung: Sind p und p ungleich, so is t  x gleich der kleineren dieser 

Zahlen; wenn p = p ,  so ist x ' ~  p. 

1. Die g e  w 5 h n  1 i c h e n  S y s t e m  p u n k t e beschreiben Curvenstellen 
mit dem Zeichen (x, 2 x) (Krümmung endlich, nicht Null), wenn x _< A ; 

n n ( x ,  x + I )  (Krlimmung unendlich) , wenn x > A. 

2. Der gerade im P o l  befindliche Systempunkt besehreibt eine Curven- 
stalle 

mit dem Zeichen (%+A, x + I . + p ) ,  wenn p < x ;  

n n ( ~ + A , 2 x + A + v ) ,  i = x ( v B e d i n g u n g e n , v y O ) ;  
n n n (x+A1 2 x + A ) ,  n y>%- 

Die KrUmmung ist im ersten und dritten Falle unendlich, im zweiten 

I 
unendlich , I > Falle endlich, nicht Null, je  nachdem A = v. 

Null, 
< 

3. Die von siirnmtlichen Ausnahmepunkten erfiillte A u  s n a h m  e l i n i  e 
zieht sich auf den Pol zusamrnen, wenn x < A ;  
besteht in  dem Kreise Ky,, x = l ;  

in der gemeinsamen Tangente der Polcurven, ,, x > A. 
Zeitichrift f, Mathematik o. Physik XXXV. 2. 6 
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4. Die v o m  P o l e  v e r s c h i e d e n e n  A u s n a h m e p u n k t e  beschreiben 

(in gewissen FaIlen mit Ausnahme eines einzigen, S. 5): 
a) falls x  = A ,  

Curvenstellen mit dem Zeichen (x , 2 x + 1 + @) ; 
Krümmung Null , q Bedingungen ( @  > 0) ; 

[es muss sein q  < li , wenn p < x  ; 
9 ,  9 ,  9 ,  @<k 1, 6 %  
es ist p beliebig, 1, . = U V  

im letzten Falle (p + 1 - r )  besondere Bedingungen , wenn e 7 v.] ; 

b )  falls x > A, 

Curvenstellen mit dem Zeichen ( x  , 2 x )  [Krümmung endlich, nicht Null), 
wenn x(A+p; 

11 1, 7 1  ,, (x , x + l+ ,u) (Krümmung unendlich), wenn 
% > A + +  

5. Ein b e s o n d e r e r  A u s n a h m e p u n k t  ist vorhanden: 
a) wenn x = A, 

fiir p  < x ,  Q = p - 1 ; Zeichen: ( x  , 2 x  + 1 + + G), Krümmung N u l l ;  ausser 

,, E >- , = - 1 ; ,, , 3 + 1 + 61, den e früheren noch t sondere Bedingungen; ,, ! = X I  e 5%; 11 ( x ,  2 x + 2 + e + ~ ) ,  O S  O; 

[im letzten Falle (p + 1 - x )  besondere Bedingungen] ; 

b) wenn x > l ,  f ü r  
x  = A + p ;  Zeichen: ( x  , 2% + 1 + G), Rrüinmiing Null, G Redingungen, G > 0. 

Obiges bezieht sich auf die ursprüngliche Bewegqg.  Will man zur 
umgekehrten tîbergehen, so ist p durch p zu ersetzen. 

B. P o l  nnendlich fern. 
Bedeulung der Zahl L :  Ordnung der Geschwindigkeit niedrigster Ord- 

nung irgend eines Systempunktes, welche nicht verschwindet. ~ ( x .  

1. Fall. Alle Systempunkte beschreiben Curvenstellen mit dem Zeichen 

( L ,  g ) ,  mit e < n. Die Krümmung kann jeden Werth haben. 

2. Fall. Alle Systempunkte, mit Ausnahme der auf der Geraden G, 
befindlichen , beschreiben Curvenstellen mit dem Zeichen ( 1 ,  x). Die Krüm- 
mung kann jeden Werth annehmen. Die Aiisnahmepunkte beschreiben (in 
einem gewissen Falle mit Auenahme einea einzigen) Curvenstellen mit dem 
Zeichen ( 1 ,  x + 1 + e). fi Bedingungen , 0 <, p < x .  Die Krümmung ist in 
ihrem Werthe nicht beuchraukt. E in  besonderer Ausnahmepunkt vorhanden, 
wenn p = x  - 1. Zeichen der von ihm beschriebenen Cnrvenstelle: ( 1 ,  2% 
+ 1 + G )  ; u besondere Redingungen , G 7 O ; Krümmung Null. 

3 20. Bestimmung der Zahl x. 

Die Zahl x hlingt auf's Engste mit der Ordnung der Eerührung, sie 
heisso w , zusammen, welche die Polcurven in ihrem augenblicklichen , d. h. 
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zu t = O gehorigen Bertihrungspunkte darbieten. Nach M 6 b i n  s +  kann fur  
zwei sich in a berührende Curven die Ordnung der Berührung auf folgende 
Weise bestimmt werden. Man nimmt auf den Curven zwei beliebige Punkte 
b und c in  unendlicher Nahe des Berührungspunktes an .  Ihre Verbindungs- 
h i e  schneide die gemeinsame Tangente beider Curven in d. Wird a d  un- 
endlich klein erster Ordnung gesetzt, so ist  die um 1 verminderte Ordnung 
der unendlich kleinen Strecke b c  gleich der gesuchten Ordnung der Be- 
rührung. In  unserem Falle ist a = p  = p .  Nan wahle auf den Polcurven 
die zu demselben unendlich kleinen t geh6rigen Punkte b  = p ( t )  und c = p  (t). 

Demnach ist die Strecke b c  von derselben Ordnung unendlich klein, wie 
t X f l .  n i e  Strecke a d ,  d. h. die schiefe Projection der Strecke a b  oder ac  
auf die Tangente parallel zu bc  ist offciibar von dersclbcn Ordnung unend- 
lich klein, mie t< Setzt man d ç o  letztere Grosse unendlich klein erster 
Ordnung, so wird b c unendlich klein von der Ordnung (A+%) : A. Folglich 
ist x : A die gesuchte Berührungsordnung der Polcurven. Also: 

1 s t  w d i e  z u r  a u g e n b l i c k l i c h e n  B e r I i h r u n g s s t e l l e  d e r  Po l -  
c u r v e n  g e h o r i g e  O r d n u n g  d e r  B e r i î h r u n g ,  s o  h a t  m a n  

31) x = A . w .  
A n m e r k u n g .  Auf ahnliche Weise, wie aus 22) der vorhergehende, 

kann aus 21) der folgende Satz abgeleitet werden: 

Von d e n  b e i d e n  C u r v e n s t e l l e n ,  d i e  e i n  b e l i e b i g e r  S y s t e m -  
p u n k t  b e i  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  u n d  b e i  d e r  u m g e k e h r t e n  R e -  
w e g u n g  i n  d e m s e l b e n  A u g e n b l i c k e  b e s c h r e i b t ,  v e r w a n d l e  m a n  
d i e  e i n e  i n  d i e  z u  i h r  b e z ü g l i c h  j e n e s  P u n k t e s  c e n t r a l s y m m e -  
t r i s c h e  C u r v e n u t e l l e .  W e n n  l e t z t e r e  m i t  d e r  u n v e r a n d e r t  g e -  
b l i e b e n e n  C u r v e n s t e l l e  e i n e  B e r i i h r u n g  v o n  d e r  O r d n u n g  O 
d a r b i e t e t ,  s o  i u t  

x 
w = - i  

v 

wo v d i e  O r d n u n g  d e r  n i e d r i g s t e n  v o n  N u l 1  v e r s c h i e d e n e n  G e -  
s c h w i n d i g k e i t  d e s  b e t r a c h t e t e n  S p s t e m p u n k t e s  b e z e i c h n e t .  - 
- 

* Mobius, a. a. O. 70. 
5 * 
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Bei endlichem Pole hat  die Zahl v flir den mit dem Pole zusammen- 
fallenden Systempunkt bekanntlich den Werth (%+A), fur  al10 übrigen 
Systempunkte den Werth x .  Liegt aber der Pol unendlich fern, so ist ftir 
alle Systempunkte v = r ,  also kleiner als x .  Man hat  somit folgenden merk- 
wltrdigen Satg : D i e (oben naher bezeichnete) B e r ü  h r u  n g s o r d n u n g  6 
b e s i t z t  b e i  e n d l i c l i e m  P o l e  fUr  a l l e  S y s t e m p u n k t e  d e n  W e r t h  
E i n s ,  n u r  f i i r  d e n  P o l  s e l b s t  i s t  a i e  k l e i n e r  a l s  E i n s .  L i e g t  
d e r  P o l  u n e n d l i c h  f e r n ,  s o  i s t  (o b e i  a l l e n  S y s t e m p u n k t e n  
g r o s s e r  a l s  E i n s .  E s  offenbart sich hier ein bemerkenswerther Unter- 
schied zwischen diesen beiden FaIlen der Bewegung eines starren ebenen 
Systems, dem, wo der Pol im Endlichen, und dem, wo e r  unendlich fern liegt. 

Wenn ein beliebiger Systempunkt x eine Curvenstelle mit dem Zeichen 
( n ,  2 n ) ,  also endlicher und von Nul1 verschiedener Krtimmung beschreibt, 
so hat  man zufolge 7), 5 3, für  den Kr~mxgungsmittelpunkt rr, jener Cur. 
venstelIe die Gleichung 

m z - x = -  Zn (&')' 
( , & ) W V  

wo J2") die Projection der Geschwindigkeit 2nter Ordnung d2"1 jenes 
Punktes auf die Normale seiner Bahn bezeichnet. 

E s  m6ge jetzt in  den verschiedenen FaIlen, die man nothwendig unter- 
scheiden muss,  der Werth des obigen Ausdrucks bestimmt werden. 

A. Der  P o l  liegt im Endlichen. 

1. D e r  Systempzcnkt x fallt n i c h t  mit dem Yole ausammen. 

Dann ist n = K und man hat 

dx) = i w(') (x- p) [vergl. 2411, 

,J~ZX)  = i w ( 2 x )  ( 2- p)  - (2 7 l) (w(*))~ (Z - q2.) [vergl. 27) n. ZO)]. 

Die Curvennormale fsllt in die Gerade xp. Die Strecke x(2~) erscheint hier 
in  zwei Componenten zerlegt, von welchen die erste auf x p  senkrecht steht, 
also keinen Beitrag zur Projection Fx)  liefert. Die Projection des Punktes 
q z ,  auf die Linie x p  werde mit y bezeichnet. Offenbar liegt dieser Punkt 
auf dem Kreise &,, welcher j a  p q z .  zum Durchmesser h a t  Die Projec- 
tion der Strecke xgz. auf x p  ist die Strecke y x ,  also hat  man: 

Daher wird : 

oder 

32) 

1""' = - y; ') (@i)Z (x - y). 
2 x - (W(~))"X - p ) =  

na,- x = - ( J - 2 ( 2 % 3  (dx))2(x-y) 
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Dies ist eine fur x = 1 wohlbekannte Beziehung, aus welcher sich die zwi- 
schen den Systempunkten x und den zugehorigen Krümmungsmittelpunkten 
na, bestehende quadratische Verwandtschaft, die gewohnlich nach S a v a r y  
benannte E u  1 e r'sche Formel u. S. W. ableiten lassen. Man sieht, dass alle 
diese, bisher nur  fiir x = 1 bewiesenen Beziehungen allgemein giltig sind, 
z. B. auch in den Fallen x = 2, 4, 6 ,  .. . , wo die Systempunkte nicht ge- 
wohnliche Curvenstellen , sondern Schnabel mit endlicher, von Null verschie- 
dener Kriimmung beschreiben. Wie ans der Zusammenstellung in 5 19 er- 
sichtlich ist, konnen (abgesehen vom Pole) die Ausnahmepunkte nur  im 
Falle x > A ,  in welchem die Ausnahmelinie in  der gemeinschaftlichen Tan- 
gente der Polcurven bestcht, Curvenstellen mit endlicher, nicht verschwin- 
dender Krümmung erzeugen. Die gewohnlichen Systempunkte liefern dann 
Curvenstellen mit unendlich grosser Krümmung. 

2. Der Systempzunkt x fallt in den Pol. 

Nach § 15 beschreibt der Po l  als Systempunkt dann und blos dann 
eine Curvenstelle mit  endlicher, von Null verschiedener Krümmung, wenn 
p = x ist und A bestimmte Bedingungsgleichungen erftillt werden. Man hat 
h r  diesen Fa11 n = x + l. und die Bahnnormale fàllt in  die gemeinsame 
Tangente der Polcurven (S. 9 9). Gleichung 27)  liefert für x = p :  

~ ' " ) = U n ( p - ~ n ) >  P ( ~ " ) = I J Z ~ ( P - ~ ~ ~ ) .  

Die Projection des Punktes qzn auf die Polcurventangente heisse p. 
D a m  wird, da  Uzn reell is t ,  

a UZR ( p - i ) ,  
also erhfllt man : 

33) 
Un4 (P- qn)', 

mp-P=-(2ra)K; P-4 

B e m e r k  n n g. Man scheint bisher allgemein angenommen zu haben, 
die fiir beliebige Systempunkte giltigen, auf die Bahnkrtimmung beztiglichen 
Satze dtirften auch auf den Pol  angewendet werden. Wenn dies statthaft 
ware, dann wIirde allerdings aus 32) oder aus der E nler 'schen Formel 
folgen, dam der Pol als Systempunkt stets eine Curvenstelle mit dem Krtlm- 
mungshalbmesser Null erzeugte , wie in allen Lehrblichern der Kinematik 
angegeben wird. Da dem aber nicht so ist, so zeigt sich eben, dass die 
Euler 'sche und jede entsprechende Formel in e i n e m  Punkte der Ebene, 
ntimlich dem Pole, ihre Giltigkeit verliert. 

B. Der Pol l i eg t  nnendlich fern. 
Man hat jetzt ra= r und 

dn) = = const. (S. 5s 17, 18). 
Da r < x ,  so ist 2 n < 2 x ,  also 

W 271 - [Gl. 20)] 
und folglich 

~ ( ~ n )  = iw(21) (2-pz,) [Gl. 29)]. 
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Sei y die Projection des Systempunktes x auf die Gerade Gz,, welche 
nach 5 17  den Punkt $2' enthslt iind auf afL) senkrecht steht. Dann ist 
xy Tangente der Bahn von m ,  und weil der obigen Gleichung zufolge d2") 
zur Strecke pz senkrecht is t ,  so erhalt man fur die Projection von ~ ( ~ " 1  

auf die Bahnnormale 
%(Zn) = w(24 (x -y). 

Also wird: 

34) 
2~ ( ~ ( l ) ) ~  1 ( ') 

2w(ZL) x-y 

E s  folgt hieraus u. A.:  D i e  K r ü m m u n g  d e r  v o n  i r g e n d  e i n e m  
S y s t e m p u n k t  b e s c h r i e b e n e n  B a h n s t e l l e  i s t  dern A b s t a n d e  des 
P u n k t e s  v o n  d e r  G e r a d e n  GzL p r o p o r t i o n a l .  Systemponkte auf 
einer und dersolben Parallelen zu Gz, beschreiben also Bahnstellen mit der- 
selben Krtimmung. Wenn übrigens die Gerade Gzr im Unendlichen liegt, 
was ftir 2~ < x immer der Fa11 k t ,  so wird auch x(2ni  constant und es be- 
schreiben danu alle Systempunkte Curvenstellen mit derselben Krümmung. 

III. Bsispiele. 

g 22. ,,Gew6hniichert< Fail. 

Der Fall '  x = A = y  = = 1 , in welchem die Winkelgeschwindigkeit 
(erster Ordnung) des Systemes nicht Null ist  iind die Polcurven sieh in 
gewohnlichen Punkten und zwar in  erster Ordnung berühren, darf wohl 
als der gewohnliche bezeichnet werden. Schon dieser kann jedoch Besonder- 
heiten zeigen, welche bisher nicht bemerkt worden zu sein scheinen. Die 
Anwendung der in  5 1.9 zusammengestellten Regeln auf den vorliegenden 
Fa11 ergiebt: Die gewohnlichen Systempunkte beschreiben gewohnliche Cur- 
venstellen (1, 2). Der Pol a h  Sy~tempunkt  eraeugt im Allgemeinen eine 
gewohnliche Spitze ( 2 ,  3),  dagegen eine Stelle (2,  3 + v )  , wenn v bestimmte 
Bedingungen erflillt werden. Die Ausnahmepunkte liegen auf dem Kreise 
K 2 ,  welcher bekanntlich Wendekreis genannt wird. Abgesehen von den 
Schnittpunkten mit dem Kreise E,, durchlaufen die Pnnkte des Wende- 
kreises fiir gewohnlich Wendepiinkte (1, 3). Werden aber jene v Beding- 
nngen und ausserdem noch p gewisse weitere (wo p hochstcns gleich v sein 
kann) erftillt, so erhalt man Stellen mit dem Zeichen (1, 3 + e ) ,  also Ein- 
seitpunkte oder Wendepunkte, je nachdem p ungerade oder gerade ist. Die 
Kreise K, und K, schneiden sich im Pol und in einem davon verschiedenen 
Punkte. Der letztere beschreibt , wie bekanntlich B a l  1 zuerst bemerkt hat,' 
gewohnlich einen sogenannten Flachpunkt oder Undulationspunkt (1, 4). 
Wenn ausser den schon genannten v und p Bedingungen (wo jetzt p = v  
sein muss) a gewiss'e neue erfüllt werden, wo ri unbeschriinkt ist und v 
und Q auch Null sein konnen, BO liefert jener Ausnahmepunkt eine Stelle 

* Vergl. S chonf l ies ,  Geometrie der Remcgung, Anm. 7), S. 193. 
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(1, 4+ @+ 6). 1st z. B. v = 1, so wird vom Pole eine Sielle (2, 4), also 
ein Schnabel mit endlicher, nicht verschwindender Krümmung beschrieben. 
Hat man v = Q = O, G = 1, so beschreibt auch der Bal l ' sche Punkt ,  wie 
(mit Ausnahme des Poles) alle übrigen Punkte des Wendekreises, einen 
Wendepunkt, aber mit dem Zeichen (1, 5). 1st  v = p = 1, 6 = O, so dnrcb- 
lacifen die gewohnlichcn Punkte des ,,Wcndekreises" Flachpunkte (1, 4); 
nur der Ba l l ' sche  Punkt ,  als einziger des ganzen Systems, erzeugt einen 
Wendepunkt, und zwar mit dem Zeichen (1, 5). 1st y = Q = G = 1, so führt 
der Wendekreis seinen Namen vollends mit Unrecht; denn abgesehen vom 
Pole, der einen Schnabel durchlauft, ergeben alle Punkte desselben jetzt 
ündulationspunkte , so dass überhaupt von keinem einzigen Systempunkte 
ein Wendepunkt beschriehen wird. Dasselbe ist der Fall,  wenn v = 2 ,  
,o= 1 ist,  weil dann K, von K, bcrührt wird, also ein Ball 'scher Punkt  
überhaupt nicht besteht. 

Der Pol kann Rückkehipunkte jeglicher Ar t  liefern, mit Ausnahme von 
Sçhnabeln mit unendlicher Krürnmung. Ausser den schon erwahnten Fiillen 
( 2 ,  3) und (2, 4) haben wir z. B. für  v = 2 ,  4, 6, '... Spitzen mit der 
Krtimrnong Null, für  v = 3, 5, 7, . . . Schnabel mit der Krlimmung Null. 

Das vorliegende Beispiel verdient wohl eine genauere Ausfiihrung. E s  
wird der Allgcmeinheit der folgcndcn Untersuchung keinen Abbruch thun, 
wenn man annimmt, die Bewegung gebe in der Weise vor sich, dass in  
gleichen Zeiten gleiche Bi5gen der Polcurven aufeinander abrollen. Es  wird 
dern in einfachster Weise entsprochen, wenn man t geradezu der Lange 
des Bogens gleichsetzt, welchen der Pol vom Beginne der Zeitrechnung an 
bifi zum Augenblicke t (sowohl im beweglichen, als im ruhenden Systeme) 
durchliiuft. Bei dieser Annahme werden (p'( t))  und ( p ' ( t ) )  Strecken von der 
Linge Eins, so dass man setzen kann 

35) ( p ' ( t ) )  = eiuW, (p ' ( t ) )  = ei:('). 
Hieraus folgt 

( p V ( t ) )  = ei(uw-yv)) 

Die Vergleichung mit 18) ergiebt 

36) w (t) = u (t) - Y (4 , 
woraus durch n-maliges Ableiten nach t und nachheriges Nullsetzen von t 
erhalten wird 

37) = &) - 
Lasst man die reellc Zahlenaxe, deren positive Richtung beim Messen 

der Winkel als Anfangsrichtung dient, mit der gemeinschaftlichen Tangente 
der Polcurven in ihrem zu t = O gehorigen Berührungepunkte zusammen- 
fallen, so wird ZL (O) = O ,  !I (O) = O und folglich 

( )  = 1, ( )  1 i ( p") = i u', (p")  = i y'. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



72 Ueb. d. Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. 

Man bezeichne nun mit k die Krümmung der ruhenden, mit I f  die 
Kriîmmung der beweglichen Polcurve in ihrem augenblicklichen Bertihrungs- 
punkte. Dann ergiebt sich aus den vorhergehenden Gleichungen mit Leich. 
tigkeit [etwa mit Hilfe von 7)) 

38) k=zc', !=y', 
und hieraus durch Ableitung nach t und Benützung von 37):  
39) ,b, = km-11, = k(.-  1, ,(nJ = k("-1, - ,y"- 1). 

. Y  

Hier sind also k', k", . . . und k', If", . . . die Ableitungen der Krtimmungen 
k und nach der Rogenliinge. Man hat  auf das Vorzeichen von k und 
zu achten. Diese Grossen sind positiv, wenn die Krtirnrnungsmittelpunkte 
auf dem positiven Theile der imaginaren Axe liegen, also die Richtung vom 
Pole nach den Krtimmungsmittelpiinkten aus der Anfangsrichtung (dor posi- 
tiven Richtung der reellen Zahlenaxe) durch Drehung um einen rechten 
Winkel in  positivem Sinne hervorgeht. 

Man ist jetzt in] Stande, die Fundamentalgrossen W,, W8, .. .; (p'), 
8 1  111 

( p " ) ,  ...; ( p l ) ,  ( p " ) ,  ...; p , p , ... s%mmtlich durch die Grossen k ,  k', 
k", ... und k ,  k', kt', ... auszudrllcken. 

Was die Grossen W, , W 2 ,  . . . betrifft, so kann man dieselben ent- 
weder durch Einsetzen der Werthe von w', w", .. . aus 39) in 14) erhaltan, 
oder man kann sich bei ihrer Berechnung der aus 12) und 39) abgeleiteten 
Recursionsformel bedienen : 

40) Wn+1 = W 1 , + i ( k - 4 )  Wn. 
E s  ist z. B. 

( Wl = i ( k -  k ) ,  
W2 = - (k - {)a + i (k'- 4') , 
W, = - 3 ( k  - 4 )  (k'- 4') + é 1 (kW- + I r )  - (k - k)' 1 ; 

41) { W, = - 4 ( k -  4) (k"- km) - 3 (kg- + (k - !c)~ + i { (k"'- k"') - 6 (k - I f ) e  (kt- II') 1 , 
W6 = - 5 ( k  - k )  (k"'- kW') - 10 (kt- S')(km- 4") + 10 (k  - {)'(kf- v) 

+ i{(k"'- k"') - 10(k -k)B(k"- lf") - 15 ( k -  k )  (kt- lf'l2 + (k- 951 

Durch ein Verfahren ahnlich demjenigen, mittela dessen Gleichung 14) 
aus 8) abgcleitet worden is t ,  erhalt man aus 35) bei Benlitzung von 39j 
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Z. B.: 
(p") =ik, 
(p"') = - k2 + i k', 
( p"") = - 3 k k'+ i (kW- k3), 
( p " )  5-4kk"-3k'k'+k"+(k"'-6kak'),  
( p V 1 )  = -5kk"'- 10kfk"+ 10k3k'+i(k'"'-10k2k"-15kkfk"+k7 

Den entsprechenden Ausdruck ftir ( p ( n  + l ) )  erhtilt man natürlich, wenn 
man in 42) die Grossen k ,  k', k", . .. durch k ,  k', k", ... ersetzt. Es  be- 
steht auch eine 12) oder 40) analoge Recursionsformel, d i e  sehr leicht aus 
35) und 38) abgeleitet werden kann, namlich 

43) (pcn + = ( ~ ( " l ) ' +  i k (~( "1) .  

M m  bat nun die Geschwindigkeiten hoherer Ordnung des im Pol be- 
findlichen Systempunktes zu berechnen, zu welchem Zwecke man fur die 
W, und die gefundenen Werthe in 17) einsetzen konnte. Es  ist 
jedoch bequemer, eine Recursioiisformel zu benützen, welche jetzt entwickelt 
werden 6011. Durch Ableitung nach t erhalt man aus 17) nnter Berlick- 
sichtigung von 40) und 43): 

-2 ( y )  Wl+l <$n-zY 
1= 

Ersetzt man hierin (n+l) durch n, so ergiebt sich, da (Q) = 1, 

Mittels dieser Formel erhëlt man z. B.: 
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= i ( k - k ) ,  

-pV'= - ( k - t ) ( 2 k -  k )  + 2i(k ' - t ' ) ,  
,111 

l -P =- 

3 (2 k  - +) (kt- te) - ( k  - k )  (3 k'- 2 ~f') 
+ i { 3 ( k " - ~ ) - k ( k - . ) ( 2 k - I f " ) - ( k - I f ) ~ l ,  

1 - p V = ( 2 7 6 - * ) { ( h - ? ) ( P + ( 7 ~ - 4 ) ?  -6(kf'-k"){ 
- 4 (72'- S I )  (3  kg- 2 4) - ( 7 ~  - t )  (4  k"- 3 I f " )  
+ i 14 (k"'- If" ' )  - 4 72 (2 k  -4) (kr- I f ' )  - 9 (k - 4)'(kv- k') 

- ( k - 1 f ) ( : ! k - ! ) k ' - k ( k - k ) ( j k ' - 3 k ' ) 1  

A n  m e r k u n  g. Für die Grossen p(") giebt es noch eine andere Dar- 
stellung. Man differentiire die Gleicbung x'= iw ' ( x -P)  *l -mal nach t, 
wobei zu beachten ist, dass die Ableitungen von p die Wechselgeschwin- 
digkeiten des Poles vorstellen, also eingeklammert werden müssen, und 
setze d a m  x  =p .  Men erhalt 

Denkt man sich die entçprechenden Gleichungen fllr ~ ( " 1 ,  P ( ~ - ' ) ,  . , ., 
hingeschrieben und eliminirt man sus denselben die Differenzen p(n) - (P[~)), 
p-1)- ( p r n - ~ ) )  , .. . , (P"), so erhalt m a n ,  da (p') = 1 , 

. . . 
O .. . i wl- i (p ' )  

Fiir die w', w", ... konnen ihre Werthe aus 39) eingesetzt werden. 

E s  erübrigt schliesslich noch, auch die q,, q3 ,  .. . durch k ,  k', k", ... 
und I f ,  I f ' ,  t", ... auszudriicken. 

Weil der Pol zum Nullpunkt genommen morden, also p  = O ist ,  so 
folgt aus 26) 

p(n) 
471 = - u, ' 

wo Un den reellen Theil von Wn bedeutet. Die Werthe für pin)  und o n  

sind den Gleichungen 41) und 43) zu entnehmen. Man hat  z. B. 
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i - (k-!)(2k-/c)+ 2i(ke-4') 
q , = - k _ / c l  43= - 3 (k - k )  jk'- If') I 

g 24. Gewohnlicher  Fa11 (Schluss). 

Mittels der iin vorhergehenden Paragraphen entwickelten Formeln sollen 
nun die Bedingungen aufgestellt werden, die erMllt sein müssen, damit die 
in 5 22 angegebenen Besonderheiten sich zeigen. Fragen wir zuerst, wann 
der B all'sche Punkt  einen Wendepiinkt (1, 5) statt  eines Flachpunktes 
(1, 4) beschreibt. Dazu ist nothig, dass die Kreise 14, K3,  K ,  sich ausser 
in p in einem einzigen Punkte schneiden, oder die Punkte p,, q , ,  q,, die 
Endpunkte der von p ausgehenden Durchmesser dieser Kreise, in einer Ge- 
raden liegen. Schreibt man uuter Benützung von 47) die aus der analyti- 
schen Geometrie hekannte Bedingung hierftir a n ,  indem man die reelle und 
imaginare Zahlen~xe zu Axen eines gewohnlichen Coordinatensystems nimmt, 
so ergiebt sich 

48) k (k - k )  (2 k - {)2 - (k'- $) (31~'- 2 4')  + (2k - k )  (1~'- k") = O. 
Wann berühren die Kreise K3, E,, K5, . . . den Wendekreis K2? 

Hierzu ist erforderlich, dass die Strecken p"', p"", pV,  .. . zil p" parallel 
sind oder, da rein imaginkir i s t ,  dass die reellen Theile der jene Strecken 
darstellenden complexen Zahlen verschwinden. Die Gleichungen 45) zeigen, 
dass dies geschieht, wenn 

49) 2 k - 4 = 0 ,  3k ' -2k1=0,  4k"-3 / f t '=0 ,  ...' 
Werden v aufeinander folgende dieser Gleichungen erfüllt, 60 beschreibt der 
im Pol befindliche Systempunkt eine Stelle (2,  3 + v ) .  Man hat  weitor xu 
fragen, wann die Kreise h',, K , ,  . . . , K2+p g anz mit dem Wendelrreise 
zusammenfallen. Dann und niir d a m ,  wenn die Punkte q , ,  q,, . . . mit q, 
zusammenfallen. Werden bereits die v ersten der Bedingungen 49) befrie- 
digt, wo v > p, so vereinfachen sich die Ausdrticke für die p, zu den fol- 
genden : 

i 2 i k'- lf '  
q s =  <' q 3 = s  j q ' 7  

* Für das in diesen Gleichungen aich unzweideutig offenbarende Gesetz habe 
ich noch keineu directeu Beweis gefuuden. 
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Indem man q, der R,eihe nach g3, q,,  &, ... gleich setzt, erhklt man 
die Bedingungen 

50)  k'- 4' = 0 , kW- 1'" = 0, k'"- k"' = O , ... 
Bei der Aufstellung dieser Gleichungen ist tibrigens schon berücksich. 

t ig t ,  dass das gleichzeitige Bestehen der zweiten Bedingung 49) und der 
ersten Bedingung 50) k'= O,  k'= O erfordert u. s. W. I n  der That konnen 
die Systeme 49) und 50) durch ein neues ersetzt werden, was der folgende 
Batz m m  Ausdruck bringt: 

D i e  n o t h w e n d i g e n  u n d  h i n r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  daf t î r ,  
d a s s  d i e  K r e i s e  K , ,  K4 ,  ..., m i t  d e m  W e n d e k r e i s e  zusam-  
m e n f a l l e n ,  a l s o  d i e  P u n k t e  d e s  W e n d e k r e i s e s  ( m i t  A u s n a h m e  
s e i n e r  S c h n i t t p u n k t e  m i t  S t e l l e n  m i t  d e m  Zeichen 
(1, 3 + p )  b e s c h r e i b e n ,  s i n d  

2 k - k = O ;  
51) k'=O, , t '=O,  k"=O, t ' '=O,  ..., kce-li= O, qe-O= 0; 

kce) - k(e)  = O. 

Man findet leicht, dass unter der Bedingung 2 k - = 0 der Wende- 
kreis mit dem Krümmungskreise der beweglichen Polcurve zusammenfallt. 
Denn wenn e den Krümmungshalbmesser der letzteren bezeichnet, so erhilt 
man fur  den'Durchmesser des Wendekreises 

1 
) q g - p I = - = 2 Q .  

7c 
Wenn 2 k - = 0, kt- k' = O, also die Kreise K8 und K9 ganz zusam- 

menfallen, so findet man als Bedingung daftir, dass A', dnrch die Schnitt- 
punkte von K2 und K, geht: 

52)  2 k"' k'+ (kW- If") (4 k"- 3 I f " )  - k' (k"'- k"') = 0. 
E s  mogen znm Schlusse die einfachsten, auf v = 1, Q = 1 beztiglichen 

Ergebnisse noch einmal zusammengestellt werden. 
W e n n  e i n e  C n r v e  i n n e r h a l b  e i n e r  z w e i t e n  r o l l t  u n d  i n  d e m  

a u g e n b l i c k l i c h e n  B e r i i h r u n g s p u n k t e  p d e r  K r t i m m u n g s k r e i s  
d e r  r o l l e n d e n  C u r v e  h a l b  s o  g r o s s  a l s  d e r j e n i g e  d e r  f e s t e n i s t ,  
s o  f a l i t  d e r  W e n d e k r e i s  d e s  b e w e g t e n  S y s t e m s  m i t  d e m  Krrim- 
m u n g s k r e i s e  d e r  r o l l e n d e n  C u r v e  z u s a m m e n .  F a l l s  nicht  
3 k t = 2 k '  i s t ,  w o  k u n d  4 d i e  K r t î m m n n g e n  d e r  f e s t e n  u n d  der 
b e w e g t e n  C u r v e  i m  B e r t î h r u n g s p u n k t e ,  k' u n d  4' d e r e n  Ab- 
l e i t n n g e n  n a c h  d e r  B o g e n l i i n g e  b e d e u t e n ,  s o  b e s c h r e i b t p  einen 
S c h n a b e l  m i t  d e r  e n d l i c h e n ,  n i c h t  v e r s c h w i n d e n d e n  Krüm-  
m u n g  (3 k'- 2 kt) : 6 k. [Letzteren Werth findet man leicht ans 7) und 45)]. 
1st n o c h  kl=If', s o  d u r c h l a u f e n  a l l e  P u n k t e  d e s  W e n d e k r e i s e s ,  
m i t  A n s n a h m e  d e s  P o l e s  u n d  e i n e s  g e w i s s e n  a n d e r n ,  welcher  
, , B a l l l s c h e r  P u n k t Y  g e n a n n t  w e r d e n  m t i g e ,  i n  i h r e n  Bahnen  
n i c h t  W e n d e p u n k t e ,  s o n d e r n  U n d u l a t i o n s p n n k t e .  D e r  Ball- 
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s c h e  P u n k t  i s t  d e r  e i n z i g e  i m  g a n z e n  S y s t e m e ,  d e r  e i n e n  W e n d e -  
p u n k t  b e s c h r e i b t .  1 s t  a b e r  n o c h  d i e  B e d i n g u n g  

2 k2 kllf'+ (k"- 4') ( 4  kW- 3 4") - k' (k'"- 4"') = O 

e r f t i l l t ,  s o  d u r c h l t i u f t  s u c h  d e r  B a l l ' s c h e  P u n k t  e i n e n  U n d u -  
l a t i o n s p u n k t  a u f  s e i n e r  R e h n ,  s o  d a s s  k e i n  e i n z i g e r  S y s t e m -  
p u n k t  e i n e n  W e n d e p u n k t  e r z e u g t .  1 s t  p f ü r  b e i d e  g e g e b e n e  
C u r v e n  e i n  S c h e i t e l ,  s l s o  k'=O, l f '=0,  s o  b e s c h r e i b t  p e i n e  
S p i t z e  m i t  d e r  K r ü m m u n g  N u l l ,  V o r a n s g e s e t z t ,  d a s s  (4k-34') 
n i c h t  v e r s c h w i n d e t ,  u n d  e i n  B a l l ' s c h e r  P u n k t  i s t  n i c h t  v o r -  
h a n d e n .  

A n  m e r k n n g. Dass alle Punkte eines Kreises , der innerhalb eines 
doppelt so grossen rollt ,  gerade Linien beschreiben mtissen, ergiebt sich 
aus unserer allgemeinen Theorie folgendermassen : Da die Polcurven in diesem 
Falle constante Krümmung haben, also die sammtlichen Ableitungen von 
k u n d  4 verschwinden, so Sind die Bedingungen 49) und 51) fur  beliebig 
hohes v und e erfiillt und es beschreibt folglich der Pol  gewissermassen 
eine Stelle (2, m), jeder andere Punkt  des Wendekreises, der ja  mit dem 
rollenden einerlei ist ,  eine Stelle (1, m),  welche Stellen man leicht al8 
Geraden deutet. 

# 25. Beispiel 2. x  > 1 + p 
Der in der Ueberschrift genannte Fa11 ist ein sehr eigenartiger; zudem 

begreift er zahllose Einzelfalle in  sich. Bus der obigen Bedingung geht 
hervor, dass x> A ,  p < x und daher p = p ist. Zufolge 5 19 hat man 
demnach : 

Die Ansnahmepunkte liegen auf der gerneinsamen Tangente der Pol- 
curven. Die gewbhnlichen Systempunkte beschreiben Stellen ( x ,  n + A ) ,  die 
Ansnahmepunkte solche mit dem Zeichen (x , x + A + p)  , mit Ausnahme des 
Poles , von welchem eine Stelle (x + A ,  x + A +  p )  beschrieben wird. Einen 
Sonderausnahmepunkt giebt es nicht. Jeder Systempunkt ohne Ausnahme 
durchlauft eine Stelle seiner B a h  mit unendlicher Krtimmung. Alles dies 
gilt auch ftir die umgekehrte Bewegung. Besonders bemerkenswerth ist  
der Fall,  i n  welchem x ,  1 und p. alle drei ungerade sind und demzufolge 
alle Systempunkte Wendepunkte ihrer Bshnen durchlaufen, sowie der Fall, 
wo jene drei Zahlen gerade sind, also von sS;mmtlichen Systempunkten 
Schnbbel beschrieben werden. E s  gehort hierher auch der Fal l ,  dass die 
Polcurven sich in gewohnlichen Punkten, aber in  hbherer als der zweiten 
Ordnung berlthren. Wenn z. B. eine Curve einen Scheitel besitzt, der ein 
gewbhnlicher Punkt  is t ,  und man den Krlirnmungskreis in jenem Scheitel 

auf der Cnrve rollen lasst, BO hat man fiir die Anfangslage A = p = = 1, 
x = 3. Also beschreiben die gewbhnlichen Systempunkte Einseitstellen (3, 4), 
der Pol eine Spitze (4, 5 ) ,  die tibrigen Ausnahmepunkte Wendepunkte (3,5). 
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8 26. Beispiel 3. x = I + p. 

Dieser Fa11 ist kaum weniger merkwtirdig, als der vorhergehende. 
Auch fur ihn hat  man x )  A, y < x und folglich y = p. Die gewohnlichen 
Systempunkte beschreibon wieier Stellen ( x ,  x +'A), der Po l  eine Stelle 

( x +  A ,  x f A+ p ) ,  welche alle die Krümmung unendlich haben. Die vom 
Pole verschiedenen Punkte der gemeinsamen Polcurventangente, bis auf einen, 
erzeugen aber jetzt Stellen (x, 2 x ) ,  also mit endlicher, von Nul1 verschie. 
dener Krtimmung. Der besondere Ausnahmepurikt liefert eine Stelle mit 
dem Zeichen ( n ,  2 x + 1 + ri), also der Krtimmung Null. Wenn man z. B. 
einen Krümmungskreis einer Curve, der jedoch zu keinem Scheitel der Curve 
gehort ,  auf dieser rollen lasdt, so ist für die Anfangslage: x = 2, I ip  

= p = 1. Alvo beschreiben die gewohnlichen Systempunkte Spitzen (2, 3), 
die' gewohnlichen Ausnahmepunkte Schnabel (2, 4) mit endlicher, nicht ver- 
schwindender Kriinimung, der Pol einen Einseitpunkt (3, 4) und der Sonder- 
ausnahmepunkt einen Rückkehrpunkt ( 2 ,  5 + ri), der eine Spitze oder ein 
Schnabel is t ,  je nachdem G ungerade oder gerade. 

27. Beispiel 4. E i n e  Gerade rollt auf einer  beliebigen Curve. 

I n  diesem Falle muss y als unendlich gross angesclien wcrdcn. Also 
ist p > lc und x c p. Die ~ a h l e n  A und p ergeben sich aus dern Zeicbea 

(A, + ,u) der von der bewegten Geraden augenblicklich bertihrten Stelle der 
festen Curve. Die allgemeinen Regeln in  5 19 führen mit Leichtigkeit zu 
folgendem Satze: D i e  P u n k t e  d e r  r o l l e n d e n  G e r a d e n  b e s c h r e i b e n  
s t e t s  C u r v e n s t e l l e n  m i t  d e m  Z e i c h e n  ( x ,  2 x ) ,  a l s o  m i t  e n d l i c h e r ,  
v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n e r  K r ü m m u n g  - E i n s e i t s t e l l e n  oder 
S c h n a b e l ,  j e  n a c h d c m  x u n g e r a d e  o d e r  g e r a d e  i s t  - m i t  Aus- 
n a h m e  d e s  a u g e n b l i c k l i c h e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  p d e r  Geraden  
m i t  d e r  f e s t e n  C u r v e ,  v o n  w e l c h e m  i m m e r  e i n e  S t e l l e  (%+A, 
2n+A) ,  a l s o  m i t  u n e n d l i c h  g r o s s e r  K r ü m m u n g  b e s c h r i e b e n  

einen Einseitpunkt, 
einen Wendepunkt, 

w i r d .  R o l l t  d i e  G e r a d e  l i b e r  s o  b e s c h r e i b t p  
eine Spitze, 
einen Schnabel , 

eine Spitze. 
einen Wendepunkt. 
einen Einseitpunkt. 
einen Schnabel. 

Der erste Theil des Satzes bedarf ftir x > A  vielleicht einer Erklarung. 
E s  is t  i n  diesem Falle die Ausnahmelinie des bewegten S y ~ t e m s  mit der 
rollenden Geraden identisch; die Ausnahmepunkte beschreiben also nacli 
5 19 ,  da sicher x < A  + p i s t ,  Stellen (n,  2%). Ein besonderer Ausnahme. 
punkt ist nicht vorhandei,  d. h. die Gerade wird vom Kreise K2, in p be- 
rührt.  Daher fallt in Gleichung 32) y mit p zusammen, weshalb m,=y 
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wird. Mit anderen Worten, die Krtimmungsmittelpunkte aller von den 
Punkten der Geraden beschriebenen Curvenstellen fallen in p hinein. Dieses 
fnr den gewohnlichen Fa11 wohlbekannte Resultat gilt  also allgemein. 

8 28. Beispiel 5. A l l e  Systempunkte beschreiben,  bei endlichem Pol, 
gewohnliche Curvensteiien. 

Wenn x = 1 ,  A=2, ~ = E ( = x  is t ,  so durchlaufen nach 8 19 d iege-  
wtihnlichen Systempunkte kewohnliche Curvenstellen (1, 2), wiihrend von 
dem gerade im Pol befindlichen Systempunkte, auf welchen der Wendekreis 
in diesem Falle sich reducirt, eine Stelle (3, 4+ v )  beschrieben wird. 1st 
also v = 2, 80 crhiilt die vom Pole beschriebene Stelle das Zeichen (3, 6). 
Eine derartige Stelle unterscheidet sich iiusserlich nicht von einer gewohn- 
lichen - da si0 eine Einseitstelle mit endlicher, nicht verschwindender 
Krümmung i$ -, ohne jedoch im Allgemeinen wirklich eine solche zu 
sein. Es k t  deshalb wohl die Frage berechtigt, ob der Pal1 denkbar ist, 
dass der Pol als Systempunkt thatsachlich einen gewohnlichen Punkt seiner 
Bahn durchschreitet, um so mehr, als ja  nach der bisherigen Auffassung, 
d. h. wenn die E u  1 er'sche ( S a  v a r  y 'sche) Formel auf den Pol angewendet 
werden dürfte, dieser immer eine Stelle mit unendlich grosser Krtirnrnung 
liefern müsste. E s  ist nicht allein diese Frage zu bejahen, m a n  k a n n  
s o g a r  u n e n d l i c h  v i e l e  B e w e g u n g e n  a n g e b e n ,  b e i  w e l c h e n  d e r -  
j e n i g e  S y s t e m p u n k t ,  d e r  i m  A u g e n b l i c k e  t = O  z u m  P o l e  w i r d ,  
e i n e  b e l i e b i g  g e g e b e n e  C u r v e  z u r  B a h n  h a t .  Der Beweis ist lcicht 
zu fuhren. Es  bezeichne a den in Rede stehenden Systempunkt, der also 
fur t = O  mit p zusammenfiillt. Die Curve, welche die Bahn jenes Punktes 
sein soll, sei zunachst mit Eilfe eines Parameters s durch die Uleichungen 

t=f(.), 7=9(.) 
dargestellt, wo 6 und 7 die Coordinaten von a in Rezug auf das durch 
die reelle und imaginare Zahlenaxe gebildete Coordinatensystein bedeuten. 
Dann ist 

a= t + i r  = f ( ~ )  + i g ( z ) ,  
und wenn man z gleich irgend einer Function von t setzt, so wird a als 
Function von t erhalten. Es  handelt sich jetzt darum, auch p und p als 
Functioncn von t darzustcllen, d. h. die Gleichungen der Polcurvcn z; er- 
mitteln. Man setze zu diesem Zwecke in Gleichung 10) n =  1 und p a n  
Stelle von x und bedenke, dass a als Systempunkt sich bewegt, sowie dass 
der Nullpunkt der Zahlenebene in den Punkt  p gelegt worden, also 
? ( t )  = const. = a = p  = O ist. Dann ergiebt sich : 

- a(t) = e i m l t )  iwP(t )  ( t ) .  
Daher ist: 
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Nach 18) het man folglich 
i 

( ~ ' ( t ) )  = ei (') (p l ( t ) )  = a'(t) + -, aV(t) , 
w ( 4  

woraus durch Integration zwischen den Grenzen O und t erhalten wird: 

Durch die Gleichungen 53)  und 54) ist die Aufgabe vollstlindig gelSst, 
Nan sieht, dass unendlich viele Losungen vorhanden sind. Denn erstans 
kann die Function w' ( t )  beliebig angenommen werden , mit der Beschrln- 
kung ~ ' ( 0 )  O ,  und ferner ist  die Function a( t )  keine ganz bestimmte; 
sie wird es erst,  wenn ftir jeden Augenblick die Geschwindigkeit fevtgesetzt 
i s t ,  mit welcher a seine Bahn durchlaufen soll. Eine stets leicht zu erftil- 
lendo Badingung ist noch vorhanden: es muss a'(0) = p'= O sein. Zur 
Erlhuterung des Vorhergehenden rn6gen die folgonden J3eispiele dienen. 

Werde zuerst verlangt, dass a die Parabel 

beschreibt. Man kenn z gleich einer Potenz von t setzen. Der Exponent 
derselben muss jedoch grosser als Eins sein, damit a'(0) = 0 wird, und 
auch ungerade, weil andernfalls nur die eine Halfte der Parabel und diese 
zweimal durchlaufen würde. Die einfachste Annahme ist also .c = tS. Ueber. 
dies werde der Einfachheit wegen angenommen, die Bewegung erfolge mit 
einer constanten Winkelgeschwindigkeit gleich Eins. D a m  erhglt man 

a ( t )  = t3 + it6, 

( t )  = e - i r ( 3 i t 2 - 6 t 5 )  
= 3 t a s i n t -  6t5cost + i ( 3 t Z c o s t  + 6 t 5 s i n t ) ,  

p ( t ) = t 3 - 6 t 5 + i ( 3 t 2 + t 6 ) .  

Also: W e n n  d i e  t r a n s c e n d e n t e  C u r v e  

a u f  d e r  r a t i o n a l e n  C u r v e  s e c h s t e r  O r d n u n g  

r o l l t ,  s o  d u r c h l a u f t  d e r j e n i g e  S y s t e m p u n k t ,  d e r  i m  Augen. 
b l i c k e  t = 0  d e r  P o l  i s t ,  n t i m l i c h  d i e  S p i t z e  d e r  r o l l e n d e n  Curva, 
d i e  P a r a b e l  q = i e .  

Sol1 a eine gerade Linie, etwa die reelle Zahlenaxe, aber vom Kull. 
punkt aus nach boiden Seiten beschreiben, so kann gesetzt werden: 

a( t )  = t3, w'= cons€. = 1, w (t) = t. 
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Dann ergiebt sich : 
y(t)  = 3 i tZ  e-" = 3tz  sint + 3 i t 2  cost, 

p( t )  = t9 + 3it2.  

Also: B e i m  R o l l e n  d e r  C u r v e  

&=3tBs i lz t ,  q ? 3 t e c o s t  
auf  d e r  C u r v e  

,5=t"=3tZ 

b e s c h r e i b t  d i e  S p i t z e  d e r  e r s t e r e n ,  w e l c h e  i m  A u g e n b l i c k e  
t = O  z u m  P o l e  w i r d ,  e i n e  g e r a d e  L i n i e ,  n a m l i c h  d i e  k -Axe .  

Um die allgemeinste Bewegung zu erhalten, bei der von a einc gc- 
rade Linie durchlaufen wird, braucht man nur  in den Gleichungen 53) 
und 54) a (t)  gleich einer beliebigen r e e l l e n  Function von t zu setzen, 
welche der Bedingung a'(0) = O genUgt. 

D a r m e t a d t ,  Anfang April 1889. 

Berichtignng. Um hinsichtlich der Bezeichnungen zwischen dem vor- 
liegenden Schlusse und dem in Heft 1 erschienenen Anfange dieser Abhand- 
lung Uebereinstimmung herbeizuführen, ist  , wenn man sich den von B u r - 
mes t e r  wieder aufgenommenen A r  o n  h 01 d'schen Bezeichnungen anschliesst, 
statt ,feste Polcurveu zii setzen ,,Polbahnu, statt  ,,Polcurvenu Lez. ,,bewegte 
und feste Polcurveu aber ,Polcurve und Polbahnu. 
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Ueber gewisse homogene quadratische Relationen 
unter den Integralen einer linearen homogenen 

Diferentialgleichung seC!hstfW Ordnung. 

Von 

Dr. MAX ROSENKRAKZ 
in Berlin. 

I n  der Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen w'rd 

gezeigt, dass die Producte aus den Elementen der Fundamentalsystemo 

solcher Gleichungen mit eindeutigen Coefficienten ebenfalls einor linoaron 
homogonen Differontialgleichung mit eindeutigon Coofficicnten genügen 
und cin Fundamontalsystem derselben bilden. E s  ist  einleuchtnnd, dass 
unter den Elementen dieses Fundamentalsystems eine hestimmte Amahl 
von einander unabhangiger homogener quadratischer Gleichungen bestehen 
muss von den Formen: 

uxul - u,uu,v= O ,  
uL - u,u,= o. 

E s  entsteht daher die R a g e ,  ob man allein aus der Existenz dieser 
Relationen folgern kann, dass der betrachteten homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung die Producte von Integralen ebensolcher Gleichungen ge- 

nügen, ob mithin das Bestehen jener hornogerien quadratischen Xelationen 
unter  den Integrden auch die hinreichende Bedingung für diese Eigen- 
schaft der Dfirentialgleichung bildet. 

F ü r  die Gleichungen dritter Ordnung ha t  Herr F u c h s 1 )  in  seinen Un- 
tersuchmgon über linoam homogono Difforcntidgloichungon, zwischen deren 
Integralen homognne Relationen hoheren als ersten Grades besteheu, bei- 
l a d g  gezeigt, dass, wenn eine homogene Gleichung zweiten Grades zwischen 
ihren Lutegralen stattfindet, den Difftirentialgleichungen die Quadrate der Inte- 
grale einer linearen homogenen Difforentialgleichung zweiter Ordnung genügen. 

Berner fand Berr  G o u r s  a t z )  bei der Betrachtung homogensr quadra- 
tischer Beziehungen zwischen deri Integralen einer linearen humogeiien 
Differentialgleichung vierter Ordnung zwei Fiille, in denan diese über- 
e inst i imond ist mit derjenigon, welcher die Cuhen der Intograle einer 
solchon zweiter Ordnung, bozichungsweise mit dcrjonigon, welcher die 
Producte der Integrale zweier Gl~ichungen zweiter Ordnung genügen. 

Der  einzig mogliche Fa11 bei den Gleichungen fünfter Ordnung findet 
im Folgenden seine Erledigung. (Vergl. 1, Anm. 3.) 

1) Acta mathematica, Bd. 1. 
2) Bulletin de la socidt6 mathématique de France, t. XI. 
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Die Untersuchung über die bei den Gleichungen sechster Ordnung 
sich ergebenden Moglichkeiten wird in der vorliegenden Arbeit vollstandig 
durchgeführt. 

Es konnen derselben genügen: 

1. die fünften Potenzen der Integrale einer Gleichung zweiter Ordnung, 
II. die Quadrate der Integrale einer Gleichung dritter Ordnung, 

III. die - Producte der Integrale einer Gleichung zweiter Ordnung und 
cher  solchen dritter Ordnung. Diese kann übereinstimmen mit der- 
jenigen, welche die Quadrate der Integrale einer Gleichung zweiter 
Ordnung befriedigen. (Vergl. TII, Anm. 1 .) 

Der Zweck der vorliegenden Abhandlung ist, zu zeigen, dass die 
in jedem einzelnen Falle aufzustellenden homogenen quadratischen Rela- 
tionen die nothwendige und hinreichende Bedingung für die verlangte 
Eigenschaft der linearen homogenen Differentialgleichung sechster Ordnung 
mit eindeutigen Coefficienten sind. Die Coefficienten der zugehorigen 
Differentialgleichungen zweiter und dritter Ordnung sind ebenfalls stets 
eindeutige Functionen der unabhangigen Variablen. [Vergl. III, 2 1) - 23).] 

Am Schlusso dos orston Abschnitts findot sich im Anschluss an den 
zuerçt genannten Fall die Betnchtung der homogenen quadratischen 
Relationen unter den Integralen einer linearen homogenen Differential- 
gleichung nter Ordnung, der die (n - l)ten Potenzen der Integrale einer 
solchen zweiter Ordnung genügen. 

Die in den Abschnitten II und III benutzte Methode [vergl. II, 9) 
und 12) ;  ID, 11) und 1 4 ) ,  16)] ist allgemein anwendbar bei der Be- 
trachtung von linearen homogenen Differentialgleichungen mit eindeutigen 
Coefficienten, denen Producte von Potenzen der Integrale einer beliebigen 
Anzahl von Differentialgleichungen genügen. Allerdings wird, wenn unter 
den Differentialgleichungen, deren Integrale in gleich hohon Potonzen mit 
einander combinirt wordon, p verschiedone Gloichungon obendcrselben Ord- 
nung sind (welche Moglichkeit bei den zu betrachtenden Gleichungen 
sechster Ordnung ausgeschlossen k t ) ,  die Findeutigkeit der Coefficienten 
in den zu erschliessenden Differentialgleichungen im Aügemeinen nicht er- 
halten bleiben. (Vergl. den zweiten der obenerwahnten Satze des Herrn 
Goursat.) Es  werden alsdann für die zu den sich ergebenden p Diffe- 
rentialgleichungen gehtrigen Gruppen von Quotienten der Integrale des 
betrachteten Pundamentalsystems verschiedene Arten von U d k f e n  existiren, 
welche die fur jsne p Gruppen typischen Substitutionen unter einander 
vertauschen.') Die weitere Betrachtung dieses Falles, in welchem die ent- 

1) Vergl. L u d w i g  S ch1 e s inge r ,  Inauguraldissertation Berlin 1887, S. 26. 
S. auch 1, Anm. 4 der vorliegenden Abhandlurig. 

G * 
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sprechenden Coefficienten derp Differentialgleichungen Wuneln algebraischer 
Gleichungen pton Grades mit eindeutigen Coefficienten sind, m6ge einer 
spateren Gelegenheit vorbehalten bleiben. - 

Es soi 
d6u d5u d4t4 du 

a) - + f 2 +  dz6 dx5 dx4 . . . + f r j d z :+ f~u -O  

eine irreductible lineare homogene Differentialgleichung, deren Coefficienten 
f,, f2, . . . f, eindeutige Functionen der unabhangigen Variablen x sind. 
u,, u2, . . . zc, seien die Elemente eines Fundmontalsystems dieser Gleichung. 
Durch einen geschlossanen Urnlauf von x urn einen oder mehrere singulare 
Punkte der Differentialgleichung a) mogen sie übergehen in u:, u;, . . . u',. 

Hierbei haben die Grossen u' bekanntlich die Form 
6 

und zwischen den von x unabhangigen Grossen n besteht die Bedingung 

cl 1 a. [ > < O .  ( i , k -  1, 2 , .  . . 6) 

Es m6gen zwischen den Integralen u,, u2 ,  . . . u, der Differential- 
gleichung a) die vier homogenen quadratischen Gleichungen bestehen : 

1) 
u;=u1u3, u;=u2u4,  

u; = u3u5, u; = u4ZCô. 

Durch einen geschlossenen Umlauf von x gehen dieselben iiber in 

wo die Grosson u' die durch b) definirte Gostalt haben. Da zwischen 
den Integralen nur das System 1) bestehen soll, so wird das System 2) 
eine Folge desselben sein. Man gelangt daher, wenn man aus den 
Gleichungen 1) und je einer der Gleichungen 2) die vier Grossen 

u,, u,, u,, u, eliminirt, zu Identitaten. Setzen wir: 

4)- u2= r/lU1, u3= r12u11 ul= g3u1, us= r/4u1, uô- g5u1, 

und setzen wir diese Werthe in die Gleichungen 2) ein, so folgt als 
Resultat der Elimination: 
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Diese Relationen müssen gelten für jeden Werth, den q annehmen 
kann. 

Durch den obigen Umlauf von 3 geht q über in: 

Unter den sechs Summen dürfen nicht zwei bis auf einen constanten 

Factor identisch sein, da alsdann aPk = caVk ((l. >< Y) für k = 1, 2, . . . 6 

ware, was durch die Bedingung c) ausgeschlossen ist. E s  müssen daher 
der Zahler und Nenner eines jeden der Quotienten 6) einen gleichen 
Factor enthalten, durch dessen Weggang jene Quotienten identische Werthe 
annchmon. 

Da nicht siimmtliche ai, ( i  = 1, 2, . . . 6) mgleich nuli sein konnen, 

so muss, wie sich aus 5) ergiebt, a,, oder a,, >< O sein. 

1. a,, und a,, mligen gleichzeitig von nuii verschieden sein. Durch 
Multiplikation der Gleichungen 2) folgt 

I l  u; u; = u1 ?A6, 

also sind, wenn wir hierin die Werthe aus b) und 4) setzen, d a m  auch 
(Y,, und <y5, ungleich null. Vermlige der Gleichungen 2) gilt dies auch 
von (Y,, und uq6. Also ist unter unserer Annahme ai, (i = 1, 2, . . . 6) 
von null verschieden. Daher sind sammtlicha Grossen u' ganze rationale 
Functionen fünften Grades von 7: 

fi 

Denkt man sich diese Functionen in ihre linearen Factoren zerlegt, so 
dürfen nicht diesclben liaearen Factoren in zweien derselben zngleich 
sammtlich enthalten sein, da alsdann ihr Quotient constant wiire. Daher 
haben u: und u: mindestens einen Factor, der in beiden verschieden ist. 
Derselbe m u s ,  wie sich aus den Gleichungen 2) ergiebt, in ?A',, ?A\, ?A:, ?A: 

enthalten sein. In u: sei dieser Factor q - B ,  und ?AL enthalte den- 
selben k-mal (k eine positive ganze Zahl). D a m  muss, da er in U A  
nicht vorhanden ist, u: denselben 2 k-mal enthaltan, u\ 3 k-mal, u% 
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4 k-mal, u: 5 k-mal. Daher ist k = 1. Analog gilt dies fur 7 - y, 
den entsprechenden Factor in u;. Also erhalt man für die Grossen u': 

Setzen wir 

BO folgt 

wobei p und y nicht gleichzeitig nul1 sein konnen, da 7 - P wid 7 - y 

verschiedene Factoren sind ( p  2 ?). 

2. 1st a,, >< O,  t ~ , ~  - O ,  so sind auch alle ai,, in denen i + k > 7 

ist, gleich n d ,  wzhtend die Glieder der Deteminante, in denen i $ k 5- 7 
ist, siimmtlich von null verschieden sind, und es ergiebt sich: 

7 - i  

Ta] 11:- u, 2 as T k - l .  (4 = 1, 2, . . , 6) 
k = l  

Also ist U: eine Function (6 - ijten Grades in 7. Da U; in Bazug 
auf 7 constant ist,  so ist der lineare Factor q - d von uk zweimal in 
u: enthalten, in U S  dreimal, in viermal, in u: fiinfmal, sodass über- 

haupt kein anderer in q linearer Factor in den Grossen U' vorhanden 
sein kann, und diese die Form haben: 

' 

u; = cfl6 (7 - a y  ul, 
= aZ5 (rl - ~ 1 ,  

U.: = "34 (7 - a)3 Ul , 
U.L -a , , ( r j  - V Y ,  
4 - "62 1627 - 4 ~ 1 ,  

u; - ciLldl %. 
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Aus den Gleichungen 2) fol& dass 

Setzt man 

so folgt 

Mithin hat in diesem Falie rl' die Gestalt: 

3. 1st cri, - 0, uô6 >< 0, so müssen die GrCssen aik, in denen k > i ist, 

sPmmtlich null sein, wahrend die Glieder der Diagonale der Determinante 
von nul1 verschieden sina. In  diesem Falle gelten dieselben Schlüsse 
mie vorher, es ergeben siüh Functionen von der Porrn 8a), jedoch in 
umgekehrter Reihenfolge: 

4 sas (YI - &)4 ui i 
U: = Cfôe (7 - E ) ~  'U1. 

Aus den Gleichungen 2) folgt, dass 

Setzt man 

so folgt 

l l b )  = ~ ~ ( 1 1  - E ) .  

Hierin ist, der Fa11 mit inhe,den,  dass die Grossen u,, u,, .. . u, durch 
einen bestimmten Umlauf in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten 
übergehen beziehungsweise sich unter einander vertauschen, da alsdann 
E resp. B den Werth null erhalt. 

Bus dem Vorhergehenden [Il), I l  a), I l  b)] ergiebt sich, dass durch 
&en beliebig gewahlten Umlauf die Function rl stets übergeftihrt wird in 

einen A u s h c k  von der Form: 
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Hierin sind die vier Grosson A ,  p, Y ,  Q von x unabhzngig. Ans 
der Beschaffenheit der in jenen Formeln auftretenden Constanten geht 
hervor, dass fü r  alle Umliiufe 

Es lassen siüh nun zwei Funütionen von x ,  namlich 5, und &, EO 

bestimmen. dass 

ist, und zwischen 6 ,  und &, die Relation besteht 

wo c eine Constante bezeichnet. Durch einen Umlauf von x ,  welcher 
in jenen Werth überführt,  m6gen &, und 6 ,  übergohen beziehungs- 
weiso i n  &: und &:, sodass 

Vermoge der Gleichung 13)  geht  15)  über in 

51 - IF1 + P$ , 
sodasa wir setzen konnen: 5: .5 i+Q& 

17) 
6:  = k ( x )  (WEI+ ~ 6 2 ) ~  

6;  = k ( x )  (161 + ~ 5 2 ) )  

wo k ( x )  einen den beiden Grossen 5; und gerneinsamen Factor bezeichnat. 
Setzt man diese Werthe ein, so wird die Determinante der Gleichung 16) 

Diese Doterminante wird durch successive Zerlegung gloich 
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Mit Hülfe der Gleichungen 14) und 16) ergiebt sich 

Also ist der gemeinsame Factor k (x) eine Constante 

k = - - - . 
l'v -- A P  

Setzt man diesen Werth von k in die Gleichung 17) ein, so erhiilt 
man: 

18) 

wo gemass y) der Nenner stets von nul1 verschieden ist. 
Bus diesen Gleichungen kann man schliessen, dass die durch die 

Glcichungen 13) und 14) defuiirton Functionon und 6 ,  oin Fundarnontal- 
systom constituiren einer linearen homogonen Difforontialgleiohung zwoitor 
Ordnung mit eindeutigem Coefficienten: 

-- d s y  p y .  
dxZ  

Die hier angewandto Methodo ist wesontlich dieselbe, welche Herr 
F u c h s  angegeben hatl1) indem er setzt 

Sind 5, und 5, die Integrale einer linearen homogenon Difforontial- 
gleichung zweiter Ordnung 

so ist bekanntlich ihr Quotient 

1) Acta Math. Bd. 1, S. 368. Vergl. Riemann,  Ueber die FlLche vom 
kleinsten Inhalt bei gegebener Begenzung. Ges. Werke, S. 298. 
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Nan kann jedoch aus dem Grunde vorziehen, der Substitution die 

Form 13), 14) zu geben, weil sich aus derselben die Erweiterung auf 
die Bestimmung von lz Grossen 5 mit einem Schlage ergiebt.') 

Es  seien 6, und &, zwei Integrale dm Differentialgleichung 19), 
deren Quotient gloich 7 ist, so ergiebt ~ i c h  aus der Relation 3): 

und hieraus : 

Setzt man diese Quotienten gleich v(x), so ergiebt sich: 

1st CD ( v )  = O die homogene lineare DifFerentialgleichung sechster 
Ordnung, welcher die fünften Potenzen der Integrale der Gleichmg 19) 
genügen, für welche also 

ein Fundamentalsystem von Integralen bilden, so gelangt man zur all- 

gemeinsten Form der linearen homogenen Differentialgleichung sechster 
Ordnung, deren Inte,pale den Relationen 1) genügen, durch die Sub- 

stitution 
ZG 

v = -. 
v (4 

~ ( x )  hat in Folge der Eindeutigkeit der Coefficienten der Gleichung 
19),  also auch @(v) - 0, und der Gl~ichung a) die Gestalt 

wo p (x) eine eindeutige Function von x bezeichriet. 
Setzt man andererseits in Gleiühung 19) 

so erhalt man diejenige homogene lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit eindeutigen Coefficienten, deren Integrale so beschaffen sind, 
dass ihre fünften Potenzen der Glaichung a) genügen. 

1) Vergl. II,  Formel 10)- 17). 
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Urn die Differentialgleichung sechster Ordnung ni bilden, welcher 

die fünften Potenzen der Integrale der Gleichung 19) genügen, setzt man1) 
v = y5 

und erhalt durch sechsrnalige successive Differentiation, indem man jedes- 
mal die zweite Ableitung von y mit Hülfe der Gleichung 19) reducirt; 

d p  + [1105p3+ 220 (-) d x  + 3 3 5 p  7 dx + 5 21 d x 

Dies sind sieben lineare Gleichungen für die sechs Grossen 

y5, y 4 g 1  y3($)', y'($)', y ( $ r r  (2)51 
durch deren Elirnination man zu dem gesuchten Resultat gelangt. Rech- 
net man aus den ersten fùnf Gleichungen die Werthe von den Mnf 
ersten jener Grossen BUS und seh t  dieselben in die siebente Gleichung 
ein, so ergiebt sich für v die gesuchte lineare homogene Differential- 
gleichung sechster Ordnung mit eindeutigen Coefficienten: 

1) Vgl. Fuchs, Borch. Journ. Bd. 81, S. 129. 
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Diese Gleichung ist in die Gleichung a) durch die Substitution 

überzuführen, wo q ( x )  als eindeutige Function definirt war. Es gilt 
daher der Satz: 

,,Bestehen zwischen den Integralen der Differentialgleichung a) die Re- 
lationen l), so genügen derselben die fünften Potenzen der Integrale einer 
linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit eindeutigen 
Coefficienten. Dio Coofficienten dor Gloichung a) sind darstellbar als ra- 
tionale Funetionen von zwei eindeutigen Functionen und deren Ableitungen, 
Ferner ist aus den Formeln 8) und 10) ersichtlich, dass die 36 Grossen 
a der Determinante c) darstellbar sind als ganze rationale Functionen von 

4 Grossen, welche sich für gewisse Umlaufe auf 3 resp. 2 reduciren konnen." 
A n m e r k u n g  1. Es bestehe unter den Integralen der Gleichung a) 

nur eine der Relationen l), z. B. e ~ i  = ul zc,. 
Diese wird durch :inen Umlauf von x übergeführt in die Gleichung 

(?AL)'= ?A;.:, 

welche bis auf einen constanten Factor mit jener identisch ist. Stctzt 
man hierin: 

so folgt die Identitat für jeden Werth, den ri annehmen kann: 

Ein Glied mit 172 ist vorhanden, weil u, in der Gleichung vorkommt. 
Da nicht sammtliche Grossen a in zwei Zeilen gleich sein konnen, muss 
mindestens einer der Quotienten einen im Zahler und Nenner gemein- 
samen, in rj lintiaren Factor haben. Diese Zerlegung ist aber nur müg- 
lich, wenn in diesem Quotienten sammtliche Coefficienten der Grossen 
u,, u,, w, nul1 sind. Da der Zshler des ersten Quotienten gleich dem 
Nenner des zweiten kt, muss dies auch im andoren dor F d  sein. Also 
gehen die Tntegrale u,, VA,, u, durch jenen Umlauf über in solche von 
der Porm: 

ec: = ail zc, + ai2 zc2 + ais us. (i = 1, 2, 3) 
Daher ware in diesem Falle die Gleichung a) reductibel, und ihr ge- 

nügten die Quadrate der Tntegrale einer linoaron homogonon Differential- 
gleichung zweiter Ordnung.') 

1) Fuchs ,  Acta Math. Bd. 1. S. 333. 
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Anmerkung  2. Derselbe Schluss gilt, wenn nur zwei aufeinander- 
folgende der Relationen 1) bestehen, z. B. 

u: = uiu3, U Q  = u2u4, 

welche dnrch einen Umlauf übergehen in 

( ~ 8 ) ~  = u: wb, ( U Q ) ~  = uku:. 

Dieses System ist eine Folge des vorigen. Setzt man 

4 u1 mit u, vorhanden sein muss. Die Quotienten - und 3 sind für jeden 
4 4 

21' u' 
Werth von 7 gleich, ebenso 2 und wghrend nicht sammtliche ar 4 us 
zweier Zeilen einander gleich sein dürfen. Es müssen sich also in je 
einem Quotienten der beiden Paare gemeinsame Factoren, welche ganze 
rationale Functionen von q sind, absondern lassen. Dies bedingt, dass 
darin die Coefficienten von v, und v, nul1 sind, also auch in dem anderen 
Quotienten. Auch in diesem F d e  ware die Gleichung a) reductibel. Es 
gentîgten ihr die Cuben der Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung.') 

A n m e r k u n g  3. Genügen die Integrale von a) drei aufeinander- 
folgenden Gleichungen der Relationen 1) und nur diesen, so ist in der- 
selben Weise wie in den vorhergehenden Anmerkungen zu zeigen, dass 
auch in diesem E'alle die Gleichung sechster Ordnung reductibel ware, und 
dass alsdann jene fünf Integrale derjenigen homogenen linearen Differential- 
gleichung genügten, welche die vierten Potenzen der Integrale einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung zu Integralen hat. 
Es lasst sich namlich in ebonderselben Woise wie vorhor für den Fa11 der 
irreductiblen homogenen linearen Difforentialgleichung sochster Ordnung 
zeigen, dass, wenn unter den Integralen u,, u,, . . . u, einer solchen der 
Ordnung die a - 2 Relationen: 

bestehen, ihr die (la - 1)ten Potenzen der Integrale einer homogenen 
linearen Differentialgleich~n~ zweiter Ordnung genügen. Ueber die Coeffi- 
-- - 

1) G o u r s a t ,  1. c. S. 166. Vergl. Schlesinger,  1. c. S. E0. 
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cienten und die n2 Grossen or gilt das im vorhergehenden Satz (S. 92) Gesagte. 
Denn für die Grossen u:, u:, . . . u i ,  in welche u,, uz,  . . . un durch einon 
geschlossenen Umlauf der unabhangigon Variablen übergoführt worden, 
Iassen sich, wenn 

% "3 n = - 5 - =  un ...-- 

gesetzt wird, für die drei Falle: 

(Yin und ann >< 0, 

die 8), 8 a), ELb) analogen Schemata aufstellen, wobei .n - 1 an die Stelle 
von 5 tritt. Hieraus folgt, dass durch einen beliebigen Urnlauf q über- 
geht in: + 11.7 -. 

v + e v  

Durch Einführung der Functionen t, und 6,  vermittelst der Substitution 
13), 14) ergiebt sich der obige Satz. 

A n m e r k u n g  4. Die Integrale der Gleichung a) mogen den beiden 
Relationen genügen: 

u; - U,Usl ";= u,u,. 

Das hieraus durch einen Umlauf von x entstehende System 

(?A;)= = +;, ( u p  u; u; 

ist eine Folge des ersteren. Wenn wir 

setzen, haben die Grossen u' die Porm: 

und, wenn wir diese einsetzen, gelangen wir zu den f ü r  jeden Werth, 
den q, und q2 annehmen konnen, gültigen Identitaten 

Es  k6nnte nun in je einem Quotienten der beiden Paare sowohl im 
Zahler als im Nenner entweder ein in q,  und q2 zugleich h e a r e r  Factor 
enthalten sein oder je ein in qi und q,  linearer Factor. Dies ist beides 
unmoglich. Es  muss daher, damit ein in q,  oder 7, linearer Factor vor- 
handen ist, der Coefficient von zl, btiziehungsweise ec, identisch nul1 sein 
und zwar im Zahler und Nenner derselbe. Denn wsre zu sotzen: 
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a + Bri - Y + arzr 
so würde hioraus die homogone quadratischo Rolation untor don Grossen u: 

folgen, wahrend naüh unserer Voraussetzung nur homogene quadratisühe 
Relationen von der Form: 

- u1 us) + (u; - u4uJ = O 
mtiglich sind, 

Da die beiden gleichen Quotientenpaare die Grosse u; hexiehungs- 
weise u; gemeinsam haben, ist  dieses Verschwinden auch in jedem der 
beiden anderen Quotienten der Pall. Aus der Bedingung c) folgt, dass, 
wenn in dem einen Paare der Coefficient von zc, null is t ,  in  dem anderen 
Paare dies für den Coefficienten von zc4 stattfinden muss. Man ersieht 
hieraus, dass fü r  alle moglichen Umlaufe r: und r h  gleichzeitig nur  die 
Werthe annehmen k h n e n :  

4 
oder : 

B) 

Bestimmt man nunmehr zwei Functionen &, und & so, dass 

di', . d E 1  
E 2 =  ri&, Li- d x  - 62-Pc19 d x  

so sind diese beiden Paare von Functionen die Integrale der homogenen 
linearen Differentialgleichungeu: 

d2 Y dZz 
dzZ=PIYl Tzi =Pnfl, 

wo p, und pZ die Wurzeln einer quadratischen Gleichung mit e ind~ut~ igen  
Coefficienten sind') und in einander übergehen f i r  diejenigen Umlaufe 

von x, fïir welche 
% + P B  , = - . 
Y Z  + 82 qn 

Dann ist  

also: 

1) G o u r s a t ,  1. c. S. 162. Vgl. S c h l e s i n g e r ,  1. c. S. 27. 
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Hieraus ergiebt sich: 
: 1 2 E 

Hierbei sind auch cpl und rp, die Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
mit eindeutigen Coefficienten und gehen in einander über für  ebendieselben 
Umlaufe von z wie p, und p,. Diej enigen linearen homogenen Differential- 
gleichungon zweiter Ordnung, deren Integrale derart sind, dass ihre 
Quadrate dor Gleichung a) genügen, orhalt man aus don obigen, wonn 

Es ergehen sieh zwei l inear~ homogen~ Differentialgleichungen xmeiter 
Ordnung, deren entsprechende Coefficienten Wurzeln quadratischer Gleichungsn 
mit eindeutigen Coefficienten sind. EIieraus folgt der Satz: 

,,Genügen die Integrale der Gleichurig a) den Relationen: 

so befriedigen dieselbe die Quadrate der Integrale zweier homogener linea- 
rer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren entsprechende Cosifi- 
cienten die wurzeln quadratischer Gleichungen mit eindeutigen Cotiffi- 
cienten sind." 

( S c h l o s s  folgt.) 
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VI. 

Ueber die Bewegung freier Ketten in rotirenden 
Linien. 

Von 

Prof. F. AUGUST 
ln Berlin. 

5 1. Allgemeine Uebereicht, 

In einer Abhandlung , ,Deber  d i e  B e w e g u n g  v o n  K e t t e n  i n  
C u r v e n  (diese Zeitschrift, Bd. XXXIII  S. 321- 336), auf welche sich 
die Citate i n  der vorliegenden Arbeit beziehen , habe ich untersucht , nnter 
welcben Bedingungen sich eine Kette, d. h. eine vollkommen biegsarne, nn- 
ausdehnbare homogene Massenlinie in  sich selbst bewegen kann,  so dass 
also alle Elemente der Kette dieselbe Bahn beschreiben, in der Art, wie 
die Wagen eines Eisenbahnznges. Ich will hier ein tihnliches Problem be- 
handeln, nLmlich die Bewegung von Ketten in gleichformig rotirenden Cur- 
ven, also e i n e  B e w e g u n g ,  b e i  w e l c h e r  d i e  K e t t e  i h r e r  F o r m  
n a c h  s t e t s  B o g e n  e i n e r  C n r v e  v o n  u n v e r g n d e r t e r  G e s t a l t  i s t ,  
we lche  m i t  c o n s t a n t e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  n m  e i n e  f e s t e  
Axe r o t i r t ,  w a h r e n d  s i c h  g l e i c h z e i t i g  d i e  g a n z e  K e t t e  i n  d i e s e r  
r o t i r e n d e n  C u r v e  v e r s c h i e b t .  Diese rotirende Curve sol1 als r o t i -  
ren  de K e t t e n  b a h n  bezeichnet werden. Es  werden dabei ausser den etwa 
nothigen Spannungen in den beiden Endpunkten (Liu s s e r  e n  Spannungen) 
keine Lusseren Kriifte vorausgesetzt. 1st die Kette geschlossen, so fallen 
auch die iiusseren Spannungen fort und die Kette bewegt sich vollkommen 
frei und behalt, alu Ganzes betrachtet, immer dieselbe Gestalt. Ich werde 
nachweisen, dass die beschriebene Bewegung sich nur  in einer der folgenden 
Weisen vollziehen kann: 

1. E i n  g a n z  s i n g u l a r e r  Fa11  i s t  d i e  B e w e g u n g  d e r  K e t t e  
l a n g s  d e r  R o t a t i o n s a x e  m i t  b e l i e b i g  v e r l n d e r l i c h e r  G e s c h w i n -  
d i  g k e i  t (5  3 a). Dieser Fa11 ist selbstverstiindlich , die Rotation illiisorisch, 
und man wird auf einen einfachen, früher behandelten Fa11 (S. 322, 2) zu- 

ruckgeführt. 
I n  a l l e n  a n d e r e n  F a I l e n  m n s s  d i e  r e l a t i v e  G e s c h w i n d i g k e i t  

d e r  K e t t e  i n  B e z n g  anf d i e  r o t i r e n d e  B a h n  c o n s t a n t  s e i n  (5 4). 
ZeiUchriït 1. Mithamatik n. Physik XXXV. 2. 7 
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Auch hier giebt es zuniichst zwei singulare Falle und den allgemeinen Pall, 
namlich 

2. D i e  r o t i r e n d e  B a h n  i s t  e i n e  G e r a d e ,  s e n k r e c h t  u n d  im 
A l l g e m e i n e n  w i n d s c h i e f  g e g e n  d i e  R o t a t i o n s a x e .  (5  3b .  Vergl, 
auch 5 10.) 

3. D i e  r o t i r e n d e  B a h n  i s t  e i n e  S c h r a u b e n l i n i e ,  d i e  auch 
i n  e i n e n  K r e i s  L i b e r g e h e n  k a n n .  (55. Vergl. auch 5 10.) 

4. I m  A l l g e m e i n e n  i s t  d i e  r o t i r e n d e  B a h n  e i n e  r a u m l i c h e  
o d e r  e b e n e  C u r v e ,  w e l c h e  s i c h  a n a l y t i s c h  d u r c h  c l l i p t i s c h e  
F u n c t i o n e n  a u s d r t i c k e n  l i i s s t .  ($9 6-9.) 

81s Grenzfalle ergeben sich aus dem allgemeinen Falle 4 ausser den 
singularen Fiillen 2 und 3 auch noch einige andere singulare Falle. ((j 10.) 

I n  5 11 sind zwei Specialfalle von 4 genauer betrachtet, in § 12 ein 

dritter,  welcher sich in gewissen Fallen sehr einfach angeniihert reali. 
siren lasst. l n  5 13 ist eine Verallgemeinerung des Resiiltates besprochen. 

5 2. Aufstellnng der  Differentialgleichnngen. 

Die Untersuchung liisst sich dadurch auf das in meinor früheren Arbeit 
behandelte Problem zurückftihren, dass man ein bewegliches Coordinaten- 
system einführt, welches ebenso rotirt ,  wie die rotirende Bahn. Es ist Lie. 
kaunt.  dass man die relative Bewegung in Beziig auf dieses System aie 
eiiie absolute betrachten kann,  nachdem man in jedem Massenpunkte su 
den übrigen angreifenden Kraften die Centrifugalkraft und eine Kraft au- 
gefrlgt ha t ,  die ich die F o u c a u l t ' s c h e  Componente nennen werde. Die 
letztere crthcilt jedem Massenpunkt eine Beschleunigung gleich dem dappel- 
ten Product aus der Winkelgeschwindigkeit des bewegten Systems und auu 

der Projection der relativen Geschwiudigkeit des Mrtssenpunktes auf die 
diirch den Massenpunkt gelegte, zur Axe lothrechte Ebene. Ihre Angrifs. 
linie fallt in diese Ebene und bildet mit jener Projection einen Winkel von 
90° in  dem der absoluten Drehiing des Coordinatensystems entgegengesetz 
ten Sinne. Sind also x ,  y ,  8 die Coordinaten eines Massenpunktes m in 
einem beweglichen System , welches sich mit der Winkelgeschwindigkeit + a 

um die 8-Axe dreht,  wo ry stets einen von Nul1 verschiedenen Werth haben 
soll, so ist die Bewegung mie eine absolute zu betrachten, wenn zu den 
übrigen Componenten folgende Axencomponenten zugefiigt werden : 

Andererseits ist  die Curve, in  der sicb die Kette relativ bewegt, von 
unveranderlicher Lage gegen das bewegliche Axensystem. Ich habe nun in 

- - 

der frtiheren Arbeit nachgewiesen, unter welchen Bedingungen eine solche 
Bewegung rnoglich ist. Da (S. 325) angcgebenc Resultat lasst sicb so 
sussprechen: 
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Von Prof. F. AUGUBT. 99 

Wenn eine Kette sich i n  einer Curve bewegt, so treten zu den abri-  
gen Kraften, die ein Element angreifen, erstens i n  t a ~ g e n t ~ i a l e r  Richtung 
das Differential der Spannung,  zweitens i n  Richtung der Hauptnormale 
das Product au# der Spannung und dem Differential des Krümmungs- 
winkels (Contingenzwinkels). Naçh Zuftigung derselben ist dau Element 
der Kette als frei zu betrachten. 

Nehmen wir nun zur Masseneinheit die Lkngeneinheit, bezeichnen wir 
die Zeit mit t ,  den Bogen mit G ,  wo o = s + 8 ist und 9. von s unabhlngig, 
aber Function von t is t ,  die relative Geschwindigkeit der ganzen Kette 
d u  a 4  -=- 
d t  d t  

mit v, die Componenten der das Massenelement d s  angreifenden 

eusseren Krefte mit X as, Y d s ,  Z d s ,  die Spannung mit T, und drtîcken 
wir die partiellen Ableitungen nach G -- die zugleich die nach s sind, da 
G nur in der Verbindung IS = s+  6 vorkommt - durch Accente aus ,  so 
erbalten wir die Bewegungsgleichungen (S. 322, 1): 

iind die analogen. Hierzu tritt  die Gleichung 

x'" +'a + dle = 1. 

Nun sind in Wirklichkeit keine ausseren Kriifte vorhanden; da es sich 
aber urn die relative Bewegung gegen das rotirende Coordinatensystem han- 
delt, so haben wir nach dem vorher Besprochenen zu setzen: 

So erhallen wir die Gleichungen: 

Hierin sind x ,  y, s Functionen von G allein, dagegen ist a unabhangig von G. 
Fiir 6 sind bei' einer endlich begrenztan Kette alle Werthe von s, + 9. bis 
S, + 3 zuzulassen, wo s, und s2 gegebene Constante sind. 1st die Curve 
(6) geschlossen, so kann auch die Kette im mechanischen Sinne ge- 
schlossen sein. 

In der friiheren Arbeit waren specieller solche Fiille untersucht, in 
denen die tiusseren KrBfte nur von der Lage des bfasseneleme=tes abhangen. 
ES zeigte sich dabei (S. 326), dass die Bewegung der Kette im Allgemeinen 
tangential gleichformig beschleunigt sein konnte. 

7 *' 
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100 Ueber die Bewegung freier Ketten in  rotirenden Linien. 

D m  Auftreten der, F O u c a u 1 t'schen Componente , also einer von der 
Gesehwindigkeit abhüngigen Kraft, in der vorliegenden Untersuchung bedingt 
eine wesentlich andere Gesetzmassigkeit. 

5 3. Iategrat ion in gewieeen aingultlren Fllllen. (Qeradlinige 
rotirende Bahnen.) 

Da die allgemeine Methode, die wir zur Integration der Gleichungen 
1) und II) anwenden wollen, in  gewissen Ausnahrnefallen nicht anwendbar 
is t ,  so empfiehlt es sich, diese Falle vorher zu erledigen. 

A. Wir  untersuchen zuerst , ob die rotirende Bahn eine G e r a d e  sein 
kann, setzen also x"= y"= a"= 0, so dass x', y', a' constant sind. Die 
drei Gleichungen 1) werden dann: 

III) 

d v 
Aus der dritten dieser Gleichungen folgt entweder - - T'= 0 oder a'= 0. 

d t 
d u  

a) 1st - - T'= O, so folgt aus den beiden erstan Gleichungen III) a t 
c~~(xx'+~y')=0, d. h. xs+ye=comt. ;  

da  aber x' und y' constant sind, ist dies nur mtiglich, wenn x'= y'= 0, 
8'= 1 kt. Dann aber ergeben dieselben Gleichungen , dass x = 0, y = 0 
i s t  Die Kette bewegt sich mit ganz beliebiger Beschleunigung in der 
a -  Axe. Eine der beiden Endspannungen eines begrenzten Sttickes kann als 
beliebige Function der Zeit gegeben sein, die andere ist  dann bestimmt 
(S. 322 u. 323). Dies ist der erste der obenerw&ihnten singultiren Flille. 

b) 1st s '=O,  dann liegt die rotirende Bahn in einer Ebene senkrecht 
zur a-Axe,  die wir zur xy-Axe  wahlen konnen. Die Elimination von 

($ - T') sus den beiden eraten Gleichungen ergiebt 

~ ' ( X ~ ' - ~ X ' )  + 2 n a = 0 .  
Es iet aber xy'- yx'= r,, wo r, den Abstand der Geraden von der c -  Axe 

bedeutet, mithin, da der Fa11 n = O ausgeschlossen werden kann, v = - - 2 YI 
d v 

= c ebenfalls constant, und - = 0. Weiter ergeben die beiden ersten 
d t  

Gleichnngen I I I )  
2 

-T'=or2(xx'+yy'),  also T=i(roa-r8), 
2 

wo ro eine beliebige Constante, r die Entfernung des Elementes von der 
s - Axe bedeutet. 
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Dies ist der zweite der obenerwlhnten singularen Balle. E s i s  t a l s o  
e ine  f r e i e  B e w e g u n g  d e r  K e t t e  i n  e i n e r  r o t i r e n d e n  G e r a d e n  
mt ig l ich ,  w e l c h e  s e n k r e c h t  z u r  R o t a t i o n s a x e  s t e h t  u n d  v o n  i h r  
e i n e n  b e l i e b i g e n  k t i r z e s t e n  A b s t a n d  r, h a t .  D i e  r e l a t i v e  G e -  
s c h w i n d i g k e i t  d e r  K e t t e  i n  B e z u g  a u f  d i e s e  B a h n  i s t  g l e i c h  

--Y,; d a s  n e g a t i v e  V o r z e i c h e n  l a s s t  e r k e n n e n ,  d a s s  d i e  K e t t e  
2 

i n  d e r  G e r a d e n  s i c h  i m  e n t g e g e n g e s e t z t e n  S i n n e  d e r  R o t a t i o n  
d e r  B a h n  ( r ü c k l i i u f i g )  b e w e g t .  1st die Kette begrenzt, so mtissen 
selbstverstëndlich in  den Endpunkten die Xusseren Spannungen angebracht 
werden, deren eine wegen der willkürlichen Constanten 7, beliebig gewahlt 
werden kann. Die Spannung T ist nur  positiv in den Punkten, deren Ent -  
fernung von der Drehaxe kleiner e1s ro ist. Plir die beiden Punkte,  für  
welche r = r, is t ,  ist  sie Null; fur die Punkte r > ro ist sie negativ, d. h. 
die Spannung besteht hier i n  einer gegenseitigen Abstossung der benach- 
barten Elemente , was zwar mathematisch vorstellbar, aber physikalisch 
schner realisirbar ist. Uebrigens IXsst sich diese singulare Ltisung durch 
eine sehr einfache Construction ganz elementar finden, indem man die 
Schwungkreft und die P o u c a u l t ' s c h e  Componente für  einen beliebigen 
Punkt einer Geraden der xy-Ebene graphisch darstellt und die Bedingung 
daftir sucht, dass die Resultante beider in  die Richtung der Geraden falle, 
so dass sie durch das Differential der Spannung aufgehoben werden kann. 

Man findet d a m  ebenfalls v = c = - F r , .  So einfach dieser Fall, mathe- L 
matisch betrachtet, erscheint, so würde es doch schwer sein, ihn angenahert 
physikalisch zu realisiren, da die Kette sich nicht schliessen l i s s t ,  und das 
Anbringen vorgescbriebener Endspannungen in einem bewegten Kettenstticke 
schwer ausfiihrbar ist. 

4 

Wiihlt man r, = O ,  so ist  auch c =  O,  und man erhalt eine einfach 
rotirende Kette von geradliniger Gestalt, welche die Axe senkrecht durch- 
scbneidet. Diese Bewegung l iss t  sich realisiren, da man die Eussere End- 
spannung gleich Null setzen kann. E s  kann also ein freies Kettenstück 
von der Lange 21 in Form einer geraden Linie urn seinen Mittelpunkt in  

ffz 
einer Ebene frei rotiren, und die Spannung ist (le- x 2 ) ,  wenn x den 

Abstand des Elementes vom Mittelpunkt bedeutet. Wir  sind so auf einen 
sehr einfachen und bekannten Specialfall geftihrt. 

5 4. Fortsetznng der  allgemeinen Unteranchnng. 

Wir wendcn uns nun zu dem Falle gekrtimmter rotirender Bahnen 
und weisen zunachst nach, d a s s  d i e  B e w e g u n g  i n  d e n s e l b e n  n u r  
m o g l i c h  i s t ,  w e n n  d i e  G e s c h w i r i d i g k e i t  c o n s t a n t  i s t .  Wir  be- 
trachten zu diesem Zwecke eine bestimmte Stelle der Rahn, den Punkt P. 
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102 Ueber die Bewegung freier Ketten in rotirenden Linien. 
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D a  die Resnltante aller Kriifte, welche das gerade in P befindliche Elernent 
angreifen, bei der relativen Bewegung in die Schmiegungsebene der Bahn 
fallt ,  und die Resultante der beiden von den Spannungen herrtihrenden 
Krkifte d T und T dt ebenfalls, so muss auch die Kesultante aus der Centri- 
fugalkraft und der F O u c a u  1 t lschen Cornponente in die Schmiegungsebene 
der Bahn fallen. Die Centrifugalkraft 0% ist  nach Grosse und Richtung 
constant, die P o u  c a u l  t'sche Componente 2 ci v andert, d a  die Bahn die. 
selbe bleibt,  ihre Richtung nicht, wohl aber mit v ihre Grosso, folglich 
andert, wenn v ver&ndcrlich k t ,  clic Resultanta beider ihre Grosse und 
Richtung, doch 80,  dass sie immer i n  der Ebene bleibt, welche durch das 
Element normal zur a -  Axe gelegt ist. Folglich muss diese Ebene die 
Schmiegungsebene sein. Da dies fiir jeden Punkt  der Curve (a) gilt, so 

muss diese Curve ihrer ganzen Ausdehnung nach in die Ebene senkrecht 
zur a -Axe  fallen. Hierdurch is t  zunachst erwiesen, dass filr alle gekrümm- 
ten rotirenden Bahnen, die n i c h t  in  einer Ebene senkrecht ziir a-Axe 
liegen, die Geschwindigkeit v = c constant sein muss. Fallt aber die roti- 
rende Bahn in eine solche Ebene,  so konnen wir 8 = 0 setzen und erhalten 
die Bedingiingen 1 z" (n2 - T) + x' (g - 7'') = 2 ~ ~ ~ ' .  

1 1 .  
Da in diesem Palle bekanntlich x'" + y"' = - 1 x'y"- y'i"' - ist, wo p 

eP e 
den Krtimmungsradius bedeutet, so folgt aus den Gleichungen I V )  mit Rück- 
sicht auf V) 

V ~ - T = ~ ~ ~ ~ ( X X " + ~ ~ " ) - ~ O L ~ ,  

Differenziirt man die erste dieser Gleichungen nach a ,  und eliminirt man 
dann au8 dieser und der zweiten Gleichung T', so folgt 

Die Coefficienten dieser Differentialgleichung erster Ordnung von o sind 
Functionen von G. Da aber a unabhangig von a sein miiss, so ist die 
Gleichiing n u r  erfüllbar, wenn entweder a constant = c is t ,  oder wenn 
gleichzeitig 

VI] 2ae1=0 ,  C Y ~ [ ( ~ ~ ( X X " + ~ ~ " ) ) ' - ( X X ' + ~ ~ ' ) ~ = - ~  
d v 

is t ,  wo b auch eine Constante bedeutet,  und dann wird auch - = b. Au3 
d t  

der  ersten dieser Gleichungen folgt aber, dass e constant sein rnUsste, ais@ 
6 

mlisste die Curve ein Kreis sein. Daun kann man setzen x = a, -k p COS- ' 
Q 
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6 
y = Ii, + sin - 1  wo a, und b, constant sind. Setzt man aber diese Werthe 

4 
in die zweite der Gleichungen V I )  ein, so folgt 2 oz [al cos: - bl sin - 

@ P " 1 
d v 

= - b.  Da 6 verhnderlich ist , folgt hieraus a, = O, b, = O und b = - = 0, 
d t  

d. h. v constant. Hiermit ist die zu Anfang dioser Nummer aufgestellte 
Behauptung vollsttindig erwiesen, und wir ktinnen im Folgenden tiberall 
d v 

= O ,  z* = c setzen. 

Die Gleichungen 1) und II) nehmen also ftir gekrummte Babnen stets 
die Form an: 

l 
x " ! c 2 - T )  - xlT'= n2x + 2 a c y ' ,  

V I I )  y " ( c 2 - T )  - y'T'= a" - 2 a c x ' ,  
a" (c2 - T )  - B I T ' -  O ; 

VIII) X" + 9'' + B" = 1. 
Hinsichtlich der Constariten c bemerken wir, dass dieselbe wesentlich 

positiv genommen werden 5011, so dass der Sinn der relativen Bewegung 
derselbe, wie der der wachsenden G ist. 

Der Werth c = O ist nicht ausgeschlossen; er ha t  aber zur Eolge , dass 
es sich um einfaches Rotationsgleichgewicht der Ketto handolt, also um ein 
Problem, dessen Losung bekannt ist. (Vergl. die Abhandlung des Herrn 
H. K i  e s s  l i  n g:  Discussion der Curve, deren Tr%gheitsmoment ein Maximum 
oder Minimum ist. Progr. Berlin 1866.) Nichtsdestoweniger ist in der 
folgenden Untersuchung der Vergleichung wegen der Fa11 c = O mit bertick- 
sichtigt worden. 

5 5. Dritter singolker Fall. 

m i r  betrachten jetzt den Fall,  in welchem T sine Constante i s t ,  welche 
im Allgemeinen von ce verschieden ist. Dann ergiebt die dritte der Gleich- 
ungen VII) ,  dass a"= 0, also e'= cos y constant is t ,  und die iibrigcn 
Gleichungen VII) und VIII) werden 

x " ( c ~ - T )  = n2x+2crcy',  
y"(c"T) = crZy-Sarcx',  

xT2 + y'2 = sin 

Durch Elimination von T findet man a"xx'+yy') = 0, also ist x e + y 2  
= r2 constant, und da auch z'= cosy constant is t ,  so ist die rotirende Bahn 
eine S c h r a u b e n l i n i e .  Setzt man nun x = r c o s p ,  y = r s i n p ,  so ist 
r2<p'e = sinY2. 

Wir setzen nun fest, dass r tp'= + sin y sei. Hierdurch ist bestimmt, 
dass der  Winkel y ein p o s i t i v e r  spitzer oder stutupfer is t ,  wenn die relative 
Bewcgung rechtlüufig ist. Wir  konnen uns aber des Symmeirie wegen auf 
spitze Winkel beschraiiken. 

Zur Bestimmung von T erhalten wir 
(x''2 + g 'pe )  ( ce  - T) = a y x  x"+ y y") - 2 n c ( x i v -  Y'X"). 
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1 .  
E s  ist aber z " ~  + y"" - sza y4, XX"+ y y"= - sin y" x'$- y'2" 

1 Y 

= -sin ys. Also ist r 

ar 
Die Spannung ist a190 stets positiv; sie wird nur  Null,  wenn siny = - - 

f f f  C 

ist. Sie wird gleich ca, wenn sin y = - - ist. (Beides is t  nur bei nega- 
B c  

tivem Winkel moglich.) Unter der Annahme T= c' wird zwar die dritte 
Gleichung identisch erftillt, aber man erkennt mit Hilfe der tibrigen Gleich. 

72 
ungen leicht, dass auch d a m  z' constant ist. Ptir y =- geht die Schrau- 

2 
benlinie in einen Kreis über. Auch in diesem Falle ist  eine angenaherte 
Realisirung des Bewegungsvorganges nur  dann leicht ausführbar, wenn c = O 
ist ,  wenn es sich d s o  um Rotation~gleichpewicht handelt. 

5 6. Die allgemeine Integration. 

Wir  wenden uns nan zu der allgemeinen Integration der Gleichungen 
VII) und VIII), wobei wir die bereits behandelten Falle ausschliessen 
konnen. Wir multipliciren die Gleichilngen VII) der Reihe nach erst mit 
x', y', BI, dann mit -y, x ,  0 und addiren beidemal. Zu den so erhaltenen 
Gleichungen fligen wir die dritte der Gleichungen VII) und die Gleichung 
VIII). So erbalten wir das Gleichungssystem 

- T'= aZ(xz '+ yy'), 
( &ir-yxPf)(c2-T) - ( ~ y * - y r ~ ) T ~ = - 2 a c ~ z x * - ~ ~ ~ ) ,  

'"' i z"(cB- T) - a'T'= O, 
2" + iZ + s ' B  = 1. 

Die drei ersten Gleichungen lassen sich ohne Weiteres integriren und er- 
geben, wenn man die Integrationsconstanten mit A, k4, pl k9, v k4 bezeichnet: 

Da die Potenzen der Constanten k jedesrnal noch mit einem willktir- 
lichen Zahlenfactor A , ,  pl, v multipljcirt erscheinen, konnen wir ihr unbe- 
schadet der Allgemeinheit von vornherein einen bestirnmten Werth geben. 
W i r  s e t z e n  f e s t ,  d a s s ,  w e n n  c n i c h t  N u l 1  i s t ,  k = c  g e n o m m e n  
w e r d e .  W e n n  a b e r  c = O  i s t ,  a l s o  i m  F a l l e  d e s  e i n f a c h e n  R o t a -  
t i o n s g l e i c h g e w i c h t e s ,  v e r s t e h e n  w i r  n n t e r  7c e i n e  b e l i e b i g e  von 
N u l l  v e r s c h i e d e n e  L g n g e .  
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Wir setzen .nun i n  die eben erhaltenen Gleichungen und in die letzte 
Gleichung IX) die Werthe x = r cos p , y = r sin cp ein. Dann erhalten wir 

Wir ftihren nun eiue neue Verhderl iche ein durch die Gleichung 
es- T = k2u. (Der Fal l ,  dass T constant ist ,  ist in 5 5 behandelt und wird 
hier ausgeschlossen.) Dann ist 

T =  c P - k P ~ )  

c2 0 CS C 
oder, wenn wir  A,- i= i ,  ~ r i - - l , + - = p ,  b=i setzen, 

k 2 k  7cY 

Bus der letzten Gleichung X)  folgt 

XI) r 2 i 2  = (1 - $) .'- c r ~ m ~ > ~ .  

Durch Differenziren der zweiten Gleichung X) findet man 

Setzt man diesen Werth und die Werthe fur 9 und reip' aus der zweiten 
uP aZ 

und dritten Gleichung X) in  XI)  ein, so kommt nach Multiplication mit - 
k' 
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1 Ci6 Ueber die Bewegung freier Ketten in rotirenden Linien. 

Die recbte Seite dieser Gleichung ist eine gaxize rationale Function dritten 
du . 

Grades, welche wir durch R (u) bezeichnen wollen. Da nun u'= - ist, 
d o  

mir erhalten somit schliesslich, wenn wir u, als untere Grenze der zu 
bildenden Integrale wiihlen: 

f M ( w ) = ~ ( u ~ - v ~ ) ( ~ + L )  - 4((*- €uj2, 
kZ 

r"2-(%+A),  T=k%(9-u) ,  
a2 

u u 26 

= $J&, =?J - ,  u d u  m=Jr_-- - F U  -. au 
J R ~  +-tu JK(21) 

Ul u.1 Ul 

u,, A ,  p ,  v,  k sind beliebige Constante, E ist  im Allgemeinen gleich 1; 
wenn aber c = O ,  so is t  E =O. 

E s  s i n d  a l s o  z ,  G, 9 d u r c h  e l l i p t i s c h e  I n t e g r a l e  bezw.  e r s te r ,  
z w e i t e r  u n d  d r i t t e r  G a t t u n g ,  a l s  F u n c t i o i i e n  v o n  u d a r g e s t e l l t ,  
w a h r e u d  T u n d  r2 l i n e a r e  P u n c t i o n e n  v o n  u s ind .  Hierdurch ist 
die allgemeinste Gestalt der rotireiden Kettenbahnen bestirnmt. Sie ist im 
Allgemeinen eine Raumcurve, geht aber fur v = O  i n  eine ebene Ciirve 
über. 

Ehe wir in eine speciellere Untersncliung des Resiilt,ates eintreten, 
wollen wir folgende Bemerkungen vorausschicken. Damit die Kettenbahn 
reell werde, muss zunschst zc so gewahlt werden, dass stets (u + A)  2 0  --- 

sei; und da ferner auch R(u) ) O sein muss, so wird irn Allgemeinen - 
u2 > v 2  sein müssen, so dass das Argumeut u = O nicht in  dem für u zu- 
lassigen Intervall vorkommen kaun, u  v i e l m e h r  e n t w e d e r  i m m e r  po. 
s i  t i v  o d e r  i m  m e r  n e g a t i v  i s  t. Eine Ansnahme ganz singulh-er Art 

trjt t  nur ein, wenn gleichzeitig v = O und p = O ist. Dieser Fa11 wird in 
5 10 besprochen werderi, in  der allgemeinen Untersuchung aber ails- 
gescblossen. 

Durch das Vorzeichen der Quaiiratwurzel wird der Sinn bestimmt, in 
u d u  

welchem man au€ der Curve fortschreitet. Wiihlt men namlich -5 
J R  (4 

positiv, so wachst 15, und der Sinn der wachsenden G giebt, wenn c oder E 

nicht etwa Nul1 is t ,  zugleich den Sinn der relativen Rewcgung an. WLblt 
zc du 

man dagegen --_ negativ, so nimmt G ab. Erreicht u ein Argument, 
?'R !u) 

fü r  welches R (u) sein Zeichen wechselt, so eqtsteht ein Vereweigungspunkt 
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für die Integrale, der nicht tiberschritten werden darf,  und zur reellen 
Fortsetzung der Kettenbahn muss man alsdann nicht nur bei d u ,  sondern 
auch bei R(u) einen Zeichenwechsel eintreten lassen. 

Endlich bilden wir noch den Ausdruck 

XII a) 

ci 1 
dessen oorzeichen, da - .- stets positiv ist ,  mit demjenigen von 

k l+u (: - ,) tibereinstimmt. 

IL a [P 1st nun -- E positiv, so ist es auch - 9  und die relative Bewegung 
u d G 

Y der Kette ist an der betrachteten Stelle r e c  h t l  a u f  ig. 1st dagegen - - r 
u 

negativ, so ist sie r u  c k l  a u  f i g .  (Fur  E = 0 oder e = O verliert auch diese 
Bestimmung ihre mechanische Bedeutung; sio behiilt nur  eine rein geo- 
metrische.) 

§ 7. Bestimmnng der Conatanten. 

Wir wollen nun für eine reelle Kettenhahn die Constanten gegobenen 
Anfangszustanden entsprechend bestimmen. Da r8 nicht negativ werden 
kann, so giebt es einen Minimalwerth für u ,  den wir mit u, bezeichnen 
und im Allgemeinen in den Formeln XII)  als untere Grenze nehmen. Wenn 
für U = U ,  die Integrale unendlich werden, wie es i n  gewissen singulk-en 
Fallen geschieht, so muss natürlich von dieser Restimmung in sinngemasser 
Weise Abstand genommen werden, wie dies im 5 1 0  besprochen werden 
wird. Die dem Argumente u, entsprechenden Werthe der übrigen Variablen 
sollen elenfallu durch den Index 1 bezeichnet werden. Der zugehorige 
Curvenpuukt, von welchem wir ausgehen, sei A. 1st y, der Winkel, wel- 
chen die Tangente in A mit der s- Axe bildet, so ist s', = cos y,, und zwar 
ktinnen wir die positive Richtung der a -Axe  immer so wahlen, dass dieser 

Werth positiv is t ,  a190 y, ein spitzer Winkel. Da nun u',= (d;).=, 
nicht unendlich werden kann - denn selbst die Annahme U, = O würde 
bewirken, dass R(u)  den Factor zl.-rhielte -, so muss u', = O,  also 
r,r', =O sein, d. h. entweder r', = O oder r, = O. Nehmen wir zunachst 
den allgemeinen Fall, dass r, eine gegebene positive, von Nul1 verschiedene 
Grtisse habe, so k t  r', =0 ,  der Punkt  A liegt auf der positiven 2- Axe, 
und die  tangent,^ in A steht senkrecht dam. Dann ergiebt die letzte 
Gleichung X) 

(r, <p',)2 = sin y:, 

und indem wir unter y, einen positiven oder negativen spitzen Winkel ver- 
stehen, je nachdem rp' im Punkte A positiv oder negativ i s t ,  erhalten wir 
r, = siny,. 1st y, positiv, 80 ist die relative Kettenbewegung in A 
r e c h t l % u f i g ,  d. h. der Drehungssinn der relativen Bewegung iu A it.t 
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derselbe, wie der der Bewegung der Bahn; ist  y, negativ, so ist  sie rlick.  
l i iu  f i  g ; ist  7, = O ,  so ist die relative Bewegang in A weder rechtlaufig, 
noch rücklëufig, da die Tangente der a-  Axe parallel wird. Wir  setzen 
nun noch 

dann ergeben die übrigen Gleichungen X): 

XIV) T l = k e { ~ z - u l ) l  A=2/?2-u1, p=(e+fisiny,)u,, v=ulcosyl. 
1st  dagegen r, = O,  also untcr Beibchaltung der Formel XIII) auch /?= 0, 
so ergiebt die letzte Gleichung X) r',"=siny12. Die Gleichungen XIV) 
bleiben bestehen, und da das Glied fl sin y, = O wird, so kommt es nicht 
darauf a n ,  ob wir y,  positiv oder negativ wiihlen. Wir  nehmen deshalb in 
diesem Falle immer a n ,  dass y ,  ein p O s i t  i v  e r  spitzer Winkel sei (S. 5 11, 2). 

Auch in diesem Falle ist  die relative Bewegung in A weder rechtlaufig, 

1st also bekannt: 1. die Lage des Punktes A, also auch r,, der Xinimal- 
werth von r, der im Allgemeinen von Null verschieden i s t ,  aber auch gleich 
Null sein kann,  2. die Bichtung der Tangente i n  A ,  mithin auch y,, end- 
lich 3. die Spannung Tl im Punktc A, so is t ,  da  o, a (= 1 oder = 0) und 
k von vornherein gegeben sind, fl durch XII I ) ,  ul durch die erste der 
Gleichungen XIV) bestimmt , A ,  p , v durch die iibrigen Gleichungen XIV). 
Somit ist die rotirende Kettenbahn vollstiindig bestimmt. 

Ferner erkennt man leicht , dass R (u,) = O is t ,  so dass R (u)  den Factor 
(u-u,) hat. Nennt man die beiden anderen linearen Factoren von R(u) 
(u -TL,) (zc - zc,) , so hat  man identisch 

XV) 2(u-ul)(u-u,)(u-u3u,)=2(ue-~2)(u+A)-4(p-~u)2. 

Also ergeben sich zur Bestimmung von u2 und u3 die Gleichungen: 

U ~ + U ~ = ~ ~ ~ - A - Z C ~  = 2 ( 2 -  pg), 
U,'Us= 4Ep-2'- 2 ~ ~ ( € ~ - f l ' )  = 2 ~ l ( e Z + 2 ~ f l ~ i ~ ~ l $ / ? P )  - ule~0~j>12. 

Setzt man 

XVI) & = (8'- pz)' - 2u1 ( E ~  + 2 E P  si% y,  + 8') + u,' COS y lZ  

= [ ( E  - SIZ- U ,  (1 + sifiyl)l. [(E 4- BIZ- ul (1 -s in y , ) ] ,  
so is t  

XVII) U, = (EL pz) - J& , u, = (E' - 8') + JQ. 
Es  ist nnn ntithig, die Beschaffenheit der drei Wurzeln von R(u)  

genauer zu unt~rsuchen.  
Nothwendige und hinreichende Bcdingung daftir, dass u, die mittelste 

der drei Wurzeln , dass also u3 > u, > u, sei , ist 

+ JP>ul--(2--P">-/o,  d. h. [ U , - ( E ' - ~ ~ " ] ~ < Q  

oder, mit Riicksicht auf XVI) 

u1 [ul &.y," 44,6(~ S ~ % Y ,  + 8)] <O. 
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1st dagegen ul [u, &fly12 + 4j (ê sin y, + O)]  > O ,  so treten noch drei Unter- 
falle ein. Sol1 nlimlich cc, die einzige reelle Wurzel sein, so muss es liegen - 

zwischen den positiven Werthen (F + 8)' ( ~ - 8 ) " ~ ~  -. 
1 + sin y, 1 - silz y, 

Soll u, die grosste der drei reellen ~ u r z e l n  sein, so ist u, 3 €9 - ~9 (JI), 
also ist u, sicher gr6sser als EL@'. Soll zc, die kleinste der drei reellen 
Wurzeln sein, so is t  u, < - p2 - / P l  also u, sicher kleiner als 2- p. 

Hiernach ergeben sich folgende Palle: 
a) 1st u, [ul siny12 + 48 (E sinyl + p) ]  < 0 so ist u1 die mittelste der 

drei Wurzeln. 

b) Liegt u, zwischen ( F - U  und 
lfsiny, 

9 O ist u, die einzige 
1 - s h Y 1  

reelle Wurzel. [Die Bedingungen a) und b)  schliossen sich gegen- 
seitig aus.] 

C) Sind die Bedingungen a) und b )  n i  c h t erfüllt , und ist u, > 2- Be, 
so ist cc, die grosate der drei reellen Wurzeln. 

d) Sind die Bedingungen a) und b )  nicht erftillt, und ist zc, < 2 - P 2 ,  
so ist zc, die kleinste der drei reellen Wurzeln. 

Die Uebergangsfalle geben zu Singularittiten Veranlassang, die spater 
(8 10) besprochen werden sollen. Mit Rücksicht auf die Formeln XVI) und 
XVII) finden n i r  weiter Folgendes : 

1st u, negativ, so sind nur  die Falle a) oder d) moglich, und da  in  
diesem Palle Q > ( 2 -  Bq2, 90 ist u2 auch stets negativ, nicht nur  im Balle a), 
sondern auch im Falle d). 

1st u, positiv, so kann jeder der vier Fiille a ) ,  h ) ,  c), d) eintreten; 
es k6nnen aber auch gewisse Falle ausfallen, je nach der Beschaffenheit der 
iibrigen Constanten E , 8,  yl . Da aber bei positivem u, Q < (9 - pZ)Vigt, 
so haben cc, und cl, beide dasselbe Vorzeichen wie E L - 8  Wenn also ul 
die kleinste oder die mittelste der drei Wurzeln ist, ist jedenfalls auch U, 
positiv. Nur wenn u, die grosste der drei reellen Wurzeln ist,  konnen u, 
und u, beide positiv oder beide negativ sein. 

Für die Untersuchung der Kettenbahn handelt es sich nun nur um 
solche Intervalle, welche reell mit ul zusammenhangen, und für welche R(u) 
positiv ist. Geht nun u von -cn bis +a, so gcht auch R(u) von - oo 
bis + oo, indem es im Allgemeinen dreimal oder einrnal sein Vorzeichen 
wechselt. Hiernach ergeben sich folgende Hauptfille: 

A. 1st u, die einzige reelle Wurzel (b), oder ist es die grosste der 
drei reellen Wnrzeln (c) , so komrnt das Intervall von u, bis + cm in Betracht. 

B. 1st u, die kleinste (d) oder die mittelste der drei reellen Wurzeln 
(a), eo komrnt das endliche Intervall von zl, bis u, in Betracht, welches im 
enteren Falle vorwhts ,  im letzteren ruckwiirts gerichtet ist. Der Ball, 
dass u, die mittelste Wurzel id,  ist übrigens nach der am Anfang dieses 
Paragraphen gemachten Pestsetzung auszuschliessen, da dann r, nicht Mini- 
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mum, sondern Maximum ist. Es  ist  aber  ohne Weiteres zu erkennen, dass 
auch für  diesen Fa11 die entwickelten Formeln gelteu. Natiirlich nnter- 
scheidet er sich aber der Form nach nur  von dem ersten Falle B. Berechnet 

r u, cosy,  a r2 
man u, , den zugehorigen Werth r,, cos y, = - = --- i - - - 9 und 

zc, Up 2 - 2 x  
setzt man u,, r,, y,, p, a n  Stelle von u,, r,, y,, p l ,  so wird man auch 
formel1 auf den ersten Fa11 zurtickgeführt. 

m i r  wollen nun die beiden Falle A. und B. niiher ins Auge fassen. 

5 8. Die nnendiichen rot i renaen Kettenbahnen. 

Wir betrachten jetzt den Fa11 A. Flir das jedenfalls positive Argu- 
ment u = u, haben die Integrale eine Verzweigung. Den beiden Vor- 
zeichen der Qiiadratwurzel entsprechen zwei im Punkte A stetig ineinander 
tibergehende congruente Aeste, deren einer durch Drehung u n i  den Winkel 
von 180° um die %-Axe mit dem andern zur Deckung gebracht werden 

'24 
kann. Ftîr u = m wird --== von der Ordnung 4 unendlich klein, 

JR (u) 
1 p - E U  1 
- von der Ordnung #, --- - JRO im Allgemeinen von der Ord- 

f R ( u )  
nung 4, wenn E = O,  sogar von der Ordnung 3. Also wird der Bogen G 

unendlich gross, wiihrend a und 9 endlich bleiben, und fiir u = rn die 
Grenzwerthe Z und cD annehmen m6gen. Wir  legen durch den Punkt 
5 = Z der 5 -  Axe eine Ebene parallel der z y -Ehenè und eine zweite 
Ebene durch die # -Axe ,  welche gcgen die positive z -  Axe (oder za-Ebena) 
um den Winkel cp geneigt k t ,  lassen den Punkt P auf der betrachteten 
Curve ins Unendliche gehen und suchen die Absunde,  die derselbe im Grenz. 
falle von beiden (Ebenen hat. Diese sind l im ( Z -  z) und lim [r sin(Q - (F)] 

für zc = m. Der erste dieser Grenznerthe ist Null. Ftîr den zweiten 
koiinen wir im Grenzfall setzen r ( @ -  q) .  

1 1 
Setzt man nun u =  - 9  u -- 

6 '-al r so wird r = - 

8 

Dies Integral geht ftir * = 0 in @ über, mithin ist 
9. 

wo M einen Mittelwerth der eckigen Klammer unter dem letzten Integral 
bedeutet , und k 

r ( @ -  V )  = - 2 M i 2 ( 1 + ~ 8 ) .  
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Im Grenzfalle wird 8 = 0, M= - -'- 6 

Bus dem Vorhandensein dieser Grenzwerthe erkeunen wir, dass die Curve 
zwei A s y m p t o t e n  besitzt, welchein den Ebenen B = & Z  liegen, mit der 

- 2 c  
3s-Ebene die Winkel + d j  bilden und von der a-Axe die A b s t h d e  + 
haben. 1st c = O,  handelt es sich also nm ein Rotationsgleichgewicbt, so 
sind auch diese Abstande Null, die Asymptoten schneiden also dann die 
s - Axe. 

Für c =  k oder E = 1 ergiebt sich noch Folgcndes: 

Da u F u l  bestiiudig poritiv i s t ,  so ist dan Vorzeichen i o n  dw- 
à a 

selbe, wie von p -u=~s i l z y lu , - (u - zc , ) .  1 s t  a l s o  y, n e g a t i v ,  s o  i s t  
d i e s e r  A u s d r u c k  v o n  v o r n h e r e i n  n e g a t i v ,  m i t h i n  d i e  r e l a t i v e  
B e w e g u n g  d u r c h w e g  r ü c k l a u f i g .  1 s t  d a g e g e n  y, p o s i t i v ,  s o  i s t  

5 p o s i t i v ,  s o  l a n g e  u <u,(~.einy,  + l )  ist. D i e  r e l a t i v e  B e w e -  
d G 

gung  i s t  a l s o  n u r  i n  d e r  N a l i e  d e s  S c h e i t e l s  r e c h t l i i u f i g ,  v o r -  
her  u n d  n a c h h e r  r ü c k l a u f i g .  

d<p Fiir c = O ,  also E = 0 wird das Vorzeichen von - stets gleich dem 
d G 

von y,; dies hat aber  keine mechanische Bedeutung. 
Die Spannung T eudlich is t  bei positivem Tl i n  der Nahe des Schei- 

tels positiv, sic nimmt aber mit Entfernung vom Scheittl ab und wird schliess- 
lich negativ. Bei negativem T, ist sic durchwcg negativ. Reschrbnken wir 
uns auf Ketten im cigentlichen Sinne des Wortes; so musa die Spannung 
pos i t iv  sein, und dies kaun nur in einem begrenzten Bogen in der Niihe 
des Scheitelv stattfiuden, in dessen beiden Enden die Spannung Null ist. 
Eine angenaherte Realisirung des Bewegungsvorganges scheint aus den im 
8 3 angefiihrten Criinden nicht wohl ausführbar. 

œ 

5 9. Die periodiachen ~ e t t e n b a h n e n .  

Wir betrachten zweitens den Fa11 8. F ü r  die beiden Argumente zc, 
und %, welche beide gleiches Vorzeichen haben, haben die Integrale Ver- 
zweigungen. Es sind deshalb r und T periodische Functionen von 6 ,  oder 
auch von oder s. Deui Uebergange von u, zu % entspricht eine halbo 
Periode. Jeder vollen Periode, die mit einem der Werthe u, oder w4 be- 
ginnt und mit  demselben Werthe endet, entspricht ein Bogen, welcher aus 
zwei congruenten Stücken beuteht, die sich in  analoger Weise, wie i n  5 8 
besprochen ist,  zur Deckung bringen lassen. J e  nach der Beschaffenheit 
der Constanten k m n  die ganxe Curve rechtlaiifig oder rückliiufig sein, oder 
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Von Prof. F. AUGUBT. 113 

Dic beiden Curven~ste ,  welche sich orgeben haben, sind fur  des 
mechanische Problem als verschiedene Losungen zu betrachten. 

Der Fa11 2. a) entsteht, wenn 

thI = - 'g(' s i n y l + p )  und ul > E 2 - , 9  (1= 1 oder E = O ) .  
sin y,' 

Der Fa11 2. b )  entsteht, wenn 

21 - (f - BIe  
' - 1 + siny, 

und u, < E~ - = 1, aber nicht E = O). 
oder u, = ( E  + BI2 

1 - siny, 
3. Der dritte Fa11 tritt  e in,  wenn u, > 0 und U, > = us. 
Die Gestalt der Curve weicht nicht wesontlich von der im allgemeinen 

Falle A. ab. Der Fa11 entsteht, wenn 

u - (&-Pl2 ' 

l-l+sanyl und u ,>P -pg  ( r = l  oder &=O). 
oder u - (&+PI2 

- 1-s iny ,  

4. Der vierte E'all, von noch singuliirerer Natur, trit t  ein, wenn zc, -$O 
und u1 = up = %. 

Der Verlanf der Curve ist itn Wesentlichen derselbe, wie in 2. a) fur 
das Intervall von u, bis + m. Aber fur  u =u, werden die Integrale nicht 
logarithmisch unendlich, sondern algebraisch. s und CI driicken sich rational 

durch w = J2 (u -u,) aus , cp besteht aus drei Gliedern, deren eines nm- 
w 

gekehrt proportional mit w i s t ,  wahrend das andere dem arc@--- 

portional kt, deren drittes constant ist. 
2J.; '"- 

Dieser Fa11 enhteht ,  wenn E = 1, aber nicht E = O, und 

(1- BI" 
u1 = 1 + sin y, 

oder u, = (1 + 8)8- 
1-sinyI 

siny, = - - 2 @ 28 (8<1) oder siny, = - - ( p  <+). 
l+ B 1-P 

5. Eine ganx besondere Behandlung macht, wie schon im 5 6 gesagt 
ist, die Annahme ngthig, dass u für einen reellen Punkt  der Curve Nul1 
sein konne, was in keinem der bisher betrachteten FLlle vorkommen konnte. 
8011 narnlich ftir u = O sowohl r2, als auch R (u) positiv bleiben , so mus8 
gleichzeitig p = O  und v = O  sein. [Siehe die Formeln XII).] 1st dann 
noch E = O ,  d. h. c = O, handelt es sich also um gewohnliches Rotations- 
gleichgewicht, so wird auch g> = O, d. h. die Curve ist eine Gerade, welche 
die #-Axe senkrecht durchschneidct. 1st aber e = 1,  d. h. c = k, so ergeben 
die Formeln XII) 

Zaitschiift  f. Mathematik o. Phguik XXXV, 2. 8 
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Dadurch, dass unter beiden Integralzeichen der Factor u. fortgehoben 
ist , ist  eine vollsttindig unbestimmte L8sung, die dem Argument u. = O ent- 
spricht, ausgeschieden. F ü r  die alsdann noch tibrig bleibende bestimmte 
L6sung aber bedingt der Werth u = 0 keine Verzweigung oder Unstetigkeit 
mehr, ist also Uberhaupt kein ausgezeichnetes Argument mehr. Vielmehr 
ergiebt sich als untere Grenze fur die reelle Curve ec, = 2 -A. Setzt man 

k w 
d a m  J 2 ( u + ~ - 2 ) = w ,  90 kommt G = - w ,  (p=-arctg,, also na= 

ff 2 
2 k  1 - 2 @y und r = - -- . Die Kettenbahn ist eine Gerade, welche von 
a WS(0 

2 k  
der Axe den Abstand r,  = - hat. Wir  sind also auf die singul%-e L6sung 

ff 

des 5 3 nnter b) zurückgeführt. 

5 11. Zwei specielle Falle. (y, = O und r, = O.) 

Da die allgemeine L6sung wesentlich von drei willkürlichen Constanten 
abhangt, namlich 1, y ,  v oder p ,  y,, u.,, so k6nnen die Eettenbahnen sehr 
verschiedene Gestalten haben. Um diese der Anschauung naher ru  bringen, 
ist  es zweckmassig, gewisse specielle Falle in  Betracht ru ziehen, in  denen 
sich die Resultate in einer oder der andern Weise vereinfachen. Hierbei 
wollen wir von den Singularitaten absehen, die im vorigen Paragraphen 
behandelt worden sind, wenn sie auch als Grenzfàlle vorkommen konnen. 

1. Wir  betrachten.zunachst den Fal l ,  in wolchem y, = O k t ,  also die 
Tangente der Curve im Punkte A (dem Scheitel) parallel der #-Axe ist. 

Dann wird XIV) 
d v  fi 

A=2p2-ÿ,  p= EU,,  v =% und -=--. 
Z d - 2 ~ ~  

d~ k E[2p~+(ec-ec,)]zc' 

F u r  s = O ist 3 = 0, also <p =O,  d. h.,  die C u r w  liegt in der sr-Ebene. 
d 6 

d  v fi u - u, 1st aber e = 1, so ist - = - - - 9 und dieser Ausdruck 
d <i k [ 2 p 2 + ( u - u l ) ] u  

h d e r t  innerhalb des Intervalles, welchem die reelle Kettenbahn entspricht, 
sein Zeichen nicht,  e r  wird nur Nul1 für  u = u , .  Also ist die Curve ent- 
weder immer rechtlaufig, oder immer rücklaufig. Ferner is t  

d  r - k 
e-- 

1 J W ,  
d v  J S p a + u - u i  ( u - 1 ~ ~ )  
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116 Ueber die Bewegung freier:Ketten in rotirenden Linien. 

u = %, d. h. fur r = O ,  und r wechselt , so oft es Ku11 wird , sein Zeichen. 
Nach den in 5 7 entwickelten Kennzeichen entstehen nun folgende Fille: 

Da u, [ul sim y: + 48 ( E  sir. y, + b)]  sich auf ulZsifi y,2 reducirt , also immer 
positiv ist ,  ist  zl, nie die mittlere der drei Wurzeln.TIst u, negativ oder 

i 

ist es positiv, also < 1 
3 wo yl einen positiven spitzen Winkel be- 

l + si%yl 
deutet (vergl. 5 ?), so ist u, die kleinste der drei reellen Wurzeln. Unter 
den periodischen Curven sind also solche, für  welche die Bewegung immer 
rech&ufig ist (u, < O) ,  und solche, für welche sie immer rucklaufig ist 

1 
>u, >O). 1st dagegen u 

1 
 sifi^ fi^, so geht die Curve ins 

. - 
Unendliche, weil entweder zc, die einzige reelle Wurzel ist ,  oder die grosste 

1 
der drei reellen Wurzeln, je  nachdem u, grosser oder kleiner als - 

1 - sin y, 
ist. Die relative Bewegung ist alsdann stets rücklLiufig. Die Projectionen 
der periodischen Curven auf die z y - E b e n e  haben in der Gestalt Aehnlich. 
keit mit solchen erweiterten Epicykloiden, welche durch den Mittelpunkt der 
Bahn hindurchgehen; dio Projectionen der unendlichen Curven haben Aehn. 
lichkeit mit einem Hyperbelaste. Aendert man auch hier wieder die Con- 

da, stanten ein wenig, so kann man bewirken, dass - sein Zeichen nicht 
d a  .. - 

wechselt, oder dass es dasselbe wechselt, so dass also auch solche Curven 
allgemeinerer Art  entstehen konnen, auf denen die relative Bewegung durch- 
weg rechtlaufig ist. Diese letzteren gehen aber niemals ins Unendliche, 
sondern sie sind immer periodisch. 

12. Dri t ter  specieller Fa11 v = O. (Ebene rotirend9,Kettenbahnen.) 
AngenLherte Reaiisirnng desaelben in gewissen Fal len.  

Der in der vorliegenden Arbeit betrachtete Bewegungsvorgang wird sich, 
soweit es sich nicht um den speciellen Fa11 des Rotationsgleichgewichts 
handelt, in  welchem die Realisirung wohl stets ausfilhrbar i s t ,  nur in ge- 
wissen Fhllen physikalisch angenbhert realisiren lassen. Da zunachst nega- 
tive Spannungen bei eigentlichen Ketten nicht zulassig sind, so sind die 
unendlichen Kettenbahnen zum Theil ganz, zum Theil bis auf kleine Bogen 
zu beiden Seiten des Scheitels von vornherein auszuschiiessen; aber auch 
bei positiver Spannung wird es schwer sein, für Aufrechterhaltung der 
Spannung in den Endpunkten zu sorgen. 

Es giebt aber FiilIe, in welchen dio physikalischen Bedingungen der 
angeniiherten Realisirung verhbltnissmiissig einfache sind, und darunter einen 
Fall,  bei welchem sie mit sehr einfachen Hilfsmitteln ausgeführt werden 
kann. E s  s i n d  d a s  d i e j e n i g e n  F l l l e ,  i n  w e l c h e n  d i e  Ket ten .  
b a h n  i n  e i n e r  E b e n e  s e n k r e c h t  z u r  A x e  l i e g t  u n d  per iod isch  
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Darnit aber die Curve p e r i o  d i s c  h soi, musa nach den in 5 7 entwickelten 
Bedingungen sein : 

(1 7 BI" z c l < 3 7 ?  

und zwar bedeutct u, die kleinste oder die mittelste der drei roellen Wur- 
zeln, je nachdern zc, [zc, - 4 /3 (1 5 P ) ]  positiv oder negativ ist. 

Im  ersteren Falle ist u, < zc < U ,  , im letzteren ec, > u > us. Dann sind 
Z und die helben Perioden von G und cp. 

Im  Allgemeinen ist nun CD: n eine irrationale Zahl, a190 die Curve nicht 
geschlossen. Man kann aber die Constanten so bestimmen, dass @ :  n rational 
ist. Dann ist die Kettenbahn geschlossen, und die Kette selbst kann es 
ebenfalls sein. Hat  also eine freie geschlossene Kette eine solche Form, 
und ertheilt man allen ihren Gliedern erstens eine Geschmindigkeit c = 3c 
in Richtung der Tangente und zweitens eine Drehung urn den Xittelpunkt 
mit der Winkelgeschwindigkeit ci, so bewegt sieh die Kette bsstandig mit 
der relativen Geschwindigkeit c in der rotirenden Bahn. Dieselbe Bewegung 
kann such eine irn luftleeren Raurne geworfene schwere Kette relativ gegen 
den Schwerpunkt annehmen, wahrend der Schwerpunkt eine Parabel be- 
schreibt. Es ist dazu nur nothig, dam diese Bewegung durch die Anfangs- 
zn~tande eingeleitet sei. 

Es giebt aber noch eine zweite Art der Realisirung, bei welcher Qi:z 
ein ganz beliebiger Werth,  rational oder irrational sein kann. Man gehe 
niimlich auf einer periodischen ebenen Kettenbahn von einem Punkte A, 
dessen Vector r, ein Minimum is t ,  aus um den Bogen 2 Z  oder auch 42, 
6 2  u. s. W. vorwarts, dann gelangt man zu cinem Endpunkte A,, dessen 
Vector ebenfalls den Minimalwerth r, hat ,  und der bezeichnete Bogen be- 
riihrt in seinen Endpunkten den Kreis mit dem Radius r,.  Man denke sich 
ferner diesen Bogen in beiden Enden durch Kreisbogen dieses Kreises fort- 
gesetzt und geschlossen. 
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E s  sei nnn eine Kette von der beschriebenen Form um einen festen 
Cylinder gelegt , dessen Querschnitt eben jener Kreis ist. Wir nehmen 
zuerst a n ,  dass zwischen der Kette und dem Cylinder keine Reibung statt 
findo. Giebt man dann allen freicn Elementen der Kette dieselbe Geschwin. 
digkeit wie oben, zusammengesetzt auu der Geschwindigkeit c =  k in Rich- 
tung der Tangente und aus r a  senkrecht gegen den Vector, so dass die 
Elemente in A und A, die tangentiale Geschwindigkeit & k + ar,  = k (28 I 1: 
erhalten, und giebt man allen Elementen, die auf dem Ereisbogen liegen, 
ebenfalls die Geschwindigkeit k (2 1) , 60 setzt sich die Bewegung in der 
Weise fort,  dass der freie Theil der Kette sich mit der relativen Geschwin- 
digkeit 7c i n  der  mit der Winkelgeschwindigkeit u rotirefiden Bahn bewegt, 
ebenso aber auch der kreisformige Theil, welcher auf dcm Cylinder gleitet, 
In dem einen der beiden Punkte A und Al wickelt sich hierbei die Ketk 
a b ,  im andern Punkte wickelt sie sich auf. Die Spannung in dem freien 
Theile andert sich hierbei den obigen Formeln entsprechend, in dern an 

liegenden Theile ist sie constant und ebenso gross wie in A und A, .  In 
der That  sind alsdann sowohl ftir den freien, wie fur den gleitenden Theil 
alle mechanischen Bedingungen erfüllt und die Bewegung kaiin sich nieht 
anders, als in der beschriebenen Art fortsetzen. Wenn Reibung zwischen 
dem Cylinder und der Kette vorhanden ist,  kann die Bewegung in der be. 
schriebenen Weise nicht stattfinden , wenn der Cylinder ruh t ,  wohl aber, 
wenn e r  sich so  dreht ,  dass die Punkte der OberflLche dieselbe Geschwin. 
digkeit haben, wie die anliegende Kette, so dass die Winkelgeschwindigkeit 

k k 
des Cylinders = - (2 /3 1) - cy t - ist  (also n i c  h t gleich der Winkel. 

t - 4  r. 
geschwindigceit der Kettenbahn). 1st alsdann 

\ die Bewegung der Kette, n i e  oben eingeleitet, 
B so kommt die Reibung gar  nicht zur Wirkung, 

weil die Spannung des anliegenden Theiles con., 
stant ist und der anliegende Theil der Kette 
nicht gleitet. Die Reibung kann aber seEr 
wohl kleinen Storungen gegentiber regulirena 
wirken. 

Besonders einfach ist der Fa11 , wo sin y, = 
- 1 i d ,  d. h. die relative Bewegung in A rück. 
15;ufig i s t ,  und j3 = 4. Dann is t  die Geschwin. 
digkeit des anliegenden Theiles der Kette Kull, 
und der Cylinder muss,  wenn Reibung vor. 
handen ist,  in Ruhe bleiben. Dieser Pal1 kann 
folgendermassen versinnlicht werden (vergl. die 

C Figur). 

Man hangt   ber einen cylindrischen Korper mit rauher Oberfliche, 
dessen Axe horizontal gestellt i s t ,  z. B. über ein Jduffenfutteral, eine 
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geschlossene Ketta und versetzt dieselbe durch passende Bewegung des Cy- 
linders so in  Bewegung, dass sie schnell um den Cylinder schwingt, indem 
sie sich vorn in A von demselben abrollt, hinten in A, auf ihn aufrollt, 
lange des Bogens A, C A  aber ruhend anlicgt; dann stellt sich nach einigem 
Schwanken, wenn man von dem modificirenden Einfluss der Schwerkraft 
absehen kann, eine gewisse S t d d i t L t  her, indem der freie Theil sich in  
einer rotirenden Kettenbahn bewegt. (Die Drehungsrichtung der Bahn ist 
durch den kusseren Pfeil angedeutet, die Richtung der relativen Bewegung 
der Kette in der Bahn durch die inneren Pfeile.) Die Kettenbahn zeigt, 
der Rechnung entsprechend, eine schleifenfiirmige Gestalt. Die relative 
Bewegung ist nur gani  in der N&he des liusseren Scheitels B rechtlgufig 
(namlich auf dem Bogen D B D , ) ,  sonst rticklaufig. Die allgemeine Form 
der Bahn 1Zsst uich übrigens auch ganz elementar folgendermassen erkliiren. 
Wahrend sich ein Kettenelement von der Axe entfernt, muss seine seitliche 
Geschwindigkeit bestandig zunehmen. Da nun die Spannungen zwischen 
dem Element und seinen Nachbarelementen die einzigen Krafte sind , welche 
das Element angreifen, so kann die seitliche Geschwindigkeit nur zunehmen, 
wenn die Kettenbahn an der betreffenden Stelle nach vorn concav ist. Dies 
gilt für alle Punkte zwischen A und B. Wahrend sich ein Element da- 
gegen der Axe nahert, nimmt seine seitliche Geschwindigkeit bestgndig ab, 
also muss die Kettenbahn zwischen B und Al nach hinten zu concav sein. 
Das Element, welches sich in  R befindet, muss eine nach dem Mittelpunkte 
zu gerichtete Beschleunigung empfangen, also muss die Kettenbahn bei B 
nach innen concav sein. Durch diese Ueberlegungen erkennt man ohne 
Rechnung, dass im vorliegenden Falle die Kettenbahn eine Schleife bilden 
muss, fallu überhaupt eine Beweguug der Kette in einer rotirenden Bahn 
mi5glich ist. Eine wirkliche Einsicht in den ganzen Bewegungsvorgang aber 
wird man nicht ohne eingehende analytische Betrachtungen gewinnen, wie 
sie den Gegenstand dieser Arbeit gebildet haben. 

5 13. Schlnssbemerknng. 

Zum Schluss m6ge noch auf zwei Folgerungen hingewiesen werden, 
welche sich an unsere Untersuchungen kntipfen lassen. Wir konnen nam- 
lich ohne Aenderung der Rechriung die Resultate zunachst dadurch noch 
etwas v e r  a l l g e m e i n e r n ,  dass wir dem beweglichen Coordinatensystem, 
dessen Anfangspunkt wir bisher alu fest angenommen haben, ausser der 
Rotation um die z - Axe noch eine beliebig gerichtete constante Geschwindig- 
keit ertheilen. Die relative Bewegung der Kette kann sich hierbei genau 
so vollziehen, n i e  wenn der Anfangspunkt ruhte. Inbbesondere kann diese 
Translation in  Richtung der z - AXO geschehon , so dass die Kettonbahncn, 
welche wir ermittelt haben, nicht einfach rotiren, sondern eine Schrauben- 
bewegung auuftihren, indem sie sich mit der Winkelgeschwindigkeit cr um 
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die a -  Axe drehen und gleichzeitig mit beliebiger constanter Geschwindigkeit 
parallel der 8-Axe verschieben, wlihrend die Elemente der Kette sich in 
dieser Bahn mit der constanten Geschwindigheit c verschieben. A u c h  der- 
a r t i g e  B e w e g u n g e n  f r e i e r  K e t t e n  i n  s c h r a u b e n f o r m i g  bemag- 
t e  n B e h n  e n  wtirden sich, wenn die Bahnen periodisch sind, angenahert 
realisiren lassen, und zwar auf ganz ahnliche Weise, wie oben besprochen 
is t ,  indem sich das vordere Ende des freien Kettenstückes von einem ruhen- 
den oder rotircnden Cylindcr s c h r a u b e n f ~ r m i ~  abwickelt, das hintcre Ende 
ebenso aufwickelt. 

N o c h  a l l g e m e i n e r  k a n n  s i c h  f e r n e r  d i e  b e t r a c h t e t e  relat ive 
B e w e g u n g  v o l l z i e h e n ,  w e n n  a u f  a l l e  G l i e d e r  d e r  K e t t e  eine 
n a c h  G r o s s e  u n d  R i c h t u n g  c o n s t a n t e  b e s c h l e u n i g e n d e  Kra f t  
w i r  k t ,  z. B. d i e  S c h w e r e ,  und der Anfangspunkt des beweglichen Systema 
irgend eine dieser Beschleunigung entsprechende geradlinige oder parabo- 
lische Bewegung hat,  wi-ihrend sich das bewegliche System ausserdem mit 
der Winkelgeschwindigkeit or um die s-Axe dreht, deren Richtung unver- 
andert bleibt - ein Fall,  auf welchen wir übrigens beilaufig bereits in 
5 12 hingewiesen haben. 
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Kleinere Mit theilungeii. 

V. Methode znr  Beetimmnng des speciflschen L e i t u n g s v e r m ~ g e n s  
des Erdbodens. 

Die Messung des specifischen Leitungsverm6gens des Erdbodens, welche 
in mehrfacher Hinsicht von Werth ist,  l lss t  sich in sicherer Weise weder 
an einem prismatischen Versuchskijrper vornehmen, da der innere Zusam- 
menhang desselben und die von aussen wirkenden Driicke, ebenso der 
Feuchtigkeitsgehalt dern ursprtinglichen Zustande nicht mehr entsprechen, - 
noch auch mittels in die Erde gesenkter Elektroden von bokannter Gestalt, 
da die Innigkeit der Beriihrung derselben mit dem Erdboden sich der ge- 
neuen Beurtheilung entzieht. 

Eine brauchbare Methode lasst sich aus der von mir im Jahrg.  1888 
dieser Zeitschrift S. 372 flg. entwickelten Widerstandsgleichung 4) einer 
Potentialniveauflache herleiten. 

Bus derselben folgt, dass i n  einem leiten- Fig. 1. 

den Mittel das Potential Va eines Punktes b b 

ausserhalb der mit den constanten Potential- ,,@ 
P Y B ' -- P 

werthen + und - versehenen Elektro- P y 
2 2 

2 +z'#* 
den a und c (Fig. 1) gleich ist: 

Q 
Oc 

1) 
p W b c - w o b  Va = - 
2 w a c  , 

wenn unter Wbc, T u b  , Wac die zwischen b und c ,  a und b, ra und c ge- 
messenen Gesammtwiderstande des leitenden Mittels verstanden werden. 

1st das Medium, in welchem die Elektroden liegen, ein unendlich aus- 
gedehntes, homogenes, schlechtleitendes und riickt c in  unendliche Entfer- 
nung, wiihrend sein Ausbreitungswiderstand durch Vergrosserung der Elek- 
trode zum Verschwinden gebrncht wird, so geht Gleichung 1) über in 

2) 
P Wb- W a b  

va =2 --Pl w a  

worin Wa und W, die Einzelausbreitungswiderstkinde von a und b bedeuten. 
Hierbei ist vorausgesetzt, dass auch in b sich ein leitender Korper 

befinde, welcher als Elektrode benutzt werden kann. 
Unter den angegebenen Verhaltnissen lkisst sich das Potential Pb auch 

elektrostatiseh bestimmen. E s  is t ,  so lange a und b nicht sehr dioht ZU- 
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Hieraus gcht für  die Untersuchung des Erdbodens Folgendes hervor: 
Fig. 3. Ordnet man vier Elektroden im Boden so a n ,  wie dies 
a RI d Fig. 3 und 4 erkennen lassen, und bezeichnet W,, mit 
@ - e - - 0  1, Wod mit I I ,  Wad mit I I I ,  Wbc mit Ir, so id 
/ \  5 / 1 

3 
P 2ca-(l Va=- -, 
2 Q 

worin Q den Abstand von b zu a und Ca die elektrostatische Capacitat von 
a nusdrücken. 

D a  andererseits 

4) 
1 

wa = ma 
k t ,  ergiebt sich aus 2)) 3) und 4) die schon früber von mir aufgestellta 
Gleichung * I 1 

' \  1 I= W . + K - f - 9  
J i  1 n e  

I e  e 1 
II=  Wb+ W , r k 9  

/ ' 1  ;Q 

1 ' 1. 
I \ 1 I I I= wu+ wd- - 9  

O- -2- -a ~ Z Q  
2 

c z b  IV= Wb+ WC--; lr 
folglich 

k n  Q 
Pig. 4. 

/ 
- 1 -._- K -- ; - y  ( 1 . 1 1 - I I I - I V ) .  

a =  b-' ' c  ' 4  -= Die Bestimmnng von k ist somit un. 
2 2 2 
m abhangig gemacht von der Gestalt der 

Z T  Elektroden und von der Innigkeit ihrer 
Bertihrung mit dem Erdboden. Sie is t  andererseits in Bezug gebracht zu 
der urspriinglichen nattirlichen Beschaffenheit des Rodens, a n  dessen Lage- 
rung  und Feuchtigkeitsgehalt nichts geandert wird. 

Bei den hiernach bereits angestellten zahlreichen Messungen ist Q = l O m  
1 

Fig. 2. 

+- - -  Q - - - A  

5, ' 

a b 

genommen worden. Die Werthe ' liegen für  die verschiedenen untersuch- 
k  

waa=WafWb--- 2 k n ~  
oder (Fig. 2) im einseitig durch eine 
Ebene begreniten unendlichen l e d i o m  

1 
' W,a= W,+ Wb- --y 

ten Bodensorten innerhalb der Grenzen 100 Millionen und 7500 Millionen, 

(k Wr Quecksilber = 0,9434. 

1 I k n ~  
worin - der specifische Leitungswiderstand des Mittels ist. 

k 

* IClektrotechn. Zeitachrift, Berlin 1888, S. 376. 
Dr. R. ULBRICHT, 

Betriahste1egr.-Obonnspoctor. 
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VI. Allgemeine Satze ltber d ie  elektromotorieche Induction. 
Von Dr. G. ADLER in Wien. 

In  einer, der Wiener Akademie vorgelegten Ahhandlung gelangt der 
Verfasser, als ausschliessliches Beweisprincip den bekannten G a u  s slschen 
Satz .Ze'V= ZV'e benuteend, zu folgenden Ergebnissen. 

Die Influenzwirkung eines elektrischen Punktes ha t  für einen isolirten 
Conductor eine vom Betrage sciner Ladung unabhhgigo Versnderung seines 
Potentialniveaus zur Folge; diese Veranderung ist eine und dieselbe ftir 
~inimtliche Conductoren, deren Oberflkhen ein System einander zugehoriger 
Niveanfliichen bilden, und somit ist ihr Betrag gleich demjenigen Potential- 
nivea, welches die im elektrischen Punkte concentrirte Ladung jener Niveau 
fliche, diese leiteud gedacht, ertheilen würde , welche durch den influen- 
zirenden Punkt hindurchgeht. 

Die Influenzwirkung des elektrischen Punktes bewirkt in einem auf 
constantem Potential erhaltenen Conductor eine Veranderung der auf diesem 
befindlichen Ladung; diese Veranderung ist unabhiingig vorn Potentialniveau 
des Conductors, dem Zeichen nach entgegengesetzt der Ladung des influen- 
zirenden Punktes; sie betragt einen Bruchtheil dieser letzteren, der gegeben 
ist durch des Verhaltniss der Capacitat des Conductors zur Capacitat jener 
ihm zugehorigen Niveaufltiche, die durch den influenzirendon Punkt  hin- 
durchgeht. Für  zwei demeelben System von Niveauflachen angehorige Con- 
ductoren ist somit die in  ihnen durch denselben elektriictien  unk kt influen- 
zirte Ladung ihrer Capacitàt proportional. 

Die Capacitst eines Condensators, der von zwei einander umschliessen- 
den Condnctoren von den Capacitaten Cl und C,, die demselben System von 
Niveauflachen angehoren, gebildet ist, ist gegeben durch 

Die Abhandlung stellt sodann die allgemeinen Formeln für die elektro 
statische Induction durch ein beliebiges elektrisches System auf, und be- 
handelt im Besonderen die wechselseitige Influenz zweier Conductoren. Sie 
findet, dass bei der Influenzwirkung zweier auf constanten Potentialen er- 
haltener Conductoren die Ladimg beider im Allgemeinen sich verringert, 
wenn die Potentialwerthe gleichen Zeichens, hingegen stet,s ansteigt, wenn 
die Potentialwerthe entgegengesetzten Zeichens sind. Sie findot, dass um- 
gekehrt die wechselseitige Influenzwii-kung zwischen zwei isolirten Conduc- 
toren bei gleichen Zeichen ihrer Ladungen das Potentialniveau irn Ail- 
gemeinen erhoht, bei entgegengesetzten stets erniedrigt. Die Grosse dieser 
Veranderung eingehend untersuchend, gelangt sie zu dem Resultate , dass 
die Influenzwirkung zwischen isolirten Conductoren in allen FaIlen, auch 
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im ersteren, wo beide Potentialniveaux ansteigen, die Tendenz zeigt, die 
Potentialdifferenz , die beide Conductoren gegeneinander haben, zu ver- 
ringern. 

Die Abhandlung untersucht ferner die aus der Influenzwirkung resul- 
tirende Mb'glichkeit, dass für einen Conductor Ladung und zugehb'riges 
Potcntialniveau entgcgengcsetzten Zeichens sein kannen, und discutirt auf 
Grund der hierbei erlialtenen Formeln die einschlagigen experimentellen 
Anordnungen von P f a u n d l e r  und A y r t o n .  

Die Abhandlung giebt sodann eine Discussion der gefundenen Resultate 
mit Hilfe der Kraftlinientheorie und untersucht schliesslich die Bedingungen, 
unter denen zwei gleichnamig geladene Conductoren sich anziehen konnen. 

(Aus den Sitzungaberichten der Wiener Akademie.) 

VII. Dae Telethermometer. 
Von Prof. Dr. J. PULUJ in Prag. 

E s  handelt sich um einen Apparat,  der die Angaben beliebigor Tem- 
peraturen auf grosse Entfernungen zu tibertragen gestattet. Die Construc- 
tion des Telethermometers beruht auf der Anwendung zweier Leiter, die 
ihren Widerstand mit der Temperatur im entgegengesetzten Sinne audern 
und den thermometrischen Theil des Apparates bilden. Der letztere besteht 
aus einem an beiden Enden xi~geschmolzenen Glasrtihrchen, welches einen 
carbonisirten Kohlenfaden und eine Eisendrahtspirale enthalt und der bcssern 
Leitungsfahigkeit halber mit Wasserstoff gefiillt ist. Der Kohlenfaden und 
die Eisenspirale bilden zwei Zweige der W h  e a t s t O ne'schen Drahtcombina- 
tion und sind mittels dreier Zuleitungsdrahte mit einer Messbrticke verbun- 
den,  die eine empirische Temperaturskala i n  Celsiusgraden tragt. Mit der 
Temperatur nimmt der Widerstand des Eohlenfadens a b ,  der der Eisen- 
spirale dagegen zu und dementsprechend andert sich der Nullpunkt der 
Potentialdifferenz am Messdrahte. Die Temperatur kann entweder mittels 
eines astatischen Galvanometers, oder eines Telephons und eines mikrophon- 
artigen Stroinunterbrechers i n  der Weise bestimmt werden, dass ein Con- 
tact an dem Messdrahte so lange verschoben wird, bis das Galvanometer 
k e i n ~ n  Ausschlag zeigt, beziehungsweise das Telephon keinen Ton giebt. 
Das Teletherinometer gestaltet Temperaturen selbst auf 1 km grosse Ect- 
fernungen bis 0,l C. genau zu bestimmen. 

Uebrigens kann das Telethermometer als Thermoindicator eingerichkt 
werden, der die jeweilige Temperatur automatisch anzeigt. 

(Aus den Sitzungsberichten der Wiener Akademie v. J. 1889.) 
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ViII. Ueber zwei Kegelschnittsslltze. 

Es sei ein Kegelschnitt G gegeben. 
1. D r e h t  e ich  e i n  r e c h t e r  W i n k e l  u m  s e i n e n  a u f  G l i e g e n -  

den S c h e i t e l  P, s o  d r e h t  s i c h  d i e  H y p o t e n u s o n s e h n e  u m  o i n e n  
P u n k t  U, d e r  i n  d e r  N o r m a l e  v o n  P l i e g t .  W e l c h e s  i s t  d e r  O r t  
der  P u n k t e  U? 

2. S c h n e i d e n  s i c h  d r e i  K r t i m m u n g s k r e i s e  v o n  G i n  e i n e m  
P u n k t e  0, a u f  6 s e l b s h ,  s o  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  N o r m a l e n  i h r e r  
O s c u l a t i o n s p u n k t e  QI, Q2, Q3 i n  einem P u n k t e  P. W e l c h e s  i s t  
d e r  O r t  d e r  P u n k t e  V? 

Die erste Frage ha t  B. S p o r  e r  erledigt (Bd. 33 dies. Zeitschr., S. 309). 
Was die zweite betrifft, so weiss man, dass der Fusspunkt Q der vierten 
Normale, die von V aus nach 6 gezogen werden kann, gerade der Gegen- 
punkt von Qo auf G is t ,  und dass der Schwerpunkt des Dreiecks Q,Q, Q, 
mit dem Mittelpunkte von G zusammenfhllt (S. S t e i n e r ,  Ges. Werke, Bd. II 
S. 691). Ueberdies hat die zweite F r a i e  bereits S t e i n e r  beantwortet, 
indeni er V als Hohenpunkt des Dreiecks QI Qz Qs betrachtct (Ges. Wcrke, 
sa. II S. 348). 

Es sei mir gestattet, auf eirien Z u s a m m e n h a n g  b e i d e r  A u f g a b e n  
hinzuweisen, indem ich die vollstandige Antwort auf die gestellten Fragen 
gebe : 

D i e  g e s u c h t e n  O r t e  U, V a i n d  z w e i  m i t  6 a h n l i c h e  u n d  
c o a x i a l e  K e g e l s c h n i t t e ,  v o n  d e n e n  j e d e r  d i e  E v o l u t e  v o n  G 
~ i e r m a l  b e r l i h r t .  D i e  T a n g e n t e n  d e r  l e t z t e r e n  i n  d e n  a c h t  B e -  
r ü h r u n g s p u n k t e n  s i n d  x u g l e i c h  T a n g e n t e n  e i n e s  u n d  d e s s e l b e n  
Kre i ses  R. 

(Beide Kegelschnitte 0, V schneiden die H a u p  t a x e  von in r e e l l e  n 
Punkten. Das Asymptotensystem von 77 fallt mit dem von G zusammon, 

P 
wihrend das von 7 dagegen um - gedreht ist. 

2 

1st - + - = 1 die Gleichung von G, so ist die Gleichung von U: (:Y-(;Y 
z Y- (-)'? (-y= 1, die von V: (a2i - bEy* (*y = 

a- 
a2 + b2 a2 + b2 

a" 6" 
Der Balbmesser von R aber ist  

JZ (a2 t b2) 
1st G eine gleichseitige Hyperbel, so fallt V mit G zusammen; ist (5 

eins Parabel, so liegt V ganz im Unendlichcn.) 
Betrachtet man niimlich die Punkte U naber, so bemerkt man, dass 

es viermal vorkommt, dass die Normale P U den Kegelschnitt U b e r i i h r  t. 
Diese vier Punkte P Sind die Punkte von 6, deren Tangenten (oder Nor- 
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1C 
malen) unter dem Wiukel - gegen die Axen geneigt sind; und tiberdies 

4 
lasst sich nachweisen, dass die zugehorigen vier Punkte U gerade die 
K r t i m m u n g s c e n t r e n  jener Punkte P sind. - Was andererseits die 
Punkte V betrifft, so geschieht es ebenfalls viermal, dass eine der drei 
Normalen 0, V, QQ, V, Q3 V den Kegelschnitt V beriihrt; und zwar fallt dam 
jedesmal derjenige der Punkte O , ,  Qg, Q3, für  den dies stattfindet, mit Q 
z u s a m  m e n ,  woraus sofort hervorgeht , dass die zu jcncn vier besonderen 
Punkten Q gehorenden Punkte V die K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  der 
ersteren sind. Jene vier Punkte Q sind diejenigen, deren Normalen auf 
den Verbindungslinien der Scheitel von G senkrecht stehen, oder die Schnitt. 
punkte von 6 mit den Diagonalen desjenigen umgeschriebenen Rechteck~, 

das in  den Scheitaln berührt bei der Ellipse gehtken sie zu den Anornalien, 

7G 
( 

die ungerade Vielfache von - sind - Uebrigens sei bemerkt, dass U zu- 
4 

g l e i c h  d e r  O r t  d e r  M i t t e n  d e r j e n i g e n  S t r e c k e n  is t ,  d i e  v o m  
A x e n k r e u z e  a u f  d e n  N o r m a l e n  v o n  B b e g r e n z t  w e r d e n .  Diesehr 
einfachen Beweise dieser Behauptungen fiberlasse ieh dem geehrten Leser. 

L e i p z i g ,  December 1889. Dr. OTTO RICHTER. 

Mathernatische Preisaufgabe 
der 

E'ürstl. Jablonowski'sehen Gesellsehaft  
in Leipzig 

Tir das Jahr 1893. 

Durüh die allgemeinen Untersuchungen von Herrn L i e  liber die Dif- 
ferentialinvarianten der endlichen und unendlichen Transformationsgruppd 
sind die Mittel und Wege gegeben, um zu einer Invariantentheorie belie. 
biger Differentialgleichungen zu gelangen. Die betreffenden allgemeinen 
Nethoden von L i e  sind in den zahlreichen Untersuchungen tiber die Inva- 
rianten specieller Differentialgleichungen fast g a r  nicht berticksichtigt war- 
den; es erscheint dor Gesellschaft daher wünschonsworth, dass 

d i e  I n v a r i a n t e n b e s t i m m u n g  e i n e r  e u s g e d e h n t e r e n  K a t e -  
g o r i e  z u n a c h s t  v o n  g e w o h n l i c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h -  
u n g e n  auf  G r u n d  d e r  L i e ' s c h e n  B e g r i f f s b e s t i m m u n g e n  
u n d  X e t h o d e n  

* Vergl. namentlich auch Bd. 24 der Mathem. Annalen, S. 537 flgg. 
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in dngriff genommen werde. Um die Ar t  der Aufgaben zu bozeichnen, 
deren Erledigung der Gesellschaft erwtinscht sein würde, führen wir bei- 
spielsweise an die Bestimmung der Invarianten, welche die allgemeine Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung 

y"= (21 Y1 Y') 
einer Ebene (a, y) g e g c n ~ b a r  der unendlichcn Gruppe 

$1 = cp(x, Y), YI = X(",Y)- 
aller Punkttransformationen dieser Ebene besitzt , o d e r  die Bestimmung aller 
Invarianten eines Differentialausdrucks erster Ordnung 

fi (x, Y1 Y') 
gegentiher der genannten unendlichen Gruppe.* 

Preis 1000 Mark. 
-- 

Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die 
Gesellschaft im besondern Falle ausdrtîcklich den Gebrauch einer andern 
Sprache gestattet, in d e u t s c h e r ,  l a t e i n i s c h e r  oder f r a n z t i s i s c h e r  
Sprache zu verfassen, mtissen deutlich gevchrieben und p a g  i n  i r  t , ferner 
mit einem M o  t t o  versehen und von einem versiegelten Umschlag begleitet 
sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trzgt,  inwendig den 
Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Rewerbüngsschrift muss 
auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse onthalten, a n  welcho die 
Arbeit für den Fall, dass sie nioht preiswürdig befunden wtirde, zurück- 
senden ist. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. N o v e m b e r  d e s  
a n g e g e b e n e n  J a h r e s ,  und die Zusendung ist an den Secretgr der Ge- 
sellschaft (für das Jahr  1890 geh. Hofrath Prof. Dr. R u  d O l p h L e u  c k a  r t , 
Thalstraasse 33) zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen 
Schriften werden durch die Leipziger Zeitung irn Miirz oder April des fol- 
genden Jahres bekannt gemacht. Die gekronten Bewerbungsschriften wer- 
den Eigenthum der Gesellschaft. 

* u> und sollen hier sogenannte ,,analytischeL6 Functionen bezeichnen, 
welche in der Umgebung eines Werthsystems X O ~ O  y', von allgemeiner Lage, in 
gewohnliche Potenzreihen von a-xo, y -ya ,  Y'-Y'~ entwickelt werden konnen. 

W. Sche ibner .  B. L e u c k a r t .  W. H a n k e l .  A. Lesk ien .  
W. R o s c h e r ,  Prases. H. Lipsiufl. B. Zirkel .  G. Voigt. 

F. Zarnoke .  
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P r e i s a n f g a b e  
dei 

physikaliseh- okonomisehen Gesellschaft 
zu Eonigsberg.  

Die Gesellschaft wünscbt eine moglichst umfassende theoretische Ver. 
werthung der Konigsberger Bodentemperatur - Beobachtungen * fur die Er. 
kenntniss der Warmebewegungen in der Erde und ihrer Ursachen und w&t, 
besonders auf die von 0. F r 6 l i c h  in soiner Dissertation" ggegebenen Tor- 
arbeiten hin. 

Für die beste Losung der Aufgabe wird ein Preis von 300 Mark aus- 

gesetzt. Die Arbeiten sind bis zum 1. Februar 1891 mit Motto und ver- 
siegeltem Namen a n  die physikalisch- Gkonomische Gesellschaft zu K6nigs- 
berg i. Pr. (Lange Reihe Nr. 4) einzusenden. Die Wahl der Sprache bleibt 

den Verfassern überlassen. 

* Schriften der phys.-okon. Gesellschaft, Jahrg. 13, 15-18, 20, 23, 27-30. 
** Oscar  F r o l i c h ,  Ueber den Einfluss der Absorption der Sonnenvirme u 

der Atmosphiare auf die Temperatur der Erde. Konigsberg, 16. Juni  1868. 
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VII. 

Ueber gewisse homogene quadratische Relationen 
unter den Integralen einer linearen homogenen 

Differentialgleichung seohster Ordnung. 

Von 

Dr. MAX ROSENKRANZ 
in Berlin. 

II. 

W ~ M  die Integrale u,, u,, . . . u, der Gleichung a) durch die drei 
homogenen quadratischen Relationen: 

verbunden sind, so nehmen diese durch einen Urnlauf der unabhangigen 

Variablen x, welcher u; in die dnrch die Gleichung b) bestimmte Form 
u{ überführt, die Gestalt an: 

(?hi) " u; 4, 
2) u;.: - "1 u;, 

(UL) " u; u; . 
Da die Grossen ul, uz, .. . u6 nur jenen drei Gleichungen genügen 

sollen, so ist das System 2) eine Folge des Systems l), und durch 

Elimination der drei Grossen u4, u6, uô aus dern System 1) und ainer 
jeden der letzteren ami Gleichimgen ergiebt sich eine Identitat. Setzt 
man, am die Elimination auszufiihren: 

3) 

so folgt 

Zsltsohrilt t Mathomatik a Physik XXxv, 3. 9 
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pn,-.,.n-------------n - 

Vermoge der Gleichung b) erhalt man mit Hülfe dieser Werthe 
für die Grossen u': 

5) d=u l ( f f i l  <Yiy ml + ais w2 ui4 0; + ui5 m1wg + q6 w:) (i-ll 2 .,.6) 

Werden diese Grossen in 2) eingesetzt, so folgt: 

Dieso Idontitaton golten für jodon Worth, den ml und m, annehmen 
kBnnen. Gehen ml und w2 durch den obigen Umlauf von x über boziohungs- 
meise in w: und w;, so kt: 

und in Uebereinstimmung mit 6): 
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l - , . , . , . , . -P  

In den gleichen A u s d r ü ~ k e n  8) konnen wegen der Bedingung c) 
nicht zwei Zkihler respectivé Nenner bis auf einen constanten Factor identisch 

sein. Ferner k6nnen aus demselben Grunde riicht überall die Coefficienten 
von w;, qw,, w; verschwinden. Daher müssen in den einzelnen Quo- 
tienten, welche gleich w: sind, sofern dieselben nicht in  w, und w, linear 

sind, irn Zahlor und Ncnncr gloiche lineare Factoron vorhanden sein, 
wiihrend der andere lineare Factor im Zahler boziohungswoise im Ncnner 
alleu gemeinsam ist. Dasselbe gilt fïir die Quotienten, welche gleich 

sind. 

uL.:und u: konnen nicht die Gestalt haben 

da alsdann, a i e  sich aus 6) orgiebt, u', und  U: beziehungsweiso ui und 
uk sich nur diirch einen constanten Factor unterscheiden würden. Die 
linearen Factoren von u: und u: sind in ui vorhanden. Deshalb müssen 
sie denselben linearen Factor je  zweirnal enthalten. Dasselbe gilt mit 
Beziehung auf u& von u;. Einen linearen Factor haben u; und zc3 ge- 

meinsam, da in  beiden derjenige von ui enthalten sein muss. Es zeigt 
rich somit für die Grossen u' das folgende Schema: 

Zugleich ist ersichtlich, dass die 3 6  Grossen ar der Determinante c) 
sich darstellen lassen als ganze rationale Functionen von hochstens 9 

Grossen. 

Bildtit man ans der Vergleichung von 9) und b) diese Deter- 
minante, so ist 

9 * 
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Vermoge der Formel c) ist dies Product von nul1 verschieden. Ds. 
her ergiebt sich fiir dia neun Grossen a ,  b ,  c die Bedingung 

Xotzt man die Wertho 9) in 7) ein, so liaben dis Grossen wi und 
wy die Werthe: 
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Da dieser Umlauf beliebig gewzhlt war, folgt, dass durch irgend 
eine11 Umlauf von z wl und w2 stets in solche Bormen übergefuhrt wer- 
den, wo die Grossen a, b, c von z unabhiingig und für die verschiedenen 
Umlaufe verschieden sind. Ersichtlich k t ,  dass in wi und wb der Nenner 
bei einem bostirnmten Umlaufo dorselbe kt. 

Xan kann nunmohr 3 Grosson &, k,, 6, als Functionen von z so 
bestimmen, dass 

wo c eine constante Grosse bezeichnot. Durüh einen Umlauf, aelcher 
o), llnd oz in die W e r t h ~  10) und 11) üborführt, m6gen El, 5,, 5, über- 

gehen in k\, te, EL. Dann ist verrnoge 10) und 11): 

Setzt man hierin fïir ml und III, ihre Werthe aus 12), so ergiebt sich: 

und hieraus : 

15) 

wobei E;(x) ein den Grossen E',, f a ,  EL gemeinsamer Factor ist. Setzt 
man dioso Wertho ein, so wird 
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Da sich aus 12) und 13) ergiebt, dass 

A (611 t 2 1  -9) = A (t:r 621 9 1  

so folgt hieraus, dass k ( x )  constant ist und gloich A ,  wenn A den reci- 
proken Werth der dritten Wurzel aus der von null verschiedenen Doter- 
minante y') bezeichnet. Durch einen Umlauf von x gehen alsn &, g2, Es 
über in: 

k: = 1 (a1 il + hl tg  + cl k 3 )  , 
16) 

Die durch die Gleichungen 12) definirten Punctionen 5,, &, ge- 
nügen daher einer homogenen linearen DiiTerentialgleichung drittor Ord- 
nung mit eindeutigen Coefficienten: 

Es seien nunmehr El, g 8 ,  drei Integrale eines Fundamentalsystems der 

5 
Gleichung 17)  und zwar sa boscbaffen, dass 2 = ml, I' - CO, ist, so er- 

g ,  El 

giebt sich aus den Gleichungen 4): 

und hieraus folgt die Relation: 

Haben diese Quotienten den Worth ~ ( x ) ,  so erhalton wir für 
u,, u2, . . . u6 die Werthe: 

Wenn X ( u )  - O die homogene lineare Differentialgleichung ist, wel- 
cher die Quadrate der Integrale der Gleichung 17)  genügen, für welche also 

ein hndamentalsystom ist, so erhalt man die allgemeine Forrn der 
Gleichung sechster Ordnung, deren Integrale die Gleichung 1) erfüllen, 
wenn man setzt 
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Bus der Eindeutigkoit der Coefficienten der Gleichnngen a) und 
X(v )  = O folgt, dass q(%) = e f ~ W d z  

zu bestimmen ist, wo rp (x) eine eindeutige Function bezeichnet. Setzt 
man  nunmehr in Gleichung 17)  

so ergiebt sich diejenige homogene lineare Differentialgleichung dritter 
Ordnung mit eindeutigen Coefficienten, deren Integrale derart sind, dass 
ihre Quadrate Integrale der Gleichung a) sind. 

Zugleich orgiobt sich, dass diese Gloichung nicht eine solche soin 
kann, w e l c h ~ r  die Quadrate der Integrale l,, 5, einer homogenen linearm 
Differentialgleichung zweiter Ordnung genügen. Denn ein F~nda~mental- 

system derselben is t  c:, S; 5 ; ,  [i. Die Gleichung, welcher die Quadrate 
dieser Grossen genügen, ist  ersichtlich von der fünften Ordnung und 

stimmt natürliüh mit derjenigen überein, welcher die vierten Potenzen der 

Integrale jener Gleichung zweiter Ordnung genügen. 
Um jene Difforontialgloichung sochstor Ordnung X ( D )  = O zu er- 

halten, der die Quadrate der Integrale der Gleichung 17)  genügen, setm 
man v - Durch successive sechsmalige Differentiation und Elimination 
der hoheren als zweiten Ableitungen von y vermittelst der Gleichung 17)  
erhalt man 
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Xan orhslt so sioben lineare Gloichungen fin die sechs Grossen 

Die Elimination derselben fiihrt zu der gesuchten Gleichung X(v) = O ,  
deren Coefficienten rationale Functionen von p, q und ihren Ableitungen 
sind. Durch die Substitution 

IJ = ue -J-"(4"" 

erhalten wir die lineare homogene Differentialgleichung sechster Orùnung 
mit eindeutigen Coefficienten, welche mit a) identisch ist. Die Coeffi- 
cienten derselben sind ersichtlich ebonfalls rationalo Functionen von p, g, 
rp und doron Abloitungon, wobci p ,  q ,  rp als eindeutige Functionen definirt 
sind. Es  ergiebt sich hicraus der Satz: 

,,Sind die Tntegrale der Differentialgleichung a) verbunden durch die 
Rolationen l), so genügen derselben die Quadrate der Integrale einer 
linearen homogenen DiEerentialgleichung dritter Ordnung mit eindeutigen 
Coefficienten. Die Coefficienten von a) lassen sich in diesem Palle ratio- 
na1 darstellen durch drei eindeutige Punctionen und deren Ableitungen. Die 
36 Grossen a der Determinante c) lassen siüh rational und ganz dar- 
stellen durch 9 Grossen, die der Bedingung y') genügon." 

III. 
Es mogei i l inter  den Integralen u,, u,, . . . u, eines Fundamental- 

systems der Gleichung a) die beiden homogenen quadratischen Gleichungen: 

{ "1 ' 4 =  u ~ u ~  

il u12C6 u22C5 

bestehen. Durch einen Umlauf von X, welcher ui in ul überführt, gehen 
dieselben über in: 

2) 
21.: 214 = 21; 219, 

21; ec; = u; "k. 
Setzt man für die Grossen ec' die Wertho b) hiorin ein, so muss, 

da nur die Relationen 1) bestehen sollen, das System 2) eine Folge des 
Systems 1) sein. Durch Elimination der Grossen zc, und u;; aus den 
Gleichungen 1) und einer jeden von 2) ergeben sich daher zwei Identi- 
tiiten. Zu diesem Zwecke setzen wir: 
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4) 
u2 - 17 "1, U3 - ml U1r U4 = '7 ml Ull 

u5 3 w2u1> U6 = II W2 ul. 

Dies in b) eingesetzt ergiebt für die Grossen u' die Werthe: 

Eiierdurch erhalten die Gleichungen 2) die E'orm: 

Diese Gleichungen müssen gelten für alle Werthe, welche dio durch 

3) definirten Grossen 9, w,, w2 annehmen ktinnen. Werdon duroh den 
obigen Umlauf von x die Grossen 7, wl, me üborgeführt beziehungsweise in 
7', mi, m$, so folgt aus 3) und 5) in Ueboroinstimmung mit 6): 

Wegen der Bedingung c) konnen in den einzolnen gleichen Quo- 

tienken nicht zwei Zahler beziehungsweise Nenner bis auf einen const,anten 
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Factor identisch sein. Aus demselben Grunde k6nnen nicht überall die 
Coefficienten von 7 ml resp. 17 ma verschwinden. Es müssen daher die 
Zahlor und Nenner, welche ganze rationale Punctionen von hochstens 
zweitem Grade in q,  w,, w2 sind, sich in Factoren der Formen a + b tj und 
c -+ d m ,  + e w, zerlegen lassen, und die einxelnen Quotienten müssen im 
Zahler und Nenner je einen gleichen Factor haben, wahrend der andore 
Factor simmtlichen Zahlern resp. Nennern der gleichen Quotionton ge- 
meinsam ist. Es  kann jedoch nicht cu + /3 71 = y + 6 ml + E a, sein für alle 
Werthe, welche die durch 3) definirten Grossen 7 ,  o,, o, annehmen 
konnen. Denn hieraus würde sich eine homogene lineare Beziehung - 
zwischen u,, u,, u,, u5 ergeben, welche unmoglich ist, da u , ,  u,, . . . u, 
nach unserer Annahme ein Fundamentalsystem bilden. Daher sind für die 
Grossen ?', wi, wi nur Quotienten moglich von der Forrn: 

D a m  konnte man setzen: 

und erhielte wegen der Gloichungen 2) und 6): 

Daraus ergaben sich die Werthe: 

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen q, so folgt 

zw;-zl zwr-Z =42 
6,- 6": Gs- GW' 2 

und hieraus dio Relation 
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deren Coefficienten nicht gleich nul1 sein konnen, da alsdann der Quotient 
zweier Grossen u' gegen die Annahme constant ware. Diese Relation ist 
unmoglich, da sich daraus eine homogene lineare Gleichung unter den 

Integralm des Fundamentalsysteuis zc:, u;, . . . U S  ergeben würde. Folg- 

lich kann ,t,' n i c u  die Form B) haben. 

1st andererseits 

Dann kt in Folge der Gleichungen 2) und 6): 

Also gehen durch den obigen Umlauf II, w,, w, bezüglich aber in 

die Werthe: 

Hierbei haben für einen bestimmten Umlauf o: und wa denselben 

Nenner. Die 13 Coefficienten sind von a unabhangig und nehmen für die 

verschiedenen Uml%ufe im Allgemeinen andere Werthe an. Bus der Zu- 
sammenstellung der Formeln 5) und 11) ergiebt sich, dass die 36 Grossen 

LY der Determinante c) siüh als ganze rationale Functionen von hochstem 

13 Grossen darstollon lassen. 
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Bildet man diese Determinante, so ist 

( a i k  1 ( i , k - 1 , 2 ,  ...q 

Dieses Product ist entsprechend der Bedingung c) von nul1 ver- 
schieden. Daher gelten für die 13 Grossen die Bedingungen 

Man kann nunmeh zwei Functionen t1 und ij2 so bestiimen, dass 

und es ergiebt sich untor Berück~icht i~png der Gleichung 10) genau 
wie vorhor'), dass die hierdurch definirten Functionen il und &, ein 
Fundarn~ntalsystem von Integralen einer linearen homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit eindeutigem Coefficienten bilden: 

Ebenso lasst sich setzen: 
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und in Folge der Gleichungen 12) und 13) sind S;, l;,, S j  hierdurch 
bestùumt als Integrale eines Fundamentalsystems einer linearen hornogenen 
Differentialgleichung dritter Ordnung mit eindeutigen Coefficienten: 

Sind die Grossen El,  5, durch 14), 5, ,  5,, durch 16) definirt, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen 4):' 

Diese Quotienten seien gleich q ( ~ ) ,  so erhalt man: 

1st F ( v )  = O die Gleichung, der die Producte eines Integrals der 

Gleichung 15) und eines solchen der Gleichung 17) genügen, für welche 
daher 

l 1 5 i 7  t;Ezr 5 2 5 1 7  G E 1 7  t 3 E z  

ein Fundamentalsystern ist, so ergiebt sich die allgemeine ~ 6 r m  der 
linearen homogenen Differentialgleichung sechster Ordnung, deren Intu- 
grale don Gleichungen 1) gonügen, durch die Substitution 

Aus der Eindeutigkeit der Coefficienten der Differentialgleichung 
Y(v) = O und der Gleichung a) folgt, dass 9 (x) die Form e f ~ ( ~ ) "  bat, 
wo cp(x) sine eindeutige Function von s bezeichuet. 

Es  ergiebt sich zugleich, dass Gleichung 17)  nicht diejenige sein 
kann, welcher die Quadrdo dor Integrale der Differentialgleichung 15) 
genügen, da dio Producte der Integralo dioset beidan Gloichungen or- 
sichtlich einer linearen homogenen Differentialgleichung hnfter  Ordnung 
genügen. 
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Ueber den Fall, dass der Differentialgleichung 17)  die Quadrate der 
Integrale einer von 15) verschiedonon linearen homogenen DXerential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen, S. Anmerkung 1. 

Um die obige Gleichung V(w) = O zu bilden, setze man 

dfironzire diese Gleichung successive sechsmal und reducire dabei jedes- 
mal die zweite Abloitung von y vermittelst der Gleichung 15)  und dio 
dritte Ableitung von z mit  Hülfe der Gleichung 17). E s  ergeben sich 
hierdurch sieben lineare Gleichungen für die sechs Grossen 

deren Elimination die gesuchte Gleichung liefert. Ihre  Coefficienten sind 

ersichtlich rationale Functionon von p, q ,  r und deren Ableitungon d s o  
eindeutige Functionen von z. Setzt man 

= u e - î ~ ( z ) d z  
1 

no cp(z), wie oben gesagt is t ,  eine eindeutige Function von x bezeichnet, 
so geht die Gleichung ~ ( a )  - O Iiber in  die Gleichung a). 

Es seien zwei beliebige Punctionen cpl (z) und rp, ( x )  so beschaffen, dass 

21) 'pl (4 + 'pz (4 = 'P (4 - 
Dieselben k6nnen stets als eindeutige gewiihlt worden. Setzen wir 

in den Gleichungen 15)  und 17): 

so ergeben sich die homogenen linearen Differentialgleichungen: 

deren Coefficienten obonfalls eindeutig sind. E s  ist  

wk - lk eJ%("j"" (k = 1, 2, 3) 
und hieraus folgt: 

ti wk = ti & eJY'(')dr - ul. (A -1, 2 ,  ... 6) 

Wir finden daher den Satz: 
,,Genügen die Integrale der Differentialgleichung a) den Relationen 

l), so gentigen ihr die Producte der Integrale einer linearen hornogenen 
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Differentialgleichung zweiter Ordnung und einer solchen dritter Ordnung 
mit eindeutigen Coefficienten. Die Coefficienten der Gleichung a) sind 
darstellbar als rationalo Functionen von vier eindontigen Functionen und 
deren Ableitungen. Die 36 Grossen der Determinante c) sind ganz und 
rational darstellbar durch 13 Grossen, die der Bedingung y") genügen." 

Zu erwahnen bleibt, dass die beiden durch die Gleichung 21) de- 
finirten Functionen cp, und y, nicht eindeutig gewahlt zu sein brauchen. 
I n  diesem Falle gilt dasselbe von den Coefficienten der den Gleichungsn 
22) und 23) entsprechenden Differentialgleichungen. 

A n m e r k u n g  1. Tri t t  zu den Relationen 1) noch die Gleichung 

4 %i , 
-5- 

also nach den Gleichungen 3) 
4 % 

w2 = wB1 

wenn wir i n  diesem Falle w, durch w  ersetzen. G e m ~ s s  Gleichung 12) 
ware dann 

Dieser Ausdruck muss sich, falls va oder n, von null verschieden kt, 

auf einen im Zahler und Nenner hochstem linearen reduciren, da nach 
Gleichung 13) 

w', = (w' )~-  4 + m2 '0 + 7% m 2 ,  
l + m w + n w 2  

Zugleiüh ergiebt sich, dass 

Z +  rnw + mmZ= (a+ Pm)' 
sein muss, also 

w { 4+ m , w  + .n,ws= (a+ Pu) ( y  + 
1 2 + m 2 ~ + " z ~ P = ( Y + 8 ~ ) ?  

Demnach wird das Schema 11) in  unserem Falle: 

4 = ( v +  ed (a+ B O ) ' u l ,  

ML= (L + rv)  (a+ B ~ ) ' U ~ ,  
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Es ist die Determinante ') 

Da E $- Zm,fi2 von null verschieden war,  so gilt  auch für  die 
Grossen or, /3, y, d die Bedingung 

Also ist g wie vorher zu betrachten als Quotient zweier Integrale t1 
und 6% eines Fundamentalsystems der Gleichung 15), o als ein solcher 
zweier Integrale und 8, eines hndamentalsystems der linearen homoge- 
nen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit eindentigem Coefficienten: 

Da nach don Gleichungen 16): 

Also genügen in diesem Falle der Diferentialgleichung 17)  die Qua- 
drate der Jntegrale der Gleichung 15a). Eiii etwaiger ihnen gemeinsamer 
Factor ist constant, weil in der Gleichung 1 7 )  der Coefficient der zweiten 
Ableitung null ist. E s  gilt daher der Satz: 

,,Genügon die Integralo der Gloichung a) den droi Rolationon: 

uy = "i"5, 

so befriedigeu dieselbe die Producte der Integrale einer linearen homoge- 
nen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit eindeutigen Coefficienten 

1) S. 8. 31. 
Zeitschrilt f. Matliornÿtik u. Pliysik XXXV, 3. 
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und der Quadrate der Integrale einer anderen von ebenderselben Be- 
schaffenheit ". 

Die erstere ist die Gleichung 22), die letztere erhiilt man aus 15a) 
durch die Substitution 

Yi = w1e - l/,S%fz) d z  

wo die eindeutige Function q, definirt ist durch die Gleichung 21). 

Ferner sieht man: 
,,In diesem Falle sind die 36 Grossen or der Determinante c) dar- 

stellbar als ganze rationale Functionen von hochstens acht Grossen, wolclie 
den Bcdingungon: or 8 - /3 y >< O, Y (A. - A.@ )< O genügen." 

,,Die Coefficienten der Gleichung a) sind darstellbar als rationale 
Functionon dor drei eindoutigen Functionen r,  s, cp und der Abloitungen 
derselben." 

Dies ergiebt sich durch sechsmalige aufeinanderfolgendo Differcntiation 
der Gleichung 

indem man die zweite Ableitung von y und y, jedesmal vermtige Cer 

Gleichungen 15) und 1 5  a) reducirt. Man erhiilt dadurch sieben lineare 

Gleichungen fur die sechs Grossen 

Die Elimination derselben liefert diejenige homogene lineare Differen- 
tialgleichung sechster Ordnung mit eindeiitigan Coefficienten, dor die 

Producte der Integrale von 15) und der Quadrate der Integrale VOL 

1 5  a) genügen. Durch die Substitution 

ergiebt sich die in diesem F d e  mit a) identische Gleichung 

A n m e r k n n g  2. Besteht unter den Integralen von a) nur eine der 
Gleichungen l), z. B. 

U1 V 4  = u2 wg 
so konnte man setzen: 

und erhielte aus der Gleichung 

wenn fi 21: die Werthe aus der Gleichung b) gesetzt werden, die Iden- 
titat für jeden Werth, den q,, qz ,  vi und v, annehmen konnen: 
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Damit sich in  einem dieser Quotienten ein in q, oder linearer 

Factor irn Zahler und Nonner ergiebt, müssen die Coefficienten von v, 

und v, null sein, in Folge der Identitat also auch in anderen Quotienten. 
Die Gleichung a) ware i n  diesem Falle reductibel, da u,, u,, u,, u, einer 
bearen hornogenen Differentialgleichung vierter Ordnung mit eindeutigen 

Coefficienten genügen.l) 

1) Ueber dieselbe s. G o u r s a t ,  1. C. S. 150. Vgl. S c h l e s i n g e r ,  1. c. S. 26 
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Ueber die algebraischen Integrale algebraischer 
Differentialgleichungen. 

Von 

Dr. E. JAHNKE. 

E s  werde eine irreductible Differentialgleichnng 
mten Grades von der Form 

1) F ( u ,  U ) = Z f . ( u )  Um-.=O 
x = O , q , . . p i ,  m 

zu Grunde golcgt, wo 
du u=- 
d e  

Ordnung und 

und die Coefficienten f ganze rationale Functionen von u bedeuten. 
Wir verlangen, dass ihr Integral eine eindeutige und zwar eine ratio. 

nale Function sei; dann folgen die allgemeinen Bedingungsgleichungeni 
welche zwischen den Coefficienten einer Differentialgleichnng, die eine ratio. 
nale Punction definirt , bestehen mtissen, ans denen, welche ich' ftir die Dif. 
ferentialgleichungen mit eindeutigen doppeltperiodischen Integralfunctionen 
aufgestellt habe, durch die Forderung, dass R(y)  mindestcns eincn Linear- 
factor dritten Grades enthalte, eine Forderung, die nicht etwa den Briot 
und B O u q u e t'schen UntersuchungenX* entnommen zu werden braucht ; der 

Nachweis für ihre Bichtigkeit wird weiter unten (p. 152) erbracht werden. 
Die vorgelegte Differentialgleichung 1) muss, wie auch im ersten Ab. 

schnitt meiner Inauguraldissertation* gezeigt is t ,  eine Form hahen, bei der 
(fou) -- 1 k t ,  und die Coefficienten fe, (u) ganze rationale Functionen 2plteu 
Grades von u bedeuten. In  diese Form gehon auch diejenigen Differentialgleich 
uugen ein, bei denen die Coefficienten fpl (u) Functionen niedrigeren Grades 
darstellen, da sich durch gebrochene lineare Substitutionen fiir u stets er. 
reichen lasst, dass sie den Grad 2pi  wirklich annehmen. 

Wieder betrachten wir den Specialfall , wo die rationale Function y, 
welche durch die Differentialgleichung: 

* Ziir Integration von Differentialglei~hun~en erster Ordnuog etc. Inaugo. 
raldissertation. Halle 1889. 

** Théorie des fonctions elliptiques. Pnris 1879. 
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*=O 

definirt wird, mit u in der Beziehung steht: 

wcnn V(u ) ,  W(u)  rationale Functionen von u bedeuton. Der Nachweis, 
dass ein solches y tibcrhaupt existirt, wird durch den,Verlauf unserer Unter- 
suchung selbst erbracht. Ohne Schaden fiir die Allgemeinheit konnen wir 
auch hier' V(u) und W(u) vorweg als ganze rationale Functionen auf- 
fassen, wie aus dem Gleichungssystem B. Nr. II (1. c. p. 7) hervorgeht. 

Aus den in Nr. II** a-~fgestellten allgemeinen Bedingungsgleichungen 
werden nun für Q, = x die folgenden erhalten. 

Ails A. Nr. II geht hervor: 
m-1 

( . ~ - v ) E , l - v M v ( u ) = [ a . - i + ( ~ - ~ ) a , ]  V(u)+7a. f l (u)  

( v = 2 ,  3, ..., m-2),. 
W o 

so dass sich durch Elimination von Mv(u) ergiebt: 

m - 1  na -1 9-1 
[ [ a .  - + (m - 2) R] ~ ( u )  + y ar fi ( M I ]  [(m-2) ~ ( u )  + -f, (<ljl 

1) n z - u  m 

=(;) v~cu)+(7>::;)f,(u)v.-l(U)+...+f*(u)l ( v = 2 , . . . , m - q  

eine Recursionsformel zwischen T ( u ) ,  fi (u)  , . . . , f,-2 (u) , die illusorisch 
nui- dam werden konnte, wenn Al identisch verschwande. Eliminirt man 
nun a,, . . . , a, - 3 aus 1) , so findet sich als Eliminationsresultat: 

das mit dor zweitcn Glcichung in B. Nr. II verglichen zu: 

11) f rn- i  (u)  = 0 
führt,  so dass die zweite Gleichung in B. als identisühe Folge des Systems 
1) anzusehen ist. Zur Berechnung von V ( u )  wahlen wir die Gleichung 
(v  = 2) in 1), wclche sich so schreiben 15sst: 

m (m-2)a2--- [ " - 3] V(u)  [m (m- 2) T(u)  + 2 (m- 1) f, (u)l 2 

-- + (m - 1)2aq flZ(uj - wz (m- 2)  f, (u) = O. 

* Wie in meiner Inauguraldissertation, 1. c. p. 7. 
** 1. c. 
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p-------p--p 

Da wir a priori wissen, dass V ( u )  eine ganze rationale Function von u 
darstellt, so musa die Discriminante dieser Gleichung ein vollst%ndiges 
Quadrat sein : 
I I I )  (m - 1)2 (m - 3)  fi2 (u) - 2 m (m - f, (u) = [m - 3 - 2 a, (m - 2)] P22(tb), 

wo P,(u) eine ganze rationale Function zweiten Grades von u bedeutet. 

und es ergiebt sich: 
1 

Mo (u; = - Pz (u) , mZ A, 

Ml(u) = m ( m - 2 )  [- fi (4 + p2 (u)I,  

allgemein : 

Zugleich erkennt man ,  dass die Recureionsformel 1) die Coefficienten 
f s (u ) ,  .. ., fm-2 (u) a h  ganze rationale Functionen von f,(u) und P,(u) 
darstellt. Eine Darstellung für fm(u) mittels derselben Grossen liefert die 
erste Gleichung in B. Nr. IIt ,  welche mit Rücksicht auf 18) Nr. II* dia 
Porm annimmt : 

IV)  mm-2A,m- 'P[v(21) ]  = PSm-'(u) Pla(u), 

wo V(u) aus 3) einzusetzen is t  und Pl(zc) eine lineare Function von u be- 
deutet. 

W a s  endlich die Bedingungsgleichungen C. angeht, so haben die Co- 
efficienten der i&- Functionen (v 5 rn - 2)  die Werthe : 

gesetzt wird. Daher stellen sich die Grossen s, in  Gleichung 20)* als 

lineare Functionen von do, dl, d, und, wenn x 2 - rn, als ebensolcbe von 
A,, A,, A,, A,, A, dar, so dass sich das Gleichungssystem C." in die Form 
setzen Iësst: 4 
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do = r12 - 4rOr2, 
A, = a, - 2 ( v - 2  + ugro), 
d2 = c u l Z -  4aocu2, 
4 = - 2 c o ( c i 2 ~ o + ~ l ~ ~ + l . 2 ) l  
d4 = - 2 cg (cl2 "0 + Cl cul + as )  

angenommen sind. Dabei sind die ganz und rational aus A,, A,, ..., 
A,A-s zusammengesetzt. \ 

In 1) bis V) haben wir die Bedingungsgleichungen dafür, dass die vor- 
gelcgtc Differcntialgleichung 1) eine doppeltperiodische Integralfunction be- 
sitzt.'* Sol1 diese aber rational sein, so tretcn als zwei weitore Beding- 
ungen die Eliminationsresultate ails 

R(b,)=O, R'(b,)=O, R"(b,)=O 

hinzu, wenn b, eine dreifache Wurzel von R(y )  = O  bezeichnet. Denkt 
man sich die willkürlichen Constanten in  PIZ(u) so bestimmt, dws  

8 a = O ,  
so nehmen die erwahnten Beding~ngs~le ichungen  die Gestalt an: 

VI) gv2=3g.-1 gv+i. (v  = 1,  2) 
Dabei sind die Coefficienten g ,  (u  = 0 ,  1 ,  2 ,  3) gemass V) von der Form: 

wo die 93 ganze rationale Functionen der A darstellen. 
Die vorgelegte Differentialgleichung 1 )  muss mithin die folgende Gestalt 

haben: 
1. Die Coefficienten f,(u) sind ganze rationalo Functionon von hochstons 

2 x tem Grade ; 
2. & ( ~ ) = l i  fm-1  (u)=Oj 
3. zwischen f,(u) und f2(u) besteht die Beziehung III); 
4. f, (u) , . . . , fm-2 (u)  sind mit f, (u) und P, (u) durch die Recursionsformel 

1) verbunden, wo der Werth fur P(u) aus 3) einzusetzen kt; 
5.  f, (u) ist in IV) durch fl (zc) , P, (u) und Pl2 (u) ausgedrtickt. Die in 

IV) gestellte Forderung 15sst sich noch anders aussprechen. Beachtet 
man, dass die Recursionsformel 1) für V(u), f, (u), .. ., f,,-~(u) Aus- 
drücke in f,(u) und P, (u) liefert, welche, i n  die zweite Gleichung von 
B."*" substituirt, dieselbe identisch befriedigen müssen, da sich j a  diese 
Gleichung a18 identische Folge von 1) darstellt, dass also die Gleichung 

a F [ V u ) ]  = O  
a V u )  

* 1. c. ist co = 1 angenommen. 
** und hiermit ist  zugleich die Lüoko ausgefüllt, welche im Abschnitt III 

meiner Inauguraldissertation geblieben k t .  
*** 1. c. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



152 Ueber die algebr. Tntegrale algebr. Differentialgleichungen. 

unter Zuhilfenahme der genannten Ausdrllcke fur f, (u) , . . . , fm-2 (21) 

den in 3) angegebenen Werth für V(u)  als Wurzel haben m u s ,  so 

k s s t  sich die ganze rationale Function Zmten  Grades F [ V ( u j ]  als ein 
Theiler der Discriminante der algebraischen Gleichung 1) auffassen. Die 
Bedingung I V )  verlangt nun, dass diese Discriminante, und zwar der 
ausserordentliche Theiler* derselben, durch die 2 (na - 1) te  Potenz von 
P2(2c) und das Quadrat von P12(2c) theilbar is t ;  
dabei geniigen die Grossen A ,  d den Systemen V) und VI) algebra- 
ischer Gleichungen. 

Die Integralfunction von 1) ergiebt sich aus:  

Hiernach erkennt man leicht, dass es Differentialgleichungen der Form 

in denen von vornherein nur  i + 1 Coefficienten angenommen werden,** 
mit der Eigenschaft, einfach periodische oder rationale Integralfunctionen 
zu besitzen, unter Voraussetzung der Bedingung 2) nicht giebt. 

Dagegen exivtiren binomische Differentialgleichungen mit der in Rede 
stehenden Eigenschaft. Namlich damit hier rationale Integralfunctionen auf- 
treten, ist 

zu setzen, und dies ist  zugleich die Bedingung dafür, dass Pl (u) ein Theiler 
von V ( u )  is t ;  demnach nimmt hier die Differentialgleichung die Gestalt an: 

G(u-a)m+l ( , - T ~ ) ~ - l , t  

deren Tntegral lautet: 
( A - a l )  ym - 2aum 

a =  
2a0 y m  - 2 a m  

Dabei bedeutet 
P(u) = u " 2 1 2 + a , ~ +  c i2 ,  

(m-2)a = A,, 
A2 = u12-4aoci2. 

Die Integrale der in Redo stehendcn Differentialgleichungen haben also die 
bemerkenswerthe Form : 

xm= V ( U ) >  

Vergl. Kr  one  c k e r , Ueber die Discriminante algebraischer Functionen 
einer Variablen, Cre l le ' s  J. Bd. 91 p. 513. 

** welche in Nr. IV und Nr. V 1. c. untersucht worden sind. 
*** Vergl. Nr. VI 1. c. 
t Biermit ist der p. 148 erwiihute Nachweis erbracht. 
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wo g(u) eine lineare Function des Argumentes bezeichnet. Diese Eigen- 
schaft bleibt noch, wie Herr K l i t  z k o  w s k i *  bemerkt ha t ,  für die Diffe- 
rentialgleichun,aen mit nicht eindeutigen algebraischen Integralfunctio~ien 
erhalten. 

nz = 3. 
Die Differentialgleichung 

U"fl(.) U " f f , ( ~ ) u + f 3 ( ~ )  = 0 
hat wegen 

f 2  (.) = 0  1 

2 y l y 4  + + 3 Y f 3 ( ~ )  = 3 3  p3yzc) ,  

wenn Q3(u) eine ganze rationale Function dritten Grades von u  bezeichnet, 
und das Integral: 

- ~ ~ Y ~ - k % Y ' + ~ c ~ c l f  Y ( V - ~ ~ ) / g , ( d o y - i A ~  
u =  I 

wo S(voy3 - %y2 + c,) 

f l ( ~ ) = " O z c 2 + q u + " ,  
und cl durch die Gleichung 

clZao + e,a, +a, = O 

bestimmt ist. Da die beiden willktirlich gebliebenen Functionen fl(u) 
und P3(u) einen Factor gemeinschaftlich haben konnen, so lasst sich noch 
eine Form der vorgelegten Differentialgleichung aufstellen, wo f,(u) die 
zweite Potenz eines Linearfactors von f,(u) enthiilt. 

Ein 'Oergleich dieser Resultate mit den von den Herren B r i o t  und 
B o u  q u  c t gewonnenen** zeigt , dass die allgemcinste Differentialgleichung 
dritten Grades, welcher durch rationale Functionen genligt werdcn kann, 
in die hier behaudelte Classe gehort, also die durch 2) geforderte Bedirig- 
ung stets erfüllt. 

m = 4 .  
Die Differentialgleichung 

U 4 + f 1 ( u )  U S + f 2 ( u )  U 2 + f 3 ( u ) U f  f 4 ( u ) = 0  
unterliegt den nedingungen: 

* Ueber die Integration der mten Wurzel aus einer rationalen Function. Jn- 
aupraldissertation. Konigsberg , 1887. 

** 1. c, 
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A:+ 2d0d,+ 1 6 ~ , 2 - 1 2 d , ~ , = O ,  
- 7d0d,$  lad," 77, ,d2-18d,d2+8d,%-O, 

z5A4 = A:A2. 
Ihr Integral stellt sich dar in der Form: 

gesetzt ist und c, derselben Relation wie im Falle m= 3 geniigt. 
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IX. 

Beitrage zur Theoris ebener Kraftesysteme. 

Von 

F. K o s c ~ ,  
Ingenieur und ord. Lehror a. d. Kiînigl. Vberrealtichuls zu Bxsalau. 

§ 1- 
Die S e i  t e n k r  a f  t ejnes Kraftesystems ist die Resultante der parallelen 

Componenten der einzelnen Krafte des Systems. Dass die Mittelpunkte 
dieser nach den verschiedenen Richtungen bestimmten Componenten, also 
die Angriffspunkte der Scitenkrafte eines ebenen Kriiftesystems auf einor 
geraden Linie, der C e n t  r a l l i n i e  des Systems, liegen, is t  bereits von 
h iob ius ,  M i n d i n g  und S c h w e i n s  bewiesen worden. ( C r e l l e ' s  Journal 
f. Math., Bd. 14, 15, 16, 38, 47.) Die Arbeiten dieser drei Forscher geben 
aber keinen weiteren Aufschluss über die Eigenschaften der Seitenkrafte 
und der Centrallinie, speciell tiber die Veranderungen ihrer Lagen bei ge- 
wissen Aendorungen des Kraftesystems, und auch sonst is t ,  wenigstens in  
der mir bekannten Literatur, ein solüher nicht zu finden. Die folgenden 
Untersuchungen wollen daher die Theorie ebener Kriiftesystenie naeh obiger 
Richtung erweitern; zugleich sind der VollsEndigkeit und Einheitlichkeit 
der9~arstel lung wegen auch einige Iiereits bekannte Satze noch einmal ab- 
geleitet worden. 

9 2. 
Unter dem Mittelpunkt eines Kraftesystems, welches einer Resultante 

iquivalent ist ,  versteht man bekanntlich denjenigen festen Punkt ,  um wel- 
chen die Resultante sich dreht, wenn dio Krafte unter Beibehaltung ihrer 
Grosse und gegenseitigen Neigung zu einander um ihre fest gedachten An- 
griffspunkte sich drehen. Die Resultante behalt dabei ihre Grosse und 
Neigung zu den einzelnen Kraften gleichfalls bei ,  weil das aus den einzel- 
nen Kraftan zusammengesetzte Kriiftepolygon, dessen Schlusslinie sie ja ist, 
bei dieser Drehung stets sich selbst congruent bleibt. 

Dms ein solcher Mittelpunkt vorhanden i s t ,  k s s t  sich, wie bekannt, 
leicht beweisen. Sind Pl und P2 zwei Krafte, pl und pz ihre Angriffs- 
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P P------ - 
punkte und O ihr  Durchschnittspunkt, so bewegt sich O auf einem festen 
Kreise, welcher durch p, und pa geht, falls Pl und P, sich um p ,  bez. p, 
gleichmassig drehen. Da nun die Resultante R der beiden Krafte immer 
die gleiche Neigung zu P, und P, beibehalt, so muss der Angriffspunkt r, 
um welchen R sich dreht,  gleichfalls auf diesem Kreise liegen, da dann die 
Winkel p l o r  und p,or als Peripheriewinkel übcr constanten Bogen sellist 
constant bleiben. 1st eine dritte Kraft P, mit  dem Angriffspunkte py var- 
handen, so liisst sich mit Hilfe eines zweiten Kreises aus R und P, mit t 

und p,, die Resultante T der drei Krafte P l ,  P,, P, und ihr Angriffspunkt 
t finden, u. B. f. 

Sind dabei irgend zwei zu vereinigende Erafte parallel, so liegt ihr 
Durchschnittspunkt in  der Unendlichkeit, und der zu beschreibende Kreis 
wird zu einer Geraden, welche die Angriffspunkte der beiden Kriifte ver. 
bindet und auf welcher der Angriffspunkt der Resultanto liogt. 

I n  welcher Reihenfolge man nun auch die Krafte vereinigen mag, 
immer gelangt man zu demselben e i n e n  Mittelpunkt, weil, wenn deren 
mehrere vorhanden waren, die Resultante in ihren verschiedenen Lagen diese 
siimmtlich enthalten müsste, was offenbar unmoglich ist. 

Man kann aber auch zu dem Mittelpunkte des Kraftesystems in anderer 
Weise gelangen. Man bildet namlich von sammtlichen Kraften die Com- 
ponenten nach zwei beliebigen Richtungen % und 23, wodurch man zwei 
Parallelsysteme erhalt. Von jedem dieser beiden Systemo construirt man die 
Resultante A bezw. B und ihre Mittelpunkte a bezw. b. A und B wollen 
wir zwei a d j u n g i r t e  S e i t e n k r a f t e ,  a und b zwei a d j u n g i r t e  Mi t te l -  
p u n k  t e  des Systems nennen. E s  ist einleuchtend, dass zwei adjungirte 
Seitenkrafte dem ganzen System %quivalent sind; ferner ist ersichtlich, dass 
die Resultante R des ganzen Systems durch den Schnittpunkt O zweier adjun- 
girter Seitenkrafte geht und dass dieser Schnittpunkt, der Mittelpunkt na des 
ganzen Systems, den wir 13 a u  p t m i t t e  l p u  n k t nennen wollen, und die beiden 
adjungirten Vittelpunkte der Seitenkrafte wiederum auf einem Kreise liegen 
müssen, durch welchen der Hauptmittelpunkt auf der Resultante R bestimmt 
ist. Dieser Kreis sol1 oin M i t  t e l  p u  n k t s k r  e i s  des Systems heissen. 

9 3. 
Wir  wollen jetzt die beiden adjungirten Seitenkrafte A und B in je 

zwei Componenten A, Ab und Ba Bb , welche paarweis parallel sind , zerlegen. 
Durch Vereinigung von A, E ,  bezw. Ab Bb erhalt man zwei neue adjungirte 
Seitenkrafte Al und BI .  D a  nun A, 1 1  Ba und AbIl Sb, so liegen die Mittel- 
punkte a, und b, dieser neuen Seitenkrafte auf der Verbindungslinie ab der 
Mittelpunkte der Seitenkrëfte A und B, und, weil die Richtung von A d  

und Bb beliebig gewahlt war, erhëlt man den Satz: 
D i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  S e i t e n k r a f t e  e i n e s  K r a f t e s y s t e m s  

l i e g e n  a u f  e i n e r  f e s t e n  G e r a d e n  - d e r  Centralhie d e s  Systems.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. Kosoa. 157 

S 4. 
A und B seien wieder zwei adjungirte Seitenkriifte, welche parallel den 

Hichtungen 'U und 23 sind; O sei ihr Durchschnittspunkt auf der Resultante 
R ,  a und b die adjungirten Mittelpunkte, m der Hauptmittelpunkt (Fig. 1). 

Fig. 1. 

n 

Diese vier Punkte ml O ,  a und b liegen auf einem Mittelpunktskreise. Da nun 
L AB = L B = L a ein constanter ist  , so ist L am b gleichfalls constant; 
ma und rnb beschreiben daher, wenn S1 und 8 um ihren Durchschnitts- 
punkt n. unter Beibehaltung ilires Neigungswinkels o! sich drehen, zwei 
projectivisch gleiche Strahlenbüschel, deren gemeinsamer Mittelpunkt der 
Hauptmittelpunkt m i s t ;  infolge dessen sind die beiden adjungirten Mittel- 
punkte a und b entsprechende Punkte zweier projectivischen Punktreihen, 
deren gerneinschaftlicher Trager die Centrallinie & ist. Sind a, und b, die 
den unendlich fernen Punkten b z  bezw. a; entsprechenden Punkte, so ist 
leicht einzusehen, dass die beiden Geraden ma, und mby, die wir X und q )  
nennen wollen, gegen die Centrallinie & unter dem Winkel CY geneigt sind. 

Wir lessen jetzt den Durchschnitt,spunkt O den hlittelpiinktskreis diirch- 
wandern, dann drchen sich A ,  B ,  R um ihre Mittelpunkte a, b und m; 
A und B beschreiben zwei projectivische Strahlenblischel um a und b,  ihre 
Durchschnittsyunkte x und y mit den Geraden X und S) zwei projectivische 
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Punktreihen. Letztere liegen perspectivisch, da der Durchschnittspunkt m 
ihrer Trager sich selbst entspricht, und bestimmen somit ein Strahlen- 
büschel erster Ordnung, dessen Mittelpunkt f sein mag. Trifft O in a ein, 
so ist A als Tangente an den Mittelpunktskreis parallel X und der Punkt s, 
der Schnittpunkt von A mit X ,  ist der nnendlich ferne Punkt von X ,  wah. 
rend y, der Schnittpiinkt von B mit 9, in  by fill t .  Der zugehorige Strahl 
xm b y ,  welcher den Mittelpunkt f enthalten muss, wird daher parallel 2, 
und in gleicher Weise folgt, dass der Strahl ymfa, parallel 9 ist; ma,fby 
ist demnach ein Rhombus und f der Gegenpunkt vom Hauptmittelpunkt ni 

in Bezug auf die Centrallinie Q. Wir wollen den Purikt f kurz den Gegen. 
p u n k t  d e s  K r a f t e s y s t e m s  nennen. 

Zieht man nun x o f y o  parallel 6, so müssen, weil auch x, und y, ent- 
sprechende Punkte der heiden Punktreihen X und TJ sind, die Strahlen as, 
und b y ,  sich gleichfalls in einem Punkte O, des Mittelpunktskreises begegnen. 
Beschreibt man ferner um das Dreieck o,x0y, einen Kreis 9, so berührt 
dieser wegen der perspectivischen Lage der beiden Dreiecke o,x,y, und 
ooah den Mittelpunktskreis in O,. Da aber L mxoy0 = Lm yoxo = Lxoo, y, 3 (Y, 

so sind die beiden Geraden W und 8 Tangenten a n  den Kreis L, x,y, ist 
die Bertihrungssehne und somit die Polare des Hauptmittelpunktes m in 
Bezug auf 9. Die Lage und Grosse dieses Kreises 8 ist ebenso, wie die 

Lage der Punkte xo und y, allein abhangig von der Grosse des Winkels g 

unabhangig dagegen von der Wahl der beiden adjungirten Mittelpunkte 5 

und b des dazu gehorigen Mittelpunktskreises. Diese beiden Mittelpunkte 
erzeugen, wie schon oben gezeigt worden ist, zwei projectivische Punkt- 
reihen und werden aus den beiden Punkten xo und y, durch zwei projec. 
tivische Strahlenbüschel projicirt, deren entsprechende Strahlen x,a und y& 
im Berlihrungspunkt des zugehorigen Mittelpunktskreises mit dem Kreise R 
einander begegnen. Weil nun die Centrallinie & den Kreis R nie schneideti 
so ktinnen die beiden Strahlen xoa und y,b aucb keinen gemeinschaftlichen 
Punkt  auf (5: haben, woraus folgt, dass die von a und b beschriebenen, 
aufeinender liegenden projectivischen Punktreihen keine rcellen Doppelpunkte 
besitzen. 

Stehen die beiden Geraden !J und 23, nach welchen die Zerlegung de? 
Rrafte erfolgte, normal zueinander, so fallen die beiden Geraden ?i und 
mit der Mittellinie mcf zusammen, der Ereis R degenerirt zum Punkte /' 
und alle Mittelpunktskreise gehen durch die beiden Punkte m und f, wah- 
rend die adjungirten Mittelpunkte eine Involution van Punktepaaren bilden, 
deren Mittelpunkt der Punkt  e - d e r  C e n t r e l p u n k t  d e s  Kraf te-  
s y s t e m s  - ist. 

Wir  kBnnen nun die llauptresultate unserer Untersuchung in folgenden 
Satz zusammenfassen : 

A l l e  M i t t e l p u n k t s k r e i s e  u m h l i l l e n  i m  A l l g e m e i n e n  einen 
K r e i s  R. D i e s e r  v e r a n d e r t  m i t  d e r  G r o s s e  d e s  W i n k e l s  (nX8) 
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eeine G r o s s e  . u n d  L a g e  d e r a r t ,  d a s s  d e r  H a u p t m i t t e l p u n k t  rn 
und d e r  G e g e n p u n k t  f i n  B e z u g  a u f  i h n  s t e t s  c o n j u g i r t  S i n d  
und d a s s  d i e  v o n  rn a n  $ g e l e g t e n  T a n g e n t e n  X u n d  !lJ m i t  d e r  
C e n t r a l l i n i e  d e n  W i n k e l  ('UT?) b i l d e n .  1 s t  d e r  W i n k e l  (YI%) e i n  
r e c h t e r ,  s o  w i r d  d e r  K r e i s  ,Q z u m  P u n k t e  f ,  u n d  a l l e  M i t t e l -  
p u n k t s k r e i s e  b i l d e n  e i n  K r e i s b t i s c h e l ,  d e s s e n  G r u n d p u n k t e  d e r  
H a u p t m i t t e l p u n k t  u n d  G e g e n p u n k t  d e s  K r 2 f t e s y s t e m s  s i n d .  

D i e  a d j u n g i r t e n  M i t t e l p u n k t e  a u n d  7, s i n d  e n t s p r e c h e n d e  
P u n k t e  z w e i e r  p r o j e c t i v i s c h e n  P u n k t r e i h e n  u n d  w e r d e n  a u s  
den B e r ü h r u n g s p u n k t e n  x, ,  y, d e r  b e i d e n  T a n g e n t e n  X u n d  'l) 
d u r c h  z w e i  S t r a h l e n  p r o j i c i r t ,  w e l c h e  s i c h  i m  B e r l i h r u n g s -  
p u n k t e  d e s  z u g e h o r i g e n  M i t t e l p u n k t s k r e i s e s  u n d  d e s  K r e i s e s  h? 
schne iden .  B e i  d e r  o r t h o g o n a l e n  Z e r l e g u n g  b i l d e n  a ,  b e i n e  
e l l i p t i s c h e  I n v o l u t i o n  v o n  P u n k t e p a a r e n ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t  
e is t .  

5 5. 
Wir lassen den Punkt  O den Mittelpunktskreis bis zu dem Schnitt- 

punkte O, mit der Geraden X durchwandern; dann verbindet o,b, die Sei- 
tenkraft B, zwei entsprechende Punkte der projectivischen Punktreihen X 
und g, und muss deshalb auch Punkt  f enthalten. Die Resultante R falit 
mit der Geraden X zusammen, und d a  diese Lagenbeziehung für alle Mittel- 
punktskreise gilt ,  so erhalt man: 

Wenn d i e  R e s u l t a n t e  m i t  d e r  G e r a d e n  X o d e r  m i t  9 z u s a m -  
m e n f a l l t ,  s o  b i l d e n  a l l e  S e i t e n k r a f t e  B bezw. A e i n  S t r a h l e n -  
b u s c h e l  e r s t e r  O r d n u n g ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  f i s t  

Da f der Gegenpunkt von m i n  Bezug auf die Centrallinie (3 ist ,  so 
ergiebt sich, dass der Bogen a% gleich dem Hogen a z  des Mittelpunkts- 
kreises ist; amo, ist daher gleichschenklig. Trifft nun Punkt  O mit m 

zusammen, so fallt die Seitenkraft A auf ma,  die Seitenkraft B auf rn b 
und die Resultante R berührt i n  m den Mittelpunktskreis. Wegen des be- 
kannten Satzes vom Abschnitt,swinkel folgt danu leicht, dass die Soitenkriifte 
A und B die Winkel halbiren, welche die Resultante R mit den Geraden X 
bezw. bildet. 

8 6- 
Es sei ein beliebiger Punkt O gegeben. Wir  drehen das Kriiftesystem 

und mit ihm die Resultante R um m so weit, bis R den Punkt O enthalt. 
Dann konnen wir O als Durchschnittspunkt zweier adjungirter Seitenkrafte 
auffassen. Wir beschreiben den Mittelpunktskreis, welcher durch O und wa 

goht und den Kreis R berlihrt. Dieser Mittelpunktskreis bestimmt auf der 
Centrallinie Q zwei edjungirte Mittelpunkte a und b ,  die Mittelpunkte der 
sich in dern gegebenen Punkte O schneidenden Seitenkrafte A und B, welche 
selbst durch oa und 0 6  gegeben eind. 
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Durch O ,  m und sind aber im Allgemeinen zwei Mittelpunktskreise 
fcstgelegt, woraus folgt, dass durch einen Punkt O im Allgemeinen zwei 
Paar zugehoriger Seitenkrafte gehen. Wenn aber der Punkt O anf dem 
Kreise $2 l iegt,  so giebt es einen einzigen Mittelpunktskreis und infolge 
deseen auch nur  ein Paar zugehoriger Seitenkrafte , welche durch x0 y, gehen 
und dadurch bestimmt sind. Wenn endlich O innerhalb des Kreises 53 liegt, 
so schneiden sich in ihm keine reellen Seitenkrafte. 

1st o der Schnittpunkt von R mit der Centrallinie 6, so fillt  entweder 
A oder B mit Q zusammen, und es folgt, da die adjungirte Seitenkraft B 
resp. A dsnn mit & den Winkel ('21 8) = rr bildet, dass BI19 bezw. AIX 
sein muss. Wenn endlich O mit m zusammenfiillt, so berührt der hlittel- 
punktskreis die Resultante R in m, und wir sahen schon in 5 5, dass die 
Seitenkrafte A und B die Winkel,  bezw. ihre Ncbenwinkol halbiren, die R 
mit  X bezw. 9 bildet. 

Bei der orthogonalen Zerlegung wird der Kreis iS zum Punkte f, woraus 
hervorgeht, dass in j e d e m  Punkte ein Paar adjungirter Seitenkrafte sich 
begegnen, aber eben nur e i  n Paar, da durch die Punkte m ,  O ,  f nicht 
mehr als ein Mittelpunktskreis zu legen ist. Dagegen in f selbst begeper 
sich alle Seitenkrafte, wenn die Resultante R normal zur Centrallinie C; 

gerichtet ist. Da ferner I nnd 9 mit mf zusammenfallen, so ergiebt sict 
wcitcr, dass durch den Schnittpunkt von R mit (5: die zur Centrallinie nor. 
male Seitenkraft gehen muss. 

9 7. 
Aufgabe: E s  ist ein Paar  adjungirter Seitenkrafte A und B gegeben. 

Man sol1 den Ort ihres Durchschnittspunktes O bestimmen, wenn A und D 
sich parallel verschieben. 

Da die Mittelpunkte a und b zweier adjungirten Seitenkrafte entspre 
chende Punkte xweier projectivischen Punktreihen s ind,  so bilden A und B 
zwei projectivische Parallelstrahlenbtischel; jhr Durchschnitt ist daher eine 
Hyperbel, deren Asymptoten parallel A und B sind. Die durch die Punkte 
a, und by gelegten SeitenkrIifte A, bezw. By sind die Asymptoten selbst, 
weil die ihnen adjungirten Krafte B, und A!, durch die unendliçh ferner 
Punkte b z  bezw. ay" gehen, mithin ihr Durchschnitt O, und oy mit A, bezw. 
B,, die beiden unendlich fernen Punkte der Iiyperbel sind. Es  ist einleucb 
tend,  dass die Resultante R in diesem Falle parallel A, bezw. By sein muss. 

D a  es innerhalb des Kreises ,Q nacli 5 6 keinen Punkt  O ,  auf d e r  
Kreise J17 n u i  e i n e n  solchen Punkt  giebt,  namlich den Schnittpunkt der 
durcli die beiden Punkte x, resp. y, gelegten Seitenkrgfte A, und Bo, SC 
folgt,  dass die Hyperbel den Kreis SP berührt. Da endlich aiich O in den 
Hauptmittelpunkt m fallen kann, so enthalt die Hyperbel auch diesen. 

Wir  erhalten somit als Resultat: 
D e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  f ü r  d i e  ~ i r c h s c h n i t t s ~ u n k t e  o pe. 

r a l l e l e r  a d j u n g i r t e r  S e i t e n k r a f t e  A u n d  R i s t  e i n e  Hyperbel. 
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Die d e n  v e r s c h i e d e n e n  R i c h t u n g e n  e r i t s p r e c h e n d e n  H y p ' e r b e l n  
e n t h a l t e n  s a m m t l i c h  d e n  H a u p t m i t t e l p u n k t  m u n d  b e r ü h r e n  
den  K r e i s  R. I h r e  A s y m p t o t e n  s i n d  d i e  d u r c h  d i e  b e i d e n  
P u n k t e  a, n n d  by g e z o g e n e n  S o i t e n k r a f t e  A, u n d  By;  i h r  M i t t e l -  
p u n k t ,  d e r  D u r c h s c h n i t t  v o n  A, m i t  Bq,  l i e g t  a u f  e i n e m  K r c i s c ,  
w e l c h e r  d i e  G e r a d e n  X u n d  9 i n  d e n  P u n k t e n  a, u n d  b, b e r i i h r t .  

Bei der orthogonalen Lerlegung erhalien wir dagegen e i  n  B ü s  c  h e l  
g l e i c h s e i t i g e r  H y p e r b e l n ,  d e s s e n  z w e i  r e e l l e  G r u n d p u n k t e  d e r  
I I a u p t m i t t e l p u n k t  m u n d  d e r  G e g e n p u n k t  f s i n d ,  u n d  w e l c h e  
s a m m t l i E h  d e n  C e n t r a l p u n k t  c z u m  M i t t e l p u n k t  h a b e n .  

§ €4. 
Wir fanden i n  5 5, dass siimmtliche Seitenkr!ifte B in f sich begeg- 

nen, wenn die Resultante K mit der Geraden X zusammenfillf. Drehen wir 

Pig. 2. 

f 

j e t z t  R um den IIauptmittelpunkt m ,  so drehen sich die Seitenkrifte B um 
ihre Mittelpunkte b in  gleicher Weise nm den Winkel cp. Sind die Mittel- 
h i c  f c  und die Linie f b  (Fig. 2) zwei solcher Soitenkrafte in ursprüng- 

Zeitschrift f. Msthematik n. Physik XXXV, 3. 11 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



162 Beitrage zur Theorie ebener Kraftesysteme. ------ 
licher Lage,  de und d b  in der neuen Lage, so sind dio Winkcl fcd hem. 
f b d = p, woraus folgt , dass f c  b d ein Sehnenviereck ist. Da nun der Winkel 
fcb  ein rechter, so ist es auch Winkel f d b ,  d. h. der Fusspunkt des von f 
auf die Seitenkraft B gefiillten Lothes liegt auf der Geraden c d ,  und da 
dies von allen Seitenkriiften gilt ,  so folgt weiter, dass die Seitenkrafte B 
siimmtlich Tangenten einer Parabel sind, deren Brennpunkt f und deren 
Scheiteltangente cd ist. Ganz analog lasst sich nachweisen, dass die Seiten. 
krafte A eine Parabel !-)la umhüllen. Nun kann sowohl A ,  sls auch B ein- 
mal mit der Centrallinie Q zusarnmenfallen, in  welchem Falle nach 5 6 die 
adjungirten Seitenkrafte B resp. A parallel rl) bezw. X sind und sich im 
Schnittpunkte der Resultante mit der Centrallinie treffen. Deraus folgt 
einerseits, dass sowohl p,, als auch die Centrallinie bertihren, anderer- 
seits, dass die an '$, und Qb parallel X bezw. S) gelegten Tangenten sich 
mit der Resultante auf der Centrallinie begegnen. 

Der Hauptmittelpunkt m ist der Gegenpunkt des Brennpunktes f in 
Bezug auf die Tangente O;, daher ein Punkt der beiden Leitlinien und zu. 
gleich der Pol der Linie a, fyo. 

Man ziehe von m die beiden Tangcnten B' und B" an Pb, so halbiren 
diese Seitcnkrafte nach 5 6 den Winkel,  den R mit g bildet, und seinen 
Nebenwinkel; die vier Strahlen R ,  9, B', B" sind mithin vier harmonische, 
und daher R und S) zwei conjugirte Strahlen in  Bezug auf die Parabel Q. 
1st p der Schnitt,punkt von R mit der Geraden zoy,, so ist das Dreieck 
pmy,  eiu Polardreieck flir die Parabel jPb und ebenso p m x ,  ein Polardrei, 
eck für  die Parabel Y,. Schneidet die Resultante R den Kreis R in den 
beiden Punkten O, und O,, so sind nach $5 4 und 6 o,x, und o,y, einer. 
seits, o,x0 und O, y, andererseits zwei Paare adjungirter Seitenkrafte und 
daher Tangenten an Cp, bezw. va. Da nun R die Polare von X, bezw. 
y, ist, so Sind oo und O, die beiden Berührungspunkte und daher die 
Schnittpunkte van und q b .  

Nun entsprechen jeder Lage der Resultante zwei solche - adjungirte - 
Parabeln , welche sammtlich dieselben Eigenschaften haben. Wir erhalten 
somif : 

% u  j e d e r  R e s u l t a n t e  R g e h o r e n  i m  A l l g e m e i n e n  zwei ad. 

j u n g i r t e  P a r a b e l n  p, u n d  Pb, w e l c h e  v o n  d e n  S e i t e n k r a f t e n A  
u n d  B u m h ü l l t  w e r d e n  u n d  i n  B e z u g  a u f  w e l c h e  R u n d X  bezw, 
9 c o n j u g i r t e  S t r a h l e n  s i n d .  D i e s e  b e i d e n  P a r a b e l n  begegnen 
s i c h  m i f  R a u f  d e m  K r e i s e  9 i n  z w e i  r e e l l e n  o d e r  imaginaren  
P u n k t e n ;  i h r e  L e i t l i n i e n  s c h n e i d e n  s i c h  i m  H a u p t m i t t e l p u n k t e  

m ,  i h r e  S c h e i t e l t a n g e n t e n  i m  C e n t r a l p u n k t e  c u n d  b i l d e n  mit 
d e r  M i t t e l l i n i e  mf d e n s e l b e n  W i n k e l ,  d e n  d i e  R e s u l t a n t e  8 
m i t  X b e z w .  Yj c i n s c h l i e s s t .  D i e  p a r a l l c l  3i u n d  8 a n  9. bezw. 
!& g e l e g t e n  T a n g e n t e n  t r e f f e n  s i c h  m i t  d e r  R e s u l t a n t e  auf  d e r  
C e n t r a l l i n i e  &. A l l e  d e n  v e r s c h i e d e n e n  L a g e n  v o n  R entupre. 
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c h e n d e n  P a r a b e l n  b i l d e n  e i n e  P a r a b e l s c h a a r ,  d e r e n  g a m e i n -  
s c h a f t l i c h e  T a n g e n t e  d i e  C e n t r a l l i n i e  Q ,  d e r e n  B r e n n p u n k t  d e r  
G e g e n p u n k t  f i s t ,  u n d  f i i r  a l l e  i s t  d i e  G e r a d e  x,Y,, d i e  P o l a r e  
des H a u p t m i t t e l p u n k t c s  m. N u r  w c n n  d i e  R e s u l t a n t e  R m i t  
den  G e r a d e n  X o d e r  S) z u s a m m e n f i i l l t ,  b i l d e n  d i e  S e i t e n k r i i f t e  
B o d e r  A e i n  S t r a h l e n b t i s c h e l  e r s t e r  O r d n u n g ,  d e s s e n  M i t t e l -  
p u n k t  f iut,  w a h r e n d  i n  d i e s e m  F a l l e  d i e  P a r a b e l n  q a  u n d  !J3a 
die  G e r a d e n  X bezw. S) i n  d e n  P u n k t e n  x, o d e r  y, b e r ü h r e n .  

9 9. 
Bei der orthogonalen Zerlegurig fallen die beiden Geraden X und !J) 

mit der Mittellinie mf zusammen, und infolge dessen vereinigen sich auch 
die beiden adjungirten Parabeln 9, und q6 zu e i n e r .  Die Resultante R 
nird der Scheiteltangente parallel, ist demnach die Leitlinie. 

Daher haben wir : 

A l l e  S e i t e n k r a f t e  u m h i i l l e n  b e i  o r t h o g o n a l e r  Z e r l e g u n g  
eine P a r a b e l ,  d e r e n  L e i t l i n i e  d i e  R e s u l t a n t e ,  d e r e n  S c h e i t e l -  
t a n g e n t e  d i e  d e r  R e s u l t a n t e  p a r a l l e l e  S e i t e n k r a f t  i s t .  S a r n m t -  
l i che  d e n  v e r s c h i e d e n e n  L a g e n  d e r  R e s u l t a n t e  e n t s p r e c h e n d e n  
P a r a b e l n  b i l d e n  e i n e  P a r a b e l s c h a a r ,  d e r e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e  
T a n g e n t e  d i e  C e n t r a l l i n i e ,  d e r e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e r  B r e n n -  
p u n k t  d e r  G e g e n p u n k t  f i s t .  m u r  w e n n  d i e R e s u l t a n t e  n o r m a l  
zur C e n t r a l l i n i e  g e r i c h t e t  i s t ,  b i l d e n  s a m m t l i c h e  S e i t e n k r i i f t e  
e in  S t r a h l e n b i i s c h e l  e r s t e r  O r d n u n g ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  d e r  
G e g e n p u n k t  f i s t .  

Sol1 die Lage einer Seitenkraft A von bestimmter Richtueg X ermittelt 
werden, so haben wir nur  nothig, an die Parebel ejne zu parallele Tan- 
gente zu legen, bezw. durch den Gegenpunkt f eine Parallele zu 9i zu 
ziehen. Dadurch ist A und der dazu gehorige Mittelpunkt a bestimmt. Dreht 
sich die Linie SL iim einen Pnnkt  und erzeugt sie somit ein Strahlenbüschel, 
so beschreibt A ein ihm projectivisches Strahlenbüschel zweiter oder erster 
Ordnuiig, je iiachdem die Resultante einen spitzen oder einen rechten Winkel 
mit der Ccntrallinie bildet, und der dazu gchorige Mittelpunkt a beschreibt 
eine diesen Btischeln projectivischc Punktreihe. 

Man sieht dabei leicht ein: d i e  z u r  R e s n l t a n t e  p a r a l l e l e  S e i t e n -  
k r a f t  h a t  d e n  C e n t r a l p u n k t  z u m  M i t t e l p u n k t ,  d i e  z u r  R e s u l -  
t a n t e  n o r m a l e  S e i t e n k r a f t  d a g e g e u  d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t  
der  C e n t r a l l i n i e .  

5 10. 
Unsere bisherigen Untersnchungen behandelten Lagcnbcziehungen der 

Seitenkriifte bei fcstliegendem Hauptmittelpunkt und festliegender Central- 
11' 
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164 Beitrage zur Theorie ebener Kr%ftesysteme. 

linie; die Veriinderungen, denen das Kriiftesystem unterworfen war, bcstan- 
den nur in  gleichm%ssigen Drehungen sammtlicher Krafte um ihre Angriffs- 
punkte. Wir  gehen nun dszu über, die Intensitiit einzelner Krafte zu 

verandern, oder, was für vorliegende Aufgabe damit gleichbedeutend ist, 
wir fügen dem System neue Krafte hinzu und untersuchen, welche Lagen 
Hauptmittelpunkt, Gegenpunkt , Centralpunkt und Centrallinie dabei ein- 
nehmen, wobei wir uns der Einfachheit wegen nur orthogonaier Zer- 
legungen bedienen werden. 

E s  sei ein Kraftesystem 2' mit seinem Hauptmittelpunkte m', seiner 
Resultante R' etc. gegeben. W i r  vereinigen mit diesem System eine Kraft P, 
deren Angriffspunkt p sein mag, und erhalten dadurch das System 2. 
Schneiden R' und P sich im Punkte O ,  so muss zuniichst die Resultsnte R 
des Systems 2 auch durch O gehen, und der Hauptmittelpunkt m iêt der 
Schnittpunkt von R mit dem durch die drei Punkte m', p, O bestimmteu 
Kreise !Dl. 

Die Grosse und Richtung von R ist nun abhangig von dem Verhalt. 
niss der Resultante R' ;zu der Kraft P und durch das Parallelogramm zn 
finden. Setxen wir 

so ist  leicht einzusehen, dass auch 

ist;  es entspricht also den verschiedenen Werthen von A je eine bestimmte 
Richtung von R, eine bestimmte Lage von m auf dem Kreise m. Den Werthen 
A = O und A = oo entsprechen die beiden Punkte m' bezw. p ;  durch diese 
Punkte wird die Peripherie von 921 i n  zwei Theile getheilt, dereu einer den 
positiven, deren anderer den negativen Werthen von 1 zugehort. Weun 
daher P alle moglichen positiven und negativen Werthe annimmt, SQ be- 
schreibt m eine Punktreihe auf dem Kreise '93 und R ein zu dieser per- 
spectivisches Strahlenbüschol. 

1st R'II P, so wird der Kreis zu einer Geraden, welche m' mit p 
verbindet; na beschreibt eine gerade Punktreihe und R ein zu ihr perspec- 
tivisches Parallelstrahlenbüschel. Die Lage von m und von R ist bestimmt 
durch die Gleichung 

mm' P -- -- = a .  
mp H' 

g 11. 
W i r  bilden nach der Richtung Sr die Seitenkraft A' des Systems 8', 

die Componente AP der Kraft P und erhalten durch Vereinigung der beiden 
pardlelen Krafte A' und Ap die Seitenkraft A des Systems E, Die Mittel- 
punkte dieser drei parallelen Krafte a', p und a liegen auf einer Geraden, 
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welche wir einen M i t  t e l p  u n  k t s s  t r a h  1 nennen wollen. Beschreibt nun 
2l ein Strahlenbtischel, so erzeugen a' und a nach 5 9 zwei dem Büschel 
projectivische Punktreihen, deren Trager die Centrallinien Q' und & eind. 
Diesc Punktreihen befinden sich i n  perspectivischer Lage, da  a' und a immer 
auf einem durch p gehenden Mittelpunktsstrahle liegen; sie sind die Schnitte 
von Q' und 6 mit einem Büschel von Mittelpunktsstrahlen, dessen Mittel- 
punkt p ist. 

Wir bezeichnen in der Folge mit 
Ap die Seitenkraft parallel einer Kraft Pl 
Bp die Seitenkraft normal zur Kraft P, 
a p  den Mittelpunkt der ersteren, 
b,, dcn Mittelpunkt dcr zweiten Kraft 

und unterscheiden durch rechts oben angebrachte Accente, welchem System 
diese Kriifte und Mittelpunkte angehoren; wir nennen endlich Gr, den Mittel- 
punklsstrahl, welcher die Mittelpunkte ap enthalt,  und Xp den Mittelpunkts- 
strahl, welcher die Mittelpunkte bp tragt.  

Wegen der perspectivischen Lage der beiden von a' und a erzeugten 
Punktreihen entspricht der Durchschnittspunkt von 6' und & sich selbst; 
er ist, wie leiüht einzusehen ist,  der Mittelpunkt bp der zur Kraft P nor- 
malen Seitenkral't Bp des Systerns 2. Die Componente Bc von P, normal 
zu P genommen, ist namlich Null, woraus folgt, dass die parallelen Seiten- 
krafte Brp und Bp der Sgsteme 2' und 2 und damit auch ihre Mittel- 
punkte b'P und b p  xusammenfallen. bleibt aber stets Null, welche 
Grosse dio Kraft P auch immer haben mag;  d. h. der Punkt  b b  ist ein 
fester, der nur von der Richtung, nicht aber von der Intensitiit der Kraft P 

P 
abhangig ist. Aendert sich des Verhaltniss = r l ,  so beschreibt die Cen- 

R 
trallinie Q um bPp ein Strahlenblischel. 

Wir bilden die zur Resultante R normalen Seitenkriifte B',, Br, RF, 
deren flittelpnnkte b',, b, und p sind und auf dern Mittelpunktsstrahle 5, 
liegen; b, ist nach 5 9 der unendlich ferne Punkt  von &, mithin ist & I I % , .  
Aendert h seinen Werth,  so beschreibt R ein Strahlenbüschel, b', auf 6' 
eine ihm projectivische Punktreihe und somit X, und Q ein ihm projecti- 
visches Büschel. 

Der Mittelpunkt a', der zu R parauelen Seitenkraft A', ist  dem Mittel- 
piinkt b; adjungirt und bildet mit ihm ein Punktepaar einer Involution 
$ 4 ,  daher sind Gr und Sr zugcordnete Strahlen eines involutorischen 
Strahlenbüschels. Der Centralpunkt c des Systems 2 ist aber der Mittel- 
punkt der Seitenkraft A, und liegt als solcher sowohl auf der Centrallinie El 
als auch auf dem Mittelpunktsstrahle (5,. Da nun 6 immer parallel E, ist. 
so erzeugt die Centrallinie mit g, einen Kegelschnitt, auf welchem alle 
Centralpunkte c liegen. Da (5, und X, wegen des elliptischen Charakters 
der Involution nie zusammenfallen, so kann auch 6 niemals parallel Gr 
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werden; der von O beschriebene Kegelsçhnitt hat daher keine Punkte auf 
der  unendlich fernen Geraden und ist dernnach eine Ellipse, welche wir mit 
@?) bezeichnen wollen. Dieselbe enthalt natürlich auch die Punkte p, bfP und c'. 

1st A so gewahlt, dass RI P ist,  so fiillt Sr  mit S p ,  d. h. mit der Linie 
p bnp zusammen, und da Q 1 1  X, ist ,  so wird für diesen Pal1 (5. mit p b'p iden- 
h c h .  Dann ist G p  der Strahl,  welcher die Ellipse @2) in p berührt. 

Wir k6nnen aber auch für A einen Werth annchmen, der die Resul- 
tante R normal zur Kraft P bcstimmt. Dann f d l t  (3, mit Sp, d. h. mit 

pbrP zusammen und Q wird parallel E p ,  weil Sr mit G, identisch id. 
(5: ist aber in unserem Falle eine Tangente iin Punkte btP an die Ellipse O@', 
Somit sind die beiden in p und b',, an die Ellipse @i2) gelegten Tangenten 
parallel; ist  für @(') ein Durchmesser. 

5 12. 
Die Seitcnkrafte A', A umhüllen bckanntlich Parabeln , dcren Brenn- 

punkte f und f sind; die Parabel p' gehore dem System Z', 5Q dem Sgstem 
2 an. p' und Q haben nun entweder eine oder drei reelle gemeinschaft- 
liche Tangenten; diese sind gleichgerichtete, zusamxnenfallende Seitenkriifte 
der Systeme 2" und X Die eine stets reelle Tangente ist die zu P nor- 
male Seitenkraft Bp , welche durch den Schnittpunkt b'p von 6' und 6 geht 

(5  11). Sind Bu und Bu die beiden anderen Seitenkrafte, b',, bu und b',b, 
ihro Mittelpunkte, so ist  einleuchtend, dass B ,  und B, mit den Verbin- 
dungsstrahlen der Xittelpunkte b', bu und b', bu, d. h. mit  Su und L, EU- 
sammenfdlen müssen; diese Strahlen schneiden sich aber in p,  woraus folgt, 
dass Bu und Bu die beiden von p an die Parabeln gelegten Tangenten 
sind. J e  nachdem also p ausserhalb oder innerhalb der Parabel Q' liegt, 
sind Bu und B, reell oder ixnaginar. D a  p und !J)' u n d ,  wie mir geseben 
haben, auch die Lage von Bp von dern Werthe des Verhaltnisses 1 unab- 
hangig sind, so beriihrt die Parabel f@ des Systems Z bei veranderlichem i 
stets die drei festen Geraden B p ,  Bu, BU, ihr Brennpunkt bowegt sich 
daher auf einem Kreiso 5 ,  wclcher dem aus  diesen drei Geraden gebildetsn 
Dreieck urnschrieben ist;  p ist somit ein Punkt  dieses Kreises, und es 1st 

eiqleuchtend, dass f' diesem Kreise gleichfalls angehort. 
I h r  Fal l ,  bei dem die Besultante R'  normal zur Centrallinie 6' ist, 

bedarf noch einer speciellen Untersuchung, da dann die Parabel Q' ver- 

schwindet und an ihre Stelle ein Strahlenbüschel erster Prdnung mit dem 
Mittelpunkte f' tritt. pf' ist eine Gerade, welche zwei zusammenfallende 
Seitcnkrafte enthelt, bertihrt also y ;  die zu P normale Seitenkraft Bp id 
die Verbindungslinie von f mit brP und ist die zweite von f' an Q gelegte 
Tangente. Die zu R' normale Seitenkraft Brr. hat  ihren Mittelpunkt im 
Unendlichen, ist aomit parallel der Centrallinie 6'; daher ist auch der Mit- 
telpunktsstrahl Xy oder die Linie pbPr, ,  welche den Xittelpunkt b,, der 
Seitenkraft B,I enthiilt, parallel 6'; B,r fill t  somit mit Sr* zusammen und 
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ist die eine vom Punkte p a n  '@ gelegte Tangente, die andcre ist  pf'. Die 
drei Geraden pf ' ,  Bp und B g  behalten ihre Lage bei, wenn A. seinen Werth 
iindert, und werden von der Parabel berührt;  der Kreis 3 enthalt daher 
ihre drei Schnittpunkte, n a d i c h  den Punkt  p, den Punkt f' und den Schnitt- 
punkt von BI, mit der durch p zu 6' gelegten Parallelen. 

Die zu den Parabeln Q' und Q gehorigen Leitlinien Sind die Resul- 
tanten R' und R (5  9); dieselben schneiden sich immer im Punkte O (5  10). 
Nun ist bekanntlich der Schnittpunkt der Leitlinien aller einem Dreieck 
einbeschricbcnen Parabeln der Hohenschnittpunkt dieses Dreiecks; sein 
Gegeiipunkt in Bezug auf eine Seite liegt immer auf dem umschriebenen 
Rreise. Wir erhalten somit leicht einen neuen Punkt  unseres Kreisev 5, 
wenn wir den Gegenpunkt von O in  Bexug auf die Seitenkraft Bp nehmen. 

5 13. 
Wir behandeln hier den besondern Fal l ,  dass PI/ R' ist. Die zu P 

normale Seitenkraf't BIp ist auch normal zu R', der Mittelpunkt b S p ,  um 
wclchen die Centrallinie Q sich dreht,  is t  dcr unendlich ferne Punkt  von Er, 
d. h. Q beschreibt ein Parallelstrahlenbüschel. Da die Centralpunkte c ent- 
sprecheude Punkte, d. h. Mittelpunkte gleiçhgerichteter Seitenkriifte sind , vo 
bewegt sich c auf dem Mittelpunktsstrahl 6,. oder p 6 .  Ebenso wird der 
Kreis i'j zur Verbindungslinie p f ' ;  die Mittellinie mcf  verschiebt sich also 
parallel mit sich selbst, wobei sich die drei Punkte m, c und f auf drei 
Geraden fortbewegen, welche in p sich schneiden. Die specielle Lage von 
mcf ist bcstimmt durch 

m m' - cc' ff'- P _ _ _ _ _ - -  ----- R,= A. 
mP CP f~ 

1st 1 = - 1, so ist P = - X'; das System 8 ist  Bquivalent einem Krafte- 
paare; m ,  cl f ,  Q und R liegen im Unendlichen. 

Wenn dagegen R'= O,  1 also = oo wird, so fallen m, c und f i n  den 
Angriffspunkt p der Einzelkraft P, und jede durch p gehende Gerade kann 
als Centrallinie angesehen werden. 

5 14. 
Es seien zwei Kraftesysteme Z' und 2" gegeben; das Verhaltniss der 

Resultanten sei R" -- R' - A. 
2' und 2" werden zu einem System Z vereinigt. Der Ort für die Resul- 
tante R und den Rauptmittelpunkt m bestimmt sich genau so, wie in 5 10, 
wenn für P die Resultante K", fü r  p der Hauptmittelpunkt m" gesetzt wird. 

Wir bilden mieder nach der Richtung IU die beiden Seitenkrzfte A' und 
A"; ihre Mittelpunkte a' und a" beschreiben, wenn 3I gedreht wird, zwei 
zum Büschel % und daher zueinander projectivischc Punktreihen auf dcn 
beiden Centrallinicn Q' und 8". Die Mittelpunktsstrahlen ana" oder B, auf 
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welchen immer der Mittelpunkt a des Systems 2 liegen muss, umhüllen 
daher einen Kegelschnitt Q(21, welcher ($ und $' behhr t .  Wir bestimmen 
ferner die Mittelpunkte b'; uud b" ,~  der zur Resultante R' normalen Seiten- 
krafte; b',~ ist der unendlich ferne P u n k t  der Centrallinie Q', woraus fol& 
dass der entsprechende Mittelpunktsstrahl S,,, welcher die Punkte b',~ und 
b",. enthslt ,  der Centrallinie 6' parallel Iauft. Ebenso folgt, dass X,,l pa- 
rallel 6" ist. Die vier Linien CT', x,,, Q", 5,.- bilden daher ein dem 
Kegelschnitt Q (2)  umschriebenes Parallelogramm , dessen Diagonalen zwei 
conjugirte Dnrchnlesser sind; die Nitte der ~ i à g o n a l e  b',,~ b",, ist daher der 
Mittelpunkt, zl des Kegelschnitts Q(2). 

Die Centrallinie 0. des Systems X schneide Q' i n  einern Punkte a',; 
dann liegt der entsprechende Mittelpunkt a. einmal auf E, zum Zweiten 
aber auch auf dem Mittelpunktsstrahl Bo, welcher a', mit a''I, verbindet. 

f i l l t  daher mit (5, zusammen, ist daher gleichfalls eine Tangente an Qc21. 

Wir  construiren den Mittelpunktsstrahl X,, welcher die Mittelpunkte b',, 
b",, b,  der zur Resultante R normalen Seitenkrafte enthalt; da b, der un- 
endlich ferne Punkt  von Q i s t ,  so is t  6 11 s,. Bei veriinderlichem i. be 
schreibt R ein Strahlenbüschel, S,. und damit auch Q zwei ihm projecti- 
vische Büschel zweiter Ordnung, deren Trager 4(2) ist. 

Die adjungirten Mittelpunkte a', und b', zweier zueinander normalen 
Seitenkrsfte sind Punktepaare einer elliptischen Involution ( 5  4) auf der Tan- 
g m t e  &'; die beiden adjungirten Mittelpunktsstrahlcn Gr und Xr sind daher 
zwei involutorisch gepaarte Tangenten a n  Q(2). Ih r  Schnittpunkt liegt dahsr 
immer auf eiier Geraden @, und wenn s und t die Berührungspunkte von 
Br und X, sind, so geht die Verbindungslinie s t  immer durch einen Punltt 
g ,  den .Pol zur Geraden @ in Bezug auf 4(2). Man nennt g bekanntlich 
Involutionscentrum und @ Involutionsaxe. Da nun wegen des elliptischen 
Charakters der Involution die beiden Strahlen Br und X, und damit auch 
die beiden Punktc s und t nie zusammenfallen konnen, so muss g stets 
innerhalb , @ stets ausserhalb des Kegelschnittes G 2 )  liegen. 

Wir haben gesehen, dass die Centrallinie (5; stets dem Mittelpunkts- 
strahl X, parallel ist. 1st r der Berührungspunkt von 6, so sind r und t 
als Endpunkte eines Durchmessers gleichfalls involutorisch gepaart; das dam 
gehorige Involutionscentrum ist der Mittelpunkt IL des Kegelschnitts. Daraus 
folgt, dass s und r entsprechende Piinkte zweier projectivischen Punktreihen 
auf dem Kegclschnitte sind. (Den spccicllen Fall,  bei wclchem s und 
r selbst involutorisch gepaarf sind, behandeln wir weiter unten.) Dicse 
beiden Punktreihen haben stets zwei reelle Doppelpunkte, da die beiden Ge- 
raden tu r  und t g s  zweimal mit dem Durchmesser ug  zusammenfallen. Weil 
g stets innerhalb des Kegelschnittes liegt,  so hat der Durchmesser ug immer 
zwei reelle Endpunkte; diese sind jene obenerwahnten Doppelpunkte. 

Drr  Centralpunkt c ,  der Angriffspunkt der zu R parallelen Seitenkraft, 
liegt auf dem Nittelpunktsstrahl Br und auf &; er ist also der Schnittpunkt 
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Die Leitlinien der drei Parabeln q', q", !$ sind die drei Resultanten 
II',  R" und R I  welche sich im Punkte O ,  dem H6hensctinittpiinkt des Drei. 
seits,  schneiden. Der Gegenpunkt t von f in B e ~ u g  auf eine Seite, z. B. A,, 
liegt auf der Leitlinie R und beschreibt, wenn f den Kreis 8 durchwandert, 
einen congruenten Kreis, welcher mit dem Kreise 5 in Bezug auf .Az sym- 
metrisch liegt und dcu P m k t  O enthalt. Daher ist das Btischel, welches 
R durch Drehiing um O erzeugt, projectivisch der Kreispunktreitie, die dieser 
Gegenpunkt t beschreibt, also auch projectivisch der Punktreihe, welche f 
auf dem Kreise 5 bestirnmt. E s  sind dabei aber die Bogen, welche f und 
sein Gegenpunkt t auf den beiden congruenten Kreisen in u m  g e  k e  hrter 
Richtung durchlaufen, einander gleich; da dieser Gegenpunkt t und der 
~ a i i ~ t m i t t e l ~ u n k t  m immer au€ demselben Strahle, der Reaultante R ,  liegen 
und R sieh immer um den Punkt O ,  den Schnittpunkt des Kreises und 
des von Punlrt t beschriebenen Kreises, dreht,  so erzeugen m auf dem 
Kreise %Q und f au€ dem Kreise zwei p r o j e c t i v i s c h - i i h n l i c h e ,  aber 
in u m g c  k e h r t e r Richtung laufende Punktreihen. 

Bieraus folgt die Aehnlichkeit der beiden Dreiecke m'mm" und f ' f ~ " ,  
und es is t  

L m'mm" = L f' f f". 

Dadurch ist 5 als ein Kreis bestimmt, welcher f ' f"  als Sehne entliilt und 
L f f f f "= L m'mm" als Peripheriewinkel fasst. 

Man ha t  aber aueh nach 5 10 
m m  ' f f  
mm" - ff.. = k ,  

wodurch der Punlrt f selbst au€ dem Kreise 3 bestinimt ist. 

Bei der Erzeugung der Punktreihe 5 trifft der Punkt  f in den Eck. 
punkten des Tangentendreiseits A, A, A, mit der Resultante R zusammen; 
R i s t  dann normal zur Gegenseite. I n  diesem Falle zerfillt die Parabel 
i n  ein Strahlenbüschel erster Ordnung, dessen Mittelpnnkt f ist;  das Krifte. 
system Z befindet sich dabei in der ausgexeichneten Lage, bei welcher R 
normal zur Centrallinie 6 ist. Q ist dann der gemcinschaftlichen Tangente 
a n  9' und Q", also dem Mittelpunktsstrahle X,, parallel. Bei fester Lage 
von R' und R" tritt  dieser Fa11 dreimal oder einmal ein,  je nachdem $ 
und 9'' drei oder nur eine reelle gemeinschaftliche Tangente haben. 

W i r  konnen die zuletzt gefundenen Resultate noch benutzen, um in  
anderer Weise den Ort  für den Centralpunkt c eu gewinnen. Projiciren 
wir  namlich m und f durch die Radien der Kreise 9Jl und 3, so erhalteo 
wir zwei projectivisch gleiche Büschel mit entgegengesetztem Drehungssinne. 
Zweimal werden dabei die entsprechcnden Strahlen gerado entgegengesetzt 
gerichtet sein und dadurch die beiden parallelen Durchmesser dm bezw. dl bâ 
stimmen, deren entgegengesetzt liegende Endpunkte entsprechende siod. 

Nimmt man nun zwei Punkte m, und my so a n ,  dass m,rnylld,,, so id 
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die Verbindungslinie fx fy der beiden entsprecheriden Punkte wegen der 
Aehnlichkeit der Punktreihen gleichfalls parallel d f ,  und man hat 

m,m, : f, f, = d,,,: dr= constant. 

Es ist aber m,m, fy f i  ein Trapez, dessen zwei Gegenseiten rn, f, und m, f, 
sich ;tetu im Susseren Aehnlichkeitspunkte der beiden Kreise und 5 
schiieiden. Die lflitten v urid w dieser beiden Seiten liegen daher auf einern 
Kreise, dessen Mittelpunkt zl die Witte der Verbindungslinie der Mitteu der 

beiden Kreise S11 und 5 ist und dessen Durchmesser die Lange 4 + dr) 
hat. Die Mittellinitt v w  des l'rnpezes schneidet die heiden Diagonalen m,f, 
und m, f, in den Centralpunkten c, bezw. c,, und man hat daher, wcnn 
dm > df kt,  

cxcy =: (%my - fzf,), 

wahrend 
.w=Z(mzmg+f,fy) 

ist. Es folgt daraus das Vcrhaltniss 

Die parallelen Selinen .üw des Kreises uni .u werden durch c,  und cy  

in constantem Verhdtniss verkürzt; somit ergiebt sich, dass c, und c,, die 
Endpunkte paralleler Sehnen einer Ellipse Q r ( 2 )  sind, deren Hauptaxe gleich 
der Summe, deren Nebenaxe gleich der Differenz der Durchmesser der beiclcn 
Kreise % und 3 sind und deren Mittelpunkt u die Mitte der Centrale 
dieser beiden Kreise ist. 

Haben die beiden Kreise und 3 gleichen Durchmesuer, so wird das 
Trapez nz,my fy fz  ein Parallelogramm, dessen Diagonalen sich halbiren; c, 

und cy fallen zusammen und der Centralpunkt c beschreibt in  diesem Falle 
eine gerade Linie (5  14) von der Lange des Durchmesse&. 

§ 16. 
Die beiden projectivischen Punktreihen &' und Q" ktinnen ihren Durch- 

schnitt ap entsprechend gemein baben und liegen dann perspectivisch. Die 
beiden ineinander liegenden Strahlenbüschel, welche Q und 6 durch Um- 
hüllung von 0(2) erzeugen, zerfdlen in zwei Strahlenbüschel erster Ordnung, 
deren Mittelpunkte a,, bezw. p sind. Der Fall ist analog dem i n  5 il be- 
handelten. Die Centrallinie & erzeugt dann mit dem Mittelpunktsstrahl 6, 
die Ellipse Q(2),  welche durch ap und p geht und diese Punkte zu End- 
punkten eiues Durchmessers hat. Die in ap und p a n  gelegten San- 
genten haben die Richtung des Mittelpunktsstrahles XI,, welcher dern Strahle 
Gp oder pup adjungirt ist. 

Die drei festen Tangenten A,, Ay, A, an die Parabel q' und 9" und 
an !JI bestimmen aiich hier in ihren Durchschnittspunkten den Kreis 8. Die 
eine stets reelle Tangente A, ist  ideutisch mit der dern Durchsçhnittspunkte 
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172 Beitrage zur Theorie ebener Kriiftesysteme. 

a, entsprechenden Seitcnkraft 5,; die beiden anderen recllcn oder ima,gi- 
naren Tangenten sind von p an sLp' oder !$" gelegt. Der Mittelpunkt p und 
die Gegenpunkte f ', f" bestimmen daher den Krejs 3. 

3 17. 
Wenn die beiden Resultanten R' und R"  parallel sind, so sind die 

beiden unendlich fernen Punkte b',,, bu,,* der Centrallinien Q' und 6" ent- 
sprechende; der Strahl X, ist die unendlich ferne Gerade. Der Kegelschnitt 
al2) wird eine Parabel. Die Ccntralpunkte c', c", c liegen als Mittelpunkte 
paralleler Seitenkrafte auf einer Geraden, dem Mittelpunktsstrahle Gr, wel- 
cher 6'21 berührt. Nun ist allemal mc = mf und die drei Punkte m, c und 
f liegen stets auf einer Geraden, welche normal zu & ist. Wird Rr==- R", 
so gehoren m und c und damit auch f der unendlich fernen Geraden an, 

woraus hervorgeht, dass in diesem Falle der Ort ftir f, der Kreis 5 ,  selbst 
eine Gerade wird, f also eine gerade Punktreihe beschreibt, welche der von 
m und c erzeugten projectivisch ist. 

Sehr einfach gestaltet sich der Beweis fü r  den Pall, dass die Hanpt-  
mittelpunkte m', m" und damit auch m zusammenfallen. Dann liegen auch 
die Rcsultanten R', R" und R auf e i n e r  Geraden, und da c', c", c die 
Mitten von m f ,  mf", mf sind, so erhalten wir durch f'f"f eine zweite 
Gerade, welche parallel c'c"c ist. Nun ist allemal m c  16; da c sich auf 
cf$ bewegt, so umhüllt Qr eine Parabel,  namlieh Qi'), für  welche nr der 

P II Brennpunkt, c c  die Scheiteltangente und f'f" die Leitlinie ist. Die drei 

Parabeln q', v", 9 haben dieselbe Leitlinie R und daher nur  zwei gemein- 
schaftliche , zueinander normale Tangenten, deren Schnittpunkt der gemein. 
schaftliche Punkt  der Leitlinie R und der Verbindungslinie der Brennpunkte 
f ' f "  ist. Bei der Drehung von R durchwandert dieser Punkt f ' f " ,  und 
die beiden Tangenten umhiillen fortwabrend die Parabel Q(2). 

5 18. 

m i r  konnen 2' und 2'' als Theile eines einzigen Kraftesystems 2 auf. 

fassen und die in  den $5 10-17 gewonnenen Resultate daher in folgender 
Weise zusammenfassen : 

T h e i l t  m a n  d i e  K r a f t o  c i n c s  e b e n e n  K r a f t e s y s t e m s  i n  zwei  
G r u p p c n ,  d e r e n  e i n e  n u r  c o n s t a n t e  K r t i f t e  e n t h a l t ,  wtihrend 
d i e  K r a f t e  d e r  a n d e r n  G r u p p e  i h r e  I n t e n s i t a t  p r o p o r t i o n a l v e r -  
a n d e r n ,  s o  

1. b e s c h r e i b t  d i e  R e s u l t a n t e  e i n  S t r a h l e n b ü s c h e l  erster 
O r d n u n g ,  

2. e r z e u g t  d e r  H a u p t m i t t e l p n n k t  u n d  s e i n  G e g e n p u n k t  j e  
e i n e  k r e i s f o r m i g e  P u n k t r e i h e  u n d  3, 
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Von F. K o s c ~ .  

3. u m h i i l l e n  d i e  C e n t r a l l i n i e  u n d  d i e  M i t t e l p u n k t s s t r a h l e n  
d e n s e l b e n  K e g e l s c h n i t t  &(2) o d e r  b e s c h r e i b e n  z w e i  S t r a l i -  
l e n b i i s c h e l  e r s t e r  O r d n u n g ,  

4. b e w e g t  s i c h  d e r  C e n t r a l p u n k t  a u f  e i n e r  E l l i p s o  Qr(2), 
d e r e n  H a u p t a x e  g l e i c h  d e r  S u m m o ,  d e r e n  N e b e n a x e  
g l e i c h  d e r  D i f f e r e n z  d e r  D u r c h m e s s e r  d e r  b e i d e n  K r e i s e  
a u n d  8 s i n d ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t  d i e  M i t t e  d e r  C e n -  
t r a l e  d i e s e r  b e i d e n  K r e i s e  i s t ,  u n d  w e l c h e  d e n  K e g e l -  
s c h n i t t  i n  d e n  E n d p u n k t e n  e i n e s  D u r c h m e s s e r s  b e -  
r t i h r t ,  bezw. d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  b e i d e n  S t r a h l e n b t i -  
s c h e l  e r s t e r  O r d n u n g  z u  E n d p u n k t e n  e i n e s  D u r c h m e s -  
s e r s  h a t .  I n  b e s o n d e r e n  F a I l e n ,  w e n n  u n d  3 g l e i c h e n  
D u r c h m e s s e r  h a b e n ,  d e g e n e r i r t  d i e  E l l i p s e  Q(2 )  z u  e i n e m  
D u r c h m e s s e r  d e s  K e g e l s c h n i t t s  G(2). 

A l l e  d i e s e  e r z e u g t e n  G e b i l d e  s i n d  p r o j e c t i v i s c h  a u f e i n a n -  
der  b e z o g e n  u n d  e n t h a l t e n  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  E l e m e n t e  d e r  
beiden G r u p p e n  d e s  S y s t e m s .  

W e n n  e n d l i c h  d i o  b e i d e n  R e s u l t a n t e n  d e r  G r u p p e n  p a r a l l e l  
s i n d ,  so b e s c h r e i b t  d i e  R e s u l t a n t e  e i n  P a r a l l e l s t r a h l e n b t i s c h e l ,  
der H a u p t m i t t e l p u n k t ,  s e i n  G e g e n p u n k t  u n d  d e r  C e n t r a l p u n k t  
je  e ine g e r a d e  P u n k t r e i h e ,  w a h r e n d  d i e  C e n t r a l l i n i e  e i n e  P a r a -  
bel u m h ü l l t .  
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Neues Verfahren zur  Bestimmung der reellen Wurzeln 

zweier numerischer algebraischer Gleichungen mit 
zwei Unbekannten. 

Von 

Dr. R. MEHMKE , 
Professor an dos teohn. Hochscliulo en Usrmstadt. 

Hierzu Taf. III Fig. 1- 9. 

Nach den bisherigen Methoden zwei numerische algebraische Gleichungec 
mit zwei Cnbekannten aufzuEsen, ist bei nicht ganz niedrigem Grade der 
Gleichungen eines der unangenehmsten Geschtifte, die man sich denken kann. 
Am eweckmassigsten erscheint es noch, zuerst, bei Deutung der Unbekann. 
ten als Cartesische Coordinaten eines veranderlichen Punkten der Ebene, die 
durch die gegebenen Gleichungen vorgestellten Curven aufiuzeichnen, mo- 
durch man in den Coordinaten jhrer Schnittpunkto Nsherungswerthe de: 
gesuchten Wurzelpaare erhsl t ,  und alsdann durch Anwendung des von 
Sc h e f f 1 e r * angegebenen , dem H o r n e r  'schen nachgebildeten Verfahrena 
die Genauigkeit zu erhohen. Man mache sich aber recht klar, welche Arbeit 
allein m m  Verzeichnen jener Curven n6thig is t ,  sobald der Grad die Zahl 
2 oder 3 übersteigt. Es giebt hierzu bis jetzt keinen andern Weg, als fiir 

x beew. y eine Reihe von angenommenen Werthen in die hetreffenden Gleich- 
ungen einzusetzen und die so entstehenden Gleichungen mit einer Unbekann- 
ten aufzul6sen. 

Das Verfahren , welches im Folgenden beschrieben werden sol1 , ist 
dagegen ein bequemes und im Hinblick auf die Schwierigkeit der Aufga3e 
einfaehes zu nennen, bei dem die Arbeit auf das unumg%nglich n6thigi 
Yaass zuriickgeführt ist. Es bildet die natürliche Fortsetzung des logarith. 
mischen Verfahrens der Auflosung numerischer Gleichungen mit einer Un- 
belrannten."" Ich beginne auch damit ,  die Gleichungen graphisch aufzu 
losen, zu wclchem Zwecke die Schnitte zweier Paare von leicht zu con. 

-- 

S c h  e f f l e r ,  Aufltisung der algebraiechen und transcendenten Gleichunp 
1869, S. 71. 

** Neue Methode, beliebige numerische Gleichungen mit einer ljnbekanrten 
graphisch nufiuli%en, Civilinpenieur 1889, Ud. XXXV S. 617. Die logarithmiscbe 
Berechnung der Wurzelri xeige icli ue'ost anderen Methoden in einer Alhandlung, 
welche in dieser Zeitschrift ahgedruckt merden wird. 
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struirenden Flachen im Grundriss gezeicbnet werden miissen - eine leichte 
Aufgabe fur Jeden, der mit den Methoden der darstellenden Geometrie ein 
wenig vertraut ist. Irgendwelche Rechnung ist nicht erforderlieh. Bei einem 
Jfaasssbbe, wie e r  Lei Zeichnungen in der darstellenden Geometrie an- 
gewendet zu werden pflegt, ergeben sich die Logarithmen der gesuchten 
Wurzeln auf zwei bis drei Decimalen. Weitere Decimalen koilnen dann 
durch eine in einfacher Weise fortschreitende Rechnung , bei der entweder 
gewohnliche Logarit,hmen oder Additionslogarithmen zur Anwendung kommen, 
in beliebiger Anzahl gefunden werden. E s  ist  noch zu bemerken, dass dicscs 
Verfahren auch auf transcendente Gleichungen ausgedehnt werden kann. 

8 1. Vorbereitungen. 

Es liegt im Wesen des logarithmischen Verfahrens , dass durch dasselbe 
nur die p o s i t  i v e n  Wertho von x und y geliefert werden, die den Gleieh- 
uugen 

f (x, y) = 0 ,  g (x, Y) = 0 
gleichzeitig genügen. Sehr haufig wird es auch die Natur der Aufgabe mit 
sich bringen, dass man blos die positiven Wurzeln sucht. Sollten aber 
z. 13. noch diejenigen, die Gleichiingen befriedigenden Werthepaare von x 
und y verlangt sein, bei denen x positiv, y negativ ist , so wird man einfach 

f ( G - y ) = ( ) ,  g ( x , - d ) = O  
an Stelle der gegebenen Gleichungen setzen nnd die positiven Wiirzeln der 
neuen Gleichungen bestimmen. 

Die obige Form der Gleichungen, bei der die rechten Seiten Nul1 sind, 
eignet sich nicht sehr für  die logarithmische Rehandlung. Man zerlege des- 
halb auf irgend eine Weise die linken Seiten in die Diirerenz zweier Piinc- 
tionen f, (z, y) und f, (x, y ) ,  bezw. g, (s, y) und g, (x ,  y ) ,  so dass die Gleich- 
ungen jetzt geschrieben werden konnen : 

f,@, Y) = f 2  (x, Y) > g, ($1 Y) = g, (XI Y). 
Die einfachste und am nachsten liegende Ar t ,  bei einer Gleichung diese 
Borm herzustellen, besteht darin, dass man alle negativen Glieder der ur- 
sprihglichen linken Seite auf die rechte Seite bringt. I n  der Regel sol1 
auch diese, mit bcsonderen Vortheilen verbundene Zcrlegungsweise an- 
gewendet werden. 

Mitunter bringt es Nutzen, eine der Gleichungen oder beide mit einer 
Potenz von x oder y zu dividiren. Weil hierbei gr0si.e Willkür beeteht 
und weil auch sehr verschiedene Zerlegungen vorgenommen werden konnen, 
so giebt es eigentlich einc grosso Mannigfaltigkeit von Wegen, die man 
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bei der Auflosung einschlagen kann. E s  werden sich noch Gesichtspunkte 
ergeben, die bei der Entscheidung für den einen oder andern in Betracbt 
kommeu. 

8 2. Grundgedanke der  logarithmisch-graphisclien Auflosung. 

Wenn man jede Seito der bciden Glcichungen in der Form, die nir 
ihnen zuletzt ertheilt haben, mit z bezeichnet, so erhalt man die beiden 
Systerue : 

und 

von denen jedes die betreffende ursprüngliche Gleichung, aus der es ab. 
geleitet k t ,  ersetzen kann. Man fasse a ,  y, 5 als rechtwinklige Cartesisch 
Coordinaten einev verbderlichen Punktes im Raume auf. Dann stellt j e %  
der vorhergehcnden Gleichungen eine Flache dar, also jedes der beiden 
Gleichungssysteme eine Raumcurve. Die Coordinaten der Schnittpunkte, 
welche die X Y-Projectionen jener Raumcurven liefern , sind offenbar  di^ 
gesuchten Wurzeln der gegebenen Gleichungen. 

Es ware eine recht mühsame Aufgabe, die ebengenaunten Flacheu selbst 
darzustellen. Eine überraschende Vereinfaehung wird herbeigeführt, weuu 

man auf jene Flachen die logarithmische Transformation anwendet, welche 
darin besteht, dass Zugx, lugy, loga a n  Stelle von X ,  y, 8 gesetzt werden 
Von den neuen Flachen kann man namlich, und zwar ohne jede Rechniing, 
bdiebig viele Punkte, wie auch ebcno Schnitto mit bemerkenswerther Leich- 
tigkeit construiren. Hierauf beruht wesentlich die Brauchbarkeit des Ver- 
fahrens. Dass, wie es offenbar der Fa11 kt ,  die L o  g a r i t  h m  e n  der ge- 
snchten Wurzeln sich ergeben, wird in vielen FLllen ganz erwünscht sein. 

Will man jedoch unmittelbar die Zahlenwerthe selbst haben, so braueht 
man nur  die Coordinaten mit einem logarithmischen Maassstabe zu messeu. 

5 3. Logarithmisches Bild e iner  Function von s w e i  Ver5nderlichen. 
Additionscurve. 

Die Flache, welche sich ergiebt,  wenn logx, logy, loge zu rechtwink. 
ligen Cartesischen Coordinaten eines veranderlichen Punktes genommen wer. 

den, und B irgend eine Function von x und y k t ,  m6ge das logarithmisehe 
Bild dieser Function heissen, Beginnen wir mit  dem einfachsten Falle, dasr 

a = axmyn 
ist. Man hat: 

l o g z = l o g a + m l o g x  + nlogy.  

I n  den Coordinaten des veranderlichen Punktes is t  diese Gleichung linear, 
sie stellt also eine Ebene vor. Die Spur dieser Ebeue mit der XZ-Ebene 
hat  die Gleichung 

 log^ =Zoga + m  Zogz, 

ist also eine durch den YiinkL loga der 2 - A x e  gehende Gerade von der 
Steigung m. Ebenso findet m a n ,  dass die XZ-Spur der Ebene gleichf'all~ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. R. MEHMKE. 
,------- 

177 

den Punkt Eoga der 2 - A x e  enthalt,  aber die Steigung .n besitzt. Hat man 
nach diesen Angaben die X Z -  uud Y Z - S p u r  gezeichnet, so ergeben sich 
die Schnittpunkte der Ebene mit der X- und Y-Axe und damit,  falls loga 3 O 
ist ,  ihre XY- Spur von selbst. Wenn aber loga = 0, so wird die Gleichung 
der X Y- Spur : 

O =  m l o g x + . n E o g y ,  

wodurch eine den Kullpunkt enthaltende Gerade vorgestellt k t ,  deren Winkel 
mit der X- Axe die trigonometrische Tangente - m : fi besitzt. Xan beachte, 
dass m und nicht positiv und auch keine ganzen Zahlen zu sein brauchen. 

Wenn 4 die Form hat: 
#=axm?Jn + a , ~ ~ l y ~ l + . . - $  akxrnk?jnk, 

so stelle man zuerst die Ebenen dar, welche dem Vorhergehenden zufolge 
die logarithmischen Bilder der einzelnen Glieder von z sind. Man muss sich 
jetzt fur ein bestimmtes Darstellungsverfahren entscheiden. Wir  wollen das 
Grund- und Aufrissverfahren benützen, indem wir in  der iiblichen Weise 
die XY-Ebene zur Grundrisstafel, die X Z - E b e n e  zur Aufrisstafel wahlen 
oder doch wenigstens die Tafeln parallel zu den Coordinatenabenen an- 
nehmen. Die Grundriss-, Aufriss- und Seitenspuren der obengenannten 
Ebenen seien der Eeihe nach SI 2: U; SI, 1;, U,; ... ; Sk, Tk, U k .  Wir 
stellen uns nun die Aufgabe, einen Punkt p der Fiache zu construiren, 
dessen ,Grundriss p' beliebig angenommen worden ist (S. Fig. 1, welche 
dem Falle a = l 2 x V 3 +  4 0 ~ - 1 ~ - %  entspricbt). Die durch p' gehende 
Senkrecbte schneide jene Ebenen i n  den Punkten q ,  q , ,  .. ., qk. Die Auf- 
risse dieser Punkte, deren Grundrisse mit p' zusammenfallen, werden in 
hekannter Weise gefunden. Der Schnittpunkt des gemeinschaftlichen Grund- 
lothes derselben mit dem Grundschnitte heisse o. Zur Abkürzung sollen noch 
die einzelnen Glieder von a ,  bezw. die Werthe, welche sie annehmen, wenn 
man für x und y die der Lage von p' entspreehenden Werthe einsetzt, durch 
Q ,  O,, . . ., Qk bezeichnet werden. Dann ist im Aufriss 

o q"= log Q ,  O q", = log Q, , . . . , O C l  " k 5 1 0 g Q k .  
k Wenn wir zunachst den Fa11 setzen, dass dio Coefficienten a ,  a,, .. ., a 

alle positiv sind, so besteht die Aufgabe darin,  den Punkt p'' so zu be- 
stimmen, dass 

OP"= zogg = i o g ( a + ~ ,  +...+ Q,). 
Diese Aufgabe wird am bequemstcn mit Hilfe der Additionscurve (S. Fig. 2) 
gelost (vergl. Nr. 2 der angefuhrten Abhandlung). Dieselbe ist niimlich durch 

u = l o g t ,  v=Zog 1+-- ( 3 
dargestellt, worin zl und v die Coordinaten eines Punktes der Curve be- 
zeichnen und t einen Parameter bedeutet. Sie hat  die positive 77-Axe und 
die Halbirungslinie des Winkels zwischen der positiven V- Axe und der 
negativen U-Axe zu Asymptoten. 

Zsitnchriï t  f .  Mathernntik o. Phgaik XXKV. 3 12 
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Betrachten wir zuerst den Fa11 von zwei Gliedern (S. Pig. 3,  in welcher 
zur Vereinfachung die Striche a n  den Buchstaben fortgelassen worden sind). 
Setzt man pp, = u, so ist 

~ = O ¶ , - o ~ = l o g Q , - l o g ~  =loi% 
aber andererseits ' 
also 

zc = l o g t ,  

Demnach bilden die Strecken qq ,  und q ,  p Abscisse und Ordinate eines 
Punktes der Additionscurve. Folglich wird p gefunden, indem man die 
Strecke q q ,  in den Zirkel niinmt, auf der U-Axe als Abscisse auftragt, 
die zugeborige Ordinate der Additionscurve misst und p,p gleich derselben 
macht. 

Sind mehr als zwei Punkte vorbanden, so hat  man mittels der Ad- 
ditionscurve zuerst aus den Puukten g und ql (S. Fig. 4 )  einen Hilfspunkt r, 
von der Beschaffenheit abzuleiten , dass or, = log(Q + Q I ) ,  danu aus Y, u n d  
q ,  einen IIilfspunkt Y,, so dass o r ,  = b g ( ( Q +  Q I )  + Q, )  u. S. W. Aus dem 
letzten Hilfspunkte rkpi und dem letzten der gegebenen Punkte geht danu 
auf dieselbe Weise der gesuchte Punkt p horvor. 

g 4. Fortseteung. Subtractionscurve. 

Nehmen wir jetzt a n ,  dass unter den Coefficienten a ,  a,, . . . , ak auch 
negative vorkommen. Ixn Falle zweier Glieder: 

B = axmyn - al xml ynl = Q - QI, 
ha t  man die Aufgabe, den Punkt  p so zu bestimrnen (Fig. 5 ) ,  dass 

O P  = Q ( Q -  Q J ,  
wobei 

o q = l o g Q ,  o q , = l o g Q , .  

D a  die Punkte p, pl, p in derselben Beziehung stehen, wie die Punkte q, 
q , ,  p der Fig. 3 ,  so konnte wieder die Additionscurve verwendet werden, 
die zu q,q nls Ordinate eine Abscisse gleich der gesuchten Strecke py, 

liefert. Statt  dessen kanu man sich auch einer besondern ,Subtractiûns 
curveU liedienen (Fig. 6). Dieselbe besitzt die Eigenschaft, dass die Ordi. 

nate v irgend eines ihrer Punkte gleich log 1 - - is t ,  wenn seine Ab. ( 1) 
scisse den Werth logt  hat. Wie leicht bewiesen werden kann, ist diese 
Cnrve ziir Halbirenden des Winkels zwischen der +77- und - P-Axe sym. 
metrisch und nahert sich genannten Axen asymptotisch. Setzt man gl g = % 

so dass 
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Man muss daher au q,g als Abscisse die zugchorigc Ordinate v dcr Sub- 
tractionscurve bestimmen und dieselbe von p aus nach unten abtragen, um 
den gesuchten Punkt  p zu erhalten. 

Eeiin Vorhandensein mehrerer Glieder mit verschiedenen Vorzeicheri 
kommen die Additions- und Subtractionscurve beide zur Anwendung. E s  sind 
hier ebenso viele verschiedene Constructionen moglich, wie Anordnungen der 
Glieder. Im Allgemeinen a i r d  es zweckmassig sein, zuerst alle positiven 
Glieder und d a m  alle negativen je  fü r  sich zusammennufassen. Wenn die 
negativcn Glieder die positiven überwiegen, so is t  natürlich loga und damit 
auch p imaginar. 

Das Verfahren ist auch auf den Fa11 anaendbar, wo e aus einer Summe 
von Gliedern besteht, die nicht die Form azmyn haben. Sie konnen z. B. 
transeendente Functionen sein. Man muss wieder von den logarithmischen 
Bildern der einzelnen Glieder ausgehen, die jetzt aber keine Ebenen mehr 
sind. Im Folgenden sol1 dieser Fa11 nicht weiter berücksichtigt werden. 

Statt im Aufriss, kann man sclbstverstëndlich alle Constructionen auch 
im Seitenriss durchführen. 

6. Senkrechte Schnit te  der be t rach te ten  Flachen.  

Man wird von der Flache I;: die das logarithmische Bild der Function 

a = axm yn + a2 xmz y n ~  f . . . + ak xmk ynk 

ist, nicht plaiilos beliebige Punkte construiren. Das Ziel ist  ja die lcga- 
rithmische Darstellung einer algebraischen Gleichung mit zwei Unbekannten 
z und y durch eine ebene Curve, welche der Grundriss der Durchdringungs- 
curve zweier Fiachen der betrachteten Art k t .  Nun wird bekanntlich die 
Schnittciirve eweier Fliichen a u f  folgende Weiso construirt. Man fiihrt 
(Hilfsfliichen bczw.) Hilfscbenen von solchcr Beschaffenhcit cin, dass sie 
beide Flachen i n  Curven schneiden, die leicht gezeichnet werden konnen. 
Die gemeinsarnen Punkte der Schuittciirven einer und derselben Hiifsebene 
mit den gegebenen Flaclien sind aledann Punkte der gesuchten Durchdring- 
ungscurve beider Flachen. Im vorliegeiiden Palle sind senkrechte Hilfsebe- 
nen am gceignetstcn. Sei V (Fig. 1) die Grundrissspur einer solchen Ebene. 
Die zu den einzelnen Gliedern von s gehorigen Ebenen, deren Spuren 8, T, 
U ;  S,, Tl, U,; ... bereits gezeichnet worden sind, m6gen E ,  EL, ..., Ek 
heissen. Man construire in  bekannter Weise die Aufrisse der Geraden G, 
G,, ..., Gk,  in welchen jene Ebenen von der Hilfsebene H geschnitten 

12' 
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werdcn. Unter Benützung dieser Gcraclen konnen jctzt mit grcsser Sclinel- 
ligkeit beliebig vie10 Punkte von der Schniticnrve C der Hilfsficnc mit 
der Qache F im Aufriss bestimmt werden. E s  liegt namlich offenbar, wie 
auch p' (vergl. $5 3 und 4) auf H gewiihlt worden ist,  p immer in G, 
q1 in G, u. S. W. 

Man bernerkt, dass die Curve C und ebenso ihr Aufriss von derselben 
Art ist  , wie die xur logarithmisch - graphischen Auflosung von Gleichungen 
mit ' einer Unbekannten dienenden Curven. Darum hat sie (vergl. a. a. O. 
Nr. 4) von den Geraden G diejenige mit grosster und diejenige mit klein- 
ster Steigung zu Asymptotcn, und wenn die Cocfficicnten a ,  a,, .. ., ah 
sxmmtlich positiv sind, so ist sie frei von Wendepunkten, wie auch weiteren 
Asymptoten, und nach oben gekrümmt. 

In der Regel wird man Hilfsebenen parallel zur Aufrisstafel oder pa. 
rallel zur Seitentafel anwenden; im letzteren Falle sind die Constructionen 
nattirlich im Seitenriss , stat t  im Aufriss vorzunehmen. 

g 6. Asymptotenebenen und asymptot ische Cylinder. 

Die transcendenten Fliichen, mit denen wir es im Vorhergehenden zu 

thun gebabt haben, also die logarithmischen Bilder von Functionen der Foroi 

z =F(x,  y) = a z m y n  +alxmlynl+. . .+ akxrnkynk, 

besitzen einige bemerkenswerthe ~ i ~ & s c h a f t e n ,  die nicht mit Stillschweigen 
übergangen werden sollen. 

E s  hat sich gezeigt, dass jeder senkrechte Schnitt C der FlKche F die. 

jenigen beiden unter den Schnittlinien G, G,  , . . ., Gk der Ebene von C mit 
den zu den einzelnen Gliedern von B gehorigen Ebenen E ,  E,, . ., EL. 
welche die grosste bezw. kleinste Horizontalneigung besitzen, zu Asymptoteii 
hat. Die asymptotische Anniiherung findet immer d a  s ta t t ,  wo die betref- 
fende Gcradc sich über die anderon erhcbt. 

E s  Iasst sich nun ein einfaoh zusammenhhgendes, aus Theilen von einzel. 
nen oder sammtlichen Ebenen E zusammengesetztes offenes Polyeder T i  voc 
der Beschaffenheit angebeu, dass der Schnittpuukt irgend einer senkreciiter, 
Geraden mit einer Seitenflache dieses Polyeders h6her liegt, als die Bchnitt, 
punkte derselben Geraden mit den tibrigen Ebenen E. Um dieses Polyeder 
zu construiren, wird man so verfahren: Von den Schnittpunkten einer be. 
liebigen Senkrechten mit den Ebenm E, E,, . . . , Ek liege der hiichste etm 
in  E i .  Von dicsem Punkto sus geht man in der Ebene Ei nach alleu 
Sciten fort,  bis man auf Schnittlinien mit anderen Ebcnen E stosst. Es 
is t  auf diese Weise in Ei ein offenes oder geschlossenes Polygon abgegrenzt 
worden, das die erste Seitenflache von TT bildet. Nun überuchreitet mao 
die Grenzlinien dieses Polygons und geht hierbei jedesmal in diejenigen der 

noch nicht betretenen Ebenen über, deren Punkte a n  dieser Stella hOh~r  
l iegen, als die der übrigen Ebenen. I n  den Ebenen, in welche man so 
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gelangt, begrenzt man wieder in  der gleichen Weise Polygone u. S. W., bis 
alle Ebenen durchschritten sind, 

Xan sieht leicht ein, dass alle offenen Seitenflachen des Polyeders TT 
Asymptotenebenen der Flachc F bilden. Denn jede offene Scitenfl%cho kunn 
auf unendlich viele Arten durch eine senkrechte Ebene so geschnitten wer- 
den, dass die Schnittlinie unbegrenzt bleibt, sich deshalb, wegen der Grund- 
eigenschaft des Polyeders TT, nach der unbegrenzten Seite hin unauf'h6rlich 
üher die Schnittlinien derselben Ebene mit den (erweiterten) Iibrigen Seiten- 
fliichen des Polyeders erhebt und somit für den Schnitt jener Ebene mit 
der Plache F Asymptote ist (S. die perspectivische Figur  7). Hieraus folgt 
noch: Wenn bei zwei Plachen F und F' irgend zwei offene Seitenflachen 
der zugehorigen Polyeder TT und ll' sich so schneiden, dass die Schnitt- 
h i e  nach einer Seite hin unbegrenzt bleibt, so ist  letztore einu Asymptote! 
der Durchdringungscurve beider Flachen. 

Besteht P ( x ,  y) nur ails zwei bezw. drei Gliedern, so Sind die zu- 
gehb'rigen Ebenen E ,  El bezw. E ,  El, E, offenbar alle beide bezw. alle 
drei Asymptotenebenen. E s  k6nnte auch noch aus den Constructionen der 
$8 3 und 4 mit Leichtigkeit der Satz abgeleitet werden, dass im ersteren 
Falle die Flache P ein Cylinder mit zur Schnittlinie von E und El paral- 
lelen Mantellinien ist. 

Bus einer Bemerkung des 5 5 geht hervor, dass die Fl5che F überall 
elliptisch gekrümmt und nach oben offen ist,  sich ganz oberhalb des Poly- 
eders TT befindet und ausser den genannten SeitenflLchen von keine 
AsymptoteniEchen besitzt, wenn die Coefficienten a, a,, .. . , ak alle positiv 
sind. Die Flache zeigt eine wesentlich andere Gestalt, wenn in ihrer Gleich- 
ung negative Coefficienten vorkommen. Zwar bilden aueh in diesem Falle 
die offenen Seitenflachen des Polyeders ll Asymptotenebencn, aber es treten 
ausserdem noch asymptotische Cylinder auf. Um dieses einzüsehen, trenne 
man in der Function F ( z ,  y) die negativen von den positiven Gliedern, 
schreibe also 

F ( x ,  Y) = F, (XI 9) - 3 2  ( ~ 7  Y) 
wo F, und F, nur positive Glieder enthalten sollen. 

Die loparithmischen Bilder von F, und F, sind Flacheu der vorhin 
beschriebenen Art. Schneiden sich diese beiden Flachen i n  einer reellen 
Curve C - die offen oder geschlossen sein oder aus einzelnen getrennten 
Theilen bcstehen kann -, so ist für  jeden Punkt  von C: 

E \ ( x , y ) = F 2 ( x , y )  oder F ( z , y ) = O ,  also l o g a = - a i .  
Daher nahert sich die Flache F nach unten, d. i. in der Richtung der 
- 8- Axe, unbegrenzt dem Cylinder mit senkrechten Mentellinien, der C zur 
Leitlinie hat. Durch diesen Cylinder wird der Raum in zwei oder mehrere 
Theile geschieden. Nur in  denjenigen Theilen besitzt die Flache F reelle 
Vintel, wo die Flache Fl h6her als F, l iegt,  d. h. Fl (z, y) > F, (x, y; ist. 
In den übrigen cylindrischen Raumtheilen kornrnen reelle Flachenmantel 
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znm Vorscheiri, sobald nicht F, sondern - F ( x ,  y) = (x, y) - FI (x, y) 
logarithmisch dargestellt wird. E s  ware schliesslich noch leicht zu beweisen, 
dass in  den Gehieten, wo die Flacheu FI und F, sich ins Unendliche er- 

strecken, die h6her liegende von beiden eine Ssgmptotenfl%che von F bezw. 
(- F) ist. 

g 7. Beispiel. 
(Aus Heis '  Aufgabensammlung gcnommen.) 

Die aufzul5sendeu Gleichungen seien: 

~ " - 5 ~ ~ ~ + 1 5 0 6 = 0 ,  y 5 - 3 ~ 4 y - 1 0 3 = 0 .  

Nach Trennung der positivcn und negativen Glieder haben wir: 

x 7 + 1 5 0 6 = 5 x 2 y 4 ,  3 x 4 y + 1 0 3 = y 5 .  

Die rechten Seiten stellen geneigte Ebenen vor. Eine Vereinfachung wird 
erzielt, wenn man mit xZy4 hezw. y5 dividirt, wodiirch die rechten Seiten 
Constanten werden, also die betreffenden Ebenen waagerechte Lage an- 
nehmen. Die Gleichungen heissen dann : 

x5y-4 + 1 5 0 6 ~ - ~ y - ~  = 5, 3dy-4+ 1 0 3 ~ - ~ =  1. 
Der Deutlichkeit wegen ist jede in  einer besondern Pigur dargestellt wordeii 
(S. Fig. 8 und 9). 

Weil die linken Seiten blos aus zwoi Gliodorn bestchen, so gchoren zu 
ihnen (vergl. 5 6) Cylinder, welchem Umstande behufs Vereinfachung der 
Constructionen in verschiedener Weise Rechnung getragen werden kann. Die 
rechte Seite stellt bei der ersten Gleichung die waagerechte Ebene durch 
den Punkt log5 = 0,699 der 2-  Axe, bei der zweiten Gleichung die XP- 
Ebene vor. Nach 5 6 sind die Schnittlinien der zu den Gliedern der linken 
Seite gehorigen Ebenen mit den genennten waagerechten Ebenen Asymptoten 
der betreffenden waagerechtcn Cylindcrschnittc, welche Beziehung im Grund- 
risse zum Ausdruck komrnt. Legt  man die Grundrisse der Fig. 8 und 9 
so aufeinander, dass die e n t s p c h e n d e n  Axen sich decken, so liefern die 
beiden Curven zwei Schnittpunkte, deren Coordinaten folgende sind: 

logx, = 0 ,30 ,  logy, = 0,48 ; 
logz, = 1 ,18 ,  log y, = 1,30. 

(Um dies zu verdeutlichen, i d  die Curve der Pig. 8 in  Fig. 9 punktirt ein- 

gezeichnet worden.) 
Somit besitzen die gegebenen Gleichungen zwei Paare positiver Wur- 

zeln, deren Werthe nahezu sind: 

x , = 2 ,  y , = 3 ;  x,=15,  y , = 2 0 .  

8 8. Eiduss einer Verschiebung auf die Gleichung einer F15che8 

Wcnn das logarithmische Rild F einer Function 

z = + axmy"  a,xml y"l &. . . a k x m ~ y 7 ' k  
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irgendwie parallel zu sich selbst verschobcn wird, welche Function gehort 
alsdann zur vcrschobcnen Flache? 

Werden die Betriige der Verschiebung parallel den Coordinatenaxen 
bezw. loge, log G, logz genannt, so hat  der Fliichenpunkt mit den Coordi- 
naten logx, logy, log$ vor der Verschiebung die Coordinaten 

besessen. Daher ist die Gleichung der verschobenen Flache: 

5 = 5 a (y (:Y)+ al (?Y1 ($)"'* * a,' (i)"' (gk 
oder 

Wie man sieht, Yndert sich die Form der Fliichengleichung durch die Ver- 
schiebuuç nicht, es erhalten nur  die Coefficienten andere Werthe. Da man 
über drei Constanten Q ,  G ,  t. zu verfügen hat ,  so kann im Allgemeinen 
immer eine solche Verschiebung angegeben werden, bei der drei beliebig 
siisgewiihlte Coefficienten in  der Gleichung der verschobenen Flache irgend- 
welche (natürlich von Nul1 verschiedene) angenommenen Wcrtho erl~alten. 
Sollen z. B. die Coefficienten der drei ersten Glieder gleich Eins werdeu, 
so hat man Q ,  G ,  r so zu bestiiurnen, dass 

m loge + a log6 - logt=Zoga, 
ml Zoge + al logu - logt = loyal, 
m z l o g a + ~ e l o g ~ - Z o g r : = l o g a , .  

Dieses Gleichungssydern hst  eine einzige Aufl6sung, wenn die Determinante 

nicht Nul1 ist, d. h. wenn die zu den betrefïenden Gliedern der Function z 
gehorigen Ebenen keiner gemeinsamen Richtung parallel sind. 1st aber 
Letzteres der Fall,  so k6nnen im Allgemeinen blos zwei der drei Coeffi- 
cienten, jedoch auf unendlich viele Arten, zu Eins gemacht wcrden u.  S. W. 

Geometrisch leuchtet alles dieses ohne Weiteres ein. Damit nzmlich der 
Coefficient eines Gliedes Eins wird,  muss die Flache offenbar so verschoben 
werden, dass die zu jenem Gliede gehorige Ebene durch den Urvprung des 
Coordinatensysterns geht. Schneiden sich also die drei fraglichen Ebenen 
im Endlichen, so vcrschiebe man,  bis der Schnittpunkt in den ISrsprung 
fallt; dann werden die jenen Ebenen entsprechenden Coefficienten i n  der 
Gleichung der verschubenen FlLche den Werth Eius erhalten. Sind die 
Ebenen einer und derselben Richtiing parallel, ohne eine gemeinsame Ge- 
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rade zu besitzen, dann konnen blos zwei von ihnen dazu gebracht werden, 
durch den Nullpunkt zu gehen, und sogar nur  bei einer Ebene ist Letz- 
teres moglich, wenn alle drei parallel sind. I n  diesem Falle konnen daher 
blos zwei der zugehorigen Coefficienten, bezw. nur  ein solcher, den Werth 
Eins annehmen. 

5 O. Appara te  zur  mechanischen Aufl6sung eweier  Gleichungen 
m i t  zwei  Unbekannten.  

Auf Grund der Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen konnen 
bei Gleichungen von bestimmter Form zuweilen Apparate - in  ein- für 
allemal gezeichneten einzelnen Curven oder Curventafeln bestehend - con- 
struirt werden, die eine rein mechanische Restimmung der gesuchten Wur. 

zeln, durch richtiges Aufeinanderlegen der bctreffcnden Curven und Ablesen 
an ihren Schnittpunkten moglich machen. 

Angenommen, die eine der beiden gegebenen Gleichungen bestehe nur 
aus drei Gliedern. Dann kann ihr die Porm gegeben werden: 

a x k y l +  bx711yn = c. 
Die linke Seite stellt logarithmisch einen Cylinder, die rechte eine waage- 
rechte Ebene vor. Jener Cylinder kann durch blosses Verschieben parallel 
zur X Y- Ebene aus demjenigen zur Gleichung 

crhalten werdcn. I n  dieser Gleichung kommen die Coefficienten a ,  b, c 
nicht mehr vor. Da die waagerechten Schnitte des Cylinders und ebenso 
deren Grundrisse unter sich congruent sind, so i s t ,  wenn die Exponenten 
k ,  1, m, a bestimmte Werthe haben, das logarithmische Bild der gegebenen 
Gleichung eine Curve von bestimmter Porm;  nur  ihre Lage hangt von den 
Coefficienten a ,  b, c ab. 

Wenn die betreffende Gleichung vier Glieder hat ,  so delle man die 
Form her: 

Zur rechten Seite gehort wieder eine waagerechte Ebene, zur linken eine 
Flache, die durch Verschieben aus dem logarithmischen Bilde von 

. z = + x h y i + x k y l ~ x m y n  

hei-vorgeht. Man hat  es daher in  dicsem Falle mit einer Schaar von Cur- 
ven, nsmlich dem Grundrisse aller waagerechten Schnitte der zuletzt be- 
trachteten Flache zu thun. Diese Curvenschaar hangt allein von den Ex- 
ponenten h ,  i ,  k :  2 ,  m ,  n ab;  die Coefficienten a ,  6 ,  cl d haben nur auf 
ihre Lage Einfluss. Die richtige Einstellung der Curve bezw. Curvenschaar 
ist leicht und ohne Rechnung zu bewerkstelligen, worauf jedoch nicht weiter 
eingegangen werden soll. 

Es ist hiermit gczeigt, dass zur graphisch-mechanischen Aufltisung 
zweier numerischer Gleichungen bestimmter Gestalt mit zwei Unbekannten 
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nach dem logarithrnischen Verfahren erforderlich sind: zwei einzelno Curven, 
wenn beide Gleichungen drei Glieder besitzen, dagegen eine einzelne Curve 
und eine Curvenschaar, wenn eine von ihnen drei Glieder, die anderg vicr 
Glieder hs t ,  und endlich zwei Curvenschaaren, wenn die Zahl der Glieder 
bei beiden Gleichungen vier betragt." 

Besondern Vortheil bringt noch die Benützung gewisser Affinitats. 
beziehungen, von denen eine spatere Mittheilung handeln wird. Wie ich 
ohne Beweis hier anftihre , gestattet dieselbe , eine der beiden Curven bezw. 
Curvenschaaren aiif eine Normalforrn zurückaufüliren, die von dem Werthe 
der Exponenten in der betreffenden Gleichiing unabhangig ist. 

* Ueber Apparate zur mechanischen AiiflCsung numerischer Gleichungen mit 
einer Unbekannten sehe man a. a. O. Nr. 9 -12. 

(Fortsetznng folgt.) 
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Hleinere Mittheilungen. 

IX. Eine Snmmationsformel. 

Bei einer Arbeit iiber gewisse Determinanten, die ich demnachst zum 

Abschluss zu bringen hoffc, wurde ich auf eine Summationsformel geführt, 
welche, soweit mir bekannt, noch nicht aufgestellt is t*  und dahcr im Fol- 
çenden rnitgetlieilt werden mag. Sie lautet : 

Wenn n eine ganze positive Zahl, x ,  y, v  beliebige Zahlen sind, so 
gilt die Gleichung: 

( x + v + n - l ) ( x + v + n - 2 )  ... ( % + O )  

( x f n - l ) ( x + n - 2 )  ... x  

( y + v + n - 1 )  ... ( y + v + 2 n - 2 )  + (- 1)" 
Y ... ( y + n - l )  

- - v ( v + l )  ... ( .+Ta-l)(y-z)(y-x+1) ... ( y - x + n - 1 )  
x \ x + l )  ... ( x f n - l ) y ( y + l )  ... (y+.ra-1) 

oder anch: 

B e w e i S. Beide Seiten der Gleichung 1) ~ i n d  bezüglich v  ganze Func- 
tionen nt=" Grades und ich wende den betreffenden Satz in folgendcr Form 
an:  Wenn zmei ganze Functionen nten Gradev von v  für TI Werthe der 
Variabelen tibereinstimmen und ausserdem auch die Coefficienten der dB' 

* Herr Prof. L i n d e m a n n ,  mein verehrter College, dem ich die Formel 
mittheilte, hatte die Güte, mich darauf aufmerlisam su machen, dass sie leicht 
als Specialfall einer hypergeometrischcn Reihe dritter Ordnung nsch Art der von 
P o  ch h a m m e r  im 102. Bande des Journals für Mathcmatik S. 75 flgg. behandelten 
aufmfassen ist. Daraus folgt jedoch, sovicl ich sche, nur, dass die dortigcn be- 
treffenden bestimmten Doppelintegrale, durch welche sich die hypcrgeometrische 
Reihe dritter Ordnung darstellen IiLast, bci den obigen besondereo Voraussetzungen, 
in d i e  rechte Seite der obigen Gleichung l), mit einem gewisseii einfachen Factor 
versehen, zurückftihren lassen müssen. 
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Potenzen von v gleich sind, so sind die Functionen identisch gleich. Dem- 
gerniiss beweise ich zuerst, dass die linke Seite der Gleichung 1)  f i r  die 
n Werthe: 

fur welche die rechte Seito verschwindet, sich ebcnso verhiilt, und sodann, 
dass die Coefficienten von on beiderseits übereinstimmen. Setze ich also 
zuerst : 

v = - h l  h = O ,  1,  2, ..., ( B - 1 ) ,  
so ist das erste Glied links: 

( x - h + n - l ) ( ~ - h + n - 2 )  ... (x-h)  . 
( a + % - l ) ( x + n - 2 )  ... x 1 

nun ist aber h ?  n - 1 ,  also x -  h+ n - 1 >= x ,  daher hebt sich jedenfalls 
der erste Factor oben gegen den letzten unten fort,  aber im Allgemeinen 
noch mehr Factoren, so dass (wenn wir h = O zunachst ausschliessen) der 
hochste Factor, der oben stehen bleibt, (x- 1) und der niedrigste Factor, 
der unten stehen bleibt , (x + n - h) ist und also das Glicd selbst die F o r a  : 

annimmt. Aus diesem Gliede entsteht, wie die Gleichung 1) zeigt, der 
Z 

von x abhangige Factor des zweiten, durch Multiplication mit -- 1 d. i. 
x f v  

x -, der folgende aus diesem durch Nultiplieation mit x + 1  
etc. ; 

X-h X - h + l  
setxen wir daher z. B. : 

( ~ + n - l ) ( ~ + n - 2 )  ... ( x + n - h )  = JI, 
so werden die siimmtlichen r a + l  von x abhangigen Factoren der linken 
Seite von 1): 

(x-1)(x-2) ... (x-h) X(X-1) ... (2-h+1) ( z + l ) ~  ... (x -h+2)  - 
Ikf M M 

3) ( x + m - l ) ( x + n - 2 )  ... ( x + m - h )  
. m . ,  

M 
3 

ihrc Ziihlcr bilden a190 eino arithmetische Reihe hten, d. i. hochstens n - l t e n  

Grades. 
Ebenso ist das letzte Glied der linken Seite von l), wenn wir zunachst 

h = n - 1 ausschliessen , abgesehen vom Vorzeichen : 

( y + n ) ( y + n + l )  ... ( y + Z n - 2 - h )  
~ ( ~ + 1 ) . . . ( y + . n - 2 - h )  

und siimmtliche n + 1 Glieder, soweit sie von y abhangig sind, wenn: 

y ( y + l )  ... ( y + n - 2 - h ) r N  
gevetzt wird: 
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ihre Zahler bilden also eiue arithmetische Ileihe n - 1 - hte" Grades; daher 
entsteheu durch die Multiplication der zusammengehorigen Glieder in 3) und 

i n  4) Brüche mit dem Nenner MN, deren Ziihler eine arithmetische Reihe 
n - 1'"" Grades bilden. Folglich ist nach Multiplication niit den betreffen- 
den positiven und negativen Binomialcoefficienten (n),, - (n), ,  jm), etc. 
ihre Summc, dcm A r n d  t'schen Satze zufolge, Null. Dies bleibt auch für 
h = O ,  wobei die Ausdrücke 3), und für h = m- 1, wobei die Ausdrücke 4) 
durch die Einheit zu ersetzen sind, richtig. 

Zu beweisen bleibt nunmehr noch die Gleichung: 

Multiplicirt man dieselbe aber mit dem Nenner der rechten Seite und schreibt 
sie in der Form: 

< ~ + n - l )  ... y + ( n ) , ( y + f i - I ) . . .  (y+1)(-x) 
+ (.),(y+.-1) ... ( y+2) ( -5 ) ( -  x-1)+... +(- x) ( -2-1)  ...(- x - m t l )  
= (y+n-1-x)(y+.-2-x)  . . ( y - x ) ,  

so erkennt man sofort ihre Richtigkeit aus dem gewohnlichen Factoriellensatze. 

K o n i g s b e r g ,  Februar 1890. LOUIS SAALSCH~TZ. 

X. Ueber eine Veraiigemeinernng des dritten Kepler'schen Gesetzes, 

Der Satz, den ich darlege, bezieht sich zunachst auf Systeme vou 
materiellen Punkten,  unter Vorausset,zung der Existenz einer Kr%ftefunctinn, 
dio i n  den Coordinaten homogen ist und die Zeit, sowie die Gcschwindig~ 
keiten nicht explicite enthalt. Hierher gehort z. B. der Fall,  wo die Punkte 
sich umgekehrt der nton Potenz der Entfernung anziehen, wenn m von 1 
verschieden ist. Die Annahrne n= 1 werde ich gesondert behandeln. 

Das dritte Keple r ' sche  Gesetz" giebt für den Fa11 der Bewegung 
zweier Himrnelskorper eine Beziehung zwischen der Umlaufszeit und den 
anderen das System hestimmenden Grossen. Sol1 nun das zu suchende 
Gesetz ebcnfalls dio Umlaufszeit m m  Gegenstande haben, so ist von vorn- 
herein klar, dass nur periodische Bewegungen in Frage kommen. Diese 
Periodicitiit wird in dem hier behandelten Falle nicht eine derartig singu- 
lare sein, dass sie bei jeder Aenderung der Anfangsbedingüngen aufhort. 

* Ich meine hier zunachst den Satz: Bcschreiben zwci Himmelskorper ellip- 
tische Bahnen und denkt man sich die Anfangsbedingungen so geiindert, dass die 
Bahn periodisch bleibt, so verhalten sich die Quadrate der Umlaiifszeiten wie di! 
Cuben der groasen Axen. 
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Es giebt vielmehr iniiner Variationen ,* welche die ~ e r i o d i c i t l i t  nicht storen 

und die, wenn sie unendlich klein s ind ,  auch n u r  eine unendlich wenig variir te 

Bewegung zur Folge haben. Unser Satz  vergleicht solche periodische"* Be- 

wegungen miteinander,  welche durch stetige Variation der  Anfangsbeding- 

iingen auseinander hervorgehen konnen. 
Ich bezeichne m i t  U die Kraftefunction,  k die Dimension von U, ri  den 

Abstand des Punktes  m i t  de r  Masse mi von dem Anfangspnnkte de r  Co- 
ordinaten, R die Grosse Enair:, h die Constante des In tegra les  de r  leheu 

digen Kraft, T die actuelle Energie ,  z die Umlaufszeit. D a n n  g i l t  die 

Gleichung *** 

1) 

oder : 
d 2  R 

1 a) ( k + 2 ) 2 T =  7 + 2 h - h .  d t L  
Multjplicirt m a n  m i t  d t  und  in tegr i r t  übe r  die Umlaufszeit ,  so kommt,  

dR 
wenn man berücksichtigt ,  dass - xu Anfang u n d  Ende  der  betrachteten 

d t .~ . 

Zeit denselben Wer th  arinimmt: 

2) ( k + 2 ) 8 - - 2 k h r ,  
wobei ill die Wirkung des Systems wahrend der  genannten  Zeit bezeichnet. 

Den Fall k = - 2 schliessen wi r  ails, weil er, wie bekannt ,  i m  Allgemeinen 

keine Periodicitat z ~ l a s s t .  

* Einige von diesen konnen auch immer angegcben werden. In meiner Arbcit 
über ,,Die nioleculare AttractionY (W i c d c m a n n ' s  Annalen XXXVI) habe ich ein 
System von mnteriellen Punkten behandelt und daselbst gezcigt, dass man cine 
Reilie von Systemen dieser Art bilden kann, deren BeWegungen untereinander khn- 
lich sind. Da dasselbe hier gilt, so sind die Variationen, die diese Bewegungen 
ineinander überführen, gerade von der verlangten Art. Wahlen wir zwei Be- 

wegungen aus einer solchen Reihe und bezeichnen mit - da, Verhi,ltniss entr 
e ,  

t m 
sprechender Eutfernungen, mit ' das Verhiiltniss entsprechender Zeiten, mit  -! 

t 2  9% 
d m  Verhiltniss der Massen (das fiir alle Punkte gleich angenommcn wird), 60 gil t  

e n + l  &"fi e s  e a  
die Gleichung '- = -- (1, c. S. 385 G1. 2) oder, falls n, = 2 k t ,  = 

t ,2 .  ml t,'. m, ti2 ml t,'rn, ' 
worin man ein Analogon des dritten Kepler 'schen Gesetzea erkennt. Es  wird 
aich aiich dieses als Specialfall des allgemeinen Gesetzes ergeben. 

Y* Die Frage, welche Gestalt der Kr%f'tefnnction und welche Anfangsbeding- 
ungen Periodicitat zur Folge haben, liegt ausserhalb unserer Betrachtungen. E s  
geuügt zu wissen, dass es periodische J3ewegung& giebt, welche unter Voraus- 
~etzung eines solchen Potentials, wie v i r  es annehmen, zu Stande kommen. 

*** Siehe J a c o b  i'e Vorlesuugen über Dynamik, 1866, S. 2.7. Diese Gleichung 
ist mit der Virialgleichung in der Hauptsache einerlei. Sie gilt auch in ganz ahn- 
licher Form, wenn man statt  ri die gegeueeitigen Abdiinde der Punkte einführt 
und aniiimmt, der Scbwerpunkt bewege sich in gerader Linie, welche letztere An- 
nahrrie also unsere Entwickelung nicht verandert. 
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Nun mende ich das Princip der variirenden Wirkung an. Z)asse]be 

ist in der Gleichung * aiisgesprochen : 

Vergleichen wir zwei benachbarte Cmliiufe eines peiiodischeii Systems, 
so heben sich die beiden ersten Glieder der rechten Seite aiif und es er. 
giebt sich 

3 6 2I = z ah .  

Die Combination von 2) und 3) liefert 

( k + 2 ) r d h = 2 k  d ( h z )  oder ( 2 - k ) d l o g h = 2 k  dlogr 
und endlich 

4) h2-ki-2k- - CO?&. 

Bus den Gleichungen 2) und 3) ergiebt sich aiich die Beziehung 

5) - = const. z2 + kl 

welche die Abhangigkeit der Wirkung von der Urnlaiifszeit darstellt. 
I m  Palle der Attraction umgekehrt proportional der Entfernung gilt 

anstatt  der Gleichung 1 a) die folgende: 

6 
d 2 R  

2T=+- + Z m k m i  
d ts  

und daher 
7) ' 

Aehnlich mie vorhin ist dann z 8 h = 8 s . Z'mkmi, d. h. 

( Z m k  mi) . log t - h = corut. 

Wir  halien daher den folgenden Satz gefunden: 
E s  sei ein periodisches System von freien materiellen Punkten gegeben 

und es existire für dasselbe eine homogene Kriiftefunction von der Dimen. 
sion k. Lasst man dasselbe System eine andere periodische Bewegiing aus- 
führen (von der wir annehmen, dass sie durch stetige Variation der An- 
fangsbedingungen aus der ersten hervorgehen k h n e ) ,  so verhalten sich die 
- 2kten Potemen der Umlaufszeiten umgekehrt wie die 2 - k'en Potenzen der 
von einem geeigneten Nullpunkte gezahlten Energie ( h  = T- U = Energie 
- const.). Findet aber Anziehung umgekehrt proportional der Entfernung 
s ta t t ,  so gilt der Satx: Die Differenz zwischen der Energie und dern mit 
Z m k  mi multiplicirten log. nat. der Umlaufszeit ist constant. 

Speciell fiir ein N e w  ton'sçhes Sgstem gilt: Die Quadrato der Umlaufs- 
zeit verhalten sich umgekehrt wie die Cuben der vom erwahnten Nullpunkte 
gezLhlten Energie. 

* Siehe dasaelbe iu dieser Form bei Thorns o n  und T a i t ,  Theoretische 
Physik. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilungen. 191 
A 

Ich bemerke, dass man diesen Satz noch etwas erweitern kann, indem 
man auch Systeme mit veranderten Maasen in Vergleich zieht, wenn man 
annimmt, dass die Massen sich um das gleiche Vielfache veriindern. 

Bezeichnen wir das Verhaltniss der Massen zweier Systeme (das fü r  
alle Punkte nach dem eben Gesagten gleich angenommen wird) mit pl: çi,, 
60 gilt h , 2 - k t , - 2 k  p,k-4 = h 2 - k r 2 - 2 k  p2k-4.  

Diese Gleichung folgt aus uneerem Hauptsatz in Verbindung mit der ersten 
Anmerkung auf S. 189. 

Man sieht, dass iihnliche Satze gelten müssen, weiin nur eine der 
Gleichung l a) iihnliche Gleichung besteht. Dieselbe Gleichung gilt z. B. 
auch daun, wenn wir die Bedingungen f = O ,  cp = O etc. einftihren, wo f ,  
ip etc. homogene Functionen der Coordinaten sind. 

Es ist leicht, unsern Satz an einfachen Reispielen zii verificiren. Es 
sei z. B. um die x-Axe ein gerader Kreiskegol beschrieben. Auf diesem 
bewege sich ein der Schwerkraft unterworfener Punkt. Demselben sei eiue 
solche Anfangsgeschwindigkeit ertheilt, dass er sich in einern Kreise senk- 
recht zur %-Axe bewege. In  diesem F d l e  ist  U =  - m g x ,  d. h. k = 1 ,  
mithin müssen sich nach dem obigen Satze die Umlaufszeiten wie die Qua- 
dratwurzeln der Grosse h verhalten. Führen wir ,  um dieses zii  bewahrheiten, 
Polarcoordinaten ein durch 2 = r cos cp, y = r sin p cos v , 8 = r sinq sin v, 
so ist das particulare Integral,  welches der genannten Bewegung ent- 

= 1 / ~ m s m ,  .. r=mnsL Es ist dann h = T - U = j n i g r ~ o s ~ ,  

i h ,  1- - -_ 9 wie es der Satz verlangte. 
i 4 h 2  

Es sei ferner k = 2. Dann folgt aus unserem Satze, dass die Umlaufs- 
zeit constant ist. Hiermit ist  der Isochronismus kleiner Pendclschwinguugen 
ausgesprochen. Aehnliche Beispiele , welche uusern Satz bewahrheiten , lassen 
sich leicht finden. 

D o r p a t .  PIERS BOEL. 

Xi. Ueber die Temperaturmessnngen im Bohrloche zn Sanerbrnnn. 

In dieser, von Herrn Prof. Dr. P u l u j  in Prag  übersendeten Abhand- 
lung werden die Resultate jener, mit Hilfs eines vom Verfasser construirten 
Telethermometers ausgefuhrten Messungen mitgetheilt und aus deriselben 
das  Gesetz der Abhangigkeit der Temperatur t von der Tiefe h unter Tage 
nach der Methode der kleinsten Quadrate, sowie die geothermische Tiefen- 
stufe berechnet. Die Rechuung ergab die empirische Formel: 

t=11,459°+0,031182(h-30) 
uud die geothermische Tiefenstufe von 32,07 m fur je l0 C. Ausserdem 
werden in der Abhandlung die Resultate der Temperaturbestimmungen in fünf 
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Bohr16chern besprachen, welche von der konigl. preussischen Bergverwal. 
tung  in den letzten Jahren mit grossem Aufwand an Mühe und Kosten 
a u s p f ü h r t  wurden, und daran, entgegen der herrschenden Ansicht, di, 
Bemerkung geknüpft , dass infolge der  geothermischen Temperaturdifferenz 
in  Schladebach von 1' C. bei 36 m Tiefe keine WasserstrVmungen entstehen 
konnen, im Gegentheil das Wasser in circa 3 km Tiefe die Siedeternp~ratu~ 
erreichen konnte, ohne jedoch deshalb zu sieden oder zu Stromungen in 
der Richtung gegen die OberfXiche Veranlassung zu geben, was irn Meere 

ebenfalls sein dtirfte' (Aus den Wiener Sitziingsber. 1890, Nr. 6.) 

U e r i c h t i g n n g e n .  

Seike 104 Zeile 15 v. u. lies: (xd+ y y') statt (zx'- yy'), 
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XI. 

Beitrag zum Studium der algebraischen Dserential- 

gleichungen erster Ordnung, deren Integrale feste 

Verzweigungspunkte besitzen, insbesondere der- 

jenigen, welche die Ableitung bis zum dritten Grade 
enthalten. 

Von Dr. GEOKG WALLENBERG. 

Die vorliegende Arbeit sol1 einen Beitrag liefern zu dam Studium 
der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Integrale 

feste Verzneigungspunkte besitzen, insbesondere derjenigen, welche die 
Ableitung bis zum dritten Grade enthalten. 

Die linearen Differentialgleichungen besitzen die charakteristische 
Eigenschaft, dass die Verzweigungsstellen ihrer Integrale sich nicht stetig 
mit den Anfsngswerthen verschieben, sondern eine feste, von denselben 
unabhaogige Lage haben, und diese Eigenschaft k t  es gerade, welche 
den Verlauf ihrer Integrale so übersichtlich macht. Die n i c h t  linearen 

Differentialgleichungen besitzen im Allgemeinen n i c h t  diese Eigenschaft, 
und aus diesem Grunde ist ihre Behandlung weit schwieriger als die der 
linearen. Es Iag daher nahe, a m  den nicht linearen Differentialgleichungen 
diejenigen auszusondern , deren Integrale ebenfails f e s t e  Ver~weigungs- 
punktc bcsitzcn. Dieso Aufgabe hat  Hcrr F u c h s *  i n  einer in den Sitzungs- 
berichten der Berliner Akademie r o m  Jahre  1884 enthaltenen Abhand- 
lung*" geloat; e r  gelangt daselbst zu folgendem Resultat: 

,,Die nothwendigen und hinreichenden Redingungen daf ü r  , dass die 
Integrale der Cleichung 

4 %Y,Y' )  = 0 
feste, sich nicht mit den Aenderungen der Anfangswerthe stetig verschie- 
bende Verzweigungspunkte besitzen, sind die folgenden: 

1. Die Gleichung A) hat  die Form: 

worin I+, , q2 - . - qJi, ganze rationale Functionen von y mit von B a b h h g i g e n  
Coefficienten von der Beschsffenheit sind, dass q ~ h  hochstens vom Grade 
2k in Bezug auf y i d .  

* Ziinachst fiir Differeiitialgleichungen erster Ordnung. 
** Siteung vom 26. J u n i  1884; pag. 699. 
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II. 1st y = q  eine W u n e l  der Discriminantengleichung D (2, zj) = 0, 
fü r  welche die durch F) definirte algebraische Function y' von y sich 

verzweigt, so ist  q ein Integral der Differentialgleichung F); in der y' 

als algebraisçhe Function von y darslellenden Riemann'schen Flüclie hat 
y '  in s~mmtl ichen  über y  7 liegenden Venweigungspunkten den Werth 

d q  y - C - - .  
d a  

entsprechen mindestens IY - 1 mit y - q zusammenfdlende Wurzeln der 
Gleichung F ( a ,  y, 0 = O mit der Cnbekannten y." 

Ich will im folgenden die Differentialgleichiingen, welche diesen 
Bedingungen genügen, kurz die ,,Fuchslschen" nennen; einen selir spe- 
ciellen Fa11 derselben bilden die von B r i o t  und B o u q u e t  behandelten Diffe- 

rentialgleichungen, in denen die unabhangige Variabele explicite nicht Tor- 

kommt und deren Integrale daher eindeutige Functionen sind. Die Fuchs'sclien 

1)ifferentialgleichungen werden a m  besten nach dem Geschlecht der durch 

F ( z ,  Y ,  Y ' )  = 0 
definirten algebraischen Function y' von y classificirt, wie es Herr F uclis" 
und H e r r  P o i n  ca  rB,** der dieselben einem tieferen Studium unterzogon, 
gethan haben. 

Ftir den Fa11 p = O setet Herr  F u c h s :  

'Pl (9 , 1) y=- 2) y '  = --- (P4 (t) , 
'Po (9 'Po  (9 

wo y,, rp,, y, ganze rationale Functionen von t sind, mit Coefficieuten, 
die von z abhangen; differenzirt man 1) und vergleicht damit 2), ao e rhk  
man eine Differentialgleichung erster Ordnung für t ,  welche, wenn die Diffe- 
rentialgleichung F) fest verzweigte Integrale besitzt, ebenfalls diese Eigen. 
schaft hahen, also den oben angeführten Bedingungen gemiss lauten muss: 

B) 
d t  
- +Po + P , t  + P , t 2 = 0 ,  
d z  

mo I>,, Pl, .Pz Functionen von a sind. Dies ist  die Riccati'sche Differen- 
tialgleichung i n  ihrer allgemeinsten Form.? - Wir  werden im let~ten 
Abschnitt einige Beispiele nach dieser Methode integriren. 

* Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1884, pag. 708. 
** Acta mathematica 7 : 1. Sur un théorème de M. F u c h s ,  pag. 1. 
f Dieselbe lasst sich bekanntlich durch die logarithmische Substitution 

1 dlogc 
t = - . -- auf eine lineare Difl'ereritialgleichung zweiter Ordnung 

4 d z  dYZC d  zl 
,+ [ -P ;+~ l ]  P . P , . u = O  

eurückführen; ist I', = O ,  in welchem Falle die Substitution versagt, so ist Bi 
eine lineare Differentialgleichung erster Orrinung und ihr Integral: 

y = C .  e - f P , J a  - e - f p i d i  . /Po e e / P , d a  dz. 
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1st p = 1, so setzt Her r  F u c h s  nach dem Vorgange von C l e  b S C ~ : *  

wo die @, Y und R wieder ganze rationale Functionen von t sind, mit 
Coefficienten, die von z  abhiingen, und insbesondere R vom vierten Grade 
in t ist. Die Differentialgleichung F) wird dadurch auf eine Uifferential- 

d t 
gleichunq für t zurückgeführt, welche - nur im zweiten Grade enthalt 

d z  
und ebenfalls fest verzweigte Integrale besitat: 

wo A,, A , ,  A, und 1 Punctionen von a  sind und R ( t )  der Differentialgleichung 

gentigt. Die Differentialgleichung C) bringt Herr  P o i n c a r e  durch eine 
geeignete linear gebrochene Substitution auf die Form 

wo R nur von t und I ,  nur von z abhangt, die Variabelen also getrennt 
sind. Diese Differentialgleichung IZsst sich durch einfache Quadratur 

integriren: wird A = also (i = f l d a  gesetzt, so laufët die D 8 e -  
d g 7  

rentialgleichung E) d t 

und ihr Integral 1/n(t>- 
t - 'P ( p i -  Cl, 

wo cp der Algorithmus einer doppeltperiodischen Function und C will- 
kürliclie Constante ist. Qa  die Verzweigungspunkte der Function t die- 
jenigen dei  Function p sind, so zeigt uns diese Form dos Integrals die 
Cnabhiingigkeit derselben von der Integrationsconstanten. Trotzdem ist 
diese Form nicht in allen Fiillen die geeignetste; sie erweckt die Ver- 
muthung, dass der Algorithmus der doppeltperiodischen Function für  die 
Integrale der Fuchs'schen Differcntialgleichungen vom Geschlecht 1 charakte- 
ristisch ist, und doch giebt es zahlreichc Differcntialgleichungen dieser Art, 
deren Integrale algebraisch sind, wie z. B. die bekannto Differentialgleichung 

d~ -- 
dz  

+ - - - = O ,  
VRiy> v m  

durch deren algebraische Integration E u l e r  das Additionstheorem der 
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elliptischen Functionen anticipirte; i n  diesem Falle is t  eben p seinerseits 
ein elliptisches Integral. 

Iet endlich p > 1, so h a t  Herr  P o i n  c a r 6  gezeigt,* dass in  diesem 
Fallc die Integrale der Fuchs'schen Differentialgleichungen algebraisch sind, 
wenn P ( z ,  y, Y') nicht nur algebraische Function von y '  und y ,  sondern 

auch von a ist. E r  betrachtet die Gleichung 

P(z ,Yl  Y') = O 
als Reprasentantin einer Ricmann'schen Fliiche, die sich mit 2 iindcrt und 
beweist, dass, wenn die Integrale der Differentialgleichung 

F(z1 Y, Y') - 0 
feste Verzweigungspunkte besitzen, zwei Riemann'sche Flachen 

(Sol F(z01 Y,, ~ 0 ' )  = 0 (81) (21, Y, 1 Y,') = 01 . 
worin z,, und a, nicht zu den - festen - Verzwcigungspunktcn gchoren, 
stets durch eine birationale Transformation in einander übergeführt werden 
k6nnen und dass demnach die - 3 p  - 3 - Moduln der Riemsnn'schen 
Flache (Sl F ( 2 ,  Y, Y '1 = 0 

von s unabhangig sind. Wahrend man n u n ,  wenn p = O ,  durch eine 

dreifache, wenn p = 1, durch eine einfacho Uncndlichkeit von birationalen 
Transformationen von So zu SI übergehen kann, giebt es für den Fa11 
p > 1, wie Herr l o i n c a r b  zeigt und bereits Herr  Klein** es ausge- 
sprochen ha t ,  im Allgemeinen nnr eine einzige birationale Transformation, 
welche den Uebergang gestattet,  und es giebt stets nur  eine endliche 
Anzahl, sodass man dieselben durch rein algebraische Processe muss 

finden konnen. 1st 

Y i  ' ~ Y O ~ Y O ~ ) ,  dl =Rl(Yo>~o') 

eine solche Transformation, in welcher R und R, rationale Functionen 
bedeuten, deren Coefficienten von z, und z, abhangen, und betrachtet 
man zo als Constante, zl alu unabhiingige Variabele, so repriisentirt nacli 

Unterdrückung des Index 1 die Gleichung 

Y - R(Y~>Y,,'), 

in welcher die Integrationsconstanten y, und yo' durch die Gleichung 

F ( z O ,  2 / 0 9  Y,,') FO (Y,, ~ 0 ' )  O 

verbunden sind, das allgemeine Integral der Differentialgleichung F); das- 
selbe ist also, falls F (z, y, y') auch von z algebraisch abhangt, algebra- 
ischer Natur. 

* 1. c. 
** In einern Bride au Herrn P o i n c a r é  vom 3. April 1882. 
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Nach dieser Darstellung der lksul tate  der Herren F u c h s  und 
P o i n c a r é  wenden wir uns zu den eigenen Untersuchungen. Im ersten 
Abschnitt werden die binomischen Fuchs'schen Differentialgleichungen 
erledigt und diejenigen, welche sich auf binomische zurückführcn lasson, 
durch eine Transformation, welche einer aus der Theorie der algebraischen 
Gleichungen bekannten Transformation analog ist. Die drei folgenden 
Abschnitte beschrànken sich hauptsachlich au€  das Studiurn derjenigan 
Fuchs'schen Differentialgleichungen, i n  denen die erste Ableitung hochstens 
im dritten Grade vorkommt, inshesondere auch derjenigen, welche 
vom Geschlecht O oder 1 und doch algebraisch integrirbar sind. Ab- 
~chnitt  II  behandelt die eigentlichen trinomischen Differentialgleichungen, 
deren typische Form expliuite a11.fgestellt und deren - algebraibche - 
Integration geleistet wird. Abschnitt III enthglt die vollstandigen Diffe- 
rentialgleichungen drittcn Grades; es wird die Maxirnalzahl ihres Ge- 
scblechtes bestimmt, es wird gezeigt, wie man die von Herrn F u c h s  
aufgestellten Bedingungen in Bedingungsgleichungen für  die Coefficienten 
unisetaen kann und ein bemerkenswerther Ausdruck für den zweiten 
Differentialquotienten aufgestellt, welcher ein Mittel zur Integration a n  
die IIand giebt. Abschnitt IV behandelt die Differentialgleichungen, 
in welchen das Glied mit der zweiten Potenz der Ableitung fehlt,  ein- 
geheuder; es wird wieder in  hinreichend allgemeineri Fallen ihre typische 
Form bestimmt und die - algebraische - Integration nach verschiedenen 
Methoden durchgeführt. Abschnitt V enthslt  einige allgemeinere, Früheres 
zusammenfassende Untersuchungen über Fuchs'sche Differentialgleichungen 
jeden Grades und Abschnitt VI Beispiclc. 

Es wird im Folgenden überall vorausgesetzt, dass F ( z ,  y, y') irreduc- 
tibel ist und meistens, dass die Discriminantengleichung von F(s ,  y, Y') = O 
nur einfache Wurzeln besitzt. 

Eine binomische Fuchs'sche Different ialglei~hun~ hat die Gestalt: 

A) Y'" = R ( z , y ) ,  

no R oine ganzo rationale Function hochstens 2mten Grades in y ist, 
deren Coefficienten von z ahhsngcn. Da hier jeder Verzweigungspunkt 

y = 7 Wurzel von R (2, Y) = O ist und zwar nach Bedixgung III ein 
crfacher V e r z ~ e i g u n g s ~ u n k t  mindestens ufnche Wurzel, so is t  die Gesammt- 
zahl der einfachen Verxweigungen 

also da8 Geschlecht 
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P L I ,  
wie sich au8 der Riemann'schen Gleichung* 

w = 2 m + 2 ( p - 1 )  

ergieht. Man kann daher diese binomischen Differentialgleichungeu nacli 

den in der Einleitung enthaltenen Bemerkungen auf eine Riccatiscl-ie DitTe- 
rentialgleichung zuriickfuhren (wenn p = O) respective durch eiufaclie 
Quadratur integriren (wenn p = 1); sie gestatten aber eine vie1 schonere 
Behandlung, welche xugleich alle überhaupt mijglichen Formen derselben 
aufzustellen erlaubt. 1st y = q eine Wurxel von R ( 2 ,  y) = O ,  fur welche 
y' sich vcrzweigt, so muss der zweitcn von Herrn F u c h s  aufgestellten 
Bedingung gemh;ss y = g ein Integral der Difforcntialgleichung A) sein, 
und zwar rnuss, wenn Y '  = eine gemeinschaftliche Wurzal der beiden 
Gleichungen 

d'(a, q ,  y') = O und a F ( W , 9 ' )  - 
ay '  

d z  
0 , ù . h . q  s i .  Aber c iit hier gleich Null,  aleo: - - = ist ,  t a -  a a 

v o n  z u n a b h i i n g i g .  R(z ,  y) darf also nur  solche von z abhiingige 

Factoren enthalten, für walche y' als algebraische Function von y auf- 
gefasst sich nicht verzweigt. Enthalt also R (a, y) einen von a abhangigen 
Factor, so muss derselbe darin zu einer Potenz erhoben vorkommen, die 
gleich m oder gleich einem Multiplum von rn i s t ,  oder, da .R @,y) hoch- 
s tem vom 2mten Grade in y i s t ,  zu einer Potenz, die gleich m oder 2m 

ist. E s  sei zunachst diese Potenz die Bmte, dann enthiilt R(z,y) keinen 
anderen Factor in y mehr; es ist  also 

y r m  r A ( y  - v ) P m ,  

wo 1 und 11 Punctionen von a allein sind; diese Gleichung ist aber in 
Bezug auf y' und y reductibel, wenn m > 1. Enthalt R (a, y )  einen von r 
abhangigen Factor (y - rl)m, so k6nnen folgende Pülle eintreten: 

1) y r m =  1 (y - v ] ) ~ ;  in diesem Falle ist  die Differentialgleichung 
reductibel, es sei denn, dass rn .- 1 ist. 

2) y f m  = 1 (Y - (Y - llAm - 1 [(Y - 71) . (Y - ri2)lm, wo 4, 
gs und 1 Functionen von z sind; auch in diesem Falle ist  die Differential- 
gleichung reductibel, es sei denn rn - 1. 

3) - 1(y - r j )m .  n (Y), wo R (y) von B unabhangig k t ,  aber 

y wirklich enthalt. Indem wir einer Argumentation von B r i o t  und 

B o u q u e t * *  folgen, schreiben air Gleichung 3) in der Form: 
P - P' - 

Y ' = ~ ( I /  -g). (y - a) - n(Y -b)"' - - . . r  

* C r e l l e ,  Bd. 54 S. 129. 
** Théorie des fonctions doubl. périod. Paris 1869, pag. 304. 
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wo p = vi ist und a ,  b ,  . . . von s unabhiingig. D3. dur Grad von R ( ~ )  
P P' nioht m tibersteigen darf, also - + - + - - - htichstena gleich 1 ist, so 
Ta n' 

darf %(y) hochstens zwei Factoren enthalten, weil in  Folge der Bedin- 
1 

gung III) jeder der Br iche  2 - 9  . . . mindestens gleich - ist. Enthiilt 
?a ian' 2 

1) P' 1 es zwei Factoren, so muss - = - = - sein; enthglt es nur einen Factor, 
n n' 2 

so kann sein Exponerit gleicli der Einheit sein; i s t  e r  kleiner und daher 
1 

nach Bedingiing III) von der Form 1 - -1 so muss n = 2 sein, da die 
1 n 

Function .u - - zugleich mit y feste Verzweigiingspunkte besitzt, ihre 
Y 

Differentialgleichung 1 1  
1-- - 

- ~ ~ = ~ ( l - ~ v ) . ( l - a v )  * . v a  

also denselben Bedingungen genügen muss. Wir  haben somit das folgende 
Resultat: 

Eine irreductibele binomische Fuchs'scho Differentialgleichung, deren 
Grad grosser als 2 is t ,  musa dio Form haben: 

y 'n ' ,  . R ( Y ) ,  

wo L nur von z und R ( Y )  nur von y  abhangig ist;  oder in  einer irre- 
ductibelen binomischen Fuchs'schen Differentialgleichung von hoherem als 
dem zweiten Grade sind die Variabelen separirt. 

Dieso Differentialglejchungen lassen sich also durch einfache Quadra- 
turen integriren; aber wir konnen noch weiter scbliessen: Wird I,  = vm 

und v d z  = dp gesetzt, so geht die Gleichung B) liber i n  

Dies ist, aber i n  Folgo der Bedingangen, denen die iirspriingliche Diffe- 
rent,ialgleichung A) genügt, eine ,,Rriot und Bouquet'sche Differential- 
gleichung.''* B r i o t  und B o u q u e t  haben die in sehr beschrankter Zahl 
vorhandenen Typen der binomischen Differentialgleichungen mit einden- 
tigen Integralen aufgestellt; dieselben gelten nach den obigen Ausein- 
andersetzungen mit einigen Modificationen auch hier. Wir  haben dem- 
nach folgende Tabelle der irreductibelen binomischen Fuchs'schen Diffe- 

rentialgleichungen: 

1) gr2 = A . ( y  - a )  (y - b)  (Y - CI (Y- 4, 
2) y r 8 -  A .  ( y  - a)'. (y - b)" ((y - c ) ~ ,  

3, yr4 = L .  ( y  - a ) 2 .  ( y  - ? I ) ~ .  ((y - c)', 

* 1. c. pag. 302. 
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6) Y ' 2 =  n .  (y-7)2 . (Y - a ) .  (y - h ) ,  

7, Y' = 1.  (Y - 91) . ( Y  - 72). 

Die Grossen a, b, c, d bedeuten Constanten; A-, 7, ql i  v2 Functionen 
von z. Die Tabelle enthiilt nnr  die wesentlich verschiedenen Formen; 
man erh2lt Modificationen derselben, indem man z. B. 7, gleich q2 setzt  

oder indeni man eine der Grossen a ,  b,  c ,  d durch sine geeignete Trans- 
1 

formation - z. B. y - a - - - ins Unendliche rücken lasst. Die 
Zd 

Forrnen 1) bis 4) sind vorn Geschlecht l*, die Formen 5) bis 7)  vom 

Geschlecht O. Die Formen 1) bis 5 ) ,  in denen die Variabelen separirt 
sind, lassen sich durch einfache Quadratur integriren; bezeichnen wir sie 
typisch d ~ ~ r c h :  gr" = I . R ( y ) ,  

P so setzen wir ,  um sie zu integriren, zunachst wieder A- = vm und = Y ,  dz 
dann wird Sie: 

Diese Ilifferentialgleichnng ergiebt uns nach B r i o t  und Bouquet,*" 

Y = r p ( ~ - I - C ) 7  

wo C die willkürliche Constante ist  und rp für die Formen l), 2), 3), 4) 
den Algorithmus einer ganz bestimmten doppeltperiodischen Function**, 
für  5) den einer bestimmten rationalen Function bedeutet. p  ist gleich 
/ v d z ,  wird also durch reine Quadtatur gefunden; die Verzweigungspunkte 
von y stecken alIo in p,  sodass die Form des Integrals 

y = r p ( p + Q ,  
d a  cp eine eindcutigo Function, uns wicderum sofort xeigt, dass dic Ver- 
zweigungsstellen der particulgren Integrale sich n i c h t  mit den Anfangs- 
werthen stetig verschieben, sondern ,, f e s t " sind. 

Die Differentialgleichung 

z. B. ha t ,  da hier 

= also: p  = log (8 - ala + G 
da a - a  

und 

* Also in  einer binomischcn Fuchs'schen Differentialgleichung vorn Geschlecht 
1 eind die Variabelen stets getrennt. 

+* 1. c. Seite 312 flg, (Nr. 261 u. 262.) 
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d y  d p  = --- - . r  a h :  (C+ Cf = C )  
v(1- y" ( 1  - k"y3 

p + C' = Zog (8 - + C = 
d y  
- - - - 

ist, das Integral: J&= (1 - k P y P )  
y  = sin am [log (z - a)" + Cl. 

y  kann hier eine eindeutige Functiou von z sein, wenn namlich a 2ni 
eine Periode des Modularsinus ist;  im Allgerneinen sber ist  die Stelle 
2 = a für die Punction y eine logarithmische Verzweigungsstelle. 

Es bleiben noch die Fiille 6) und 7) zu erledigen. Die in  7) ent- 
haltenen Fslle: 

Y = A ( Y - ~ ( Y - v ~ ) ~  Y = ~ ( Y - Y ) ' >  Y = A - ( Y - v )  

sind durch die Bemerkungen auf Seite 194 (Anmerkung) bereits erledigt. 
Die Differentialgleichung 

6 )  y'" =(y - - ( y  - a ) .  ( y  - b) (P = O) 

reduciren wir zun%chst durch die Substitution u = - auf eine Diffe- 
rentialgleichung der Form: Y - b  

y'" 1 ( y  - . ( y  - a). 
Wird dann 

Y' = (Y - d m  t 

gesetzt, so liefeït die letztere Gleichiing 

Hieraus resultirt für t die Differentialgleichung 

welche auf eine lineare homogene Differentialgleichung zurückführbar kt. 
Auf die binomischen 1Gst sich eine allgemeinere Classe von Fuchs- 

schen Differentialgleichungen zurückführen, welche die Form hahen: 

(Y' - P (2' - R ( 2 ,  Y) = 0. 

Man kann namlich auf die Fuchs'schen Differentialgleichungen einen 
ihnlichen Satz anwenden wie auf algebraische Gleichungen. Bekanntlich 
lasst sich in jeder algebraischen Gleichung 

dnrch eine einfache Transformation das Glied mit der n - l t e n  Potenz 

der Unbekannten fortschaffen. 
E b e n s o  l a s s t  s i c h  i n  j e d e r  P u c h s ' s c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h -  

ung G r a d e s  i n  B e z u g  a u f  d i e  A b l e i t n n g  d a s  G l i e d  m i t  d e r  

m - P o t e n z  d e r  A b l e i t u n g  f o r t s c h a f f e n .  
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E s  sei gegeben die Fuchs'sche Differentialgleichung: 

E') F(z,  y, y') = y'm - nz Pl . + Pz . yrm-2 + . - + Pk . y'm-k 

+ . . + P,-l. y' + Pm = 0 ,  

so is t  1: nach Bedingung 1) hochstens vom zweiten Grade in y ,  also: 

Pl = a,  f u l y  + a,yZ. 

Die Differentialgleichung F) kann ich in der Form sçhreiben: 

G )  E'(z,y,  y') = (y' - Pl)m + P2(yf- + . - + pk(yr - 
- + Pm-1 (y' - Pl) + P,, = O. 

Die Pk lassen sich leicht durch die Pk ausdrücken; ihre Grade gs- 

nügen ebenfalls der Bedingung 1). Da Pl drei Grossen enthiilt, die ziim 

Verschwinden gebracht merden sollen, so muss man in der zu diesem 
Zwecke angewendeten Substitution drei Grossen zur Verftigung haben; 

ich bediene mich daher dor linear gebrochenen Substitution 

in  welcher r r ,  P, y, d Functionen von z sind, die der Bedingung 

geniigen. Durch Differentiation von y  erhalte ich 

y' = 
($6 - P B r )  + (a'd- aBr + Pry - py') u +(u fy  - a y ' ) u 2 + u '  -- -- 

Bo+ BI"+ B,u2 +u! 
(Y" + d l a  - 

(Y" + a2 1 

und es wird Pl - A,+ A,"+ A,u2  

WO 
(YU 4- 

A,  = a o J 2  + a,  Pa + a 2 P 2 ,  

A , =  2 a o y 6 + a , ( r r 6 + B y ) +  2 a 2 a B ,  

A , = a o y 2 + a , r r y  + u , a 2  
ist. 

Wird in  G) nach vollondeter Transformation zunachst mit + 6)am 
heraufmultiplicirt, SC sind slle Nenner fortgeschafft; damit nun 

u r  y ' - p  
- oJ"+~)i  

werde, mus8 gesetzt werden: 

1) A, = B, oder a. y" aa,u y  + a,  cu2 = ary - cu y', 
2) Al= RI oder 2 a 0 y 6 +  a l ( u J + ~ y ) + 2 a , a ~ = r r f J - a d f + ~ ' y - ~ y ' ,  

3) A, = B o  oder a. 6" al fi6 + a, /?" PB' 6 - Pdf. 

Um a ,  B ,  y, 6  diesen Bedingungsgleiahungen gemiiss zu bestimmen, 
betrachte ich die Riccati'sche Differentialgleichung 
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1 w ' .  
dieselbe geht durch die Substitution v = - - . - in die hornogene lineare 

a,  w 
Differentialgleicliung zwciter Ordnung 

iiber. Deren allgcmeines Integral laute: 

wo w,,  OU, ein Fundarnentalsyst,em von Integralen bedeutet, also das all- 
gemeine Integral der Riccati'6chen Differentialgleichung: 

Ich behaupte nun, dass, wenn ich 

c f f + B  
-- 

1 cw', + w', -- . 
cy  + 'Y a, cw, + w, 

setxe, den drei Gleichungen l), 2) und 3) durch die Funrtionen cr, fi, y, d 

genügt wird. Es  ist namlich dann 

u c + B  
-- 

y c +  'Y 
das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

aleo : 

Da c  eine w i l l k l i r l i c h e  Constante ist ,  so folgen hieraus, indem 
sich auf beiden Seiten ( y c  + 8)' forthebt,  durch Vergleichung der Coeffi- 
cienten von cO, cl ,  c2 die drei Gleichungen l), 2) und 3). Uni also Pl 
forhusçhaffen, m a c h  ich die Sribstitution 

und setze darin 

y = L . w , ,  d = l . w , ,  

wo w,,  w2 ein beliebiges, aber bestimmtes Fundamentalsystem von Inte. 
gralen der linearea homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung (D) ist, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



204 Beitrag zum Studium d. algebr. Differentialgl. 1. Ordn. etc. 

Die Function 1 wird aus der Beziehung 

bestimmt. Bekanntlich ist 

Wahle ich, mas stets leicht zu erreichen ist,  der Einfachheit wegen 
das Fundamentalsystem w,, w, sol  dass die Constante C gleich 1 wird, BO 

erhalte içh 
A' . f 1 '  = 1, folglicb a. = e - f i d ' .  

Man ha t  demnach zu wihlen: 

Die Differentialgleichung G) geht durch diese Substitution über in: 

Hierin is t  
~ ~ ( U ) = ( ~ Z ~ + ~ ) Z ~ . P ~  

= (Y ~b + S ) 2 1 - r k  * Pt (U) ( k =  2, 3,  ...na), 

wo Pk(u) eine ganze rationale Function vom Grade < 1.k in u ist, wenn 
- 

rk den Grad von &(y) in y bedeutet; dieser is t  nach Obigem stets -- < 2 k ,  
s o d a s ~  die Pt(~) ganze rationale Functionen von hochstens 2ktem Grade 
in u sind. Sind die Verzweigungspunkte von y fest,  so sind es auch. 

diejenigen von U ;  die Differentialgleichung H) genügt daher auch den 
von Herrn F u c h s  dafiir aufgestellten Bedingungen; aie ist eino Fuchs- 
schc Differentialgleichung. 

Da diese Transformation der Fuchs'schen Differentialgleichungen durch 
eine lineare gebrochene Substitution die Integraiion einer Riccati'schen 
resp. einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung er. 

fordert, so ha t  aie im Allgemeinen nur  formale Bedeutung. In vielen 
Fillen aber werden uns durch die Natur  dieser Differentialgleichungen 
direct Integrale der Riccati'schen Differentialgleichung 

-- 

geliefert. Haben z. B. 5,  F,, . . - Pk, . a - pin a ~ ; *  e i n e ~  gemeinsamen 

* oder von einem an. 
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Factor y - 11 derart,  dam sich I /  ftir y = 7 wirklich verzweigt, so muss 
nach Bedingung 11) vj ein Integral von G) sein, oder es mues 

d - Pl (s) = O, 

d. h. 7 ein Integral der Riccat i ' schen Differentialgleichung 
w' = Pl (w) 

sein. Kennt man nun auf solühe Weise drei Païticularintegrale v,, val us 

derselben, so lautet ihr  allgemeines Integral* 

wo e, eine numerische und c die willkürliche Constante bedeutet. In  
diesem Falle ist man also der besonderen Integration der linearen homo- 
genen Differentialgleichung zweitcr Ordnung überhoben. 

Die F u c h s  'schen Differentialgleichungen von der Form 

[Y' - P@,(Y)lrn - R(#lY) = 01 

deren Typen denen der binomischen Differcntialgleichungen analog sind, 
nsrdcn durch die gedachto Substitution auf binomische: 

urm - r (2, u) = O 

zurückgeführt. Wenden wir die Substitution insbesondere auf die vier 
Typen vom Geschlecht 1 an: 

1") (Y' - Pl" = ((Y - 111) (Y - 72) (Y - 79) (Y - 741, 

2*) (Y' - q3 = 1 (Y - v j J 2  (2)  - (Y - v J 2 ,  
3") (y' -- P)4 = 1 (y - (y - 172)3 (y - q 3 ) 3 ,  

4*) (Y' - Pl6 = 1 (Y - d3 (Y - risj4 (Y - 7d5, 
wo i. und die qi Functionen von z sind. D a  hier die ?ji simmtlich Ver- 
zweigungsstellen der algebraischen Function y' von y sind, so sind sie 
Integrale der respectiven DiEerentialgleichungen l*), z*), 3*), 4*) und 
daher lutegrale der R i  c c  a t i'schen DiEerentialgleichung: 

dv -- P (v) = o. 
d r  

In diesem Falle kennt man also mindestens drei Particularintegrale 
der letzteren und folglich auch ihr  allgemeines Integral. Im Falle l*) ha t  
auch Herr P o i n c a r é * *  eine linear gebrochene Substitution angewendet; 
aber wahrend er durch dieselbe drei der qi von r unabhangig macht und 
dam zeigt, daas in der so transformirten Differentialgleichung P ver- 
schwindet und auch 7, von 8 unabhangig sein muss, bringen wir von 

"8 nig s b e r g  e r:  Allgem. Untersuch. aus der Theorie der Differential- 
gleichungen, 5 9, pag. 99. 

* cfr. Einleitung pag. 195. 
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vornherein P  zum Verschwinden und wenden dann den vorher bewiesenen 
Satz au,  dass in einer binomischen Fuchs'schen Differentialgleichung vom 

Geschlecht 1 die Variabelen getrennt, d. h. die qi von z unabhhgig sind." 
Cebrigeiis kann man auch in 2*-), 3*) und 4") s o g l e i c h  durch eine 
linear gebrochene Substitution die qi von a unabhëngig machen, z. B. q, = 0, 
qz = + 1, q3 = - 1. Dann verschwindet in der transformirten Diffe- 
rentialgleichung P  identisch, weil es hochstens vom z w e i t ~ n  Grade in y 
is t und die drei Wurzeln 0 ,  + 1 ,  - 1  besitzen muss. 

II. 
Eine trinomische F u  c h s'sche Differentialgleichung hat  die Form 

A) F ( Z , ~ , ~ ' ) = ~ ' ~ ~ - ~ P . ~ ' ~ - ~ -  (m - l ) m - l  . Q = 0, 

worin P  hochstens vom zweiten, Q hochstcns vom 2mten Grade in y ist. 
Um ihre Discriminante zu finden, differenziren wir A) nach y': 

BI 
a F __ - m y r m - l -  

ad - 
m (m - 1) P y r m - 2  

- - y'rn-2 . [Y' - ( m  - 1 ) P l .  

Die Gleichungen A) und B) werden zunachst durch y' = 0, Q - O 
befriedigt; Q ist also ein Factor der Discriminante. Den restirenden 
Factor der Discriminante finden wir dureh Elimination von aus den 
Gleichungen F = O  und y ' - ( m - l ) P = ~ .  
Er lautet 

- ( m -  ~ ) ~ - l .  ( P m +  Q) = - (m - 1)"-1. A. 

D a  jede einfache Wurzel qi der Discriminantengleichung wirklich ein 
Verzwejgungspunkt der nlgebraischen Function y' von y ist und der zu- 
gehorige Wer th  der mehrfachen Wurzel y' durch die Gleichung 

y ' - ( m -  1 ) P - O  

gegeben wird, so muss unter der Voraussetzung, dass A keine quadra 

t,ischen Factoren enthi l t ,  infolge der Bedingung II) für jede Wurzel 71; 

von A = O identisch 

sein, d. h .  es muss sein: 

wo A und B nur von a abhsngen. 

* cfr. Anmerkiing pig. 200. 
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Stellen wir die Forderung, dass die Discriminantengleichung 

D - O 

überhaupt keine mehrfachen W ~ i ~ z e l n  besitzt, dass also auch kein Iioppel- 
punkt der durch F = O  

definirten algebraischen Curve im Endlichen liegt,  so darf auch Q nur 
einfache Factoren besitzen; das ist  nach Redingiing III) aber nur  mtiglich, 
wenn m ( - 3 k t ,  und mit dem Fa11 m = 3 wollen wir uns im Folgenden 
beschiftigen. Wir betrachten also die Differentialgleichung: 

c> y f 3 +  3 p y r e +  4 Q  = O , *  
in welcher P hochstens vom zweiten, Q hochstens vom sechsten Grade in 
y i s t ;  ihre Coefficienten sollen nunmehr a h  rationale Functionen von z 

vorsnsgesetzt aerden. Da Q nnr einfache Pactoren enthalten soll, so ist 
nach Bedingung IL) jede Wurzel q von Q = O ein Integral der Diffe- 
rentialgleichung C) und der Werth der zugehorigen Doppelwurzel y' 

dv gleich - ; derselbe ist aber andererseits = 0, folgliüh q von z unabhangig. 
dz 

Q enthilt daher nur  von z unabhangige Factoren**; wir haben also: 

P = a + b y  + dg2,  
- 

Q = n ( c ,  + c , ~  + c,y2 +.  m .  + c 6 g 6 )  = L -  Q ,  
wo a,  b ,  dl  A rationale Functionen von B und die ci von z u n a b h h g i g  
sind. Die Voraussetzung, dass der Discriminantenfactor 

A = P 3 + Q  
nur einfache Faütoren enthalt - die spatero Entwicklung muss aller- 

dings diese Voraussetzung erst rechtfertigen - involvirt, dass P und Q 
keinen gemeinsamon Factor besitzen dürfen, denn dcrselbe müsste minde- 
stem Doppelfactor von Q sein?, es n ü r d e  also aus A mindestens ein 
quadratischer Factor heraustreten. Da die Wurzeln von & = O ssmmtlich 
von z unabhangig, also Integrale von C) sind und hier ,  da P und Q 
keinen gcmejnsamen Factor haben, nur  einfache Verzweigungen vor- 
kommen, so ist nunmehr dafiir, dass die Integrale der Differentialgleich- 
ung C) feste Verzweigungspunkte besitzen, alleiu das 13estehen der 

nothwendig und hinreichend, oder der Gleichung: 

* Die Pluszeichen sind hier bequemer. 
** Jeder von z abhiingige Factor muas in  Q quadratisch vorkommen, wenn 

die 1)ifferentialgleicbung C) den F u  c h s'schen Bedingungen g ~ n ü g t .  
t cfr. Bediogung III). 
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Bus  2) folgt zunkhs t ,  dass: 
- 

& . [ A L - A f + A R y ]  

durch P theilbar sein muss, und da & nach Voraussetzung mit P keinen 
gemeinsamen Theiler hs t ,  so muss 

A ~ - L ' + A B ~  

durch P tbeilbar sein, d. h. es musa identisch 

A A - A ' + ? . B ~ = o  
sein, also: 

A L - A f = O  und B = O ,  da ? . = \ = O .  

Bus 1) folgt aber, dass, wenn B = O ist, P nur vom e r s  t en Grade 

in  y sein darf; is t  umgekehrt von vomherein P vom ersten Grdde in y, 
so muss in 1) B = O gesetot werden, und es folgt dann wie vorher 

A L  - ' l '=O.  

Weiter folgt aus 2) unteï B e r ü ~ k s i c h t i ~ u n g ,  dass 

A L - ? . ' = O ,  B = O ,  d = O  

is t ,  durch Vergleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von y :  

3, - 1 2 A c , b = O ,  

4> - 1 2 1 . ~ ~ ~ -  lOAc,b=O,  

5, - 10Ac,a - 8 2 c , b  = 0 ,  

also, da A und 71 von O verschieden: 

c s = o ,  cg-O,  C 4 = 0 .  
Ferner : 

6 )  
ar 

b 3 . - =  3b'b2 - 6b4 - 6Accsb, 
A 

oder, da a und b von O verschieden: 
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Diese vier Gleichungen sind nicht unabhangig von einander; subtra- 

hirt man Gleichung 9) von 61,  so erhalt man eine Gleichung, welche 
mit derjenigen identisch ist, die durch Subtraction der achten von der 
siebenton Gleichung entsteht. Wir  haben also nur  drei Gleichungen, 
z. B. 6) ,  9 )  und 7 ) .  Multiplicirt man Gleichung 6) mit 2 ,  addirt dazu 
Gleichung 9) und subtrahirt dann dio mit 3  multiplicirte Gleichung 7) ,  
so erlislt man: 3 c , a Z -  2 c , ü b + c , b " O  

oder: 

a 
Da c l ,  c,, c3 Constanten eind, so ist auch das Verhiiltniss - von z 

unabhiingig; es ist: 
b  

also  a = cr . b  und P = b(y + or), wo or von z nicht a b h h g t .  Unsere 
Bedingungsgleichungen werden: 

Duich Subtraction der Gleichung 7) von Gleichung 6) kommt: 

C or = - c, 
folglich aus 10): 3% 

cx2 - 3 C l  Cs = O 
oder : C2 

-=-= <Y. 
3c, c, 

Es iùt dah?r: 
c, = 3c,.or, Cl = c , . u  = 3 c 3 . a 2  

und die drei Gleichungen 6 ) ,  9) und 7 )  schrurnpfen in die eine zusammen : 

Die Differentialgleichnng C) erhalt somit die Gmtalt: 

y r 3 +  3 b ( y + a ) ~ y ' ~ 4 4 ( ~ , + c , [ 3 0 r a y + 3 a y 2 + y Y ] )  =O. 

Setzen wir c, = c , - a s  + E ,  wo E eine neue Constante, so lautet die 
Differentialgleichung : 

u> ?j3+ 3 b ( y  + IY) .$'+ 4A[s + c, (y  $ = 0, 
Zeitsubrift  f. Natliarnntik u. Pbysik XXXV, 4. 14 
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Hier darf E nicht gleich O sein, in  welchem Falle die Differentialgleich- 

ung  D) homogen in y' und y + <y, also reductibel würde. Wenn wir 
daher E in A hineinziehen und 

s e t ~ e n ,  so erhalten wir die Differentialgleichung in der Gestalt: 

E uI3$ 3 p u u f Z +  4A(1 + ku3)  = O ,  

k ,  A, und y sind durch die Gleichung verbundcn: 

oder: 

1 
Wird - = w gesetzt, so lautet sie: 

A 

Dies ist  fur w eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung; ihr 
allgemeines Integral ist  

D a  auch der E'ali k  = O zu berücksichtipen ist, so darf &lit von 
vornherein die willkürliçhe Constante c gleich O gesetzt werden. In 

* Riirzere H e r l e i t u n g .  Da AA - l ' = O  und B = 0  ist, BO folgt aus 2) 
nach Division durch P: 

folglich P - p . p ,  wo p  nur von z und !# nur von y abhangt,. Dann folgt aber 
aus 2*): - 

dQ=3k .13e  (a180 & - k . q 3 + c ) ,  
d?! 

wo k eine Constante ist. IXvidirt man Cl. 2*) durch 13 $, BO erhiilt man zwischen 
1, p und k die oben gefundene Relation: 

L' 
3 p p ' -  6 p 8  - 6 A k -  .pz= 0. 

1 
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sollen p und w rationale Punctionen von fi sein; deshalb muss, wenn 
1 Y '  

man c willkürlich lasst, y auf die Porm - - - gcbracht wcrdcn konnen, 
6 v 

wo v eine rationale Funütion von B k t .  Dann wird: 

d 

Bierin sind c und k beliebige Constanten, die nur nicht gleichzeitig 

gleich O sein dürfen. Setze ich: 
4 c = - -  4 
G Y . y  und k = - - . a  

so wird: 
6 3  ' 

1 Y' 

P = - ' - y  6 v 

1 vr3 1 1 = - -.-.---, 
4 v y + B v  

und unsere Differentialgleiühung lautet in ihrer einfschsten Gestalt: 

wo nunmehr v eine b e l i e b i a g e  rationale Function von fi bedeutet und y 
und à' beliebige Constanten sind, die n u r  nicht gleiclizeitig versühwindcn 
dtirfen. Diese Differentialgleichung hat ,  wenn d von O verschieden, das 
Geschlecht 1, wenn ri' - 0 is t ,  das Ge~chlecht  O. - Wir führen die In- 
tsgration zunüchst für den Fa11 d = O aus. Wenn d = O is t ,  so muss y 

von O verschieden sein, ich kann daher s ta t t  v als Parameterfunction 
Y 

wihlen; die Differentialgleichung lautet danu: 

1 
Zur Integration betrachte ich die durch u = - transforrnirte Differential- 
gleichung : Y 

G) 
1 Y' vr 

y'" + -  v YY"+ y , ~ 6 = 0  

und setze: 
?jr= Y B .  t ,  

dann drücken sich y und y' i n  folgender Weise rational durch t aus: 
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Es ist also:* 

- 

und, wenn a-=  p l  -- a' - rpf geietzt wird : 
as a c 
di q o v , - < p l ~ o + ~ ~ %  - A ~ + A , . ~ + A , . ~ ~  - - 
ci a yrl PO - 'PI d o  

Die Rechnung ergiebt: 

also : 

-- 
2 Ci 

Diese Form des Integrals zeigt, dass die Verzweigungsstellen von der 

Jntegrationsconstanten C, also von den Anfangswerthen unabhiingig sin4 
es siod n h l i c h  die Null- und Unendlichkeitsstellen der rationalen Func- 
tion Y, was die Gestalt der DiBerentialgleichung G )  a priori erkennen 
la8fit. L)as Integral H) der Uiff~rential~leichung G) lautet in rationah 

Das Integral dieser Differentialgleiehung ist: 

4b - 
oder, wenn man - C = C setzt : 

3 
4(z - a)"' C3 - 9 C2 - 48 b y  c - 64 bZy2  = 0. 

* cfr. pag. 194. 
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Fiir den Fa11 6 =:= O, also p = 1 ,  fiihren wir die I n t e ~ r a t i o n  nach 

einer Xethode durch, die spiiter allgernein behandelt werden soll. Die 
du du 

Differentialgloichung F) lautet ,  da -- = . v' ist: 
d a  d v  

Man findet nun durch Rechniing: 

du 
, - -  

v("/ +Sv) dv 18v(y+ dv) 

Es ist daher, da sich durch Differentiatiou von f ( !  v  z~ ,::)=O -- 

û f + I f d u  - 2 f '  d 2 u  
. +- .-= 

ûv au dv 
O 

a (') dv2 

ergiebt : 

Sieht man zunachst. von singularen Losungen ab ,  f ü r  welche gleichzeitig 

f = O und a f 
= O ist,  so ist  das allgemeine Intcgral der Differen- 

tialgleicbung erster Ordnung J) in dem allgemeinen Integral der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung K) enthalten und kann aus diesein nur 
dadurch hervorgehen, dass zwischen dessen beiden willkiirlichen Cons tmhn 
eine bestimmte Relation mit constanten Coefficienten besteht. - 1st zu- 

nschst y = O, so lautet die Differentialgleichung K) nach Fortheben des 
gemeinsamen Factors d: 

Dieselbe geht bekanntlich durch die Substitution x = logv in 

über; die charakteristische Gleichung: 

1 1 
bat die M7urxeln r - - und v, = - - 9 so dass das allgemeine Integral '- 3 6 
der Differentialgleichung K*) 

u - c . Y% + C . 
2 

kt. '3ifferenzirt man dasselbe: 
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d u  . 
und setzt die Werthe für u und - in 

dv 

ein, so e r M t  man nacli einigen Rechnungen zwischen cl und c2 die ein- 

fache Relation: 
1 1 c 
8 l "  

= O ,  

c2 so dass in  diesem Falle, wenn man noch - = c setzt ,  das allgemeirie 
Integral von F) resp. J*) 

2 

2 
21 - -,,% + 2 C v - %  

S c" 

lautet. Dasselbe ist eine algebraische Function der Parameterfunction v. 

Wenn y =I= O ist,, so kann man die Differentialgleichung Ii) schreiben: 

Dieselbe geht durch die Substitution 

Y u = - - . x  
6 

i n  die Differentialgleichung der Gauss 'schen Reihe F ( u ,  P l  y, x): 

über, und zwar ist  hier: 

1 1 1 1 
a l ~ o  entweder a = ,  p = - - - ,  oder a = - - >  p = - .  da 

6 3 3 6 

ist, so genügt e i n e  Wahl. - Wiihlt man 

so sind* 

und 

* cfr, G a u s s  III und K u m m e r  in Crelle 's Journal, Bd. XV pag. 5% 
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Particularintegrale der G a u s s  'sclien Differentialgleichung. Nun ist:  * 

und 

wo v = y - a - / 3 = 1 - 2 ~  ist;  a l s o i n u n s e r e m  Falle 

und 

Daher sind 
(1 + 1/;>'~ und (1 - VI;)% 

Particularintegrale der Differentialgleichung L), deren allgemeines Integral 

iufolge dessen : 

",, = Cl . (i + i , j 2 / a  + . (1 - il)./. 
ist. Differenzirt man dasselbe: 

du  
und setzt diese Werthe fiir u und - in die Differentialgleichnng 

dz  

Y welche aus J) durch die oben angewandte Substitution = - - . z  her- 
6 

vorgeht, ein, so erhalt man nach einigen Rechnungen zwischen cl und c, 
die Relation: 

2 2 1 
i7cIS +-ceS -- - 

27 d 
- o. 

Damit ist  aber die vollstandige Integration der Differentidpleichung P) 
geleistet; ihr Integral ist eine algebraische Function der Parameterfunc- 
tion Y. 

Damit die Coefficienten der Differentialgloichung E) rationale Func- 
tionen von B seien, genügt es, wenn cin p a r t i c u l a r e s  Integral w der 

* cfr. 1. Gauss ,  Bd. III pag. 127 Formel Il und 1V; 2. Schwarz ,  Crelle 
Dd. 76: Ueber diejenigen Fille,  in dcnen die Gaussisçhe hgpergeometrische 
Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt, pag. 324. 
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1 
durch A = - transformirten Differentialgleichung 1 1 )  eine rationale Punc- 

w 
tion von z ist.* Dann muss, da p eine rationale Function sein soll, 
jedenfalls für ein b e s t i m m t e s  c: 

c 
- . e . f t i ~ d a + ~ f G ~ d ~ .  p e - . f 6 " d z d z  = R 
6 k  J' (4 

sein, wo R(z)  eine rationale Function von z bedeutet. Durch Diffeien- 
tiation erhdt  man: 

6 p . e ~ 6 ! l d z ( ~ k + ~ p . e - ~ 6 - I . P d z . d z  + p = ~ ' ( ~ )  

oder: 
) 

6 p . R ( z )  + P - Rf(z ) ,  
also : 

und daher: 
1 w = - = 6 k  p-SR 5 

6 k (1 + 6R(z))'R(z) 
1 

A 0 = (2) 

d. h.: 
a -  R ' ( 2 )  

6 k  R(z )  ( l +  6 ~ ( 2 ) ) ~ '  

In  diesem Falle lautet also die Differentialgloichung E), wenn man noch 
R(B) = v setzt: 

vr .,,r 5 

Ml ILr + 3 --- 
UUf2' 4 6 1 v ( ~ +  ~ ~ ) 3  

(1 + k ~ ) ~  = O 
I f  6 v  

a a t ~  
oder, da wieder - = - - . Y' ist: 

da d u  

Setzt man wieder: 

du. 2 
~ ( v , u ,  2) = E k v ( 1 + 6 ~ ) ~ . ( ~ )  + 9 k ~ ( 1 + 6 ~ ) ~ u ~ ~ )  

so erhalt man: 
+ 2 ( 1 + k u 9 ) ,  

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung für u lautet daher in diesem 
Falle: 

* cfr. pag. 210. 
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oder, werin Gu = -a  gesetzt wird: 

Die determinirende Fiindamentalgleichiing* in der Umgebung des 
singularen Punktes r = 1 : 

hat  dic Wurzeln sl = 

wird daher durch die 

1  1  
- und s, = - -- - Dio Differentialgleichung für u 
6 3 
Substitution: "* 

u = (z - 1)-'f3 . v 
in die folgende übergeführt: 

oder : 

Dies ist wieder die Differentialgleichung der G aus s'schen Reihe , und 
zwar ist hier: 

also etwa: 

1 1 1  
F(n, PI U + ~ - - ~ + I ,  1 - z )  = F(-, --, - -  7 1-%)  

6 3 2  
und : 

( 1 -  ~ ) y - ~ - P . ~ ( y - u ,  y - p i  y - u - p + 1 ,  1 - 2 )  

Particularintegrale derDifferentialgleichungN"). Es ist aber+ 

* Fuchs ,  Crelle 's Journal, Bd. 66. 
** cfr. u. A. H e f f t e r ,  Inauguraldissertation, Berlin 1886, pag. 5 flg. 

*** Kummer, Crel le 's  Journal, Bd. XV pag. 52 Formel 5) und 7). 

cfr. pag. 215. 
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und: 
1 2  3 

( ~ - Z ) ' " ' Z ' ( ~ ?  > . [(l 4- l / i - x p  + (1 - 1/=)%]. 
Es sind also: 

(1 + )'GYID und (1 - 1 / T x ) ' '  

Particularintegrale der Differentialglcichung N*) [welche in die Differen- 
tialgleichung L) iibergeht, wenn x an Stclle von 1 - X  g e s ~ t z t  &dl, so 

dass ihr allgemeines Integral 

v = c; . (1 $ )KG)% + C2 - (1 - =)l;3 

und dahcr das allgcmeine Jntegral der Differentialgleichung K) 

u = cl - (1 + 6 v ) ' / ~  . (1 + 1/1$6v)'~ + c, . (1 f 6 v)-'A . (1 - V q v ) ?  

ist. Die Relation zwischen cl und c,, deren Kenntniss man eur vollstan- 
digen Integration der Differentialgleichung M) bedarf, kt in der angegebe 
nen Weise wieder leicht herzustellen. 

Es sei noch bemerkt, dase man die Gleichung 11) auch ohne Inte- 
gration behandeln kann. Schreibt man dieselbe: 

und setzt 

so erhiilt man: 

also : 
wr 

und 

Diese Ausdrücke fur  A und p gehen, wie man leicht sieht, in die oben 
216) gefundenen tiber, wenn lu = 6. kv, und in die Ansdrücke pag. 211, 

C 
wenn w -/- k = - gesetzt wird. Diese Darstellung ha t  den Vorzug, dase 

v 
die Parameterfunction w jede willkürliche Function von z bedeuten kann. 
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XII. 

Ueber die durch ein lineares Flachensystem fiter 

Ordnung definirten mehrdeutigen involutorischen 

Raumverwandtschaften. 

Von 

CHAS. STEINMETZ 
in New- York City. 

 rites C a p i t e l .  

Die r2umliche, niehrùeutig-involutorisehe Verwandtschaft, 
definirt ùurch ein allgemeines Fliichengebüsch nter  Ordnuiig. 

1. Der Punkt. 

1. Wir nehmen irn Raume ein lineares dreistiifiges Fl~chensystem, ein 
Flachengebtisch ntor Ordnung, a n ,  also die dreifach unendliche Mannichfal- 
tigkeit aller Flschen, die sich aus vier willkürlichen Flachen nter Ordnung 
linear, d. i. durch .fortgesetzte Btischelbildung componiren lassen. Ferner 
setzen wir zunachst das Flachengebiîsch als ein a I l  g e m  e i n  e s voraus, 
dessen Fltichen also weder einzelne oder mehrfache Punkte, noch ganze 
Curven mit einander gemein haben. 

Durch je drei Punkte ist eine Fliiehe ai des Fliichengeblisches eindeutig 
bestimmt. 

Durch je zwei Punkte ist ein Flachenbüschel A bestimmt, dessen FI& 
ehen sich in einer Baumcur've nuor Ordnung c schneiden. 

Durch jeden Punkt ist ein Flachennetz bestimmt, dessen Flachen sich 
in ri9 Punkten schneiden. 

Eine solche Gruppe von nS Punkten, den Grundpunkten eines Flachen- 
netzes im Flachengebtische, wollen wir eine G r u  p p  e a s s o  c i i r  t e r odcr 
c o n j u g i r t e r  P u n k t e  nennen. 

2. Jedem Punkte 5: des Raumes gehoren weitere (n3-1) Punkte g zu, 
welche mit r ziisammen ein Gruppe conjugirter Punkte bilden. Jedem 
Punkte t) hinwiederum gehort ausser den anderen Punkten t) auch der 
Punkt X. zu. 

Die Punkte T und t) definiren also eine i n v o l u t o r i s c h e ,  ( m 3 - 1 ) -  
deut ige  R a u m v e r w a n d t s c h a f t .  

3. Diejenigen Punkte r ,  welche mit einem ihrer zugeordneten Punkte 
9 zusammenfallen, liegen auf einer Flliche 4 (m - 1 )ter Ordnung, der Kern- 
fllche H der yerwandtschaft (vergl. $ 8, 24). 
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5 2. Die Gerade. 

4. Um die Ordnung der in~olut~orischen Raiirnverwandtschaft zu be- 
stirnmen, suchen wir die Raumcurve C, die einer Geraden 1 entspricht. 

1. Nethode. 

Wir  bedienen uns einer Abbildung des Flachengebüscl~es ker Ordnung 
F auf das Ebenengebüsch E, dae von sammtlichcn Ebensn des Raumes 
gebildct wird, indern wir jeder Flache <p von F ihre Polarebene E in Rezug 
auf irgend einen festen Punkte p* zuordnen. 

Es  gehoren dann zu: 
allen Flachen 9, Fl~cheribüscheln nnd Flëchennetzen in F die Ebenen E ,  

Ebenenbüschel und Ebenenbündel in El 
den Grundcurven fieter Ordniing e der Flachen des F also die Axen y 

der Ebenenbüschel in E, 
den Gruppen ~ o n j u ~ i r t c r  Punkte in P der Mittelpunkt des dem FIA- 

chennetze entsprechenden Fbenenbtindels in E. 
Umgekehrt geliiirt jeder Ebene E in E e i n e  Flache cp in F zu. Denn 

die ersten Polarfliichen dreier Punkte a ,  E, c von E bilden drei projecli- 
vische Plachengebüsche, von denen ein einziger Tripe1 entsprechender FI2 
chen CY /3 y durch p geht. Diese drei Flachen (YL-I)'~' Ordniing a ,  0, y 
sind Polarflachen einer Fltiche n'OT Ordniing <p des Gebüsches F, die der 

Bbene E von E zugchort. 
Jeder Gersden g des Ebenengebüsches E entspricht eine Curve c, der 

a2ten  Ordnung i n  F. 
Jedem Punkte r des Ebenengebüsches E entspricht eine Gruppe von n3 

Punkten in F. 
Die Verwandtschaft E : P ist also eine 1 : ns - deutige. 
Einer Geraden g von F miiss demnach, da dieselbe jede <p in n Punkten 

schneidet, eine Curve kg angehoren, welche die der Plache QI zugeordnete 
Ebene E in fi Punkten schneidet, also von der den Ordnung id.'* 

Einer Ebcne e des Fl%chengebüsches F muss, da dieselbe jede Curve 
e, in n2 Punkten schneidet, eine Flsche yiE zugehoren, welche die der cg 

* von dem wir aber voraussetzen, ùass er weder auf der Kernfliiche H lie$, 
noch ( 5  15) ein Grundpuukt ist, da in diesem Falle das Ebenengebüsch degenerirte. 

** Diese Curve kg ist vom Geschlechte 0, vun der Classe 3 (n -2 ) .  Sie benitzt 
4(n - 3) Wendeschmieçungsebenen , keiue Riickkehrpunkte und stationiren Tao. 
genten; aie i s t  die Kückkehrkante einer Developpablen vou der Ordnung 2(n-l), 
deren Knotencurve von der Ordnung 2 (12-1) (12 - 3) ist. lhre biosculirende Deve- 

fn-i)(n-Z\ loppable ist von der 2 (n- 2) (n - 3) fen  Classe. Durch jeden Punkt gehen -- 
L 

Secanten der Raumcurve kg. 
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entsprechende Gerade g in E in d P u n k t e n  schneidet, also von der n z t e n  

Ordnung ist. 
Einer Geraden 1 von F entspricht in E eine Curve kl d e r  Ordniing. 

Diese kl entspricht in  F, da si0 die einer beliebigen Ebene E von F i n  E 
eritsprechende +, in  n3 Punkten schneidet, eine Curve in  F, welche jede 
beliebige Ebene E in n3 Punkten schneidet, also von der n3teu Ordnung ist. 
Von dieser Curve spaltet sich die Gerade Z a b ,  und bleibt somit: 

e ine C u r v e  Cl d e r  (n3-1)ten O r d n u n g ,  w e l c h e  e i n e r  b e l i e b i g e n  
G e r a d e n  1 e n t s p r i c h t ; .  

2. Xethode. 

5. Jedem Punkte r einer Geraden 2 entsprechen (n5-  1)  Punkte 9, 
welche mit r ziisarnmen die Grundpunkte eines Flachennetzes sind und be- 
stimmt werden diirch drei beliebige Flachen ct, j3, y des Netzes. Als solche 
drei Bestimmungsfliichcn konnen wic nun die drei Flschen a, /l, y benutzcn, 
die das durch r gehende Flachennetz mit drei beliebigen Fl~chenbüscheln 
A ,  B, r gemein hat ,  von denen wir voraussetzen, dass sie eine Flache cp 

gerneinsam besitzen (damit sie das Fliichengebüsch E' gerade bestimmen). 
Die Gerade 1 wird dann erzeugt von den drei Fl5chenbüscheln A ,  BI r. 

Deren weitere Schnittpunkte beschreiben die der Geraden 1 entsprechende 
Cume CL.  

Die Zuordnung dcr drci Flrichenbüschel ist  eine 1 : .n : n - deutige , indem 
jeder Flache ct des einen Fiachenbüschels A ,  da aie 1 in m Punkten schneidet, 
12 Flachen pi des Fliichenbüschels B ,  und n Fkchen y ;  des Plachenbüschels 
r entsprechen, welche einander paarweise zugeordnet sind und lz Schnitt- 

curven 1 pi yi n Z t e r  Ordnung erzeugen. Diese schneiden u in n4 Punkten. 
Von diesen n4 Punkten auf œ sind n Schnittponkte mit 1 ,  die übrigen 

na-, Punkte aber die Schnittpunkte der der Geraden 1 entsprechenden 
Curve Cl. Diese ist alto, da cr von der fite" Ordnung ist,  von der (n3- l ) te~  
Ordnung. 

3. Methode. 
6. Die drei Büschel A ,  BI r, als deren Erxeuguiss wir die Gerade I 

und ihre zugehtirige Curve Cl ansehen konnen, schneiden eine beliebige 
Ebene E in  drei Curvenbiischeln dB' Ordnung A ,  BI C, welche eine Cnrve 
f gemeinsam haben und einander durch die Gerade 1 zugeordnet sind. 

Diirch einen beliebigen Punkt r einer in  E gelegenen Geraden g gcht 
eine Curve a des Büschels A,  der im Büschel B n Curven b entsprechen, 
welche g in nZ Punkten t) schneiden. Umgekehrt geh6ren jedem Punkte Q 

nZ Punkte r zu. E s  fallen daher ( C h a s l e s )  2%'-mal entsprechende Punkte 
r und 9 zusauimen, Büschel A und B erzeugen demnach eine Curve Znzte' 
Ordnung. 

Da nun aber die A und B gemeinsame Çurve f sich in  beiden Bü- 
scheln n-mal  entspricht, spaltet sie sich n-fach ab,  und verbleibt demnach 
als Erzeiigniss der beiden Büschel A und B eine Curve 1, der nZtEn Ordnung. 
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Ebenso erzeugen die Bbschel B und C eine Curve X, der nZtm Ordnuiig. 
Diese beiden Cnrven X, und 1, schneiden sich i n  n4 Punkten. 
Da  aber jeder Curve a n Curveu b ,  jeder Curve b aber nun nicht 

mehr n ,  sondern nur  eine Curve C durch 1 zugeordnet ist, sind von den 
n4 Schnittpunkten von x1 und X, nur der nIe Tbeil Schnittpunkte dreier 
durch 1 einander zugeordneter Curven a ,  b,  C, und da einer dieser Punkte 
der Schnittpunkt ( Z E )  ist ,  bleiben (n3 - 1) Schnittpunkte von E mit Ci. D. h.: 
Cl ist von der (ng - l)ten Ordnung. 

7. E s  ergiebt sich also die Ordnung unserer Verwandtschaft: 
.Die  O r d n u n g  u n s e r e r  m e h r d e u t i g - i n v o l u t o r i s c h e n  Ver- 

w a n d t s c h a f t  i s t  g l e i c h  i h r e r  D e u t i g k e i t ,  n t i m l i c h  g le ich  
(n" l)." 

8. Jede Gerade Z schneidet die Kernfliiche H in 4(fi-1) Punkten, 
welche sich selbst zugeordnet sind, also auf der Curve Cl liegen: 

.Jede Gerade 1 wird von ihrer zugeordneten Curve Cl in 4 (la-1) 

Punkten geschnitten. Y 

Ausser i n  diesen 4(n- 1) Punkten schneidet die Curve Cr die Fllche 
H noch in 4 (n - 1) (n3 - 2) Punkten. Also : 

,Auf jeder Geraden 1 giebt es 4 ( n -  1) (n3 - 2) Punkte, die unter 
ihren zugeordneten Punkten ein Paar zusammenfallender Punkte be~itïien.~ 

,,Der Ort aller Punkte,  welche unter ihren zugeordneten Punkten 
einen Doppelpnnkt besitzen, ist  eine P l t i  c h e  H'  d e r  4 ( n  - l ) ( n 3 -  2) 
O r d n u n g ,  welche wir d i e  d e r  K e r n f l a c h e  H zugeordnete 
F l a c  h e nennen wollen.' 

Denn die Flachen H' und H entsprechen zusammen der Flache H in 
der Verwandtschaft. 

9. Alle Verbindungsgeraden entsprechender Punkte und t) bilden eine 

dreifache Mannichfaltigkeit. 
Jede solche Gerade 1 wird von ihrer entsprechenden Curve C; in 4n-2 

Punkten geschnitten, namlich in 4(n -  1) auf der Kernflache H gelegeuen 
Punkten und in zwei einander entsprechenden Punkten. 

8 3. Die Ebene. 

1. Metliode. 

10. I n  der in 4. angewandten Abbildung entspricht jeder Ebene E in F 
eine Flache q in  E ,  welche jede Gerade g in ebensoviel Punkten schneidet, 
als die der Geraden g in P entsprechende Curve nZt8' Ordnung die 1 

echneidet. <p ist daher von der nZten Ordnung. 
Dieser Flache raqter Ordnung cp in E entspricht nun in F eine Fllche, 

welche von einer Geraden g in ebensoviel Punkten geschnitten wird, a19 

von der der g entsprechenden cg geschnitten wird, also in  n3 Punkten. 
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Da sich nun von dieser der cp entsprechenden Flacbe die Ebene E, 

welcher die q entsprach , abspaltet, bleibt: 
, J e d e r  E b e n e  E e n t s p r i c h t  e i n e  F l a c h e  O, d e r  (N~-1)"" 

Ordnung ."  
2. Methode. 

11. Benutzen wir wieder drei beliebige Fl~chenbüschel A ,  B ,  r des 
Gebüsches, welche eine Flache cp gemeinsam haben. (5.) 

Eine Fliiche u des Büschels A echneidet E in  einer Curve 1 s a  1 der ntBn 
Ordnung, durch welche die Büschel B und r einander n x d e u t i g  zugeordnet 
sind. Denn eine Flache p von B schneidet 1 cal in  n2 Punkten [ ~ a p ] ,  

durch deren jeden eine Flache y von r bestimmt ist. 
Die Büschel B und r erzeugen eine Flache n3ter Ordnung ypY. Denn 

durch eirien Punkt ,r einer beliebigen Geraden g geht eine Plache P ,  der 
ne Flkhen y angehoi-en, welche g iu n3 Punkten t) schneiden. Umgekehrt 
gehoren jedem Punkte t) n2 Punkte r zu. I; und t) coincidiren also ftir 2.n3 
Punkte. D. h.: das Erzeugniss von B und r ist von der Znqton Ordnung. 

Da aber die gemeinsame Flache cp der drei Büschel sich nK-fach ab- 
spaltet, bleibt als Erzengniss von B un.d r eine Flache vpy der n3Len 
Ordnung. 

Diese Flache qpy schneidet or ausser in  der ebenen Curve .n'es Ordnung 
I E U ~  noch in einer Raumcurve der n(n9- 1)'"" Ordnung, welche der Ort  
siimmtlicher auf u liegender und Punkten von E entsprechender Punkte ist, 
also die Schnittciirve von ar mit der E entsprechendeii @ iut. De nun a 

von der n'en Ordnung i s t ,  crgiebt sich: 
O. ist von der (n3 - l)ten Ordnung. 

Zu deniselben Resultate führt Nethode 3. 
12. Jede Ebene E wird von der Kernflache H in  einer Curve 4(n-l)ter 

Ordnung H geschnitken, welche als Ort  cntaprechendcr Pnnkte zu Punk- 
ten von E - ntirnlich sich selbst entsprechender Punkte - auf @, liegt. 

Ausser in der Curve H schneidet @, die E noch in einer Curve der 
n3 - 1 - 4 ( la  - 1) = ( n  - 1) (n2 + .>a - 3)t"n Ordnung q,, deren Punkte ein- 
ander paarweise zugeordnet sind als entsprechende Punkte in der Ver- 
wandtschaft. 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der Curve q, nmhtillen 
eine Curve der 2(n - 1) (n2 + R - 3)'~" Classe (vergl. 5 10, 28). 

Ausser in der Curve H schneidet @. die Kernfiache H noch in einer 
Curve 4(n - 1) (n3  - 2)ter Ordnung h , dereu Punkte zugeordnet sind der 
Schnittcurve der 4(n - 1) (n3- 2)t0n Ordnung der Ebene E mit der ,der 
Kernfkhe zugeordneten Flache H' " . 

, Auf jeder Ebene giebt es eine Curve h' der 4(n - 1) (m3 - 2)t0n Ord- 
nung, deren Punkte unter ihren zugeordneten einen Doppelpunkt besitzeii. 
Diese Doppelpunkte erftillen eine Raumcurve h der 4 (n - 1) (n3 - 2)ten 
Ordnung. 
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§ 4. G e r a d e  und E b e n e n .  

13. Einer Geraden g und einer Ebeno E entsprechen eine Curve C 
und eiue FlSche @, der (n2 - ] ) te"  Ordnung, welche sich in  (n3 - 1)2 Puiikten 
schneiden. Von diesen Punkten entsprechen (ns - 1) Punkte dem Schnitt- 
punkte ( ~ g ) ,  und werden auf Cg durch eine beliebige durch ( ~ g )  gehende 
Flache, auf 0 durch eine beliebige Curve des Gebüsches herausgeschnitten. 

Da Cg die E in (.n3 - 1) Punkten schneidet, giebt es auf E (n3 -1) 
Punkte,  welche einen entsprechenden Punkt  auf g liegen heben. Diese e n t  
sprechenden Punkte sind die Schnittpunkte von g und @.. Also: 

,Auf einer beliebigen Geraden g und einer beliebigen Ebene E giebt 
es (n3 - 1) Paare einander in der Verwandtschaft entspreehender Punkte. 

Jedem dieser Punktepaar,e entsprechen noch weitere (n3 - 2) Punkte, 
allen (.n3 - 1) Punktepaaren also (n3 - 1) (rY - 2) Punkte, welche mit den 
dem~Schnittpunktc ( g ~ )  entsprechendcn (nS- 1) Punkten die Schnittpuukte 
der g  und E entsprechenden Cg und Qb sind.' 

14. Zwei Ebenen cl und F,  schneiden sich in einer Geraden g = 1 E~ 
welcher eine Curve Cg zugehort, die auf den den Ebenen E~ und e, zuge- 

horigen Pliidhen O,, und @,, liegt. 
Ausser i n  Cg schneideii sich @,, und O,, noch in einer Raumcurve C,! 

der (.ns - 1) (n3 - 2 ) t e n  Ordnung. 
Die der Schnittcurve 1 E,  @,,( (n3 - l)ter Ordnung entsprechenden Punkte 

niüssen sowohl auf der der E ,  zugehorigen @,, liegen, a13 auch entweder 
auf E ~ ,  oder auf OF,. 

Die ebenen Curven (n3 - l ) t e r  Ordnung ( E ,  @,, 1 und 1 E ,  O,, ( entsprechen 
einander also eindeutig und punktweise, und jedem einander entsprechenden 
Punktepaare beder  Curven entsprechen ausserdem noch (n3 - 2) Punkte, 
welche auf Cl, liegen. Also: 

,,Auf je zwei beliobigen Ebenen E, und E~ giebt eu zwei Curven 
(n3 - l ) t ~ '  Ordnung , deren Punkte einander paarweise entsprechen, und 

denen ausserdem noch die Punkte einer Raumcurve (n3 - 1) (d-2)'" 
Ordnung C,, entsprechen, welche mit der der Schnittlinie g = 1 rl e21 zu- 

geh6rigen Cg zusammen den Durchçchnitt der den beiden Ebenen eut. 

sprechenden a., und O,, bildet." 

15. Die Ebene E ,  wird 
von 0, in  einer curve (n3 - l ) t o r  Ordnung 1 E~ @,, 1, 
von O,, 

1. in einer Curve H der 4(.n - l ) t e ~  Ordnung, der Schnittcurve von 
mit der Kernfiiiche II, 

2. in  einer Curve q~,, der (.n - 1) (.n" n - 3)''" Ordnung 
geaclinitten , deren Punkte einander paarweise entsprechen. 
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Die Curve 1 e, O,, ( schneidet nun 

die Curve H in 4 ( n  - 1 )  (12' - 1)  Punkten, 

qc, - 1) (nP + n - 3) (n3 - 1 )  Punkten. 

Von den ersteren 4(n - 1) (n3- 1 )  Schnittpunkten liegen 

a) 4(n- 1) Punkte auf g = 1 E ,  e2 1 als sich selbst entsprechende, auf 
H gelegene Punkte; 

b) die weiteren 4 ( n  - 1) (ns-  2) Punkte sind Doppelpunkte in E,, 
denen in E~ ein conjugirter Punkt  und auf Cl, daher nur noch 
(123- 3 )  Punkte zugehoren. 

Von den letzteren ( n  - 1)  (n2 + n - 3) (12' - 1) Schnittpunkten sind 

c) (n - 1) (n" tz - 3) Punkte die wcitcren Schnittpunkte der der Ge- 
raden g = 1 E ,  f2 / zugeh6rigen Cg mit der Ebene e,, und haben daher 
auf g einen conjugirten Punkt;  

cl) die weiteren (n  - 1 )  (n' + n - 3) (n3 - 2) Punkte sind mit den Punk- 
ten b )  zusammen die Schnittpunkte von e, mit der CI4, und zerfal- 
len in Paare einander entsprechender Punkte,  deren jeder in E, noch 
einen entsprechcndcn Punkt  besitzt. 

Es ergiebt sich daraus: 

1. ,Auf jeder Ebene giebt es 4(12 -1) sich selbst entsprechende Punkte, 
die zugleich noch in einer beliebigen andern Ebene sich selhst entspre- 
chcnde Punkte sind.' [a).] 

2.  ,AuF jeder Ebene giebt es 4(n- 1) (nY - 2)  ~ i c h  selbst entspre- 
chende Punkte, die auf einer beliebigen andern Kbene einen entsprechen- 
den Punkt besitzen." [ b ) . ]  

3. ,Auf jeder Ebene giebt es 4 ( n  - l j (n3  - 2) Punkte, die nuf einer 
beliebigen andern Ebene einen sich selbst entsprechenden Punkt  als zu- 
geordnctcn Punkt besitaen.' [b).] 

4. , hu f  jeder Ebene giebt es (n-l)(n"n -3)  Punkte,  die auf 
eirier beliebigen Geraden derselben Ebene einen zugeordneten Punkt  be- 
sitzen [c).] 

5.  ,Auf jeder Ebene giebt es (n" 1) Punkte, die auf einer be- 
liebigen, nicht in derselben Ebene liegenden Geraden einen zugeordneten 
Punkt besitzen." (Vergl. 13.) 

( ~ - 1 ) ( n ~ + n - - 3 ) ( f i ~ - 2 )  
6. ,Auf  jeder Ebene giebt es - -- 

2 
Punkte- 

paare, die auf einer beliebigen anderu Ebene einen zugeordneten Punkt 
besitzen.' [d).] 

(W - 1) (ne + II - 3) (ns  - 2) Punkte, die 
7 .  ,Auf jeder Ebene giebt es 

2 - 
auf einer beliebigen andern Ebene ein zugeordnetes Punktepaar besitzemu 

16. Die einander entsprechenden PunktePaare zweier Ebenen €1 und E2 

hilden awei Curven 1 E ,  @., 1 und 1 E ,  @,, 1 (n3 - l)ter Ordnung. 
Zeitsclift f. Mathomatik n. Yhysik XXXV, 1. 15 
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Jedem Paare entsprechender Punkte derselben gehoren noch weitere 
(fi3 - 2) Punkte a n ,  nelche auf einer Curve C,, der (m3 - 1) (n3 - 2)"' Ord- 
nung liegen. 

Diese schneidet eine drittt: Ebene E, in (n3 - 1 )  (n3 - 2) Punkten Also: 
,,Auf drei beliebigen Ebenen E , ,  F , ,  r3 giebt es ( n 3 - l ) j n 3 - 2 )  

Tripe1 einander entsprechender Punkte.' 
Diesen Pnnkttripeln entsprechen ausserdern noch (n9- 1) (n3 - 2)(& -3) 

Punkte,  welche auf den drei,  den Ebenen E , ,  f 2 ,  F~ ziigeh6rigen @,, , oh, 
a., licgen, sowie auf den drei Curven Cl,, Cl,, CP3' dereu jede zwei cbenen 

Curven IE,@,,~ und ~ E ~ O , , I ,   IF^@,^ und IE,@,,(, I P , @ , /  und lf3Q>,l ent- 
spricht und die conjugirten Punkte der sich in den betreffenden beiden 
Ebenen entsprechenden Punktepaare enthalt. 

Q 6.  Schaaren von Flàchen O und Curven C. 

17. Allen durch eine Gerade g gehenden Ebenen gehoren die Fliclien 
einer einstufigen Flachenschaar voin Index (a3- 1) an. Denn durch einen 

beliebigen Punkt  a des Raumes gehen (fi3 - 1)  Flachen , welche den (.nS - 1 )  
Ebenen eutsprechen, welche durch die dcm Punkte a des Ebencnbüscbels y 
in  der Verwandtschaft entsprechenden (n3-1) Punkte gehen. 

Allen durch eiuen Punkt  p gehenden Ebenen des Raumes entsprechen 
die FlXchen einer zweistufigen Flachenschaar vorn Index (n3 - Il2. Dern 

durch zwei beliebige Punkte a und b gehen (m3-l)2 Flachen der Scliaar. 
Allen Ebenen des Raumes entspricht ein dreistufiges Fliichensystem 

( v ~ ~ - l ) ~ ' *  Ordniing und vorn Iudex (n3- l)3. 

18. Alleu Geraden eines ebenen Strahlenb[ischtls entsprechen die Raum- 
curven eines Curvenblischels vorn Index 1, dessen Curven auf einer 0 liegen 
und .n" - 1 feste Grundpunkte besit~en. 

Allen Geraden, die durch einen Punkt  p gehen, entsprechen die Curven 
C einer Curvenschaar vorn Index (m3 - 1). Denn durch jeden Piinkt a gehcn 
( n k l )  Curven der Schaar, welche den Verbindungslinien von p mit den 
a entsprechenden Punkten zugehoren. 

Allen Geraden des Raumes entspricht eine vierstufige Curvenschaar vom 
Index (& - 1)'. 

19. E s  gehoren also zu einem 
Ebenenbüschel - Flijchenbüschel vorn Index (123 - 1) mit einer Grund- 

curre  der (n3 - l ) t en  Ordnung , 
Ebenenbündel - Flachennetz vorn Index (fi3 - 1)2 mit (n3 - 1) festen 

Grundpunkten, 
Ebenensystem - Flacliensystem vorn Index (n3- 1 ) 3 ,  
Strahlenblischel - Curvenbüschel vorn Index 1 aiif einer 9> mit (n"-1) 

festen Grundpunktcn , 
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Stialilenhündel - Cui-venbündel vom Index (123- 1) mit (n3-1) fevten 
Grundpurikten , 

vierstufigen Strahlsystem - vierstufiges Curvensystern vom Index (n3-1)2. 

8 6. Die C u r v e  u n d  F lÈche  mter O r d n u n g  und ihre e n t s p r e c h e n d e  
C n r v e  u n d  F lache .  

20. Einer Flache mter Ordnung entspricht in  der Verwandtschaft 
eine Flacbe nz (n3 - l ) t e r  Ordnung. 

Denn: die der F&he pnter Ordnung entsprechende Flache wird von einer 
Geraden g in ehensoviel Punkten gescbnitten, als die Flache mtnr Ordnung 
von der der Geraden g entspechenden Cs., a190 i n  m(ns-1)  Punkten. 

21. Einer Curve mter Ordnung entspricht in  der Verwandtschaft 
eine Curve m (< - 1 ) t ~ r  Ordnung. 1st die Curve mtor Ordnung der (par- 
tielle) Schnitt zweier Fliichen pter und qter Ordnung, so ist  die zugeh6- 
rige Curve rn(n3 - 1) ter  Ordnung der (partielle) Schnit,t zweier Flachen 
p ("3 - l)ter und p (ns - l ) t e r  Ordnung. Y 

Z w e i t e s  C a p i t e l .  

Die Bernfliiche der Ver~a~ndtschaft .  

8 7. D e r  s i c h  s e l b s t  e n t s p r e c h e n d e  Punkt. 

22. Fallt ein Punkt  p mit einem seiner conjugirten zusammen, BO 

schneiden sich die Fliichen des durch ibn gehenden Flkichennetzes sammtlich 
in zwei unendlich benachbarten Puukten,  halien also in p eine Tangente p 
gemcinsam. 

Durch jeden nicht auf der Tangente p gelegenen unendlich benachbar- 
ten Punkt geht ein PILclienbUsshel unserep Fl%hengebiiscbes, dessen Flachen 
sich in p berühren. Die Reriihrungsebene n geht durch p. Die Grund- 
curve jedes dieser unendlich vielen FI%chenbüschel hat  i n  p einen Doppel- 
punkt. 

Unter den Fliichen eines d i e ~ e r  Flachenbüschel giebt es eine Flsche, 
die noch durch einen weiteren, unendlich henachbarten, nicht auf n gelegenen 
Punkt geht. Diese Flache bat  in p eineu Doppelpunkt und gehort allen 
Fliichenhtischeln a n ,  deren Flachen sich in p berfihren. 

Untcr diesen Bti~cheln giebt es eines, dessen Flbchen noch diirch eineri 
weiteren, auf p liegenden unendlich benachbarten Punkt  gehen. Seino 
Griindcurve hat p zur stationsren Tangente. 

Umgekehrt, wenn in einem Punkte p sich die Flacben eines Büschels 
in einer Ehene n: beruhren, oder, was dasselbe is t ,  wenn in p eine Grund- 
curve eines Rüschels einen Doppelpunkt h a t ,  dann ist p fur eine Flache 
dieses Btischels ein Doppelpunkt, und eine nicht zum Biischel gehorige, 

l b *  
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aber diirch p gehende Flache schneidet n in  einer Geraden p ,  welche ge- 
meinsame Tangente aller Flachen des durch das Flachenbüschel und die nicht 
zu ihm gehorige Flache bestimmten, dem Punkte p zugehorigen Flachen. 
netzes ist. Der Punkt  p ist also dann sich selbst conjugirt. 

1st p ein Doppelpunkt einer Flkche des Gebtisches, so bildet diese 
Flache mit einer beliebigen andern Plache zusammen ein Flfichenbüschel, 
dessen Flachen sich sammtlich i n  der Bertihrungsebene der letzteren Flache 
berühren. Oder: so schneidet jede weitere durch p gehende Flache die 

Flache mit Doppelpunkt in einer Grundcurve mit einem Doppelpunkte in p 
U. S. W. 

23. Die Punkte p des Kerngebildes baben also die Eigenschaften: sie sind 
1. Grundpunkte von Flachennetzen, deren Fliichen in p eine gemein- 

same Tangente p haben, 
2. Berührungspunkte der Flachen unendlich vieler Fl%cbenbiischel, 

deren Berübrungsebenen ein Ebenenbüscbel mit der Axe p bilden, 
3. Doppelpunkte je einer Fltiche de8 Gebtisches, 
4. Doppelpunkte unendlich vieler Grundcurven von Flachenhüscheln. 
5. I n  ihnen bat ein Flachenbüschel eine stationare Tangente p. 

O 8. Die Kernfliiche. 

24. I n  eiiiern Punkte p des Kerngebildes ha t  eine Flache des Fiachen- 
gebüsches einen Duppelpunkt. Die Polarebene dieses l'unktes in Bezug auf 
die Flache mit Doppelpunkt ist unbestimmt. Die ersten Polarflachen aller 
Punkte des Raumes in neaug aiif die Flache mit Doppelpunkt geht also 
durch den Doppelpunkt p .  Die Punkte des Kerngebildes sind also die Punkte, 
in  denen sich srmmtliche ersten Polarfliichen einer Flache des Gebüscheu in 
Bezug auf silmrntliche Punkte des Raumes schneiden. 

Wir  nehmen vier beliebige Punkte a ,  b, c ,  b im Raume an. Ihre eraten 
Polarflachen in Bezug auf die Fliichen des Fl&Aengebtisches nter Ordnunp 
bilden vier projectivische Flachengebüsche (n -l)ter Ordnung A ,  B, r, A. 

Durch jeden Punkt  x einer beliebigen Geraden g geht niin ein Flachen. 
netz des Gebüsches A ,  dem im Gebtîsche B ein Flachennetz zugehort, von  
dem ein Büschel durch r geht. Dicscm Büschel entspricht wieder i n  rein 
FliichenbUscbel, von dem eine einzige Flache durch r geht. Dieser Flache 
entspricht in A eine weitere FLache, die g in (n - 1) Punkten q schneidet. 
Umgekehrt geht durch jeden Punkt t) ein FlachengebIisch in A ,  deuen in 
A ,  B , r drei projectivische Flachengebüsche (w - l)ter Ordnung zugeh6renI 
welche* eine Flliche 3 (n. - 1) '0~  Ordnung erzeugen, die g in 3 (n - !) Punk-  
ten r schneidet. 

* Zwei projectivische Fliichenbü3chel (vz -1 ) '~ .  Ordnung erzeugen eine Flacbe 
2(n-I)'erOrdnung. Denn: durch einen Piinkt r einer Geraden g gcht eineFlKche 
des einen Uüachels, der im zweiten Büschel eine Fliiche zugehort, welche g " 
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Da jedem Punkte s (n - 1) Punkte t ) ,  

n n V 3(72-1) n r 
zugehfiren, coincidiren ,r und g für 4 (n - 1) Punkte der Geraden g. D. h.: 
auf jeder Geraden g giebt es 4(n-  1) Punkte, in denen sich vier ent- 
sprechende Fliichen der vier Polargebüsche A, B ,  r, A schneiden und in 
denen sich daher alle ersten Polaren einer Flache des Grundgebüsches der 
Ordnung schneiden. Also : 

, D a s  K e r n g e b i l d e  i s t  e i n e  F l a c h e  H d e r  4 ( n - l ) t e n  O r d -  
n u n g  u n d  d e r  4 ( n - 1 ) ( 4 7 ~ - 5 ) ~ ~ ~ ~  C l a s s e u !  

da die Kernflache im Allgemeinen keine Doppelpunkte besitzt. 
Diese Kernfiache ist die Hessiana der vier das Flachengeb~sch d e r  

Ordnung constituirenden Flachen. 
25. Die Polarebcnen jedes Punktes p der Kernfiache H in Bezug auf 

alle Flàchen des Gebüsches schneiden sich i n  einem Punkte q ,  der auf einer 
Flache der 4(n - l)3ten Ordnung liegt. Umgekehrt schneiden sich die ersten 
Polarflikhen von q in p. 

26. Die den Punkten der Kernfliiche H in der Verwandtschaft zugeord- 
neten, je nS - 2 Punkte liegen auf einer Flache der 4  (n - 1) (n3 - 2)t.n 
Ordnung, der der Kernflache zugeordneten Flache H'  (vergl. 5 2, 8). 

D r i t t e s  C a p i t e l .  

Ein durch die Yerwandtschaft bestimmter Strahlencomplex. 

3 9. Der Strahlencomplex. 

27. Nehmen wir in  einer Ebene m einen Punkt  p a n ,  so entspricht 
einer durch p in rr gezogenen Geraden a eine Curve Ca. welche n; ausser in 
4(12 - 1) auf a gelegenen Punkten noch in (n - 1) (a" n  - 33) Punkten b 
schneidet. Diese ergeben, mit p verbunden, (n - 1) (n2 + n  + 3) Strahlen b. 
Umgekehrt gehoren jedem Strahle b (rc - 1) (nP + n  - 3) Strahlen a an, 
a und b coincidiren daher ftir 2 (n - 1) (n" va - 3) Strahlen. Diese Coinci- 
densstrahlen sind die in  n durch p gehenden Complexstrahlen. Daraus folgt: 

(n-1) Punkten q schneidet; iind umgekehrt gehoren jedem Punkte q (n-1) Punkte 
x z u .  r und t )  coincidiren alao für 2 (n- 1 )  Punkte. nrei projectivische Flachen- 
nctze (n- l)'Or Ordnung erzeugen eine Flache J(n-l)ter Ordnung. 

* Denn: durch einen Purikt r einer beliebigen Geraden g geht ein Paar ent- 
sprechender Flachen der beideu ersten Netw, denen im dritten Netze eine Flaclie 
zugehort, welche g in (n-1) Punkten q schneidet. Umgekehrt geht durch jeden 
Pnnkt i )  ein Flachenbüschel des dntten Netzes, dem im ersten und im zweiten 
Netze rwei projectivische Büschel angehoren, welche nach Vorigem eine Flache 
2 (n- l ) ler  Ordnung erzeugen, die g in 2(n- 1) Pnnkten r schneidet. r und 0 co- 
incidiren daher für 3 ( m - l )  Pnnkte, q. e. d. 
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230 Ueb. die durch ein linear. Flachensyst. definirt. Raumverwandtsch. 
---- ----------- 

, D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  d e r  Ver-  
w a n d t s c h a f t  b i l d e n  e i n e n  S t r e h l e n c o m p l e x  vorn G r a d e  
2 ( n - l ) ( n S + n - 3 ) . '  

,,Die durch einen Punkt p gehenden Complexstrahlen bilden eirien 
Kegel der Ordnung 2 ( n  - 1 )  (m2 + 1a - 3 )  ; die in einer Ebene liegenden 
Complexstrahlen umhtillen eine Curve der Classe 2 (n - 1) (n" m - 3)'' 

1 10. C o m p l e x c u r v e n  und Complexf lachen .  

28. Auf jcdcm Complexstrahl liegen zwei einander in der Verwandt- 
schaft entsprechende Punkte,  die wir die singuliiren Punkte des Complex- 
strahles nennen wollen. 

.Die singularen Punkte der in einer Ebene liegenden Complexstrahleu 
bilden eine Curve (lz - 1) (n4 $12 - 3)ter Ordnung (5  3, 12), wahrend die 

Complexstrahlen selber eine Curve 2 ( w  - 1) (ne + n  - 3)'er Classe um. 
hlillen. 

29. Die singularen Punkte aller durch einen Punkt  p gehenden Com- 
plexstrahlen bilden eino Raumcurve , welche von jedem Kegelstrahl ausser 
in p noch in zwei Punkten geschnitten wird, von denen fur (ns - 1 )  Kegel- 
strahlen ein Punkt nach p fallt. 

Die Raumcurve geht also (n2 - 1) -mal  durch p ,  und de eine beliebige 
durch p gelegte Ebene die Raumcurve ausser i n  dem (n3 - 1)  - facheu Punkte p 
noch i n  je zwei Punkten auf jedem der 2 (n - 1) (n2 + n  - 3) Kegelstrahlen 
schneidet, in  denen die Ebene den Cornplexkegel schneidet, so schneidet 
die Ebene die Curve in (n3-1) +4(m-1)(n%-t-3)=(n-1)(5n2+5n-11) 
Punkten. 8190 : 

,Alle durch einen Punkt p gehenden Complexstrahlen bilden einen 
Kegel 2 ( n  - 1) (na + m - 3)'" Ordnung. Die singulken Punkte dieser 
Complexstrahlen liegen auf einer Raumcurve der (n - 1)  (5n2 + 5n - 11)'00 
Ordnung, welche den Punkt p zum (a3 - 1) - fachen Punkte uud in ihm 
seine Verbindungsstrahlen mit seinen conjugirten Punkten zu Tangenten 
hat. Diese ltaumcurve bat den Complexkegel zurn Perspecti~kegel.~ 

30. Die singularen Punkta siimmtlicher eine Gerade g schneidenden 
Complexstrahlen liegen auE einer Flliche, welche durch g (mY - 1 )  -mal hio- 
durchgeht - denn jeder Punkt von g ist (n3  - 1)  - facher Punkt seiner Corn 
plexkegelcurve - und von der Ordnung 2 (n - 1)(n2 + n - 1) kt. Denn 
jede durch g gelegte Ebene E schneidet sie ausser in  der (d - ])-fachen 
Geraden g noch i n  einer Curve .Jiç ( 5  3 ,  12) der (n  - 1 )  (m9+ la- 3)"u 
Ordnung. 

31. .Drei beliebige Gerade y,, g,, g3 werden von 4(n -1) (nqm-3)  

Complexstrahlen geschnitten." 
Denn: Legen wir durch g3 eine Ebene f E ,  welche g, in einem Punkte r 

echneidet. Siimmtliche durch r geheuden Cornplexstrahlen bilden nun einen 
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Kcgel von der Ordnung 2 (n - 1) (d+ + - 31, von dern g2 in ebenso vielen 
Puuliten t) gesehnitten wird, die, mit g, verbunden , 2 (n - 1) (n2 + n - 3) 
Ebenen r n  ergebeii. Urngekehrt gehoren jeder Ebene cg 2 (12 -l)(n2+ n- 3) 
Ebenen t z  m. F E  und t~ coincidiren daher für  4(n - 1 )  (n2 + n - 3) Ebenen. 
In jeder derselben liegt ein Cornplexstrahl , der g, g, g:, schneidet , q. e. d. 

32. ,,Alle Complexst,rahlen, welche zwei beliebige Gerade g, und g, 
sclineiden, bilden eine Regelflache 4(n - 1) (n" n - 3Iter Ordnung.' 

Da eine Ebenc durch g die Regelflache nur in 2 (m - 1) (n2 + n - 3) 
Strulilcn schneidet , sind g, und g, 2 (n - 1) (n2 + n - 3) - faehe Directrieen 
der Regelfl%uhe. 

Da auf jeder Generntrix zwei singulare Purikte liegen, jede Ebene durch 
g in 2 (n - 1) (n2 + n - 3) Generatricen schneidet , bilden die singulilren 
Puukte der Generatricen der Regelfliche eine Raumcurve 4(n -1) (n2 + n- 3jte' 
Ordnung. 

V i e r t e v  C a p i t e l .  

Eiiie durch die Yerwandtschaft bestinimte Strahlencongruenz. 

5 11. Einige Hilfssatze. 

33. Lliejenigeri Strahlen des im III. Capitel betrachtelen Stralilencorn- 
plexes, deren singulare Punkte zusammenfallen, bilden eine Strahlencon- 
grueuz. Es sind dies gleichzcitig die samrntlichen Flachen eines Flachen- 
netzes gemeinsamer Tangenten p ( 5  '7)- welche zu den Punkten p der Kern- 
ilache H in Beziehung stehen. 

Um Ordnung, Classe und Rang dieser Congruenz zu bestimmen, mtissen 
wir eunichst einige Hilfssgtze ableiten. 

1. Hilfssatz. 

34. ,Die Uerührungspunkte der Ebenen eines Ebenenbüschels g und 
der Flachen eines Fliichenbüschels d e r  Ordnung liegen auf einer Curve 
(n - 1) (3 n - Ordnung , welche die Axe g des Ebenenbüschels in  
2 ( n  - 1) Punkten ~ e h n e i d e t . ~  

D ~ n n :  Jede Ebene F des Ebenenbüschels tvird von den Flaehen des FI$- 
chenbüsclielu in einem Curvenhüscliel rite' Ordnung geschnitten. Jeder Doppel- 
pünkt einer solclien Curve ist ein Rerührungspiiukt einer Flache des Fla- 
cbenbüschels mit der Ebene E und hat  die Eigenschaft, dass seine gerado 
Polare i u  Bezug auf die betreffende Curve des Curvenbüschels unbestimmt 
kt,  dass also die ersten Polareu aller Punkte der Ebene in Bezug auf die 
Curve mit Doppelponkt sich im Doppelpunkte schneiden. 

Um die Anzahl der Doppelpunkte zu finden, brauchen wir also niir 
die Zahl der Punkte zu bestimmen, in denen sich die ersten Polaren dreier 
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232 Ueb. die durch ein linear. Flachensyst. definirt. Raumverwaudtscb. - -----------------------------------, --- --" 

beliebiger Punkte a ,  b, c der Ebene E in Bezug auf eine beliebige Curve 
des Büschels schneiden. 

Die ersten Polaren von a ,  6, c in Bezng auf die Curven des Biiscb& 
bilden drei projectivische Curvenbüschel (n - l)hr Ordnung A ,  B, C. 

Die projectivischen Büschel A und B erzeugen eine Curve Z ( l c - l ) t p r  

Ordnung. 
Die projectivischen Büschel A und C erzeugen eine Curve 2 ( n  - l , 'er  

Ordnung. 
Diese beiden Curven hahen die (n - 3)2 Grundpunkte des Bascheh A 

gemeinsam. 
Sie schneiden sich daher ausserdem noch in 3 (n - 1)2 Punkten, welche 

Bertihrungspunkte von E mit  Flacheii des Fl~chenbüschels sind. 
- 

Die Gerade g wird nun von 2(n- 1) Flachen des Flachenbtischels be- 
rübrt ,  welchen 2 (n  - l) Ebenen des Ebeneubüschels entsprechen, die eine 
Flache in einem Punkte von g berühren. 

Die Gesammtzahl der auf E liegenden Berlihrungspunkte von Ebenen 
des Rbenenbüschels mit Flachen des Flachenbilschels betragt also: 

3(n-1)9-2(n-1)  =:(n-1)(312-1), 
q. e. d. 

2. Hilfssatz. 
35. ,Die Rertihrungspunkte der Ebenen eines Ebenenbüschels g und 

der Plachen eines Flachennetzes nter Ordnung bilden eine Flache der Ord- 
nung ( 3 m  - 2), welche dnrch die Axe g des Ebenenbüschels und dureh 
sgmmtliche Grundpunkte des Flachennetzes hindurchgehtU 

Denn: Jede Ebene E des Ebenenbilschels g wird von dem Fliichennetze 
in  einem Curvennetxe der Ordnung geschnitten. Die Doppelpunkte der 
Curven dieses Ketzes sind Berührungspunkte von Plachen. I n  ihnen schnei- 
den sich die ersten Polaren aller Punkte der Ebene E in Bezug auf die 
Curve mit Doppelpunkt. 

Die ersten Polaren aller dreier Punkte a ,  6, c der Ebene E bilden drei 
projectivische Curvennetze A ,  BI C (n - l)t" Ordnung. 

Dieselben erzeugen (vergl. 5 8, 24, Anm.) eine Curve 3 (m - l)ter Ord. 
nung , die Doppelpunktscurve des Netzes. 

Die Gerade g wird in jedem ihrer Punkte von e i n e r  Flache des FIL 
chennetzes bertihrt, geh6rt also vollstiindig dem Orte der Berührungs- 
punkte an. 

Derselbe schneidet also die Rbene e 

1. in  einer Curve 3 (n - ])ter Ordnung, 
2. in  der Geraden g ,  

ist also von der (3 va - 2)ten Ordnung, q. e. d. 

3. Hilfssatz. 

36. ,Die Berührungspunkte der Ebenen eines Ebenenbtindels P und 

der Fliichen eines Fl~chenbüschels nter Ordnung bilden eine Flache 
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(Zn - l)te* Ordnung, welche durch die Grundcurve des E'lachenbüschels 
und diirch den Punkt  p hindurchgeht.' 

Denn: Die Ebenen des Ebenenbündels p berühren eine Flache des 
Flëchenbüschels langs ihrer Schnittcurve mit der ersten Polaren von p in 
Besug aiif die betreffende Flache. Die Flschen des Flachenblischels rite* 
Ordnung und seines ersten Polarenbüschels (12 - l)teT Ordnung in Bezug 
auf p erzeugen nun eine Flache (Zn- ])te' Ordnung, welche durch p u. S. W. 

geht, q. e. d.  

12. Die Ordnung der Congrnenz .  

37. Jeder Congriienzstrahl, ùer durch einen Punkt  p geht, bertihrt in 
seinem singuliiren Punkte .r sammtliche Flaclien eines Fliichennetzes. Dieses 
Flachennetz hat mit jedem beliebigen Fl%henbüschel àes FlXchengebtisches 
je eine Fliche gemein, kann also ersetzt werden durch die drei Flachen, 
die es mit drei festen Flachenbüscheln A ,  B, r des Gebiisches gemein hat. 
Diese drei FlEhenbÜschel nehmen wir nun,  da durch A und B des Flachen- 
gobüsch bereits vollstiindig bestimmt ist,  so a n ,  dass das Biischel r sowohl 
mit A eine Flache < p i ,  als auch mit B eine Flache cp, gemein hat. 

Die singularen Punkte T der durch p gehenden Congruenzstrahlen sind 
demnach die Punkte, i n  denen je eine Fliiche der drei Blischel A, B, r von 
dnrch p gehenden Ebenen berilhrt wird, und liegen daher: 

1. auf der Berührungsfl%che des Bfischels A,  

2- n n n n n B, 
3. n m n n n r 

mit den Ebenen des Ebenenbündels p ,  sind also Schnittpunkte dieser drei 
Beriihrungsflachen (211 - l ) t s r  Ordnung (Hilfssatz 3). 

A und r haben nnn eine Fliiche 9, der den Ordnung gemein, welche 
von den Ebenen des Bilndels p langs einer Curve n(n. - l ) t ~ r  Ordnung be- 
rührt wird. Diese Curve schneidet nun die Beriibrungsfliiche von B in 
n (a - 1) (25-2 - 1) Punkten, welche zwar Schnittpunkte aller drei Berührungs- 
flachen, nicht aber Congruenzpunkte r sind, da in ibnen nur zwei Fliichen 
des Gebüsches von Ebenen des B h d e l s  p bertihrt werden. Diese Punkte 
spalten sich daher von den (Zn - 1)3 Schnittpunkten der drei BerUhrungs- 
flachen ab. 

Ebenso spalten sich die TL(%-  1 )  ( 2 n  - 1 )  Schnittpunkte der der B 
und r gemeinsamen Flache gil zugehorigen Bertihrungscurve mit der dem A 
zugehb'rigen Berührungsfliiche ab. 

Ferner geht der Punkt  p als gemeinsamer Schnittpunkt der drei Be- 
rührungs0Schen ab. 

Es bleiben demnach: 
(21a-1)5-2.a(m-1)(2n.-1)-1=2(~-1)(2~5-~+J) 

Pnnkte r tibrig. Also: 
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234 Ueb. die durch ein linear. Flachensyst. defirirt. Raumverwandtsch. 

, D i e  O r d n u n g  d e r  C o n g r u e n z ,  d. h. d i e  Z a h l  d e r  Con- 
g r u e n z s t r a h l e n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  p 
g e h e n ,  i s t  = 2(71-1)(2n2-12+1).U 

3 13. Die Classe der Congruenz. 

1. Nethode. 

38. Jede Ebene E wird von den Fliichen des Fl~chengeliüsches in eincm 
Curvengebtische geschnitten. 

1st  r singiiliirer Punkt  eines in e gelegenen Congruenzstrahles p, so 
bertihren sich in  x in jeder durch p gelegten Ebene, also auch in  E ,  un. 
endlich viele Flacheu eines Biischels, das die Ebene E in  einem Curven- 
büschel schneidet, dessen Curven sammtlich in  r einen Doppelpunkt besitzen. 

Dieses Curvenbitschel hat mit jedem Curvennetze eine Curve gemein 
und ist bestiinmt durch zwei seiner Curven. 

Sirnrntliche Doppelpuukte der Curven eines Netzes im Gebüsch liegen 
auf einer Curve 3 ( n -  Ordnung (vergl. 5 I l ) ,  die Doppelpunkte eines 
zweiten Netzes liegen auf einer zweiten Curve 3(n - l ) t e r  Ordnung. Dieae 
beiden Curven schneiden sich zuniichst in den 3 (n  - 1)2 Doppelpunkten dei, 
den beiden Ketzen gemeinsamen Curvenbiischels, haben ausserdem also noch 

6 (n - 1)' Schnittpunkte , deren jeder filr zwei, also fur uncndlich viele 
Curven des Gebüaches Doppelpunkt is t ,  mithin singularer Punkt eines 
auf e gelegenen Congruenzstrahles p ist. Also: 

, ,Die C l a s s e  d e r  C o n g r u e n z ,  d. h. d i e  Z a h l  d e r  i n  einer 
E b e n e  E l i e g e n d e n  C o n g r u e n z s t r a h l e n  i s t  

= 6 ( n -  1)"" 

2. Methodc. 

39. Wir  betrachten ein Ebenenbüschel g und zwei Flachennetze A und 
B des Flachengebüsches. 

Die Ebencu des Ebenenbtischels g (Hilfssatz 2) bertihren die Flachen 
des Netzes A in einer Flaühe 1, der (3n-2)ten Ordnung, 

n n B .  n n X i  n n n 

Diese beiden Bertihrungsfliichen schneiden sich also ausser in g noch 
i n  einer Curve [ (3n  - 2)2 - l ] ter  Orduung. 

Von dieser Curve spaltet sich die Curve (Hilfssatz 1) (n -1)(3n-1]tef 
Ordnung a b ,  H elche die Rerühruugscurve des beiden Netzen gemeinsamen 
Flachenbüschels mit dem Ebenenblischel g ist,. 

Die Punkte der tibrig bleibenden Curve 2 ( n  - 1 ) (3n  - litez Orduun,o 
haben die Eigenschaft, dasv in ihnen eine Ebene des Ebenenbüschels g zwei 

verschiedene Flaclien des FlLchengebÜsches, also ein ganzes Piachenbiischel 
berührt,  dass dieser Punkt  daher singularer Punkt  r eines g scbneidenden 
Congruenzstrahles p ist. Also : 
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, S ! i m m t l i c h e  e i n e  G e r a d e  g s c h n e i d e n d e n  C o n g r u e n z -  
s t r a h l e n  h a b e n  i h r e  s i n g u l a r e n  P u n k t e  a u f  e i n e r  R a u m c u r v e  
2(n-1)(312-l)t"r O r d n u n g ,  w e l c h e  g i n  4 ( n - 1 )  P u n k t e n  
s c h n e i d e t ;  s i e  b e r ü h r e n  a l s o  d i e  K e r n f l a c h e  l a n g s  d i e s e r  
C ~ r v e . ~  

Da nun eine bcliebige durch g gelegte Ebeno E die Congrucnzcurvo in 
2 (n - 1) (312 - 1) Punkten schneidet , von denen aber 4 ( n  - 1)  Punkte auf 
g liegen, ihre Congruenzstrahlen p also nicht auf E liegen liaben (da die- 
selben nur an die Uedingung geknüpft waren, g zu schneiden), so bleibt 
als Zahl der in E liegenden Congruenzstrahlen übrig: 

2(a - l )~3n-1) -4 (n-1 )=6(n- l )2 ,  
q. e. d. 

3. Methode. 
40. Die Curve der singularen Punkte r aller durch eine Gerade g ge- 

legtcn Congruenzstrahlen p muss: 
1. auf der Kernflache H liegen, 
2. auf der Beriihrung~flache des Ebenenblischels g mit einem beliebigen 

Flachennetze. 
Diese beiden Flachen schneiden sich in  einer Curve 4(n  - 1 )  (3n-2)ter 

Ordnung, von der sich indess die Curve der Doppelpunkte des Fllichen- 
netzes, also eine Curve 6 (ri - 1)Zter Ordnung abspaltet, so dass tibrig bleibt 
eine Curve: 

4(n-1)(3n-2)-6(n-1)z=2(n-1)(3n-  l)tor Ordnung 
U. S. W., wie oben. . 

5 14. Der Rang der Congruena .  

41. Unter dem Range der Congruenz verstehen wir die Anzahl der 
Congruenzstrahlen, welche zwei beliebige Gcrade g, und gp schneiden. 

Die singularen Punkte r aller g, und g2 schneidenden Congruenzstrahlen 
p liegen: 

1. auf der Kerntache H der 4(12- l)ten Ordnung, 
2. Bertihrungsflache des Ebenenbüschels g , ,  

3-  n n n n n Sn 
mit den Flachen je eines beliebigen Flaehennetzes im Fllichengebtische, also 
euf zwei Fliichen (312- 2)ter Ordnung 1, und 2 , .  

Dieve drei Flachen schneiden sich in  4 (n - 1)  (3 12 - 2)e Punkten. 
Nun liegen aber die Doppelpunkte des ersten Pl2chennetzes auf einer Curve 

6(n- 1)2tor Ordnung, welche auf H liegt und von der Bertihrungsflache 1, 
des zweiten Netzes in 6 (ra - 1)"3 n - 2) Punkten geschnitten wird, wahrend 
die Doppelpunktscurve des zweiten Netzes von der Bertihrungsflache 2,  des 
ersten Netzes ebenfalls in  6 (n - 1)P(3 n - 2) Punkten geschnitten wird. 
Diese beiden Punktgruppen sind daher von den obigen 4 (n - 1) (3 n - 2)' 
Punkten abzurechnen. 
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Dabei sind aber doppelt abgerechnet worden die beiden Doppelpunkts. 
curven gemeinsamen Doppelpunkte des beiden Pl%chennetzen gemeinsamen 
Fl&chenbiischels n t e r  Oidnung  , also 4(n - l)s Punkte. 

Es  bleiben daher iîbrig als singulare Punkte r der die Geraden g, und 
y, schneidenden Congruenzstrahlen p: 

4(+-1) \3n-2)2-  :!.6(n-ljY(3a-2) + 4(1z-1)~ 
= 4(n - 1) (+y + - 1) Punkte. 

Also: 
, D e r  R a n g  d e r  C o n g r u e n z ,  d. h. d i e  Zahl  d e r  zwei  belie. 

b i g e  G e r a d e  s c h n e i d e n d e n  C o n g r u e n z s t r a h l e n  i s t  

42. Nehmen wir beide Gerade g, und g, a19 sich schneidend an ,  90 
bestehen die g, und g, schneidenden Congruenzutrahleo: 

1. aus den in der Ebene [g,g,] liegenden, 
2. aus den durch den Puukt (g,g,l gehenden Congruenzstrahlen, 

ihre Anzahl ist also: 
6 ( n - l ) ~ + S ( n - 1 ) ( 2 1 z ~ - a + l )  =4(?e-1)(n2+n-l),  

was mit obigem Rcsultate libereinstimmt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



XIII. 

Ueber die Anzahl der Losungen gewisser Aufgaben 
und allgemeine Eigenschaften algebraischer Curven. 

Von 

Eine grosse Anzahl von Aufgaben, deren Losungen selbst auf untiber- 
wiudliçhe Schwierigkeiten ftihren, lësst dennoch wenigstens die Bestimmung 
der Zahl dieser Losungen zu. Eng  damit in Verbindung stehen gewisse 
Eigenschaften algebraischer Curven. Aufgabe dieser Arbeit ist es nun,  zur 
Behandlung solcher Aufgaben einen rein geometrischen Weg zu eroffnen. 
Es wird sich für Denjenigcn, der mit Aufmerksamkeit unsere Arbeit ver- 
folgt, zeigen, dass die hier entwickelte Art  der Behandlung in vielen Ftillen 
sicherer zum Ziele führ t ,  als die von C h a s l e s  gegebene Bedingung des 
Zusamrnenfallens von Punkten, wahrend bei anderen Fiillen es umgekehrt 
der Fa11 seiu mag. Namentlich lassen sich oft die von C h a s l e s  als ,,solu- 
tions etrangèresu hezeichneten Losungen bei einiger Vorsicbt leicht aus- 
scheideu. Ueberdies eroffnet diese Art der Behandlung solcher Fragcn den 
Weg zur Untersuchung einer Fiille von Fragen tiber die Eigenschaften 
algebraischer Curven, und namentlich sind es die Resultate, welche S t e i n e r  
in seinen Arbeiten: 

Al lgemeine  E i g e n s c h a f t e n  d e r  a l g e b r a i s c h e n  Curven.  Gesam- 
meite Werke, Bd. 2 S. 493-500; 

Ueber ~ o l c h e  a l g e b r a i s c h e  Cnrven ,  d i e  c i n e n  M i t t e l p i i n k t  
h a b e n ,  und ü b e r  d a r a u f  b e z ü g l i c h e  E i g e n s c h a f t e n  811- 
g e m e i n e r  C u r v e n ,  s o w i e  i iber  g e r a d l i n i g e  T r a n s v e r s a l e n  
d e r  l e t z t e r e n .  Ebenda Bd. 2 S. 501- 601, und 

Eigenschaf ten  d e r  Curven  v i e r t e n  G r a d e s  r ü c k s i c h t l i c h  i h r e r  
D o p p e l t a n g e n t e n .  Ebends Bd. 2 S. 603-612 

gab, die sich mittels der hier entwickelten Art beinahe durchweg leicht 
beweisen lassen, wie wir theils hier, theils in anderen Arbeiten zeigen 
werden. 

1. 
Ueber die Anzahl Kegelachnitte, welche durch Pnnkte ,  Tangenten 

und Normalen bestimmt sind. 

1. Irgend ein Biischel Kegelschnitte durch vier Punkte, B ( C e ) ,  sei 
gegeben. Ein Kegelschnitt C" der diesem Biischel angehort, hestirnrnt auf 
zwei (leraden G und 0 zwei Punkte P und Q und also eine Gerade P Q  
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derart,  dass durch jeden Punkt von (7 oder $j zwei, aber auch nur zwei  
solche Gerade P Q gehen. Schneidet jedoch ein Kegelschnitt des BUschels 
durch den Schnitt A von G und 8 diese Geraden noch in B und C ,  so 

sind auch A B  und A C  als besondere Lagen der Geraden PQ anzusehen, 
Gr und 0 also ebenfalls im Ort  der Geraden PQ und zwar je a1s einfache 
Tangente anzusehen. Durch jeden Punkt  von G (oder 4) gehen also drei 
Gerade PQ, von denen eine mit G (oder Q) vereinigt i s t ;  d. h. wir erbalten: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  PQ i s t  e i n e  C n r v e  d r i t t e r  Classe ,  d i e  
IJ u n d  Q zu T a n g e n t e n  h a t .  

Durch irgend einen Punkt R ,  der nicht auf G oder @ gelegen ist, 
gehen also auch drei Gerade PQ. Drehen wir nun @, bis .fj mit G zu- 
sammenfallt, so kann die Anzahl von drei durch R gehenden Geraden PQ 
sich nicht h d e r n ,  PQ wird jedoch jetzt nicht mehr Sehne im Kegelscbnitt 

B4, sondern Tangente in  P auf G ,  und da  durch irgend einen Punkt P 
auf G nur eine solche Tangente I'Q hindurchgeht, die mit G nicht zusam- 
menfillt ,  so ist G jetzt zweifache Tangente des Ortes geworden, d. h. wir 
erhalten : 

L i e g t  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e r  T a n g e n t e  T e i n e s  Kegel- 
s c h n i t t e s  CZ e i n e s  B U s c h e l s  B ( C e )  a u f  e i n e r  f e s t e n  Geraden G, 
s o  i s t  d e r  O r t  d e r  T a n g e n t e  T e i n e  C u r v e  d r i t t e r  Classe Tl 
m i t  G a l s  z w e i f a c h e r  T a n g e n t e . *  

Daraus ergiebt sich nns folgender bekannter Satz: 
D i e  K e g e l s c h n i t t e  e i n e s  B u s c h e l s  s i n d  s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  

j e  z w e i  d e r s e l b e n  e i n e  G e r a d e  b e r u h r e n  u n d  j e  d r e i  derselben 
e i n e  G e r a d e  s e n k r e c h t  d u r c h s c h n e i d e n .  

2. 1st ebenso ein System Kegelschnitte S ( C x )  gegeben, welches die 
Eigenschaft besitzt, dass alle Kegelschnitte desselben durch drei Punkte 
gehen und eine Gerade L berlihren, so zeigt uns der oben angefübrte Satz 
direct, dass durch jeden Punkt P einer Geraden G zwei Kegelschnitte des 
Systems S(C7 gehen. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen jedoch aiif 

einer zweiten Geradm $j vier Punkte Q. Las>en wir die Punkte P und Q 
wieder i n  den Schnitt Ton G und fallen, so folgt daraus wieder: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  PQ i s t  e i n e  C u r v e  s e c h s t e r  Cladse m i t  

G u n d  Q a19 D o p p e l t a n g e n t e n .  
Falit  weiter G mit Q zusammen, so giebt dies uns den Sate: 

L i e g t  d e r  B e r t i h r u n g s p u n k t  e i n e r  T a n g e n t e  T e i n e s  Regel. 
s c h n i t t e s  Ce d e s  o b i g e n  S y s t e m s  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G ,  8 0  i s t  d e r  
O r t  d e r  T a n g e n t e  T e i n e  C u r v e  s e c h s t e r  C l a s s e  T," mit  G a18 
v i e r f a c h e r  T a n g e n t e .  Und:  

* Wir liaben dieaes Jiesultat, das ja  allgemeiu bekannt ist, absicht!ich nul 

diese umstindliche Art entwickelt, um dm Wesen der hier behandelten Brageo 
besscr hèrvortreten zu lassen. 
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Die  K e g e l s c h n i t t e  d e s  S y s t e r n s  s i n d  s o  b e s c h a f f e u ,  d a s s  j e  
vier d e r s e l b e n  e i n e  G e r a d e  G b e r t l h r e n  u n d  s e c h s  d e r s e l b e n  
diese G e r a d e  s e n k r e c h t  d u r c h s c h n e i d e n .  

3. Hat das System Kegelschnitte S(C2)  die Eigenschaft, dass alle 
Kegelschnitte desselben durch zwei Punkte s, y gchen und zwei Gerade 
berühren, so finden wir ebenso bei analoger Bezeichnung: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  PQ i s t  e i n e  C u r v e  z w o l f t e r  C l a s s e  
mit  G u n d  a l s  v i e r f a c h e n  T a n g e n t e ,  Pl'. 

FSllt jedoch jetzt G mil Q zusammen: so ist die neu entstehende 
Curve zwar auch noch von der zwolften Classe, aber sie zerfallt in eine 
Curve achter Classe mit G als vicrfacher Tangente und in den Schnittpunkt 
von zy mit G, der vierfach zahlend eine Curve vierter Classe bildet, indem 
jede Gerade durch diesen Punkt  auch vierfach als Gerade Y Q  anzuseheu 
ist. Demnach erhalten wir: 

L i e g t  d e r  B e r t i h r u n g s p u n k t  d e r  T a n g e n t e  T d e s  S y s t e m s  
K e g e l s c h n i t t e ,  d a s  d u r c h  z w e i  T a n g e n t m e n  u n d  z w e i  P u n k t e  
b e s t i m m t  i s t ,  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  T a n -  
gente e i n e  C u r v e  a c h t e r  C l a s s e  T,s, m i t  G a l s  v i e r f a c h e r  T a n -  
gente. Und: 

Die  K e g e l s c h n i t t e  d e s  g e n a n n t e n  S y s t e m s  S i n d  B O  b e s c h a f -  
feu,  d a s s  j e  v i e r  d e r s e l b e n  e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n  u n d  j e  a c h t  
eine G e r a d e  s e n k r e c h t  d u r c h s c h n e i d e n .  

4. Berühren ferner alle Kegelsclinitte eines Systems S ( C 7  die Seiten 
eines Dreiecks A B C  und gehen alle durch einen Punkt Dl so finden wir 
ebenuo : 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  PQ i s t  e i n e  C u r v e  z w o l f t e r  C l a s s e  m i t  
G und  Q a l e  v i e r f a c h e n  T a n g e n t e n .  

Demnach würde sich für den Fall,  dass G und 5j zusammenfallen, 
wieder eine Curve zwolfter Classo mit G als achtfacher Tangente ergeben, 
und acht Kegelschnitte müssten somit G beriihren und dem System S(C2) 
angehoren. Dies ist  in der Tha t  so; aber auch hier treten uueigentliche 
Losungen auf. Jede der Geraden A D ,  BD und CD zahlt narnlich als 
zwei solche Kegelschnitte und es bleiben somit nur zwei weitere eigentliche 
Kegelschnitte übrig, und ebenso zerfallt die Curve zw6lft,er Classe in je drei 
zweifach ziihlende Curven erster Clause, d. h. in die drei zweifach ziihlenden 
Schnittpunkte von A D ,  BD, C D  mit G, und in eine Curve sechster Classe, 
d. h.: diese letztere Curve ha t  in den genannten drei Punkten Doppelpunkte. 
Wir erhalten also: 

L i e g t  d e r  R e r t i h r u n g s p u n k t  c i n c r  T a n g e n t e  T e i n e s  K e g e l -  
schui t t es  P e i n e s  S y s t e m s  S(C9 ,  v o n  d e m  j e d e r  K e g e l s c h n i t t  
durch e i u e n  P u n k t  g e h t  u n d  d r e i  G e r a d e  b e r ü h r t ,  a u f  e i n e r  
Geraden G ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  T a n g e n t e  T e i n e  C u r v e  s e c h s t e r  
Classe m i t  G a l s  z w e i f a c h e r  T a n g e n t s e  TS4. Und: 
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U n t e r  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  d e s  S y s t e m s  b e r ü h r e n  j e  zwei 
e i n e  G e r a d e  G u n d  d u r c h s c h n e i d e n  j e  s e c h s  e i n e  G e r a d e  senk- 
r e c h t .  

5. Ganz ebenso erhalten wir fur das System S ( C 2 ) ,  das durch vier 
Tangenten bestirnmt ist, wenn wir an obiger Rezeichnung festhalten: 

B e r ü h r e n  d i e  K e g e l s c h n i t t e  e i n e s  S y s t e m s  a l l e  v ie r  ge- 
g e b e n e n  G e r a d e n ,  B O  i s t  d e r  O r t  d e r T a n g e n t e  T e i n e  C u r ~ e T , ~  
d e r  d r i t t e n  C l a s s e ,  d i e  a u c h  G b e r t i h r t .  Und: 

D i e  C u r v e n  d e s  S y s t e m s  s i n d  s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  j e  eine 
d e r s e l b e n  e i n g  f ü n f t s  G e r a d e  b e r t l h r t  u n d  d r e i  d e r s e l b e n  eine 
G e r a d e  s e n k r e c h t  d u r c h s c h n e i d e n .  

6.  1st weiter ein System Kegelschnitte so beschaffen, dass jeder Kegel- 
schnitt derselben durch drei Punkte gcht und einc Gerade zur Normalen 
hat ,  BO folgt aus 1 und 2, dass je drei Kegelschnitte des Systems noch 
durch einen weiteren Punkt gehen, und je  sechs derselben noch eine m e i t e  
Gerade berühren. Durchschneidet ein solcher Kegelschnitt nun eine Gerade 
G in  einem Punkte P und ziehen wir in P an diesen Kegelschnitt e i i e  
Tangente, so gehen durch jeden Punkt I1 auf G drei Tangenten T, wihrend 
T auch sechsmal mit G zusammenfallt, narnlich fiir jeden der sechs Kegzl- 
schnitto des Systems , welche G berühren , je einmal. Daraus schliessen wir: 

D e r  O r t  d e r  G e r a d e n  T i s t  e i n e  C u r v e  n e u n t e r  Classe T:, 
m i t  G a l s  s e c h s f a c h e r  T a n g e n t e .  Und: 

E s  g i e b t  n e u n  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  d u r c h  d r e i  P u n k t e  gehen 
u n d  z w e i  g e g e b e n e  G e r a d e n  xu N o r m a l e n  h a b e n .  

7. Ebenso finden wir auf gleiche Art durch Combination von 2-5: 
1 s t  j e d e r  K e g e l s c h n i t t  e i n e s  S y s t e m s  S(Ce)  s o  beschaffen, 

d a s s  e r  d u r c h  z w e i  P u n k t o  g e h t ,  e i n e  G e r a d e  b e r i i h r t  und  e i n e  
z w e i t e  G e r a d e  z u r  N o r m a l e  h a t ,  u n d  s o l 1  d e r  Ber i lh ru i igapunkt  
e i n e r  T a n g e n t e  T e i n e s  s o l c h e n  K e g e l s e h n i t t e s  a u f  e i n e r  G e -  
r a d e n  G g e l e g e n  s e i n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  T a n g e n t e  T e i n e  Curve 
14. C l a s s e  m i t  G a l s  a c h t f a c h e r  T a n g e n t e .  Und: 

E s  g i e b t  14 K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d u r c h  z w e i  Punkte 
g e h e n ,  e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n  u n d  z w e i  a n d e r e  G e r a d e  zu N a r -  
m a l e n  h a b e n .  Und ebenso: 

E s  g i e b t  a u c h  14 K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  d u r c h  e i n e n  P u n k t  
g e h e n ,  z w e i  G e r a d e  b e r ü h r e n  u n d  z w e i  G e r a d e  z u  Normalen 
h a b e n .  U n d  e s  g i e b t  w e i t e s  n e u n  K e g e l s c h n i t t e ,  we lche  d r e i  
G e r a d e  b e r i i h r e n  u n d  z w e i  a n d e r e  s e n k r e c h t  durchsehneiden.  

8. Aus den in 6 und 7 entwickelten Siitzen koiinen wir wieder fol- 
genden ableiten : 

1 s t  e i n  S y s t e m  K e g e l s c h n i t t e  s o  b e s c h a f f e n ,  dess  a l l e  
K e g e l s c h n i t t e  d e s  S y s t e m s  d u r c h  z w e i  P u n k t , e  g e h e n  und z w e i  
G e r a d e  s e n k r e c l i t  d u r c h s c h n e i d e n ,  so  i s t  d a s  S y s t e m  K e g e l .  
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s c h n i t t e  9 0  b e s c h a f f e n ,  d a s s  j e  n e u n  d u r c h  e i n e n  d r i t t e n  P u n k t  
gehen  u n d  j e  14 e i n e  G e r a d e  b e r t i h r e n .  

Hieraus ergiebt sich uns wieder eine Ortscurve Tl,"$, und diese liefert 
wieder: 

E s  g e h e n  23 K e g e l s c h n i t t e  d u r c h  z w e i  P u n k t e  u n d  h a b e n  
dre i  G e r a d e  z u  N o r m a l e n .  

Auf ganz gleiche Art folgt weiter: 
So l1  e i n  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  e i n e n  P u n k t  g e h e n ,  e i n e  G e -  

r a d e  b e r ü h r e n  u n d  n e b s t d e m  n o c h  d r e i  w e i t e r e  G e r a d e  z u  N o r -  
malen  h a b e n ,  s o  i s t  d i e  A n z a h l  d e r  L o s u n g e n  g l e i c h  28. U. S. W. 

9. Fahren wir auf diese Art for t ,  so ergiebt sich uns in Bczug aiif die 
Losungen der Kegelschnitte , welche durch Punkte,  Tangenten und Normalen 
bestimmt sind, wenn wir die Anzahlen Punkte mit P, Tangenten mit T, 
Normalen mit N und Losungen mit L bezeichnen, in Uebereinstimmung 
mit S t e i n  e r (Ges. Werke Bd. 2 S. 683) folgendes Schema: - - 

Nr. - 
1  
2 
3 
4  
5 
6 
7 
8 
9  

10 
11 
12 
13 
14 
15 

- - 
L - 
3  
3 
6 
6 
8 
9 
9 

14 
14 
23 
23 
28 
5 1 
51 

LOB 

10. Betrachten wir die Losungen für sich, so k6nnen wir, wenn wir 
von den Zahleu 1, 2,  4;  4, 2 ,  1 ausgehcn, welche unsere Tabelle vollstan- 
dig erginzen wtirden, wenn wir auch die Falle N=O aufgcnommen hiitten, 
folgendes Bildungsgesetz aufstellen: 

1 2 4 4 2 1 
3 6 8 6 3 

(1.1 + i . e )  ( i . z + i . 4 )  ( 1 . 4 t - 1 . 4 )  ( 1 . 4 +  1.2) (1.2-t-1.3)  
9 14 14 9 

( l . 3 +  1.6) ( 1 . 6 + 1 . 8 )  ( 1 . 8 + 1 . 6 )  ( 1 . 6 f 1 . 3 )  

23 28 23 
( 1 . 9 t 1 . 1 4 )  (1 .14- t l .14)  (1 .9+1.14)  

5 1 51 
(1 .13+1.28)  (1.18+1.2:1) 

1 02 
(1.51 + 1.51). 
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Hiermit haben wir eines der einfachsten Beispiele dieser Art behandelt. 
E s  genügte dabei, dass wir auf einfachste Weise die Kegelschnitte eines 
Systems S(C4) in Verbindung mit einer Geraden G derart brachten, daas 
wir auf ihr den Berührungspunkt einer Tangente T jedes Kegelschnittes des 
Systems fortgleiten liessen. Der Ort dieser Tangente T lieferte uns alsdann 
sofort das gewtinschte Resultat. Dass dies nicht imrner sa einfach sich 
verhalt, werden die folgenden Beispiele zur Gentige zeigen. 

Mit diesen Zahlen L ,  die wir erhalten, stehen, wie wir kaum noch zu 
bemerken brauchen, auch andere Aufgaben in engem Zusammenhange. 

II. 
Ueber die Anzahl  Kegelschnitte, welche dnrch P n n k t e ,  Tangenten 

und  beriihrende Kegelschnitte bestimmt sind. 

1. Schon hier gentigt es nicht mehr, ein System von Curven mit der 
Gereden G nllein in Beziehung zu setzen, sondern wir sind tiberdies noch 
gezwungen, ein zweites System mit derselben Geraden G in  Verbindung zu 
bringen, und zwar ist  dies für alle hierher gehBrigen Falle ein Büschel 
Kegelschnitte B ( P 2 )  durch vier Punkte 6. Zu diesem Büschel geh6rt in 

ganz gleicher Weise wie i n  1 ,  1 eine Curve dritter Classe, die der dortigen 
Curve TZS entipricht und die wir ein- ftir allemal mit Pz3 bezeichnen 
wollen. Ebenso wollen a i r  korz vom Ort  der Geraden T reden und da- 

runter eben die Einhüllende der Tangente T verstehen, welche je eincn 
Kegelschnitt CZ des auftretenden Systems S ( C a )  in  einem Punkte auf G 
berührt. Weiter wollen wir i n  Bezug auf das System von dem Orte de3 

Punktes t redeu, d. h. dem Berührungspuukte der Taugenten solcher Kegel- 
schnitte Ca, welch' erstere alle durch einen Punkt  Q gehen. Weiter werden 
wir diese Ortscurven mit 2;ix und tuU bezeichnen, wobei x die Classe, y 
wie oft G vielfach als Tangente zu rechnen k t ,  zl ebenso den Grad mit 0 
als u - fachem Punkte bezeichnet. Dies vorausgesetzt , erhalten wir folgende 
stufenweise Entwickelung. 

2. Das System S ( C 2 )  sei ein Büschel Kegelschnitte durch vier Grund- 
punkte. Irgend eine Gerade durch Q wird von zwei Kegelschnitten des 
Büschels S(C7  i n  zwei Punkten t berührt. Der Puukt  t fàllt jedoch auch 
einmal in Q selbst, nBmlich fur  die Tangente in Q a n  den durch Q gehenden 
Kegelschnitt C2. Alif jeder durch Q gehenden Geraden liegen also drei 
Puukte t. Dies und das bereita in I, 1 Entwickelte giebt iins den Satz: 

Z u  d e m  S y s t e m  S(C2)  v o n  K e g e l s c h n i t t e n  d u r c h  v i e r  Punkte 
g e h o r e n  in  B e z o g  auf e i n e  G e r a d e  G u n d  e i n c n  P u n k t  !J z w e i  
C u r v e n  T23 u n d  tI3. 

Nun haben die beiden Curven TZ3 und 112S im Ganzen neun Tangenten 
gemein. Davon fallen jedoch 2.2 = 4 auf G selbst und ftinf sind von G 
verschieden. Jeder dieser gemeinsamen flinf Tangenten entspricht eine solche 
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Curve C2, die gerade eine andere Curve P e  dcs Btischels B ( P Z )  in  einem 
Punkte auf G berührt. Daraus erhalten wir: 

S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  CZ e i n e s  B t i s c h e l s  S(C2) e i n e n  K e g e l -  
s c h n i t t  e i n e s  z w e i t e n  B ü s c h e l s  B ( P 2 )  b e r t i h r e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  
des D e r ü h r u n g s p u n k t e s  R e i n e  C u r v e  f ü n f t e n  G r a d e s  RI5, d i e  
auch d u r c h  d i e  G r u n d p u n k t e  d e r  B i i s c h e l  geht .*  

Der letztere Umstand ergiebt sich sofort, wenn Q in einen dcr Grund- 
punbte der Büschel fallt. Auch hier haben wir die Curve RI5 mit zwei 
Indices versehen, wobei der obere 5 (=x) hier und auch spiiter den Grad 
der Ortseurve, der rechts unten 1 (=y)  anzeigen soll, wie oft jeder der 
Punkte Po als Punkt des Ortes RI5 (= Ryx) anzusehen ist. - Die Curve R,5 
hat nun mit irgend einem Regelschnitte Pz des Büschels B ( P 2 )  zehn Punkta 
gemein. Hiervon fallen jedoch vier in  die vier Grundpunkte Po, so dass 
nur sechs andere gemeinsame Punktc auftreten. Dies giebt uns jedoch: 

S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  v i e r  P u n k t e  g e h e n  u n d  e i n e n  
K e g e l s c h n i t t  P 2  b e r ü h r e n ,  s o  g i e b t  e s  s e c h s  L G s u n g e n .  

3. 1 s t  ebenso ein System S(CZ) von Kegelschnitten durch drei Punkte 
und eine Tangente gegeben, so gehoren zu diesem System zwei Ortecurven 
!f: und t,G (vergl. 12). 

Die Curve Td6 hat mit der Curve P23 jedoch ausser G noch 

6.3 - 4 . 2 =  10 
Tangenteu gemein. Daraus schliessen wir: 

S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  C2 d u r c h  d r e i  P u n k t e  g e h e n ,  e i n e  
Gerade u n d  r i e b s t d e m  n o c h  i r g e n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  P % i n e s  
Bnsche ls  B ( P e )  i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  R b e r t i h r e n ,  s o  i s t  d e r  
Ort  d i e s e s  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  e i n e  C u r v e  R,'O. Ausser den vier 
Grundpunkten, jeder zweifach ziihlend, hat  diese Curve mit irgend einem 
Kegelschnitte P 2  des Büschels R(P2)  noch 19.2 - 4.2 = 12 Punkte R ge- 
mein. nies giebt: 

S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  d r e i  P u n k t e  g e h e n ,  e i n e  G e -  
rade  u n d  i r g e n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  P 3  b e r n h r e n ,  s o  g i e b t  e s  
zw6lf L o s u n g e n .  

4. Weiter erhalten wir für das System Kegelschnitte, das durch zwei 
Punkte und zwei Tangenten gegeben i s t ,  in  Bezug suf die Gerade G ,  den 
Punkt Q und das Büschel B ( P 2 )  die Curven T48, tqB und R,'" woraus folgt: 

E s  g i e b t  16 K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d u r c h  z w e i  P u n k t e  
gehen, zwei  G e r a d e  u n d  i r g e n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  PZ b e r ü h r e u .  

5. Gleicherweise erhalten wir aus den Curven T:, tdfi und R,14 fü r  
das System Regelschnitte, das dnrch eiiien Punkt  und drei Tangenten be- 
stimmt k t :  I 

* Von dieser Curve lassen sich ausser den Tangenten in den acht Grund- 
punkten noch 22 andere Punkte leicht linear construircn. 

16' 
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E s  g i e b t  zwt i l f  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  d u r c h  e i n e n  P u n k t  gehen,  
d r e i  G e r a d e  u n d  i r g e n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  b e r i i h r e n .  

Und ferner für  das System Kegelschnitte, das durch vier Tangenten 
bestimmt ist,  die Curven tZ3, TlS, RzT, also: 

E3 g i e b t  s e c h s  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  v i e r  G e r a d e  und  einen 
K e g e l s c h n i t t  PB b e r ü h r e n .  

6. Wir  haben in dem Obigen nun samrntliche Pragen entwickelt, welche 
wir in Bexug auf die Zahl der Losungen für Kegelschnitte, welche durch 
Punkte,  Tangenten und einen berührenden Kegelschnitt bestimmt sind, auf- 

stellen khnnen. Diese Losungen gestatten uns jedoch wieder weitere Combina 
tionen; wir ktinnen narnlich die Resultate in  2 und 3 zusammenfassen und ' 
folgenden Satz aussprechen: 

D a s  S y s t c m  v o n  K e g e l s c h n i t t e n ,  w e l c h e  d u r c h  d r e i  Punkte 
g e h e n  u n d  e i n e n  f e s t e n  K e g e l s c h n i t t  K y =  Pz) b e r t i h r e n ,  i s t  
s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  j e  s e c t i s  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t e  d u r c h  einen 
P u n k t  g e h e n  u n d  z w o l f  e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n .  

Durch jeden Punkt auf G gehen nun wieder sechs von G verschiedene 
Geraden T, wiihrend T zwolfmal mit G zusammenfallt, und auf jeder Ge. 
raden durch Q liegen zwdf von Q verschiedene Punkte,  wahrend in Q sechs 
Punkte t vereinigt sind, namlich jedesmal einer für einen Kegelschnitt deu 
Systems, der durch Q gcht. Wir  erhalten also zwoi Curven T,,ls und t:8. 
Die gemeinsamen Tangenten von TIzlS mit der oftgenannten Curve PoJ, die 
zu einem Büschel B ( P 2 )  gehtirt (das jedoch Kg nicht enthiilt), xerfallen in 
die 24fach zahlende Gerade G und 30 andere Tangenten. Auf G sind also 
30 Punkte gelegen, in  denen ein Kegelschnitt des Büschels einen solchen des 
Systems berührt. Hieraus erhalten wir wieder eine Curve welche mit 

irgend einer P h i e d e r  ausser den vier Grundpunkten 2.30 - 6.4 = 36 
Punkte gemein hat. Also: 

E s  g i e b t  36 K e g e l s c h n i t t o ,  w e l c h e  d u r c h  d r e i  P u n k t e  gehen 
u n d  i r g e n d  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  n e b s t d e m  n o c h  b e r ü h r e n .  

7. Ebenso hnben wir weiler: 
G e h e n  a l l e  K e g e l s c h n i t t e  e i n e s  S y s t e m s  d u r c h  z w e i  Punkte 

u n d  b e r t i h r e n  e i n e  G e r a d e  u n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  K2, so be- 
d e c k e n  s i e  d i e  g a n z e  E h e n e  d e r a r t ,  d a s s  d u r c h  j e d e u  Punkt 
z w o l f  d e r s e l b e n  g e h e n  u n d  j e  16 e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n  (am 3 
und 4). Dies giebt uns wiedcr Curven Tl,28, tllzsl und: 

E s  g i e b t  56 K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  d u r c h  z w e i  P u n k t e  gehen, 
z w e i  K e g e l s c h n i t t e  K 2  u n d  e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n .  

8. Auf gano gleiche Weise lassen sich die anderen Fragen vollenls 
behandeln, und wir erhalten dabei folgende Tabelle : 
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LO- 
ungen 

Gesetz 
der Bildung 

Hierbei sind die im Bildungsgesete zuerst auftretenden Zahlen 1, 2, 4, 
4 ,  2, 1 die Anzahl Losungen fü r  den Fnll ,  dass der Kegelschnitt nur durch 
Punkte und Tangenten bestimmt ist. 

III. 
Ueber Kegelschnitte, welche i rgend  f i n f  gegebene Cnrven bertihren. 

1. Tritt in Obigem an Stelle dés Büschels B(P2) irgend eiu Büschel 
Curveu xtmn Grades, so erhalten wir in Bezug auf die Curven dieses Büschels 
und irgend zwei Geraden G und ,Çj folgcnde Eetrachtung: 

Durch jeden Punkt  M von G geht eine Curve C" des Büschels R(Cz) 
und diese Curve bestimmt auf der zweiten Geraden ,Çj x Punkte N, wodurch 
auch x Gerade M N  gegeben sind. Lassen wir weiter den Punkt M und 
aiich den Piinkt N in den Schnitkpiinkt A von G und ,Çj fallen, so finden 
wir, dass MN auch je (x - 1) -mal mi t  C und mit ,Çj zusammeiifdlt. Da- 
raus k6nnen ~ i r  jedoch schliessen, d a s ~  der Ort  der Geraden MN von der 

(22 Classe ist  und dass G und Sj je (x - 1)- fache Taugeuten dieses 
Ortes sind. Durch irgend einen Punkt Q auaserhall) der beil-?en Geraden G 
und Q gehen a190 (22- 1) Gerade MN. Diese Zahl (2%- 1) kann sich 
nun nicht aridern, wenn @ u m  A sich dreht ,  und bleibt auch dann noch, 
nenn .fj m i t  G zusammenfillt. Durch jeden Punkt  24 der Geraden G geht 
jetzt jedoch n u r  uoçh eine einzige solche Gerade MN, die mit G nicht 
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zusammenfiiiit, niimlich die Tangente in  Ml an die durch Mgehende Curve 
des Büschels; G ist  also nothwendig zur (21: - 2)- fachen Tangente geworden, 
oder wir haben : 

L i e g t  d e r  B e r t i h r u n g s p u n k t  e i n e r  T a n g e n t e  P e i n e r  C u r v e  
Cz e i n e s  B ü s c h e l s  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  
T a n g e n t e  e i n e  C u r v e  ( 2 ~ - 1 ) t 0 ~  C l a s s e  P~~~~~~~ m i t  G a18 2(3:-lj- 
f a c h e r  T a n g e n t e .  

Von diesem Satze ausgehend, ktinnen wir in  analoger Weise nie in  II 
stufenweise die Aufgabe behandeln: Es sol1 die Anzahl Kegelschriitte lis- 
stimmt werden, die irgend ftinf gegebene Curven CP, Cq, Cr, Ca und Cr  
bertihren. E s  dürfte gentigen, wenn wir hier das Schema der Losungen 
geben. 

- -- 

Bildungs- 
gosetz 

Hierbei sind die Werthe a,,  ci2, ... Pl, PB, ... bestimmt dureh fol. 
gende Gleichungen: 
c ~ ~ = p ( p - l ) ~  ~ ~ ~ = q ( q - l ) ~  a g = ~ ( r - l ) l  a , = s ( s - l ) ,  a 5 = t ( p - I l i  

Bi =pi  P z  = P I  8 3  = '1 P 4 = ~ 1  p5 = t. 
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XII. Die momentane Bewegnng dreier s ta r re r  Geraden mit einem 
gemeinschaftlichen Pnnkte  i n  einer Ebene. 

Drei starre in einer Ebene sich bewegende Gerade seien im Punkte A 
(S. d. Flg.) drehbar verbunden, wahrend je ein Punkt  auf jeder der drei 

Geraden sich mit einer nach Grosse und Richtung vorgeschriebenen Geschwin- 
digkeit bewegen soll; die drei Punkte seien A , ,  A,, A,,  ihre Geschmindigkeiten 

v , ,  v,, v,. Unter diesen Voraussetzungen ist im Allgemeinen die Ijewegung 
des Punktes A und folglich aiich der drei Geraden nicht moglich, dann die 
Geschwindigkeit -v des Punktes A ist nach Grosse und Richtung schon be- 
stimmt durch die Geschwindigkeiten zweier der drei Punkte A,,  A,, A,. 
Denn zerlegt man die Geschwindigkeiten der Punkte einer starren Geradeii 
je in zwei Componenten nach der Riçhtung der Geraden und senkreoht zii 
ihr, so sind die erstcren Componentcn xufolge der Starrheit der Geraden 
nothwendig einander gleich; hiernach sind z. B. die Componenten von v in 
der Richtung von A, A ,  bez. A,A gleich denjenigen von u , ,  bez. v , ,  wes- 
halb sich v sofort findet, indem man die lehteren Componenten im Punkte 
A antragt und in den Endpunkten derselben Lothe zu A, A ,  bex. A, A er- 
richtet. Diese Lothe schneiden sich im Erdpunkte der Strecke, welche v 
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nach Grosse und Richtung darst,ellt; es ist sonach die momentane Beviegu~~ 
von A v6llig durch v, und v, bestimmt. Hieraus erkennt man, dass die 
Bewegung des Punktes A unter den eingangs erwshnten Voraussetzungen 
i m  Allgemeinen iiberbeatimmt, also unmoglich ist. Man tibersieht jedoch 
sofort, dass die momentane Bewegung von A moglich wird, wenn die ortha- 
gonaleri Componenten von v in  Bichtung der drei Geraden AA,, AB,, 

AA, tibereinstimmen mit den orthogonalen Componenten von v,, bezw. c, 
und Es entsteht daher die Prage, welchen Bedingungen die Langen 
der drei Geraden AA, ,  AA, ,  AA,  zu geniigen haben, damit die momen- 
tane Rewegung des gemeinschaftlichen Punktes A und damit der drei Ge- 
raden selbst moglich soi, oder, was auf dasselbe hinausliiuft, damit die Ge- 
schwindigkeit v eindeutig durch die drei gegebenen Geschwindigkeiten v, ,  v2 
und v, beetimmt wird. 

Die Beantwortung dieser Frage wird erheblich vereinfacht, wenn wir 
die Bestimmung von v in  etwas anderer Weise ausftiliren und zwar unter 
Benutzung der sogenannten lothrechten oder orthogonalen Geschwindigkeiten,* 
d. i. der im gleichen Sinne um 90° gedrehten Geschwindigkeiten.** Es 
liegen bekanntlicb die Endpnnkte der Strecken, welche die orthogonalen 
Geschwindigkeiten der Punkte einer starren Geraden nach Grosse und ll ich-  
t ung  darstellen, auf einer Parallelen zu dcr Geraden; Sind also A, T', und 
A, V, die lothrechten Geschwindigkeiten der Punkte A, und A,, so liegt der 
Endpunkt v der lothrechten Gesçhwindigkeit A V  des Punktes A sowohl auf 
der durch VI gelegten Parallelen zu A, A ,  a h  .auch auf der durch V, gehen- 
den Parallelen zu A,A, folglich im Schnittpunkte beider Parallelen. Bus 
dieser Construction des Punktes geht unmittelbar hervor, dass sich in 
Allgemeinen für V hier drei Punkte ergeben, weil 7 im Scbnittpunkte je 
zweier der drei bezw. durch Pl, V2, V3 gelegten Parallelen zu den drei 
Geraden Al A ,  A, A ,  A,A liegen muss. Wenn dagegcn die crwahnten drei 
Parallelen sich in einem Punkte schneiden (wie dies in der Figur angenom- 
men wurde), so ist die orthogonale Geschwindigkeit A V  des Punktes A 
eiudeutig bestimmt, also auch die Geschwindigkeit v dieses Punktes. Es 
reducirt sich hiernach die Beantwortung der gestellten Frage auf die L6sung 
des folgenden geometrischen Problems: E s  i s  t d e r  O r t  a l l e r  Punkte  A 
z u  f i n d e n ,  w e l c h e ,  m i t  d e n  E c k p u n k t e n  e i n e s  b e l i e b i g e n D r e i -  
e c k s  A,A,A, v e r b u n d e n ,  G e r a d e  e r g e b e n ,  d e r e n  d u r c h  d i e  en t -  

s p r e c h e n d e n  E c k e n  e i n e s  b e l i e b i g e n  z w e i t e n  D r e i e c k s  P,V9P, 
g e l e g t e n  P a r a l l e l e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  7 s c h n e i d e n .  

Wir  finden diesen geometrischen Ort  durch folgende Ueberlegung. ES 
sei A (S. die Fig.) ein Punkt  des gesuchten geometrischen Ortes und g eine 

* Vergl. S ch a d  w i 11, Das Gliedvierseit als Grundlage der Kinematik. Ver  
handl. des Vereins ziir Reftirderung des Gewerhfleisaes 1876, 55.  Jahrg. S 9 7 3 ;  
femer B u r m e s  t e r ,  Lehrbuch der Kinematik, Bd. 1 S. 55. 

** In der E'igur eind diese Drehungen pur für v und v, angedeutet. 
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beliebige durch A gehende Gerade. Wir  ermitteln zunachst alle die Punkte T, 
welche sich Puükten auf der Geraden g zuordnen. Bu dem Rnde lassen 
w i ~  A alle Punkto von g durchlaiifeu; es bildcn dann die durch V, parallel 
zu A, A gelegten Strahlen ein Strahlbüschel, dessen Triiger in  VI liegt und 
das projectivisch ist zu dem Büschel, welches die durch V, parallel zu A, A 
gelegten Strahlen zusamrnensetzen. Uenn die Strahlen A, A und A,A stehen 
über derselben Punktreihe g ,  gehtiren also perspectivischen Strahlbüscheln 
an, und hieraus resultirt die behauptete Projectivitat. Das Erzeugniss der 
beiden projectivischen Gtrahlbiischel ist ein Kegelschnitt K14, welcher durch 
Pl und P, geht. Die durch V3 parallel zu A,A gelegten Strahlen consti- 
tuiren ebenfalls ein Btischel, welchea aus den gleichen Gründen z?i den beiden 
vorgenaünten Büsclieln prvjectivisch ist. D u  Erzeugniss derjenigen beiden 
Blischel, deren Trager K2, bez. Y, siud, ist folglich auch ein Kegelschnitt 
&s, welcher durch V2 und V3 geht. Die beiden Kegelscbnitte KI,  und KZ3 
haben ausser Pz noch drei Punkte gemeinsam; letztere sind diejenigen 
Punkte, in denen sich je drei einander zugeordnete Strahlen der erwahntcn 
drei Büschel schneiden. Diesen drei Punkten entsprechen drei Punkte auf 
der Geraden g und zwar sind letztere die Schnittpunkte von g mit dem 
gesuchten geometrischen Ort der Punkte A,  welcher folglich eine Curve 
dritter Ordnung sein muss. E s  lasst sich jedoch leicht zeigen, dass diese 
Curve in einen Kegelschnitt K und die unendlich ferne Gerade zerfhllt. 
Denn der unendlich ferne Punkt  auf der Geraden g ist ein Punkt  des geo- 
motrischen Ortes, weil die ihm entsprechendcn Strahlen der drei Büschcl 
parallel sind, also in einem Punkte V, und zmar einem unendlich fernen, 
8ich schneiden; alle unendlich fernen Punkte der Ebene gehtiren sonach 
dem gesuchten geometrischen Orte an. Hiermit ist der rein geometrische 
Theil des Problems gelost und in Riicksicht auf den Ausgangspunkt unserer 
Betrachtungen zugleich das folgende Resultat erhalten worden: 

B e w e g e n  s i c h  d r e i  b e l i e b i g e  P u n k t e  A,, A,, A, i n  e i n e r  
E b e n e  m i t  g e g e b e n e n  G e s c h w i n d i g k e i t e n ,  s o  i s t  d e r  g e o m e -  
t r i s c h e  O r t  a l l e r  P u n k t e  A ,  d e r e n  V e r b i n d u n g  m i t  A,, A, u n d  A3 
d u r c h  s t a r r e  G e r a d e  d i e  g e g e n s e i t i g e  B e w e g l i c h k e i t  d e r  l e t z -  
t e r e n  n i c h t  a u f h e b t ,  e i n e  a u s  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  
und e i n e m  K e g e l s c h n i t t  A' b e s t e h e n d e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g .  

Wir konnen dieses Ergebniss noch in eincr ctwas allgemeineren Form 
aussprechen. Fassen wir niimlich jede der drei starren Geraden A, A,  A,A, 
A, A als Reprasentanten einer beweglicheu starren Ebene auf ,  und v, , u, , us 
als Geschwindigkeiten je eines beliebigen Punktes der drei Ebenen, so ist  
der Ort aller Punkte, in denen die drei complanen Ebenen verbunden werden 
konnen, ohne dass hierdurch die momentane Bewegung der Ebenen gegen 
einander und die ruhendc Ebene aufgehoben wird,  eine Curve dritter Ord- 
nung, welche in die upendlicb ferne Gerade und eiuen Kegelschnitt B 
zerf'illt. 
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Von diesem Kegelschnitte lassen sich leicht sechs Punkte und drei Tan- 
genten angeben, so dass derselbe unmittelbar construirt zu werden vermag, 
Denken wir uns die willkürliche Gerade g in die Verbindungslinie A,A 
gelegt, so zerfallen die Kegelschnitte K I ,  und K2, je in  zwei Gerade, von 
denen die eine die durch V, gehende Parallele zu g is t ,  wahrend die andere 
der durch VI gehende Parallelstrahl zur Verbindungslinie A,A, ,  bezw. der 
durch V3 gehende Parallelstrahl zu ASA,  sein muss. Dem Schnittpunkte 8, 
der letzteren Parallelstrahlen entspricht als Punkt  des Kegelschnittes K der 
Punkt  A,; es geht also K durch A s .  Lasst man nun A aiif K fortrückend 
mit A2 zusammenfallen, so erkennt man, dass die Richtung des Stabes A,ri 

dann idcntisch wird mit derjenigen der Tangente A,T, des Kegelschnittes 
K in A,;  andererseits ist aber -4, A parallel dem zugeordneten Strahle deu 
Büschels ( V , ) ,  in diesem Falle also der Geraden V2S2, so dass wir A, T2FJ,S, 
finden. Durch die analogen Schlüsse gelangt man zu dem liesultat, dus 
auch die Punkte Al und AJ auf dem Kegelschnitt K liegen, ferner, dass 
die Tangenten in A, und AJ in der gleich einfachen W e i ~ e  bestimmbar sind. 
Weitere drei Punkte von K finden sich durcb folgende Ueberlegung. Der 
Punkt  V2 wwar den beiden Kegelschnitten K12 und 4, gemeinsam; ihm ent- 
spricht folglich ein Punkt  von K. Dieser Punkt  ergiebt sich als Schnitt- 
punkt B2 der Strahlen, welche wir durch A,, bezw. AS parallel zu VI Y,, 
bezw. JJy V2 legen. Analog finden sich B, und By. 

Die hier behandelte kinematische Aufgabe steht in engstem Zusammen. 
hange mit einem scheinbar ganzlich verschiedenen Probleme, welches all- 
gemeinere Bedeutung besitzt. In  einer Ebene m6ge die Lage von k Punkten 
durch rechtwinklige Coordinaten r,, y, gegeben sein. Bezeichnen xhyh und 
q y i  die Coordinaten zwcier dicser Punkte,  deren Entfcrnung ahi betragt, 
so sind bekanntlich 2k - 3  Gleichungen der Form 

A) ( ~ h  - xi)' + (y* -y1)' - ahi2 = 0 
nothwendig, um die gegenseitig unveranderliche Lage der k Punkte ane- 
lytisch auszudrticken. Hinreichend sind die Gleichungen A) aber nur dann, 
wenn sie von einander nicht abhangen , also die Functionaldeterminante D 
des Gleichungssystems A) von Nul1 verschieden ist. Diese Functionaldeter- 
minante steht nun in directer Beziehung zu der vorher gefundenen Curve 
dritter Ordnung, bez. dern Kegelschnitte K,  wie jetzt erwiesen werden 9011, 
In dieser Absicht führen wir hier einige Begriffe und Bezeichnungen aus 

der Faühwerkstbeorie ein,  einerseits weil sich der beabsichtigte Beweis dam 
wesentlich übersichtlicher und einfacher erbringen lasst, andererseits weil 
hierdurch zugleich ein Einblick gewonnen wird in dasjenige Specialgebiet, 
fur  welches diese Untersuchungen von besonderer Wichtigkeit sind. 

Denken wir uns die k Puiikte durch s starre Strecken oder Stabe von 

den Langen ahi derart verbinden,  dass in jedem der k Punkte mindestens 
zwei Strecken oder Stabe zusammenstossen, so bildet diese Stabverbindung 
ein sogenanntes ebenes S t a b  w e r  k oder F a c h  w e r k .  Die Punkte selbst 
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heissen dann K n o  t e  n p u n  k t e  des Fachwerkes; speciell heisst ein solcher 
Punkt cin i - f a c h e r  Knotcnpunkt , wenn in dcmsclben i Stabe verbunden 
sind. Das Fachwerk wird s t a r r  oder s t e i f  genannt, wenn die Knoten- 
punkte desselben durch die sie verbindenden Stabe in gegenseitig unver- 
anderlicher Lage erhalten werden. Hierzu sind mindestens s = 2 k  - 3 starre 
StXbe nothwendig und im Allgemeinen auch hinreichend. Das Fachwerk 
heisst ein e i n f a c h e s ,  falls die Anzahl der Sttibe die nothwendige, also 
s = 2 k  - 3 i s t ;  wenn dagegen s > 272 - 3 ,  so nennt man das Fachwerk ein 
z u s a m r n e n g c s e t z t c s .  

Es leuchtet ohne Weiteres ein, dass die nothwendige und hinreichende 
Bedingung der Starrheit oder Steifheit eines ebenen e i n f a c  h e n  Fachwerkes 
identisch ist mit der gegenseitigen Unabhangigkeit der Stablangen ahi, also 
der Gleichungen A); ist  demnach die erwahnte Functionaldeterminante D 
von Nul1 verschieden, so muss das Fachwerk starr sein, im andern Falle 
beweglich. Dieses allgemeine Kriterium der Starrheit eines ebenen einfachen 
Fachwerkes ist  von H e n n e  b e r g *  in eine für  die Beurtheilung bequemere 
Fora gebracht worden und zwar unter Benutzung des Umstandes, dass sich 
die Frege nach der Starrheit bei allen derartigen Fachwerken, welche z w  e i -  
f a c h e  Knotenpunkte enthalten, vie1 einfacher und directer beantworten lasst. 

Tritt in einem einfachen Fachwerk ein zweifacher Knotenpunkt e auf ,  so 
steht derselbe, wie man unmittelbar tibersieht, mit den tibrigen k - 1 Kno- 
tenpunkten i n  starrer Verbindung, wenn die beiden nach ihm führenden 
Stabe nicht in  gerader Linie liegen, vorausgesetzt, dass die übrigen k-  1 
Knotenpunkte unter sich starr verbunden sind. Id die letztere Voraus- 
setzung nicht erfüllt, so kann auch das ganze Fachwerk nicht starr sein. 
Es lasst sich deshalb die Fragc nach der Starrheit eines Fachworkes mit 
einem zweifachen Knotenpunkte zurückführen auf die des Fachwerkes von 
k-1 Knotenpunkteri, indem man den zweifachen Knotenpunkt durch Ent- 
fernung der beiden von ihm ausgehenden Sttibe beseitigt. Enthalt das so 
reducirte Fachwerk wieder zweifache Knotenpunkte, so kann man in der 
angegehenen Weise die Zahl der Knotenpunkte noch weiter reduciren; diirch 
diese Reduction wird man schliesslich entweder auf ein Dreieck geführt, in 
welchem Falle das u r s p ~ n g l i c h e  Fachwerk unbedingt starr is t ,  oder auf 
ein einfaches Fachwerk*" ohne zweifachen Knotenpunkt. Es ist daher nur  
noch fiir die letzteren Fachwerke ein einfaches Kriterium ihrer Starrhejt 
aufzustellen. Hierbei stützen wir uns auf den leicht bemeisbaren Satz , dass 
einfachc Fachwerke ohne zweifachen Knotenpunkt mindestens scchs dreifache 
Knotenpunkte enthalten müssen. 

* Statik der etarren Systeme. Darmstadt 1886. S. 214flgg. 
** L)aw das reducirte Fachwerk fitetv wieder ein einfwhes sein rnuss, erkennt 

man daraus, dam die Relation s =  eh-- 3 auch fiir die reducirten Fachwerke be. 
stehen Lileibt, weil sich bei der Heduction immer k um 1 uud s um 2 verringert 
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Es sei A ein dreifacher Knotenpunkt, dessen Coordinaten mit z, y be. 

zoichnet wcrden mtigen; A,,  A , ,  A3 seien diejcnigen Knotenpunkte des Fach- 
werkes, mit denen A durch starre Stabe von den Langen a,, a,, as direct 
verbiinden ist. Bezeichnen x, y,, x, y,, x, y, die Coordinaten dieser letateren 
Punkte, so bestehen die drei Gleichungsn 

Zu diesen treten noch 2k-6 Gleichungen der Form A), in denen aber z 
und y nicht vorkommen. Die Functionaldeterminante dieser 2 k - 3 Gleich- 
ungen nimmt hier, wenn wir noch zur Abkiizung 

x - x i = X i ,  y - y i =  Yi (i = 1, 2, 3) 
setzen, die Form an 

in derselben enthalten die Glieder X i 4 ,  Y14 , X 2 4 ,  YZ4, ... (von der vierten 
Rorizontalreihe an) x und y nicht, wahrend die Glieder der Irieiden ersten 
Vertikalreihen von der vierten Horizontalreihe a n  gleich Nul1 sind. Diese 
Determinante kann durch Addition entsprecliender Vertikalreihen leicht suf 
die folgende Form gebracht werden : 

x, Y, -x, - Y, O 
x Y' O O -x, -Y, O o o o o . - . I  O O O  o . . .  

von dieser Determinante gilt bezüglich der Glieder von der vierten Hari- 
zontalreihe a b  das Gleiche, wie von der vorhergehendan. Entwickelt man 
D  nach Sutideter~uinanten der ersten drei Horizontalreihen,* so erhalt man 

D =  

D = - XI ( X ,  Y, - X, Ye) D',, - Y,  ( X ,  Y, - X,  Y2) D",, + X ,  ( X 3 Y ,  - X, Ys) D',, 
+ y, ( X ,  y, - x1 Ys) D", , ; 

x, Y, O O O O O 0 0  o . . .  
O O XPI4 YVI4 Xff4 YJZ4 . . . . . . . .  
O O X',5 Y P l 5  XV2,  Pre5 . . ,.. 

in demselben bedeuten D',,, Dr',,, D',, , D",, die adjungirten Determinanten 
der vier Subdeterminanten, welche x und y nicht enthalten. Dieser Bue- 

* Yergl. u. A.: B a l t z e r ,  Theorie der Determinanten, P. Aufl., S. 29flgg. 
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druck für D ist vom dritten Grade in x und y ,  stellt also, gleich Nul1 
gesetzt, eine Curve dritter Ordnung dar. Beachtet man jedoch, dass z. B. 

also die Glieder dritter Ordnung in x und y aus D sich fortheben, so er- 
kennt man, dass die Curve D =  0 in  die unendlich ferne Gerade und einen 
Kegelschnitt zerfallt.' Wir  erhalten somit den Satz, dass ein Fachwerk 
der in Frage kommenden Art  bewcglich iut oder starr, je nachdem sich der 
Punkt A auf der Curve D = 0 befindet oder nicht. 

Das erhaltene Resultat ist  zunachst nur eine geometrische Interpreta- 
tion des allgemeinen Kriteriums der Starrheit und gewlihrt keine Verein- 
fachung ftir die Anwendungen, falls man nicht im Stande is t ,  die Curve 
D = 0, bezw. den Ictztcrw~hntcn Kegclschnitt einfach zu bestimmen. Letz- 
teres ist nun thatsachlich moglich und zwar deshalb, weil sich dieser Kegel- 
schnitt vfillig deckt mit dem Kegelschnitt K des vorher behandelten kine- 
matischen Problems, wie weiterhin dargethan werden soll. 

Beseitigt man die drei nach A ftihrenden Stiibe A, A ,  A, A ,  A, A des 
Fachwerkes, so ist die Anzahl der Stiibe des tibrig bleibenden Stabwerkes 

die Zahl der Knotenpunkte desselben 

g = k - 1 ;  

da zwischen s und k die Relation s = 2 k  - 3 besteht, so erhalt man 

oder 

Dieso Relation sagt aber aus,  dass das so rcducirte Fachwerk eine sogenannte 
z w a n g l a u f i g  b e w e g l i c h e  e b e n e  k i n e m a t i s c h e  K e t t e  darstellt,** 
d. i. eine solche bewegliche Verbindung von starren Staben, in welcher die 
Stlibe bei ihren gegenseitigen Dewegungen nur  einen Grad der Freiheit 
l)esitzen, oder, was auf dasvelbe hinauskommt, in  welcher bei den Relativ- 
bewegungen der Stabe die Enoten- oder Gelenkpunkte nach Gestalt und 
Lange ganz bestirnmte Curven beschreiben. I n  dieser kinematischen Kette 
durchlaufen sonach, fa119 einem Stabe gegen einen andern ruhend gedachten 
Stab eine mogliehe Bewegung ertheilt wird, die Punkte A l ,  A,, .43 nach 

* Die hier gegebene Entwickelung de8 Ausdruckes für il weicht etwas ab 
von derjenigen, wie sie sich bei H e n n e b e r g  (a. a. O. S. 217flgg.) findet; jedoch 
stimmt der hior gcfundenc Kegelschnitt mit demjenigen der Henn e b erg'schcn 
Darlegung der Hauptaache nach überein. 

** Vergl. hierüber: G r  ü b l  e r  , Allgemeine Eigenschaften der ebenen zwang- 
liiufigen kinematischen Ketten. Civilingenieur 1883 , S. 176 ; ferner B u  r m e s t e r ,  
Lehrbuch der Kinematik. S. 424. 
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Grosse und Richtung ganz bestimmte Wege; es sind folglich auch die Ge- 
schmindigkeiten dieser drei Punkte in jedem Moment der Bewegung ganz 
bestimmte von einander abhiingige. Nimmt man die Grosse der Geschwin- 
digkeit eines beliebigen Knoten- oder Gelenkpunktes in  seiner Bewegung 
gegen den ruhenden Stab willkürlich a n ,  dann Sind die Geschwindigkeiten 
aller iibrigen Knotenpunkte hierdurch nach Grosse und Richtung vollig be- 
stimmt, also auch die der drei Punkte A , ,  A, ,  As .  Die Construction dieser 
drei Geschwindigkeiten erfolgt am einfachsten unter Benutzung der schon 
erwahnten orthogonalen Geschwindigkeiten und zwar nach geometrischen 
Methoden, wie sie hauptsachlich von B u  r m e s t e r * ausgebildet worden sind. 
Da sich sonach im ursprtinglichen Fachwerk die Endpunkte A , ,  A,, A, der 
drei nach A ftihrenden Stabe mit nach Grosse und Richtung vorgeschrie- 
benen Geschwindigkeiten bewegen müssten , falls das Fachwerk beweglich 
ware, andererseits aber die Moglichkeit dcr gegenseitigen Bewegung der 
drei Stabe an die Bedingung gekntîpft is t ,  dass der Punkt  A sich auf dem 
Kegelschnitt K oder im Unendlichen befiiidet, so erkennen wir, dass die 
Beweglichkeit des ursprünglichen Fachwerkes der gleichen Bedingung uuter- 
liegt, d. h. dass das Fachwerk nur  dann beweglich i s t ,  wenn der Punkt A 
auf dem Kegelschnitt K oder auf der unendlich fernen Geraden liegt. Es 
ist ferner dieser Kegelschnitt identisch mit demjenigen, welchen die Gleich- 
m g  n = 0 repriisentirt, und dies war noch zu beweisen. Es  kann daher 
auf rein gcomctrischcm Wege entschieden werden, ob ein Fachwerk mit 
einem dreifachcn Knotenpunkte starr ist oder nicht, bezw. ob die Functio 
naldeterminante D der Gleichungen A) von Nul1 verschieden iut oder nicht. 

F ü r  die Beurtheilung der Starrheit von ebenen einfachen Fachwerken 
ist die Bemerkuug noch von Wichtigkeit, dass derartige Fachwerke ohne 
zweifache oder dreifache Knotenpunkte nicht moglich sind. 

R i g a  Prof. M. GRÜBLER 

XIII. Das Problem der  Winkelhalbirenden.  

Die Aufgabe: Ein Dreieck zu zeichnen oder zu berechnen, nenn drei 
Winkelhalbircnde ihrer Grosse nach gegeben sind, ist bekanntlich zur Zeit 
eine ungeloste. 

Bezeichnet man die drei Seiten eines Dreieckv durch xi (i = 1 ,  2 ,  3j, 
die gegenüherliegenden Winkel durch Ai, die drei diese Winkel halbirenden 
Transversalen, gemessen vom Winkelscheitel bis zum Schnittpiinkt mit der 
Gegenseite, durch w , ,  so lauten die drei in  Frage lrommenden Gleich- 

T,ehrhiich der Kinernatik, Rd. 1 S. 430 flgg. 
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Man kann nun hieraus leicht zwei Gleicliungen ableiten, die nur noch 
die Verhiiltnisse der Seiten a1s Unbekannte enthalten; allein die Berechuung 
eines dieser Verhaltnisse fiihrt schliesslich aiif eine Cleichung xehnten 
Grades von erdrtickendem Coefficientenbau, so dass man auf diesem Wegc 
tiberhaupt nicht weiter vordringen kann. 

Um so bemerkenswertlier dürfte es daher ersclieiiieu, dass die folgende 
etwas rnodificirte Aufgabe eine befriedigende Auflosung gestattet. - Man 
denke sich um das oben erwiihnto Dreieck den umschriebenen Kreis ge- 
zeichnet und die Winkelhalbirenden wi einseitig verlangert, Lis sie diesen 
Kreis zum sweiten Male schneiden. D i e  s o  e r h a l t e n e n  w i n k e l h a l -  
b i r e n d e n  S e h n e n  si (i= 1 ,2 ,  3) s e i e n  i h r e r  L a n g e  n a c h  g e g e b e n ,  
und d i e  S e i t e n  xi s o l l e n  b e r e c h n e t  w e r d e n .  

Eine einfache geometrische Betrachtung" fUhrt auf folgendes Gleich- 
ungssystem : 

sI2 (21 + 5 2  + x3) (- x1 + x2 + x3) = x2 x3 (x2 + xJ2, 
s ,"x,+x2+xg)(~1-xà+x3) = xyx1(x3+x,)2, 
~3~ (51 + 22 + x3) (xl + x2 - x3) = Z, z, (x, + xJ2. 

Wollte man hier auf eine directe Ermit,telung der Seitenverhaltnisse 
ausgtihen, so würde man sich ganz wie bei der ursprünglichen Aufgabe in 
unUbersehbare Rechnungen verlieren. Dessen ungeachtet kommt man leicht 
auf trigonometrischem Wege zum Ziele, wenn man drei Hilfswinkel in  fol- 
gender Weise einfiùhrt. 

Man denke sich den Durchmesser d dcs umschriebenen Kreiscs dreimal 
gezogen und zwar nach den Ecken Ai ;  die Winkel, welche bci Ai zwischen 
d und si entstehen, heissen rui (i = 1, 2 ,  3). Dann ist bekanntlich 

3) 2 u I = A 2 -  A 3 ,  2 a 2 =  As-Al ,  2 e 3 = A 1 - A 2 ,  
auseerdern 

4) S ~ ~ ~ C O S L Y ~ ,  S ~ = ~ C O S O L ~ ,  s3=dcosa3 .  
Wegen 

ff, + Oz + OS = O 
hat man 

COS' a l  + cos2 a2 + cos2 ru3 - 2 COS ni COS a, COS a, = 1 

oder mit Rücksicht auf 4) 

Bus dieser Glcichung findct man den Durchmesser d l  vermoge 4) ergehen 
sich die Hilfswinkel u t ,  und mit Rücksicht auf 3) erhalt man für die Drei- 
eckswinkel 

6) A 1 = $ j R -  ir,+a,), A,=-$(R-a,+a,) ,  A,=%(R-a,+a,) ,  

* Man kann die Gleichungen 2) auch sofort aus 1) gewinnen, weun berück- 
sichtigt wird , dass s, w, = s,z, u. B. W. 
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womit nun das 
des Dreiecks 
7) 

Gleichungssystem 2) gelost is t ;  denn man hat für die Seiten 

xi = d silz Ai (i= 1, 2 ,  3). 

Wie ersichtlich, erfordert die gestellte Aufgabe ausser der Auflosung 
einer cubischen Gleichung auch noch eine wiederholte Winkeldreitheilung, 
und diesem letzten Umstande ist es zuzuschreiben, dass eine rein alge. 
braische Auflosung ohne Hilfswinkel zu sehr verwickelten Rechnungen 
fiihren muss. 

Ob in Zhnlicher Weise auch die Aufltisung des Gleichungssystems 1) 
geleistet werden kann, lassen wir jetzt dahingestellt sein. Es sei aber be- 

merkt,  dsss die Formeln für sonstige Dreieckstransversalen reichlich Stoff 
zu verwandten Aufgaben bieten, unter dencn nicht wenige sind, die zunBchst 
grosse algebraische Schwierigkeiten haben, schliesslich aber doch durch eine 
geeignete P arameterdarstellung gelost werden konnen. 

P l a u e n  i. V. W. HEYMANN. 
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XIV. 

Beitrag zum Studium der algebraisohen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung, deren Integrale 
feste Verzweigungspunkte besitzen, insbesondere 
derjenigen, welche die Ableitung bis zum dritten 

Grade enthalten. 

Von 

Dr. GEORQ WALLENBEELG. 

III. 
Eine vollstiindige Differentialgleichung erster Ordnung dritten Grades 

in Bezug auf die Ableitung hat  die Gestalt: 

wo vol vl, qz, v3 rationale Functionen von y sind, deren Coefficienten 
von z abhangen. Sol1 die Differentialgleichung eino F uch s'sche sein, so 
musa sie zunachst die Form haben: 

worin P hochstem vorn zweiten, Q hochstens vorn vierten und R hoch- 
stens vom sechsten Grade in y ist: 

Die Ai, B i ,  Ci sollen für's Erste als r a t i o n a l e  Functionen von B 

vorauegesetxt werden. - Die Discriminante der Differentialgleichung B), 
a F  

d. h. dio Eliminationsresultante von y' aus F = O und - = 0, lautet: 
39' 

Dieselbe i s t  also hochstem vom zwolften Grade in y. - Bus den von 
Herm F u c h s  aufgestellten Bedingungen folgt nun zunachst: 

Zeitiohrifk f. Msthemetik a Phpsik XXXV, 5. 17 
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1. Jcder nicht quadratische Factor der Discriminante 1) (z ,  y )  muss, 

gleich Nul1 gesetzt, ein Integral der Difforentialgleichung B) ergeben. 
E s  muss namlich nach Bedingung II) jede Wurzel 1 der Discrimi- 

nantengleichung D(a, y) = O, für  welche y', als algebraische Function von 

y aufgefasst, sich wirklich verzweigt, ein Integral der Differentirtlglei~bun~ 
B) sein; verzweigt sich nun y', als algebraische Function von y aufgefasst, 

n i  c h t  für y  = 71, 80 folgt , wenn = 5 eine zu y  = 7 gehorige gemein- 
aF 

same Wurzel der beiden Gleichungen F = O und - = O kt und y  = 7 SU, 
ayf  

= l+ v gesetzt wird, aus der Entwickelung: 

a F  
da F(ll, 5 ) -  -= a r O is t ,  dass 

sein muss, und da 
ao a~ a~ al 
- = -- 

a~ a~ d 5  a~ 
ist ,  dass 

an 
- = O  
9 

i s t ;  also y = q ist danu doppelte Wurzel der Discriminantengleichung, 
d. h .  jeder Factor der Discriminante, der keinen Verzweigiingspunkt liefert, 

kommt in derselben quadratisch vor.* - Der zweite Theil der Beding- 
ung II): ,,in der y' als algebraische Function von y dardtellenden Rie- 
mann7schen Flache hat  y' in alleu über y - 7 liegenden Verzweigungs- 

drj IL 

punkten den Werth y'= = - kornmt bei den Differentialgleichungen 
d z 

dritten Grades in y' nur fü r  e i n e n  Vorzwcigungspnnkt in  Betracht, weil 
i n  einer dreiblzttrigen Riemann ' schen  Flache nicht mehrere Verawei- 

* Anm erkung .  Alle einfachen Factoren der Discriminante, die, wie oben 
gezeigt, stets Integrale unserer Differentialgleichung liefern müssen, geliihen 
mm w e s e n t l i c h e n  Theiler der Discriminante (cfr. Kronecker, Crelle 91) und 
bleiben daher bei jeder rationalen Transformation von y und y' erhalten; dies 
hat  namentfich für solche Differentialgleichungen, deren Integrale algebraisch 
sind, eine gewisse Bedeutung; denn in diesem Falle ILsst eich (cfr. pag, 270) das 
allgemeine Integral einer algebraischen Differcntidgleichnng erster Ordnnng 
F(z ,  y, y') = O in  der Form darstellen: C = R(z, y, A), wo C willkürliche Con- 
stante, R eine rationale Function ihrer Argumente und A durch F(z ,  y, A) = Q 
dcfinirt ist. 
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pngspunkte übereinander liegen konnen; er besagt nur, dass, wenn von 

3 verschieden ist, in y = 7, c k e i n e  Verzweigung stattfinden darf. 
d~ 

Weitcr folgt: 

2. Jede einfache Wurzcl der Discrirninantengleiehung darf nur einen 
ei n f  a c h e n Verzweigungspunkt liefern. 

Wcnn n h l i c h  die algebraische Function y' von y sich an der Steile 

Y = q ,  y'z [=  - in drei Blattern verzweigt, so ist nach Bedingung 
d a  

III) y = ri mindestens doppelte Wurzel der Gleiehung E'(z ,  y, 5) = O mit 

der Dnbekrnnten y,  slso ax(m) = 0. Daraus fol& wieder : 
a 7  

d. h. y = 7 muss in diesem Palle mindestens Doppelwurzel der Discrimi- 
nantengleichung sein. - Diese Bedingung, dass jede einfache Wurzel der 
Diseriminantengleichung nur einen einfachen Verzweigungspunkt liefern 
darf, hat einen beschrhkenden Einfluss auf das Geschlecht der F u c h s -  
schen Differentialgleichungcn, allerdingn nicht derert beschrankend, dass, 
wie bei den Br io  t und Bouquet'schen Diffexentialglojehungcn, das Ge- 
schlecht p < - I sein muss.* - So darf die DBerentialgleichun,n B) hoch- 
stens vom Geschlecht 4 sein, wiihrend das Maximalgeschlecht einer Curve 
sechsten Grades 10 ist: die Discriminante von B) ist nümlich vom xaolften 
Grade in y ;  jeder einfache Factor derselben liefert nur einen einfachen 
Versweigungspunkt; also ist hier die Gesammtzahl der einfachen Ver- 
sweipngen der die algebraische Function y' von y darstellenden R i e -  
mann'schen Flüche: 

w 1 - 12; 

und da m = 3 ist, so folgt aus der bekannten Riemsnn'schen Relation 

w =  2 m + 2 ( p - 1 ) :  

Diese Maximalzahl des Geschlechts wird spiiter noeh um eine Einheit 
herabgedrückt werden. 

Weiter ergeben sich einige Polgerungen, welche die aussere Gestalt 
der von uns zu behandelnden Differentialgleichungen betreffen: 

3. Hat R mit Q einen gemeinsamen Factor, so niuss derselbe, fd l s  
er nicht von a nnabhiingig ist, doppelter Factor von R sein. 

* cfr. u. A. Fuche,  1. c. pag. 710. 
17 * 
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Denn ha t  R mit Q einen gomeinsamcn Factor, der einfacheï Factor 

von R ist,  so ist derselbe auch einfacher Factor der Discriminante 

Die entsprechende Wurzel y = 7  der Discriminantengleichung muss daher 
nach 1) ein Integral der Differentialgleichung B) sein, d. h. es muss, 

wenn y'- S. die gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen F(D, 5, Y') = O 

uud--- sein. Aber i s t  hier gleich O ,  da 
d  z 

d l  y = 7  gemeinsame Wurzel von Q = O und R = O ist; also - = O  oder: 
d z  

7  ist  von a unabhiingig. 
4. H a t  R mit & und P einen gemeinsamen Theiler, so muss der- 

selbe stets Doppelfactor von R und, falls e r  nicht von z unahhangig ist, 
doppelter Factor von Q und dreifacher Factor von R sein. 

Das Ersterc folgt aus Bedingung III), das Letztere wieder aus Be- 
dingung II): 1st  niimlich y = q die gemcinsame Wurzel von P = O, Q = O 

und R - O, so ist das zugehiirige y' gleich Null. Wird demgemkss 
y = y+ zc, $= U gesetzt, so lsuten in  Gleichung B) die Glieder niedrig- 
ster Dimension: u3+au2u+put4+yzcB. 
Das Glied, welches u allein enthalt, muss fehlen, weil sonst die Ent- 
wickelung von U nach gebrochcnen Potenzen von zc mit u'h bcginnen 
würde,* was der Bcdingung III) widerstreitet. 1st  ferner y oder P von O 
verschieden, d. h. y = 7 nur zweifache Wurael von R = O oder mir ein- 
fache Wurzel von & = O,  so verzweigt sich U in  U = O, u = O,* d. h. 

d ll y' i n  y = 7 ,  O; es muss danu nach Bedingung II) - = O ,  d. h. q 
d  z 

von B unabhkgig  sein. - 1st dagegon P = O und y = O,  also y = 71 

dreifache Wurzel von R = O und zweifache Wurzel von Q = O, so lauten 
die Glieder niedrigster Dimension: 

i n  dieaem Falle verzweigt sich die algebraische Function U Ton zc niclit 

i n  ZJ = O, u, = O. Die algebraische Function y' von y ist  übrigens in 

diesem Falle hochstem vom Geschlecht 1;  denn aus der Discriminante 
t r i t t  ein sechsfacher Factor y - 7  heraus, der keinen Verzweigungspunkt 
liefert; daher ist w 2 6 und folglich p - < 1. 

Um nun die F u  ch s 'schen Differentialgleichungen dritten Gradea in 
einem tieferen Studium zuganglich zu machen, um insbesondere die Beding- 
ung II) in geeigneter Weise in  Bedingungsgleichungen für die Coefficienten 

* cfr. Pu iseux '  algebr. Unters. 
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urnz~isetzen, unterziehen wir die Differentialgleichung R) der bereits Absehn. 1 
in G) angegebenen Transformation und schreiben sie in  der Form: 

!$, !2 und W sind dann mit P, Q, R durch die Gleichungen verbunden: 

P = - 3 Y 3 ,  Q - 3 ( V 2 - O ) ,  R = - ! p + 3 ! p E L - 2 %  
oder: 

ist also ebenfalls hochstens vom xweiten, 0 h5chstens vom vierten, 
!Ji hhoçhstens vom sechsten Grade in y: 

wo die a , ,  bi und ci rationale Functionen von z sind. 
Die Discriminante lautet: 

n> A = 8 2 - 0 3  

und die Cardani 'sche Formel ergiebt aus Gleichung C): 
3 -- - 3 

El y f - p = a V ~ + i ~ + a z V 8 - i / ~ ,  
wo a eino dritte Einhoitswurzel bcdeutet. 

Hier lasscn sich wieder znnachst einige die aussere Gestalt der Dif- 
farentialgleichnng betreffende Folgerimgen ziehan: 

5. Haben 0 = O und = O aine gemeinsame Wurzel y - 7, so 

muas dieselhe jedenfalls Doppelwurzel von W = O sein; und, wenn sie 
kein Integrsl der Riccat i ' schen Differentialgleichung v'= P(v) ist, muss 
sie zaeifache Wurzel von = O und dreifaehe Wurzel von 8 = O sein. 

Das Erstere folgt wieder leicht aus Bedingung III), da die Entwicke- 
lung von y'---c nach Potenzen von y - 7 sonst, wie aus E) hervorgeht, 
mit (y - ri)% beginnen würde. Das Letatere folgt aus der Bedin,mg II), 
da man für y = q aus C) y'= - p(ri) erh2lt und, wenn k = q ( q )  von 
fh 
- verschieden ist, in y = q, = keine Verzweigung stattfinden darf, 
d 2 

WaB nach E) zur Folge hat ,  dass y - 71 Doppelfactor von und drei- 
facher Factor von 8 sein muss; in diesem Falle ist  das Geschlecht der 
Differentialgleichung wieder hochstens gleich 1, da aus de r  Discriminante 
A ,  die vom zwolften Grade in y içt, ein Factor sechsten Grades (y - 
heraustritt, der keinen Verzweigungspunkt liefert. Uebrigans kann man 

den gemeinSamen Factor y -7 von und 8 durch die Substitution 
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fortschaffen; in dem Falle, wo y  = 7 nur einfache Wurzel von & - O 
und Doppelwurzel von % = O, also nach Obigem ein Integral der Ric- 
cati'schen Differentialgleichung v' = ( v )  ist, wird durch diese Substi- 
tution: 

also, da q'- (rl) - O ist, gleichzeitig Q(y) auf den ersten Grad redu- 
cirt." 

Gleichung E) lehrt endlich noch, dass eine Verzweigung in drei 
Blattor nur statthabon kann, wenn 8 und A, d. h. wenn 8 und 0 einen 
gemeinsamen Factor betiitzen. 

Wir gehen nun daran, die wichtige Bedingung II) in Bedingungsgleich- 
ungen für die Coefficienten umzusetzen, unter der Voraussetzung, dass die 
Discriminante A nur einfache Factoren enthalt, dass alsa auch 0 und % 
keinen gerneinsauien Factor besitxen. Unter dieser Voraussetzung ist nach 

den obigen Auseinandersetzungen nunmehr die Bedingung TI) al le in  nuth- 

wendig und hinreichend dafür, dass die Differentialgleichung C) eine 
F u  chs'sche sei. 

Aus 
F =  ( y 1 - ~ ) 3 - 3 Q ( y r - ~ ) -  2% 

und 
ôF 
- = 3 ( y ' - ! p ) ) e - 3 D  

erhalt man: 
a y' 

Es  mnss also nach Bedingung II) gleichzeitig 

sein, oder, da man auf der linken Seite dieser Congruenz ein beliebigeg 
Vielfaches von A hinzufügen kann: 
- 

* cfr. Abschn. 1. 
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oder : 

Es ist aber: 

Wir k6nnen dahor die Congruenz H) durch % dividiren, da A mit % 
keinen gemeinsamen Theiler hat ,  und erhalten: 

Es sei nun zunachst wirklich vorn zweiten, a vom vierten, % vorn 

sechsten Grade in y. Da in diesem Palle %%om selben (zwolften) Grade 

wie Q3 kt, so kann A = W 2  - a3 durch Fortheben der hocfisten Potenzen 
eine Graderniedrigung srleiden; es sei n der Grad von A (n 5 12). 

ah 
D a m  ist auf der linken Seite der Gleichung K) - vom m -  lten Grade; a Y 
ferner, wie aus den Gleichungen J) hervorgeht, 

hochstens vorn Grade 

und 

hochstens vorn Grade 

Der Ausdruck auf der linken Seite von K) ist also hochstem vorn f i  - ltBn 
Grade in y;  derselbe muss daher, da e r  dnrch D theilbar, identisch ver- 
schwinden, d. h. es  muss identisch: 

sein. Daraus folgt zuniichst, dass A nicht zw6lf einfache Factoren ent- 
halten darf; denn die Ausdrticke S u n d  T sind dann hochstens vorn zehnten 

i3A 
Grade in y, wahrend - vorn elften Grade in y  ware. A darf auch nicht 

ay 
elf einfache Factoren enthalten; denn es sei: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. G. WALLENBERO. 265 
-Y--- __W_Y_YI____X___I___YX____I-XI.,__W_Y_YI____X___I___YX____I-XI__W_Y_YI____X___I___YX____I-XI- 

zunachst %* hhochstens vom vierten Grade in y sein, weil sonst in der 
1 

durch die Substitution y = - transformirten Gleichung E) die Entwicke- 
v 

lung von v' nach Potenzen von v mit v'la beginnen würde, was dor Be- 
dingung III) widerstreitet. 1st aber 0 Tom dritten und % vorn vierten 

Grade in y oder zwar rlZ von kleinerem als dern dritten, aber % vorn 
vierten oder zwar '3 von kleinerem als dern vierten, aber !2 vom dritten 
Grsde, so ist in der transformirten Gleichung E) Y = O ein wirklicher 

Verzweigungspunkt der algebraischen Function v' von v ;  v = O isi; nur 
drnn k e i n  Verzweigungspunkt, wenn 0 gerade vom zweiten und 3 vom 
dritten Grade in y ist;  v = O muss daher nach Bedingung 11) ein Inte- 

1 
gral der durch y = - transformirten Differentialgleichung E) sein, folg- 

v 
lich enthalt $ ( v )  den Factor v, d. h. in  der ursprünglichen Gleichung E) 

ist p(y) vorn ersten Grade in y. 1st aber p(y) hochstem vom ersten 
Grade in y, so muss, wie wir jetzt zeigen wollen, stets der Grad von 62 
< 2 ,  derjenige von % < 3 sein. 
. - - 

Wenn hochstens vorn ersten Grade in y ist ,  so besteht zunkhs t  
die Gleichung 6) in jedem E'alle. Denn es sei k der Grad von & (k < 4) 
und 1 der Grad von 3 (Z < 6). 1st d a m  erstens 3 k  = 21, s o  kaun in 

A ein Fortheben der hochsten Potenzen von y, also eine Graderniedrigung 
eintreten; dies ist der Fall,  wenn entweder k = 4 und I = 6,  oder wenn 
k =  2 und 2 = 3  ist. Wenn n den wirklichen Grad von A bedeutet, so 

i?A 
ist auf der linken Seite der Congruenz K) - vom n -l'Bu Grade, ferner 

aa 
unter Berück~ichtigung der Gleichungen J) 

hochstens vorn Grade 

a 8  an 
also hoclistena vorn Grade lz - 1, und T = 2 D, - - 3 - % htichstons vom 

a 2  az  
Grade la + k - 2, also ebenfalls hochstens vom n - l t e n  Grade in y. In  diesem 
Falle besteht also Gleichung 6). - 1st zweitens 3 k  > 22, so is t  3 k  der 
Grad von A; S und T sind hochstens vorn k + l tnn Grade in y, und da  hier 

ist, so besteht wioder Gleichung 6). - 1st endlich drittens 3k  < 21, so 
ist 21 der Grad von A; S und T sind wieder hochstem vorn k  + lien 
Grada in y, und da  hier 
p~ -- - 

* dessen Grad danu nach Obigem jedenf'alls < 6 ist. 
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i s t ,  so besteht wiederum Gleichung 6). 

Angenommen nun, ee sei 

k > 2 oder 2 > 3. 
1st dann wieder erstens 3k = 21, also k = 4 und Z = 6 ,  und giebt n 
den Grad von A an,  so würde unter Beriicksichtigung der Gleichungen J)  
l n  Gleichung 6) S hochstens vom Grade 1 + n + 3 - 6 = n - 2,  T hoch- 

8A 
s t e m  vorn Grade n + 4 - 6 = n - 2 i n  y sein, wahrend - vorn la - ltnn 

ay 
Grade wBre. Glcichung 6) konnte also nicht bestehen; folglich darf nicht 
k = 4 ,  1 =  6 sein. 

1st zweitens 3 k  > 21, und ware k > 2 oder 1 > 3 ,  was ebenfalls 

k > 2 zur Folge haben 

3 k - 1, wLihrend X und 
und da  hier 

k - t  

also wegen k > 2: 

ôA 
würdo, so werc in  Gleichung 6) - vorn Grade 

3 Y 
T hochstens vorn k + Pan Grade in y sein würden, 

3 k  k 
l <  k S T  odcr < 3k--,  

2 

ware, so konnte Gleichung 6) nicht bestehen; es darf also in diesem 
Falle nicht k  > 2 oder 1 > 3 sein. 

1st endlich drittens 3 k  < 2 1, und ware 1 > 3 oder k > 2, was eben- 
ô A 

falls 2 > 3 zur Folge haben wiirde, so ware in  Gleichung 6) - vom 
a9 

Grade 27, - 1, wahrend S und T hochstens vorn k + ltan Grade in y sein 
würdon, und da hier: 

2 z 2 
k + Z < 1 $ 3  oder <21--1 

3  
altio wegen 1 > 3: 

k + 2  < 22-1 

ware, so konnte Gloichung 6) nicht bestohen; os darf also auch in diesem 
Falle nicht k > 2 oder 1 > 3 sein. 

W i r  haben daher das Resultat: 
Wenn $ nur vorn ersten Grade in y is t ,  darf L, hikhstens vom 

zweiten und 8 hochstens vorn drittan Grade in y sein; und da A in 
diesem Falle hochstens Tom sechsten Grade ist, so ist  das Geschlecht 
der durch Gleichung C) definirten algebraischen Function y' von y hoch. 

s t e m  gleiüh 1. 
1st 0 wirklich vom zweiten, W vom dritten Grade, so kann Gleich- 

ung 6) sehr wohl bestehen; dagegen folgt aus den letzten Entwickelungsn 
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noch, dass, wenn Cl vom zweiten Grade in y ist,  der Grad von 8 nicht 

kleiner als 3, und wenn % vom dritt,en Grade, der Grad von Cl nicht 
klein~r  als 2 sein darf. 1st z. B. % vorn zweitcn Grade, so muss 
vom ersten Grade sein und umgekehrt. 

Aus Gleichung 6) ergeben sich nun weiter dadurch, dass man die 
Coefficienten der verschiedenen Potenzan von y einzeln gleich Nul1 setzt, 
zwischen den im Allgemeinen in der Zahl 15  auftretenden Coefficienten 
a;, b i ,  ci der Differentialgleichung C) und deren ersten Ableitungen nach a 
Bedingungsgleichungen, deren Anzahl gleich dem Grade der Discriminante 
A in y ist. 

Wir wollen jetzt aus Gleichung 6) noch eine wichtjge Folgerung 
ziehen und geben ihr zu diesem Zwecke folgende Gestalt: 

Da nach Voraussetzung O und !JI keinen gemeinschaftlichen Factor be- 
sitzen, so müssen die beiden Gleichungen bestehen: 

wo A und B von allein abhzngen; - diese Gleichungen Sind iibrigens 
sehr geeignet zur Aufstellung der Bedingungsgleichungen zwischen den Coeffi- 
cienten der Differentialgleichung C) und ihren ersten Ableitungen nach z. 

Perner is t ,  wenn zur Abkürzung 
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also nach den Gleichungen 7) 

= - ( A + B y ) . I ~ - t Q ( y ' - P ) l  
und nach G) 

i aF 
2 

Damit ist für unsere Differentislgleichungen die wirkliche Herstellung 

der Relation geleistet, welche P o i n c a r é  in  der citirten Abhandlung pag. 3 
für die Fuchs 'sçhen Differentialgleichungen i n  der von ihm aufgestellten 

* A n m e r k u n g .  Setzt man umgekehrt voraus, dass für  eine algebraische 
Differentialgleichung erster Ordnung m'en Brades in y': 

F(Z, y, y') ;= y f n + r l  y ~ m - ~  +P, y r m - e + . . . +  pkyfrn-k+ ... +-pm = O 

ist und L wie oben die Gestalt hat: 

L =  1 , + 2 , y + 1 , y 9 + 1 , y S + ( ~ , + ~ , y ) y ' - a - r + ~ ~ ' ,  
so folgt zuntichst: 

und für die Pi ergiebt sich das Sgstem von B e d i n g ~ n ~ s ~ l e i c h u q e n :  

Für den Fsll m - 3 geht, wie man sich leicht iiberzeugen kann, dieses 
Sistem von Bedingu~gs~leichungen in die Gleichungen 7) über, für den Fa11 m = 2  
in die Gleichung C) der Einleitung. 
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vierten Bedingung angiebt; darnach muss namlich jede F u  c h s'sche Diffe- 

rentialgleichung F(z, y, y') = O der Relation genügen: 

wo P und Q ganze rationale Functionen von y sind, deren Coefficienten 

von B abhëngen. 
Durch Differentiation von 

F = O  

also: 

- "' 
1st nun y ein Integral der Differentialgleiühung F = O, welches 

aF 
nicht zugleich 7 = O befriedigt, so wird unter I3erücksichtigung von 8): 

O Y  \ 

d i  1 -- - - ( A + B Y ) . ( Y ' - P ) + ~ + - Y ' + -  a ip  ap an 
da 6 

oder : 
a Y  a Y 

Dieser Ausdruck für  den zweiten Differentialquotienten giebt uns ein 
Nittel mir Integratmion der Diffcrentialgloichung C) an die Hand: Wenn 
zmachst da8 Geschlecht der durch C) definirten algebraischen Function 
von y grosser als 1, also nach den obigen Ausführungen ip vom zweiten, 

U. vom vierten, % vorn sechsten Grade in y k t ,  so muss, wie Herr 
Po incaré  gezeigt ha t ,  das allgemeine Integral der Differentialgleichung C) 
algebraisch sein.* Die von demselben angedeutete birationale Transfor- 
mation, durch welche die Riemann'schen Flachen (8,) und (8,) in  ein- 
ander iibergeführt werden, is t  aber im Allgemeinen sehr schwierig auf- 

zufinden und daher die wirklichs Herstellung des algebraischen Integrals 
praktisch schaer au~führbar .  l laher  scheint mir zu diesern Zwecke eine 
von Herrn F u c h s  für die algebraische Integration der algebraischen Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung angegebene Methode geeigneter zu sein, 
welche auf dem folgenden von ihm gefundenen Theorem über die Form 
des algebraischen Integrals beruht: ** Wenn das allgemeine Integral 
einer algebraischen irreductibelen Differentialgleichung erster Ordnung 

* c h .  Einleitung. 
* Sitzungsberichte der Akademie. Berlin, 11. December 1884, p. 1171; 

cfr. pag. 258 Anm. 
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F(z, y, y') = O  algebraisch ist,  so lasst sich dasselbe in der Form dar- 

stellen: 
r =Bk, Y, A), 

wo r die willkürliche Constante, R eine rationale Function ihrer Argu- 
mente bedeutet und A durch die Gleichung F ( z ,  y, A) = O definirt wird. 
Bekanntlich lasst sich nun jede rationale Function der Wurxel einer cubi- 
schen Gleichung als linear gebrochene Function derselben darstellen, mit 
Coefficienten, welche in den Coefficienten der rationalen Function und der 
cubischen Gleichung rational sind. Das Integral der Differentialgleichung 
C) kann daher in dio Form gosctzt werden: 

wo vo, q l ,  y,, I/I, ganze rationale Functionen von y  sind, dcren Coeffi- 
cienten von B abhangen und von denen y,,, qo einersoits und y , ,  q ~ ,  an- 
dererseit,s von gleichem Grade in y vorausgesetzt werden dürfen, wiihrend 
2 / -  !$ durch die Gleichung C) als algebraische Punction von y und ei 

definirt wird. 
Differenzii-t man Gleichung 10) nach e, beachtet den durch 9) ge- 

gebenen Ausdruck für @) und reducirt die Gleichung, die dadurch 
d a  

erhalten wird, mittels C) auf den zweiten Grad in Bezug auf y'- VI eo 

muss dieselbe wegen der Irreductibilitiit von C) eine identische sein. 
Indem man daher in ihr die Coefficienten von (y r -  p)", (y'-p)' und 

( y r -  Q)' einzeln gleich O setzt, erhi l t  man die identischen Gleichungen: 

gesetzt wird. Werden i n  den Gleichungen 11) die Coefficienten der ver- 
schiedenen Potenzen von y einzeln gleich Nul1 gesetzt, so ergeben sich 
daraus Gleichungen zwisühen den Coefficienten von !#, D, W, rpo, (P,, 

Vo ,  QI und deren ersten Ableitungen nach a; diese Gleichungen mussen 
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durch r a t i o n a l  e Punctionen von a befriedigt werden konnen. - Hierzu 
ist noch Folgendes zu bemerken: Wenn p > 1 is t ,  kann A hochstens zwei 
Doppelfactoren besitzen, welche keinen Verzweigungspunkt liefern. Ent-  
balt A zehn einfache Factoren und e i n e n  Doppelfactor, eo kann der 
letztere durch eine bereits des Oeftern angewandte linear gebrochene Sub- 
stitution fortgeschafft werden; dieser Pal1 lasst sich dcmnach auf den von 
uns behandelten zurückftihren. F'thiilt  A acht einfache Factoren und 
zwei Doppelfactoren, so kann ebenfalls durch eine linear gebrochene Sub- 
stitution der eine fortgeechafft, der andere von B u n a b h b g i g  gemacht 
werden, so dass A die Gestalt ha t :  

Y' ' (Y - VI) ' (Y - ~ 2 )  ' (Y - ~ 8 ) '  

Au£ diesen Fall, der in  iihnlicher Weise sich behandeln lasst, gehen wir 
hier nicht niiher ein. 

1st vom ersten Grade in y,  eo ist nach den Ausführungen dieses 
Abschnittes Q hhochstens vom zweilen, 8 hochstens vom dritten Grade 
in y, und das Geschlecht der durch C) definirten algebraischen Function 
y' von y kleiner oder gleich 1; ferner ergiebt sich aus den Gleichungen 7), 
dasa dann B - O sein muss. Gleichung 9) stellt daher in  diesem Falle 
eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung dar;  hier ist es also 
unmittelbar einleuchtend, dass die Integrale der Differentialgloichung C) 
feste Verzweignngspunkte besitzen. - Sieht man wieder zunachst von 

aF 
singuliren Losmgen,  fü r  welche zugleich F - O und - - O i s t ,  ab, so ayf - 
muss das allgemeine Integral der Differentialgleichung erster Ordnung C) 
in dem allgemeinen Integral der  Differentialgleichung 9) enthalten sein 
und aus diesem dadurch hervorgehen, dass mischen dessen beiden will- 
kürlichcn Constanten eine bestimmte Relat.ion mit constanten Coefficienten 
erhalten wird." Das allgemeine Integral von 9) ha t  bckanntlich die Form: 

12) y =  c i . v + c , . 9 + x ,  
wo q, c, die beiden Integrationsconstanten und 9, q,  ~i, Functionen von 
B bedeuten. Differenzirt man 12): 

13) d" c I . ~ + c ~ . v ' +  x' 
und triigt aus 12) und 13) die Werthe ftir y und y' in C) cin, so muss 
sich ails C) jene Relation zwischen c, und c, ergeben, und unter Berück- 
sichtigung derselben stellt  dann Gleichung 12), welche nunmehr nnr e i n e  
willkürliche Constante enthalt,  da8 allgemeine Integral der Differential 
gleichung C) dar. 

* cfr. Abschnitt II. 

( S c h l n s s  folgt.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



xv. 
Ueber die durch ein lineares Flachensystem nter 

Ordnung d e w t e n  mehrdeutigen involutorischen 
Raumverwandtschaften. 

Von 

CHAS. STEINMETZ 
in New-York City. 

Fünf t e s  Capitel .  

Degeneration der Verwandtschaft bei dnnahme fester 
Grundpunkte. 

$ 15. Anzahl und Multipl ic i tLt  der Grundpunkte. 

43. Nehmen wir a n ,  das die mehrdeutige, involutorische Verwandt- 
schaft definirende Fliichengebüsch nt"' Ordnung habe eine Anzahl fester, 
allen Flachen des Gebüsches gemeinsamer Grundpunkte, und zmar sei: 

v,  die A n d l  der einfachen Grundpunkte a,,  a,,  a,, ..., 
"2 n n doppelten n 61, bar b3,  

"3 n n dreifachen Cli C Z I  C3i - m m ,  

. " . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I  

vk die Anzahl der k -  fachen Grundpunkte t,, le, f 3 ,  .. . 
44. Es gilt nun: 

ein k-facher Grundpunkt als k3 feste Schnittpunkte dreier Plfichen des Go- 

- - busches, aber nur als -k+ luk+ ') Bestimrnungsatticke des Fliichon- 
6 

gebüsclies ( C r e m o n a ,  S a l m o n ) .  
(n+1,(n+2)(12t3)-q Das Fliichengebüsch ist aber bestimmt durch ---- -- 

6 
Bestimmungsstücke, und wenn es überhaupt eine Verwandtschaft definiren 
soll, dürfen hochstens ($ - 2) Schnittpunkte je dreier seiner Flachen durch 
die Grundpunkte festgelegt sein. Daraus ergiebt sich: 
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n n 45. Ferner aber di i rkn son LiGberen Multipliciliiten als 1 iJ 1 Y wo 12 1 
m 72 n - 1 .  

die hochste in - enthaltene ganze Zahl, also entweder ,, oder -- 
2 L 2 

1st, 

hochstens eine vorhanden sein. Denn wcnn die Sumrne der Nultiplicitaten 
zweier Grundpunkte h6hcr als n ist ,  so ha t  ihre Verbindungsgerade mehr 
ah la Schnittpunkte mit allen Flachen des Fliichengebüsches, liegt also auf 
allen Flichen des Gebüaches und ist somit Grundlinie des Gebüsches, ein 
Fall, den wir erst im VIII. Capitel behandeln. 

Ebenso liegt eine Curve mte* Ordnung auf allen Flachen des Gebtisches, 
wenn die Summe der Multiplicitaten der auf ihr liegenden Punkte grosscr 
a18 mn ist.* 

Daraus ergiebt sich: 
3. Die Summe der Multiplicititen je  zweier beliebiger Grundpunkte 

muss ( . - -  n sein. 
4. Liegen eine Anzahl Grundpunkte au€ einer Curve mter Ordnung, 

so muss die Summe ihrer Multiplicitaten ( m n  sein. 
4. b) Dio Summe der Multiplicitiiten aller auf oiner Geraden licgenden 

Grundpunkte muss < lz sein. 
4.c) Die Sumrne der Multiplicititen von f h f  in einer Ebene liegenden 

Grundpunkten muss _( - 27a sein. (Sonst geht durch sie ein Grundkegel- 
schnitt.) U. s. W. 

Wir ftihren die Bezeichnung ein: 

wo N die Summe der festen Schnittpunkte siimmtlicher Fkchen des Ge- 
btivches ist. 

16. Der Punkt. 

46. ,,Jedem Punkte entsprechen in der Verwandtschaft (ms-3-1 )  
Punkte.' 

.Die V o r w a n d t s c h a f t  i s t  ( n 3 - N - l ) - d ~ u t i g . ~  
Jeder k -fache Grundpunkt ernieJrigt die Verwandtschaftsdeutigkeit 

nrn k3.' 
,Den Grundpunkten enkprechen s b m t l i c h e  Punkte des Raumes in der 

Verwandtschaft, und jedem beliebigen Punkte gehort jeder k-fache Grund- 
punkt al9 k3-facher Punkt  xu." 

,,Jeder Grundpunkt liegt ouf der Kernfliiche 4(n - l)ter Ordnung H, 
und kt doselbst mehrfacher Punkt. 

* Auch wenn die Summe der Multiplicitaten ( n z n ,  etwa = T ,  ist, kann die 
Curve auf allen Flachen des Gebüsches liegen , niimlich wenn (T - 1) der Punkte 
bereita eine auf einer Friche nter Ordnung gelegeue S~hnit tpunkt~ruppe [mn] be- 
~t immen.  Vergl. Be y e , Annalen II. 

Zeitachrift L Msthematik u. Physik XXXV, 5. 18 
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§ 17. Die  H a u p t l i n i e n .  

47. 1st die Summe der Multiplicitaten zweier Grundpunkte = n ,  so 
entspricht jedem Punkte ihrer Verbindungslinie die ganze Verbindungslinie. 
Dieselbe liegt daher auf der Kernriche H. 

Eine solche Linie mGge eine H a u  p t g e r a d e heissen. 

D a  drei Flichen rite* Ordnung, welche eine Gerade gemein haben, sich 
noch in n3 - 3 n  + 2 Punkten schneiden (Cr  e m  on  a) ,  drei beliebige Flicben 
des Fliichengebüsches , welche durch eine Hauptgerade 1 gehen , aber bereits 
N feste Schnittpunkte besiteen, von denen zwei indess bereits durch die 
Gerade Z absorbirt werden, so folgt, dass sich die drei Fliichen ausser in 
der Geraden 2 und den Grundpunkten des Gebüsches noch in 

.>a3-N-3%+4 

weiteren Punkten schneiden, die d e n  Punkten der Hauptgeraden zugehoren, 
und deren jedem die anderen derartigen Punkte und ausserdem ~Lmnitliclie 
Punkte der Hauptgeraden entsprechen. 

Diese Punkte m6gen d e r  H a u p t g e r a d e n  z u g e o r d n e t e  Haupt-  
p un k t  e heissen. 

1st die Anzahl der auf einer Hauptgeraden liegenden Grundpunkte =i, 
so schneiden sich alle durch die Hauptgerade gehenden Fiachen noch in  

n 3 - N - 3 n + 2 + i  
zugeordileten Hauptpunkten. 8190 : 

,,Ist d i e  S u m m e  d e r  M u l t i p l i c i t a t e n  z w e i e r  o d e r  mehrerer  
( i )  a u f  e i n e r  G e r a d e n  1 g e l e g e n e r  G r u n d p u n k t e  = l z ,  s o  gehoren 
j e d e m  P u n k t e  d i e s e r  H a u p t g e r a d e n  s a m m t l i c h e  P u n k t e  d e r  
H a u p t g e r a d e n  u n d  a u s s e r d e r n  n o c h  

n 3 - N - 3 n + 4  r e s p .  n 3 - N - 3 n + 2 + i  

d e r  H a u p t g e r a d e n  1 z u g e o r d n e t e  H a u p t p u n k t e  z u ,  j e d e m  d i e s e r  
H a u p t p u n k t e  a b e r  d i e  g a n z e  H a u p t g e r a d e  u n d  a u s s e r d e m  noch 
d i e  i i b r i g o n  H a u p t p u n k t c . '  

,,Die Hauptgeraden liegen auf der Kernflache, nicht aber im 811- 
gemeinen die Hauptpunkte. " 

48. D a  sich drei Pliichen .nter Ordnung, die eine Curve rnter Ordnung 
und rten Ranges gemein haben, noch i n  (n3- m ( 3 n -  2) + r )  Punkten 
schneiden ( C r  e m O n a ) ,  so folgt analog: 

.Liegen i Grundpunkte, deren Multipliüitiiten in Summe = mn sind, 
auf einer Curve mtor Ordnung und rten Ranges, so gehOren jedem Punkte 
dieser Curve alle Punkte der Curve und susverdem noch 
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der Curve zugeordnete IIauptpunkte, jedem dieser Hauptpunkte aber die 
ganze Hauptcurve und ausserdem noch die anderen Hauptpunkte 

,Die Hauptpunkte liegen auf der Kernfliche, nicht aber im 811- 
gerneinen ihrc zugeordneten Hauptpunkte.' 

§ 18. Die Gerade. 

49. Die einer Geraden Z entsprechende Cume Cl ergiebt sich genau 
nach denselben Methoden, wie in 5 2, 4, 5, 6 ,  a h  eine Curve (n9- 
Ordnung, welche durch die festen Grundpunkte hindurchgeht. 

Um die Multiplicitit der Grundpunkte für die einer beliebigea (keinen 
Grundpunkt enthaltenden und keine Hauptgerade oder -curve schneidenden) 
Geraden 1 zu bestirnmen, legen wir in 5 2 ,  6 die Ebene e und d i e ~ e r a d e  
g durch einen k - fachen Gruiidpunkt. 

Die Curven X,  und x9 sind nach wie vor von der dton Ordnung. 
Durch einen beliebigen Yunkt r von g geht eine Curve a des Büschels A, 

der im Büschel B n Curven b entsprechen, deren jede in 1 einen k-fachen 
Punkt hat, die also zusammen g ausser in E noch in n(n-k) Punkten t) 

schneiden. Umgekehrt gehoren jedem Punkte 9 n(a- k) Punkte r zu, es 
finden also 2 1 2 ( ~ -  k) Coincidenzen r = i )  s ta t t ;  T i s t  demnach, da das Er -  
zeugniss der beiden Büschel von der Ordnung Z f i Y s t ,  ein 2nk-facher  
Punkt desselben. Es spaltet sich aber die A und B gemeinsame Curve f i  
welche in E einen k-fachen Punkt besitzt, n-fach ab,  und ist daher f fiir 
xi ein nk-facher Punkt. 

Ebenso ist f für 1, ein nk-facher  Punkt ,  ist also n2k2-facher Schnitt- 
punkt von X, und x,,  folglich: 

,Die e i n e r  G e r a d e n  1 e n t s p r e c h e n d e  C u r v e  Cl d e r  (n3- l j tpn  
Ordnung  b e s i t z t  i n  j e d e m  k - f a c h e n  G r u n d p u n k t e  c i n e n  %kZ- 
fachen P ~ n k t . ~  

Dasselbe ergiebt sich nach der Methode in 5 2, 5. 

§ 19. Die Ebene. 

50. Die Ordnung der einer Ebene E entsprechenden Plache @, ergiebt 
sich nach den Methoden i n  5 3, 10, 11 ebenfalls = (n3 - 1). 

Da jedem Schnittpunkte der Ebene mit einer Hauptlinie die ganze 
Hauptlinie und ausserdem ihre zugeordneten Punkte entsprechen, geht die 
ihr entsprechende Flache durch alle Hauptgeraden und ihro zugeordneten 
Punktc einfach hindurch, durch alle Hauptcurven mter Ordnung und ihre 
zugeordneten Hauptpunkte m - fach. 

Um die Multiplicitst eines k - fachen Grund~nnktes  für die Flache @ E  

zu bestimmen, verfahren wir nach der Methode 53, 11. 

Die Flache Qgy ist  gleichfalls von der f i y t e n  Ordnung. 
18' 
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Legen wir die Gerade g durch den k-fachen Grundpunkt I, so geht 
durch jeden Punkt  7 von g eine Flache /7, der n-lachen y entsprcchen, 
welcho ausser in dem k-fachen Punkte E noch in n e ( n  - k) Punkten 4 
schneiden, und umgekehrt. r und t) coincidiren also für 2n2(n-k) Punkte, 
und f ist daher für das Erzeugniss der Büschel B und r ein 2n2k-facher 
Punkt. E r  is t  aber ein k-facher Punkt  der sich w2- fach abspaltenden 
Flache c p ,  ist also für  +py noch ein m2 k-  facher Punkt ,  demnach auch fur 
O, ein n2k-facher  Punkt. Also: 

, , J e d e r  E b e n e  E e n t s p r i c h t  i n  d e r  V e r w a n d t s c h a f t  e i n e  Flache 
O, d e r  (123-l)ten O r d n u n g ,  w e l c h e  i n  j e d e m  k - f a c h e n  Grund-  
p u n k t e  e i n e n  d 7 c - f a c h e n  P u n k t ,  i n  j e d e m  e i n e r  H a u p t l i n i e  zu- 
g e o r d n c t e n  P u n k t e  e i n e n  e i n f a e - h e u ,  i n  j e d e m  e i n e r  H a u p t -  
eurve ' rn 'or  O r d n u n g  x u g e o r d n e t e n  H a u p t p u n k t e  e i n e n  m-fachen 
P u n k t  b e s i t z t ,  d u r c h  j e d e  H a u p t l i n i e  h i n d i l r c h g e h t  u n d  s ich in  
j e d e r  H a u p t c u r v e  mter  O r d n u n g  m - f a c h  d u r c h s c h l i n g t . "  

3 ao. Gerade und Ebenen. 

51. Auf einer Geraden und einer beliebigen Ebene giebt es (d-1) 
Paare einander entsprechender Punktc. Jcdem dicser Punktepaare cntspre- 
chen noch weitere nS - N- 2 Punkte. 

Die ciner Geraden g entsprechende Cg und die einer Ebene E ent- 
sprechende O, haben ( n 3 - 1 ) V u n k t e  gemeinsam. Von diesen Punkten 
entsprechen 

dern Schnittpunkte ( ~ g )  fiY - N - 1 Punkte,  
den (n3 -1) ents~rechenden Punktepaaren auf g und E (n3 -1) (n3 - N-2) 

Punkte, 
jedem k-fachen Grundpunkte, da  er auf Cg nk2-faeh,  auf @, n2kk-fach 

ist .  n3k3 Punkte, 
allen Grundpunkten also k vk n3k3 = n3N Punkte, 2 

in Summe: (n3-N-1)  + ( n 3 - 1 ) ( n 2 - N - 2 ) + n 3 N = ( f i 3 - 1 ) 8 ,  

§ 21. Specielle Gerade. 

52. Trifft eine Gerade g eine Hauptgerade 1 oder eine Hauptcurve c 
der mten Ordnung, so spaltet sich diese von der der Geraden entspie- 
chenden Curve Cg ab. Die Ordnung von Cg erniedrigt sich daher um 

die Ordniing der Hauptlinie oder Hauptcurve, resp., wenn die Gerade g 
die Hauptcurve i - m a l  schneidet, um im. 

Die Multiplicitiit jedcs auf dcr Hauptcurve gelegencn und fur die- 
selbe A-fachen Punktes um A resp. il. 

53. Geht eine Gerade 2 durch einen Grundpunkt E, so gehort ihr eioe 
Curve Cl an, welche eine beliebige Ebene E in  ebensoviel Punkten schneidet, 
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als die der Ebene E entsprechende 0, von 1 in ausserhalb des k-fachen 
Punktes gelegenen Punkten geschnitten wird, also in  ns - 1 - n27c Punkten; 
d. h.: die einer durch einen Grundpunkt kter Ordnung f gehenden Geraden Z 
entaprechcnde Cl ist von der Ordnung 

n2(n-k) -1. 
In 5 2 ,  5 ,  6 werden die drei Flichenbüschel A ,  B, r durch eine durch 

einen k- fachen Grundpunkt 'f gehende Gerade 2 nur 1 : (n - k) : (fi - k)- 
deutig einander zugeordnet, und es ergiebt sich dann die Ordnnng von x, ,  
r, zu n(n- k), die Ordnung von CL zu n2(k- 1) - 1. 

Legt man in 5 2, 6 die Ebene e und die Gerade g durch einen 
i-fachen Punkt i l  resp. durch den k-fachen Grundpunkt E, so ergeben sich 
als weitere Schnittpunkte von E mit Cl noch d ( k  - 1) - 1 - (n- k)i2 resp. 
n2(k - 1 )  -1 - (n - k) k2 Schnittpunkte, i resp. t ist also für Cl ein 
(n- k)i2-facher, resp. [da sich i n  'f noch der Schnittpunkt ( E Z )  abspaltet] 
(n - k) k2 - 1 - facher Punkt. [Für 1, und X, war e r  (m + k) i - fach.] Also : 

,Geht eine Gerade 1 durch einen k-fachen Grundpunkt 'f, so ent- 
spricht ihr eine Curve Cl der (n2(lz - k) - l)ten Ordnung, welche in jedem 
i-fachen Grundpunkte einen (12 - k) i2-  fachen, in  f aber nur einen 
(jn - k) k - 1) - fachen Punkt  besitzt." 

,Dadurch, dass eiue Gerade 2 durch einen k-fachen Grundpunkt I 
geht, wird die Ordnung der ihr in der Verwandtschaft zugehorigen Curve 
Cl um n2k ,  die Multiplicitat jedes ihrer in  einem i-fachen Grundpunkte 
gelegenen Punktes um 7ci2, die Multiplicitat von f aber um 7eS+1 er- 
nicdrigt. Y 

54. .Der Verbindungslinie 1 eines k-Fichen Grundpunktes 'f und 

eintis i - fachen Grundpunktes i entspricht, vorausgesetzt k + i ( n  - - 1, 
eine Curve der (nyn- k - i) - 1 )  ten Ordnung Cl ,  welche in jedem 
l -  fachen Grundpunkte einen (m - k - i) r12- Fachen, in  t und i dagegen 
( ( T I  - k - i) kZ - 1) - resp. ((n - k - i) i - 1) - fache Punkte besitzt.' 

Also : 
,Der Verbindungslinie i eines k -  fachen Punktes f und eines ( n  - 1 - k)- 

fachen Punktes i entspricht eine Curve Cl der ( r ~ ~ - l ) ~ ~ ~  Ordnuug, welche 
jeden 1- fachen Grundpunkt zum A 2 -  fachen Punkte, die Punkte E und i aber 
zn (k2 - 1)'- resp. (n - 2 - 7~)~- fachen  Punkten besitzt und mit Z zusammen 
die Grundcurve der F l k h e n  eines Büschels im Gebüsche k t . "  

,Der Verbindungslinie eines k -  fachen und eines (a - k) - fachen Punktes 
entsprechen als einer Hauptgeraden (vergl. 5 17, 47)  die ihr zugeordneten 
Hauptpunkte und ausserdem die Hauptgerade selber. 

55. .Einer Geraden 1 ,  die durch einen, einer Hauptgeraden oder 
Hauptcurve mgeordneten oder auf ihr liegenden Hauptpunkt geht ,  en& 
spricht cine Curve mtBr Ordnung Cl,  von der sich die dem Hauptpunkte 
rugehorige Hauptgerade resp. Hauptcurve abspaltet, deren Ordnung sich 
also um 1 resp. m erniedrigt. Die Xultiplicitàt der auf der Hauptlinie 
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licgonden Grundpunkte für  die Z wird dabei um die Multiplicitat vermin- 
dort,  dio sie für die betrcffende Hauptlinie b e s i t ~ e n . ~  

Durch weitere Combination der in 52. bis 55. enthaltenen Speciali- 
sirungen lassen sich eine grosse Anzahl specieller Curvenarten Cl erhalten, 
auf die einzugehen wir für die Untersuchung specieller derartiger llaum- 
verwandtschaften aufschieben. 

1 23. SpecieUe Ebenen. 

56. In  analoger Weise ergiebt sich: 
,,Geht eine Ebene E durch einen k-fachen Grundpurikt F, so ernied- 

r igt  sich die Ordnung ihrer zugehorigen Flache a, um nk2, die llulti- 
plicitiit jedes ihrer in  einem i-fachen Grundpunkte gelegenen Punktes um 
ik" die Multiplicitiit von t aber uni k3+ 1.' 

,Jeder durch eiuen k-fachen Gruudpunkt E gehenden Ebene E get6rt 
also eine Flache 0, der .n(n"k2) -lten Ordnung an ,  die in jedem 
i-fachen Grundpunkte einen i (n2 - k2)-fachen, in f aber einen (k (n2- k" -1)- 
fachen Punkt besitzt.' 

,,Der Verbindungsebene E dreier Ir-, i-, A-fachen Griindpunkte f ,  i,  
A gehort eine Flache a, der %(ne - k"-i"-r12) - lh  Ordnung an, 
welche in  jedem Q - fachen Grundpunkte einen Q (n2 - k2 - ie - A2) - fachen 
Punkt  besitztU u. S. W. 

n 
,,Der Verbindungsebene e dreier - fachon Punkte gehort eine Flache 

2 

0. der -1)'" Ordnung an.' 

,,Die einer Ebene E zugehorige Flache 0, ist bei allgemeiner Lage 
Pz3 

der Grundpunkte mindestens - - - - 4 
1.' 

5 23. Allgemeine Curven und Flachen. 

57. Die einer Curve nater Ordnung entsprechende Curve Cm der 
m (n3 - l ) t e n  Ordnung hat  in jedem k -  fachen Grundpunkte einen mn kg- 
fachen P ~ n k t . ~  

,Die einer Flache mter Ordnung entsprechende Flache a, Cer 
m (n3 - l ) t o n  Ordnung hat  in jedem k-fachen Grundpunkte einen mn2k- 
facheu Punkt  , gelit durch jede Hauptgerade und ihre zugeordneten Punkte 
m - m a l ,  durch jede Hauptcurve r t e r  Ordnung und ihre zugeordneten Punkte 
mr- mal hindurchU u. S. W. 
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Ueçeneration der Keriifliicho bei Annahme fester Grundpunkte. 

§ 24. Hauptlinien und Hauptcurven. 

58. Die Kernfliiche 4 (TA - l)tsr Ordnung H geht durch siirnmtliche 
Hauptlinien und Hauptcurven der Verwandtschaft einfaeh hindurch, nicht 
aber irn Allgemeinen durch die diesen zugeordneten Hauptpunkte. 

Denn jeder Punkt einer Hauptlinie ist ein sich selbst entsprechender. 
Esistircn also Hauptlinien odcr Hauptcurven, so lasst sich ( R e  y e , 

Annalen II) die Kernflache durch Büschel niederer Fliichen oder Ebenen 
projectivisch erzeugen und erscheint als totales oder partielles Er~eugniss  
zweier projectivischen Büschel. 

3 25. Einfluss der einfachen Grundpunkte. 

59. Die Kcrnflache H der DU TA - l ) ten  Ordnung wird erzeugt durch die 
vier projectivischen Polarengebüsche (n- lltBr Ordnung, welche vier belie- 
bigen Punkten in Bezug auf das E'liichen~ebüsch fitu Ordnung zugehoren 
(vergl, 5 8, 24). 

Nehrnen wir als diese vier Punkte einen einfachen Grundpunkt a und 
drei heliebige Punkte 6, c l  b. Ihre  zugehtirigen Polarengebtische seien A, 
€3, r, A. Alle Flachcn von A gehen durch a ,  von B, r, A aber geht 
nur  ein Tripe1 entsprechender Fliichen durch a ,  nsrnlieh die Polarflachen 
der Flache nter Ordnung, welche in  a einen Duppelpunkt besitzt. 

Wir legen durch a eine Gerade g und suchen die Anzahl der Schnitt- 
punkte, die sie ausser i n  a noch mit H besitzt, um dadurch die Multiplicitiit 
von a für H zu bestimmen. 

Diirch einen beliebigen Punkt  7 von g gohcn drei einander entspro- 
chende Flachen der Gebüschc B , r, A ,  denen in A eine Flache zugehort, 
welche g ausser in  a noch in (n - 2) Punkten Ij schneidet. 

Urngekehrt geht durch jeden Punkt  Q ein Flachennetz in A ,  denen i n  
6, r, A drei projectivische Flachennetze zugehoren, welche (vergl. 5 8, 24, 

hm.) eine Fliiche 3 (n- l ) t n r  Ordnung erzeugen, die durch a geht, weil 
sieh iu a e h  Tripe1 entsprechender Flachen schneiden, und g daher noch 
in (3%-4) Punkten x schneidet. 

' 

Jedem Punkte r gehoren (TA - 2) Punkte t) , 
n n Q n (312-4) n r 

zn, x und g coincidiren also ftir (4%- 6) Punkte, und da H von der 
(4n- 4)ten Ordilung i s t ,  fallen nach a also zwei Schnittpunkte von H. 

1st g dagegen Tangente oder Osculirende der einzigen Flaohe des Ge- 
hüsches nte' Ordnung , welche in a einen Doppelpunkt hat ,  so fallen von 

der dem durch J gehenden Flachentripel i n  A entsprechenden FlBche zwei 
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resp. drei Punkte nach a ,  und a ist also drei- resp. vierfacher Schnittpunkt 
der g mit der Kernflache H. Also: 

,,Die Kernfliche 4 (n - l)ter Ordnung H der Verwandtschaft hat in 
jedem einfachen Grundpunkte des F1Lçlieugebüsches nter Ordnung einen 
Doppelpunkt, und hat in diesem Doppelpunkte denselben Beriihrungskegel 
mit denselben Osculirenden , wie die einzige Flache des Fliichengebiisches, 
welche i n  diesem Grundpunkte einen Doppelpunkt hat.n 

§ 26. Einfiuss der m e h r f a c h e n  G r u n d p u n k t e .  

1. Hilfssatz. 
60. ,,Haben siimmtliche Flachen zweier projectivischen Flachenbiischel 

(va- 1) ter Ordnung in einem Punkte f einen (k-1) -fachen Punkt, so er- 
zeugen sie eine Flache 2 (n - l>tar Ordnung , welche in E einen 2 (k - 1)- 
fachen Punkt  besitzt. 

Denn: 
Sei g eine beliebige, durch t gehende Gerade, B und r die beiden 

Blachenbüschcl. 
Durch jeden Punkt 1 von g geht nun eine Flsche des Büschels B, 

der in r cine Flache y zugehort, welche g ausser in dem (k-1)-fachen 
Punkte f noch i n  (n- k) Punkten t) schueidet. Umgekehrt entsprechen 
jedem Punkte t) (n- k) Punkte r. r und t) coincidiren also für 2(n-k) 
Punkte. Die von den beiden projectivischen Büscheln erzeugte Flache 
2 (n - l)ter Ordnung schneidet g also in 2 (n - k) von f verschiedenen Punk- 
ten , hat demnach in E einen 2(7c - 1 ) - fachen Punkt. 

2. Hilfssatz. 

61. ,Haben sarnmtliche Flacben droier projectivischen Netze (n-1)"' 
Ordnung einen (k -1) -fachen Punkt @ gemeinbam, so erzeugen sie eine 
Flache 3 ( la  - l ) ' O r  Ordnung, welche in E einen 3 (k - 1) -fachen Punkt 
besitzt.' 

Denn : 
Durch jeden Punkt  2: einer durch @ gelegten Geraden g geht, wenn 

die drei projectivischen Netze A,  B, r seien, ein Paar  entsprechender Rl- 
chen A und B, denen in r eine Flache y zugehort, welche g ausser in I 
noch in (n-Tc) Punkten t) schncidet. Umgekehrt geht durch jeden Punkt 9 
ein Flachenbtischel im Netze r, welchem in A und B zwei projectivische 
Fl~ühenbiischel zugehoren , die nach 60. eine Flache 2 (n - 1)t8r Ordnung 
erxeugen, welche g ausser in  ihrem 2 (k -1)-fachen Pnnkte f noch in 
2 (m - k) Punkten r schneidet. 

r und g coincidiren daher für  3 ( m - k )  Punkte, und da die von den 
projectivischen Netzen erzeugte Flsche von der 3 (n - 1) ten Ordnung iat, 

hat sie f num 3 (k - 1) -fitchen Punkte. 
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3. Hilfssatx. 

62. ,Haben sammtliche Plachen von vier projectivischen Flachengebü- 
schen A ,  B, r, A in einsm Punkte t: einen (k- 1)-fachen gemeinsarnen 
Punkt, die Flachen des Fliichengebüsches A sogar einen k-fachen, und sind 
die Flachengebüsche projectivisch, so erzeugen sie eine Flache 4(n  - l ) t e r  

Ordnung, welche i n  f einen (4k-3)-fachen Punkt  besitzt." 
Denn: 
Durch jeden Punkt einer durch t gelegten Geraden g geht ein Tripcl 

entsprechender Fliichen der drei Gebüsche B, r, A ,  welchem in A eine 
FlLche a entspricht, die g ausser in f noch in (n - k-  1) Punkten t) 
schneidet. ~ i n g e k e h i t  geht durch jeden Punkt  1) ein Pl~chennetz in A,  dem 
in B, r ,  A drei projectivische Fl%chennetze entsprechen, welche nûch 61. 
eine Plache 3 (n - l)ter Ordnung erzeugen, die g ansser in dem 3 ( k  - 1)- 
fachen Punkte I noch in 3(n-72) Punkten X: schneidet. 

,r und 9 coincidiren daher für 4(n- k) - 1 Punkte, also, da die vier 
Flrichengebüschc A ,  B ,  r, A eine Flacho 4 (TZ - l)tel Ordnung erzeugen, 
ist f fur dieselbe ein (4k - 3) - facher Punkt. 

63. Weuden wir diese Hilfssatze auf die Erzeugungsweise der Kern- 
fliiche H in 5 8, 24 a n ,  so ergiebt sich: 

,Die Kernflache H der Verwandtschaft hat  in jedem 72-fachen Grund- 
punkte einen (4k - 3)-fachen Punktu, 

ausgenommen k = 1. . 

Für k = 1 hat H nicht. wie sich daraus ergabe, in  f einen einfachen, 
sondern sogar einen Doppelpunkt. Diese Ausnahme beruht darauf, dass in  
einem einfachen Grundpunkte eine Plache des Gebüsches einen Doppelpunkt 
besitzt, n i c h  t aber in einem k-fachen Grundpunkte eine Fliiche einen 
(kf 1) - fachen Punkt. 

Degeneration des 

S i e b e n t e s  C a p i t e l .  

S trahlencomplexes und der S trahlen- 
congruenz b ~ i  Annwhrne fester Fnndarnentalpunkte. 

8 27, D e r  S t r a h l e n c o m p l e x .  

64. Wir behalten die Bezeichnungen des V. Capitels bei und beschranken 
uns iiberall, wo die Resultate sich nach den Methoden des III. und IV. Ca- 
pitels ergeben, allein auf die Angabe der Besultate, und zwar nur  inso- 
weit, als sie ron  den Resultaten des III. und IV. Capitels abweichen. 

Es ergiebt sich: 
, D e r  S t r a h l e n c o m p l e x  i s t  v o m  G r a d e  ~ ( T z - l ) ( m e + n - 3 ) .  

Sein Grad wird also durch die Annahme fester Fundamentalpunkte nicht 
verandert. 
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65. ,Alle in  einer Ebene E liege~iden Complexstrahlen umhüllen eine 

Curve 2 (n - 3 )  (m2 + TZ - 3)ter Classe, welche alle rn(m - Verbindungs- 
2 

linien der Schnittpunkte jeder Hauptcurve mter Ordnung berührt.u 
,,Die singularen Punkte aller in einer Ebene gelcgenen Cornplex- 

strahlen liegen auf einer Curve (.n - 1) (n" n - 3)ter Ordnung, welche 
in  jedem Schnittpunkte einer H a u ~ t c u r v e  d e r  Ordnung einen (m-1) -  
fachen Punkt  besitzt." 

66. ,Alle durch einen Punkt  p gehenden Complexstrahlen bilden 
einen Kegel 2 (n - 1) (12% n - 3)'~' Ordnung, der nach jedem k-fachen 
Grundpunkte t' hin einen 2nk2-fachen Kegelstrahl besitzt.- 

,,Die sinpuliiren Punkte aller Strahlen dieses Complerk~gels h g e n  auf 
eiiier Ranmcurve ((n - 1) (5n2 + 5 m - 11) - Ordnung , wclch~ den 
Complexkegel zum Perspeotivkegel hat,  in p einen (n' - N -  1) -?&chen 
und in jcdcm k -  fachen Grundpunkte einen 2 n k" fachen Punkt b e s i t ~ t . ~  

67. ,Die singularen Punkte aller eine Gerade g schneidenden Com- 
plexstralilen liegen auf einer Complexfl%che (2 (n - 1) (n2 + lz - 1) - M)'" 
Ordnung , welche die Gerade g zur (nS - N- 1) - fachen Geraden besitzt. 
Von dieser Complexfl%che hatte sich die Verbindungsebene [gf] der Ge- 
raden g mit jedem k - fachen Grundpunkte f k3- fach abgespaltet.li 

68. ,,Alle Complexstrahlen, welche zwei Gerade g, und g2 schnciden, 
liegen auf einer RcgelflHche 4 (n - 1) (n2 + .n - 3)t~r Ordnung , welche durch 
jeden k - fachen Grundpunkt hindurchgehend eine k3- fache Generatrix 
besitzt. 

5 28. Specielle Complexcurven, Kegel und Flichen. 

69. Geht eine Ebene E durch einen k-fachen Grundpunkt, so hat ihre 
Schnittcurve (m3- l ) t e r  Ordnung mit der ziigeliorigen @, in t einen d k -  
fachen Punkt. Von ihr spaltet sich aber die Schnittcurve 4 (n - l)tB' Ord- 
nung 2T mit der Kernfliiche H ab,  welche in @ einen (4 k - 3) - fachen Punkt 
besitzt. Also: 

,Geht eine Ebene E durch eiuen k-fachen Grundpunkt t, so liegen 
die singulzren Punkte der auf E befindlichen Complexstrahlen auf einer 
Curve (n - 1) (n2 + m - 3)tar Ordnung , welche in E einen (k (nz -4) $- 3)- 
fachen Punkt besitzt. 

Geht die Ebene E aber durch einen einfachen Grundpunkt a ,  sa ist 
dicser für die Curve der singularen Punkte ein (n%-2)-facher. 

Das Letztere wegen 5 26, 63. 

,,Von der Complexüurve 2 (n  - 1) (n2 + n - 3)ter Classe in  E spaltet sich 
das k3-fach gerechnete Strahlenbüschel E ab,  und bleibt daher eine Curve 

der (2 (n - 1) (n2 + m - 3) - 2mke)ten Classe übrig. Y 

70. ,,Der Complexkegel, der einen k -  fachen Grundpunkt f zur Spitze 
hat,  zerfillt in  das Strahlenbtindel f und einen Kegel der Ordnung 
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2(n - k) (n2 - k2 - 4) $ 2 ,  welcher in  einem i- fachen Grundpunkte einen 
27c(d- ii') -facheu Punkt  besitzt. 

1st die Spitze des Kegels ein einfacher Grundpunkt a ,  so kt  die 
Ordnung des Kegels = 2 (la - 1) (n2 - 5) + 4.' 

Denn: Einem in der Ebene E durch f resp. a gezogenen Strahle a ge- 
hart eine Curve 0, der (n3 - n2k - l jten resp. (n" - n" 1)t" Ordnung zu 
(8 21, 53), welche in f rcsp. a einen (nk"(k3 + 1)) - fachen, resp. (n- 2)- 
fachcn Punkt besitzt und a ausser in  f resp. a noch in (4(n-4-1) resp. 
(412- 6) Punkten schneidet (5 26,  63). Sie schncidet E daher ausserdem 
uoch in 
( ?~~- r12~k- l ) -  (nk2-(k3+1))- ( 4 ( n - k j - l ) = ( r . - k ) ( l a a - k 2 - 4 ) f  1 
resp. in 

( n 3 - n 2 - l ) - ( n - 2 ) - ( 4 n - 6 ) = ( n - l ) ( m ~ 5 ) + 2  

Punkten, welche mit E resp. a verbunden ebcnsoviele Strahlen b ergeben. 
a und b coincidiren daher für  . 

2(n-k)(n2-k2-4)+2 resp. 2(n-1)(n2-5) + 4  Strahlen, q. e. d. 

71. ,Der einem einer Hauptgeraden oder Hauptcurve mter Ordnung 
zugeordneten Hauptpunkte zugehorige Cornplexkegel zerf'illt in  die doppelte 
Verbindungsebene des Hauptpunktes mit seiner zugeordneten Hauptgera- 
den, resp. in den doppelten Perspectivkegel der dem betreffenden Haupt- 
punkte zugemdneten Hauptcurve, und in einen Kegel (2 (lz - 1) (n2+ n - 3) 
- 2)tBr resp. (2 (n - 1) (n2 + r. - 3) - 2m)ter Ordnung, welcher durch alle 
seiner Spitze beigeordneten Hauptpunkte hindurchgeht. 

Liegt die Kegelspitze dagegen auf der Hauptgeraden oder Hauptcurve 
selbst, so ist der Complexkegel von der 2(n - 1) (n" n  - 3)ten resp. 
(2 (n - 1) (n2 + I P ~  - 3) - 2 (rn - l))tm OrdnungU u. S. W. 

§ 2s. D i e  S t r a h l e n c o n g r u e n z .  

72. ,Die  O r d n u n g  d e r  C o n g r u e n z  i s t  

=2 (n - l ) (2n2-n+1)  -NU,  
indem sich in jedem k-fachen Grundpunkte ein k3-fach zu rechnendes 
Strahlenbündel abzweigt und die Ordnung der Congruenz sich daher um 

8. vA3 = N erniedrigt. 

73. .Die C l a s s e  d e r  C o n g r u e n z  i s t  

= 6 (n-1)2.P 

74. ,,Der R a n g  d e r  C o n g r u e n z ,  d. h. die Zahl der zwei beliebige 
Gerade g und g, schneidenden Congruenzstrahlen , i a t 

=4(n-l)(n"+-1) - 3 4  

U. S. W. 
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Achtes C a p i t e l .  

Untersuchung der Frage nach der Hoglichkeit der Definition 
eiodeutigor involutorisoher bnumverwuiidtçcliaften,durrh 

Fliichengcbiischu mit festen Gruiidpunkten. 

30. 

75. Sol1 ein Flachengebüsch ater Ordnung eine eindeutige involutorische 
Rnumverwandtschrtft definiren, ao müssen siimmtliche Fliichen des Gebüschcs 
(123 - 2) feste Schnittpunkte gemein haben, dieçe (n3 - 2) festen Schnitt- 

punkte aber nur  hochstens In + l) (n + 2, -4) Bestimmungssulcke 
6 

repriisentiren, da durch diese Anzahl von Bestimniungsstücken ein Flacheri- 
gebüsch gerade eindeutig bestimmt ist. 

E s  gilt nun: 
ein einfacher Grnndpunkt als 1 Bestimrniingssttick und 1 Schnittpunkt, 

doppelter 4 Bestimmungsstücke 8 Schnittpunkte, 

dreifacher 10 n n 27 n 

vierheher ,, , 20 n n 64 n 

k - kacher n k ( k + 1 ) ( k ' 2 )  Bestimmungsstücke und P 
6 

Schnittpunkte. 
I m  Allgemeinen gilt also ein mehrfacher Grundpunkt als mehr Schnitt- 

punkte, denn ale Bestimmungsstücke, so dass eine Anzahl a ,  /3, ..., x- 

facher Grundpunkte Liereits mehr Schnittpunkte der Flachen des Gebüsches 
festlegen, als die Anzahl der Bestimmungsstücke des Gebüsches betragt, 
die sie reprasentiren. 

E s  fragt sich nun, ob man (aS- 2) Schnittpunkte aller Flachen des 
Gebüsches in  einer Anzahl von Grundpiinkten festlegen kann , die als weni- 

ger oder hochstens ((lif 1)(n+2'(n+ 3)- 4 Bestimmungsstllcke gelteo. 
6 

76. Durch alleinige Annahme einfwher Grundpunkte ist dies nur mog- 

" 
also für  rn = 2. 

,,Ilas Quadrifliichengebtisch mit sechs festen Grundpunkten definirt 
eine eindeiitige involutorische Verwandtschaf t .Verg1 .  5 39, 97. 

77. Die allgemeine Untersuchung dieses Problems wird wesentlich ver- 
einfacht durch den Nachweis, dass man in oiuer gegebenen Anzahl von Be- 
stimmungsstücken bei Annahme von Punkten hoherer Multipliüitat rn e hi- 

Schnittpunkte festlegen kann,  als bei Annahme von Grundpunkten niederer 
Multiplicitit, dass also , wenn' durch Annahme fester Grundpunkte des 

Flkhengebüsches überhaupt eindeutige Verwandtschaften definirt werden 
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konnen, sie sicher durch Grundpunkte hochst moglicher Multiplicitüt erzielt 
werden konnen , und andererseits , dass , wenn sich nachweisen liesse, dasv 
bei Annahme von Grundpunkten hochst moglicher !vlultiplicitiit (vergl. 5 15, 
43) doch die Anzahl der Bestimmungsstiicke nicht ausreicht, um (n3-2) 
Schnittpunkte festzulegen, eindeutige Verwandtschaften durch Annahme fester 
Grundpunkte im Blachengebüsch liberhaiipt nicht erzeugt werden konnen. 

Der Kachweis, dass durch eine Anzahl von Bestimmungsstücken, wenn 
sie zut Bestimmung von Grundpunkten hoherer Multiplicitat verwandt werden, 
mehr Schnittpunkte der Flschen des Flichengebüsches festgelegt werden, 
ais wenn die Bestimmungsstücke zur Definition von Grundpunkten niederer 
Multipiicit2t verwandt werden, ergiebt sich daraus, dass das Verhaltniss der 
Bestimmungsstiicke zu dem der dadurch festgelegten Schnittpunkte: 

n TZ 78. Grundpunkte von htiherer Multiplicitit als 1 2 1 1  wo lP I  die 

iat, 

an 1 

n n n - 1. 
hochste in , enthaltene ganze Zahl, also entweàer = - 1 oder = -- 

L 2 2 
konnen nur cinfach vorkommen (vergl. 8 15, 45).  

Nehmen wir also einen (la-6)-fachen Punkt  als Bestimmungsstück 
wobei wir voraussetzen 

Denn: S = O  ergiibe ein Gebüsch von lauter Kegeln, das gar  keine 
n. 

Ferwandtschaft definirte; den Fa11 6 = - aber sparen wir uns besonderer 
2 

Betrachtung auf. 
Die tibrigen Bestimmungsstücke des Flachengebüsches nehmen wir a h  

lauter 8- fache Punkte an - die hochsten Punkte,  die ausser dem (n - 8)- 
fachen Punkte noch vorkommen konnen. 

Hierbei sehen wir davon a b ,  dass die Zahl der 8-fachen Punkte eine 
ganze sein muss und dass wir daher nicht alle weiteren Bestirnrnungsstücke 
durch 8 -fache Grundpunkte verbrauchen konnen, sondern einen Theil durch 
Grundpunkte niederer Mi~ltiplicit%t ausfüllen müssen, welche nach Obigern 
weniger Schnittpunkte festlegen. Dcnken wir uns dah t r  [ausser dem (a- 6)- 
fachen Punkte] sammtliche weiteren Bestimmuugsstticke durch 8 - fache Punkte 
ausgefüllt, sa werden sich darnit mehr feste Schnittpunkte ergeben, als in 
Wirklichkeit moglich ist. Wenn gleichwohl die Zahl der dann festgelegten 
Schnittpunkte (n3 - 2)  nicht erreichte, ware die Unmoglichkeit der Eraeii- 
gung einer eindeutigen Verwandtschaft untcr den obigen Voraussetzungen 
bewiesen. 
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79. Ejn (m - d) -facher Grundpunkt gilt als 

E s  bleiben zur Bestimmung des Fl%chengebIisches n'a* Ordnung also 
noch übrig: 

(w3+l)(.n+2)(m+3) -- 4- (m-d)(m-d+l)(n-8+2) 
6 Ci 

Bestimmungsstücke, in welchen 
n3-2-(.n- 

Schnittpunkte fcstgelcgt werden sollen. 
Sol1 dies durch Annahme hochstem 13 -facher Punkte moglich sein, eo 

muss der Quotient sein: 

-- 
(n-ô)(~~-d+l) (n-6+2)  (12+1)(%+2)(PZ+3) - 4  

d(fJ+1)(8+2) -- 6 6 
6 dS <- 

n" 2 - (PZ - 6)" 1 

d. h. es muss sein: 
X(8 )= (6+1) (d -2 ) [n3 -2 - (~ -8 )3 ]  

- 6d2[ (%+l)(ni-2)(&3) -4 -  ( n - d ) ( ~ ~ - d + 1 ) ( ~ ~ - 6 + 2 )  
6 6 ]<O. 

Es is t  aber, ausgerechnet: 

X ( 8 ) r 6 8 4 - 1 5 m d 3 + d 2 ( 6 . n 2 - 1 5 ~ + 1 6 ) + 6 d ( n 2 - 1 ) - 4  
=6n2b(d+1) -1Ûnd"8+1)+ (684+1668-68-4), 

daher : 
für d = 1 X(1) = 15n2-30n+12, 
also X (1) > O fiir ra > 2,  X (1) = O für n = 2. 

,Bei Annahme eines (n - 1) - fachen und lauter einfacher Grundpunkte 
ist  eine eindeutige Verwandtschaft nur  im Palle n= 2 r n ü g l i ~ h . ~ '  

n-1 
F ü r  d = -- 

2 
Tl-1 

x( , )=+(3d+83n2-  l l ~ > n + 2 7 ) ,  

also 
x("!!)>o fiir P Z 2 .  

. n + l  n-1 ,,Bei Annahme eines ,--fachen und lautcr - -fachen Punkten 
2 2 

ist eine eindeutige Verwandtschaft nie r n o g l i ~ h . ~  

80. Der Differentialquotient der - als stetig behandelten -. Function 
X (d)  ist 

-- a x ( 8 ' ~ 2 4 ~ 3 - 4 5 n ~ 2 + 2 d ( 6 n 2 - 1 5 n + 1 6 )  a d  +6(n2- l ) ,  
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also : 
für d = 1 

also 
> O  f'iir n>2;  

va-1 
ftir 

also < O für  r. )_ 2. 
- - 

Daraus ergiebt sich über den Verlauf der Function X(6) im Intervalle 
n-1 i<dL--. - -  2 - 

Die Function X(6) steigt am Anfange und fgllt am Ende dieses Inter- 
n-1 

 all les. Da sie nun für d = 1 und für d = -- 
2 

> O ist , so folgt, dass, 

wenn sie in diesem Intervalle < O werden sollte , sie, nachdem sie anfangs 
gestiegen ist, sich nach unten wenden, O Uberachreiten müsste, ein Minimum 
erreichen, wieder steigen, um nach erneuter Ueberschreitung der O und 

n-1 
Erreichung eines zweiten Maximums bis 6 = - hin abzufallen. Sie 

2 
miisste daher in  diesem Intervalle mindestens zmeimal die Krümmung mech- 
seln, also mindestens zwei Wendepunkte besitzen. Dies ist  aber n i c  h t  der 
Fall, denn fiir den Wendepunkt ist 

also 

Sind also überhaupt xwei reelle Wendepunkte vorhanden, so liegt doch 
n-1 

rnindestens der eine stets ausserhalb des Intervalles, 1 - ( 8 ( - ,- . 
2 

Die Function X ( B )  ist  also in  diesern Intervalle stets >O. Also: 
,,Durch Annahme eines (n - 8) - fachen und lauter weiterer, hochstem 

d-facher Grundpunkte ist die Erzeugung einer eindeut,igen involutorischen 
Verwandtschaft mittels eines Flachensystems nt@' Ordnung qi  c h t moglich.' 

% 
- 

Forausgesetzt : ci < - - 
2 

g sa. 
n 

81. Wir betrachten jetzt den bisher ausgeschlossenen Fa11 6 = - . 
2 

Es fmgt sich nun,  ob im Flëchcngebtisch atBr Ordnung (r. = 2 m )  durch 
'y1 

Annahme moglichst vieler m = --facher Grundpunkte sich eine eindeutige 
2 

Verwandtschaft erzeugen lasst. 
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Unsere obige Function wird 
Tb 

~ ( ~ ) z - ~ ( ~ n ~ - 3 2 d + 2 4 n + 3 2 ) < 0 ,  L 

beweist also niçhts. 
Aber auch in diesem F'alle ergiebt s ich,  die Unmoglichkeit der Ent- 

stehung eindeutiger Verwandtschaften. Denn: 
Da ein m-facher Punkt m3 Schnittpunkte festlegt, im Ganzen aber 

8m5 - 2 feste Schnittpunkte vorhanden sind, so lrihnen hochstens sieben 
m - fache Punkte angenommen werden. Die übrigen Bestimmungsstücke 
konneu entweder für  einen (m - 1) - fachen Punkt  und Puukte niederer Mul- 
tjpljcitit verwandt werden, - dann ergiebt sich in Shnlicher Weise die 
Unm6glichkeit eindeutiger Verwandtschaften -, oder es k6nnen mehrere 
Punkte hoherer Multiplicitiit angenommen werden - dann k6nnen dieaelben 

hochstens von der Multiplicit%t 145- / sein, und es ergiebt sich gleiclfdls 

die Unmtiglichkeit eindeutiger Verwandtschaften. Also: 
J C i n d e u t i g e  i n v o l u t o r i s c h e  R a u m v e r w a n d t s c h a f t e n  k 6 n -  

n e n  d u r c h  e i n  P l ~ c h e n g e b ü s c h  n t e r o r d n u n g  m i t  f e s t e n  Grund- 
p u n k t e n  nicht d e f i n i r t  w e r d e n S u  

N e u n t e s  Capi te l .  

Degeneration der Terwandtschaft bei dnuahme fester Grund- 
und Fundamental-Linien und Curven. 

5 33. D a s  S k e l e t t  des Fl&chengebÜ~iches .  

82. Siimrntliche Flachen eines Fliichengebüsches d e r  Ordnung k8nnen 
besitzen : 

Q 
1. eine Anzahl gemeinsamer G r u n d p u n k t e  v e r s c h i e d e n e r  M u l -  

t i p l i c i t a t ,  und zwar: 
a) isolirte Grundpunkte, 
b) Grundpunkte, die auf Grund - oder Fundarnentallinien oder 

-curven liegen. 
Haben die Pliichen in einem Grundpunkte eine oder mehrere gemein- 

same Tangenten oder Osculireuden, oder ihre Berührungskegel eine gemein- 
same i-fache Generatrix, so gilt: 

jede gemeinsame Tangente als ein weiterer Grundpunkt, 

n n Osculirende als zwei weitere einfacho Grundpunkte, 
n n i-firche Kegelgeneratrix ols ein i - fwher  Grundpunkt. 

83. 2. eine Anzahl G r u n d l i n i e n  o d e r  G r u n d c u r v e n  s'Br 

O r d n u n g .  Es sind dies Linien oder Curven, auf denen eine Anaaiil 
fester Grundpunkte liegen, deren Summe der Multiplicitaten grosser ist, 
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als die Summe der moglichen Schnittpunkk der Grundlinie mit einer 
Fliiche nte= Ordnung, also > m resp. mm, und die daher auf allen Fia- 
chen des Gebüsches liegen. 

Da durch eiiio Anzahl beliebig auf einer F, gewahlter Punkte eine 
Schnittpunktsgruppe einer F, mit zwei anderen Plgchen bestiinmt sein kann 
(Rey e l  Annalen II), deren weitere Punkte gleichfalls auf F,, liegen, so 
gentigt es ftir eine Schnittcurve Cpp zweier Plachen ptm und ptB* Ordnung, 
damit sie Grundcurve sei, dass die Summe der auf ihr liegenden unab- 
hlngigen Grundpunkte > die Zahl der Bestirnmungsstiicke einer Punkt- 

gruppe [ f i ,  P ,  !Il Sei. 
84. 3. P u n d a m e n t a l l i n i e n  o d e r  - c u r v e n .  E s  sind dies Linien 

oder Curven, welche allen Flachen des Gebüsches gemeinsam sind. Auf 
ihnen k6nnen ausserdem noch je eine Anzahl Grundpunkte gemeinsam 
liegen, deren Multiplicitiiten aber in  Summe < n + 1 resp. mm + l *  sein 
muss, da andernfalls die Linie oder Curve bereits der auf ihr liegenden 
Grundpunkte wegen auf allen Flachen des Gebüsches liegt,  also eine 
Grundlinie oder Grundcurve ist. 

Diese Fundamentallinien konnen mehrfache Linien sein. 
Jeder Schnittpunkt zweier einfacher Grund- oder Fundamentallinien 

gilt alu zweifacher, jeder Schnittpunkt einer i-fachen und einer k-fachen 
h i e  ais (i + k) - facher Grundpunkt. 

Jede Linie oder Curve, welche eine Anzahl Grund- oder Fundamental- 
h i e n  schneidet, so dass die Summe der &Iultiplicitaten der Schnittpunkte 
>n resp. mm* ist, is t  selber eine Grundlinie. 

85. 4. H a u p t l i n i e n  u n d  H a u p t c u r v e n .  Dies sind Verbindungs- 
linien von Grundpunkten, deren Summe der Multiplicitaten gleich der 
Summe der moglichen Schnittpunkte der Hauptlinie oder -curve mit einer 
Flache nt@* Ordnung, also =n resp. m a *  ist. Diese Hauptlinien oder 
mcurven gehoren daher siirnmtlichen Flachen eines Netzes im Flachen- 
gebüsche an,  und die Punkte, in denen sich die Fliichen ausser in  der 
Hauptlinie oder Hauptcurve und in dem festen Gebüschskelett noch weiter- 
hin schneiden, konnen wir ais d e r  H a u p t l i n i e  r e s p .  H a u p t c u r v e  
z u g e o r d n e t e  H a u p t p u n k t e  b e z e i c h n e n .  

Betriigt die Summe der Nultiplicitaten der auf einer Geraden oder 
Curve mter Ordnung gelegenen Grundpunkte = f i  - 1 resp. = mn- i* ,  so 
liegt die Gerade oder Curvo auf sammtlichen Flschen eines Fl~chenbtischels, 
and ihre in der Raumverwandtechaft entsprechenden Punkte erfüllen deu 
Ubrigen Theil der Grundcurve dieses Büschels, a190 eine Curve (aB-1) 
resp. (in2 - m)tOf Ordnung. 

86. 5. H a u p t e b e n e n  u n d  H a u p t f l i i c h e n .  E s  sind dies Ebenen, 
die mit allen Flachen des Gebtisches ein und -dieselbe feste Schnittcurve 

* vergi. 83. 
Zeitschrift f. Mnthemntik n. Physik XXXV, 5 .  
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besitzen. Diese Ebenen oder Fliichen mter Ordnung spalten sich von 
allen Flzchen eines Flachennetzes irn Gebtische ab ,  indem jedem (ausser- 
halb des Grund- oder Fundamentalgcbildes gelegenen) Punkte der Haupt- 
ebene oder Flache die ganze Ebene oder Flache und ausserdem noch ein 
Flachennetz (n - l)tex resp. (n - m)ter Ordnung zugehort. 

Die Flachen dieses Falchennetzes konnen sich, ausser in dem festen 
Gebüschskelett, noch i n  einer Anzahl weiterer Punkte schneiden, welche 
wir als d e r  H a n p t e b e n e  o d e r  H a u p t c u r v e  z u g e o r d n e t e  H a u p t -  
p u n k  t e bezeichnen konnen. 

Enthalt eine Ebene oder Flache dagegen ein Bestimmungsstück weniger, 
als zur Bestimmung einer festen Schnittcurve mit allen FlXchen des Ge- 
büsches nothig i s t ,  so spaltet sie sich nur von den Flachen eines FlZchen- 
bQschels a b ,  das jetzt von der (vz - l)t@n resp. (n- m)ten Ordnung ist und 
dessen Grundcurve die sammtlichen den Punkten einer solchen Flache, 
welche wir H a u p t e b e n e  o d e r  H a u p t f l a c h e  z w e i t e r  A r t  nennen 
konnten, in  der Verwandtschaft zugehorigen Punkte enthalt und als die 
d e r  H a u p t e b e n o  o d e r  H a u p t f l r i c h e  z w e i t e r  A r t  zugeordne te  
H a u p t c u r v e  z w e i t e r  A r t  bezeichnet werden konnte. 

Die nahere Untersuchung des Einflussee einer Hauptebene oder Haupt- 
flache auf die Verwandtschaft versparen wir auf Capitel X. 

87. 6. Aile sonstigen Grundgebilde lassen sich theils in ein- und mehr- 
fache Punkte,  theils in Cyrven und Linien der bereits betrachteten Art zer- 
legen und als Complicationen derbelben mffassen, bringen also nichts wesent- 
lich Nenos und konnen bei der allgemeinen Betrachtung iibergangen werden. 

1 34. Dentigkeit d e r  V e r w a n d t s c h e f t .  

88. Um die Deutigkeit der involutorischen Raumverwandtschaft zu be- 
~ t i m m e n ,  die durch ein Flkichengebüach nter Ordnung mit festem Skelett 
bestimmt i s t ,  suchen wir die Anzahl der variablen Schnittpunkte dreier 
Nachen des Gebüsches. 

Wir  betrachten zunachst zwei Fliichen des Gebüsches. 
Dieselben schneiden sich irn dllgemeinen in einer Curve nZterOrdnung, 

von der sich sammtliche Fundamentai- und Grundlinien und -curven abspal- 
ten, und zwar jede i-fache Curve mter Ordnung ?-fach,  so dass also, wenn 

wir setzen : zi i2m = Ml die S~hnit tcurve zneier Flachen des Gebüseher 

von der (n2 - M)ten Ordnung k t .  
Diese Schnittcurve besitzt: 
1. in jedem isolirten k - fachen Grundpunkte einen 7c2 -fachen Punkt, 
2. in jedem auf einer A-fachen Grund- oder Fundamentalcurve ge- 

legenen k -fachen Grundpunkte einen (k2 - A" - fachen Punkt , 
3 .  in jedem auf mehreren, der Reihe nach A-, p- ,  Y -, .. . - fachen 

Grund - oder F ~ n d a m ~ n t a l l i n i e n  oder - curven gelegenen k - fachen 
Grundpunkte einen (k2 - A2 - - - .) - fachen Punkt, 
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4. aiif jeder i-fachen Fundarnentalgeraden, au€ der Punkte von den 
Multiplicitaten 1, , p l ,  . . . liegen, ausser in diesen Punkten noch 
2i([n-il-1 -[A-il-[p-il  - - - a )  Punkte, 

5. auf jeder Fundamentalcurve mter Ordnung, auf der die ( A ,  p ,  v ,  . . .)- 
fachen Punkte liegen, noch 2 m ( n  - 1) - p - (1 - 1) - (p-  1) -a. a 

Punkte, wenn q der Rang der Fundamentalcurve, d. h. die ~ a h l  
der eine Gerade schneidenden Tangenten derselben is t  ( C r  e m o n  a ,  
Raum). 

89. h'ehmen wir jetzt eine beliebige dritte Flache den Flachengebüschcs 
fitar Ordnung zu, so schneidet dieselbe die Schnittcurve (fi" M)teX Ordnung 
der crsten beiden in (na - N )  Punkten. 

Von diesen Schnittpunkten liegen aber: 
1. in jedeni k-fachen isolirten Grundpunkte k3, in allen isolirten 

Grundpunkten also 2 k2 = K ,  

2. in jedem auf einer A -fachen Curve gelegencn k-fachen Grundpunkte 

k ( k 2  - b2), im Ganzen also k ( k 2  - A2) = L , 2 
3. in jedem auf mehreren i-, p -, v -, . . . - fachen Fundamental- oder 

Grundcurven gelegenen k - fachen Piinkte k (k2 - A2 - . . .), im 

2 Ganzen also k (k2 - A" -2  - . . -)  = L', 
4. auf jeder i - fachen Fundamenta,lgcraden 

2 i " [ n - i ] - 1 - [ ~ - i ] -  [p-il- ...), 
im Ganzen also 

2 2 3 ( [ n - q - l -  [ A - i l -  [ P -  i l - - . . )=  J  Punkte,  
%5. auf jeder Fundamentalcurve nate* Ordnung 

2 m ( n - 1 ) -  p-(A-1)-(p- l) ,  
im Ganxen 

z ( ~ n a [ n - 1 1 - 9 -  [ A - 1 1  - . a . )  =<l Punkte. 

Es bleiben demnach variable Schnittpunkte: 

a(n"M)-(K+L-L'+J+Q) 
oder wenn wir setzen 

N=nM+K+L+L'+J+Q: 

n3 - N. 
,Die V e r w a n d t s c h a f t  i s t  a l s o  ( ~ 3 - N - l ) - d e u t i g . u  

§ 35. Ordnung der Verwandtschaft. 

90. Die einer Geraden 1 entsprechende Curve Cl hat i n  jedern k-fachen 
Grundpunkte einen nk2- fachen Punkt. Von ihr spaltet sich daher jede 
i-fache Grund- oder Fundamentallinie oder -curve i d - f a c h  a b ,  und es 
ergiebt sich daher : 

,Die einer Geraden 2 entsprechende Curve Cl ist von der (nS-nM 
- 1 ) ' ~ ~  Ordnung und ba t  in  jedern isolirten k -  fachen Grundpunkte einen 
nke-fachcn, in jedem auf  einer Anzahl A - ,  -, V - ,  . . . -facher Grund- oder 

19" 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 Ueb. die durch e h  linear. Flachensyst. etc. Von CH. STEINMETZ. 

Fundamentallinien gelegenen k-fachen Punkte aber einen n(k2 - A2 -...). 
fachen P ~ n k t . ~  

91. .Die einer Ebene E entsprechende Fllche 0, der (n3 -nN-1)ten 
Ordnlmg enthiilt jede i-fache Grnndlinie d i - f a c h u  u. S.  W. 

Von neuen Arten speciellcr Ehenen tritt  nur  die Ebene E auf, die 
durch eine i-fache Fundamentalgerade geht und deren zugehoriger Plache 
@. Ordnung dadurch um 2 iZ [(n - i) - 1 - (1 - i) - . - -1 und ausserdem noch 
urn die diirch die auf der betreffenden Fundamentalgeraden etwa liegenden 
I -, p-, . . .- fachen Grundpunkte bedingte Zahl sinkt. 

F ü r  Gerade g ist's gleich, ob sie à-fache Curven oder Grundpunkta 
treffen. 

3 36. Die Eernn'iche. 

92. Die Kernflache H der 4(12 - l ) t e n  Ordnung enthalt: 
1. alle einfachen Grundpunkte alu Doppelpunkte, 
2. k-fachen n (4 k - 3) -fache Punkte, 
3. , einfachen Grundlinien oder -curven doppelt, 

4. n Fundamentallinien oder -curven doppelt, 
5. i-fachen n n (4i-3)-fach,  

6. n Grundlinien n n n 
7. , Hauptlinien oder -ourven einfach. 

( S c h l n s e  f o l g t . )  
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XVI. 

Ueber die Anzahl der Losungen gewisser Aufgaben 
und allgemeine Eigenschaften algebraischer Curven. 

Von 

BEXEDIKT SPORER. 
( S o h l u s s . )  

IV. 
Ueber Kegelschnitte , welche gegebene Cnrven nn te r  gegebenen 

Winke ln  dnrchschneiden. 

1. Alle die vorher entwickelten Resultate sind nur specielle Palle der 
vie1 allgemeineren Aufgabe : 

Es sol1 d i e  A n z a h l  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m m t  w e r d e n ,  w e l c h e  
irgend f ü n f  g e g e b e n e  C u r v e n  u n t e r  g e g e b e n e n  W i n k e l n  d u r c h -  
schneiden,  o d e r  v i e l m e h r ,  w e l c h e  m i t  j e d e r  d e r  g e g e b e n e n  
Curven e i n e n  s o l c h e n  b e s o n d e r n  P u n k t  g e m e i n  h a b e n ,  d a s s  d i e  
Tangenten i n  d i e s e n  P u n k t e n  a n  d e n  K e g e l e c h n i t t  m i t  d e n  
Tangenten  a n  d i e  g e g e b e n e n  C u r v e n  g e g e b e n e  W i n k e l  b i l d e n .  

Wir wollen uns jedoch bei der Behandlung dieser Frage, die im 811- 
gemeinen auf keine grosse Schwierigkeit führt,  aber umsttindliche Formeln 
liefert, anf den Fa11 beschrkinken, wo die fünf gegebenen Curven Kegel- 
schnitto und alle gegebenen Winkel rechte sind, d. h. auf die Aufgabe: 

Es  so l1  d i e  A n z a h l  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m m t  w e r d e n ,  d i e  
irgend f i inf  g e g e b e n e  K e g e l s c h n i t t e  r e c h t w i n k l i g  ( i n  e i n e m  
Pnnkte) d u r c h s c h n e i d e n .  

Ueberdies werden wir auch hier nur die ersten Reihen der Tabelle ent- 
aickeln. 

Auch hier gehen wir wieder aus von dem RIischel Kegelschnitte durch 
vier Punkte Po. Durch irgend einen Punkt  N auf G geht ein Kegelschnitt 
P z  deii Büsçhels B ( P 2 ) .  Ziehen wir in diesem Punkte eine Normale NM 
des Kegelschnittes, die N zum Fusspuukte ha t ,  so ist jeder Punkt  N der 
Geraden G so beschaffen, dass durch ihn eine nicht mit G zusammenfallende 
Gerade N.W geht. Nach 1. durchschneiden aber drei Kegelschnitte L I 2  die 
Gerade G rechtwinklig, also fill t  N M  dreimsal mit G zusammen. Dies 
giebt uns den Satz: 

Sol1 d e r  F u s s p u n k t  d e r  N o r m a l e  N e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  
PZ des B t i s c h e l s  B ( P 2 )  a u f  d e r  G e r a d e n  G g e l e g e n  s e i n ,  s o  i s t  
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d e r  O r t  d i e s e r ' N o r m a l e n  e i n e  C n r v e  v i e r t e r  C l a s s e  A',' mit G 
a l e  d r e i f a o h e r  T a n g e n t e .  

Diese Curve N,4 ist es nun, die in dieser Frage die Stelle einnimmt, 
die in II. die Curve PzS inne hatte. 

1st nun ein zweites Büschel B(C2)  gegeben, so geh6rt zu diesem 
Büschel i n  Bezug auf die Tangente T einzelner Curven C2 dieses Büschels, 
die ihren BerIihrungspunkt auf G haben, eine Curve T23. Diese Curve ha: 
mit der Curve NS4 ausser G noch 4 .3  - 2 . 3  = 6 Tangentcn gemein, woraus 
wir wieder finden: 

S o l 1  e i n  K e g e l s c h n i t t  CZ e i n e s  B ü s c h e l s  B(C2)  e i n e n  Kegel- 
s c h n i t t  e i n e s  z w e i t e n  B U s c h e l s  r e c h t w i n k l i g  d u r c h s c h n e i d e n ,  
s o  i s t  d e r  O r t  d e s  S c h n i t t p u n k t e s  e i n e  C u r v e  R,'. 

hat nun mit irgend einem Kegelschnitte P z  ausser den viei;Grund- 
punkten noch 6.2 - 4.1 = 8 Punkte gemein ; also : 

E s  g i e b t  a c h t  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d u r c h  v i e r  P u n k t e  
g e h e n  u n d  i r g e n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  r e c h t w i n k l i g  
s o h n e i d e n .  

Auf diese Art erhalten wir leicht folgende Tabelle: 

stiicke. 

- - 

L0- 
unger 

- 
8 

16 
24 
20 
10 
- 

64 
112 

136 
100 
- 

480 
720 
744 
- 

3360 

4368 
- 
$21 76 

Bildungs- 
Geseh 

E s  g i e b t  s o m i t  22176 K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  i r g e n d  fünf  K e g e l -  
f ichni t te  i n  e i n z e l n e n  P u n k t e n  r e c h t w i n k l i g  durchschne iden .  
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Hiermit wollen wir die Zahl der Beispiele abschliessen, dabei jedoch 
noch bemerken, dass die bis jetzt erhaltenen Resultate uns gestatten, auch 
nach die Anzahl Losungen zu bestimmen, wenn die gesuchte Curve K" 
irgend fünf beliebigen der obigen Bedingungen gehorchen muss. 

Ueber das bei obigen und verwandten  Fragen  auftretende 
Bildnngegesetz. 

1. Schon die wenigen gegebenen Beispiele lassen uns darauf schliessen, 
dabs es bei der Entwickelung solcher Fragen nur auf die Bestimmung ge- 
wisser Coefficienten ankommen wird. Wir  finden namlicb, dass im Schema 
zu 1. die Zahlen 1, 1, im Schema zu II. die Zahlen 2,  2 und im Schema zu IV. 
die Zahlen 4, 2 im Rildungsgcsetz immer wiederkehren, und dass diese Ge- 
setzmissigkeit auch in I I I .  auftritt ,  in  dem dortigen Schema jedoch auf 
gewisse Gruppen beschrankt bleibt. I n  allen den genannten Fallen kommt ein 
Satz mm Ausdruck , deu bereits C h  a s  1 e s  gegeben hat. E s  ist  dies der Satz : 

G e h e n  v o n  e i n e m  S y s t e m  K e g e l s c h n i t t e ,  d a s  d u r c h  v i e r  
Reding i ingen  g e g e b e n  i s t ,  j e  a d u r c h  e i n e n  P u n k t ,  w a h r e n d  j e  
b d e r s e l b e n  e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n ,  s o  g i e b t  e s  a p f b q  K e g e l -  
schni t t e ,  w e l c h e  n o c h  c i n e  f ü n f t e  w e i t e r e  B e d i n g u n g  e r f t i l l e n  
und wobei  p u n d  q g e w i s s e  C o n s t a n t e n  s i n d ,  d i e  n u r  v o n  d e r  
f ü n f t e n  B e d i r i g u n g  a b h l i n g e n ,  d a s  S y s t e m  m 6 g e  b e s c h a f f e n  
sein wie es  mol le .  

Hierbei wollen wir jedoch ausdriicklich bemerkt haben, dass, wenn der 
Satz giltig sein soll, unter Umstiinden f r e m d a r t i g e ,  u n e i g e n t l i c h e  
Losungen  m i t g e z a h l t  w e r d e n  m ü a s e n .  Unter diescr Poraussetzung 
wollen wir dem Satze, bevor wir ihn beweisen, eine etwas allgemeinere 
Faesiing geben , n h l i ç b  die folgende: 

1 s t  i r g e n d  e i n  S y s t e m  C u r v e n  v a t n n  G r a d e s ,  d a s  +n(n+3)-1 
B e d i n g u n g e n  g e h o r c h t ,  g e g e b e n  u n d  s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  j e  a 
der C u r v e n  d e s s e l b e n  d u r c h  e i n e n  P u n k t  g e h e n ,  w i i l i r e n d  j e  b 
eine G c r a d e  b e r ü h r e n ,  s o  e r f t i l l e n  j e  ( a p + b p )  C u r v e n  d e s  S y -  
stems n o c h  e i n e  w e i t e r e  B e d i n g u n g ,  wo u u n d  b n u r  v o n  d e r  
le tzten B e d i n g u n g  a b h i i n g i g e  C o n s t a n t e n  s i n d .  

Wir erhalten namlich zunachst den Satz: 
Sol1 d e r  B e r ü h r u n g s p n n k t  t e i n e r  T a n g e n t e  T e i n e r  C u r v e  

Cn o b i g e n  S y s t e r n s  S(Cn) a u f  e i n e r  G e r a d e n  G g e l e g e n  s e i n ,  s o  
i s t  der  O r t  d e r  G e r a d e n  T e i n e  C u r v e  (a+ b ) t e r  C l a s s e  
u n d  so l l  ï' d u r c h  e i n e n  P u n k t  Q g e h e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  v o n  t 
eine C u r v e  ( a+  b ) t ~ n  G r a d e s  

Sol1 das System nun noch eine letzte Redingung erfüllen in Bezug auf 
eine Curve C", so ktinnen wir diese Bedingung ausdehnen auf ein Büschel 
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Curven rten Grades B(Cr) ,  dem obige Curve Cr angehort , und erhalten 
dann in Beziehung auf dieselbe Gerade G eine Curve (x+  y)ter Classe mit 
G als y-facher Tangente, d. h. wir erhalten den Satz: 

S o l l e n  C u r v e n  d e s  S y s t e m s  S(Cn) i n  B e z u g  a u f  e i n e  andere 
C u r v e  Cr e i n e  a n d e r w e i t i g e  l e t z t e  E i g e n s c h a f t  h a b e n ,  s o  k6nnen 
w i r  d i e s e  B e z i e h u n g  a u s d e h n e n  a u f  d i e  C u r v e n  e i n e s  B B s c h e l ~  
B(Cr)  d u r c h  r2 G r u n d p u n k t e  Po u n d  d i e s e  C u r v e n  i n  en t spre -  
c h e n d e  B e z i e h u n g  z u r  G e r a d e n  G s e t z e n ,  s o  d a s s  d i e  genannte  
l e t z t e  E i g e n s c h a f t  d u r c h  e i n e  C u r v e  ( x + Y ) ~ ~ *  C l a s s e  B,"Sy mit 
G a l s  y - f a c h e r  T a n g e n t e  z u m  A u s d r u c k  k o m m t .  

Beide Curven Tau+b und By5+y habcn nun ( x +  y ) ( a +  b) Tangenten 
gemein, von denen jedoch b y  auf G gelegen sind, also noch (a :x+ y) + bz) 
andere übrig bleiben. Daraus schliessen wir jedoch wieder: 

S o l 1  e i n e  d e r  C u r v e n  d e s  S y s t e m s  S(Cn) i n  i r g e n d  einem 
P u n k t e  R e i n e r  C u r v e  C' e i n e s  B l i s c h e l s  B(Cr) i r g e n d  e i n e  b e -  
s t i m m t e  B e d i n g u n g  e r f t i l l e n ,  s o  s i n d  a u f  j e d e r  G e r a d e n  G je 
( a ( z + y ) + b x )  P u n k t e  R g e l e g e n ,  o d e r  d e r  O r t  d e s  P u n k t e s  R i s t  
e i n e  C u r v e  ( a ( x + y ) + b x ) t e n  G r a d e s  Ra(x+y)+6z ,  w e l c h e  die  r e  
G r u n d p u n k t e  d e s  B l i s c h e l s  zu a - f a c h e n  P u n k t e n  h a t .  

Da ferner die Curve R,~(P+Y)+" mit jeder Curve Cf ausser den re 
Grundpunkten noch 

r a ( x + y ) + r b x - a r 2 = a r j x + y - Y ) +  b r x  

Punkte gemein ha t ,  so folgt daraus: 
S o l l e n  d i e  C u r v e n  e i n e s  S y s t e m s  S(Cn) i n  B e z u g  a u f  irgend 

e i n e  b e l i e b i g e  C u r v e  Cr  n o c h  e i n e  l e t z t e  B e d i n g u n g  erftillen, 
s o  g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  j e  

r ( x + y - r ) a + r x b  
s o l c h e  C u r v e n  d e s  S y s t e m s .  

Hierbei sind die Coefficienten von a und b thatsachlich nur von der 
letzten Bedingung a b h h g i g ,  das System moge beschaffen sein, wie ES wolle. 
Um letztere Coefficienten also zu bestimmen, konnen wir n a m e n t l i c h  d a s  
S y s t e m  s o  e i n f a c h  w i e  n u r  i n t i g l i c h  v o r a u s s e t z e n .  Insbeson- 
d e r e  k t i n n e n  w i r  z u  d e r e n  R e s t i m m u n g  z. B. e i n  Bi i sche l  Ge- 
r a d e n  d u r o h  o i n c n  P u n k t  w s h l e n  und hierbei von der Geraden G 
absehen, und erhalten dann den Satz: 

H a t  e i n e  G e r a d e  H i n  B e z u g  a u f  e i n e  g e g e b e n e  C u r v e  Cr 
d i e  v e r l a n g t e  E i g e n s c h a f t  u n d  g e h e n  1: d e r s e l b e n  d u r c h  einen 
P u n k t ,  w t i h r e n d  j e  y  v o n  d e n  C u r v e n  e i n e s  B t i s c h e l s  B(Cr) e:ns 
b e l i e b i g e  G e r a d e  H n a c h  d e r  v e r l a n g t e n  B e d i n g u n g  schneiden, 
s o  s i n d  d i a  o b i g e n  C o e f f i c i e n t e n  g l e i c h  

r ( x + y - r )  u n d  r x .  
O der : 
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1 s t  d e r  O r t  d e s  P u n k t e s  R ,  i n  w e l c h e m  e i n e  G e r a d e  d u r c h  
einen f e s t e n  P u n k t  e i n e  C u r v e  e i n e s  B l i s c h e l s  u n t e r  i r g e n d -  
welcher  g e g e b e n e r  B e d i n g u n g  d u r c h s c h n e i d e t ,  e i n e  C u r v e  
( x t y ) ' "  G r a d e s ,  w e l c h e  d e n  f e s t e n  P u n k t  z u m  x - f a c h e n  P u n k t e  
bat,  so  s i n d  d i e  o b i g e n  C o e f f i c i e n t e n  d u r c h  r ( x + y - r )  u n d  r x  
gegeben. 

Oder vollsttindiger : 

1s t  d e r  O r t  d e s  P u n k t e s  R ,  i n  w e l c h e m  e i n e  G e r a d e  d u r c h  
einen f e s t e n  P o l  P e i n e  C u r v e  Cr e i n e s  B ü s c h e l s  B(Cr)  d u r c h  
r 2  G r u n d p u n k t e  u n t e r  i r g e n d w e l c h e r  B e d i n g u n g  d u r c h s c h n e i -  
d e t ,  e ine  C u r v e  (x+y)ton G r a d e s  m i t  P a l s  x - f a c h e m  P u n k t e ,  s o  
g ieb t  es  s t e t s  r ( x + y - r ) a + b r x  s o l c h e  C u r v e n  e i n e s  d u r c h  
i n ( n + 3 ) - 1  g e g e b e n e  B e d i n g u n g e n  b e s t i m m t e n  S y s t e m s ,  w e l c h e  
eine b e s t i m m t e  B e x i e h u n g  z u  e i n e r  C u r v e  Cr h a b e n ,  u n d  w o b e i  
a und b a n g e b e n ,  w i e v i e l e  d e r  C u r v e n  d e s  S y s t e m s  d u r c h  e i n e n  
P u n k t  g e h e n ,  r e s p .  e i n e  G e r a d e  b e r t i h r e n .  

Hierbei wollen wir jedoch ausdrlicklich und wicderholt bemerken, dass, 
wenn der Satz giltig sein 6011, n o t h i g e n f a l l s  a u c h  u n e i g e n t l i c h e  
Lljsungen o d e r  e i n z e l n e  L t i s u n g e n  a l s  m e h r w e r t h i g  g e z a h l t  
wer den  m  ii su en. Wir  sind namlich davon ausgegangen, dass zwei Curven 
amer einer bestimmten Geraden G noch weitere von G verschiedene Tan- 
genten T, gemein haben. Die von uns gegebene Anzahl von solchen Tan- 
genten Tl kann jedoch aus mehrerlei Cründen hinfallig werden. So k6nnen 
z. B. in G mehr Tangenten, als angenommen worden, vereinigt sein, dann 
namlich, wcnn G von beiden Curven in gleichen Punkten berührt wird, 
oder aber es kann jede Tangente Tl (wie wir weiter unten sehen werden) 
als mehrfach zahlend angesehen werden mtissen, oder aber auch die Gerade 
G ,  a15 Tangente Tl auf uneigentliche Losuligen führen u. S. W. 

Will man demnech sicher gehen, so hat  man auf der Geraden G das 
Fortschreiten der Tangentcn, welche uns beido obigo Curven geben, voll- 
stindig und genau zu verfolgen. 

Dass dies nothig ist, mag uns folgendes Beiepiel zeigen: 

E i n  S y s t e m  K e g e l s c h n i t t e  i s t  s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  j e d e r  
K e g e l s c h n i t t  d u r c h  d r e i  P u n k t e  g e h t  u n d  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G 
j e  d i e s e l b e n  P u n k t e  b e s t i m m t ,  w i e  d i e  K e g e l s c h n i t t e  e i n e s  
Büschels B ( C 9 ;  e s  s o l l  d i e  A n z a h l  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m m t  
werden, d i e  d i e  x u g e h t i r i g e n  K e g e l s c h n i t t e  i n  v i e r  s o l c h e n  
Punkten  s c h n e i d e n ,  v o n  d e n e n  d r e i  a u f  G g e l e g e n  s i n d .  Oder: 

Zwei K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  z w e i  B ü s c h e l n  B ( C 2 )  u n d  B ( P e )  
angehoren ,  b e s t i m m e n  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G d i e s e l b e  I n v o l u -  
tion; es s o l l  d i e  A n z a h l  d e r  K e g e l s c h n i t t e  d e s  e i n e n  B ü s c h e l s  
B(C2) b e s t i m m t  w e r d e n ,  d i e  d e n  z u g e h o r i g e n  K e g e l s c h n i t t  i n  
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e i n e m  P u n k t e  A v o n  G b e r ü h r e n  u n d  i n  e i n e m  z w e i t e n  P u n k t e  
B a u f  G s c h n e i d e n .  

Ziehen wir i n  irgend einein Punkte P auf G die Tangenten an die 
beiden Kegelschnitte der Buschel, die durch P gehen, so erhalten wir als Orts- 
üurven dieser Tangenten zwei Curven dritter Classe B,3 und D:, die beide 
G zur Doppeltangente haben. Beide Curven beriihren jedoch G in denselben 
Punkten,  die Gerade G ziihlt somit nicht vierfach als gemeinsame Tangente, 
sondern sechsfach. Dementsprechend giebt es nur noch drei der verlangten 
Kegelschnittpaare, wahrend den zwei durch G weiter absorbirten Tangenten 
Kcgelschnittpaare entsprechen, die die verlangte Bedingung nicht erfullen, 
vielmehr zu den uneigentlichen Losungen zu rechnen sind. 

VI. 
Anwendnngen des Hanptsatzes obigen Theils. 

Von dem obigen Hauptsatxe wollen wir nur  einige Anwendungen 
machen, und zwar: 

1. E s  s o l l  d i e  A n z a h l  K e g e l s c h n i t t e  b e s t i m m t  werden,  
w e l c h e  f ü n f  g e g e b e n e  G e r a d e n  z u  N o r m a l e n  h a b e n .  

Jede  Gerade N geh6rt zu einem Btischel B ( N ) .  Der Ort der Fuss- 
punkte der Strahlen eines 13üschels B ( P ) ,  die senkrecht stehen auf den 
Strahlen des Büschels, jst ein Kreis iiber der Verbindungslinie der Mittel- 
punkte beider Rüschel, also eine Curve R," Darauv folgt: 

~ + y = 2 ~  x = 1 ,  r = l ;  
r ( x + y - r ) = 1 ,  r x = l ,  

also das Bildungsgesetz als gegeben durch a + b ,  woraus die Losung stufen- 
weise folgt. (Siehe 1.) 

2. Es  soll die Anzahl Kegelschnitte eines Systems bestimmt werden, 
welche irgend eine Curve dritten Grades beruhren. 

Wir  haben den Satz: Der Ort  der Beruhrungspunkte der Tangenten 
von einem Pole P a n  die Curven des Büschels ist  eine Curve fünften Grades, 
mit P als einfachem Punkte;  Rd5. Also ist: 

x + y = 5 ,  x = l ,  y = 4 ,  
und d a  r = 3 is t ,  folgt: 

r ( x + y - 3 )  = 6 ,  r x = 3 ,  

woraus wir das Bildungsgesetz erhalten: 

L = 6 a + 3 b ,  

d. h. das Gesetz, das sich uns z. B. auch ergiebt, wenn wir etwa p in III. 
= 3 setzen. Es is t  dort: 

u i = p ( p - 1 ) = 6 ,  p i = p = 3 .  

3. Es  soll die Anzahl Kegelschnitte bestimmt werden, die irgend ftinf 
Curven dritten Grades senkrecht durchschneiden. 
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Wir haben zunachst, wie wir unten in VII. zeigen werden, den Satz: 
FaIlen wir von einem Punkte P Normalen auf die Curven eines Bü- 

schels B(C3) ,  so ist der Ort des Fusspunktes derselben eine Curve sechsten 
Grades, m~elche P zum einfachen Punkte hat. Dies gicbt: 

x + y = 6 ,  y = l  
und, ds r=3:  

r (x+y-  3)=9,  r x = 3 ,  
also das Bildungsgesetz : 

L = 9 a + 3 b .  

Gehen wir nun von den Werthen 1 , 2 ,  4 ,  4,  2 ,  1 aus, so erhalten 
wir znr Entwickelung der Aufgabe folgendes Schema: 

1 2 4 4 2 1 
15 30 48 42 21 

223 414 658 441 
9267 5700 7245 

46503 73035 
637632. 

Es g i e b t  s o m i t  i m  A l l g e m e i n e n  je  637632 K e g e l s c h n i t t e ,  
d i e  i r g e n d  f t in f  C u r v e n  d r i t t e n  G r a d e s  i n  e i n e m  P u n k t e  s e n k -  
r e c h t  d u r c h s c h n e i d e n .  U. S. W. 

Hiermit wollen wir den ersten Haupttheil, der sich mit der Frage nach 
der Anzahl der Losungen einer Aufgabe beschaftigt, verlassen und tiber- 
gehen zu 'dem zweiten Theile, der sich mehr mit den Eigenschaften all- 
gemeiner Curven befasst. 

VII. 
Ueber die Anzahl Normalen einer Cnrve, welche dnrch einen P u n k t  

gohen. 

Zur Dehandlung dieser Frage gehen wir ebenfalls von einem Büschel 
Curven .rzterL Grades B (Cn) durch &Grundpunkte  aus. Wir  haben zunachst 
den Satz: 

L i e g t  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e r  T a n g e n t e  T e i n e r  C u r v e  
Cn e i n e s  B ü s c h e l s  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G, s o  i s t  d e r  O r t  d e r  Tan- 

g e n t e  s e l b s t  e i n e  C u r v e  T;~I;. 
Ebenso haben wir: 
L i e g t  d e r  S c h e i t e l  e i n e s  r e c h t e n  W i n k e l s  a u f  e i n e r  G e -  

raden  G, w a h r e n d  d e r  e i n e  S c h e n k e l  d u r e h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  
g e h t ,  s o  u m h ü l l t  d e r  a n d e r e  S c h e n k e l  e i n e  P a r a b e l  Po2, w e l c h e  
auch G b e r ü h r t .  

Beide Curven T~'Z: und Pln haben nun ausser G selbst noch 

Tangenten gemein , woraus jedoch sofort folgt : 
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F a l l e n  w i r  v o n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  R L o t h e  a u f  d i e  C u r -  

v e n  e i n e s  B ü s c h e l s ,  s o  l i e g e n  d e r e n  P u s s p u n k t e  a l l e  a u f  einer 
C u r v e  2 n t s n  G r a d e s  R,2n ,  w e l c h e  a u c h - d u r c h  d i e  G r u n d p u n k t e  
d e s  B ü s c h e l s  g e h t .  

Ausser den letzteren Grundpunkten hat nun die Ortscurve mit einer 
einzelnen Curve Cn des Büschels noch 2n"n2==n2 Punkte gemein, wo- 
raus wir jedoch weiter folgern konnen: 

D u r c h  j e d e n  P u n k t  g e h e n  n2 N o r m a l e n  e i n e r  C u r v e  ntBU 
G r a d e s .  

VIII. 
Ueber die Anzahl Curven dreier Btischel, die sich alle in einem 
Punkte berühren, und tiber oscnlirende Cnr'ven zweier Büschel 

und die  Hesse'sche Curve. 

1. Wir hatten bereits oben den Satz: 
Liegt der Beriihrungspunkt einer Tangente T einer Curve C r  eines 

Büschels B(Cr )  auf einer Geraden G ,  so ist der Ort der Tangente T eine 
Curve (2r - 1)'- Classe mit G als ( 2 r  - 2)  - facher Tangente. Wenden wir 
dies auf zwei Blischel B ( C T )  und B(C7 an,  so erhalten wir daraus zwei 

Zr-1 
Curven G z ( r - i )  und G;:I~, welche ausser G noch 

(2r-1)(2s-1)  - 4 ( r - l ) ( s - l ) = ( 2 r + 2 ~ - 3 )  

Tangenten gemein haben. Daraus fol& : 
S o l 1  e i n e  C u r v e  e i n e s  B ü s c h e l s  B(Cr)  e i n e  C u r v e  des  Bti- 

s c h e l s  B ( C 8 )  b e r ü h r e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  B e r t i h r u n g s p u n k t e s  
e i n e  C u r v e  ( 2 r + 2 ~ - 3 ) t e u  G r a d e s  R,2r+2u-3,  w e l c h e  a u c h  durch 
d i e  G r u n d p u n k t e  b e i d e r  B t i s c h e l  g e h t .  

Hieraus crhalten wir zunachst: 
E i n e  C u r v e  Cr w i r d  v o n  r ( r i - 2 s - 3 )  C u r v e n  e i n e s  Biischels 

B(Cr)  b e r i i h r t  ( S t e i n e r ,  ües. W., Rd. 2 S. 500.) 
2. Insbesondere sind also unter den Curven des Büschels B ( C a )  auch je 

(2r+2s-3)(2r+2s-3+2s-3)=(8s2+4r2+12sr-18r-24s+18)  

solcho enthalten , welche dio Ortscurve R,2r - t28-3  hartihren. Hierin sind 
jedoch inbegriffen : 

A. Curveli Cg, welche R12r+2a-3 in  einem der Grundpunkte des 
Büschels berühren, und zwar zahlt jede dieser Curven zweifach; 

B. Curven C', von denen jede die Ortscurve R,27+28-3 in einem 
Pnnkte q ,  der Grundpunkt des Büschels B(Cr) is t ,  berührt; jede solche 
Curve zahlt einfach, und 

C. diejenigen Curven des Btischelu B ( C S ) ,  welche einen Doppelpunkt 
habon. 

Ziehen wir nun von dern obigen Werthe für  diese drei Fiille die Zahlen 
2s2, r2  und 3 (s - 1)' a b ,  so bleiben noch 
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3(rZ+s2+4rs- Gr-6s+5) 
Curven des Büschels, die R , 2 r + z s -  3 eigentlich berühren. Z u  jedem solchen 
Bertihrungspunkte gehb'rt aber eine solche Curve Ca, die eine der Curven 
Cr in diesem Punkte osculirt. Daraus folgern wir: 

U n t e r  d e n  C u r v e n  z w e i e r  B ü s c h e l  g i e b t  e s  i n s h e s o n d e r e  
auch j e  3{(p+q)(p+q-6)+2pp+51, w e l c h e  e i n a n d e r  i n  i r g e n d  
e inem P u n k t e  o s c u l i r e n .  (Vergl. S t e i n e r ,  Ges. W., Bd. 2 S. 500). 

3. Sind ferner drei Büschel B ( C r ) ,  B (Cs) und B (Cl) gegeben, so 
k6nnen wir das eine Mal das Büschel B (Cr) und das BüschelxB(Cs), das 
andere Mal das Büschel B(C ' )  und das Büschel B(Ct)  combiniren und er- 
halten auf diese Art zwei Curven R,2'+28-3 und RI2'+ 2 t - 3 .  Beide haben 

( 2 r + 2 ~ - 3 ) ( 2 r + 2 t - 3 )  
Punkte gemein. Hiervon gehen ab für  die Grundpunkte des Büschels B(Cr) 
r2 sclche Werthe und fllr 3(r"1) Doppelpunkte einzelner Curven des Bü- 
schels ebenso viele. E s  bleiben demnach noch 

(2r+2s-3)(2r+2t-3)-ra -3(r-1)2=4(rs+rt+st) -6(r+s+t-1) 
andere tibrig. Dernentsprechend haben wir auch : 

U n t e r  d e n  C u r v e n  d r e i e r  B ü s c h e l  g i e b t  e s  j e  

4(r t+rs+st ) -6(r+s+t-1)  
solche,  d i e  s i c h  a l l e  d r e i  i n  e i n e m  P n n k t e  h e r t i h r e n .  ( S t e i n e r ,  
Ges. W., Bd. 2 S. 500.) 

4. Berlihren sich irgend zwei Curven rten Grades in  einern Punkte P, 
so ist unter den Curven des 13tischels, das durch beide Curven bestimmt 
ist, insbesondere auch stets eine solche, die P zum Doppelpunkte hat. 

Lassen wir nun den Pol Q auf einer Geraden G sieh bewcgen, so bilden 
alle zu diesen Polen Q gehorigen ersten Polaren Qn-1 in Bezug auf eine 
Basis Cn einen Btischel B(Qn-1) von Curven (la- l ) t e n  Grades. Bewegt 
sich ebenso der Pol N auf einer zweiten Geraden, so gehb'rt auch hierzu 
ein Büschel erster Polaren, B(Nn- ' ) .  Sol1 nun weiter eine der Ciirven 
Qn-l eine der Curven Rn-1 berühren, so ist nach 1. der Ort  des gcmein- 
samen Bcrührungspunktes R eine Curve vom' Grade (2  (n - 1) + 2 (a - 1) - 3) 
= 4 n - 7 .  Diese Curve enthalt jedoch als Theil die ersto Polare Qom-' i n  
Bezug auf die Basis, welche durch die Grundpunkte beider ,Baschel erster 
Polaren geht, zerfàllt also in  diese Curve Q o m - 1  und eine Curve 3 (n - 2)t0n 
Grades H3(n-2) ,  welche die Hesse'sche Curve heisst. Wir  erhalten also: 

8011 d i e  e r s t e  P o l a r e  e i n e n  D o p p e l p u n k t  h a b e n ,  8 0  i s t  d e r  
Ort d i e s e s  D o p p e l p u n k t e s  e i n e  C u r v e  3 ( n - 2 ) t ~ n  G r a d e s ,  w e l c h e  
die I Iesse ' sche  C u r v e  h e i s s t .  

Hiermit haben wir die Grundlage zur Betrachtung der Resultate gegeben, 
die sich in der S te iner ' schen  Arbeit S. 498 der Ges. W. Bd. 2 entwickelt 
finden, und die wir i n  einer andern Arbeit eingehend behendeln werden. 
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IX. 
Ueber die Anzahl der  Wende-  und Doppeltangenten einer Cnrve Cn. 

1. Soll diese Anzahl bestimmt werden, so gehen wir auch hier wieder 
von einem Rischel Curveii Cn aus. 

Fig. 1. Schneidet irgend eine der 

L Curven die Gerade G in einem 
Punkte x und eine Gerade L 
in einem Punkte y ,  so ist der 
Ort  der Geraden xy eine Curve 

(272 - l)ter Classe,  il;', mit 
G als (n -1) - facher Tangente. 
Ziehen wir weiter in z an Cn 

C eine Tangente z Z  an Cn, so 

ist  der Ort derselben eine Curve 
(212 - l)ter Classe mit G als 

2 (n. - 1)- facher Tangente. Beide Curven haben (2 n - l)e - 2(n - 1j2 
= 2 n2 - 1 Tangenten gemein, die mit G nicht zusammenfallen. Hiervon 
geht jedoch noch eine weitere a b ,  welche durch den Schnittpunkt Q von G 
und L geht. E s  bleiben somit noch 2 n 2 - 2  weitere Tangenten Ulirig. 
Hieraus erhalten wir : 

S o l l  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  x e i n e r  T a n g e n t e  z y  e i n e r  Curve 
d e s  R ü s c h e l s  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G g e l e g e n  s e i n ,  so l i e g e n  von 
d e n  w e i t e r e n  S ~ h n i t t ~ p u n k t e n  d e r  C u r v e  m i t  d e r  T a n g e n t e  noch 
j e  2 r n L - 2  a u f  d c r  G e r a d e n  L. Oder: 

L i e g t  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  e i n e r  T a n g e n t e  a n  e i n e  Curve 
d e s  B i i s c h e l v  a u f  e i n e r  G e r a d e n  G ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e r  übrigen 
S c h l l i t t p u n k t e  d e r  T a n g e n t e  m i t  d e r  C u r v e ,  d i e  i h r  zugehort ,  
e i n e  C u r v e  2n2-2ten G r a d e s . *  

Diese letztere Curve hat mit der Geraden G wieder 2n"Z Punkte 
gemein. Diese zerfallen in 2(n - 1) Gruppen von je (n - 2) Punkten, wovon 
jede Gruppe zu einer Curve Cn gehort,  die G berührt, und 212L-2 
- 2 (n -  1) (n - 2) = 6 (n - 1) andere Punkte,  die Wendepunkte einzelner 
Curven des Btischels sind. 

Lassen wir G durch einen Grundpunkt des Büschels gehen, so finden 
wir auf analoge Ar t ,  dass ausser demselben nur  noch (6 in - 9) Wendepunkte 
auf dieser Geraden I: liegen. 

* Dieser Satz enthalt fiir n= 2 einen scheinbaren Widersproch, da sich eine 
Curve sechsten Grades ergiebt. Diese Curve ist zusammengesetzt aus den sechs 
Verbindungslinien der vier Grundpunkte des Büschels, und alle Punkte dieser Ge 
raden 8ind thats%ch!ich als Wendepnnkte einzelner Kegelschnitte des Uüschels an. 
zusehen. 
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Dies gieht wieder den Satz: 

D e r  O r t  d e r  W e n d c p u n k t e  d e r  C u r v e n  c i n e s  B i i s c h e l s  i s t  
e ine C u r v e  6 ( ~ - 1 ) t e n G r a d e s  W3"cn-'), w e l c h e  d i e  G r u n d p u n k t e  
des B ü s c h e l s  z u  d r c i f a c h e n  P u n k t e n  h a t .  

Hieraus ergiebt sich weiter: 
J e d e  C u r v e  n t e n G r a d e s  h a t  i m  A l l g e m e i n e n  3n( f i -2 )  W e n d e -  

p u n k t e ,  u n d  d u r c h  d i e s e  W e n d e p u n k t e  g o h e n  u n e n d l i c h  v i e l e  
C n i v e n  3 ( n - 2 ) t e n  G r a d e s .  

2. Zur Bevtimmung der Iloppeltangenten dient folgendes Verfahren: 
1st x ein Punkt einer Eig. 2. 

Curve C n  eines Büschels 
B(Cn) auf G und ziehen wir 
von G die Tangenten xy  au 
die Curve, so ist der Ort dieser 
Tangenten elne Curve n(n- 1) .-bgL 3n2-7n+z C 
-2+ 2(n - 1) (n - 2) = ( 3 m 2  - 7 12 + 2)ten Grades G2[n-i)(n-2)i welche G zur 
2 (n - 1) (la - 2) - fachen Tangente hat. Perner is t  der Ort  der Tangente x8 

im Punkte x an die Curve C R  eine Curve 2 ( n - l ) t ~ r  Classe G:;~Z~~), mit 
CI als 2 ( m  - 1)-facher Tangente. &ide Curven haben nun ausser G selbst 
noch (2 A - l)(3 12% - 7% + 2) - 4 (m  - l)"n - 2) Tangenten Z oder anch 
(Zn3- fi2 - 9 n  + 6) solche Tangenten gemeiu. Diese letzteren bestehen 
aber aus den Wendetangenten der Curven des Büschels, deren Wende- 
pnnkte in G liegen, und aus solchen Doppeltangenten einzelner Curven des 
Büschels, die die zugehorige Curve in eincm Punkte auf G berühren. Jeder 
solchen mendetangente entsprechen in beiden Curven dieselben Berührungs- 
punkte, oder jede derselben ist doppelt zu ziihleu. Wie wir oben sahen, 
giebt ee jedoch in G je 6 (a - 1) Wedepunkte einzelner Curven des Büschels. 
Ziehen wir von obiger Anzahl hierfür den Werth 2.6 (n - 1) a b ,  so bleiben 
noch 2 n 3 - d -  9n+6 - 12(r.- 1) = Ln3 -n2 -21n,+ 18 Tangenten, die 
Doppeltangenten mit obiger Eigenschaft sind. Daraus folgt: 

Der  O r t  d e r  B e r t i h r u n g s p u n k t e  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  e i n -  
zelner C u r v e n  d e s  B i i s c h e l s  i s t  e i n e  C u r v e  d e s  2m3-n2-21m+18 
= ( t ~ - 3 ) ( 2 n 2 + 5 ~ - 6 ) t o "  G r a d e s  R,Ln-3)(2n2+5"-a). 

Es ertibrigt uns nur noch zu bestimmen, welcher Ar t  die Grundpunkte 
des Büschels -in dieser Curve sind. 

Zu diesem Zweeke k6nnen wir wie folgt verfahren: 
1st P einer der Grundpunkte Pig. 3. 

des Büschels, so ziehen wir in P 
.X 

an die einzelnen Curven Tangen- - 
ten, welche mit den Curven noch P 
aeitere einzelne Punkte z gemein haben. Da der Punkt z jedock 
dreimal mit P zusammenf~ll t ,  so oft als P znm Wendepunkte einer cin 
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zelnen Curve des Blischels wird, so liegen auf jeder diirch P gehenden 
Geraden auch ( n + l )  Punkte X ,  von denen drei in  P fallen; der Ort des ' 
Punktes x ist also eine Curve des ( f i  + l)ten Grades XSn+l mit P als drei- 
fachem Punkte. Soll nun die Gerade PX Doppeltangente einer einzelnen 
Curve des Büschels sein, so muss P X  diese Ortscurve in x berühren. Von 
P gehen also noch (n + 1) n - 12 = n" + - 12 - ( r t  - 3) (n + 4) Tangenten 
a n  die Ortscurve. Daraus folgt: 

D i e  O r t s c u r v e  R,(n-3)(2n'+5n-6) h a t  d i e  G r u n d p u n k t e  zu 
(n-  3 ) ( n - 4 ) - f a c h e n  P u n k t e n .  

Ausser den Grundpunkten hat die Basis mit dieser Ortscurve nur noch 

n ( n - 3 ) ( 2 n 2 + 5 m - 6 )  - n 2 ( n - 3 ) ( n + 4 )  = n ( n - 3 ) ( n - 2 ) ( n + 3 )  

Punkte gemein. Da diese paarweise zu den Doppeltangenten gehoren, folgt 
daraus : 

D i e  B a s i s  ntBn G r a d e s  h a t  i m  A l l g e m e i n e n  

D o p p e l t a n g e n t e n .  
Und da ferner irgend eine Curve nten Grades (n - 3) (12 + 4) - fach als 

Theil einer Curve 1 1 ~ ~ ~ 2 , ) $ ~ & ~ ~ - ~ ) ,  welche durch die samrntlichen gemein- 
samen Punkte dcr Ortscurve und der Basis geht ,  so folgt ferner: 

D u r c h  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  einer 
B a s i s  g e h e n  C u r v e n  ( n - 2 ) ( n - 3 ) ( n + 3 ) = ( n - 2 ) ( ~ P - g ) ~ ~ ~  Grades. 

X. 
Polarenveloppen. 

1. Wir  nehmen zunachst folgenden Satz als erwiesen an: 
L i e g t  d e r  P u n k t  P i n  d e r  x"Jn P o l a r e  v o n  E e i n e r  Basis  Cm, 

a l s o  i n  Pn-",  s o  l i e g t  a u c h  P i n  d e r  P o l a r e  von Q, 
a l s o  i n  0". 

Dies vorausgcsetzt, konncn wir das System Polaren, deren Pole auf irgend- 
welcher Curve gelegen sind, leicht untersuchen. Wir  finden nlimlich weiter: 

S o l l  d i e  P o l a r e  PZ e i n e s  P o l e s  P d u r c h  e i n e n  P u n k t  Q geheu, 
s o  g i e b t  e s  j e  (n -x ) t  P o l e  P a u f  e i n e r  C u r v e  t t e n  G r a d e s  Ut.  

Lassen wir nun den '' Pol Q auf dieaer Geradeo 
G sich bewegen, so be- 
stimmen die durch D 
gehenden Polaren PZ auf 
einer zweiten Geraden ,fj+ 

4 [ Punkte S, und zwar im 
Ganzen je t x ( n - $ 1  

\ Punkte 8, welche zu je 
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einem Punkte Q gehoren, in dem t ( n -  X) Polaren P Z  durch Q gehen, deren 
Pole auf D' gelegen sind. Pfillt ferner Q oder S in den Schnitt A von G 
und Q ,  so fallt Q S  je auch t (X - l ) ( n  - x)-mal auf G! und 0. Durch 
jeden Punkt Q der Geraden G gehen also tx(rt - x) + t (x - 1) (n- x) Ge- 
rade QS, von denen jedoch nur t z  (n - x) von G verschieden sind. Daraus 
erhalten wir : 

D e r  O r t  d e r  S e h n e  QS i s t  o i n e  C u r v e  d e r  t ( 2 ~ - 1 ) ( n - x ) ~ ~ "  
Classe, m i t  G u n d  8 a l s  t ( x - l ) ( n - x ) - f a c h e n  T a n g e n t e n .  

Lassen wir jetzt G und 8 zussrnmenfallen, so h d e r t  sich die Classe 
der Curve nicht , aber durch einen Punkt  Q auf G gehen jetzt nur noch 
t ( w  - s) von G verschiedene Gerade Q S und diese Geraden berühren in den 
Punkten 0 die zugehorigen Polaren. 8190: 

B e w e g t  s i c h  d e r  Po l  P e i n e r  P o l a r e  P x  a i i f  e i n e r  C u r v e  
Dr, u n d  z i e h e n  w i r  i n  d e n  P u n k t e n ,  w e l c h e  P r m i t  i r g e n d  e i n e r  
Geraden G g e m e i n  h a t ,  a n  d i e  P o l a r a  P Z T a n g e n t e n  QS,  s o  i s t  
de r  O r t  d e r  T a n g e c t e  QS e i n e  C u r v e  d e r  t ( n - x ) ( 2 . n - l ) t e n C l a s s e ,  
G'(n-r)'(22-1), m i t  G a l s  2 t ( n - x ) ( n - 1 ) - f a c h e r  T a n g e n t e .  

End hieraus : 
D a s  g a n z e  S y s t e m  P o l a r e n  P x  e i n e r  B a s i s  Cn f ü r  P o l e  P 

a u f  e i n e r  C u r v e  D' i s t  s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  j e  t (n -x)  d u r c h  
e i n e n P u n k t  g e h e n  u n d  j e  2 t ( n - x ) ( x - 1 )  e i n e  G e r a d e  b e r ü h r e n .  

2. 1st insbesondere t = 1, so folgt: 
B e w e g t  s i c h  d e r  P o l  P a u f  e i n e r  G e r a d e n ,  s o  i s t  d a s  g a n z e  

Bystem P o l a r e n  P x  i n  O e z u g  a u f  e i n e  B a s i s  Cn s o  b e s c h a f f e n ,  
dass d e r e n  j e  ( a - x )  d u r c h  e i n e n  P u n k t  g e h e n  u n d  2(%-x)(x-1)  
eine G e r a d e  b e r ü h r e n .  Und: 

Bowegt  s i c h  d e r  P o l  a u f  e i n e r  G e r a d e n  u n d  s o l 1  d e r  B e -  
r t i h r u n g s p u n k t  d e r  T a n g e n t e  T a u f  e i n e r  G e r a d e n  G g e l e g e n  
sein, so  i s t  d e r  O r t  d i e s e r  T a n g e n t e  e i n e  C u r v e  ( n - x ) ( 2 ~ - 1 ) ~ ~ ~  

Classe ~2;~_"]f:n11\, m i t  G a i s  2 ( z - 1 ) ( n - % ) - f a c h e r  T a n g e n t e .  
3. Bringen wir nun alle diese Polaren Pr mit den Curven Lr eines 

Büschels B(Lr) derart in Beziehung, dass wir in jedem Punkte Q der Ge- 
raùen G auch an die durch ihn gehende Curve Lr eine Tangente ziehen, 
60 ist der Ort dieser Tangente nach dem Obigen eine Curve (Zr-1)tei 
Classe mit G als (2r  - 2) -facher Tangente. Diese letztere Curve hat jedoch 
mit der Ortscurve G(n-z)12x-1) im Allgemeinen 

( 2 r - l ) ( n - z ) ( 2 x - 1 )  
Tangenten gemein. Von denselben kommen jedoch 

4 ( r - l ) ( f i - x ) ( x - 1 )  

auf die Gerade G selbst zu liogen, und es bleiben demnach noch deren 

(n-x) ( Z r  +2x  -3) 
übrig, die mit G nicht zusammenfallen. Daraus schliessen wir: 
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L i e g t  d e r  P o l  P a u f  e i n e r  G e r a d e n  D ,  s o  i s t  d a s  ganze 
S y s t e m  P o l a r e n  PZ s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  d e r e n  g e r a d e  j e  
(n-x)G)(2r+2x-3) e i n e  C u r v e  Lr e i n e s  B r i s c h e l s  B ( L r )  i n  einem 
P u n k t e  v o n  C b e r u h r e n .  Oder: 

S o l 1  d i e  P o l a r e  Pz e i n e s  P o l e s  P a u f  e i n e r  G e r a d e n  D 
i r g e n d  e i n e  C u r v e  Lr d e s  B ü s c h e l s  B ( L r )  b e r ü h r e n ,  s o  i s t  der  

- r ) ( 2 r + Z z - 3 )  O r t  d e s  B e r t i h r u n g s p u n k t e s  e i n e  C u r v e  R&,, , welche 
d i e  G r u n d p n n k t e  d e s  B ü s c h e l s  z u  ( n - 2 ) - f a c h e n  P u n k t e n  ha t .  

Letzteres folgt daraus , dass durch jeden Grundpunkt (ri - x) der ge- 
nannten Polaren gehen. 

Ausver diesen Grundpunkten hat nun die Ortscurve mit irgend einer 
Curve des Büschels noch 

r ( a - x ) ( 2 r + 2 x - 3 )  - r g ( n - x ) = r ( r + 2 x - 3 ) ( n - x )  

weitore Punkte gernein. Dies giebt uns weiter: 
D a s  S y s t e m  P o l a r e n  Pr f ü r  P o l e  a u f  e i n e r  G e r a d e n  D i s t  

s o  b e s c h a f f e n ,  d a s s  d e r e n  j e  r ( r + 2 x - 3 ) ( n - x )  i r g e n d  eine 
C u r v e  r t e n  G r a d e s  b e r i i h r e n .  

4. 1st niin Ro irgend ein solcher BerIihrungspiinkt auf der Curve Lr, 
so gehort zu dernselben als Pol in  Bezug auf CR eine Polare Pn-=. Be- 
wegt sich jedoch der Pol R auf der Curve Lr, so wird umgekehrt auch 
fur den Pol R, der entsprechende Pol Po auf D die Eigensehaft heben, 
dass in  ihm rwei zusarnmenfallende Polaren Pn-' für  zwei aufeinander- 
fallende Punkte der Curve L' in R, sich durcbschneiden, oder der zu R, 
gehorige Pol P,, auf D wird auf der Enveloppe von Polaren Pn-" fur Pole 
auf Lr gelegen sein. Wir erhalten also den Satz: 

D i e  ate  P o l a r e  d e r  L e i t l i n i e  LT i n  B e z u g  a u f  e i n e  B a s i s  Cn 
i s t  e i n e  C u r v e  E, v o m  G r a d e  r(m-a)@+ 22-3). Oder: 

B e w e g t  s i c h  d e r  P o l  a u f  e i n e r  C u r v e  Ilr,  s o  i s t  se ine  z t O  
P o l a r e n v e l o p p e  v o m  g e n a n n t e n  G r a d e .  

Hiermit haben wir den von S t e i n e r  (vergl. Bd. 2 S. 496) gegebenen 
Hauptsatz über Polarenveloppen bewiesen. 

Schon die wenigen Beispiele zeigen, dass es mittels der entwickelten 
Methode moglich sein wird, einen grossen Theil aller Satze tiber algebra. 
ische Curven zu behandeln, und i n  der That  konnten wir die Zahl von 
Beispielen i n  grosser Menge noch anftihren. Namentlich ist dies der Pal1 
bei Fragen, die auf Transversalen algebraischer Curven sich beziehen, wie 

wir in einer besondern Arbeit,  in der wir sammtliehe von S t e i n e r  gc- 
gebenen Satze über ,,geradlinige Transversalen bei algebraischen CunenUl 
Ges. W. Bd. 2 S. 674-596, beweisen und theils erweitern werden, zeigen 
wollen. 

Weing  a r  t e n  (Württetnb.), im October 1889. 
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XVII. 

Ueber die analytische Verwendung des Energieprincips 
in der Mochanik. 

Von 

GEORG HELM 
in Dreaden. 

Stellt T die kinetische Energie eines frei beweglichen Punktes dar, der 
die Masse rn und die Geschwindigkeitscomponenten x', y', z' besitzt, bezogen 
auf ein absolutes Coordinatensystem, so is t  

1 R)  T = 4 ( x ' ~  + P) , 
1 b) d T =  mx".dx + my".dy+ rnz".dz. 

Wenn andererseits X, Y, Z die den Punkt beeinflussenden Kraftcom- 
ponenten bezeichnen, also das im Allgemeinen nicht vollstandige Differential 

2) d A = X d x +  Y d y + Z d a  
die in der Zeit d t  auf m Ubertragene Arbeit darstellt, so fordert das Energie- 
princip, dass die Gleichung besteht 

3 a) d T = d A ,  
folglich 

3 b )  ( m x l ' - X ) d z + ( m y " - Y ) d y + ( m z " - Z ) d z = O .  

Die dynamischen Differentialgleichungen des frei beweglichen Punktes 

4) m  XI'= X , m y"= Y, m z"= Z 
wiirden also eine Folge des Energieprincips sein, wenn es gestattet wtire, 
die Gleichung 3b) so zu zerfallen, dass jedes einzelne der drei Glieder ver- 
schwindet. Fiir den freien Punkt  stellen nun dx = x'dt, d y  = y'dt, d z  = ddt  
alle Verschiebungen dar, welche bei der Passirimg der Stelle xyp mit be- 
liebiger Geschwindigkeit x'y'z' iiberhaupt m 5 g l i c h sind ; sie besitzen daher 
zwar uncndlich klein zu wahlende, sonst aber vollig willkUrliche Werthe. 
Demgemass würde eine bekannte Schlussweise in der That von der Gleich- 
ung 3b) zu den Gleichungen 4) führen, wenn man das in  den Gleichungen 
3) &sgesprochene Energieprincip fur  alle den Bedingungen gemass noch 
mtiglichen Bewegungen giltig erklërt. Fur den frei beweglichen Ponkt  
würde dann das Energieprincip mit dem d ' A l e  m b e r t'schen Princip zusam- 
menfallen. 

Ich habe das im Anschlusrie an die Besprechung des P o n c e l e t ' s c h e n  
Arbeitsprincips in meiner ,,Lehre von der Energieu* S. 83 hervorgehoben 

* Leipzig, 1887. 
20 
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und in diesem Buche noeh mehrfaeh Gelegenheit gehaht, die Wichtigkeit der 
Anwendung des Energieprincips auf die m 5 g 1 i e h e n Veriinderungen zu be- 
tonen. 

Sieht man beispielsweise in  der thermodynamischen Gleichung 

d ~ =  e d S - p d o ,  

welche den Zusammenhang der Eigenenergie E eines Korpers mit Tempe- 
ratiir 6, Entropie S, Druck p und Volum v desselben darstellt, die Grossen 
S und v als unabhangige Veranderliche a n ,  so folgt 

a e  ap ---- - a v as 
nur dann auu dem i n  ihr  auvgesprochenen Energieprincip, wenn man das- 
selbe ftir jede beliebige im Coordinatensystem S, v mogliche Veriinderung 
als giltig ansieht. 13ei der Wichtigkeit, welche diesem Schlusse zukommt, 
erscheint mir die Giltigkeit des Energieprincips ftir alle m 6 g l  ic  heu  Ver- 
andermgen,  nicht allein für  die einzelne wirklich eintretende Veranderung 
als ein wesentlicher Bestandtheil seines Begriffes. 

Dieser Bestandtheil des Energieprincips ist  aiich von P l a n c k  bcmerkt 
worden, dessen Buch ,,Das Princip der Erhaltung der Energieu * fast gleich- 
zeitig mit meiner eben erwahnten, denselben Gegenstand behandelnden Schrift 
erschien. E r  halt es aber fur zweckmassig, diese Seite der Energievorstel- 
lungen in einem besonderen Gesetze zum Ausdruck zu bringen, das er a13 

Princip der Uebereinanderlagerung der Energien (S. 116) bezeichnet und das 
wesentlich in der Aussnge bestoht: die einzelnen Energieformen, welche die 
Eigenenergie eines Korpers bestimmen , sind unabhiingig von einander. 

Diese Auffassung f i l l t  bei ihrer praktischen Verwendung offenbar mit 
der meinigen zusammen; denn wenn man in einem gegebenen Falle fest- 
stellen will, welche Energieformen sich in der Eigenenergie einev Korperu 
tibereinanderlagern , so muss man sich der Erfahrung bedienen (Pl an c k 
z. B. S. 148 u. 187), und die Erfahrung is t  es aueh, welche die unter ge- 
gebenen Bedingungen moglichen Vertinderungen erkennen lehrt. 

I n  den folgenden Auvftihrungen dieser Gedanken sol1 nun allgemein 
gezeigt werden, dass der zunachst aus allgemeinen energetischen, besonders 
physikalisch - technisehen Gesichtspunkten gefolgerte Satz : 

5) B e i  jeder rniiglichen Verunderung bleibt d ie  Elzergie unverandert, 

zu den Differentialgleichungen der Dynamik führt. Fur  die formelle Ent. 
wickelung der Lehre von der Energie scheint es mir wesentlieh, zu ent- 
seheiden, ob die Mechanik nur, wie bisher, den Beweis ftihren kann, dass 
die aus ihren Principien gezogenen Folgerungen mit dem Energiegesetze im 
Einklang stehen, oder ob umgekehrt dieses Energiegesetz an Stelle jener 
Principien zur nllgemeinen Grundlage der Mechanik gemacht werden kann, 

* Leipzig 1887. 
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Es ist kaum nothig, der Untersuchung noch die Bemerkung voranzu- 
schicken , dass das eben ausgesprochene Energieprincip, welches als all- 
gemeines Princip der Mechanik hervortreten soll, nicht mit dem Satze von 
der Erhaltung der Energie verwechselt werden darf, der ja  nur  für gewisse 
Systeme Giltigkeit hat ,  die man als conservativ bezeichnet. 

Es würde zweckmassig sein, diesen der Mechanik geliiufigen Satz zum 
Unterschied von dem eben angefiihrten Energieprincip, das sich wesentlich 
als eine Gleichung zwischen Differentialen herausstellt , a18 das Energie - Inte- 
gral zu bezeichnen. 

Das Zeichen d wird, wie es in energetischen, insbesondere i n  thermo- 
dynamischen Bctrachtungcn ühlich geworden i d ,  im Folgenden immer eine 
der m 6 g 1 i ch e n  , d. h. mit den Bedingungen vereinbaren Veranderungen, 
audeuten, nicht uur die wirklich eintretende Veranderung, fiir die es meist 
in der Nechanik benutzt wird. Die seit L a g r a n g e  mit d bezeichneten 
vir tu  e l l e n  Veranderungen sind mit den eben definirten m 6 g l i c  h e n  
niir dann identisch, wenn die Zeit nicht explicit in den Bedingungsgleich- 
ungen auftritt. 

1. Für einen frei beweglichen Massenpunkt führt zufolge der eingangs 
angestellten Erorterungen das Energieprincip 5) zu den Gleichungen 3) und 
4) ,  wenn nur durch die Erfahrung festgestellt ist (oder bei rein theoreti- 
schen Fragen zugestanden wird), dass keine anderen Euergieforrnen in kine- 
tische Energie umwandelbar sind, als solche, welche sich durch K r  a f  t e  
X Y Z  in der Form 2) darstellen lassen, d. h. dnrch Begriffe, welche in  
einer hier nicht weiter auseinanderzusetzenden Weise die in  den Gesetzen 
vom Parallclogramm und von der Wcchsclwirkung niedergelegten Erfahrungs- 
thatsachen zum Ausdruck bringen. (Die Kraftüomponenten erscheinen dem- 
nach als Iritensititen ihrer Energieform - im Sinne der in meinem eben an- 
geführten Buche vorgeschlagenen Bezeichnungsweise.) 

1s t  jedoch die Bewegung des Punktes m einer die Zeit nicht explicit 
euthaltenden Reschrankung 

f.j a) 9 (2, Y, 8 )  = 0, 

unterworfen, sa muss zunachst wieder die Erfahrung entscheiden (beziehungs- 
weise theoretisch bestimmt werden), ob dau Aufrcchterhaltcn einer solchen 
Bedingung eiiien Arbeitsaufwand erfordert und wie derselbe für  die ver- 
schiedenen noch moglichen Bewegungen zu bemessen ist. 

Falls Wr keine der moglichen Bewegungen ein Arbeitsaufwand dieser 
Art zu berücksichtigen is t ,  ergiebt sich aus 3 a )  nach bekannter Methode 
nnter Einführung eines unbestimmten Coefficienten I 
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wo nun etwa noch d x  und d y  willkürlich gewahlt werden dtirfon und A so 
zu bestimmen is t ,  dass der Factor von d a  verschwindet. Somit sind die 
Differentialgleichungen zu erftillen 

a~ 39 ,  a (P 7b) l î a x " = ~ + i - i  my"= Y+A-, m,c"=Z+~- .  
as a 9  % a  

Der Einfluss, den die Bedingung <p (X ys)  = O auf die Bewegung aus- 

Iibt, wird also wieder durch eine Kraft dargestellt, d. h. diirch eine mit 
a c ~  a p  a, . X PZ gleichartige Grosse, deren Componenten A - i A - 1 A - sind. a~ a y  as 

Wenn die Aufrechterhaltung der Bedingung cp ( z y s )  = 0 mit einem 
Arbeitsverbrauch, z. B. mit Reibungsarbeit 

d A t , = X o d x + Y t , d y + Z ~ , d a ,  

verbunden ist,  so fordert das Energieprincip: 

d T = d A - d A * ;  

es werden also die Grossen X, Y, Z in  den Gleicbungen 7) um X6, Yh, Za 
vermindert auftreten. Das erfordert ebenso wenig eine weitere Ausftihrung, 
als es nothig erscheint, die vorstehenden Retrachtungen auf Systeme von 
Punkten zu iibertragen, welche beliebigen Kraften unterworfen sind und 
beliebigen Bedingungen unterliegen; nur dtirfen letztere die Zeit nicht ex. 
plicit enthalten. Bis hierher stimmt ja im Wesentlichen der analytische 
Ausdruck des Energieprincips mit dem des d 'Al om b e r  t'schen Princips 
iiberein, da  unter der bis j e h t  eingehaltenen Beschrankung die d mit L a -  
g r a n g e ' s  d identisch silid. 

II. Sobald aber der Bewegung einos Massenpunktcs eine die Zeit es- 

plicit enthaltende Bedingung 

v(x7 Y, 8, O = O ,  

vorgeschrieben i s t ,  so wird irn Allgemeinen ein Arbeitsaufwand zum Er- 
zwingen dieser Beschrünkung unumganglich. Denn sonst ware die Gleicbiing 

zu erftillen, entsprechend der Gleichung 7 a )  im Falle zeitfreier Beschrin. 
kungen. Die Gleichung 9) kann aber nicht fur jede noch mogliche Be- 
wegung erflillt werden, wie das Energieprincip doch fordert. Denn die 
Wahl d x  = d y  = 0 fur die in  der Zeit d t  eintretende Bewegung zieht die 
Gleichung 

10) 
a<p av 39 a v  - d g + - d t = O ,  -.#'+-=O a z a t a a a t 

nach sich, fiihrt also 9) über in 
11) m x" = Z. 
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Diese Gleichung steht aber im Allgcmoinen in Widerspruch mit IO), wie 
die Diîïerentiation der Gleiühung 10) nach t zeigt. 

Der Energiebetrag, der zugeführt werden muss, um die Bedingung 8) 
aufrecht zu erhalten, mtige mit dt  A bezeichnet werden. Ueber die H6he 
desselben muss die Erfahrung entscheiden. P ü r  den Fal l ,  dass gewisse 
Energieumformungen, insbesondere die Reibungsarbeit, unbetrachtlich sind, 
wird gewtihnlich das Erfahrungsergebniss in  der Ausdrucksweise des Prin- 
c i p ~  der virtuellen Arbeiten dahin zusammengefasst: ,,Der Arbeitsaufwand 
& A  sei so beschaffen, dass er für alle Bewegungen d o s ,  doy ,  d,a, welche 
der Bedingung 

12) 
a<p a m  a m  ~ . d , ~ + - . d , ~ + - . a , ~ = o  a Y a z 

geniigen , verschwinde. " Da diese künstlich herangezogenen virtuellen Ver- 
anderungen do nicht zu den unter der Bedingung 

~ ( $ 1  Y, 5 , 4 3 0  
rn6glichen gehoren, so k6nnen wir das in  solcher Form niedergelegte Er-  
fahrungsergebniss nur mit einiger Weitliiufigkeit für  unser Princip 5) ver- 
werthen. 

Wir führen zu diesem Zwecke neue Differentiale dr ein, welche die 
Gleichungcn 

d x = d , x t d , z ,  d y = d o y + d t y ,  d a = d o 8 + d t 8  

erfillen, uud schreiben nun das Energieprincip 

13 a) d T = d A + d t A  
folgendermassen : 

niy''- Y - A -  
13 b) + (m~.,- Z-~9) a 2 ci$ - ( % + k g )  d t ,  

Nun verlangt die oben angegebene Fassung des in  Rede stehenden Er -  
fahrungsergebnisses , dass (vergl. 7) 

sei für jede der Bedingung 12) genllgende Verandermg, oder dass 
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Daraue folgt 

15) 
a q  a9 am 2 rp d t A = - b - = I - d x + A - d y + A - d ~ .  a t  a x  a y  as 

Dieses Ergebniss zeigt, dass man im gegebenen Falle unmittelbar aus 
Gleichung 13) die Differentialgleiehungen und den zuzuführenden Energie- 
betrag entnehmen kann,  indem man diese Gleichung so behandelt, als wiiren 
d x ,  d y ,  d z  und d t  nur der Bedingung 8) unterworfene, sonst von ein- 
ander v6llig unabhangige willktirliche Differentiale. Dann geht sofort 13) 
ilber i n  die Gleichungen 14) und 15). 

Besser aber, als in dieser Form, drtickt man wohl das Erfahrungs- 
ergebniss iiber den Arbeitsaufwand, den die Aufrechterhaltung einer ge- 
gebenen Bedingung erheischt, in  folgender Weise aus: Um die Bewegung 
eines Punktes der Bedingung cp ( x  , y, a ,  t )  = O unterworfen zu halten, mus3 
ihm jedenfalls wtihrend des Zeitelementes d t  eine Arbeit zugeführt werdeu, 
die durch Gleichung 15) bestimmt ist; dabei ist  I ein Coefficient, der so 
bestimmt werden muss, dass die Gleicbungen 14) mit der Bedingung q1=0 

vereinbar sind. Ausser dieser Arbeit dt A sind meist noch andere Arbeiten, 
wie z. B. die Reibungsarbeit, zu berücksichtigen; sie fallen je nach der Art, 
wie die Bedingung < p = O  physisch erzwungen wird, verscbieden aus und 

konnen im Allgemeinen nur  in der Darstellung 2) angegeben werden. 

Drückt man in dieser Form, also mit Hilfe von Gleichung 15), unsere 
erfahrungsmtissige Kenntniss von dem dynamischen Einfluss gegebener Be. 
dingungen aus,  so führt  das Energieprincip 13) sofort zu der Gleichung 

welche wegen der Willktîr bei der Wahl  von d x ,  d y ,  d n  die Differential- 
gleichungen der Bewegung ergiebt. 

Sehliesslich erkennt man ,  dass, auch wenn p = O die Zeit explicit snt- 
M t ,  der Einfluss einer solchen Bedingung einer zur Flache <p = O normal 
gerichteten Kraft zugeschrieben werden kann,  und gewinnt so den Aus- 
gangspunkt fur die physikalisch einleuchtendste Begrlindung der Gleichung 
15). In ihr stellt dl A die Arbeit dar, welche von einer Kraft, dereu 

acp arp acp Componenten A -Y I;r A - sind,  im Zeitelement d t  geleistet wird, a~ O Y  a2  

und ist also Nul1 bei zGtfreien Bedingungen. Unsere Erfahrung über den 
Einfluss von Bedingungen findet wenigstens angesichts der gewohnlich zur 
Ausabung eines Bewegungszwanges angewendeten mechanischen Einrich- 
tungen gewiss ihren natürlichsten Ausdruck durüh die Normalkrafte. Ich 
habe diesen Ausgangspunkt nur  vermieden, weil mir daran lag, zu zeigen, 
dass man vom Energieprincip zu den Normalkraften hingeführt wird, nenn 
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man die Gleichung cp = O  ohne Rlicksicht auf die Art ihrer Realisirung als 
analytische Bedingungsgleichung einführt. 

III. Flir die praktische Verwendbarkeit des Energieprincips bei der 
LEsung mechanischer Aufgaben ist der Umstand wesentlich, dass in ihm 
an Stelle der die Beschleunigung enthaltenden Glieder des d ' A l e m b e r t -  
schen Princips die Aenderung der kinetischen Energie auftritt; dadurch 
ermoglicht das Energieprincip dieselbe bequeme Coordinatentransformation, 
welche das H a m  i l  ton'sche Princip gewiihrt. 

Es sei die jederzeitige Lage des Systems dureh die Coordinaten s,, 
s,, . . . , s, allein vollig bestimmt. Von diesen Veriinderlichen konnen zwar 
einzelne als Functionen der Zeit von vornherein bekannt sein, aber die 
x ,  y, B jedes Punktes im System sollen sich dann als Fiinctionen jener ra 
Verinderlichen s allein darstcllen und nioht etwa noch ausserdem die Zeit 
explicit enthalten. Ich werde diejenigen s,  deren Abhiingigkeit von der Zeit 
vor der Losung des Problems unbekannt is t ,  die echten Parameter nennen, 
wahrend die als Functionen der Zeit von vornherein vorgeschriebenen Co- 
ordinaten s die Hilfsparameter heissen m6gen. 

Nun Iasst sich die Summe aller wahrend des Zeitelements d t  im 
System gcleisteten Arbeiten X d a  + Y d y  + Z d s  in die Form 

setzen, indem mit Sb eine Summe bezeichnet wird, deren Glieder die Form 
besitzen 

Um andorerseiis das Element d t  der kinetischen Energie als Summe 
von Gliedern darzustellen, die ds,,  ds,, ... , ds, zu Factoren haben, be- 
denke man, dass unter obigen Bedingungen T eine homogene Function 
zweiten Grades der Grossen sr ist. Daher darf in  

gesetzt werden 

und es folat 

Hiernach gestaltet sich der Ausdruck des Energieprincips 

19 a) d T = d A + d t A  
in folgender Weise: 
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Wesentliche Bedingung fIfr diese Entwickelung ist die Darstellbarkeit 

von T als homogene Function der 8. D a ,  z. B. bei Vorhandensein verbor- 
gener Bewegungen, T auch anders dargestellt werden kann, so ist es wichtig, 
anzumerken, dass die Entwickelung nur  für  diese canonische Porm von 11 
giltig ist. 

Sind nun die Coordinaten s vollig unabhangig von einander, und ist 
keine als Function der Zeit vorgeschrieben, so ergiebt die obige Glcichung 
dl A = O und zerfallt im Uebrigen i n  die L a g r a n  ge'schen Differential- 
gleichungen der zweiten Porm. 

Sind aber die Veranderlichen s nicht sauimtlich echte Parameter, oder 
bestehen Bedingungsgleichungen zwischen ihnen, so stehen zur Bestimmung 
von dt A und zur Aufstellung der dynamischen Differentialgleichungen zwei 
Wege zur Verfügung, die Methode der unbestimmten Coefficienten und die 
Methode der nnabhiingigen Parameter. 

Nach ersterer ergiebt sich, wenn etwa nur  die eine Bcdingung 

20 a) ~ ( s l i  ~ q ,  a . . ,  s n ,  t ) = O i  

zu erfüllen ware, das Energieprincip in der Form 

Hier lassen sich zunachst die Differentiale der Hilfsparameter durch d t  dar- 
stellen und die ihnen entsprechenden Glieder mit dem letzten Gliede obiger 
Gleichung zusammenziehen. Dann fiihren die früher im entsprechenden 
Falle ausgefüfirten Schlüsse eiiierseits vu soviel Differentialgleichungen, als 
echte Parameter vorhanden sind, andererseits zur Kenntniss der fur AUE 
rechkrhaltung der Dedingungen anzuwendenden Arbeit dt A. 

Nach der Methode der unabhangigen Parameter fiihrt man solche Co- 
ordinaten p ein, welche die Redingungsgleichungen rp = 0 identisch erfüllen, 

O P -  so dass die Differentialquotienten -- O werden. Setzt man noch Pi fur a a 
die Summe aller von den einzelnen Punkten des Systems gelieferten Glieder 
von der Form 

so folgen die Differentialgleichungen aus 

Diese Beziehung liefert soviel dynamische Differentialgleichungen, als schte 
unabhangige Parameter q vorhanden sind, d. h. soviel, als die Freiheitsstufe 
des Systems anzeigt, wahrend die in ihrer  Abhangigkeit von der Zeit be- 
kannten Hilfsparauieter den Werth von dt A bestimmen. 
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IV. Die vorstehenden Darlegungen lassen ersehen, dass das Energie- 
princip, welchem für die physikalische Auffassung der mechanischen Vor- 
gange eine fundamentale Bedeutung langst mgestanden wird, auch als 
mechanisches Princip im analytischen Sinne angesehen werden k a m :  es 
fuhrt , wie die andercn Principien , zu den Differentialgleichungen der Be- 
wegung; aber es hot,  wie mir scheint, die unmittelhare Evidenz vor den 
anderen Principien voraus und die Fahigkeit, auf andere als rein meoha- 
nische Vorgtinge, i i h l i c h  auf alle physikalischen Erscheinungen übertragbar 
zii sein. 

Bei seiner Anwendung hat man einerseits die kinetische Energie zu 
bestimmen, die ftir Systeme starrer Klirper vorzüglich nach der von 
Car1 N e u m a n n  diirchgearbeiteten Methode aufgestellt wird , welche sich 
auf P o i n s  O t ' a  geometrische Auffassungen gründet. Audercrscits is t  die 
Arlieit der wirkenden Krafte, bez. die zugeführte potentielle Energie anzu- 
setzen, sowie im Allgemeinen die Eigenenergie der Korper, aus denen das 
System besteht. Uiese Eigenenergie ist  nur  bei starren Korpern unver- 
Lnderlich , also einflusslos , bei elastischen und fltissigen Eorpern aber von 
den zur Bestimmung einer Affintransformation des Volumelements nothigen 
Parametern abhtingig, wahrend die Probleme der Thermik und Elektrik die 
Heranziehung weiterer, nicht rtiumlicher Parameter erFordern. 

Als ein Nachtheil des Energieprincips gegenüber den anderen Princi- 
pien der Mechanik wird es wohl Manchem erscheinen, dass auch schon bei 
seiner Anwendung auf Punktsysteme im Allgemeinen eine der Eigenenergie 
nicht starrer Korper vergleichbare Function d t A  auftritt, welche dem Pro- 
blem nach der gewohnlichen Auffassung fremd ist ;  aber man braucht sich 
nur die Erfahrungen zu vergcgenwartigen, welche in Problemen, die explicit 
die Zeit enthalten , zum Ausdruck gelangen, um einzusehen, dass gerade i n  
der Bedingungsenergie df A eine dern niechanischen Vorgange wesentlich 
anhaftende Grosse hekannt wird,  die man nur  zur Aufstellung der dyna- 
mischen Differentialgleichungen nicht zu kennen braucht. 

/ 
Dia Benutzung des Energieprincips zur Ermittelung sonst unbekannt 

bleibender Energiebetrtige ist  ührigens gar nicht auf den behandelten Fa11 
beschriinkt. 

Es aei z. B. ein System nur  Bedingungen unterworfen, welche die 
Zeit nicht explicit enthalten. Behandelt man die Aufgabe nach der Methode 
der unabhangigen Parameter, so erfàhrt man die Druckkrafte nicht, die zur 
Aiifrechterhaltung der Bedingungen erforderlich sind. Die Frage nach jeder 
einzelnen derselbon lasst sich abcr offenbar so fassen: Welche Arbeit würde 
nothig sein, um dem System eine Verschiebung dq,, welche in Wirklich- 
keit durch die Bedingungen nnmoglich gemacht is t ,  zu ertheilen'? An 
Stelle des Problems wird also ein neues mit einer um 1 erhohten Freiheits- 
stufe zu losen sein, wenn es g i l t ,  eine der Redingungskriifte (oder eine 
ihrer Componenten) zu ermitteln. Die kinetische Energie dieses allgemei- 
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neren Problems sei T l  so dass also T eine Function von pl, %, . . . , qn 

und q0 bedeutet, die, wenn go constant, etwa gleich O erhalten, also anch 
qi = O ,  pPfo = 0 gesetzt wird, i n  T übergeht. Dann liefert das Energie- 
princip die Gleichung 

Hier bezeichnet Qo dg0 die unbekannte Arbeit,  die zur Verandermg dqO 
erforclerlich sein würde. D a  nun die dg,,  dp,, ..., dp,, dq, slimmtlich 
von einander unabhzngig sind, so erhiilt man,  sobald qo = O, g', = 0, 
q",,= O gesetzt wird, aus dem ersten Gliede obiger Beziehung die r, Diffe- 
rentialgleichiingen 

24 a) i =  1, 2, ..., m ,  

und aus dem zweiten 

wobei duroh die Indicirung qo = const. angedeutet werden sol], dass in die 
Formel der Werth O für do,  q", einzusetzen k t ,  um die Redingnngskraft 
Qo des speciellen Problems zu finden. 

Als ein Beispiel zur Erlliuterung dieses Verfahrene behandle ich die 
A t w  ood'sche Fallmaschine. 1st 22 die Masse des etwa links aufsteigenden, 
M + m  die Masse des zur Rechten herabsinkenden Gewichtes, h die rechts, 
also c - h die links freihangende Fadenstrecke, wobei c eine Constante 
bezeichnet, so is t  die kinetische Energie der Gewichte 

und bei einer Bewegung dh  gewinnen die Gewichte a n  potentieller Energie P 

Auf die in  der Rewegung des Fadens und der Rolle, sowie in Reibung 
sich gussernden Energieformen sol1 hier - um den Hauptpunkt allcin her- 
vortreten zu lassen - keina RIicksicht genommon werden. 

Man erhalt nun als Gleichung des Energieprincips d T +  dT= O: 

27 a) { ( a ~ + m ) h " - ~ m j d h = O  
und demgemass 

So erfahrt man nichts über den Uruck dur Rolle auf ihr Lager oder über 
die Reaction U des Lagers gegen die Rolle. Denkt man sich aber die 
Rolle wahrend der Zeit dt  um d u  gehoben, so hangt nun das Problsm 
von zwei unabhangigen Veranderlichen h l  .u ab, und es wird die kinetische 
Energie 
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25 b) 
T = a (Z+ m) (h - u)IZ + $ N ( c  - h - u ) ' ~  

=&(2M+m)(h '2+a '2 )  -munh'; 

die potentielle aber andert sich irn Zeitelemente d t  um 

26 b) 
d @ = -  d A = - g ( M + m )  d(h-u)  -gMd(c-h-u)  

= - g n z d h + g ( 2 M + m ) d z c .  

Das Energieprincip liefert die Gleichung d T  = dA + U d u ,  a180 

Sie zerfillt wegen der Willkürlichkeit von d h  und d u  in zwei Gleich- 
ungen , die, auf den Fa11 zc = const. = O, u'= O angewendet , ergeben 

Der Druck auf's Lager ist also abliangig von der eintretenden Beschleuni- 
gung h", wie bekanntlich durch Anhiingeu des Apparates an eine Waage 
(etwa in der Weise von P o g g e n d o r f f )  gezeigt werden kann. Unmittelbar 
aus Gleichung 24 b) findet man 

29) go= U-g(ZN+wa) =- mh". 

Es hindert nichts, die vorstehende Isetrachtung untcr dcn Gesichtspunkt zu 
bringen, dass zl eine gegebene Function der Zeit, namlich constant ist, 
und U d u  mit der in Formel 22) auftretenden Grosse df A identisch zu 
erachten. 

V. Dass man in geeigneten FaIlen unmittelbar vom Eiiergieprincipe 
zu den gewünschten Ergebnissen gelangen kann, ohne erst in  der gewohn- 
lichen Weise die Differentialgleichungen aus ihm herzuleiten, ist schon a n  
der seit P on  ce1 e t  in der technischen Mechanik üblichen Behandlung 
zwangliiufiger conservativer Systeme zu erkennen. Hier mage gezeigt 
werden, wie das Energieprincip unmittelbar zu den Integralprincipien der 
Nechanik führt. 

Die Schwerpunktssitze erhalt man i n  folgender Weise. Es seien xi ,  
y;, ei die absoluten Coordinaten eines beliebigen Punktes von der Masse 
m i ;  in Bezug auf ein bewegtes und zwar sich parallel verschiebendes Co- 
ordinatensystem, dessen Ursprung die ahsoluten Coordinaten &, q ,  l besitzt, 
mogen die Coordinaten jenes beliebigen Massenpunktes ui , V ,  , W ,  heissen, 
80 dass 

x i = & + t h i 1  + v i l  . & = t + w i .  

Dann wird, wenn noch .Zm Jf gesetxt wird, die kinetische Energie des 

Punktsystems 
'2 - ~ ( & ' 2 + q ' z + ~ ' ~ ) + ~ ~ m ( 2 1 ' 2 + v ' e + w ' 2 )  

30 a) 
T =  m + m ( ~ ' ~ f  yf2+# ) -3 

+ if (xmu>p+ I I ' ( ~ m  v)'+ tr(Zmw)'- 
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Wiihlt man als Anfangspunkt &, 7 ,  f den S c h w e r ~ u n k t  des Massen- 
systems, so fallen die letzten drei Glieder aus. Die Arbeit der sammt- 

lichen Kriifte wird 

30 II) 
d ~ = Z ( X d s + Y d y + Z d z ) = ( L X ) d ~ +  ( Z y ) d r i  + ( 2 Z ) d r  

+ P ( X d z c + Y d v + Z d w ) .  

Hiernach verlangt das Energieprincip dT = d A ,  dass die Gleichung 

Bei der gegenseitigen Unabhangigkeit der Grossen 6 ,  7 ,  5 ,  u i ,  v i l  

wi zerfillt die Gleichung in die ihren einzelnen Gliedern entsprechenden 
Differentialgleichungen, in denen die Schwerpunktssatze ihre bekannte Grund- 
lage finden. 

Die Flachensatze erhiilt man ,  indem man die Axe, fiir welche die 
Giltigkeit derselben erwiesen werden soll, etwa zur 2 - A x e  wahlt und statt 
xy Polarcoordinaten einfiihrt: 

32) x i = r i c o s q i ,  yi=r;s in<pi .  
So wird die kinetische Energie 

und die binneu des Zeitelements d t  geleistete Arbeit 

wo @ = Yx - Xy ein Drehmoment bezeichnet und R = X cosq + Ysilzrp 
gesetzt ist. Von den aus d T = d  A nach Gleichung 22) folgenden Differen- 
tialgleichungen 

liefert die crvtc die Grundlage der Fliichensiitze, wghrend dio zweite m m  
Begriffe der Centripetalbeschleunigung führt. 

Die folgende Herleitung des Energieintegrals aus dem Energieprincip 
ha t  hauptsachlich den Zweck, hervortreten zu lassen, wie beschrankt der 
Giltigkeitsbereich des ersteren im Vergleich mit dem letzteren ist. 

Nach Gleichung 13 b) lautet für ein beliebiges Punktsystcm das Energie- 
princip d T =  d B ,  wobei d A  eine Siunme von Gliedern der Form 

darstellt und T die gcsammte kinct'ische Energie des Systems ausdrilckt, 
Offenbar ist die Unabhangigkeit der Bedingiingsgleichungen cp = O  von der 
Zeit im Allgemeinen ein erstes Erforderniss der Integrirbarkeit dieser Gleicb- 
ung. 1st  diese Forderung erfiillt, so bleibt noch die Gleichung 

d T = Z ( X d x + Y d y + Z d z )  
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zu integriren. Bisher stellten d x ,  d g ,  d~ jede im Zeitelemente d t  mog- 
liche Verandermg dari  jetzt ist festzustellen, welche dx, d g ,  da  auf dem 
Integrationswege einander angeschlossen werden sollen. Im Allgemeinen 
wird man die Wahl nur so treffen dürfen, dass die Geschwindigkeitscom- 
ponenten am Ende eines Wegelements mit denen übereinstimmen, die das 
nachstfolgende Wegelement zu Anfang besitzt. Der  Integrationsweg muss 
also eine der moglichen Bahnen sein, und auf ihm dürfen unstetige Aende- 
riiiigen der Geschwindigkeit nicht vorkommen. Bei der Wahl einer solchen 
Bahn steht im Allgemeinen nur  noch die Willkür bei der Bestimmung der 
Geschwindigkeitscornponenten zu Anfang des ersten Wegelements frei. 

So bleibt endlich die bekannte Bedingung zu erfüllen, dass Z ( X d x  
f Y d y + Z d z )  über jede mogliche Bahn integmbel oder ein vollstandiges 
Differential nach s, y, e sei. Sie wird im Besondern erfüllt durch 

wo nun V als potentielle Energie des Systems zu bezeichnen ist. Nur wenn 
diesen Bedingungen gentigt wird, erscheint das Energieintegral i n  der für  
conservative Systeme giltigen Form 

3 6) T+ V= Constante. 

Aus dieser Herleitung ersieht man deutlich, wie mit der in der Mechanik 
bisher iiblichen Behandlung des Energiegesetzes nur eine Seite des z i l  Grunde 
liegenden Gedankens getroffen wird , nahrend die Tragweite , welche die 
pbysikalischen Energievorstellungen auch für die analytische Mechanik haben, 
dadürch bei Weitem nicht erschopft ist. 

VI. Dass endlich der durch Anwendung des Energieprincips ermog- 
lichte unmittelbare Anschluss a n  die mit der Energie in Verbindung stehen- 
den 13egriffe, wie die Entropie, von erheblichem Vortheil sein miiss, liegt 
ftir alle diejenigen Problerne auf der Rand,  die über das Gebiet der Mechanik 
im engsten Sinne hinausgreifcn. Aber auch schon inncrhalb dieses Gebietes 
erwachsen gelegentlich Vortheile, wie das folgende Beispiel zeigen soll. 

Das Energieprineip schliesst für den E'all des Gleichgemichts aus d l ' =  0 
auf dA =; O ,  gelangt also, wenn etwa ein materieller Punkt  der Bedingung 
Y($, y, B) = 0 unterworfen k t ,  zu der dem Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten entsprechenden Beziehung 

Aber die Quelle, aus der das hier in  der Form 5) angewendete Energie- 
princip stammt, versagt auch dann nicht, wenn der Zwang, dem die Be- 
wegung unterliegt, durch Ungleichungen ausgedrückt wird. Sol1 etwa 
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sein, der bewegliche Punkt also eine gegebene Blache nicht iiberschreiten, 
so lie& ein Fa11 nicht-umkehrbarer Veriinderungen vor, wie er in den 
vorangehenden Erorterungen ausser Betracht gelassen worden ist. Dass 
Bewegung in der einen Richtung moglich, in der entgegengesetzten unmtjglich 
ist, Iasst sich mit den Energievorstellungen nur  durch die Annahme ver- 
einigen, dass in dern Falle, wo die Bewegung iinmoglich k t ,  sine andere 
Encrgicform erzeugt wird. Des kann' nur m f  Kosten der vorhandenen 
kinetischen Energie geschehen (menigstens wenn man,  wie Ublich, den Fall 
ausschliesst, dass die Berührung des Punktes mit der Flache Energie ent- 
bindet). S o  folgt als Gleichgewichtsbedingung 

37 a)  d T < O  - 

und hiernach die im vorliegenden Falle dem Princip der virtuellen Geschwin- 
digkeiten entsprcchende Beziehung 
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XVIII. 

Beitrag zum Studium der algebraischen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung, deren Integrale 
feste Verzweigungspunkte besitzen, insbesondere 
derjenigen, welche die Ableitung bis zum dritten 

Grade enthalten. 

Von 

Dr. GEORG WALLEKBEKG. 

IV. 
In dicsem Abschnitte wollen wir im Anschluss a n  die Ausftihrungen 

des vorigen, ghnlich wie im III. Abschnitt die eigentlichen trinomischen, 
diejenigen F u  ch s 'schen Differentialgleichungen dritten Grades in y' behan- 
deln, in denen das Glied mi t  der z w e i  t e n  Potenz der Ableitung fehlt; 
d. h. wir wollen die Forrn der Fuchs ' schen  Differentialgleichung: 

A )  y " - 3 Q y ' - 2 R = 0 ,  
explicite aufstellen und ihre Integration wirklich durchftihren, wieder unter 
der Voraussetmng, dass ihre Coefficieuten ziin#chst rationale Functionen 
von # sind und dass die Discriminante A nur einfache Factoren enthalt. - 
Wir kihnen lins die Differentialgleichung A) aus einer vollstiindigen Diffe- 
rentialgleichung C) des vorigen Abschnittes durch eine Transformation her- 
vorgegangen denken, welche im II. Abschnitte ausführlich behendelt wor- 
den ist. 

Da P = 0 is t ,  so folgt aus den Entwickelungen des vorigen Abschnittes, 
dass Q hochstens vom zweiten, R hochstens vom dritten Grade in y sein 
darf, dass also das Geschlecht p der durch A) definirten algebraischen Func- 
tion y' von y < 1 ist. 

Ferner werden dio Bedingungsglcichungen 7) desselben Abschnittes : 

und Gleichung 9) desselben Abschnittes wird 

2) 
dy' -  A a Q  de- 6 -ifai. 

Zsitsahrift f .  Mathamatik u. Phynik XXXV. 6. 
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AusfIihrlich hingeschrieben lauten die Bedingungsgleichungen 1): 

3 ( a ' 0 + a ' , ~ + a ' ~ ~ ~ ) + 2 ( b , + 2 b , y + 3 b , y ~ = A ( a , + a , y + a , y ~ ) ,  

= A ( b , + b , y + b 2 y W f i b , y Y ) .  

Durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von y  ergeben sich daraus die 
Bedingungsgleichungen : 

3 a', + 2 b, - 3 at1 + 4 b, 3 a', + 6 b, - - 
a1 a2 

2b',+3a,a1 - 2b' ,+6a,a,+3a,e 2b',+9a,a2-2b1,+6a,2 
- - - -. 

01 b2 4 
Wir betrachten zuerst den Fall, dass Q von y unabhgngig, also 

a,  = a, - 0 kt; danu muss , wie aus den Gleichungen 1") folgt, auch 
b, = b, =-O sein, und die Differentialgleichung A) lautet : 

B) Y'3-3a,y ' -2(b,+b,y)=0 ( p  = 0).  
Die Bedingungsgleichungen 3) werden : 

3a',+2b 2b' 2b', 
A =  ,-A=-. - 

a0 b, 6 ,  
Aus ihnen folgt zunachst: 

2io = bl c  , 
wo c eine Constante bedeutet; setzt man y + c  = u ,  so wird Gleichung B):  

B*) u ' ~ - 3 0 , ~ ' -  2 b , u =  o. 
Zwischen a, und b, bevteht die Gleiühung 

, 2 b', 2 a , - ,  a,+-" =O.  
3 

Diese ergiebt, wenn man a, durch b, ausdrtickt: 

Llisst man in dem Ausdrucke fur a. die Integrationsconstante a will 
kad ich ,  BO muss, da a, und b, rationale Punctionen von G sein sollen, b, 
die Gestalt v ' ~  haben, wo u eine beliebige rationale Function von a bedeutet. 
Dann ist 2 

a, = a Y ' ~  - - vS2 v , 
Y 

ferner 
Y" 

A = 6 7 1  
II 

und Gleichung 2) ergiebt: 
1 

,, lJ , 
u = y u ,  

V 

also 
u'- cl V' und u = clv  + c,. 

Triigt man diese Werthe fur u und u' in die Differentialgleichung B*) ein,  
deren endgiltige Form : 
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ist, so 'erhalt man zwischen cl und c2 die Relation: 

c,3-3acl  - 2 c 1 = 0 ,  
BO dass 

C S  3 zc='--. , , " C l + ~ i ~  

das allgemeine Integral von B**) darstellt; dasselbe ist eine rationale Func- 
tion von a. 

Damit die Coefficienten der Differentialgleichiiiig B*) rationale Func- 
tionen von s seien, ist aber nur nothwendig, dass ein particuliires Integral 
a, der Differentialgleichung 4) eine rationale Function von s sei, wenn bl 
eine solche ist. Also flir ein b e s  t i m  m t e s  a sol1 der Ausdruck 

eine rationale Function von z sein;  dann muss jedenfalls, da auch b, eine 
solche ist,  

a-  ; S b I %  d a  = blx R ( r )  

sein, wo R(a) eine rationale Function von B bedeutet. Durch Differentia- 
tion erhalt man: 

2 1 
- - h l %  = b,% R'(a)  + - hl-% brl R (a )  

3 3 
oder, wenn man durch b,% R ( a )  dividirt : 

alço, wenn 

gesetzt wird : 

daher : 

b, = 

Ferner wird : 

( 8 )  und R(z)=-2;. 
H', (4 ' 

1 R',"ia) . und a,= b, R ( z )  -. - - - 
4 4 ( 4  

In diesem Falle ist das Integral der Differentialgleichuug Be) zwar keine 
rationale, aber eine algebraische Function von a.  Die Relation zwischen c ,  

iind c, kann wieder leicht aufgestellt werden; sie lautet:  
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Zu demselben Resultat gelangt man wieder directer, wenn man in die 
3 a ' , + 2 b l -  2b ' ,  -- 

2 b', 3  a', 
Bedingungsgleichung 3 = - -- sogleich 

b "  a0 b,  a0 b, a, 
'3 = Y ( B )  einführt; dieselbe ergiebt dann : 
a0 

2 6 ,  ~ ' ( 4  
--1 

a0 ." (4 
also : 

1 ~ ' ~ ( 8 )  v f 2 ( 4  uud b  - - . 
a ~ = q  vJ(a) ' - 8 v y a )  

Diese Darstellung hat den Vorzug, dass hier die Parameterfundiou v ( z )  

eine beliebige Function von a bedeuten kann;  das Integral der Diffeiential- 
gleichung B*) is t  dann, wenn auch keine algebraische Function von z ,  so 
doch algebraisch in den Coefficienten von Ra). - Die jetzt gefundenen 
Formen von a, und b, werden tibrigens mit den obigen identisch, wenn 

1 

man v (g) = -F 
R,(e)  jet''' 

Diese Untersuchungen lassen sich leicht auf die trinomischen Gleich. 
nngen mten Grades von der Gestalt: 

a) I ~ ~ = ~ ' ~ - ~ Q . ~ ' + ( ~ - I ) R = o  
ausdehnen. Es ist: 

8 )  
aF -- - my'm-' - m Q 

und 
2 ~ '  

1 a 3  
Y )  - F + - Y ' ,  = ( m - l ) [ Q y ' -  RI. 

m ay 
Durch Elimination von y' aus den Gleichungen 

Unter der Voraussetzung, dass A nur einfache ~ a c t o r e n  entbglt, dass 
also nur einfache Verzweigungen stattfinden und Q mit R keinen gemein- 
schaftlichen Theiler besitzt, ist die nothwendige und hinreichende Bcdingung 
dafür, dass die Differentialgleichung a) einc Fu c h s'sche sei , allein daa 
Bestehen der Gleichungen 

ô A  aA - + - P ~ ' = O  und Q ~ ' - R = O  
a a  a y  

fur  jeden Werth von y, ftir welchen A = O ist,  d. h. das Bestehen der 
Congruenz : a&, aA 

Q-+R-=O m o d A  
a 8  a9 

oder : 

oder, da :  
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ist und A mit R keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzt: 

Durch eine der des vorigen Abschnittes analoge Schlussweise folgt aus dieser 
Congruenz, davs identisch : 

sein muss. Bedeutet nlimlich k den Grad von Q ,  1 den Grad von R ,  so 
kann in A ein Fortheben der hochsten Potenzen von y nur stattfinden, wenn 

m k =  (m--1)Z 
kt ,  d. h. wenn 

k = 2 ( m - l ) ,  1=2m oder k = m - 1 ,  Z = m  

ist. Es sei n der Grad von A ,  so ist im ersten F a l k  

li6chsteiis vom n - 2ten, im zweiten Falle hochstens rom n - l t e n  Grade in y. 
- 1st dagegen m k > (m - 1) Z, so ist mk  der Grad von A,  und unter 
Rerücksichtigung der Ungleichung rn (m- 2) < (m - 1)2 ist der Grad von T 

1 s t  endlich : 
m k <  (m-1)1, 

so ist (m - 1) 1 der Grad von A ,  und unter Beaçhtung dersolben Ungleich- 
ung ist der Grad von T hochstens: 

m - 1  
k+(m-2)1<; 1 + (m-2)1 

oder 

Damit ist das Bestehen der Gleichung d) erwiesen. 
Ails Gleichung d) folgt unter Berücksichtigung von 

a P a Q  dass ,Om-' - oder, da Q mit R keinen gemeinsamen Theiler bat ,  dass -- 
al,  a Y 

durch Rm-3 theilbar sein muss. Gleichung 8 )  kann aber andererseits, wie 
man leicht sieht, nur bestehen, wenn der Grad von 0 kleiner ist  als der 

Grad von fi; folglich musa, wrno m> 3 ist ,  9 =O,  d. h. Q i o n  y un- 
abhingig sein. GY 
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Dividirt man nunmehr Gleichung 8) durch R m - 3 ,  so ctrhalt man: 

a~ a &  ay 
( m - 1 ) R - + ( m - 1 )  Q - - m - R = O  

a y  as as  
oder : 

aR 
€1 ( m - l ) O , = R  d #  

Aus dieser Gleichung folgt, da  Q von y unabhangig, dass R hochstem Yom 
ersten Grade in y  i s t ;  die Differentialgleichung R )  bat also die Gestalt: 

ao, ho und b, sind Fnnctionen von 8, zwischen denen infolge von r )  die 

Gleichungen bcstehen : 
ma1,- (m-1) b, . % = E L = -  

b, b, (m - 1) a, 
Daraus ergiebt sich zunlichst b, = b, c ,  und setzt man y + c =  w ,  sa lautet 
die Differentialgleichung a )  : 

a*) f ( a ,  u, u')=Um-vna,uf+ ( m - l ) b , u = O .  
Aus 

, rn-1 b', m - l  n a .  - - bI a,-- b, = O  
m m 

erhtilt m m  : 
ln - 1  

. , - 
Lbsst man wieder in dem Ausdrucke für a, die Integrationsconstante a miIl 
ktirlich, so muss, wenn a, und b, rationale Functionen von a sein sollen, 

m-1 

P U C ~  4-n und Sbl: d s  sine rationale Fonction von s sein, also b, die 
Gestalt haben ; 

bi = vlnl (8 )  , 
wo v (8 )  eine b e 1 i O b i g e rationale Function bedeutet. Dann wird : 

m- l 
a, c a ~ ' " ~ ' 1  ( B )  + --- u"" - (2) v (i) 

na 

Ferner findet man unter Berticksichtigung der Gleichurig c ) :  

Jedes Integral von f=  O ist auch ein Integral von: 

wenn man ziinlchst von singukiren Losungen, ftir welche ziigleich f = O  
a f und -, = 0 ist ,  absieht.* au 

* cfr. pag. 271. 
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AUE r l )  erhiilt man:  
1 - 

ut= cl hlm = cl v'(4) und u =1 cl v (4) + c,. 
Werden die Werthe für u' und zl in  or') f = O  eingesetzt, so resultirt 

zwisclien cl und c, die Relation: 
c l m - m a c l +  ( m - 1 ) c 2 = 0 ,  

so dass 

dss allgemeine Integral von or*) darstellt. 
Soll, was genligend is t ,  nur ein partikulares Integral a, der Differential- 

gleichung l)  eine ratioilale Punction von sein, so muss wieder jedenfalls 
ftir ein bestimmtes a :  

- + G [ b ;  d z  = 6,; R (z) 
C 

sein, wo R eine rationale Function von B bedeutet. 
Durch Differentiation ergiebt sich: 

oder 

und, wenn 
b, R" (2) = R, ( 8 )  

gesetzt wird : 
n a - 1 -  ' 1 R(4) = ( w - ~ ) ~ .  R (4 
-m R l ( 4  A', (4 

Dann wird: 
RI (4 1, - = 1 R'," (2) 

I - R" ( a )  (m  - l).. RIm -' (2) 
uiid 1 Rrlm -' (2) 

a, = b ,  R ( a )  = 
(.a - 1)"-' R,m-2(,a) 

Ferner erhalt man ails 
,, 1 b' = - -1. . u': 

9n b,  

Zwischen cl und c2 besteht die Relation: 

c i m +  (m-l)c,=O. 

Bus der Redingungsglcichuiig: 

a 
erhalt man wieder direct, wenn A = v ( z )  gesetzt wird: blm-' 
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Hier kann v  ( 5 )  eine beliebige Function von z sein; das Integral der Diffe- 
rentinlgleichung are)  ist  dann algebraisch in v ( z ) .  

Es  sei nun in Differentialgleichung A) 0 vorn ersten Grado in y, dam 
muss nach den Gleichungen 1) R vom zweiten Grade sein: 

Aus den F3edingimgsgleichungen 3) heben wir die folgende heraus: 

5) 
Aus ihr ergiebt 

3 a', + 4 b, 

a1 
wieder : 

Lasst mau in dem Ausdrucke für  a, die Integrationsconstante a willkiirlich, 
so rnuss, wenn a,  und b, rationale Functionen von z sein sollen , b, = vf3(e)  

sein, wo v ( 8 )  ein beliebige rationale Function von 5 bedentet. Dann nird 

, 4 ,  4 A 1 b' v" a l = ~ v z - 3 Y 2 v  = V ' ~ ( a - ~ v )  und - -  A=-. 
6 - 3 b,  v' 

Ferner wird die Gleichung 2): 
,, A , 

, 
V ,  

y = - y + a  - ? y + n , .  6 , - Y  
Dieselbe ergiebt : 

4 ,  2 ,  
i = c , ~ + u p  f ( a -  j u j u  ~ ~ = C ~ ; + ~ V U ~ - -  

und 
3 

a  2 
y = c , v +  - v 2 - - v 3 + ç .  

2 9 
Das Integral der Differentialgleichung C) ist  also eine rationale Function; 
die zwischen cl und c, bestehende Relation ergiebt, sich durch Einsetzen der 

Werthe fdr y und y' i n  C). Um aiich die Anwendung des Fuchs'scheu 
Theorems (S. 269) zu zeigen, setzen mir a n :  

r = % + ' ~ i A  
und erhalten durch Differentiation, indem wir Gleichung 2) beachten: 

Daraus ergeben sich die drei Gleichungen: 

3 %  - = O ,  also <p, nur von a abhangig, 
a Y 
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Y 8 9, 9 ~ + p ' , ( z ) + ; 9 , = 0  und -+a ,o ,=o.  
3 Y a z 

Bus der ersten Gleichung folgt, dass 

IPo = m (4 Y + (4, 
au8 der zweiten, dass m(z) gleich einer Constanten sein muss (=na). Zwi- 
schen rp, ( z ) ,  n(z) und m bestehen dann die ~ l e i c h i n ~ e n :  

\ 
v" 

m + rp', (8)  + ;. 9,  ( 8 )  = O  und n'(fi) + a, ql(z) =O. 

Die erste ergiebt: 

die zweite, da a, = v ' ~  a - - v war: ( 3 

Dis Coefficienten von cpo und cp, sind also in der That r:ttionsle Functionen 
von a. - Wenn, was genilgend ist, nur ein partikulares Integral a, der 
Bedingungsgleichung 5) eine rationale Function von a sein soll, so lasst 
sich wieder leicht zeigen, dass in diesem Falle das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung C) eine a l g e  b r a i  s c h e Function k t ,  weiin man (für 
rn = 3 und k = 2) folgenden allgemeinen Satz berlicksichtigt : 1st b eine 

J" dionale  Function von B von der Beschaffenheit, dass b'dz eine alge- 
braische Function von z k t ,  so sind auch: 

algebraische Functionen von r. Mrenn namlich J bi da eine algebraische 
Function von a sein ~011, so mus8 sie die Gestalt haben:* 

J A d a =  b-'no) + Cl 

wo R(z )  eine rationale Function von z und C die Integrationsconstmte 
bedeutet. 

" Joii. L i o u v i l l e  im Journal polytechn., t. X1V cah. 22 pag. 131 : Sur la 
détermination des intdgrales dont la valeur eat nlg6bnque. 
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Durch Diffeerentiation findet man: 

i - R'(B) 1 b' a h g 6  R (3)  -- --+ --------. 
R ( 2 )  R ( B )  rab d $  

d. h. R(z) bat ,  weiin 
b Rn' (b) == RI (s) 

gesetzt wird, die Gestalt: 
n(z) = m "i (4  

Perner wird : 
~'1%) 

R (4) 1 (2) - -- , b = L -  
Rrir @) rnV1 f i I 7 > l  - 1 

(8) 

ebciiso crh8lt man  : 

und allgemein : 

L k-1 - k - v  1 - c Cr - - 
= 8; (4) + A- Hl " (z) + . . . + - R, (a) + . 8 n  

(k - 1) ! (k - V )  ! 

Damit ist aber der Batz bewiesen. 
Wir korilmen endlich a u  dem Falle,  dass Q vom zwoiten, R vom drittcn 

Grade in  y i s t ,  nebrnen aber, was keine weseutliche BesührLinkung ist, der 
Einfachheit wegen a,=O a s ;  dann folgt aus den ~ e d i n ~ u n ~ s ~ l e i c h u n g e n l * ) :  

bl - 0 ,  al = O ,  b,  = 0, 

und die Difforentialgleichung A) l au t c t :  

D) yf3 - 3a, y"- 2(Ou+ bdy" = O .  

Zwischen a,, bo und b, bei tehen die n e d i n g i l n g s g l e i c h u n p :  
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a Z = v 2 ( z ) ,  b3=wS(z), 

wo v ( a )  eine rationale Function von z bedoutet. Die Gleichung 

3 a ' , + 6 b 3 =  2b',+6a2" 

a2 b3 
ist dann von selber erftillt, und die Gleichungen 6)  gehen in die eine über: 

welche b, = c v 3  e f d v d z  ergiebt. Da auch b, eine rationale Function von B 

1 P' sein soll, so muss v die Gestalt haben: v = - - 3 wo dy(s) eirie beliebige 
3 ,L --  1.- 

rationale Function von a is t ;  dann wird : 

und die Differentialgleichung D) lautet: 

El wenn - statt  p gesetzt wird, was erlaubt is t ,  d a  c von O verschiedon sein 
C 

m u s ,  wenn die Differentialgleichung D) nicht reductibel sein soll. Hier ist: 
A = + . v = L -  Y' u" 2 A. 
6 v u' 3 u' 

also lautet Gleichuno 2) .  " ,  

--- (El." i) ($jZY 
, '  3 P 

d y  dy d2y oder, da - = - - - 
d s  d p  dz"-dp El. 

d2y 2 1 d y  2 1 -+- -.- -- - ;y=O. 
dp" p ady 9 y 

Diese Differentialgleichung geht bekanntlich durch die Substitution 

21= logy 

iiber; dic charakteristische Gleichung 

hat die Wurzeln rl = - Jj und r, = 3 ; dao allgemeine Integral von 2*) 
lautet daher : 

Uni die Relation zwischen cl und c, zu finden, differenzire man dasselbe: 

y'= - ;clp-'/a ; c ~ ~ - % ~ '  

und setze dio Werthe ftir y und y' in D*) ein, so erhlilt m m  nach einigen 
Rechnungen : 

Cl cz" & = o. 
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Das allgemeine Intcgral der Differentialgleichung De) lautet also: 

y = -  
2 

--3p-% +c2  pK 87 c, 

oder, wenn c, = 3 gesetzt wird : 

dasselbe ist eine algebraische Function der Parameterfunction p. 
1st aZ3 =I= b32, also p = 1, so erhalt man aus den Gleichungeu 6) zu- 

oder : 63 
a s  

d log ' 
b3 5 - 1  = -  b," 

Wird 
G(b3:  6 7 '  

s 
a2 - 
Q - "O 

gesetzt , so kommt : 

b, 1 u' -- - 
6," 

a,- 6 z c 9  
dann sus 1- = u: 

($ f)" 
a, = und b - 

1 - u 3 - Ti -  
Setzt men: 

w 
u=--7 

so erhalt man ,  da:  w - 1 

W 
d log -- 

u' 
- 

w-1  -- - - - -  
wr - - - - 1 

und 1 - u = -- 
2c d a  w ( 1 - w )  1 - w  

is t ,  a, und b3 in der zweiten Forin: 

a2 = und b, = ---- 
1-w 

). 
[ A n m  e r  k u  n g :  Aehnliches ergiebt die Betracbtung der R i  cca t i'scben 

Differentialgleichung 

Dieselbe geht durch die Substitution 
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in die linesre homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

ist, in 

riber. Ein Integral dieser Differentialgleichung ist, wie ails 
b 1 u' - 1  v' >=------  

hervorgeht : a, 6 u 3 v 

v 4 -u-%. - 
1 1  W 

Da a, dieselbe Form behalt,  wenn man - + - = 1  oder u = --- setzt, 
u w w - 1  

so hat diese Differentialgleichung aiich das Integral: 

DM allgemeine Integral der Differentialgleichung lautet also: 

und daher dos allgemeine Integral der R i  c c  a t i 'schen Differentialgleichung, 

wenn 5 = ? = + i c  gesetzt wird : 
CI a, v' a, u' 1 + c (1 - u)-K b - - = -  - -. " 3 v 6 u l + c ( l - u ) s  

Sollen a2 und b3 rationale Bunctionen von B sein und u eine w i l l -  
k ü r l i c  h e  rationale Function von z bedeuten , so hat man c = 0 oder c = cm 

zu wahlen, was aaf die beiden vorhin aufgestellten Formen für  a, und b3 
zur~ckführt.] 

Es ist ferner nach den Bedingilngsgleichungen 6): 
b' 1 3 a ' , + 6 b 3 - 3 w "  5 w '  2w' O-- - 

-+---9 b, - 2 a, w' 2 w 1 - w  
also: 

6, = k W ' 3 ~ - 5 / 1  ( 1  - w)-2. 

Sol1 b, eine rationale Punction sein, so muss w = sein, ao nun- 
mehr p eine b e l i e  b i g e  rationale Function bedeutet , und man erhl l t  : 

' 2  (; f) (H f)" 
u, - b, = und b, = k p  2 -  (1 - p"i" (1 - 
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Um den vorhin behandelten Fa11 p = O  mit einzuschliessen, setze man 
J C p  a n  Stelle von p ,  dann lautet die Differentialgleichung D): (a 6' 

- 3 -- (B f)" 
1 - c p  2 ~ ~ ~ ' - 2 ( ~ - ~ ~ 2 ) 2  [ k p + y 3 1  = 0. 

Damif diese Differentialgleichung irreductibel sei, muss k = I=  O sein; k kaim 
daher ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit gleich 1 vorausgesetzt werden, 

C 
man hat  nur p  a n  Stelle von k p  und c an Stelle von - zu setzen. - Die 

k" 
Discriminante der Differeritialgleicl~~irig D) ist:  

1 1 P' .G 

A =  R Z - Q 3 =  '3 " [ k 2 r 2 + Z k , u y 3 + ~ p Z y 6 ] .  
( 1  - c  

Im vorhin behandelten Falle ist  c  = O  und daher das Geschlecht der 
durch D) definirten algebraischen Function y' von y gleich O. - 1st dagegen 
a--1-0 ,  so ist das Geschlecht p = 1 ; in  diesem Falle kann man c  = 1 vor- 
aussetzen, indem man wieder p a n  Stelle von Jiy setzt: 

(; f )" 
De*) yS3 - 3 yZY'-  2 

1 - P Z  (1 - v2)" [ k p  -k y31 = 0. 

Die Gleichung : 

2) 
d g ' -  A . a 0  
d z - ~ ' ~ d - à  

wird in diesem Falle: 
Y 

2**) 
1 - / . A 2  'Y 

d y  , d y  d 2 y  oder, da y = - p  und y"= - p'z ist: 
d /.A dll.  EL 

Die deterniinirende Fundamentalgleichung* in der Umgebung des sin. 
gultircn Punktes p  = O 

s ~ s - l ) + ~ s - g = O ,  

bat  die Wurzeln s, = 4, sz = - -$. Durch die Substitution * 
y = / & - K u  

geht die Differentialgleichung 2*") Ilber i n :  
d2u 4 , d u  2 1 d;P+I -.--- - u = o .  pz-1 d p  9 /.A2-1 

Um diese Diffcrentialgleicliung in diejenige der G a u  s s'schen Reilie übci- 
suführen, setze man : 

* cfr. pag. 217. 
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p = m x + l z ;  

fur p = l  $011 x = 1  sein, für ~n=-l sol1 x = 0  sein, also: vt=-1, 
nt = 2 und p = 22 - 1. Durch diese Substitution geht die Differential- 
gleichung in die folgende tiber: 

d2u 2 d u  2 
x ( x - 1 ) ~ + 3 ( 2 x - l ) - - - u = 0 .  d x 

d z  9 
Diea ist wieder die Differentialgleichung der G a u  s s'schen Reihe, und zwar 
ist hier : 

U A $ ,  p = - 4 ,  y = 4 .  

A m e r  F ( u ,  p, y x) = F(5, -3 , ;, x) sind auch* 

~ l - Y . F ( c r - ~ + l ,  p - v + l ,  2 -y ,  X) = x % . F ( l ,  0, 4 ,  X) 
und 

(1-x)~-"-P.E'(~-cz, Y - ? ,  y, x ) = ( l-x)~.F(O, 1 ,  %, X) 

Iutegrale dieser Differentialglcichung. Aber es ist 

F(1, 0, 4 ,  x) = 1 und ebenso FiO, 1, i-, s) = 1 .  

Das allgemeine Integral ist daher algebraisch und lautet: 

u=  Cl& + c, (x-1)%. 
Es war 

- '"l, x-1=&, ferner y r p - % u  
2 2 

gesetzt; das allgemeine Integral dsï  Differentialgleichung 2*") lautct also: 

Urn nun das allgemeine Integral der Differentialgleichung D**) zu 
ermittelu, bedarf es rioch der Kenritriiss des Zusainmenhanges zwischen den 
willkürlichen Constauten c, und c,. Zu diesem Behufe differenziren wir 
nieder: 

und setzen die Werthe fur y und y' in  die Dillérentialgleichung D*') ein; 
so ergiebt sich nach einigen Rechnungen zwischen c, und c, der Zusam- 
ruenhang : 

cz3 - clS - k = 0. 

Setzt man c, = C, so lautet das allgemeine Integral der Differentialgleich- 
ung DI*) : 

y = l  ~ ( l + : ) ~ +  
P 

Dasselbe ist eine algebreische Function der Pararneterfunction p. Obige 
Form des Integralv zeigt wieder, dasv die Veraweigungsstellen desselben von 
deil Anfangswertlien unabhiingig sind; sie sind namlich die Null- und Un- 
eudlichkeitsstellen von p resp. p + 1 und p - 1. 
- -- - - 

Kummer in Crel le 'a  Journal, Bd. XV pag. 52, Formeln 3) und 2). 
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Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass mit der algebraischen Integration 
einer F u  c h  s 'schen Differentialgleichung vom Geschlecht 1 zugleich ein 
algebraisches Transformationsproblem fur elliptische Integrale gelost ist; 
denn es muss in diesem Falle die Differentialgleichung für den Parameter t, 
durch den y und y' dargestellt werden: 

d t  - d t  -= A f ~ ( t ) *  oder -- 
da 

algebraisch integrirbar scin, und zwar ist die algebraische Function t von x 
leicht darzustellen, da man y als - algebraische - Function einerseits 
von t ,  andererseits von z keilnt. Die Differentialgleichung zwischen den 
Variabelen t  und s enthalt daher nichts Anderes als ein algebraisches 

ein Problem, Transformationsproblem für das elliptische Differcntial --- Jm 
welches, da  man die algebraische Beziehung zwischen t und a kennt, als 
gel6st zu betrachten ist. 

Setzt man, um auch hier dau F u  c hs'sche Theoremw anzuwenden: 

r = c ~ ~ + c ~ ~ . A  
a n ,  so wird man zwar nicht verlangen konnen, dass die Coefficienten vou 
cpo und cp, rationale Functionen von 8 ,  wohl aber erwarten dürfen, dass sie 
a l  g e b r e i  s c h e Functionen sind. I n  der That flihren die auftretenden Be- 
dingungsgleichungen auf lineare homogene Differentialgleichiingen zweiter 
Ordnung, welche von den obcn behandelten nicht wesentlich verschieden 
sind und daher ebenfalls algebraische Integrale be~itzen.  

Durch Differentiation der oben angesetzten Gleichnng erhglt man nXm- 

lich untor Borticksiehtigung dcr Gleichung 2) 

folglich ist wegen der Irreductibilitlit der Gleichung D) identisch: 

'3 = O ,  d. Li. q, = ~ ( a )  nur von a abhiingig; 

ferner : 
d  Y 

A 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass 

T ~ = E Y + ~  
sein muss, wo 6 und E von z allein abliangen; dann folgt aus der vor- 
letzten Gleichung, dase Q hochstens vom zwciten Grade in y sein darf; 
dies ist in der Diflerentialgleichung D) der Fall,  unser Verfahren ist dalier 
gerechtfertigt. - Die beiden letzten Gleichungen ergeben, da Q =%pz ist. 

* S. Einleitung pag. 195. 
** cfr. pag. 269 u. 338. 
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d .  II. 8 ist eine Constante, die in  die willkürliche Constante r eingeht; 
eliminirt man ferner aus den ersten beiden Gleichungen und aus der Gleichung 

E"+ 2 a', (s) + 2 a, q'(s) = 0 , 
welche durch Differentiation aus der zweiten entsteht, q ( e )  und ~ ' ( a ) ,  so 
erhalt man für E die lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung : 

wghrend + ( z )  sich dann aus der zweiten Gleichung ergiebt. - Die Diffe- 
rentialgleichung für r lantet ,  wenn man die oben gefundenen Ausdrlicke ftir 
a, und b ,  beachtet: 

. E 

d 2 &  4 1 2 c p  ddr 2 1 
& ? + ( Y f  P 3m)'dll+B p Y ( c b 2 - ~ )  . E = o .  

Wenn c = O ist,  so gelit die dadurch entstehende Differentialgleichung: 
d'r 4 1 C E E  2 1 -+ -- . - - - - .  E - O  
d,u2 3 p d p  9 

unmittelbar in die Differentialgleichung 2*), S. 331 : 
d" 2 1 a y  2 1  
dy"+ 3 ----- <.y = O  r air ! E l  

iiber, wenn man y an Stelle von E und ' an Stelle von p setzt; das all- 
CI 

gemeine Integral der ~ i f fe ren t ia l~ le ichung  ist daher: 

z G Cl P% + c2 p-?5, 

d. h. eine algebraisclie Funetion der Parameterfunction p. - Wenn c - 0, 
so durfte es gleich 1 vorausgesetat werden; die Differentialgleichung fiir 
E entspricht dann der Gleichung 2'*), S. 334. Dieselbe nimmt,  da die de- 
termiiiireude Gleichung in der Umgebung des singuliiren Pnnktes (L = O: 

s ( s - 1 ) $ ; ~ - + = 0  
die Wurzeln -+  und 3 ha t ,  durch die Substitution r = p-?50 die ein- 
fachere Gestalt an : 

dZv 2 y dl7 2 1 der" + .% r. - - - - ----. D = 0 ,  
p -1 d p  9 $ - 1  

und die Difl'erentialgleichung fiir v wird wieder durch die Substitution 
Zeitscbrift f. Mnthematik n. Physik XXXV, 6. 22 
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, = 2 x - 1  

in die Differentialgleichung der G a u  s s'schen Reihe 

üborgcfiihrt. Hier ist : 
y = + ,  . + P + l = + ,  . p = - 3 ,  

also: 
a = + ,  P = - 3 ,  y = '  3' 

Zwei Partikularintegrale sind:' 

V , = ~ ' - ' . F ( l u - ~ + l ,  p - y + l ,  2 -y ,  4=2%. . (1 ,  O, +, s ) = d  
und 
v , = ( 1 - ~ ) y - " - P . P ( y - c ~ ,  y - / ? ;  y, x )=( l -z )?G.F(O,  1,  4-, ~ ) = ( i - ~ ) ? i i  

so dass das allgemeine Tntegral 
p + 1  Y3 p l %  

v = c , x ~ + ~ , ( x - 1 1 %  oder v = c ,  (T) +c2(%)  9 

also 

ist. E ist also in der That eine algebra,iuche Function der Paria~net~erfiinc- 
tion y. 

1. Es mogen in diesem Abschnitte zunachst einige Bemerkungen über 
die zweite der von Herrn Fil c h s  fiir die festje Lage der Vermeigiings- 
punkte der Integralo aufgestellten Ucdinqungen, dass namlich der mesent- 
liche Theiler der Discriminante singulare Integrale der Differentialgleichung 
liefern muss, folgen. Dieselbe i s t ,  wie die Entwickelungen der früheren 
Abschnitte zeigen , von grosser Wichtigkeit. Man glaubte früher, dass 
s t e t s der aesentliche Theiler der Discriminante U (2, y) ein siiigiil%res Iu 
tegral der Differentialgleichung F ( z ,  y, y') = O  liefern müsste, bis das hi-  
spicl von Serret , :** 

Y'2 + 2 x y J -  y - O 

eines Bessern belehrto. I n  diesem Falle stellt die Discriminantengleichul~~ 

y + x 2 = o  
nicht die Enveloppe der durch das allgemeine Integral reprasentirten Cur 
venschaar, sondern den geometrischen Ort  von Rückkehrpunkten der parti- 
kul5iren Curven dar. Man kann daiier die zweite F u  clis'sche Bedingung 
geometrisch dahin aussprechen, dass die durch das allgemeine Integral einer 
F u c h s'schen Differentialgleichung reprksentirte Curvcnschaar stcts eine Ec- 
veloppe besitzen muss. 

Man kann diese Bedingung folgenderinassen in Bedingungsgleichungen für 
die von z abhiagenden Coefficienten der Uifi'erentialgleichung F(x, y, I / ' )  = 0 

* cfr. pag 335. 
** S e r r e t ,  Coura d'Analy~e, Rd.  II pag. 381. 
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iimsetzcn : Es  sei Hl ein einfacher irreductibler Factor der Discriminante 

D(&, y) ,  d. h. der Elirninationsresultante von y' &US 

wenn 

aF F=O und - ; = O  a v 
F vom mtOn Grade 

in y'), so ist für alle W e r t h e ~ a a r e  z, y, f ü r ~ n e l c ù e  H, (z, y) = O ,  ru gleicher 
aF - 

Zeit F = 0 und -; = O. Sol1 nun Hl (z, y) = O ein Integral der Differen- 
a v  - 

tialgleichung F= O sein, so muss für alle Werthepaare z, y, für  welche 
a F  

Hl (8, y )  = 0 ist , gleichzeitig mit den Gleichungen F = O und 7 = O auch 
die Gleichung bestehen: a~ 

aP aF -+,yf=o a z 
33' 

dieselbe wird nicht etwa dadurch erfiillt, dass einzeln - = O  und -=O a a Y 
ist; denn dit Hl als e i  n f a  c h e r  Discriminantenfactor vorausgesetzt is t ,  so 

aF 
muss - -1-0" sein . Uezeichnet man daher die Elirninationsresultante von y' 

a u  1 
a F" a ~ -  a~ 

aua y= 0 und - + -- .y'= 0 (oder berser, da Y= y'm+Py'm-l +.-.+ Z a Y as a~ 
a~ aF . aP a F O  und + . y - -  vorausgesetzt werden kann,  aus - 

ay l  - 
.F=O 

as a y  a y  
mit A(&,  y), so muss A (z, y) = O sein für alle Werthepaare a ,  y ,  fur 
welche Il, (2, y) = O ist;  d. h. es muss, wegen der Irreductibilitiit von Hl, 
A ( 2 ,  y )  durch H, (z, y j  theilbar sein: 

A(,:, Y) = S I @ ,  y).H,(z, Y)- 
Seien &, H ? ,  . . . weitere derartige irreductible Discriminantenfactoren, 

so folgt i n  derselben Weise, dass A ( s ,  y) durch H z ,  H 3 ,  . .. tlieilbar sein 
muss; wird daher das Product If, 132& mit  H bezeichnet, so muss 
identisch : 

A(z, y)=S(,:, y).H(z, Y )  
sein, wo S(z, y) eine ganze rationale Function von y is t ,  deren Coeffi- 
cknten von 8 nbhtingen. Vergleicht man auf beiden Seiten die Coefficienten 
der glcich hohen Potenzen von y ,  so ergeben sich hieraus Bedingungsgleich- 
uugen zwischen den Coefficienten der Differentialgleichung F =  O und ihren 
ersten Ableitungen nacù z ,  dereu Anzahl gleich ist dem Grade von H(z, y )  
in  Uezug auf y. Man kann auch auf folgende Weise verfahren:"* Bekannt- 

lich crgiebt eich bei der Elimination von y' aus F =  O und 

aF 
besser aus dem aquivalent~n Gleichungasystem - - O und pn F -  y az/* - 
die mehrfache Wurrel y' schliesslich ails einer linearen Gleichung: 

- - - . -- - O(z, y) + R(z, 9) .y'= 05 

* cfr. pag. 268. 
** cfr. pag. ? G a .  
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wo 0 und R ganxe rationale Functionen von y sind. Andererseits erhiilt 
man aus H ( z ,  y) = O durch Differentiation : 

Diese beiden Gleichungen miissen für  alle Werthepaare Z ,  y ,  fur welche 
Il(a, y) = O  ist ,  hestehen; d. h. es muss 

sein, wo T eine ganze rationale Function von y bedeutet, deren Coeffi- 
cienten von B abhangen; hieraus ergeben sich wieder für die Coefficienten 
von F= 0 und ihro ersten Al~leitungen nach tr Bedingungsgleichungen, 
deren Anzahl gleich dem Grade von H ( z ,  y) in  y ist. 

Die beiden ersten im III .  Abschnitte aufgestellten hicrhcr gchorigen 
Satze ,* dass jedcr nicht quadratische Factor der Discriminante, gleich Nul1 
gesetzt, ein Integral der Diffcrentialgleichung ergeben muss und dass jede 
einfache Wurzel der Discriminantengleichung nur  einen einfachen TTerzwei- 
gungspunkt liefert, gelten, wie die dortige Argumentation zeigt , allgemein 
fiir F u  c h  s 'sche Differentialgleichungeu m'en Grades. 

Man kann ferner mit Hilfe der P u i seux'schen graphischen Nethode 
zeigen, dass infolge von Redingiing III ein a - facher TTerzweigungspuiikt 
(für den also eine Verzweigung in a + 1 Blattern ~tatt~findet) mindestens 
a-fachc Wnrzcl der Discriminantengleichiing sein muss, und daraus cinen 
Schluss ziehen auf die Maximalzahl des Geschlechtes einer allgemeinen 
F u c  hs'schen Differentialgleichung. Die Discriminante D ( z ,  y) ist als Eli- 

aF 
minationsresultante von y' ails F ( z ,  y, y') = O und -, = 0 hochstens vom 

a u  
Zm(m-  l)ten Grade i n  y ;  es ist  daher die ~ e s a m m t z a i l  der einfachen Ver- 
zweigungen : 

w ( 2 m ( m - 1 ) .  

Daraus folgt mit Berticksichtigung der R i e m a n n ' s c h e n  Relation 

dass das Geschlecht der durch P ( z ,  y, y') = 0 definirten algcbraischen Fiine- 
tion y' von y 

p < m(m-2) + 1 oder < (m- l )e  
ist. 

2. Die Untersiichungen der frülieien Abschnitte zeigen, dass die Ge. 
ritalt des zweitcn Differcntialquoticnten für die Integratioil der Fuchs'srhen 
Differentialgleichungen von fundamentaler Bedeutung i s t ;  insbcsondere zeigt 
die Anwendung des F u  c li s'schen Theorems ," dass die Form des zneiten 
Differentialquotienten liber die algebraische Nalur  der Integrale allein enta 

* cfr. pag. 258 u. 239. 
** 1. c. cfr. pag. 269 flg. 
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scheidet. - Um ein allgemeineres Beispiel hierfür zu bringen, wollen wir 
folgenden Satz beweisen : 

Wenn eine Differentialgleichung 

A) WB YI y') = O ,  
wo P eine ganze rationale Function von z ,  y und y' is t ,  die Eigenschaft 
besitzt , dass : 

B) 

ist, so sind ihre Integrale algebraisch. Es sei: 

F= 8 , ~ ' ~  + A l y ' m - l + - . . +  d k ~ ' ~ - ~ + . - - + A , ~ - i y ' + A ,  
und 

Ak = a,(, + ah, y + . + akq yzk j 

danu folgt aus B) îiurch Vergleichung der Coefficienten von 

C) 
aAk aAk+l --+--- = ( m - k ) A A k .  
as a g  

Daraus ergiebt sich zunachst: 

1) 
a a m  - = O ,  d. h .  A ,  von z unabhingig; a 

2) 
a A, 
- -- - O ,  d. h. A, von y  unabhangig; 

ay 

3) Ak hochstens vom kten Grade in y (also l k  < - k), da B k + ,  
hochstens nm einen Grad hoher als Ak und Bo vom nullten Grade in y ist. 

Ferner folgt aus C)  das System von Bedingungsgleichungen: 

4) 
1 a'k ,+(1+1)ak+l ,+ ,  A=-- - 

m-k akl k = 0 ,  1,2, ..., m - 1  ) -  
TJm zu zeigen, dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

A) nlgebraisch ist,  s e h e  ich die Gleichiing an : 

r = <Po + a.** 
r k t  willktirliche Constante und h durch F ( a l  y, A) = O definirt. Diirch 
Differentiation von D )  erhalt man unter Berücksichtigung der Gleichung B): 

a ' p  a m n  a m o  A ;  ] .A2 L , A ,  O=-+(-+-). d e  ay as 
a Y 

Ea mass ais0 sein: 

a'n = 0, d. h. <P, nur von y  abhaogig : rp, = ( y ) ;  
5, 7% 

* Es i d  leicht einzusehen, dass diese Differentialgleichungen zur Classe der 
Fu c hs'schen gehoren. 

** cfr. pag. 270. 
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Aus Gleichung 7) folgt unter Beachtung der Gleichungen 5) und 6), 
dass 

sein muss, wo a und b Constanten sind. Dann wird Gleichung 7): 

D m  Gleichuugssystem 4) ergiebt aber fiir k = m - 1 : 

oder : 

und die a,,+, sind infolge von 1) von z unabhangig, constant. Setzt man 
daher in  7"): 

a = (i + 1) a,,,, , 
so wird diese Differentialgleichung für ~ ( s )  durch V ( B )  = am-, ,  befriedigt; 
a,-,, ist nach Voraussetzung eine rationale Function von z ,  daller ist das 
allgemeiue Integral von A) algebraisch; dasselbe lautet ,  wenn b in die will- 
kürliche Constante r hineingezogen wird: 

D) r = @+ 1) a,,,, Y + a,,-1, A ,  

wo A durch F(a ,  y ,  A) = O als algebraische Function von e und y definirt 
kt. - Ein Reispiel hierzu bieten die P u ü h s 'sohen Differentialgleichungel~ 
von der Form: 

E) @ = a y T m f  b y y ' m - l + m . . + r y m - i y ' + s y m + t = O ,  

wo a ,  b ,  .. ., T, s ,  t rations10 Functionen vou a sind, von denen s und t 
ein von a  unabhtingiges Verhdtniss haben oder, wenn man sich Gleichung 
E) bereits durch eine geeignete rationale Function von B dividirt denkt, 
selber von a unabhangig sind. 

Setzt man ferner voraus, dass in  der homogenen Function mte' Dimen- 
sion F von y und t ~ ' :  

F, j7=ay'm+ b y y ' m - l  +...+ vym-1y'+SY7n 

= a (y'- A, y )  (Y'- &y) (y'- 1, Y )  
ao aE as> aF 

die Ai alle von einander verschieden sind , so hahen -, = , und - =- a y  G y  a~ a~ 
keinen gemeinsamen Factor y'- py; denn derselbe müsste infolge der 
E u  1 e r 'schen Gleichung m ,  aF 

y  + - y = m F  
?Y' a y  

auch in 6 ent,halten iind daher Doppelfactor von F sein, was der Voraus- 
setzung , dass die Ai von einander verschieden sind, widerspricht. Da ausser- 
dem 0 = O  durch y'= 0 ,  y = O nicht befriedigt wird, so wird die Discri- 
minante der Gleichung E) im Allgemeinen nur einfache Factoren enthalten 
und vom m (m - l ) t "  Grade in y  sein. Das Geschlecht der durch @=O 
definirten algebraischen Function y' von y ist daher, wie die des Oeftern 
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m (m - 3) 
erwahnte R i e  m a n n'sche Relation lehrt , mindestens gleich ---- 

2 $1 - 

( m - 1 ) ( m - 2 )  - ( m - l ) ( m - 2 )  
2 

I und es ist factisch 2 
-, da das Maximal- 

im - - 2, ist ; daraus falgt d a m ,  geschlecht einer Curve mter Ordniing -- -- - 
2 

dass jede der m(m- 1) einfachen Wurzeln der Discriminantengleichung nur 
einen einfachenVerzweigi~u~spilnkt liefert. Germetrisch gesprochen: DieCfùrve 

(m-1)(m - 2) 
@ = O  hat das Geschlecht 

2 
r weil keine Doppelpunkte vorhanden 

a0 a @  
sind ; im Endlichen liegen keine, da - = O  und - -O gleichzeitig nur  durch 

ay a y l -  
y = O ,  y'= O befriedigt werden, wodurch 0 = 0 n i  c h  t befriedigt wird, 
und im Unendlichen keine, denn die nz Punkte,  in denen die unendlich 
ferne Geradc die Curve 0 = O schneidet, sind die unondlich fernen Punkte 
der m Geraden: 

i - 1 , 9 = 0 ,  y'- A2y=O, - . a l  y'-A,y=O; 
ô 0  

diese sind keine Doppelpunkte, weil ihrc Coordinaten weder = O ,  noch a Y 
- = O  befriedigen, auch deshslb, r e i l  die unendlich ferne Geiade eine 
c 9 
Curve mter Ordnung n w  in m e i n f a c h e n  Punkten schneiden kann. - Es 
sollen nun in der Differentialgleichung E) die Coefficienten so bestimmt 
werden, dass ihre Integrale feste Verzweigungspunkte besitzen; dieselbe 
miiss dann, wenn m > 3, also p > 1 is t ,  nach P o  i n c a r  12 algebraisch 
integrirbar sein. Von den Bedingungen des Herrn P u c h s ist  zunachst die 
erste erfüllt; da  ferner die Discrirninantengleichung nur einfache Wurzeln 
besitzt, deren jede nur cincn einfachen Verzweigungspunkt liefert, so ist 
auch der zweite Theil von Bedingung II und die Bedingung III von selber 
erfiillt. Es bleibt noch die Bedingung, dass die Wurzeln der Discrimi- 
uantengleichung Integrale der Differentialgleichüng E) sein mtissen. Nach 
de11 im ersten Theile dieses Abschnittes gemachten Auseinandersetzungen 

ao c;@ , 
m u s  das Eliininatiousresultnt von { au9 - + - . y  = O und %= 0 as a y  ay' 
theilbar sein dnrch die Discriminante, d. h. durch die Eliminationsresultante 

a a ,  
von y' aus 0 = O und - - O. Es ist aber : 

ag' - 

a @  I + Y ' = Y ' [ ( a ' +  as,  b) y'"-'+(b'+2c) yy'm-2+.. .  +(r l+ms) ~ ~ - l ] .  
d~ a y  . 

Die Werthe y = O ,  y'= O konnen von vornherein uuberücksichtigt bleiben, 
da @ = O  durch dieselben nieht befriedigt wird. Dann onthslt das Elimi- 

ao 1 as, aa, 
nationsresuItat von .us -, = 0 und , + - y'] = O , da in beiden 

Y a y  Y ay 
Gleichungen auf der linken Seite eine homogene Function (m - l)ker Dimen- 
sion in y und y' steht,  nur 4 allein; und da dasselbe durch die Discrimi- 
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riante, die y und s enthiilt, theilbar sein sol], so muss es ideutisch ver- 
a o  ao z o  

schvinden, d. h. -+- .y' muss mit -? einen gemeinsamen Theiler be- a 8  a y  a Y 
sitzen, oder wenn, wie wir voranssetzen und es im Allgemeinen der FaIl 

sein n i r d ,  5 in dern Rationnlitiitsbereiche von @ iiredudibel k t ,  niuis a yf a @  a o  a @  
- + - . y' durch , theilhar sein : a z  a y  d Y 

a @  a o  , ao ,,+; .?j'=Ay . - ,  
G Y  a y' 

Die Differentialgleichung E) gehort also zur Classe der durch B) cliaiak- 
terisirten Differentialgleichungen A) und hat  somit s t e t s algebraische Ii i-  

tegrale. Ih r  allgemeines Integral kann nach 1)) in die Forni gebracht 
werden : 

r = m s y + r A ,  

wo r willkürliche Constante und A durch @(B, y, A) = 0 defiriirt kt, 
3. Wir  haben in den früheren Abschnitten eine Reihe von Differential- 

gleichungen erster Ordnung behandelt, deren dorch Differentiation sich er. 
gebender zweiter Differentidqnotieiit eine lineare Fonction von y und y' ist * 
Die Bedingungsgleirhiingen dafiir werden aus deilen der Anmerkung S. 268flg. 
erhalten , wenn dort: 

1, = 1, = l5 = O 

gosetzt wird. - Es moge die Differentialgleichung 

G )  F(z , y, j') = 0 
diese Eigenschaft besitzen, d. h. es moge 

sein, so dass fur die Integrale der Differentialgleichung F= (1: 

oder : 
J4 

ist. Wenn man von singularen Losungen, für welche zugleicli E ' = O  und 
a F -- , = 0 is t ,  zunLchst absieht , so wird des allgemeine Integrel der Diffe. 
a w 
r&tialgleichuog G)  in  dem von 8) enthalten sein und auç diesern diadurch 
hcrvorgehen, dass zwiehen dessen beiden willkürlichen Constanten eine 
bestimmte Relation mit constanten Coefficienten besteht, welche sich, mie 
wir gesehen, ergiebt, indeni man aus dem allgemeinen Integral von Hl, 
welches bekanntlich die Form hat :  

+ A n m e r k u n g .  Dieselben gehoren, wie man leicht einuieht, ziir Classe der 
F iic hs'schen Differentialgleichurigen. 
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SI Y ' C i n  + C Z ( P ~  +YJ, 
und dessen Ahleitung : 

9) Y'= ci <pli + c, P', + v' 
die Werthe für y und y' in G) eintriigt. r p z  nnd tp sind Fonctionen 
von z ,  und zwar bilden y, und rp, ein Fundarnentalsystem von I i l t~gralcn 
der reducirten Differentialgleichung y"+ h y ' f  y y  = 0, wahrend ein Par-  
tikularintegral der Differentialgleichung H) kt.] - Diese Integrationsmethodo 
uun setzt uns zugleich in den Stand, die ilifferentialgleichung G) derart zu 
zerlegen, dass sie durch eine birationale Transformation - die hier bilinear 
ist -- in sich ~ e l b s t  transformirt wird, so dass die von P o i n c a r é *  an 
gegebene In tep t ionsmethode  xnr Aiiwendung gelangen kann. Man findet 
nnmlich ans den Gleichiingen 8) und 9): 

Die Debruiinnote 1 '! ' ". 1 ist von O verschieden, da m i  und yZ ein 
' P l i  ' P z  

Pundnmentalsystcm von Integralen bilden; man ka,nn daher schreiben: 

c 1 = A y + B y 1 + K ,  c , = D y + E y f + L ,  

wo A ,  B, U ,  E, K und L Functionen von a sind. 
Die zwischcn cl und c, bcstehende Relation sei 

f ( C I  ~ 2 )  0,  
wo f eine ganxe rationale Function ihrer Argumente bedeutet. D a m  hat 
also die Differentialgleichung G) die Gestalt: 

F ( B ,  y, y l ) = f ( A y + B y ' + K ,  D y + E y ' +  T,)=O. 

Die durch f = O dargestellte R i e  m a n  n'sche Plache wird durch 

A ( % )  Y ,  + B(81) 9'1 + E(2,) = A ( z g ) Y z  + Bb2) Y'2 + mJ, 
D(21)Y, + E ( ~ Y ' ,  + ~ ( z , ) = D ( f i , ) Y , + E ( ~ z ) Y ' , + ~ ( ~ , )  

in sich selbst transformirt, so dass die obcn crwiihnte P o i n c a r b ' s c h e  In- 
tegrationsmethode hier keine Schwierigkeiten darbieteLY* I n  den Ilifferen- 
tialgleichungen D*) und D**) des vorigen Abschnittes z. B. sind die der 
Differentialgleichung xweiter Ordnung II) entsprechenden Differentialgleich- 
ungcn 2:':) und 2**) linear homogen, a180 Y = O ,  q~ = 0, R= 0, L = 0. - 
In D*:) resp. 2'';) war: 

y = c L p - % + ç  s [  ,% , y ~ = - ; c , p - ' ~ y ' + ; c 2 p - ~ p ' .  

* siehe Einleitiing pag. 196. 
** An mer kun g. Die allgemeinsten Differentialgleichungen, welche durch 

eine bilineare Transformation in  sich selbst iibergefiihrt werden konnen, haben 
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Daraus erhlilt man:  

Zwischen c, und c, besteht die Relation: 

c, c," & = O. 

Die Differentialgleichung D'y llasst sich daher, zerlegt, in folgender Gestalt 

Denkt man sich dio Differentialgleichi~ng von vornhcreiii i n  diescr Gestalt 
gegeben , so kann die P O i n c a r  é 'sche Integrationsmethode angeweudet 
werden. Die Differentialgleichung 10) wird durch die Transformation 

[ P  (21) = (2.1 9 FI (4 = Pz]: 

in sich selbst tiansformirt. Aus diesen beiden Gleichungen erhalt um: 

oder, wenn z2 ,  y,, y', als constant aufgefasst und der Index 1 iinterdrückt 
wird: 

y = M p %  +Np-%,  
1 psY3 2 P2"' , 

wo M =  p 2 - 2 / 3 y 2 + - r y ' 2  und N =  y2 - TI/% Constanten sind; 
3 FL 2 3 k' 2 

zwischen M und N besteht infolge von 10) die ~ e l a k o n :  

M2N+a$-=0.  

Ebenso erhalt man für die Differentialgleichung D*':) aus dem allgemeineu 
Integral der linearen homogenen Differentialgleichiing zweiter Ordnung 2'.7: 

und seiner Ableitung: 

für c, und c, folgende Ausdrticke: 
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zmischen c, und c, besteht die Relation: 
czS- cLS - k = O. 

Der Differentialgleichung D*") kann man daher folgende Gestalt geben: 

11) (Dy+E'y ' )3-  ( A y + B y ' ) S - 7 c = 0 ,  
wenn zur Abkürzung 

gesstzt wird. - Die Differentialgleichung 11) wird durch die bilineaie 
Transformation: 

A  (41) Y I  + B (4 Y; = A  (4 y2 + Y'%, 

(fi l)  Yl + Y'I = D (22) Ys + E(%) ~ ' 9  

in eich selbst transformirt. Bus diesen beiden Gleichungen erhalt man:  

oder, wenn wieder z2,  y,, y', als constant aiifgefasst und der Index 1 unter- 
drückt wird : 

y=M--  3 (2) N B ( 4  A ( z ) E ( z ) - B T ~ ( R > -  A ( B ) E ( z ) - B ( z ) D @ '  

uiid 

also : 

Zwischen M und N besteht infolge von 11) die Relation: 
N J - M 3 - k = O ,  

YI. Beispiele. 

1) Y'3 - 4 x ~ y ' + 8 ~ ~ = 0 *  
( L a g r a n g e ] .  

Die entsprechende Curve ist vom Gesclilecht p = O ,  da 9 = O ,  Y'= O 
ein Doppelpunkt. Wird 

* cfr. Einleitung pag. 194. 
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y = l y '  
gesetzt, so erhiilt man 

y f = 4 A ( x -  21) ,  y = 4 A e ( x - 2 L ) .  
Durch Differentiation der zweiten und Comparation mit der ersten Gleich- 
ung ergiebt sich ftir A die Differentialgleichung: 

dF. 1 --- 
d x -  2 , 

also : 
2 - C  - -- . - 

2 
und ~ = ( Z - C ) ~ C .  

2) F = x ~ ~ ' ~  - y'2 ( r 4 + 4 x 2 y )  +y'i4zy2- 2 r 2 x )  -zP= O F  
(Dissertation von K a  r 1 S ch m i d  t , Giegsen 1884, pag. 29). 

Die drei Gleichungen 
F= O. 

merden befriedigt durch 
2 

2 y - 3 ; y ' = 0 ,  y'=--, 
T~ 

also durcli 
x x2 y'=--l y = - - .  
r2 2r2' 

x x2 
folglich ist - - -p ein Doppelpurikt und die Differentialgleichiiiig 
F = O vom Geschleoht O. Setz t  man 

x  x2 
y r = - T + ~ ~ ,  y = -  - + a ,  r2 2 r 2  

so wird die Differentialgleichung: 
4 x 3  4 2" 

X ~ ~ C ~ - ~ X ~ ~ L ~ U + ~ X ~ ~ U ~ -  v Z  = O. 
re  

Wird hierin z c =  A u  gesetzt, so ergiebt sich: 

so ist  ut= zc. Differenzirt man daher die erste Gleichung und ver~leicht 
damit die zweite, so erhiilt man ,  indem man beachtet, dass die Differen- 
tialgleichung fur A die Form 

d l  
- = a , + a , A +  a,AZ 
d x  

haben muss , ftlr A die Differentialgleichung : 

* cfr. Einleitung pag. 194. 
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dl ,  - A - - - n n + -  
d x  5 

oder, 

also : 

wenn 
1 
- 

A gesetzt wird, fiir w die Differentialgleichung: 

C+ x2 
Po = --- 1 2  x  und A=-=-. 

2 x  w C + x 2  
Dann wird : 

32 r G 2 e + 7 6  C+ C 3  y=f,--= - - -- 

2 r2 2 1 . 2 c 2  
oder, wenn man 

C c=- 
r' 

als willkhliche Constante wahlt: 
x 2 + r 4 C + C 3  

y =  2C2 
Die Discriminante der Differentialgleichung 2) lautet,  in ihre Pactoren 

zerlegt : 
D = x2 ( 2 r 2 y  + ~ ~ ) ~ ( 4 r ~ + 2 7 ~ ~ + 3 6 r ~ x ~ y  - 4 ~ ~ ~ ~ - 3 2 x ~ y " .  

Der einfnche wesentliche Theiler der Discriminante liefert das singulare 
Integral; x  = 0 und Zr" + x2 = 0 sind hier ebenfalls Integrale und z n a r  
paitikulare. - Das Integral der Differentialgleichung 2) Iasst sich leicht in 
der von Herrn F u c h s  angegebenen Form* darstellen; es ist ntimlich 
einerseits : 

andererseits: 

also : 

und daher: 

80 ist die Iiitegrationsconstante C als linear gebrochene Function der durch 
F = O  als algebraische Function von x und y definirten Grosse y' dar- 
gestellt;** mit andeïen Worten: man geht von y' zu C durch die Sub- 

* cfr. pag. 270. 
** cfr. pag. 270, 10). 
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2 x y 1  -xa 
stitution ( p ) über. Die Discriminante D der Differentialgleicb- 

ung F =  O kann sich daher von derjenigen der Integralgleichung: 

C 3 - 2 y C 2 + r 2 C + x ~ = 0  
nur durch das Quadrat der Subatitutionsdeterminante uiiterscheiden. Das 
ist in der That der Fa l l ;  denil D unterscheidet sich von der Discriminante 
der Integralgleichung : 

4 y 6  + 2 7 x 4 +  3 6 ~ ~ ~ ~ 1 - t  - 4 r ' y 2 - 3 2 x 2 y 3  
nm den Factor: 

Die Differentialgleichung 2 )  kann auch als Beispiel z u  den Differential- 
gleichungen A) resp. G) des V .  Abschnittes behandelt werderi, wodurch erst 
ihre wahre Natur zum Vorschein kommt. Es ist namlich, wenu 

gesetzt wird : 

a~ - + - . Y  a~ , = - 3 y ' 3 +  2 r4 Ty'2+L:y14-I 8~ 4 y Z y ' + - p  2 v e  , 
a x  a y  5 x  

uud 
aF - - 3 Z j S  - 2 y' 4 y 2  Zr2 ( 3 - + 4 y ) +  - -  1 a ? / ' -  x x 

also : 
a~ a~ 1 , a~ 
-+- .y '= - -y  .-. 
8% a?/ % al/' 

Dalier ist: 

Zwischen cl und c, ergiebt sich durch Einsetzen der Werthe fur II uni1 
y' in F =  O die Relatiou: 

8c1c,B= ( 1+2rac1 )2 ,  
1 

Setzt man c - y L >  so lautet die Relation: 
' - 2 C  

oder : 

da C als willkUrliche Constante alle positiven und negativeu Wertlie an. 
nimmt, so genügt es, wenn man 

C ' 

%?=+-(l+$) 2 

wahlt. Das Integral lautet daan in Uebereinstimmung mit dem vorher çe- 

fundeuen : 
1 y  = -- , 

C 
2 C L  
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Aus y'= 2 clx erhiilt man noch, wenn 2c1 = r gesetzt wird: 

Betrachtet man y' als algebraische Function von x und y ,  definirt dnrch 
P= O ,  90 ist dies eine zweite Darstellung des Integralu in der von Herrn 
Fu ch s angegebenen Form. Wir hatten vorhin : 

2 x y  - x2y' 
C =  

x+r"' 
1 

und da r=  9 k t ,  so kann die Differentialgleichung 2) auf folgende Form 
C 

gebracht werden: (" + r"y_- - YI 
( Z X ~ - X ~ ~ ' ) ~  x 

Man findet dies auch,* indem man aus 

y'=2c,x und y=c,xe+c, 
c, und e2 berechnet: 

Y' 5 ,  2e ,=  - 9  c,=y--y 
x a 

und diese Werthe ftir c, und c, in  die zmischen cl und c, bestehende Ra- 
lution eintrzgt; man erhalt so:  

Die so zerlegte DifYereiitialgleichung wird - um auch P o i n  c a r k ' s  Inte- 
grationsrnethode anziiwenden - durch die bilineare Transformation: 

in sich selbst transformirt; aus diesen beiden Gleichungen erhalt man: 

oder, wenn zZ1 y2! pl2 als constant aufgefasst und der Index 1 unterdrtickt 
w ird : 

1 Y' x ,  wo r - - 2 und rg = yï - $y Constanten sind, zwischen denen iu- 
' - 2  2, 

folge der Differentialgleichung die Relation besteht: 

sr, r22 = (1 + 2 ~ ~ r ~ y .  

Diese Differentialgleich~n~ sol1 zunachst in eine andere transformirt 
werden, in welcher das Glied mit der zweiten Potenz der Ableitung fehlt.*" 
ES ist hier: 4 4 

P=-y, a190 a,=O, a - - 3  a,=O. 
3 2 '- 3 2  

-- 

* cfr. Abschn. V, 3, pag. 345. 
**  cfr. Abschn. 1, pag. 202 Rg. 
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Die R i  c c a t i  'sche Diferentialgleichung 

- / 3 y  ist  hier allerdings nicht gleich 1, sondern gleich x41; diese Wahl 
der Grossen w ,  p ,  y, 8 ist hier eben fur die Rechnung bequemer. 

Durch y = 2% 21, Y'= xfS  ( 4 ~  -k XU') wird die Differentialgleicliung 3) 
in die folgende transformirt: 

27 1 LI*) (S. 331) des IV. Abschnittes, und zwar ist (1 =- - 16 ig zu setzen. 

Ihr  allgemeines Integral lautet daber bei passender Wahl der willkUrlicheii 
Constanten: 

U = c, 2% + ce "-'h, 

wo C, und Cg durch die Relation 
8 Cl Cze - 1 = O 

unter einander verbunden sjnd. Folglich lautet das allgemeine Integral 
y = 2'. u der Differentialgleichung 3),  wenn noch 2 C, = C geçetzt wird: 

wo b eine beliebige Constante liedeutet. Diese Differentialgleichung bildet 
ein Beispiel zu den Differentialgleichungen E) des V. Abschnittes (Tlieil 2, 
S. 342); sie genügt den F u c h  s'schen Bcdingungen; ihr Gesclilecht isi 
gleich 3 ,  sie muss daher algebraisch integrirbar sein. Ihr  nllgemeines 111. 
tegral lautet in der E'uchs'schen Form: 

I - = z / - ~ c .  A," 

wo A durch ( 4 a  A - y)4 - z3 A4 + 1) = O als algebraische Function von e 
und y definirt ist. 

Auch hier l m t  sich P o  i n ç a r  é ' Y  Integrationsmetliode mit Erfolg an- 
wenden, indem die Uifferentialgleichung 4) durch 

* cfr. pag. 270. 
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4 2 , ~ ' ~  - y0 = 4 z 1  i l  - 2 / 1 9  

(ao3y'04 = z13 y'14 ( (ao% y'0 = (a i % J i  ? ' ) 

iii sich selbst transformirt wird. 81s Integral ergiebt sich daraus: 

y =  y.  + 4 " y ;  ((ao-%& - 1 ) .  

y, und y'O sind durch die Gleichung 

( 4 2 ,  y', - y,)'' - (aO3y',' f b = O 
verbuuden: aus dieser erhBlt m m :  

y. = 4 z, y', + ~/Z,"?J': - b 
und daher: 

y = Vz,3 - b + 4 (aO% y'0 z% 
Setzt man zO"?j',4 - 6 = C4, so lautet das allgemeine Integral der Dif- 

ferentialgleichung 4) : 4 

y =  C + 4 / / z ( b + C 4 ) .  

Diese Form des Integrals zeigt, dass seine Verzweigungsetellen fest sind, 
uamlich z = 0 und z = W. 

Zeitnobrlft f. Natbematik u. l'liysik X X X V ,  Li. 
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Ueber die durch ein lineares Flachensystem g~ter 

Ordnung definirten mehrdeutigen involutorischen 
Raumverwandtschaften. 

Von 

CHAS. STEINMETZ 
in  New-York  City. 

Z e h n t e s  C a p i t e l .  

Degeneration der Verwandtschaft bei Existenz voii Uauptebeneii 
unil Hniiptfliiehen. 

1 37. O r d n u n g  d e r  V e r w a n d t s c h a f t .  

93. Enter den Fliichen des Plachengebtisches nt" Ordnung giebt es bei 
Existenz einer Haiiptebene oder Hauptfliiche m t e r  Ordniing erster Art, d. h .  
einer FlSche, die mit allen Flachen des Gebüsches dieselbe Sclinittcurve 
mnte' Ordnung besitzt , cin Fliichennetz (n  - m)ter Ordnung, von dessen 
Fliichen sich die Hauptebene oder Hauptflache mtewrdnung  abspaltet, und 
dessen Pliichen daher die in der Hauptflache liegenden Grundpunkte und 
Curven iu der um ihre Multiplicitat für  die Hauptflache verminderten 
Multiplicitat enthalten. 

Um die dann in der Veraandtschaft einer beliebigen Geraden 1 ent- 
sprechende Curve Cl zu bestimmen, denken wir uns die Gerade I nieder. 
wie in § 2, 5, 6 und 5 18, 49 erzeugt durch drei mehrdeutig projectivische 
Fl%chenbüschel A ,  B, r, deren weitere Schnittpunkte die Curve Cl er. 
zeugen. 

Als Büschel A ,  B nebmen mir zwei Büschel (n - na)tCr Ordnung des 
speciellen Flkhennetzes, als r ein beliebiges Büschel nter Ordnung. 

Eine Flache y der letzteren schneidet 1 in lz Punkten, deren jcdem 
eine Flacho a und eine Flache @ angehort, welche sich in einer Curve 
(n - m)2t0r Ordnung schneiden , von welcher siçh alle nicht auf der Haupt. 
fiache liegenden i -  fachen Grund - oder Bundameritalcurven i 2 -  fach, die auf 
der Hauptflàche liegenden und für  dieselbe Ai ,  - facben, i, - fachen Grund- 
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~ d e r  E'uudamentalcurven aber nur (i, - Ai,)'- fach abspalten. Es spalten sich 
also im Ganzen ah Curven von der Summe der Ordnungen: 

wenn wir setzen: =ziL i.i, t2i1 - ii,). 

Die Schnittcurve der beiden Flachen ct und /3 ist also von der Ordnung: 

(n - m)" ( M  - If,). 
Berücksichtigt, man nun ,  dass die n. derartigen Curven 1 a p  1 y in den- 

selbeu Punkten schneiden, wie 1 und Cl, so ergiebt sich: 

,Existirt in  einem FlXchengebüsche eine Hauptflüclie mtor Ord- 
nung erster A r t ,  so ist  die durch das Flachengebüsch definirte involu- 
torische Rauinveiwandtschaft von der (n  [n - ~ z ] ~  - n [ M  - H,] - l)ten 
Ordnung. Es entspricht jeder Geraden 1 eine Curve Cr der Ordnung: 
(12 [fi - ml2 - lz [M - Hl] - 11, jeder Ebene E eine Flache Os derselben 
Ordnung. 

91. Besitet dagegen das Flëchengebiisch ntcr Ordnung nur eine Haupt- 
ebene oder Hauptfliiche mter Ordnung zweiter Ar t ,  d. h .  eine Flache, die eiaen 
festcn Grundpunkt weniger enthLlt, als zur Bestimmung ihrer Schnittcurve 
nznter Ordnung mit den Flachen .nter Ordnung des Gebiisches nothig ist, 
dam cnthalt das Fliichcngebüsch nur ein Fliicheubüschel (12 - m)ter Ord- 
nuiig, von dessen Flachen sich die Hauptfliiche abspaltet. 

N immt  man dies Büschel als Büschel A in 93, und als B und r zwei 
beliebige Büschel fiter Ordnung, so ergiebt sich in derselben Weise, wie 
in 93, wenn man: 

' ziL il ~ i , =  H2 
se tz t :  

,,Existirt eine Houptfi%che mie' Ordnuiig zweiter Ar t  im Plachen- 
gebüsche der Ordnung , so definirt dasselbe eine involutorische Raurn- 
verwandtschaft von der (n2 [fi - m] - n [JI - HJ - l)tGn Ordnung. Es ent- 
spricht jeder Geraden 1 eine Curve Cl der Ordnuug (n2 [lz -ml - 12 [ M -  H21 - l), 
jeder Ebene E eine Flache 0, derselben O r d n ~ n g . ~  

8 38. Die KernKiche. 

95. Von der Kernfliiche 4(fi - l)ter Orduung H der Verwandtschaft 
~paltet sich jcde Hauptebene odcr Hauptflache mter Ordnung erster Art 
doppelt ab. Also: 

,Die Kernfiache H der durch ein Fl%chengebüsch rite' Ordnung de- 
finirten involutorischen Raumverwandtscbaft, welche eine Ihuptflriche 
l i l"Jr Ordnung ereter Art enthalt, ist von der Ordnung: 

4(rn-l)- 2m." 
23 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



356 Ueb. die durch ein linear. Flachensyst. definirt. Raumverwandtsch. 
- ------- - - -* 

96. Von der Kernflache H der Verwandtschaft spaltet sich jede Haipt- 
ebene oder Hauptflache mte* Ordnung zweiter Art  einfach ab. i\lso: 

,Die KernRdche H der durch ein Flachengebüsch nt81 Ordnung de- 
finirten involiitorischen Raurnverwandtschaft , 
mter Ordnung zweiter Art entliLlt, ist von der 

4(a-1)- rnnU 

welche eine 1Iauptfl;iclie 
Ordnung : 

E l f t e s  C a p i t e l .  

Einige syeciellc eiiidentigo Ferwniidtsclinfteii. 

1 39. Eine Verwandtschaft siebenter Ordnung: n = 2. 
97. Wie in 5 30, 76 nachgewiesen, wird durch ein Quadriilachengebüsch 

mit sechs festen Grundpunkten eine eindentige Raiimverwandtschaft definirt. 
Dieselbe ist von V. E b e r h a r d  in seiner Inaugural- Dissertation, 

Breslau 1885, naher nntersucht worden, und gcniige eu drthcr hier, die 
wichtigsten Resultate d ~ r a u s  anzuflihren:" 

,,Die Kernflache der Verwandtschaft ist  eine Flache vierter Ordiiuilg, 
welche die sechs Grundpunkte v,, . . . ,@, zu 1)oppelpunkten ha t ,  und durch 
die sie verbiridende liaumcurve dritter Ordnung sowohl, als auch durch dia 
15 Verbindungslinien der sechs Grundpunkte und durch die zehn Sclinitt. 
geraden der durch die sechs Grundpunkte moglichen zehn Ebeneiipanre 
hindurchgeht.' 

Denn diese 25 Ceraden sind Hauptgerade, die Kauinciirve dritter O i d -  

nung eine Hauptcurve. 
,,Jeder Gcraden entspricht eine Curve siehcnt.er Ordnuug, welche die 

sechs Grundpunkte qi zu Doppelpunkten besitzt.' 
,,Der jedesmalige Durchschnitt einer Geraden 1 mit einer Hauptliiiie 

der Verwandtschaft erniedrigt die Ordnung der entsprechenclen Curve iim 

die Ordnung der Hauptliriieu u. S. W. 

,Jeder Ebene entspricht eine Flache siebenter Ordnung, welche die 
sechs Punkte Qi zii vierfachen Punkten besitzt, durch die 2 5  IIauptgeraden 
geht und sich in der cubischen Hauptcurve dreifach durchschlingt.' 

,,Die Flache H ist  von der 24. Classe.' 
,,Sie ist  i n  15 cubischen Veïwandtschaften sich selbst zugeordnet.' 
,Die Verwandtschaft siebenter Ordnung ist in drei culiische Vermandt. 

,charten zerlegbarU u. S. W. 

* Hierbei sei auf eiuen Irrthuni in der citirteu Schrift aufmerksaui gemacht: 
Jedem der seclis Puukte 9; eutsprechen nicht, \vie S. 8,  3 angeführt, s immt 

liçhe Punkte des Quadrikegels, der von q, aua die IIauptciirve C(3) prujicirt, 
sondern der !Jli entsprechende Punkt ist unbestiitimt, und jeder lieliebige Puukt  
des Raumes kann als entsprechender angesehen werden. 
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§ 40. Eino Verwandtschaft elfter Ordnung: n - 3. 

98. Ein Flachengebüsch dritter Ordniing k t  bestimmt durch 16 Be- 
stimiiiungsstücke. 

Als solche konnen einfache Punkte und Doppelpunkte auftreten. 
Mehmen wir 8 Doppelpunkte b,, ..., 65 und E einfaühe Punkte a,, ..., a, 

als Bestimmungsstücke des Gebüsches an. 
Je zwei Fliichen des Gebüsches schneiden sich in einer Curve neunter 

Orduung, von der sich sammtliche Verbindungslinien der 6 Doppelpunkte, 
d(S-1) 

im Ganzen d s o  -- 
2 

Gerltde, abspalten, da jede Verbindungslinie 

xweier Doppelpunkte des Gebiisches mit allen Flachen vier Punkte gemein 
bat ,  also auf ihnen liegt. 

Zwei Fliichen des Gebüsches schneiden sich dcmnach ausseï in den 
ù(a-1) -- Grundgeraden noch in einer Curve 

2 
Ordnung, 

welche in jedem Doppelpunkte ti einen (4 - (6 - 1)) = (5 - S) - fachen, in  
jedem eiufachen Grundpunkte ai einen einfachen Puukt  besitzt. 

Jede dritte Flnche d ~ s  Gebüsches schneidet diese Curve in 3 

Purikten, von deneii in jedem Doppelpunkte b i :  2 (5 - d ) ,  in jedem ein- 

faclien Griindpunkte a, einer liegt , so dass tibrig blciben : 3 9 - 
- 2 8 (5 - S) - E variable Schnittpunkte. 

( s ( 6 z 1 ) )  

Sol1 die Verwandtschaft eine eindeutige sein, B O  müssen drei beliebige 
Flichen des Gebiisches zwei variable Schnittpunkte mit besitzen, es muss 
also sein: 

a(a - 1) 3(9--2)-26(6- 6 ) - t = S  
oder 

1) 8 - 1 7 6 - 2 e = - 6 0 .  
Da nun die Summe der Bestimmungsstücke, die die 6 Doppelpunkte 

und die 6 einfachen Puukte reprasentiren, h6chstens =16 sein darf,  jeder 
Doppelpunkt aber als vier, jeder einfache l'unkt als ein Bestimmungsstiick 
gill, ergiebt sich: 

2, 4S+ E <  16. 
Darnus ergicbt sich, da 6 einc ganze positive Zahl sein muss: 

8 , = 6 ,  8,=3,  8 ,=5 ,  S,=4. 
Dam gehoren die Wcrthe: 

~ ~ = - 8 ,  ~ ~ = 4 ,  ~ ~ = - 5 ,  ~*=-1. 
Als einzig moglicher Werth ergiebt sich dalier, da auch E positiv sein 

muss : 
6 = 3 ,  e=4,  

dam ist die Zahl der Bestimmungsstücke: 4 8 + E = 16, das Gehüsch also 
gerade bestirnmt : 

,,Eine eindeutige involutorische Raumverwandtschaft wird definirt 
durch ein cubisches Fl~chengebtiscli , dessen Fliichen siimmtlich drei 
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Doppelpnnkte b, 5,b, und vier einfache Punktc al asa, a ,  gerncinsarn 
h a b ~ n . ~  

.Die Vermandtschaft ist dadurch vollkomuien h e s t i ~ n m t . ~  
,Shrn t l i che  P l k h e n  des Gebüscheu besitzen die drei Gerfideii: 

1, = ( b, b, 1 ,  Z2 = 1 b3b1 1 ,  l3 = 1 b1b2 1 als Grundgeraden gemeinsam, iinii 
haben die Ebene n = [b, b, b,] = [ l ,  l ,  l , ]  zur Ilauptebene.' 

Die Hanpteùene n. 
09. Dnrch siimmtliche Punkte T: der Hauptebene 7c gehen dic Flüchen 

eines Flachennctzes, welcho 76 (in der Voiausset~ziing, dass F. nicht auf eincr 
der Geraden 1 liegt) in den drei Linien 1 und ausserdem noch im Puiikte 
): schneiden, also, n ganz enthalten. 

Es  existirt daher i in  cubischen Fliiehengebüsch ein N e t a  v o n  Quadr i -  
f l a c h e  n ,  das die sieben festen Punkte b, b, b,a, a, a,a,, z u  Grundpunkten 
besitzt und daher noch einen rachten associirten Piinkt q als Crundpnnkt 
besitzt, den der Hauptebene n zugeordneten Hauptpiinkt. 

Die Quadrifliichen schneiden die Hauptebene n in einem Kegelsclinitt- 
netze mit drei festen Grundpunkten Eib2b3.  

Jedcm Punktc r der Hauptebene n gehoren alle Punlrte der ganzcu 
Hauptebene n und ausserdem noch der z u g e o r d n e t e  H a u p t p i i n k t  q zu. 

Dem Hauptpunkte q gehoren sammtliche Punkte der Hauptebene n: 211. 

,Unter den Quadriflichen des Netzes giebt es eine unendliche Reihe 
von Kegeln , deren Spitzen eine Raumcurve sechster Ordnung erfülleu" 
(welche durch die Punkte : B,b, b3n, a, a,a,, q n i  ch t hindurchgeht). 

Denn : Die Spitzen aller Kegel, welche durch b, 'b, b, a, a, a3 gehen, liegel! 
auf einer Flacbe vierter Ordnung, der Kernfliiche H der in 39 behandelten 
Verwandtschaft siebenter Ordnung. 

Die Spiteen aller Kegel , welche diirch E, b,F,, a, a, a,, gelien , l i ~ g ~ n  
gleichfalls auf eincr Flache vierter Ordnung. 

Beide Flachen haben die zehn Vcibindungslinien dcr Punlrtc Ei'b2bsoioa 
gemeinsam, schneiden sich ausserdem also noch in einer Curve sechster 
Ordnung, q. e. d. 

Die Ilaiiptlinien. 
101. Die zwolf Verbindungçlinien / 5;ak = lik schneiden sirnmtliclie 

Flachen des Gebüsches je in drei festen Punkteil, sind also Hauptlinien, 
und liegen auf doppelt iinendlich viclen Flaclien (les Cebüsches, welelie 

ein Netz bilden. 
Jedem Punkt,e von E h P  gehoren daher sitmmtliche Punkte von 1,'. a h  

entsprechende z u ,  und ausserdem noch je zwei der Haiiptlinie 1," ziigeor[l. 
nete Hauptpunkte l,k und Zk.  

Jcdem der 24 Hauptpnnkto l i k  und iik geh6rt daher der andere, bei- 
geordnete Hauptpiinkt Tik iesp. l i k ,  und ausserdem sliinintliche Puiikle d e r  

zugeordneten Hauptlinie zu. 
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102. Als Hguptlinien zweiter Art k6nnen die sechs Verbiudungslinien 

( a i a h  betrachtet werden, deren jeder eine Curve dritter Ordnung durch 
b,b,b,nta,,,q zugehort, welche ( f l i a k  1 zur Secante hat ,  und mit ihrn Griind, 
curve eines QnadrillBchenbüschels ist. 

103. Jede Ebene [ l i a h l  = nik  kann als Hauptebene dritter Art bctrachtct 
werden. Denn sei li = 1 br b , l ,  so gehen durch zwei Punkte der beiden 
Hauptlinien lnk und lpk in nik s%rnmtliche Fliichen eines Büschels, die 12" 

und Lwk enthalten und sich ausserdem noch in einer Curve vierter Ordnung 
schneiden. 

Durch einen dritten Punkt von nik geht eine Plache dieses Rüschels, 
von der sich die Ebene nik ahspaltet, die aber eine Qiiadi.ifi%che ist,, welche 
durcb blb,, und allc a ausser a k  geht ,  und in bi einen Doppelpunkt besitzt, 
also ein Quadrikegel mit der Spitze in bi i s t ,  der die beiden anderen Punkte 
El und b p ,  sowie die drei nicht auf n,/' liegeriden einfachen Grundpunkte a 
und den Punkt q projicirt. 

Es giebt zw6lf solcher Hauptebenen dritter Art n,k = [ l , a k ] ,  denen als 
zweiter Theil der cubischen Flache je ein Quadriliegel, mit, der Spitze im 
gegenübcrliegendrn doppelten Grundpunkt liegend , zugchort, im Gahzen 
also zwolf Quadrikegel, deren Spitzen zu je vier in jedem der drei doppelten 
Grundpunkte liegen, und deren jeder durch einen einfachen Grundpunkt 
n i c h t  geht. 

104. Von singularen Elementen besitzt diese eindeutige, involutorische 
Verwandtschaft daher : 

drei doppclte und vier einfache Grundpunktc, 
drei Grundlinien, 
eine Hauptebene mit einem zugeordneten Punkte, 
zw6lf Fiauptlinien mit 24 zugeordneten Punkten,  
ein Qiiadrifiachenuetz mit einer Kegelspitzencurve sechster Ordnimg, 
zw6lf Hauptebenen dritter Art mit zw6lf xugcordneten Quadrikegeln, 

deren Spitzen in den Doppclpunktcn liegen , 
sechs Hauptlinien zweiter Art. 

Di<: Keriifiiiclie de r  Verwmdtschaft. 

105. Von der Kernflache der Verwandtschaft spaltet sich die Haupt- 
ebene ab. Also: 

,,Die Kernfliiche H der V~rwandtschaft ,  oder der Art  coincidenter 
lJunkte, ist eine Flache sechster Ordnung, welche die drei Doppelpunkte 
b, b, b, zu dreifachen, und die vier einfachec Punkte a, ag a,a, zu Doppel- 
punkten besitzt, und durch die drei Grundlinien 1,1,Z3 und die xwdf 
Hauptlinien lik einfach hindurchgeht. Sie sohneidet die Hauptebene n 
ausser in den drei Geraden 1,1,1, noch in einer Curve dritter Ordnung, 
welche die drei Punkte b,l',b3 zu einfachen Punkten besitzt, die zw6lf 
Bauptebenen dritter Art [bsbank]  aber in den drei Geraden l i ,  Znk, Z p k ,  
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360 Ueb. die durch ein linear. Flochensyst. definirt. Rraumverwendtscb. 
._________-X___--ll -d->N~_.ili__M__-----.- 

i n  dem Kegelschuitt, in dem diese Ebene von dem cqnjugirten Qiiadri- 
kegel geschnitten wird,  und noch in der Schnittgeraden der Hauptebene 
mit der Ebene [ a i t u a p l .  Sie geht anvserdem durch die Kegelspitzencurvc 
sechster Ordnnng.' 

Die Ordnung der Yerw~ndtscliaPt und die Curve C. 

106. Um die Ordnung der Verwandtschaft festzustellen, snchen wir die 
einer Geraden 1 entsprechende Curve Cl. 

Nehmen mir drei Fl%chenbtischel in der Verwandtschaft a n ,  A ,  B, r, 
von denen wir die beiden ersten als Quadrifl~chenbüschel voraussetzen, das 
dritte r als ein beliebiges Cubifl~chenbüschel, das mit den beiden ersten 
A und B eine Plache rp gemein hat. 

1. Methode: 

Jede Plache y des Büschels r schneidct 1 in drei Punktcn. Durch 
jcden dicsor droi Punkte gehen zwei entsprechende Quadriflachen cc und 1 
der beiden Büschel A und B, welche sich in einer Biquadricurve schneiden, 
die*durch die Punkte a i ,  b i ,  q geht. 

Die drei so entstehenden Biquadricurven schneiden y in  36 Punkten, 
von denen drei auf 1 liegen, so dass als Schnittpnnkte von y mit Ci 
33 Pnnkte iibrig bleiben. Also : 

, ,D ie  V e r w a n d t s c h a f t  i s t  e l f t e r  O r d n u n g . "  

2. Methode: 

107. Die drei Pliichenbüschel A ,  6, r schneiden eine beliebige Ebene r 
in drei Curvenbllscheln A ,  B, Cl von denen die ersten beiden, A und 
3, Kegelschnittbüschel, C ein Büschel von Curven dritter Ordnung ist, das 
eine i n  eine Gerade und einen, auch den Btischeln A und B gemeinsamen 
Kegelschnitt f zerfallende Curve enthllt. 

Durch die Punkte der Geraden 1 werden die Curven der drei Büscliel 
A ,  B ,  C einander so zugeordnet, dass 

jeder Curve c von C je drei Curven a und 6 ,  

n a A zwei ,, c b ,  
n n b n B n  n n Cria 

entsprechen. 
Durch einen beliebigen Punkt  r einer beliebigen, in E angenommenen 

Geraden g geht nun eine Curve c ,  der drei Curven a entsprechen, welche 
g in aechs Punkten Q schneiden. Umgekehrt geht durch jeden Punkt I) 

eine Curve a ,  der zwei Curven c entsprechen, welche g in sechs Punkten 
r treffeu. r und ij coincidiren daher für zwtilf Punkte, die Büschel A und C 
erzeugen demnach eine Curve zwtilfter Ordnung, von der sich aber der A 
und C gemeinsame Kegelschnitt f dreifach abspaltet, so dass eine Curve 
sechster Ordnung x1 ilbrig bleibt. 
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Von CR. STEINMETZ. 36 1 
. .., 

Wcitcrhin geht durch eiueii Punkt  J von g ein Kegelschnitt von B, 
dem in A xwci Kegclsclinittc a entsprechen, die g iri vier Punkten î) 

schneiden, und umgekehrt entsprechen jedem Punkte i) vier Punkte T. 

A und B erzeugen daher eine Curve achter Ordnuug, von der sich indess 
der' doppelt zu rechnende Kegelschuitt f abspaltet, so dass eine Curve 1, 
der vierten Ordnung tibrig bleibt. 

Die Curven 1, und 1, schneiden sich in 24 Punkten, von denen indessen 
nur die Halfte Schnittpunkte von Cl oder 1 sind. Da von diesen zw6lf 
Punkten cincr der Schnittpunkt ( r  1) ist ,  bleibcn als Schnittpunkte ( E  Ci) 

elf Punkte übrig. 
Legt man nun die Ebene E durch einen Punkt ai oder b i ,  und g eben- 

fa118 durch dieseu Punkt ,  so ergiebt sich in derselben Weise, dass Cl in 
jedem Punkte a i  einen Doppelpunkt hat ,  denn 

1, und x a  haben einen Doppelpunkt, 
in jedem Punkte b, einen Quadrupelpunkt hat ,  denn 

xi hat einen Quadrupelpunkt, X, hat einen Doppelpunkt. Also: 

, Jeder Geraden 1 eutspicht  in unserer eirideutigen Raurnverwandt- 
schaft eine Curve Cl der elften Ordnung, welche in jedem einf'achen 
Grundpunkte iii einen Doppelpunkt, in jtdem doppelten Grundpunkte bi 
einen Quadrupelpunkt bes i tAu 

Geschleülit der Cnrve Ci. 

108. Um das Geschleclit der Verwandtschaftscurve Cl zu Gnden, suühen 
wir die Anzahl der von einem Punkte des Raumes durch Cl gelegten Se- 
canten. 

81s solchen Punkt  nehmen wir einen Punkt  von 1 ,  den wir auf folgende 
Weis~ erhalten : 

Legen wir durcli 2 ejne Ebene F ,  so schneidet sie Ci ausser in dcri 
aieben Punkten (Cl l) ,  in denen 1 von der ITernflaühe und somit auch von 
Cl gescbuitten wird, noch iu vier weiteren Punkten, deren sechs Verbindungs- 
linien sechs Secanten sind, welche 1 in sechs Punkten schneiden, durch die 
ausser 1 noch eine weitere Secante in E durch Cl geht. Drehen wir nun 
E iim 1, so beschreibcn die sechs erwahnten Schnittpunkte eine Involution 
auf 1, welche zehn Doppelpunkte besitzt. 

Fasaen wir einen solchen Doppelpunkt ins Auge. Durch ihn gehen: 
1. die zwei durch den Coincidenxpunkt der involution bedingten 

Secanten, 
7 . 6  

2. die siebenmal schneidende Secante 1 ,  welche als 7 =al - fache  
Secante gilt, 

2 

3. die vicr Verbindungslinicn nach den Doppelpunkten ni, 

4. die drei Verbindungslinien nach den vierfacheu Punkten 6;, 
4 . 3  

deren jede als - = 6 Secanten, zusammen also als 18 Xecanten gclten. 
2 
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Im Gauzen ergeben sich dernnach: 

2+21+4+18= 45 Secantcn. 

Das Geschleclit einer Raurncurve mter Ordnung mit p Secanten ist aber 
(WL - l ) (m - 2) 

- -- 
2 

p ,  also: 

,,Die Verwandtschaftscurve elfter Ordnung Cl ist vom Geschlechte 0." 
Wie vorauszusehen war. 

Die einer Ebeiic E entsprecliende Fliiclie Q>. 
109. Nelirnen wir wieder drei Fltichenbiischel A ,  6 ,  r a n ,  und sein 

A und B Quadrifliichenbüschel. 

Bine beliebige Flache y von r schneidet eine beliebige Ebene E dann 
in einer cubischen Curvc c ,  durch dcren Punkte die Schnittkegelschnitt- 
büschel A und B einander sechsdeutig zugeordnet werden. Denn jede a 
schneidet c in sechs Punkten, denen sechs b zugeh6ren. A und B erzeugeri 
daher eine Curve, A und B also eine Fltiche 24. Ordnung, welche in ai und 
b, zwolffache Punkte besitzt. Von dieser Flache spaltet sich die sechsfach 
zu rechnende, A und B gemeinsame Quadriflüche cp a b ,  und bleibt dem- 
nach eine Flache zwolfter Ordnung tibrig, welche in ni und 6, sechs. 
fache Punkte bcsitzt. 

Uiese Flache schneidet y ausser in der cubischen Curve c noch in einer 
Curve 33. Ordnung, welche in  a i  sechsfache, in bi zwolffache Punkte besitzt. 

Diese Curve ist nun Schnittcurve von y mit O,. 
Also : 

, Jeder Ebene E entspricht eine Flache O, der elften Ordiiung, 
welche siimmtliche sieben Grundpunkte a i  und bi zu sechsfachen Punkten 
besitzt iind durch siimmtliche 21 Verbindungsgeraden dieser Grundpunkte 
hindurchgeht. 

Auoh 1 ni a h (  geh6rt der O, an. Denn durch den Schnittpunkt ( a l a k l ,  E )  

geht ein Quadrifl~chenbtischel , dessen Fliichen a;akl gemeinsam haben. 

110. Jeder Geraden 1 entspricht eine Curve elfter Oidnung CL, welche 
in ni zweifache, in b i  vierfache Punkte besitzt. 

Jeder Ebene e entspricht cine Flache elfter Ordnung O,, wclchc n, und 
bi zu sechsfachen Punkten besitzt. 

Ci und 0, schneiden sich in 121 l'unkten, von denen 

in jedem der 4 a , :  12 Punlrtc, 
,, ,, 3 b i : 2 4  ,, 

liegen, in allen oi und bi zusamrnen also 4.12 + 3.24 = 120 Punkto, so 
dass ein variabler Schnittpunkt iibrig bleibt, als der dem Schnitt~~unkte ( 1 ~ )  
i n  der Verwancltschaft entsprechende Punkt. 
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Von CH. STEINMETZ. 

Syeciello Geradeii. 

111. Nach denselben Methoden,  wie im Vorigen,  ergiebt sich: 

Einer Geraden 1, welche: entspricht einer Curve Ci der Orduung: 

durch einen einfachen Grundpunkt geht  6, welche die iibrigen o k  einfach, die 
Er doppelt enthalt. 

,Y ,, doppelten ,, bi ,, 5 ,  die ai, und den b, einfach, die übrigen 
Sk doppelt enthalt. 

,, zwei eiufache Grundpunkte O i a k  ,, 3 ,  welche die ührigeii zwei aq und die 
Si einfach enthal t ,  und 0 ,  a, zur Se 
cante hat. 

,, einen einfachen und eirien doppelten 1 ,  nimlich 1 a, b i  1 selber. 
Grundpunkt a , b ,  geht,  

1 ,  " ,. . ., k Hauptgeraden schneidet, 10, 3 ,  . . ., I l - k ,  woliei sich die Nul- 
tiplicitkt jedes auf der Hauptgeraden 
liegenden Grundpunktes um i ver 

z. B : mindert. 
der Geraden ( $ , a l l  b3a3a4) ( b z a e ,  bj i13n4) 7, welche a i  einfach, b3 zweifach, bl b i  

dreifach enthalt u. B. W. 

Specielle Ebeneii. 
112. E s  ergiebt sich : 

Geht eino Ebene E durch: so entspricht ihr eine welche iri: 

&eu einfaclien Gruudpunkt: n l  Fliiche Os: 9. Ordn., ri1 einen vierfachen, den iibrigen a ,  
und den t'i eineii fünffacten Puiikt 
besitzt. 

,, doppelten 11 bi ,, ,, 7. ,, h l  einen dreifaclien, den übrigen b i  
und den ai vierfiLchePuukte besitzt. 

zwei eiofxhc Grundpunkte: a , ,  Rn ,, ,, 7. ,, al , a2 dreifaclie, den übrigen a i  und 
den E; vierfache Punktc besitzt. 

einen einfachen und einen doppelten 
Grundpunkt: a , ,  bI 

zivei doppelte Grundpunkte: u t ,  b, 

drei cinfache Grundpunkte: a,, a2, o3 

zwei einfache und einen doppelten 
Grundpunkt: a l ,  a,, 6 ,  

~inen einfachen und zwei doypelte 
Griindpunkte: a l ,  hl, b, 

h i  doppclte Grundpunktc: 61, f i2 ,  bs 

,, ,, 5. ,, a l ,  6 ,  zweifache, den iibrigen a i  und 
6, dreifache Punkte bcsitzt. 

,, ,, 3. ,, 6 1 ,  be einfache, den übrigen b i ,  nnd 
den a, aweifache Punkte besitzt. 

1, ,, 5 .  ,, a , ,  n,, as zweifache, iu ad und den 
Li dreifache Punkte besitzt. 

,, ,, 3. ,, a , ,  n 2 ,  hi einfache, den iibrigen ai und 
6 ,  zweifache Punkte besitzt. 

Ebene e :  1. ,, namlich die Ebene E selbst. 

der ganze Raum. 
Nin naheres Eingehen auf die speciellen Geradeu iiiid Ebenen,  sowie 

eine Betrachtung der  einer Raumcurve oder Flacbe mter Ordnung zugehorigen 
Raumciirven oder Flachen I l  mter Ordnung,  von deneu die erstere in ai  

am-fache,  in bi  4 m - f a c h e ;  die lctztere in ai und bi Cina-fache Punkto  bcsitzt, 
ersparen wir uns ,  d a  ihre  Untersucbung keine weiteren Schwierigkeiten mehr 
bietet.. 

Q 41. Eine V e r w a n d t s c h a f t  15. O r d n u n g :  ?t = 4. 

113. IIaben die Flachen eines Flachengebtisches vierter Ordnung einen 

Tripelpunkt c gemeinsam, so konnen sic von Doppelpunkten hochstens 
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noch fünf gemeinsam haben, da ein Tripelpunkt und fünf Doppelpuukto 
30 Bestimmungsstücke repriisentiren, und das Fl~chengebüsch vierter Ord- 
nung durch 31 Stücke bestinimt ist. 

Weniger als fünf Doppelpunkte dürfcn sic nicht besitzen. Denn hatten 
sie 6 < 4 Doppelpunkte gemeinsam, b i ,  und ausserdem E einfache Punkte, 
so würden zwei Flzchen vierter Orclriung sich in  einer Curve (16 - 
Ordnung schneiden, welche in c einen (9 - 6) - fachen, in  bi dreifache u u d  
in  ai einfache Punkte besitzt. Eine dritte Flache vierter Ordnung schnitte 
dann in 4(16- 6) Pnnkten, von clenen nach C :  3(9- d) ,  nach den 8 ,  bi 
3 . 2 .  d ,  nach den E ,  ai E fallen, also übrig bleiben: 

1) 4 ( 1 6 - 6 ) - 3 ( 9 - 6 ) - 6 8 - e = 2 ,  
woraus wegen d < - 4 folgt: 

e >  --  7. 
Es  uiuss aber die Zahl der Bestimmungsstüçke sein: 

2, 1 0 + 4 d + e ( = 3 1 ,  
woraus folgt, mit 13cnutzung von 1): 

& < 3 .  
Mit weniger als fünf Doppelpuiikten ist also eine eiiideulige Verwandt- 

schaft im Fliichensystem vierter Ordnung nicht erzeugbar. 
114. Sei die Zahl der Doppelpunkte = 5 : h l ,  . . . , hg, und die Zahl der 

einfachen Punkte = E :  a i .  
Zwci Flachcn des Gebüsches schneidcn sich i n  einer Raumcurve 16 Ord 

nung ,  von der sich die fünf Geraden 1 cb i  1 abspalten, und die Raumcurve 
dritter Ordnung, welche c mit den fünf ' b i  verbindet. Es bleibt demnach 
eine Schnittcurve achter Ordnung, die in c einen dreifaclien, in Li zwei- 
fache, in ni einfache Punkte besitzt, von einer dritten Flüche vierter Ord- 
nung daher in  3 2  Punkten geschnitten wird, von denen in c 9 liegen, in 
den fiinf U i  5 . 4  = 20, in den e ,  ai E ,  so dass übrig bleihen: 

Il 3 2 - 9 - 2 0 - e = 2 ,  
also: € = l n  

Daraus ergiebt sich: 
,Durch ein F1iichengel)iisch vierter Ordnung mit einem dreifaclicii 

Grundpunkte c ,  fünf doppelten Grundpunkten bi,  . . , , '6, und eincm ein- 
fachen Grundpunkte a wird eine eindeutige , involutorische Raumvcrwandt- 
schaft definirt. '< 

Das Fliichengebüsch ist durch die Griindpunkte vollstandig bestimriit. 

Die Grundgebilde und die Hariptgebilùc. 

115. ,Die ftinf Verbindungslinien 1 cb, / des Tripclpunktes mit den 
Iloppelpunkten sind allen FlXchen gemeinsam, also Grundlinien." 

,Die Verbindungscurve dritter Ordnung des Tripelpunktes c mit den 
f o n î  Doppelpurikten ist alleu E'lichen g~meinsam,  also Grundcurve r.' 
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Von CR. STEINMETZ. 365 

116. ,Die Verbindungslinie 1 cal  des Tripelpunktes mit dem einfachen 
Grundpunkte, ilowie die zehn Verbindungslinien 1 bi 'bk / j e  eweier Doppel- 
piinkte sind Hauptlinien, ' 

,Die fünf Verhiudungscurven dritter Ordnung des Tripelpunktes und 
des einfachen Punktes mit je vier der Doppelpunkte sind H a u p t c u r ~ e n . ~  

117. ,Der Quadrikegel, der die Grnndcurve r vom Tripelpunkte c aus 
pojicirt, ist Hauptkegel. Allen seinen Punkten gehort der ganze IIaupt- 
kegel und ausserdem noch ein Quadrifliichennetz, dessen Fliichen sich ausser 
in den sielsen Punkten c a b i  noch in einem Punkte q schneiden, dem dem 
Haliptkegel ziigeordneten Hauptpunkte.' 

Die Verwandtschaft besitzt also : 
einen Tripelpunkt c ,  
fünf Doppelpunkte b i ,  
einen einfachen Gruridpurikl a ,  
füuf'  Grundlinien c Li  1 ,  
eiue Grundcurve dritter Ordnung r, 
elf Hauptlinien 1 ca 1 und 1 bi bk 1 , 
f'iinf Haiiptcurven dritter Ordnung, 
einen Ilauptquadrikcgcl. 

Die Kei-iifliiclio der  Yeiwaiiùtsch:rft. 
110. ,Die KcrnflLchc H der Vciwandtschaft is t ,  drt aich der Hanpt- 

kegel von ihr abspaltet, von der achtun Ordnung. 
Sie geht diirch die flinf Grundlinien 1 c E i  ( und die Grundcurve r, so- 

wie durch die elf Hauptlinien 1 c n l und / lii bk l .  und  die fünf Hauptcnrven 
einfach hindurch. 

Sie besitzt in c einen ftiiiffachen, in bi  dreifaclie und in a einen 
Doppelpnnkt. 

Ordiiiiiig der Teraandtsclialt. 
120. In derselben Weise, wie itn vorber betrachtcten Frtlle: n =3 ,  

ergiebt sich hier : 
.Die eindeutige, involutorische Raumverwandlschaft ist  von der 

15. Ordnung, jeder Geraden 1 gehort also eine Raumcurve Cl der 15. Ord- 
nung, jeder Ebene E eine Flliche O, der 15. Ordnung a n l u  

so dnss ein nLhercs Eingehen auf diese Curven und Fliichen erspart werden 
kann. 

8 42. E i n e  V e r w a n d t s c h a f t  19. G r a d e s :  n - 5. 
121. Eine den drei let~tbet~rachteten Verwandtschaften 7., 11. iind 

15. Ordnung analoge Verwandtschaft 19. Ordnung wird erzeugt durch ein 
Fliichengebüsch fünfter Ordnung , dessen Fliichen s~mmtl ich  

vier Tripelpunkte: c l ,  c,, c,, C, und 
drei Doppelpunkte: b,, b,, b, 

CL en. als Grundpunkte geineinsam h' b 
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366 Ceb. die durch ein linear. Flacheusyst. definirt. Raumverwandtsch. 
, r  ? 

122. Diese Verwandtschaft besitzt: 
die sechs Verbindungçgeraden 1 c i c h  1 der vier Tripelpunkte zu Gruud. 

linien , 
die drei Verbindungscurven dritter Ordnung der vier Tripelpunkte mit 

je zweien der drei Doppelpunkte xu Grundcurven, 
die zw6lf Verbindungslinien 1 C, bk 1 je eines Tripclpunktes und eines 

Doppelpunktes zu Hauptlinien , 
die vier Verbindungscurven dritter Ordnung der drei Doppelpunkte mit 

je dreieu der vier Tripelpunkte zu Hauptcurven, 
die Flache dritter Ordnung, welche die vier Tripelpunkte ci zu lloppel- 

punkten und die drei Doppelpunkte bi zu einfachen Punkten besitzt, zor 
I-Iauptflache, die sich in einem Quadrifliichennetze abspaltet, dessen Gruiid- 

punkte c,, bi und der der Hanptflache zugeordnete Bauptpunkt siurl. 

123. Die, Kernflache zehilter Ordnung dieser Verwandtschaft 19. Ord- 
nung enthalt: 

die vier Tripelpunkte ci zu fünffachen Puukten, 
drei Doppelpunkte bi zu dreifachen Punkten 

und geht durch sammtliche Grundlinien und Curven, sowie sLinrntliclie 
Hauptliriien und Curven einfach hindurch. 

43. E i n e  V e r w a n d t s c h a f t  23. O r d n u n g :  n = 6. 
124. Der nachste Pal1 einer den vorlierigen analogen, eindei~tig in- 

volutorischen Ra~~mvorwandtscliaft wird erzeugt durch cin Flüchcngcbiisch 
scchster Ordnung mit einem vierfachen Grundpunkte b und sechs dreifacheii 
Grundpunkten r i .  Diese Verwandtschaft ist von der 23. Ordiiung, enthxlt 
a h  Grundgebilde: 

seciis Gerade ( b c i (  und sechs Iiaumcurven dritter Oiduuiig, 

als Hauptgebiide : 
15 Gerade 1 ci ck  1 und eine Raumcurve dritter Ordnung, 

sowie oine HauptB!iche vierter Ordnung mit einem Tripelpunkt b und sech 
Doppelpunkten c i .  

Die Kernflache der Verwandtschaft ist eine Flache zwülfter Ordnung 
mit einem siebenfachen Punkte b und sechs fünffachen Punkten c i ,  welche 
durch aile Grund- und Ilauptlinien und Curven eiufnch hindurchgeht u. S. W. 

8 44. E i n e  V e r w a n d t s c h a f t  14. O r d n u n g  m i t  e i n e r  Fundamental-  
c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g :  12 = 3. 

125. Im Quadriflachengebüsch kann durch Annahine einer festen, alleu 
Flachcn gemeinsamen Fundamentalciirve tîberhaupt keine VcrwandtschaEt 
erzeugt werden, da bei Anriahme einer Fundamentalgeraden oder eines 
Fundamentalltegelschiiittes überhaupt gar keine ablihgigcn Piirikte auf. 
treten, eine eubisclie Fundamentalcurve aber das GeLllsch tiberbestimmt. 
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126. Dagegen fiîr den Fa11 A = 3 k6nnen wir durch Annahme fcster 
Fundamentalcurven und Punkte eindeutige Verwandtschaften erzielen. 

Nehmen wir nlimlich eine Raumcurve vierter Ordnung zweiter Species r, 
die Schnittcurve zweier Qnadrifliichen, als Fundamentalcurve an. Dieselbe 
gilt (Rey  e ,  Annalen 2) als elf Bestimmungsstticke. Eine dem Früheren 
analoge Betrachtung zeigt nun ,  dass ausser ihr  noch fiinf feste Schnittpuukte 
a , ,  .. ., n, als Grundpunkte angenommen werden müssen. 

Dadurch ist das cubische Flachengebüsch vol ls thdig bcstimmt, und 
durch dassclbe die eindeulige Verwandtschaft. 

Hauytgebild e. 
127. Die Verwandtschaft besitzt zehn Hauptgeraden, namlich die fünf 

Paar Secanten ai und a'i, die nian von den fünf einfachen Grundpunkten 
a, durch die Fundamentalcurve r legen kann. 

Als Hauptlinien zweiter Art konnte man die zehn Verbindungslinien 
1 ni a k  1 und die doppelt unendlich vielen Secanten der r bezeichnen, sowie 
die Generatricen der fünf Kegel vierter Ordnung, welche die Curve r von 
ai aus projiciren. 

Als Hauptebenen dritter Art kann man die zehn Ebenen [ a i a k a ~ ]  be- 
zeichnen. 

Die Kernfliiche. 
128. Die Kernflache H der Verwandtschaft ist  eine Flache achter Ord- 

nung, welche die Fundamentalcurve r zur Doppelcurve und die fiiuf Grund- 
punkte ai zu Doppelpunkten enthiilt, und durch die zehn Hauptgeraden 
a i ,  a'i cinfach hindurchgeht. 

Im Doppelpunkte a, hat die Kernfliiche H denselben Bertihrungskegel, 
wie die einzige Flache des Geblisches, welche in a, einen Uoppelpunkt be- 
sitzt, und hat zu Osculirenden dieses Kegels die sechs Geraden: 

Die Gerade 1 und ih re  Curve CI. 

129. ,Die involutorische, eindeutige Verwandtschaft ist von der 
14. O ~ d n u i i g . ~  

,Einer Geraden 1 gehort eine Curve Cl der 14. Ordnung zu ,  welche 
in den fünf Punkten ai dreifache Punkte besitzt.' 

,,Eincr Gcradcn 2, welche durch einen einfachen Grundpunkt a i  geht 
oder die Fundamentalcurve r einmal schueidet, gehort eine Cuïve Cl der 
neunten Ordnung zu,  welche iu alleu Punkten a k  Doppelpunkte besitzt, 
ausser in dem von E getroffenen, in dem sie einen einfachen Punkt  
besitztnU 

,Einer Geraden 1, welche durch zwei Grundpunkte oi und ak geht, 
oder durch einen Grundpunkt ai geht und die Fundamentalcurve r ein- 
nia1 schneidet, oder die Fundamentalcurve r zweirnal sche ide t ,  geh6rt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



368 Ucb. die durch ein lincar. Fltichonsyst. definirt. Raiimverwandtsch. _- *l___l___ -- -, - - > - - -- -. - . 

eine Curve CL der vierten Orduung eu ,  welche durch alle von den Geraden 
1 nicht getroffenen Grundpunkte a p  einfach hindurchgeht und mit 1 urid 

r zusarnmen vollsLiindiger Durchschnitt zweier cubischer Flacheu ist." 
,Eine Hauptgerade ai,  ali geh6rt sich selber zu.' 

Die Ebene E nnd ilire FlZclie 0. 

130. ,,Einer Ebene E gehort eine Flache 0, der 14. Ordnung zii, 
welche sich in der Fundainentalcurve r fünffach durchschlingt, die ftinf 
Grundpunkte ai zu fünffachen Punkten besitet und durch die zehn Haupt 
geraden a i ,  a'i einfach h i n d ~ r c h g e h t . ~  

, U n e  Ebene E ,  welche durch einen Grundpurikt a, geht ,  geh6rt eine 
Fliiche aE der elften Oidnung zu,  welche sich in der Curve r vierfacli 
durchschlingt , a, a, a, 0, zu vierfachen, a, zum dreifac hen Punkte besitzt 
und durch a , ,  a', geht.' 

,,Einer Ebene F ,  welche durch zwei Grundpunkte a, und a, geht, 
gehiht eine Flache 0, der achten Ordnung zu,  welche sicli in r dreifach 
durchschlingt, a,a,a5 zu dreifachen und o,n, zu Doppelpunkten besitzt." 

,,Einer Ebene E = [a, a, a,] geh6rt eine Flache der fünften Ordnuiig 
0, Z U ,  welche r z w  1)oppelcurve und a , & ,  zu T ) ~ ~ i p e l p ~ l i k t e n  besitzt, 
und durch a, a,a,, einfach hindurchgehtY u. S. W. 

8 46. Eine specielle Verwandtschaft achter Ordnung mit einer 
Fundamentalcurve sechster Ordnung: 92 = 3. 

131. Eine merkwürdige Verwandtschaft achter Ordnung, in der jedei. 
Geraden eine ebene Curve achter Ordnung entspricht, wird definirt durch ein 
çubisches Pllichengebüsch, desseu Flaclien s~rrimtlich eine Baumcurve seclister 
Ordnung rZ3,  die Schnittcurve einer QuadrifiXclie, euthalten, und ausserdem 
noch sich in  einem Punkte a schneiden. 

Dann ist die einzige durch r,, geheude Quadrifliiche P eine Haiipt- 
fliiche und spaltet sich von einem Flachennetze des Gebtisches ab, als dessen 
anderer Theil das Ebenenbündel a übrig bleibt. 

Jeder Geraden 1 entspricht daim eiue Curve achter Ordnung, welctie 
in der Ebene [al] liegt. 

Man erhiilt sie, indein man [ a q  durch ein heliebiges ([al] nielit ent- 
haltendes) Flachcnnctz des Gebüsches in  einem Curvennetze schneiden lisct 
und in der dadurch definirten ebenen Verwandtschaft die der Geraden 1 
entsprechende Curve aufsiicht, d. h .  den Ort  der Grundpunkte der Curveii- 
büschel des Cuivennetzes, die einen Grundpunkt in 1 haben, ein Ort, der 
iin Allgemeiiien von der Ordnung : (rb" 1), hier also von der achten Orri 
iiuug ist. 
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Eiriige specirlls iiiehrdeutige Yerwaiidtsclinfteii. 

A 8 46. Eine siebendeutige V e r w a n d t s c h e f t  siebenter Ordnung: 
12 = 2. 

133. Im  allgemeinen Quadriflachengeliüsch , dessen Fliichen keiue gemein- 
samen Punkte besitzen, gehoren jedem Punkte als Grundpunkt eines Flaclien- 
netzes sieben tlssociirte Punkte zu, welche eine siebendeutige involutorisclie 
Verwandtscliaft siebentcr Ordnung definircn. 

Beriilliiehe der Verwrnùtschaft. 

133. Die Kernflache der Verwandtschaft ist eine Flache vierter Ord- 
nuiig H ,  welche weder Doppelpunkte, iloch Geraden enthiilt. Sie ist  der 
Ort der Spitzen aller Kegel des Gebtisches. 

Sie ist von der Classe 36. 

Die Gerrùe und die Eùene. 
144. Einer Geraden 1 entspricht eine Raumcurve Cl7 der sicbenten Ord- 

nung, welche die Z in vier Punkten der Kernflsche schneidet. 
Jeder Ebene E entspricht eine Fliiche (Da7 der siebenten Ordnung, 

welche die Ebene E in einer Ciirve vierter Ordnung schueidet, deren Punkte 
sich selbst entsprechen, also auf H liegen, und ausserdem in einer Curve 
dritter Ordnung v a ,  deren Punkte einander paarweise zugeordnet sind. Die 
Verbindungslinien dieser zugeordneten Punkte umhullen eine Cnrve sechster 
Classe. 

Auf jeder Ebene giebt es eine Curve 24. Ordnung, deren Punkte unter 
iiiren zugehorigen Punktcil einen Doppelpunkt besitzen. Diese Doppelpunkte 
liegen auf einer Raumcurve 24. Ordnung. 

Auf jeder beliebigen Geraden g und Ebene E giebt es sieben Paare 
eiuander in der Verwandtschaft entsprechender Punkte, deren jedem noch 
weitere sechs Punlite entsprechen. Diese so erhaltenen 42 Punkte bilden 
mit den sieben dem Schnittpunkt (g E )  entsprechenden Piinkten ausammen 
die 49 Schnittpunkte der 1 und E entsprecheuden CL7 und OC7. 

Auf zwei beliebigen Ebenen E, und z2 giebt es zwei Curren siebenter 
Oiduuug, deren Puukte einauder paarweise in  der Verwandtschaft ent- 
spreclieu. Die iibrigeu je sechs eiitsprechenden Punkte erfüllen eine Baum- 
ciirve 42. Ordnung. 

Aiif jeder Ebene c, giebt es 24 sich selbst entsprechende Pnnkte, 
denen in einer beliebigen zweiten Ebene E,  noch ein entsprechender Punkt 
zugehort. 

Auf jeder Ebene E, giebt es 24 Punkte, clenen in einer beliebigen 
zweiten Ebene E ,  ein Doppelpunkt oder sich selbst entsprechender Punkt  
entspricht. 

hitechri f t  f. Niitlierriatik u. I'liyaik XXXV, 1;. 14 
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Auf jeder Ebene E ,  giebt es neun einander zugeordnete Punktepaare, 
denen auf einer beliebigen zweiten Ebene E,  noch je ein Punkt entspricht. 

Auf jeder Ebene E, giebt es neun Ponkte ,  denen in einer beliebigen 
zweiten Ebene E ,  noch je  ein Paar  conjugirter Punkte entspricht. 

Auf jeder Ebene E giebt es sieben Punkte,  die a u f  einer beliebigen 
Geraden 1 noch einen entsprechenden Punkt  besitzen. 

Auf je drei beliebigen Ebenen E ~ ,  ez, es giebt es 42 Tripe1 einander ent- 
sprechender Punkte, deren jedem noch weitere f ü n f  Punkte zugehoren, 
welche den drei den Ebenen entsprechenden O,,, @,?, gemeinsam sind. 
Diese 5.42 = 2 10 Punkte, die den 3.7 Paaren entsprechender Punkte 
auf den e ,  und ( E ~ E ~  1 ,  z2 und 1 E ~ E , ~ ,  E~ und 1 E,  ( entsprechenden 
3 . 7 . 6  = 126 und die sieben dem Punkte ( E ~  E~ E ~ )  entsprechenden Punktc 
bilden zusammen die 343 Schnittpunkte (@,,@,@,J. 

Da jeder Doppelpunkt oder sich selbst entsprechende Punkt die Spitze 
eines Quadrikegels i s t ,  lasst sich ein Sheil der letzteren Satze nocli anders 
aussprechen. 

143. Deqjenigen Geraden, welche entsprechende Punkte der Verwandt- 
schaft verbinden, gshoren Raumcurven dritter Ordnung an,  welche die 
Gerade in zwei Punkten schneiden und mit ihr Grundewve eines Büschels 
bildep. 

Der  Strahlencomplex. 
146. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte der Verwandtschaft 

\)ilden einen Strahlencomplex sechsten Grades. 
Die Strahlen des Strahlencomplexes sind diejenigen Geraden, die nicht 

nur auf einer, sondern auf nnendlich vielen Quadriflzchen des Gebüsches 
liegen, die also Theile von Grundcurven von Fl~cheribtischeln sind. 

Alle in einer Ebene liegenden Complexstrahlen umhüllen eine Curve 
sechster Classe, ihre singularen Punkte liegen aiif eilier Curve dritter Ord- 

nung. 
Alle durch einen Punkt  gehenden Complexstrahlen hilden einen Kegel 

sechster Ordnung. Ihre singularen Punkte liegen auf einer Raumcurre 
19. Ordnung, welche die Kcgelspitze zum siebenfachen Punktc bat. 

Alle Complexstrahlen, welche zwei Gerade g,, g, schneiden, bilden 
eint! Regelfigche xwolfter Ordnung, welche g, und g, zu sechsfachen Gerndeu 
besitzt. Die auf ihr liegenden singularen Punkte bilden eine Raumcurve 
zwolfter Ordnung. 

Drei beliebige Geraden werden von zwolf Complexstrahlen geschnitteii. 

Die Str~hlencongruenz.  
147. Die Congruenz der Complexstrahlen , deren beide singiilMren Punkte 

zusammenfallcn, ist  von der 
Ordnung: 14, 
Classe: 6 ,  
Rang:  20. 
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D. h.:  
Durch jeden l'unkt y des Baumes gehen 14 Strahlen, Iangy deren sicli 

in  einern ihrer Punkte die Flachen von unendlich vielen Btischeln, die eiii 
Nelz bilden, berühren. 

In jeder Ebene liegen sechs Strahleii, langs deren sich in einem ihrer 
Punkte unendlirh viele Fliichenbiischel berühren , die ein Flachennetz bilden. 
Oder: Es gicbt scchs Flüchcnblischel, deren Fliichen siirnrntlich dio Ebene 
berühren. 

Je  zwei Geraden g, und g2 werden von 20 gerneiiischaftlichen Tangenten 
der Flachen je eines Flfichennetzes gescbnitten. 

Die L3erühriingspiinkte aller durch eine Gerade g gelegten Congruenz- 
drahlen liegen auf einer Raumcurve 18. Ordnung: 

8 47. Eine zweideutige Verwandtschaft siebenter Ordnung: 
n = 2 .  

143. Haben die Flachen eiiies Quadrifliichengebüsches fünf feste Punkte 
gemein, so bestimmen sie eine zweideutige involutorische Verwandtschaft 
~iebenter Ordnung. 

Seien a l ,  . . . , a5 die fünf festeu Grundpunkte. 

Die Kernflilclie der Yerwandtsçliaft. 
149. Die Kernfliiche der Verwandtschaft is t  eine Flache vierter Ord- 

niing H, welche die fünf Grundpunkte a, zu Doppelpunkten Lesitzt und 
cliiich die zehii Vesbindungsgeraden 1 aiak 1 hindurchgeht,. 

Mc Gerade. 
150, Einer Geraderi 1 entspricht eine Curve Ci7 der siehenteu Ord- 

iiuug, welche die fünf Grundpunkte ai zu Doppelpunkten bes i t~ t .  
Einer Geraden 1, welche durch einen Grundpunkt al geht, entspricht 

eine Curve C13 dritter Ordn~ing,  welche durch a ,a ,n ,a ,  geht ,  2 doppelt 
sclincidet und mit ilir die Grundciirve eines Qiiadrifl~chenbUsçlielu bildet. 

Eine Haiiptgerade 1 oiakl = i  entspriüht sich selber. 
Es giebt zehu Hauptgeraden 1 ai ah 1 .  
Einer Geraden 1 ,  welche eine IIauptgerade 1 a, a, 1 schneidet , entspriclit 

eine Curve eechster Ordnung CL G ,  welche a, a.L a5 zu Doppelpuukten, a, a, zu 
einfachen Punkten besitut. 

Einer Geraden 1 ,  welche zwei Hauptgeraden 1 a, a, 1 und 1 a,a, 1 schneidet, 
eiitspricht eine Curve flinfter Ordnung Cl\ welche durch a,a,a,a, geht und 
in a5 einen Doppelpunkt beaitzt. 

Einer Gerdden 1 ,  welche in einer Ebene [n ,  a, a,] liegt , entspricht eine 
Curve viertcr Ordnung Cl4, welche a,n5 zu Doppelpunkten hat. 

Einer Geraden 1 ,  welche in [a,a,a,] liegt und durch den Schnittpunkt 
dieser Ebene mit der Linie ( a,a, 1 geht, entspricht eine Curve dritter Ord- 
nung C?, welche durch a, as geht. 

21" 
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Die durch a, gehende Gerade, welche 1 a,a, 1 und 1 a,a,l schneidet, 
entspricht sich selbst. 

Solche siüh selbst entsprechende Geraden, die Schnittgeraden 

/[a,, a, a,] [a,, a, a,ll , siebt es 15. 

Die Ebene. 

151. Einer Ebene E entspricht eine Flache siebenter Ordnung (DESl 
welche die fünf Grundpunkte ai zu vierfachen Punkten hesitat und durch 
die zehn Hauptgeraden einfach hindurchgeht. 

Einer Ebene F ,  die durch einen Punkt  a, geht ,  entspricht einer 
Flache 4>,5 der Wnften Ordnung, welche a, a,a,a, zu dreifachen, a, zum 
zweifachen Punkte besitzt. 

Eiuer Ebene a ,  die durch zwei Punktc a, und as geht, entspricht eine 
Flache dritter Ordnung Ob3,  welche durch a,a, geht und a3a,a, zu Doppel- 
punkten besitzt. 

Einer Ebene E = [a, a,aJ entspricht eine zweite, durch 1 a,a5 1 gehende 
Ebene u. 8. W. 

Diese Verwandtschaft war durch das Gebüschskelett nicht vollst%ndig 
bestimmt. 

8 48. Eine dreideutige Verwandtschaft 17. Ordnung: n = 3. 

152. netracliten wir von den durch ein cubisches Fliichengebtisch de- 
finirten mehrdeutig involutoriscben Raumverwandtschaften eine naber, die 
crzeugt ist durch cin cubisches FlLchcngeLüsch, dessen FlLchen skimmtlich 
eine Rnumcurve dritter Ordniing r und sechs Punkte a,, ..., a, mit ein- 
ander gemein haben. 

Das Flachengeblisch ist dadurch gerade bestimmt. 

Da drei beliebige Fliichen dritter Ordnung, welche eine Raumcurve 
dritter Ordnung vierten Ranges gemein haben, sich noüh in weiteren 
27 - 3 (9 - 2) + 4 = 10 Punkten schneiden (C  r e m  o n  a ,  Raurn) , von denen 
stchs in  ai fest sind, so existiren vier variable Punkte, d. h . :  

,,Die Verwandtschaft ist  dreideutig." 

153. Die Verwandtschaft enthalt sechs Hauptgeraden a,, ..., a,, die 
sechs von den Punkten ai an die Fundamentalcurve r gelegten Secanteu. 

154. Die Kernflikhe 

ist eine Flliche achter Ordnung H l  welche die Curve r zur Knoteucurre 
hat ,  in  den sechs Punkten ai D ~ p p e l ~ u n k t e  besitzt und durch die seclis 

Hauptgeraden ai einfach hi~diirchgeht. 
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155. . Die  Gerade. 

Es entspricht: 

einer beliebigen Geraden 
einer durch einen Grundpunkt a, 

gehenden Geraden 
einer die Fundamentalcnrve r schnei- 

denden Geraden 
einer durch zwei Grundpunkte a, a, 

gehenden Geraden 
einer Secante der Fundamentalcurve 

einer durch einen Grundpunkt al 
gehenden und die Fundamental- 
curve r einmal schneidenden Qe- 

cino Curve C der:  welche die Punkte: 

17. Ordnung, - ai zu dreifachen Punkten besitzt. 

11. 9 ,  a2,  ..., as zu Doppelpunkten, ai zum 
einfachen Punkte besitzt. 

11. ,, a i  zu Doppelpunkten besitzt. 

5. ,, welche durch die Punkte n3n, na a6 
einfach hindurchgeht. 

5. y; welche durch den Punkt ai einfacli 
hindurchgeht. 

5.  ,, welche durch die Punktc anas n r a a  a6 
einfach hindurchgeht. 

raden 
Uie Hauptgeraden ai entsprechen sich selber. 

Schneidet eine Gerade 1 :  1 , 2, 3 ,  4 Hauptlinien a ,  so erniedrigt sich 

die Ordnung ihrer zugehorigen Curve um 1 , 2,  3 ,  4. Ci ist  also dann 
von der 16., 15., 14., 13. Ordnung und h a t  jeden auf einer von E ge- 

schnittenen Hauptlinie gelegenen P u n k t  m m  Doppelpunkte,  jeden weiteren 
Griindpunkt mm Tripelpunkte. 

Den 15 Paaren von Schnittlinien je vierer Hauptgeraden aiakapap ent- 
sprecheu 15 Paare von Raumcurven 13. Ordnung,  welche die Punkte  

n i a k  aq a, zu Doppelpunkten , a, aq zu Tripelpunkten besitzen, 

156. Die Ebene. 
Es entspricht: eine Flache @ der : welche sich in r: und die Punkte: 

einer beliebigen Ebene 17. Ordnung, sechsfachdurchschlingt us zu sechsfachen Punkten 
besitzt. 

eioer Ebene, welche durch 14. ,, fünffach 1, az as ad asas zu fünffachen, al 
einen Gnindpunkt a i  zum vierfachen, 
geht 

eioer Ebene, welche durch 11. ,, vierfach 1, as a,as a. zu vierfachen , a, a, 
zwei Grundpunkte a, an zu dreifachen, 
geht 

mer Ebene, welche durch 8. ,, dreifach I I  a, as Q zu dreifachen , o, a, CI, 
diei Grundpunkte a, a, ns zu zweifachen 
geiit 

Punkten besitzt und durch die sechs Haiiptgeraden ai einfach hindurchgeht. 

5 40. Eine f ü n f d e u t i g e  V e r w a n d t s c h a f t  17. Ordnung: ?z = 3. 
157. Ais Beispiel einer Verwandtschaft mit  Hauptebene zweiter Ar t  

betrachten wir noch die Verwandtschaft ,  die durch ein Cubiflachengeblisch 
dritter Ordnung definirt w i rd ,  dessen Flachen srimmtlich acht in einer 

Ebene n: gelegene Punk te  y, , . . . , y,, und ausserdem noch einen Doppel- 

punkt IJ und yier weitere einfache Grundpunkte n,, . . . , (i4 besitzen. 
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Die Verwandtschuft ist dadurch gerade bestimmt. Denn die zwolf eiii 
fachen Grundpunkte ~ i ,  ai  und der als vier Bestimmungsstücke rechnendc 
Doppelpunkt 6 sind gerade die zur Bestimmung des Ciibifl%hengehüsclica 
nothigen 16 Restimmungsstticke. 

Alle Fliichen des Gebtisches schneiden die Etiene n: in cubischen Curven, 
welche acht feste Punkte p, , . . . , p8,  also noch einen neunteri Punlit p, 
genieinsam haben,  der gleichfallu als Gruudpunkt des Pl~chengebüsches auf- 

tritt. Wir  haben hier den bisher noch nicht betrachteten Pall,  dass dnrch 
die zur Bestirnmung des FlBchengebüsches angenommenen Grundpunkk 
weitere Grundpiinkte des Gebüsches mit bestimmt sind, vergl. 5 33, R3, 

158. Drei beliebige Flachen des Gebüsches sühneiden sich in dem aeht- 
fachen Schnittpnnkte b und in den vier Pnnkten a i  und neun Punktc p i ,  
ausserdem also noch iu sechs variablen Schnittpunkten. Die Verwandtschaft 
ist  also f ü n f d e u t i g .  

Ilie Hauptgebilde. 

159. Die Verwandtschaft besitzt eine Hauptebene zweiter Art, nim 

lich die Ebene n. 

Denn durch einen beliehigen Punkt  von n gehen unendlich viele 
Flachen eines Netzes, welche mit n eine feste Curve dritter Ordnung ge- 
mein haben. Durch einen weiteren, nicht auf dieser Curve gelegenen Pünkt 
von m geht in diesem Netze ein Fl&chenbüschel, von dessen Flachen sich 
sammtlich die Ebene n abspaltet. Die Flachen dieses Btischels sind also 
Quadrifliichen, welche ni zii einfachen und Ii zum Doppelpunkt besiteeii, 
also Quadrikegel sind. Also : 

,,Es existirt ein Gebüsch von Quadrikegeln, welche b zur gerneiii 
Sarnen Spitze und die vier Strahlen ( E  ai 1 zu gemeinschaftlichen Genera- 
tricen besitzen.' 

,,Die der Hauptebene zweiter Art TC zugeordnete Hauptcurvo zweiter 
Art  besteht aus vier in  ainem Punkte b ziisammenlarifenden Haiipt- 

geraden ( S ai 1 .  
,Untcr den Quadrikegeln des Gebiisches giebt es drei Ebencnpasre: 

[U ai ak 1 , [U a. a,,,] . 
160. Die Verwandtschaft besitzt von Hauptlinien erster Art :  

1. die vier Geradcn 1 'bai 1 ,  welche der Hauptebene n zugeordnet sind 
und keine zugeordneten Hauptpunkte besitzen, 

2. die neun Geraden 1 E yi 1 ,  
3. die drei Schnittgeraden der in Ebenenpaare zerfallenden Quadrikegel: 

\ [ ~ o i a k l [ b f l e ~ p ] \ = 2 i k = ~ p , t i .  

Die Linien 1 ai ak 1 k6nnen ais Hanptgerade zweiter Art  angeseheu 
werden. 
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Die Keriifl%clie. 

161. Die KernA#che der Verwandtschaft is t ,  da sich von ihr die Ebene n 
abspaltetj eine . 

Flache H siebentor Ordnung , 
welche b zinn fünffachen, ai zu doppelten, pi au einfachen Punkten l x -  
sitit und durch die 16 IIauptlinien erster Art :  1 f in i  1 ,  1 b p i  1 ,  Z,k hiu- 
dnrchgeht. 

Orùiiiinp der Yerwandtachaft; 

162. In  derselben Weise , wie im Vorhergehenden , ergiebt sich : 
,Die Ordnung der Verwandt,schaft ist = 17. 
,Einer Ceraden 1 geh6rt eine Raurncurve Cl der 17. Ordnung z u . "  
,Einer Ebene E gehort eine Plache O, 17. Ordnung ni, welclio 

durch i.%rnmtliche Hauptgebilde hindurchgehtu u. s. W. 

Wie man sieht, ist also bereits bei den niedrigsten Fl~chengebüschen 
a = 2 ,  3 ,  . . . die Zahl und die Verschiedenartigkeit der durch sie delinirten 
iuvolutorischen Kaumrermandtschaft eine sehr grosse, und w%chst mit 
steigendem n. bei dem massenhaften Awftreten von Grundcurven und ITaupt- 
ebene rapide ins Unbegrenzte. 
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XIV. Znr Integrat ion der binomischen Differentialgleichung 
dri t ter  Ordnnng. 

Die binomischen Differentialgleichungen sind von den Herren Br io t  
und B o u q u e t ' )  in  der ersten Auflage ihres Werkes über die doppelt- 
periodischen Punctionen allgemein behandelt worden. Sie fauden, dass nicht 
mehr als elf Differentialgleichungen der Porm 

iinter f(u,) eiue ganze rationale Function verstanden, ans denen eindeutige 
doppeltperiodische l"unctioiien entspringen , vorh~nden  ~ i n d ,  dass sic sich 
aber auf vier typische Formen znrückführen lassen. Dasselbe Resultat ist in 
der Inauguraldissertation von Herrn N e t  t O 2, als der specielle Fa11 ent- 
halten, dafis die Classe der betrachteten Fiinctionen gleich Eins kt;. Spater 
ist  Herr F 11 c h  s3)  in einem Briefe an Herrn H e r m i t e  zu den Formcn der 
binomischen Differentialgleichungen , welche eine eindeutige doppeltperio- 
dische Integralfunction besiteen, dadurch gelangt,  dass er den Satx Tom 

Geschlecht der algebraischen Gleichnngen zu Grunde legte. Herr Kl i tz -  
k O w s k i  4, hat eine allgemeinere Forni der binomischen Differentialgleichungen 
betrachtet, für welche sich die B r i O t nnd Bo  u q u  e t'schen Resultate als 
SonderfaIl ergeben. Neuerdings habe ich in  meiner Inauguraldissertationj) 
die in  Rede stchcnden Diffcrentialgleich~ingen abgeleitet, indem ich von dcm 
Satze, dass sich eine eindeutige doppeltperiodische Function nten Grades 
durch eine rationale umkehrbare Substitution in eine solçhe zweiten Grades 
tiberfübren lasst, ausging und eine Bedingnngsgleichung, die bei der Traus- 
formation erfüllt sein soll, zu Grunde legte. 

Das Verfahren , wodurch die Herren R r i O t und B o  n q n e t  die binorni- 
schen Differentialglcichungen auf solche xweiten Grades reduciren, weicht 

-- 

1 )  Thhorie des fonctions doublement périodiques. Paris 1859. 
2 )  De transformatione aequationis yJi = 1C(s) etc. Berlin 1870. 

S j  Sur une hquation diWrentielle de la forme f (u, 2) = O ,  Comptes rendu. 
1881. 

4) Ueher die Integration der mien Wurzel aua einer rationalen Function. 
ICihgsberg 1883. 

5) Ziir Integration von Difi'eereiitialgleichungen ervter Ordnung etc. Halle 1889. 
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von dem fur di.e allgemeinen trinomischen gegebenen a b ,  es ist der spe- 
ciellen Gestalt der Gleichungen angepasst. I n  meiner Inauguraldissertation 
habe ich angegeben, wie die allgemeine daselbst erorterte Integrations- 
methode für den Fa11 der in Rede stehenden Gleichungen xu modiflciren ist. 
Es sol1 hier ein ganz anderer Weg betreten werden, der dadurch charakterisirt 
ist, dass wir zu einer Transformationsformel gelangen, die für beliebig ge- 
gebenes B = so und u. = zco den bestimmten numerisohen Werth s = cn giebt. 
Die Losung des entsprechenden Problems für Differentialgleichungen zweiten 
Grades rührt von Herrn W e i  e r s  t r a  s s l )  her. Wir  fubren die Recbnung 
für den Fa11 der binomischen Differentialgleichung dritten Grades durch, 
welche die Formz) hat : 

1) 

wo P(u) eine ganze rationale Function dritten Grades bezeichnet. 
Betrachten wir die Ausdrücke, durch welche sich die Differentialgleicli- 

ung en 

wo F(zc) sine ganze rationale Function zweiten, dritten oder vierten Grades 
beaeichnet, integriren lassen, so werden wir zu der Vermuthung geftihrt, dass 
der Differentialgleichring 1) ein analog gebildeter Ausdnick genUgen werde. 
Wir setzen a150 an :  

3 -  
y=1 J ~ ( u ) + m u + n  

und verstehen unter y eine elliptiscbe Function zweiten Grades. Die Un- 
bekannten 1 ,  m l  VI sind nun so zu bestimmen, dass die rechte Seite dieser 
Bnsatzgleichung blos zwei Unendlichkeitsstellen besitzt. 811 dem Ende ent- 

wickelu wir v*) nach fallenden Potenzen von u. Sei 

iro $ [b) aine nach negativen Potenzen von >r fortschreitende Potenzreihe 

bedeutet, die für cc= a3 gleich Nul1 wird. Demnach hat I/Y(u) drei 
Werthe, deren jeder fur  .=CI) von der ersten Ordnung uaendlich wird. 
Um also die gewiinschte Eigenschaft fiir y zu erreichen, brauchen wir niir 

m = - l a X  O 

zu setzeu. Des Weiteren ist es obne Beeintriichtigung der Allgemeinheit 
gestattet , 

n = O ,  Z=a,% 

anzunehmen, so dass die Gleichung zwischen zc und y die Form erhkilt: 

1) Vergl. die Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Functionen au8 
dexn Sommersemester 1888. 

2) 1. c. 
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2) ~ J , ( Y ) ~ ~ + I ' , ( Y ) U . + L ~ ( Y )  = O ,  
wenn 

L o ( y ) = a O ( 3 y - a , ) ,  L , ( y ) = a , ( 3 y e - ~ o a 2 ) ,  L , ( y j = y 3 -  a O z a  3 '  

llurch Differentiation von Gleichung 2) nach y und u folgt: 

3 (y" 2 a0 y u  + alle t h 2 )  d y  + [ 2  Td0 ( y )  t h  + Tl, (y)] d u  = 0. 
Hior ist nun 

3 
( 9  + L I ~ ~ ) ~  = a,"/~ J P  (u) 

mit Einführung von 
EJ2(u) = Q ( u )  

iind ausserdem ,- - - -  - 
2 L , ( y )  76 + LI ( y )  = L1"jl/ - 4llO (?/) L p ( y ) .  

Setzt man ferner 
L,2 ( y )  - 4 &(y) L 2 ( y )  = 9 a t / 3  I i ( y j ,  

wo R ( y )  die Darstellung ha t :  

9 a , ? ~ R ( y ) = - 3 y 4 + 4 i l l y 3 - 6 i l o a 2 ~ ~ 1 2 a , % a , y + a , 2 ( r i , 2 - 4 a , a 3 ) ,  
so wird die Transformation 

3) 
d th Cl ZL 12~;u( + TF- = O 

u )  
einmal diirch die Formel 

(u )  

4) y  = a,-,?$ vP(zc) - a,u 

und umgekehrt durch den aus 2) resultirenden Ausdruck 

5) u =  
- 3 y 2 + a , a ,  + 3 a o %  i H ( y )  -- 

2 a, ( 3 ~  - a,) 
geleistet. Dabei entspricht dem Werthe u = cc der Werth y = CU und um- 
gekehrt. Um an Stelle des speciollen Werthes zc = cn einen beliebigeu 
u = uo zu substituiren, fuhren wir 

1 u=-.- 
u-uo 

eiu. Q ( u )  werde nach Potenaen von u - uo geordnet: 

9 (u) = (U - (rO d3 + rl ur2 + r8 uP+ r,J2, 
und eine Function 53 (,a') so bestimmt, dass 

y o j  = (21 - u J 2  y ,  (21') 

ist, dann verwandelt sich 3) in 
a U' a Y 

y- 

VEtu') J'3i ( y )  ' 
wo 8 (y) ails R (y) durch Vertauschung von a, mit ri fiir i = O, 1, 23 
hervorgeht, und die Integralausdriicke 4 )  und 5) gchcn resp. in 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Um endlich u durch die W e i  e r s t r a s s 'sche p - Function ausgedrückt 
zu erhalten, haben wir nur die allgemeine elliptische Function zweiten 
Grades y in die genannte Function mit der Nehenbedingung überziiführen, 
dass für y = y, s = ~ / 3  wird. ' Die bezüglichen Formeln sind von Herrn 
We i e r s  t r a s s l )  entwickelt worden und liefern ftir den Fa11 y, = cc : 

wo in dern ftir die Irrationalitiit gegebenen Ausdrucke an Stelle von y die 
davor stehende Formel in Anwendung zu hringen ist. Dabei bezeichiiet 

S=4sJ-g,s-g,, 

und die Invariariten g, und g, haben die Werthe: 

8) g, = 0 1 

1 
g - -- (r,%r,"4r,Yr3 + 18r0rlr2r3- 4r0ra3 - 27ro%32), 

3 -  36 

Somit stimmt g3 bis auf einen Factor mit der Discriminante von rQ(u') 
übereiu , einer Function , deren Bedeutung aus der Gleichung 

VrJO = (21 - ?Ao) jYW) 
hcrvorgeht. Da nun Q(w,') ails P(u )  durch lineare Transformation ent- 
standen is t ,  so unterscheiden sich ihre Discriminanten nur durch Factoren, 
und es ergiebt sich: 

so dass wir schliesslieh erhalten : 

1) Vergl. die Vorleeuugen über dio Theorie der elliptischen Functionen aua 
dem Sommereemester 1883. 
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Was die Darstellung von s durch die Thetafunction angeht, so tritt 
hier gegen den allgemeinen Fa11 eine Vereinfachung ein, die eine Folge 
iinserer Integrationsmethode ist. Wir  finden nomlich: 

S 

wahrend sich im Allgemeinen z -  z, als die Differenz zweier Normalinte- 
grale drarstellt. 

Die hier auftretende p -Function ist dieselbe, auf welche man bei der 
Theilung der Ciirve 

2 cos397 
r 3  = - --- 

VSY 
in 6 p + 1 gleiche Theile geftîhrt wird. Das zugehorige Periodenpaar ist 
(2  w, 2 E w ) ,  wenn r eine Wurzel der Gleichung 

bedeutet. Eine solche p -Function hat aber die cliarakteristische Eigenschaft, 
complexe Multiplication und zwar im Gebiete der dritten Einheitswiirzeln 
zuzulassen. Dieselbe Eigenschaft kommt daher auch den doppeltperiodischen 
Functionen zu , welche einer binomisehcn Differentialglcichung erster Ord- 
nung und dritten Grades genügcn. 

Zurn Schlusse wollen wir noch daranf hinweisen, wie die Frage, wanu 
die durch 1) definirte Function in eine einfachperiodische resp. rationale 
Function ansartet,  durch Betrachtung der p -Function entschieden werden 
kann. Bekanntlich geht diese in eine Exponentialfunction über, falls 

und in eine rationiale Function, falls 

Berücksichtigt man nun die in 8) und 9) gegebenen Werthe der Invarianten, 
RO erkennt man, dass die Differentialgleichung 1) kcine oinfach periodische 
Function definiren kann, und dass ihr eine rationale Function von r dam 
gentîgt , wenn die Gleichung 

P ( l r )  = O 

gleiche Wurzeln besitzt, ein Resultat, das schon von den Herren Br  iot 
und B o u q u e t  gefunden worden ist. 

B e r l i n ,  irn Juli 1890. Dr. JAHXKE. 
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XV. Ueber einen Batz ans der projectivircchen Cleometrie. 

Im 27. Jahrgang dieser Zeitschrift, S. 380, stellt Herr S c  h l  6m i l  c h  
folgenden Satz auf: 

Es sei A B  CD ein gew6hnliches Viereck, E' der Durchschnitt von 
AC und B D ,  4' der von A B  und CD, G der von DA und BC; wird 
nun ABCD mittels eines beliebig gewiihlten Projectionscentrums O per- 
spectivisch auf eine Ebene projicirt, welche die Gerade F G  in sich ent- 
M t ,  und ist A'B'C'D' dic cntstandciie Abbildung, so gehen die vior 
Geraden AC', BD', CA', DB' durch einen und denselben Punkt P. Dreht 
sich die Projectionsebene um E'G, so durchlauft P die G e r ~ d e  E O .  

Dieser zunachst von Herrn S a c  h s e  (Jahrg. 27 S. 381 flg.) und spiiter 
in einfacherer Art von den Herren S c  h r O e t e r  (Jahrg. 28 S. 178 flg.) und 
Qui d d e (Jahrg. 28 S. 192) bewiesene Satz kann als ein besonderer Pal1 
des folgenden allgemeineren aufgefavst werden : 

P r o j i c i r t  m a n  e i n  v o l l s t a n d i g e s V i e r s e i t  a u s  e i n e m  P u n k t e  
d e s  R a u m e s  a u f  e i n e  a n d e r e  E b e n e  u n d  v e r b i n d e t  i r g e n d  
zwei  G e g e n p u n k t e  d e s  e i n e n  V i e r s e i t s  w e c h s e l w e i s e  m i t  d e n  
e n t s p r e c h e n d e n  G e g e n p u n k t e n  d e s  a n d e r n  d u r c h  x w e i  G e r a d e ,  
so s c h n e i d e n  s i c h  d i e s e  a u f  e i n e r  b e s t i m m t e n  G e r a d e n .  

Zum Beweiae dieses Satzes nehmen wir in  der Ebene e ein vollutan- 
diges Vierseit a b c d  an und bezcichnen soinc Gcgcnpunkte 

a'b und c'd mit A und B ,  
a'c ,, b'd , C U ,  
a'd b'c . E ,, F. ' 

Projiciren wir dann dieses Vierseit aus einem Punkte O des Raumes 
aiif eine Ebene e', so erhalten wir in dieser ein vollutandiges Vierseit 
a'b'c'd' mit den Gegenpunkten A' und B', C' und D', E' und F'. Ver- 
binden wir ferner die Gegenpunkte A und B des einen Vierseits wechsel- 
weise mit den eritsprechenden Gegenpunkten A' und B' des audern durch 
die Geraden AB' und DA', so schneiden sich diese in  einem Puukte P, 
weil diese beiden Paare von Gegenpunkten in einer durch O gehenden Ebene 
liegen. Da nun in dem Viereck ABB'A' die Gegenseiten AB' und B B' 
durch 0 ,  die Gegenseiten A B  und A'B' durch einen Punkt  S auf der 
Schnittlinie s der Ebenen E und E' und die Gegenseiten AB' und BA' durch 
i' gehen, so ist letzterer Punkt  harmonisch getrennt von O durch die Ge- 
raden A B  und A'B', also auch durch die Ebenen s und E'. P liegt also 
auf derjenigen durch s gehenden Ebene n, welche von O durch E und f' 
harmonisch getrennt ist. Andererseits ist auch P harmonisch getrennt durch 
08 und O B  von S, folglich geht die Gerade O P  durch denjenigen Punkt  
T auf der Diagonale A B ,  welcher der Geraden s conjugirt ist. 

In ganz iihnlicher Weise 1Lsst sich xeigen, dass der Punkt P l ,  in wel- 
clieui die Geraden CD' und D C' sich schneiden, 1. auf jener Ebeue x liegt 
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und 2. auf einer Geraden O T , ,  welche die Diagonale CD in dem zu s con- 
jugirten Punkte trifft. Ebenso liegt der Punkt Pz, durch welchen die Ge- 
raden EF' und FE' gehen, l. au€ der Ebene m und 2. auf der Geraden 
O P , ,  welche die Diagonale EP in dern zu s conjugirten Punkte Tg trift. 

Diese drei au€ den Diagonalen A B ,  CD und E F  des vollst~ndigen 
Vierseits gelegenen Punkte T, Tl und T2, welche der Geraden s conjugirt 
sind, liegen nun aber selbst in eineï Geraden t. Projiciren wir niirnlich 
aus einem Punktc R dcs Raumos die Figur  der Ebene F auf eine zu der 
Ebene R s  parallele Ebene Q, so ist die unendlich ferne Gerade dieser Ebene 
die Projection von s ,  und folglich sind die Mittelpunkte der Diagonaleu des 
Vierseits in p die Projectionen von T, Tl und 3;. Da nun aber nach 
G a u s s  jene drei 3littelpunkte in einer Geraden liegen, so gilt dies auch 
von !l', Tl und T2: 

Weil P, Pl und P, die Projectionen von den in der Geraden t gelegenen 
Puukteu T, T, und T, sind, so liegen sie in  der Ebene O t ,  und da sie 
andererseits auch Punkte der Ebene n sind, so liegen sie auf der Schnitt- 
linie p dieser beiden Xbenen. 

Dreht sich E' um s ,  eo behalt die Ebeue 01 ihre Lage bei, folglicb 
beschreibt alsdann p in der Ebene O t  um den Punkt  S einen Strahleii- 
büschel erster Ordnung, welcher, wie man leicht erkenut, zu dem Ebenen- 
büschel s (E') projectivisch ist. 

P u r  den Fal l ,  dass die Projectionsebene E' durch eine Diagonale des 
Vierseits i n  E ,  Z. B. durch A B  geht, hat P, wcil alsdann AB' auf BA 
fa.llt, eine unbevtimmte Lage in diever Geraden, folglich müssen die mit P 
in einer Geraden liegenden Punkte P, und P, zusauimenfallen. Dies ist 
der Schl?3milch1sche Satz. Wir  sehen, wie er sich als ein besonderer 
Fall des hier entwickelten erweist. 

Das Correlat des Satzes kann wie folgt ausgesprochen werden: 
Schneiden sich zmei vollstindige Vierkante in einem vollstiindigen 

Viereck und bringt man irgend zwei Gegcnebenen des sinen Vierkants 
wechselweise zum Durchschnitt mit den entsprechenden Gegenebenen des 
arirlern Vierkants, so liegen die beiden Schnittgeraden in einer Ebene, 
die durch eine bestimmte Gerade geht. 

S a a r b r ü c k e u ,  im Juni  1890. Dr. THEODOR MEYER. 

XVI. Bemerkung über eine zahlentheoretische Formel. 

Bei der Rerechnung der Anzabl der Primzahlen innerhalb eiiies ge- 
gebenen Zahlenraunies nach der Me i s s eI'schen Recursionsformel* ist eirie 

Function @ ( m ,  n) von Wichtigkeit, welche die Anzahl der Zahlen in dern 

* hlatliernatische Anrialen, Bd. II 
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Gebiete der natürlichen Zahlenreihe von 1 bis m darstellt, die durch keine 
der n ersten Primzahlen theilbar sind. 

So ist z. B. 
@ (3O,6) = 5 

die Anzahl der Zahlen im Gebiete von 1 bis 30, welche durch keine der 
6 ersten Primeahlen 

p l = 2 ,  p,=3,  ..., p,=13 
theilbar sind. 

L%st man na unbestimmt und scheidet für ein gegebenes .n ails der 
natürlichen Zahlenreihe alle Zahlen aus,  die durch irgend eine der n ersten 
Primzahlen theilbar sind, so bemerkt man,  dass die Reihe in Abschnitte 
zerfallt, die in Bezug anf die Aufeinanderfolge der Intervalle congruent 
sind. Denn sgmmtliche unendlich vielen Zahlen von der Form 

9 - P i - P e : - . P x  - . . P n + r  

(unter g und r ganze Zahlen verstanden) sind 
Primzahlen p, theilbar odcr nicht, je nachdem r 
nicht. Es stellt also 

n = p , . p z  ... p ,  

durch eine der n ersten 
durch p, theilbar ist oder 

ein Zahlengcbict dm, dessen Intervalle sich periodisch wiederholen. 

Diese Eigenschaft der periodischen Wiederholung ermoglicht eine Er- 
leichterung bei einer wirklichen Berechnung der Function 0 (m , %), sobald 
man im Stande ist,  die Anzahl der zu einer Gruppe von dein Umfange 1 
bis n gehorigen Znhlcn vcn vornherein anzugeben. Da nun 

so erhiilt man leicht die von Herrn Mei  s s e l  bei der Berechnung von Prim- 
zahlmengen im II. Bande der Matliem. Annalen benutzte Formel: 

Nun bin ich durch Herrn Bischof B a r a n o w s k i  in  K o w n o  darauf 
aufmerksam gemacht worden, dass jede Reihe, welche ciner Function 
O ( m ,  n) entspricht, neben der periodischen Wiederkehr deiselben Inter- 
valle auch eine symmetrische Vertheilung derselben innerhalb jeder Grulq~e 
n zeigt, und dass auch diese Thatsache bei einer auszuftibrenden Rechiiung 
mit Vortheil verwendet werden konnte. 

* Werth eim, Rlemente der Zahlentheorie, S. 19, 20. 
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Offenbar ist nBmlich auch die Theilbarkeit der Zahl 

durch die Primzahl pz bedingt durch die Theilbarkoit dor Zahl r. 
Die Bemerkung des Herrn B a r  a n  o w s  k i  weist also auf eine Er- 

gfinzung der Meissel ' schen Formel hin,  welche nun folgende Form an- 
nehmen wtirde : 

@(g. P L - P ~  m . .  P n i r ) = g . ( ~ i - I ) ( ~ , - 1 )  a . .  ( P , - 1 )  + @ ( y ,  12). 

Die Erganzung durch das Minusxeichen bat  freilich nur für den FaIl 
Badeutung, dass m naher an der obern, als an der untern Grenze eirier 
Periode liegt. 

E i s e n a c h .  Dr. CARL Hossmr,~. 
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Hist orisuh - li terarische Ab t heilung. 

Ueber Marcus Marci de Kronland. 

Von 

Dr. W. L ~ K A  
in Prag. 

Schon seit Engerer Zeit sammle ich Materialien zu einer Geschichte 
der exacten Wissenschaften in Btihmen und hoffe, wenn kein Hindernisa 
dazwischen kommt, schon in dem nacheten Jahre mit der Publication der 
Quellen zu bcginnen. 

Diesmal rnochte icli nur bei Gelegeuheit einer Bemerkung etwas über 
Marcus M a r c i  mittheilen. 

In dem Aufsatze von E. G e l c i c  h ,  Ueber die Geschichte des Stosses, 
der in den letzten Heften dieser Zeitschrift publicirt wurde, finde ich S. 45 
die Bemerkung , dass die Schrift Narcus Marci , De proportione motus, den 
englischen Pbysikern unbekannt geblieben; denn sonst hattcn ja Miinner 
wie W a l l i s  und H u y  g e n s  nicht versiiumt, die englisohe Akademie auf 
sie aufmerksam zii macheu. G o e t h e  halte M a r c u s  M a r c i  gekannt. 

Dass H u y g e n s  sehr bald die Kunde von diesem Werke erhielt, ja, 
dass M a r c u s  M a r c i ' s  Schriften ihm durch K i n n e r e u s  v o n  L o e w e n -  
t h u r m  schon im Jahre 1654 augesehickt wurden und dass sie von H u  y g e n  s 
gclesen wurden, gcht aus einenl Brief H u  y g e n  s' a n  K i n  n e r  e u s  hervor.* 
H u y g e n s  tadelt sie sehr. Doch enthalten sie so viele treffliche Bemer- 
kungeii und eine ausgezeichnet philosophische Uegründung , die stets auf 
die Erfahrung zuriickgeht, dass sie in der Geschichte der exacten Wissen- 
scliaften immer eine ehrenvolle Stelle einnehmen weïden. 

Ausserdem hat cr ja hekanntlich die Gcsctzo des Stossos zucrst unter- 
sucht, ohne jedoch zu den heutigen Formeln zii gelangen. 

Icli erlaube m i r ,  auf einzelne Stellen und Capitelüberschrifhn hin- 
zuxeiien, in der IIoffnung, dasv sie einen Forscher, dem mehr Zeit zur 
Verfügiing steht als mi r ,  zu weiteren Studien veraiilassen werden. 

Oeuvres compl. de Huygens pub. p. 1. Soc. holland. des scienc. Tom. 1, 
p 3G7. Editio 1888. 

Hist. lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math.  u Yliys. XXXV, 1. 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 Hist'orisch - literarische Abtheilung. 

P u r  die wichtigsten seiner Schriften werden allgemein unerkannt: 
1. De p r o p o r t i o n e  m o t u s  s e u  r e g u l a  n p h g g m i c a  a d  ce le r i t a tem 

e t  t a r d i t a t e m  p u l s u u m  ex i l l i u s  m o t n  p o n d e r i b u s  geometr icis  
l i b r a t o  a b n q u e  e r r o r e  m e t i e n d a m .  Pragae 1639. 

II. De p r o p o r t i o n e  m o t o s  f i g u r a r u m  r e c t i l i n e a r u m  e t  c i rcu l i  q u a  
d r a t u r a  ex m o t u .  Pragae 1648. 

III. T h a u m a i i t i a s :  l i b e r  d e  a r c u  coe les t i  d e q u e  colorum appa-  
r e n t i u m  n a t u r a  o r t u  e t  c a u s i s ,  i n  q u o  p e l l u c i d i  op t icae  fontes 
a s u a  n c a t u r i g i n e  a b  h i s  v e r o  c o l o r i g e n i  r ius  d i r i v a n t u r ,  duci- 
bila g e o m e t r i a  e t  p h y s i c a  h e r m e t o p e r i p a t e t i c a .  Pragae 1848. 

Ausser diesen besitze ich noch von ihm folgende minder wichtige 
Schriften : 

IV. Idearum operatricium idea. Pragae 1639. 
V. Labgrintus in quo via ad circuli quadraturam pluribus modis exhibetur. 

Pragae 1653. 
In  der Bibliothek der k. k. Universitat befinden sich ausserdem: 
VI. Observationes exactico-philosophicae. Pragae 1647. 

VII. De causis natur. pluviae purpureae bruxellensis. Pragae 1647. 
VIII. Diseertatio de natura iridirr. Pragae 1650. 

IX. De longitudine seu de differentia inter duos meridianos una cum motu 
ver0 lunae invenienda, ad tempus datae observationis 1650. 

Einige der wichtigeren Capitel sind die folgenden: 

Ans der  Schrift  de proportione motos 1. 
P o s i t i o  IV. Virtus agendi ct actio inter se eunt aequalcs. 
P r  op o s i t i o  IV. lmpulsua in quodlibet puncto circuli pcr lineam fit tangentem. 
P r o p o s i t i o  VII. Velocitas motus eandem rationem habet quam intervalla, 

rationem ver0 suorum temporum reciprocam. 
P r  o p  O s i  t i  O XII. Tncrementa velocitatis rat,ionem habent qoam ternporiim qiia- 

drata. 
P r  o p  oai t io  XV. Motus ex eodem piincto per lineas subtensaa (Xreissehnem) siint 

aequales motai per diametrum ejuedem circuli. 
P r  o p  os i t i  O XXXII. Motus perfecte mixtus fit per diametrum parallelogrami, 

ciijus latera constituit motus simplex. 

I n  der zweiten De proportione motus stellt er als A x i o m a  III auf: 
Motus gravium fit per lineaa rectas se intersecantes in mundi centro. 

Nicht minder wichtig ist  die Schrift Thaumantias. 

Hier wird die Dispersion, Refraction und Reflexion besprochen. 

Ziinachst De iride trigonia (Prismenspectrum) illius proprietatibus et- 
eurundem causis. In  der observatio IL wird gesagt: Colores in iride pri- 
marii s u d  quatuor: punireus, viridis , caeruleus et purpureus: z;eZuti fascis a 
se discreti. Sodann wird in T h e o r e m  a X S  gezeigt, dase Refruetio super- 
vewiens (wiederholte Refraction) radio collorato rion mzctat speciem coloris. 

Als causa refractionis wird S. 126 die colztractio radiorum ia rnedio 
demo, ob multitudinem rnateriae angegeben. Sodann wird die Reflexion be- 
sprochen. Diese hochst wichtige Stelle theile ich etwas ausführlicher mit. 
S. 132 Z. 4 v. u. 
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Prilzcipiis ergo positis insisiendo , dico ab iisdem causis reflexionem et 
refradionem provenire. Quiu  e n i m  radiatiornes luminosae  sphaerice  
e t  i n  orbem fiurnt r a d i i s  r e c t i s  ex  uno  c o m m u n i  centro Zuce pro- 
pagata .. . Unitas autem sphaerae radiosae ab unifafe medii pendet . . . & 
ver0 m m  medium occurit partiwn mngis milzusve cofifertarzm; non eo quo 
prius tenore progrcdi potcst: unde  fiegiecta s u a ,  i.n j u s  et leges n o v a e  
sphaerae se addici t :  c u j u s  c e n t r u m  est p u n c t u m  inc iden t iae .  

Zum Schlnsse mgchte ich bemerken, dass sich freilich bei M a r  c u s  
Marci  Wahres und Palsches beisammenfindet, dass aber selbst das Falsche 
in seinem Systern begründet ist. E r  sucht mit allem Ernst die Wahrheit, 
macht sich selbst Einwürfe, die er widerlegt, bespricht stets die Jlleinungen 
Andcrcr, indem er  die beztiglichen Stcllen ihrer Schriften an geeigneten 
Orten anfiihrt, so dass seine Leistung fur die damalige kritiklose Zeit nicht 
hoch genug angeschlagen werden kann. 
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Recensionen. 

Greek Qeometry from Thales to  Eac l id  by GEORGE JOHNSTON ALLMAN, 
LL. D., D. Sc. ; Fellow of the Royal Society; Professor of Xathe- 
matics in Queen's College, Galway; Member of the senate of the 
Royal University of Ireland. Dublin University Press Series 1889. 
Dublin u. London. XII,  237 pag. 

Herr A 11 m a n  n hat 1877 angefangen, Abhendlungen über die alteste 
gricchische Geometrie in einer in  Dublin unter dem Tite1 Hermathens er- 
scheinenden Zeitschrift zu veroffentlichen. Die ersten dieser eine zusammen- 
hangende Reihe bildenden Abhandlungen hat Referent in dem 1. Bande 
seiner Vorlesuugen über Geschichte der Mathematik berücksichtigt, in den 
folgenden Abhandlungen is t  umgekehrt das oben genannte Werk von 
Herrn A l l m a n  benutzt, benutzt freilich, wie jedes frtihere Werk von jedern 
gewissenhaften spateren Schriftsteller benutzt werden sol1 und muss, unter 
kritischer Prüfung und unter ehrlicher Nennung Dessen, was man ihrn 
schuldet. Wir freuen uns,  sagen zu dürfen, dass im Grossen und Ganzen 
die Ergebnisse nur gesicherter auftreten , welche B r  e t s e  h n e i d e r  1870 
der Haiiptsache nach zuerst zusammenstellte, auf welche dann der Referent 
und theils mit ,  theils nach ihm so zuverl%ssige Forscher wie Herr A llman 
in England, IIerr P a u  1 T a n  n e r y  in  Frankreich zurticklrnmen. Wir kbnnten 
kaum einen wichtigen geschichtlichen Satz aussprechen, der durch diese 
wiederholte Sichtung und Prüfung vollstandig nmgestossen ware, mag auch 
Einzelnes coch strittig bleiben. Herr  A l l m a n  h a t  nun seine sammtlichen 
Aufsatze i n  einen Band vereinigt und dieselben dadurch leichter zuginglich 
gemacht, als solches früher der Fa11 war,  da  die Verbreitung der Dubliner 
Hermatheua insbesondere auf dem Festlande eine kaum nennenswerthe id, 
Freilich war Herr A l l m  a n  mit Sonderabzügen seiner Untersu~hungen 
gegen die eigentlichen Fachgenossen freigebig, aber selbstverst2ndlich auch 
nur gegen diese, wahrend die Buchausgabe die weiteste Verbreitung er 
moglicht. Ob Herr  A 11 m a n  bei Veranstaltiing der Ruchausgabe nicht 
Aencierungen hatte vornehmen konnen und sollen, ist Geschmackzache. 
Herr A l l m a n  hat es vorgezogen, von Aenderungen im fortlaufenden Texte 
abzusehen und nur am Schlusse 7 Seiten Zustitze beizufügen, in welchen 
er sich mit einigen Einwürfen und neueren Ansichten abzufinden sucht. 

CAXTOR. 
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A Riatory of the  stndy of mathematics at Cambridge by W. W. R o u s ~  
BALL, Fellow and lecturer of Trinity College, Cambridge. Cam- 
bridge 1889 a t  the university Press. X V I ,  264 pag. 

Wir haben einen Band über Geschichte der Mathematik desselben Ver- 
fassers, Bd. XXXIV hist. -lit. Abth. S. 103 -105, nicht anders als ungünstig 
zu beurtheilen vermocht. Der uns heute zum Bericht unterbreitete Band 
tragt eine nnr um ein Jahr  h6here Jahreszahl, scheint alvo in ziemlich 
rascher Arbeit gefcrtigt. Wenn man Solches auch manchen Stellen anmerkt, 
wo das F e s t i n a  l e n t e  entscliieden zu wünschen gewesen wiire, welches 
wir Herrn B a l l  als wohl zu beachtende Zukunftsregel dringerid empfehlen 
mikhten, so ist doch der Gesammteindruck des neuen Werkchens ein 
wesentlich angenehmerer. Herr 13 a 11 gehort selbst der Cambridger Hoch- 
schule an. Die Schriften, welche auf die Entstehung und Entwickelung 
dieser seiner geistigen Heimath sich beziehen, standen ihm dort, leicht und 
vollzahlig zur Verfügung. Ueberdics flihrte die tiberall begreifliche , in  
England ganz vorzugsweise entwickelte Liebe zur Erziehungsstiitte, aus der 
er hervorgegangen und an der er weiter wirkt ,  seine Feder. So konnte, 
wir mochten beinahe sagen, so musste ein reiferes Werk entstehen, für 
welches der Verfasser keinen über den eigenen Sehkreis hinausreichenden 
Roden nutzbar zu machen hatte, dafür aber umsomehr in  die Tiefe drang. 

Der Inbalt ist in zwei ziemlich gleichen Raum erfüllende Theile ge- 
gliedert. Die erste Abthcilung , S. l- 137, schildert i n  sieben Capiteln 
die Xathematiker der Universitiit Cornbridge. Einige von ihnen, denen 
auch die allgemeine Geschichte der Mathematik einen Platz einzuriiumen 
nicht unterlassen kann ,  sjnd etwas ausführlieher behandelt. m i r  nennen 
in der Reihe ihrer Zeitfolge R o b e r t  R e c o r d e ,  H e n r y  B r i g g s ,  J o h n  
Wall is ,  I s a a c  B a r r o w ,  R o g e r  C o t e s  und natürlich in  allererster Linie 
den Heros der Universitlit Cambridge, den Weltmathematiker N e w t o n .  
Oeber seine unsterblichen Verdienste, tiber die nur etwa durch A r c  h i m  e d , 
Fermat  und G a u s s  ihm streitig zu machende erste Stellung unter den 
Nathematikern aller Zeiten wird kaum ein Streit mtiglich sein, und wenn 
Herr B a l l  ihm ein eigenes Capitel widmet, so sind wir weit entfernt zu 
meinen, er habe damit zu vie1 gcthan, cher zu wenig. Trotzdcm müsscn 
wir wiederholen, was wir in der Besprechung des früheren Buches sagten. 
Herr B al1 liatte die Gerechtigkeit gegen K e w  t O n nicht darin finden sollen, 
dass er ungerecht gegen L e i b n i z  wurde; er hlitte nicht N e w t o n ' s  
Charakter seinem Geiste gleichstellen diirfen; e r  hatte mit einem Worte 
nicht einseitig Partci ftir den ParteigBnger ergreifen sollen. N e w t o n ' s  
Benehmen gegen F l a  m s t e e d  musste genügen, den Satz unterdrücken zu lassen, 
jener sei gegen seine Gegner, wenn nicht grossmtithig, doch stets gerecht 
gewesen. 

Die zweite Abtheilung, S. 1 3 8 - 2 5 4 ,  handelt in vier Capiteln von 
englischem Unioersitiitsleben und Sittcn, von der Entwickelung Cambridges 
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und den dort gelehrten Dingcn, von der Erwerbung wis~enschaft~licher 
Grade und von den in den mathematischen Wissenschaften zu Griinde ge- 
legten Lehrbüchern. Dieser Abtheilung ge.gentiber mtissen wir ein eigent- 
liches Urtheil ablehnen. Von allen diesen Sachen wussten mir so gut ah 
Nichts, bevor wir Herrn B a l l ' s  anziehende Schilderiingen gelesen hatten. 
Wir haben indessen aus den am Anfange auseinandergesetzten Grüuden 
nicht die geringste Veranlassung, daran zu zweifeln, dass wir hier vor ciner 
zutreffenden, bis ins Einzclno richtigcn Schildcrung uns befincien und wir 
wissen dem Verfasser um so aufrichtigeren Dank dafür, je schwieriger es 
sonst fü r  den Auslander ist ,  sich über diese ganz eigenartigen Zusthle 
eine richtige Kenntniss zu erwerben. CAXTOR. 

Philipp Melanchthon ala Praeceptor  O ermaniae von Dr. KARL HARTFELDER, 
Professor am Gymnasium in Heidelberg. Berlin 1889 bei A. üofmann 
& Co. XXVIII, 687 S. (VIT. Band der Monumenta Germaniae 
Paedagogica. Unter Mitwirkung einer Anzahl von Fachgelehrten 
herausgegeben von Karl Kehrbach.) 

Den III. Band des grossartig angelegten Sammelwerkes von Schul-  
ordnungen, Schulbüchern und padagogischen Miscellaneen aus den Landen 
deutscher Zunge haben wir Bd. XXXIII hist. -lit. Abth. S. 109 -111 an- 
gezeigt. E r  cnthiclt G ü n  t h e r  's Geschichte des mathematiechen Uuterrichts 
im deutschen Mittelalter bis zum Jahre 1525 und war durch seinen Gegen- 
stand, wie durch seinen Verfasser uns und unseren Lesern zum Voraus warm 
empfohlen. Der VII. Band dagegen schien der Ueberscbrift nach einer Be- 
sprechung in dieser Zeitschrift wenig zu bieten, und wenn Referent auch 
als Heidelberger das Vergnügen der Bekanntschaft des Verfassers hat, als 
Mathematiker musste e r  dessen Kamen nicht kennen. Dass wir trotzdem 
unsere Leser anf das H a r t f e l d e r ' s c h e  Buch aufmerksarn zu machen fiir 

richtig halten , beruht darauf, dess Melanchthon unzweifelhaft eine Person- 
licbkeit von nach Gegenstand und Wirkungskreis so weit sich erstreckendem 
Einflusse war ,  dass auch die Mathematik sich diesem Einflusse nicht enL 
ziehen konnte, und Herr  H a r  t f  e l d e r  hat  es vortrefflich verstanden, die 
Vielseitigkeit , man ware fast versucht , zu sagen , die Allseitigkeit seines 
Helden ins richtige Licht zu setzen. Unsere Aufgabe kann es nicht sein, 
tiber das ganze Buch zu bcrichtcn, desscn Bedeutung die theologiçche 
Facultat der Universitat Heidelberg durch Ernennung des Verfassers m m  
Doctor der Theologie anerkannt hat ;  wir beschrtinken uns auf die Betonung 
Dessen, was für  den Geschichtsschreiber der Mathematik aus dem stattlichen 
Bande zu erlernen kt .  E s  deckt sich dieses allerdings bis zu einem ge- 
wissen Grade mit den Schliisscapiteln von G ü n t h e r's obengenanntem Werka, 
sowie mit den ersten Druckbogen von U n  g e r  ' s  Met.hodik der praktischen 
Arithmetik (Leipzig 1888), aber doch nur  sol  wie man von der Vemandt- 
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schaft dreier Gemglde reden konnte, deren zwei am hissersten Rande, ein- 
mal rechts, einmal links, cino Personlichkcit erkenncn lassen, dia auf dem 
dritten Bilde den ganzen Mittelgrund stattlich erfüllt. 

Philipp Melanchthon war schon zu Lebzeiten Praeceptor Germaniae ge- 
nannt. Deutschlands Lehrer hat er um den Unterricht sich verdient ge- 
macht, welchen Namen auch die Bildungsstiitten führten, um welche es 
sich handelte. Eine Ar t  von solchen Rildungsst&tten miissen wir freilich 
ausnehmen, die Volksschule. Vorschriften für  diese hat Melanchthon nicht 
gegeben; erst die niedere Lateinschule, in  drei Classen zerfallend und darum 
Trivialschule genannt, erfreute sich des Wohlwollens des für  die Schule 
begeisterten Humanisten, der so sehr Humanist war ,  dass er einen Unter- 
richt nicht wtîrdigte, welcher nicht in  lateinischer Sprache ertheilt wurde, 
also selbst den Unterricht in der Universititssprache als ersten Lehrgegen- 
~ tand  bedingte. ,Die SchulmeisterY, sa,gt M., ,sollen selbst, aoweit moglich, 
nichts denn lateinisch mit den Knaben reden.u Schulherr dieser niedercn 
Lateinschule war nicht mehr, wie früher, eine kirchliche, sondern eine welt- 
liche Behürde. I n  gemeinsamer Bertîcksichtigung des für Staat und Kirche 
Unenthehrlichen war dem S t a d e ,  beziehungsweise der Stadt ,  die Pflicht 
auferlegt, Ersatz fur die a rg  heruntergekommene reine Eirchenschule zu 
schaffen. Um so auffallender erscheint es dem heutigen Leser, dass die 
Lehrgegenstiinde, welche den praktischen Lebensbedürfnissen gegenwartig 
weit mehr zugezahlt werden, als die Renntniss der lateinischen Sprache, dass 
Rechnen, Geschichte und Geographie der Trivialschule fremd sind. Erst  
die Universitat und die ihr ziemlich gleichstehende h6here Schule zu Nürn- 
berg, die auch wirklich in nicht allzulanger Frist zur Universitat Altorf 
sich umwandelte, kennen Lehrer der Mathematik und mathematischen Unter- 
richt niedrigsten Gegenstandes. ,,Die Anfangsgründe der Arithmetik , das 
Addiren und Subtrehiren sind unbedingt zum taglichen Gebrauche noth- 
wcndig und so leicht, dass Knaben sie erlernen konnen; die Regeln der 
Jlultiplication und Division erfordern allerdings ein wenig mehr Aufmerksam- 
keit, aber bei einiger Anstrengung werden sie doch bald begriffen.' So 
lauten M.'s Bnsichten über den arithmetischen Gehalt von Universitats- 
vorlesungeu. Zu ihrer Bethatigung hielt er zwei Professuren der Mathematik 
für nothwcndig unter den zehn Professuren der philosophischen Facult#t, 
wie man damals gerade statt  des früheren Namens der Artisten zu sagen 
anfing. Der heutige Mathematiker wird halb spottifch, halb mitleidig von 
der seinen Amtsvorgangern gestellten Aufgabe horen, und dennoch wird er 
hl. gegenüher sich zu Dank verpflichtet ftîhlen, denn dieser schuf, freilich 
in Nachahmung einer Einrichtung der Wiener Universitat, welche auf Kaiser 
Maximilian zurückgeht, ftir Deutschland die Form , der die sich entwickelnde 
Wissenschaft a l ldi l ig  erst den Inhalt liefern sollte. M. begnügte sich nicht 
damit, in dieser allgemeinen Weise für unsere Wissenschaft einzutreten. Er 
hat an der Herausgabe mathematischer Werke sich wenigstens durch Vor- 
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reden betheiligt, und unter den so durch ihn empfohlenen Schriften nennen 
wir S t i f e l ' s  Arithmetics 'integra, dns bedeutendste mathematische Werk 
eines deiitschen Verfassers im XVI. Jahrhunderte. Auch einige Declamationen 
M.'s sind zu nennen. Declamationon nannto M. lateinische Reden, welche 
bei festlichen Auliissen von ihm selbst oder von Anderen, fiir die er sie schrieb, 
vorgetragen wurden. Eine solche Declamation verfaeste M. als Antritts- 
vorlesung für J o a c h i m  B h a t i c u s .  Eine zweite über R e g i o m o n t a n u s  hielt 
er selbst. Als eine dritte Declamation M.'s hat in der Ausgabe seiner 
Werke (Corpus Reformatorum ed. C. G. Bretschneider XI ,  53 1-544, 
Halle 1843) die Rede Abdruck gefunden, welche einst R e g i o m o n t a n u s  
in Padua als Einleitung zu seinen Vorlesungen iiber A l f r a g a n u s  hiclt. 
Bei der grosscn Seltenheit des Nürnberger Druckes jener Rede von 1537 
ist die Wglichkeit,  dieselbe auch unter N.'s Narnen zu lesen, gewiss sehr 
angenehm, aber dass M. sie jemals alu sein Eigenthum beansprucht liaben 
sollte, scheint uns wenigstens unmoglich. Wir vermuthen hier eine kleine 
Ungeschicklichkeit des Herausgebers des Corpus Reformatorum, dadurch 
hervorgerufen, dass in jenem Nürnbwger Drucke von 1537 aimer der 
Rede des R e g i  o m  o n  t a n  u s  auch eine ,,Epistole Philippi Melanthonis nuncu- 
patoria ad Scnatum Norimbergenscmu abgedruckt i s t ,  und dass die Urhebcr- 
schaft der Rede und des Briefes vermengt wurden. Unsere Leser dürften 
an diesen geringfügigen Ausxügen aus einem kleinen Theile des umfang- 
reichen Bandes erkennen, wie vielerlei in demselben abgehandelt ist. 
M.'s Denkspruch war: ,,Multum , non multaSu Sein Biograph hat ,,multum 
e t  multa" geliefert. Caa~ox .  

Cleschiohte der unendlichen Reihen von Dr. R. REIFF, Professor am Ggm- 
nasium zu Heilbronn. Tübingen 1889. Verlag von H. Laupp. IV, 
212 S. 

Referent glaubt seinen Bericht mit den Worten beginnen zu sollen, 
dass ihm selten eine sorgsamere, fleissigere, srtuberere Arbeit in die Hande 
gekommen ist, ais die vorliegende. Herr R e  i f f hat  mit tiefern Versthd- 
nisse dio Aufgabe gestcllt, er hat  sie unter Bewaltigung ihrer grosscn 
Schwierigkeiten zu losen gewusst und seinen hoffentlich reeht zahlreichen 
Lesern die Gelegenheit geboten, in der mathematischen Spraehe der Gegen- 
wart zu lesen, was in der Ausdrueksweise der betreffenden Schriftsteller 
selbst sich anzueignen nicht immer so leicht i s t ,  als Mancher denken mag. 

Herr R o i f f  hat  seinen Cegenstand in drei Absehnitten behandelt. Der 
erste Abschnitt ist der der beginnenden Beschaftigiing mit unendlichen 
Reihen gewidmet. W a l l i s  , der ,  beilaufig bcmerkt, das Zeichen der 
Uuendlichkeit eingeführt zu haben scheint , B r O u n  c k e r , M e r c a t o r  mit 

durch fortgesetzte Division, J a m e s  Gregory, seiner Entwickelung von -- 
l + a  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dem der Name der Reihenconvergenz zu verdanken is t ,  sind die Miinner, 
welche den Boden vorbereiteten, auf welchen dann N e w t o n ,  L e i b n i z ,  
J a c o b  und J o h a n n  B e r n o u l l i  den Samen streuten, sus  welchem eine 
neuo Lchre entstchen sollte. Ueber K e w  t on ' s  A bhandlung ,De analysi 
per aequatione~ numero terminorum infinitasu wird verdientermassen aus- 
führlich berichtet. Alu Zweiter der Zeit nach erscheiut L e i b n i z ,  aber 
mit anderen Zwecken, mit anderen Hilfsmitteln. Nüssig, wie der Streit 
um das Erfinderrecht der Infinitesimalrecliniing, zu welcher die beiden 
Kebenbuhler von ganz verschiedenen Seiten und auf von einander ver- 
schiedenen Wegen gelangten, ware es zii  fragen, wieviel in  der Reihenlehre 
der Eino etwa von dcm Andern cntlehnt habe. Bci L e i b n i z  ist ins- 
besondere die Anwendung der von D e s c a r t e  s erfundenen Methode der 
unbestimmten Coefficienten auf unendliche Reihenentwickelung merkmürdig, 
und die erste, wenn auch noch nicht vollbewusste Anwenduug des Satzes 
von der Convergenz solcher Reihen, deren Glieder bei wechselndem Vor- 
zeichen kleiner und klejner werden. Die beiden B e r n o u l l i  sammeln die 
durch sie selbst wesentlich vermehrte Reihenlehre zu einem Ganzen. 

I n  dem zweiten Abschnitte zeigt sich die Periode der formalen Be- 
handlungsweise der Reihen. X O i v r  e mit der Erweiterung des binomischen 
Satzev zum polynomischen (einer Aufgabe, der L e i b n i z  sich allerdings 
schon 1693 zugewandt hatte), dann mit der Erfindung der recurrenten 
Reihen steht an der Spitze dieses Zeitraumes, ihm zunachst B r o o k  T a y -  
lor .  S t i r l i n g  und M a c  L a u r i n  setzen ihre Arbeiten fort, Letzterer 
bringt die vorher in ihrer Redeutung verkannte T a y  lor 'sche Reihe zu . 
richtiger Würdigung. Die Periode gipfclt in E ul e r  , a n  ihrer untcrcn Grenz- 
scheide steht L a g r  a n g e .  Der erste Band von E u l e r ' s  Einleitung in die 
Aiialysis des Unendlichen stellt zugleich das erste Lehrbuch der Reihenlehre 
dar, fussend aiif der Binouiialentwickelung. I n  einem Aufsatze von 1754 
ist die erste nach trigonometrischen Punctionen von Vielfachen der Ver- 
anderlichen fortschreitende Reihe summirt. So waren jetzt die beiden Haupt- 
gattungen unendlicher Reihen der Wissenschaft erworben, aber es war eine 
nur formale Errungenschaft. Vergcblich hatte V a r i g n o n ,  hatte N i c o l a u  s 
B e r n O u 11 i vor Anwendung divergenter Reihen gewarnt , vergebens E u l e r  
selbst 1734 ein Convergenokriteriurn entdeckt. Die ausscliliesslicfi formale 
Behandlungsweise blieb siegreich , und selbst L a g r a n g e  halt es noch für 
erlaubt, von der Entwickelbarkeit jeder Function in eine Potenzreihe seinen 
Ausgang zu nehmen. 

Der dritta Abschnitt führt uns zur Periode der exacten Behandlungs- 
weise, die mit G a u s s  beginnt. C a u c h y ,  A b e l ,  R a a b e ,  K u m m e r ,  
B e r t r a n d ,  O s s i a n  B o n n e t  sind die Namen der Miinner, welche die 
Kenntniss der Convergenzbedingungen vorzugsweise verbreiteten. D i r i c  h 1 e t  
gab der Lehre von den trigonometrischen Reihen eine feste Grundlage. 
S t O k a s und S e i  d e 1 schufen den Begriff der gleichmiissigen Convergenz. 
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Damit bricht die Geschichte der Lehre von den unendlichen Reihen ab. 
Sie geht in den Entwickelungen unserer neuesten Mathematik auf. Sie wird 
Gegenwart. CANTOR. 

A Bibliography of Oeodeey by  J. HOWARD GORE , B, S. Ph. D., Professor of 
mathematics, Columbian University; sometime astronomer U. S. Geo- 

- logical survey; acting assistant U. S. coast and geodetic survey; 
author of elements of geodesy. Washington 1889. Government 
Printing Office. 200 pag. 4O. 

Der Verfasser erzahlt uns i n  der Vorrede die Entstehungsweiae des 
Bandes, welcher heute im Drucke vollendet vor uns liegt. E r  stellte sich 
1885 die Aufgabe, eine Geschichte der Geodiisie zu schreihen, stiess aber 
gleich zu Anfang auf die Schwierigkeit des iiberall sich vordrangenden 
Zweifels, oh denn auch die gesammte Literatur des Gegenstandes bewaltigt 
sei ? Wir  k6nnen Hcrrn Go r e diesen Zwcifel recht deutlich nachempfinden, 
der uns bci unseren eigenen Arbeiten genau ebenso gcqualt het und der 
sicherlich keinem gewissenhaften Geschichtsforscher erspart geblieben ist. 
Herr G o r e  fing nuo a n ,  für  seine schriftstellerischen Zwecke Tite1 von 
Werken geodatischen Inhaltes zu sammeln und alphabetisch zu ordnen. Aber 
siehe da, die Sammlung wuchs zu nicht geahntem Umfange an und stellte 
schliesslich selbst ein Buch dar. Verschiedene gelehrte Korperschaften er- 
boten sich zur Herausgabe des so entstandenen Werkes, ihm wie sich selbd 
dadurch ein gliinzendes Zeugniss ausstellend. H. Go r e hat  begreiflicher 
Weise geglaubt, das Anerbieten annehmen zu müssen, welches in seiner 
Heimath ihm gemacht wurde, und somit erschien der Band als eine Ver- 
tiffentlichung der Küsten- und Landesvermessungsbeh6rde der Vereinigten 
Staaten von Kordamerika. Damit ist  für  Jeden, der irgend einmal eine 
Veriiffentlichung dieser Behorde sah,  zugleich ausgesprochen, dass die Aus- 
stattung Nichts zu wünschen tibrig lasst. Will eine derartige Bibliographie 
brauchbar sein, so muss sie einc doppelte Anordnung besitzcn, einmal nach 
dem Gegenstande der aufgeführten Schriften und zweitens nach dem Namen 
ihrer Verfasser. Herr G o r e  hat i n  der Tha t  diese beiden Anordnungen ge- 
troffen, hat  sie aber beim Drucke in e i n e  Reihenfolge verbunden, so dass 
ein Namens - und Inhaltsverzeichniss einheitlich vor uns liegt. Inwieweit 
Vollstandigkeit erreicht is t ,  kann nur  langerer Gebrauch erkennen lassen. 
Stichproben, die wir auch nach verhaltnissmassig seltenen und weniger be- 
kannten Werken anstellten, fielen nieht ungünstig dus. CAKTOE. 

Janus, ein Datumweiser für  allc Jahrhunderte , zusnmmengestellt von Dr. 
J. E. DOLIARIUS. Leipzig, Dyk'sche Buchhandlung. 

I n  der Grosse eines gewohnlichen Wandkalenders und m m  Preise von 
nur 1 Mark ist hier eine ganz a ~ g e n e h m e  Vorrichtung geschaffen, welche 
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durch eine in gewohnlichen Jahren einmal, in Schaltjahren zweimal zu voll- 
zichendo , leicht auf ihre Richtigkeit zu prüfendo Vorschiebung zum wirk- 
lichen Kalender des betreffenden Jahres wird. RückwZrts reicht die Be- 
nutzbarkeit bis zu Christi Geburt, vorwLrts bis zum Ende des Jahres  2099. 
Praktisch ist daher die Reoeichnung ,,ftir alle JahrhunderteU imnierhin 
gerechtfertigt, und wahr ist auch, was der Verleger neben dem Haupt- 
vorzuge der einfachen Schiebereinstellung brtont,  dass die Tafel die Daten 
des ganzen, nicht blos eines halben Jahres anf einen Blick ersichtlich macht, 
und dass das Aufsuchen nach einmal eingeetelltem Schieber so rasch wie 
bei eincm gewohnlichen Kalender, den man vor sich zu haben wiihncn 
kann, erfolgt. CANTOR. 

Die Meteorologie ihreni neuesten Standpunkte gemass und mit besonderer 
Berücksichtigung geographischerFragen dargestellt von Dr. S. G ~ N T H E R .  
Mit 7 1 Abbildungen. München, Verlag von Th. Ackermann. 1889. 
8O. 7111, 304 S. 

In den Werken von S p r u n g ,  von H a n n  und W o e i k o w ,  von v a n  
B e b b e r  besitzen mir musterhafte Leistungen, ausserordentlich reiche und 
schhe wissenschaftliche Darstellungen der Hauptzweige der Meteorologie, 
nicht minder in den kleineren Büchern von K l e i n  und M o h n  auf das 
Wichtigste sich besehrSnkende, im besten Siun populare Behandlungen des 
genannten Wissenszweiges, der theoretisch ebenso interessant, als praktisch 
wichtig zugleich in der regsten fortschreitenden Entwickelung begriffen ist. 
Gleichwohl glaubte der Verfasser, dass es fehle .an einem nicht zu umfang- 
reichen Buch, welches zun%chst die Wtinsche der Studirenden ius Auge fasst 
und den meteorologischen Tagesfragen in weiterem Rahmen gerecht zu werden 
sucht, zugleich auch nach Xoglichkeit die massenhaft anschwellende schrift- 
stellerische Arbeit der allerneuesten Zeit verwerthet' - und eben ein solches 
Buch will er nun in der vorliegenden Arbeit darbieten. 

Diese wendet sich drum auch in erster Linie a n  Studirende der Natur- 
wissenschaften und der Erdkundo, dann überhaupt an einen nicht mit der 
Bachwelt im engeren Sinne zusammenfallenden Leserkreis. Gerade sus letz- 
terem Grunde ist von der Verwendimg und Ausuützung uiatheuiatiecher 
Betrachtungen und Pormeln fast dlirchweg Abstand genommen, wohl aber 
tritt allerorten im Buche das Bestreben zu Tage, Gedankengang und Er -  
gebnisse der von den Mannern der Wissenschaft durrhgeführten beziiglichen 
mathematischcn Untersuchungen dem Leser in sachgemasser Umschreibung 
vorzutragen und zwar wirklich die Neteorologie in ihrer neuesten Gestaltung 
vorzutragen. 

Und auch auf das zweite, mie alle seitherigen Werke,  so auch dieses 
Rnch des Verfassers kennzeichnende Merkmal sei hier sofort hingewiesen, 
auf das die ganze Darstellung beherrschende Bestreben, die geschichtliche 
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Entwickelung der einzelnen Lehren der Meteorologie recht deutlich hervor- 
treten zu lassen. Freilich ist die Durchführung nicht derart gehaltcn, dass 
ctwa jedem Abschnitt eine Uebersicht seiner Geschichte voranginge und ihr 
dann die systematische Darstellung folgte so, wie diese nach der wissenschaft- 
lichen Auffassuiig des Verfassers heute zii geben ist, sondern in geschichtlicher 
Erzahlung voranschreitend und mit dieser verwebt, zwischen hinein kritisch 
behandelt und wohl auch gesichtet, wird der wissenschaftliche Stoff vor- 
geführt. Nun ist Referent ein sehr grosser Freund geschichtlicher Forschung 
und ist überaus geneigt, dercn Ergcbnisso ails methoàischcn und didaktischen 
Rücksichten verwerthet zu sehen, er is t  auch personlich dem Verfasser zu 
Dank verpfiichtet fur die vielfiiltige Anregung und Belehrung, die er gerade 
aus den geschichtlichen Ueberblicken des Buchev gewonnen; aber gleichwohl 
scheint ihm der Verfasser hier zu a e i t  gegangen, ihm scheint das jeweilige 
wissenschaftliche Schlussergebniss der einzelnen Unter - und Haiiptabschnitte 
des Ruches nicht deutliçh genug herauszutreten; der schon Orientirte findet 
sich ja gewiss rasch zurecht; der Studircndo aber, dem ja in erster Linie 
das Buch gelten soll, mag einige Mühe haben, gerade Das, was er lernen 
und festhalten, will, sich zusammenzusuçhen und es gegliedert neben 
einander zu sehen, und dies um so mehr,  als der Marigel an paragraphen- 
weiser Abtheilung des Buches jenen Miscstand verstiirkt. Eben hierdurch 
ist die auch wiederholt zu beobachtende Erscheinung hedingt, dass ver- 
h%ltnissmassig nebensiichliche Dinge in den Text aufgenommen sind, wichtige, 
sogar grundlegcnde Erkliirungen abor in  die Fussnoten verwicsen erscheinen. 

Immerhin ist die vom Verfasser gebotene Leistung eine recht fleissige 
und ditnkenswerthe. Eine rasche Uebersicht über die Haupttheile des 
Buches nGge den reichen Gehalt desselben hervortreten lassen. 

Eine E i n l e i t u n g  (S. 1-10) bespricht ,die Aufgabe und geschicht- 
liche Entwickelnng der Meteorologieu, zeigt, wie allmiilig Sinn und Umfang 
des unter diesem Namen zusammengefassten Wissenszweiges gewechselt, a ie  
heutc sein Wesen gcnauer zu bcstimmen und in welcho Haupttheile die 
Meteorologie behufs bequemer Uebersicht zu zerfdlen sei. 

Da ja doch ausschliesslich die Zustiinde innerhalb des unsere Erdkugel 
umschliessenden ,,Luftkreisesu (- warum nicht ,,Luftschaleu oder ,Luft- 
hülleY ? -) zur Betrachtung zu kommen haben, so lehrt das e r s  t e  H a u p t  - 
s t ü c k  (S. 10-77) die ,,ALlgemeinen Eigenschaften der Atmosphare und 
deren Beobachtung". Es  werden die geometrischen, die chemischen, die 
physikalischen Eigenschaften der Luft dargelegt, ohne vorerst ihrer Be- 
wegung naher zu treten, und es werden d a m  (S. 31 flg.) die zum Studium 
jener Eigenschaften dienenden acht Hauptarten von Instrumenten besprochen, 
wobei das Evaporimeter als ,,das Zukunftsinstrument der Klimakundeu be- 
sondere Beachtung findet ; auch die Verfahrungsweisen, tiberhaupt Beobach- 
tungen anzustellen und rechnerisch oder graphisch weiter zu verarbeiten, 
werden nicht vergessen. 
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gefasst werden konnen; leider konnten hierbei K i  e s s l i  n g 'a Untersuchungcn 
noch keine Beniitzung finden. 

Das Vorstehende zeigt, einen wie reichen Inhalt der Verfasser auf den 
knapp 300 Seiten seines Buches zu bewaltigen verstanden hat. Dabei ist, 
trotz der fast zu reichen Stoffanhaufimg, die Form der narstellung fast 
durchweg deutlich und klar,  so dass das Buch entschiedcn empfohlen werden 
kann, trotz dor einzelnen Ausstellungen, die ich oben zu machen hatte und 
zu welchen selbst noch eine weitere zugeftigt werden konnte, namlich den 
gar zu haufigen Gebrauch wohl vermeidbarer Fremdworter betreffehd - 
oder sollten nicht z. B. generell, illusorisch und gar  die ,,passagEre IIebungu 
(S. 178) u. Aehnl. vermieden werden konnen? 

Die Ausstattiing des Biiches is t  giit, nur hatte von Seiten des Verlegers 
für  eine gleichmassigere Zeichnung der Figuren gesorgt werden sollen. Man 
vergleiche nur Fig. 53 mit 50 oder 46 und gar  mit Fig. 7! Solcb' rohe 
Figuren, wie Nr. 7 oder 21 oder selbst 26 sollten heute doch nicht mehr 
geboten werden; dies zu vermeiden ist der Verleger dem Leser, wie dem 
Verfasser in gleicher Weise schuldig. P. TREUTLEIN. 

Fehle r  b e i  Bestimmung der  Schwingnngsdaner von  Magneten und ihr 
Einflnss anf absolnte Messnngen der  Horizontalintensitat dee 
Erdmagnetismua. Von E. LEYST. St. Petersburg 1887. I n  Com- 
mission der kais. Akademie (Leipzig, V o s '  Sortiment). 4'. 33 S. 

Untersuchung liber Nadelinclinatorien. Von E. LEYST. Ebenda. 4 O. 
133 S. 2 Tafeln. 

Nach dem Vorgange A. v. H u m b o l d t ' s  wird die Grosse der erd- 
magnetischen Starke gemeiniglich durch die Schwingungen einer horizontal 
frei beweglichen Kadel gemessen, doch war allerdings schon früher, be- 
sonders von K O h l r a u s c h , darauf hingewiesen worden , dass dieses Ver- 
fahren mit  mancherlei Fehlerquellen behaftet sei,  und wesentlich aus diesem 
Grunde ha t  man sich neuerdings der Wiigungsmethode i n  ihren verschie- 
denen Abzweigungen (Ta e p l e r  und L. W e b er)  zugewcndet. Herr L e y  s t ,  
Observator des berühmtcn geophysikalischen Observatoriums von Pawlowsk, 
untersucht in  der zuerst erwahnten Abhandlung jene Fehler auf analytiscbem 
Wege,  indem er den Einfluss berechnet, welchen die unrichtige Bestimmung 
einer der  zahlreichen in die Schlussformel für die ITorizontalcomponente 
eingehenden Grossen auf das Resultat ausübt. E r  findet, dass die noch 
ertragliche Grosse einer gewissen Storiing - in den S. 9 formulirten Lehr- 
satz ha t  sich ein auf den ersten Blick selbst als kleine Storung empfundencr 
Druckfehler eingeschlichen - der Schwingungsdauer der Magnete umgekehrt 
proportional ist. Fernerhin lehrt e r  die Folgen abzuschiitzen, welche sich 
aus einer Veriinderung der zu messenden Kraft im Verlaufe der Beobachtung 
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ergeben; nimmt niimlich diese Kraft bei Beginn der Beobachtungen zu, um 
sich nachher wieder zu verkleinern, so fsllt das allgemeine Mittel zu klein 
eus, und umgckehrt verhlilt es sich, wenn auch die Aenderung~tendenz in 
der Grosse der Horizontalcomponente die ontgegcngesetzte ist. Diesc und 
andere Vahrnehrnungen, vornebmlich hinsichtlich der Rücksichtnahme auf 
Temperaturanderungen und nicht ausreichend genau bekanntes Triigheits- 
moment des oscillirenden Stabes, werden in der Praxis beachtet werden 
miissen. 

Die zweite, umfangreichere Schrifk verdankt ihre Entstehung dem Um- 
stande, dass der Verfasser die Leistiingen dreier sehr weit voneinander 
getiennter Nadelinclinatorien - in Pawlowsk, Jekaterineburg und Irkutsk 
- mit dencn eines an ersterem Orte aufgcstcllten Erdinductors zu ver- 
gleichen sich in die Lage versetzt sah. Die mit hingebendem Fleisse durch- 
geführte und auf ein uugeheures Zahlenmaterial sich sttitzende Untersuchung 
führt dahin, die Bedeutung der Unvollkommenheiten zu erkennen, welche 
das dteste und iiatürlichste, schon von G i l b e r t  und K e p l e r  angegebene 
Instrument zur Messung der magneti~chen Steigung in seiiier Wirkung 
beeintrachtigen, und xwar sind solcher Fehler im Wesentlichen vier vor- 
handen. Für's Ersto wird der Drehpunkt der Nadel nicht genau mit dem 
Nittelpunkte des Theilkreises sich decken (Excentricitatsfehler); zum Zweiten 
iat irn Allgemeinen der Parallelismus zwischen der Limbusebene und den 
parallelen Endflacheu der Nadel nicht mit absoluter Scharfe hei~ustel len;  
drittens hringen die jetzt rneist im Interesse exacterer Ablesung verwendeten 
Yikroskope ein Element der Unsicherheit herein, weil ihre Fadenstellung 
sehr leicht unrichtig wird, und zum Schlnsse bringt die Verticalstellung 
der bei den alteren Werkzeugen dieser Art  horizontal liegenden Arretir- 
vorrichtung mancherlei Unzutraglichkeiten mit sich. Um diesen Mangeln 
müglichst abzuhelfen und doch das einfache Princip unmittelbarer Ablesung 
der gesuchten Winkelgrosse zu retten, schlagt der Verfasser vor , Kreise 
von grossem Halbmesser anzuwenden; freilich sol1 der Magnetstab an sich 
nur kurz sein, allein dia Aiisgleichung ist unschwer herbeizuführen, indem 
man diescm Stabe auf beidcn Seiten Vcrliingerungen von unmagnctischem 
Stoffe ansetat, welche bis zu dem eingetheilten Rande reichen. Die Mikro- 
skope wiren gleichzeitig als Nonien zu benützen. Auch sonst noch theilt 
der Verfasser aus dem reichen Schatze seiner pers6nlichen Erfahrungen 
manche Winke und Erinnerungen mit ,  welche d a m  dienen konnen, der 
Inclinationsbussole wieder zu der Werthschatzung zu verhelfen, deren sie 
im Laufe der letzten Jahro allmtilig verlustig gehen zu wollen schien. 

München.  Dr. S. GCXTHER. 

Ebene und ranmliche Oeometrie des Maasses in organischer Verbindung 
mit der Lehre von  den Kreia- und Hyperbelfnnctionen, neu dar- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



gonometrie, die sich auf den jetzt erst zugezogenen Coordinatenbegriff 
st,iitzt, schliesst sich a n  die Trigonometrie a n ,  und es werden in diesem 
Abschnitte zugleich die Formeln für schwingende Bewegungen hergeleitet, 
urn f i r  Ausdrücke von der Form (mz ru) eine Veranschaulichuiig zu ge- 
winnen. Die Bet,rachtung derjenigen Curven, welche für Tangens und 
Sinus dieselbe Bedeutung haben, wie die bekannte Wellenlinie für Sinus, 
führt von selbst zur gleichseitiçen Hyperbel, welche hiermit ihre Stellung 
neben dem Kreise angewiesen erhslt. Indessen werden, ehe man zu ihrer 
niiheren Untersnchung schreitet , zuvor noch die Lehrsatze von Mo i v r e  
und die verschiedenen Rcihcnentwicklungcn vorgcnommen, bei welch' letztercn 
sich auch Gelegenheit bietet, den Lever mit der imaginaren Einheit und 
ihren Potenzen vertraut xu machen. 

Die Veranlassung, hyperbolische Argumente und Functionen ins Auge 
zu fassen, ergiebt sich dem Verfasser durch eine Ueberlegung, welche, 
seiner eigenen Angabe zufolge, das geometrische Gegenstück jener algebraischen 
Reciiraionsgleichiingen darstellt , auf welchen Go e t  t i  n g  in seiner Schrift 
,Die Functionen Cosinus und Sinus bcliehigcr Elementeu (Berlin 1881) die 
ganze Goniometrie aufgebaut hat. So werden die Grundformeln sehr leicht 
erhalten, die Einerleiheit der cyklischen und hyperbolischen Functionen 
beim Uebergange des Argumentes aus dem reellen in das inmginare Gebiet 
und umgekehrt bietet sich gleichfalls ganz ungezwungen dar ;  sehr hübsch 
ist u. A. die Anwendung der Hyperbelfunctionen auf die Quadratur der 
Parabel. Unter den einen bedeutenden Platz einnehmenden Rechnungeu, 
in denen Kreis- und Hyperbelfunctioncn vermischt m h i n a n d e r  auftreten, 
ist uns manches Neue und nicht minder die grosse Fertigkeit des Verfassers 
in der Transformation verwickelter Formeln aufgefallen. Die Nutzanwendung 
bescfirankt sich auch nicht auf die Ebene, sondern es wird auch zur dritten 
Dimension aufgestiegen und ftir die durch die Umdrehung von Kegel- 
schnitten entstandenen Kb'rper die Inha lh-  und Oberfltichenbestimmung 
durchgeführt, wobei sich die AuflGsung cubischer Gleichungen irreducibeln 
und rcducibeln Fallcs als Corollar hinzugesellt. Die Projection wird dabei 
vielfach und sehr geschickt verwendet. Mancheu, was wir hier sehen, is t  
in der Shat würdig, Gemeingut der Lehrbüciier für Analysis und h6here 
Geometrie zu werden, so z. B. die Complanat,ion des zweiaxigen Rota- 
tionsellipsoides. 

Den Schluss des Werkes bildet die raumliche Trigonometrie, deren 
Begründung nicht mindcr an viclen Ortcn die ausgefahrenen Gleise verlBsst. 
Vielleicht wgre es ,  ziimal da in früheren Capiteln auf die Anschaulichkeit 
entschieden Werth gelegt is t ,  Manchem erwünscht gewesen, die Deduction 
nicht so ausschliessend analytisch gehalten zu sehen, wie sie es in Wirk- 
lichkeit ist. Die zur Darlegung des Nutzens dieser Disciplin in  ziemlichem 
Umfange eingcstrcuton sphiirisch - astronomischen Aufgaben werden durchweg 
auch mit Zuhilfenahme der hyperbolischen Functionen aufgelost, die sich 
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in vielleiclit unerwarteter Weise gerade für die Probleme der nautischen 
Astronomie sehr forderlich erweisen. Sodann aber geht dor Verfasser xu 
einer Einflihrung in die Spharik selbst liber und erledigt deren wichtigste 
Satze, überall a n  das graphische Bild anknüpfend, mit einem verhtiltniss- 
massig geringen Aufgebote von eigentlichem Calcul. Sogar das apollonische 
Taktionsproblem auf der Kugelflacbe und die spharischen Kegelschuitte 
werden in den Kreis der Erorterung gezogen. Nachdem dann gezeigt ist, 
wie sich für den Kugelradius unendlich alle Wahrheiten der spharischen 
i n  solche der ebenen Trigonometrie verwandcln, reiht sich noch cine An- 
wendung der Baurntrigonometrie auf die Korperlehre a n ,  welche in der 
Uestimmung der wichtigen Elemente ftir die Construction der fünf regel- 
massigen Polyeder gipfelt. Literargeschichtliche Noten beenden das Buch 
und machen den Leser mit Erscheinungen des Büchermarktes von ver- 
wandtem Charakter bekannt. 

Kenntniss der Infinitesimalrechnung wird niclit vorausgesetxt, die alge- 
braische Vorbildung dagegen muss imrnerhin eine etwas tiefer gehende sein, 
nicht sowohl der thatsiichlichen Anforderungen halber, sondern mehr des- 
halb, weil der Verfasser einen getibten Formelreçhner allenthalben voraus- 
setxt. Von den Determinanten wird nur ganz gelegentlich ein ziemlich 
beschriinkter Gebrauch gemacht. Die L i  e r s  e m  a n n  'schen Anschauuugen 
ilber das unendlich Grosse und Kleine, zu denen sich auch Herr H u e b n e r  
bekennt, haben uns niemals behagt und konnen es auch jetzt nicht, denn 
wir ver~nogen erstens nicht einzusehen, dass damit ein wirklicher Gewinn 
erzielt werde, und befürchten ferner, dass der Anfanger durch die Aus- 
drücke E ,  O und Ki sich sehr loicht verleiten lassen konnte, veriinderliche 
Grossen als constante zu behandeln. Doch dies nur  nebenbei. 

M t î n c h e n .  Dr. S. G ~ N T H E R .  

Bing'a Kreiswinkel ,  ein Bcitrag zur Losung der Q u a  d r a  t u r  d e s  Kreises .  
Redigirt vorn Regierungsbauführer DORST. Druck und Verlag von 
Schleicher & Schüll i n  Düren. 

Der Unterzeichnete würde eine Kritik des vorliegenden Schriftchens fiir 
unnothig halten, wenn dasselbe nicht von Seiten des Verlegers mit folgender 
Reclame ausgestattet ware (S. 4): 

Nachstehendes Gutachten ging uns von einer A u  t O r i t a t e r s  t en 
R a n g e s  zu: 

,,Ich halte den Kreiswinkel für  ein sehr ntitzliches Instrument, da 
die A n w e d u n g  desselben die r a s  c h e und e x a c t e  Losung einer g r  os sen 
Z a h l  mathematischer Aufgaben ermoglicht, ohne dass man nothig hat, 
u m s t i i n d l i c h e  R e c h n u n g e n ,  gegebenen Falls unter Zuhilfenahme 
trigonometrischer Tabellen durchzuführen." 

L. P i n e g e r ,  
Prof. d. MaschinonhanLunde am konigl. Polytechnikum in Aaclieu. 
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Wie viel, oder besser, wie wenig an diesen Behauptungen is t ,  wird 
das Folgende zeigen. 

Im Vorworte sagt der Erfinder E d. B i n  g (techniacher Director einer 
Waggonfabrik in Riga), dass die Bemühungen, den Kreis durch Construc- 
tionen zu rectificiren und quadriren , ,, n O c h  h e u t  z u t  a g  e f O r t g e  s e t  z t 
w e r d e n Y  - ; das gilt allerdings für unwissende Dilettanten, nicht aber fü r  
Xathematiker, denen bekannt i s t ,  dass n; nicht Wurzel einer algebraischen 
Gleichung sein kann. 

Unter ,Kreiswinkel au versteht der Verfasser den durch die Gleichung 
cosci = 4 i n  bestimrntcn spitzen Winkel , welcher (auf Bruchtheile von 
Secunden genau) = 27 35' 50" ist und,  in Hartgummi ausgeführt, von dem 
Verleger bezogen werden kann. F ü r  einen liber dem Durchmesser d be- 
schriebenen Kreis ist nun dcosci die Seite des Quadrats von gleicher Flàche, 
dcosea die Lange des Kreisquadranten; ebenso leicht lassen sich die urn- 
gekehrten Aufgaben durch Projectionen losen, und es mag  dies bequem 
für eolche Zeichner sein, die viele Kreise zu quadriren bez. zu rectificiren 
hsben. 

Die Quadratur einer aus den Halbaxen a und b construirten Ellipse 
wird auf die Quadratur des Kreises vom Durchmesser a + b zurückgeführt 
(Nr. 5 ) ,  BO dass die Ellipsenfiache = a n  (a + b)l sein müsste. Hier zeigt sich 
eine grobe Unwissenheit, die nicht selten zu riesigen Fehlern ftîhrt; beispiels- 
weise ist im Falle a = 11 , b = 3 die wahre Ellipsenfiache = 33z = 103,67, 
die nach der vorigen Formel berechnete = 49n = 153,94, also nm circa 
5OU/, zu gross und ilberdies g r  6 s s e r  ale dio Flache des u m  die Ellipse 
construirten Rechtecks 22 . 6  = 132. - 

Das Problem der ,,Verwandlung eines Kreisbogens in  eine gerade Linieu 
beseichnet derverfasser als , e i n  h o c h s t  w i c h t i g e s ,  w e l c h e s  b i s  j e t z t  
n ich t  g r a p h i s c h  g e l 6 s t  w e r d e n  k o n n t o ,  s i c h  a b e r  U b e r r a s c h e n d  
le ich t  m i t t e l s  d e s  K r e i s w i n k e l s  16st.' Dazu erhàlt man folgende 
iinweisung: Ziehe im Kreise vom Halbmesser CA = 1 die zu einander senk- 
rechten Durchmesser A C B  und D C E ,  nehme den Peripheriewiukel B AG = a, 
lege G H  normal zu A B  (so dass A H =  i n ) ,  schneide von D nach C hin 
die Strecke D J =  A H  ab,  bescbreibe aus H und J mit dem Radius A D  
Krcisbogen, die sich in E schneiden; wird nun von dem festen Punkte K 
nach irgend einem Punkte F des Kreisquadranten AD die Gerade EF go- 
zogen, welche die Sehne A D  in L schneidet, und wird ferner durch L 
eine Parallele zu D H  gelegt,  die AB in M trifft, so ist, ,,fast mathematisch 
genau", A M  = arcAF. Durch Einfachheit überrascht diese Construction 
sichcrlich nicht, da sie das Ziehen von 7 Geraden und 2 Kreisbogen ver- 
lsngt; sie ist aber auch tiberflüssig, da man seit 200 Jahren eine sehr 

* Die zugehorige Fig. 6 paest insofern nicht zum Texte, als darin F i n  einer 
Geraden mi t  K und C liegt, wahrend der Text ein beliebiges F voraussetzt. 

2. 
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Der Unterricht in der  analytischen Cleometrie. Für  Lehrer und m m  Selbst- 
unterricht von Dr. WILHELM KRUMYE, Director der Ober- Realschule 
zu Braunschweig. Mit 53 Figuren im Sext. Braunschweig bei Otto 
Salle. 1889. XVI ,  311 S. 

Der durch sein Lchrbuch der Physik, sowie durch zahlreiche Abhand- 
lungen im piidagogischen Archiv wo hlbekannte Verfasser beabsichtigt durch 
das vorliegende Werk, die erfahrungsmiissig mit grossen Schwierigkeiten ver- 
knüpfte erste Einfuhrung in d i e  a n a l y t i s c h e  G e o m e t r i e  d e r  E b e n e  
Lehrer und Schülern zu erleichtern. Dasselbe ist vorzugsweise und sein 
e r s te r  (allgemeiner) Theil ausschliesslich für Lehrer bestimmt. Hinsicht- 
lich der M e t h o d i k  des Unterrichtes stellt der Verfasser A n s c h a u l i c h -  
k e i t  und  K ü r z e  in den Vordergrund. Er verwirft dahcr das rein analy- 
tische Verfahren, dem Anschaulichkeit ganz und Kürze je nach Umstiinden 
abgesprochen werden rnuss. Vielmehr soll der Schüler analytisches und 
Euklidisches Verfahren wie zwei stets bereite Werkzeuge zur Hand haben 
und Rechnungen vermeiden, wo es nur geht. Weiter fordert der Verfasser, 
dajs auf der obersten Unterrichtsstufe hauptsiichlich d a s  Auf  f i n d  e n  von 
Satzen geübt werdc, weniger das Bcweisen derselben, und zeigt hierauf an 
einzelnen hlusterbeispielen, wie er sich die praktische Durchführung dieser 
Grundsatze denkt. Was sodann die A n  w e n d u n g  e n betrifft, so identificire 
man nicht analytische Geometrie und Kegelschuittslehre; wern es nur um 
letztere zu thun k t ,  der rerfahre lieber nach Euklidischer Methode, die 
das Ziel rascher erreichen lasst. Vielmehr soll der Schüler durch Beispiele 
aus der Physik, astronomischen Geographie u. S. W. ,in der analytischen 
Geometrie cin nothwendiges und unersetzliches Hilfsmittel zur Erforschung 
çnd zur Darstellung von Vorgangen in der Natur kennen lernen". Ueber 
diesen Punkt spricht sich der Verfasser besonders eingeherd aus. Von den 
hierher gehorigen Aufgaben seien genannt: Brechung des Lichtes durch 
Kalkspath, Gestalt der Erdbahn, Gestalt des Erdk6rp3rs, hyperbolische 
Figur zwischen zwei Platten durch Haarrohrchenkraft entstanden , para- 
boloidische Obcrflache eines mit Wasser gcfüllten Cylinders im Dre,hungs- 
zustand u. S. W. Besonderes Gewicht legt er endlîch auf die g r a p  h i  s c h e  
W i  eder  g a  b e nunierischer Gleichungen und bietet namentlich ein reich- 
haltiges Uebungsmaterial quadratischer Gleichungen mit zwei VerBnderlichen, 
aus melchen Mittelpunkte, Axen u. S. W. der zugehorigen Kegelschnitte be- 
stimmt verden sollen. Um nun dern analytisch -geometrischen Unterricht 
den zum Gedeihen nothwendigen Raum zu verschaffen, s c h r  a n k  e m a n  
d i e  g e o m e t r i s c h e n  C o n c u r r e n z f % c h e r  n a c h  M o g l i c h k e i t  e i n .  
Man versehone den Scbüler der Oberclassen mit besonders schwierigen Auf- 
gaben und mit Kunstgriffen, die ziemlich werthlos und sogar bedenklich 
sind. Ebenso sei die planrnassige Untersuchuiig de r  Kegelschnitte nach 
Euklidischer Art als vollstandig übcrflüssig zu verwerfen und auch die so- 
genannte neuere Geometrie vom Unterricht auszuschliessen. Da indess die 
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Lebrplane von 1882 ftir Realgymnasien und Oberrealschulen die Grundlehren 
der synthetischen Geometrie verlangen, so m6ge man die Satze von den 
harmonischcn Gebildcn und den polaren Beziehungen beim Kreis durch- 
nehmen, die Betrachtung der Kegelschnitte als Kreisprojectionen und ala 
Erzeugnisse projectiviscber Punktreihen und Strahlenbtischel aber habe bei 
ihrer geringen Verwendbarkeit auf anderen Gebieten für die Schule keinen 
Werth. 

Diesem allgemeinen Theil folgt als b e  s o n d  e r  e r  ein auf den obigen 
Grundsatzen aufgebautes L e  h r -  u n d  U e b u n  g s  b u c  h. Dasselbe ist so 
grtindlich bearbeitot, dass es auch sehr wohl zum Selbstunterricht benutzt 
werden kann. Es zerfillt i n  drei Stufen, von denen jede folgende an die 
Denkarbeit des Schülers grtissere Anforderungen stellt , als die vorhergehende. 
Die e r s  t e  Stufe umfasst die Capitel, welche man gemeiniglich auf der 
Scbule durchzunehmen pflegt. Hierbei ist fast durchgiingig das recht- 
winklige Coordinatensystem benutzt, ausserdem sind mehrfach Ueberaichten 
aufgestellt , welche den Stoff enthalten , der dem Gedachtniss durch fort- 
gesetzte Uebungen einzupragen ist. Auf der z w e i t e n  Stufe werden die 
abgektirzte Bezeichnungsweise der Gleichungen gerader Linien, polare Be- 
ziehungen beim Kreis und Kegelschnittsgleichungen für  schiefwinkliges 
System behandelt , endlich auf der d r  i t t e n die allgemeine Gleichung 
zweiten Grades, ihre Entstehung , ihre Anwendung auf Kegelschnitts - Eigen- 
schaften und ihre geometrische Bedeutung. 

Aus den obigen Angaben wird man wohl zur Genüge erkcnncn, dass 
das vorliegende Buch die Frucht einer reichen padagogischen Erfahrung ist. 
Von den Grundstitzen des Verfassers wollen wir namentlich die Verbindung 
der analytischen Geometrie mit der Euklidischen hervorheben, da wir gerade 
diese für einen wesentlichen Fortschritt unseres heutigen analytisch-geo- 
metrischen Unterrichts halten. 1st doch auch in der htiheren Ceometrie der 
Gegensatz zwischen analytischem und synthetischem Verfahren, der zu 

S t e  i n e r 's und M a g n u s '  Zeiten i n  der scharfsten Weise hervortrat , schon 
seit Jahrzehnten zum Ausgleich gebracht. Man versaume daher nie, den 
Schüler darauf hinzuweisen, wie oft sich ein durch mühsame Rechnung ge- 
fundenes Resultat auf synthetischem Wege durch einfache und anschauliche 
Betrachtungsweise herleiten l h t .  

Die beiden einzigen Punkte,  in welchen wir mit dem Verfasser nicht 
tibereinstimmen, sind die Anwendungen der Euklidischen und neugeometrischen 
Methode auf die Kegelschnittc. Erstere sol1 nur  im Dienst der analytischen 
Geometrie auftreten , eine selbstiindige Verwendung derselben aber wird ver- 
w o r f ~ n .  Nun giebt es aber eine nicht geringe Anzahl von Satzen, welche 
sich rein Euklidisch weit einfacher beweisen lassen, als selbst mittels ge- 

mischter Methode, w;e z. B. auf S. 37, S. 151 etc. Wenn nun anch in 
solchen Fallen der Verfasser der letzteren das Wort  redet, so befindet er 
sich im Widerspruch mit der a n  verschiedenen Orten (2. B. auf derselben 
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S. 37) geausserten Ansicht, immer den einfachsten Weg zu wahlen, TJnseres 
Erachtens fIibrt man den Schiiler am besten nach der von ihm bereits als 
bewahrt erkannten Euklidischen Nethode in die Kegelschnittslehre ein, und 
zwar in der Classe, in welcher die Kreislehre eingeübt wird, da er schon 
in dieser sehr wohl irn Stande is t ,  die ersten einfachen Constructionen, 
namentlich die, welche sich auf die Tangente beziehen, zu vervtehen und 
anzuwenden. Sodann behandle man die Kegelschnitte in  der Stereometrie 
als Schnittfiguren des Umdrehungskegels und zwar nach der jetzt allgemein 
verbreiteten Methode der Dandelin'schen Kugeln. Die graphische Deu- 
tung numerischer qiiadratischen Gleichungen, aiif welche der Verfasser mit 
Recht Gewicht legt,  wurden wir ebenfallv lieber als Vorbereitung zum Unter- 
richt der analytischen Geometrie, und zwar in  der Algebre durchgcnommen 
sehen. Uan wiirde sich auf diese Weise mehr dem historischen Weg ntihern, 
dessen allgemeine Ignorirung sich zweifellos in  der Schule racht. Denn als 
Bedürfniss tritt die analytische Geometrie erst in  der Curvenlehre auf, in  
der Lehre von der Geraden und dem Kreis wird sie dem Anfanger immer 
gekiinstelt erscheinen. 1st aber erst der Schliler in der angegebenen Weise 
stofflich und methodisch vorbereitet, so werden die Schwierigkeiten, welche 
sich ohne diese Vorbereitung zeigen, von selbst verschwinden. Was endlich 
die Gründe betrifft, welche der Verfasser gegen die neuere Geometrie geltend 
macht, so stimmen wir ihm nur  dann bei,  wenn e r  letztere im Sinne 
S te iner ' s  auffasst. Warum will man aber nicht statt  deren die Central- 
projection P o  n c e l  e t 's wahlen ? Letztere ist unbedingt vom padagogischen 
Standpunkt aus der ersteren vorzuziehen. 1st nun der Schüler mit den har- 
monischen Gebilden und den polaren Beziehungen beim Kreis bekannt ge- 
worden, was ja der Verfasser dem Schulunterricht noch zugcstelien will, 
weiss er ferner (S. 210), dass sich jedcr Kegelschnitt centrisch zum Kreia 
projiciren ltisst, so ist das gesamrnte Material entwickelt, um die Haupt- 
satze der neueren Geometrie am Kegelschnitt ohne irgendwelche Schwierig- 
keit auffinden und beweisen zu konnen. Der Schiiler lernt nun in sehr 
wenig Stunden den ganzen Giltigkeitsbereich der Satze von den polaren 
Gebilden kennen und findet zugleieh, dass der Satz vom ebenen Schnitt des 
geraden Krciskegels nicht allcin ,an sich interessantu i s t ,  sondern dass er 
eine fundamentale Bedeutung hat. Aber gerade da,  wo Lehrer und Schiiler 
die Frucht ihrer gemeinsamen Arbeit geniessen k6nnen - schneidet der 
Ferfasser den Paden a b ,  damit die analytische Geometrie nicht leide. Dem 
konnen wir allerdings nicht beipfiichten. 

Indess berührt dieseMeinungsverschiedenheit den analytisch-geometrischen 
Unterricht selbst zu wenig, und es sind der Vorztige des Buches so viele, 
dass wir ihm im Interesse des mathematischen Unterrichts eine weite Ver- 
breitung wtînschen. 

T h a r a n d t .  
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Methodik der stetigen Deformation von  zweiblattrigen Riemann'schen 
Flachen. Ein Uebungsbuch fiir den geometrischenThei1 der Functionen- 
theorie. Von FRITZ HOFMANN. Halle, Louis Nebert. 1888. 

Gestalt und Deformation der R i e  m a n n'schen Fltichen stellen an die 
Vorstellungskraft des Studirenden der F'unctionentheorie hohe Anforderungen. 

Mit der vorliegenden Schrift will der Verfasser diese Schwierigkeiten 
überwinden helfen, indem er in  anschaulicher Weise die Vorgange bei der 
Umformung der sich unmittelbar darbietenden Typon in andere besscr zu 
ühersehende , sogenannte Normalfitichen suseinandersetzt. Viele durch 
Schattirung gut plastisch wirkende Figuren lassen die verschiedenen Processe 
des ,Umstülpensu, des ,Ansetzens und Beseitigens von Henkelnu* u. S. W. 

leicht verfolgen. Eurz ,  das Buch bietet, was es liieten soll. I m  Interesse 
der Leser desselben sei es erlaubt,  auch a n  dieser Stelle auf eine richtig- 
stellende Remerkung des Herrn D y c k  (Math. Ann. Bd. 32 S. 458) bezüg- 
lich 5 8 hinzuweisen. 

H e n n o v e r .  C. RODENBERG. 

Die synthetischen Grnndlagen der  Theorie des Tetraedroid-Complexes. 
Von FRITZ HOFMANN. (Separatdruck aus G r u  n e r  t 's  Archiv der 
Mathematik und Physik, 2. Reihe TheilV.) Leipzig 1887, C. A. Koch's 
Verlag. 

Der untersuchte Complex ist vom zweiten Grade und wird gebildet 
durch die Gesammtheit der Geraden, welche zwei FlSchen zweiten Grades 
i n  vier harmonischen Punkten schneiden. 

Der Inhalt des ersten der beiden Abschnitte, in welche die Arbeit; ser- 
fallt ,  gipfelt i n  dem Nachweise, dass der Cnmplex vom zweiten Grade 
sci. Hierbei legt der Qerfasser besonderes Gewicht darauf, zu zeigen, dase 
eine als von der zweiten Ordnung erkannte Curve sich auch wirklich durch 
projective Büschel erzeugen lasse. Auf die Pflicht des Synthetikers, einen 
solchen Nachweis zu erbringen, machte frtîher S c h u r  schon einmal auf- 
merksam. 

Der zweite Abschnitt ist  der Singularjtatenfkache gewidmet. Der Ver- 
fasser segt  zwar, dass die Ermittelung der Knotenpunkte einfacher synthe- 
tischer Behandlung noch ganz g u t  zuganglich sei, aber er construirt sie 
nicht und entnimmt ausserdem wichtige Satze der analytischen Geometrie. 
Dasselbe gilt  für die Doppelebenen, denn die Angabe einer Collineatiori, 
welche die eine der gegebenen Flachen zweiten Grades in  eine Kugel, die 
andere in  ein Rotationshyperboloid tiberfiihrt, fehlt. Durch diese Collineation 
ware allerdings eine Doppelebene i n  die unendlich ferne transformirt und 

* Vergl. über diese Dinge auch Klein:  ,,Ueber Riemann's  Theorie der 
algebraischei E'unctionen", iiisbesondere Seite 28. 
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die dieser entsprechende Ebene ware die gesuchte. Da a190 der Zweck, an 
den man bei Heranziehung metrischer Eigenschaften denken konnte, niim- 
lich eine w i r k l i c h e  D u r c h f ü h r i i n g  d c r  C o n s t r u c t i o n ,  doch nicht 
erreicht wird, so ist es nicht ,  recht versthdlich: weshalb der Boden der 
rein projcctiven Geometrie verlassen wurde. 

Auf die .bekannten synthetischen Behandlungsweisen der allgemeinen 
Complexe zweiten Grades ist kein Bezug genommen. Die Schrift wird da- 
her ihren Leserkreis unter Denjenigen suchen müssen, welche sich speciell 
für den Tetraedroid - Complex intcressiren. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERO. 

Beitrilge zn graphischen Ausgleichnngen, Ineuguraldissertation von CARL 
ÜENGE. Zürich , 1887. 

Die Methode der kleinsten Quadrate stellt bei der Bestimmung der 
wahrscheinlichsten Lage eines Punktes, ftir welchen mehr als zwei, nicht 
durch donsclben Punkt  gehende Bestimmungsgeraden derselben Ebene, als 

' sich widersprechende geometrische Oerter gegeben sind, die Bedingung auf, 
dass die Summe der Quadrate aller Abstande des gesuchten Punktes von 
jenen Geraden ein Minimum sein müsse. Bei ungleichen Gewichten sind 
den Abstanden noch constante Factoren beizufügen. Die genannte Quadrat- 
summe k t  für jeden Punkt  der Ebene eine ganz bestimmte Grosse. Tragt  
man sie als Ordinate senkrecht zur Ebene in dem hetreffenden Punkt auf, 
so licgen die Endpunkte dieser Ordinatcn auf einer krummen FIBcho, und 
daa gewünschte Minimum entspricht einem Flichenpunkt, dessen Tangenten- 
ebene parallel der gegebenen ist. Fiir e i n e  gegebene Gerade erhalt man 
einen paraboliwhen Cylinder, welcher die Ebene liings dieser Geraden be- 
rührt, ftir z w e  i Punkte ein elliptisches Paraboloid, dessen Scheitel der 
Schnittpunkt der beiden Geraden i s t ,  welche ihrerseits Spuren conjugirter 
Durchmesserebenen sind. Bei drei und mehr Geraden erhalt man imrner 
noch eine solche Fliiche, deren Axe senkrecht zur Ebene steht,  aber  das 
Minimum ist jetzt nicht mehr Kull, sondern die Entfernung des Scheitels 
von der Ebene.* Die Methode des Verfassers zeigt nun, wie man aus den 
Involutionen conjugirter Durchmesserebenen der Paraboloide von (n - 1) 
Geraden diese Involution des Parabolcids von n Geraden ableiten, und 
damit die Bestimmung der gesuchten Scheitelprojection durch allm%liges 
Aufsteigen bis zur gegebenen Anzahl erledigen kann. 

Gegeben ist das Paraboloid durch sechs Ordinaten, da der unendlich 
ferne Punkt mit seiner Tangentenebene drei Constanten iquivalent ist. 
Jene Ordinaten konnen zweckm&ssig gewahlt werden auf den Seiten eines 

* Direct aus den Fehlergleichungen wurde das Paraboloid gefunden von 
Jordan. Vergl. d. Zeitschr. 1871, S. 164-161. 
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Rechtecks, von dem zwei Ecken mit Schnittpunkten gegebener Geraden zu- 
sammenfallen, wodurch sich noch Manches vereinfacht. 

Ueber den p r  a k t i s c h  e n  Werth der Methode mtigen die Geodaten ent- 
scheiden. Beachtung verdient die jnteressante Schrift schon wegen der 
btrengen Systematik im Gange der Entwickelung. 

H a n n o v e r .  C. RODENEERG. 

Netze m m  Anfertigen zerlegbarer Krystallmodelle. F ü r  den Unterricht an 
hoheren Lehranstalten herausgegeben und erlautert von Dr. W. WAEGE, 
ordentl. Lehrer am K6nigst%.itischen Gymnasium zu Berlin. Neun 
Tafeln und Text. Berlin 1 8 8 8 ,  R. Gartner's Verlagsbuchhandlung. 

Beim Entwurfe der vorliegenden Netze war hauptsiichlich der Gesichts- 
piinkt massgebend , ein Anschauungsmittel 211 schaffen , durch welches die 
Schüler , welche keine Kenntnisse der Stereometrie und Projectionslehre 
haben, wahrend des kurzen mineralogischen Unterrichts ein klares Bild von 
den einfachsten Gesetzen der Krystallographie gewinnen konnen. Die Modelle 
sollen aus Pappe und zwar vom S c  hii l e r  s e l b  s t hergestellt werden. Das 
einfachste selbstgefertigte Mode11 kann gewiss, was den Nutzen Sur den 
Schüler anlangt,  mit dem vielleicht vie1 eleganteren kàuflich erworbenen 
concurriren und so ist der zu Gri-inde liegende Gedanke ein guter. Es ist 
nur die Frage,  ob sich Zeit zu Derartigem erlibrigen liisst. Eine zweck- 
massige Arbeitstheilung , wie sie der Verfasser vorschliigt , k s s t  wohl eine 
Bejahung dieser Frage zu,  namentlich da die Netze in  geeigneter Grosse 
gezeichnet vorliegen und nur ein Uebertragen mit Copirnadel noth- 
wendig ist. 

Von den Gestalten sind 33 dem regultiren und 11 dem hexagonalen 
System entnommen. Die einzelnen Theile, aus welchen ein Mode11 auf- 
gebaut wird, lassen an letzterem einerseits die verschiedenen wichtigen 
Sclinitte erkennen, andererseits bringen sie Klarheit über die Entwickelung 
einer Krystallform aus eincr andern. Z. B. lasst sich die Combination von 
Wiirfel und Octaeder , ein als Cubo - Octaeder bezeichneter KGrper, durch 
Aufsetzen von Pyramiden sowohl zur einen als der andern Grundgestalt 
e rgauen .  Die Sammlung ist jedenfalls des Versuchs einer Einfu6rung werth. 
Uebrigens will der Verfasser noch im nachsten Schulprogramm (1889, Gart- 
ner's Verlag) seine Ansicht über die Methodik des elementaren krystallo- 
graphischen Unterrichts ausführlich darlegen. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERQ. 

Projectivische Xaassst%be. Ein Hilfsmittel zum Studium der synthetischen 
Geometrie von Dr. FELIX BU=, Oberlehrer a m  stadtischen Real- 
progymnasiurn zu Charlottenburg und Privatdocent an der künigl. 
technischen Hochschule zu Berlin. Berlin, Winkelmann & S6hne. 
1888. 
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Die Theilung der beiden auf Carton angeführten projectivischen Maass- 
stabe beeteht aus Punkten zweier projectivischer Punktreihen. Die Punkte 
sind so gewahlt, dass zu jedem Paar auch die beiden ihm zugeordneten 
entsprechend gleichen Strecken abgelesen werden konnen. Durch Verschieben 
der Maaçsstabe an einander kann man folglich nach und nach alle diese 
Streckenpaars zur Deckung bringen. Es ist gewiss gut  und lehrreich fiir 
den Anfanger, wenn ihm dieser Vorgang einmal vor Augen geführt wird. 
Ebenso nützlich ist es,  zu sehen, wie bei Coincidenz zweier entsprechender 
Punkte, aber nicht vereinigten Triigern , die Verbindungslinien beliebiger 
entsprechender Punkte genau durch einen Punkt  gehen. Allgemeine Lagen 
der Naassat%be führen unmittelbar zu einer Tangentenschaar eines Kegel- 
schnitts, die Parabel natürlich ausgenommen. Vereinigt man im Schnittpunkt 
der Trager zwei Theilpunkte, so kann man unmittelbar zwei conjugirte 
Durchmesser angeben. Sind jene Punkte insbesondere Endpunkte entsprechend 
gleicher Strecken, BO crhalt man die Axen. Auf diese und nndere Benutzungs- 
arten wird im begleitenden Texte hingewiesen, unter haufiger Bezugnahme 
auf S t e i n e r - S c h r o t e r ' s  nKegelachnitte". 

Als A n s  c h a u u  n g s m i  t t e l ,  aber nur  als solches ist  das Gebotene 
recht empfehlenswerth. Kegelschnitte aus beliehig gegehenen Elementen 
kann man nicht mit den MaassstSbcn construiren. Ich findo, dass alle 

x2 y" 
Eegelschnitte der Gleichungsform -; + 7 = 1 erhalten werden konnen, fiir 

oL - bL 
welche 2 b <  Abstand der Potenzpunkte der beiden Reihen ist. 

H a n n o v e r .  

Uebungsatoff Air den  praktischen Unterricht in der  Projectionslehre 
(Parallel - Perspective, Central- Perspective und Schattenlehre), von 
Dr. Gurno HATJCK, geh. Regierungsrath nnd Professor an der Tech- 
nischen Hochschule zu Berlin. Zwei Hefte. Berlin 1888, Jul. 
Springer. 

Für das planimetrische .gebundene Zeichnen'' ist langst dureh Entlehnung 
von Kunstformen des architektonischen und textilen Fliichenornamentes ein 
reichhaltiger Uebungsetoff geschaffen &orden, der neben den abstract geo- 
metrischen Constructionsaufgaben verwcrthet wird und durch die ihm inne- 
wohnende Kraft auf die Ausbildung des Formensinnes des Schülers von aohl -  
thlitiger Wirkung ist. Mit den vorliegenden Heften hat der Verfasser begonnen, 
bezüglich der korperlichen Gebilde etwas Aehnliches zu schaffen. Die gebotenen 
Beispiele sind dadurch gewonnen, dass architektonische Motive unt,er Wahrung 
ihres urspriinglich asthetischeii Gehaltes auf ihren stereometrischen Grund- 
gedanken zuriickgeführt wurden. Die dargestellten Gegensthde sind Kreuze, 
Denksteine, gegliederte Obelisken, Altar, Pachwerkh~uscheq, gothische 
Thtirme, Gesimse im Style der Renaissance u. dergl. Die Gliederungen 
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siiid durchweg so einfach wie m6glich gehalten, meist geradlinig; Curven 
(Kreisbogen) kommen nur da zur Verwendung, wo es aus iisthetischen 
Gründen unerlasslich erscheint. Die Formen sind sehr gescbiekt gemahlt. 
Das Auftreten vieler einspringender Winkel macht es dem Anfinger nicht 
leicht, aus dem gegebenen Grund - und Aufrisse die riiurnliche Gestalt heraus- 
zulesen, und diese Schwierigkeit fordert zur selbstandigen Ableitung weiterer 
Ansichten durch Anwendung der verschiedenen Transformationen, beziehungs- 
weise zur Herstellung der Perspective oder Angabe der Releuchtung auf. 
Das haufige Auftretcn von Wiederkehren veranlasst zu einor steten Benutzung 
des wichtigen Diagonal - (Gehrungs -) Fluchtpunktes in dcr Perspective. 

Der Reriehterstatter benutzt die Hefte in  den Uebungsstunden; die 
Gegenstande werden gern gezeichnet und der Preis von 1 Mark für das 
Heft (eines genügt) ist  ein so niedriger, dass von jedem Studirenden die 
Anschaffung erwartet werden darf. Dann kann man wiihrend des Vortrags 
a n  einem einfachen Reispiele die Verwendung zeigen und sich umsomehr 
das Anzeiehnen vcrwickeltor Figuren ersparen, als übcrall, wo es wünschens- 
werth, die Construction auf dem Blatte selbst kurz angegeben ist. 

Die Benutzung des gebotenen Stoffes kann allen Lehrern der darstellenden 
Geonietrie wirmstens empfohlen werden. 

H a n n o v e r .  C. RODENBEBQ. 

Lehrbnch der  Differential- Gleichnngen von Dr. ANDRBW RUSSELL FORSYTH, 
Professor am Trinity College zii Cambridge. Mit einem Anhange: 
Die Resultate der im Lehrbuche angcführtcn Uebungsaufgabcn ent- 
haltend , herausgegeben von H. MASER. Autorisirte Uebers~tzung. 
742 S. Braunschaeig, Druck und Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn. 
18P9. Preis: 14 M. 

Bei dem Mangel an ausführlicheren deutschen Lehrbüchern über die 
Jntegration der Differentialgleichungen ist es mit Freuden zu begrüssen, 
dass Herr H. M a s e r  eine gelungene Uebersetzung des vortreff lichen 
Buches von F o r s  y t h  geliefert hat. 

Das Werk zerfdlt in zehn Capitel und behandelt auf circa 46 Druck- 
bogen i n  e 1 e m e n  t a r e r  Weise die Theorie der Differentialgleichungen , wo- 
bei das I n  t e g r  a t i o  n s p r  O b l e m  betont is t ,  wahrend eigentliche functiorien- 
theoretische Untersuchungen ausgeschlossen sind. 

I n  leicht fasslicher Weise ftihrt der Verfasser den Studirenden in die 
V o r b e g r  i f f e ein und erledigt sodann im zweiten Capitel die einfachsten 
I n t e g r a t i o n s m e t h o d c n  d e r  G l e i c h u n g e n  e r s t e r  O r d n u n g .  - 
H~rvorgehoben sei die Behandlung der singulsren L6sung mit geometrischen 
Anwendungen. - Man wird in  diesem Capitel eine kurze Theorie des i n b  
grirenden Factors erwarten. Indessen bemerkt der Herr  Herausgeber im 
Vorwort, ,dam die theoretiseh allerdings sehr wichtige, praktisch aber 
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immerhin nur fraglichen Werth besitzende Methode des integrirenden Factors 
ganz tibergangen istu. 

Wir mochten dem nicht beistimmen. Der Begriff des integrirenden 
Factors ist niin einmal ein so fiindamentaler, dass er in einem umfassenden 
und selbstandigen Lehrbuch nicht fehlen darf. Und wenn man auch jencn 
Factor bei dem eigentlichen Integrationsproblem zur Noth entbehren kann, 
so bleibt er doch - selbst vom praktischen Standpunkt aus - ausserordent- 
lich wichtig durch seine specifische Bedeutung in der Geometrie und 
Mechanik. - Uebrigens ist a n  manchen Stellen des Lehrbuches, z. B. S.20 
und 99 vom integrirenden Factor Gehrauch gemacht worden. 

Im dritten Capitel findet man die a l l g e m e i n e  l i n e a r e  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g  m i t  c o n s t a n t e n  C o e f f i c i e n t e n .  Hier trit,t uns F o r s y t h  
als englischer Originalmathematiker entgegen: E r  benutzt daselbst das Sym- 

d LP 
bol B fur - 7  B V i i r  - u. S. W. Dieses Symbol gehorcht bekanntlich 

dx a z2 
den Grundregeln der Algcbra und darf auch mit negativem Index - als 
Integral - eingeführt werden, so dass durch selbiges die erheblichsten und 
elegantesten Vereinfachiingen gegeben sind. 

Merkwürdigcr Weise hat  diese Bezeichiiungsart in den deutschen Lehr- 
büchern bisher fast gar  keine Berticksichtigung gefunden, obschon diescr 
Calcül durch C a y l e y ,  B o o l e ,  Htbrley u. A. seit lliugerer Zeit streug 
und aorgfiiltig ausgebildet ist. 

Im vierten Capitel sind v e r  m i s c  h t e  M e t  h O d e n  aufgeführt. Zunachst 
werden behandelt die Gleichungen, in denen y(") eine Function von s, oder 
y ,  oder y("  -'), oder y(" - 2, is t ,  überhaupt Gleichungen, für  welche die 
Ordnung erniedrigt werdcn kann. Dann findet man die exacten Gleichungen. 

Weiterhin kommt Verfasser gelegentlich der Reduction einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung in die N o r m  a l f  o r m  auf die I n  - 
v a r i a n t e  d e r  C o e f f i c i e n t e n  und auf die S c h w a r z ' s c h e  A b g e l e i t e t e  
zu sprechen, dann auf die A eqi i  i v a l e n z  zweier Gleichungen. Den Schluss 
diescs Capitels bilden die bekannten allgemeinen Satze tiber lineare Diffe- 
rentialgleichungen (Variation der Constanten) und geometrische Anwcndungen 
(Trajectorieni. 

Das fünfte Capitel bringt die I n  t e g r a  t i o n  d u r  c h  R e i  hen .  Zuerst 
wird die Differentialgleichung der h y p e r g e o m e t r i s c h e n  F n n c t i o n e n  
hoherer Ordnung , symbolisch : 

in Betracht gezogen. Dann aber werden die in der Physik so wichtigen 
Gleichungen von L e g e n d r  e und 13 e s  s e l  durch Reihen integrirt ,  ihr Zn- 
sammenhang erartert,  die K i i g e l f  u n  c t i o n e n  i', und &, eingeführt, in- 

gleichen die Bessel ' sche F u n c t i o n  J, und endlich gcwisse von der 
Differentialgleichung abhangige Eigenschaften dieser Functionen entwickelt. 
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Schliesslich wird auch die Bi  cc a ti 'sche G 1 e i  c h u n g  behandelt; zuerst 
ihre Sonderfalle, zuletzt aber der dlgemeine Fa11 mittels l3 e s sel'scher 
Functionen. 

Das sechste Capitel ist der h y p e r g e o m e t r i s c h e n  R e i h e  v o n  Gauss  
gewidmet. Es werden 24 particulare Integrale aufgestellt und deren Be- 
xiehungen zueinandcr untersucht ; hiorbei wird dio G a  u s s'sche n- F u n c t i on 
eingeführt. Zuletzt werden jene Falle besprochen, bei welchen die Inte- 
gration in endlicher Form moglich ist. 

Die letztgenannten beiden Capitel V und VI bilden eine voroügliche 
Grundlage fiir gewisse Studien über mathematisch - physikalische Probleme 
und dürften auch eine sehr geeignete Vorbereitung auf eine grosse Aneahl 
von wichtigen , die hypergc?ometrischen Functionen betreffenden Original- 
abhandlungcn von K u m m e r ,  S c h w a r z ,  C a y l e y ,  G o u r s a t  u. A. sein. 

I m  siebenten Capitel wendet sich Verfasser den Losungen durch b e -  
s t i m m t e  I n t e g r a l e  zu. 

Diese interessante Methode der Integration, wie sie von E u l e r ,  L a -  
p l a c e ,  E u m  m e r  u. A. ausgebildet worden is t ,  erfreut sich nicht so vieler 
Anhanger, als man erwarten sollte. Dies scheint seinen Grund darin zu 
finden, dass jene Integralformen zuweilen schwer discutirbar sind, zuweilen 
einen pracisen Sinn überhaupt nicht besitzen; hierzu kommt, dass die neuere 
Functionentheorie - im Sinne der Untersuchungen von F u c h s  - die Eigen- 
schaften der Integrale direct aus der Differentialgleichung abzuleiten ver- 
sucht. 

Aber der Herr  Verfasser bemerkt mit Recht, dass die erwahnten Inte. 
gralformen bei einigen Aufgaben der mathematischen Physik ,die einaigen 
bisher erhaltenen L6sungenu bilden (insbesondere bei gewissen linearen 
partiellen Differentialgleichungen). 

Im vorliegenden Capitel kommen indessen nur  gewohnliche Differential- 
gleichungen vor, namlich zunachst die G 1 e i  c h  u n g  v O n L a  p l  a ce 

welcher genügt wird durch e z t ~ d t .  
Eben dasselbe Integral wird sodann gebraucht zii einer T r a n  sforinar 

t i o n  dcr linearen Glcichung d e *  Ordnung mit algebraischen Cocfficienten 
vom hochstens mien Grade in eine andere, in  welcher Grad mit Ordnung 
vertauscht ist. 

Weiter wird die R i c c a t i ' s c h e  G l e i c h u n g  

OFY-Izny=O 
dx" 

durch hestimmte Integrale gelost. Den Schluss bildet die g e s c h l  ossene 
Integration der Difforentialgleichung der h y p e r g e o m e  t r i s  c h  e n  R e i  he. 

Capitel VI11 briiigt: G e w o h n l i c h e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  
m i t  m e h r  al8 z w e i  V e r a n d e r l i c h e n .  
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Daselbst wird zunachst jene Differentialgleichung integrirt, welche das 
A d d i t i o n s t h e o r e m  d e r  e l l i p t i s c h e n  F u n c t i o n e n  darstellt; dann 
wird nach einem andern Verfahren . der a l  l g e m  e i n  e Fa11 eines Systenis 
von n - 1 Gleichungen ( A b e l  'ache Transcendente) zwischen n Veranderlichen 
behandelt. 

Xach diesem kommen die t o t a l e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  mit 
mehr a l s  z w e i  V e r a n d e r l i c h e n ,  für welche die Bedingung der Inte- 
grabilitat aufgestellt und die Intcgration geleistet wird. Die geomctrischo 
Interpretation fehlt nicht. 

Endlich wird die Methode ausgedehnt auf G l  e i c h u n g e n  m i t  n Ver - 
ander l ichen .  

Der zweite Theil dieses Capitels ist den s i r n u l t a n e n  D i f f e r e n t i a l -  
g le ichungen  gewidmet. 

Reliandelt werden : 

1. D i e  l i n e a r e n  G l e i c h u n g e n  m i t  c o n s t a n t e n  C o e f f i c i e n t e n  
in der sguibolischen Porm 

f , ( D ) ~ + r p , ( D ) ~ = = T l l  f , (D)x+rpz(D)~=T,;  
derzelbe FaIl fiIr drei abhangige Veriinderliche. Hierbei ist Rücksicht ge- 
nommen auf die Reellitiit resp. Gleichheit der Wurzeln der Charakteristik. 

2. S i m u l t a n e  G l e i c h u n g e n  m i t  v e r a n d e r l i c h e n  C o e f f i c i e n t e n .  
- Eachdem gezeigt i s t ,  dass es genügt, ein System von n Gleichungen 
der ersten Ordnung zu betrachten, wird dieses auf eine einzige Gleichung 
nie* Ordnung zurtickgeführt. 

Die S o n d e  r f a 11 e ,  in  denen sich Vereinfachungen ergeben , sind durch 
passende Beispiele gekennzeichnet. 

3. Das der D y n a m i k  e n t n o m m e n e  G l e i c h u n g s s y s t e m ,  welches 
die Bewegung eines Punktes bestimmt, den ein Kraftecentrum nach dem 
Gravitationsgesetze anzieht. 

Wir kommcn nun zu den beiden Schlusscapiteln I X  und X des Buches, 
i n  welchen die p a r t i e l l e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  e r s t e r  O r d n u n g ,  
daon diejenigen der z w e i t e  n u n d  h 6 h e r e n O r d  n u n g  abgehandelt werden. 

Hier tiberrascht die Vollstiindigkeit des Dargebotenen, und eine sach- 
gernasse Gliederung erleichtert das Eindringen in die Methoden ungemein. 

Nach den nothigcn a l l g e m e i n e n  E r t i r t e r u n g e n  und der C l a s s i -  
f i ca t ion  d e r  I n t e g r a l e ,  wobei auf die g e o m e t r i s c h e  D e u t u n g  stete 
Rücksicht genommen ist , wird die Integration von L a g r a n g e ' s  l i n  e a r e r  
Di f f e r  en t i a l g l  e i c h u n  g vorgeführt und das Verfahren auf Gleichungen 
m i t  n u n a b h a n g i g e n  V e r a n d e r l i c h e n  ausgedehnt. 

Dann kommen die sogcnanntcn H a u  p t f O r m e n , gewisse leicht inte- 
grirbare Gleichungen, die sich durch ihre g e o m e t r i s c h e  B e d e u t u n g  
auszeichnen , wie die Differentialgleichung der abwickelbaren Fliichen , der 

Cglinderfkàchen, die C l a i r a u t ' s c h e  Form u. S. f. Das sich durch geo- 
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metrische Betrachtungen von selbst darbietende D u  a l  i t 5 t s p  r i n  c i p findet 
Berücksichtigung. 

F ü r  die Auflosung der allgemeinen Gleichung 

Fbl Y ,  f l ,  P l  4)=0 
wird die M e t h o d e  v o n  L a g r a n g e  u n d  C h a r p i t  vorgeschlagen und ihr 
Erfolg an den Hauptformen gezeigt. - Die allgemeinste DitTerentialgleichnng 
mit beliebig vielen unabh5ngigen Veranderlichen a i r d  nach der M e th  O d s 

J a c o b i ' s ,  wie sie sich in dessen Dynamik vorfindet, integrirt. 
Den Schliiss des neunten Capitels hildet die R O u r  'sche Me t h  ode für 

simultane partielle Differentialgleichungen. 
Nundie p a r t i e l l e n D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  h o h e r e r  O r d n u n g .  

NachFeststel lungderBegriffe, ,vollst~ndiges I n t e g r a l U  und , ,Zwischen- 
i n t e g r a l U  werden die einfachsten Palle der l i n e a r e n  G l e i c h u n g  

R r + S s + T t =  V 
integrirt. Hierauf wird auf eben dieselbe Gleichung die Me t h  o d e  von 
M o n g e  angewendet, wobei die allgemeinere 

R r + S s + T t +  U ( r t - s " = V  
von selbst in den Kreis der Betrachtung hineingezogen wird. Aus dieser 
Gleichung wird sçhliesslich mittels des D u  a l  it: t s p  r i n c i p  e s die ent- 
sprechende abgeleitet. 

Jetzt folgeii die M e t  h o  d e n  v o n  L a p l a c e  für liueare und von 
P o i s s o n  für homogene Gleichungen. Die l i n e a r e n  p a r t i e l l e n  Diffe-  
r e n t i a l  g l  e i c h u n  g e n  mit constanten Coefficienten werden mittelst sym. 
bolischer Methoden integrirt. Die Analogie dieser Differentialgleichungen 
mit den gewohnlichen Differentialgleichungen t r i t t  deutlich hervor; der 
ganze Calcul ist h6chst elegant. 

Unter den v e r m i s c h t e n  M e t h o d e n ,  die Capitel X abacbliessen, sel 
die Integration der Gleichung 

erwshnt. Dicse in der Theorie der Warmeleitung auftretcnde Glcicliung 
wird zunkhst  durch Reihen, dann durch bestimmte Integralc (nach Rie- 
m a n n  und L a p l a c e )  gelost. 

Durch Reihen wird ferner die wichtige Gleichung 

integrirt. Endlich wird an dieser Stelle noch die Ampére'sche A u f -  
1 6 s u n g s m e t h o d e  der Gleichung 

Rr + Ss + l ' t  + U ( r t  - s2) = V 
mitgetheilt. 

Nun auch ein Wort  über die A u  f g  a b  e n des F o r s  y th'schen Buches. 
Man findet über achthundert Uebungsbeispiele den verschiedeilen 

Capiteln einverleibt; viele derselben sind den O r  i g i  na1 a b h  andlungen 
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hervorragender (citirter) Mathematiker entnommen und dtirften zum Theil 
classischen Werth besitzen. Manches der Eeispiele bietet so vie1 Intèr- 
essantes, dass es anstanddos in  den Haupttext hatte gestellt werden konnen. 

Der Herr Herausgeber hat  sich im Verein mit Herrn A. B a e r t h e l  der 
Miihe unterzogen, in einem ca. 250 Seiten starken Anhang die A n l e i  t u n g  
zur  L t i sung  d e r  A u f g a b e n  zu geben, sowie die R e s u l t a t e  beizufügen. 
Das Buch wird daher schon jenen Studirenden, die das Studium der Diffa- 
rentialglcichungen eben erst beginnen, ein vorzüglicher Rathgeber sein. 

Aber auch sehr weitgehenden Ansprüchen ist Genüge geschehen, und 
dort,  wo sich der IIerr Verfasser Beschrankung auferlegen musute, ha t  e r  
durch reichiiche Q u e l l  e n a n g a b  e n  und sonstige Bemerkungen werthvolle 
Winke gegeben. 

Am Schlusse des Ruches findet sich ein A u t o r e n v e r z e i c h n i s s  mit 
Bezug auf Lehrbticher und Zeitschriften. 

Bemerkt sei noch Folgendes: Der Herr Verfasser beabsichtigt spiiter in 
einem zweiten Bande speciellere und moderne Probleme ails dem Gebiete 
der Differentialgleichu~igen zu erortern, wobei er insbesondere auf die Unter- 
suchungen von F u c h s ,  H e r m i t e ,  H a l p h e n ,  K l e i n ,  L i e ,  M a y e r  u .8 .  
zortickzukommen gedenkt. 

Ein solches Un$rnehmen würde gewiss sehr freudig begrüsst werden. 
Zunlchst aber sci der erste Band auf das Angclegentlichste empfohlen. 

P l a u e n  i. V., 12. April 1889. WOLDEMAE HEYMANN. 

CH. HARMS , Zwei Abhandlnngen tiber den  Rechennnterricht.  Oldenburg, 
Stalling. 1889. 72 S. 

Die erste Abhandlung: , D a s  R e c h n e n  m i t  d e n  Z a h l e n  v o n  1 b i s  
I O O U  ist ein methodisch geordneter Stufengang der hierher gehorigen 
Uebungen. Der Verfasser , ein Gegner der G r u  b e'schen Methode, hat  zwar 
keine eingehende, rernichtende Kritik a n  ihr geübt (wie wir i n  unserer 
Methodik d. prakt. Arithrn. S. 191 flgg.), ihre Schwachen aber hinreichend 
aufgedeckt, dass die Widernatürlichkeit dieser Unterrichtsmanier in  die Augen 
springen muss. Wcnn ein Schulmann, dor auf cine fast 5 Jahrzehnte um- 
spannende Erfahrung zurückblickt und dessen Name einen guten Klang in 
der Rechenliteratur ha t ,  gegen eine Methode seine Stimme erhebt,  so f i l l t  
diese Stimme besonllers ins Gewicht. Leider ha t  die G r u  be'sche Methode 
trotz ihrer Vcrkehrtheit noch manche Freunde, freilich sind darunter Viele, 
welche nicht darnach zu unterrichten, sondern nnr anzuordnen haben, und 
die innerlich seufzenden Lehrer schweigen lieber, damit ihre Klage über 
wenig Erfolg bei eaurer Arbeit nicht als Ungeschick gedeutet werde. Der  
von Harrns aufgestellte Stufengang mit  den eingestreuten Bemerkungen 
lasst Schritt für Schritt den gewiegten Praktiker erkennen. Die Haupt- 
übungen werden von den nebensiichlicheren geschieden, die nach jeder Ab- 

Hiat-lit. Abthlg. d. Zeitichr. f. Math. IL. Phyu. XXXV, 1. 3 
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theilung feetzuhaltenden Ergebnisse zusammengestellt, die neuauftretenden 
Schwierigkeitm markirt und die bequemsten Wege zu ihrer Ueberwindung 
gezeigt, Addition und Subtraction Sind anfangs wegen ihres engen An- 
schlusses ans Aufwarts- und Abwartszahlen mit Recht bevorzugt. Nur htitten 
wir gewtinscht, dass der Satz (S. 25): ,Die Grundlage alles Rtichnens i d  
das Z%hlenY a n  die Spitze gestellt und dass die Reihenübungen (S.27) als 
sprungweises Ziihlen aufgefasst und auf sie ebenso grossm Gewicht gelegt 
worden ware, s ls  auf das ,,Vollxnachen des Zehners". DR alles Rechnen 
ein Schreiten von Zahl zu Zahl (in verschieden grossen Schritten) ist, so 
mtissen die verschiedenen Schritte geübt werden, und wir haltcn CS nach 
dem Grundsatze vom Leichten zum Schweren für zweckmtissig, wenn nach 
dem Einerschritt (dem Zahlen) der Zweierschritt (d. i. das Zahlen in geraden 
und in ungeraden Zahleu), d a m  der Dreierschnitt etc. in entsprechend 
grossen Zahlgebieten geübt wird. Die Reihentibungen und die dekadischen 
Erganzungen bilden eine sichere Grundlage für  alle Species. 

I n  der zweiten Abhandlung: , ,Deber  R e c h e n u n t e r r i c h t  und 
R e  c h  e n b tic h e r  giebt dcr Vcrfasser cinen geschichtlichen Ueberblick iibcr 
seine schriftstellerische Thhtigkeit auf dem Gebiete des Rechnens. Ent- 
stehung, Bestirnmung und Einrichturig seiner Rechenbücher, sowie die Ver- 
anderungen derselben Eei Neuauflagen sind kurz angegeben. Auch werth- 
volle Winke fur  den Unterricht findet man hier und da. Die weite Ver- 

breitung der RechenbUcher von H a r m s  resp. H a r m  s -  K a l l i  u s beruht niclit 
zum geringsten Theile rtuf ihrem inneren Werthe. 

Leipzig - Reudnitz. 
-- 

Dr. UNGER. 

Der Brocard'sche Winke l  des Dreiecks. Eine geschichtliche Studie von 
Dr. A. EMMERICH. Beilage zum 36. Jahresberichte des Realgymnasiums 
zu Mühlheim a. d. Ruhr. (1889. Progr. Nr. 455.) 24 S. 

1st  ABC ein gegebenes Dreieck , so giebt es in  dessen Innerem zwei Punkto 
2 ,  fi', welche folgende Winkelbeziehungen eintreten lassen: 

L52AB=SLBC=sLCA und f JL'AC=fi'CB=JL'BA. 
I n  beiden Fallen ist der dreimal auftretende Winkel derselbe. Er wird 

durch den Buchstaben w bezeichnet und heisst seit 1883 der B r  O c a r  d '  s c h e  
W i n k e l ,  nacbdem seit 1881 die Punkte a ,  Q'den Namen der B r o c a r d -  
s c h e n  P u n k  t e  erhalten haben. Diese Punkte und dieser Winkel sind aller- 
dings nicht ers t  durch H. B r O c a r  d den Mathematikern gekennzeichnet 
worden. C r  e l 1  e hat sie 1816 entdeckt. C. F. A. J a c  O b i  (von Pforta) hat 
ihnen 1825 ein gehaltvolles Schulprogramrn gewidrnet. Andere, vorwiegend 
deutsche Schriftsteller folgten bis 1835. Dann aber traten die Punkte 
wieder in Vergessenheit. H. B r o c a r d  hat sie 1875 neu entdeckt, und an 
seine Veroffentlichung reihten sich so viele andere a n ,  immer neue und 
neue Eigenschaften des Dreiecks enthiillend , d m  man borechtigt i d ,  von 
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einer seit jener Zeit entatandenen neusten Geometrie des Dreiecks zu reden, 
und dass man die Ehre,  einigen ihrer Gebilde den Namen gegeben zu haben, 
füglich Demjenigen g6nnen darf,  der sie tbatsachlich erst zum Allgemein- 
gut der Gcometer machte. Mit ùcn Brocard ' schen  Gebilden in nahem 
Zusammenhang stehen weitere Punkte, Gerade, Kreise, denen die neuere 
Literatur die Namen der Herren G r e b e l  L e m  O i n e  u. S. W. beigelegt hat. 
Herr E m m e r  i c h ha t  sich die dankbare Aufgabe gestellt , eine Geschichte 
dieser neuen Forschungen zu schreiben. E r  beginnt mit der Geschichte des 
Broca  rd'schen Winkels und verspricht die Geschichte jener anderen hier nur 
beilaufig erwahnten Gebilde folgen zu lassen. Wir  hoffen sehr, er werde 
sein Versprechen losen, zudem, da er selbst als Schriftsteller auf dem 
angedeuteten Gebiete wiederholt aufgctrctcn ist und es val ls thdig be- 
herrscht. 

CANTOR. 

Aufgabe und Anschanung besonders i n  der Stereometrie, vom Oberlehrer 
Professor Dr. K. SCHWERING. Beilage zum Jahresbericht des konigl. 
Gymnasiums zu Coesfeld. 1888-1889. (1889. Progr. Nr. 335.) 
Coesfeld. 11 S. 

Der Inhalt dieser Programmnbhandlung macht sie zu einer solchen in 
doppelter Bedeutung. Sie ist nicht blos einem Jahresberichte beigegeben, 
sie enthalt das Programm ihres Verf'assers über manche Fragen des mathe- 
matischen Mittelschulunterrichts. Referent war wiederholt in der Lage, sich 
entschuldigen zu sollen, wenn e r  glaubte, in derartige Dinge, fiîr die er 
keinerlei Erfahrung rnitbringt, als solche, die er sehr mittelbar sich erwarb, 
hineinreden xu durfen. Auch heute k6nnen wir nur unter dem gleichen 
'Vorhehalte, untcr dicsem aber vollstiindig unsere Meinungsübereinstimmung 
mit  Herrn S ch w e r i n g aussprechen. Mancherlei Worte haben wir in seiner 
Abhandlung gelesen, die wir vollgiltig unterschreiben. Das Hauptgewicht 
legt er auf die Untersuchung, wie wohl der jetzt fast widerspruchslos an- 
genommene Satz, dass die Aufgabe es sei, in welcher der mathematische 
Unterricht gipfeln müsse, in der Stereometrie zur Anwendung zu kommen 
habe. Er  will die Aufgatie so gefasst wissen, dass die zu Auflosungen 
nothwendigen Zeicbnungen stets in der Ebene vollzogen werden, wie sie 
j a  auch nur in der Ebene vollzogen werden k6nnen. Einige Beispiele er- 
htern seine Meinung naher, z. 13. die Aufgabe, die H6he des Tetraeders zu 
finden, dessen secbs Kanten gegeben sind. E r  will daneben die Rechnungs- 
aufgabe auch nicht missen, welche dazu fiihre, dass der Schüler den Stoff 
sich vollends aneigne, der ihm vorher immer noch mehr oder weniger fremd 
gegenüberstehe. Diese beiden Punkte dürften die wichtigsten sein, welche 
Berr S c h w  e r  i n g  in der gewandten , oft etwas humoristisch gefarbten 
Sprache behandelt, welche unsere Leser a n  ihm kennen. CANTOR. 
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Ueber die Kurven ,  deren Bogen einer  Potenz d e r  Abscisse proportional 
i s t ,  von Dr. RICHAKD MÜLLER. Besonderer Abdruck aus deiu Pro- 
grauim des Konigl. Realgymnasiums zu Berlin. Ostern 1889. 16 S. 

Ueber die Rectification gewisser gegebener Curven haben in den letzten 
Jahren namentlich die Herren H u m b e r t  und d e  L o n g c h a m p s  in den 
Comptes Rendus der Pariser Akademie sehr lesenswerthe Untersuchungen 
veroffentlicht. Hcrr N i i l l e r  geht von der entgegengesetzten Aufgabe aus. 
E r  bestimmt die Curve, für  welche 

s = a x a ,  mithin (%)'= (Pa)a .  X ~ F - ~ -  1 . 

Aus s = a x p  folgt, dass nur von solchen Curven die Rede sein soll, 
deren Bogenliinge auf der Ordinate des Anfangspunktes beginnt, wo gleich. 
zeitig x = O und s = O. Daraus folgt weiter, dass x = O ein endliches 
y liefern muss, und daraus wieder, dass O <  p< 1 sein muss. Zunachst 
allerdings verlangt die obige Differentialgleiühung nur  X ~ P - ~  - 1 >_O 
auch bei x = O ,  welches 2 p - 2 ( 0 zur Folge hat  , oder p < -- 1. Wird nun 
das lntegral 

a ) g x 2 p - L  - 1 d x  

O 
gebildet, wo x, derjenige iiusserste Werth von x is t ,  bei welchem die Wurzel- 
grosse aufhort,  reell zu sein, und entwickelt man die Wurzelgrosse zum 
Zwecke der Integration noch Potenzen von 2'-c, so wird unter Annahme 
von immer positiven Quadratwurzeln 

1 1 22-r 
y = c o n s t + a x ~ - - . - . - +  ..., 

2 2 - p  y a  

a190 y endlichen Werthes auch bei z = 0 ,  nur wenn 2 > y > 0,  wo die 
obere Grenze vermoge der früheren Betrachtungen auf 1 heruntergeht. 

Nachdem so ftir y und für x Grenzen gewonnen sind, innerhalb deren 
eine wirkliche Curve von der Gleichung s = a x p  vorhanden ist,  geht der 
Verfasser zu seiner Hsuptaufgabe Ilber, der Umwandlung der Gleichung in 
eine solche von geschlossener Form zwischen z und y, und er findet, dass 
die dabei erforderliche Integration am leichtesten von Statten geht, wenn 
man eine neue Verkderliche u einflihrt, durch welche x wie y au~gedrückt 
wird. Allerdings genügt hier nicht eine algebraische Beziehung zu diesem 
neuen Parameter. Trigonometrische und elliptische Functionen Sind es, die 
i n  Gebrauch treten, wie an mehreren Reispielen zur Darstellung gelangt. 

Enlers's Xethode der Parameterdaretel lnng algebraischer Knrven, von 
HERMANN HAHN, ordentl. Lehrer an der hlargarethenschule. Wissen- 
schaftliche Beilage zum dritten Jahresbericht über die Margarethen- 
schule i n  Berliu. Ostern 1889. 32 S. 
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Die Aufgabe, eine Besultirende aus einer Anzahl von Gleichungen zu 
finden, in aelcher gewisse Grossen n i c h  t m e  h r  vorkommen, besitzt ein 
Gegenstilck in  der Aufgabe, gegebene Gleichungen swischen mehreren 
Grossen als Resultirende aus einem Systerne von mehr Gleichungen mit 
noch mehr Grossen aufzufassen. So behandelt die Lehre von den Raum- 
curven, so diejenige von den Oberflachen den Gegenstand ihrer Untersuchungen. 
So ist daa bekannte JO a c h i m  s thal ' sche Verfahren zur Auffindung der Be- 

" -Xi -Y-Y, -  rührungslinien an eine ebene Curve mittels der Substitution - ---- - E 
k 1 

aufzufassen. Tm engsten geistigen Znsammenhang damit steht euch die 
Parameterdarstellung algebraischcr Curven , wobci man F(z,  y) = O ersetzt 
durch x = <p, (s) und y = cp2 (s), wobei F das Symbol einer algebraischen 
Functionalitiit ist. Die analytische Behandlung der Unicursalcurven hBngt 
damit ebenso zusammen, wie die der Curven vom Geschlecht 1. Herr  
I iahn ist dem Ursprunge dieser Betrachtungsweise nachgegangen und hat 
ihn b i ~  zu E u l e r ' s  Einleitung in die Analysis des Unendlichen, Bd. 1, 
Capitel 3 5 52 flgg. (deutsch von M a s e r ,  S. 41 flgg.), verfolgt. E u l e r ' s  
Methode a y a +  b z @ +  cyyzd = 0 in  zwei Gleichungen ftir y und s in x 
ausgedrtickt umzuwandeln besteht darin, dass zunachst y = z m z n  gesetzt 

der Exponent n der Art bestimmt wird, dass s aus dieser Gleichung in z 
gefunden werden kann;  y ist  alsdann gleichfalls sofort in  x gegeben. 

Krarner  hat in seiner ,,Introduction à l'analyse des lignes courbes 
alg6briquesY die Frage  in  einer unseren neuesten Anschauungen nicht un- 
ahnlichen Gestalt behandelt, und B a l  t z e r  hat  vor wenigen Jahren i n  seiner 
ungemcin reichhaltigen Analytischen Geometrie (Leipzig 1882) sich neuer- 
dings damit beschaftigt. Das waren die Vorarbeiten, auf welche Herr  
H a h n  sich stützt. E r  ha t  die Parameterdarvtellung fur eine nicht un- 
betrachtliche Anzahl von Curven gegeben, insbesondere für die Kegelschuitte, 
auch fiir einige Curven dritten Grades, z. B. für  die logocyklische Curve 

(x2+ ya)(2a-x) = a s x ,  
welche deri Parametergleichungen 

enhpricht. Manche von den Beispiclen dürften zur Eintibung der Eigen- 
schaften algebraischer Curven passende Verwendung finden. cANSOR. 

Die Elemente der analytischen Geometrie der  Ebene. Zum Gebrauch a n  
hoheren Lehranstalten, sowie m m  Selbststudium dargestellt und mit 
zahlreichen Uebungsbeispielen versehen von Dr. H. GANTER, Professor 
an der Kantonschule zu Aarau, und Dr. F. RUDIO, Professor am 
Polytechnikum zu Zürich. Leipzig 1888, B. G. Teubner. VIII, 166 S. 
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Wir  befinden uns in der angenehmen Lage, dem in der Ueberschrift 
genannten Buche ein uneingcschriinktcs Lob spenden zu müssen. Es ist klar, 
fasslich bei aller Wissenschaftlichkeit und ,  was bei dem so unzahlige Ual 
breitgetretenen Inhalt fast Wunder nehmen kann ,  es iut reich an Eigen- 
thümlichkeiten. Der Inhalt erstreckt sich bis zur allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades ausschliesslich, und wenn wir zugleich auch angeben sollen, 
welche Hilfsmittel die Verfasser sich anzuwenden gestatten. so ist  es nur 
das einfachste Buchstabcnrechnen, sowie die Auflosung von linearen und 
quadratischen Gleichungen, aber ohne Determinanten , welches sie als Lie. 
kannt voraussetzen. Ueber die Abgrenzung hat jeder Verfasser allein zu 
entscheiden. E r  ist dabei von den Verhtiltnissen, innerhalb deren er lebt, 
POU den Kreisen, innerhalb deren er zunachst seine Leser sucht, abhingig. 
Wir dtîrfen also nicht daruber rechten, oh wir die Ausschliessung der all- 
gemeinen Gleiehung zweiten Grades billigen, ob wir nicht Detcrminanten 
benutzt sehen mhhten.  Von den Eigenthtimlichkeiten des Buches wollen 
wir, fast auf das Gerathewohl, nur zwei hervorheben. Meistens wird als 
selhstverst%ndlich vorausgesetzt, dass und wie gegebene Ltingen aufgetragen 
werden. Die Verfasser unterstützen den Leser im Verstindnisse dieser ein- 
fachsten Aufgabe, indem sie z w e i  Punkte O und E auf einer Geraden a13 

gegeben annehmen lassen: den A n f a n g s p u n k t  und den E i n h e i t s p u n k t .  
Nach Ableitung der bekannten Fliichenformel fur &as ra-Eck aus den Co. 
ordinaten seiner Eckpunkte wird sofort die Folgerung gezogen, dass, w e m  
neue Eckpunkte eines neuen m-Ecks die gleichen Abscissen wie im ersten 
Falle, aber solche Ordinaten besitzen, welche zu den frtiheren im Verhalt. 
nisse 1 :  ra stehen, die neue Flache zur alten das gleiche Verhaltniss auf- 
weiee. Spiiter wird dieser Satz zur ~ u f f i n d u n i  der Ellipsenfliiche mit Zu- 
grundelegung der bckannten Krcisfltichc -angcwandt. Die letztcrc Ableitung 
ist ja keineswegs neu; sie findet sich beispielsweise in dem bekannten Lehr. 
buche von 0. F o r t ;  aber dass sie so frühzeit.ig vorbereitet würde, ist uns 
noch nirgend aufgefallen, nicht einmal in  dem vollstindigsten aller Werke, 
bei S a l  m O n - J? i e d l e r .  Wir  konnten noch manches Aebnliche anfiihren, 
begntigen uns aber lieher damit,  dem Buehe selbst Leser und Kiiufer zu 
wünschcn, die es entschiedcn verdient. CANTOR. 
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Historiscin - literarische Ab theilung. 

Beitrage zur Gesohichte der Mathematik im Mittelalter. 

Von 

Dr. J. L. HEIBERG 
in Eopenhsgsn. 

Hierxu Taf. II. 
- 

1. 
Liber Archimenidis de comparatioue flgurarnm circnlarium ad rectilineas. 

1. Omnis circulus orthogonio triangulo est equalis , cuius unum 
duorum lateriim rectum continentium angulum medietati diametri circuli 
equatur et alterum ipsorum linee circulum continenti. 

(Fig. 1.) sit itaque circulus a b g d  triangulo e equalis, secundum 
quod ante narreuimus in propositione. dico itaque, quod e i u ~  mensura 
ipsius mensure equatur. 

quod si non ita füerit, tunc circulus aut  maior au t  minor eo erit. 
sit it,aque primo maior. faciam autem in circulo quadratum a b g d ,  secabo 
autem arcum a b  in duo media super punctum f ot arcus ei Bimiles simi- 
liter, e t  copulabo af et f b  et  ei similes. iam erg0 separat~im est etiam 
ex reviduis portionibus circuli a b g d  plus medietate ipsarum et est a f b  
et sibi similes. cum ergo fecerimus i ta  secundum illnd, quod sequitur, 
remanebunt portiones, que erunt  minores quantitate eius, quod circulos 
sddit super triangulum, e t  etiam figura tunc rectilinea polligonia, quam 
continet circulus , erit maior triangulo. sit itaquo figura illa a f b e t  eius 
similes. 

ponam autem centrum circuli n et  producam perpendicularem ns; 
linea igitur ~ z s  est minor uno duorum laterum trianguli continentium 
rectum angulum. e t  linea circumdans poligoilium est minor reliquo 20 

latere ipsorum, quoniam ipsa etiam est minor circumfcrentia circuli. quod 
autem fit ex multiplicatione unius duorum laterum trianguli continentium 
rectum angulum in alterum et  est duplum trianguli, est plus aggregato 

11) ei] scr. eis. 
Hiit.-lit. Abthis. d. Zeitsotir. f. hlatli. n. Phyr. XXXV, 2. 
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ex ns linea in lineam circumdantem poligonium et  est duplum poligonii. 
cum igitur illud ita s i t ,  tunc triangulus est maior poligonio. sed iarn 
fuerat minor; e t  hoc quidem est contrarium e t  impossibile. 

(Big. 2.) sit etiam circulus minor triangulo el si fuerit illud possibile; de- 
5 scribam autem super circulum ipsum quadratum continentem ipsum sitque 

quadratus qe.  et iam quidem separatum est ex quadrato q c  plus me- 
dietato eius et  est circulus. diuidam autem arcum b a  in duo media et 
arcus sibi similes in duo media. linee ergo, que transeunt per puncta 
sectionum, contingunt circulum. tunc liriea a1 iam diuisa est in duo media 

10 super f ,  et  linea cf est perpendicularis super a t et similiter linee ei similes. 
e t  quoniam linee a c  et  c t  sunt maius a t ,  e t  est earum medietas maior 
medietate ipsius, tunc linea c t  est maior t f ,  que est equalis tb. ergo 
triangulus fct est maior medietate figure f c b ;  et multo plus il10 erit 
maior medietate figure f c b ,  que continetur duabuv lineis f e ,  e b  et arcil 

16 b f .  et similiter erit triaiiguliis cfs maior medietate figure cfa. ergo 
totus tca est maior medietate figure a f b c ,  que üontinetur duabus lineis 
ac, cb et tircu n fb, et similiter sunt trianguli similes sibi plus medie. 
tate portionum alisrum sibi similium. cum ergo fecerimus illud in eo, 
quod sequitur, remanebunt portiones super circulum, que, cum aggre- 

20 gabuntur, eriint minus augment0 trianguli e supra circulum abgd. rema. 
neat erg0 portio f za  et portiones sibi similes. figura igitur rectilinea, 
que circulum continet, erit  rninor triangulo e. sed hoc quidem est im- 
possibile , quoniam fuit maior, e t  illud ide0 , quoniam n f equatur catheto 
trianguli, e t  linea continens poligonium est maior reliquo latere trianguli, 

25 quod continet rectum angulum, eo quod sit maior linea circumdante 
circulum; illud ergo, quod fit ex multiplicatione fn in lineam continen- 
tem figuram poligoniam, est maius eo, quid fit ex multiplicatione unius 
duorum laterum trianguli continentium rectum angolum in alterum. non 
est igitur circulus minor triangulo e.  e t  iam quidem ostensurn fuit in 

30 hiis, que premissa sun t ,  quod lpse non est maior eo. circulus igitur 
a b g d  est equalis trianguio e. E t  etiam quia area trianguli e est equalis 
e i ,  quod fit ex multiplicatione perpendicularis sue in medietatem basis 
ipsius, e t  eius perpendicularis est equalis medietati diametri abgd  et 
basis eius equalis circumferencie circuli a b g d ,  tiinc quod fit ex multi- 

35 plicatione eius in medietatem sectionis circumferencie, eut area figure 
accepta equalis aree trianguli e. et propter hoc erit multiplicatio me- 
dietatis diarnetri in medietatem porcionis circumferencie area figure, que 
continetur ab illa porcione et  duabus lineis egredientibuv a duabus ex- 
tremitatibus porcionis ad  centrum. 

9) est] m. rec. 15) c f u ]  cfa cfa. 20) remaneat] reruanet. 21) igitur] igitr~r 
t m c  (7) m. rec. 23) n f l  .... z f n f .  27) muitiplicatione] multiplicationem. 36) accepta1 
fort. accepte? 
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et est illud, cuius uoluimus declarationem. 
II. Proportio aree omnis circuli ad quadratum diametri ipsius est 

sicut proportio undecim ad quatuordecim. 
(Fig. 3.) exempli causa sit linea a b  diametrus circuli, et super 

ipsam quidem faciam quadratum h g  sitque d g  medietas d e ,  e t  sit linea 5 

es septima g d .  et quia proportio trianguli a g e  ad triangulum a g a  est 
siciit proportio I I I  ad 1 ,  e t  proportio trianguli a g d  ad triangulum a e r  
est sicut proportio VI1 ad 1, tunc propter illud fit trianguli a g s  pro- 
portio ad triangulum a g a  sicul proportio XXII  ad VII. quadratum uero 
g h  est quadruplum trianguli a d g ,  et triangulus a g s  est equalis circulo 10 

ab,  quoniam perpendiculariu a g  est equalis linee, que egreditur e  ceutro 
circuli ad lineam ipsum circumdantem, et basis g s  est equalis circum-, 
ferencie circuli, quoniam plus est trip10 diametri ipsius et VIIB diametri 
fera iam igitur uerificatum est,  quod diximus, qiiod proportio circuli 
ab ad quadratum g h  est sicut proportio XI  ad XIIII. et illud est, qiiod 15 

noluimus declarare. 
III. Omnis linea cont,inens circulum addit super triplum diametri ipsius 

minus septima et  plus X partibus septuaginta unius partium diametri. 
(Fig. 4.) exempli causa sit linea a g  diametrus circuli a g ,  sltque 

eius centrum e ,  et  linea d z  sit contingens circulum, e t  sit angulus s e g  '20 
tertia anguli recti. erg0 proportio e a  ad a g  est sicut proportio CCCVI 
ad CLIII. diuidam autem angulum s e g  in duo media linea ha. erg0 
proportio ae ad eg est sicut proportio s h  ad g h .  erg0 proportio a e  e t  
eg coniunctorum ad z g  est sicut proportio e g  ad g h .  fit erg0 proportio 
eg ad g h  maior proportione quingentorum LXXI ad CLIII. erg0 pro- 25 

portio e h  in potentia ad h g  in  potentia est plus proportione CCC milium 
et XLIX milium et  CCCCL ad XXIlI  milia et CCC et  IS. erg0 pro- 
portio eius ad ipsam in longitiidine est, maior quingentorum proportione 
et XCI et octaue ad CLIII.  e t  angulum quoque h e g  diuidam in duo 
media linea et. ergo secundum similitudinern eius. quod diximus, de- 
claratur, quod proportio e g  ad g t  est maior proportione MCLXII et octaue 
ad CLIII. erg0 proportio t e  ad tg  est maior proportione MCLXXII e t  
octsue ad CLIII. angulum quoque t e g  diuidam in duo media linea ek .  
proportio igitnr eg ad g k  est maior proportione MMCCCXXXIIII et quarte 

Fig. 3 iet zum Theil weggeschnitten, so dass die Buchstaben d e g z  fehlen. 
6) gdl d g d .  quia] 'Iquia, mg. m. 1: 'ive1 sic. e t  quia gd est septupla . . . e z  et 
d e  dupla d y ,  erit ergo g e  continens e z  uicesies et semel. ergo proportio g z  totalis 
ad ez est sicut proportio XXII ad 1. ergo proportio trianguli a g z  ad triangulum 
aez est sicut XXII  ad 1. 17) lineal-a in ras. m. 1. 18) Mg. m. 1: sudor Archi- 
menidis. 21) Mg. m. 1: quia linea e z  est dupla ad lineam g z  ex 4 et 32 et  6 
primi euclidis protracta g d  ad equalitatem dz. 23)  z e ]  (dt.) corr. ex z m. 1 .  e t ]  
et et 25) ad] (ait.) supra scr. m. 1. Mg. m. 1: ex a . .  . et VI11 quiuti. 27) CCC] 
scr. CCCC. 29) et] (pr.) supra scr. m. 1 .  

4. 
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ad CLIII. e t  angulum etiam k e g  diuidam in duo media linea le. pro- 
portio erg0 eg ad g l  in longitudine est maior proportione TT11 milium et 
D C  e t  LXXIII et medietatis ad CLIII.  e t  quia angulus aeg fuit tertia 
anguli recti, oportet, ut sit angulus l eg  quadragesirna octaua pars an- 
guli recti. faciam autem supra punctum e angulum equalem angulo leg 
sitque angulus g e m ;  angulus igitur l e m  est XXIIIIB pars recti anguli. 
linea ergo recta lm eet latus figure poligonie continentis circulum et 
habentis XCVI angulos equales. e t  quoniam iam declarauimus, quod 
proportio eg ad gl est maior proportione I I I I  milium et DC et LXXIII 

10 et  medietatis ad CLIII ,  e t  duplum eg est linea a g  et duplum y1 est 
linca l m ,  e t  sequitur, u t  sit proportio ag  ad  lineam circumdantem figu- 

m m  poligoniam XCVI angulorum maior proportione IIII milium DC et 
LXXIII  e t  medietatis ad Xl I I I  milia e t  DC et LXXXVIII. et illud 
quod est plus triplo eius secundum quantitatem sexcentorum LXVII et 

15 medietatis, cuius proportio ad  III1 milia e t  DCtB et  LXXIII et medie- 
tatem est minor septima. oportet ergo, u t  sit figura poligonia continens 
circulum plus triplo diametri ipsius per i d ,  quod est minus septima 
diametri e t  plus diminutione linee continentis circulum a, triplo diu- 
metri eius et  septima. 

20 (Fig. 5.) a t  sit  circulus, cuius diametrus ag. 

describarn autem in ipso latus exagoni, quod sit gb.  angulus igitur 
g a  b est tertia recti. erg0 proportio a b  ad bg  est minor proportione M et 
CCCtar e t  LI ad septingenta octoginta, propterea quod proportio ag ad g b  
est sicut proportio M et  D e t  LX ad DCCLXXX, quoniam a g  est dupla 

25 gb .  Diuiditm autem angulum g a b  in duo media linea ah.  et quia angulus 
b a h  est equalis angulo h a g  angulo h a g  communi, erunt anguli trianguli 
a h g  equales angulis aba.  ergo proportio a h  ad h g  est sicut proportio ab 
ad b z e t  sicut proportio a g  ad g~ et  sicut g a  a b  coniunctarum ad bg. 
et ex eo declaratur, quod proportio a h  ad hg est minor proportione duorum 

30 milium et  DCCCCtor e t  X I  ad DCCta et  LXXX, et  quod proportio ag 
ad hg est minor proportiono trium milium et XII1 et  medictatis et 
quarte ad DCCLXXX. diuidam autem angulum g a h  in duo media linea 
a t .  declar-abitur erg0 ex eo, quod premisimus, quod proportio ut  ad tg  
est minor proportione V miliuni e t  DCCCC et XII11 et  medietatis e t  

35 quarte ad DCCLXXX; et  illud est sicut proportio MDCCC et  XXIII ad 
CCXL, quoniam proportio cuiusque duorum numerorum primorum ad 
suum reliquum duorum numerorum posterioriim est sicut proportio trium 

10) h e a ]  supra sor. m. 1. iaa] / r u ?  12) miiinm] supra scr. m. 1. 14) 
quod] a,, fort. quidem. LXVII] seq. ras. 1 litt. 18) et plus - 19) eius] bis 
23) septingenta] septuaginta. 24) et Dl ad D. 26)  hag] (alt.) scr. ahg. 29) Mg. 
m. 1: qiioniam proportio a b  ad bz est tanquam ag ad gz per 3 sexti et permu- 
tatim. 34) SIIII] scr. XXIV. S6) numerorum] nume-+. 371 reliquum] (1) d 'm.  
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et quarte ad unum. fit ergo proportio ag ad gt minor proportione M 
et DCCC et XXXVIII e t  I X  undecimarum partium unius ad CCXL. e t  
etiam diuidam angulum tag  in duo media linea ak .  erg0 proportio a k  
ad kg est minor proportione trium milium e t  DC e t  LX1 et I X  undeci- 
marum unius ad CCXL; et illud est sicut proportio M et  VI1 ad 6 

LXVI,  quoniam proportio cuiusque dnoruni numerorum primorum ad 
suum reliquum duorum numerorum postremorum est sicut proportio 
XL ad XI. erg0 proportio ag ad kg est sicut proportio M et IX 
et sexte ad LXVI. angulum quoque kag diuidam in duo media 
linea al. ergo proportio al ad Ig est minor proportione duum milium 10 

et XVI et  sexte ad LXVI. erg0 proportio ag ad g l  est minor propor- 
tione duum milium et XVII e t  quarte ad LXVI. cum erg0 conuertimus, 
fiet proportio linee continentis figuram poligoniam, cuius unumquodque 
laterum est latus exagoni, ad diametrum maior proportione VI  milium 
CCCtor e t  XXXVI ad duo milia et  XVII  e t  quartam. sed proportio VI  15 

milium et CCC et  XXXVI est plus trip10 II milium et  XVII et  quarte 
secundum plus X partibus LXXIns partium unius. erg0 linea continens 
figuram poligoniam habentem XCVI angulos, quam circulus continet, 
addit super triplum diametri eius plus X partibus LXXI partium. et fit 
augmentum eius. fit erg0 linea continens circulum plus tripla diametri 20 

sccundum id, quod est plus X partibus LXXI partium, et fit augmentum 
eius super hanc quantitatem plus augment0 laterum figure poligonie. 

linea erg0 continens circulum addit super triplum diametri eius 
minus septima ipsius e t  plus X partibus LXXI. e t  illud est,  quod de- 
clarare uoluiinus. 2 b 

Voranstehende Uebersetzung der xv'xrtov pÉsprlars des A r c  h i  rn e d e s  
ist dem so viele seltene Reste der mathematischen Lehrbtfcher des Mittel- 
alters enthaltenden cod. Dresd. lat. D b 86 entnommen , den C u r  t z e Zeitschr. 
f. Math. u. Phys., hist.-lit. Abth. 1883 sorgfiiltig beschrieben hat. Sie steht 
darin fol. 175y-176', 1781. Eine zweite Handschrift derselben is t  mir 
nicht bekannt, und die Ucbersotzung scheint im Mittelalter wenig verbreitet 
gewesen zu sein; wenigstens habe ich nur eine Anführung daraus gefunden, 
iiamlich bei B r  a d  w a r  d i n ,  Geometria speculativa (Paris 1530) V, 5: sup- 
pono unam propositionem Archimenidis de rnensura circuli e t  erit mihi 
petitio , quoniam eam demonstrare requireret maiorem tractaturn, quam sit 
istud capitulum, et est ista propositio: omnis circulus triangulo orthogonio 

1) et] corr. ex ad m. 1. 5) CCXL] FCCXL. 7) reliquum] rl'm. 11) et sexte - 
12) XVIIJ mg. m. 1. 13) figuram] figugram. 17)  secundiim] p .  19) et fit aug- 
mentum eius] supra haec scr. va-cat m. 1. 20) tripla] - a  e corr. m. 1. 24) qnod] 
q@. - Mit quanti -, Z .  22, endet fol. 176v, mg. m. 1: verte folium primum +. Die 
Fortsetzung fol. 178r 5, Fol. 177 ist von dem Anfang einer andern Abhandlung 
aufgenommen, die fol. 1781 fortgesetz? wird; ein Vogel in mg. wcist darcuf hin. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46 Historisch - literarische Abtheilung. 

est equalis, cuius unum duorum rectum lalerum angulum continentium e s t  

semidiameter circuli, e t  latus alterum equatur linee continenti circulum. est 
autem proportio linee continentis circulum ad diametrum tripla sesquiseptirna. 
Wo man sonst die Erwahnung derselben erwartet,  werden andere Quellen 
liber Kreisquadratur herangezogen , wie z. B. hei A 1 b e r  t u s  d e  S a x o n i  a ,  
Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXIX,  hi&- lit. Abth. S. 91: scxta conclusio: om- 
nis circulus est eqiialis triangulo orthogono, cuiuv alterum laterum rectum 
angulum continentium est equale circumferentie in rectarn extense, el reli- 
quum latus rectum angulum continentium est equale semidiametro eiusdem 
circuli, wo die abweichende Fassung die Verschiedenheit der Quelle bemeist, 
und ausserdem Archimedes nicht als Urheher genannt ist. 

Ich habe die Lesart des Dresd. wiedergcgcbcn bis auf einiga orthogra- 
phische Kleinigkeiten; auch die Figurcn entsprechen genau denjenigen der 
Hds.; nur is t  darin zu prop. 1 noch ein Stern mit vier Spitzen gezeichnet, 
mit dem Buchstaben k beaeichnet, dessen Bedeiitung mir verborgen ge- 
blieben. Zweifelhaft is t  mir die Abbreviatur rl'm S.{44,137 und 45,'7; denn 
reliquum befriedigt den Sinn nicht, vielleicht relatum (entsprechend). 

Dass die Uebersetzung nicht direct aus dem griechischen Originaltext 
stammt , wird Jedem sofort einleuchten , der mittelalterliche Uebersetzungen 
nach dem Griechischen eingesehen hat; da entspricht jedes lateinische mort 
einem griechischen, und wenn man mit der Terminologie der griechi~chen 
Mathematiker vertraut ist ,  fiihlt man aus den lateinischen Wortern leicht 
die griechischen Termini heraus, was hier nicht der Fa11 ist. Also muss 
sie durch das Arabische gegangen sein, und daftir spricht auch schon der 
Tite1 mit der weitlaufigen Umschreibung des kurzen griechischen Ausdrucks 
und mit der Namensform Archimenides. Andere Phrasen, die für arabische 
Vermittelung zeugen, finden sich S. 41, 6: eius mensura ipsius mensure equa- 
t u r ,  S. 41, 13: secundum illud quod sequitur (d. h. fortwahrend), S. 41, 2 3 :  

et  est duplum trianguli, est plus aggregato ex etc., S. 42, 18: in eo quod 
sequitur, S. 43, 30: secundum similitudinem eius quod diximus (d. h. in der- 
selben Weise wie vorher, 6'; td n&j, S. 45, 19  flgg. u. S. W. 

Nnn wiesen wir nur  von einer einzigen Uebersetaung einer Schrift des 
A r c h i m e d e s  nach dem Arabischen, nhmlich von G h e r a r d o  da  Cre- 
m o n  a ,  unter desven Uebersetzungen (B o n  C O  m p a g n  i l  Della vita e delle 
opere d i  Gherardo Cremonese. Roma 1851) angeführt wird: Archimenidis 
tractatus 1; es liegt also nicht allaufern, zu vermuthen, dass der "tractatus 
unusY die xGnAov p & ~ v ~ t ~ ,  und dass unsere Uebersetzung von G h e r a r  d O sei. 

Die Uebersetzung schliesst sich in  Propp. II - III dem griechischen 
Text eng a n ,  in prop. 1 weniger, indem sie hier mehrere Erweiterungen der 
sehr gedrangten griechischen Darstellung hat. Schon die Fassung der nqO- 

~ < ~ G L S  ist besser und logischer, als die unzweifelhaft verunstaltete (a.  Archi- 
medis opp. 1 S. 259 not. 1) unserer Handschriften. Auch S. 41, 5 ist rich- 
tiger hls Archim. 1 S. 258, 5 ,  und dia ganze Vorbereitung des Beweises in 
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prop. 1 S. 41, 11-17, die darauf hinausliiuft, die Anwendung von Elem. 
X ,  1 zu ermoglichen, und die im griechischen Text hier nur durch das 
tarl 1 S. 258, 9 angedeutet is t ,  is t  wenigstens im Geiste des archimedischen 
Beweises und ist im zweiten Theil ausführlicher ber~cksicht igt  (1 S. 260, 
IO-i2) ,  wo die lateinische Fassung S. 42, 6 flgg. ebenfalls klarer und ge- 
nauer ist. Auch die Einleitung (S. 41, 8) und der Abschluss (S. 42, 28 flgg.) 
des Beweises ist streng euklidiscb, wiihrend die griechische Fassung fltich- 
tiger und summarischer ist. Man k6nnte also versucht sein, in  der arebisch- 
lateinischen Bearbeitung die ursprtinglichere Gestalt von prop. 1 zu sehen. 
Es bleibt doch aber zweifelhaft, ob der arabische Uebersetzer wirklich 
besscre griechische Vorlagen habte, oder ob er nicht vielmehr seiner Ver- 
trautheit mit der euklidischen Form seine Besserungen verdankt. F ü r  die 
letztere Auffassung spricht, dass wenigstens die an sich correcte Einleitung 
des apagogiuchen Beweises S. 41, 8: quod s i  non i ta  fuerit, tunc circulus 
aut maior aut minor er i t ,  nicht nur bei A r c  h i m  e d e s  fehlt, sondern auch 
in dem (etwas umgestalteten) Referat bei P a p p u s  1 S. 314, 8 ( Z e n o d o r  
De isoperimetris bei H il 1 t s c h  , Pappus III S. 1196 hat  sie), wurde also 
jedenfalls vom Uebersetzer in  seiner Vorlage nicht vorgefunden. Dcr Schluss 
S. 42, 28 steht allerdings bei Pappns 1 S. 316, 13, aber etwas kürzer. Auch 
die verdeutlichenden, aber nicht gerade nothwendigen Zusatze S. 41, 21 flgg. 
und S. 42, 25 flgg., sowie S. 4 5 ,  4, der mit der Vermuthung W a l l i s '  
Archim. 1 S. 270, 1 zusammentrifft , sind Interpolationen nicht uniihnlich, 
eb~nso der au€ die Construction bezügliche Zusatz S. 44, 21, welcher dadurch 
besonders verdkhtig ist ,  dass durch ihn der offenbare Fehler S. 45, 13: cuius 
unumquodque laterum est latus e x a g o n i  ( A r c h  i m  e d e s  hat  nur ZOG nolv- 

ydvov 1 S. 270, 6 ,  d. h. des 96-Ecks)  veranlavst ist. Das Corollarium zu 
prop. 1 S. 42,  31 flgg., das allerdings etwas unklar is t ,  aber doch nnzweifel- 
haft die Arealberechnung eines Sectors lehrt ,  scheint auch sicher unecht, 
da es hier nichts zu thun hat. E s  fehlen auch nicht andere sichere An- 
zeichen der Interpolation. So ist S. 42,  8 linee erg0 que transeunt per puncta 
sectionum contingunt circiilum ungeschickt für 1 S. 2 6 0 ,  8 x a i i  $X8waav 

E r p n ~ r ~ ~ ~ v a i ~  ZOU G ~ ~ E ~ W V ,  und der folgende Beweis (S. 42, 11-12) für  
e t  > t f  ist xu weitlauftig ; S. Archim. 1 S. 260, 9. Ebenfalls S. 44, 25 flgg. ist 
der Beweis für die Proportion g a + ab : bg = a h :  hg  nicht der ursprtingliche; 
denn selbst nach Berichtigung des falschen hag Z. 26 passt communi 
nur fur die Fassung des Beweises bei Archimedes 1 p. 268 ,  i flgg.; die 
Dreiecke ahg, a bz haben eben keinen anguliis cornmunis. Weniger ent- 
scheidend ist die Aenderung S. 44, 3 = Archim. 1 S. 266, 4 und der Umstand, 
dass im Lateinischen prop. 1 zwei Figuren ha t  und inFolge dessen im zweiten 
Theil des Beweises andere Buchstaben, als der griechische Text, der nur 
eine Figur kennt. 

Da also einige der Abweiehungen entschieden dem arabischen Bearbeiter 
angerechnet werden miissen, is t  es nicht unwahrscheinlich, daes die Neu- 
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gestaltung von prop. 1 tiberhaupt von ihrn herrtihrt. Und diese Auffassung 
findet darin eine StBtze, dass die Uebersetzung sonst dieselbe Ueberlieferung 
und dieselben Fchler bietet, als unser griechischer Text. Nicht nur steht 
prop. II vor prop. I I I ,  waç gewiss ursprtinglich nicht der Fail war, da sie 
von prop. III abhangt; sondern auch im Einzelnen finden wir dieselben In- 
terpolationen , wie t ~ r i x e ~  1 S. 266 ,  2 (fehlt bei E u t O c i us)  = S. 44, 2 in 
longitudine, der falsche Zusatz 1 S. 266, 21-22 = S. 44, 23 (nur angepasst 
durch propterea quod statt 6 4 ,  ebenso 1 S. 262, 13-16 = S. 43, 11 flgg. (nur 
etwas besser gestaltet). Endlich deutet das unrichtige est sicut S. 45,  8 

darauf, dass dem Uebersetzer ein ahnlich corrumpirter Text vorlag, als uns 
Archim. 1 S. 270, 2. 

Nicht schwer wiegen dagegen die Stellen, wo offenbare Fehler der 
griechischen Hdss. in der Uebersetzung nicht wiederkehren ( a i e  1 S. 264, 3, 

wo das unrichtige ji des Cod. P. fehlt, 1 S. 264, 6-7, wo die Interpolation 
tvullia!& xni ~ v v 8 f ' v r '  fehlt, wohl auch 1 S. 2 6 2 ,  13 ,  wo statt  A r A Z  da8 
regelmassige ag8 steht). Denn da der arabische Uebersetzer jedenfalls den 
Inhalt vollkommen verstand und d ie  griechische geometrische Form voll- 
standig beherrschte, kann er selbst diese Verbesserungen vorgenommen 
haben, ebenso wie die Richtigstelliing der in unseren Hdas. oft verschrie- 
benen Zahlen (1 S. 266, 2 ,  21 ;  268, 12, 14 ,  15, 16;  270, 1, 2 ,  7, 8 ,  9, 12). 

Direct anwendbar für die Herstellung der ursprünglichen Gestalt der xv'xlov 

, u É ~ ~ ~ G L ~  ist  unsere Uebersetzung also kaum; sie steht im Wesentlichen auf 
demselben Boden, als unsere grieehische Ueberlieferung. Aber als eine der 
sparaamen Quellen des mathematischen Wissens im Mittclalter scheint sie 
mir doch interessant genug, um der Herausgabe gewürdigt zu werden. Ehe 
das Material, das noch vielfach in Handschriften, namentlich alter Kloster- 
bibliotheken , verborgen liegt, ans Tageslicht gezogen worden ist , konnen 
wir uns ja  tiberhaupt nur eine blasse Vorstellung von dem mathematischen 
Wissen und Streben des Mittelalters bilden und die beiden KanLle, wodurch 
ihm dieses zugefiihrt worden (direct vom Griechischen oder durch Vermitte 
lnng des Arebischen), nicht verfolgen, noch ihre Ergiebigkeit bemessen. 

II. 
Enklid9s Elemente im Mittelalter. 

Ftir die schwierige Frage , wie die Uobersetzungen A d  a 1 h a r  d's und 
C a m p  a n  0's von den Elementen sich zu einander verhalten , hat bekanntlich 
M. C u  r t z  e ,  Philolog. Rnndschau 1 (1881) S. 9 4 3  flgg. neues Material bei- 
gebracht. In diesem Aufsatze berichtet e r  namlich nach Mittheilungen von 
Herrn G. M e  y e r , damals Bibliothekssecretar in Miinchen, tiber ewei Miin- 
chener Handschnften cod. lat. 13021 (R) und cod. lat. 560 (p bei Fr ied-  
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lein, Boetius p. 373) und entwickelt in Anschluss a n  M e y e r  folgende 
Ansichten uber ihr Verhiiltniss zu Ad e l  h a r  d -  C a m p  a n  O:  

R stimmt sehr oft mit dern Wortlaut der Satze in den gewohnliühen 
Handichriften der Uebersetzung von Adelhard - Campano, aber in  mehreren 
Satzen weicht er davon ab und stimmt dann mit dem griechischen Text 
und mit dem sogenannten Boetius, Schriften d. rom. Peldmesser 1 S. 377 flgg. 
Wir haben also in  R eine iiltere lateinische Uebersetzung, die fragmenta- 
risch auch in q vorliegt und von Adelhard für die Satze benutzt wurde, 
wihrend er die Beweise (und den Wortlaut der mit R nicht stimmenden 
Satze) sus (lem Arabischen übersetzte. 

Durch eine Nachprüfung dieses Materials, die ich in diesem Sommer 
in Mtinchen vornahm, bin ich in  Bezug auf R zu einem wesentlich andern 
Iiesultat gekommen, und da die Sache für die Geschichte der Euklid-Stu- 
dien im Mittelalter von Wichtigkeit is t ,  werde ich hier meine Auffassung 
darlegen. 

Zuerst einige weitere Notizen über die fraglichen Münchener Hand- 
 chr rift en. 

Cod. Monac lat. 13021,  fol., pcrgam., mec. XII  besteht aus zwei ver- 
schiedenen Handschriften, von denen die zneite (fol. 212flgg. Chalcidius in  
Timaeum), von einer andern Hand geschriebene uns hier nicht angeht. Der 
erste Theil enthalt eine Sammlung von Lehrbtichern für das Quadrivium, 
wie sie im Mittelalter gebriiuchlich waren, namlich für  Arithmetik fol. 1 die 
Arithmetik des Boetius, für Astronomie fol. 27 ein anonymes Lehrbuch, 
fol. 69 Heremanni de astrolabio, fol. 72 Gerbert von demselben Instrument, 
fol. 79 Heremanni de compositione horolog., fol. 87 liber iudiciorum Nes- 
sehahlach, fur Musik fol. 97 Boetii musical fol. 150 Guidonis michrologus, 
fol. 157 Guidonis musica, fol. 163 anonymus de fistularurn mensura, für Geo- 
metrie endlich fol. 164 die propositiones von Euklid's Elem. 1-XV, das uns 
hier beschaftigende Stüek, fol. 188 ,,Ge.rbert'su Geometrie ohne Verfasser- 
namen, fol. 194 die sogenannte Geometrie des Boetius. Am Schluss der 
IIandschrift auf der sonst leeren Seite fol. 211V steht folgende Bemerkung: 
snno domini MCC nonagesimo VI1 feria secunda in annuntiatione beate 
virginis sub domino ulrico abbate huius loci XVIO magister wernherus me- 
dicus canonicus veteris capelle Rat (isbonensis) amicus domini abbatis e t  
omnium fratrum specialissimus hunc librum ex diuersimoda secessione ante 
multos annos perditum et  a rnemoria omnium quasi funditus substractum 
sua pecunia aput quendam aurificem, qui ipsum venalem publice portabat, 
comparauit e t  ipsum pro remedio anime sue ad honorem [sancti Georgi 
patroni nostri ecclesie in Prufening]' restituit sine omni ipsius dampno 
liberaliter et precise, unde etatuimus, u t  nullus ipsum deinccps extra septa 
ecclesie audeat commodare. Die Handschrift entstammt a180 dem Kloster 

* Die eingeklammerten Worte in  Raeur, doch von derselben Hand. 
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Prüfening bei Regeusburg (von dessen Bibliothek S. B e c k e r , Catalogi biblio- 
thecarum antiqui nr.  95 p. 209 flgg. und nr. 198 p. 291) und ist ohne allen 
Zweifel daselbst geschrieben. 

Cod. Nonac. lat. 560, 4O pergam. saec. XI ex libris H. Schedelii, dann 
der alten bibliotheca electoralis angehorig, en thd t  fol. 1' astronornische 
Tafeln, fol. 1' eine Abhandlung über das Astrolabium, fol. 14V de orol(og)io 
secundum Alchoram, fol. 20 Firmicus Yaternus, fol. 61 Astrologisches, 
fol. 89 astronomia auctoritate cuiusdam Arat i ,  fol. 9 7  Arati genus , fol. 98 
bis 1 2 1  Scholia in Aratum, und schliesst fol. 149'-150 mit einer Auf- 
zahlung slavischer Volker. Der niiheren Beschreibung des uns hier allein 
interessirenden Theiles fol 122 -1 49 ' stelle ich gleich die Beschreibung 
eines eng vermandten Bamberger Codex zur Seite. Es  ist Cod. Bamberg. 
H J. IV, 22, 4O pergarn. saec. X ( w o r ~ b e r  vergl. L. v. J a n ,  Zeitschrift für 
die Alterthumswissenschaft, 1844 Nr. 65). 

Monae. : 

fol. 122-1281 = Echriften d. rom. Feldmesser 1 S. 393 
bis 406 (ohne Ueberschrift). 

fol. 1287-129' incipiunt capitulationes huius libri. tu 
qui vis perfectus esse geometricus lege ista 
ornuia . . . des. nam qui ignorant regulam huius 
artis multa opponunt falsa pro ueris. expliciunt 
capitiilationes, = Boetius' p. 1541. 

fol. 12!Ir: incipit liber Anicii Manilii Seuerini Boetii 
geometricorurn elernentorum a b  Euclide trans- 
latorum ad omnem plenitudinem huius artis 
geometrie. primum. 

fol. 129'-129': qnomodo inventa est geometria. nnde 
vocata est georrietria. quid est gcometria. quae 
utilitas , qui ordo, qui titulus prescriptionis , si 
proprius codex, in  quot partes eius diiiisio. 
Darauf die Antworten : ** inventam esse geo- 
metriam . . . des. demonstratio et  conclusio, 
= Boetius p. 1341-42. 

fol. 129T-132V: Ueber Zahlen, iw. restat antem nobis 
profundissirnum . . . des. multitudinemque pro- 
tenditur, = Boetius p. 1542-44. 

* Opera omnia, Basil. 1570, fol. 

Bamb. : 

fol. IV-6'. 

fol. 6 y  
(capitulatioiies] ca- 

pitula). 
expliciunt capitula. 

tiones] om. 
fol. 7' (eine rot,he 

Ueberschrift weg- 
radirt ,  darauf): 
explicit liber pri- 
mus. incipit de 
figuris. 

fol. lnv-16 r. 

fehlt. 

** Z .  B. fol. 12g7: t i t u l i  i n s c r i p t i o .  tituli prescriptio est elernentorum que 
figure simpliciores sunt ex bis alie componuntur que in his etiam resoluuntur. s i  
p r o p r  i u  s C O  d ex. codex iste secundum dispositionem Euclidis esse dicitur, secun. 
dum demonstrationea uel inuentionem figurarum aliorum plerumque esse dicitur. 
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fol. 132~-134': de paribus et imparibus numeris. inc. 
discriptio autem quae subposita . . . des. propo- 
situm conuertamus, = Boetius p. 1544-46. 
Darauf: liber primus geometrie esplicit. 

fol ,  134;v: incipit liber secundus artis geometriae de 
figuris. 

fol. 134'-137': = Boctius ed. Friedlein S. 373, 27 prin- 
cipium - S. 379, 24 mit den dort angeftihrten 
Vnrianten (d. i. Elem. 1 deff., postul., communes 
not.; Elem. I I  deff.; I I ,  1 propositio; I I I  deff.; 
IV deff., V I ,  1 prop.; 2 deff. von Elem. III, 
die vorher defect waren; vgl. Friedlein S. 379). 

fol. 137~-140': incipit de trianguli ratione e t  linearum 
= Boetins ed.  Friedlein S. 380, 2 -385, 3 (d. i. 
die Satze von Elein. J). 

fol. 140v-141' = Boetius S. 385, 4 -386, 23 (d. i. die 
Satze von Elern. II). Am Schluss: explicit liber 
geornetrice artis seciindus. Darauf: incipit liber 
III Anicii Manilii Seuerini Boctii gcomctrico- 
rum ab Euclide translatorum. 

fol. 141v-143' = Boetius S. 387, 1-389, 16 (Agrimen- 
sorisches, einige Siitze ans Elem. III-IV). Am 
Schluss: explicit liber III Anicii Manilii Seue- 
rini et Boetii geometricorum ab Euclide trans- 
latorum qui continet numerorum causas et diui- 
siones circulorum e t  omnium figurarum rationes 
extremitatium et si~mmitatium genera angulo- 
rum et mensurarum expositiones. 

fol. 1431-144v: incipit altercatio duorum geometrico- 
rum de figuris lineis e t  mensuris. 

Schriften der rom. Peldm, 1 S. 407, 3 bis 
409, 17. 

Am Schluss: explicit altercatio. 

fol. 144'-145r = Schriften der rom. Feldm. 1 S. 409, 18 

bis 410, 7. 

fol. 145'-145~: einigerS%tze aus Elem. III; am Schluss 
eiuige Zeilen Agrimensorisçhee. 

fol. 146'-149': Agrimensorisches in dialogischer Form, 
inc. quoniam diuersae formae agrorum . . . des 
in demonstratione summitas et in conclusione 

extremitas (i-ergl. Schriften der rom. Feldm. 1 

fehlt. 

vgl. fol. 7' oben 

fol. 7r-8v. 

fol. Sv-Ior  
incipit] om. 

fol. 10' flgg. 
fehlt. 
fehlt. 

bis fol. 12'; daun 
eine kleine leere 
Stelle. 

fehlt. 

fehlt. 

fol. 12'. 

fehlt. 

bis fol. 13'. 

fol. 13'-3 5'. 

fol. 13'- 15v. 
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S. 412). Am Schluss: explicit Anicii Manilii 
Seuerini et Boetii liber artis geometriae ab 
Euclide de greco in latinum translatus quartus. 

Aus dieser Zus~mmenstellung ergiebt sich bei der 

fehlt (aber fol. 1 5 ~  
bis 16' S. oben. 
fol. 16' ist leer, 
darauf folgt AB- 

tronomisches, 
Stücke von Na- 
crobius u. S. W.). 

sonstigen Ueberein- 
stimmung der beiden Handschriften, auch in einzelnen Schreibfehlern, und 
bei dem hoheren Alter des Bamb., dass der Schreiber von q seine Vorlage 
mehrfach umgestaltet hat. Erstens hat  er einen ganzen Abschnitt arith- 
metischen Inhalts (fol. 129'-134') eingeschaltet, wohl um etwas zu geben, 
das den ersten Angaben des Capitclvcrzcichnisses entsprache, welche (nach 
Boetii opera omnia. Basil. 1570  p. 1541) so lauten: nam in primis scire 
oportet arithmeticam artem, quae continet numerorum causas ac diuisiones, 
id est qualis est diffinitio ac diuisio de paribus imparibus numeris, qualis 
est compositus numerus e t  qiialis incompositus, qualis est perfectus numerus 
et qualis imperfectus, qualis est diuisibilis numerus et qualis indiuisibilis, 
qualis est particularis numerus et qualis superpartiens, qualis est superfluus 
numerus e t  qualia diminutiuus, qualis est multiplex numerus et  qualis sub- 
multiplex, qualis est solidus numerus e t  qualis sphaericus. 

Diese Ahsicht, den Rahmen des Capitelverzeichnissee ausxufüllen , ist 
nun allerdings nicht erreicht; denn das arithmetische Excurs besteht nur 
aus willkürlich zusammengestoppelten Brocken aus verschiedenen Stellen der 
Arithmetik des Boetius (in F r  i e d l e  i n ' s  Ausgabe p. 66, 5-17; 4, 30 bis 
5, 5 ;"  66, 17-18; 3, 10-18; 9, 8-11; 10, 10-20; 1 2 ,  14-19, 6-12; 10, 
27-11, 1 ;  66, 18-67, 21; 39, 28-42, i 0 ;  46, 6-17; 49,  23-26; 28, 6 bis 
30, 3; 52, 22 - 57, 5 ) ,  worin keine der Fragen des Capitelverzeichnisses 
ordentlich beantwortet k t .  Aber eben dadurch ist die andere Wglichkeit 
ausgeschlossen, die auch sonst, wie wir sehen werden, wenig Wahrschein- 
lichkeit h a t ,  dass n b l i c h  das arithmetische Stück wirklich ein echter Be- 
standtheil derjenigen Schrift sein sollte, wofür jener Capitelindex ursprüng- 
lich verfasst wurde. 

Weiter hat  der Bedactor i n  p die Unterschriften der einzelnen Bücher 
mit dem Namen des Boetius hinzugesetzt, wovon in Bamb. keine Spur ist; 
denn eine solche in der wegradirten Ueberschrift fol. 7' suchen zu wollen, 
ist  gBnzlich unbegründet. Die Unterschrift unter lib. III ist sachlich unzu 
trcffend ; von numerorum causae et  diuisiones , mensurarum expositiones 
u. S. W. ist  in  diesem Buche keine Rede; es konnte eher Unterschrift des 

* Dieee Stelle lautet p. 1542: nos tamen quae de numeris a Nicornacho dif- 
fusius dieputata sunt uel a Varrone de mensuris ostensa sunt moderata breuitnte 
collegimus. In der Arithmetik ist von V a r r o  keine Rede. 
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ganzen Werkes sein. Wahrscheinlich ist der Redactor eben durch die Arith- 
metik, woraus er Excerpte aufnahm, darauf gebracht worden, den Namen 
des Boetius auch hier anzubringen. Die Angabe über Euklid als Verfasscr 
konnte er der oben S. 50 Anm. angeftihrten Stelle entnehmen, und An- 
leitung dazu, den Boetius als Uebersetzer aus dem Griechischen zu bezeichnen, 
hatte er in dem analogen Verhiiltniss bei der Arithmetik (vgl. z. 13. S. 3, 10 

ea quae ex Graecarum opulentia litterarum in Romanae orationis thesaurum 
sumpta conueximus). 

Endlich scheint derselbe die Umstellung des Stückes fol. 12gr-7 vor- 
genommen zu haben; denn grgen L a c  h m a n n ,  Rom. Feldm. II S. 83, halte 
ich die Anordnung im Bamb. ftir nrsprünglicher, weil die darin erhaltene 
Dialogform, wodurch die Zusammengeh6rigkeit mit dern Stück fol. 146-149 
(= fol. 13-15 Bamb.) gesichert wird, leichter ausgemerzt, als ktinstlich her- 
gestellt werden konnte. Ueber den Wortlaut des Bamb. kann man sich bei 
Boetius Opera p. 1541-42 unterrichten, nnr ist den Fragen ein-D(iscipulus), 
dan Antworten ein X(agister) vorgesetzt. 

Wenden wir uns nunmehr zur reineren Uebcrlicferung des Bamb., so 
springt die auch von L a c h m a n n ,  Rom. Feldm. II S. 87, hêrvorgehobene 
Thatsache sofort in die Augen, dass in der Vorlage dieser Handschrift 
Bliitterversetzungen stattgefunden haben; denn fol. 13' steht: quadrilaterum 
figurarum , quae circulis ambiuntur, was den Anfang von Elem. III ,  22 bildet ; 
die Fortsetzung aber findet sich einige Rlatter frliher (zwischen fol. 10 und 
fol. 121) so: (sed a b  aeterno creatore formata) ex aduerso sibimet anguli 
constituti duobus rectis angulis (anguli fltgt Bamb. hier hinzu, wahrend es 
in q fol. 142= mit Recht fehlt) sunt aequales. Hieraus ergiebt sich, dass 
das Sttick fol. 13'-' ursprünglich vor dem andern (= Boetius ed. Friedlein 
p. 388, 3 flgg.) stand. Wenn wir es dahin versetzen, erhalten wir eine bis auf 
einige Auslassungen und Umstellungen regelmassig fortlaufende Reihe von 
Sitzen am Elem. III, namlich III, 1 2 ,  10, 13, 14, 16, 18, 19, 23, 24, 
22, 27, 30, 31, 3 2 ;  dann folgen inmitten eincr corrumpirten Stelle Reste 
von III,  33 (ex hoc igitur manifestum est quoniam si a puncto circuli due 
linee recte sese contingant et sibi inuicem sunt equales s u p e r  d e c t a s  
rectas  l i n e a s  c i r c u l i  d e s c r i b e r e  p a r t e s ,  q u e  d a t o  r e c t i l i n e o  a n -  
gulo unus quis suas intus circnlo oportet accipere portiones) ,* d a m  IV, 
1-4, 6, 8, 1 2 ,  13. 

Durch Rliitterversetzung kann auch der Capitelindex fol. 67 von der 
,altercatiou fol. 13'-16' abgetrennt sein. Aber schon J a n  S. 439 ha t  
bemerkt, dass wir mit der blossen Annahme von Rl%tterumstellungen nicht 
auskommen ; daf'ir ist  die Zerriittung allzugross. Die Einsrhiebsel F r  i e d-  
lein p. 373, i lapides finales (mit Figuren), p. 375, i a  finitima autem linea 

* Aehnliche unverstandliche Worto stehen schon früher ; S. F r i e d l  e i n ,  pag. 
387,zz qiias unusquisque intus forma oportet acciperc portionee. 
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mensiiralis est ,  quae au t  aliqua observatione aut aliquo terminorum ser- 
vatur, p. 378, 7 ncmo resistere ullo tempore parti convenienti poterit, 
p. 3 7 8 ,  14 hic de extracluso loco dicit - hic de trigono dicit, p. 379, 18 

hic trigonus (es war wohl eine Figur da) k6nnen noch ganz gut als Feder- 
proben oder Glossen betrachtet ae rden ,  die vom Rande in den Text ge- 
kommen, wenn auch der Zusatz p. 375, i l*  wegen seiner Stellung als ab- 
sichtlich aussieht. Aber die Zerstückelung von Elem. I I I  kann kaum durch 
einen ungIinstigen Zufall erklkrt werden Ausser der oben angeführten 
Reihe finden sich namlieh Spuren davon sowohl in dem dieser vorangehen- 
den Stück ( F r  i o d l e  i n p. 387, 1 - 388, 2) '"1s fol. lZV = R8m. Feldrn. 1 
p. 408, 3 - 7  (Elem. I I I ,  17,  9, beide corrumpirt). Auch ist es auffallend, 
dass die fremdartigen, meist agrimensorischen Zusatze, die oft nur wenige 
Zeilen umfassen, fast regelmiissig bei dem Ende eines Abschnittes wieder- 
kehren, das doch nicht immer mit dern Blattende zusammengefallen sein 
wird; so nach II deff. F r i e d l e i n  p. 3 7 8  habebere possessores, nach 
I I I  deff. p. 379, 18 hic trigonus (S. oben), nach IV deff. p. 379, 24 die Wie. 
derholung von III deff. 6, 8 (die oben p. 379, 6-9 in  defecter Gestalt in q 
überliefert siud, S. die Varianten bei F r i e  d l e i n ) ,  nach Elem. II das ganz 
verworrene Sttîck S. 387, nach Elem. IV die hierher nicht gehorigen Worte 
S. 359, 12-16, endlich fol. 13' nach dem ersten Theil von Elem. III  einige 
Zeilen Agrimensorisches. Vergl. auch die Einleitung Friedlein p. 373, 27 bis 
374 ,  1. Es  bleibt also wohl nur übrig, mit J a n  anzunelimen, dass der Com- 
pilator die ihm vorliegende Euklid-Uebersetzung excerpirte, mit seinen agri- 
mensorischen Zuslitzen ausstattete und mit dern dabei herauskommenden 
Unsinn zufrieden war. F ü r  diese Erkllirung der Genesis der Compilation 
spricht noch ein anderer Umstand. Nach II deff. (Priedlein p. 378,i3) folgt 
in qY** II ,  1 etwas verstiimmelt (S. die Varianten bei E'riedlein), und ebenso 
nach IV deff. (Briedlein p. 379, 24) IV,  1, obgleich beide auch unten bei den 
Iibrigen Slitxen von II und IV wiederholt werden (Priedlein p. 385, 4; 388, 
23). Das kann doch nur so erkllirt werden, dass der Coapilator eine 

Euklid-Uebersetzung vor sich hatte, wo die Definitionen und Siitze ;der 
einzelnen Bücher beisammen standen; daraus hat e r  dann zuerst die Defi- 

* Ich citire hier und im Folgenden den Wortlaut nach q ,  m i l  icli vom 
Bamb. keine vollstü~idigc Collation habe; im Wesentlichen stimmen aie aber genau 
überein. 

'* F r ie  d l e i n  p. 387, 1 -4  ist in sehr corrumpirter Fassung - B. die Varianten 
aus p - -  Elem. IiI, 5 ;  p. 387, 6 - 8  erinnern an 111, 9, vergl. Rdorn. Feldm I p. 408, 
a - s ;  p. 387, i e ist der Anfang von III def. I l ;  p. 357, 1s - 21 scheint 111, 3.' zu  sein, 
wenn auch die Lesart von q sehr abweicht. 

*** Auch Bamb. bat 11, 1 an derselben Stelle - Varianten: hi0 quae] hi3 
quibiis, qui] que, rectiangulo] rectiangula, habebere] conuenit habere -, lasst sic 
aber dann unten p. 385, 4 weg. IV, 1 scheint Bamb. dagegen wie p an beiden 
Stellen zu haben; an der ersten hat  Bainb. dieeelben Fehler als p, nlir exitad 
statt excitat. 
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nitionen siirnmtlicher Bücher zusammengestellt und darauf die Satze folgen 
laseen, nahm aber aus Versehen die SLtze II,  1 und IV, 1, welche den be- 
treffenden Definitionen unmittelbar folgten, schon bei dieven mit. 

Wir gelangen also zu dem Resultat, dass der Compilator sein hübsches 
Werkchen aus zwei verschiedenen Schriften zusammenstellte. Erstens be- 
nutzte er einen in Dialogforrn abgefassten Katecliismus des Feldmessens. 
Ceber dessen Inhalt sind wir durch den-Capitelindex fol. 6'= Boetii opera 
p. 1641 unterrichtet. Darnach ist der ganzc arithmetischc Theil verloren 

gegangen; er war nattirlich auch in Fragen mit kurzen Antworten in De- 
finitionsform abgefasst, so dass auch von dieser Seite her das arithmetische 
Excerpt in q sich als unecht erweist. Von dem iibrigen Theil des Kate- 
chismus haben wir Ueberreste in der ,,altercatiou Bamb. fol. 13y-16r, 
worin die meisten Pragen des Capitelverzeicbnisses beantwortet werden; nur 
ist die Ordnung eine andere, und die Ueberlieferung hat auch sonst gelitten. 
Zweitens lag dem Compilator eine Euklid-Uebersetzung vor, die wenigstens 
Definitionen und Satze von Elem. 1-IV cnthielt. Davon, dass sic auch die 
Iibrigen Bücher enthalten hatte, ist  keine Spur vorhanden; dagegen ist es nicht 
unwahrscheinlich, dass auch die Beweise dabei waren; sicher ist es jeden- 
Falls, dass sie Beweise für 1, 1- 3 hatte. Das geht daraus bervor, dass 
cod. Gudianus gr. 21 saec. X ( E b e r t ,  Zur Handsehriftenkunde II, S. 12 flgg.; 
R h .  Feldm. 1 S. X) von derselben Uebersetziing die Definitionen, Postulate 
und xorval h v o r a ~  von Elern. 1 enthalt nebst Elem. 1, 1-3 m i t  den Be- 
weisen Rom. Feldm. 1 S. 377-381, 21). Da Gud. weder die übrigen Satze 
von Elem. 1 noch II- I V  hat ,  welche doch, wie wir aus q Bamb. ersehen, 
in der Uebersetzung da waren, ist  es j a  rnoglich, dass wir in Gud. den 
Anfang der ursprünglichen Gestalt derselben haben. und dass also siimmt- 
liche Beweise da waren. 

Ob aber diese Uebersetzung von B o e t i u s  herrühre, ist sehr zu be- 
zweifcln. Kicht nur giebt es Differenzen zwischen ih r  und den Euklid- 
citaten in den echten Werken des Boetius (Philologus XLII I  S. 518), son- 
dern ich rnochte auch dem als Uebersetxer aus dem Griechischen so thatigen 
Boetiuv mehr Kenntnisse der Sprache zutrauen, als unserem Ueberuetzer zu 

Gebote stand, wenn er zpani[ra xdoüvsar  (statt  x a l ~ i ~ 9 . w  1 def. 22) tiber- 
setat: trapezia calontae, id est mensulae, nominentur (Rom. Feldm. 1 S. 379, 
2 - 3  nach Gud., die Uebrigen lasgen calontae weg); auch die Lesart von 

bei Friedlein p. 387, 1-3: si in circulo per centrum linea quaedam recta 
dirigatur equandam (1. et quandam) lincam rectam in (1. non per) centrum 
positain in duas aequas diuidet (1. diuidit, et) p r o r  e c t u s  eam anguluv 
secat, et si p r O p O r r e  c t O s angulos etc. scheint rsuf Missverstandniss von 
7c& dg$& xu beruhen. 

Jedenfalls entstammt unsere Uebersetzung direct dem griechischen Ori- 
ginal (aetimata id est petitiones p. 379, 8 ;  cynae ennye Z. 17), und wegen 
einiger guten alten Lesarten (Stiidien tlb. Euklid S.  217) darf sie nicht zu 
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spat angesetzt werden. Vielleicht ist sie der von T e u f f e l ,  Rom. Litera- 
turgesch. 2, 5 489 erwahnten wissenschaftlichen Uebersetzungsliteratur des 
VI1.-VIII. Jahrhunderts beizugesellen. Mit dem Fragment bei H u l  t s  ch, 
Censorinus p. 60 flgg. hat sie nichts zu thun. Sie muss im Mittelalter ziem- 
lich verbreitet gewesen sein, wie die Aufnahme in mehrere Handschriften 
des corpus agrimensorum zeigt. Auch in der sogenannten Geometrie des 
Boetius hat  aie, wie schon herührt,  Platz gefundcn. Von den iibrigen 
Handschriften derselben (Rom. Feldm. II S. 64flgg.) ist mir nicht soviel 
bekannt, dass ich den Versiich wagen konnte, ihr Verhaltniss zur Ueber- 
lieferung in q Bamb. zu bestimmen. Nur ftir den von B r i e d l e i  n zu Grunde 
gelegten cod. Erlangensis ist dies mtiglich. Eine Vergleichung zeigt, dass die 
Fassung des Erlang. vie1 rnehr vom Griechischen sich entfernt, also umgestaltet 
und weniger rein ist. Doch ist es unzweifelhaft dieselbe Uebersetzung und 
zwar aus derselben Quelle geschtipft, der q Ramb. entstammen. Denn bei Fried- 
lein p. 388, 3 kommt nur dcr letzte Theil von III, 22 var: ex aduerso sibimet 
anguli constituti duobus rectis augulis sunt equales; der durch Blatterver- 
setzung in g Bamb. losgetrennte Anfang: quadrilaterum figurarum quae 
circulis ambiuntur fehlt mit dem ganzen abgerissenen und versetzten Stück 
von Elem. III (S. oben). Folglich fand der Compilator der Boetius-Geo- 
metrie diese Verstllmmelung in seiner Quelle schon vor, sowie tiberhaupt 
eine Durchmusterung der unten beigegebenen Varianten aus B ergiebt, dass 
der Schreiber oder Compilator die moistcn Schreibfehler von Bq schon vor- 
fand und durch (meist ungeschickte) Conjectur beseitigte; wir haben hierin 
wiederum einen entscheidenden Beweis fiir die spate Entstehung jenes Schrift- 
stücks. Andererseits aber finden wir in der Boetius-Geometrie eine Reihe 
von Satzen aus den Elementen, welche in q Bamb. fehlen, und es ist nicht 
der geringste Grund da ,  die Ziisammengehtirigkeit derselben und unserer 
Uebersetzung anzuzweifeln. Daraus folgt also, dass ftir die Rerstellung der 
Boetius - Geornetrio nicht q Bamb. gedient haben, sondcrn eine gemeinsame 
Quelle, welche die alte Cebersetaung vollstandiger enthielt, und dass somit 
auch die Boetius - Geometrie fiir die Wiederherstelliing derselben heranru- 
ziehen ist. Ob jene vollstandigere Quelle auch die Beweise noch hatte, BO 

dass Elem. 1 ,  1-3 mit den Beweisen (Priedlein p. 390 - 392) daraus in 
die Boetius- Geometrie flossen, ist sehr zweifelhaft. Denn der Erlang. ist 
ja  aus sehr verschiedenen Bestandtheilen zusammengestellt (u. A. einer agri- 
mensorischen Aufgabensammlung und einer Abacusabhandlung) , und die 
Stellung jener drei Beweise, von den tibrigen Satzen aus Euklid abgetrennt, 
spricht sehr dafür, dass sie einer andern Quelle, etwa einer dem Gud. Ihn. 
lichen Hds., entnommen sind. 

Diese alte Uebersetzung sol1 nun nach der Hypothese von Meyer- 
C u  r t  ze ,  wenn ich sie richtig verstanden habe,* vollstandig ftir alle XV 

- 
* Der Aufsatz von C u r t z e  ist mir hier nicht zuganglich; ich habe in Mün- 

chen einen Aiisziig daraus gemacht. 
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Biicher der Elemente in R erhalten sein und dem Adelhard bei seiner 
Uebersetzung aus dern Arabischen für  die Wiedergabe der 7 ~ p o t L u ~ ~ ~  gedient 
haben. 

An und ftir sich will es wenig einleuchten, weshalb denn A d  e l  h a r  d 
nicht a l l e  n g o t d ~ e i s  der in R enthaltcnen Uebersetzung entnahm, sondorn 
sich die MIihe gab ,  nebst stimmtlichen Beweisen auch einige Satze nach 
dern Arabischen neu zu übersetzen. Aber es k6nnen auch starke positive 
Griinde gegen die genarinte Auffassung geltend gemacht werden. 

Von Bedeutunp ist hier namentlich die Verschiedenheit der Termino 
logie, die sich bei genaiierer Untersuchung in R zeigt. So wird nae&li$oS 

bald mit alternus, beld mit  equidistans wiedergegeben, z. R : 
1, 30 a l t e r n e  uni itcrum ipsae rectao lineno aduersus se ipsas erunt 

altera altcri (= Boetius)"; 1, 38 triangula que in  coequalibus basibus e t  
in eisdem a l t e r  n i a  lineie sunt constituta equalia sibi inuicem sunt 
(= Boetius) ; 1, 39 omnes 'duo trianguli equales si in eandem basim ex 
eadem parte ceciderit inter duas lineas e q u i  d i  s t a n t e s  erunt (= Campanus) ; 
1, 42 e qu  i d i  s t a n  t i u  m laterum supcirficiern designare cuius angulus sit 
angulo assignat0 equalis ipsa uero superficies triangulo assignat0 equalis 
!= Campnus). 

An der zuletzt angeführten Stelle heisst ncfQt -dbr l~6y@rrppov  superficies 
equidistantium laterum, dagegen 1, 44 iuxta datam rectam lineam dato 
triangulo dato rectilineo p a r  a 1 e 11 O g r  a m  u m equale pretendendum est 
(= Boetius). 

Ebenso unvereinbar sind die Uebersetzungen des griechischen t.o' &à . . . 
~ F ~ ~ E ~ O ' ~ E V O V  d e 6 0 y d v ~ o v  bald genau dern Griechischen entsprechend mit 
rectangulum quod sub . .. continetur, wie i n  II, 8 ,  bald ganz ungriechisch 
als Product wie in II, 1: si fuerint duae quarum una indiuisa et  alia in 
quotlibet partes diuidatur illud q n o d  e x  d u c t u  u n i u s  e a r u m  i n  a l t e r a  
fiet equum erit his q u e  e x  d u c t u  l i n e e  i n d i u i s e  i n  unamquamque 
partem linee diuise particulatim rectiangula producuntur (= Campanus). 

Hierdurch erscheint doch die Einheitlichkeit der Uebersetzung in R als 
ausserst unwahrscheinlich, und die Abhangigkeit der wechselnden Termino- 
logie von der jeweiligen Uebereinstimmung mit  dern Griechischen oder mit 
Campanus, die oben durch die pa,renthetischen Zusatze angedeutet wurde, 
giebt die richtige Auffassung a n  die Hand: R i s t  d u r c h  C o n t a m i n a -  
tion z w e i e r  U e b e r s e t z u n g e n  e n t s t , a n d e n ,  d e r e n  e i n e  n a c h  d e r n  
Gr iech ischen ,  d i e  a n d e r e  n a c h  dern A r a b i s c h e n  g e m a c h t  w a r .  
Ss wird auch der Umstand erkliirlich, dass nur  diejenigen Satze in R mit 
Adelhard stimmen, welche vom üriechiuchen betrachtlicher abweichen, was 
denn doch sehr auffallend ware, wenn die Uebersetzung in R dern Adelhard 
vorgelegen hatte; denn wie und weshalh sollte er gerade alle mit dern 

* D.  h. die von F r i  e d l  e in  herausgegebene Geometrie. 
Uirt.-Ht. Abthlg. d. Zeitiohr. f. M s t h .  u. Phya. XXXV. 2. 
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griechischen Text genau stimmenden SLtze ausgemerzt und mit neuen Ueber- 
setzungen sus dem Arabischen ersetzt haben? 

F ü r  diese Entstehung von R sprechen auch andere Merkmale. Daas 
dem Schreiber von R die arabische Tradition geliiufig war, muss Meyer  
selbst zugeben angesichts der Definition in  1: alia est e l i n u a m  (d. h. 
helniuayn Rhombus; dasselbe arabische Wor t  ist dann noch auf den Figuren 
des Rhombus u n d  des Rhomboids bcigeschriebon), und e r  crklart sich die 
Sache so, dass ,der tüchtige SchreiberY von R den ,ihm bekanntenU Ter- 
minus einsetzte. 1st nun schon a n  und für siçh diese Erklarung bedeuklich 
(R ist sehr schlecht geschrieben mit vielen argen Fehlern, und die Anwen- 
dung des Terminus auf zwei verschiedene Figuren zeigt ja eben, dtlss der 
Terminus dem Schreiber n i  c h t bekannt war) , so fallt mit der Annahme 
einer Contamination jeder Grund weg, um die Interpolation des arabischen 
Wortes in so ktînstlicher Weise zu erklkren. Wir  haben darin nur ein 
besonders greif bares Beispiel , wie R tiberhaupt zusammengeschweisst ist. 

Charakteristisch ist auch die Lesart in R bei den petitiones. Die Ueber- 
schrift lautet wie bei Boetius und in einigen griechischen Handschriften: 
petitiones sunt  quinque, aber dennoch wird den fUnf auch bei Boetius auf- 
geführten noch eine sechste beigefügt: item duas rectas lineas impossibile 
est claudere superficiem, welche bei Campanus vorkommt. 

( 8 o l i l u a s  f o l g t )  
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Elemente der analytiachen Oeometrie der  Gleraden und der  Kegelschnitte. 
Ftir den Schulunterricht,, sowie zum 8elbststiidinm bearbeitet von 
HEINRICH DRASCH, Professor an der k. k. Staats - Oberrealschule in 
Linz. Mit 76 in den Sext  eingedruckten Figuren. VIII, 112 S. 
Wicu 1889. Alfred Holder, k. k. Hof - und Universit:;itsbuchhhdler. 

Der Verfasser beschrankt sich auf die Anweudung recbtwinkliger Co- 
ordinaten , neben welchen nur in einem kurzen (dem finften) A'oschnitte Po- 
larcoordinaten auftreten. Von geradlinigen Coordinaten, die einen andern 
Axenwinkel, t l l ~  den von 90 Grad bilden, erfahrt der Leser Nichts. Es 
ist naheau selbstverst8;ndlich, dass ihm daher auch die conjugirten Durch 
messer der Kegelschnitte unbekannt bleiben. Die Asymptoten der Hyperbel 
kommen als Tangenten a n  unendlich fern gelegene Punkte vor, andere 
Eigenschaften derselben werden nicht besprochen. Der sechste Abschnitt 
behandelt dia allgemeine Gleichung zweiten Grades, als welche y 2 + a x y  
f bx2+ cy + d x  + f = 0 bezeichnet wird; der Fal l ,  in welchem die Coeffi- 
cienten vou x h n d  von y2 verschwinden, wird mit keinem Worte e r w i h t .  
Die ,Discussion der allgcmeinen Gleichung des II. Grades mit zwei Ver- 
iinderlichenu in $ 3.2 ist  dementsprechend eine nichta weniger als vollstan- 
dige. Dagegen siud in den eraten Abschnitten die Lage von Punkten auf 
einer Geraden mit Einschluss der dabei auftretenden Richtungszeichen, har- 
monische Theilungen und harmonischo Strahlen, Verbindungen von zwei 
Geraden zu einem Geradenpaar, Pole und Polaren beim Kreis wie bei den 
Kegelschnitten verh&ltnissmiissig ausfiihrlich behandelt. parnit haben wir 
die wescntlichen Ltîcken, den wesentlichen Inhalt des Buches angegeben. 
An Anstalten, die gerade diese Theile der analytischen Geometrie ihrem 
Schulplane eingefügt haben, mag man das Werkchen benutzen. Der ge- 
schilderte Rahmen ist nicht ungeschickt ausgeflillt, und insbesondere ist 
einiges Gewicht auf die Losung von in denselben passenden Aufgaben und 
Zahlenbeispielen gelegt. 

-- - 
CANTOR. 

Sur une nouvelle méthode de  résolution dea équations lineaires e t  sur 
l'application de cette méthode au  calcul des dkterminants par B. J. 
CLASEN, chanoine de la cathédrale de Luxembourg. Paris,  Gauthier- 
Vil!ars e t  fils, 1889. 31 pag. [Extrait des Annales de la  Socibté 
scientifique de Bruxelles, 120 année, 1887-1888, pp. 231- 281.1 

5" 
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Der Grundgedanke der Darstellung des Herrn C l a  s e  n ist folgender. 
Eu sei ein System linearer Gleichungen zwischen x, y, el s, . . . gegeben , deren 
drei erste durch die symbolische Schreibweis~ XI = O, YI = O, 2, = 0 sich 
darstellen, wo 

X , = a , x + b , y + c , e + d , s + . . . ,  
Y , = a , x +  b , y + c , z + d , s +  ..., 
Z , ~ a 3 x + $ y + c , ~ + d y s + . . -  

Man sieht sofort, dass 
a ,Y,-a ,X,=(a,b,-a ,b,)y + (a,c,-a,c,)z + (a,d,-a,d,)s + . - a  =Y,=O, 
bsXl-b ,Y,=(a ,b , -a ,b , )z  + (c,b,-c,b,)a + (d,b,-d,b,)s t . . . . ~ X , = 0  . 

Diese Gleichungen enthalten die erste y ,  die zweite x mit einem und dern- 
selben Coefficienten, dagegen die erste x ,  die zweite y nicht mehr. Ver- 
vielfacht man daher Z, = O mit - (a, b, - a,b,) und Y, = O mit b,, sowie 
X,=  O mit a3, so liefert dio Addition der drci Gleichungen eine neue 
Gleichung Z,=O, 

in welcher x und y fehlen und e einen Coefficienten R besitzt. Es ist ein- 
leuchtend, dass i n  ganz bhnlicher Weise auch noch Gleichungen 

% = O ,  Y,=O 
abgeleitet werden konnen, deren erste y und 8 ,  deren zweite x und E nicht 
mehr enthalt,  wahrend die beztiglichen Coefficienten von x und y jetzt R', 
R" heissen. Nun wird behauptet, es sei R = R'= R", und dieses P r i n -  
c i p  d e r  g l e i c h e n  C o e f f i c i e n t e n  wird durch den Scbluss von ra auf 
la + 1 bewiesen. 

Man sieht sofort,  wie der weitere Verlauf des Eliminationsverfahrens 
ist. Die Verbindung von X, = O ,  Y, = O, Z3 = O mit einer vierten Grund- 
gleichung SI = 0 schafft eine neue Gleichung ohne x, y, a u. S. W. Dass 
das Ergebniss dieses Verfahrens kein anderes sein kann,  a18 das jedes der 
riblichen Eliminationsverfahren, ist selbstverstiindlich, aber die neue Ab- 
lcitung lBsst Anfjngcr deutlicher erkennen , wie es kommt , dass die Addition 
der mit gewiusen Factoren vervielfachten Grundgleiühungen zurn Verschwin- 
den sammtlicher Unbekannten bis auf eine ftihrt,  und darin dlirfte in der 
That  ein Vorzug liegen. Verstehen wir Ilerrn C l a  s e  n recht , so wlinscht 
e r  im Unterricht die ganze Determinantenlehre auf dieser Grundlage auf- 
gebaut. CANTOR. 

Anfetellnng von fi Kihig innen  auf  einem Schachbrett von ~ z e  Feldern 
derar t ,  dass keine von einer andern geschlagen werden kann (von 
n = 4 bis n = IO), von Dr. A m .  PEIN , Oberlehrer an der Realschule 
eu Bochum. Mit 7 Figurentafüln. 62 S. Leipzig 18P9, in Corn- 
mission bei Gustav Fock. 

Seit 1850 ist die in der Ueberschrift der uns vorliegenden Druckschrift 
genannte Aufgabe den Preunden combinatorischer Untersuchungen vorgelegt. 
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Eine Anzahl von Mathematikern hat  ihr Aufmerksamkeit gewidmet, unter 
denen ich nur G a u s s  zu nennen habe, um zu beweisen, dass es um eine 
Scharfsinn beanepruchende und Interesse verdienende Aufgabe sich handelt. 
Gel6st ist sie bis auf den heutigen Tag nicht, wenigstens nicht theoretisch, son- 
dern nur praktisch, indem man ein allerdings systematischcs Probiren eintreten 
liess, statt der langst ins Arithmetische übersetzten Fragestellung auch eine 
arithmetische Antwort folgen zu lassen. Herr  GU n t h e r dürfte durch eine sehr 
glücklich gewiihlte Bezeichnung das Probiren mesentlich erleichtert haben. 
An seiiien Aufsatz, welchen Herr P e  i n  gleich den Arbeiten der übrigen 
Vorginger kennt und auch den Lesern in vortrefflichen Auszügen bekannt 
macht, schliessen sich spatere Versuche, zuletzt die von Herrn P e i n  selbst 
an. Jlan wird sagen dtirfen, es sei jetzt wohl das letzte Wort  des Empi- 
rikers gesprochen, und Tabellon wie Diagramme lasscn zur Verdeutlichung 
Niehts zu wiinschen tibrig. Um so whschenswerther erschiene endlieh 
einmal eine von jedem Probiren freie und unabhangige Behandlung der Frage. 

Theorie der Congrnenzen (Elemente der Zahlentheorie) von P. L. TSCHE- 
BYGCAEFF. Deutsch mit Autorisation des Verfassers herauqgegeben 
von Dr. HERMANN SCHAPIRA, a. O. Professor a n  der Universitiit Heidel- 
berg. Berlin 1889, bei Meyer & Müller. XVIII, 313 S. und 31 S. 
Tabellen. 

Die deutsche Bearbeitung ist ziemlich genau 40 Jahre  spiiter als das 
russische Original erschienen. I n  unserem schnelllebigen Jahrhundert ist 
das eine Frist,  innerhalb deren auch die verdienstvollsten Werke zu ver- 
alten pflegen und nur dann neu herausgegehen werden, wenn ihre Verfasser 
zu den Klassikern der Wissenschaft gehoren. Diesen Rang nimmt T ti c h  e -  
b g ~ c h e f f  urizweifelhaft ein. Aber auch an und für sich war der wieder- 
holte Druck eines Buches gerechtfertigt, das bei der geringen Zahl von des 
Russischen kundigen Lesern so gut  wie unbekannt geblieben id, wahrend 
eu allgemein bekannt xu sein vollauf verdient. Schon die allgemeinate An- 
ordnung ist ganz verschieden von derjenlgen , wclcher zahlentheoretische 
Werke sonst zu folgen pflegen, und schliesst sich eng an das in alge- 
braischen Werken Gebrauchliche an. Nach wenigen einleitenden Satzen 
eroffnet ein Capitel Uber Congruenzen im Allgemeinen die Untersuchung. 
Es folgen die Congruenzen ersten Grades, dann die Congruenzen den 
Grades, und nun erst werden die besonderen Fiille betrachtet, welche 
einerseits durch n = 2 ,  andererseits dureh Einschrankung der Gliederzahl 
auf zwei (binomische Congruenzen) sich ergeben. Exponentialeongruenzen 
(az= A) schliessen sich an. Damit ist die eigentliche Lehre von den Con- 
gruenzen abgeschlossen, und der Verfasser ordnet ihr die Lehre von den 
qnadratiscben Formen in der Weise zu, dass e r  von Congruenzen mit zwei 
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Unbekannten redet. Wie im Allgemeinen, so ist aiich in  jedem einzelnen 
Capitel die Darstellung durchaus eigenartig. So führt z .  B. der Satz, dass 
in jeder mp -gliedrigen arithmetischen Progression, deren Differenz d zu p 
theilerfremd ist , immer genau m Glieder durch p theilbar sein müssen (S. 17), 
zur Entwickelung der Gauss 'schen rp-Function (S. 22) ; so liefert der 
F e r m a  t'sche Lehrsatz (S. 50) die AiiflGsung der Congruenzen ersten Grades 
(S. 57)  ; so zeigt sich der W i l s  O n'sche Saiz (S. 73) als Folgcrung ans dem 
Satze, dass eine Congruenz mten Grades nicht mehr als m Wurzeln besitzen 
k h n e ,  es sei denn, dass alle Glieder Vielfache des Modulus p zu Coeffi- 
cienten besitzen (S. 70) ;  so ftihrt der gleiche Hilfssatz von der grossten 
Anzahl von Wurzeln einer Congruenz mten Grades zum Beweise der Auf- 
losbarkeit der Congruenz mit zwei Unbekannten xZ + Ay2 + B G 0 (modp) 
unter der Voraussetzung, dass p eine Primzahl und kein Theiler von A ist 
(S. 208) u. S. W. Der Ucbersetzer des vortrefflichen Buches, Herr Scha-  
p i r a ,  ist  Russe von Geburt und seit 1878 in Heidelberg wohnhaft. Er 
war also durch vollstlindige Beherrschung beider Sprachen zur Bearbeitung 
gleichsarn vorausbestimmt, und er hat fiich, soweit wir aus dem deutschen 
Texte allein zu beurtheilen im Stande sind, seiner Aufgabe auf's Beste ent- 
ledigt. Eine ganze Reihe von kleineren und grtisseren Zusatzen, durch 
eckige Klammern kenntlich gemacht , dienen dazu , die Bearbeitung noch 
folgerichtiger und lückenloser zu gestalten, als sie es im Original schon 
w w .  Wir  wiseen daftir, wie fiir die ganze Veroffentlichung Herrn Scha-  
p i r  a aufrichtigen Dank. 

-- 
CANTOR. 

Zur Lehre vom Unendliohen. Antrittsrede zur Uebernahme der auuser- 
ordentlicben Professur der Mathematik a n  der Universitat Ttibingen, 
gehalten am 28. J u n i  1888 von Dr. W. FRANZ MEYER an der Berg- 
akademie Clausthal. Tübingen 1889, bei H. Laupp. 24 S. 

Als Referent 1855 seine "Grundzüge einer Elementararithmetiku ver- 
offentlichte, stellte er an die Spitze des Ganzen den Satz, die Mathematik 
sei eine Erfahrungswissenscùaft, und von diesem Glaubensbekenntnisse ab- 
zugehen hat  e r  inzwischen nicht die geringste Veranlassung gehabt. Herr 
M e y e r  dagegen fordert, die Arithmetik uud Analysis sollen, soweit dies 
die Eigenart unserer Geistesanlagen nur  irgend zulasst, als ein Bestandtheil 
der reinen Logik auftreten. 1st demit ein so grundsatzlicher Widerspruch 
der  beiden Auffassungen an den Tag  gelegt, dass eine Wtirdigung der 
gegentheiligen Meinung für beide ausgeschlossen seheint? Wir glauben es 
nicht. Wir  ftigten damals sofort hinzu, dass die Mathematik auf gewon- 
nener Erfahrungsgrundlage mittels Abstractionen weiter baue, und Herr 
M e y e r  verschmaht es keineswegs, die sinnliche Wahrnehmung zu Hilfe zn 
zieheu, um mathematische Begriffe zu erlautern, wenn nicht zu bilden, und 

darin stimmen wir Reide gewiss tiberein, dass das Unendliche nicht Erfah- 
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rungsergebniss allein sein kann , sowie darin , dass mit einzig philosophi- 
schen Redensarten die Schwierigkeit des Unrndlichkeitsbegriffes nicht behoben 
wird. Herr M e y e r  giebt sich in seiner anziehend und geschmackvoll ge- 
schriebenen Antrittsvorlesung als Anhiinger derjenigen Anschauungen zu 
erkennen , welche seither vorzugsweise in  Herrn G e  O r g C a n  t O r und Herrn 
Richard  De d e  k i n d  ihre Vertrcter fanden. War es dem Letztcren auch 
mehr um eine anfechtungsfreie Einflihrung der Irrationalzahl zu thun,  so 
durfte Herr M e y e r  doch gerade ihm die Begriffsbestimmung entnehrnen, 
ein Inbegriff von Dingen sei unendlich, wenn er mit einem Theile seiner 
selbst gleiche Machtigkeit besitzt, im andern Balle dagegen endlich. Unter 
gleicher Nacbtigkeit ist dabei diejenige Eigenschaft zweier Mengen verstan- 
den, welche gestattet, je ein Element der einen auf ein solches der xweiten 
und umgekehrt zu beziehen. Das Verdienstliche a n  dieser Definition ist, 
wie Herr M e y e r  sehr richtig hervorhebt, darin zu finden, dass sie zum 
ersten Male ein positives $fcrkmal für das Unendliche ausspricht, welches 
f d e r  von der Spracbe, wie von dem Mathematiker immer nur un-endlich, 
also mit negativem Namen genannt wurde. CANTOR. 

Curso de analyse infinitesimal por F. GOMES TEIXEIRA, Director da Aca- 
demia Polytechnica do Porto,  professor na mesma Academia, antijo 
professor na Universidade de Coimbra, socio correspondente das Aca- 
demias Rcaes das Sciencias de Lisboa, Madrid etc. C a l  c u 1 O 1 n t e  g r a l  
(Primeira parte). Porto 1889, Typographia Occidental. 31 2 pag. 

Die Differentialrechnung des gleichen Verfassers ist 1887 erschienen 
und S. 213-215 der hist.-lit. Abth. des SXXIII .  Bandes dieser Zeitschrift 
angezeigt. Der 1. Band der Integralrechnung, welcher hente uns vorliegt, 
bestatigt die gute Meinung , welche wir bci jener früheren Gelegenheit aus- 
sprechen durften. Herr T e  i x  e i r a ist Nathematiker der neuesten Schule 
und hat dementsprechend in sein Lehrbpch Dinge aufgenommen, welche 
alteren derartigen Werken durchaus fremd waren. Dass Herr T e  i x  e i r a  
einen guten Theil seiner Schulung in Paris diirchgemacht h a t ,  dass er dem- 
entsprechend die Schriften des Herrn II e r  m i  t e , das schnell klsssisch ge- 
wordene Werk des Herrn D a r  b O u x über Obedachen haufiger als Quellen 
benutzte , a19 Werke , welche in anderen Sprachen geschrieben sind , wollen 
wir ihm um so weniger verargen, je  mehr wir die Hochschatzung der ge- 
nannten Schriften mit ihm theilen. Wir  wollen auch schon darum nicht 
ihn der Vernachlassigung dieser oder jener Untersuchungen anschuldigen, 
weil n i r  nicht wissen konnen , welchen Inhalt Herr T e i x e i r  a dem II. Bande 
der Integralrechnung aufgespart hat. Voraussichtlich wird dort die func- 
tionentbeoretische Richtung mehr eingeschlagen werden und Gelegenheit 
bieten, zu zeigen, dass Herr  T e i x e i r  a seine für einen Romanen seltenen 
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Sprachkenntnisse nicht dazu nur  angewandt ha t ,  in die Zeitschriften der 
verschiedensten Liinder zu schreiben , sondern in jenen Zeitschriften auch 
die Abhandlungen der Eingeborenen zu lesen und sie da zu benutzen, wo 
von ihnen au8 die Neugestaltung mathematischer Auffassungen entstanden 
ist. Wenn wir oben bemerkten, der Inhalt des gegenwartig erschienonen 
Bandes geho vielfach weit über das hinaus, was man in Elteren Lehrbtichern 
finde, so hait es nicht schwer, insbevondore aus dem l., 2. und 4. Capitel 
Beispiele daftir zu nennen. Das 1. Capitel ist der unbestimmten Integration 
gewidmet. Hier ist die Aufgabe behandelt, den algebraischen Theil des 

I n t e g a l s  IG1 IP l x )  d x  zu ermitteln, ohne die Wurzeln von y>(z) = O zu 

kennen, sofern <p (x) und ~ ( x )  ganze rationale Functioneu bedeuten In 
dem gleichen Cepitel ist der Satz bewiesen, dass die Gleichung der Uni- 
curvalcurven in zwei neue Gleichungen zerfkillt, deren jede einzelne eine der 
Coordinateu x ,  y als rationale Fuuction einev Parameters t darstellt. Irn 
2. Capitel wird, vom unbestimmten Integral ausgehend, das bestimmte 
Integral ermittelt. Wir  erwiihnen hier einer ganzen Anzahl von Mittel- 
werthsatzen , aus welehen interessante Annaherungen sich ergeben. I m  
4. Capitel finden sich Anwendiingen bestimmter Integrale auf die Lehre von 
den Gleichungen , invbesondere zum Beweise deu G a  u s s'schen Fundamental- 
satzes der Algebra u. S. m. Diese wenigen Anführuugen dürften gentigen, 
unser dem neuen Lehrbuche günstiges Urtheil zu begründen. 

CANTOR. 

Beitrage znr  Theorie u n d  Praxie  d e r  Invalidenveraichernng von Ober- 
lehrer Dr. A m .  WILH. WOLF. Programm des stiidtischen Realgym. 
nasiums zu Leipzig für das Schuljahr von Ostern 1888 bis Ostern 
1889. El589 Progr. Nr.  529.1 40 S. 4O, worunter 28 S. Tcxt und 
12 S. Tabellcn. 

Der Verfasser beginnt seine Abhandlung, deren Gegenstand er so 
glücklich zu wiihlen wusste, dass das Erscheinen des Programms fast genau 
mit der Erlangung von Gesetzeskraft des Reichsinvalidengesetzes zusammen- 
t ra f ,  mit einer kurzen, aber htichst Iehrreichen Geschichte der einschlagenden 
deutschcn Arbeiten. Nachdem Hfil s s o die statistischo Thatsache festgestellt 
hatte, dass gemass der aus Knappschafts- und Fabrikscassen ermittelten 
Zahlen auf je  1000 Arbeitsfahige jeden Alters durcheinander gezahlt 68 
Invaliden vorkommen, suchte K a r l  H e i m  diese Zahlen zu deuten, be- 
ziehungsweiae in ihre Restandtheile zu zerlegen. Wenn mit 68 pro Nille 
Arbeitsunfshigen der Beharrungszustand hergestellt ist ,  so muss nothwen- 
digerweise die Zahl der unter 1000 Arbeitern jahrlich invalid werdenden 
der Zahl der unter 6 8  Invaliden jahrlich Absterbenden gleich sein. Letz- 
teren Bruchtheil nahm H e i  m zu 3 Procent an ,  mithin 2,04 von 68, und 
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so gewann er 0,002 als Invaliditiitswahrscheinlichkeit des gesunden Arbeiters. 
Aber diese Invalidit~tswahrscheinlichkeit serflillt nach R 'eym sclbst wieder 
in zwei einander ftir die Durchschnittszahl gleiche Summanden, deren einer 
vom Alter des Arbeiters unabhangig die durch Naturkrzfte, durch das 
Gemerbe drohende Invalidittit, nahe verwandt, wenn auch nicht überein- 
stimmend mit der Unfallsgefahr, in Zahlen darstellt, wtihrend der andere in 
geometrischer Progression mit dem Alter des Arbeiters wachsend die bei 
fortschreitenden Jahren regelmassige Kriifteabnutxiing misst. 1st also die 
Invalidit%tswahrscheinlichkeit nicht eines Arbeiters tiherhaupt, sondern eines 
x-jahrigen Arbeiters zu beutimmen, und 20 Jahre etwa das Anfangsalter 
für die in Rechnung tretenden Arbeiter," so ist. die Invaliditlitswahrschein- 
lichkeit i, = a + b .  C " - ~ O .  Die Constante u wurde, wie schon erwahnt, zu 
:.0,002 = 0,001 angenommen; die beiden Zahlen b, c wurden auf Grund- 
lage zweier weiteren Annahmen berechnet : Erstlich, dass mit 20 Jabren 
der Summand b . ~ - 2 0  = b = 0,00002 sei, zweitens dass i,, = 1 ,  mithin 

0,00002. c79 = 1 - 0,001 sei oder c = Fm = 1,2292. Diese ersten 
Grundlagen der Untersuchiing gehen bis 1855 zurück. Seit 1868  etwa 
wandte A u g  u s t W i e g a n d der hochwichtigen Aufgabe seine Aufmerksarn- 
keit zu. Die 79 Jahre der Heim'schen Rechnung erkannte er in  erster Linie 
a19 zu hoch und ersetzte sie durch 71, wodurch ein entsprechend vergrosser- 
tes c sich berechnete. Ueberdies veranlasste er den Verein deutscher Eisen- 
bahnverwaltungen , genaue Zusammenstellungen aller Zahlen, die sich bei 
ihren zahlreichen Bedienvteten (1868 : 62853 Angestellte, 1869:  73342 An- 
gestellte u. s. W.) ergaben, zu veroffentlichen, aus welchen weitere Polge- 
rungen abgeleitet wurden. IIerr W o l f  hat neuerdings die Erfrthrungen von 
drei Kassen zu prüfen gehabt, um iiber die Lebensfahigkeit jener Kassen 
selbst ein Urtheil zu gewinnen; es waren dieses die Pensionsanstalt der 
Genossenschaft deutscher Bühnenangehoriger, die Pensions - Zuschusskasso 
für Beamte der deutschen Reichspost- und Telegraphenverwaltung und die 
Pensions-Zuschusskasse der Musikmeister des konigl. preussischen Heeres. 
Die Zahlen dieser drei Anstalten sind von ihm erstmalig veroffentlicht. Ein 
gemeinschaftliches Ergebniss der sammtlichen seither angestellten Untersuch- 
ungen besteht in der Unübertragbarkeit der Zahlen von einem Berufe auf den 
andern. Die eigeno Statistik einer jeden Kasse liefert auch bei weniger reich- 
haltigen Berufen einen gesicherteren Maassstab für  die Lebensfàhigkeit der 
Rasse, als die Vermengung mit Zahlen, welche einem andern Berufe an- 
gehoren. Die Invalidittitscurven , welche Herr Wo 1 f als Versinnlichung 
seiner Rechnungen gezeichnet ha t ,  sind besonders lehrreich. Sie zeigen bei- 
spielsweise, dass mannliche Blihnenangehorige, Eisenbahnbeamte und Post- 
beamte einerseits , weiblichc BUhnenmitglieder und Militlrmusikmeister an- 

* L)em Invaliden-Reichsgesetze entsprechend sollte dieses Anfangsjahr aller- 
dings auf dae 16. Jahr gelegt werden. 
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dererseits zwei Gruppen bilden, deren zweite eine von Anfang a n  wesentlich 
steiler ansteigende Invaliditiitscurve besitzt. Bei den Musikmeistern tritt 
ein ganz besonderer Verlauf vom 68. bis zum 61. Lebensjahre ein, wo die 
Curve f i l l t ,  d. h. also die Invalidit~tswahrscheinlichkeit 3 Jahre lang ab- 

nimmt, um alsdann freilich um sp rascher ziieunehrnen. 
Haben wir somit etwa die Halfte des Textes der Bcrichterstattung 

unterworfen, so konnen wir ilber die zweite Halfte rascher hinaeggehen, 
wiewohl sie die eigentlich wichtigere ist. Herr Wolf hat namliçh hier die 
Formeln abgeleitet, nach welchen er seine Berechnungen anstellt, und aus 
Formeln lasst sich der Natur der Sache nach ein Auszug nicht geben. Die 
Ableitung selbst bietet aher, gleich der der weitaus meisten Formeln des 
Versichernngawesens, keine eigentlichen iiiathematischen Schwierigkeiten, 
da sio dcr Hauptsache nach nur von der Summirung mchr oder weniger 
verwickelter geometrischer Reihen abhangt. Der Fachmann wird die For- 
meln selbvt zn benutzen haben, der Laie - auch der mathematische Laie 
- lasut sich daran 

Einfiihrung in die 

genligen, dass sie vorhanden sind. CANTOR. 

Wahrecheinlichkeitslehre von Dr. BRUNO RORCHARDT. 
Berlin 1889, Vcrlag von Julius Springer. V I ,  86 S. 

In dem Vorworte spricht der Verfasser von dem seitherigen Mange1 an 
einem Werkchen, welches eine erste Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeits- 
lehre als Aufgahe sieh setze, und soweit man den Ausspruch auf in deut- 
scher Sprache verfasste Schriften eiiischrankt, ist derselbe vollstZndig ge- 
rechtfertigt. Hier war in der That ein Bedürfniss zu befriedigen, und wir 
durfen mit Vergnligen bezeugen , dass Herr B O r c h a r d t die von ihm er- 
kannte Lücke unserer Literatur auszufüllen verstanden hat. Dass es nur 
um eine Einfiihrung sich handelt, dass auf 86 Seiten kein Lehrbuch der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung gegeben werden kann , ist selbstverst~ndlich, 
aber doch geht Herr B o r c h a r d t  weiter in  seinen Hntwickelungen, als es 
mit den Mitteln der ganz elementaren Mathematik moglich ist,  und dadurch, 
dass er die Anwendung des Integralzeichens a b  und zu sich gestattet, ist 
er in  den Stand gcsetzt, seine Leser nicht iiur in die Anfangsgrilnde der 
Wahrscheinlichkeitslehre, sondern i n  diese selbst einzuführen. Das Rüchel- 
ühen zerfillt in  vier Abschnitte: 1. Von der Wahrscheinlichkeit; II. Von 
der Hoffnung; III. Von den Ursachen; IV. Anwendung auf die Lebensrer- 
sicherung. Die Namen lassen den Inhalt unschwer erkenuen. Sollen wir 
die aussersten Grenzen angeben, bis zu welchen die Darstellung sich er- 
streckt, 80 nennen wir aus dern ersten Abschnithe die Untersuchung über 
haufig wiederholte Ereignisse und über die Wahrscheinlichkeit einer Abweich- 
ung von der wahrscheinlichsten Combiiiation derselben, a190 die Grundlage 
des Gesetzes der grosscn Zahlen, wcnn d i e ~ e s  selbst aueh (unserer Meinung 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nach mit Unrecht) nicht genannt, noch ausgesprochen ist. Der zweite 
Abschnitt filhrt bis zum Petersburger Problem. Im dritten Abschnitte ist  
von der Wahrscheinlichkeit von Ursachen, beziehungsweise von der der 
Wiederholung eines Ereignisses die Rede; hier wird derselbe Grenzpunkt 
mie im ersten Abschnitte erreicht. Der vierte Abschnitt ist  mit 17 Seiten 
etwas stiefrnlitterlich bedacht; gleichwohl wird er gentigen, dem Leser so- 
vie1 von der Lehre von den Lebensversicherungen beizubringen, als erfor- 
derlich ist, die Lust nach weiterer Belehrung in ausführlichen Facl-ischriften 
in ihm zu erwecken. CANTOR. 

Znm Gesetz der grossen Zahlen. Untersuchung der Ziehungsergebnisse 
der Prager und Urünner Lotterie vom St,andpunkte der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, von EMANUEL CZUBEB. Pra.g 1889 ,  Verla:: von 
H. Dominicus. 41 S. 

DES Zahlenlotto, bei welchern a m  90 Nummern jedesmal 5 gezogen 
werden, und ein Gewinn auf alle Diejenigen fallt ,  denen es gelang, eine 
der mehrere von den gezogenen Nummern zu errathen, geh6rt zu den 
Spielen, welche in fast allen Lehrbllchern der ~ahrsche iu l ichke i t s rechnun~ 
untersucht werden. E s  gestattet die Anwendung verschiedener Formeln der 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t  a priori.  Aber in Staaten, wo es geduldet wird, 
entfeseelt dieses Lotto auch eine blinde Spielwuth namentlich der unteren 
Bevdkerungsschichten, welche nicht selten den Schein eines einsicht,svollen 
Spieles anzunehmen liebt. So erkliirt sich das Erscheinen von Listen, in 
welchen sammtliche Ziehungsergebnisse der Zahlenlotterie i n  Prag und in 
Brtinn von 1754 bis 1886 gesammelt und abgedruckt sind. Sind diese 
Liuten. einmal vorhanden, so gestatten sie reichliche Verwerthung in der 
Lehre von der W a h r s c h e i n l i c h k e i t  a posteriori ,  und das ist die Auf- 
gabe, welche Herr C z u b e r  sich neiierdings gestellt hat. 

Wir wollen einige von don Einzelfragon hervorheben, welche er der 
Untersuchung unterworfen hat. Unter den 90 Nummern, aus welchen 5 
gezogen werden, befinden sich 9 einziffrige und 81 zweiziffrige. Die Wahï- 
scheinlichkeit $O), dass keine einziffrige, sondern 5 zweiziffrige Nummern - .  

S l . 8 0 . 7 9 . 7 8 . 7 7  64701 
gezogen werden, ist a priori ---- 

90.89.88.87.86=1]0983 
oder p(O) = 0,58298. 

Die Wahrscheinlichkeit p['),  dass neben 1 einziffrigen 4 zweiziffrige Num- 
8 1 . 8 0 . 7 9 . 7 8 . 9 . 5  45 

mern gezogen werden, ist  - -pi0) oder p( l )  = 0,34070 
90 .89 .88 .87 .86  -77  

n. B. W. Die Theorie wurde nun mit der Erfahrung verglichen, welche aus 
2854 Prager und 2703 Briinner Ziehungsergebnissen hestand. Es  wurde 
ferner die Abweichung der berechneten und der beobachteten Zahlen er- 
mittelt und die theoretsisch auffindbaren wahrscheinlichen Grenxen dieser Ab- 
weichung. Ueberall zeigte sich eine befriedigendo Uebereinstimmung. Bei 
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einer zweiten Cntersuchung handelte es sich um die Wahrscheinlichkeit p, 
dass die fünf gczogencn Nummern in naturlicher Grossenfolge von der nie- 
dersten zur hochsten oder umgekehrt von der hochsten zur niedersten dem 

2 
Auch hier Rade entnommen wurden. A priori ist  p = ----- - -. 

1 .2 .3 .4 .5 -60  
waren die Zahlen, welche a posteriori den Listen entnommen wurden, in 
auffallender Uebereinstimmung mit der Rechnung. Das Gleicbe zeigte sich 
bei der dritten Untersuchung, welche die Erschtipfung sammtlicher Nummern 
xum Zielpunkte hatte. Herr C z u b  e r  bat noch einige weitere Fragen an 
der Hand der Berechnung und der Erfahrung beantwortet und die Ergeb 
nisse verglichen. 

Es  ist j a  keineswegs Hberrasehend, dass das Gesetz der grossen Zahlen, 
d. h. das Wegfallen von Zufialligkeiten bei Haufung der Beobachtungen, sich 
bewshrte, aber wer Vorlesungen zu halten hat ,  welche ausschliesslich oder 
theilweise auf Wnhrsch~inlichkeitsrechnung sich beziehen, ist vielfaeh in der 
Lage,  nach geeigneten Beispielen sich umzusehen, die gar  nicht haufig sich 
vorfinden. Ftir solche Zwecke konnen wir die kleine Schrift warm empfeh- 
len , welche zudem mit den frliheren Veroffentlichungen des gleichen Ver- 
fassers die Tugend theilt, sich leicht und angenehm lesen zu lassen. 

Ueber d ie  Genanigkeit logarithmiecher Bereohnnngen von Dr. HANS 
STADTHAGEN. Berlin 1888, Ferd. Dümmler's Verlagsbuchhandlung. 
82 S. 

Seien X und N +  1 zwei aufeinanderfolgende Zahlen, derrn Logarith- 
men L, und Lp au8 einer Logarithmentafel zu entnehmen sind, sei N + E  
eine zwischen N und AT+l  liegende Zahl, deren Logarithme L durch Inter- 
polation zu finden ist;  unter Benutzung der ersten Differenzen ist alsdann 

l o g ( N + ~ )  = l o g N + ~  ( log(N+l) - logN)  
oder 

L LI+ E(&-LI)  = (1- &)LI+ &L2. 
Nun sind aber fast alle Logarithmcn abgekürzte, mit einem Fehler behaftete 
Zahlen, und der bei L, ,  L,, L begangene Fehler m6ge f i ,  fa ,  F heiesen. 
Die interpolation selbst bewirkt noch einen aeiteren Fehler f,. Die ge- 
fundene Gleichung muss daher eigentlieh 

L + P = (1 - E )  (LI +f i )  + E (4 + fJ + f 3  

geschrieben werden, und aus beidcn Glcichungen vereinigt ergiebt sich 

F = ( i - ~ ) f 1 +  ~ f 2 + f S '  

.Jeder der Fehler f,, f a ,  f, liegt aber positiv oder negativ zwischen O und 4 
der letztgewonnenen Decimale in  den Logarithrnen. Nimmt man f, =fi 
= f, = + 4 a n ,  so erscheint der hochstm6gliche Werth von F, niimlich 

F=+1. 
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Mit anderen WOI-ten: bei jedem in der Logarithmentafel unmittelbar auf- 
geschlagenen Logarithmus bleibt der Fehler immer unter 4 der letzten De- 
cimale, bei jedem jnterpolirten Logarithmen unter der Einheit der letzten 
Decimale, sei es als positiver, sei es als negativer Fehler. 

Von dieser Grundwahrheit geht Herr  S t a d t h  a g e n  aus, um die prak- 
tisch hochwichtige Frage nach der Genauigkeit logarithmischer Berechnungen 
zu erortern , oder, anders ausgesprochen , die Frage, wievielstelliger Loga- 
rithmen man sich xu bedienen habe, urn den begangenen Fehler des loga- 
rithmischen Rechnens in gegebene Grenzen einzuschliessen? 

Er  bedient sich dazu der Formeln der Wahrscheinlichkoitsrechnung, 
aber er prüft senie Ergebnisse auch a n  der Hand der Erfahrung. Es giebt 
ja glllcklicherweise Logarithmentafeln von der allerverschiedensten Aus- 
dehnung der Logarithmen. Wird nun eine Rechnung das eine Mal mit 
na,- stelligen, das andere Mal mit mp - stelligen Logarithmen ausgeführt , und 
wedren von dem zweiten Ergebnjsse m, -ml Decimalen gestrichen , die 
letzte Decimale aber, welche stehen bleibt, unverandert belassen oder um 1 
erhoht, je nachdem die gestrichenen Stellen unter 3 bleiben, oder diese 
Greuze erreichen , beziehungsweise tibersteigen, so i(it damit der Prtifungs- 
maassstab der mit der gcringeren Anzahl von Decimalen ausgcflihrten Rech- 
nung gegeben und man kann Theorie und Praxis vergleichen. 

Ausfiihrlicheres Eiugehen auf die angestellten Rechnungen und Ver- 
~uche wtirde -die Grenzen eines Barichtes tiberschreiten , wahrend das hier 
Gesagte schon gentigen dtirfte, auf die inhaltsreiche kleine Schrift aufmerk- 
sam zu machen, die namentlich dem praktischen Astronomen die werthvoll- 
sten Fingerzeige zu geben angethan ist. CANTOR. 

v. MILLER - HAUENFELS , Richtigstellnng der  in bisheriger Fassnng nnrich- 
tigen mechanischen Wgrmetheorie u n d  Ctrn?idzilge einer allgemei- 
nen Theorie d e r  Aetherbewegungen. Wien 1880, Verlag von Manz. 

Verf. crklfirt es als cinc willktirliche Annahme, dass die innere Warmo 
blos von dem Anfangs- und Endzustand eines KGrpers abhange, indem er  
die Unzul%ssigkeit speciell bei den Gasen durch Gegenüberstellen der Resul- 
tate nachweist, welche entweder aus der Theorie gefolgert, oder durch das 
Experiment gewonnen wurden. Bei der Aufstellung eines neuen Ausdrucks 
für die innere Wiirme bemerkt der Verfasser, dess wir bei der Erwtirmung 
des constanten Volumens eines Gases zwcierlci wahrnchmen: erstens eine 
Erwarmung unserer Hand und zweitens ein Wachsen der Spannung. Dann 
fahrt er fort:  ,,Da hier deutlich zweierlei Wirkungen auf dasselbe Sinnes- 
organ (das Gemeingefühl zugleich Tastsinn) erfolgen, so werden wir auch 
nothwendig annehmen müssen, dass jede derselben ihren besonderen Energie- 
aufwand e r f ~ r d e r e . ~  Verf. nimmt daher a n ,  dass stets ein und dievelben 
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Nerven Temperatur und Druck empfinden, whhrend dies von medicinischer 
Seite nicht als allgemein giltig betrachtet wird. Diesen Einwcbnd ahnt der 
Verf. selbst, da er am Schlusse des ersten Theiles in  einem Anhang darauf 
zurtickkommt, indem er trotz dieses Einwandes die doppelte Znergieannahme 
zu rechtfertigen sucht, 

I n  der allgemein mathemetischen Ausdrucksweise für das Warmeincre- 
ment ist die Temperatur vernachlZssigt, weil bei ihrer Aufstellung die bis- 
herige Voraussetzung einer allgemein giltigen Abhangigkeit zwischen Tem- 
peratur, Druck und Volumen zu Grunde gclcgt wurde. Diese Vernachl&s- 
sigung sei unstatthaft, weil sie in  einem hesonderen Falle mit der Erfah- 
rung im Widerspruch s teht ,  auch werde man unter obiger Annahme auf 
allgernein nicht integrable Werthe geführt. 

Vorlaufig sieht der Verf. von jeder Annahme tîber den Bau der &Iole- 
cule und deren innerer, uns unsichtbarer Bewegungsweise ah und fasst die 
diirch die Warrne an den Korpern liervorgebrachten Erscheinungen einfach 
nur als das Ergebniss anziehender und abstoesender Krafte auf. Nunmehr 
werden die Unterschiede zwischen der Massen- und Jlolecularanziehung her- 
vorgehoben und d a r d  der Nachweis geliefert, dass die Nolecularanziehung 
uud ihre Unterarten, insbesondere die Krystallisation ebenfalls dem Gesetz 
far Centralkrafte unterliegen. 

Die eigenartige Aufvtellung der allgemeinen Temperaturgleichung fühlt 
selbst der Verf., indem er sagt: allf%llige Zweifel gegen die Richtigkeit 
dieser Formel werden dadurch behoben, dass sich dieselbe spater aus der 

allgemeincn Warmegleichung ableiten lasse. Letztcre erleidct je nach dem 
Aggregatzustand gewisse Ktirzungen. Absichtlich wurde die sogenannte 
absolute Temperatur vermiederi, weil dieser Begriff nur fur Gase zul%sig 
sei und in diesem Falle als Verdampfungstemperatur eines als vollkommen 
gedachten Gases zu bezeichnen wiire. 

Bei den Gasen ergiebt sich die Abweichung von dem Mariotte 'schen 
Gesetz als eine Zusarnmenwirkung dreier Krafte, der Massen- und Molecu- 
laranziehung und der-Cohasionskraft. 

Die Ausdehnungscurven, d. h. die Beziehung zwischen Volumen und 
Temperatur, bestehen nach des Verfassers Ableitungen bei Gasen und Flüs- 
sigkeiten aus Hyperbelzweigen, bei starren Korpern jedoch aus einem Pa- 
rabelstück. - Bei dem Versuche, ein Bild von der Temperaturfunction in 
den drei Aggregatzustanden zu erhalten, dehnt der Verf. das D u l o n g -  
P e t i t ' s c h e  Gesetz der constanten dtornwiirrne bei starren Korpern zunachst 
auf Gase aus und findet hier als Constante 3,431, welche Zahl mit Rnck- 
sicht auf dio von ihm aufgcstollte Formel für  die specifische Warme bei 
constantem Druck der Wahrheit naher komme, als die Zahl 6,. . ., welche 
für starre Korper gefunden worden ist. Auch bei den Flüssigkeiten gelte 
das Gesetz der convtanten Atomwiirme, das sich aber direct nicht erkennen 
lasse, weil das zweite Glied in der soeben erwkihnlen Formel zu sehr vor- 
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herrsche. Es bestehe demnach kaum mehr ein Zweifel, dass das Geset, 
der constanten Atomwiirme ein wirkliches Naturgesetz sei, und es sei sehr 
wahrscheinlich, dass die Temperaturfunction einen fiir alle KGrper und alle 
Aggregatzustlinde gemeinsamen Bau besitze. Die Ursache des eigenthtim- 
lichen Verhaltens bei Aenderung des Aggregatzustandes, wie es sich i n  
Ueberschmelçung u. S. W. zu erkennen giebt ,  ist in dem Bestreben zu suchen, 
dem Temperaturgesetz um jeden Preis gerecht zu werden. 

Kachdem noch einmal ausdrücklich hervorgehoben worden is t ,  dass 
die Cohlsion bei jedem der drei Aggregatzustande einen positiven Werth 
besitze, wird die Prage ventilirt, ob denn in der Schtipfung nicht auch ein 
,Etwasu existiren ktinnte, bei welchem die Cohiision negativ wLre. Ein 
solches Gebilde, welches sich irn Weltall korper- und umfanglos verbreiten 
rnuss, ist in dem Aether reprgsentirt. Nunmehr wird der feste Boden der 
naturwissenschaftlichen Erkenntniss vollig verlassen. Der zweite, grossere 
Theil des Buches ist  lediglich eine mathematisch-philosophische Ausarbeitung 
der Grundzüge einer al lgeminen Theorie der Aetherbewegungen. So inter- 
essant auch dieser Theil ist ,  so wtirde hier ein naheres Daraufeingehen zii 
weit führen, zumal es sich schliesslich doch nur urn ein ,Glauben oder 
NichtglaubcnU handeln kann. Momcntan müssen wir unsero grossere Auf- 
merksamkeit noch dem ersten Theil des Buches zuwenden. Erst wenn hier 
eine vollige Einigung stattgefunden ha t ,  sind wir berechtigt, weiter zu 
gehen, um dem rascheren Gedankenfluge des Verf. zu folgen. 

So oft wir auch den ersten Theil des Buches betrachten, immer kommen 
wir wieder auf die erste Hypothese zurtick und k6nnen uns mit derselben 
bis jetzt noch nicht ganz befreundcn, zumal die oft eigenartige Ableitung 
specieller Formeln e n  einigen Stellen den Eindruck macht, als ob das Re- 
sultat nur erreicht worden wiire, weil es schon vorher bekannt war. - 
Wenn wir demnach nicht vollsttindig mit dem Verfasser einverstanden sind, 
so sei damit sein Yerdienst in  keiner Weise geschmlilert, die mechanische 
Warmetheorie von einer neuen , allgemeineren Seite ails betrachtet zu haben, 
was für die Theorie selbst nur fruchtbringend ist,  indern dadurch neue 
Gcdanken angeregt werden. B. NEBEL. 

IQNAZ WALLENTIN. Lehrbuch der  Physik fiir die oberen Classen der Mittel- 
schulen und verwandter Lehranstalten. (Ausgabe ftir Gymnasien.) 
5. veranderte Auflage. Wien 1888, Verlag von A. Pichler's Wittwe 
& Sohn. Preis 2 Mk. 80 Pf. 

Wenn wir die vorliegende Auflage mit der im Jahre 1881 erschienenen 
ersten vergleichen, so finden wir allerdings in jeder Deziehung zum Theil 
grosse Verandermgen. F ü r  ein Schulbuch sind eingreifende Veranderungen 
nicht erwünscht, indessen sind wir damit einverstanden, falls die Nothwen- 
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digkeit dazu zwingt. Leider trifft dies in  dem vorliegenden Falle mit weni- 
gen Ausnahmen nicht zu; denn bei dem Gegenüberstellen dieser ftinften 
Auflage und der ersten fehlen oft ganze Partien, namentlich in der Astro- 
nomie, die wir sehr ungern vermissen. Dafür ist z. B. zuviel Uber die 
Planeten und Planetoiden gesagt. Auch die Krystalloptik konnte entbehrt 
werden. Ueberall bemerken wir, dass der Verfasssr eifrigen Studien oblag; 
nur glauben wir, dass er dabei iibersehen hat ,  dass ein Schulbuch, 
welches fur cin gewisses Alter bestimmt i s t ,  denselbcn nicht in diesem 
Maasse folgen darf. An die mathematischen Kenntnisse der Schtiler werden 
hohe Ansprüche gemacht, auch die Ausdrucksweise, wie z. B. ,,eh Beweg- 
liches befinde sich etc.", dürfte manchmal einfacher sein. - Was die Xussere 
Ausstattung des Buches betrifft, so konnen wir leider die Bemühungen des 
Verf. nicht unhedingt anerkennen. Mit Rücksicht auf die Augen hat der 
Verf. einen ,weiteren und deshalb deutlicheren SatzU angeordnet, indeseen 
fehlt den eiiizclnen Buchstaben die Kraft,  so dass bei Seiten ohne Unter- 
brechung die Augen leicht tibergehen, wie bei einer Handschrift, welcher 
die Grundstriche fehlen. Den zahlreichen Figuren fehlt in hohem Maasse 
die Einheit. Bei den Abbildungen, weiss auf schwarzem Grunde, wechselt 
zu sehr die Strichdicke, z. B. Fig. 204 und 203, sodann 1Xsst der schwarze 
Grund oft sehr zu whschen  librig, wodurch allerdings die schlechten Schul- 
tafeln gu t  nachgeahmt sind. Haufig sind die neu hergestellten Figuren 
wenigor scharf ausgefallen, so dass man nicht einsicht, weshalb die altcn 
verdrangt worden sind, z. B. Fig. 99 der 1. Auflage und Fig. 73 der 5. Auf- 
lage. Zum Mindevten ist es storend, dass in Fig. 77 die Klammern, welche 
die Hohen angeben sollen, stiirker sind, als die Geflisswinde. Fig. 44 ist 
perspectivisch unrichtig. Die Ausftîhrung von Fig. 71 erinnert sehr an die 
Abbildungen in schlechten franzosi~chen Witzbliittern. Bei der Correctur 
hatten die Pormeln mehr berücksichtigt werden sollen, z. B. die nngleichen 
Buchstaben t gegeniiber den anderen auf S. 23. So gut  auch das Buch 
beztiglich seines Inhaltos ist ,  so sind wir mit der ausseren Ausstattung 
keineswegs zufrieden, besser ware in diesem Falle ein Verzicht auf die 
PreisermXssigung. N i t  Rücksicht auf die Bedürfnisse der Schule ist die vor- 
liegende Phgsik sehr vollstindig, wiihrend die Chemie zu stiefmtitterlich 
behandelt ist. B. NEBEL. 

H. FRERICHS , Die Hgpothesen der Phgsik. Ein Versuch einer einheitlichen 
Darstellung derselben. 2. Aufl. Norden 1889, Verlag von B. Fischer 
Nachfolger. Preis 2 Mk. 50 Pf. 

Eine eingehende Besprechung der 1. Auflage dieses Buches findet sich 
im 25. Jahrgange diever Zeitschrift, weshalb wir hier darauf verweisen 
müssen. R. REBEL. 
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H. F R E R I C ~ ,  ZUT modernen Waturbetrachtnng. Vier Abhandlungen. 2. Aufl. 
Norden 1889, Verlag von II. Fischer Nachfolger. Preis 2 Mk. 50 Pf. 

Der Inhalt des Buches ist rein philosophischer Natur und hesteht ails 
den vier Abhandlungen : Ziir : monistischen Naturerklsrung. - Mectianismus 
und Zweckm5ssigkeit in der Natiir. - Kampf und Entwickelung. - Ethik. 

B. NEBEL. 

DZIOBEK , Die mathematischen Theorien der Planetenbewegungen. Leipzig, 
1888, Verlag von J. A. Barth. Preis 9 Mk. 

Der Verf. hat  sich der hochst verdienstlichen Aufgabe unterzogen, die 
klassischen Arbeiten der grossen Mathematiker iiber das Problem der Be- 
wegung der Himmelskorper in  einem kurzgefassten Lchrbuche einheitlich 
zusammenzufassen, um dadurch die Anwendung der analytischen Mechanik 
auf die Astronomie, das grossartigste Beispiel in der Natur, eioer grossen 
Zahl von Mathematikern zuganglich zu machen, welche sich nicht mit dem 
Quellenstudium befassen konnen. Die meisten bisherigen Zusammenfassungen 
der Theorien der Planetenbewegungen sind mehr elementarer Natur, wah- 
rend das vorliegende Werk volle Wissenschaftlichkeit verfolgt und dabei 
zugleich die neilesten Untervuehungen mit berücksichtigt und die jctzt schwe- 
benden Fragen kennzeichnet. Jlit Recht dürfen wir daher dem Verf. zu- 
gestehen, mit diesem Lehrbuch eine Lücke in der bestehenden Literatur 
ausgefüllt zu haben. 

Was den Inhalt selbst betrifft, so zerfillt derselbe i n  drei Abschnitte. 
Der erste geht aus von dem X e  w t O n'schen Gravitationsgesetz und 

behandelt die Losung des Problems zweier Korper, dem eine kurze geschicht- 
liche Uebersicht folgt. Daran schliesst sich an das Problem der n Korper, 
für welches die allgemeinen Integrale aufgestellt werden. Die weiteren 
Untersuchungen werden wegen des symmetrischen Formelbaues nur auf das 
Problem der drei Korper ausgedehnt, darauf folgt noch die Behandlung 
einer Reihe specieller Falle. Den Schluss bilden geschichtliche Notizen Iiber 
des Problem der drei Korper. 

In dem zweiten Abschnitte werden die allgemeinen Eigenschaften der 
Integrale einer naheren Betrachtung unterzogen. Den Ausgang hierzu bilden 
die P o i s  s O n'sche und die L a g r a n g e ' s c h e  Formel mit ihrer Entwickelung 
ftir die Elemente der elliptischen Bahn der Planeten iim die Sonne. Am 
Schlusse erhalten wir wieder einen gescliichtlichen Ueberblick tiber den 
Inhalt des zweiten Abschnittes. 

Der dritte Abschnitt umfasst die Theorie der Storungen. Zunachst 
wird unser Sonnensystem betrachtet als ein System von va Punkten, woran 
sich die Bahnen der Planeten iim die Sonne anschliessen. Dies giebt den 
Anlass zu der Theorie der absoluten Storungen, fiir dcren Berechnung sich 
verschiedene Formeln aufstellen lassen. Nachdem die analytischen AusdrUcke 

EXIF:-lit. Abthlg. d. Zeltsohr. f. Math.  a Phys. XXXV, 2 6 
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der Storungeu ermitt,elt sind, wird zu der Variation der Elemente und einer 
angeniiherten Integration der für diese aiifgestellten Differentialgleichiingen 
tibergegangen. Unmittelbar darauf folgen die sacularen Werthe der Elemente 
und deren Variation, sowie eine Verhindnng der Theorie der absoluten Sto- 
rungen mit der Theorie der Variation der Elemente. Trotz dieser Storungen 
bleibt aber die Stabilitgt des Planetensystems erhalten, und ebenso wird die 
1Tnveriinderlichkeit der grossen Axen nachgewieeen. Nach einer kurzen Ge- 
schichte der Storungstheorien macht der Verfasàer noch einiqe Bemerkungen 
zu den am Schlus~e beigefügten Tabellen, welche nach L e  v e r r  i e r und 
N e  w c o m b  fiir unser Planetensystem die numerischen Werthe der in der 
allgemeinen Theorie eingeführten Grfissen enthalten. 

E s  ist wohl als sichcr anzunehmen, dass sich diescs Werk bald eine 
grosse Zahl von Freunden erwerhen wird. und wir sehen gern den weitcren 
Sheilen entgegen, welche die Theorie der Rotation der Korper um ihren 
Schwerpunkt, die Theorie von Ebbe nnd Pluth,  der Gestalt der K6rper 
umfassen werden. 

Nicht unerwiihnt mag die vorziigliche Aiisstattnng dea Werkes, ins- 
bcsondere der übersichtliche und exacte Druck der Formeln bleiben. 

R. NEBEL. 

C. BOHN, Ueber Linsenznsammenstellnngen und ihren Ersatz durch eine 
Linse von vernachl%ssigbarer Diclie. Leipzig 1888, Verlag von B. G. 
Teubner. 

I n  dem vorlicgenden Werkchen wird die Lehre von der einer Linsen- 
zusammenstellung Lqnivalenten einfachen Linse, welche Bilder derselben Art, 
Stellung und Grosse, wie die Zusammenstellung, aber an anderem Ort wie 
diese liefert, erweitert durch die Untersuchung üher eine Linse, welche eine 
Bedingung mehr als die aquivalente erfüllt, nainlich die Bilder aiich am 

richtigen Orte entwirft. Dabei ergiebt sich, dass die Brennweite dieser 
Ersatzlinse und die ihr anzuweisende Stellung mit, der Gegenstandsweite 
sich andern, dass der Erset,z nicht irnmer vollstandig, zuweilen nur unvoll- 
standig, zuweilen gar niclit moglich ist. 

I n  dem allgemeinen Theile wird ein Vergleich zwischen der Aequivalent- 
linse und der Ersatzlinse angestellt, wobei sich die Uediugungen ergeben, 
unter welchen die Aequivalentlinse zugleich Ersatzlinse werden kann. Kach 
Berechnung der Fundamentalpunkte werden die Bilder und deren Artande- 
rung  fur die drei Gruppen von L insenzu~ammens te l l~~ngen  einer eingehenden 
Discussion unterzogen und dabei der Symptosc besondcre Aufmerksamkeit 
geschenkt. Indessen sind die gewonnenen mathematischen Ausdrücke keines- 
wegs Ubersichtlich, so davs es angezeigt war, in dem ,besonderenu, weitaus 
grosseren Tbeile des Buches eine Heihe von Sonderfiillen über den Abstand 
der Linsen für sich zu behandeln, wobei sich eine Nenge interessauter Be- 
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ziehiingen, wie z. B. für die teleskopiscben Systeme, ergeben. Durch sorg- 
faitig durchgerechnete Zahlenbeispiele, welche in tabeliarischer Form zu- 
sammcngevtellt sind, erhiilt man für die betreffenden Sonderfiille einen 
genaiien Einblick in  dio Veranderungen, welche die verschicdcnen Grossen, 
die Bilder und deren Art infolge einer zunehmenden Gegenstandsweite er- 
leiden. Gleichzeitig ergeben sich liierbei die Grenzen, innerhalb welcher 
eine Ersatzlinse überhaupt moglich ist. - Wenn auch die Ersatzlinse für 
die praktisehen Bedürfnisse von keiner so grossen Bedeutung ist,  wie die 
Aeqiiivalentlinse, so gewahrt sie doch inanchen wünschenswerthen Aufschluss, 
neshalb das vorliegende Buch niir bestens empfohlen werden kann. 

B. KEBEL, 

The elastical researches of B a r r é  de Saint-Venant  (Extract from Vol. II 
of Todhunter's History of the theory of Elasticity) by K. PEARSON. 
Cambridge, Universitatsdruckerei. 1889. 

Den vorliegenden Band müssen wir gleichsam als einen Theil des 
2. Randes von T O d h u n t  e r ' s  Geschichte der Elasticitiitstheorie betrachten; 
er tragt seinen Tite1 zu Ehien von S a i  n t -Ve n a n  t ,  welcher innerhalb 35 
Jahren zahlreiche Untersuchungen auf diesem Gebiete geliefert und Anderen 
dadurch Anregung gegeben und neue Ideen geweckt hat. Somit darf S a i n t  - ' 
Venant mit Becht als Heprasentant i n  diesem Zweige der Wivsenschaft 
niihrend des genannten Zeitraumes bezeichnet werdeu. Seine Untersuch- 
ungen , welche sich durch Scharfe und Klarheit auszejchiien , sind insofern 
von giosser Redeutung, als sie neben der Theoric auch der Praxis Rech- 
nung tragen. Vervollstandigt werden dieselben durch die Arbeiten seiner 
Zeitgenossen, so dass mir es wirklich mit eiuer Geschichte zu thun haben. 
Gerechtfertigt wird auch die Herausgabe dieses Sonderbandes dadurch, dass 
nach dern ursprünglichen Plane von T O d h u n t e r nur zwei h an de : die Theorie 
und  die Geschirhte der Elasticitat in Aussicht genommen waren, wornach 
sich cine Reihc wichtiger Abhandlungen wecler in dem eincn, noch in dcm 
andern Bande unterbringen liessen. Sieher hiitte T O d h u n  t e r seinen Plan 
nocli geandert, wiire er niçht zu früh durch den Tod abberufen worden. 
In richtiger Beiirtheilung der Verhaltnisse ist der Verfasser von dern ur- 
sprünglichen Gedanken abgewichen, was nilr im Interesse des ganzen Werkes 
sein kann, denn nunmehr ist dasselbe bis auf die neileste Zeit ausgedehnt. 

L. MANN, Der Feuerstoff. Sein Wesen, seine bewegende Kraft und seine 
Erscheinungen in der unorganischen und organischeu Welt. Berlin 
1888, Verlag von H. Steinitz. Preis 2 Mk. 
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Das vorliegende Werkchen zerfallt i n  zwei Abschnitte, von welche~  der 
erste die moderne Potentialtheorie umfasst. Der Verfasser sucht darin die 
Hinfdlligkeit derselben nachzuweisen , indem er dabei eingehender behandelt 
die Massenanziehung und den Aether , die Messung der Kraft,  die potentielle 
Energie, die relativen Bewegungen, die kinetische Warmetheorie. Als Ersatz 
daftir denkt e r  sich eineii Feuerstoff, welcher die intiaaioleculareri Rtiume 
ausfüllt und durchstromt. Dem Wesen und den Wirkungen dieses Feuer- 
stoffes ist der zweite Abschnitt gewidmet. Ausgehend Ton der Gestalt und 
rhml ichen  Lagerung der Atome, kommt der Verf. aiif das Wesen des 
Feuerstoffes , welchem die merkwürdige Eigenschaft zugeschricben wird, dass 
e r  in  verschiedencn Aggregatzustandcn exietiren kann. Den Schlusy bilden 
die Krafte des Feuerstoffs in  der unorganischen Welt und die Ersçheipungen 
des Feuerstoffs in der organischen Welt. So eigectliümlich uns auch dieser 
zweite Abschnitt berühren mag,  so anregend n i rk t  doch der erste, indem 
e r  gleichsam anfeueit, selbst Kritik an den voihandenen Tlieorien auszu- 
iiben. B. NEREL. 

DAURER , Uebnngebnch m m  Stndinm d e r  elementaren Mechanik. Eine 
Aufgabensammlung fur Lehrer und Studirende an mittleren und 
hoheren Unterrichtsanstalten. Mit 52 Abbildungen. 141 S. mien 
1889, Verlag von A. Holder. Preis 2 Mk. 40 Pf. 

Vorliegende Aufgabensarnmlung sol1 dazu dienen, die Mechanik auch 
schon in den Mittelschulen einzuführen, damit der Schüler durch die piak- 
tischen Anwendungen ftir diese Wissenschaft erwarmt wird. Die Aufgaben 
selbst sind so gefasst, dass sie zum Nachdenken auffordern. In 506 Auf- 
gaben werden die Lehren der Geo-, Hydro-  und Asromechanik eingeübt, 
deren Losungen im Anhang zu finden sind. Ziiletzt sind noch eine Reihe 
wlinschenswerther Tahellen beigefügt. 

Die gediegene Ausstattung und die klaren Figuren empfehlen schon 
ausserlich auf's Beste dieses Ruch. B. NEBEL. 

C. PABST, Leitfaden der  theoretischen Optik zum Gebrauche auf hoheren 
Unterrichtsanstalten und beim Selbstunterricht. 100 S. Halle a. S. 
1888, Verlag von H. W. Schmidt. Preis 1 Nk. 25 Pf. 

Gewohnlich versteht man unter ,,theoretischer Optiku etwas ganz An- 
deres, als Das, was der Verf. hier zusammengestellt hat;  er hatte sich mit 
einem bescheideneren Tite1 begnügen sollen. 

Der Verf. glaubt,  dass in  den gebrauchlichen physikalischen Lehr- 
btichern die Optik meist nur experimentell dargestellt sei, weshalb er die 

mathematische R e h a n d l u n ~  der wichtigsten Gesetze der Optik eines beson- 
deren Buches würdigt und dasselbe mit zahlreichen Aufgaben ausstattet. 
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Mit Rücksicht auf die Anforderung der Gymnasien erstreckt sich das 
Werkchen nur aiif die Gesetze der Reflexion, der Brechung und Dispersion 
des Lichts. F ü r  die Anordnung und Behandlung des Stoffes konnen wir 
uns nicht erwarmen; das Ganze erinnert zu sehr an ein Geometriebuch: 
zuerst Lehrsatz, dann Beweia. Die Spiegel- und Linsengesetze gehoren nach 
iinserer Ansicht von eincm Gesichtepunkte aus bchandelt, wie es z. B. in  
J O  ch m a n n 's  Physik theilweise angedeutet ist , damit der Schüler das Ga,nze 
leichter tibersehen kann,  ~ t a t t  genothigt zu sein, sich durch eine Masse von 
Lehrsatzen, Ueweisen , Folgerungen u. S. W. durchzudrlingen. Der Verf. ist  
eben ein Mathematiker und kein Physiker, soiist hatte er nicht in  der vor- 
liegenden todten Weise die Optik bebandeln konnen. Die elegante g ra .  
phische Bestimmung der Rrechung in Prismen und Linsen' scheint dem Verf. 
nicht bekannt zu sein. B. ISEBEL. 

A. STEINHAUSER, Die Lehre v o n  der Anfstellnng empiriecher Formeln 
mit Hilfe der  Methode der  kleineten Qnadrate  für  Mathematiker, 
Physiker und Techniker. Mit 15 Figuren. 292 S. Leipzig 1889, 
Verlag von B. G. Teubner. 

Verf. theilt in dem Vorwort mit ,  dass er an keine seiner vielen lite- 
rarischen Arbeiten mit solcher Lust gegangen sei, wie an die Bearbeitung 
dieses Werkes. Das h'amliche konnten wir bezüglich der Recension sagen; 
denn wer sich experimentell beschtiftigt , ist  vielfach genothigt, seine Be- 
obachtungcn in empirischen Formeln auszudrücken. Die Anleitung hierzu 
musste man sich bisher meistens selbst geben oder sich miihsam aus anderen 
Arbeiten erwerben. Es ist deshalb ein grosses Verdienst des Verf., diesem 
xeitraubenden Uebelstand abgeholfen zu haben, wodurch er sich den Dank 
namentlich von Seiten der studirenden Jugend in hohem Maasse erworben hat. 

Zahlreiche Reispiele dienen zur Erleichterung des Verstsndnisses, iiben 
gleichzeitig die Anwendung der Formeln und gewshren einen Einblick über 
den Umfang der Rechnung. 

Es wiirde zu weit fahren,  wollten wir auf den Inhalt naher eingehen, 
znmal schon der Tite1 hinreichend erwzhnt, um was es sich hier handelt. 

B. NEBEL. 

A. DAUNE, Rene Theorie der  Flngbahn von Langgeschossen auf Grund 
einer neuen Theorie der Drehnng der Korper. 63 S. Berlin 1888, 
Verlag von R. Eisenschmidt. 

Gleich von vornherein erklart der Verf., dass das von ihm erzielte 
Resultat keineswegs cine Losung des Problems der mathematischen Bestimm- 
barkeit der Flugbahn sei, im Gegentheil, dass es zeige, wie weit man noch 
von dem erwüiiachten Ziele entfernt sei. 
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I n  dem ersten Theile, welcher sich mit der Theorie der Drehuug der 
TGrper beschaftigt, geht der Verf. von der irrthümlichen Anwendung des 

P r i n c i p  der Stabilitiit der Drehaxe aus,  ~ e l c h e  sich in directem Wider- 
spruch mit dern Gesetz über die Zusammensetzung der Kriifte befindet, und 
erliiutert d a m  eingehend d m  Gesetz vom Parallelogramm der Drehungen. 
Die Unache der Ablenkung der Drehaxe rotirender Ktirper wird auf den 
Einfluss der i-otirenden Luft zurückgeführt. Von den allgemeinen Beispie- 
l m ,  wie Cylinder, Kugel, Kreisel 11. S. W., welche in dem ersten T h d e  in 
die Retrochtungen aufgenommen wurden, sieht der zweite Theil vo1lstj;ndig 
a b ,  indem hier ausschliesslich die Form des Langgeschosses in Erwagung 
gezogen wird. Nachdem die Einzelheiten der Geschossbeweguug auf Grund 
der neuen Theorie erlautert sind, werden auch die bisherigen irrigen An- 
schauungen hervorgehoben, die zu fehlerhaften Polgerungen Anlass gegeben 
haben. Schliesslich wird die Vertheilnng der Geschossmasse ailf die hestehende 
Form der Kritik unterzogen und dadurch ein noch ideales Geschoss erdacht, 
dessen Axe von der Tangente der idealen Bahn rnoglichst wenig abweicht. 
- Eine priicisere , mehr mathernatisch gehaltene Ausdrucksweise dürfte das 
Lesen an manchen Stellen erleichtern. 
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Angewandte Mathematik.  

BESSEL, W., Untersuchungen über die Lange des einfachen Secundenpen- 
dels. Herausgeg. v. H. BRUNS. (AUS Ostwald's Classiker der exacten 
Wissenschaften.) Leipzig, Engelmann. 3 Mk. 

BROSINSKY, Ueber die Vergrosserung dos Erdschattens bci Mondfinuternissen. 
1naug.- Dissert. Gottingen , Vandenhoeck & Ruprecht. 2 bfk. 

BUSCHBAUM, C., Untersuchungen Iiber die Bahn d. Kometen 1886, IX (Bar- 
nard - Hartwig). 1naug.-Dissert. Ebendas. 2 Mk. 40 Pf. 

THOMSEN, J., Anwendungen der Dynamik auf Physik u. Chemie. Autoris. 
Uebers. Leipzig, Engel. 6 Mk. 

MATHIEU, E.,  Theorie des Potentials m. Anwend. auf Elelrtrostatik u. Nagne- 
tismus. Deutsch v. H. MASER. Berlin, Springer. 10 bIk. 

LASKA, W., Sammlung von Formeln der reinen u. angew. Mathem. 3. Lief. 
1. Abth. Braunschweig, Vieweg. 5 Mk. 

- Physik und Meteorologie. 

SCHLESINGER, J. , Ueber das Wesen des Stoffes und des allgemeinen Raumes. 
Antrittsrede. Wien , Helder. 54 Pf. 

WINKELYANN, A., Handbuch der Physik. (Aus der Encyklopadie der Na- 
turwissensch.) 2. Lief. Breslau, Trewendt. 3 Mk. 60 Pf. 

HELMHOLTZ, R. Y., Diu Licht - und WZrmestrahlung verbrennender Gase. 
Gekronte Preisschr. Berlin, Simion. 4 Mk. 

JULIUS , W., Die Licht - und MTiirmestrahlung verbrannter Gase. Gekronte 
Preisschr. Ebendas. 5 Mk. 

GEIGEL, R., Die Frage nach der Schwingungsrichtung des polarisirten Lichts. 
Würzburg, Stahel. 2 ÙIk. 

CLASSEN, J., Beobachtungen über die specifische Warme des flüssigen Schwe- 
fels. Haniburg , Griife. 1 Mk. 20 Pf. 

B e r i c h t i g n n g .  

Zufolge einea Schreibfehlers stefit in meiner Be~prechung von ,,Biugls Kreis- 
winkel" (S. 18 der histar.-literar. Abth. von Hefi 1 des laiifenden Jahrg.) die i r r -  
thümliche Angabe 

4 (y6 1) = 0,668035 statt 0,618035. 

Dies hat jedoch keinen Einfl~iss auf meine tadelnde Bemerkung, dass Herr B i n g  
die sehr einfache und mathematisch genaue Construction der sedia aurea durch  
ein weniger genaues Verfahren ersetzen will, wozu noch ein besonderes Iristruinent 
erforderliüh ist. S C E L ~ X I L C ~ .  
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Historisch -1iterarische Abtheilung, 

Beitrage zur Geschichte der Mathematik im Mittelalter. 

Von 

Dr. J. L. HEIBERG 
in Kopenhagen. 

Für genauere Bestimmung der Art und des Umfanges der Contamina- 
tion ist es ein wesentliches Hinderniss, dass die ursprtingliche Gestalt der 
in deu Handechriften sehr verschieden überlieferten Adelhard-Uebersetzung 
noch nicht ermittelt ist. Wo R mit dem gedruckten Carnpanus stimmt, ist  
die Sache klar; schwieriger ist die Frage da ,  wo K weder mit Campanus, 
noch mit dem griechischen Text sich deckt. Doch k6nnen wir im A11- 
gemeinen festhalten, dass diejenigen Satze in R ,  welche mit dem Griechi- 
schen nicht stimmen, einer dem Compilator* vorliegenden Hds. der Adel- 
hard - Uebersetzung entnommen sind, so dass R zu berücksichtigen scin 
wird, wenn die Reconstruction jener Uebersetzung in Angriff genommen 
aird. Hier werde ich die Sache von der andern Seite fassen und zunachst 
die der alten Uebersetzung nach dem Griechischen entnommenen Bestand- 
theile von R herauseuchem 

Zuerst gehe ich aber eine Uebersicht der Uebereinstimmung mit 
Adclhard- Campanus (von dem ich die Ausgabe Base1 1546 benutze) in den 
Hauptzügen. 

Was ich aus Elem. III notirt habe, stimmt meist mit Campanus; so 
III, 15 (alter01 alterutro R ,  recta] om. R ,  est] om. R ,  rectam] om. R, esse 
amplissimum] amplissimum esse R ,  iinde - contingere] om. R)  ,** I I I ,  17 
(linea recta] recta linea R ,  super lineam] que supra lineam est R) ,  I I I ,  18 
(linea recta] recta linea R ,  esse necease est] necesse est esse R), I I I ,  21 
(eius duos angulos] duos angulos eius K ,  necesse est] conuenit R) ,  111L22 
(similes circuli] circuli similes R ,  rectam] om. R ,  assignatam] om. R, cadere] 
eandem R) ,  III, 25 (das erstere seil] om. R ,  circumfereutiam R ,  anguli 

Bei der grossen Fehlerhaftigkeit des Textes ist es wenig glaublicli, dass 
der Schreiber von H selbst der Compilator sei. 

** Kleine Abweichungen und Schreibfehler sind nicht berücksichtigt. 
Hiit.-lit. Abthlu. d Zeitsohr. f. Math. n. Phys. XXXV, 3. 7 
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consistant] consistant anguli R ,  super aequos arcus eos] in  arcus equos R), 
I I I ,  29 (am Schlusse ftigt R hinzu: res postulat), I I I ,  30 (si uero] sin 
aiitem R ,  minore - semicirculo] om. R ,  recto minor] rectior minoruin R ;  
das Ucbrige om. R),  III, 31 (si circulum recta linea contingat , a contactu 
ucro in circulum linea recta preter centruni ducatur, quosque angulos facit 
duos duobus angulis, qui in alternis portionibus circuli super arcus con 
sisturit, suut eyuales); wohl auch der verstümmclte I I I ,  23: si circulorurn 
sirniles portiones aequales esse necesse est. 

I n  IV stimmen sammtliche 16 Satze mit Campanus (1 lineae rectae] 
recte linee, quae - existat] non maiori quam diametrus, rcctam] orn. 2 aa- 
signatum - triangulum] om. triangulo assignato] assignato triangulo , col- 
locare] designare, 3 triangulum] om. 4 describere] designare, 5 illud sit] 
sit  illud, orthogonium] oxogoniuui, oxygouiurn] orlogouiurn, 7 describere] 
designa, 9 quadratum assignatum , 10 duum] duorum , triangulum] triangu- 
lorum , existat] exis , 12 pentagonum circulum , vor designare: circulum, 
13 pentagoi-iiim assignatnm equilaterum etc., descrihere] om , 15 describere] 
dcsignare, itaque] igitur, quod] quia, circuli cui inscribitur] om., 16 deinde] 
inde, circa] om., aequisngulum] equiangulum describere). 

V hat 25 Satae, wic bei N a s i r e d  d i n  T u s i  (Campanus hat  34) ;  die 
I)efinitionen stimmen mit Campanus in Zahl und Reihenfolge und,  soviel 
ich weiss, auch im Wortlaut,  so def. 4 (proportiowis) , 5 (autem] om., pro- 
portionalitatem habere , sibi] om., addunt] sibi addunt) , 6 (esse] om., mul- 
tiplices aequales multiplicibus] multiplicationes itemque, aequalibiisl om., uel 
ndditionc] i n  additione , snmptac] om.) , 7 (cst una proportio) , 9, 16 (eundem] 
earum, mediorum - summorum] media numero relicto equalitatis extrernitatis). 

V I  33 Sitze (Campanus 32) ;  es stiuimen def. 1 (superficies rerurn, di- 
cuntur] sunt ,  aequales] equales sunt),  2 (mutuorum] niutorum, sunt] dicun- 
t n r ;  def. 3 orn.), prop. 1 (superficierum] figurarurn), 2 Anfang, 33 (= 32 
Camp.; aequalibus] equalihus siue, angulos illos); rnehr habe ich nicht 
notirt. 

VI1 39 Siitze, wovon 19-22= Campauus 20-23. 20 Definitionen, 
die zum Theil mit Campanus sti~rinien, wie 13 productus uero dicitur qui 
ex eorum multiplicatione concrescit, zum Theil aber weder mit ihiu, noch 
mit dem Griechischen, n i e  numerus impariter impar est quem cuncti irn- 
pares connumerantes imparibus uicibus numerant; nicht bei Campanus fiuden 
sich die Definitionen von numerus quadratiis , ciibicus, snperficialis , solidus, 
perfectus, numcri proportionales, superficiales siue solidi similes (R nr. 14 
bis 20, im Griech. 19, 20,  17, IF ,  23, 21, 22). 

V l I I  2 4  Satze, Campanus 25. 
I X  37 Satze , Campanus 39. Prop. 19 -20 = Campauus (19 eis tertius] 

tertius eis R ,  20 conuenit vor inquirere R). 
Nach IX steht fol. 175'-176' eine Einleitung zu X in drei Abschnit- 

teii; inc. qiiot sunt species principales aloge linee? XII I ;  weiter unten: 
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* In den ,,communes animi conceptiones" finden sich Spuren nicht niir von 
den bei Campauils als 7, 8, 9 aufgefiihrten, sondern auch - zwischen 8 und 9 .- 
von den im Commentar des Campanus erwahnten. S. iinten. 

** Doch ist dies vielleicht anders zu erkliren. S. unten. 
7 * 

qunre ilocas illas alias V cornites? Woher diese und die überschiessenden 
Definitionen in VI1 stammen, bleibt noch zu ermitteln; davs sie so weliig 
wie jene direct ails griechischer Quelle geflossen is t ,  zeigt schon die dia- 
logische Porm. 

X hat 5 Definitionen, 103 Satze (Campanus 107); 103 = Campanils 107. 
XI hat niir 13 Definitionen wie Campanus; wie bei ihm und den 

Arabern fchlen dio Definitionen der platonischcn Korpcr. 36 = Campanus 
39, 37 = Camp. 40 (cubi), 38 = Cainp. 41 (corpora seratilia). 

XII nur 15 Siitze mie Campanus. 
XII1 17 Satze (Campanus 18); 5-7 = Campanus. 
XIV ohne die griechische Vorrede wie Campanus; unverkennbare Ueber- 

einstimmung mit ihm zeigt folgende Stelle: ad explicandum quod ait Ari- 
stem in libro sic intitiilato: expositio scientie V figurarum nec non et  Apol- 
lonius in dono secundo in proportionalitate figure 1.3 basium ad figuram 20 
basium diüens etc. (des. tantorum assertio philosophorum rata constet atque 
incussa ueritate incussa subnixa). Der letzbe Satz stimmt mit Camp. 3. 

XV 5 Satze mit den Nummern 1-4, 6 = Campanus 1-4 und 6 
(5 ist also in R ausgefallen); der Wortlaut stimmt wesentlich (1 triangulas 
- designare] equilaterum coniponere; 2 triangulas atque aequilateras] equi- 
lateras triangulas, triangularium] triangularum, aequalium lateïum] equi- 
Iatcrum; 3 triangularium] triangularum; 4 triangularium - nequilatcratum] 
triangularum equalium laterum; 6 et] triangularum, atque - angulorum] om.). 

Also ist für Elem. IV-XV gar nichts von der Uebersetzung nach dem 
Griechischen in R zu finden; dieser ganze Theil ist ,  wie fast das ganze 
III. Riich, aus arabischen Quellen geflossen. Aber auch in den Büchern 
1-11 ist Manches von derselben Herkunft,  wie eine Vergleichung mit Cam- 
panus zeigt. So die Definitionen der Drei- und Picrccke (vergl. oben), die 
sechste petitio * (vergl. oben) , 1, 22 (lineis rectis], rectis lineis, duae quae- 
libet] queque diie, sint longiores] sunt maiores, lineis illis] rectis lineis sibi), 
23 (cuilibet] quolibet), 24 (maior erit] erit  rnaior), 39 (et] om.), 42, II 
def. 2 (diameter] diametros, consistere dicuntur] dicuntur contineri, eorum] 
horum, una] unum); II, 1 (linee] orn., una] una indiuisa et  alia,  alterius] 
unius earum, alteram] altera, iis] his, particulatirn diuisae] diuise particu- 
latim), 13. Eine Einwirkung zeigen: 
1, 5 Schluss : cuius trianguli si illa 

equalia latera directe producantur, 
angulos quoque, qui sub basi erunt, 
cquales csse necesse est; ** 

C a m p  a n u  s :  quod si eius duo Iatera 
directe protrahantur , fient quo- 
que sub basi duo anguli inuicem 
aequales ; 
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1, 19 omnium triangulorum maior 
angulus maiori lateri opponitur; 

I I ,  4 Zusatz: hinc igitur constat in 
omni quadrato duas superficies 
quas diagonalis per medium diui- 
dit  ambas esse quadratas; 

I I I ,  13 In circulo que recte linee 
equalibus spatiis distant equaliter 
a cantro distare et  si  eque a centro 

C a m  p a n  u s : omnis trianguli maior 
angulus longiori lateri opposi- 
tus es t ;  

ex hoc manifestum cst ,  quod in 
omni quadrato duae superficies 
quas diameter secat per mediun 
sunt ambae quadratae; 

rectae lineae in circulo si fue- 
rint aequales eas a centro aequi- 
distare e t  si a centro aequidisti- 

distiterint cqualcs esse oportet; 1 r int  aequales esse necesse est. 
I n  I I I ,  11, die aonst mit q stimmt, ist III, 12 des griechischen Textes 

mit einbegriiyen (si duo circuli sezc a b  exteriore uel ab  interiore se parte 
contingant), wie bei den Arabern (Euclidis opp. V p. XCVII) und still- 
schweigend bei Campanus (si circulus circnliim contingat, linea etc.). 

Der Rest von Elem. 1-11 in B stimmt im Wesentliehen mit der 
Boetius-Geometrie des Erlangensis; in I I I ,  10-12, welche dort fehlen, ist 
die Aehnlichkeit mit q Bamb. nicht zu leugnen.8 Da R also einerseits 
Satze bat ,  die Erlang. nicht ba t ,  andererseits oft,  wo q Bamti. fehlen, den 
Text des Erlang. giebt,  ist eine vollstiindigere gemeinsatne Quelle anzu- 
nehmen. Nun enthalt aber Il a imer  dem schon erwiihnten Stoffe einige 
Satze, die weder in  Erlang., noch in q Ramh. stehen (wie 1, 9 ;  I I ,  2, 7, 8); 
d a  diesc überschiessenden Stitzo mit Cempanus nichts gemein haben, da- 
gegen mit dem griechischen Text stimmen und dieselbe Terminologie zeigen, 
als die Bruchstüüke in Erlang. y Bamb., miissen wir darin weitere, jener 
gerneinsamen Quelle entnomrnene Ueberreste der griechisch - lateinischen 
Uebersetzung sehen; R ist also bei der Restitution derselben herbeizuziehen. 

Bei der Wichtigkeit dieser Uebersetzung für  die Ueberlieferungsgeschichtu 
des mathematischen Wissens im Mittelalter und bei der Zerstreutheit der 
Reste halte ich es für zweckm%sig, eine Zusammcnstellung von Allem folgen 
zu lassen, was bis jetat aufgefunden ist. I ü h  bediene mich debei folgender 
Hilfsquellen : 

cod. Erlangensis - E - nach P r i e d l e i n ' s  Collation, 
Monacensis 560 - q - , n und meinen No- 

tixen, 1 

n 13021 - R - nach [neinen Notizen,** 
Gudianus - G - nach der Collation in den ,Schriftcn der romischen 

FeldmesscrU, 
Bambergensis - b - nach derselben Collation. 

* Mit q Bamb. d immt  auch der Zusatz am Schlusse der x o w d  Bvvorru~: nerno 
resistere ullo tempore parti conurnienti poterit. 

** R iat nicht vollstandig collationirt; nur positive Angaben gelten. Kleinig- 
keiten und bedriitiingslose Schreibfd-iler sind iiljerhaupt nicht beriicksichtigt. 
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Da die Uebersetzung unzweifelhaft au9 dem Griechischen s tammt,  habe 

ich diejenige Fassung, welche dem griechischen Wortlaut am nachsten kornmt, 
in den Text aufgenommen; dcr Apparat giebt dann liber die ollmalige 
Urngestaltung Auskunft, sowie über das gegenseitige Veihiiltniss der Tex- 
tesquellen. Am reinsten ist G ,  der dem Griechischen meist Wort  für Wort 
folgt; etwas geringer und unter sich eng verwandt B q ,  am schleclitesten 
(wegen Interpolationen und sinnlosen Schreibfehlern) bei Weitem E. 

Erst mnss ich noch eine Frage berühren, die sich aufdrsngt, wenn' 
man Campanus mit unserer Ueberaetzung vergleicht. Es ist n8mlich eine 
gewisse Uebereinstimmung im lateinischen Ausdruck nicht zu verkennen, 
nicht beaondcrs zwischen Campanus und R ,  sondern eher zwischen ihm und q. 
Dass diese Uebereinstimmung nicht zufallig is t ,  beweist folgende Zusam- 
menstellung (Elem. I V ,  1): 

Intra datum cir- 
ciilum datae h e a e  
rectae pune diame- 
tro ?ninime mnior 
eïiaiat, aequamrec- 

Intra datnm cir- 
culum date recte 
linee que diarn'etm 
minime maior mi- 
siat equarn rectarn 

El5 zùv 609.Évza 
xv'xlov r i  608€h?j 

Otiav ZvuQ,uo'uar. aptare (R). 

l 

Intra datum cir- 
culnm date recte 

lineam coaptare (y) .  taru lineamcoaptare 
(Campanus). 

r6Sein p i  pei&w~ , linee non maiori 
o;ug t ~ ç z o U x u ' x A o u  quam diametrus 
b<opiryau l q v  k i -  equam lineam C O -  

Andere auffallende Uebereinstimmuiigen findet man z. B. II def. 2; III, 
32 (= 31 Camp.); IV def. 2 (perhibetur). 

Es ist also sicher, dass im gedruckten Campanus die alte griechisch- 
lateinische Uebersetzung benutzt ist ; zu untersuchen bleibt noch, oh d i e  
Han d sch r i f t e n des Campanus und des Adelhard an den bezeichneten 
Stellen bedeutendere Varianten bieten. Ers t  eine solche Untersuchung kann 
feststellcn, ob der Herausgeber oder Campanus selbst oder gar  Adelhard 
jene Uebersetziing herbeigezogen hat. Bei den bedeutenderi Abweichungen 
der Adelhard-Handschriften unter sich ist die Mijglichkeit auch nicht aus- 
geschlossen , dass die Cebersetzung Gerhard's von Cremona in den IIand- 
schriften mit der Adelhard'schen rerwechselt oder contaminirt worden sei. 
So stimmen die obeneraahnten Zusatze zu den xoival k v o i u ~  in der Form 
wcder mit dem gcdruckten Campanus, noch mit dem von Wei s s o n  b O r n ,  
Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1880, Suppl. S. 147 flgg. mitgetheilten Adelhard- 
schen Text, wiihrend der lnhalt derselbe ist. l n  R folgt namlich auf die 
vier x o ~ v a l  Fvvorar der Doetius - Geometrie: 

si fuerint duo ,  quorum utrumque unius eiusdernque duplum fuerit, 
utrumque eorum alteri equalo erit. Si aliqua res alicui rei superponatur 
appliceturque ei. nec excedat altera alteram, ille sibi inuicem sunt equales. 
Si duo equalia ad quodlibet tertium comparentur, ambo illa cornparata aut  
eque ma.iora aut  eque minora aut equalia eidem sunt. Quanta proportione 
se habet quidlibet ad aliiid, tanta proportione se habst aliquid tertium ad 
aliud quartuin; nanl multitudo in infinituin crescit; maguitudo ver0 e con- 
traria et similiter deciescit. Omne totnm sua parte maius eut. 
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Die Verwandtschaft mit Adelhard - Campanus ist augenscheinlich; Man- 
ches stimmt sogar wiFortlich; aber dennoch ist der Unterschied zu gross, um 
die eine Leeart als Variante der andern betrachten zu konnen. Es  scheinen 
vielmehr zwei verschiedene Bearheitungen desselben Originals vorzuliegen. 
Da aber diese Zusetze mit dem griechischen Text nichts zu thun haben, 
muss die Quelle in  den arabisühen Uebersetaungen gesucbt werden, und über 
sie wissen wir leider gar  zu wenig. Wir  haben uns also s u f  eineni weiten 
Umwege wieder der Ansicht von Xeyer-Curtze geniihert, aber sie hat doch 
eine wesentlich andere Gestalt angenommen, und ich hoffe, dass der zurück- 
gelegte Weg überhaupt dazu beigetragen h a t ,  Art und Umfang der vor- 
liegenden Frage klarer zu stellen. 

1. Buch. 

Punctum est,  cujus pars nulla est. 
Linea uero praeter latitudinem longitudo. 
Lineae uero fines puncta sunt. 
Recta linea est,  quae ex aequo in suis punctis iacet. 
Superficies uero es t ,  quod longitudinem ac latitudinem solas habet. 
Superficiei uero fines lineae sunt. 
Plana superficies es t ,  quae ex aequo in suis rectis lineis iacet. 
Planus angulus est duarum linearnm in plano inuicem sese tangen- 
tium et non in directo iacentium ad alterutram conclusio. 
Quando autem , quae angulum continent lineae, rectae sunt , tuiic 
rectilineus angulus nominatur. 
Quando autem recta linea super rectam lineam stans circum se an- 
gulos aequos sibi inuicem fecerit, rectus est uterque aequalium an- 
gulorum, et  quae superstat linea, super eam,  quam insistit, pcr- 
pendicularis uocatur. 
Obtusus angulus est maior recto. 
Acutus autem minor recto. 
Figura est, quod sub aliquo uel aliquibus terminis continetur. 
Terminus uero, quod cuiusque est finis. 

1) punctus q. 2) lineae Bq. sine latitudine 3. longitudo est 2. 3) uero] om. B. 
puncti Ci. 4) ex aequo] aequaliter B. punctis iacet] protenditur punctis E, 5) est] 
om. BG.  longitudine latitudineque E, latitilclinern q, latitudinem ac longitudinem B. 
solam q. solas habet] censetur 3. 6) uero] autem B. finis g. 7) est] dicitur E'. 
aequaliter in rectis 'suis liueis continetur E. 9) in] om. Bq. collusio q. 12) 
quando autem] cum vero E, quando G. lineam] om. C. 12) aequos sibi invicem 
fecerit angulos 3. 13) fecerint q. est] om G. 14) et - insidit] et linea super 
rectam lineam stans E. pcrpendicuiaris] superpendicularis B, stans superpendicu- 
laris q .  15) dicitur B. 16) maior recto est E. 17) autem] angulus B, auteril an- 
gulue El angulus est p. recto minor est B. 19) ucro est Bq. est] om. p. 
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Circulus est figura plana, quae sub una linea continetur, quae uoca- 
tiir circumducta , ad quam ab uno puncto eorum , quae intra figuram 
>unt posita, omnes, quae incidunt, rectae aequae sibi inuicem sunt. 
Hoc uero punctum centrum circuli nominatur. 
Diametrus circnli est recta quaedam linea per centrum ducta e t  ab 5 

utraque parte a circumferentia circuli Lermiiiata, quae in duas aequas 
partes circiilum diuidit. 
Sernicirculus uero est figura plana, quae sub diametro et ea ,  quam 
diametrus adprehendit , circumferentia continetur. 
Rectilineae figurae sunt,  quae sub rectis lineis continentur, trilatera i û  

quidcm figura, quao sub tribus rcctis lineis continetur, quadrilatera 
uero, quae sub quattuor, multilatera uero, qua0 sub pluribus quam 
quattuor lateribus continetur. 
Aequilaterum igitur triangulum est ,  quod tribus aequis lateribus 
clauditur, isosceles uero, quod duo tantummodo latera habet aequa- 15 

lia, scalenon uero quod tria latera inaequalia possidebit. 
Amplius trilaterarum figurarum ortogoninm , id est rectiangulum, 
quidem triangulum est,  quod habet angulum rectum, amblygnnium 
uero, quod est obtusiangulum, in quo obtusus angulus fuerit, oxy- 
gonium uero, id est acutiangulurn, in  quo tres anguli sunt acuti. 20 

Qusdrilaterarurn uero figurarum quadratum uocatur, quod est aequi- 
laterum atque rectiangulum, parte uero altera longius, quod recti- 
angulum quidem est ,  sed aequilaterum non est ,  rhombos uero , quod 
aequilaterum quidern est ,  sed rectiangulum non est,  rhomboides 
autem, quod in contrarium conlocatas lineas atque angulos habet 25 

aequalcs, quod nec rectis angulis nec acquis lateribus continetur; 
praeter haee autem omnes quadrilaterae figurae trapezia calonte, id 
est mensulae , nominentur. 

1) circulue vero est figura quaedam B. quae - 2) circumducta] quae uoca- 
tur circnmducta et sub una linea continetur B q ,  et circumducta e t  sub una linea 
contenta E. ab un01 a E. eorum quae] quod 3. 3) sunt ~iosita] posita sunt q, 
positum est E. rectae lineae EBq. sunt invicem sibi aequales E. 5 )  diametrum 
C, diametrus autem E. quaedam recta B. 6) a] ad G R ,  in E ,  om. q. circum- 
ferentiam GR. partes aequas 3. 10) rectilinea R, rectae lineae Eq. figura 
es t  R. continetur B. 11) quae] est quae GE. tribus] duabus Bq. 12) uero] 
autem E. multilatere q. multilatera itaque figura est E. 15) continetur E. hico- 
celes q ,  isokeles B. 16) cootinet inaequalia B. 17) amplius - figurarum] om. R. 
hortoçonium G, ortogoneum B. 18) rectum] undique rectum Bq. ampligonium 
Bq. 19) ueroj enim E. est] latine E, habet q .  obtusum angulum GRq,  obtusiangu- 
h m  dicitur fi. in - fuerit] est quod obtusum habet angulum E. 220) acutum an- 
gulum G, acutiangulum est E. siint anguli B. 21) quadrilaterum B. 22) uero] om. 
E. longiusl longius ilero est E. 23) romboil EBq.  uero est ,E. 24) rombo- 
ides BE,  rhombo id est G ,  rombon id est q. 25) autem] om. Bq. 26) quod nec] 
id auteni nec G q ,  non autem 13. 27) figurae] om. R. trapizea q,  trapeziae E. 
calonte] G, om. EBg. 28) nominantur EB. 
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23. Parallelae, id est alternae, rectae lineae nuncupantur, quae in eadem 
plana superficie conlocatae atque utrimque productae in neutra parte 
concurrent. 

E t h i  m a  t a ,  id est petitiones, sunt quinque. petatur 
ab omni puncto in  omne punctum rectam lineam duccre; 
item definitam lincam in continuum rectumquo produccrc; 
item omni centro el omni spatio circulum designare; 
e t  omnes rectos angulos aequos sibi inuicem esse; 
et si in duas rectas lineas linea incidens interiores e t  ad easdem partes 
duos angulos duobus rectis fecerit minores, productas in infinitum 
rcctas lineas concurrere ad eas partes, quibiis duobus rectis anguli 
sunt minores. 

C y n a s e t  n y a s , id est communes animi conceptiones, hae : 
Quae eidem sunt aequalia, et sibi inuicem sunt aequalia; 
et si ab aequalibus aequalia auferantur , quae relinquuntur , aequalia 
sunt; 
et si aequalibus addantur aequalia, tota quoque aeqiialia snnt; 
et quae sibimct conucniunt, ncqualis sunt. 

Super datam rectarn lineam terminaiam triapgulum aequilaterurn 
constituere. 

sit data recta linea terminata ab. oportet igitur super eam quae 
est a b  triangulum aequilaterum constituere. e t  centro quidem a spatio 
uero b circulus scribatur b c e d ,  e t  rursus centro b spatio autem a cir- 
culus scribatur a c f d ,  et a b  eo puncto quod est c l  quo se circuli diui- 
dunt ,  ad ea puncta quae sunt a ,  b adiungantur rectae lineae ca ,  cb.  

I) parallilae G. quae] qui G. 2) superficiae G. atque utrimque productae] 
om. E. 3) concurrunt E. 4) Ethimata id est] G, om. BqE. petitiones vero, sive 
postulata, ut veteribus placuit, dioantur, quinque sunt E. petatur] prima ut E. 
5) omne] omnem GE.  recta linea ducatur postulat E. 6) secunda ut deiînita 
recta linea E. p~oducatur ammonet 3. 7) item] tertia E. designare praecipit E. 
8) et] quarta E, sibi invicem aequos esse vult E. aequos sibi] quos ibi p. 9) et] 
item Bq, quinta autem 3. i q  inter B. interius sit B. et] om. GB. ad easdem 
partes] om. E. eeas G. 10) rcctas lineas in infinitum productas ad eas partes in 
quibus duo interiores anguli duobus rectis minores sunt concurrere iubet E, in] 
om. p. 11) partes] om. Bq. duo recti B. angulis q. 13) Cynas etnyas id est] G, 
uero Bq,  om. ER.  communes igitur E, communes uero R. hm] sunt haec Bq; 
sunt quae a Graecis kenas ethnias (et hynas R) uocantur ER.  14) quae] aequae 
G, oiu. B, cum spacia et interualla ER.  eidem] idem G E ,  quidem B ,  sint eidem 
R. sunt] om. R. et] sunt et E. 15) auferatur q. 17) aequalia addantur B. 18) 
et quae] quaecunque B. sibimet] GR, sibimet ipsi B, sibimet ipsis Eq. conuenit 
animo finitionia q. omnino aequalia Ii .  fiunt] GREq,  esfie B. 20-261 om. Bq. 
20) super] G ,  E p. 3 9 0 , ~ ;  supra E p. 380, 2, B. 22-26] om. E p. 380, 3. 22) recti- 
linea E' p. 390. 25) a f c d  &. 
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rponiam igitur a punctum centrum est bced circuli, aequa est a b  ei 
quae est ac. rursum quoniam b punctum ceutrum est a c f d  circuli, 
aequa est a b  ei quae est bc. sed et  a b  ei quae est c a  aequa esse 
rnonstrata est; e t  a c  igitur ei quae est bc  erit  aequalis. tres igitur quae 
sunt c a l  a b ,  bc aequae sibi inuicem sunt. aequilaterum igitur est c a b  5 

triangulum; et constitutiirn est supra datam rectam lineam terminatam 
eam quae est a b ;  quod oportebat facere. 

Ad datum punctum datae rcctac lineae aequalem rectam lineam 
collocare. 10 

sit quidem datum punctum a ,  data uero recta linee bc. oportet 
igitur ad punctum a rectae lineae bc  aequam rectam lineam colloçare. 
adiungatur enim ab a puncto ad b punctum recta linea ea quae est ab ,  
et constituatur super a b  rectam lineam triangulum aequilaterum quod est 
dab, et eiciantur in  rectum d a ,  d b  rectae lineae ad a g  et b m ,  et  centro 15 

quidem b epatio autem bc circulus scrihatnr cfe ,  e t  rursus centro d 
spetio autem d f  circulus describatur fkl .  quoniam igitur b punctum 
centrum est e f e  circuli, aequa est c b ei quae est bf. rursus quoniam 
d punctum centrum est f lk  üirculi, aequa est d l  ei quae est d f ;  qua- 
rum quidem a d  ei quae est d b  aequa est;  aequilaterum enim triangulum 20 

est id quod est d a b ;  reliqua igitur a l  reliquae bf existit aequalis. sed 
et  bf ei quae est b c aequa esse rnonstrata est,  e t  IJ c ei quae est a l  erit 
aeyialis. ad d a h m  igitur punctum id quod est a datae rectae lineae ei  
quae est b c  aequa locata est ea quac est a l ;  quod oportebat facere. 

Duabus inaequalibus rectis lineis datis a maiore mincri aequam 
rectam lineam abscidere. 

sint datae duae rectae lineae inaequales a b ,  cd, e t  sit maior ab .  
oportet igitur a maiore a b  minori c d  aequam lineam abscidere. collo- 
cetur enim ad a punctum ei quae est c d  aequa ea quae est a e ,  e t  30 

centro 'a spatio uero a e  circulus describatur egf. quoniam igitur a 
punctum ceutrum est egf  circuli, aequa est + igitur ae ei quae est c d  
erat aequalis, e t  cd ei quae est ag  erit aequalis. duabus igitur datis 
rectis lineis inaequalibus eis quae sunt a 6, c d ,  a maiore quae est a b  
minori quae est cd  aequalis abscisa est ea quae est a g ;  quod oportebat facere. 35 

1-7) om. B q E  p.380, R. 1) aequam G. 2) rursus E. est centrum E. 11-24] 0rn.E' 
p. 380, B R q .  13) ea] om. E p. 391. 17) d f ]  f d  E. 19) aequa est] E, aequa G. 21) 
reliquae] reliquis G, reliquiis h'. existat G. 26) rectis lineis inaequalibus E p. 380, E 
p. 392. aequalibus B. datis] propositis E p. 392. minori] minore q, minorem B, 
8 p. 380, E p. 392. aequa Ci. 27) rectam] om. G, E p. 392. 28-31>] om. Bq,  
E p. 380, R. 29) aequam] minorem E p. 392. 30) aequa] a qua E. 32) aequa 
est igitur] et B. 35) ag] c d  ag E. facere] hic desin. (j;. 
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4. Si duo triangula duo latera duobus lateribus habent aequa alterum 
alteri et anpulurn angulo habent aequum eum, qui sub aequalibus 
rectis lineis continetur, et basim basi aequam habebunt, et triangu- 
lum triangulo aequum eri t ,  e t  reliqui anguli relirjuis angulis erunt 

5 aequales alter alteri,  sub quibus aequalia latera subtenduntur. 
5. Si triangulus aequalia latera habeat,  qui sub eius basi anguli suut, 

aequales alter alteri sunt ,  et productis aequalibus lineis qui sub baai 
sunt anguli aequales utrique erunt. 

6. Si trianguli duo anguli aequi sibimet inuicem sint,  e t  quae sub aeyua- 
10 libus angulis subtenduntur latera sibi inuicem erunt aequalia. 

7. Super eandern aequalem rectam lineam duabus eisdern rectia lineis 
aliae duae rectae lincae altera alteri nul10 modo constitucntur ad aliud 
atque aliud punctum ad easdem partes eosdem fines aequalibus rectis 
lineis possidentes. / 

15 8. Si duo trianguli duo latera duobus lateribus aequa possideant ülte- 
rum alteri e t  basim basi habeant aequam, et angulum angulo habe- 
bunt aequalem, qui sub aequalibus rectis lineis continetur. 

9. Datum angulum in duas aequales diuidere partes. 
10. Datam rectam lineam terminatam in duas aequalcs diuidcre partes. 

ao 11. Et datae rectae lineae ab eo, quod in ea est,  puncto rectam liiicam 
secundum rectos angulos eleuare. 

12. Et super datam rectam lineam infinitam a b  dato puncto, quod ei 
non inest,  perpendicularem. rectam lineam ducere. 

13. Quocumque super rectam lineam recta consistens angulos fecerit, aut 
25 duos rectos faciet aut  duobus rectis reddet aequales. 

14. Si ad aliquam rcctam lineam atque ad cius punctum duae rectae 
lincae nou in eandern partem ducantur e t  circum se aiigulos duobus 
rectis fecerint aequos, in directum sibi eas liueas iacere necesse est. 

15, Si duae rectae lineae sese diuidant, ad uerticem angulos sibi in- 
30  uicem facient aequos. 

16. Omnium triangulorum exterior angulus utrisque interioribus et ex 
aduerso angnlis constitutis maior existit. 

1) trianguli E. duobus] duo B. alteruin] corr. ex laterum B. 2) habent aequum] 
habente cum Bq. eum] eos B, eis q, 3) continentur g. basim] basi B, basis q. 
basi] basim Bq. 6-81 orri. Bq, hab. ER. 6) sub] supra R. basirn R. anguli] 
B ,  trianguli E. 7) et] von hier ab  anders B. productis] om. E. qui sub] e t  3, 
liesi sunt] bavibuv et El 8) anguliu E. aequalibuu E. 9) aequae Bq. 10) sunt E' 
aequales Bq. 11) et super E. 12) altera] scr. aequae altera. 13) easdem B. 
aequali rectae lineae E. 15) si] om. Bq. possident q. 16) aequa Bq. angulo 
angulumX 17) aequale Bq. 18) R, in triangulo BEp. 19) 1ineamrectamB. in] om. q. 
20) es] eo Eq. 21) eleuare non disconuenit ER. 22) et] om. h'. :.supra B. dataml 
datam vcro E. lincam rectam E. 23) incst] inem q. ducere oportet ER. 24) 
quaecumque ER.  supcr] pcr Bq, recta iinea supcr R. recta] om. R. 25) duabm 
rectis lineis B. 26)  aliquam] aequam E. 27) duabus B. 28) aequis Bg. 
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Omnium triangulorum duo anguli duobus rectis angulis sunt minores 
ornnifariam sumpti. 

Omnium triangulorum maius latus sub aiigulo maiore subtenditur. 

Omnium triangulorum maior angulus sub latere maiorc protenditur. 

Omnium triangulorum duo latera ceteris maiora sunt in omnem 5 

partem sumpta. 

Si in uno quolibet trianguli latere a finibns lateris duae rectae lineac 
interius constituantur angulum facientes, quae constituuntur reliquis 
quidem trianguli duobus lateribus sunt minores, maiorem uero an- 
gulum continebunt. IO 

Datis tribus rectis lineis quae sunt aequales trcs in eo qui datus est 
triangulo rectas lineav oportet constituere quarum duo latera ceteris 
maiora oportet esse omnifariam sumpta propter hoc quod omnium 
triangulorum duo latera ceteris fortiora sunt in  omnem partem sus- 
cepta. 15 

Ad datam rectam lineam et datum in ea punctum dato rectilinco 
angulo aequales rectilineos angulos collocare. 

Si duo triangula duo latera duobus lateribus aequalia habuerint al- 
terum alterj, quod angulum angnlo maiorem habebit eum, qui sub 
aequali recta linea continetur, i ta  e t  basim basi maiorem habebit. 20 

Si duo triangula duo latera duobus lateribus aequalia habuerint al- 
terum alteri, quod basim basi maiorem habebit, e t  angulum angulo 
maiorem habebit e u m ,  qui sub aequalibus rectis lineis continetur. 

Si duo triangiili duos angulos duobus angulis habuerint aequos al- 
terum alteri, unumque latus uni latcri sit acqualo, siue quod aequis 25 

adiacet angulis, seu quod sub uno aequalium subtenditur angulorum, 
et reliqua latera reliquis lateribus habebunt aequa alterum alteri e t  
reliquum angulum aequalern reliquo angulo possidebunt. 

Si in duas rectas lineas recta linea incidens alternatim angulos fe- 
cerit aequos, rectas h e a s  alternas esse necesse est. 30 

Si in duas rectas lineas linea incidens exteriorem angulum interiori 
et ex aduerso angulo constituto reddat aequalem, rectas lineas sibi 
alternas esse conueuiet. 

1) minoris B. 41 E, om. Bq. 5-61 6R, om. Bq. fi) sumpta] R, susccpta E. 
9) duobusj om. Bq. minores] maiores E. 11-15] E' (corrupt), om. Bq. 16) recti- 
iineo] rccto iineo Bq. 1 7 )  rectilincos] rectilineae Bq. collocare neceese est E. 
18- 23) E, om. Bq. 19) scr. sub aequalibus rectis lineie continetur, id et. 24)  
triangula p. 25) siue] sibi Bq, siue id E. 26) dequalium q. tenditur E. 87) 

dtcrum alteri] latcra B, altera alteri q ,  altera alteris E. 29) incidens] incidens 
quod Bq. angulos] sit et hos anguloa Bq.  fecerint B. 31) in] om. q. interior 
Bq. 32) lineas] lineas aequales E. sibi] sub BEY. 
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Si in  duas alternas inter se r e c t a ~  lineas recta linea inciderit, al- 
teruos angulos inter se aequales esse, e t  qui deintus et contra similiter 
aequales esse, qui uero deintus et in eisdem partibus lineae silut, 
duobus rectis angulis aequales esse necesse est. 
Alternae uni iterum ipsae rectae lineae aduersus se ipsas erunt 
altera alteri. 
Per  datum puiictum datae rcctae lineae alternam rectam lineam 
designare. 
Omnium triangulorum exterior angulus ducbus interius et ex ad- 
uerso constitutis angulis est aequalis, interiores uero trianguli tres 
duobus rectis angulis sunt aequales. 
Quae aequas e t  alternas rectas lineas ad easdem partes rectae lineae 
coniungunt, ipsae quoque et  alternao sunt et aequales. 
Eorum spatiorum, quae alternis lateribus continentur, quae paralle- 
logramma nominantur, ex aduerso latera atque anguli constituti sibi 
inuicem sunt aequales, eayue diametrus in duo aequa partitur. 
Omnia parallelogramma, quae in eisdem basibus e t  in eisdem alter- 
riis lineis fuerint constituta , sibi inuicem probantur aeclualia. 
Iarn parallelogramma in basibus aequalibus e t  i n  eisdem alternis 
lineis constituta aequalia esse necesse est. 
Aequa sibi sunt, cuncta triangula, quae in aequis basibus et in iisdem 
alternis fuerint constituta. 
Triangula, qiiae in  coaequalibus basibus et  in eisdem alternis lineis 
sunt constituta, aequalia sibi inuicem sunt. 
Aequa triangula, quae i n  eadem basi e t  in easdem partes fuerint 
constituta, in eisdem quoque alternis lineis esse pronuntio. 
Aequa triangula in  aequis atque in directum positia basibus consti- 
tuta et  in eisdem partibus, e t  in eisdem quoque alternis esse ne- 
cesse est. 
Si parallelogrammum triangulumque in eadem basi atque in eisdeili 
alternis fuerint constituta, parallelogrammum triangulo duplex esse 
conueniet. 

1- 41 RE,  om. B g. 1) alternas] om. E. incidens E. 2) inter - et] aequales 
inter se fecerit E. contra] E, circa R. similiter- 4) est] R, et in eisdem partibue 
sunt e t  quae deintus lineae sunt duabua rectis lineis sunt aequalee E. 5-61 RE, 
om. Bq. 5) alternae uni] R ,  om. B. 7 )  data recta linea B.  alteram BE'q. 8) 
deeignare necesse est E. 9) et exterior B q .  10) interioris q. trianguli] m. 1 B, 
3; tris anguiis q ,  treti anguli m. 2 B.  tres] E, om. Bq. 13) et] om. Bq. et] 
om. q. 14) lateribus] alteribus q. parallelogrimina p. 15) ex] et ex BEq. 16) 
aequales sunt E. eamque Bq, ea quoque E. aeque partiuntur Bq. 18) fuerint] 
om. Eq. 19) Iam] nam BEq.  21) aequa] aequalia B. 22) fuerint] lineis fuennt 
E, filerint h e i s  q. 23-24]  RE, om. Bq. 23; aequa triangula E. quae in] quae 
&. 24) aequalia - sunt] R, am. E. 25) aequi q. eadem parte E. 26) pronun- 
tianda suut E. 27) aequi q. 28) esse] om. Bq. 31) altcrnis lineis E. 
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Dato triangulo aequale parallelogrammum in dato rectilineo acgulo 
constituere. 
Omnis parallelogrammi spatii eorum, quae circ,a diametrum sunt, 
parallelogrammorum snpplementa aeqna sibi innicem esse necesse est. 
Iuxta datam rectam lincam dato triangulo in dat,o rectilineo angulo 6 

parallelogrammum aequale protendere. 
Dato rectilineo aequale parallelogramnium in dato rectilineo angulo 
collocare. 
Quadratum a data recta linea terminata describere. 
In his triangulis, in quibus unus rectus est angulus, quae recti- 10 

angula nominamos, quadratum , quod a latere rectum angulum sub- 
tendente describitur, aeqiium est his quadratis, quae a continentibns 
rectum angulum lateribus conscribuntur. 
Si ab uno trianguli latere quadratum quod describitur aequum fuerit 
his quadratiu, quae a b  reliquis duobus lateribus describuntur, rectus 15 
est angulus, qui sub duobus reliquis lateribus continetur. 

II. Buch. 

Omne parallelogrammum rectiangulum sub his duabus rectis lineis, 
quae rectum ambiunt angulum, dicitur contineri. 
Omnis uero parallelogrammi spatii eorum, quae circa eandem dia- 20 

metrum sunt, parallelogrammorum quodlibet unum cum supplementis 
duobus gnomo nominetur. 

- - - -. 

Si sint duae rectae lineae, quarurn una quidem indiuisa, altera uero 
quotlibet diuisionibus secta, quod sub duabus rectis lineis rectiangu- 
lum continetur, aequum erit his,  quae sub ea quae inrliuisa est e t  25 

unaquaque diuisione rectiaagula continentur. 
Si recta linea in partes diuidatur, quadratum , quod a tota describi- 
tur, aequum est rectangulis, quao sub tota e t  portionibus descri- 
buntur. 

-- 

1-21 e t  3-4)  permut. BEP. 1) aequalem B. recto lirieo B. 3) circa] cir- 
cum B, circil eandem E. 4) aequa] ea quae B. 5) dataml E R ,  om. B y. in] om. 
BEq. in augulo q. angulo] om. R. 6) aequalern Bq.  praetendere B q ,  pro- 
tendendum est &B. 7) recto lioeo B, rectilineo angulo E. aequalem Bq. recto 
lineo B. 8) collocare id est diametrum B y, collocare id est diametrum oportet B. 
8) a] ad B a q .  datarn lineam terminatam B recta] B, om. Bq. 10) quem rectiangu- 
lum K B E q .  I l )  subtendentem Bq. 12) a] ac q. 18) rectis] om. R. 19j ambiunt] 
RBq ,  oin. E. 20) omnes B. quae] qui B. spatii - 22) norninetur] spacium 
unumquodque gnomio eorum quae circa diametrum eandem sunt parallelogram- 
morum nuncupatur E. 20) eundem q. 21) quodlibet] R B ,  quot libet y. 22) gnorno] 
R ,  gynomo B, ginorno q. 23-26] l i s  Bq. 23) quidem est E. 24) quolibet q2. 
secta] recta qe, recti Be. 25) quae] quibuv BI, quae sunt E. ea quae] aeque Bg.  26) 

iioaquaeque B qL rcctinnguluni q", quod rectianguio q', quod rectiangula 3'. 

conhinetUr B IBZqiqV, B 27-29] B> om.  BU^. 27) tOeo B. 
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3. Si recta linea secetur, quod sub tota et una portione rectiangulum 
continetur, aequum est e i ,  quod sub utraque portione rectiangulum 
clauditur , et si quadrato , quod ad praedictam portionem describitur. 

4. Si recta linea secetur u t  libet, quod describitur a tots quadraturn, 
aequum est his, quae describuntiir ab unaquaque portione, quadratis 
e t  bis ei rectangulo, quod sub eisdem portionibus continetur. 

5. Si recta linea per aequalia et  per inaequalia secetur, quod sub in- 
aequalibus totius sectionibus rectilineum continetur cum eo quadrato, 
quod ab ea describitur , quae inter utrasque est sectiones, aeqniirn 
est ei quod describitur a dimidia quadrato. 

6. Si recta l i m a  per aequalia diuidatur, alia uero ei in directum linea 
recta iungatur , quod sub tota e t  ea quae adiecta est rectilineum conti- 
netur cum eo quod describitur a dimidia quadrato aequum est ei qua- 
drato, quod describitur ab ea quae constat ex adiecta atque dimidia. 

7. Si recta l ima  in duo secetur, quod describitur a tota quadratum cum 
eo quadrato quod ex una partium qualibet fit utraque quadrat,a pa. 
riter accepta aequa sunt ei rectiangulo, quod sub tota et  aequali portione 
bis continetur, e t  ei quadrato, quod ad reliquam partem describihr, 

8. Si recta linea in  duo diuidatur, alia uero in  directum ei iungatur 
recta linea uni partium aequalis , quadratum , quod describitur a tota 
composita, aequum est ei rectiangulo, quod sub prima et addita 
quater continetur, e t  ei quadrato, quod ad reliquam partium prime 
describitur. 

9. Si recta liilea per aequalia ac per inaequalis secetur, quadrata, quae 
ab inaequalibus tot,ius portionibus describuntur, dupla sunt bis qua- 
dratis, quae fiunt a dimidia et  a b  ea quae inter utrasqiie est sectiones. 

10. Si recta linea per aequalia secetur, eique in directum quaedam linea 
recta iungatur], quadratum quod describitur a tota cum addita, et 
quadratum, quod describitur a b  ea ,  quae addita est,  iitraqiie qua- 
drata pariter accepta a b  eo quadrato, quod scribitur a dimidia, et 
ab eo quadrato, quod ab e s  describitur, quae ex dimidia adiectaque 
consistit, utrisque quadratis pariter acceptis dupls esse necesse est. 

1) rectianguli B. 2) ei] eius q. quod] quae E. 3) scr. a praedicta portione. 
proportionem Eq. dcscribit E. 4 )  toto B. 5) unaquoqiie q. 6) bis ei] uis ei 
B q ,  idem uis E. portionibus continetur] est portionibus E, portionibus conuenit 
Bq. 7) rectac lineae B. et per] ac per X ,  ac pro q. 8) sectionis B. 10) ei - 
quadrato] ei quadrato qui dcscribitur ab Ca quae constat ex adiccta atque dimidia 
A'. describit B. dimidio B. 11) per aequali q, pro aequali B. diuiditur Bq 
directam B. lineam rectam q. 12) iungantur Bq. toto B. Ca quao] acquae B. 
rectilineam q.  1:i) dimidio EB. aeque q, aequumque B. 14) quod] qui B. 15-23] 
R, om. BEq. 15) toto B. 18) scr. a reliqua parte. 22) reliquum R. scr. a reliqua 
partium. 24-26] BER, om q. 24) per] (pr.) quae per B. 26) eat] continetur R. 
27) directam B. 28) iungantur q. a] om. q. mm] eum p. 30) a] ad q .  31) ea] 
eo 2. ex] om. q. 32) dupla esse] corr. ex duplicem B. 
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11, 

12, 

14. 

1. 

2. 

O 
Ci. 

4. 

5.  
6 . 

Dataui rectam lineatn sic secare,  u t  quod sub  to ta  e t  u n a  portione 
rectilineum continetur aequum s i t  e i ,  yuod fit ex reliqua sectione 
quadratum. 
In hi3 tr iangulis,  quae obtusum habent  angu l i im ,  tanto  e a  quae ob- 
trinso subtendit  angulo  lateribus ampl ius  potest ,  quae obt,unsum 
continent anguluin ,  qiiant,um es t  quod tenetur  b is  sub  u n a  earum 
qirae ad obtunsurn angulum a perpendiciilari ext ra  deprehenditur. 
Dato rectiliueo aequum collocare rjuadratum. 

III. Buch. 

Aeyuales circuli s n n t ,  quo rum diametri  aequales s u n t ,  inaequales 
uero, qui  sic se non habent. 
Recta linca circulum contingere dicitur, quae  cum circulum t anga t  
et in utraque eiecta par ta  non secat circulum. 
Circ~ili sese inuicem contingere dicuntur,  qu i  tangentes sese inuicem 
non secant. 
Rectae lineae in circulo aeqiialiter a centro distare dicuntur,  quando 
a centro in ipsas ductae perpendiciilares sibi innicem sun t  ~ e q u a l e s .  
Plus uero a centro distare dicitur, in quam perpencliciilaris lnngior cadit. 
Portio circuli est  f igura,  quae  sub  recta l inea e1; circuli circumferen- 
tia continetur. 

8. I n  portione angulus esse diüitiir, iyuando in  circumferent,ia snmi tu r  
alirluod punctuui,  a b  eo uero  puncto ad  l ineae terminos duae  rectae 
subiungiiutur, angulus  qui s u b  duabus  subiunctis  lineis continetur. 

9. Qiiando autem,  quae adiunguntur ,  al iquam circumferentiae compre- 
hendunt particulam, i n  ea angolus consist,ere perhibetur.  

10. Sector circuli es t  f igura ,  quae sub  duabus  a centro ductis  lineis et  
sub circumferentia, quae a b  eisdem comprehenditur,  continetur. 

-- - 

1) secare connenit R E .  2) aequum] cnm B. ei] om q. qiiod] quo p, que B. 
sectione] portione B. 3) quadratum] R ,  quadratum sivc trigonuni B X ,  sihi tri- 
gmum p. 4) his] B R I  ista q, hac E. triangulis] BRq, t r iangdi  figura E. quae] 
qui p. tanto amplius E. obtuneos obtendit augulos E q .  5) amplius] om. B. 
q ~ m ]  quam ea quae 3, qui q. 6) continet B bis] q ,  uis U, om. E. 7) ariguli q. 
n - deprehenditur] oin. 8. 8) rectilineo] trigono R. aequum] cum B I  aequum 
necesse est h ' l 2 .  10) aequsleu] oui. B. circuli aequales E. sunt aequales q. I l )  
wro runt B. 12) recta linea] circulus B. non contingere 3. quae] qui B. cum] 
eum H. 13) eiecta egesta y. 14) scse] se B. 15) non] oui. BEq. 16) rectae] 
r a h e  11. a] om. B. quando] om. B. 17)  inuicem sihi B. 18) centro] circulo 
R Eq. in] liuea in 15. perpendiculares q. 19 - 291 bis B p. 19) est - 21) angu- 
bis] EILi?2qe, om. U'yl.  19) subl sur g?. recta] recta est B2. circuli] ER$, 
om. I l 2 .  21) portio~ie] B2y2, portione circuli ER.  dicatur BI BPql(rY circum- 
feretitin\ E B 2 ,  circumferentiam B1 y'$. 22) ab eo  ueru] e t  a b  eodem E. punc- 
tu tu  5". 23) suhiaciuntur B'. qui] circuli dicitur qui E, dicitur qui B ' g l ,  angulus 
- continetur] om. I l2  q5. continentur B ', 24) autem] lineae E. circumferentia B. 
25) ut in BEY.  ang~ilos q. perhibeatur BBq. 
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Similes circuloriim portiones dicuntur, quae aequales suscipiunt angulos, 
uel in quibus qui describuntur anguli sibi inuicem sunt aequales. 

Si in circulo per centrum linea q u ~ e d a m  recta dirigatur et quandam 
lineam rectam non per centrum positam in duas aequas diuidat 
partes, per rectos eam angulos sec&; et  si per rectos angulos secet, 
in duas aequas eam diuidet partes. 
Si intra circulum punctiim sumatur in  diametro, quod non est cen- 
t rum,  et  ab eo puncto ad circulum duae lineae uel plures dirigantur. 
Si in circulo punctum sumatur interius, e t  ab eo puncto ad circu- 
lum plures quam duae lineae dirigantnr, illud punctum centrum cir- 
culi esse necesse est. 
Ubi circulus circulum secat, secundum puncta plura quam duo 
minime secat. 
S i  duo circuli a b  exteriore sese parte contingant, quae ad centra 
eorum linea recta dirigitur, in  inncturam incidit circulorum. 
Ubi circulus circulum contingit, secundum plura puncts quam unum . 
minime contingit, seu ab interiore seu ab exteriore parte contigerit. 
In  circulo aequae rectae lineae aequalibus spatiis absunt a centro, 
e t  quae aequalibus spatiis a centro absunt rectae lineae sibi inuicem 
aequales sunt. 
Quae in extrema diametro circuli per rectos angulos linea recta di- 
rigitur, extra circulum cadet et inter ipsam et circuli circumferen- 
tiam alia recta non incidit; e t  semicirculi angulus ab acuto angulo 
rectilineo maior existit, reliquus uero a b  acuto angulo rectilineo 

1 .  
minor existit. 
A dato puncto duas rectas lineas ducere, quae datum circulum tangant. 

2) inscribuntur E. 3) pro centro E. et  quandam] aequandam q, ad acquan- 
dam E. 4) non] om. B Eq. per] in B Ep. centro E. aequas] corr. ex aequales y. 
diuidet q, om. E. 5 )  partes] om. q. per] om. E, pro q. rectus BEq. angiilus 
BEq. per] om E, propor p. rectus BRq. angulus Bq,  eam angulus E. 6) aequas] 
om. B E p .  eam] eum agrum BÆq. diuidat B. 7) s ~ m a t i ~ r ]  corr. ex siimmitta&r y. 
in diametro] interius BEq. non] om. BEq. 9-11] Bq,  om. E. 91 circulum 
Bq. 12 -131 RRq, om. E. 12) secundum- 13) secat] om. B. 12) eecundum] si R. 
puncta] om. R. duo] duo puncta B. 13) minime secat] R, om. q. 14-15] BKp, 
om. E. 14) ab] seu ab R. sese] g, se B, uel ab interiore se R. 15) iunctura BRq. 
circulum BRq. 16- 171 B R  y, om. 3. 16) ubi - circulum] Rq, om. B. contingit] 
R ,  om. Bq. seciindum] si R. 17) seul R ,  e t  seu B y .  inferiore y ,  exteriori R. 
seul q ,  sub R, iste seu B. interiori R. contingit B. 18-20] BBq, om. E, 18)  
aequae] q, quae BR. absunt] von hier ab andtire R. absunt a] assumpta q,  sumpta 
B. 19) et quae] CO Bq. absunt] haec sunt Bq. sibi] si p. 20) sunt] om. Bq. 21-26] 
Bq, om. E. 21) per] pro g. rectus anguliis B p. recta] directa Bq. 22) et] (alt.) uel 
Bq.  23) rectum Bq. ab] sub Bq. acutiangulo B. 24) reliquos Bq. 26) A] q, 
ad B. quae] qui Bq. tsngunt q .  
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Si circulum linea quaedam recta contingat, e t  a centro ad contac- 
tum linea recta dirigatur, perpendicularis erit e a ,  quae ducitur, 
super eam quae circulum tangit. 
Si circulum linea recta contingat, a contactu uero ei quae tangit in 
circulo per rectos angulos recta linea dirigatur, in  ea quae dirigitur 5 

circuli centrum esse conueniet. 
Qiiadrilaterarum figurarum , quae circulis ambiuntur, ex aduerso sibi- 
met anguli constituti duobus rectis angulis sunt aequales. 
In recta linea duae circuli portiones similes atque inaequales in 
iisdem partibus nul10 modo constituentur. 10 
Circulorum similes portiones, quae in aequis rectis lineis consti- 
tuuntur, sibi inuicem sunt aequales. 
In  aeqiiis circulis qui in circumferentiis aequalibus anguli consistunt, 
sibimet inuicem aunt aequales, seu a centro seu a circumferentia 
progrediantur. 15 

Datam circumferentiam circuli in  duo aequa diuidere potis est. 
In circulo is quidem angulus, qui in semicirculo eut, rectus existit, 
qui uero in  maiore portione est angulus, minor est recto, qui autem 
in minore portione est angulus, maior est recto, e t  maioris quidem 
portionis angulus recto maior existit, minoris uero portionis angulus 20 

recto minor existit. 
Si circulum linea recta contingat, a contactu uero in  circulum quae- 
dam circulum secans linea recta ducatur, quoscumque angulos facit, 
ii duobus angulis, qui sunt i n  alternatim circuli portionibus sunt 
aequales. 26 

Super datam rectam lineam circuli describere portionem, quae dato 
rectilineo angulo unus quis suas intus . . . 
Circulo oportet accipere portiones . . . 

IV. Buch. 

Figura intra figurarn 'dicitur inscribi, quando ea,  quae inscribitur, 30 

eins, in quam inscribitur, latera unoquoque suo angulo ab interiore 
parte contingit. 
- -- 

1-61 Bq, 0m.E. 1) contractum q. 2) lineaeRq. propendiculsris q .  4) contractu p. 
quae] qui Rq. 5) per rectos] pro rectos q ,  porrecto B. angulus B. in ea] linea p. 
dirigantur Bq. 7- 8) B E p .  7) quadrilaterarum - ambiuntur] om. E. quadrilate- 
rum B p. 8) angulis anguli B, anguli q. 9 -101 q, om. BE. in iisdem] isdem p. 
11) quae] sunt qui q ,  siint quem corr. ex in quem sunt B. 13) qui] corr. ex quae 
B. 14) sibimet] sibi e t  B. a] ac B. seul sibi q .  16) circuli] semicirculi BEq.  
potis est] E, possit Bq. 17) is quidem] isdem Bq, id est E, 18) minor] maior E. 
19) maior] minor E. 21) existat p. 22) si] si in B. in circulum] in circum Bq, 
in  circumfercntia E. 24) ii] IIB, om. E q .  duo anguli R E q .  alternatim] con. ex 
alternatem 3, alterna ante q, alternis E. 26) datas BE, dectas p. rectas lineas BEp. 
portionem] partes73 g, partes convenit E. quae-27) intus] Bq, 0 m . E  27) unus-intus] 

Hiit.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. n. Phys. XXXV, S. 8 
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Circumscribi ucro figura figurac perhibetur, quoticns Ca, quae cir- 
cumscribitur, figura eius, cui circumscribitur, suis omnibus lateribus 
omnev angulos tangit. 

Intra  datum circulum datae rectae lineae, quae diametro minime 
maior existat, aequam rectam lineam coaptare. 
Intra  datum circulum dato triangulo aequorum angulorum triangu- 
lum collocare. 
Circa datum circulum dato triangulo aequalium angulorum triangu- 
h m  dcsignare. 
Intra  datum triangulum circulum designare. 
Intra  datum circulum quadratum describere. 
Intra  propositum quadratum circulum designare. 
Circa datum circulum quinqiiangulum aequilaterum et aequiangulum 
designare. 
Iiltra datum quinquangulum, quod est aequilaterum atque acyui- 
angulum , circulum designare. 

III. 
Die vorzügliche Handschrift der Arithmetik des B O e t i  u s Bamberg. 

H J  l V ,  11 saec. X ( b  bei B r i e d l e i n )  enthalt auf fol. 1-7 eine mittel- 
alterliche Einleitung in das Studium der Mathematik, die mir nicht un- 
interessant scheint, namentlich auch deshalb, weil sie einige Kenntniss des 
Griechischen verrath. Da dieselhe Handschrift hinten einen auf irische Ver- 
haltnissc bczüglicheil Brief cnthalt, den ich anderswo ver6ffentlichen werde, 
vermuthe ich, dass auch jene kleine Abliandlung auf Irland entstanden ist; 
deun zu dieser Zeit ist Kenntniss des Griechischen im Occident fast nur 
bei den Iren zu finden. Da3 Stück f ing t  an:  

Nathematica latine dicitur doctrinalis scientia; 
darauf Definitionen der Arithmetik, Geometrie, Nusik und Astronomie; 
dann schliesst die Vorrede: quas disciplinas deinceps paulo latius indicamus, 
u t  earum cause competcnter possint ostendi. 

scr. angulum aeqiialem intus capiat. 28) Bq,  om. 3; scr. a dato circulo oportet 
accipere portionem. 30) figuraui p. eam Bq. 31) inscribitur] E, scribitur Bq. 

1) circulus scribi Bq,  cirçuli E, circulum scribi R. figurae circumscribi B. 
figurae] 0111. B. ea quae] mut. in ea q u a  B, a q u a  q. circumscribitur] E, om. Bq. 
2) figurae E. circum insçribitur B y. 4-51 RE, bis Bq. 4) quae] quae in U t  y'. 
qiiae -5) existütl non maiori quam diametrus B. 4) diametri B2. 5 )  exçitat ql, exit 
ad B i .  rectani] om. K .  coaptare] RU2p2,  quae aptare B'ql, coaptare oportetE. 7 )  
collocare conveuit E. 8) circa] circul~iin B. dato] date q. 9) designandum est E:. 
10) circulurn triangulum BEq. interdum desigmre uecesse e ~ t  E. 11) aiiquid 
describere utile est B. 12) infra l3. 13) qui  angulum p. 14) designare geometres 
praecipiunt E 15) datum] datum circulum E. quinqucangulum B. atque] om. 
B. 16) circulum] om. BE. dcsignare non clisconveiiit 3. 
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Darauf ein Capitelindex : 
1 de uocabulo arithmetice discipline. 

II de auctoribus arithmetice. 
III quid sit numerus. 
IV unde numeri dicti. 
V quid prestent numeri. 

VI de prima diuisione parium et  imparium. 
VI1 de ~ecunda  diuisione totius numeri. 

VI11 de tertia diuisione totius nurneri. 
IX de differentia arithmetice et  geometrice et  musice artis. 
X quod numeri infiniti existunt. 

Daun folgen die zehn Capitel, woraus ich hervorhebe: 

1 Arithrnetica est disciplina nuuierorum; greci enim numerum rithmon 
dicunt etc. 

II Numeri disciplinam apud grecos primum pytagoram aiitiimant con- 
scripsisso ac deinda a nicomacho diffusius esse dispositam, quam apud 
latinos primus apuleius deinde boetius transtulerunt. 

III numerus autem est multitudo ex unitatibus constituta; nam unum 
sernen numeri esse, non numerum. 

IV lautet vollstiindig so: 
Numero nummiis nomen dedit et a sui frequentatione uocabulum in- 

didit. unum a greco rioruen t rahi t ;  greci enim unum ena dicunt. sic duo 
et tres, quos illi dua et tria appellant. quatuor uero a figura quadrata 
nomen sumpseiunt. quinque autem non secundurn natnram, sed secundum 
plecitum uoluntatia uocabulum acceperunt ab eo , qui numeris nomina in- 
didit. sex autem et septem a greco ueniunt; in multis enim nominibus, 
que in greco a~pirat ionem habent, nos pro aspiratione s ponimus. inde 
est pro ex eex, pro epta septem, sicut pro erpillo* erba serpillum. octo 
uero per translationem ~ i c u t  illi et nos ita. illi nea nos nouein, illi deca 
nos decem. dicti autem decem a greca ethimologia, eo quod ligent et cnn- 
iungant infra iacentes numeros; nam desmos coniungere ucl ligare apud eos 
dicitur. porro uiginti dicti, quod sint decem bis geniti il pro b litera po- 
sita; triginla, quod a tertio denario gignantur. sic usque ad nonaginta. 
centum uero uocati a canthu, quod est circulus; ducenti a duo centum. 

. i c  et reliqui usque ad mille. mille autem a multitudine, unde et  militia 
quasi multicia. inde et  milia, que greci mutata litcra miriades uocant. 

VI11 handelt zum Theil von den Polygonalzahlen (mit Figuren); darin : 
linealis numerus est,  qui inchoans a monade linealiter scribitur usque ad 
infinitum. unde alfa ponitur pro designatione linearum, quoniam hec litera 
unum significat apud grccos 8 (auf den Figg. a). 

' d. h. &xvllos, Quendel. 
8 * 
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Fol. 7" beim Schluss dieser Abhandlung vor dem Boetius, der fol. 8 
anfsngt , steht,  ziim Theil auf dern Rande , folgende curiose Einleitiing zur 
Arithmct,ik (vcrgl. die Bemerkung in cod. Q bei Friedlein p. 3 ,  1): 

Ne subesse possit similitudo falsitatis, in  auctore tria requiruntur 
inicio libri,  que nobis certa sunt: persona, tempus et locus. persona fuit 
boetius romanus et. consul tempore iustini imperatoris, cuius tempore the- 
dericus rex gothorum italiam e t  romanos inuasit e t  per triginta annos et eo 
ampliiis potestatem exercuit rome. e t  certe in italia fuit. ide0 forsitan 
queritur, u t ,  si  mendosi habentur libri,  illuc rcucrtatur, quo certiorcs esse 
arbitrantur. causa arithmetice discipline scribende hec fuit,* ut numeri 
e t  proportiones numerorum scirentur a sedulis lectoribus, qui ipsam sollerti 
indagine perlecturi erant. nam in numeris maxima uersatur dubitatio, 
quam iste boetius contendit auferre, dum obscure a nicomacho et breuiter 
dicta plana producto sermone reddit e t  diffuse dicta moderata breuitate col- 
legit. causa insuper requiritur, que ea es t ,  u t  sciat uidelicet naturam nu- 
merorum , quemadmodum ex unitatibus ipse numerus crescat ac multipli~et~ur, 
e t  u t  quelibet eius summa facile ualeat deprehendi, ut verbi causa si pro- 
ponatur octies VI11 quot sunt e t  si  qua similia. 

Rithmon greci dicunt numerum. inde arithmetica disciplina numero- 
rum. cuins arithmetice pytagoras apud grecos primus fuit auctor, postea 
nicomachus, apud latinos uero apuleius , deinde boetius. nam latini imitati 
sunt grecos fontem scientie a b  ipsis haurientes et in proprium sermonem 
transferentes, e t  licet quedam discipline a b  egyptiis originem uidcantur 
habere, ipsas tamen greci ab eis accipientes postea tradiderunt romanis. 

Domino patri Syrnmacho boetius. Boetius consul fuit; eius** dignita- 
tem sui liberi post sunt adepti. Symmachus qnoque consul fuit et suo 
tempore clarus e t  fuit  boetii socer, e t  hanc epistolam loco proemii et pre- 
facionis illi ponere placuit. Roetius interpretatur adiutor, qiiod nomen non 
eius proprium fuit,  sed seuerinus; nam ex accidente boetius dictus est; 
plurimis enim prodesse satagebat maxime pupillos e t  inopcs suis fouens 
stipendiis. Symmachus quoque interpretatur compugnans; syn con, machia 
pugna dicitur. In  inicio sue epistole boetius morem descripsit humunum 
dicens, qualiter nobilium amicorum foedera muneribus confirmentur, ita ut, 
dum sibi inuicem mimera tribuunt, nec ille qui dat  aliud aliquid carius 
habeat quam*** id quod da t ,  nec is qui suscipit earius aliud quid ab altero 
suscipiat unquam quam id, quod a b  amico suscipit, quia eadem uelle et 
eadem nolle firma est amicitia,t quod in malis factio 'appellatur.tt 

* cod. discipline'/ hec fuitm/ scribende. 
** eius e corr. cod. 

*** @?i supra scr. cod. 
j- Sallust. Catil. 20, 5. 

$1- Sallust. Jugurth.  51, 15. 
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Recensionen. 

Studierlampe, herausgegeben von Dr. ph. A. SAMMLER. Zweite wesentlich 
vermehrte Auflage. Werdau i. S., Verlag von Curt Anz. 1890. 
71 S. Preis geb. 1 Mk. 

Ein Sammelsurium von Mcrkverschen, Akrostichcn, Chronostichen, Palin- 
dronien, Epigrammen, Sentenzen, Rathseln u. dergl. m. - Der m a t h  e -  
ui a t i  s c h e Theil enthalt vorzugsweise algebraische Aufgaben , die durch ihre 
metrische Porm, ihre Beziehurigen zur Mythologie und au anderen Gebieten 
interessant sein sollen, und die sich fast alle in der Aufgabensammlung 
von Hei  s unter den eingekleideten Gleichungen ersten Grades finden; ferner 
eiiiige Rechenscherze und Kunststückchen, die ohne besonderen Werth sind. 

F. S C H ~ T T E .  

Lehr- und Uebungsbuch der Arithmetik für Untor-Realschulen. Von 
FEANZ VILLICUS , Professor a n  der k. k. Staats - Oberrealschule am 
Schottenfelde i n  Wien. Erster Theil für die 1. Classe. Neunte ver- 
besserte Auf lage. Wien,  1888. Verlag von A. Pichler's Wittwe 
& Sohn. 124 S. Preis in  hiibschem Calliûoband 1 Mk. 44 Pf. 

Ein vorzügliches Büchlcin. Der Stoff ist übersichtlich geordnet, die 
LehrsLtze klar, die Erkliirungen leicht verst5ndlich, die Aufgaben dem ins 
Auge gefassten Schulerkreise angemessen. Die gerechtfertigte Bevorzugung 
der Decimalbrüche und ihre Einführung schon vor der gewtihnlichen Hruch- 
rechnung ist eine Eigenthümlichkeit und ein Vo r z u g  des Werkchens. Auf 
verschiedene Vortheile bei gewissen Rechnungen wird hingewiesen; doch 
ungern vermissen wir die Neunerprobe bei der Multiplication. Einige Driick- 
fehler S. 102 Z. 9, S. 104 Z. 14, S. 105 Z. 8;  ferner ist an vielen Stellen 
der Decimalpunkt ausgeblieben, und dürfte sich s tat t  dessen das üblichere 
Komma empfehlen. Druük und Papier sind gut. F. S C H ~ T T E .  

Allgemeine Ari thmethik* und Algebra i n  ihrer I3eziehung zu einander 
und zu den hoheren bürgerlichen Rechnungsarten, insbesondere zu 
den den Kapital- und Renten -Versicherungen grundleglichen Zinses- 
zinsrechnungen. Fiir Seminaristen und Lehrer i n  einer für den Selbst- 

-- 

' Das zweite th ist Eigenthum des Verfassers! 
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unterricht geeigneten Form bearbeitet von KARL LEMBKE, Seminar- 
lehrer. Wismar, Hinstorff 'sche Buchhandlung. 1888. 190 S. 
Preis 3 Mk. 

Dass die Hauptresultate, die wichtigsten Formeln, Erklarungen und 
Satze auch typographisch als solche bervorgehoben sind, und dadurch die 
Erlernung derselben und die UeLersicht wesentlich erleichtert wird: dieser 
Vorzug haftet dem Buche nicht an. 

Der erste Theil behandelt die algebraischen Gleichungen. Die Ein- 
leitung derselben ( 5  4) is t  verfehlt und ftir den Anfdnger unverstandlich 
und überflussig. Bei der Erklarung der Aufl6sungsmethoden sind für die 
vorgenommcncn Opcratiancn niemals die Gründo angegcben, sondern es i d  
auf die Paragraphen der ,Allgemeinen ArithmetikU des Verfassers hingewie- 
sen, was selbst für Solche, die jenes Buch zur Hand haben, nicht sehr 
angenehm, für  Einen,  der es nicht besitzt , h6chst fatal kt. Ebenso be- 
quem macht es sich der Verfasser mit den Uebungsanfgaben; er oerweist 
auf ,Mei  e r  - H i r  s c h's AlgebraY, so dass der Studirende sich auch dieses 
Buch anschaffen müsste. 

Die Auf l6sung der Gleichungen geschieht nun durch Ordnen , Traiis- 
poniren, sieben verschiedene Arten von Reductionen, durch Isolirungen, 
,,mit unigekehrten Vorzeichen auf die andere Seite bringenY, , Wegstreichen" 
von Gliedern u. dergl. m. Der Leser kommt dadurch kaum zur klaren Ein- 
sicht, dass er es mit ganz gemohnlichen algebraischen Operationen zu thun 
hat ,  sondern, wie der Verf. selbst in liebenswtirdiger Weise gesteht (S. 5 
u. 8), ,erwachst ihm erst a l l m a l i g  die Erkenntnissu von der Richtigkcit 
des Verfahrens; ,,und die Begründung kann mehr und mehr zurücktreten, 
und die Entwickelung der Gleichung lue  c h  a n i  s c h siçh vollxiehenu. 

Bei den Gleichungen mi t  mehreren Unbekannten hatte für dia Zwecke 
des Buches die Substitutionsmethode genügt. Die übrigen, d a m  noch 
mangelhaft erklarten Methoden hatten unterbleiben k6nnen. 

Die Auflosung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades mird ooin 
Verf. nicht gegeben , s t a t t  dessen wird b e i j e d e m Beispiele das Experi- 
ment der sogenannten quadratischen Erganzung gemacht. 

Die folgenden Abschnitte des Buches, Logarithmenrechnung, Progres- 
sionen, Zinseszinsrechnung sind, abgesehen von kleineren Mangeln - z .  B. 
is t  die Definition der steigenden und fallenden Reihen falsch - fasslicher 
bearbeitet. Die bejgefügten Tabellen s ind,  soweit Stichproben dieses er- 
geben , zuverlassig. F. SCH~TTE.  

Der prakt ieche Ansatz der  Regeldetri- und Prozentrechnungen als L6sung 
der Aufgabe. Aelinliches für Gesellschaftsrechnung, Mischungsrech- 
nung u. S. W. von P. B. RICHTER. Leipzig 1889. 
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Der Verfasser geht von dem Streben aus ,   cho on beiin ersten mathe- 
matiachen Uilterricht das Denken in Gloichungen mehr zur Geltiing zii 
bringen. E r  erlautert an Beispielen, n i e  mit Hilfe der Gleichungcn ein- 
fachst,er Form die Aufgaben der einfachen und zusamniengesetzten Regel- 
detri, der Tara-, Rabatt -, Ziris - und Discontorechnung nach wenigen Regelri 
gel6st werden kann. Umçekehrte Hegeldetri, deren Anwendung oft zu 
nrgen Sprachverreukungen , zuweilen auch zu falschen Schlüssen seiten der 
Schüler führt,  mird durch dieses Verfahren überfiüssig. 

Ueispiel: Welches Kapital bringt in 5 Jahren 28 31k. Zinsen, wenn 
680 Mk. in 3 J. 96 Mk. Zinsen geben? 

K J  Z 
Ansatz mit .  . . . x .5 28 

- - -. 680.3.28 
Also x=-- 

Andeutuug der G1. : 680.3 - 96 5.96' 
Das Buch is t  lesenswerth, wenn auch Refcrent gestehen muss, dass 

der Schüler bei ausschliesslicher Anwendung jener Methode leicht in den 
Fehler des Formalismus verfXllt. Dr.  E. JAHNKE. 

Bibliographie 
vom 1. Marx bis 31. Uai 1890. 

Periodische SchriRen. 

Mathematischo und naturwissensch. Mittheilungen aus den Sitzungsberichten 
der k6nigl. preuss. Akademie der Wissenschaften. Jahrg. 1890, 1. Heft. 
Berliu, G. Heimer. 8 Nk. 

Abhandlungen d. math.-phys. Classe d. konigl. Gesellschaft d. Wissensch. in  
Leipzig. 15. Bd. Leipzig, Hirzel. 35 Mk. 

Sitzungsberichte der math.-phys. Classe d. konigl. Gesellschaft d. Wissensch. 
in Lcipzig. 1889, II-IV. Ebcndas. 3 Mk. 

Sitzungsberichte der math.- phys. Classe der konigl. Akademie d. Wissensch. 
zu München. 1889, 3. Heft. München, Franz. 1 Mk. 20 P L  

Denkschriften der kaiserl. Akademie d. Wissensch. in Wien. Mathem.- 
naturwiss. Classe. 56. Bd. Wien,  Tempaky. 52 Mk. 50 Pf. 

Sitzungsberichte d. kaiserl. Akademie d. Wissensch. zu Wien. Math.-naturw. 
Classe, Abth. II a. 98. Bd. 8. u. 9. Heft. Ebendas. 5 Mk. 40 Pf. 

Mémoires de 1'Acadkmie des sciences de St. PEtersbourg. VII. série, tome 
XXXVII, No. 4 et 5. Leipzig, Voss. 4 Mk. 50 Pf. 

Astronomische Arbeiten des k. 1~.  Gradmessungsbureau. Herausgeg. von E. 
WEISS u. R. S C ~ R A M .  1. Bd.: Langenbestimmungen. Wien,  Tempsky. 

16 Mk. 
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Verhandlungen der physikrtl. Gesellschaft zu Berlin i. J. 1889. 8. Jahrg., 
redig. v. A. KONIG. Berlin, G. Reimer. 2 Mk. 

Annalen d. physikal. Centralobservatoriums. Herausgeg. v. H. WILD. Jabrg. 
1888, II. Leipzig, Voss. 15 Mk. 40 Pf. 

Acta mathematica. Herausgeg. v. G. MITTAG - LEFFLER. 14. Bd. 1. Heft. 
Berlin, Mayer & hliiller. 15 Mk. 

Mathcmatische Annalen, begr. v. NEUMANN u. C L E B S C ~ ,  hcrausgeg. v. KLEIN, 
DYCK u. MAIEE, 36. Bd. 1. Heft. Leipzig, Teubner. compl. 20 Nk. 

Zeitschrift fiir mathern. u. naturwissenschaftl. Unterricht, herausgeg. v. J. C. 
V. HOFFMANN. Jahrg. 1890, 1. Heft. Ebendas. compl. 1 2  Mk. 

Astronomische Nachrichten, herausgeg. v. A. KRUEGER. 124. Bd. Hamburg, 
Mauke Stihne. 15 Mk. 

Mathematischo und naturwissenschaftl. Rcrichte aus Ungnrn, redig. v. FROH- 
LICH. 7. Bd., Jun i  1888 bis Oct. 1889. Berlin, Friedltinder & S. 8 Mk. 

Bepertorium der Physik, herausgeg. v. E. EXNER. 26. Bd., 1. Heft. Mun- 
chen, Oldenbourg. compl. 24 Mk. 

Bibliothece mathematica, herausgeg. v. G. ENESTROM. Neue Folge , Jahrg. 
1890. Berlin, Mayer & Miiller. 4 Mk. 

Astronomisches Jahrbuch für  1892. Herausgeg. v. F. TIETJEN. Berlin, 
Dümmler. 12 Mk. 

Sternephemeriden für 1892. (Aus dem Berliner astron. Jahrb.) Ebendas. 6Mk.  
Meteorologische Zeitschrift, redig. v. J. HANN U. W. KOPPEN. 7. Jahrg. 1890, 

1. IIeft. Wien , IIolzel. compl. 20 Mk. 
Deutsches meteorolog. Jahrbuch für  1889 ; 2. Heft,  herausgeg. v. W. v. Rs- 

ZOLD. Berlin, Asher. 3 Mk. 

Qeschichte der Bdathematik und Physik. 

ROTHLAUF, B., Die Physik Plato's. 2. Thl. München, Kellerer. 1 Mk. 
ROSENBEBC~ER, F., Geschichte der Physik in den letzten hundert Jahren. 

2. Abth. Braunschweig , Vieweg. 10 Mk. 40 Pf. 
LASSWITZ , K., Geschichte der Atomistik vom Mittelalter bis Newton. 2. Rd. 

(Schluss.) Hamburg , Voss. 20 Mk. 

Reine Mathematik. 
JONQUII~RE , A., Ueber einige Transcendente, die bei wiederholter Integra- 

tion rationaler Functionen auftreten. (1naug.-Dissert.) Bern , Huber 
& Comp. 1 Mk. 

SIEMON, P., Ueber die Integrale einer nichthomogencn Diffcrentialgleichung 
II. O. Berlin, Gartner. 1 Mk. 

LIE ,  S. ,  Theorie der Transformationsgruppen. 2. Abschn., bearb. v. F. 
ENGEL. Leipzig, Teubner. 16 Mk. 

HESS, N. ,  Beitrage zur Theorie der rhumlichen Configurationen. Leipzig, 
Engelmann. 3 Mk. 
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THIENEMANN, W., Ueber eine transcendente Minimalflache , welche eine 
Schaar algebraischer Raumcurven 4. Grades enthalt. Leipzig, Fock. 

80 Pf. 
SCEROETER , H. , Grundziige einer rein - geometrischen Theorie der Raum- 

curven 4. Ordn. u. 1. Specieu. Leipzig, Teubner. 2 Mk. 80 Pf. 
SICKENBERGER, A. ,  Uebungsbuch zur Algebra. 2. Abth. (Quadr. Gleich- 

ungen, Reihen, Combinatorik.) München, Ackermann. 1 Mk. 8 0  Pf. 
IIEILERMANN , H. U. J. DIEKMANN. Grundlehren der Trigonometrie und 

St>ereometrie. 2. Thl. : Stereometrie. Essen, Baedeker. 40 Pf. 
PERLEWITZ, P., Die Fusspunktlinien des umbeschriebenen Kreises eincs 

Dreiecks. Berlin, Gartner. 1 Mk. 
BAUR, C. W. v., Mathematische Abhandlungen. Zum 70. Geburtstage des 

Verf. herausgegeben von seinen früheren Schülern. Stuttgart,  Wittwer. 
6 Mk. 

Angewandte Mathematik. 

GALILEO, G., Unterredungen über mathematische Demonstrationen und dic 
Mechanik. (Arcetri 1638.) Aus dem Italienischen iibersetzt von A. 
v. OETTINGEN. (O s t w a l  d 's ,Klassiker d. exacten Wissensch.' Nr. 11.) 
Leipzig, Engelmann. 3 Mk. 

NAGEL, A . ,  Astronomisch -geodiitische Arbeiten für die europaische Grad- 
messung im Konigr. Sachsen. I I .  Abth. (Das trigon. Netz 1. Ordn.) 
2. Heft. Berlin, Stankiewitz. 18 Nk. 

KARSTEN, G., Die internationale G eneralconfcrenz für Uaass und Gewicht 
in Paris 1889. Rectoratsrede. Kiel, Universitatsbuchhandlung. 1 Nk. 

OEHLER, W., Ueber die Anwendung der Neumannlschen Plachenorte zur 
Darstellung der Pormen des regularen Systems. Freiberg, Engel- 
hardt. 1 Nk. 

LINGG, P., Ueber die bei Kimmbeobachtnngen am Starnberger See wahr- 
genommenen Rcfractionserschcinungen. (Leop.-Carolin. Akad.) Loipxig, 
Engelmann. 7 Mk. 

FRANZ,  1). , Ueber die astronomischen Beobachtungen des Mondes. (Konigs- 
berger phys. Gesellsch.) Konigsberg i. Pr.,  Koch. 40 Pf. 

SCHORR, R., Untersuchungen über die Bewegungsverh%ltnisse i n  dem drei- 
fachen Sternsysteme Scorp. (1naug.- Dissert.) Kiel,  Lipsius & Tischer. 

3 Mk. 
WEYER, E. ,  Kurze A~imut~tafel  für alle Declinationen, Stundenwinkel und 

H6hen der Gestirne auf beliebigen Breiten. Zum Seegebrauch bei der 
geogr. Ortsbestimmung etc. IIamburg, Priederichsen & Co. 3 Mk. 

WOLF, R. ,  Handbuch der Astronomie, ihrer Geschichte und Litteratur. 
1. Halbband. Zurich, Schulthcss. 8 Mk. 

FOPPL , A., Leitfaden und Aufgabensammlung zur angewandten Mechanik. 
1. Heft. Leipzig, Teubner. 2 Mk. 
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Physik und Meteorologie. 
KANT, J., Allgemeine Naturgeschichte des Himmels. (1755.) Berausgeg. 

v. H. EBERT. (O s t w a l d 1 s  ,Klassiker der exacten Wissenscliafteuu 
Nr. 12.) Leipzig, Engelmann. 1 Mk. 50 Pf. 

LINDNER, G . ,  Theorie der Gasbewegung. Berlin, Simion. 10 31k. 
KOVESLIGETIIY, R. v., Grundzüge einer theoretischen Spectralanalyse. Halle 

a. S., Schmidt. 15 Mk.  
H o s c o ~ ,  E., Die Spectralanalyse. 3. Aufl., neu bearb. vom Verf. u. A. 

SCEUSTER. Braunschweig , Vieweg. 16 Mk. 
NEUMANN, F., Die mathematischen Gesetze der inductivan elektrischen Strtime, 

herausgeg. v. C. NEUMANN. (O s t w a l  d's ,,Xlassikcr dcr exacten Wissen- 
schaften" Nr. 10.) Leipzig, Engelmann. 1 Mk. 50 PL 

T ~ o n r r s o ~ ,  SILV., Die dynttnioelektrischen Maschinen. F ü ï  Studirende der 
Elektrotechnik. Uebers. v. C. GRAWINKEL. Halle, Knapp. 23 Mk. 

FARADAY, M., Experimentaluntersuchungen über Elektricitiit ; deutsch v. KA- 
LISCEER. 2. Bd. Berlin, Springer. 8 Mk. 
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Matlhematischos Abhandlungsrcgister. 

1889. 
Erste HaIfte: 1. Januar bis 30. Jurii. 

A. 
Abbildung. 

1. Ueber dio Abbildung ebener Curven und FlLchcnstiicke. A m. W a g n  c r. 
Hambiirg. Mitth. 1, 64. 

2. Sulla limitata possibilita d i  trasformazioni conformi ne110 spazio. A. C a p e l l i .  
Aunali mat. Ser. 2 ,  XIV, 227. 

Aerodynamik. 
3. Zur Theorie der atmosphirischen Wirbel. A. S p r u n g .  Hamb. Mitth. 1, 27. 
4. Ueber die Bewegungserscheinungen der AtmoephBre. A. 0 b e r b e c k .  Berl. 

Akad.-Ber. 1888, 383. 
5 .  Ueber atmospharische Bewegungen. H. v. H e l m h o l t z .  Berl. Akad.-Ber. 

1888, 647. 
G .  Lur Thermodynarnik der Atmouphare. W. v. B e z o l d .  Berl. Aka<l.-Ber. 1888, 485 
7. Die Knotenlinien der Atmo- und Hydrosphare. S. G ü n t h e r .  Hamb.Mitth. II, 15' 

Analytische Geometrie der Ebene. 
8. Sur les coordonnées tripolaires. E d .  L u c a s .  Mathesis IX,  129, 173. 
9. Etude intrinsBque do quelques lignes planes E. C e s a r o .  Mathesis IX ,  209. 

10. Sur une projection imaginaire. W. M a n t e l .  Mathesis IX, 217. [Vergl. Nr.91.1 
11. Sur un certain cercle analogue au  cercle de  courbure. C l .  S e r v a i s .  Mathesis 

Ix, 105. 
12. PropriétB fondamentale des courbes parallèles. E. W a s t e e l s .  Ma.thesis IX,  190. 
13. Hyperarithmetische und hyperharmonische Mittel nebst geometzischen Anwen- 

dungen. 0. S c h l o m i  l c h .  Beitschr. Math. Phys. XXXIV, 59. 
14. Sur les sommets d'un triangle d'aire donnée. E m m e r i c h  etc. Mathesitl IX, 275. 
15. Stroplioïde e t  parabole engendrees à l a  fois. J e i h b e k  etc. Mathesis IX, 99. 

- P i s a n i  etc. ibid. 99. 
16. Sur une courbe du Y.  ordre. B r u n e l .  Mathesis IX, 144. 
17. Sur une courbe plane du 4. degré. DBprez .  Mathesis IX, 253. 

l-sin@'n+ 4 
18. Courbes représentees par les équations x, = , y . = ~ i n O ~ n + ~ .  P. 

cos O 
M o l e n b r o e c k .  Mathesis IX, 82. 

Vergl. Ellipse. Geometrie (ahziihlende). Geometrie (descriptive). Geometrie 
(hohere). Hyperbel. Kegelschnitte. Kreis. Lemniskate. Parabel. 

Analytische Oeometria des Banmes. 
19. Sulla ~imili tudine delle curse. G .  P i r o n d i n i .  Annali mat.  Ser. 2, XV, 55. 
20. Sui sistemi doppiamente infiniti di raggi, L. B i a n c h i .  Anna- mat. Ser. 2, 

XV. 161. - . ,  - - - -  
21. Dichte der Sehneii von Flachen und ebenen Curven. 

2. R. VII, 165. 
22 Die ebenen und die apharischen cykloidalen Curven. 

2. R. VLI, 207. 
Vergl. Cubatur. Geodasie. Geometrie (hohere). 

Geometrie. Oberflachen. Oberfiiiohen zweiter 

R. H o p p  e. Grun. Archiv 

R. E k a m a .  Grun.Archiv 

Kugel. Mehrdimensionale 
Ordnung. . 
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Astronomie. 
23. Note zur Storungstheorie. H. B r u n s .  Hamb. Mitth. TI, 3. 
24. Ueber die Lage der Mondsichal gegen den Horizont des Beobachters. E. 

O e k i n g h a u s .  Grun. Archiv 2.B. V11, 195. 
25. Zur Theorie der astronomischen Strahlenbrechuug, E. O e k i n g h a u s .  Grun. 

Archiv 2. R. VII, 457. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 115, 119, 120, 127, 135. 

Bernouiii'sche Zahlen. 
26. Sur un théorème de  M. Lipschitz et  sur l a  partie fractionnaire des nombres 

de Bernoulli. E. Cesa ro .  Annali mat.  Ser. 2 ,  XIV, 221. 

Bestimmte integrale. 
27. Sur leu résidus intégraux qui donnent des valeurs approchées des intégrales. 

P. T c h e b g c h e f f .  Acta math. XII, 287. [Vergl. Bd. XXXLI, h r .  35.1 
28. Ueber eine Classe von Functionen einer complexen Variabeln, welche die Form 

bestimmter Integrale haben L. P o c h  h a m m  er.  Crelle CIV, 152. 
29. On certain definite integrah.  C. M a l e t .  Amal i  mat.  Ser. 2, XVI, 277. 

Vergl. Functionen 84. 

C. 
Combinatorik. 

30. Si pt est  premier avec b on a cqz, multiple de 112-m. R m m e r i c h  et  Dé- 
p r e z .  Mathesis IX, 170. 

31. Relation entre des nombres combinatoires. D u r f  ee. Nathesis IX, 194. 

Cubator. 
32. Berechnung der Voluinina von Rotationsktirpern, insbesondere von Fassern. 

T h .  S i n r  am.  Hamb. Mitth. 1, 20. 

Determinanten. 
33. Sur le déterminant Wronskien. G. P e a n o .  Mathesis IX, 75, 110.  
31. Ueber den grosden gemeineamen Theiler zweier ganzer k'unctionen. E. Net to .  

Hamb. Mitth. lI, 36. 
1 2 - 4  n + 2  R - 2  

35. Choisir n dc maniore que 1 n-1 n n + l  / soit un carre parfait. B ro -  
n + 3  12-3 m i - 1  

c a r d  etc. Nathesis lX,  257. 
Vergl. Gleichungen 161. 

Differentidaleichanaeri. - - 
36. Der Csuchy'sche Satz von der  Existenz de r  lntegrale einer Differentialgleich- 

ung. L .  K o n i g s b e r g e r .  Crelle CIV, 174. 
37. Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen und über eioe 

Anwenduna desselben auf die DiKerentialaleichunnen zweiter Ordnuna. - - - - 
L. F u c h s .  Berl. Akad. Ber. 1887. 159. 

38. Ueber ~ c l a t i o n c n  zwischcn den 1n tegk1en~  von Diffcrentialgleichungen. L. 
F u c  h s.  L'erl. Akad.- Ber. 1887, 1077. 

39. Ueber die Form der logarithmischen lntegrale einer Iinearen nicht homogenen 
Differentialgleichung. C. K o  e h l  er. Zeitschr. Math. Phys. XXXlV, 36. 
1Verd. Bd. XXX1V. Nr. 24.1 

40. ~ e b e ;  einë ~ n w e n d u n ~ '  der ~ h é o r i e  der linearen Differentialgleichungen auf 
die algebraischen Punctionen. L. W. Thorné .  Crelle CIY, 1. 

41. Ueber invariante Diii'erentialausdrücke. J. N. H a z z i  d a k i s .  Crelle CIV, 102. 
42. Sur les equations différentielles linéaires à coefficients algébriques. C. Gui- 

c h a r d .  Acta math.  XLI. 57. 
43. Ueber drei lineare ~ifferéntia&&ichun~en vierter Otdnung. L. P o  ch ham - 

m e r .  Crelle CIV, 116. 
44. Ueber eine Differentialgleichunp. W. L h s k a .  Grun. Archiv 2. R. VU, 436. 
45. Tntegrer l'équation .n y = xy'+ by". V. J a m e  t. Mathesis IX, 250. 
46. Intégrer 4 8 ~ ( 1 - ~ ) ~ " + ( 3 2 - 6 6 z ) y ' + y = O .  F a u q u e m b e r g u e .  Matheeis IX, 

273. 
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47. Ueber ein System linearer partieller Differentialgleichungen, J. H o r n .  Acta 
math. XII, 113. 

46. Sui sistemi di integrali indipendenti di  una equazione lineare ed omogenea 
a derivate parziali di 1. ordine. G. Ricc i .  Annali mat.  Ser. 2, XV, 127. 

49. Ueber lineare partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. P. d u  B o i s -  
R e v n i o n d .  Crelle CIV. 241. 

50. Zur ~ h e o r i e  der linearen partiel lm Differentialgleichungen. P. J a r i s c h .  
Hamb. Mitth. 11, 110. 

51. Sur une classe d'équations linéaires aiix d6rivGes partielles du second ordre. 
E. P i c a r d .  Acta math. XU, 323. 

52. Intkgrer l'éqiiation aiix difl'krentielles partielles (x - 6 y ) p  t ( l 0 x  - y) q = 6yL 
- 4xP-36xy .  H. B r o c a r d .  Matliesis IX, 138. 

a 2  a 2  a2z 
53. Intégrer l'équation -.- = z  . -. L a m b  o t t  e etc. Mathesis IX, 201. 

a x  ay a x . 3 ~  
Vergl. Elasticitiit 59. Elliptische Trnnscendenten 70. 

Differentialquotient. 
Vergl. Functionen 77, 78, 79. Invariantentheorie 172. 

Elasticitht. 
54. Kritik der Anwendbarkeit der Gleichungen der Elasticititstheorie auf endliche 

Koroer. P. J a e r i s c h .  Hamb.Mitth.1. 54. 
55. ~ 6 s u n ~ e i l ~  der Elasticitatsgleichungen von der Form fit, X, y, z) cos (ut + a, x 

+a,y,+asz) .  P. J a e r i s c h .  Hamb. Mitth. 1, 85. 
66. Ueber da8 Gleichgewicht einer elastischen Kuael. P. J a e r i s c h .  Hamb. Mitth. - 

1, 155. 
57. Ueber das Gleichgewicht des elastischen Kreiscylinders. P. J a e r i s c h .  Hamb. 

Mitth. 1, 167. 
58. Zur Sheorie der Elasticitiit isotroper Rotationskorper. P. J a e r i s c h .  Hamb. 

Mitth. 1, 275. 
59. Allgemeine Intcgration der Elasticitatsgleichungen für die Schwingungen und 

das Gleichgewicht isotroperRotationskorper. P. J a e r i s c h .  Crelle CIV, 1'77. 
60. Sopra l a  dilatazione cubica di un corpo elastico isotropo in uno spazio di cur- 

vatura costante. C. S o m i g l i a n a .  Anriali mat.  Ser. 2, XVI, 101. 

61. Das Gesetz zwischen Ausdehnuug und Stromstirke für einen von galvaniachen 
Wechselstromen durchflossenen Leiter. C.  C r a n z .  Zeitschr. Math. I'hys. 
XXXLV, 92. 

Eiüpse. 
'62. Sur les cercles osculateurv dc l'ellipse. P. Mo  l e n  b roek .  Mathesis IX, 191. 
63, Points communs aux circonféreuces décrites de deux points L; et H d'une 

ellipse avec le demidiametre parallèle à G H  comme rayon. D roz .  Ma- 
thcsis IX, 122. - M o l e n b r o e k  ibid. 123. - J. N c u b e r g  ibid. 124. 

64. Former avec deux points de deux ellipses e t  un troisième point lin triangle 
semblable à un triangle donué. D é p r e z  & B t u y v a e r t .  Mathesis IX, 
164. 

65. Ein geometrischer Ort. K. Ze lb r .  Grun. Archiv 2. R. VU, 434. 

Ellipsoid. 
66. Sur le déplacement d'un ellipsoïde parallèlement à Iiii-même pendant lequel 

le centre décrit une circonférence. S t LI y v a e r t  $ M o s n a t .  Mathesis 
Ix, 98. 

Vergi. Potentiai 285, 286. 

Elliptische Transcendenten. 
67. Sechs Beweise für den die elliptischen Integrale erster Gattung betreffenden 

Additionssatz. U. B i  g l  er. Grun. Archiv 2. R. VII, 401. 
68. Die elliptischen Integrale dritter Gattiing, die sich suf solche erster Gattung 

zurückführen laosen. L. S a a l s c h ü t , ~ .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 199. 
69. Sur une méthode pour obtenir l e  d6veloppement en série trigorioniétrique de  

 quelque^ fbnctions elliptiquee. M. L e r c h .  Acta math. XII, 51. 
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70. Le equazioni difïereliziuli pei periodi delle funsioui ellitiche. F. B r i  O s chi. 
Annali mat. Ser. 2, XlV, 238. 

71. Alcune formole relative agi'integrali cllittici G. T O r e l  1 i. Annali mat. Ser. 2, 
XV. 07. 

Vergl. ' ~u&t ionen  84. Mechanik 217. 

F. 
Factorenfolgo. 

72. Ueber die Bestimmung eines unendlichen Productes. R. M i l d n e r .  Zeitsclir. 
Math. Phys. XXXIV, 55. 

73. Ueber die Entwickelung von Functionen in unendliclie Producte. J. W. Hoc k. 
Hamb. Mitth. 1, 76. 

Formen. 
74. Studi sulle forme ternarie. F .  B r i  o s c h i .  Annali mat.  Scr. 2, XV, 235. 

Funetionen. 
75. Sopra le coupures del sig. Hermite, i Querschnitte e le superficie di Riemann, 

ed  i concetti d'integrazione si reale che cornplessa. E'. C a s  O r a t  i. Anriali 
mat. Ser. 2, XV, 223; XVI, 1.  

76. Sur une gén6ralisation ds  l a  théorie des fonctions d'une variable imaginaire. 
V. V o l t  c r  r a .  Acta math. XII. 233 

2 - - -  
77. Ueber ~ i f f e r enz i rba rke2 i ind  ~ n s c h a u l i c h k e i t  millkiirlicher Functionen. A. 

K o p e k e .  Hauib. Mitth. 1, 126. 
78. Analytische Darstellung einer differentiirbitren Function mit Oscillationen in 

iedem Intervalle. A. K o n c k e .  Hamb. Mitth. 11. 128. 
79. ~ e b e ;  Riemann's punktirt uiist6tige Function. J.   ri Ac h au f .  Zeitschr. Math. 

Phys. XXXIV, 193. 
80. Bernerkungen zur Theorie der rnehrfach lineiir verkniipften Functionen. K. 

H e u n .  Acta math. XII, 103. r[Vergl. Ud. XXXIV, Nr. 62.1 
81. Znr Thcorie der Iiamé'schen Functionen. P. J a e r i s c h .  Hamb. Mitth. 1, 212. 
82. Ziir Sheorie der  mehrwerthigen Fuuctionen. G. V i v a n t i .  Zeitschr. Math. Phys. 

XXXIV, 382. 
83. Développement d'une fonction entière du degré n selon les dér ides  de la fonc- 

tion même a rec  changement de l 'argument d'une dériv6e à l'autre. 
P i s a n i .  Mathesis IX, 80. 

72 - 

84. Ueber das Integral log siltcp . - -- S W a n g e r i n .  Zeitschr. Math. V I -  k2s inp2  

Phys X X X I V , ' ~ ~ ~ .  
Vergl. Bcrnoulli'sche Zahlen. Hestinimte Integrale. Determinanten. Diffe- 

rentialgleichungen. Elliptische Traiisccndenten. Factorenf'olge. Yormcn. 
Gleichungeu. Integration (unbestimmte). Invariantentheorie. Kettenbrüche. 
Kucreltuuçtiorien. hlaxirria urid Minima. I'hilosonhie der Mathematik 262. 
~ o t e n t i a l .  Reihen. Taylor's Reihe. . ~ h e t a f u h i o n e n .  Ultraelliptische 
Sranscendenten. Umkehrungsproblem. Unbestimmte Formen. Yariations- - .  
rechnung. Zahlentheorie. 

a. 
Geodasie. 

85. Sulle formule fondamentali della Geodesia geoidica. G. Pucc i .  Annali mat. 
Ser. 2, XLV, 193. 

Geometrie (abzahlendel. 
86. Ueber die Bah1 der Bilder bei einem Wirikelspiegel. B. S c h u b e r t .  Elamburg, 

Mitth. S. 18. 
87. Einstufige ~ u s a r t u n ~ c n  dcr quadratischen Traneforrnation der Ebene. H. Rchu- 

b e r t .  Harnki. Mitth. 1, 31. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 149. Mehrdimensionale Geometrie. 

Geometrie (descriptive). 
88. Ueber die parallelperspectivische Auffassung der Xeichnnngsehene bei der Grund- 

und Aufrissprojection. G. 11 a uck.  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 254. 
69. Points d'inflexion du développement de la section plane d'un cône. A. Thi ré .  

Mathesi8 l x ,  184. 
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90. Construction des no rma le~  communes à deux cônes de  rdvolution. P h .  B r e t o n .  
Nathesis IX, 73. 

91. Ueber Imaginarprojection. C h r .  Beye l .  Zeitschr. Math. Phys. XXX, 64 .  
[Vergl. Nr. 10.1 

Qeometrie (hohere). 
92. Sur l'analyse barycentrique des courbes. E. C e s a r o .  Annali mat. Ser. 2, 

Xv, 313. 
93. Sur la réversibilité dc  l a  transformation linéaire. Cl. S e r v a i s .  Mathesis IX, 

267. [Vergl. Rd. XXXIII, Nr. 59.1 
94. Ueber die Fundamentaliuvolutionen auf rationalen Curven. W. S t ah l .  Crelle 

CIV, 38. 
95, Ueber lincart! Mannigfaltigkciten projectiver Ebcnenbüschel und colIinearer 

Biindel oder ltiiume. T h .  R e  y e. Crelle CIV, 21 1. 
96. Die Polaren der algebraischen Curveu. 1%. Q a e r t n e r .  Grun. Archiv 2. R. 

VII, 180. 
9 7 .  Sui sistemi lineari d i  curve algebriche di  genere qualunque. G. J u n g .  Annali 

mat. Ser. 2, X V ,  277; XVI, 291. 
98. Ricerche sulle traaformazioni piane, univoche, involutorie, e loro applicazione 

alla determinazione delle involuzioni di quinta classe. L. B e r  z 01 a r i .  
Annali mat. Ser. 2, XVI, 191. 

99. Eine Erweiterung des Doppelverhaltniasbegriffes. C h r .  B e  y el. Zeitschr. 
Mat,h. Phys. XXXIV, 375. 

100. LVII Satze über das orthogonale Viereck. Chr .  B e y  el .  Zeitschr. Math. 
PhYs. XXXIV, 218, 290. 

101. Zurückführung der Grassmann'schen Definitionen der Curve dritter Ordnung 
auf die von Chasles, Ca ley und Hesse angegebenen Erzeugiingsweisen. 
H. S c h r o e t e r .  Crelle {IV, 62. 

102. Der egenwartige Stand unserer Kenntnisse der cubischen Raumcurven. Th. 
% e Y  c. Bamb. Mitth. II, 43. 

103. Ueber die rationale ebene Curve vierter Ordnung. W .  S t a h l .  Crelle CIV, 302. 
[Vergl. Ud. XXXLII, Nr. 441.1 

104. Ueber das System der Tangentialpuukte einer unicursalen Plancurve vierter 
Ordnung. W. f l i n d e r .  Zeitschr. Math. Phos. XXXLV, 272. 

105. Quelques propriétés d'une quartique plane trinodale. J. C. M a l e t .  Mathesis 
l x ,  89. 

106. Die spharische Curve vierter Ordnung als Eiuhüllende von Kreisschaaren. 
E. Czub e r. Grun. Archiv 2. B. VII, 143. [Vergl. Bd. XXX, Nr. 209.1 

107. Ueber die Ihppelpunkte der Koppclcurve. R. 3iiill er .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXIV, 303, 372. 

108. Uelier Ereisfusspunktcurven. 0. 12i c h t  er .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 338. 
109. Ueber gewisse ebene Configurationen. J .  d e  Vries .  Acta math. XLI, 63.  
110. Sopra alcune configurazioni piano. V. M a r t i n e t t i .  Annali mat. Ser. 2, 

XIV, 161. 
111. Sulle configurazioni piane p,. V. M a r t i n e  t t i .  Annali mat. Ser. 2,  XV, 1. 
112. Die trilineare Verwandtschaft zwiachen drei ein~tufigen Grundgebilden. H. 

S c h u b e r t .  Hamb. Mitth. 1, 1. 
113. Ueber eine ge wisse Familie von Configurittionen. H. S c h u b e r t .  Hamb. 

Mitth. 1. 82. 
Vergl. ~esbl i icute  der Uathenintik 150. Kegelscliiiitte. Kiuerrintik. Kreis. 

Jlannigtalt i~keiten.  ?tlehrdimensionale Leumetrie. G'JerHiclien. Obcr- 
fiacheri zweiter Ordnung. 

oeschichte der Xathematik. 
114. Ein babylonisches Grundrissfragment. L.  B o r  c h a r d  t. Berl. Akad. - Ber. 

1888, 129. 
115. Ueher alt-irânische Stemmmen.  A .  W e b e r .  Berl. Akad.-Ber. 1888, 3. 
116. Entstehung der romischen Zahlzeichen. K. % a n a  e m  e i s t e r .  Berl. Akad.-Ber. 

1887,-1011. 
- 

117. Ueber Gleichiingen vierten Grades im X. Boche von den Elementen des Euklid. 
S. A. C h r i s t e n s e n .  Zcitschr. Math. Phys. XXXLV, hi&.-lit. Abth. 201. 

118. Nene Stndien zu Archimedes. J. L. H e i b e r g .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 
Suppl. 1. 

119. Finsterniss- Canon für d s s  Untersuçhungsgebiet der rümischeu Chronologie. 
F. K .  G i n z e l .  Berl. Akad.-Ber. 1887, 1099. 
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120. Ueber einige von persischen und arabischen Schriftstellern erwiihnte Sonnen- 
und Mondfinsternisse. F. K. Gi i ize l .  Berl. Akad.-Ber. 1887, 709. 

121. Ein Zahlendreieck bei einem Araber des X. Jahrhunderts. M. ~ t e i n s c h n e i d $ r .  
Biblioth. math.  1889, 35. 

122. Ueber den Liber do similibus arcubus des Ahmed ben Jusuf. M. Cur tze .  
Biblioth. math. 1889, 15. 

123. Der arithmetische Tractat  des Radulph von Laon. A. N a g l .  Zeitschr.!Math. 
Phys. XXXIV, Suppl. 85. 

124. Ueber eine Algorismushandschrift des XII. Jahrhunderts und iiber die Ver- 
breitung der indisch-arabischen Rechenkunst und Zahlzeichen im christ- 
lichen Abendlande. A. N a g l .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, hist.-lit. - 
Abth. 129, 161. 

125. Johannes de Linnerii~.  M. S t e i n  s c h n e i d  e r .  Biblioth. math. 1889, 37. 
126. Das  undr ri part hm des Joannes de Muris und das praktischo Rechnen iin 

XIV. Jahrhundert. A. N a g l .  Zeitschr. Math. Phys,  XXXIV, Suppl. 135. 
127. Baculus Jacobi. M. S t e i n s c h n e i d e r .  Uiblioth. math. 1889, 37. 
128. Ueber einige Constructionen von Lionardo d a  Vinci. M. C a n t o r . ,  Hamb. 

Mitth. II, 8. 
I 

129. Lucae Paciuolo. H. S t a i g m ü l l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, hi&-lit. 
Abth. 81. 121. - -. -- 7 

130. Beitrag zur Ge~chichte der Mathematik um 1500. E. W a p p l e r .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXXlV, Suppl. 147. 

131. Die mathematischen und naturohilosouhischen Disnutationen an der Univer- 
sitiit Leipzig 1612-1526. h. s u c e r .  ~ i b l i o t 6 .  math. 1889, 17. 

132. Uzber den Familiennamen Bürgi und über die Ueziehungen der beiden Snel- 
lius zum Hofe i n  Cassel. 11. Wolf .  Biblioth. math. 1889, 33. 

133. Sur un théorème de Kepler équivalent à l'intégration d'une fonction trigono- 
métrique. G. E n e s  t r 6  m. Biblioth. math. 1889, 65. 

134. Reitrage zur Geschichte der mathematischen Gesellschai't in Harnburg. J. F. 
B u b e u d e y .  Harnb. Mitth. 1, 8. 

135. Die ersten Bestimmiingen der Rotationsdauer der Sonne durch Beobachtung 
der Sonnenflecke. E. G e l c i c h .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, hist.-lit. 
Abth. 1, 41. 

136. Zur Geschichte des Pnncips der kleinsten Action. H. v. H e l m h o l t z .  Berl. 
Akad.-Ber. 1887, 225. [Vergl. Nr. 215.1 

137. Sur le premier emploi du symbole z pour 3,14159 .,. G. Enes t rom.  
Biblioth. math. 1889, 28. 

158. Xine hebraische Uebersetzung des XI. und XlI. Buches der  Xuklidischen Ele. 
mente. X. S t e i n s  c h n e i d e r .  Biblioth. math. 1889, 36. 

139. Sur l a  première étudc du cercle dit de Taylor. E. C a t a l a n .  Mathesis lx, 250. 
140. Nekrolog von Paul d u  Bois-Reymond, t 7. IV. 1889. L. K r o n e c k e r .  Crelle 

I l l T i  n r n  
bl V ,  Jais. 

141. Notizie siille fonti bibliografiche per gli studi di  storia delle matematiche in 
Italia. A. F a v a r  o. Bililioth. math.  1889, 113. 

142. Di alcune opere di prospettiva di  autori Italiani ommesse nella Histoire de 
la  per~pective di  W. Poudra. P. R i c c a r d i .  Rihlioth. math, 1869, 39. 

143. 11 Bulletino di Bibliografia e di Storia delle txienze matematiche e fiyiche 
pubblicato da D. B. Boncompagni (1868- 1887). A. F a v  a r  o. Biblioth. 
math. 1889. 109. 

144. ~ u e l q u e s  m o t  'uur l 'histoire des connaisances antérieures à la acience. V. B o -  
b y n i ~ .  Biblioth. math. 1889, 104. 

145. Bibliographie suédoise de  l'histoire des mathématiques 1667-1888. G. Ene -  
s t r  om. Biblioth. math. 1889, 1. 

146. Sur les études historico -mathematiques eu Pologne. S. D i  c ks  tein.  Biblioth. 
math. 1889, 43. 

147. Bibliographische Notiz über das Studium der Ge~chichte der Mathematik iri 
Danemark. S. A. C h r i s t e n s e n  & J. L. H e i b e r g .  Biblioth. math. 1889, 75. 

148. Ueber das Studium der Geschichte der Mathematik in Norwegen. E. Holst .  
Biblioth. math. 1889, 97. 

149. Addieioni alle notixie sulla Geometria numerativa. G. L O r i a .  Biblioth. math. 
1889, 23. 

150. Rassegna d i  alcuni scritti sui poligoni di Poncelet. 6. L O r i  a. Bibl. math. 
1889, 67. 

Vergl. Mechanik 223. Trigonometrie 302. Zahlentheorie 329. 
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Qleichungen. 
Ueber einen Beweis des E'undamentalsstzes der Algcbra. F. v. D a l w i g k .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 185. [Vergl. Bd. XXIX, Nr. 2 3 0 . r  
Anwendung der M o d u l ~ s t e m o  au l  eine elementare algebraische Prage.  Ba 

N e t t o .  Crelle CI , 321. 
Priucipii di una teoria sulla trssformazione delle cqiinxioni algcbrichc. P. 

Rri  o sch i .  Annali mai.  Ser. 2. XVI. 329. - - - - - - . -~ 

Determination du degré de ~ u l t i p l i c i t é  des racines d'une cquation. A. D c -  
m o u l i n ,  Mathesis IX, 268. 

Sur les limites des racines d'une équation. A. Gob.  Mathcsis I X .  269. - 
A. D e m o u l i n  ibid. 269. 

Sulle funzioni d e h i t e  da  un'equazione algebrico - differenziale del primo ordine. 
G. V i v a n t i .  Annali mat.  Ser. 2, XVI, 117. 

Sopra una trasformazione delle equazioni del quinto grado. F. R r i o s c h i .  
Anuali mat.  Ser. 2, XVI, 181. 

Sur l'kquation du sixième degré. F. B r i o s c h i .  Acta math. XII, 83. 
Sur l'équation xZn + x2n-2 + . . -  -k x2 + l  = 0. D u r f e e .  Mathesis IX, 186. P i  - 

s a n i  & G e l i u  ibid. 197. 
Ueber die Wurzelri eiuiger transcendenter Gleichungen. A. H u r w i t z .  lIamb. 

Mitth. LI, 25. 
Sur une nouvelle méthode de résolution des équations linéaires e t  sur l'appli- 

cation de  cette méthode au calcul des déterminants. B. J. C l a s e n .  
Mathesis IX, Suppl. 2. 

Ueber die Auflosbarkeit eiries Systerns linearer üleichungen. C. S c h m i d t .  
Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 189. 

It6solution de 3 équations d u  4. degré. B r o c a r d  etc. Mathesis IX, 258. 
ll6solutiou de trois équations entre autant d'inconnues sous certaines condi- 

tions. H. B r o c a r d  etc. Mathesis IX, 279. 
Vergl. Differentialgleichungen 40. Geschichto der Mathematik 117. 

Hydrodynarriik nach dem Hamilton'schen Princip. J. W. B o c  k. Hamb. Mitt,h. 
1, 10s. 

Hyperbel. 
166. Hyperbole engendré0 au  moycn des tangcntcs d'un cercle. H. B r o c a r d  etc. 

Mathesis IX,  260. 
167. D'un point donné dans un plan mener une sécante par un angle de fa on que 

le  segment entre les côtés de l'angle ail une longueur donnie. G. k u s s o .  
Mathesis IX, 96. - J. N e u b e r g  ibid. 96, 189. 

Intemation (nnbeatimmte). 
168. licduction einiger 1ntegrale.- W. ~ ' i i s k a .  Grun. Archiv 2. R. VU, 110. ,,, / . ( l - l ) c o s ( l + l ) x + ( i + l ) . m s ( i - l ) x  dx. Cl. S e r v a i s .  Mathesis lx, 236. 

COS x2 
V 

Vergl. Geschichte der Mathematik 133. 

Integratoren. 
170. Ueber den Hohmann- Coradi'schen Flachenintegrator. F. H. R e  i t z. Hamb. 

Mitth. 1, 48. 
Invariantentheorie. 

171. Zur Invariantentheorie. Ve l t  m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 321. 
1'12. Sui parametri e gli  invarianti delle forme quadratiche differenziali. G. R i c c i  

Annali mat. Ser. 2, XIV, 1. 
173. Sopra certi covarianti simultanei dei sistemi d i  due quartiche e di due quin- 

tiche. E. P a s  cal .  Annali ma t  Ser. 2, XV1, 85. 
Vergl. Differentialgleichungen 41. 

Hisi.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. e Phys. XXXV, 3. 9 
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Zur Construction der Kegelschnittslinien. H. S cho  b er.  Grun. Archiv 2. R. 
VTT. 99. . - 3 - -  

Ueber die Aufgabe. durch fünTPcrikte einen Kegelechnitt zu legen. R. Boger.  
Hamb. Mitth. 1, 131. 

Ucber die Indicatriccn der Keeclscbnitte. A. H aas .  Zeitschr. Math. Phw. - 
XXXIV. 65. . 

~ e m e r k u n &  ü b e r  Pol und Polare eines Kegelschuittes. Ç Ii r. Be y e 1. Zeitschr. 
Math. Phys. XXXIV, 249. 

Sur le cercle de  Jonchimsthal. G. d e  L o n e c h a m o s .  Mathesis IX. 153. 
Ueber die Osciilationskreise hei ~ e ~ e l s c h n i t y e n .  ~ . ~ ~ e i l e r .  ~ e i t s c h r .  Math. 

u 

Phys. XXXlV, 1, 177, 282. 
Eine pro'ectivische Eigenechaft des Pascal-Brianchon'schen Sechsecke. O. 

~ c h ? o m i l c h .  Zeitschr Math. Phys. XXXIV, 188. 
Ueber eine Anwendung der Symbolik bei einer Aufgabe aus der Sheorie der 

Kerrelschnitte. C. S c h m i d t .  Zeitschr. Math. Phvs .  XXXIV. 365. 
coniqu& décrites par deux oints rattachés à un trikgle taudis' qu'un trois 

ibme point décrit une go i t e .  E. L e m o i n e .  Mathesis IX, 1 6 7  - E m -  
m e r i c h  etc. ibid. 169. 

Lieu des points desquels on mêne à la courbe x 3 =  aOy deux tangente8 faifiant 
avec la direction des x des angles coiuplémentaires. H. B r  O c a r d .  Ma- 
tliesis IX, 137. 

Sur deux droites tournantes autoiir de leurs extrémités avec la même vitesse 
angulaire. N e  u r i c e  etc. Mathesis IX, 198. 

Conique décrite par les points d'iutersection de deux droites variables 
par les extrémitr's de l a  base d'un t r img le  isosc&le. D e  B o z o & ~ s ~ ~ !  
Mathesis IX, 236. 

Lieux du centre du  cercle circonscrit e t  du  centre du  cercle des neuf points 
d'uu triangle à sommet fixe. r a n ç o i s  etc. Mathesis LX, 255. - S. U. - - .  
ibid. 256. 

Enveloppe d'une droite satisfaisant à l a  condition Aae+pb2= k2. Verniory  
& 1) é p r e z .  Mathesis IX,  203. 

Trouver l'enveloppe des cercles décrits sur les cordes focales d'une conique 
comme diamktres. M a n  d a r t .  Mathesis IX, 165. - M o s n a t  C% Vernio ry 
ibid. 166. -- D é p r e z  ibid. 167. 

Ueber geometrische Orte und Enveloppen bei Kegelschnittbüscheln und Kegel- 
schnittschaaren. J. H e l l e r .  Grun. Archiv 2. R. VII, 325. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Mehrdimensionale Geometrie 230. Parahel. 
Kettenbriiche. 

Ueber eine besondere Art der Kettenbruchentwickelung reeller Grossen. A. 
H u r w i  ta.  Acta math. XII, 367. 

Rinematik. 
Die Krümmungaradien der Polbahnen. M. G r ü b l e r .  Zeitschr. Math. Phys. 

XXXIV, 305. [Vergl. Bd. XXXIV, Nr. 155.1 
Ueber den Ort der Axen derjenigen Schraubenbewegungen, durch welche eine 

Strecke in eine beliebige Lage ini Baume gebracht werden kann. P. 
M i l o s l a v .  Grun. Archiv 2. B. VJI, 1. 

Kreii. 
Ddduction géomdtrique du côte d'un polygone régulier de 272 côtés connais 

sant celui du polygone de  rn côtes e t  le ra.yon du cercle circonscrit. E. 
F r a n c k e n .  Mathesis IX,  109. 

Sur quelques hexagones circonscrits à des cercles. Mdlle. B o u w m e e s  t e r  etc. 
Mathesis IX, 226. - E m m c r i c h  ibid. 228. - D é p r e z  ibid. 229. 

Circonférence lieu géométrique de l'intersection d e  deux droites. Déprez  8: 
J iusso .  Mathesis IX, 204. 

Deux segments de droit,es vus de tout point d'une circonférence donnde sous 
des angles égaux ou supplhenta i res .  R u s s  O etc. Mathesis lx, 277. 

Circonférence passant par deux points donnés et  tangente à une droite donnée. 
E. L e b o n .  Mathesis IX, 184. 

Sur 4 points d'une circonf6rence. F r  a n  ç o i  s etc. Nathesis IX, 148. 
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199. Sur les centres de  similitude de deux cercles. E. V i g a r i é .  Mathesis IX, 106. 
200. Sur les tangentes communes i dellx circonf6rence~. C. B r a n d  z a. Mathesis 

IX, 271. 
201. Sur deux cercles tangents entre eux et  touchant respectivement les côtés de 

deux angles d'un hiangle.  D é p r  ez .  Matbesis IX, 224. 
202. Trouver au moyen de  l a  règle e t  de  l'dqucrre l e  centre radical dc trois cercles 

non tracéil tong les trois. D é  p r e  a $ M o l e  n b r  O e k. Mat,hesis IX,  200. 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 11. Ellipse 62, 65. Geometrie 

(hohere) 108. Kegelschnitte 179. Maxima und Minima 214. 

Kngel. 
203. Ueber das Pentagrltmma mirificum. H. Ah1 b o  r n .  Hamb. Mitth. 11, 69. 
204. Geometrie der Kreiae einer Kugel. F. S c h u m  a c  h e r .  Zeitschr. &th. Phys. 

X x x l v ,  257. 
205. L'arc de grand cercle est le plus court chemin d'un point à un autre snr la 

sphère. P.  M a n a i o n .  Matthesis IX, 112, 212. 

Kngelfnnctionen. 
206. Bemerkung zu Dr. W. Uraun'a Mittheilmg Bd. XXXIIl S. 314. L. S c h e n d e l .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 191. 

Lemniskate. 
207. Die Lemniskate. E. O e k i n g h a u s .  Grun. Archiv 2. R. VIT, 337. 
208. Ueber Cassini'tiche Curven. U. B i g l e r .  Grun. Archiv 2. R. VII, 311. 

Vergl. Oberfkchen 244. 

Magnetismns. 
209. Methode zur Prüfung der homogenen Magnetisirung eines Magnetstabea. E. 

LIoppe. IIamb. Mitth. 11, 105. 

Mannigfaltigkeiten. 
210. Su nna corrisponderiza fra iin griippo d i  piiriti ed un continuo ambediie lineari. 

R. B e t t a z z i .  Annali ma t .Se r .2 ,  XVI, 49. 

Maxima und Y i m a .  
211. Théorèmes sur les minimums. E. G e l i n .  Mathesis IX, 186. 
212. Maximum d'un segment de cercle dont l a  corde aboutit dans un point doun6 

d'une tangente donude. F a u  q u  e m b  e r g u e .  Mathesis IX, 192. 
Vergl. Kugel 205. Variationsrechnung. 

Mechanik. 
213. Zurückfiihrung der Gleichungen relativer Bewegung auf die canouische Form. 

J. B a c h r n  a n i n o w .  Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 25. 
214. Uebcr Kraftlinien der Anziehung von Linien. R. H o p p e .  Grun. Archiv 2. R. 

VIT. 3.10. 
213. Sur lei-&nsidérations d70strogradsky et'de Jaeobi relatives au principe de la 

moindre action. C f .  S a b i n i n e .  Annali mat.  Ser. 2 ,  XV, 27. [Vergl. - - 
Nr. 136.1 

Zum Problern der Brachistochrone. L. H e f f t e r .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXIV, 313. 

Die elliptischen Integrale der Bewegung eines schweren Punktes in der ver- 
ticalen Parabel. E. O e k i u g h a u s .  Grun. Archiv $. R. VII, 34. 

Sur le mouvement d'un fil dans un plan fixe. P. A p p e l l .  Acta math. XIi, 1. 
Die Darstellung der c klischen Curven und ihre Bedeutung für die Schwing- 

unmtlieorie. C. J i c h l e r .  Hamb. Mitth. 11. 92. 
Sur l ep rob lème  de l a  rotation d'un &rpo solide autour d'un point fixe. S. 

K o w a l e v s k i .  Acta math. XII, 177. 
Die Bewegung von Massenpunkten nach dcm Newton'schen Gesetze. K. W. O. 

S c h r a d e r .  Hamb. Mitth. 1. 6. 
Untersuchungen über die ~ t t r a c t i o n  aweier homogenen Korper. E. L i e  b e n  - 

t h a l .  Hamb. Mitth. 1, 43. 
Bemerkungen über Dirichlet's letzte Arbeiten. L. K r o n e c k e r .  Uerl. Akad.- 

Ber. 1888, 439. 
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224 Zur 'l'heorie des Billardsniels. J. X e f e r  s t e in .  Hamb. Mitth 1. 113 
SS5: Ueber die Bewegung eiies Luftballons in ruhiger ~ u f t .  E. ( l ek inghaus .  

Grun. Archiv 2. R. VII, 445. 
Vergl. Aerodynamik. Astronomie. Elasticitat. E l ek t rodpsmik .  Geschichtc 

der Mathematik 136. Hydrodynamik. Magnetisrnus. Optik. Potential. 
Wiirmelehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
226. Die n-dimensionale Verallgemeineriing des drridimensionden Satzes, dass es 

zwei Strahlen giebt, welche vier gegebene Strahlen schneiden. B. Sc  hu -  
b e r t .  Hamh. Mitth. 1. 87. 

227. L6sung des ~harakter is t ikeh~roblems für lineare Raume Iieliebiger Dimension. 
H. S c h u b e r t .  Hamb. Mitth. 1, 134. 

228. Veber Raume zweiten Grades. 8. S c h u b e r t .  Eamb. Mitth. 1, 290. 
229. Sulle superficie e le varie& degli spazi a più dimensioni le cui sezioni sono 

curvc normali del genere p. P. d e l  P e  z z o. Annali mat.  Ser. 2, XV, 115. 
230. Kegelschnitt- Anzahlen als Functioneu der Raurndimension m. H. S c h u b e r t .  

Hamb. Mitth. LI, 172. 

0. 
Oberfhhen. 

231. Zur Krüaxnungstheorie der l'lachen. R. v. L i l i e n t h a l .  Crelle CIV, 341. 
232. Teorema relativo alle linee di curvatura delle superficie e sue applicazioni. 

G. P i r o n d i n i .  Annali mat'. Ser. 2, XVI, 61. 
233. Geornetrischer Reweis eiues Satzes der Fliichentheorie. F,. Czuher .  Griin. 

Archiv 2. 11 VII, 432. 
934. Sulle superficie elicoiclali. G .  t ' i r o n d i n i .  Annali mat. Ser. 2, XVI, 137. 
236. Anzahl der Moduln einer Classo algebraischer Flachen. M. N o e t h e r .  Uerl. 

Akad: Hcr. 1888, 123. 
236. Sur la génération des surfaces e t  des courbes gauches par des faisceaux des 

surfaces. J. S. Vanècek  & M. N. V a n è i e k .  Annali mat. Ser. 2, XIV, 
75; XV, 73. 

237. Aggiunte alla memoria sopra i sistemi tripli ortogonali di Weingnrten. L.  
B i a n c h i .  Annali mat. tier. 2, XIV, 115. [Vergl. Rd. XXXI, Kr. 600.1 

238. Die flnche Kreisschraubenflache. Fr. Y c h i f f n e r .  Grun. Archiv 2. 11. V11, 54. 
?;39. Sur une surface du 3. degr6. C h o i s i s  etc. Mathesis lx, 252. 
240. Untersuchungen über eine Flache drit ter  Ordnung, welche von Kreisen erzcugt 

wird, die durch zwei Punkte gehen und eine Gerade treffen. Fr .  Schi f f -  
ne r .  Gruri. Archiv 2. 11. VU, 104. 

241. Ueber die Flichen dritter Ordnung (FS) und vierter Ordnung mit Doppel- 
kegelschnitt (F4) ,  insbesondere über deren üeraden. K ü p p e r .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXXIV, 129. 

242. Su le superficie di 4 .  ordine con conica doppia. H. G. Z e u t h e n .  Annali 
mat. ser.  2, XIV, 31. 

243. Ueber eine specielle Flache vierter Ordnung mit  Doppelkegelschnitt. F. 
R u d i o .  Crclle CIV, 85. 

244. Ueber die Schaaren von F l a c h a  vierten Grades mit  16 ~ingiiliiren Piinkten, 
welche durch eine Lemniakate gehen. W. S c h j  e r n i n g .  Grun. Archiv 
2.  1%. VII. 113. 

245. Ueber die sogenannten Strahlencongruenzen ohne BreunflBche. R. Sturm.  
Hamb. Mitth. II, 61. 

Vergl. Geodisie. Integratoren. 

OberfMchen zweiter Ordnung. 
246. Einfache Ableitung der Bedingungen, welche die Coefficienten einer Hotations- 

fliche eweiten Grades erfüllen müssen. F r .  H o  fm ann.  Grun. Archiv 
2. R. Vil, 101. 

247. Ueber deri Tangentenkegel einer FiLcht? zweiter Ordnung. W a n g e r i n .  Zeitschr. 
Math. F'hys. XXXIV, 126. 

248. Ucber die Flschen zweiten Grades, welche ein gegebenes Tetraeder zum ge- 
meinsamcn Polartetraeder hnben. K. Me i s  t e r  (A. Rasche). Xeitsclir. 
Math. Phys.  XXXIV, 6, 73. [Vergl. Bd. XXXII, Nr. 163.1 

2J9. Ueber das riiumliche Achteck, welches die Schnittpunkte dreier Oberflichen 
zweiter Ordnung hilden. H D o b r i n e r .  Acta math.  XII, 339. - B. ü. 
Z e u t h e n  ibid. 362. 
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250. 8u certi gruppi di superficie di  secondo grado. D. M o n t e s a n o .  Annali 
mat. Ser. 2, XIV, 131. 

Vergl. Ellipsoid. Eugel. 
Optik. 

251. Sulla propagazione libera e perturbata delle onde luminose in un mezzo iso- 
tropo. G. A. M a g g i .  Annali mat. Ser. 2, XVI, 21. 

232. Ueber die Brechung des Liehtes durch Prismen. A. Gle ichen .  Zeitschr. 
Math. Phys XXXIV, 161. 

233. Ueber den optischen Einfluas sehr kleiner Stofftheilchen. J. K i e s s l i n g .  
Harub. Mittli. 1, 289. 

264, Die Ilefractionsflache des Meeresbodene. E. O e k i n g  h a u s .  Grun. Archiv 2. B. 
VIT. 440 > 

255.  Zur E;klirung des Sehens mit bewaffnetem Auge. J. K i e s s l i n g .  Hamb. 
Mitth. II, 125. 

256. Ueber die Verwerthung der Resultate photometrischer Messungen. H. K r ü  sa. 
Hamb. Mitth. 1, 73. 

251. Spectrala parab mit  automatischer Einstellung der Prismen. Ii. Kriiss.  
~ a m g .  Mitth. II, 153. 

Vergl. Astronomie 25. Geometrie (abzahlende) 86. Geechichte der Mathe- 
matik 142. 

P. 
Parabel. 

258. Kormales aux enveloyeu de certaines droites dans un plan tangentes à une 
même parabole. h. Ces  a r o .  Mathesis lx, 83. 

259. Enveloppe de  l'axe d'une parabole qui reste tangente à une parabole donnée 
tandis que son foyer se déplace sur l'axe de l a  courbe fixe. J. N e u b  e rg .  
Mathesis IX, 118. 

260. Lieu des sommets e t  enveloppe des axes des paraboles tangentes à une droite 
donuée et passant par deux points fixes siir l a  perpendiculaire à l a  droite. 
D é p r e z .  Mathesis l x ,  254. 

2G1. Sur les paraboles passant par deux sommets d'un triangle &quilatéral, l a  
directrice passant par le troisième sommet. Ver n i o ry .  Mathesis IX, 232. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 15. 

Philosophie der Mathematik. 
262. Ueber den Begriff der Zahl. H. K e f e r s t e i n .  Hamb. Mitth. II, 119. 
263. Une discussion sur l a  ligno droite cntre Fourier et  Monge. Mathcsis IX, 139. 

Planimetrie. 
261. Géométrie élémentaire récente. M. J. C a s e  y. Mathesis lx, 5, 
263. Premier inventaire de l a  géométrie du  t r i ande .  E. V i a a r i S .  Mathesis IX ,  - - - 

Suppl. 3. 
266. Der Simson'sche Satz vom Dreieck und dessen Erweiterung. H. S c h o t t e n .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 311. 
267. Notes de  gdométrie récente. A. Gob.  Mathesis IX, Suppl. 1. 
268. Triangles automédians. J e ;  i b e k  etc. Mathesis IX,  261. 
269. Théorèmes sur le triangle. E m m e r i c h  etc. Mathesis IX, 101. 
270. Théorèmes sur le triangle. Cl. T h i r y .  Mathesis IX, 95. 
271. Théorèmes sur le triangle dont les sommets sont les points de  milieux entre 

les sommets hoinologues de deux triangles donnés. E m m  e r i  c h. Ma- 
thesis IX, 54. - D e n y s  etc. ibid. 85. - J. N e u b e r g  ibid. 86. 

272. Eini e JIeziehungen zwischen den drei Hohen und zwischen den drei seiten- 
%albirenden Ecktransversalen eines Dreiecks. C. P a b s t .  Grun. Archiv 
2. R. V u ,  10. 

273. Triangle dans lequel une hauteur, une médiane et  uue bissectrice menéea 
chacune d'un autre sommet se coupent en un même point. D r o z  etc. 
Mathesis lx, 223. 

274. Beweis eines Dreieckssatzes. B. C a s p a r .  Grun. Archiv 2. R. VII, 109. ' 
275. Sur les démonstrations de quelques propriétés métriques du triangle. E. 

Lebon.  Mathesis IX, 245. 
276. Parallélogramme formé par deux côtés d'un triangle e t  les parallèles qu'on 

leur a menées par un point du  troiuièuie côtE. P i s a u i  etc. Mathesis IX, 124. 
277. Ueber Vierecke am Kreise. B e y  as ell .  Grun. Archiv 2 .  B. VI1, 426. 
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Metrische Relationen am Sehuenviereck. O. Z i m rn e r  m a n n .  Grun. Arcliiv 
2 .  R. Vu, 64. 

Neues über Vier-  und Vielecke. B. S p o r e r .  Grun. Archiv 2. R. VU, 389. 
Rotation d'une figure plane formée de droites autour d'un point fixe. Lai -  

s a n t .  Yathesis IX, 150. 
Projections des côtés d'un angle sur sa bissectrice. B r u  ç a r d  etc. Mathesis 

IX, 171. 
Théorèmes de  ge'ometrie. H. v a n  A u b e l .  Mathesis IX, 188. 
Problèmes de géométrie. F u  h r  rn a n n  etc. Mathesis IX, 243. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 128, 139. Kreis. Philosophie der Matlie- 
mat ik  263. Trigonometrie. Zahlentheorie 316. 

Potential. 
Ueber Potentialwerthe verschiedener Kriifte und Folgerungen daraus. J. W. 

B o c k .  Ilamb. Mitth. 1, 119. 
Das Potential dea Ellipsoids. E. L i e b e n  t h  a l .  Hamb. Mitth. 1, 237. 
Bestimmunp der Potentialfunction eines homopenen Ellipsoids. J a h n k e .  - - .  

Zeitscgr. Math. Phvs. XXXLV. 331. 
Potential einer e l l i  tisihen ~ a l z é .  U. B i g l e r .  Orun. Archiv 2. IZ. VII, 2-28. 

[Vergl. Bri. X ~ X I V ,  Nr. 2.25.1 
Das Potential homogener ringforrniger Rorper, insbesondere cines Ringkorpers 

mit Kreisquerschnitt. Z ii ge .  Crelle CIV, 89. 

=. 
Reihen. 

Ueber die Dirichlet'sche Methode der Werthbestimmung der Gauss'when Keihen. 
L. K r o n e c k e r .  Hamb. Mitth. LI, 32. 

Co 

Ueber die Reihe z s i n ( n ! x n ) .  A. Ki jpcke .  Hamb. Mitth. 1, 106. 
4 

Ueber Reihentheorenie. W. L a  eka .  Zeitschr. Math. Phys. XSXIV, 316. 
Neuer Beweis eincr Kirchhoff 'schen Formel. M. L e r  ch. Zeitschr. Math. Plijs. 

XXXIV, 63. [Vergl. Bd. XXXII, Nr. 389.1 
Ueber eine beoondere Art  von Reihen. F. E o g e l .  Grun. Arçhiv 2. IL VII, 372. 
Relations entre les nombres de deux séries. M o l e n  b r o  e k etc. Mathesis IX, 231. 
&tant données deux progressions arithmétiques on veut sommer autant de 

termes de Yune que préscrit un terme de l'autre. F r a n ç o i s  etc. Rln- 
thesis IX, 102. 

Limite de  l a  som'me p-i - [(-)'+ n + i  (z)'+ . ]  lorsque n augmente. 
12+ 2 

W. M a n t e l .  Mathesis l x ,  274. 
Vergl. Elliptische Transcenderiten 69. Taylor's Reihe. 

Stareometrie. 
Projections d'un triangle sur tous les plans passant par une droite donn6c 

dans le plan du triangle. D é p r c z  & U e c a m p ~ .  Mathesis IX, 2.79. 
Vergl. Kugel. Tetraeder. 

Taylor'sche Reihe. 
Une nouvelle forme du reste dans la formule de Taylor. G. P e a n o .  Mathesis 

lx, 183. 
Tetraeder. 

299. Construire un tétraèdre équifacial S A B C ,  connaissant la droite sur laquelle 
est l'arête SA, le plan mené par SA parallèlement .d, B C ,  un point de 
B C, cnfin un triangle semblable B A B  C. I l e y e n s  & D é p r c z .  Mathesis 
IX, 170. 

Thetafunctionen. 
300. Combinatorisctie Ableitung einiger Eigerischaften der O- Functionen. J. W. 

E O ck. IIamb. Mitth. LI, 74. 
301. Ueber einipe Differentialbeziehunaen irn Gebiete der Thet,afunctionen zwcier 

veriinderlichen. M. ~ r a u s e ;  Annali mat. Ser. 2, XV, 173. 
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Trigonometrie. 
302. La trigonométrie rectiligne réduite i une seule formule. J. O z a n a m .  Ma- 

thesis IX, 161. - B r o c a r d  ibid. - P. M a n s i o n  ibid. 162, 181, 265. 
303. Ueber trigonometrieche Functionen von Winkelsummen und über Relationen 

zwischen Polygonwinkeln. S e i p p .  Brun. Archip 2. IL. V11, 27. 
30%. Relations entre les sinus de quelques angles. V e r n i o r y .  ma the ai^ IY, 147. 
$05. Problème de la, droite inaccessible. E. G e l i n .  Mathesis IX ,  93. 
306. Relation entre  le^ cotes et  leu angles de touttriangle. J. f3 e y e na. Mathesis l x ,  276. 
307. Triangle dont les angles présentent l a  relation 

A B  
c o s ~ . c o s ~ . c o s ~ =  ( 2 2  2 s i n - . s i f i - . s i n -  "1' . 

2 
Beyens .  Mathesis IX,  100. - V c r n i o r y  & Fr. F a l i s s c  ibid. 100. 

308. Relations entre les distances des sommets d'un triangle 1. au centre di1 cercle 
iriserit, 2. à l'orthocentre. il 6 p r e K. Mathesis lx, 005. 

Vergl. Gleichungen 159. 
U. 

Ultraeiiiptische Transeendenten. 
309. Sulla teorica delle funzioni iperellittiche di  primo ordine. F. B r i o s c h i .  

Annali mat. Ser. 2, XIV, 241. 
310. Uebcr hy ~erelliptische Integrale zweitcr und drit ter  Gattung. M. K r a u s e .  

Amati  mat. Ser. 2, XV, 187. 
311. Darstellung der hyperelliptischen Integrale zweiter und dritter Gattung und 

erster Ordnung durch Integràle erster Gattuug. G. S e h i r d e  w a h n .  
Zeitschr. Math. Phys. XXXIV, 355. 

312. Ueber den Zuijammenhang de i  hyperelliptischen 6 -  und a-Fuuctionen. J. 
Sc t i rode r .  Harub. Mitth. II, 162. 

Umkehgsproblem. 
313. Ueber die Cmkehrung von Functionen zweier Veranderlichen. L. F u c h s .  

Berl. Akad.-Ber. 1887, 99. 
Unbestimmte Form. 

314. Ceber in unbestimmter Form erscheinende Ausdrücke. L. S a a l s c h ü  t z. 
Zeitschr. Math. Phye. XXXlV, 192. [Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 246.1 

W. 
Variationsrechnnng. 

315. Sur le uiinimum d'une intégrale. G.  S a b  i n i  n e  Annali mat. Ser. 2, XIV, 13. 
Vergl. Mechanik 216, 216. 

W. 
Wbmelehre. 

316. Zur mechanischen Wkrmetheorie. B. W. S t a n k e w i t s c  h. Zeitschr. Math. 
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Creiic CIV, 348. 
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337. Sur l'équation x + ?/ + z - n + 2. B e l l e n s .  Mathesis IX, 125. - Vcrniory  
ibid. 126. 
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th&& IX, 241. 

- 
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Elementare Mechanik als Einleitung in das Studium der theoretischen 
Physik. Von Dr. WOLDEMAR VOIGT, O. O. Professor der Physik a n  
der Universitat GOttingen. Leipzig, Veit & Comp. 1889. 

Unter den neueren Lehrbüchern der Mechanik nimmt das Werk von 
Voig t ,  welches uns hier zur Bcsprechung voiliegt , eine hcrvorragendo 
Stcllc ein. Besonders der Physiker wird darin ein werthvolles Hilfs- .und 
Handbuch finden. Man wtirde i r ren,  wenn man aue dem Tite1 ,,Elementare 
MechanikU den Schluss ziehen wollte , dass von der mathematischen Ana- 
lysis in dem Werke nur ein beschrhkter  Gebrauch gemacht Sei. Die IIilfs- 
mittel der Differential- und Integralrechnung, ohne die ein richtiges Ver- 
stindniss der Grundgesetze der Mechanik nicht moglich is t ,  sind in  reich- 
lichcm Maasse benutzt; nur  von dem Gebrauch spccieller mathcmatischer 
Disciplinen, wie der elliptischen Functionen, der F O u r i er'schen Reihen, 
der Kugelfunctionen und Aehnlichem ist Umgang genommen. 

Auch darin unterscheidet sich das Werk von anderen mehr mathema- 
tische Ziele verfolgenden, dass überall, sowohl bei der Ableitung allgemeiner 
Gesetxe, als bei der Anwendung auf einzelne Probleme in erster Linie mass- 
gebend ist, was fur das VerstBndniss der in der Katur oder im physika- 
lischen Laboratorium vorkommenden Vorgange brauchbar und wichtig ist, 
dass dem Anschaiilichen, Concreten überall der Vorzug gegeben wird. 
Daher werden auch Probleme, in welchen Krafte wie Reibung und Luft- 
niderstand wirken, deren genaue Gesetze nicht bekannt sind und denen 
deshalb der Mathematiker gerne aus dem Wege geht ,  nicht vermieden, son- 
dern eingeheud und mit Vorliebc behandelt. 

Wenn K i r c h h o f f  in  seinem berühmten Buche als die Aufgabe der  
JIechanik die B e s  c h r e i b u n  g und nicht die E r k l  ii r u n g der Bewegungs- 
vorgiinge in  der Natur hingestellt hat und durch Einechriinkung der A u f -  
gabe zu einem Lehrgebaude zu gelangen sucht, welches allen Anforderiingen 
mathematiseher und logischer Strenge genligt, welches aber freilich auf 
manche Frage, die a n  die Mechanik sonst gestellt wurde, keine Antwort 

Ri&-lit. Abthlg. d. Z e i t ~ c h r  f. Meth.  u. Phya. XXXV, 4. 1 0 
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hat  , steht das Vo i g  t'sche Werk auf einem durchaus andern Standpunkte. 
E s  werden hier von vornherein neben dern Regriff Raum, Zeit, Geschwin- 
digkcit, Beschleunigung die Vorstellung der mit Tragheit begabtcn Xaterie 
ziigelassen, die anschauliche Vorstellung eines Impulses 21s Ursache der Ge- 
sçhwindigkeitsiinderiing benutzt und daraus der Begriff einer Kraft gewonnen. 
Diese Betrachtung geh t ,  gegen den g-ewohnlichen Gebrauch, nicht von der 
geradlinigen Bewegung a m ,  wodurch der Leser von vornhereiu darauf hin- 
gewiesen wird, dass die Beschleunigung keineswegs immer in die Richtung 
der Geschwindigkeit fiillt, wie es bei der geradlinigen Bewegung der 
Fa11 ist. 

Das Produüt aus Masse und Beschleunigung ist dabei also durchaus 
nicht mit dern Degriffe der Kraft identisch, so dass nur awei Namen für 

dieselbe Sache waren, sondern das Product ist nur  das M a a s s  für die Kraft, 
Jas  Mittel zur Anwendung der Analysis auf die Jlechanik. 

Der Uebergang vom Impuls zu der stctig wirkcnden Kraft geschielit 
nach den Grundsatzen der Infinitesimalrechnung. 

Die Statik t r i t t  bei dieser Auffassung nur als ein ganz specieller Fall 
der Mechanik auf, wie denn auch die statischen Lehrsatze uur beiliiufig 
herülirt werden. Hieraus ergiebt sich f ü r  die Rehandlung der Bewegung be- 
dingter Systeme der Weg,  der den thatsachlichen Verhtiltnissen entsprechend 
is t ,  dass dern Einfluss der Bcdingungen durch die Einführung besondcrer Re- 
actionskrafte Rechnung getragen wird, die in jedem besondern Falle nur 
iiisoweit in Wirksarnkeit treten, als sie durch den Bewegungsvorgang iu 
Anspruch genommen werden. IIieraus leiten sich in  alleu den hehandelten 
Piillen, ohne Hilfe der allgemeinen Principien, wie des Princips der vir- 
tuellen Geschwindigkeiten und des d'A 1 e m b e r t'schen, welche in dern ganzen 
Buche nicht vorkomrncn, die Bewegungsgleichungen her. 

So werden, um hier nur  einen der wichtigsten Falle zu erwBhnen, im 
ersten Theil, der von der Bewegung m a t e r i e l l e r  P u n k t e  handelt, für 
ein unter dern Einfluss beliebiger Krafte stehendes freies Punktsystem der 
Satx von der Bewegung des Schmerpunktes und die Flachensiitze bergeleitet. 
Diese Satze liefern sechs Differentialgleichungen fiir die Rewegung das 
Systems , in welchcn alle i n n  e r e n K r  a f t e , wenn sie nur dern Princip der 
Wirkung und Gegenwirkung entsprechen und zwischen je zwei Punkten des 
Systems die Kichtung der Verbindungslinie haben, tierausgei:dllen sind. 

Da nun die Reactionskrtifte zwischen den einzelnen Theilen eines starren 
Korpers, wie bie sonst auch beschaffen sein mogen, gewiss diese Eigenschaften 
haben, da  ein starrer Korper niemals unter dem alleinigen Einfluss seiner 
inneren Kriifte in  Bewegung kommen kann,  so Sind die beiden genannten 
Lehrsatze auf ihn anwendbar und geben unmittelbar die sechd Differential- 
gleichungen der Bewegung eines starren Korpers, welche irn zweiten Theile, 
der von der Mechanik rjtarrer Korper handelt, auf zahlreiche besondere 
F#lle aiigewandt werden. 
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Wir heben aus dem reiehen Inhalt des Werkes einzelne bemerkens- , 
werthe Piiukte hcrvor. 

Die R e i b u n g  wird im 1. Theile erkliirt als eine Kraft,  welche der 
s t a t t f i n d e n d e n  oder von den sonstigen Kraften e r s t r e b t e n  Bewegung 
entgegenwirkt, deren Grosse mit der Inanspruchnahme wechselt, aber einen 
gewissen Maximalwerth nicht übersteigen kann. Interessante Anwendungen 
anf die eigenthiimliche Bewegiing einer Kugel unter dem Einflusse einer 
anfanglichen Rotations- und Translationsgeschwindigl~eit werden hiervon im 
II. Theile (3 24) gemacht. Es  ergiebt sich dabei ein sehr lehrreiches Bei- 
spiel zu einer kurz zuvor angestellten Betrachtung, unter welchen Umstiinden 
man berechtigt i s t ,  einen Korper von kleinen Dimensionen bei der Bewegung 
als materiellen Punkt  zu belrachten. Es  zeigt sich, dass diese Vereinfach- 
ung nicht ziilassig i s t ,  wenn die auf einen Punkt des Korpers wirkenden 
Kriifte von der Gestalt und der Zusammcnsetzung des ganzen Korpers ab- 
hingig sind. Ein Beispiel hierzu ist eine auf einer vollkommen reibenden, 
d. h. jedes Gleiten ausschliessenden Bahn herabrollende Kugel, bei welcher 
die Beschleunigung zwar constant, aber, wie klein anch die Dimensionen 
der Kugel seien, immer nur  der qte Theil von der is t ,  wie sie bei einem 
ohne Reibung herabgleitenden Punkte sein wbrde. 

Hierin ist  die vol ls tbdige Theoric des G a l  i l c  i'schen Fallvcrsuchcs auf 
der schicfcn Ebene enthalten. 

Es seien ferner hier erwahnt die Betrachtungen des 5 25 über die 
Anziehung und das Potential von raurnlich vertheilten Massen, welche nach 
dem N e w t o  n'schen Gesetz wirken, und die Anwendungen auf die Gesetze 
der Schwere auf der Erde. 

Nach Aufstellung der Kraftcomponenten und Definition des Potentials 
werden zun%chst die Uedingungen aufgesucht, unter denen man die Wir- 
kiing eines ausgedehnten Korpers auf einen ausseren Puukt  als von einern 
Punkte ausgeheud betrachten kann. Bezeichnet man die Verhiiltnisse der 
Korperdimensioiien zu der Entfernung vom angezogenen Pnnkte als Grossen 
erster Ordnung, so kann man sieh ganz allgemein die anziehende Masse im 
Schmerpunkt vcreinigt denkcn, wenn man Glieder zwciter Ordnung vernach- 
lassigt. Sind die Haupttr%gheitsmomente einander gleich , oder ist ausser- 
dem der Korper in Bezug auf seine Hauptebenen symmetrisch gestaltet, so 
ist dies6 Vereinfachung schon bei Vernachlassigung von Grossen dritter oder 
vierter Ordnung zul~ssig.  

EY schlicssen sich hieran die Satze über Potential und Anziehung von 
Massen auf einen inneren Punkt  und speciell die Anwendung auf Kugeln, 
deren Dichtigkeit in  concentrischen Schichten constant ist. E s  wird unter 
Anderem der merkwürdige Satz abgeleitet, dass, je nachdem die Dichtig- 
keit der Oberflachenschicht einer solchen Kugel kleiner oder grosser ist als 
zwei Drittel dcr mittlercn Dichtigkeit der ganzen Kugcl, die Anziehung 
innerhalb der Oberfl%chensçhictit von aussen nach innen zu-  oder abnimmt. 

I O Y  
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Da bei der Erde nach den Heobachtungen die Sçhwere mit der Siefe zu- 

nimmt, so folgt, dass die mittlere Dichte der ganzen Erde mehr als lamal  
so gross sein muss, als die Oberfliichendiclite. Die Anwendung auf die Vcr- 
suche von A i r y  ist wegen uugenauer Erfüllung der Voraussetzungen un- 
xiiverl5ssig. 

Es werden noch weitere Anwendungen gemacht auf die Gesetze der 
Aenderung der beschleunigenden Kraft der Schwere mit der H6he und der 
geographisehen Breite und auf die Versuche von C a v  e n d  i s h l  R e i  c h l  
B a i l  y ,  C o r n u  und B a i l l e  zur Bestimmung der mittleren Dichtigkeit der 
Erde. 

Der III .  Theil des Werkes behandelt die Mechanik nicht starrer Korper, 
also die Bewegung und das Gleichgewicht von Flüssigkeit,en und elastischen 
Korpern. Nachdem in einem einleitenden Paragraphen die kinematische 
Theorie der mit der Stetigkeit vertriigliehen Deformationen und Verrückungen 
einer Masse eingehcnd erortert i s t ,  werden aus der Annahme moleculsrer 
Kriifte, d. h.  solcher, deren Wirkung nur  auf eine unendlich kleine Ent- 
fernung hin merkbar i s t ,  die inneren Druckkrafte und die Bedingungen des 
Gleichgewichts und der Bewegung in einer Form hergeleitet, die gleich- 
massig auf ideale Flüssigkeiten , auf reibende Flüssigkeiten , auf elastische 
Korper, sowie ilberhaupt auf alle Korper anwendbar is t ,  bei welcheii eine 
innere, die Stetigkeit nicht verletzende Deformation Druckkrafte hervorruft. 
Die einzelnen Falle nntarscheidcn sich nur  durch die besonderen Annahmen, 
die man über die Abhangigkeit des Druckes von den eingetretenen Ver- 
schiebungen maclit. 

Die allgemeinen Principien werden zunachst angewandt auf eine ruhende 
Flüssigkeit und die Druekvertheilung, die in  einer solchen unter verschie- 
denen Umstanden sich ergiebt, wobei eine eigent,hümliche, sehr einfache 
Theorie der Ebbe und Fluth sich findet. 

Bei der Bewegung idealer, d. h. nicht reibender Flüssigkeiten wird zu- 
nachst , nach H e l m  h O 1 t z , unterschieden zwischen Potentialbewegung und 
Wirbelbewegung und von dem kinematischen Unterschied der beiden Arten 
von Bewegung eine klare Anschauung gegeben. Mehrere, zum Theil neue, 
interessante und lehrreiche Beispiele für diese Rewegungen und für die 
Bestimmung des gegen feste Korper ausgetibten Druckes werden durch- 
geführt. 

Im 5 34 werden aus derselben Quelle auf Grund der Hypothese, dass 
die Reibungskrafte lineare Functionen der Deformationsgeschwindigkeiten 
sind, die Differentialgleichungen für die B e ~ e g u n g  einer der Reibnng unter- 
worfenen Flüssigkeit hergeleitet, welche zwei Reibungseoefficienten enthalten, 
von denen der eine bei relativen Verschiebungen der Theilchen ohne Volu- 
menanderung, der andere bei riiumlicher Dilatation zur Geltung gelangt. 
Auch diese Gleichungen werden dann auf einzelne Beispiele, besonderv unter 
der Voraussetzung unendlich kleiner Geschwindigkeiten angewandt. 
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Zur Ableitung der Gleichungen für das Gleichgewicht und die Bewegung 
elastischer Korper, welchen der Schluss des Werkes gemidmet is t ,  wird ein 
ganz analoger Weg verfolgt wie in der Theorie der Reibung der Flüssig- 
keiten, nur dass an Stelle der Geachwindigkeiten die Verschiebungen treten. 
Die Annahme isotropcr Subatanzen reducirt auch in diescn Problcmcn die 
Anzahl der Constanten auf zwei. Aehnlich wie bei Fliissigkeiten Poteiitial- 
bewegung und Wirhelbewegung, so wird bei den elastischen Ktirpern zwi- 
schen Potentialdeformation und Drillungsdeformation unterschieden und die 
allgemeine Deformntion daraus zusammengesetzt. Aber auch bei der Dril- 
lùngadeformation ergiebt sich in  analoger Weise eine besondere Art ,  die 
Potentialdrillung, welche dadurch charakterisirt is t ,  dass die Drillungscom- 
ponenten die partiellen Ableitungen e i n e r  Function sind. Ein süh6nes 
Beispiel hierzu bietet die S a i n  t - V e n a n  t'sühe Theorie der Torsion der 
Prismen, die hier in einfachster Weise abgeleitet ist. 

Endlich wird die Theorie der Wellenbewegung entwickelt und zwar die 
Ausbreitung ebener und kugelftirmiger Wellen im unendlich ausgedehnten 
Medium, die Reflexion ebener Wellen an der Grenze des Mediums und die 
Schwingung elastischer Saiten. Das Hilfsmittel, durch welches die Resul- 
tate in diesem Theile hergeleitet werden, ist die fichfine Integrationsmethode 
partieller Differentialgleichungen , welche R i e  m a n  n in  der Abhandlung über 
die Luftschwingungen von endlicher Amplitude angewandt ha t ,  welche 
besonders geeignet is t ,  den Einfluss des Anfangszustandes auf den Zustand 
in einer beliebigen Zeit und a n  einer beliebigen Stelle anschaulich zu machen 
und daher dieser Art von Problemen, in  welchen es sich um die Fortpflan- 
zung einea gegebenen Zustandes handelt, durchaus angemessen ist. 

Marburg, im December 1889. LI. WEBER. 

P. MÜNCH, Lehrbneh der Physik. Mit einexn Anhange: Die Grundlehren 
der Chemie und der mathematischen Geographio. 9. Aufl. Freiburg 
i. B. 1889 ,  Herder'sche Verlagshandlung. 448 S. Preis 4 Mk. 

Obgleich die vorliegende Auflage' sehr rasch der vorhergehenden gefolgt 
ist, sa zeigt sie doch eine h6chst bedeutende Erweiterung durch die Ein- 
führung des absoluten Naasssystcms. J e  mehr die Elektricitiit im prak- 
tischen Leben Verwendung findet, um so wichtiper ist e s ,  dass tîberall 
Klarheit iiber die Einheiten des Maasssystems herrscht. Daher ist es sehr 
anzuerkennen, dass Verf. bestrebt i s t ,  schon in der Schule mit dem abso- 
luten Maasssysteme zu beginnen. Um den Schüler indessen vor Verwirrung 
zu  bewahren, welche ihm fiir die Zukunft nur  Schadcn bringt,  muss ihm 
das absolute M&sssystem tibersichtlich mitgetheilt werden, damit e r  sofort 
den Zusammenhang zwischen den in der Technik gewahlten Einheiten und 
den absoluten Einheiten erkennt. Eine solche Zusammenstellung fehlt in 
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diesem Buche, dagegen sind die absoliiten Maasse und die fiir die Technik 
gewahlten Einheiten an den bet,reffenden St,ellen eingefügt. Künftighin 
konnto dies auch bezüglich der absolutcn Maasse beibehaltcn werden, wah- 
rend die Tabelle auf S. 359 wesentlich erweitert werden müsste. Die Deu- 
tung , welche Verf. den Dimensionen daselbst beilegt, ist  allgemein nicht 
tiblich und kann in einem jungen Kopfe nicht verstanden werden; denn er 

findet direct, dass z. B. Q = QI .v-' ist und nicht Q,  . v  u. S. W. Bei den 
in dern Text abgeleiteten Maassen ist nicht genügend hervorgehoben, dnss 
den technischen Einhciten das elektromagnetische Maasssystem zu Grunde 
gelegt ist und nicht das elektrostatische; das elektrodynamische Maasssystem 
wird gar  nicht erwahnt. Ausdrücke wie Dyncentimeter statt E r g  siud nicht 
tiblich. S. 80 fehlt bei der Pferdekraft der Factor IO5. Wie man auch über 
das elektrische Maa,sssystem denken mag,  so muss man doch der Einheit 
wegen an den Bestimmungen wenigstens so lange festhalten, bis anderwei- 
tige Besehlüsse gefaest werden. Von dieçen wenigen Ausstellungen abge- 
sehen, denen bei einer neuen Auflage Rechnung getragen werden kann, 
sind Inhalt und Ausstattung des Buches derart,  dass wir es nur beatens 
empfehlen konnen. B. NEBEL. 

MICHAEL FARADAY, Experïmental - Untersuchungen iib. Elektricitat.  Deutsche 
Uebersetzung von S. KALISCHER. 1. Band. Berlin 1889. Verlag 
von J. Springer. 315 S. Prcis 12 Mk. 

Die grossen Verdienste M. F a r a d a y ' s  iim die Elektïicitat finden von 
Jatir zu J a h r  mehr Anerkennung , seine Kraftliuientheorie bildet schon einen 
wichtigen Ausgangspunkt für die Theorie der elektrischen Maschinen, so 
dass es ausserst wünschenswerth is t ,  dass seine Untersuchungen einem grosse- 
ren Leserkreise zugiinglich gemacht werden. Wenngleich P o g g e  n d O rf f 
einen grosseren Theil der Experimental Researches in  Electricity schon in 
seine Annalen aufgenommen ha t ,  so sind diese doch nur für einen kleinen 
Leserkreis bestimmt urid einzeln nur ausserst schwierig zù erhalten. Daher 
konnen wir den Plan des Uebersetzers nur billigen, nicht nur eine voll- 
standige Uehertragung der. Researches ins Deutsche herzustellen, sondern 
auch die kleineren Arbeiten F a r  a d  a y ' s ,  welche in  Journalen zerstreut sind, 

zu sammeln und der vorliegendcn Ucbersetzung einzuverleiben. Das ganso 
Werk wird drei Bande umfassen, von denen der erste jetzt vorliegt. Auf 
den Inhalt werden wir naher eirigeheri, sobald auch die beiden anderen 
Bande erschienen sind ; indessen sagt uns jetzt echon der Name F a r a d a y ,  
dass wir es hier mit  einem klassischen Werke zu thun haben, das uns einen 
Einblick gewahrt i n  die genialen Untersuchnngen eiries der scharfsinnigsten 
Forscher. D a  das Studium derartiger Werke ungemein fruchtbringend wirkt, 
so wünschen wir d e a  vorliegcudcn eine grosse Verbreitung auch auf deut- 
schem Boden. 13. SEBEC. 
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UALFOUR STEWARD und HALDANE GEE, P r a k t i w h e  Physik für Schulen und 
jüngere Studierende. Deutsche Uebersetzung von K. NOACK. 1. Theil: 
Elektricitat und Magnctismus. 196 S. mit 123 dbbildungen. Berlin 
188'3, Verlag von J. Springer. Preis 2 Nk. 50 Pf. 

Obwohl in  Deutschland in K o  h l r  a u s c  h 's  Praktischer Physik ein aus- 
ge~eichnetes Buch existirt, mit Hilfe dessen die experimentelle Seite der 
Physik auf's Gründlichste ausgebildet werden kann, so ist es doch auch 
von Interesse, zu erfahren, wie dieser Zweig der Physik in ausserdeutschen 
Laiidern behacdelt wird. D a  das Buch euglischen Verhiiltnissen angepasst 
ist ,  so l h t  es sich direct nicht in den deutschen Schulunterricht über Physik 
einreihen, wohl aber lehrt es ,  dass Theorie und Praxis Hand in Hand 
geùeo sollen, l'a118 der Uriterricht mit Krfolg gekront sein soll. - Apparate 
und Theorie der Versuche werden jeweils zuerst mitgetheilt, daran knüpfen 
sich Aufgaben, deren Losung oft nach mehreren Methoden angegeben wird. 
Gleichsam die Einleitung bilden die vorbereitenden Messungen, die sich auf 
Liingen - und Winkelmeewngen , sowie auf Gewichtsbestimmungen erstrecken. 
Der Elektrostatik, dem Magnetisrnus , der Berührungse1ektricitj;t sind grossere 
Capitel gewidmet. Der Wichtigkeit des Tangentengalvanometers, der Xes- 
SUU: von Widerstanden und des Quüdrantgalvanameters wird durch beson- 
dere Capitel Keclinung getragen. Den dnhang  bilden die Preisverzeirhniase 
von Apparaten und Materialien, sowie die Aufziihlung der nothwendigsten 
Werkzeuge und die Angabe der Erfordernisse eines physikalischen Schul- 
laboratoriums. Dem deutschen Handfertigkeitsunterricht für Schüler unserer 
Gymnasien, wie er privatim schon in manchen SUdten ertheilt wird, dllrfte 
das vorliegende Buch als die Grundlage einer gediegenen Erweiterung dienen. 

B. NEBEL. 

H. HELMHOLTZ, Ueber die Erha l tnng  der Kraft.  Ostwald's Klassiker der 
exacten Wissenschaften. Nr.  1. 60 S. Leipzig 1889,  Verlag von 
W. Engelmann. Preis 80 Pf- 

Es ist ein gutes Zeichen unserer Zeit,  den Errungenschaften auf natur- 
w:ssenscliaftlichem Gebiete eine moglichrt grosse Verbreitung nu ver~chaffen, 
einmal um den Sinn fur die Naturwissenschaften mehr zu wecken, sodaun 
um das Studium derselben in jeder Beziehung zu erleichteru. Diesem Streben 
verdanken mir eine grosse Reihe der qediegensten Werke alterer Forscher, 
ncu aufgelegt odcr auch aus fremden Sprachen ins Deutsche übertragen. 
Deritrtige Ausgaben sind ihrer Vollstandigkeit wegen nur für tlie eigent- 
lichen Pachleute best i~nmt,  wahrend einzelne Arbeiten darin, die auch für 
ein weiteres Publicum von Interesse sind, durch den relativ hohen Preis 
des Ganzen nicht die berechtigte Verbreitung finden. Diesem blangel soll 
durch die Herai~sgabe von O s  t w a l  d's Klassikern der exacten Wissenschaften 
abgeholfen werdcn. Die allgemeine Redactiou liegt in der bewahrten Hand 
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des auf dem Gebiete der physikalischen Chemie rühmlichst bekannten 
Professors O s  t wt l ld ,  welcher für die Leitung der einzelnen Zweige der 
exacten Wissenschaften hervorragende Personlichkeiten gewonnen hat. Der 
Verloger hat Alles aufgeboten, um die Anschaffung der Klassiker Jedem 
zu ermoglichen; der Preis für den Druckbogen betragt iiur 16-20 Pf., 
jede Abhandlung bildet ein Heft, welches nur in  Lcinwand gebunden aus- 
gegeben wird. Es war ein gllicklicher Gedanke der Redaction, mit der 
H e l m  h 01 t z'schen Arbeit über die Erhaltung der Kraft dieses Unternelimeu 
zu beginnen; denn sie bildet das Elundament der exacten Naturforschung 
und verdient daher in  den weitesten Kreisen verbreitet zu werden. - Was 
die Abhandlung selbst betrifft, so erschien dieselbe als Brochure im Jahre 
1847 und wurde von H e l m  h o 1  t z mit Anmerkungen versehen, als er sie 
im Jahre 1882 bei der Herausgabe seiner wissenschaftlichen Abhandlungen 
abdrucken liess. Die vorliegende Ausgabe ist ein genauer Abdruck von dern 
Original, mit Angabe der Seibenzahlen, welche ebenfalls, auf den beson- 
deren Wunsch von H e  l m  h o 1  t z ,  mit  den oben genannten Anmerkungen 
ausgestattet wurde. 

Der Inhalt zerfallt in  sechs Abschnitte, wovon in de111 ersten auf in- 
directe Weise das Princip von der Erhaltung der lebendigen Kraft bewiesen 
wird, wtihrend der zweite sich mit dern Nachweis von dem Princip von der 
Erhaltung der Kraft beschaftigt. Der dritte Theil bringt die Anwendung 
des Princips in  den mechanischen Theoremen, und die drei letzten handeln 
von dem Krafttiquivalent der Wiirme, der elektrischen Vorgange, des Magne- 
tismus und Elektrornagnetismus. B. NEBEL. 

G. R E C ~ A G E L ,  Joh, Chr. Walberer 's  Anfangsgründe der  Mechanik fester 
Kgrper, mit vielen Uebungsaufgaben zum Schulgebrauche an Gym- 
nasien und verwandten Lehranstalten. 6. Aufi. München 1839, 
Verlag von Th. Ackermann. 178 S. 

Die vorliegende sechste Auflage ist eine Neubearbeitung von Walbe-  
r e r 's Anfangsgründen der Mechanik fcstcr Korper. Nach einer kurzen Ein- 
leitung , in  welcher einige Grundbegriffe festgestellt werden , wird zu der 
Statik übergegangen, welche den ersten Theil umfasst und wiederum in 
sechs Capitel zerfallt. Der zweite, klirzere Theil behandelt die Dynamik, 
welche in  drei Capitel gegliedert ist. Der dritte Theil ist einer grossen 
Zahl von Aufgaben gewidmet. Leider sind die Losungec, d. h. die Zahlen- 
werthe nicht beigegeben, so dass der Schliler, welcher privatim sich einübt, 
kein Criterium für  die Richtigkeit besitzt, a h e n d  der Lohrer aus der Be- 
handlung der von ihm gestellten Aufgaben sofort ersieht, ob die Lüsung 
blos abgeschrieben ist oder nicht. Weshalb auf S. 26 flgg. x mit einem 
Strich versehen wurde , X, , z,, . . . dagegen nicht, ist nicht recht erklar- 
lich. Sehr anauerkennen is t ,  dass Verf. bei den Einheiten der Kraft und 
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der Masse das CGS-System einführt und klar hervorhebt den Unterschied 
zwiechen der neuen und alten Krafteinheit; zu bedauern is t ,  dass bei der 
Arbeit das absolute Maassaystem gar  nicht mehr erwiihnt wird. Ohne grosse 
Anstrengung machen sich die Schüler mit Hilfe des vorliegenden Buches 
die Grundzüge der Mechanik fest,er KGrper zu eigen, wozu wesentlich die 
übersichtliche Darstellung des Stoffes und die deutlichen, gut  ausgeführten 
Figuren beitragen werden. Sicherlich wird dasselbe bei dem Unterricht in 
Gymnasien alleuthall>eii gerne Verwendung finden. B. NEBEL. 

R. G E I G E N M ~ L L E R ,  Die Anfangsgrtînde d e r  theoretischen Mechanik mit 
Anwendungen auf Maschinen; zugleich als Sammlung von Xeispielen 
und Uebungsaufgaben, mit den cinfachsten matbematischcn Hilfs- 
mitteln für technische Fachschulen, Werkmeisterschulen und zum 
Selbststudium bearbeitet. 198 S. Mittweida 1889, Verlag der poly- 
technischen Buchhandlung von R. Schulze. Preis 3 bfk. 60 Pf. 

Dass Verf. unter den zahlreichen Lehrbüchern der Mechanik keines 
finden konnte, welches den Anforderungen einer Werkmeisterschule voll- 
kommen gerecht wird, ist  lcicht begreiflich; denn derartige Verhaltnisse 
sind den meisten anderen Schulen durchaus fremd. Die vorliegende Me- 
chanik macht ganz den Eindruck, als ob Verf. das Richtige getrofen hat, 
da sich den kurzen Erla~iterungen unmittelbar stets eine Reihe von Bei- 
spielen anschliessen, die vielfach der Praxis entnommen sind und deren 
Lbsung sofort beigedruckt ist. Gewiss wird dieses Buch bei den betreffen- 
den Schülern beliebt sein. Von des Verfassers Standpunkt aus ist wohl 
der Tite1 "Theoretischo Mechaniku ganz bercchtigt, indessen wBre das Wort 
,theoretischu besser weggeblieben, da  man unter ,,theoretischer Mechanik" 
doch etwas Anderes versteht, wenn dieses Buch mit anderen Lehrbüchern 
der Mechanik verglichen wird. Die Ausdrucksweise erscheint a n  einigen 
Stellen verbesserungafiihig, z. B. S. 154: ,,welche den Eorper aus lange- 
rem (!) Ruhezustanù in Bewegung versetztu. Zum Mindesten eigenthümlich 
ist es, dass Verf. S. 172 Aufg. 350 ,Zirkau statt  Circa schreibt. - Die 
nbthigen Figuren enthalten zwei dem Buche beigefügte Tafeln. 

B. NEBEL. 

M. ZWERGER, Der Schwingungsmittelpunkt znsammengesetzter Pendel. 
Historisch- kritische Untersuchung nach den Quellen bearbeitet. Mit 
1 Figurentafel. München 1889, Verlag von J. Lindauer (Schopping). 
129 S. 

Verf. hat sich der loblichen Aufgabe unterzogen, die Entwickelungs- 
geschichte specieller Probleme der Mechanik festzustellen und die betreffen- 
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den Arbeiten und Ansichten darüber einer kritischen Beurtheilung zu tinter- 
werfen. Uurch derartige Arbeiten wird nicht nur das Studium der Ge- 
schichte der Physik wesentlich érleichtert, sondern es wird dadurch auch 
der Forscher auf dem betreffenden speciellen Gebiete heziiglich der Literatur 
sehr schnell und eingehend orientirt ,  was für ihn eine grosse Zeiterspar- 
niss ist. - Zu wünschen wLro nur ,  dass derartige Bücher in gleichem 
Format und in demselben Verlaqe erscheinen würden, wodurch die physi- 
kalische Forschung uiigerneiu geftirdert würde. B. KEBEL. 

W. JORDAN, Bandbuch der Vermessnngskunde. Dritte verbesserte und 
erweiterte Auflage. Stuttgart 1888 ,  Vcr la j  von J. B. Metzler. 
1. Band : Au~gleiühungsrechnung naüh der Methode der kleinsten 
Quadrate. 361 S. I'reis 7 Mk. 30 Pf. II. Earid: Feld- und Land- 
messung. 618 S. mit 55 S. Llilfstafeln im Anhang. Preis 14 Mk. 
70 Pf. 

Sehr anzuerkennen ist das unermüdliche Bestreben des Verfassers, seine 
Werke durch Umarbeitung und Erwcitcrung zu vcrvollkornmnen. Der ge- 
sammte Inhalt sol1 sich nunmehr auf drei Bcnde erstrecken, wovon der 
letzte Uand noch aussteht. Ein glückliclieï Gedanke war es ,  den ersten 
Band: Ausgleichungsrechnung~ nach der Methode der kleinsten Quadrate 
derartig zu behandeln, dass er ein Ganzes für sich bildet und als solches 
auch von der Verlagsbuchhandlung einzeln abgegehen wird. Infolge dessen 
kann derselbc auch von Nichtgeometern mit Vortheil benützt werden, wenn- 
gleich die zalilreichen Beispiele nur der praktischen Geometrie entlehnt sind. 
Nach einem kurzen Ueberblick über die Gescliichte der Metliode der klein- 
sten Quadrate folgt die allgemeine Theorie der kleinsten Fehlerquadratsumme. 
Der trigonometrischen Punkteinschaltung und der Ausgleichung der Triangu- 
lirungsnetze siiid je  besondere Capitel gewidmet. Ehe zu der Theorie der 
Genauigkcit der geodatischen Punktbestimmung übergegangen wird, erfkihrt 
das Gesetz der Fehierwahrscheinlichkeit eine eingehende Behandlung. Die 
vier Tabellen, welche den Aiiliaug bilden, tragen dazu bei, diesen eràten 
Band i n  der Praxis unentbehrlich zu machen. 

Der zweite Uand umfasst die eigentliche Feld-  und Landmessung. 
Nicht nur  werden die einzelnen Methoden gründlich erlautert und mit ein- 
andcr verglichen, sondern auch die d a m  ntithigen Messinstrumente ausf'uhr- 
lich beschrieben und deren LeistungsfBbigkeit hervorgehoben. Die zabl- 
reichen der Praxis entnommenen Beispiele geben Aufschluss über die Ver- 
wendbarkeit der vorgetragenen Methoden. 

Ueberall macht sich die grosse Erfahrung des Verf. bemerkbar. Bei 
der Fülle des Materials würde es hier zu weit führen, wollten wir auf den 
Inhalt des Ruches naher eingehm. Wünschenswerth k t ,  dass xiich der 
dritte Band moglichst bald erscheine, B. NEBEL. 
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L. HUEBNER, Beitrag zur Entwickelnngsgeschichte der  Lehre von der 
Capillarittit. Programm des erangel. Ggmnasiums zu Schwcidnitz. 
Schmeidnitz 138$ Diuck von Otto Maisel. 19 S. 

In dern speciell geschichtlichen Theile beleuchtet der Verf. insbesondere 
die tbeoretischen Arbeiten von C l a i r a u t ,  L a p l a c e  und P o i s s o n  und 
wendet sich dann der Gauss ' schen  Theorie eu,  die von F. N e u m a n n  
vielfach erweitert worden ist. Der zweite Theil enthalt die durch die Be- 
obachtung gewoniienen Rcsultàte, die zur Bestiitigung der Theorie wesent- 
lich beigetragen haben. Die wichtigsten literarischen Erscheinungen werden 
in chronologischer Reiheiifolge mitgetheilt, wobei bemerkt werden muss, 
dass die in P o g g e  n d  O r ff's Annalen erschienenen Aufsatze hier nicht auf- 
geführt wurden, da sie in dern 1888 erschienenen Sachregister übersichtlich 
zusammengestellt sind. 1)er letzte Theil umfasst die Entwickelung der 
CapillaritBt seit dern Jahre 1880, insbesondere die Arbeiten von V a l k -  
mann, Q u i n c k e  und deren Schülern. Der Verf. bat die einzelnen Arbeiten 
einer kritiaehen Betrachtung unterzogen, die Miingel derselben hervorgehoben 
u n d  darauf hingewiesen, in  welcher Richtung weiter zu arbeiten wiire. 
Leider fehlt es noch a n  eiuem ebanso exacten, als ausgedehnten Beobach- 
tungsmaterial, was mit der Schwierigkeit der Ausführung derartiger Mes- 
sungen zusammenhangt. 

Der Verf. hat sich 
die Anerkennung eines 
Gebiete der Capillaritat 

durch die vorliegenile Aibeit siclier den Dank iind 
Jeden erworben, der genothigt i s t ,  hich auf dem 
zu orientiren. B. NEREL. 

LEONHAXDT, BeitrSlge zur  Kenntniss  des Gay - Lussac'schen Qesetzes. Ab- 
handlung zurn Jahresbericlit des Herzog]. Friedrichs - Wealgymnasiums 
zu Dessau für das Schuljahr 1888/89. Programm Nr. 643. 1889. 

Verf. geht von dern trclion von B os s c h it ausgesprochenen Gcdanken 
a u ,  dass die Ausdehnung flüssigm K6rper für jeden Grad Erwsrmung um 
denselben Bruchtheil des jedesmaligen Volumens zunehme. Nathematisch 
drückt sich dieses Gesetz in der h'orui vt = voeu' aus ,  wahrend bisher das 
Gay-L i i  ss ac'sche Gesetz ut = vu (1+ u t )  zur Anwendung kam. Dieses 
Gesetz der absolut gleichen Ausdehnung wird nun mit dern ohigen Gesetz 
der relativ gleichen Ausdehnung a n  den von R e  g n a u  1 t für Quecksilber 
gewonnenen Zatilen verglichen, wobei das letztere Gesetz eine grossere 
Wnhrscheinlichkeit f i r  seine Richtigkeit erlangt, sumal auch die aus der 
Ausdehnung des Quecksilbers berechneten Ternperaturen eine genauere Ueber- 
einstimmun,v mit den Temperaturen nach dern Luftthermometer ergeben. 
Dasselbe gilt auch bezüglich der berechneten Volnmina. Die gleichen Re- 
rechnungen werden auch bei dern geschmolnenen Schwefel und Phosphor 
angcstellt, indessen sind die Beobachtungsdaten in der Nahe der Schmelz- 
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temperatur gelegen und ausserdem nur in  geringer Zahl vorhanden, so dass 
das Resultat nicht so eclatant ausfallt, wie bei dern Quecksilber. Für das 
Gesetz der relativ gleichen Ausdehnung spricht auch die Aehnlichkeit in 
dem Gange der Ausdehnungscoefficienten und der specifischen Warme, sowie 
die durch das Gewichtsthermometer gefundene Constanz in den Ausdehnungs- 
coefficienten der Luft auch in hoheren Temperaturen. Obwohl die Aus- 
dehnung der Flüsigkeiten bei hoheren Temperaturen noch eine grossere ist, 
als die aus dern Gcsetz der relativ gleichen Ausdehnung gefolgcrtc, so ist 
doch der Unterschied wesentlich geringer, als derjenige, welcher sich nach 
dern Gesetze der absolut gleiohen Ausdehnung ergiebt. Leider existiren 
nicht aeitere zuverlissige Beobachtungen tiber die Ausdehnung einfacher 
Elemente, so dass es dern Verf. nicht v e r g h n t  k t ,  jetzt schon die Ent- 
scheidung zu Gunsten des Gesetzes der relativ gleichen Ausdehnung end- 
giltig trcffen zu konncn. B. KEBEL. 

Lehrbuch d e r  analytischen lüechanik von  S. D. Poisson, deutsch herauu. 
gegeben und mit einem Anhang versehen von Dr. AUGUST PFANN- 
STIEL. Dortmund, Verlag von H. Meyer. 1888. 

Es ist weiter die 2.-4. Lieferung erschienen. Eingehendere Besprech- 
ung nach Abschluss des Uebersetzungswerkee.  CRAN^. 

Dr. OTTO RAUSEPIBERGER, Lehrbuch der analyt ischen Mechanik. 2. Bd.: 
Xechanik der zusammenhangenden Korper. Leipzjg, Teubner. 

Von dem Werke, dessen erst,er Theil früher besprochen wurde, liegt 
nunmehr auch der zweite Theil vor. Hier handelte es sich um mehr phy- 
sikalische Probleme, und eine Hauptschwierigkeit lag in  der geeigneten 
Auswahl unter den zahlreichen Partien der auf Physik augewandten Nechanik. 
Man muss zugeben, dass diese Auswahl des Verfassers eine durchaus gllick- 
liche ist gegenüber dern Zwecke, den sich derselbe bei Abfassung des 
Werkes geset,zt hat ,  ein Lehrbuch der Mechanik für die Anfanger unter 
den Studirenden zu schreiben. 

Die Abschnitte des zweiten Bandes enthalten der Reihe nach: die 
Mechanik der unelastisch festen Korper; die Mechanik der elastisch festen 
KGrper, wobei die Elemente der Wellenlehre abgehandelt werden; ferner die 
Hydromechanik und die Acromechanik. Eine nahere Aufzahlung der behan- 
delten Probleme m6ge unterbleiben und s tat t  dessen uuf die klare und 
leicht fassliche Darstellungsweise rührnend aufmerksam gemacht werden, 
welche a n  geaisse franzosische Muster erinnert. 

Um von Einzelheiten, die uns wahrend der Lecture aufgestosscn sind, 
nnr einige wenige zu erwahnen, so hiitten wir im Interesse der Studirenden 
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technischer Hochschulen, besonders der Elektrotechniker und Ingenieure, 
ein kurzes Eingehen auf die Warmeleitung bei Gelegenheit der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung gewünscht, ferner eine etwas an- 
dere Behandlung der Axiome der Mechanik; endlich ist Referent der Ansicht, 
dass es eine s t a t i s c h e  Theorie von Ebbe und Fluth in  dem Sinne des 
Herrn Verfassers nicht geben kann. Wenn Mond und Erde nicht in be- 
schlennigter Bewegung gegen einander begriffen gedacht werden , sondern 
in relativer Ruhe, so Iasst sich der Fluthberg, welcher auf der dem Monde 
abgewandten Seite der Erde entstcht, nicht erklaren. Recensent stimmt 
hierin mit Herrn E. M a c h  vGllig überein. Dies sind jedoch Einzelheiten, 
welche dem Werth des Ganzen wenig Abbruch zu thun vermogen, und wir 
\$ollen nicht versaumen, die Studirenden auf vorliegendes Werk zur Ein- 
fiilirung in die analytische Mechanik empfehlend aufmerksam zu machen. 

CRAXZ. 

Lehrbnch der Geometrie für Gymnasien und h6here Lehranstalten. Von 
Prof. Dr. F. W.  FISCHER i n  Kcmpon. Drci Theile in eincm Bande: 
Planimetrie - Stereometrie - Ebene und sparische Trigonometrie. 
2. Ausgabe. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. Frei- 
burg i. Br., Herder'sche Verlagsbuchhandl. 1887. Preis 5 Mk. 2 0  Pf. 

Das Ruch macht durch weise Beschrhkung  des Lehdof fes ,  durch über- 
sichtlichen Druck, durch zweckrniissige Einlage u ~ d  Vorbcrcitung von Auf- 
gaben, endlich durch correcte Zeichnung der Figuren einen günstigen Ein- 
druck. Um so weniger haben wir Veranlassung, mit einigen Ausstellungen 
zurückzuhalten, die dem Werthe des Buches übrigens keinen Abbruch thun. 

Vdlig verfehlt ist. S. 13 der bekannte Hauptsatz über die Parallelen. 
G J  und H C  sind nach Voraussetzung parallel, GA liegt zwischen G J  und 
HC und mus3 gegen HC convergiren. Einem solchen Verfahren gegenüher 
kann man doch kaum etwas Anderes thun,  als auf irgend eine Lebens- 
beechreibung von G a u s s  und das Jahr  1792 verweisen und dabei bemerken, 
dass seit 1792 beimhe 100 Jahre verflossen sind. 

Der Kreis t r i t t  verhiltn~ssrn%ssig spat auf. Die vom Verfa,sser so an- 
sprechend behandelten Aufgahen S. 26 flgg. hatten ihm daflir ein Fingerzeig 
sein konnen. Gern hiitten wir dem Verfasser den Satz geschenkt, dass 
durch zwei Pnnkte unzzhlig viele Kreise moglich sind. Ehenso ist die Pro- 
portionalitat der Sirecken und Flacheu S. 87 und 101 vie1 zu breitspurig 
behandelt. Solche Weitlaufigkeiten ermüden den Schüler, werden auswendig 
gelernt und dann vergessen. Selbstandige Thatigkeit des Lernenden ist 
dabei so gui wie unmoglich. Zugleich liefern solche veraltete Bestandtheile 
des Euklidischcn Wunderbaues gewisscn Eifercrn den geeigneten Angriffs- 
punkt. - Sch6n ist die Transversalentheorie, welche den Pasca l ' schen  
Lehrsatz enthiilt, ebenso die LGsung des Tactionsproblems nach S t e  in  e r. 
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Was über die Irrationalitht von ?G gesagt wird, ist nach dern jetzigen Stand- 
punkto der Wisscnscliaft nicht mehr gcnügcnd. 

I n  der S t e r  e O m e t r  i e zeigt der Verfasser ebenfalls ein glüekliches 
Geschick in Auswahl und Anordnung der Lehrsatze. Die Hineiriziehung der 
Kegelschiiitte ha t  uns hier ebenso g e f a l l  e n ,  als uns die l anpe i l igen  Satze 
über die Kugel mit dem widersinnigen Beisatze ,Beweis leichtY m i s s f a l l e n  
haben. Die Biifgaben gehen tiber den herkommlichen Schatz uicht hinaus, 
doch finden sich ciriige recht ansprcchcnde. 

I n  der T r i  g o  n O m e t  r i e hat  der Verfasser die bekannte Schwierig- 
keit,  welche die rein geometrische Erklarung nach sich zieht, wohl erkannt. 
Allein der von ihm gewiihlte Weg führt ihn,  wie alle Anderen, welche 
diesen Weg einschlagen, bei Ableitung der Additionstheoreme in ein wahres 
Dorngestrüpp von Formeln. Ganz verfehlt ist  auch die Ableitung der Mu1 
tiplicat,ionsFormeln, wobei der Verf. zum Schlusse selbst, ohne es zu beab- 
sichtigen, auf die einzig richtige Methode verweist. Die Ableitung und 
Behandlung der Grundaufgaben geschieht mit loblicher Btreuge. Unter den 
Aufgaben finden wir die Sonneuuhr recht ansprechend und ausführlich be- 
handelt. 

Die sphlirische Trigonometrie ist recht inhaltsreieh und dabei klar und 
kurz dargestellt. 

Im Anhange finden wir einige unendliche Reihen, deren Kenntniss dern 
Abiturienten nicht vorerilhalten werden sollte, da erst durch diese Reihen 
eine vollige geistige Beherrschung der I~g~r i th rn i scheu  und trigonometriscben 
Tafeln gegeben wird. Hier im Anhange begegnen wir denn auch endlich 
dern Mo i v  r e'schen Lehrsatze nebst schonen Anwendiingen, welche das 
Verhalten der trigonometrischcn Functionen in den verschiedenen Quadranten 
fü r  den Lernenden aus dern dumpfen Bereiche des todten Wissens heraus. 
zuheben eirizig geeignet siud. Der Verfasser hat auf die Einführung des 
M o i  v r  e'schen Satzes genau an der richtigen Stelle S. 30 selbst verwiesen, 
leider ohne diese Absicht. 

C o e s f  e l d ,  im Januar  1890. K. SCHWERING. 
- - - - - -- 

Lehrbnch der  ebenen Geometrie, ncbst einer Sammlung von BOO Uebungs- 
aufgaberi zurn Gebrauche an hoheren Lehranstaltsn und beim Selbst- 
studium von Dr. CARL SPITZ. 9. verbesserte und vermehrte Aufl. 
Mit 231 in den Test gedruckten Holzschnitten. Leipzig, C. F. Win- 
ter'sche Verlagshandluug. 1888. Preis 3 Mk. 

Anhang  zn dern Lehrbnche der  ebenen Geometrie von Dr. CARL SPITZ. 
Die Resultate und Andeutungen zur AuflGsuug der in dern Lehr- 
buche befindlichen Aufgaben enthaltend. 9. verbesserte und ver- 
mehrte Aufl. Mit 112 in den Text gedruckten Piguren. Leipzig, 
ebenda. Preis 1 hIk. 50 Pf. 
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Man kann dem Buche, wie auch dem Anhange das Zeugniss ails- 
stellen, d a ~ s  der Verfasser und der letzte Rearheiter bemüht gewesen sind, 
den hcrkGmmlichen Stoff passend zu ordnen, nach Grundsatzen zu gliedern 
und dabei ftir lcichte Ancignung und Selbstthatigkeit des Lcrnenden gc- 
bührend Sorge zu tragen. D a  das Buch auch fiir das Selbststudium be- 
stimmt iut, so bemerkt man beim Vortrage eine gewisse Auaführlichkeit, 
keineswegs zum Schaden des Uuches. - S. 21 trit t  der IIauptlehrsatz aus 
der Parallelentheorie i n  der Fassung auf: Durch einen Punkt ausserhalb 
einer Geraden lasst sich zu dieser nur  eine Parallele ziehen. Der ,,ReweisY 
stützt sich auf Parallelbewegung und ist soviel werth, wie die anderen 
,BeweiseU andercr Lehrbücher in diesem Falle worth zu sein pfiegcn. Der 
Verf. bat jedoch ein Heftchen erscheinen lassen, um die Sheorie der Paral- 
lelen dem Lehrer nach B o l y a i ' s  Gïundsëtzen vorzulegen. Dies Heftchen 
kt dem Ikferenten nicht zuganglich. Indess hat ihn eine ziemlich lange 
Erfahrung gelehrt , dass didaktisch kaum etwas Anderes zulassig is t ,  als 
die Einfülirung des obigen Satzes als Grundsatz oder die Ableitung der 
Winkelsumme des Dreiecks durch Umschreiten. Alle anderen Methoden 
sind entweder falsch, oder verhüllen die wirklich vorhandcne Schwierigkeit 
- auch der Umschreitungsmethode hat man mit Grund diesen Vorwurf 
gemacht -, oder 8ie sind für den doch erst im Aufmg seiner geometri- 
sclien Rildung befindlichen Schüler uuerreichbar und d a m  vom ernstlichsten 
Schaden. - Die Proportionalit%t der Strecken und Figuren ist zwar in her- 
gehrachter Weise behandelt, doch deutet der Verfasser ein kürzeres Ver- 
fahren S. 136 an. Moge dieses kürzere Verfahren und z m r  im Anschluss 
an fortgesetzto Deaimalthcilung, welche doch dem Lernenden ganz beson- 
ders zuganglich zu sein pflegt, immer mehr zur Alleinherrschaft gelangen. 
Die beigegebenen Rechnungsaufgaben sind recht ansprechend. Die letzten 
Abschnitte des Buches, welche sich mit Po l ,  P d a r e  , Doppelverhaltniss, 
Involution u. S. W. befassen und die Siitze von P a s c a l ,  C a r  n o  t u. s. W. 

enhalten, sind durchaus lobenswerth. Wenn es gestattet ist, eine Kleinig- 
keit zu  bemangein, so sind es die Producte der Strecken bcim Ceva-Mme- 
laischen Satze. Wir würden diese unfassbaren Dinge durch Theilverhëlt- 
niese und zwar O h n e  Vorzeichen genommen , also durch inuere und liussere 
Theiiverh%ltnisse ersetzen. 

Der Anbang leistet, soweit wir uns überzeugen konnten, wirklich, Ras 
cc verspricht,: e r  bereitet die Aiifgaben wirksam zur Losiing var. 

C o e s f e l d ,  im Januar  1890. K. SCHWEI~ING. 
# 

-- 

Lehrbnch der ebenen Trigonometrie nebst einer Sammlung von 630 Bei- 
spielen und Uebungsaufgaben ziim Gebrauche an hoheren Lelir- 
anstalten und beim Selbststudium von Dr. CARL SPITZ. 6. ver- 
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besserte und vermehrte Aufl. mit 47 i n  den Tcxt gcdruckten Figuren. 
Leipzig, C. F. Winter'sche Verlagshandlung. 1888. Preis 2 Mk. 

Anhang m m  Lehrbnche u. S. W. Resultate und Andeutungen zur Auf- 
Iosung. Preis 1 Mk. 

Mit dem Inhalte und der Darstellung des vorlicgenden Lehrbuches 
k6nnen wir uns im Allgemeinen einverstanden erklgren. Die Darstellung der 
Dreiecksgrundaufgaben ist sogar recht sch6n. Leider müssen wir aber, selbst 
auf die Gefabr hin,  oft Gesagtes zu wiederholen, uns durchaus gegen die 
Darstellung des Begriffes der trigonometrischen Functionen, wie e r  uns hier 
und in vielen anderen Büchern entgegeiitritt, erklaren. Man geht vom Co- 
ordinatenbegriffe aus und gewinnt so eine Definition, welche die genannten 
Functionen zeichenrichtig für Winkel der vier Quadranten erklart. Diese 
Definition ist schon nicht im Stande, die Functionen negativer Winkel und 
solcher Winkel, welche 276 Ubersteigen, zu erklaren. Es  muss da künst- 
lich nachgeholfen werden. Ueber diesen Mange1 ktinnte man wegsehen, da 
e r  den Lernenden nicht eben zu driicken pflegt. Aber nun korrim~n die 
Additionstheoreme und unser Buch - es ist das eine 16bliche Gründlich- 
keit - unterscbeidet S. 30 ganze zehn Falle, die der Reihe nach erledigt 
werden. Auch der Verf. scheint gefühlt zu haben, wie ,,schrecklichU eine 
solclie Darstellung eines im Grunde genommen doch so einfachen Satxes ist. 
Wenigstens zeigt er in eiuer Anmerkung, dass man durch ein Verfahreii, 
welches von d m  cornplexen Zahlm ausgeht, schneller zur allgerneinen Her- 
leitung gelange. - Mcin Frcund V. S c h l e g e l  hat  es freilich ohne diescs 
Mittel schon im Jabre 1880 in seinem Lehrbucbe der Trigonometrie noch 
vie1 kürzer und einfacher bewerkstelligt. - Wenn S. 15 durch vorgesetates 
+ die Doppeldeutigkeit der Quadratwurzel bezeichnet wird, so ist das - 
ebenso überflüssig wie veraltet. 

Die Anfgabensammlung ist reichhaltig und im Anbange sehr zwerk- 
massig crlautert. Cnter  den Aufgaben bemerktcn wir mit Vergnügen die 
M a l f a t t i ' s c b e  und die Siebzehntheilung des Kreises. Leider konnten wir 
der im Anhang gegebenen Losung dieser letzteren Aufgabe keinen Ge- 
schmack abgewinnen. 

C o e s f e l d ,  im Januar  1890. K. SCHWERING. 

Textgleichnngen geometrischen Inhal ts .  F ü r  den Gebrauch beim Onter- 
richt entworfen von Dr.  TH. HARMUTH, ord. Lehrer am K6nigl. Wil- 
helmsgymnasium in Berlin. Berlin, Vcrlag von Julius Springer. 
1888. Preis 1 M1i. 20 Pf. 

Auf 58 Seiten werden eine Xenge Aufgaben vorgeführt, welche sich 
theils als Berechnungsaufgaben aus Geometrie und Stereometrie auffassen 
lassen, theils erst durch eine geringere oder grossere Nühe den Ansatz 
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einer Glcichung liefern. Es  ist im Allgemeinen nicht zu verkennen, dass 
in solchen geomctrischen Uebungen mehr mathcmatischer Sinn steckt,  als 
in dem alten Hausrath, dor sich in den Sammlungen als ,,nicht angcsetzte 
Gleichuugu zusamrnenfindet. Manche dieser Aufgaben entbehren nicht des 
historischen Reizes, da man ihren Urbildern i n  Indien und Griechenland, 
ja in Aegypten begegnet. Dennoch mochten sie eben ihrer Künstlichkeit 
wegen eher dern Missbrauche ausgesetzt sein, als ahnliche Aufgaben , welche 
der Geometrie entstammen. - Unser Buch enthalt keine Figuren und keine 
Andeutungen zur Losung. 

C o e s f e l d ,  im Januar  1890. K. SCHWERISG. 

Satze und Regeln der Anthmetik u n d  Algebra, nebst Beispielen und 
gelosten Aufgaben. Zum Gebrauche an Baugewerkcnschulen , Ge- 
werbeschulen u. B. W. von 8. WOLFF, Lehrer an der K. Baugewerken- 
schule in Leipzig. Leipzig, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 
1888. 

Auf 102 Seiten finden wir hier die Grundbegriffe und Lehren der A1- 
gebra in guter Darstellung. Besondere Sorgfalt ist den Aufgaben und 
Uebungsbeispielen zugewandt. Recht zweckm%ssig ist die Darstellung der 
logerithmischen Function durch eine Zeiühnung und die auf den letzten Seiten 
vorgeführten geometrischen Anwendungen. Die Beispiele und Aufgaben hat  
der Verf. laut Vorrede theils selbst ausgedaeht, theils aus der bekannten 
Sammlung von H e i s  entnommen. Auf diese Sammlung wird auch irn Buche 
sell~st noch besonders verwiesen. - Was der Verf. S. 92 untcn zuin Ver- 
standnisse eines negativcn Losungswerthes sagt,  ist  kaum ausreichend. 

C o e s f e l d ,  im Januar  1890. K. SCHWERINO. 

A. WEILER, Nene Behandlung der  Parallelprojectionen u n d  der Axono- 
metrie. Leipzig, Verlag von B. G. Teubner. 1889. VI1 u. 210 S. 

Das vorliegende Buch beabsichtigt solchen Lesern, denen die einfach- 
sten Kenntnisse in der descriptiven Geometrie gelaufig sind, einen auch iiber 
die Zwecke der Praxis hinausgreifenden Einblick in  die Theorie zu geben. 
Die Begründungen sollen hierbei moglichst elementarer Natur sein. Der ganze 
Stoff wird in  sechs Theilen behandelt, von denen der dritte und der vierte 
die wichtigsten sind. 

Im ersten Capitel wird mit moglichst einfachen Mitteln die Parallel- 
projection ebener Gebilde erortert. Das Hauptaugenmerk wird hierbei auf 
die ,Rechtwinkelpaareu odcr ,gegeniiberliegcndenY Strahlen gorichtct. Die- 
selben-entstehen durch die Projection von rechten Winkeln. Nach dem 
Satze vom Hohenpunkte findet man mit Hilfe eines vollstandigen Viereckes 

H&t.-lit. Abthlg. d. Zeituohr. €Math .  n. Phys. XXXV, 4. 11 
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zu jeder Geraden gegenüberliegende, wenn man zwei nicht parallele Recht- 
wirikelpaare der Bildebene kennt; hierzu ist nur  das Ziehen von Parallelen 
erforderlich. Daran schliesst sich die Construction eines Kreisbildes aus 
einem Durchmesser oder aus drei Punkten, sowie das Abtragen und Ver- 
gleichen von Winkeln. Die Anfgabe, einen gegebenen Winkel zu halbiren, 
schliesst i n  sich dio andero, eine gegebcne Strecke von einer Geradcn in 
eine nicht parallele andere zu tibertragen. 

Auch der Nachweis einer centrisch - affinen Beziehung zwischen der 
Bildebene und anderen zur originalen ahnlichen wird an die Betrachtung 
der Rechtwinkelpaare angeschlossen. Man schneide die von einem Punkte P 
der Bildebene ausgehenden Rechtwinkelpaare durch die willkürliche An- 
echlussgerade g. Die Kreise, welche die entstehenden Strecken zu Durch- 
messern haben,  schneiden sich in zwei hinsichtlich g symmetrisch liegenden 
Pnnkten Q und R ,  wie hier aus Aehnliclikeitssatzen gefolgert werden kanu. 
Die Ebene der Q wie die der R ist ahnlich zu der gegebenen, centrisch- 
affin zu der Bildebene. Wird g zur Schnittgeraden beider Ebenen, so ent- 
steht die Ebene der Q wie die der R durch Umlegung der gegebenen in 
die Bildebene. Der erste Theil schliesst mit nzherer Betrachtung der ccn- 
trisch - affinen Transformation. 

Kachdem Herr  W. im zweiten Theile die nothigen Satze iiber das ortho- 
gonale Trieder entwickelt hat ,  behandelt er im dritten und vierten Capitel 
die orthogonale und schiefe Axonometrie nach einem von Herrn Pe lz  
ins Auge gefassten neuen Gesichtspunkte. Sind die Projectionen der 
Axen, mit  dem Kreuzungspunkte N ,  sowie ihre Spuren X,  Y, Z in der 
Bildebene gegeben, so ist  die Lage der Coordinatenebenen, der Grund-, 
Auf - und Seitenrissebenen fixirt. Jedes Object giebt nun zu drei Rissen und, 
indem auch diese projicirt werden, zu vier Bildern Veranlassung. Liegen zmei 
von diesen Bildern vor (das des Objects und seines Grundrisses), so ist das 
Object nach Lago und Gestalt vollig bestimmt. Es müssen sich also Mcs- 
sungen und Constructionen, die im Raume moglich sind, in  der Bildebene 
vollziehen , beziehlich ausdeuten lassen. Einzelne Constructionen von dieser 
Art hatte für orthogonale Projectionen bereits I Ierr  P e 1 z gegeben. 

Eine Ebene kann dnrch das Bild ihres Spurendreiecks charakterisirt 
werden. Die zur Bildebene parallelen ergeben unter sich ahnliche spitz- 
winklige Dreiecke, welcho die im Allgemcinen bcliebigen Bilder der Axen 
zu Hohen haben. Das entstehende Bild bleibt ungeendert, welche von 
diesen parallelen Ebenen, die durch ihr  Spurendreieck X P Z  fixirt ist, 
man auch als Bildebene betrachtet. Beschreibt man bber irgend einer IIGhe 
des Spurendreiecks, z. R. über ZU, einen Halbkreis und scbneidet ihn mit 
der Geraden, die parallel zu der zugehorjgen Seite, hier zu XY, durch N 
gezogen ist,  so erhelt man den Distanzpunkt D; ND ist die Entfcrnung 
des Anfangspunktes der Coordinaten 0, von der Bildebene. Damit aber 
der Distanzpunkt die Ebene eindeutig fixire, muss man den erwahnten Halb- 
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kreis nach der einen oder der andern Seite der Htihe annehmen, je nach- 
dem die Bildebene vor oder hinter 0, liegt. Die Bildebene ist dann fest- 
gclegt, wcnn ein Punkt  in  dorsclben gegcbcn ist. Man findet ihrc Spurcn, 
wenn man eine der Geraden zeichnet, die den Punkt enthalten und parallel 
zu den Spuren der Ebene verlaufen. 

Hieran schliesst sich unmittelbar die Umlegung der Geraden g, g' in die 
Zeichnungsebene. Sind fitr die Bildebenen zweier Punkte A ,  A' und B, B' 
D, und Dg die Distanzpunkte, sa braucht man nur ND, und N D ,  auf AB 
in Aund B senkrecht aufzntragen und zwar nach derselben oder nach ver- 
schiedenen Seiten, je nachdem D, und D, auf derselben Seite von N liegen 
oder nicht. Die Endpunkte A,,, Bo der genannten Strecken bestimmen die 
gesuchte Umlegung in die durch O, gchende Bildebene. Sol1 in die Bild- 
ebene mit dem Distanzpunkte D umgelegt werden, so tritt  lediglich D für  
N ein. 

Die Eauptgerade einer Ebene, in  welcher sie die Bildebene schneidet, 
ist mit Hilfe ihrer Spuren in den Coordinatenebenen leicht zu finden. Die 
hierzu senkrechten Falllinien sind leicht in  die Bildebene umzulegen, weil 
ihre Bilder mit dem der Hanptgeraden rechte Winkel einschliessen. Damit 
licgt sofort die Umlcgung der Ebene vor, ihr  Neigungswinkel gegen die 
Bildebene u. a. W. 

Nachdem Herr W. des einzigen bei orthogonaler Projection m6glichen 
Specialfdles gedacht, wendet er das Vorige auf einige Reispiele an. E s  
wird die Normalebene fixirt, welche durch einen Punkt zu einer Geraden 
sich legen liisst, ferner der Neigungswinkel zweier Ebenen, sowie der einer 
Geraden gegen eine Ebene; durch zwei Gerade werden die parallelen Ebenen 
gelegt; endlich wird ails dem Rilde eines Kreises seine Ebene bestimmt- 
Zuletzt wird der Berührungskreis des Kegels aufgesuclit, der an eine durch 
Nittelpunkt und Radius gegcbene Kugcl von cinem Punkte aixi sich legen 1Bsst. 

Im vierten Theile zur scbiefen Axonometrie übergehend, erortert Herr 
W. zunachst, wie man bei gegebenen Axenbildern und gegebenem Spuren- 
dreieck der Bildebene sich iiber die Richtung der projicirenden Strahlen 
orientiren kann. 1st O der Kreuzungspunkt der Axenbilder und If der 
Hohenpunkt des Dreiecks XYZ,  so ist NO die orthogonale Projection des 
projicirenden Strahles, der den Anfangspunkt der Coordinaten 0, enthalt. 
Construirt man wic vorher den Distanzpunkt der Ebene XYZ und trapt 
ND senkrecht auf N O  bei N  a b ,  bis ( O ) ,  so ist N O ( 0 )  die Umlegung 
des Dreiecks, welches ails dem Scheitel O,, seiner Orthogonalprojection N 
und aus O besteht. ON ist die E'luchtlinie. Qeht man von der Bild- 
ebene 1' zu einer parallelen Pl über, so bleibt das Bild ganz ungeandert, 
der Fusspunkt N  aber geht; zu einer andern Lage AT, auf ON über. 
NiV, ist zur Zwischendistanz beider Ebencn proportional. C m  die neue 
Bildebene auf die altc orthogonal zu projiciren, hat man nur  an jedem 
Punkte der zweiten Zeicbnung nach Grosse und Richtung die Strecke N I N  

11' 
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anzutragen. Diese Bemerkung gestattet es auch bei schiefer Axonometrie 
mit rnehreren Zeichnungsebenen zugleich zu operiren. Um z. B. die Gerade 
g, g' auf die Bildebene umxulegen, suche man zu zwei Punkten 4, G',; 
G,, G'z die Bildebencn nach dcm Verfahren, das bei orthogonaler Axono- 
metrie giltig war. Alsdann trage man die zugehorige Distanz hT,Pv; nach 
Grosse und Richtung von G2 bis G ,  hin a b ,  mache auf einer Parallelen zu g 
G,S gleich der Zwischendistanz d I z ,  falle von G, das Loth G,Q auf g und 
trage QS bei Q bis (G) senkrecht auf, so ist G ,  (G) die Umlegung der Ge- 
raden in die Bildebene von G , ,  G'l. 

Auch die Aufgabe, die Senkrechte von einem Punkte auf eine Ebene 
xu fillen, sowie die Umlegung der Ebene auf die Zeichnungsebene zu ge- 
winnen und die Behandlung des Kreisbildes k6nnen auf das Princip der 
beiden Zeichnungsebenen zuriîckgeführt werden. Nach Kennzeichnung der 
A r t ,  wie man bei den entstandenen Bildern sichtbare von nicht sichtbaren 
Thcilen zu trennen ha t ,  geht Herr W. auf dio Specialflillc e in,  welche durch 
parallele Lage der Bildebene zu einer der drei Axen oder durch Annahme 
der Projectionsrichtung in einer dieser Axen entstehen. 

Der fünfte Theil handelt vom Zusammenhang von Object und Bild bei 
der orthogonalen Projection. 1st eine Raumfigur durch O, die Projection durch 
b Bedingungen gegeben, B O  siiid bei fixirtern Bilde a = O - 6% 2 Beding 
ungen verftigbar. Dieses Gesetz wird an verschicdencn Bcispielen erliiutert. 
Der wichtigste Specialfall ist der, dass drei von einem Punkte ausgehende 
Gerade als Projectionen eines orthogonalen Trieders aufgefasst werden konnen. 
Es  wird bewiesen , dass die Langeneinheiten , welche fiir die projicirten 
Axen gelten , in  den Verhkltnissen el : e, : e s  angenommen werden konnen, 
wenn sich diese Zahlen wie die Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks verhalten. 
F ü r  die Winkel zwischen den Axenbildern werden die bekannten Ausdrücke 
entwickelt. 

Haben O und b die obenerwahnte Bedeutung, so sind bei schiefer Axo- 
nometrie O + 4 - b Bedingungen am Objecte verfügbar, wenn dessen Uild 
vorliegt. Hieraus ergiebt sich ein Hinweis auf P o  h l k e ' s  Pundarnentalsats, 
indem von einem Tetraeder, dessen Bild eiii gegebenes vollstandiges Viereck 
sein soll, noch funf Bedingungen verfügbar sind; dasselbe kann somit zu 
einem gegebenen Tetraeder ahnlich angenommen werden. Als cine ernpfind- 
liche Lücke des Buches muss es erscheinen, dass Herr  W. sich mit diesem 
Hinweis auf den Fundamentalsatz begnügt, ohne einen wirklich befriedi- 
genden Nachweis desselben zu reproduciren. 

B e r l i n ,  im MBrz 1890. ERNST ROTTER. 

K. BOBEK, Einlei tung in die projektivische Geometrie d e r  Ebene. Nach 
Vortriigen des Herrn C. Küpper bearbeitet. Leipzig, Druck und 
Verlag von B. G. Teubner. 1889. V I  u. 210 S. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 14 1 

Die Vortrage, welchen das vorliegende Buch seine Entstehung verdankt, 
waren bestirnmt, in  tiusserst knapp bernessener Zeit einen Ueberblick über 
die projectivische Geometrie zu geben. Massgebend ist daher das Streben 
nach einer moglichst gedrangten Darstellung. Besonders wird darnach ge- 
strebt, die imaginaren Elemento, soweit sic paarweiso auftrctcn, moglichst 
bald den reellen gleichzustellen. Z. B. sind die verschiedenen Arten von 
Kegelschnittbüscheln gleich von Anfang an zusammen behandelt. 

Wahrend stofflich natürlich nichts Neues geboten wird, treten in  metho- 
discher Hinsicht manche Besonderheiten hervor. Projectivische Gebilde werden 
(1. Capitel) nach iilterer Art als solche Gebilde definirt, die mit perspecti- 
sischen Gebilden congruent sind. Dass zwei projectivische Punktreihen 
Schnitte eines Strahlbiischels werden, wenn irgend zwei homologe Punkte 
derselben zur Deckung gelangen, wird für projectivisch-ahnliche Punktreihen 
aus Proportionss%tzcn gefolgert und alsdann mit Hilfe des D e s a r  g u  o s'schcn 
Dreieckssatzes für den allgemeinen Fa11 abgeleitet. Hiermit ist der Ueber- 
gang zum Fundamentaltheorem und den bekannten Folgerungen daraus 
gegeben. Bei ineinanderliegenden ,,conlocalenu projectivischen Punktreihen 
entsprechen je zwei Punkte einander wechselseitig, sobald die Fluchtpunkte 
zusammenfallen; es wird dies aus der bekannten metrischen Relation 
(3 A.& A, = C o n s t a ~ s )  peschlossen. Nachdem so die Punktinvolution ein- 
gefülirt k t ,  wird der Satz vom vollstandigen Viereck bewiesen und mit 
Hilfe der ,Deckelementcu (Doppelpuiikte) der Involution die Lehrc von den 
harmonischen Punktgruppen begründet. Dann werden die fiir Strahleninvo- 
lutionen nothigen Modificationen angeführt. 

Im  II. Capitel wird die collineare Beziehung zwischen zwei Punktebenen 
erortert. Affinitët, Aehnlichkeit und Congruenz werden als Specialfille der 
collinearen Beziehung erkannt. Was  Iiber v. S t a u  d t 's Entwickelungen zum 
Fundarnentaltheorem und seine Definition der Collineation im 1. und II. Ca- 
pitel gcgeben wird, erscheint dcm Referenten nicht ausreichcnd. 

I m  III. Capitel werden die Kegelschnitte zunachst als collineare Bilder 
von Kreisen definirt. Da die Entstehung~weise des Kreises aus congruenten 
Strahlbüscheln elementar begründet ist , ergiebt sich ohne Weiteres , dass 
zwei projectivische Strahlbüschel, deren Centren auf dem Kegelschnitte will- 
kürlich wiihlbar sind, denselben erzeugen. Hieran schliessen sich die be- 
kannten linearen Constructioncn. Dcr Ucbergilng zu der zweitcn Erzcugungs- 
mise erfolgt , wie üblich , mit Hilfe des einçeschriebenen Viereckes und 
des mgehorigen umgeschriebenen Vierseites. Bei projectiviçchen Gebilden 
auf einem Kegelschnitte wird die Existenz der ,,Vervollst~ndigungsaxeY 
nachgewiesen, der Geraden, auf melcher bC und cb' sich schneiden, sobald 
b zu b' und c zu c' homolog ist. Hieraus mird beilaufig auf den P a s c a l -  
schen Satz geschlossen. Aus dern Setze von der Vervol1stj;ndigungsaxe wird 
der von der ,,Polareu einer Involution durch einen Grenzübergang gewonnen. 
Hieraus folgt dann die Existenz des Poles der Involution und der Polare. 
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E r  ist der allen Triigern von Involutionspaaren gemeinsame Punkt. Mit  
der Entwickelung der Polareigenschaften und des Reciprucit%tsgesetzes 
schliesst das III. Capitel ab. 

I m  IV. Capitel werden die imaginiiren Elemente eingeführt und die be- 
kannten eindeutigen Kegelschnittconstructionen durchgeführt. Im V. Capitel 
wird die Beütimrnung der Sühnittpunkte xweier Kegelschnitte an die S t e i -  
n e  r 'sche Verwaudtschaft angekntipft , xu der die gemeinsarnen Paare cou- 
jugirter Punkte Veranlassung geben. Alle Kegelschnitte, die mit einem festen 
zii derselben S t e i ner 'schen Verwandtschaft Veranlassung geben, gehoren 
mit ihm zu einem Rüschel. Aus der fundamentalen Eigenschaft dcs Bü- 
schels wird abgeleitet, dass cin Kegclschnitt durch ftinf Paare conjugirter 
Punkte im Allgemeinen bestimmt ist. Das Ketz wirci d a m  alu die Mmnig- 
faltigkeit definirt, deren Kegelschnitte drei gegebene Paare cunjugirter Punkte 
haben (Cap. VII). 

I n  eigenartiger Weise werden (Cap. VI) die Brennpunkte eingeführt. Bus 
den Eigenschaften der S t e i n e r  'schen Verwandtschaft kann man folgern: Re- 
stimmen Paare conjugirter Punkto eines Kegclschnittes an einer Ecke eines 
Poldreiecks Paare einer Involution, von der auch die beiden betreffendeu 
Seiten ein Paar bilden, so otehen sie in derselùen Beziehung a u ü h  zu den 
beiden anderen Ecken des Poldreiecks. Durch Specialisirung des dualen 
Satzes erfiihrt man,  dass zwei aufeinander senkrecht stehende conjugirte 
Strahlen auf den beiden Axen Paare von zwei bestimmten Involutionen aus- 
schneiden, die den Mittelpunkt des Kegelschnittes zum Mittelpunkt haben. 
Die eine hat dann die reellen Brennpunkte zu Doppelpunkten u. S. W. Noch 
einfacher kann man dies übrigens aus dem Satze ablesen, nach dem das 
dritte Seitenpaar eines vollstandigen Vierecks aus zwei zu einander seuk- 
rechten conjugirten Strahlen besteht, wenn dies von den beiden ersten gilt, 
und dieselben nicht zu einander parallel sind. Entwickelt werden das Spie- 
geliingsgesetz, die Entfernungseigenschaften der Kegelschnitte und die Eigen- 
schaftcn der F O u r e 'schen Polkreisc. 

Die folgenden Capitel VI1 und VI11 beschgftigen sich mit der Curve 
dritter Ordnung als Erzeugniss eines Strahlbüschels und eines auf Grund 
der Polareigenschaften projectivisch darauf bezogenen Kegelschnittbüschels. 
UQ die Allgemeingiltigkeit der Erzeugung nachzuweisen, benutxt Herr K. 
eine zu der S t e i n e r  'schen duale Verwandtschaft. I n  derselben werden je 
zwei Gerade einander zugeordnet, welche die Schnittpunkte zweier Kegel- 
schnittc enthaltcn, die bclicbig aus zwei festen Büscheln entnommen sind. 
Dreht sich die eine Gerade um einen festen Punkt ,  so umhüllt die andere 
einen Kegelschnitt, der die Seiten eines festen Dreiecks berührt. Die Ecken 
f, g, h desselben liegen auf einem Kegelschnitte des ersten und auf einem 
des zweiten Büschels; beide begegnen sich noch in e. Herr K. be- 
tracht#et nun zwei zunachst getrennte Mannigfaltigkeiten von Curven dritter 
Ordnung. Die einen werden mit Hilfe des ersten Btîschels erzeugt und ent- 
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halten die (reellen) Grundpunkte a ,  6, c ,  b des zweiten , die anderen werden 
mit Hilfe des zweiten Büschels erzeugt und enthalteil die (reellen) Grund- 
punkte a ,  71 ,  c ,  d des ersten. Das Ccntrum p bczw. p des zugehorigen 
Strahlbüschels bewegt sich tiber den ausgezeichneten Kegelschnitt des zweiten 
bez. ersten Büschels. Der Punkt  e ist alleu Curven gemeiusam. Auf jeder 
e enthaltenden Geraden liegt ferner eine Involution, die sowohl von der 
ersten, ais auch von der zweiten Mannigfaltigkeit ausgeschnitten wird. 
Dasselbe Paar schneiden zwei Curven aus,  wenn ihre Centren p und p mit 
e in einer Geraden liegen. Hieraus folgt die Identitat der beiden Mannig- 
faltigkeiten oder die unendlich vielfache Erzeugbarkeit der Curven dritter 
Ordnung. Die bekannten nachstliegenden Folgerungen aus diesem Satze werden 
gezogen. Dann wird nachgewiesen, dass ein Curvenbüschel mit neun reellen 
Grundpunkten auf den Geraden aer Ebene projectivische Involutionen dritter 
Ordnung ausschneidet. Eine Involution dritter Ordnung wird zuerst auf einem 
Kegelschnitte erhalten, und zwar von einem Kegelschnittbtischel ausgeschnitten, 
von dem ein Crundpunkt auf ihm und ein zweiter ausserhalb desselben will- 
kürlich ist (Cap. VI). Zu jedem derartigen Büachel is t  die Involution projec- 
tivisch. Der Beweis knüpft an die obenerwahnte Verwandtschaft an. Die 
Involution vierter Ordnung wird analog behandclt. Den Abschluss bildet die 
Behandlung der Curve dritter Ordniing als Tripelcurve und die Einführung 
des Netzes der Polarkegelschnitte. Nach bekannter Weise erhalt man für jeden 
Curvenpunkt einen Polarkegelschnitt. Es wird dann nachgewiesen, dass diese 
Ciirven einem Netze angehoren. Auch jede andere Curve dieses Netzes kann 
einem bestimmten Punkte so zugeordnet werden, dass der Satz von der gemisch- 
ten Polare allgemein gilt;  sie wird als Polarkegelschnitt des Punktes bezeichnet. 

Ileferent mochte tibrigens auf scino eigcnen auf algebraischo Curvcn 
überhaupt bezüglichen Untersuchungen hinweisen, aus denen die Satze über 
die Erzeugung der Curve dritter Ordnung sich vielleicht einfacher ergeben 
haben würden, als es hier geschieht. 

B e r l i n ,  im Marz 1890. ERNST KOTTEB. 

J. SCHICK , Grnndlagen einer Isogonal - Zentrik. Tübingen, Verlag und 
Druck von Franz Fues. 1889. 91 S. 

Falit man von einem Centrum Y aus Lothe auf die Seiten eines Poly- 
gons, so bilden ihre Fusspunkte das ,,Fusspunktspolygonu des gegebenen; 
dieses ist zu jenem orthogonal-centrisch; eine iihnliche Bigur, das isogonisch- 
centrische Polygon zum ersten , entsteht , wenn Gerade unter demselben con- 
stanten Winkel gegen die Seiten statt  der Lothe gewtihlt werden. Meist 
werden Dreiecke zu Grunde gelegt, Vier- und n-Ecke  kommen nur bei- 
liiufig in Betracht. So lange P noch nicht gegeben i s t ,  kann das Fuss- 
puuktspolggon noch zwei Bedingungen unterworfen werden. Ftir die aus- 
giebige Gruppe von Aufgaben , die sich hier ergiebt , die nothigen Anhalts- 
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punkte zu geben, ist die Aufgabe der Schrift. Fundamental ist hierbei der 
Satz ,  dass bei einem Winkel a mit der Spitze A die Fusspunktsdistanz, 
die zu P gehort,  gleich A P  sin cr ist , also constant bleibt , weun P im Kreise 
um A herum bewegt wird. Sol1 also beim Ureieck A B C  und dem zu- 

X Y  
gehorigen Fusspunktsdreieck X P Z  - constant bleiben , so muss P einen xz 
B und C  harmonisch trennenden, Apollonischen Kreis durchlaufen Der 
Winkel bei X bleibt constant für  Punkte eines B und C  enthaltenden 
Kreises u. S. W. Beim Viereck A B C D  sind zwei gegentiberliegende Seiten 
des Fusspunktvierecks gleich, wenn P au€  einem zu B und C gehorigen 
Apollonischen Kreise fortschreitet, parallel, wenn P eirien B, C enthaltenden 
Kreis durchlauft. Es giebt daher zwei Lagen von Pl für die das Fusspunkts- 
dreieck zum Parallelogramm wird. 

I m  zweiten Abschnitte: ,Transversal-Zentriku, benutzt Herr Sch. neben 
scinem Fundamcntalsatzc dio L a g r  a n  g e'sche Gleichung , nach welcher für 
jeden Punkt  P eines Kreises 

A P x . m ,  +BYZ.m,+CP2 .m,=a2 (m,+m,+m, )  

is t ,  wobei a der Radius des Kreiscs i s t ,  na,, na,, m, aber die Gewichte 
sind, mit denen die Ecken des Dreiecks zu belasten sind, damit der Xittel- 
punkt des Kreises als Schwerpunkt sich ergiebt. Mit Hilfe dieser Mittel 
findet man zwei ,,Aequilateralpoleu J und J I ,  deren jeder ein gleichseitiges 
Fusspunktsdreieck ergiebt. Die Kreise, welche diese Punkte mit A ,  B, C 
verbinden , sind Orte für Pole mit gleichschenkligen Dreiecken. Ihre Mittel- 
punkte D, El F werden auf BC, CA, A B  von den Tangenten des Um- 
kreises in  A ,  B, C ausgeschnitten. Schreitet P auf einem Kreise um D 
fort ,  so bleibt X Y 2  - X Z Z  constant. Die erwahnten drei Kreise schneiden 
den Umkreis nochmals in  den ,,Transversalpolenu ï;, T, ,  . Die Mittel- 
punktstransversalen von X PZ verhalten sich zu den entsprechenden von 
ABC der Reihe nach wie PTl : 2r, PT2 :Zr, PT,: 2r ( r  Radios des Um- 
kreises). AT,, B T,, CT, schneiden sich in  dem zum Schwcrpunkt in- 

-versen ,SchwerpolY Q. Auf einem Kreise um Q liegen Pole mit constantem 
Y Z 2  + Z X 2  + X Y2. Die Pole Q, , Q,, Q, des Umkreises hinsichtlich B C, 
CA, A B  werden als Nebenschwerpole" bezeichnet. Bei constantem PQ, 
bleibt auch XY2 + X Z Z  - Y Z 2  constant. Auf JJ, liegt nicht blos, wie selbst- 
verstëndlich, der Mittelpunkt des Umkreises, sondern auch der Schwerpol Q. 

I n  der ,Areal-ZentrikY wird zuerst nachgcwiescn, dass fiir Punkte 
eines Kreises um den Hohenpunkt die Inhaltssumme der ~ e c h t e c k é  constant 
bleibt, welche iiber P Z ,  Z X ,  X Y  mit den Diagonalneigungen c r ,  p ,  y er- 
richtet sind. Der bekannte Hauptsatz ist  aber, dass ein Pusspunktpolygon 
denselben Inhalt hat, so lange sich P im Kreise um den ,,dequiarealpolu bewegt. 
Dieser Punkt  ist der von S t e i n e r  eingeführte Punkt  S ,  der beim Abrollen 
des Polygons auf einer Geraden die Rollcurve vom kleinsten Inhalt ergiebt 
und der beim Uebergang zu einer Curve zurn Krümmungsschwerpunkte wird. 
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In der ,,HGhen-Zentriku wird nachgewiesen, dass die A entsprechende 
H5he des Pusspunktdreiecks fest bleibt, wenn sich P auf einer Conchoide 
des Umkreises mit dem Doppelpunkte A bewegt. F ü r  die Cardioide ist die 
neue Hohe der alten gleich. Der  letzte Ahschnitt des Buches bietet 
metrische Beziehungen unter den eingeführten merkwürdigen Punkten des 
Dreiecks. 

B e r l i n ,  im Marz 1890. ERNST KOTTER. 

s 

K. DOEHLEHANN, Untersuchnng der FlLchen, welche sich dnrch eindeutig 
aufeinander bezogene Strahlenbündel erzengen lassen. Miinchen, 
Ackermann. 1889. 40 S. 

Zwei mit Hilfe einer C r  em O n a'schen Transformation nt01 Ordnung 
aufeinander bezogene Strahlenbündel SI und S, erzeugen im Allgcmeinen 
eine Curve (n+2)ter Ordnung als Ort  der Punkte, in denen sich homologe 
Etrahlen begegnen. I n  Ausnahmefallen jedoch konnen auch je zwei homo- 
loge Strahlen sich treffen und mit SIS;, i n  derselben Ebene liegen. Die Punkt- 
felder, welche die Biindel auf irgend einer Hilfsebene aueschneiden, sind 
alsdann in perspectivischer Beziehung. E s  entsteht dann eine Fliiche nter 
Ordnung mit der (PZ - 2) - fachen Geraden S, S, und den (12 - 1) -fachen 
Punkten SI und 8,. Die Schnittcurve der Flache mit der gcwahlten Hilfs- 
ebene entspricht in  der Verwandtschaft sich selbst; die Tangentenkegel von 
SI und S, schneiden die Curven aus ,  welche als Fuudamentalcurven dem 
Schnittpunkte S von SIS, in der einen oder anderen Ebene zugehoren. Alle 
drei Curven haben S zum (n - 2)-fachen Punkte und berühren die (n - 2) 
Geraden, welche die Tangentialebenen der Flache lnngs S, S, ausschneiden. 
Von den Kegclschnitten der Flache durch SI und S2 zerfallen 2(n-1) in  
Geradenpaare durch SI und S, , andere (n - 2) Gerade der Plache liegen in 
den Tangentialebenen Fangs SI S2. Die Classe der Flache wird auf 2 (312 - 5) 
angegeben. Der analytische Apparat,  mit dessen E l f e  die obigen Resultate 
abgeleitet werden, ist ein etwas umstandlicher. 

Ausgehend von der gewonnenen Gleichungsform 

z3Zp (p(n-2J (zl 3 xg) + %J v<P1(.-I) (zl z ~ )  + x4 98(n-1) ( z ~ ,  z,) + cp(n) ( x ~  xq) = 0 
stellt nun Herr D. die Gleichung der Hesse7schen  Flache auf und gieht 
einige Eigenschaften derselben an. 

B e r l i n ,  im Marz 1890. ERNST ROTTER. 

Einleitung i n  die analytische Geometrie von D. J. FRISCHAUF, Professor 
an der Universitat Graz. Dritle,  sehr vermehrte Auflage. Graz 
1889, bei Leuschner & Lubensky. 76 S. 

Der Eigenartigkeiten des kleinen Büchleins sind manche zu erwahnen. 
Der Verfasser hat nicht, wie es iq Elementarschriften fast ausnahmslos zli 
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geschehen pflegt, auf dio Ebene sich beschrankt, sondern auch die Raum- 
geometrie in das Bereich seiner Betrachtungen aufgenommen, und zwar in 
eigenthürnlich wechselnder Anordnung. Zuerst wird die Coordinatenbestim- 
mung eines Punktes, die Entfernung zweier Punkte, der Winkel zweier 
Geraden, die Umwandlung geradliniger Coordinaten durch Axendrehung in 
der Ebene, sowie im Raume verh~ltnissmiissig ausführlich aiif 10 Seiten 
besprochen; dann folgen 28 Seiten Gcometrie dor Ebene, hierauf 19 Sciten 
Geometrie des Raumes -und endlich noch 19 Seiten Uebuugsstoff zu sammt- 
lichen drei Abschnitten. Nicht minder auffallen mag es, dass , wiihrend 
von harmonischer Theilung, von Polaren u. S. W. nicht die Rede is t ,  der 
Krümmungskreis in der Ebene, das Krtimmungaparaboloid im Raume zur 
Kenntniss des Lesers gelangt, indem der Krtimmungsmittelpunkt in der 
Ebene zunachst als Durehschiiittspunkt zweier consecutiver Normalen erkliirt 
wird. Eigenthümlichkeiten zeigen ferner manche Einzelbetrachtungen, von 
welchen wir nur eine beispielsweise tiervorzuheben beabsichtigen. Die 
Transformationsformeln x = as'+ b y', y = es'+ dy' auf einen Ausdruck 
Ax2 + 2 B z y  + Cg2 angewandt lassen diesen in A's" + Bfx'y'+ C'y'Qber- 
gehen, wobei BI2 - A'CP= (ad  - b ~ ) ~  (B2  - AC) erscheint, und dnmit ist, 
bewiesen , dass - A'C' glciches Vorzeichcn mit B2 - AC besitzt. Spater 
wird nun die Gleichung zweiten Grades unter Anwendung orthogonaler 
Coordinaten d i s e ~ t ~ i r t ,  und nachdem dies geschehen, dient eine Berufung 
auf die obenerwahnte Invariabilitiit des Vorzeichens bei vorgenommener 
Axendrehung zum Beweise, dass die besondere Annahme orthogonaler Co- 
ordinaten fallen darf,  ohne dass die Bedingungen sich andern, unter wel- 
chen dic Gleichung zweiten Grades die einer Ellipse, Hyporbel, Parabel ist. 
Diese und ahnliche Einzelheiten machen das Büchelchen zu einem recht 
lesenswerthen. CANTOR. 

K. RUDEL, Die Verwertnng d e r  Symmetrie i m  Geometriennterrichte. 
Beilage zum Jahresbericht des Ieealgymnasiums i n  Nürnberg 1890. 

Als ein Versuch, die neuere Geometrie dem Unterricht zuganglich zu 
machen, ist das Schriftchen mit Freuden zu begrüssen. E s  bietet in einer 
wohlgeordneten Polge Satze über die Geometrie i n  Bezug auf einen Punkt, 
eine Gerade und eine Ebene. Wenn aus dieser Folge auch meistens mit 
genügender Deutliehkeit die Art  des Beweises hervorgeht, so konnte doch 
nur  einc thatsachliche Ausführung zeigen, ob nicht irgendwo Sprlinge vor- 
handen sind. Von den Lehrbüchern, welche derselben Richtung folb.cn, 
erwahnt der Verfasser die ,,Elementeu von H u b e r t  M ü l l e r ,  nicht aber 
dessen ,,Leitfadenul dem gegenüber die Eierausgabe der Elemente fast als 
ein Rückzug zu betrachten is t ;  er scheint also diesen Leitfaden ebenso wenig 
zu kennen, als das unter Betheiligung des Referenten verfertigte Lehrbuch, 
das die Symmetrie nicht blos als Beigabe zum geometrischen Lehrstoffe, 
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sondern a h  Grundlage des geometrischen Beweises nimmt. Wie durch die 
systematische Einführung der Symmetrie die Beweise vereinfacht werden, 
zeigt das Lehrbuch noch in hoherem Grade, al3 das Schriftchen, z. B. a n  dem 
Beweise von der zur Ebeno normalen Geradcn. Dcr zweite und dritte Theil 
geben in wirklich Genuss gewiihrender Klarheit und Uebersichtlichkeit die 
symmetrischen Eigenschaften des Eegelu, der Kugel und der regelmassigen 
Korper; im Anschluss a n  diese dürfte die gleiche Behandluug des Rhombo- 
eders für den mineralogischen und optischen Unterricht von Bedeutung sein. 

J. HENRICI. 

Lehrbnch der Theorie der  Differentialgleichnngen mit einer  nnabhlng i -  
gen Variabeln von LEO KOSIGSBERGER. Leipzig, Teubner. 1889. 
In  8'. 485 S. 

Wiihrend an elcmentai.cn Lehrbüchcrn Übor die Integration der Diffe- 
rentialgleichungen , an Beispielsammlungen kein Mange1 herrscht , besonders 
nenn man die englische und franzosische Literatur mit zu Rathe zieht, so 
konrte man doch die tiefergehenden functionentlieoretisc1ieu Untersuchungen 
über diesen Gegenstand nirgends anders , als in  den ,, J a c O b i 'schen Vor- 
lesungen tiber Dynamik" und in etlichen zerstreuten Originalabhandlungen 
van A b e l ,  W e i e r s t r a s s ,  B r i o t  und B o u q u e t ,  F u c h s ,  F r o b e n i u s ,  
Thorn& u. A. findcn. 

Auch KG n i  g s b e r g e r hat durch oine grosse Anzahl ausgczeichneter 
Arbeiten und besonders durch sein vor sieben Jahren erschienenes Buch 
,Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der DiflerentialgleichungenU 
namhafte Beitriige im erwahnten Gebiete geliefert. 

In seinem neuesten Werke, welches uns eben vorliegt, finden wir eine 
methodische Darlegung der allgemeinee Theorie der Differentialgleichungs- 
systeme, wie sie durch die obengenannten Forscher und den Herrn Verfasser 
selbst begründet worden ist. 

Die Betrachtungen sind functionentheoretischer Natar,  die Problem- 
stellung moglichat allgemein; trotzdem hat der Verfasser sich so eiugerichtet, 
dass er nur die Elemente der Differential- und Integralrechnung vorauszu- 
setzen nothig hatte. 

Was den speciellen Inhalt des Buches anlangt, so wird im ersten Ca- 
pitel gezeigt, wie ein beliebiges algebraisches Differentialgleichungssystern 
auf ein für alle Variabelen gleichmassiges erster Ordnung zurückgeführt 
werden kann. Le t~ te res  heisst J a c  O b i'sche Form oder System rnteI Classe 
und wird dargestellt durch die m Gleichungen 

d Yi 
fi (x, Y,, hi  m . . ,  y,, - ) = O .  ci x ( i = l ,  2 ,  . - m l  

in welchen die fi ganze Functionen der eingeschlossenen Grossen bedouten, 

die in Bezug auf d- m m  Grade sind. Indem nuo ein Satz von A b  e l  
d x  
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benutzt wird, nach welchem beliebig viele algebraische Functionen durch 
eine einzige rational ausgedrückt werden konnen, gelingt es, die m Ab- 

leitungen d- explicite darzustellen, n&rnlich 
d x 

wobei fur ta der Reihe nach die sammtlichen Losungen einer algebraischen 
Gleichung N t e n  Grades 

G ( x ,  t ,  yi, y27 . . - ,yrn)=O, N = v l . v 2  . . . ~ r n  

zu setzen sind. Die Gi sind in Bezug auf t, vom N - l t e n  Grade. Das so 
erhaltene normale System , welches in  den folgenden Untersuchungen eine 
fundamentale Rolle spielt , wird ein J a c o  b i - W e i e  r s t r a s s  'sches Differen- 
tialgleichungssystem genannt. 

Im Allgemeinen giebt es nun zu jedem willkürlich gewshlten Werthe 
& von x eine nach positiven ganzen steigenden Potenzen von 2 - 5  fort- 
schreitende, in der Umgebung des Punktes convergirende Reihe, welche 
dem letzten Systeme geniigt und welche, wenn x = gesetzt wird, ~r. be- 
liebig vorgeschriebene Werthe 7 ,  bis 7, annimmt. Hiermit ist die Rxisteuz 
eines Integralsystems erwiescn j nachtri%glich wird noch gezeigt, dass dieses 
System auch das einzige Functionalsystem k t ,  welches dem Diffcrential- 
gleichungssystem genügt und für x== & jene Werthe q; annimmt. - EN folgen 
nun Bemerkungen über die Portsetzung jener Integrale und die Definition 
der singukren Systeme. 

Da eine Differentialgleichung nteT Ordnung kten Grades durch k Systeme 
von je n Gleichungen erster Ordnung ersetzt werden kann,  so lassen sich 
die erhaltenen Resultate sofort auf diese übertragen. 

Die Umkehrung~functionen der Integrale, d. h. die qi als Functionen 
von z, y,, ..., y, werden Integralfunctionen genannt. 

Der vierte Abschnitt dieses Capitels bringt die J a c O b i'sche Theorie 
des Nultiplicators. Jede Integralfunction kann durch den Quotienten zweier 
Multiplicatoren dargeatellt werden, und umgekehrt ist jeder solcher Quotient 
eine Integralfunction des Systems von Differentialgleichungen. Vermittelst 
einer Integralfunction kann die Classe des Differentialgleichungssystems um 
eine Einheit erniedrigt werden. - Bedeutung des letzten Multiplicatore. 

Der n k h s t e  Abschnitt handelt von der Irreducibilitat eines Systems alge- 
braischer Differentialgleichungen. Dieser der Algebra entnommene Begriff wurde 
von F r  o b  e n i  u s  auf lineare homogene Differentialgleichungen übertragen; 
dann hat  ihn E 6 n i g  s b e r  g e r für allgemcinc algebraische Diffcrentialgleich- 
ungen definirt und bei der Untersuchung hoherer Transccndenten benutzt. 
Unter einem irreduciblen Differentialgleichungssystem mte* Classe und nttn 
Grades versteht man ein solches, welches mit keinem andern niederer Classe 
irgend ein Integralsystem gemein hat. 1st dagegen das System reducibel, 
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so zerf'allt es in ein System vter Classe ( v <  m) und in m-v  Differential- 
gleichungen, oder es besteht zwischen den Elementen eines Integralsystems 
ein algebraischer Zusammenhang. Hieraus folgt d a m ,  dass für  ein irredu- 
cibles Differentialgleichungssy~tem nie Elemente von Integralsystemen exi- 
stiren dtirfen, welche algebraische Punctionen sind. 

Für eine algebraische Differentialgleichung der Ordnung ergiebt sich 
demgemass, dass sie irreducibel ist, wenn sie in  Bezug auf den hochsten 
Differentialquotienten im algebraischen Sinne irreducibel ist und mit keiner 
algebraischcn Differentialgleichung niederer Ordnung ein Integral gemein hat. 

An die Irreducibilitiitsuntersuehungen schliesst sich der .Satz von der 
Erhaltung der algebraischen Beziehungenu zwischen Integralen verschiedener 
DiIFerentialgleichungssysteme an. Dieser Satx ist von fundamenbaler Bedeu- 
tung, denn mittels desselben beherrscht. man das Transformationsproblem 
der durch algebraische Differentialgleichungsçysteme definirten Transcenden- 
ten, und man ist in der Lage, das Abel ' sche  Theorem in der allgemein- 
sten Weise definiren zu konnen. Der Verfasser beweist zunachst die Un- 
veriiiiderliehkeit der algebraischen Beziehungen zwischen Integralen verschie- 
dener Ilifferentialgleichungs~ysteme bei Substituirung beliebiger anderer In -  
tegralsysteme und macht sodann eine Anwendung, indem er  xeigt, wie die 
dgebraische Beziehung zwischen einem Integrale einer Differentialgleichung 
hciherer Ordnung und Integralen von irreduciblen Differentialgleichungen 
erater Ordnung erhalten bleibt. 

Das zweite Capitcl handelt von den charakteristischen Eigenschaften 
specieller Arten von Differentialgleichungssystemen. Zuvorderst werden unter 
Jitcobi'schen Gesichtspunkten gewisse Differentialgleichungen der Mechanik 
cutersucht. Dann stellt der Verfasser alle algebraischen Differentialgleich- 
cngssysteme auf, fiir welche sieh die Elemente des allgemeinen Integral- 
systems algebraisch durch diejenigen particularer Integralsysteme ur?d will- 
kürliche Constanten ausdrucken lassen. Endlich zeigt e r  die Reduction 
homogener Differentialgleichungssysteme auf Systeme niederer Classe. 

Dau dritie Capitel wendet sich speciell den linearen Differentialgleich- 
ungssystemen zu. E s  wird nach dem Vorgange von P u  c h s  ein simultanes, 
dem Punkte x,, zugehoriges Fundamentalsystem von Integralen definirt, das 
ist eine Zusammenstellung von n einem nicht singuliiren Punkte xo zugeho- 
rigen Integralsystemen 

Yik 1 

deren Determinante für  x = s, nicht verschwindet. Da diese Determi- 
nante in den Coefficienten Aik  des Syst,ems ausgcdrückt den Werth 

,-a 

besitzt, so kann man durch die Substitutionen 
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erreicben, dass in dern transformirten System der a k  

n 

D = c, d. h. z d , + k = O  
I 

wird. 
Ein so heschaffenes S y s t ~ m  wird die Normalform eines lincaren homo- 

genen Differentialgleichungssystems genannt. - Als Normalform einer linearen 
homogenen Differentialgleichung fite* Ordnung wird nach diesen I'estsetz- 
ungen eine solche z u  gelten haben, in rrelcher der Coefficient der (PZ - l)''= 
Ableitung verschaindet. 

Die Integralsysterne der nicht homogenen linearen Differentialgleich- 
ungssysteme werden in bekannter Weise durch Substitutionen, sowio durch 
die Methode der Variation der Constanten aus den adjungirten homogenen 
Systemen hergeleitet. 

Aus der nun folgenden Untersuchung über die symmetrischen Func- 
tionen simultaner Fundamentalsysteme von Integralen linearer Differential- 
gleichnngen sei der Satz hervorgehoben: Die Coefficienten des Differential- 
gleichungssystems sind symrnetrische Funetioncn der Elemente eines simul- 
tanen Fundamentalsystems von Integralen. Und: Jede ganze symmetrische 
Function der Elemente eines sirnultanen Fundarnentalsy~tems von Integralen 
eines linearen homogenen Differentialgleichungssystems und deren Ablei- 
tungen ist gleich einer ganzen Function der Coefficienten der Differential- 
gleichungen und deren Ableitnngen, multiplicirt mit einer positjven ganz- 
zahligen Potenz von 

"' t " l l d . . ~ A k k -  1 

Es  ist bekannt, dass zwischen algebraischen Gleichungen und linearen 
Differentialgleichungen eine solche Analogie besteht, dass man genisse Pro- 
bleme aus der Theorie linearer Differentialgleichungen ganz so formuliren 
kann, wie es in der Algebra geschieht. Dem Begriffe ,,Wurzeln dort ent- 
spricht hier ,,Integralu. Der Verfasser hat  dergleichen Satze, die sich auf 
vielfwho Losungen, Aufsuchung des grossten gerncinschaftliehcn Differential- 
theilers, auf gemeinsame Integrsle zweier Gleichungen beziehen, mi t  auf- 
genommen. Hieran anknüpfend , erortert er dann die Irreducibilitat linearer 
Differentialgleichungssysteme. 

Als bemerkenswerthes Resultat sei nur erwahnt, dass im Allgemeinen 
Integrale linearer Differentialgleichungssyst,erne immer nur wieder in irredu- 
cibler Weise linearen Differentialglcichungssystemen angehoren konnen. 

Dieeer Satz wird speciell auf ein System von zwei homogenen linearen 
Differentialgleichungen angemendet und gezeigt , dass für ein solches, als 
irreducibel vorausgeeetzte~ Sgstem eine algebraische Beziehung zwischen den 
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Elementen eines sirnultanen Fundamentalsystems von Integralen nicht exi- 
stiren kann. 

Es fol@ nun die allgemeine Untersuchung über die Borrn der Be- 
ziehungen zwischen den Integralen linearer L)ilTerentialgleichungssgste~ne 

beliebiger Classe und Quadraturen algebraischer Functionen, dureh welche 
sehr wichtige Eigenschaften dieser Gleichungen erkannt werden. So unter 
anderen diese: Wenn alle Integralelemente eines homogenen linearen Diffe- 
r~ntialgleichungssystems mit rationalen Coefficienten algebraische Functionen 
siod, so besitzen dieselben ein Integralelement, durch welches sich alle 
anderen rational ausdrücken lassen. 

Das vierte Capitel handelt von den analytischen Ausdrücken f ü ï  die 
Integrale algebraischer Differentialgleichungssysteme. 

Wenn man den hohen Standpunkt, den man in der allgemeinen Theorie 
zuvor eingenommen ha t ,  verlasst und die speeielleren TJntersiichungen in 
Aogriff nimmt , die sich auf das eigentliche Integrationsproblem, d. h. die 
analytische Darstellung dor Functionen beziehen, so behcrrscht man sofort 
ein grosses Gebiet, welches auf anderem Wege zum Theil zwar auch er- 
schlossen werden kann, bisweilen aber nur  durçh Winkelzüge , jedenfalls 
nie so umfassend und naturgemass. - 

Es ist ein Verdienst des Herrn Verfassers, dass er auch die Anwen- 
dungen, die sich bis auf die Elemente erstreeken, in sein Uiich ai~fgenommen 
hat. Letzteres wird dahcr schon dem Anfinger guto Dienste leisten, einen 
weiten Gesichtspunkt geben und vor Dilettantismus bewahren. Wir  gehen 
auf dieses Capitel, welches der Natur der Sache nach auch vie1 Bekanntes 
bringt, nicht im Besondern ein und bemerken nur, dass es schon durch die 
consequente functionentheoretische Darstellung den Stempel der Origina- 
litat tragt. 

Im fünften Capitsl findet sich eine Untersuchung über die Eigenschaften 
der Integrale algebraischer Differentialgleichungssysteme in der Umgebung 
eines beliebigen Werthev der unabhingigen Veranderlichen. - Wenn die 
Iutegrale in  der Umgebung singuliirer Punkte, welche uicht zugleich Ver- 
zweigungspunkte sind, genommen werden, so kann man die Untersuchiing 
eines allgemeinen Systems zurückführen auf diejenige eines J a e  O b i -We i e  r - 
strass'schen 

a G ( x ,  t , , y , ,  
. m . i  yml %=G& t l ,  Y i ,  y n ,  ..., y",), (? = 1, 2, .-., m) a t, d x  

wobei die schon f r~ iher  erwtihnte algebraische Gleichung 

G ( x ,  €1, 917 1/87 ym) = O 
mehrfache, jedoch nicht nach positiven ganzen Potenzen von x - 6 ,  y, - q l ,  
.. . , y, - vrn cntwickelbare Losungen besitzt. 

Wenn die Integrale in  der Umgebung solcher Werthsysteme, fü r  welche 
die Differeutialquotienten eindeutig , aber unbestimmt sind , genommen wer- 
den, so kann man die Untersuchung des Differentialgleichungssystems 
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i n  der Umgebung von x = O, woflir x, = x, = - = xn = 0 sein soll, auf 
diejenige eines Systems von der Form 

zurückführen, worin (t ,  cl, c,, .. . , ln)A eine ganze homogene Function i t en  

Grades von t, cl, ..., ln bedeutet. 
E s  folgt hierauf die Feststellung der Kriterien für  die Eindeutigkeit 

der Integrale eines Differentialgleichungssystems der Form 

in der Umgebung des Werthes x = 0,  dem dio Nullwerthe der Integrale 
entsprechen, und eine Discussion der nicht eindeutigen Integrale dieses 
Systems. 

Letzteres wird durch eine algebraische Transformation auf die Normal- 
form 

zb-= leY&,+ff,x+(x, y,,  ..., y.)'+ (2, y,. m.., (P = 1, 2, m.., 

d x 
gebracht und gezeigt, dass die Existenz eines um x = 0 herum eindeutigen 
Integralsystems davon abliangt, ob die le, resp. deren reelle Theile ganze 
positive Zahlen sind oder nicht.. Als Beispiel dient die Gleichung 

drny  x - = f (x ,  y, y', . . ., ym-1). 
d x m  

Der allgemeine Theil, welcher sich auf beliebige algebraische Differen- 
tialgleichungssysterrie bezieht, kann auf die Betrachtung der vorher unter- 
suchten normalen Systeme zurlickgeführt werden. 

Das sechste Capitel, mit welchem das Biich abschliesst, wendet sich 
wieder den linearen Differentialgleichungssystemen zu. Eine charakteristische 
Eigenschaft dieser Gleichungssysteme ist die, dass ihre Integrale nur Viel- 
deutigkeiten und Unstetigkeiten ganz scharf begrenzter und bestimmt an- 
gebbarer Art besitzen. Dies genauer zu untersuchen, d. h. das Verhalten 
der Integrale in  der Umgebung eines beliebigen Werthes der unabhtingigen 
Variabeln zu stiidiren, ist die nachste Aufgnhe. Es wird der Regriff der 

regulBren Integralc eingeführt, dann werdon die verschiedenen Normalformen 
der entsprechenden regularen Differentialgleichungssysteme aufgestellt. - 
Von besonderer Wichtigkeit sind die Substitutionsgruppen linearer Differen- 
tialgleichungssysteme wegen ihrer Anwendung auf die Ermittelung algebra- 
ischer Integralsysteme. 

Stellen die .ne Integrale 
Y i k  

ein simultanes Pundamentalsystem des Differentialgleichungssystems 
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du,  wobei die A,r, in der ganzcn Ebcne eindeutig sein mogcn, so geht für 
beliebige Umliiufe der Veranderlichen z jeues Fundamentalsystem stets in 
ein neues über. Diese Uebergiinge vom ursprünglichen System zu eiuem 
beliebigen andern werden Substitutionen, und die Zusarnmenstellung aller 
Substitutionen wird die Gruppe des ' ~ifferential~leichungss~sterns genannt. 

Weiss man von einem Differentialgleichungçsystem, dass es nur regu- 
lare Iiitegralsysteme besitzt und dass dessen Gruppe nnr eine endliche An- 
sahl von Substitutionen in sich schliesst, so ist damit auch das Vorhandcn- 
sein von nur algebraischeu Integralsystemen festgestelltn und umgekehrt. 

Ein sehr passendes Beispiel fiir die allgemeinen Uutersuchungen des 
leteten Capitels liefert das hypergeometrische L)ifferentialgleichungssystem 
zweiter Classe 

Dieses Systcm Lcsitzt nur rcpuliire Fundamentalsysteuie von Integralen in 
der Umgebung der einzigen singulsren Punkte a ,  b und W. Es lasst sich 
durch passende Substitutionen* auf eine solche Kormalform bringen, dsss 
man nach Elimination der einen oder andern abhlingigcn Veranderlichen 
unmittelbar aiif die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe von 
Gauss geftihrt wird. Bus hypergeometrischen Reihen 1Ssst sich daher aiich 
das vollstandige Intcgralsystem auf baucn , welches nun leicht discutirt 
werden kann. 

Hiermit schliesst das Buch, den1 in einem knapp gehaltenen Vorwort 
ein Verzeichniss der benutrten Originalabhandlungen beigegeben ist,  ab. 

Wir bernerken hierxu, dass wir bei dem Reichthum der Resultate, 
welche das grossartig angelegte Werk bringt,  vieles Remerkenswerthe unter- 
drückcn mussten, wenn wir nicht die Grenzcn eines Rcferates überschreiten 
wollten. Unser Bestreben ging darauf hinaus, zu zeigen, wie der Verfasser 
schreibt, und wodorch sich sein Buch von anderen ahnlichen Titels unter- 
scheidet. 

Das neue Werk von K o n i g s b e r g e r  kann sicher zu den besten lite- 
rarischen Erscheinungen der lehten Zeit gexahlt werden, denn es frihrt den 
Leser in cine grosse modcrne klassische Theorie ein, die bislier nicht leicht 
zuganglich war. - Die Darstellung ist klar ,  durch Strenge ausgezeichnet 

* Der Herr Verfasser sagt ,algebraiçche Substitutioneliu. - Die tietreffende 
Transformation dürfte sich mohl ohne die Substitution y i =  d ( 1 -  X ~ P Z ~ ,  welche 
irn Allgcmeinen transcendent sein wird, nichf ausführen lasseu. Uoch kt das fiir 
die weitere Darlegung nnwesentlich. 

Hisr.-lit. Abthlg. d. Zeitnchr. f. Math. u. Pliyn. XXXV, 4. 12 
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und wirkt deshalb so unmittelbar, weil der Verfasser nicht blos reproducirt, 
sondern in seiner eigensten SphXre arbeitet. 

Wcnn man das Buch studirt ha t ,  hegt man den Wunsch,  dass auch 
die partiellen Differentialgleichungen einer solchen Bearbeitung unterzogen 
würden. Bei irem innigeli Zusarnrnenhang, der zwisclien diesen und den 
simultanen Systemen totaler Differentialgleicliungen besteht, dürften sich 
manche Resultate unmittelbar iibertragen lassen. - Vielleicht entschliesst 
sich der Herr  Verfasser hierzu! 

P l a u e n  i. V. W. HEYMANS. 

Abriss e iner  Theorie der Functionen einer  cornplexen Veranderlichen 
u n d  der Thetafunctionen von J. SHOMAE in Jena.  3. Aufl. Halle 
1890. 

Die neue Auflagc sol1 glcich dcn frühcrcn cinc kurzc Uebersicht über 
die fundamentalen Eigenschaften der Thetafunctionen einer Veranderlichen 
bieten. Sie enthalt einige Untersuchungen der früheren über ungleich- 
massige Convergeuz und Gebietsstetigkeit nicht mehr, da mail diese i n  den 
elementaren Lebrbüchern finden kann. Auch die Mannigfaltigkeit der Dar- 
stellungsforrnen ist etwa.s beschrznkt worden. Dafür sind die doppeltperio- 
dischen Functionen und elliptischen Integrale noch vollstandiger als in der 
zweiten Auflagc bchandelt worden, und urn dss Buch praktisch brauclibarer 
zu machen, hat der Verfasser noch eine Sammlung von Formen und For- 
meln angehangt. 

Eine Einleitung bringt die unentbehrlichen Siitze aus der allgerneinen 
Functionentheorie, und zwar nach einer Methode, die auf R i e m a n n ' s  Satze 
und Gebilde leitet. Die Benutzung der R i e  m a n  n 'schen Flachen, welche 
doch dcr reincn Analysc fremd sind, reclitfcrtigt der Verfasser mit der Un- 
moglichkeit, bei dem heutigen Stande der Functionentheorie zu einer voll- 
kommenen Einsicht über algebiaische Functionen und deren Integrale zu 

gelangen, wenn das Auge der Intuition geschlossen ist,  und hat hiermit 
seinen Standpunkt gegenüber der W e i  e r s t r a s s'schen Behandliingaweise der 
Functionentheorie gekennzeichnet. Der Verfasser ist  bereit, die Consequenz 
dersclben anzuerkennen, doch ermogliche sie seiner Meinung nach nicht eine 
wi rk l ich  Einsicht in  einen algebraischen Functionenbereich und dessen In- 
tegrale. Diesern Standp~inkte zufolge muss der Verfasser die Bekanntschaft mit 
dem genauen Begriffe des Uifferentialquotienten, des gewohnlichen lntegrales 
und des Doppelintegrales , in welchem die Veranderlichen reell sind , voraus- 
setzen. Im Uebrigen mncht die functionentheoretische Einleitung nicht den An- 
spruch auf Vollstiindigkeit: es werden eben nnr solche Functionen, Sstze und 
Mcthoden vorgebracht, deren Kenntniss fur die üntersuchung der Thetafunc- 
tionen, der doppeltpcriodischcn Functionen und der elliptischen Integrale 
n5Lhig ist. Aber auch in Bezug auf diese Functionen legt sich des Buch 
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noch die Beschr%nkung auf ,  dass es die allgemeine Transformationstheorie 
von der Behandlung ausschliesst. 

Im folgenden Abschnitt behandelt der Verfasser die doppeltperiodischen 
Functionen, mit Ausschl~~ss derer. die im Endlichen eine wesentlich singu- 
lire Stelle besitzen, und die Thetafunctionen. Nach Ableitiing der L i o i i -  
ville'schen Satze wird die doppeltporiodischo Grundfunction aufgestcllt, wo 
der Verfasser au der L e  g e n  d ï e  J a c o b  i'schen Tradition fes'thiilt. Die 
Wei e r  s t  r a s  s ' d e  p -Function, somie die aus ihr  folgenden und ihre Be- 
ziehungen zu den alten Formen sirid an den entsprechenden Stellen unter 
deni Texte iangegeben. Doch sieht sich Referent genothigt zu betonenj 
dass rom functionentheoretischen Standpunkte aus die W e i  e r  s t r ass'sche 
p-  Function ais die einfachste, die L e g e n d r e  - J a c o  b i'sche Grundfunction 
dagegen als eine ganz zufallige erscheint. Die Darstelluiig der letzteren 
durch unendlichc Producte lcitet zu dcn Thetafunctionen üb&, mit deren Hilfe 
sodxnn die elliptischen Functionen in der Bezeichnung s a u ,  cau, dau ein- 
geftihrt werden, einer Bezeichnung, die uns ebenso wenig geeignet als dia 
G u d e r m a n  n'sche scheiuen will. Nach Aufstellung ilirer Additionstheoreme 
coustruii-t der Verfasser die zu s a u  = a gehorige R i e  ni ann'scl-ie Flache für 
den F d l  eines positiven und negativen y ,  wobei als Beispiele die winkel- 
tieiic: Abbildung des Rechtecks und speciell des Qi1adrat.s auf den Kreis, 
sowie J a c o  b i ' s  LGsung des P o n  c e l e t  - Steiner 'schei i  Schliessiingsproblcrns 
Erwtihnung finden. Die Produotentwickelung der Fuiictionen s a 2 u ,  ca", 
da" führt zur linearen Transformation der Thetafunctionen, die unter 
dem Texte auch für  die W e i  e r s t r ass 'sche Sigmaf~iuction durchgeführt 
wird, wobei sich zeigt, dass dieselbe ebenso wie p der linearen Transfor- 
mation gegennber eine Invariante ist. Die Constante der linearen Trans- 
formation, welche nach eiiier vom Verfasser angegebenen Mothode in den 
früheren Auflagen auch dem Vorzeichcn nach bcstimmt worden ist,  wird 
hier nur bis auf eine unbestimmt bleibende Quadratwurzel der Einheit ge- 
funden; doch bleibt der Zusammenhang zwischen den Thetahnctiorien und 
Gauss'schen Summen uicht unerortert. Am Schlusse dieses Abschnittes 
beschiiftigt sich der Verfasser noch mit der numeriachen Berechnung der 
elliptischen Functionen, sowie auch schon mit der naherungsweisen Aus- 
werthung des Argumentes u aus den elliptischen Functionen in gewissen 
Falien., wobei zwei Transformationen vierter Ordnung Erwahnung finden. 

Zur genaueren Kenntniss der doppeltperiodischen Functionen k t  die 
Untersuchimg eiries Bereiches vom Geschlecht Eins ~inerii~sslich. Daher folgt 
iin nachsten Abschnitte eine Betrachtung der zweiwerthigen Functionen vom 
Geschlecht Eins und ihrer Integrale, welche mit der vorhergehenden ge- 
wissermasscn parallel 1Suft. Der Verfasser untersucht xunaahst den Bereich 
(s, Z) , wo s = j ~ - k ~ )  (Z - k2) (Z - k 3 )  (B - k4), construirt die zu ihm gch& 
rende R i e  m ann 'sche Flache und zeigt, dass die rationalen Functionen 
dieses Uereiclis eiiiwerlhige (analytisclie) Punctio~ien iu der Flaclie i' siiid, 
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ein Satz, dessen Umkehrung ebenfalls bewiesen wird. Nachdem sodann die 
den L i O u v i 11 e 'schen Gatzen und dem C a u  c h y 'schen Satze hier entspre- 
chenden Satze nhgeleitet. worden sind, fol& eine Reductian des allgemeinen 
elliptischen Integrals im Princip. Hicran schliesst sich die Aufstellung der 
bekannten Normalform für s nach L e g e n d r e's Vorgange , neben welcher 
noch eine andere s = /Tl - z) ( 1  - k z )  a h  Normalform I I  eingef'iihrt wird. 
Der Verfasser erortert sodann die Bedeutung der Thetafunctionen für das 
Umkehrproblem, leitet die Differentialgleichung für die Periodicit~tsmodiiln 
her und schildert das Verhalten des hloduls s als Function von k. Nach 
einem Capitel über das Additionsthcorem, ein Thcorem, das bekanntlich 
Herr W e i e r s t r a s s  an die Spitze der Theorie der doppeltperiodischen Func- 
tionen stellt, schliesst dieser Abschnitt mit  einer Betrachtung des Geschlechtes 
algebraischer Gebilde. 

Irn letzten Abschnitte wird eine Darstellung der Integrale zweiter und 
dritter Gattang durch Thetafunctionen gegeben und in einem Anhange 
werden Formeln für die Rechnung mit Thetafunctionen und elliptischen 
Functionen zusammengestellt. Dr. E. JAHNKE. 

Ueber die Teilbarkeit der Zahlen von P. ADAM. Programmabhandlung 
des konigl. Gymnasiums in Clausthal. 1889. 

Der Verfasser behandelt die Theilbarkeit der Zahlen durch die Zahlen 
des ersten Hunderts unter Benutzung des einfachen Gedankens, dass der 
Divisor in  der ganzen Zahl aufgeht, wenn er in  dem Reste, d. h. in der 
Summe der bezw. mit den ,Theilbarkeitscoefficientenu multiplicirten Ziffern 
der Zahl aufgeht. Bus der voraufgeschickten Tabelle der Theilbarkeits- 
coefficienten werden Regeln über dio Theilbarkeit der Zahlen durch solche 
unter 100 hergeleitet. U. A. findet der Verfasser, dass 

107 = -1, mod(2p +1) 

für p = 3, 5, 8, 9, 11, 14, 23, 24, 29, 30 ,  36, 44, 48. 
Dr. E. JAHNKE. 

Ueber die associirten F o r m e n  u n d  deren Anwendnng i n  der  Theorie der 
Gleichnngen von Dr. B. IGEL. Wien 1889. 

Der Verfasser stellt sich die Aufgabe, die invariantentheoretische L6- 
Sung der Gleichungen, mie sie zuerst von C a y l e y  gegeben worden ist, so 
zu gestalten, dass sich ihre Unmtiglichkeit bei Gleichungen h6heren als 
vierten Grades nachweisen Iasst. E r  benutzt zu diesem Zwecke die Theorie 
der ass.ociirten Formen, welche, von der Theorie der typischen Darstellung 
der Formen losgel6st, fiir sich behandelt wird, eine 13ehandlungsweise, die 

sich noch in anderer Hinsicht als zweckmLssig erweist insofern, als sich 
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auf diesem Wege leicht bekannte SStze und Relationen zwischen den In- 
und Covarianten ohne Benutzung der symboliachen Rechnungsweise und, 
ohne die Formen auf ihre canonische Gestalt xu bringen, ergeben. 

Die $5 1 und 2 sind einer d te ren ,  vom Verfasser in den Denkschriften 
der kaiserl. Akademie der Wissenachaften vcroffcntlichtcu Arbeit ,,Deber 
eine Classe von Abel'schen GlcichungenU entnommen und dienen zum Ver- 
standniss des Folgenden. Wenn nLmlich f, (x) , f, (x) , f, (x) ganze rationale 
Functionen ohne gemeinsarnen Theiler bedeuten, so l%st sich die Resul- 
tante von f i  (x) = O und f, (x)  + l fs (x) = 0 als Product von f, (x) und einer 
Covariante der drei fundamentalen biniiren Formen darstellen, einer Co- 
vkante ,  die ihrerseits wieder eine Resultante zweier Formen kt. I m  Zu- 
sammenhange mit dieser Doppeleigenschaft der letztgenannten Covariante 
wird ein Princip zur Erzeugung von Covarianten eines Systems dreier 
Formen von derselbcn Ordnung angegeben. 5 4 enthiilt nun die Dcfinition 
der associirten Formen, aus welcher mit Zuhilfenahme eines in  3 auf- 
gestellten Princips eine bekannte Eigenscliaft hergeleitet wird, welche alle 
associirten Formen der Form fiter Ordnung mit Ausnahme der hochsten sus 
den hochsten associirten Pormen der Formen niederer Ordnung finden lehrt. 
Dieser Satz, dass namlich alle associirten Formen einer Grundform F diese 
selbst zum Factor haben, bleibt, wie des Verfassers Deductiou unmittclbar 
erkennen lasst, auch für die associirten Formen von einer beliebigen Co- 
variante der Form F bestehen. I m  folgenden Paragraphen wird eine Re- 
cursionsformel zur Berechnung der associirten Fornien gegeben, mit deren 
Eilfe man auch die hochste associirte Form P(- f )  finden kann. Aus ihr 
Iasst sich, wie 5 6 naehweist, eine independente Darstellung der associirten 
Formen der Form nter Ordnung ableiten in  der Weise, dass sich alle hoheren 
durch nwei aufeinender folgende niedere ausdrlicken lassen. Zugleich weist 
der Verfasser daraiif hin, dass aus diesem Satze der bekannte Satz folgt, 
wonach sich alle Covarianten der Form E' rational durch die associirten 
Pormen darstellen lassen. Hieran schliessen sich allgemeine Satze, die den 
Zusammenhang der associirten Formen tiefer ergrunden. Mit Benutzung 
der in $ 4 gewonnenen Eigenschaft der associirten Formen wird der Satz: 
,Hat man irgend cine associirte Form aus der hoehsten associirten Form einer 
niederen Form in der angegebenen Weise gebildet, so dass die sie zusam- 
mensetzenden Covarianten zn Coef'ficieiiten Aggregate von Producten aus den 
Differentialquotienten der Grundform haben, und setzt man in den Co- 

Z 
varianteu für die in ihnen explicite vorkominenden z, y : -- = - f (xy), so 

Y 
Iasst sich dieselbe durch die hoehste assoeiirte Form der Form nter  Ordnung 
rational ausdriickenU bewiesen und zugleich bedeutend verallgemeinert. Weiter 
ergeben sich dem i n  5 3 entwickelten Princip zufolge interessante Identi- 
taten zwisehen den Covarianten, deren eine sieh a1s Satz so aussprechen 
lasst: Irgend eine Potenz der Punctionaldeterminante kann durch diese selbst 
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ratinnal dargestellt werden. Es folgt nun eine Anwendung der allgemeinen 
Theorie auf die Theorie der cubischen Gleichungcn. Nachdem der Verfasser 
gezeigt ha t ,  dass sich die Wurzeln der Gleichungen F= O und & = O 
gegenseitig durch dieselbe rationale Function ausdrücken lassen, legt er dar, 
wie mail aus eirier Identitiit a priori folgern lionne, dass zwischen XF2, 
LT3, Q 2  eine Beziehung bestehen müsse, als welche sich die bekannte Re- 
lation zwischen den I n -  und Covarianten der cubiechen Form ergiebt, und 
mit Hilfe dieser bewerkstelligt der Verfasser die bekannte Zerlegung der 
Form. Hierauf werden in 8 10 die associirten Forrnen der Form v ie r te~  
Ordnung berechnet, und auch hier wird a priori das Vorhandensein einer 
Ueziehung zwischen T 2 ,  F3, H 3  erschlossen. Hieran reiht sich die Zer- 
legung der Covariante T in drei conjugirte quadratische Formen auf inva- 
rianteitheoretischem Wege. Dies geschieht dadurch, dass der Verfasser in- 
variantentheoretisch T =  O als eine Abel 'sche Gleichung und zwar von der 
Periodc 2 nachweist. Ausserdcm hat die Covariante T bekanntlich noch 
zwei charakteristische ~ i p n s c h a f t e n ;  diese sind: die Darstellung des Qua. 
drats derselben durch die I n -  uud Covarianten der Grundforrn hat  dieselbe 
Gestalt, wie die cubische Resolvente der Gleichung vierten Grades, auf 
welche die L a g r  a n  ge'sche Methode führt ;  ferner, ihre vierte Ueberschie- 
bung über sich selbst verschwindet, identisch. Die Frage nach dem Zusam- 
menhange zwischen denselben scheint noch nicht in  dem Sinne gelost zu 
sein, dass gezeigt worden ware, wie eine Eigenschaft die beiden anderen 
nach sich zieht. Uiese Liicke wird im Schlussparagraphen ausgefüllt. 

Dr. E. JAHNKE. 
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Historisch - litcrarischo Abtheilung, 

Notiz über die ersten Kegelschnittzirkel. 

Von 

Hierzu Taf. IV. 

Man hat in  unserer Zeit immer wieder Appaiate construirt, die zur 
Zeichnung von Kegelschnitten dienen sollen, obwohl man wegen der nichl 
zii vermeidenden Ungenauigkeiten, die dem Gebrauche solcher Instrumente 
immer anhaften, i n  Fallen, wo es sich um eine wirklich brauchbare zeich- 
nerische Leistung handelt, gewohnlich gezwungen is t ,  seine Zuflucht zur 
Construction mittels Kreisbogen zu nehmen. 

Die bis jetzt aufgetauchten Apparate kann man in zwei Gruppen ein- 
theilen, niimlich i n  solche, die durch Verwerthung der Eigensehaften der 
Kegelschnitte selbst entstanden, und in salche, die auf der Erzeugung der 
Cnrven zweiter Ordnnng a15 Schnitte einer Ehene mit einem Kreiskegel 
beruhen. Von der letzteren Gattiing, die uns hier allein interessirt, gicbt 
es eine ganze Rcihe, von dencn R i  t t  e r  s h a u  s in  seiner Abhandlung ,,Ueber 
Ellipsographenu * die wichtigsten anführt. 

Die Idee, ein Instrument zu construiren, das den Kegelschnitt aus dem 
Kegel selbst erzeugt, gehort aber nicht etwa erst unserer Zeit an ,  sondern 
ist bereits Iiher 300 Jahre a l t ,  und da ich annehmen zu dürfen glaube, 
dass die altesten Konographen oder, wie man sie richtiger noch nennt, 
Konotomographen nicht allgemeincr bekannt sein werden, so theile ich hier 
Alibildung und Beschreibung diêser Apparate mit. 

K a s t n e r  bemerkt in  seiner Geschichte der Mathematik, Bd. II S. 98, 
dass ein Patrizier ails Venedig Namens F r  a n  z i s c u s B a r  O c i  u s ** i n  einem 

* Verhandluugen des Vereius zur Beforderung des Gewerbfleisses in Preussen, 
51. Jahrg. 1875. 

** Auf diese Stelle in K a s t n e r  wurde ich durch Herrn M. C a n t o r  in Heidel- 
berg aufmerksam gemacht. Das Buch des Baroc i i i s  führt den Titel: Admiraa- 

H1st.-lit. Abthlg. d. Zeitsohr. f, Math. n. Phyn. XXXY, 6 .  13 
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1686 in seiner Vaterstadt erschicnenen Buche über Asymptoten ein solches 
Instrument angiebt, fügt aber bei,  dass Beschreibung und Figuren nicht 
vollstlindig genügend seien. Dieses seltene Buch konnte ich auf der Nün- 
chener Hof- und Staatsbibliothek erhalten und finde daselbst S. 30 und 31 
z w e i verschiedene Instrumente abgebildet , denen allerdings eine sehr Iücken- 
hafte Beschreibung beigegeben ist;  aber Erkliiriing und Abbildung vereint 
lasscn doch den Gebrauch der Instrumente erkcnnen. 

Der eine Apparat (Pig. 1) ist von B a r  O c i u s nach seirier Angabe 1566 
erfunden. E r  besteht aus einer Axe A B ,  die unter beliebigem Winkel 
gegen die Ebene, auf welcher das Instrument befestigt wird, eingestellt und 
mittels einer verschicbbaren Hülss BC bis zu einem gewissen Grade ver- 
Iüngert oder verkürzt merden kann. Letztere cndet in  eincm gespaltencn 
Kopfe, i n  dern ein in einer Ebene bewegliches Rohrchen D E  angebracht 
i s t ,  das mittels der Hülse um die Axe gedreht und mittels einer Schraube 
unter einem bestimmten Winkel gegen dieselbe festgestellt werden kann. 
I n  dern Rohrchen steckt ein Stift ,  der so leicht verschiebbar sein muss, 
dass sich seino Spitze bei der Drehung des Rohrchens nm die Axe stets 
mit dem Papier der Zeichnungsebene in Contact halten Iasst. Um mit diesem 
Instrument einen Kegelschnitt zu zeichnen, stellt man nach Angabe des 
B a r O c i  u s das Zeichnungsbreit wie das Hohrchen unter bestimmten Wiukeln 
gegen die Axe fest und führt letzteres so um die Axe, dass der Stift stets ' 

die Ebene berührt,  auf welcher er dann die Curve entwirft. Steht die 
Zeichnungsebene pclrallel zur Axe, so wird der Kegelschnitt cine Parabel, 
sonst Ellipse oder Hyperbel; wann dies eintritt ,  wird von B a r o c i u s  nicht 
weiter discutirt. 

Das zweite Instrument, das er angiebt, is t  von dern Italiener J u l i u s  
T i e n e  erfunden und dern B a r o c i u s  von J a c o b u s  C o n t a r e n u s  mit- 
getheilt, den e r  den Archimedes seines Jahrhunderts nennt. Dasselbe hat, 
wie Fig. 2 zeigt, die Gestalt eines Zirkels. Der Fuss A B  (welcher an 
Stelle der Axe tritt)  wird irgendwo fostgesteckt, und die Zeichnungsebene 
gegen ihn unter einern Winkel geneigt. Die Verschiebung des Stiftes in 
dern ebenfalls aus einem Rohrchen bestehenden Schenkel B C  wird mittels 
eines am Zirkelkopf angebrachten Zahnradchecs bewerkstelligt, wel~hes in 
eine Zahnstange eingreift, die sich in dem Rohrchen auf und ab hewegt 
und an welcher der Stift  befcstigt ist. Die Schraube in Nitte des Rad- 
chens scheint zur Feststellung des Winkels A B C  der beiden Schenkel zu 
dienen, oder wird damit das Radchen gedreht und befindet sich rückwarts 
eine Schraube, um das Eohrchen festzustellen? Ein klares Bild dieser Ein- 

dum illud gcometricurn problema trcdecim rnodis demonstratum, qiiod docet duas 
lineas in eodem plano designare, quae nunquam inoicern coinçidant, etiam si in 
infinitum protrahantur: et quanto longius producuntur, tanto sibi invicem propiar~s 
evadant. Venetiis 1586. 
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richtung giebt die schlechte Zeichnung allerdings nicht, doch kann man 
sich dieselbe wohl besser ausgeführt vorstellen. 

Dies scheinen die ersten Instrumente zu scin, welche unter Renützung 
des erwahnten Gedankens entstandcn. Nun fana ich kiirzlich, dass auch 
der als Erfinder des Pantographen bekannte Mathematiker und Astronom 
C h r i s t o p h  S c h e i n e r  (1 573-1650.) im Jahre 1614, mahrend er Professor 
in Ingolstadt war, ein Zhnliches Instrument construirte und von einem 
Schüler JO h. G eo r g S c  h 8 n b e r g  e r in  dessen Dissertation* zeichnen und 
beschreiben liess. Ob S c h e  i n e r  von dem Instrumente des B a r  O c i u s  
Kenntniss hatte, lasst sich wohl kaum mehr nachweisen; e r  selbst giebt 
dartibcr nichts a n ,  nennt sich aber auch nicht den Erfinder des Instrumentes, 
das er einfach a19 geeignet zum Zeichnen der Kegelschnitte angiebt. Jeden- 
falls hat sein Zirkel vor den beiden oben beschriebenen Manches voraiis und 
çnterscheidet sich in der Construction doch so wesentlich von ihnen, dass 
uicht nothwendig anzunehmen i s t ,  er habe dieselben schon gekannt. Ich 
führe die Beschreibung S ch o n b e r g e r ' s  in der Hauptsacbe hier an und 
fiige wieder die Originalabhildung aus der Dissertation (S. 64) in Fig. 3 an. 

Das Instrument besteht im Wesentlichen aus drei Theilen: der Axe HB, 
die bei A mittels eines Stiftes auf der Zeichenebene ELMN befestigt 
werden kann und die ganze Vorrichtuug t rag t ,  dem graduirten Halbkreise 
CDE und dem Schreibstifte FG .  

Die Axe ist ails Eisen und besitzt, bei H einen Zirkelkopf, mit dem 
sic in einer beliebigen Neigung gegen die Zeichenebene so fest eingestellt 
werden kann, dass sie nicht schwankt. 

Der Ilalbkreis CDE, der aus Holz oder Metall besteht, muss in einer 
Hiilse um die Axe leicht bewegbar sein; er kann mittels der beiden mit 
Schrauben versehencn Hohlkügclchen C und El die auf der Axc verschicb- 
bar sind, in  bcliebiger Lage festgestellt werden. 

Der Stift E'G, der aus festem, aber leichtem Material, etwa aus Holz 
oder Rein, und sehr gleicbm%ssig gearbeitet sein muss, besitzt nach seiner 
ganzen Lange einen Schlitz, so dass e r  um die Schrauben C und D leicht 
aufnarts und abwsrts verschoben werden kann. Ausserdem ist die Schraube 
O ein sogenannter Coulissenschieber, welcher, i n  dem Schlitze des Theil- 
kreises verschiebbar, dern Stifte eine bestimmte Winkelrichtung gegen die 
Axe giebt, die wahrend der Zeichnung erhalten bleihen muss. Bei G wird 
die Feder, die die Cnrve beschreibt, eingesetzt. 

Mit diesem Instrumente, dessen Brauchbarkeit nach S c h  ti n b e r g  e r  's 
Versicherung ausgezeichnet ist  , kann man gerade Linien , Kreise, Ellipsen, 
Parabeln und Byperbeln in einem Zuge beschreiben, indem man den Kreis 
mit, dem Stifte um die feststehende Axe dreht und zugleich den Stift so 

* Exegeses fundamentorum gnomonicorum. Ingolstadii 1614. 
19' 
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langs der Schrauben J und D verschiebt, dass die Feder bestiindig das 
Papier berührt. 

Gerade Linien crhalt man d a m ,  wenn die Axe gegen dio Ebene K L M N  
geneigt i s t  und der Stift senkrecht zur Axe steht,  und Kreise, wenn die 
Axe senkrecht steht,  der Stift aber unter spitzem Winkel gegen dieselbe 
gerichtet ist. Neigt man ferner (im Speciellen) die Axe unter einem Winkel 
QAJ== 45 gegen die Ebene, so erhalt man dann Ellipsen, wenn Winkel 
A J D  < <5O, eine Parabel,  wenn er gleich 45O, und Hyperbeln, wenn er 
> 45O und 90° ist;  die beiden Schaaren von Hyperbeln, die durch die 
Gerade getrennt sind, welche sich für L A J D  = 90' ergiebt, 6ffnen sich 
im ersten Falle (L AJD < 90') gegen A ,  im zweiten (L A J D  > 90') riach 
entgegengesetzter Richtung. 

Dass diese drei Instrumente für die Anforderungen, die wir heute an 
eine genaue Zeichnnng stellen , i n  dieser Form nicht brauchbar sind , erkennt 
man auf den ersten Blick, aber glcichwohl wird man dcm Gedanken, der 
zu ihrer Construction fiihrte, Originalitiit nicht abstreiten ktinnen; auch zeigt 
namentlich der letztbeschrieberie Zirkel die E n t  s t e h u n g der Kegelschnitte 
sehr schon, indem J die Spitze des Kegels, P G  die bewegliche Erzeugende 
ist , . die seinen Mante1 beschreibt , und E L  MN die Schuittebene , die die 
Curve zweiter Ordnung ausschneidet. F ü r  S c h e  i n  e r ' s  Zwecke, der den 
Apparat zur Construction der fur  Sonnenuhren ntithigcn Curven verwendete, 
lieferte derselbe gewiss genügend exacte Zeichnungen, und es ist zu ver- 
wundern, dass er in  den vielen spatereii Arbeiten über denselben Gegen- 
stand keine Erwkihnung findet, so dass das Instrument mit dem des B a r o -  
c i u s ,  wie es scheint, ganz der Vergessenheit anheimfiel, bis derselbe Ge- 
danke in anderer, aber weit complicirterer Form von I? e n f a  m i n  B r a m  e r' 
wiederum zur Ausführung gebracht wurde. Dieser weil. fürstl. hcssischc 
Rent - und Baumeister zu Ziegenhain beschreibt in seinem Apollonius Cattus 
oder Kern der gsnzen Geometrie 1684 (die Vorrede ist 1G46 datirt) zwei 
Instrumente zum Zeichnen von Kegelschnitten , die denselben Gedanken in 
verschiedener Form zurn Ausdruck bringen. 

Das erste (Fig. 4) auf S. 87 gleicht am meisten dem Instrumente des 
B a r o c i u s ,  indem der Stift C D ,  wie bei diesem, in einem Rohrchen CE 
Iiiuft und die Zeichnungsehene AB gegen die Axe F G H  nach Belieben 
geneigt werden kann. Die Drehung des Rtihrchens geschieht mittels des 
Schltissels J .  Der Apparat mag wohl wegen der sichereren Führung exactere 
Curven liefern, ist aber, wie ein Blick auf die Zeichnung zeigt, auch weit 
weniger compelidias als die früher beschriebenen, indem e r  ein massives 
Stativ, sowie eine umstandliche Vorrichtung zum Feststellen des Reissbrettes 
A B  erfordert. Bemerkt mag noch werden, dass, wenn die Zeichnungsebene 

Vergl. K a s t n e r ,  Gesch. d. Math. Bd. LI1 S. 195-196. Kurze Lebensbesçhrei- 
bung desselben: Allgem. deutsche Biographie LII, S. 234 von M. Cantor .  
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die in der Figur  nngegebcne Stcllung hat ,  cino Parabel cntstcht, wiihrcnd 
man Ellipsen enthalt, wenn A B  nach oben, und Hyperbeln, wenn es nach 
unten geneigt wird. 

Noch weit complicirter ist aber das zweite Instrument, das B r a m  e r 
das universal -konische Instrument nennt, weshalb wir von einer Zeichnung 
und Beschreibung hier absehen wollen, zum'al da ein wesentlich neuer Ge- 
dnnke bei seiner Construction nicht zu Tage tritt. 

Auch B r a m e r ' s  Apparate scheinen keinen rechten Anklang gefunden 
zu haben - was bei ihrer Schwerfalligkeit übrigens nicht Wundcr nimmt -, 
denn erst in unserem Jahrhundert kam man,  und,  wie es scheint, ohne 
die frtiheren Instrumente zu keunen, von Neuem auf den Gedanken des 
Baroc ius  aurück, wodureh die bekannten Instrumente von M e  y e r ,  M a e r  - 
t e n s ,  D r z e w i e c k i  u. a. ihre Entstehung faiiden. 
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Recensionen. 

Anwendung der Determinanten nnd  Elemente der nenern Algebra auf 
dern Gebiete der niedern Mathemat ik  von Prof. Dr.  J. DIEKMANN. 
Loipzig 1889. 

O. H e  s s e  ist der Erste gewesen, welcher fiir die Einführung der De- 
terrninanten in den mathematischen Unterricht a n  unseren hb'heren Schulen 
eingetreten ist. Zweck seiner kleinen Schrift war, ftir unsere Schulen, die 
sich auf deui Gebiete der Algebra mehr oder weniger noch im Geleise von 
D i  o p  h a n t und D c s c a r t  e s bewegen, den Anschluss an den heutigen wis- 
senschaftlichen Stand der Algebra moglich und erreichbar zu machen. Der 
Verfitsser hat sich nun die Aufgabe gestellt, die Mannichfaltigkeit der An- 
wendung der Determinanten auf fast allen Gebieten der niederen Mathematilc 
und die Bedeutung der dabei gewonnenen Resultate für die Algebra in 
Etwas darxulegen. Was den Hauptwerth der Determinanten fiir die Schulen 
ausmacht, liegf in dcm durch sie ermoglichtcn Eliminationsvcrfahren und 
in der Durchsichtigkeit der Eliminationsresultate, die sich entweder als Re- 
sultanten oder Uiscriminanten darstellen. 

Nachdem der Verfasser die Determinante definih hat  - wobei er sich 
auf den einfachsten Begriff derselben als abgekürzten Ai~sdruck zur Erleich- 
teruug der Operation beschrankt -, weist er auf ihre Anwendung in der 
Lehre von den Proportionen und bei der Elimination der Unbekannten ails 
einem Systerne linearer Gleichungen hin. Hieran schliesst sich die Erkla- 
rung des Degriffes liesultante a n  dem Deispiele der homogenen Gleichungen 
und des Begriffes Discriminante a n  dem Beispiele der Gleichungen zweiten 
Grades. Die Bedeutung des letateren für die Kegelschnittsgleichung wird 
des Wciteren crortert. 

E s  folgt ein Capitel über die irrationalen Gleichungen. Zunachst wird 
die zweigliedrig irrationale Gleichung zweiten Grades mit linearen liadican- 
den behandelt und ein bemerkenswerthes Verfahren angegeben, das an sich 
qnadratische System von Gleichungen durch lineare Elimination zu losen, 
sowie die Werthe der Wurzelgr5ssen aus den Coefficienten der Gleichung 
selbst zu berechnen. Sodann werden Gleichungen mit je zwei Irrat,ionsli- 
taten dritten, vierten, fünften Grades betrachtet, und es wird gezeigt, wie 
sich die Irrationalitaten rational durch die Radicanden ausdrücken lassen. 
Um dem Schüler einen klaren Einblick in das eigentliche Wesen der Losung 
quadratischer Gleichungen und ihrer Schwierigkeit xu verschaffen, behandelt 
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der Verfasser im nachsten Capitel die Auflosung quadratischer Gleichungen 
mit zwei Unbekannten. Die L6sung wird, wie bei den Gleichungen ersten 
Grades mit mehreren Unbekannten, auf eine Eliminationsaufgabe zurück- 
geführt, deren Schwierigkeit einzig und allein in  der Auffindung des Eli- 
minationsfactors besteht. Diese Auffindung macht, wie des Weiteren nach- 
gewiesen wird, keinerlei Schwierigkeit, sobald ein durch quadratische odcr 
lineare Gleichungen losbares System vorliegt. Zugleich lasst das Verfahren 
keinen Zweifel darüber, dass es das gsnze Gebiet der quadratischen Gleieh- 
üngen mit zwei Unbekannten umfasst. ID Gegensatz hierzu stehen die- 
jenigen Xethoden, welche das einzuschlagende Verfahren je  nach Form der 
Gleichungen anderu, weshalb man sie als Kunstgriffe zu bezeichnen pflegt. 
Der Verfasser schliesst hieran eine treffliche Auseinandersetzung über die 
Berechtigung dieser Bezeichnung. Das Sehlusscapitel des ersten Abschnittes 
ist den cubischen und biquadratisehen Gleichungcn gewidmet. Dio Anwen- 
dung der Determinante bei der Auflosuug derselben knüpft sich a n  die Zer- 
legung der entsprechenden algebraischen Formen in lineare Factoren. Dabei 
tritt die Detcrminante auf, welche unter dein Namen der C a y 1 e y - A r  o n  - 
h old'schen bekannt, aber schon von Herrn H e i l e r m a n n  in eiiier Pro- 
grammarbeit vom Jahre 1855 gegeben worden ist. 

Im zweiten Abschnitte bchandelt der Verfasser die constructive Plani- 
mctrie algebraisch. E r  stellt zunzchst den trigonometrischen Ausdruck fur 
die Gedingung a d ,  die zwiechen den Winkeln einerseits und den Seiten 
andereroeits stattfinden niuss, wenn überhaupt ein Dreieck m6glich sein soll, 
und geht dann dazu über, die Congruenzsatze in ein trigonometrisches Ge- 
nand zu kleiden. Dabei gruppiren sich die Aiifgrtben um einen einheit- 
lichen Gedanken, es handelt sich in allen Fallen um ein einfaches Elirni- 
nationsproblein. Naeh Erledigung der Hauptaufgaben, soweit sie Winkel 
und Seiten betreffen, werdsn als hübsche Anwendung der Determinanten 
in der metrischen Geonietrie noch eiuige Gleichungen abgeleitet, die fur den 
Zusammenhang einiger hervorragender Linien von Wichtigkeit sind. Dabei 
wird tiberall ein Gleichungssysterii benutzt, das auch für den rein analyti- 
sclien Theil der Trigonometrie von Bedeutung i s t ,  insofern, als es eine ein- 
fache Herleitung des Additionstheorems gestattet, cine Herlcitung, die vom 
Dreieck ausgeht und die Kenntniss des Sinussatzes voraussetzt. Zum Schlnss 
giebt der Verfasser eirie aiialoge Behandlung für die spharische Trigonometrie 
an; auch hier lassen sich die Hauptaufgaben als Nliminationsaufgaben be- 
liandeln. 

Das Buch ist lesenswerth. Referent mochte es vor Allem den Mathe- 
matikern , die a n  Realgymnasien und Oberrealschulen thiitig sind , dringend 
z u t  Beachturig empfohlen haben. Den jüngeren Amtsgenossen und angeheii- 
den Lehrern wird es als Bindemittel zwischen Universitàt und Schule nicht 
ohne Anregung und Interesse sein. Dr. E. JAHNKE. 
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Arithmetische Anfgaben von Dr. H. FENKNER. Rraunschweig 1890. 

Die Aufgaben , welche der Schüler unter Anwendung der erlernten 
blethoden zu losen h a t ,  sind zweckmissig auszuwahlen. Der Verfasser ver- 
wirft daher alle Aufgaben , deren L6sung nicht bestimmten Regeln folgti 
sondern besondere Kunstgriffe erfordert. Weiter ist der Verfasser der An- 
sicht,  dass beirn Unterricht in der Algehra hauptsiichlich die Anwendung 
der Glcichungen zu berucksichtigen , die Aufl6sung von unbenannten Gleich- 
ungen nur Mittel zum Zwecke sei. E r  verlangt demnach und mit Recht, 
dass man,  sobald der Schüler eine gewisse Fertigkeit in der Auflosung 
von unbenannten Gleichungen erworben habe , zu Anwendungen übergehen 
solle. Bei der Wahl von Aufgaben hat der Verfasser, welcher seine Arbeit 
als einen Beitrag zur Concentration des Unterrichts betrachtet wissen will, 
die verschiedenen Gebiete des Unterrichts berücksichtigt, wobei neben Geo- 
metrie und Trigonometrie Physik und Chemie herangezogen worden sind. 
Das vorliegende Buch enthi l t  Aufgaben für das Pensum von Tertia bis 
Secunda und zwar in  einer Auegabe für Gymnasien, Realgymnasien und 
Oberrealschulen einer- und Realschulen und hohere Bürgerschulen anderer- 
seits. Den Aufgabengruppen Sind die zu benutzenden Lehrsatze voran- 
gestellt, doch sind deren Beweise vielfach nur durch Anwendung auf Zahleu- 
beispiele erlautert. Fiir den Gebrauch in der Prima sol1 binnen Kurzem 
ein zweiter Theil folgen. 

Das Buch verdient Beachtung. Dr. E. JAHXKE. 

Die Arithmetik a d  dem Gymnasinm von Konrektor H. RAYDT. Hannover- 
Linden 1890. 

Im Gegensatz zu den Schulmathematikern , die ein arithmetisches Lelir- 
buch für  entbehrlich halten, ist der Verfasser der Ansicht, dass ein solches 
neben einer Aufgabensammlung , wie etwa der M a r  t u s'schen, aus viel- 
fachen Gründen ein Bedürfniss sei. E r  giebt uns in  seinem Buche eine 
Zusamrnenstellung kurzgefasster Regeln und SStze, wobei sich das Bestreben 
geltend macht, auch dem beschriinkten Schüler klar zu werden. Daher 
laufen Erklarungen und Beweise unter, die vom streng wisscnschaftlichen 
Standpunkte aus unhaltbar sind. Der Verfasser will sein Regel- und Lehr- 
buch als einen kleinen Beitrag zur Losung der vielbesprochenen Ueberbtir- 
dungsfrage betrachtet wissen. Dem Referenten will aber scheinen, als ob 
es den Regeln der Padagogik mehr entsprache, den Schüler die betreffenden 
Regeln selbst aufstellen und niederschreiben zu lassen, so dass sich jeder 
sein Regelbuch selbst aufbaut; auf diese Weise wird nicht etwe werthvolle 
Zeit vergeudet, sondcrn das heisst ebeu Unterricht. Allerdings mag das 
Buch Schüler, welche aus irgendwelchen Gründen einen Theil des Cursus 
versaurnt haben, in den Stand s e t ~ e n ,  oline Privatunterricht das Durch- 
genommene nachzuholen. Dr. E. JAHNKE. 
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La Coincidenza dei due metodi d'approssimazione d i  Newton e Lagrange 
nelle Radici quadra te  . .. per BELLINO CARRAI~A. Torino (Turin), 
Stamperia reale, G. B. Paravia 1889. 

Der Verfasser, wie es scheint, eine jüugere strebsame Kraft,  liefert 
hier die Resultate einer Studie über die beiden Ann~herungsrnethoden für 
die Bertchnung von Quadratwurzeln. Die Veranlassung dazu bot ihm die 
regelmassige Uebereinstimmung der successiven Niiherungswerthe, welche 
diese beiden blethoden lieferten. Die ganze Abhandlung von 30 Seiten zer- 
fallt il1 fünf Theile. Die beiden ersten geben eine vollstandige Erkliirung 
der Methoden von N e w t O n und L a  g r  a n g e .  Im dritten werden die Nahe- 
rungswertbe der L a g  r a n  g e'schcn Methode eincr Betrachtung unterzogen 
und hieraus dann im vierten und fünften Theile der Beweis geliefert, dass 
beide Methoden irn Grunde iclentisch sind, und nicht blos irn Endresultal, son- 
dern auch in den einzelnen Naherungswerthen tibereinstimmen müssen. Dies 
ist gewiss interessaut, da beide Reihen von Werthen durch ganzlich verschie- 
dene Recbnungsweisen gewonnen werden. Auch ist die Darstellungsweise 
recht klar und anziehend. Die Abhandlung ist deshalb namentlich den- 
jenigen Mathematikern zu cmpfchlen, wclchc für  tiefer liegende Beziehungen 
zwischen mathematischen Methoden und Wahrheiten - so zu sagen fur  die 
bietaphysik der Mathematik - sich interessiren. 

Der Autor beschrznkt die Untersuchung auf die Wurzeln g a n z e r  
Zahleu. Doch kann die ganze Betrachtung sofort auch auf alle gebrochenen 
Zahleu ausgedehnt werden. C. BRAUN. 

Elemente der  Zahlentheorie von GUSTAV WERTHEIM. Leipzig 1887, bei 
B. G. Teubner. I X ,  381 S. 

Als Eigenthümlichkeit dieses Buches, dessen Anzeige durch einen Zufall 
unliebsam verspiitet erscheint, aber deshalb doch nicht unterbleiben soll, 
k61inen wir Zweierlei bezeicbnen: erstens das Bestreben, überall leichtver- 
standlich zu bleiben, ohne der Strenge irgendwie zu vergeben, zweitens die 
Unterstütziing dieses Bestrebens durch zahlreiche vollstandig durchgefiihrte 
Beispiele. Insbesondere das Letztere dtirfte des Beifalls der Leser sich 
erfreuen, da bei der Zahlentheorie, Lhnlich wie bei der Lehre von den 
numerischen Gleichungen, das Wissen nicht immer das K6nnen einschliesst, 
und es doch schliesslich auf Letzteres ankornmt. Aus gleichem Grnnde kann 
es nur zweckmiissig genannt werdeu, dass einer und derselben Aufgabe an 
den verschiedensten Stellen des Briches gedacht wird und dass ihrc Auflasung 
als Anaendung bald einer Gruppe von Satzen, bald eineï andern erscheint. 
Der Inhalt der vorgetragenen Lehren lasst sich am kürzesten so bezeichnen, 
dass die Untersuchungen Bber Classenzahlen nicht aufgenommen sind, sonst 
aber so ziemlich Alles, wau seit dem Vorgange D i r i c h l e t ' s ,  der zuerat 
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Vorlesiingen tiher Zahlentheorie an dentschen IJniversitaten einbürgerte, in 
einer solchen Vorlesung vorgetragen zu wcrdcn pflcgt. Der Verfasser hat 
sich weder bei Anordnung des Stoffes, noch bei den Reweisführungen einem 
Muster streng angeschlossen. Berufungen ttuf G a u s s ,  wie auf L e g e n d r e ,  
die zahlreich abwechseln, geben zu erkennen, dass e r  der beiden Haupt- 
quellen zahlentheoretischen Wissens sich ziemlicli gleichmassig bediente. An 
nicht wenigen Stellen aber dürfte Herr  W e r  t h e i m  sich selhst als Quelle 
gedient haben und eigene Beweisführungen benntzen. Wir konnen nicht 
schlicsscn, ohne es ausdrücklich auszusprechcn, dass wir das Buch mit 
grossem Vergriügen gelesen haben. CANTOR. 

Einlei tung i n  d ie  Infinitesimalrechnung (Differential- und Integral-Rech- 
nung) zum Selbstiinterricht, mit Rücksiclit aiif das Nothwendigste 
und Wichtigste, von H. B. LÜBSEN. VII. Aiiflage, besorgt durch 
RICHARD SCHURIG. Leipzig 1889, bei Friedrich Brandstetter. 383 S. 

Die Lehrbücher L ü b s e n ' s  sind in zahlreichen Auflagen erschienec, 
und sie verdanken ihren starken Absatz ganz gewiss dem unleugbar grossen 
Geschicke des Verfassers, welches e r  in Ausdrucksweise und stylistischer 
Darstellung besass. Dabei wusste e r  mit einer Bekanntschaft mit G a u s s  
gross zu thun,  von dem er bald Dieses, bald Jenes bei dieser und jener 
Gelegenheit als Mittheilung empfangen liabe, welche dem Leser Achtung 
und Verehrung einfl6ssen musste; G a  u s s verkehrte doch sicherlich nur mit 

ebenbürtigen Gelehrten auf so vertrautem Pusse! Dazu kam nun noch Eines. 
L ü  b s e n  begnügte sich nicht mit der Veroffentlichung e i n e  s Lehrbuches, 
es sind deren sieben, welchc ineinander greifen. Jedes folgende - man 
konnte fast eagen, jeder folgende Band -- bezieht sich auf Vorhergehendes 
und ist ohne dasselbe nicht zu verstehen. Das geht so weit, dass z .  B. 
Piguren zur lrifinitesiuialrechuung aus deui ,Lehrbuche der analytischen oder 
hoheren GeometrieU citirt sind, und wer diesen Band nicht besitzt, muss 
ohne Figur sich behelfen; ahnlich verhiilt es sich mit der Analysis, welche 
dern Leser unentbehilich gemacht is t ,  wenn e r  die Infinitesimalrechnung 
benutzen will. K~i rzum,  der Leser soll den Vorschriften Mephistophelcs' 
getreu studiren: ,Am besten is t ,  wenn Ihr  nur Einen hort und auf des 
Meisters Worte schwort.' Herr 8 c h u r  i g ,  welcher die neuo Auflage des 
uns vorliegenden Bandes zu besorgen hatte, ist dem Geiste des Perfassers 
treu geblieben. Beispielsweise veroffentlicht er S. 291 eine als sein Eigen- 
thum in Anspruch genommene numerische Qiiadratiir, deren 13egründnng er 
cinzig in dieWorte klcidct: ,Einc v i e r t e  M c t h o d c  - von R i c h .  S c h u r i g  
- gründet sich auf 3 178 der Analysis von L ü  b s e n  (S. Auflage S. 199)." 
Wer dort nicht nachschlagt, muss einfach nach dem gegebenen Recepte 
reclineri, ohne zu versielien, warurn er so reclirien soll. 1st es nun,  liann 
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man fragen , ein IJngliick für den Studirenden , wenn er wirklich nur L ü b  - 
sen'sche Mathematik, diese aber vollstandig erlernt? Sind die gelehrten 
Differentiationen und Integrationen etwa falsch? I n  dieser Sçhroffheit aus- 
gesprochen , allerdings nicht ; der grosse Mange1 der L ü  b s e n'schen Lehr- 
bücher ist aber der, dass , wer aus ihnen sich unterrichtet, von den eigent- 
lichen Schwierigkeiten der Mathematik, von den Geboten der Strenge, von 
den Gefahren , die man bei deren Vernachlassigung lauft , keine Ahnung 
erhalt. Nan lernt ein Handwerk und bildct sich schliesslich cin, Künstlcr 
zii sein, weil der Untcrschicd zwischen Handwerk und Kunst nie hervor- 
gehoben ist. Auch der gewissenhafteste Lehrer wird in einer Vorlesung 
fiber DiiTerential- und Integralrechnung a n  manchen Feinheiten vorübergehen 
müssen, welche erst in hoheren Vorlesungen zur Sprache zu bringen sind; 
aber er wird sich hüten, dem Ziihorer zu sagen, das sei die ganze Diffe- 
rential- und Integralrechnung, welche er nunmehr wisse, sei es auch nnter 
dem scheinbar bescheidenen Namen einer R i n l e i t i i n g  i n  d i e  I n f i n i t e -  
s i m a l r e c h n u n g !  

-- 
CANTOR. 

Abhandlungen über die algebraische Auflosung der  Gleichungen von 
N. H. ABEL und E. GALOIS, deutsch herausgegeben von H. Masi.:ir. 
Berlin 1889, bei Julius Springer. VII I ,  155 S. 

Die Lehre von der algebraischen Auflosung der Gleichungen knüpft an 
den Narnen G a u s s  die Thatsache, dass jede Gleichung d e n  Grades ebenso- 
viele Wurzeln besitaen muss. Die Auffindung dieser Wurzeln in geschlossener 
Form war dadurch noch mehr als früher, bevor ihr Voihandensein nech- 
gewiesen war, zur dringlichen Aufgabe geworden. Da zeigte R uf  f i n i und 
nach ihm in unanfechtbarer Begründung A b e l  die Unmoglichkeit, jene Aiif- 
gahe diirch Wurzelgrossen xu losen, sofern der Grad der Gleichung den 
vierten überstieg und die Coefficienten an keine besonderen Bedingungcn 
gebunden waren. Dicser negative Satz wurde 1826 veroffentlicht. Drei 
Jahre spater t ra t  A b e l  mit einer positiven Leistung hervor: er kennzeich- 
nete die sogenannten A b  el 'schen Gleichungen , welche, wenn aiich nicht 
immer aufgelost, doch aiif Gleichungen niedrigeren Grades zurückgefülirt 
werden konnen; er fand als Merkmal dafür, dass je  zwei Wurzeln der 
Gleichung sich rational durûh einander ausdrücken la~sen.  Mit diesem alge- 
braischen Vermtichtnisse schied A b e l  1829 am dem Leben. Der das Erhc 
autreten sollte, war erst 174 Jalire al t ,  É v a r i s t e  G a l o i s .  Schon am 
17. Januar 1831 reichte der frühreife junge Gelehrte eine Abhandlung über 
die Lehre von den Gleichungen der Pariser Akademie ein. Man verstand 
Sie nicht! I m  darauffolgenden Jahrc,  a m  13. Mai 1832, fiel Galois im Due11. 
Ein Brief an einen Freund, am Vorabend des Zweikampfes geschriehn, 
wurde nach G a l o i s '  Wunscli in einer politischen Zeitung abgedruçkt. E r  
sollte die wcsentlichuten Ergebnisse seiner Forschungen dem Erfinder sichern. 
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Auch dieser Brief wurde so gut  wie nicht verstanden. Erst 1846 erschienen 
die G a l  O i s 'schen Arbeiten im Drucke, und allnialig verbreitete sich die 
Kenntniss des von ihm herrührenden Satzes, dass eine Gleichung, deren 
Grad eine Primzahl is t ,  jedesmal dann und nur  dann durch Wurzelgrossen 
auflosbar ist ,  wenn siimmtliche Gleichungswurzeln rational von zweien der- 
selben abhangen. S e r r e  t hat  dadurch, dass e r  die A b  elYschen, sowie die 
G a l  o i  s'schen Untersuchungen in sein Handbuch der hoheren Algebra hinein- 
verarbeitete , wohl am meisten d a m  beigetragen , ibnen Landliiufigkeit a u  

verschaffen. Die S p r i  n g e r  'scho Sammlung von Uebersetzungen mathe- 
matischer Klassiker bringt nunmehr in deutscher Sprache die genannten 
Abhandlungen von A b e l  und Ga10 i s ,  sowie einiges Andere von denselben 
Verfassern, welches durch seinen Inhalt sich anschliesst. Auch heute noch 
wird man es begreiflich finden, dass G a l o i s '  Darstellung zuerst auf aus 
mangelndem Verstandniss stammendes Misstrauen stiess, wenn gleich an der 
Hand des S e r r e t ' s c h e n  Lehrbuches es moglich sein dürfte, in  seinen Ge- 
dankengang einzudringen. Jedenfalls ist dieser Baud in weit hoherem 
Maassstabe als die früheren Bande der Sammlung ein Buch mehr zurn gründ- 
lichen Studium, als zum genussreichen Lesen. CANTOIL 

Ueber die Beriickeichtignng des Historiachen beim Unterricht in  der 
Geometrie von Dr. B. BOKLEN, Reallehrer in  Ludwigsburg. Tlibingen 
1889, bei Franz Fues. 23 S. [Besonderer Abdruck aus dem Cor- 
respondenzblatt fur die Gel.- u. Bealschulen Wtirttemb. 1887, 7. u. 
8. Heft.] 

Herr B 6 k 1 e n  empfiehlt in  diesem Aufsatze den Lehrern der Geometrie, 
ihrem Unterrichte geschichtliche Bemerkungen einzuflechten. Statt  diesen 
Wunsch naher zu begründen, begnügt e r  sich damit,  37 Satze der Geo- 
metrie der Zeit ihrer Entdeckung nach, wie sie wesentlich von B r e t -  
s c h n  e i  d e r bestimmt worden sei , anzugeben. Die Ergebnisse voreuklidi- 
scher Wissenschaft allein scheinen dem Verfasser entweder hinreichend ge- 
sichert, oder hinreichend interessant, um ihre Benutzung im Schulunter- 
richte fordern zu lassen; wenigstens geht e r  nicbt dartiber hinaus. Für 
wen, mtichten wir fragen, hat  eigentlich Herr B 6 k l  e n diescn Auvzug aus 
B r e t  S C  h n e i  d e r ' s  vortrefflichem Buche gemacht? Wenn ftir sich selbst 
und zur Bentitzung in seinen eigenen Unterrichtsstunden, dann haben wir 
nicht das Geringste einzuwenden. Wenn aber für andere Lehrer, so mocbten 
wir doch gar sehr warnen, dass diese etwa den fremden Auszug als hiu- 
reichend betrachten , iim ihreu Schtilern Mittheilungen daraus zu machen. 
Lieber sollen die Schüler gar  nichts von Gcschichte erfahren, als aus dem 
Munde von Lehrern, die nicht mehr davon wissen, als im Rtiklen'schen 
Notizbuche angemerkt ist! Für  die vorgriechische, agyptische Mathemntik 
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hat der Verfasser, wie er angiebt, sich vorzugsweise a n  die Arbeiten des 
Referenten angcschlosscn; er muss indesscn auch andcrer Hilfsmittel sich 
bedient haben, denn von den Aufgaben 3 ,  4, 5 [Ein rechtwinkliges Dreieck 
im Felde abaustecken, dessen Katheten 11 und 4 Einheiten messen. Kin 
Srapez abzustecken, dessen parallele Seiten 6 und 4 Einheiten und dessen 
Schenkel jeder zu 20 Einheiten gegeben sind. Ein Dreieck durch Gerade 
zii theilen, die in gleich grossen AbstLiideii von einander parallel zur nasis  
gezogen werden] ist  Referent sich nicht bewusst, sie jemals in der Auf- 
gebensammlung von A h m  e s  gelesen odcr sie aus derselben irgendwo cr- 
wiihnt zu haben. CANTOR. 

Das geschichtliche Element im mathematischen Unterr ichte  der  hoheren 
Lehranstalten von P. TREUTLEIN. Vortrag, gehdten bei der 62. Ver- 
sammlung deutscher Katurforscher uncl Aerzte in Heidelberg. Braun- 
schweig 1890, bei Otto Salle. 32 S. 

Wenn ein Mann, dessen wissenschaftliche Shatigkeit nahezu ausschliess- 
lich einem Zweige der Wissenschaft gewidmef ist,  für  die Wichtigkeit eben 
dieses Zweiges in die Schranken t r i t t ,  so giebt es immer Leute, die ein 
solches Vorgchen als eine Oratio pro domo betrachten. Darum war es uns 
so sehr erwünscht, dass bei der Heidelberger Naturforscherversammlung 
Herr T r e u t l  e i n für die Nothwendigkeit eintrat , irn mathernatischen Schul- 
unterrichte das geschichtliche Element zu berücksichtigen. Herr T r e u t - 
le in ist hinreichend Historiker, um mit unanfechtbarer Sachkenntniss seine 
Beispiele zu wahlen; er ist auch hinreichend Schulmann - wie er noch 
neuerdings durch seine Preisschrift über den Zudrang zu den gelehrten 
Berufsarten bewicsen hat  -, um bei Schulmkmern zum Voreus die Ucber- 
zeugung z i  erwecken, dass seine Rathschliige auf tieferem Grunde, als 
auf dem einer personlichen Liebhaberei beruhen. Dieses günstige Vor- 
urtheil hat sich dann bei den Zuhorern des T r  e u t 1  ein'schen Vortrages von 
Minute zii Minute befestigt, und wir zweifeln kaum daran, dass auch die 
Leser des nnnmehr gedruckten Vortrages den gleichen Eindriick empfangen 
werden. Herr S r  e u  t l e i n  hat, es verstanden, die Vortheile, welche der 
Berücksichtigung des Gcschiehtlichen beim Untcrrichte in  der Mathematik 
entspringen , in  mustergiltiger Weise auseinanderzusetzen. E r  hat  sich aber 
damit nicht begnügt. E r  hat  eine ganze Reihe von Beispielen aus den ver- 
schiedensten Gebieten des mathematischen Schulunterriehtes angegeben , bei 

denen geschichtliche Ausblicke vortrefllich angebracht erscheinen, und auch 
fiir diesen Fingerzeig dürfte die Mehrzahl der heutigen Lehrer ihm nur  

dankbar sein. CASTOR. 
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Der Mathematiker Johann Samuel  Konig und das Princip der kleinsten 
Action. Ein akademischer Vortrag von Dr. phil. J. H. b u F ,  Con- 
rector der Lerberschule und Privatdocent für Mathematik iind Physik 
an der Vniversitat Bern. Bern 1889. [Dem Gymnasium in Base1 bei 
Anlass der Feier seines 300 jtihrigen nestandes freundlichst gewidmet 
von der Lerherschule in  Bern.] 46 S. 

Zwei Streitigkeiten haben die Gelehrten des XVII., des XVIII. Jahr- 
huriderts in  zwei feindliche Heerlager gespalten, die über das Erfinderrecht 
der Differentialrechnung und die über den Grundsatz der kleinsten Wirkung. 
AIS gemeinsam kann man beiden Streitigkeiten nachsagen, dass sie von 
hoher Wichtigkeit f ü r  die Wissenschaft hatten sein konnen, wenn man wirklich 
auf den Kern der Fragen eingegangen a a r e ,  dasa sie aber, wie sic gcführt 
wurden , nur Gehassigkeiten und Ungerechtigkeiten erzeugten. Am Anfange 
des XVIII. ~ahrhunder t s  (1712) entschied die Londoner Akademie zu Gun- 
sten ihres Mitgliedes N e w t o n  die erstere Frage gegen L e i b n i z .  Genau 
40 Jahre spater beging die Berliner Akadernie ein ahnliches Unrecht gegen 
S a  mu e l  K 6 n i g  i711 Gunsten ihres Vorsitzenden M a u p e r t u i s .  So laiitet 
wenigstcns der Sinn der Behauptungen, welche Hcrr  G r a f  in  scincm hochst 
beachtenswerthen Vortrage ausgesprochen hat. Herr  G r  a f hat keineswegç 
einen noch unberührten Gegenatand seiner Untersuchung unterworfen. Herr 
B u d .  W o l f  im II. Bande seiner Biographien zur Culturgeschichte der 
Sehweiz (1859), Herr A d o l f  M a y e r  in seiner Ceschichte des Princips der 
kleinsten Action (1877) mussten den gleichen Fragen naher treten, aber 
IIerr G r a f  ha t  Quellen aufzuschliessen verstanden, aus welchcn seine Vor- 
ganger noch nicht so schopften , insbesondere Berner Acten , welche wenig- 
s tem mittelbar dazu dienen, den Beweis zu liefern, dass der L e i  bniz'sche 
Brief, dessen Falschung das Berliner Urtheil von 1752 behauptet, sehr 
wohl vorhanden gewesen und 1749  vernichtet worden sein kann, so dass 
1751 von seiner Unauffindharkeit gesprochen werden miisste. Ob der 1749 
vernichtete Brief ein L e i  b n i  z'sches Autogramm , ob eine Abschrift, viel- 
leicht gar  eine unrichtige Abschrift a a r ,  diese Fmge liisst Herr G r a f  un- 
entschieden. Ihm kommt es wesentlich darauf a n ,  S a m u e l  K 6 n i g  von 
dem Vorwurfe zu reinigen, als ob er einer F%lschung fahig geweseii sei, 
und diese Aufgabe hat er in unseren Augen gelost. Eine Schwierigkeit 
bleibt freilich immer noch bestehen: die geniigende Erklarung dafür, dass 
E u l e r  sich veranlasst sah, so heftig in den Streit einzutreten, wie er es 
gethan hat. CANTOR. 

Robert  Mayer, der Entdecker des P r i n c i p  von der Erhaltung der Energie'. 
Aus Anlass der Enthüllung seines Stuttgarter Denkrnals von Dr. 
JACOB J. WEYRAUCE, Professor der mechanischen Warrnetheorie, 
Ingenieurmechanik etc. an der technischen Hochschule zu Stuttgart. 
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Mit dem Bildnisse Robert Mayer's. Stuttgart 1890, bei Konrad 
Wittwer. 73 S. 

Die Photographie des split zur Anerkennung gelangten genialen Mannes, 
welche an der Spitze cies Rtichleins vervielfiiltigt is t ,  stammt aus dem Jahre 
1868. Es sind genau dieselben Züge, welche in  der Erinnerung des Re- 
ferenten fortleben, der 1864 auf der ,Uaturforscherversammlung zu Giessen 
mit R O b e r t Id a y e r  personlich bekannt wurde. Und neben diesem Rilde 
der Aussenseite hat  in  uns ein Bild des inneren Mensehen, wenn dicser 
Ausdruck gestattet kt, sich erhalten. R o b e r t  M a y e r ' s  Kame, seine Ent- 
deckung, welche einen neuen Zeitabschriitt in  der Geschichte der Natur- 
kunde begründet hat ,  waren darrials Geuieingut; man suchte seine Bekannt- 
schaft, aber die Meisten zogen sich enttiinscht zurück. R O b e r t  N a  y e r ' s  
Klarlieit war für ihn selbst vorhanden, im müudlichen Verkehre mit Anderen 
fehlte sie durchaus. Warum wir diese Erinnerung wachrufen? Weil sie 
zur Erklirung beitragt , wie es kam , dass R O b e r t Ma y e r für seine niichste 
Umgebung erst von Fcrnstehcnden entdeckt werdcn musste. Jedcrmann, 
sagt ein Sprichwort , iat seines eigenen Glückes Schmied ; auch für R O b e r t 
3layer  ist Wahrheit in diesen Worten. Ein unseliges Geschicli traf den un- 
glücklichen Mann, aber man darf nicht Anderen die Schuld desselben aufbür- 
den,  ohne gegen sie ebenso ungerecht zu sein, wie das Schicksal gegen den 
Heilbronuer Arzt es war. Auch Herr W e g r a u c h  kommt in seiner un- 
gemein anziehend geschriebenen , allgemeinverstandlich gehaltenen Schilde- 
rung nnnahernd zu dem gleichen Ergebnisse. Aus reichlichen Lorbeerzweigen 
weiss er den Ruhmeskranz N a  y e r ' s  zu flechten, ohne in den Fehler zu 
verfallen, auch eine Ruthe daraus binden zu wollen, welche Andcre peitschen 
sol]. Wir k6rinen die kleine Schrift recht sehr empfelilen. CANTOR. 

Geschichte der Atomistik vom Mittelalter bis Newton, von KURD LASS- 
WITZ. 1. Band: D i e  E r n e u e r u n g  d e r  K ~ r ~ u s k u l a r t h e o r i e .  
Hamburg nnd Leipzig 1890, Verlag von Leopold Voss. X I I ,  518 S. 

Wir glauben unser Referat über das hochbedeutende Wei-k mit einem 
Satze beginnen zu sollen, der unsere Stellung zu derriselben und zu dessen 
Verfasser eiuigeruiassen kennzeichnet. Herr L a s  s w i t z ha t  , wie sowohl 
seine bisherigen kürzeren Abhandlungen, als besonders die jetzt vorliegende 
unifang- und inhaltreiche Gchrift darthnn, wesentlich pbilosophische Nei- 
gungen. Dem Referenten gehen dieselben nahezu vollst6ndig ab. E s  wird 
uns dadurch geradezu unm8glich, denjenigen Abschnitten gerecht zu werden, 
welche der Verfasser vielleicht für  die wicbtigsten hait, in  welchen e r  nam- 
lich eine erkenntnisstheoretische Kritik a n  den in den verschiedenen Zeit- 
riumen gebrhchlichen Auffassungen libt. Zuin Glück ist aber eine andere 
Geistesrichtung uns mit Herrn L a s  s w i t z gemeinschaftliçh : die Vorliebe für 
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geschichtliche Forschung überhaupt und die Ueberzeugung, dass eine solche, 
urn fruchtbar sein zu konnen, die verschiedensten Seiten des Geisteslebens 
der Volker zugleich berücksichtigen muss. Da überdies die meisten Per- 
stinlichkeiten, welche wenigstens in der alteren Geschichte der Atomistik 
eine Rolle spielen, auch in der Geschichte der Mathematik auftreten, da 
namentlich in der Zeit bis e t w ~  zur Mitte des XVI. Jahrhunderts es die 
gleichen Schwierigkeiten worcn, welche der mensehliche Geist zu überwinden 
sich abmühtc, mochte er auf physikalisch- chemischem oder auf mathema- 
tischem Rosse sich tummeln, so entnehrnen wir daraus die Berechtigung, 
ein Urtheil zu Mllen, welches schon in den Worten vorweg genommen ist, 
dass wir von einem ,,hochbedeutendenu Werke zu reden anfingen. 

Unsere heutigen Wissenschaften Chemie und Physik bauen sich auf von einer 
einzigen Grundlage a m ,  von der Annahme , dass alles Korperliche aus kleinsten 
Theilen zusarnmcngesetzt sei, welche aber selbst meistens, wenn nicht immer, 
der Einfachheit entbehren , d. h. selbst Verbindungen von Atomen sind. Wie 
hat diese Corpusculartheorie sich gebildet? Wieviel oder wie wenig davon 
ist Erbe altgriechischer Wissenschaft? Welche Wandlungeii hat  sie erlebt? 
m i e  haben theologische , philosophische und eigentlich naturwissenschaft1;che 
ails dem Anwachsen neiier Erfahrnngstlratsachen stammende Streitfragen sich 
crhebcn und bcantworten lasscn? So etwa lautct die gewalt~igc Aiifgabei 
welche Herr L a s s w i t z  sich stellte,  und wenn er sie auch scbeinbar ein- 
schrankt, iusofern er dem Tite1 die Zeitbeoeichnung ,vom Miltclalter bis 
N e w  t o u u  zufügte, so kann er doch naturgemass nicht umhin, auf die 
atomistische Bewegung vor dem Mittelalter zurückzugreifen. 

Eine kleine dbweichung von der Gedankenfolge, welche uns als die 
zweckmiissigcre erschicnen wiire, ist allerdings durch fortmiihrendes Zurück- 
greifen entstanden. Gewiss hat Herr L a s  s w  i t  z mit geriaii bedachter Ab- 
sichtlichkeit gerade diesen Aufbau gewlihlt, deun naher lag es gewiss, und 

bequemer war es auch, einen Abschnitt über A r  i s t O t e l  e s und die griechische 
Atomistik an die Spitze zu stellen, einen zweiten Abschnitt aber das Con- 
tiiiuitat,sproblein, einen dritt,en über neuplataniscbe Speculationen u. s. W. 

folgcn zu lasscn, dann erst den so vorbcreitctcn Lescr i n  des Mittelalter 
eintreten zu lassen, wobei die drei Kanale, durch welche griechisches Wissen 
dem Mittelalter zugeflihrt wurde, der griechisch - rümische, der ostarabische, 
der west,arabische , unterschieden aerden konnten. I ierr  L a s  s m i tz  , wie 
gesagt, hat  diese Anorduung nicht beliebt. Man m6ge uns gestatten, sic 
gleichwolil in unserem Berichle festzuhalten. 

Unthcilbare , untcr sich gleiche , eiufacho , unvergiingliehe Einzelwcscn, 
denen wegen ihrer Untheilbarkeit der Name der A t o m e  gegeben wird, 
bilden nach D e m  O k r i t  und E p i  k u  r alle Korper. Sie bewegen sich n a d i c h  
durch den leeren Raum in Wirbeln, treffen dabei zusammen, und aus dem 
Zusammentreffen entsteht eine Vereinigung. H e r a  k l  i d e s  P o n t  i C U  s hat 
die Auffassung etwas den Sinnen naher gerückt. Nicht untheilbar sind die 
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im Raume sich bewegenden Einzelwesen, sie sind nur sehr klein. Beim 
Zusammentreffen zersplittern sie, und diese Korpersplitter , K o r p  u s  k e l n ,  
bilden sodann die vorhandenen Dinge. A r  i s t O t e l  e s , der Zeit nach auf 
D em O k r i t  folgend, bcksmpfte die Atomistik auf's Lebhaftesto. Es giebt 
keine Untheilbarkeit, Unter den vielen Bewcisen wiihlen wir einen heraus. 
Untheilbares mit Untheilbarem sich begegnend konnte ein Stetiges nicht 
bilden, weil bei dem Stetigen die sich berührenden Stellen beiden Theilen 
angehoren, ein Stetiges a190 voraussetzt, dass an den Theilen Stellen sich 
unterscheiden lassen, mit anderen Worten, dass die Theile neuerdings theil- 
bar sind. Stetiges giebt es aber, mithin keine Atome. Des Gleiche gilt 
von der Zeit, deren Theilung kein Ende findet. Zwcitens giebt es auch 
keinen leeren Raum, denn, um auch hier nur einen Beweis anzuführen, 
Raum ist die Grenze des Umschliessenden gegen das Umachlossene; wo also 
ein Umschlossenes nicht vorhanden is t ,  kann auch kein Raum sein. Die 
wirkliche Ktirperwelt k t  folglich in  anderer Weise als entstanden zu denken, 
a19 die Atomistiker wollen. A r  i s t O t e l  e s nimmt einen S t O f f a n ,  welclier 
durch die F o r m  zu dem wird, was thatskhlich is t ;  vorher besitzt er nur 
die Kjglichkeit, eine Form anzunehmen. Der Stoff aber ist entweder kalt 
d e r  warrn, trocken oder feucht; j e  zwei dieser Eigenschaften vereinigt 
geben, da das Kaltwnrrne und Trockenfeuchte unrnoglich i s t ,  vier Verbin- 
dungen: das warmtrockene Feuer, die warmfeuchte Luft,  das kaltfeuchte 
Wasser, die kalttrockene Erde,  und diese vier Elemente sind es wieder, aus 
welchen alle irdischen K6rper bestehen, und zwar so, dass in jedem Korper 
alle vier Elemente vertreten sind, nur  in anderem Mnasse. Ganz anders 
war die Stellung, welche P l a t  O ,  und insbesondere die, welcho die spBten 
sogenannten Neuplatoniker zur Entstehung der Korperwelt einnahmen. Aus- 
gangspunkt ist nicht der Stoff, sondern die 1 d e e ,  und diese wird im Laufe 
der Zeit zur W e l t s e e l e ,  welche eins ist mit dem b e s e e l t e n  R a u m e .  

Die atomistische Lehre fand einen nicht so dialektisch ausgebildeten, 
aber fast noch heftigeren Widerspruch, als bei A r i s t  o t  e l e s  bai den Kir- 
chenviitern. Wenn Atomo wild im Raume urnhergewirbelt zu Korpern sich 
ballen, dann giebt es keine gottliche Schfipfung mehr, und Epikuraer, Christ 
heissen unversohnliche Gegnerschaft. 

Merkwlirdig genug,  dass arabische Theologie zu der entgegengesetzten 
Polgeriing gelangt. Gerade der Umstand, dass die Atome trotz wilden 
Umherwirbelns zweckgemass zusammentreffen, beweist, dass Gott sie nicht 
blos erschafft, ~ o n d e r n  auch ihre Bewegung regelt. E r  regelt sie in der 
Zeit, und Zeit ist das Zusammensein zweier Erscheinungen. Als es noch 
keine Ervcheinung g a b ,  war eine Zeit uicht vorhanden; die Zeit f ing t  erst 
mit der Schopfung an. Die Zeit, die Bewegung, die Korper sind nicht 
stetig xu denken. Ueherall sind Elementartheilchen, also Atome anzunehmen, 
freilich ihrer Netur nach verschieden. Eine Ebene hat überall Punkte, 
besteht aber nicht aus Punkten. Ware dem so und ordnete man beispiels- 

Hiut.-lit. Abthlq. d. Zeitachr. f. Math. n. Phys. XXXV, 5. 14 
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weise 23 Punkte zu einem Quadrate, so wiirden auf jede Seite des Qua- 
drats fiinf Punkte fallen, ftinf Punkte aber auch auf die Diagonale, oder 
Diagonale und Seite müssten gleich sein. Es  ist gewiss auffallend, dass 
genau der gleiche Trugschluss bei R o g e r  B a c o  vorkommt, dass erst G i o r  - 
d a n o  B r u n o  ihn als nicht stichhaltig erklarte, weil auf der Seite andere 
Zwischenraume zwischen den Punkten vorhanden seien, als auf der Diagonale. 

Das europiiische Mittelalter empfing seine Wissenschaft theils von den 
Kirchenvatern , thcils von den arabischen Erklarern des Aristoteles, deren 
Schriften ins Lateinische übertxagen wurden. Von beiden Seiten fand sich 
Anregung, auf die Atomistik einzugehen, mochte man für oder gegen 
sie Partei ergreifen. Wer selbst Mathematiker von Fach is t ,  wird es leicht 
begreiflich finden, dass die mathematisch angelegten Geister unter den Scho- 
lastikern vorzugsweise an die Pragen herantraten , mit welchen seit A r  is  t O - 
t e l c s  die Atomenlehre eng verquickt war: gicbt es eine Stetigkcit odcr 
nicht, und wenn es eine giebt,  wie verhiilt sich das Stetige zum unstetigen 
Elemenle? B r a d w a r d i n  z. B. und sein durch Herrn N a x  C u r t z e  uns 
bekannt gegebenes Werk zur Widerlegung der Atomistik erscheint in rech- 
tem Lichte erst von diesem Gesicbtspunkte aus, und die Lehre von den 
Latitudines formarum des O r e s m e und Anderer gewinnt einen richtigen 
Boden erst in der Intensio e t  remissio formarum, welche frühere Scho- 
lastiker ersonnen hatten, um die aristotelische Lehre von Stoff und Form 
sich mundgerecht zu machen. Jedenfalls kann man  al^ Ergebniss dieser 
Entwickelung es betrachten, dass seit dem XII. bis etwa zum XV. Jahr- 
hundert die Atomistik in Europa mehr und mehr an Bodeil verliert, dass 
zugleich die Unmoglichkeit eines leeren Raumes unanzuzweifelndes Gemein- 
g u t  wird. 

Das soweit von uns nothdlirftig Geschilderte ist etwa der Inhalt des 
ersten Bucheu, welches unter der Uebersehrift: , D i e  A t  o m i s  t i k im 
M i t t e l a l t e r u  die IIalfte des Bandes einnimmt. Die andere Riilfte ist dem 
zweitenBnche: , D i e  E r n e u e r u n g  d e r  K o r p u s k u l a r t h e o r i e u  gewidmet. 
Unsere Leser wcrden es uns nicht verubeln, wenn wir diesem zweiten Buche 
gegentiber die grosste Enthaltsamkeit üben. Handelt es sich doch in ihm 
um Dinge, welche wir vielfach aus ihm erst kennen gelernt haben, und 
wenn auch die umfassenden im ersten Buche, welches prüfen zu k6nnen 
wir uns getrauen, an den Tag  gelegten Kenntnisse eine Bürgschaft ge- 
wiihren, es werde aueh das sweite Ruch gleich zuverliissig sein, so dürfen 
wir uns doch kein Urtheil dartiber gestattcn. D a m  wBre vielmehr berufen, 
wer der Geschichte der Chemie ein eingehendes Studium gewidmet hat. 

Wir  begnügen uns damit,  einige Namen hervorzuheben, deren Triiger 
diesem zweiten Buche den Inhalt geben, nachdem wir vorausgesehickt, dass 
zeitlich der Anfang desselben mit dem Falle von Eonstantinopel zusammen- 
trifft, also mit  jenem Zeitpunkte, von welchem a n  griechisch redende 
Fltichtlinge griechische Handschriften in  grosserer Zahl nach Italien brachten 
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und dadurch die allgemeinere, nicht mehr durch Doppelübersetzung ins 
Arabische und Lateinische verunstaltete Kenntniss des wahren Griechenthums 
ermb'glicbten. 

Da tritt  P a r a c e l s u s  auf ,  in dessen Schule zum ersten Male das 
Dogma von der Einfachheit der vier aristoteliscben Elemente verworfen 
wird. Da lehrt T e  l e  s i u s ,  die Grosse der Welt k6nne weder vermehrt, 
noch verrnindert werden, oder mit andcren Worten dio Erhaltung der Materie. 
Da ahnt G i l b e r t  die Gravitation, wenn er sagt ,  die irdische Masse strebe 
dern zu, aus welchem sie entstand. V a n  G o o r l e  erkennt die Unverander- 
lichkeit der Elemente, deren keines in  das andere verwandelt werden kann. 
Van B e l m o n t  ftihrt mit dem Worte Gas zugleich den Begriff des luft- 
ahnlichen Zustandes ein. G i o r  d a n  O R r u n O nennt Monade, was als Klein- 
stes vorbanden is t ;  er ersetzt auch die mathematische Theilung ins Unend- 
liche (in infinitum) durch eine solche ins Unbestimmte (in indefinitom). 
S e n n e r t  allerdings spricht sich in  dieser Reziehung noch riclitiger und 
zugleich vermittelnder aus. Die mathematische Theilbarkeif; hat für ihn in 
der That kein Ende,  aber die physikalische Theilung kommt bei einem 
Minimum an ,  dern hochsten natürlichen Grade der Theilung und zugleich 
dem Anfange aller Naturkorper. Auch in Frankreich, i n  Italien erwacht 
die Korpuskulartheorie. 

Das sinù menige Züge, welche wir dem, wie man aus ihnen erkenuen 
wird, iirigemein reichhaltigen zweiten Buctie entnomrnen haben. 

Wir beschliessen mit ihnen unsern Bericht. Wollen unsere Leser dem- 
selben entnehmen , dass Herr  L a s  s w i t z keine Geschichte der Physik, der 
Chemie, der Philosophie, der Mathematik geschrieben ha t ,  aber dass er in 
alle diese Gebicte hineinragende Busliiufer schicken musste und zu schicken 
wusste. Sein Werk gewiniit dadurch nur an Wichtigkeit, wie es zu gleieher 
Zeit der Vielseitigkeit des Verfassers ein beredtes Zeugniss ausstellt, wel- 
cher, nm auch dieses Vorzugs zu gedenken, sich zudem als  glanzender Stylist 
erweist. CANTOR. 

Festschrift, herausgegebcn von der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg 
anliisslich ibres 2 0 0 j ~ h r i g e n  Jubelfestes 1890. Erster Theil: G e -  
s c h i c h t e  d e r  G e s e l l s c h a f t  von 1690 bis 1890. Zweiter Theil: 
W i s s e n s c h a f t l i c h e  A b h a n d l u n g e n .  Leipzig 1890,  Commis- 
sionsverlag von B. G. Teubner. 1 0 4  II. 189 S. 

An Fastnacht 1690 t ra t  H e i n r i c h  M e i s s n e r  mit V a l e n t i n  H e i n s  
und anderen von ihm dazu aufgeforderten Fachgenoesen zur K u n  s t r e  c h - 
n u n g s l i e b e n d e n  S o c i e t a t  v o n  H a m b u r g  zusammen. Sechs ein- 
heimische, neun auswiirtige Mitglieder hildeten den nestand der jungen 
Gesellschaft. Am 15. Februar 1890 beging die M a t h e m  a t  i s c h e  G e s e l l -  
s c h a f t i n  H a m  b u  r g  in feierlicher Festsitzung irn Sitzungssaale der Bür- 

14* 
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gerschaft die 200. Wiederkehr ihres Stiftungstages, als gelehrte deutsche 
Gesellschaft die zweitiilteste (die alteste ist die Leopoldiiio - Carolinische 
Akademie der Naturforscher), als mathematische Gesellschaft die alteete, 
von welcher man überhaupt weiss. Der Untcrzeichnete, welchor selbst der 
Jubelfcier beiwohnte und die Erinnerung a n  dieselbe als unvergessliche fest- 
halt,  verzichtet nur ungern darauf, hier einen Festbericht statt  des Berichtes 
ilber die Jubil%umsschrift zu geben, wenn nicht die Natur unserer Zeit- 
schrift dem Ersteren widerstrebte, das Letztere forderte. 

Die Pestschrift, von welcher wir also reden wollen, besteht aus drei 
Theilen. Der d r i t t e  T h e i l ,  nur fiir Einwohner Hamburgs von besonderem 
Interesse, ist  ein Katalog der dort in offentlichen, zum Theil auch in pri- 
vaten BUchersammlungen vorhandenen mathematischen Werke. Der z w e i t e  
T h e  i l ,  wenn wir weiter nach rückwxrts die Ordnung fevthalten wollen, 
lasst als ein Band der Mittheilungen der mathematischen Gesellschaft, ge- 
wissermassen als ein Rand einer mathernatischen Zeitschrift sich bezeichnen. 
E r  enthalt 21 Abhandlungen, worunter die ersten 8 von Ehrenmitgliedern 
der Gesellschaft, die folgenden 1 3  von einheimischen Mitgliedern. Es will 
sich nicht eignen , diese oder jene Abhandlung besonders hervorzuheben , und 
ebenso wenig mag ein blosser Abdruck der Ueberschriften hier unsere Leser 
befriedigen. Wir  haben dieselben liberdies in unserem Mathematischen Ab- 
handlungsregister (1 889, erste Halfte) veroffentlicht, wobei wir der Abkür- 
zungen: Hamhnrg. hlitth. 1 und II uns bedienten. Der 1. Rand nmfasst die 
neun Hefte, welche von Narz 1881 bis Narz 1889 irn Gesammtumfang von 
310 S. erschienen; der II. Band bedeutet eben den zweitcn Theil der Fest- 
schrift. 

Wir  kommen endlich zum e r s  t e n  T h  e i  1 der Festschrift. Den Haupt- 
inhalt bildet die Abhandliing: Geschichte der Mathematischen Gesellschaft 
i n  Hamburg von Herrn J. P. B u b  e n d e y ,  ein ungemein schatzbarer Beitrag 
nicht nur  zur Hamburger Lokalgeschichte, sondern zur Geschichte der 
Mathematik in  Deutschland tiberhaupt. Herr  B u  b e n d e y hat  seinen Stoff 
sehr geschickt in vier Gruppen zu zerlegen gewusst, indem er 1. eine Griîn- 
dungsperiode (1690-1720), 2. eine Kunstrechnungsperiode (1720-1790), 
3. eine technische Periode (1790 - 1860),  4. eine wissensrhaftliche Periode 
(seit 1860) unterschied. In  der ersten Periode treten besonders die von uns 
als Grtinder schon genannten H e i n r i c h  M e i s s n e r  und V a l e n t i n  H e i n s  
hervor, Lctztercr bis auf dcn heutigen Tag  in der Redensart ,nach Valentin 
HeinsU fortlebend, welche i n  Ramburg die gleiche Dauerhaftigkeit bewies, 
wie in anderen Theilen Deutschlands die Berufung auf A d  a m  R i  es  e , 
Ersterer in  weiteren Kreisen a1s dem der Mathematischen Gesellschaft lange 
Zeit nahezu vergessen und dennoch dem Mitgrtinder geistig tiberlegen. So 
hat Me i s s n e r  z. B. eine Methode gelehrt, die ganxzahligen Wurzeln einer 
Gleichung xn + al sn-l  + a2xn-2 + .. . + a, = O mit lauter selbst ganzzah- 
ligen Coefficienten leicht zu finden. Mittels x + 1 = x, ,  x f 2 = z, u. N. W. 
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leitete er neue Gleichungen xIn + b,xIn-' + + b, = O ,  xXn + c , ~ , " ~ ~  
+. . . f c, = O  u. S. W. a b  und bildete die einzelnen Theiler or,, a,, . . . von 

an, pl ,  ... von b , ,  y, ,  y,, ... von c, u. S. W. Ergab sich sodann ein 
uh = pi - 1 = y k  - 2 = . . ., so war die Vermuthung , x = cu,~, sei Wurzel der 
gegebenen Gleichung, schon genügend gesichert, u m  den Versuch der wirk- 
lichen Einsetzung zu rechtfertigen. Diese Methode ist als solche gewiss 
interessant - wenn sic von M o i s  s n e r  herrtihrt. Gcnau der glciche Vor- 
sehlag wurde niimlich von J a c O b v O n W a  e s s e n a  e r  v O n Utrecht lgemacht 
und durch F r a n c i s c n s  v a n  S c h o o t e n  1659 i n  der Amsterdamer Aus- 
gabe der D e s  c a r t e s'schen Geornetrie (1, S. 307) ver6ffentlicht. Sollte 
aber M e i s s n e r  auch, was wir fast glauben mochten, die hier genannte 
Quelle benutzt haben, so ist eine Erweiterung der Methode jedenfalls sein 
Eigenthum. Sei namlich eine Wurzel x= so m u s  wegen der 
Ganzzahligkeit der Coefficientcn x = y - jh ebenso der Gleichung genügen, 
d. h .  a. muss durch y2 - s theilbar sein, b,  durch (y +l.)2 - z  = y c z  
$2y+1, C, durch ( y + 2 ) 2 - ~ = y 2 - s + 4 y + 4  u. S. W., oder es mllssen 
unter den or, /3, y, . . . sich solche finden, die eine arit,hmetische Progression 
zaeiter Ordnung bilden, deren zweite Differenz = 2 kt. Davon finden wir 
bei J a c o b  v o n  W a e s s  e n a e r  keine Spur. An der Grenze zwischen der 
ersten und zweiten Periode erschien P a u  1 H a l  c k e's Sinnenconfect, eine 
Aufgabensammlung, welche sich vielcn Beifalls zu erfreuen hatte. - Die 
zweite Periode stand, mochten wir sagen, unter dem unmittelbaren Einflusse 
des H a l  c k e 'schen Buches. Irgend hervorragende Leistungen eines Einzelnen 
unter den Mitgliedern der Gesellschaft lassen sich so wenig nachweisen, als 
Leistiingen der Gesellschaft selbst, welche aus dem Rahmen der mathema- 
tischen Spielereien herausgetreten waren. - I n  die dritte Periode, deren 
Charakter der Verfasser durch des Beiwort ,technischu tremich gczeichnet 
bat, fillt die Mitgliedschaft von Miinnern, welche, wie der Mechaniker 
Rep s o l d  , der Astronom R ü m  k e r ,  der Wasserhaumeister W o l  t m a n ,  weit 
iiber Hamburgs ürenzen sich bekannt gemacht haben. lnnerhalb dieser 
Periode traten S c h u m a c h e r  (1813), G a u s s  (1818), T r a l l e s  (1820), 
B r a n d e s  (1823), S p e h r  (1824), E n c k e  (1828), C r e l l e  (1832) und 
noch mancher Andero a19 Ehrenmitglied in  den Verband der Mathemati- 
schen Gesellschaft. - Innerhalb der vierten Periode leben wir. Dass auch 
ilir ein richtiges Beiwort verliehen ist,  wenn man sie die wissenschaftliche 
Periode genannt ha t ,  dartiber kann niemand in Zweifel sein, welcher die 
Namen Derer, welche seit 1860 der Gesellschaft beitraten, mi t  den Namens- 
verzeichnissen der Mitarbcitcr an den in Deutschland erscheinenden mathe- 
matischen Zeitschriften vergleicht. M6ge diese wissenschaftliche Periode so 
lange andauern, als der Bestand der Gesellschaft selbst. - Nachst der 
Bu ben d ey7schen Abhandlung enthalt der erste Theil auch noch eine Notiz 
des Ehrenmitgliedes Herrn B i e r  e n s d e H a  a n  über diejenigen Hollander, 
welche Mitglieder der Hamburger Gesellschaft waren, und des vollstiindige 
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Verzeichniss aller Ehrenmitglieder, einheirnischen Mitglieder und auswartigen 
Mitglieder von 1690 bis 1 8 9 0  mit 43, 182, 127 Namen. Die erste Liste 
hat bei der Jubelfeier selbst durch Neuernennungen einen Zuwachs von neuu 
meiteren Namen erhalten. CeNTox. 

Handbuch d e r  Astronomie, ihrer Geschichte und Literatur von Dr. RUDOLF 
WOLF, Professor in Zürich. Mit zahlreichen in den Text eingedruck- 
ten Holzstichen. I n  2 Banden. 1. Halbband. Ziirich 1890, bei 
F. Schulthess. XVI ,  384 S. 

Der Vcrfasser schickt eine Inhaltstibersicht des ganzen Werkes voraus. 
Das erste Buch führt demnach den besonderen Titel: A u f g a b e ,  Ge-  
s c h i c h t e  u n d  V o r k e n n t n i s s e .  Die drei folgenden Bücher werden be- 
titelt sein: II. E i n l e i t u n g  i n  d i e  A s t r o n o m i e ;  III. T h e o r i e  d e r  I n -  
s t r u m e n t e  u n d  M e s s u n g e n ;  IV. M e c h a n i k  u n d  P h y s i k  d e s  H i m -  
m e  1s. Der ersto Halbband enthiilt dos erste Buch; jedem der drei folgenden 
Bücher scheint ein ahnlicher Halbband gewidmet werden zu sollen. Herr 
W o l f  beabsichtigt ein Doppeltes: er will dem werdenden Astrouomen einen 
Wegweiser liefern, der ihm zeige, was Alles a n  Kenntnissen für ihn noth- 
wendig sei,  wie und wo e r  diese Kenntnisse sich verschaffen konne; er will 
dem gewordenen Astronomen ein bequemes Nachschlagebuch in die Band 
gcben, welches i n  gedrangter Kürze eine Menge von theils sachlichen, theils 
ge~chichtlichen Angaben vereinige. Wie er diese Absicht zu erreichen sucht, 
mogen zunachst die Ueberschriften der sechs im ersten Buche euthaltenen 
Capitel veranschaulichen: 1. Die Aufgabe der Astronomie (3 S.); II. Ge- 
schichte der Astronomie (45 S.); III. Einige Vorkenntnisse aus der Arith- 
metik (88 S.); IV. Einige Vorkenntnisse aus der Geometrio (121 S.); 
V. Einige Vorkenntnisse aus der Mechanik (24 S.); VI. Einige Vorkennt- 
nisse aus der Physik (97 S.). Endliüh folgen noch 4 S. Zusatze und Be- 
richtigungen, so dass mit  dem Titelblatte die 384 S. des Bandes heraus- 
kommen. 

Und auf diesem , man ware versucht , zu sagen , verschwindend kleinen 
Raume unternimmt es Herr  Wolf ,  nicht nur  dio Gegenstande selbst zu 
behandeln , sondern auch jhre Geschichte , ihre Literatur bis zu den Erwhei- 
nungen der jüngsten Zeit? E s  ist fast unglaublich, aber es ist s o l  und 
noch mehr: die Behandlung is t  so, dass man mit bestem Gewissen das 
Buch empfehlen kann. Man ist unwillkürlich versucht, a n  jene Schreib- 
künstler zu denken, welche ganze Druckbogen auf den Raum einer Post- 
karte noch leserlich zusammenzudr%ngen wissen, nur  dass bei ihncn blosse 
Handgeschicklichkeit erforderlich is t ,  wahrend in der Wolf'schen Kunst- 
leistung spielende Beherrschung des Stoffes, weise Auswahl, geschickte An- 
ordnung, ohne dass die Verstandlichkeit darunter lit te,  sich offenbaren. 
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Wir haben von der weisen Auswahl gesprochen, Das ist ja  nattirlich, 
dass auf 88 Seiten kein vollst%ndiges Lehrbuch der Analysis, auf 121 Seiten 
kein solches der Geometrie, noch dazu in geschichtlicher Ent,wickelung ge- 
geben werden konnte, aber es ist  staunenswerth, was aus diesen Gebieten 
vereinigt ist. Nehmen wir das III. Capitel in Augenschein. Elementüres 
Zaiilenrechnen, Logarithmen in ihren Abarten von B ü r g i  und N e p e r  bis 
zu L e  o n e l l i  und W it  t s  t e i n ,  Algebra der Buchstabengleicliungen ersten 
bis vierten Grades, Auflosung numerischer Gleichungen nach C a r  d a n  O , 
Bür g i ,  N e w  t O n , Binomialsatz , die wichtigsten Reihenentwickelungen , Dif- 
ferentiationen und Integrat,ionen , Anwenduug auf die Ermittelung grosster 
und klcinstcr Werthe,  Wahrschoinlichkcitsrcchnung bis zu und mit Ein- 
schluvs der Methode der kleinsten Quadrate begegnen uns hier. Und üben 
wir eine gleiche Sichtung des IV. Capitels, ao erscheinen: Elementare Plani- 
metrie unter besonderer Berücksichtigung von regelmiissigen Sehnenvielecken, 
Trigonometrie in ihren verschiedenen Entwickelungsgestalten, als griechische, 
a1s indisch-arabische, als Trigonometrie des XVI. und als solche des XVIII. 
Jahrhunderts , Coordinatengeometrie, Krümmung, Rectification, Quadratur, 
Kegclschnitte, hohere Curven, Raumtrigonomctrie und analytischc Geomctrio 
des Raumes, Oherflichen zweiter und h6herer Ordnung , Projectionslehre. 

Aber nicht genug,  dass die hier nicht einmal vollstandig aufgeziihlten 
Ilinge behandelt sind , sie sind jeweils entwickelt und abgeleitet , beziehungs- 
meise bewiesen. Allerdings ist darin der lückenhafte Theil des ganzen 
Buches zu sehen. Die Beweise sind keineswegs sammtlich so streng, als 
man heute es zu fordern gewohnt ist;  sie konncn es einfach nicht sein ver- 
m6ge des ihnen zugemessenen Raumes, aber überall sind Verweisungen auf 
gründliche Werke gegeben, tiberall ist also, wie wir am Anfange sagten, 
dem Schüler der Astronomie gezeigt, wo e r  genaueren Bath sich holen soll, 
wiihrend der fertige Astronom Beweise überhaupt nicht hier nachschlagen 
mird, sondern nur  die Erinnerung an die Satze wird auffrischen wollen. 
Wir glauben daher, dass Herr W o l f  den beiden Leserkreisen, für  welche 
er geschrieben h a t ,  Genüge leistete, und dass der erste Halbband des Hand- 
buchev der Astronomie wesentlich zur Empfehlung des ganzen Werkes 
dienen nird. CANTOR. 

Kartin Behaim von SIEGMUND G ~ N T H E R .  Zeichnungen von OTTO E. LAU. 
(13. Band der Bayerischen Bibliothek, begründet und herausgegebon 
Von KAHL V. ~EINHARDSTATTNEB & KARL TBAUTMANN.) Bamberg 
1890, Buchner'sche Verlagsbuchhandlung. 86 S. 

Dass der Anfertiger des beriihmten B ehaim'schen Globus, seine Fahrten 
und Lebensschicksale , besonderes Interesse fur den Geographen, aber nur 
ein sehr nebensachliches fü r  den Mathematiker besitzen, ist  in der Natur 
der Sache begründet. Ein kleiner Abschnitt des anziehend geschriebenen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



184 Historisch - literarische Abtheilung. 
I - - I _ _ N _ _ _ ^ N _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ w w _ _ N w I _ ~ -  

13üchleine ist es,  welcher uns veranlasst, dasselbe hier anzuzeigen. Herr 
G ü n t h e r  macht es namlich wahrscheinlich, dass M a r t i n  B e  h a i m  dadurch 
80 rasch eine hohere Stellung in der portugiesischen Entdeckungsschifffahrt 
gewann, dass er dort den J a c o b  s s t a b  einführte , jenes leicht handliche 
Messinstrument, welches Cr sclbst durch R e g  i O m O n t a n u s kcnncn gclernt 
hatte und welches ein Aufnehmen der Sonnenhohe aus freier Rand auf dern 
Schiffe selbst gestattete, wahrend vordem diese zur Bestimmung der geo- 
graphischen Breite unerlassliche Messung nur auf fester Grundlage, d. h. 
unter der Voraussetzung der Landung moglich war. Mit anderen Worten: 
eine Hochmeerschifffahrt konnte erst jetzt mit einiger Sicherheit an die Stelle 
der seitherigen Küstenschifffahrt treten. Herr  G ü n t h c r  benutzt diese Ge- 
legenheit, um Iiber den Ursprung des Jacobsstabes Untersuchungen anzu 
stellen. Nit  Herrn S t e i  n s c h n e i d e r  ist er der Meinung , der Jacobsstab 
habe durch Verschiedenheit der Farben das Ablesen der a n  ihm angebrachten 
Theilung erleichtert und dem gesprenkelten Ansehen, welches an die Stabe 
erinnerte, die der Erzvater Jacob den brünstigep Thieren vorwarf, seinen 
Namen zu verdanken. E r  macht auch auf eine Schrift des spanischen Juden 
L e v i  b e n  G e r s o n  (t 1370) aufmerksam, in  welcher der Jacobsstab vor- 
kommt, dessen Erfindung mithin rnindestens in die Mitte des XIV. Jahr- 
hunderts zurückreicht. Wir  bernerken beilaufig, dass die reichhaltige Samm- 
lung der deutschen Seewarte in Hamburg einen sehr alten Jacobsstab besitzt. 

CANTOR. 

Karl  Christian Friedrich Kranse'a Philosophische Abhandlungen. Bus 
dem handschriftlichen Nachlasse des Verfasscrs herausgcgebcn von 
Dr. PAUL HOHLFELD und Dr. A u u u s ~  W~NSCHE.  VI11 u. 402 S. gr. Bo. 
Leipzig 1889, bei Otto Schulze. 

K r  a u  s e geh6rt zu den wenigen Philosophen, welche im ersten Drittel 
unseres Jahrhunderts in  der schwtilen Atmosphiire der Romantik zielbewusst 
a n  der alten Platonischen Tradition festgehalten haben und stets der Ueber- 
zeugung gewesen sind , dass eine Philosophie, wolche der Mathcmatik fcind- 
lich oder auch nur gleichgiltig gegenübersteht, mit jener echten Philosophie, 
welche der griechische Geist uns geschenkt Lat,  kaum mehr gemein hat, 
ale die Aeusserlichkeit des Namens. Bei aller Verwandtschaft mit F i c h t e ' s  
Arbeit und mit S c h e l l i n g ' s  Phantasmagorien ist K r a u  se 's  System von 
vornherein mit dem Stempel der Selbstlindigkeit aufgetreten und dieser 
Stempel zeigt wohl seine schiirfste Pragung in jenen tief angelegten Linien, 
durch welche die Stellung der Mathematik im Ganzen der Philosophie be- 
stimmt werden 8011. 

Geboren (zu Eisenberg im Herzogthum Altenburg) in dem Jahre, in 
welchem L e s s i n g  s tarb,  in dem Jahre,  in welchem S c h i l l e r ' s  Rauber 
erschienen und K a n t ' s  Kritik der reinen Vernunft a n  das Tagesliclit trat, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 185 
~ M N W Y Y Y Y Y - N I V L ^ ~  

reifte K r a u s e  um die Wende des Jahrhunderts zur eigenen Thatigkeit 
heran: mit seiner Schrift ,,De Philosophiae e t  Matheseos notione et  earum 
intima conjunctioneu habilitirte er sich, Vieles verheissend , 1803 in Jena 
und lehrte dort zwei Jahre lang mit grossem innerem und tiusserem Erfolge. 

Nur allzubald verblich der Stern, welcher K r  a use ' s  Laufbahn vorzu- 
leuchten schien. Die Anzahl der Studirenden in Jena sank pl6tzlich um 
mehr als die Halfte und viele ttkademische Lehrer verliessen infolge dessen 
den alten Musensitz, unter ihnen auch K r  a u  s e ,  dessen ganzes Leben von 
nun an,  wenn auch frei von der aiissersten Noth, ein hartes und unbelohntes 
Ringen ist um d i e  Musse des Lernens und des Lehrens, welcher sich nur 
der Inhaber eines akademischcn Stuhles erfrcuen darf. Wghrend H c g e l ,  
der sich fast gleichzeitig (1801) mit K r a u s e  i n  Jena habilitirt batte, inner- 
halb der 30 Jahre seiner Wirksamkeit Schritt fiir Schritt die Stufenleiter 
iusserer Anerkennung emporklomm, um (1831) auf der H6he seines Ruhmes 
al3 preussischer Staatsphilosoph ein jahes Opfer der Cholera zu werden, 
schleppte K r  a u s  e innerhalb derselben Zeit sein arbeitsames und nur a n  
Entttiuschungcn roiches Leben unter ausseren Pnfeindungen mannichfacher 
Art dahin, um endlich unter dem Drucke von ungerechtfertigten Polizei- 
massregelu in München (1832) einsam und verkannt zu sterben. K r a u s e  
und H e g e l ,  die beiden grossen Systematiker des F i c h t e -  S c h e l l i n g  - 
d e n  Ereises , erscheinen der Nachwelt, i n  welcher der inductiv- deductive 
Geist der rnodernen Wissenschaft endlich auch frir die Philosophie zum Siege 
gelangt ist ,  in anderem Lichte, als ihrer Mitwelt, für welche die Philo- 
sophie lediglich die Miirchenerzahlerin aus dem Traumlande des Absoluten 
war. H e g e l  hat  seinen Ruhm dahin: i n  den TrUmmern seines Systems, 
welches ohne Zweifel eine gewaltige Zeiterscheinung gewesen kt ,  aber auch 
nur als Zeiterscheinung seine Bedeutung gehabt h a t ,  liest die Gegenwart 
nur noch die ewig berechtigte Aufforderung, ,in der Zersplitterung der 
wissenschaftliclien Einzelarbeit niemals den systematischen Absehluss des 
Ganzea der Wissenschaft zu vergessenu. Anders stcht es mit K r a u s e :  
trotz aller Hinneigung zur Speculation t r i t t  er dem inductiv-deductiven 
Geiste der modernen Wissenschaft oft so nahe,  dass ein Theil seiner Arbeit 
überhaupt erst der Gegenwart verstandlich werden kann. 

Mit grosser Freude ist es daher .zu begrüssen, dass von Dresden ans, 
wo unser Philosoph einen grossen Theil seines Lebens (mit Unterbrechung 
von 1805 bis 1823) zugebracht, durch die sorgsamen und sachkundigen 
Eemtihungen der Herren H o  h l f e l d  und W ü n s c  h e  eine mehr und mehr 
an Vollstandigkeit gewinnende Sammlung der Arbeiten K r  a use ' s  (im Ver- 
lage von Otto Schulze, Leipzig) geschaffen wird, welche für die Folge die 
Grundlage aller an den Namen Krause ankntipfenden Bestrebungen bilden kann. 

Was im Besondern die Stellung unserer Philosophie zur Mathematik 
anlangt, so sind dafur, ausser der bereits genannten Jenaer Habilitations- 
schrift (1802), i n  erster Linie folgende Arbeiten zu erwiihnen: 
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1. Grundlage eines philosophischen Systems der Matheinatik. (1804.) Theil 1. 
2. Factoren und Primzahltafeln. (1804.) 
3. Entwiirf des Systemes der l'hilosophie. (1804.) Abtheil. 1. 
4. Tagblatt des Menschheitslebens. (1811.) 
5 ,  Lehrbuch der Combinationslehre und der Arithmetik. (1812.) 
6. Novae theoriae linearurn curvarum specimina V. (1531/32.) 
7. Ueber die Idee der Nathesis, über die orgauisühe Ausbildung und über das 

Verliiiltniss der Mathesis zu der Wissenochaf't und zu derri Leben. (1832.) 

Von diesen Arbeiten bringt der uns heute vorliegende Band die Jenaer 
Dissertation und zwar sowohl i n  ihrer ursprüngliühen Gestalt (Nr. XIX), 
als auch in einer vom Verfasser selbst gefertigten Uebersetzung (Nr. 1), eine 
Abhandlung aus dern ,,Tagblatte des MenschheitslebensU (Nr. XVI), ein 
Rruchstück über die Grundlegung der Mathematik (Nr. XVII) und die oben 
unter 7 bezeichnete Abhandlung (Nr. XVIII), wahrend wir die ohm untcr 
6 erwshnte Arbeit leider vermisscn. 

Wghrend H e g e l  in seiner Jenaer Dissertation (1801) aus P la ton ' s  
Timaeos beweist, dass es zwischen Mars und Jupiter keinen Planelen geben 
kann,  und dieser Weisheiî, eine haarstraubende Deduction der K e p l e r  - 
schen Gesetze hinzufiigt, sucht Er a u  s e in seiner Jenaer Dissertation (1802) 
i n  begeistertcr, aber durchaus nüchterner Weise festzustellen, woher uiis 
das Bedürfniss nach Philosophie kommt, wie deren Ideal aussehen würde 
und wie weit dieses Ideal von vornherein erreichbar scheint, welche Ein- 
theilung die Philosophie fordert und wie die Philosophie methodisch fort- 
zuschreiten und dabei Schritt fiir Schritt ihre Beweise einzurichten hat. 
Diese Erstlingsphilosophie K r a u s e ' s  nun zerfillt i n  M a t h e m a  t i k  (Arith- 
metik,  Ceometrie, Dynamik) und V e r n u n f t s p  h i 1 0  s o p h i e  oder, wenn man 
will, in die P h i l o s o p h i e  d e s  G e s e t z m a s s i g e n  (Wissenschaft der reinen 
Formen der Dinge) und in die P h i l o s o p h i e  d e s  F r e i e n  (praktische 
Philosophie) und steht von vornherein unter dem leitenden Gedanken, daas 
Alles, was is t ,  ein in  sich harmonisch ausgestattetes Ganzes bildet und 
auch als ein solches erfasst werden muss. 

Die Mathematik als einen einheitlich gebildeten Organismus darzustellen, 
der selbst in dem grtisseren Organismus der Philosophie als Organ seine 
Stelle ha t ,  das ist  die Aufgabe, mit deren Losung sich K r a u s e  des Wei- 
teren z u m h s t  in  den ,  oben unter l, 3 und 4 genannten Schriften in ein- 
gehender Weise beschaftigt hat. F ü r  uns handelt es sich hier lediglich um 
die Abhandlung aus dem ,,Tagblatt etc.', welche den Tite1 tragt: ,,Ueber 
die wissenschaftliche Begründung, Berichtigung und Neugestaltung der Ma- 
thematik (Formwis~enschaft) .~ 

Dass die zur Zeit vorhandene Mathematik keinen Organismus bildet, 
das ist der Ausgangspunkt der K r a u s e ' s c h e n  Ueberlegungen: die Theil- 
gebiete (z. B. Arithmetik, Geometrie, Chronologie etc.) sind gegeben, das 
Ganza is t  aber noch nicht geschaffen. Was in unserer Zeit durch die tief- 
gehenden Arbeiten von G. C a n t o r ,  D e d e k i n d ,  H. und R. G r a s s m a n n ,  
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H a n c k e l ,  v o n  H e l m h o l t z ,  K r o n e c k e r ,  W o i o r s t r a s s  u. A. bcgründct, 
mehr und mehr zur Anerkennung gelangt, dass namlich die Arithmetik (im 
weitesten Sinne des Wortes) eine in sich geschlossene Wissenschaft ist, 
welche keiner geometrischen Krücke bedarf, welche gar  nicht einmal neben 
(Zeit und Raum) der Geometrie steht,  sondern vor oder tiber derselben, - 
das hat K r a u s e  bereits mit  voller Klarheit gesehen. Es  gewahrt einen . 

eigenthümlichen Genuss i n  seiner Abhandlung, welche tibcrhaupt reich ist 
an treffendcn historischen und sachlichen Bemerkungen, viele d2r Probleme, 
um welche sich die Arbeit der letzten Jahre liewegt hat,  alu Forderungen 
deutlich bezeichnet zu sehen, so z. B. die Brage nach den Beziehungen des 
Stetigeo und Unstetigen, nach den Beziehungen des Endlichen und Unend- 
lichen u. S. m., vor Allem aber die Aufgabe: ,die Anfange der Arithmetik 
und die der Geometrie in aller Strenge zu begrlindenu. Namentlich im . 

Hinhlick auf die Arbcitcn von D e d e k i n d  ( m a s  sind und was sollcn die 
Zahlen?), von H. und B. G r a s s m a n n  und von H a n c k e l  klingt es  wie 
ein Prophetenwort , wenn wir bei K r  a u  s e (S. 275) leseu : ,,Eine rein - form- 
liche Wissenscliaft vom Ganzen als Ganzeu und vom Theile und von den 
Theilen als solchen, überhaupt und im Allgemeinen, muss jeder einzelnen 
mathematischen Wissenschaft vorausgehen." Dass K r  a u s e ' s  der Mathematik 
odcr der ,,Ganzheitslehreu, wie er sich ausdrückt, gewidmete Arbeiten bei 
seinen Zeitgenossen keine Anerkennung fanden, scheint uns heute natürlich, 
und so darf es uns auch nicht Wunder nehmen, dass K r a u s e  selbst nach 
und nach mtide wurde, auf diesem Gebiete tauben Ohren zu predigen. 

Obwohl ~ r a n s  e auch nach den Jahren 1811/13 nicht blos gelegentlich 
auf die Mathematik zurtiçkgekommen ist - wir finden z. B. in  seinem 
System der Philosophie (1828) die Mathematik vollwichbig berücksichtigt, 
wie auch nicht anders zu erwarten -, so hat  e r  sich doch dem Thema des 
,Tagblattes etc.' im Resondern erst in seinem letzten Lebensjahre wieder 
zugewandt. 

I m  Pebruar 1832 reichte er der Akademie zu hlünchen die obea unter 
Nr. 7 genannte Arbeit (Nr. XVIII) ein: ,,Ueber die Idee der Mathesis etc.', 
nachdem er derselben Akademie bereits irn November 1831 die oben unter 
Nr. 6 bczcichncto Abhandlung ,Novae theoriae etc.u vorgclegt hatto. 

Die letzten Hoffnungen seines Lebens, auf Grund dieser Schriften in 
München wenigstens als Prof. honor. zugelassen zu werden, nachdem er zu 
Jcna, Berlin und Gottingen mit grossem Eifer und bedeutendem Erfolge 
als Privatdozent gelehrt und 30 Jahre hindurch von diesen Stadten aus und 
namentlich auch von Dresden aus eine fruchtbare schriftstellerische Thatig- 
keit entfaltet hatte , diese letzten Hoffnungen verwirklichten sich nicht : 
S ch e l l i  n g wies a18 Referent die Arbeit K r a u se's i n  verletzender Weise 
ala ,,unbrauchbaru zurück, ein Urtbeil, von dem die Geschichte der Philo- 
sophie in  gebührender Weise Kenntniss zu nehmen hat. 
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Dieso lotzto Arbeit K r a u s e ' s  wiederholt im Wesentlichen den Gedan- 
kengang der Abhandlung vom Jahre 1811 und zeigt dieselbe Klarheit in 
der Beiirtheilung der zeitgenossischen Mathematik, ihrer systematischen 
Iliingel und ihrer systematischen Bedürfnisse. Im Gegensatze zu der früheren 
Darstellung, in welcher ein lebhafter Hauch des modernen inductiv- deduc- 
tiven Geistes wehte, tritt  nun aber eine gewisse speculative Begehrlichkeit 
211 Tage, welche mit einem Schlage ,genialu erledigen mochte, was nur in 
langsamem und vielseitigem Mtihen verarbeitet werden kann: die Abhand- 
lung steht allzusehr im Bannkreise des zweiten Theiles* seines ,Systems 
der Philosophieu. 

Dass die Mathematik als Organismus nur in dem Boden der Eiuzel- 
forschung heranzuwachsen im Stande ist und dass dieser Process nur sehr 
allmalig fortschreiten kann , das hat  K r  a u s e  zwar niemals ganz übersehen, 
aber doch um so mehr vergessen, jo mehr auch ihn der Zauber der Be- 
griffsromantik umsponnen hat. 

Ein vorurtheilsfreier Geschichtsschreiber der Philosophie wird die heiden 
grossen Systematiker H e g e l  und K r  a u  s e in  zweifacher Weise beurtheilen 
mtissen, einerseits narnlich hinsichtlich ihrer befruchtenden Wirkung auf die 
Zeitgenossen , andererseits hinsichtlich des Verhiiltnisses, in welchem das Rlei- 
bende und das Vorübergchonde in ihren Schopfungcn zu einander steht: so 
gewiss i n  erster Hinsicht H e g e l  den Preis verdient, so sicher ist es auch, 
dass K r  a u  s e  mehr von einem ,,monumentum , aere perenniusU geschaffen. 
Man wird bedauern, dass ein so reines Streben, wie es in K r a u s  e's ganzem 
Sein zur Geltung kommt, bei den Zeitgenossen keine genügende Anerken- 
nung gefunden ha t ;  man wird sich aber auch nicht der Thatsache ver- 
scbliessen konnen , dass sein geradezu unheimlicher Verdeutschungstrieb und 
sein unseliger Hang,  mit den unbrauchbaren Bezeichnungcn auch die brauch- 
baren auszuscheiden, vie1 d a m  beigetragen hat ,  seiner Arbeit manche Thür 
zu verschliessen : das Bruchstück aus der Ganzheitslehre ', welches uns hier 
(Nr. XVII) vorliegt, kann dieses Urtheil bestitigen. 

Das ,,Bleibendeu in den Leistungen K r a u s e 7 s  dürfte, falls man nicht 
etwa geneigt is t ,  den Willen für die That zu nehmen, keineswegs auf dem 
Gebiete licgen, welches uns heuto hier beschtiftigt ha t ;  denn zu wahrhaft 
grundlegenden Ausführungen der Mathesis ist unser Philosoph nicht ge- 
koxnmen, j a  er hat zu solchen der ganzen Sachlage nach gar nicht kommeu 
konnen, wahrend seine fruchtbaren Anregungen, welche in  seiner Zeit ver- 
loren blieben, fur unser herangereiftes Geschlecht zu spat in weitere Kreise 
dringen, nm noch originell wirken zu konnen. 

* Dem ersten, dem intuitiv-analytischen Theile schreibe ich eine bleibende 
Bedeutung eu,  dagegen bin ich der Ansicht, daes für solche Arbeiten, wie sie der 
zweite, der syuthetisch-deductive Thcil darstellt, die Zeit überhaupt ganz und 
gar vorbei iet. 
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Im ersten Drittel unseres Jahrhunderts galten auch für  den Mathe- 
matiker und den Philosophen die Worte S c  h i 11 e r's : 

Feindschaft aei zwischen Euch! Noch kornmt das Bündniss zu frühe: 
Wenn Ihr im Suchen Euch trennt, wird erst die Wahrheit erkannt. 

Dass in unserer Zeit Mathematiker ersten Ranges die 13erührung ihrer 
Wissenschaft mit der Erkenntnisstheorie nicht nur nicht angstlich vermeiden, 
sondern dieselbe sogar geflissentlich hergestellt haben, und dass jetzt an- 
dererseits die namhaften Philosophen thcils mit offener Hinneigung, theils 
mit verborgener Abneigung die Bedeutung der Mathematik fiir die Philo- 
sophie laut genug anerkennen, scheint ein Zeichen dafür zu sein, dass 
Krause's Forderung, welche im Geiste P l a t o ' s ,  L e i b n i z 7  und K a n t ' s  
gestellt war in einer Zeit, wo die Philosophie vor lauter Poesie den Ver- 
stand verloren hat te ,  gegenwiirtig nicht mehr unerftillbar ist: die einzelnen 
mathematischen Wissenschaften beginnen bereits, sich zum Organismus der 
Xathesis* zu cincn. 

In einer solchen Periode ist es Ehrenpflicht, K r a u s e ' s  zu gedenken, 
dessen reines Wollen und dessen zielbewusstes Streben sich nicht ausleben 
konnte, weil seinen Zeitgenossen die Fkihigkeit fehlte, ihn zu begreifen. 

Dieser Ehrenpflicht sol1 unsere Anzeige nachkommen. 

B r a u n s c h w e i g .  ALEX. WERNICKE. 

Die Qrnndlage der Euklidiechen Geometrie des Maassee von Ur. ALEX. 
WEBNICKE. Wissenschaftliche Beilage zu dem Programm des herzog- 
lichen Neuen Gymnasiurns in  Braunschweig Ostern 1887. Braun- 
schweig, Druck von Joh. Heinr. Meyer. 58 S. 4O. 

Der vorliegende Versuch i ~ t ,  wie die Vorrede sagt,  gedaclit als ein 
Repetitorium für obere Classen. Es will den Schüler entlasten und ihru 
trotzdem weitere Ausblicke verschaffen, indem es die Geometrie des Maasses 
nach E u  k l i d  als Ausfluss eines Principes kennen lehrt und dabei gleich- 
zeitig ihre Stellung im Organismiis unseres Wissens bestimmt. Der erste 
Theil ist daher mehr philosophischen Inhalts und beginnt mit dem merk- 
wiirdigen Satze : .Es ist ein Grundzug unseres Wissens , die thatsachlich 
gegebenen Widersprüche unseres Wissenv als ein Etwas zu betrachten, 
welches eigentlich nicht vorhanden sein sollte, und zugleich die IIoffnung 
zu hegen, dass sich die Widersprüche aus unserem Wissen entfernen 
lassen.' - ,Um dem Ideale eines widerspruchslosen Wissens naher zu 

' Wie ich mir selbst das ,,Sgstem der Mathematikl' vorstelle, kann man aus 
folgenden Arbeiten entnehmen: 1. ,,Die asymptotische Function des Bewusstseins 
(Ziblen und Messen)" in der Vierteljahrsschrift für wissensch. Philosophie 1887/88; 
- lI. ,,Die Grundlage der Euklidischen Geometrie des Maasses." Braunschweig 
1887; - III. ,,Goniometrie und Trigonometrie etc.'' Braunschweig 1888; - IV. 
,,Grundzüge der Elementarmechanik etcL1 Braunschweig 1883. 
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kommen, hat  die Menschheit ihr Wissen in einzelne Gebiete zerlegt und 
ferner eine Wissenschaft auszubilden gesucht, welche die s%mmtlichen Ge- 
biete umfasst, die Philosophie; die Grundlage derselben ist die Erkenntniss- 
theorie. Es wird nun das Verh2ltniss der Erkenntnisstheorie zur Logik 
und das der Logik zur Mathematik eingehender erortert. Die Nathematik 
wird eingetheilt in  allgemeine und besondere; die besondere in  Geometrie, 
Phoronomie und Dynamik. Dann wird das Object der Geometrie behandelt, 
der Raum und die Raumgebilde. ,Alles, was wir mit unseren Sinnen wahr- 
nehmen, pflegen wir unsere Aussenwelt zu nennen. Die Aussenwelt zerlegt 
sich lins in  den l e e r  e n R a u m  und das raumerîtillte Etwau, welches ge- 
wohnlich als Materie bezeichnet wird." Dieser Satz ist offenbar unrichtig, 
schon deswegen, weil der leere Raiim eine physikalische Unm6glichkéit ist. 
Es folgen Betrachtungen Uber Inhalt und Form der Raumgebilde, der Korper, 
und ihre begrenzcndcn Elemente, von der Flache zur Linie, zum Punkte 
übergehend , und synthetisch vom Punkte zur Linie , zum Korper übergehend, 
so dass der Punkt  hier als das einzige erzeugende Element des Xaumes an- 
gesehen wird. E s  folgt dann die Definition der Geometrie als Lehre vom 
Railme und den Raumgebilden, und die verschiedenen Bedeutungen des 
Wortes ,,Geometrieu, die Arten der Definition, die Axiome, die Lehrstitze 
und die verschiedencn Arten des Beweises. - In das Wesen des indirecten 
Beweises seheint der Verfasser nicht eingedrungen zu sein. - Des Weiteren 
wird der Unterschied der Geometrie der Lage und der des Maasses gekenn- 
zeichnet. Dann wird zur Euklidischen Geometrie tibergegangen, als der- 
jenigen, welche für  die Erkenntniss unserer Aussenwelt verwendet werden 
soll. Als allgemeine Axiome des Euklidischen Baumes findet der Verfasser 
z e h n , dazu zwei besondere, die Existenz der Geraden und der Ebene. Diese 
grosse Zahl rtîhrt dahcr, dass der Verfasser hier zwischen Axiom und Postulat 
nicht unterscheidet und der früher angegebene Unterschied sich mit der 
üblichen Auffassung nicht deckt. Darauf folgen die gegenseitigen Grund- 
beziehungen der Elementargebilde , Punkt  , Gerade, Ebene, wonach der Ver- 
fasser zur Euklidischen Geometrie des M a a  s s e s übergeht und die beiden 
Maasse Strecke und Winkel einführt. Indem er  auf die gegenseitigen Be- 
ziehungen zwischen Strecke und Winkel eingeht, gelangt er zu Sstzcn und 
Aufgaben über das Dreieck; dabei ftîhrt die Aufgabe, ein Dreieck aus seinen 
Winkeln zu construiren, auf das berühmte Axiom 11 des E u k l i d .  Es 
folgen die Fundamentalconstructionen, Strecken-Winkelhalbirung etc., dam 
die Verwerthung der beiden Maasse zur Messung der ebenen Felder, der 
Korper, der Curven und Flachen. Den Schluss bildet die Gliederung der 
Euklidischen Geometrie des Maasses und eine Rechtfertigung der gegebenen 
Eintheilung. 

Wenngleich die Abhandlung für  den Vorgeschrittenen vielfach interessant 
is t ,  fü r  Schüler ist  sie nicht geschrieben. Es is t  nicht denkbar, dasa sie von 
einem solchen, auch der oberen Classen, in allen ihren Theilen verstanden 
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werden konnte, und so wird sie auch kaum nach der ausgesprochenen Ab- 
sicht des Verfassers bei der Repetition dienen konnen. F. S C H ~ ~ T T E .  

Materialien zn Dreieckskonstrnktionen nebst Anwendiing auf fast vjer- 
hundert Aufgaben. Zusammengeutcllt von F. J. BIIOCKMANN, vorm. 
Oberlehrer am Konigl. Gymnasium zu Cleve. Leipzig, Druck und 
Verlag von B. G. Teubner. 1888. V I  u. 88 S. gr. 8". Preis 1 Mk. 
20 Pf. 

Das Buch will die Aufgabe erfüllen, den Leser - und als solchen hat  
der Verfasser zunachst den. angehenden Lehrer im Auge - durch das Stu- 
dium deiiselben zu befihigen, das Gebiet der Constructionsaufgaben m6g- 
lichst weitgehend und vollkommen zu beherrsclien und somit die Pflege der 
Constructionsaufgabe in den Schulen zu heben. Darum sind die Aufgaben 
zunlchst auf Dreiecksconstructionen beschriinkt, weil diese für  die Schule 
riimeist in Retraeht kommen. Die dazu ntit,higen &Lit,erialien gahen den 
Aufgaben voraus: ~eomeir ische Oerter, Data,  Lehrsiitze, Reductionsaufgahen, 
algebraische Analysis. Dann folgen 385 Aufgaben mit Hinweisen auf die 
Materialien. Dadurch werden etwaige Schwierigkeiten der Losung gehoben, 
jedoch sol dass die eigene ThXtigkeit des Lesers nicht überfltissig wird. 
Dass das Euklidische Schema der Losung hier vermieden is t ,  bedarf keiner 
Bntschiildigilng. Die Losungen sind durcliweg elegant; besonders haben 
uns diejcnigen Aufgaben gcfallcn, in welchen dcr eingcschriebene und die 
drei angeschriebenen Kreise vorkommen. - Das mit vielem Fleisse zusam- 
mengestellte Werkchen dlirfte seinen Zweck wohl erfüllen, wenn es mit 
Ausdauer durchgearbeitet wird. 

Planimetriache Konstrnktionsanfgaben. Eine Vorschule zu des Verfassers 
Materialien. Enthaltend 501  Aufgaben nebst deren Losungen. Be- 
arbeitet von F. J. BROCKMANK, vorm. Obcrlehrer am Kgl. Gymnasium 
zu Cleve. Leipzig, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 1889. 
103 S. gr. 80. Preis 1 Nk. 50 Pf. 

Die vorliegende Aufgabensammlung soll, wenn auch in der Zeit nach 
den vorhin besprochenen ,,Materialienu erschienen, nach Form und Inhalt 
ein Praeambulum zu denselben sein. Daher sind die Aufgaben durcbweg 
leichter als in jenen, und die Losungen in grosserer Vallstiindigkeit gegeben, 
und zwar, was ja genügt ,  in  der Analysis; zuweilen is t  auch die Determi- 
nation beigefllgt, wenn dieselbe interessant ist. Die Losungen .sollen den 
Zweck verfolgen, dass der Leser durch aufmerksames Studium derselben 
eine allgemeine Methode ahstrahire und sich die für das weitere Studium 
erforderliche, einigermassen ausgcdehnte Kenntniss von Losungen anoigne. 
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Leichter würde dieser Zweck erreicht, wenn die Aufgaben nicht, wie es 
geschehen ist , in  ,,vermischteu und nDreiecksconstructions - Aufgaben", son- 
dern nach den M e t h o d e n  in Gruppen getheilt wiiren, wie dieses in 
allen neueren und besseren Aufgabensammlungen , z. B. P e t  e r  s e n ,  zu ge- 
schehen pflegt. Dadurch würde nicht nur  das Studium, sondern auch die 
Uebersicht wcsentlich crleichtert. (Dasselbe gilt auch von den oben be- 
sprochenen ,,Materialienu.) Wir  wollen noch auf diejenigen Aufgaben auf- 
merksam machen, in  denen die Bestimmungsstücke ihrer L a g e  nach gegeben 
sind - z. B. ein Dreieck zu construiren, wenn gegeben sind die Fusspunkte 
zweier Mittellinien und der einer zugehorigen H6he -, weil solche gewohn- 
lich weniger Beachtung finden, obschon viele derselben sehr anregend und 
hübsch sind. F. SCHÜTTE. 

Methodische Untersnchnngen anri dem GIebiete der elementaren Mathe- 
matik fur Schul - und Selbst- Unterricht von Dr. THEODOR WALTER: 
A l g  e b r a i  s c h  e A u  f g a  b e n. 1. Band: Bewegungsaufgabert. 1. Auf- 
gaben iiber gleichformige geradlinige Bewegung. Dazu gehoren: 
Spemann's Algebrahefte Nr. 1. Rewegungsaufgaben 1 nach Theodor 
Walter's Methode. Berlin und Stut tgart ,  Verlag von W. Spemann. 
1889. 

Kach einem noch ungedruckten Manuscripte von Go e t  h e führte auf 
dem Jahrmarkte zu Plundersweilen eine Seiltinzergesellschaft zum Schlusse 
ihrer Vorstellung folgende Pantomime auf :  Die Scene ist gedacht als. Har- 
bierstube. Ein Kunde tritt  herein und giebt zu verstehen, dass er rasirt 
sein will. Der Raseur empfingt ihn mi t .  tausend Bücklingen und heisst ihn 
auf einem grossen Lehnstuhle Platz nehmen. Der Gehilfe schleppt eins 
machtige Serviette herbei und bindet sie dem Kunden vor; sie ist von so 

riesigen Dimensionen, dass sie nicht nur  den Kunden ganz einhüllt, son- 
dem auch noch einen grossen Theil der Arena bedeckt. Dann wird ein 
grosser Waschziiber, bis an den Rand mit Seifenschaum geftillt, herbei- 
gebracht; in demselben liegen zwei machtige Weissquaste mit baumlangen 
Stielen. Diese ergreifen der Raseur und sein Gchilfe und seifcn damit den 
Kunden, m m  grossen Gaudium des umstehenden Publicums, aus dem grossen 
Zuber gehorig ein. Uann wird ein Rasirmesser hereicgetragen, armlang 
und handbreit, mit grovser Umstandlichkeit gewetzt, und damit der Kunde 
rasirt ,  der, weil er sich heftig gegen dieses Rasirmesser straubt,  vom Ge- 
hilfen festgehalten wird. Um den Seifenschaum abzuwaschen, werden dem 
armen Kerl mehrere Eimer Wasser ins Gesicht geschleudert. Endlich wird 

er aus seiner Lage befreit: er bezahlt einen Thaler; der Raseur weigert 
sich, ihm Geld herauszugeben; es entsteht Streit ,  und wie der Kunde sein 
Missfallen an der mit ihm vorgenommenen Procedur lebhaft zum Ausdrucli 
bringt, da ergreifen Raseur und Gehilfe den Zuber mit Seifenschaum und 
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stülpen ihn dem Kunden über den Kopf. Das Publicum hat an der groben 
Komik dieser burlesken Pantomime grosse Freude, und sein Jubel will kein 
Ende nehmen, wie der arme Kerl tiber und über mit Seifenschaurn hedeckt 
unter dern Kiibel hervorkriecht. 

An den auf solche Weise Rasirten werden wir lebhaft erinnert, wenn 
wir uns den Schüler vorstellen, der nach der Wral ter 'schen Methode seine 
Algebra zu lernen verurtheilt ist. 

Urn Aufgaben iiber gleichformige' geradlinige Bewegung, und zwar n u  r 
solche, welche auf Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten führen 
losen zu lehren, bedarf es eines Buchev von 292 Seiten in Roth- uud 
Schwarzdruck, grossartiger Hefte mit Tabellen, Logarithmentafeln etc. Wenn 
der Verfasser, wie es den Anschein hat ,  jeden Gegenstand aus dem so un- 
gemein reichen Gebiete der elernentaren Mathematik in  ebensolcher, geradezu 
ermüd e n d e r VO 11s t a n  d i g k e i  t bearbeiten will, d a m  miiss dem Schiiler 
die Mathematik in  Bezug auf Zeit und Geld eine , t h e  u e r  e u  Wissenschaft 
wcrdcn. - Nach einer Einlcitung tiber die Fundamcntalgleichungen der 
Bewegung folgt der eigentliche Stoff in Gruppen gegliedert: A. Die Bewegten 
legen gleiche Wege i n  ungleichen Zeiten zurück. 1. Gruppe: zwei Bewegte; 
2. Gruppe: drei Bewegte. B. Die Bewegten legen ungleiche Wege i n  
gleichen Zeiten hintereinander zurtick. 3. Gruppe: Annghern; 4. Gruppe: 
Entfernen; 5. Gruppe: Einholen; 6. Gruppe: Ueberholen u. S. W. u. S. W., 

im Ganzen 18 Gruppen. Die Auflosung geschieht nun mit Hilfe von Ta- 
bellen auf alle moglichen Weisen, jndern bald diese, bald jene Grosse a1s 
Uubekanute angesehen wird. So erhtilt man z. B. fiir die Gruppen A- 
16 Tabellen. Hier ein Beispiel einer solchen Tabelle: ,Zwei Dewegte L 
und R legen den Weg von A nach B mit den Geschwindigkeiten 1 und r 
ziirück, ein dritter Rewegter M mit einer xwischen 1 und r liegenden mitt- 
le~en Geschwindigkeit m bewegt sich unterdossen von B nach A und kommt 
in A an ,  wenn der Langsame in B eintrifft. Der Langsame habe bis zum 
Weggange des Mittleren M bereits d Zeiteinheiten rnehr gebraucht, als der 
Rasche 17. Man sol1 die Entferuung A B  berechnen. Die Aufgabe kann 
auf sechs Arten gelost werden! Erste Tabelle. Zeitgleichung. Der Weg 
-von A naeh B betrage s Langeneinheiten. 

1lirt:lit. Ahthlg. d .  Zeitschr. f. Math II. Pltys. XXXV, b. 15 

-- 

Der Lang~ame Der Mittlerc Der Basche 
-- -- -- 

weg . . . . ~1 x  

reschwindigkeit 

Gleichuug . . . x :Z -x : r=  d + x : m  

Resultat. ..? x = Z m r d : ( - l m + m r - r l )  
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Den Rand der Tabelle zieren die vier Fundamentalgleichungen, die wir 
hier ebenso, wie verschiedene Pfeile und Striche zwischen den Fichern, 
weggelassen haben. S. 34 begegnen wir der Bemerkung , dass die gefundene 
Wegeformel aucli als Quotient zweier Determinanten angeschrieben werden 

und dass der Nenner auch als vierreihige Determinante geschrieben werden 

Wir  wollen hoffen, dass es dem Verf. gelingcn werde, auch den Zahler 
ala v ie r re ih ige  Determinante darzustellen. Mit solchen vierreihigen Deter- 
minanten wird nun auch thatskhl ich gereehnet, wie man sich in den Bei- 
spieleu S. 182 figg. überzeugen kann. Das heisst doch mit Kanonenkugeln 
nach Spatzen schlessen! Jede Aufgabe in skimmtlichen Gruppen wird nun 
so nach Tabellen aufgel6st; das ist die Haupteigenthümlichkeit des Werkes, 
die der Verfasser für einen besonderen Vorzug hait. Aber wird nicht der 
Schüler diesen Schematismus für  wesentlich oder gar  nothwendig halten? 
Warum sol1 man die Bewegungsaufgaben durch Anlegen dieser Fesse1 er- 
schweren, wenn nian ohne dieselbe mit nicht weniger Klarheit zum Ziele 
gelangt? 

Im dritten Abscbnitte werden nun zu allen Aufgaben Zahlenbeispiele 
ausgerechnet in  weit Uber hiindert Tabellen. Dass die beliebte Aufgabe 
von den Hunde -, Hasen - und Rehsprüngen nicht fehlt,  ist  sclbstverstandlich. 

Den Sehluss bildet eine Sammlung von 34 Eisenbahnaufgaben, sowie 
Hinweise auf weitere dufgaben in bekannten Aufgabensammlungen. Eine 
Tafel vierstelliger Logarithmen id, dem Buche beigegeben, deren Gebrauch 
sehr empfohlen wird; aber auf der Stufe, wo die Bewegungsaufgaben vor- 
genommen werden, sind die Schüler mit den Logarithmen noch nicht be- 
kannt. Dass fü r  die Rewegungsaufgaben ein sa grosser Apparat heran- 
gczogen wird, sucht Verf. mit dem vorangedruckten Ausspruche Goethe 's  
zu entschuldigen: ,dam, wer e i n e  Sache mit Klarheit zu behandeln ver- 
mag ,  auch tauglich ist zu vielen anderen Dingenu, ein Satz, der doch sehr 
anfechtbar ist. F. S C H ~ T T E .  

kann, als 

Lehrbuch der Stereometrie. Auf Grund von Dr. FERD. KOMMERELL'S Lehr- 
buch neu bearbeitet und erweitert von Dr. GUIDO HAUCK, geh. Re- 
gierungsrath und Professor an der Konigl. Technischen Hochschule zu 

Nenner = 

O 1 1 1  
- 1 1  O 0  

1 O m o '  
1 O O r  
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Berlin. 6. Auflage. Mit 67 in den Text gedruckten Holzschnitten. 
Tübingen 1888, Verlag der H. Laupp'schen Buchhandlung. 226 S. 8'. 
Ladcnpreis 2 Mk. 40 Pf. 

Zunachst fdlt die noble Ausstattung auf ,  das gute Papier, der correcte, 
saubere Druck und vor Allem die in den Text gedruckten klaren, ans-chau- 
lichen Figuren. Solche oft nnbeachtete Aeusserlichkeiten wolle man ja nicht 
unterschatxen. Sie tragen wesentlich d a m  bei, dass der Schüler das Stu- 
dium eines solchen Buches mit Vergnügen geniessen kann. I n  richtigcr 
Würdigung der Wichtigkeit einer guten Figur und der Erleichterung, die 
sie bietet, ist eine Anweisung gegeben, wie der Schiîler sich selbst solche 
sch6ne Figuren raumlicher Gebilde herstellen kaun. - Das Buch enthalt 
nun ein ungemein reiches Material a n  Lehrsatzen und viele Aufgaben meist 

constructiver Natur in wohlgeordneter planmassiger Zusammenstellung. Mag 
nun Einer die A u f g a  b e als das Ziel des mathematischen Unterrichts an- 
sehen, so wird dicses Buch ihn sicherlich befriedigen; dio LehrsBtze, welche 
zur Lb'sung von Aufgaben nothwendig sind, sind als solche gekennzeichnet; 
die so fruchtbare Methode der Zeichnung in einer Ebene ist ebenfalls her- 
vorgehoben. Oder, mag Einer die L e h r s  a t z e  fiir den Unterricht bevor- 
zugen, so kann man von keinem der hier gebotenen Satze behaupten, dass 
er nicht wichtig oder nicht interessant sei. Ferner kann der gesammte 
Uebungsstoff auch für die descriptive Geometrie verwandt werden. Die 
Spbarik mit dem zugehorigen Uebungsmaterial bereitet aiif's Schonste die 
spharische Trigonometrie vor; die Lehre von den Polyedern, welcher in 
diesem Buche besondere Aufmerksamkeit gewidmet ist ,  bildet eine gute  
Grundlage fur die Krystallographie. Interessant is t  auch das Capitel tiber 
Umdrehungskorper. - Man sieht hieraus, dass das Buch so vielseitig ist, 
da33 es für die Schule nur mit Auswahl benutzt werden kann; wie dies 
auch in der Vorrede hervorgehoben ist. - Bei einem so vorzüglichen Buche 
bleibt für den Kritiker kaum Etwas übrig; so sind S. 156 die Ausdrücke 
,,Antiprisma, Ponton, Sphenisk, Walm" etc. gebraucht, die nirgendwo er- 
klart werden. - Wir konnen unser Urtheil kurz dahin zusammenfassen: 
Da3 Buch gehort xu den besten seiner Art. F. SCBÜTTE. 

Anfangsgrtinde d e r  Zahlen- und  Ranmgroesenlehre. Im Auftrage der 
Ki3nigl. preussischen General- Inspektionen der Artillerie znm Ge- 
brauche als Leitfaden bei dem mathematischen Unterrichte in den 
Regimentsschulen der Artillerie, sowie zur Benutzung beim Selbst- 
unterrichta bearbeitet von R. FOTH, Fouerwerks - Hauptmann. Mit 
135 in den Text gedruckten Holzscbnitten. 3. Auflage. Hannovcr, 
Verlag von Car1 Meyer (üustav Prior). 1888. 284 S. 8'. Preis 
2 Mk. 40 Pf. 
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Wir haben es hier mit einem Buche zu thun,  welches mit grossem 
Fleisse bearbeitet und zusammengestellt ist. Die Darstellung ist klar und 
sehr allgemeinverst%ndlich, die IIerleitungen und Begründungen auf Anschau- 
ungen beruhend und nicht abstract wissenschaftlich. Diese Darstellungs- 
weise, sowie die Ar t  und der Inhalt der gu t  gewahlten Aufgaben deuten 
darauf hin, dass der Zweck des Buches, für  den prakt'ischen Beruf vorzu- 
bereiten und der Benutzung beim Selbstunterrichte zu dienen, wohl erfüllt 
werden kann. 

Einige Ungenauigkeiten haben wir im geometrischen Theile bemerkt. 
3 5 heisst es: .bei der krummen Plache ist kein Theil geradeu. Dies gilt 
offenbar nur von doppelt gekrümmten Fliichen , welcher Begriff, trotzdcm 
er nicht erkliirt wird, doch 5 174 gebraucht wird. Dau Zeichen =L für 
,,parallelu ist  wohl kaum üblich und daher nicht zu empfehlen. Ferner 
heisst es immer: von einem Punkte auf eine Gerade e i n  Loth filleu,' in 
einem Punkte e i n  Loth errichten. Da es mehrere nicht giebt, wtirden wir 
d a s  Loth fiir entschieden richtiger halten, wenn auch der Sprachgebrauch 
meistens mit dem unbestimmten e i n  sich begnügt. Linie und Strecke sind 
nicht immer unterschieden (z. B. 9 5 4 ) ,  wobei aber die vorige Entschul- 
digung durchaue nicht zutrifft. In  Fig. 58 sind die Constructionakreise gar 
nicht erkennbar, wie wir überhaupt manchen der Figuren nicht vie1 Lob 
spenden k6nnen. Warum im 3 1 2 8  die Ecken eiues Polygons ,Winkel- 
spitzenU heissen und ftir die Kugel noch das m o r t  ,,Sph%rau eingeführt ist, 
ist uns nicht klar, ebenso wozu die Haarupalterei im 5 177. Dass solcbe 
Dinge dem Herrn Hauptmann F O t h bckannt sind, glauben wir, auch ohne 
dass e r  es seinen Schtilern versichert. - Der kurze Anhang über Ver- 
messungslehre ist sehr hübsch und intereasant. F. S C H ~ T T E .  

Planimetrische Aufgaben für  den Gebrauch im Schul-, Privat- und Selbst- 
unterricht bearbeitet von Prof. Dr. F. REIDT, Oberlehrer am Gym- 
nasium zu Hamm. Zweiter Theil. Aufgaben, geordnet nach Auf- 
16sungsmethoden und mit Anleitung zur Behandlung versehen. Zweite 
umgearbeitete Auflage. Breslau, Verlag von Eduard Trewendt. 1888. 
127 S. 

Was das Werkchen vor ahnlichen auszeichnet, ist die Hervorhebung 
der Methode und die Anordnung der Aufgaben nach diesen Methoden und 
dem Grade ihrer Schwierigkeit. E s  werden herangezogen und an Beispielcn 
erliiutert: 1. Die Methode der Hilfsfiguren. Diese besteht darin, dass man 
aus den gegebenen Stücken oder aus solchen, die auf eine bekannte Weise 
- durch Data - au8 den gegebenen gefunden werden konnen, ein Hilfu- 
dreieck nach einer der Grundaufgaben construirt. 2. Die Methode der geo- 
metrischen Oerter. 3. Die der ahnlichen Figuren. 4. Die Methode der 
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algebraischen Analysis. - Das Buch sehliesst mit der L6sung des Apollo- 
nischen Problems. Schade i s t ,  dass nicht auch die Methoden der Parallel- 
verschiebung , der Inversiou, der Drehung und Umlegung hervorgehobeu 
sind. Darin steht das Re id t ' sche  Eueh dem klassischen Werke von P e -  
t e r s  e n ,  "Methoden und TheorienY nach, iibertrifft dasselbe jedoch an Zahl 
der Aufgaben, deren es über 1.501) hat ,  wahrend P e t  e r s e n  nur  etwa 400 
aufweist. Jedoeh konnte diese grosse Zahl der oft einander sehr a id ichen  
Aufgaben ohne Schaden auf die wichtigsten und interassantesten reducirt 
werden. Varianten kann Jeder  sich selber leicht herstellen. 

Druck, Papier, sowie die wenigen beigegcbenen Figuren sind gut. 

F. S C H ~ T T E .  

Vorschule der Mathematik für Gsterr. Untergyrnnasien und verwandte Lehr- 
anstalt,en. Von Jos. S C ~ R A M ,  Professor am Communal - Real- und 
Obergymnasium zu Mariahilf, und RUD. S C H ~ S S L E R ,  Doctor der 
Philosophie. Mit 3 8 4  Figuren in besonderern Heft. Preis des Text- 
bandes geheftet: 1 fl. 30 kr. mien 1889,  Alfred IIolder, k. k. IIof- 
und Universittits -Buchhandler. 320 S. 

Der Inhalt des Lehrtextes ist: Besondere Arithmetik, Allgemeine Arith- 
metik, Planimetrie, Stereometrie (209 S.) ; dann folgen Ueber~ichtst~afeln 
und reichlicher Uebungàstoff. Das Buch liefert dem Sühtiler den gesamruten 
Lehrstoff wohlgegliedert und geordnet mit seinen Erklarungen und Lehr- 
satzen. Die Begrtindung ist kurz, bündig und klar. Den Umstand, dass 
das g a n  z e für Untergymnasien erforderliche Material in e i  n e m  Lehrhuche 
von massigem Cmfange in knapper Form dargestellt ist ,  k6nnen mir nicht 
umhin als einen grossen Vortheil für den Unterricht zu betrachten. Das 
ganze Gebiiude gewinnt dadurch an Einheitlichkeit. Nirgends sind ferner 
die Grenzen des für  den ins Auge gefassten Schtilerkreis Erreichbaren tiber- 
schritten. 

Der musterhafte Druck erfreut das Auge und erh6ht die Uebersicht. 
lichkeit ungemein. - Was dio Vorrede vcrsprieht, das leistot das vor- 
liegende Lehrbuch vollauf. Auch die in besonderem Hefte beigegebenen 
ausgezeichneteu Figuren entsprechen dern Motto , das sie tragen : E'igurae 
loquuntur. Y F. SCEUTTE. 

Ueber begrenzte Ableitnngen mit complexem Zeiger von P. LINDNER, 
Gymnasial-Oberlehrer. Beilage m m  Programm des k6nigl. Gym- 
nasiums zu Coslin. 1890. [1890. Programm-Nr. 125.1 

Seit L e i b n i z  das Zeichen der Differentiation hoherer Ordnung einführte, 
sind verschiedentlieh Versuche gemacht worden, diesem Zeichen einen Sinn 
beizulegen, auch wo ihm dem Ursprunge nach cin soleher nicht innewohneq 
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konnte. Hiess doch die de Ableitung, man solle eine Function n-mal 
nacheinander differentiiren, war also doch damit verbunden die Bedingung, 
dass .n nur ganze positive Zahl sein diirfe, und nun fragte man nach der 
Bedeutung , wenn der , Z e i g o r n anfhorte , dioser Bcdingung zu gcnügen. 
Eine solche Frage zu beantworten, war nur unter einer Vorrtussetzung mog- 
lich: wenn man namlich die Definition der lzten Ableitung anders fasste, sa 

dass bei ganzem positivem in zwar der frühere Werth erschien, aber auch 
ein anders geartetes rn ohne inneren Widerspruch sich denken liess. Solcher 
neuen Definitionen st,anden aber, wie die Erfahrung gezeigt ha t ,  mebrere 
zu Gebote, und Hcrr  L i n d n e r  ha t ,  ausgehend von der Ablcitung einer 
Potenzgrosse , die seinige gebildet. E r  ha t  sie sogleich , b e g r  e n z t lL aus- 

gesprochen mit Riicksicht darauf, dsss eine Ableitung mit negativem Zeiger 
stets als Integration aufgefasst wurde, bei Integralen aber eine Bestimmt- 
heit erst bei vorhandenen Grenzen sich ergiebt, walirend NichB im Wege 
steht,  auch eine andere Function als ein Integrel zwischen gegebenen 
Grenzen zu betrachten, beziehungsweise dio Werthe zu bildcn, welche die 
Function durch Einsetzung der Grenzen erhalt, und deren Differenz zu 
nehmen. Die L i n  d n e r  'sche Definition nennt [a: (x - a)" f (a)]: die qte Ab- 
leitung von ( x -a )= .  f(x) , nach x zwischen a  und x genommen, und se tz t  

x als eine complexe Variable, a ,  a ,  p als complexe Constanten; f ist eiue 
in der Umgebung von a einandrige Function, die Functionalzeichen n und F 
haben die von G a u s s  ihnen beigelegte Bedeutung. Alsdann sol1 sein: 

n ( a ) ( ~ - a ) ~ - e  - f ( z )  
[a: (x - a)" f (x)]: = - /- ~ ( ~ + l ,  1, a+l -C,  - 2 n i I I ( a - @ )  , 2-a  8-a 

(4 
% -  a)  

das Integral i n  positivem, einmaligem Umla,uf auf einer die Piinkte x und a 
umfassenden geschlossenen Curve innerhalb des Gebietes geführt, in dem 

die Functionen f (8) und F (@+ 1, 1, a + 1 - e, eindeotig, endlioh 
8-Cd 

und stetig sind, die Function F selbstverstiindlich ahgesehen vom Punkte 
z  = a. Als Vorzug dieser Begriffsbestimmung erscheint , dass die von 
früheren Schriftstellern angestellten Versuche in ihr enthalten sind. Ob sie 
fruchtbarer als jene sich erweisen wird, muvs die Zukunft zeigen. 
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Periodisohe Sohriften. 

Phyeikalische Abhandlungen der ktinigl. preuss. Akademie d. Wiusenschaften. 
Aus d. Jahre  1889. Berlin, G. Reimer. 22 Mk. 

Rerichte iiber die Verhandlungcn der k b i g l .  s8chs. Gesellsch. d. Wisscnsch. 
Mathem.-physikal. Classe. 1890, 1. Leipzig, Hirzel. 1 Mk. 
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Wissensch. 1890 ,  Heft 1 u. 2. Miinchen, Franz. 2 hlk. 40 Pf. 
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Classe, Abth. I I a .  99. Bd. 1.- 3. Heft. Wien, Tempsky. 4 Mk. 50 Pf. 
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m'issenscli. VII. Folge, 3. Bd. 1889-1890. Prag ,  Rivuac. 16 Mk. 

Mémoires de l'Académie des sciences de St. Pbtersbourg. V1I. Sbrie, tome 
37, Nr. 8 - 13. Leipzig, Voss. 22 Mk. 40 Pf. 

Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft. Herausgegeben von E. 
SC~OENPELD und H. SEELIGER. 25. Jahrg. 1890,  2. Heft. Leipzig, 
Engelmann. 2 hlk. 

Jatirbuch über die Fortschritte der Mathematik, herausgeg. v. M. HENOCH 
u. E. LAMPE. 19. Bd. Jahrg. 1887, 3. Heft. Berlin, G. Reimer. I l  Mk. 

Crelle's Journal f. reine u. angew. Mathernatik, fortges. v. L. KROSECKER. 
107. Rd. 1. Heft. Berlin, G. Reimer. compl. 1 2  Mk. 

Jahresbericht d. grossherzogl. bad. Ccntralburcau f. Meteorologie u. Hydro- 
graphie. Jahrg.  1889.' Carlsruhe, Braun. 5 Mk. 40 Pf. 

Qeschichte der Mathematik und Physik. 
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Laupp. 4 Mk. 

RIS,  F., Zur Geschichte des internationalen Maass - und Gewichtsbureaus 
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Wyss. 1 Mk.  
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Reine Mathematik. 
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in reelle Pactoren ersten od. mei ten  Grades. Herausgeg. v. E. NETTO. 
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mann. 1 Mk. 50 Pf. 
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EICHHORN, W., Ueber die Abhiingigkeit der Warmeleitung der Gase von der 
Temperatur. (1naug.-Dissert.) Jena ,  Neuenhahn. 1 Mk. 20 Pf. 

COUT~OMB, Vier Abhandlungen tiber Elektricitiit und Magnetismus , übersetzt 
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Leipzig, Engelmann. 1 Mk. 80 Pf. 
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Seitz' Nachf. Gebr. 13esthorn. 12 Mk. 
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Ueber Curven ohne Wendepunkte. I-Iabilitationsschrift von Dr. HERMANN 
- R R L ~ V .  München 1889, hei Theodor Ackermnnn. 74 Seiten und 

6 Tafeln. 

Der Verfasser hat 1887 uiiter detn Tite1 ,,Ueber Ovale und Eifl%chenu 
eine Inaugural-Dissertation dem Drucke übergeben, mit deren allgemsinstern 
Inhalte wir unsere Leser Rd. 33 ,  hist. -li t .  Abth. S. 216 bekannt gemacht 
haben. Die gegenwartig uns vorliegeiide Habilitationsschrift knfipft an jene 
friihere Arbeit a n ,  allerdings untcr nicht vollstindig beibchaltenur Unter- 
suchungsweise, indem die zaeite Abhandlung weit mehr der Rechnung sich 
bedient, welche in  der ersten in den Hintergïuud trat. Anderereeits bleibt 
Gegenstand und Methode so weit derselbe, dass Herr  R r u n n  nicht seinen 
Busgangspunkt von Curven nimmt, deren Gleichung diese oder jene Gestalt 
b e u i t ~ t ,  sondern von solchen, welche gleich wie die Ovale seiner ersten Ab- 
handlung ohne Wendungspunkt sind, und zu diesen gehoren ausser den 
Ovalen noch Curven, welche beliebig viele Schleifen besitzen konuen. Wende- 
punkt ist aber (im Sinrie, wenn auch nicht mit den Worten, des Verfassers 
aiisgesprochen) ein Curvenpunkt, in welchem zwei zu einander parallele 
Berührungslinien zu einer einzigen zusammenfallen, so dass die Gesammt- 
anzahl der unter einander parallelen reellen Curventangenten eine geringere 
nird, wenn mindcstcns ein Berührungspunkt Wendcpunkt der Curve ist, 
als wenn Solches nicht der Fa11 kt. Als Gleichung geschrieben zeigt uns 
Herr B r u  n n ,  dass G(p) = O eine Curve ohne Wendepunkt liefert , wenu 

wobei erstlich angeommeu i ~ t ,  dass P(cp) eine eindeutige, endliche, stetige 
und mit der Periode un. periodische Function sei, zweitens, dass P und 
damit ziigleich auch G zweiinal differentiirbar sei. Die betreffende Curve 
kt niimlich die Enveloppe der Geraden G = 0 bei verLnderlichem cp. Die 
Gesammtheit dieser Geraden nennt der Verfasser einen S t r a h l e  n b u s c h. 
Wenn Wendepunkte bei der genaunteu Erzeugungsart der Curven aus- 
geschlossen sind, so verhiilt es sich keineswegs so mit Spitzen, und gerade 

t3i.t.-lit. Alitlilg. d. Zeitrclir. f. Math. u. Phgs. XXXV, t i .  1G 
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die Anzahl der Spitzen liefert den Stoff zu eingehender Untersiichung. Eine 

Spitze tritt  aiif, sofern G (rp) = O, dG(w1- (') - 0. Tritt keine -0, -- 
dw w2 

Spitze, noch vielfacher Punkt  auf ,  so findet das Ovalsein der Curve statt. 
I n  einem zweiten Capitel werden zwei Strahlenbüsche ale vorhanden ge- 
dacht,  deren Gerade eindeutig auf einander bezogen werden. Sind die 
beiden Rüsche , 8 und B' genannt , congruent und niir durch ihre Lage in 
der Ebene verschieden, so giebt es in der Ebene eincn Punkt p l  um 
welchen gedreht 23' in  il3 iibergeführt werden kann. Die von p aus unter 
einem constanten Winkel y auf die Stiahlen T des Busches 8 gefillten Ge- 
raden treffen dieselben in Busspiinkten, deren Aufeinanderfolge die Curve F 
bildet. Die Untersuchung zeigt nun ,  wann F eine Ovale w%d. Dieses 
tritt  immer ein, wenn die Buschcurve B des Busches il3 sus Punkten be- 
s teht ,  deren nschster an p von p um E entfernt is t ,  wiihrend x, das kleinste 

1 .  
Rrümmungsrnaass auf B und x,  > - 1st- Das dritte Capitel ftihrt wieder 

2 E 

aus der Ebene in den Raum und f ~ s t  Satze über Ovale und Eiflschen zu- 
sammen. Das vierte Capitel geht in  ganz neuer Weise zu Speciellstem über. 
Die Ellipse ist  ja  das am genauesten bekannte Oval, das Ellipsoid die be- 
kannteste Eifliiche. Welche Bedingungen müssen erfüllt sein, damit diese 
Sonderfiille erscheinen? Die Frage wird wie folgt beantwortet: Das Oval 
ist Ellipse, wenn es lauter geradlinige Durchmesser besitzt; die Eiflzche ist 
Ellipsoid, wenn jeder ihrer ebenen Schnitte einen Mittslpunkt hat. Endlich 
ein fünftes Capitel setzt die geometrischen Untersuchungen des Herrn 
B r  il n n  zu einem von IIerrn H 6 1 d e r  (G6ttinger Kachr. 1889 ,  Nr. 2) her- 
riihrenden Mittelwerthsatze in neziehung. So in grosster Kiirze zusamrnen- 
gedrangt etwa der Inhalt einer Abhandlung, welche urn so mehr verdient 
mit Aufmerksamkeit gelesen zu werden, je neuer und eigenartiger die Gegen- 
stande derselben sind. 

- 
CANTOR. 

The high school Algebra P a r t  I I  by J. J. BIRCHARD and W. J. ROBERTSON. 
Toronto 1839 ,  William Briggs. 3 5 8  pag. 

Wir  haben Bd. XXXII I ,  hist.- lit. Abth. S. 197- 198 über eine in 
Neuseeland gedruckte Algebra berichtet. Der Druckort des uns heute vor- 
liegenden Bandes bringt uns nach Canada, also gerade in  das Vaterland 
jenes Seume'schen Canadiers, den wir dainals redend einfülirten, und er 
wSre berechtigt, auch lieute wieder mit dem Erzeugnisse seiner Heimath sich 
zii b r ü ~ t e n .  Dasselbe stellt eine Arithmetik und Algtbra für die h6heien 
Classen von Mittelschulen d a r ,  welche vikc europ!iische Bücher gleicher Art 
tibertrifft. Wir  m6chten m m  Reweise einige Einzelheiten hervorheben. 
S. 21 sind homogene Functioncu definirt und der Satz F ( x t ,  y t )  = t rF(x ,  y) 
ist ausgesprochen. Daran anknüpfend ist S. Y 8 die Proportion F ( a ,  b) : f ju, b) 
=EI(c, d )  : f (c, d) au8 der gegebennn Proportion a : b =. c : d abgeleitet unter 
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der Voraussetzung, dass F und f ganze homogene E'unctionen derselben 
Dimension seien. S. 7 0  ist darauf aufmerksam gemacht, dass bei Losung 
ier Aufgabc, dia Glicdcrzahl fi eincr Progrcssion aus anderen gegobenen 
Elemcnten zu finden, n auch negativ oder gebrochen ausfallen kenne, und 
wie Solches zu verstehen sei. S.  86 wird bewiesen, dass lirn.nrn = O  bei 
r < 1 , w = m .  Der Beweis ist etwa folgender. Wegeil r < 1 ist 1 - r > 0 

r 
und setzt man $>-> so ist 1 -  ( + ) r <  Au8 

1 - r  x x 

(z $ m) 7" < x . mm, nrn < x . mn. Bber x ist  eine bestimmte Grosse, mn ver- 
schwindet (wie S. 14 allerdings ungenügend bewiesen ist) bei m < 1 und 
fi = a, mithin convergirt nrn gegen O. S. 138 ist unt,er ganzzahliger An- 

" ,-- 
nahrne von fi gezeigt , dass von den beiden Gleichungen Y a + i b  = x + f i ,  
nt--- 

- f b  = x - fy die eine eine Folge der anderen ist. Im XI. Capitel 
(S. 144-163) sind die cornplexen Grossen geometrisch in bekannter Weise 
versinnlicht, und es werden dabei die wichtigsten Eigenschaften der dritten 
und vierten Einheitswurzeln abgeleitet und zur Lb'sung interessanter Auf- 
gaben benutzt. S. 169 ist nus der Identittit (a + b + c)(a + b - c) (a - b + c) 
x (- a + b + c) = 2 (a2 ba + Oe c2 + c2 a2) - (a4 + b4 + c4) die Folgerung ge- 
zogen, es werde dieser Ausdruck rational sein mtissen, auch wenn a ,  b ,  c 
aimmtlich Quadratwurzeln sind. Daraus wird dann S. 179-180 weiter ge- 
folgert, das Product der vier Factoren verschwinde, wenn irgend einer zii 
Nul1 wcrde, die Rationalisirung einer Quadratwurzeln enthaltenden Gleichung 
lionne deshalb Wurzeln lieferu, welche der ursprünglichen Gleichung nicht ge- 

-- 
nügen; so folgt ails p'Zx + 3 - p'5 z + 1 =7 zunachst 9x2 - G%x + 2013 = O 

67 1 
und daraus xl = 3,  x, = - und beide Werthe erfüllen nicht die anfang- 

9 
liche Gleichung. Das XV. Capitel (S. 213-217) ist den quadratischeu 
Formen (Quadratics) gewidmet und bis zur Darstellung der nedingung fur  
das Zerfallen eines Kegelschnittes in zwei Cerade durchgeführt, natiirlicli 
obne dass diese geometrische Bedeutung der Aufgabe ausgesprochen ware. 
Wir denkeli, diese kleine Auswahl bemerkeuswerther Dinge werde gentigcn, 
unsere Bezeichnung des vorliegenden Werkes als eines solchen, das viele 
Shnliciien Inhaltes iibertrifft, wohl zu rechtfertigen. CANTOR. 

Tafeln der Hyperbelfunctionen und der Kreisfunctionen nebst einem An- 
hange, enthaltend die Theorie der Hyperbelfiinctionen, von Dr.  W. Lr- 
GOWSKI,  Professor an der kaiserlichen Marine - Akademie und - Schiile 
in Kiel. Berlin 1890, Verlag von Ernst &. Korn (Wilhelm Ernst,). 
XXIV, 104 S. 

Die Tafeln, welche Herr W. L i  g O w s k i l  theilweise auch Herr 
H. Z i m m e r m a n n ,  berechnet h a t ,  sind folgende: Zuerst sind zu den 

16* 
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Zahlen yi die Logarithmen der Hyperbelfunctionen Gin,  606, Xg angegeben, 
und zwar in dem Bereiche yi = 0 bis $J = 6 unter gleichzeitiger Angabe 
des sogenannten ttanscendenten Winkels cp, welcher durch die Gleichungcn 

G i n q =  t g q ,  

6009~ =secrp, 
Zgq~ = ssinrp 

mit T/I in  Verbindung steht. Dieser transrendente Winkel rp ist in Graden, 
AIinuten und Secunden angegeben. Tou  7 / ~  = 6 bis + =12 fehlt die An- 
gabe des transcendenten Winkels, dagegen iut im Anhange (S. 99) eine 
Formel nachgewiesen, welche bei +> 6 den Winkel <p in mehr a13 vier 
Decimalstellen einer Winkelsecunde genau berechnen lehrt. Eine auf S. 52 
beginnende Tafcl giebt von lz = 1 bis f i  =100 die lz - fachen Werthe des 
briggischen Logarithmus von e und des natürlichen Logarithmus von 10 je- 
weils auf zehn Decimalstellen. Eine Umwandlungstafel der Zalilen +, so- 
fern sie unterhalb 1 liegen, in Grade u. S. W. felilt auch nicht. Endllch 
sind fur = O bis yr = 2 die Werthe von Giit q, +, sin Q , cos I/, gemeiii- 
schaftlich geordnet, und von Q = 2 bis + = 8 die von Gin @ und CSOS 111 
vorhanden. Eei grossem + hat man, wie schon bemerkt ist , das zugehorige rp 

zu berechncn und irgend eine Tafel der Kreisfunctionen von <F L U  benutzcn. 
Ein Hauptgewicht ist  hei allen Tabellenwerken auf deren Interpolation zu 
legen; diese wird darum in der Einleitung achon S. XVlI fiir Bin und 60.6, 
S. XIX fur sim und cos gelehrt. Die umgekehrte Aufgabe, beim Aufsuchen 
des aus gegebenen IIyperbelfunctionen von die Tafel zu interpoliren, 
ist im Anhange (S. 91) l-iehandelt. Leider sind sehr verschiedene An- 
weisungen erforderlich, je nachdem kleine oder grosse Werthe von y in 
Frage stehen. -- -- CANTOR. 

Der Brocard'eche Winke l  von Oberlehrer Professor WILEELM F'UHRMANN. 
Programmbeilage des konigl. Realgymnasiums auf der  Burg zu Kbnigs- 
berg in Pr .  [1889. Progr.  Nr. 19.1 Konigsberg in  Pr. 1839, 
Hartung'sche Buchdruükerei. 28 S. 

In diesem Bande, hist. - lit. Abth. S. 34 haben wir liber ein Programm von 
Herrn E m m e r i c h  berichtet, welches vorwiegend mit der Geschichte der 
nunmehr 74 Jahre alten Untersuchungen über gewisse Punkte und Winkel 
im ebenen Dreiecke sich beschgftigt. Herrii F u  h r  rn a n  n's Programrn- 
abhendlung widrnet dieser Geschichte gleichfalls einige Aufmerksamkeit, aber 
ibr eigentlicher Zweük ist doch ein anderer,  der der Veroffentlichung einer 
Anzahl neuer Satze aus der neuesten Dreieckslehre, an deren Ausbau Herr 
I!'u h r m a n n  schon frnher, wie übrigens I ierr  E m m e r i c h  und andere 
deutsche Geometer nicht minder, mitgearbeitet hat. Die nach kurzen Vor- 
bemerkungen entwickelten Satze gliedern sich in vier Gruppen: A. Die 
Grosso des B r o c a r d ' s c h e n  Winkels und einige sieh daran schliessende Auf- 
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pben;  B. Der B rocard ' sche  Winkel in Bezug auf die Winkel, welche 
die Schwerlinien mit einander und1 mit den anstossenden Dreiecksseiten 
bildeii; C. Eigenschaften einiger Winkel, die vom B r  o c a r  d'schcn Winkel 
abhangig sind; D. Zusammenhang von drei besonderen, einem Kreise ein- 
gezeiclineten Dreiecken und die Bestimmung der Brennpiinkte der Ellipse, 
welche die Seiten eines Dreieckes in den Mittelpunkten berührt. E s  diîrfte 
schwierig sein, aus den zahlreiehen , im engsten Zusammenhauge mit ein- 
einander stehenden Lehrsiitzen einzelne hervorzuheben. Der Zusammenbang 
ist eben ein so inniger, dass schon die Aussprache irgend eines Batzes die 
Kenntniss der ihm vorhcrgehcildcn voraussetzen muss. Die Boweismittel, 
deren Herr F u  h r m a n  n sich bedient hat , sind wesentlich trigonometrischer 
Katur, wie ja auch die Grundgleichung fur den Brocard ' schen  Winkel 
s m  (a!  - O) . sin ( p  - @) sin ( y  - 0).= sin dieser Gattung angehort,. 

CANTOR. 

Geschichte der  Atomistik vom Mittelalter bis Newton, von KURD LAS% 
aim. II. Band. H o h e p u n k t  u n d  V e r f a l l  d e r  K o r p u s k i i l a r -  
t h e o r i e  d e s  s i e b z e h n t e n  J a h r h u n d e r t s .  Hamburg und Leipzig 
1890, Verlag von Leopold V o ~ s .  V I I I ,  609 S. 

Die allgenieine Wtirdigung, welche wir bei Besprechung des 1. Bandes 
der Gesuhichte der Atomistik (S. 17.5-179) geaussert haben, behiilt auch 
hcrite ihre volle Giltigkcit und cnthebt uns der Pflieht, das doi t  Gesagte 
zu niederholen. Wir kGnnen daher uns wesentlich kürzer fassen und uns 
darauf beschranken, über den Inhalt des II. Bandes, welcher dem 1. un- 
gemein rasch nachfolgte, auszugsweise zu berichten. Drei Bücher, je i n  
6 ,  6 ,  7 Abschnitte zerfallend, sind hier unterschieden. Das dritte Riich 
hehandelt d e n  p h i l o s o p h i s c h e n  Ai i sba i l  d e r  K o r p u s k u l a r t h e o r i e ,  
das vierte d i e  n a t u r w i s s e n s c h a f t l i c h e  V o l l o n d u n g  d e r  K o r p u s -  
k u l a r t h e o r i e ,  das fünfte d e n  U e b e r g a n g  z u r  d y n a m i s c h e n T h e o r i e  
der M a t e r i e .  

Das dritte Buch ist hauptsXchlich vier Mannern gewidmet: G a l i l  e i  , 
D e s c a r t e s ,  G a s s e n d i ,  H o b b e s .  Die Lehre von der Bewegnng entstebt. 
Deren Cesetze vermogen aber in der Hand G a l i l e i ' s  einen Einblick in  die 
Erscheinungen, welche man untcr dcm Namen der Flüssigkeit zusammcn- 
fa&, nicht z i i  gewiihren. D e s  c a r  t e s  setzt auch den flüssigen K6rper aus 
starren materiellen Theilchen zusammen, und eiuen ahrilichen Versuch macht 
Gassendi .  Der wesentliche Unterschied beider Ansehaunngen beruht au€ 
dern Vacuum, welches D e s  c a r t e s  ausschliesst, G a s  s e n  d i  nicht entbehren 
kann.  H o b b e s  sueht der Schwicrigkeit dadurch Herr zu werden, dass er 
von flüssigen Theilchen ausgeht und aus ihnen das Starre ableitet. Neben 
diesen Entwickelungen, welche dem Verfasser mit Recht am wichtigsten er-  
acheinen, sind %ber in  diesem Buche zahlreicbe Dinge besprochen , welche 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



206 Historisch - literarische Abtheilung. 
- I - IV <II_-WCI-- ^MYYI---^N^C_MT^ZNN-/ -.-,-, - 

dem Referenten fast interessanter waren;  insbesondere meinen wir diejenigen 
Gal i l e i ' schen  Stellen, welche zur Lehre von den Indivisibilien in unzweifel- 
haft naher Beziehung stehen. Ueber D e s c a r t e s  ~ e r d e n  wir mit Herrn 
L a s s w i  t z  uns nicht leicht einigen, dazu geht unsere Auffassung der 
ganzen Personlichkeit zu weit auseinander. Nicht als ob wir D e s  c a r t e s ,  
den Mathematiker , gering schgtzten , gewiss nicht. Unsere Rewunderung 
seiner Leistungen ist derjcnigen , welche Herr  L a s  s w i t z  für den Philo- 
sophen und Physiker D e s c a r t e  s hegt , mindestens gleich. Nur der Mensch 
D e s  c a r t e s  erscheint uns in sehr anderem Lichte, und dem eritsprechend hat 
seineVerschweigung gewisser Namen für uns auch eine ganz andere Bedeutung. 

Im vierten Buche treten die Manner auf ,  welche theils durch Entdeck- 
ung neuer naturwissenscha~ftlicher Thatsachen, theils durch mehr oder weniger 
ktihne, mehr oder weniger gelungene Erklarungsversuchc ganz neue Gebiete, 
zuerst in  der Chemie, dann in der Physik,  ersch1ossei.i. J u n g i u s ,  B o  y l e ,  
v o n  G u e r i c k e ,  B o r e l l i ,  H o o k e ,  H u y g e n s  sind die Namen, welche 
einzelne Abschnitte zu behandeln haben. Xicht Alle sind sie als eigent- 
liche Korpuskulartheoretiker zu bezeichnen, insofern ihr Bestrehen niclit ge- 
rade darauf gerichtet war ,  die innerste Struktur der Korperwelt zu eiit- 
hüllen. Aber was ihnen nicht Zweck war,  musste einfach Rlittel sein. Es 
war ,  wenn wir nur die Bedeutung des letzten in diesem Buche geschildertcn 
Gelehrten andeuten wollen , für H u  y g e n s ganz unm6glich1 die Undulations- 
lehre des Lichtes aufzustellen, ohne in Untersuchungen darüber einzutreten, 
wie der Aether, dessen Schwingungen in unserem Auge als Licht erscheinen, 
seine Verbreitung besitze, wie andererseits die Korper gebaut seien, durch 
welche hindurch jene Schwingungen sich fortsetzen. Ein lockeres Gefüge 
kleiner Korpuskeln, zwischen denen die beweglichen Thcilchen des Licht- 
athers zu kreisen vermogen, und die selbst zusammengehalten riind durch 
eine Materie, deren Peinlieit zwischen der des Aethers und der eigentliclien 
Korpertheile liegt , das ist die Korperwelt , wie H u y g e n s  sie auffasste. 

Das fünfte 13uch endlich gehort L e i b n i z  und N e w t o n  an, beide dadurch 
befahigt, weit fiber ihre TTorg%nger hinaiiszueilen, dass sie die Mitt%el mathe- 
matischer Variabilitiitsuntersuchung, welche das XVII. Jahrhundert in all- 
maliger Gsistcsarbeit geschaffen hat te ,  zu einheitlichen Werkzeugen um- 

bildeten, mit denen auch der geringer Veranlagte Grosses zu leisten im 
Stande war. Inwieweit allerdings in  dem Geistesleben der beiden hliinner, 
und insbesondere L e  i b  n i  z e n s , zuerst die mat,hematischen Vorstellungen 
oder vor ihnen die philosophisch - physikalischen sich bildeten, ob ein gegen- 
seitiges Befruchten stattgcfunden, darüber wird kaum volle Gcwissheit zu  
erlangen sein. Auch wirft Herr  L a s  s wi  t z  diese Frage uicht auf, deren 
Deantwortnng wir schon deshalb nicht von ihm erwarten dürfen. Das 
Sünfte Buch entbehrt dadurch bis zu einem gewissen Grade fur den blathe- 
matiker des fesselnden Interesses, wahrend es dem Philosophen leicht als 
Gipfelponkt des ganzen Werkes erscheinen mag. CANTOR. 
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Die Geechichte der  Phyeik in ihren Grundzligen, mit synchronistischen 
Tabellen der Mathematik, der Chemie und beschreibenden Natur- 
wissenschaften , sowie der allgemeinen Geschichte, von Dr. FERD. 
ROIENBERGER. Dritter Thcil. Geschichte der Physik in den letzten 
hundert Jahren. Braunschweig, Druck und Verlag von Friedrich 
Vieweg 65 Sohii. 1887-1890. X I I I ,  827 S. 

31it diesexn au  Starke die beiden vorhergehenden tiberragenden Bande, 
der selbst wieder in zwei Unteiahtheilungen zerfxllt, ist das Werk zurn Ab- 
çchlusse gebracht, über welches wir schon zweimal in dieser Zeitschrift 
(hist.-lit. Abth., 28. Rand S. 14 flg.; 31. Band S. 144 flg.) uns auszusprechen 
hatten. Was wir übcr den zweitcn Theil im Verhaltniss zum ersten sagten, 
das gilt jetzt noch mehr fur  den dritten gegenüber dem zweiten: je mehr 
sich die Darstellung der neueren und neuesten Zeit niihert, je mehr dem 
Verfasser Gelegenheit gegebeu kt, aus dem eigenen Anschauungskreise 
heraus die Dinge zu beurtheilen, ohne sich in  eineil ihm wenigstens theil- 
weise fremden versetzen zu nilissen, desto h6her steigt der Werth des 
Ruches. Dieser Schlussband ist  in der That eine hochst lesenswerthe, ge- 
~chickte Zusamnienfitssung der Problemo, mit wclchen sich die Physik im 
Verlaiife dee letzten Jahrhunderts beschsftigt, durch deren Losung oder 
weriigstens durch deren allseitige Behandlung sie den holien Standpunkt er- 
reicht hat, auf welchem sie sich gegenwartig befindet. Wenn der Verfaaser 
es in der Vorrede bedauert, dass ihm angesichts der ungeheuren Stofffülle 
und bei der begreiflichen Schwierigk~it ,  sich die nothigen Nachweisimgen 
zu verschaffen, die fruhere Berücksichtiguug des biographischen Elementes 
nicht mehr mtiglich gewesen sei, so erblicken wir darin eher einen Vor- 
als Kachtheil, denn so war von vorliherein die Gefahr vermieden, davs aus 
der Geschichte der Physik eine Geschichte der Physiker wurde. Auch da-  
mit sind wir einverstanden, d a s ~  die synchronistischen Uebersichten i n  Weg- 
faIl kamen, denn der Hacd is t  ohnehin schon stark und wtire im anderen 
Falle unüberschbar geworden. 

Eine genaue Inhaltsangabe verbietet sich bei einem Werke von der 
A r t  des vorliegenden von selbst; es genüge zu sagen, dass den einzelnen 
Zweigen der Naturlehre eine gleichmksige Behandlung zu Theil wwde,  und 
dass durch die steten Quellencitate das Buch auch als Repertorium und 
Kachschlagewerk brauchbar gemacht ist. Nicht minder wird man sich seiner 
als einer Einleitung in die modcrne Physik überhaupt bedienen konnen, da 
viele Gegenstaude, wie die mechanische Warmetheorie, Elektromagnetismus 
und Induction, das Wesen der neueren Maasssysteme u. S.  W. gewiss vie1 
verstandlicher und durchsichtiger werden, wenn man sieht, wie sich stufen- 
weise Erkenntniss an Erkenntniss reiht,  als wenn man blos eine dogmatische 
Begründung der betreffenden Lehren giebt. Dass der Verfasser die Geo- 
physik, die Anwendung physikalischer Satze auf das Studium terrestrischer 
Erscheinungen fast ganz vernachl#ssigen musste, a a r  ihm laut Vorwort 
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besonders schmerzlich, doch ist auch nach dieser Seite hin mancherlei auf- 
genommen, und zumal hinsichtlich der von der Erdumdrehung bewirkten 
Richtungsablenkungen bewegter Korper theilt der Verfasser zahlreiche Notizen 
aus der Fachliteratur m i t ,  von denen einzelne dem Referenten, welcher 
gerade auf diesem Gebiete ziemlich orientirt z i i  sein glaubt ,  vollig neu ge- 
wesen sind. Ueber Mangel an Vollstündigkcit, über Weglassung wichtiger 
Materien wird man also im Allgemeinen keine Klage führen konnen, ob- 
wohl es sich von selbst versteht, dass der einzelne Leser gelegentlich ein- 
mal eine Lücke empfindet. So ist z. B. zwar die neuere Atomistik, nament- 
lich auch die Lehre vori) Stosse des Aethers und die kriticistische Reform 
von L a s  s w i t z  mit inbegriffen, gebübrend znr Geltung gekommen, aber die 
von B r  a v a i s  angebahnte , von S O h n c k e so elegant begrtindete Theorie 
der Krystallstructur ist unerwahnt geblieben, und bei der Erorterung der 
photometrischen Methoden ist davon Nichts bemerkt, dass das ehemals fur 
normativ gehaltene L a m b e r t  'sche Gesetz der Lichtstiirkemessung , insonder- 
heit anf die wohlbegriindeten Einwürfe S e e l i  g e r ' s  hin,  so giit wie als 
aufgegeben zu betrachten ist. Ilergleichen kleinere Wahrnehmungen wird 
jeder eine mehr specialistisclie Richtung verfolgende Lescr des Bandes 
rnachen konnen, allein das kann der Thatsache keinen Eintrag thun, daas 
mit diesem das ganze, vielfach verdienstliche und iiiisserlich schon aus- 
gestattete Geschichtswerk zu einem würdigen Ende gebracht ward. 

M t i n c h e n .  Dr. S. G ~ ~ N T H E R .  

Ueber die geographisch wichtigsten Kartenprojectionen, insbesondere die 
zcnitalen Entwtirfe , nebst Tafeln zur Verwandlung von geographischen 
Coordinaten in azimutale. Von E. HAMMER, Professor am konigl. 
Polytechnikum in Stuttgart. Mit 8 Figuren im Text, 23 Seiten 
Zahlentafeln und 4 lithographirten Beilagen. Stuttgart,  J. B. 
Metzler'scher Verlag. 1889. X I I ,  148 S. 

Durch seine gelungene und in wesentlichen Punkten die Vorlage ver- 
vollkommnende Beerbeitung des T i  s s O t'schen Fundamentalwerkes, sowe 
durch mehrere kleinere Specialarbeiten hat sich Herr H a m m e r  auf dem 
Gebiete der theoretischen Kartographie einen guten Namen gemacht, und 
die gegenwgrtige Schrift ist  sehr d a m  angethan, die Verdienste des Butors 
um dieses schwierige Grenzgebiet, das von Mathematikern und Geographen 
nur  selten mit wirklicher Lnst und Hingabe bebaut wird, noch zu erhohen. 
Zwei Punkte sind es besonders, welche bei der Besprechung hervorgehoben 
zu werden verdienen. Nach der systematischen Seite hin wollte der Ver- 
fasser Kritik an der vielfach recht wenig geordneten Eintheilung und 
Terminologie der einzelnen Projectionsrnethoden üben, und das ist ihm denn 
auch sehr gn t  gelungen. Wer, wie Referent, selbst mit diesen Dingen sich 
vie1 bescbaftigt bat, ohne denselben jedoch ausschliesslich seine Aufrnerksam- 
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keit zuwenden zu konnen, der weiss nur zu g u t ,  wie schwer es i s t ,  sich 
in deni Wirrsale zurecht zu finden; weder die geornetrischen Redingungen 
jeder einzelnen Abbildiing sind vollstiindig klar gcstellt, noch hat auch in 
der Bezeichnung nach den Urhebern der einzelnen Methoden Ueberein- 
stimmung geherrscht , BO dass z. B. die R o n  ne'sche, die S a n s  on'sche, die 
F l a m s t e e d  'sche Manier immer wieder durcheinailder gehracht wurden. I n  
viclen früheren Darstellungen vcrschiedener Autoren, nicht zum Wenigsten 
auch in den vom Unterzeichneten fur Herrn W a g n e r ' s  ,Geogr. JahrbuchY 
gelieferten fortlaufenden Berichten, hat demgemass der Verfasser derartige 
Nissverst%ndnisse und Cnbestimmtheiten zahlreich aufgedeckt , die denn auch 
ehemals, wie die Dinge lagen, kaum zu vermeiden waren, und zu deren 
Abstellung es eben eines Mannes bedurfte, der sein ganzes Augenmerk suf 
eine solche Reformarbeit richtetc. Nach der andercn Seite hin bringt der 
Verl'asser consequent die T i  s s O t 'schen Kriterien zur Anwendung, welche 
bekanntlich zum ersten Male Daujenige, was man ,,Verzerrung der Karte" 
nennt, und was bei dem Uebergange von einer nicht abwickelbaren Flache 
zur Ebene nothweudig sich ergeben muss, durch scharfe, eindeutige, rnnthe- 
matische Ausdrücke darzustellen gestatten. So wird haupts~chlich die azi- 
mutde Abbildung in ihr Recht eingesetzt, bei welcher ein belicbiger Punkt 
der Erdoberflache zuin Kartenmittelpunkte genommen wird, wahrend die in 
diesem und seinem Antipodenpunkte zusammenlaufenden Hauptkreise sich 
in ein Strahlenbtischel, die um den Punkt  als Mittelpunkt beschriebenen 
kleinen Kugelkreise sich in eine Schaar ebener concentrischer Kreise ver- 
wandeln. Diese a a i m i ~ t a l ~ n  Entwürfe begünstigt der Verfasser, wie dies 
cben durch die T i  s s o t'schcn Forrncln vorgeschrieben ist , und theilt Tafeln 
mit, welche dem praktischen Kartenzeichner deren Anwendung wesentlich 
erleichtern; auch giebt er gleich die fertigen azimutalen Netze fiir Asien, 
sowie , unter der Voraussetzung , dass die azimutale Abbildung ihre als 
conisch und als cylindrisch bckannten Specialformen angenommen habe, 
fiir das englische Colonialreich auf der Ostlichcii Halbkiigel und für Süd- 
amcrika. 

Da der Uriterzeichnele ein sehr susführliches Referat über da; H a m  - 
rri er'sche Buch in seinen oben erwiihnten Jahresberichten gegeben hat ,  sc? 
glaubt er sich an diesem Orte kürzer fassen zu sollen. Von besonderen 
Kigenthümlichkeiten nennt er noch die stete Berücksichtignng des geschicht- 
lichen Elementcs, wie sic ja frcilich durch den angestrebten Zweck ge- 
bieterisch gefordert wird; dabei ergab sich manche nicht oder doch so gut  
wie nicht bekannte Thatsachc, wie z. H. die, dass die Ausdehnung dor ge- 
wohnlich nach S O l d n e r  benannten Manier auf schiefe Winkel (mit dem 
Aequator) ein gewisser v o n  T e x  t o r  schon im Jahre 1808 angegeben hat. 
Sehr einschneidend ist die Kritik der perepectivischcn Abbildungen gehalten, 
von denen H a m m e r  die sogenannten extnrnen als wenig nützlich zurtickweist, 
wahrend er natiirlich die stereographis~he wegen ihrer Winkeltreue und die 
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gnomonische wegen ihrer Bedeutung fur  die orthodromischen Karten der 
Nautik anerkennt. Darin jedoch (S. 6O), dass dem Lernenden das Wesen 
jcder einfachen azimutalcn Abbildung ebcnso lcicht wic das cincr pcrspec- 
tivischen Abbildilng zum Verstandniss gebracht werden k6nne , stimmen wir 
dem Verfasser nicht ganz bei, denn der nachstliegende Gedanke zumal für 
den aus dem geometrischen Unterrichte kommenden Schüler scheint uns 
doch der der optisch - geradlinigen Uebertragung des Originalpunktes auf die 
Rildebene zu sein. - Die Ausstattung des Buches is t ,  namentlich auch in 
Ansehung des klaren, angeuehmen Druckes, eine eehr gute zu nenncn. 

M t i n c h e n .  Dr. S. G ~ N T H E R .  

Die blaue F a r b e  dea Rimmels. Vorlrag, gehalten den 15. Januar 1890 
von Dr. J .  M. PEBNTER. Wien, 1590. Coxnmissionsverlag von Ed. 
Holzel. 23 S. 

Der vorliegende Vortrag bildet einen Bestandtheil jener langjahrigen 
Keihe von Vortrageu, welche der Wiener ,Verein zur Verbreitung natur- 
wissenschaftlicher Kenntnisse" Uber wichtige Fragen aus ailen Gebieten von 
berufeiien Gelehrten halten lasst. Diesmal ist  es ein altes, schwieriges Pro- 
blem der meteorologischen Optik, um welches es sich handelt, und das 
wohl jeden denkenden Menschen, der nicht fur  die Natur und ihre Ein- 
drticke giinzlich abgestumpft is t ,  intercssiren muss. Geschrieben ist seit 
bald vierhundert Jahren schon vie1 über die Sache worden, allcin vollst&ndig 
geklLrt ist  noch heute dieselbe nicht, und erst in nauerer Zeit ist ein recht 
ernster Anfang zur wirklichen Erforschung des Grundes der gewolinlichen 
Bimmelsfiirbung gemacht worden. Den Reigen eroffnete der geniale L i  O - 
n a r d  O d a V i n c i  , dem zufolge überhaiipt hell vor dunkel die Empfindung 
blau im Auge hervorrufen sollte - eine Auffassung , die spiiter von Go e t li e 
wieder hcrvorgesucht wurde. Dieselbc hat  in  der That eine richtige Gruud- 
lage, allein der Irrthum ist ebenfalls insofern sehr mit im Spiele, als hier 
die Farbe des Himmels für eine rein subjective Erscheinung gehalten wird. 
Dieser Ansicht pflichteten freilich auch wirkliche Physiker bei; Mun cke  
stellt ilas Himmelsblaii in  eine Linie mit den bekannten, zuerst von 
Z s c h  O k k e niiher untersuchten blauen Schattensaurnen , und N ic  h O 1 s sucht 
auf Gruiid der physiologischeu Optik den Sch-  und Perceptionsvorgang da- 
hin zu deuten, dass die für  Roth und Grün empfindlichen Nervenfasern der 
Netzhaut von dem schwachen , diffusen Ilimrnelslichte nicht berührt, dass 
vielmehr nur die auf Violett abgestimuiten Organe durch jenes in Action 
versetzt werden. Mit dieser Lehre von der ausschliesslichen Thiitigkeit des 
Anges muss, nachdem P i c  k e  r i n g seinen entscheidenden Gegenversnch an- 
geslellt ha t ,  ein- für  allcmal gcbrochcn werden; das Himmelsgcw6lbe wirft 
objectiv blaues Licht zurück, und es bleibt zu ermitteln, was aus den 
$trnlileu vou auderer Wellenlange geworden ist. Dass die Luft oder einzelne 
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ihrer Bestandtheile von Natur aus blau seien , ist nicht anzunehmen, und 
ebenso gebricht es an jedem Beweise ftir die erst jtingst wiederholt auf- 
getauchte Behauptung, dass unscre Atmosphtire blau fluorcscire. Als einc 
Interferenzfarbe, alu ,Blau der ersten OrdnungU dachte sich N e w  t o n  die 
Farbe des Firmamentes, und seine Anschauung ist, alierdings in  der ihr 
von C l a u s  i u s ertheilten Vervollkommnung , heute noch die herrschende, 
von den Lehrbüchern - auch in verschiedenen Schriften des Bericht- 
erstatters - fast einhellig angenommene. Allein durch neuere Unter- 
suchungen von B r ti c k e und Lord R a  y1 e i g h , für deren weitere Verbreitung 
man dem Verfasser Dank schuldet , Untersuchungen , durch welche G o e t h e ' s  
unbestimmte Vorstellungen von der Wirkung sogenannter trüber Medien eine 
airklich wissenschaftliche Gestaltung erfahren haben, i d  constatirt, dass 
die in der Luft schwebenden Partikelchen zu klein sind, um auf sie die 
üblichen Regriffe von Lichtzerstreuung anwenden zu konneii; vielmehr 
werdcn nach R a y l e i g h  die kurzwelligen Lichtstrahlen vie1 starker als die 
langwelligen reflectirt. Dieser Umstand, der durch Experiment und Rech- 
nung gleichm~ssig gewiihrleistet erscheint, erkliirt einfach das vollige Zurücli- 
tieten von Roth und Gelb gegentiber dem Blau, welches ja auch nicht selten 
einen violetten Schimmer annimmt. 

Der Verfasser bat sich sehr gut  seiner Pflicht entledigt, einen gemein- 
verstandlichen Ueberblick tiber die geschichtliche Entwickelung einer merk- 
würdigen geophgsischen Aufgabe, sowie über den neuesten Stand unseres 
UTissens in dieser Arigelegenheit zu geben. Nur hatten wir,  um die Lücke 
des XVIII. Jahrhunderts auszuftillen, eine Berticksichtigung des originellen 
Werkes von F u n  c k "Ueber die Himmelsfarbenu (Ulm, 1716) gewünscht, 
worin H e l  1 m a n n  eine wahre Fundgrube unerwarteter Gedanken auf- 
gedeckt hat. 

M t i n c h e n .  Dr. S. G ~ N T H E R .  

Die Mathematik die Fackel t ragerin einer  nenen Zeit,  von C. DILLMANN. 
Stuttgart,, 1889. 

Am 6. Marz 1889 hielt der preussische Unterrichtsminister Dr. v o n  
G o s s l e r  im preussischen Landtage eine Rede, in welcher er eine so ab- 
lehnende Haltung gegenüber den Realgymnasien einnahm, ,dass Verfasser 
jener Schrift, der in dieser Schule die Schule der Zukunft erhlickt, nicht 
schweigcn zu dürfen meinte. E r  versucht den Nachweis zu liefern, dass 
die Bildung, welche die Realgyrnnasien mittels der Mathematik und der 
h'atiirwissenschaften anstreben, zwar dern Grade nach dieselbe, aber der 
Richtung nach eine anders geartete is t ,  als die durch die Gymnasien ver- 
mittelte, dass ihnen Etwas innewohnt, was das Gymnasium nicht leisten 
kann; er nimmt hiernach ftir unser Volk und unsere Zeit das Recht in  An- 
spruch, dass ihxn dieser Sondervorzug nicht vorenthalten werde, und ver- 
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langt Bahn frei in dem Sinne, dass beiden Arten von Gymnasien im 
Wesentlichen die gleichen Bedingungen xugestanclen wlirden. 

Der Verfasser bleibt aber hei dieser Begrtindiing seiner Forderung niclit 
stehen, sondern geht noch einen Schritt weiter, u?d darin liegt das Neue 
und Bcdoutsame vorliegcndcr Schrift. Um das brennende Bedlirfniss der 
Zeit und die schlechthinnige Xothwendigkeit der Errichtung mathematischer 
Gyxnnauien - diesen Namen schlligt der Verfasser statt  des gegenwiirtig 
herrschenden vor - uachzuweisen, führt er aus, dass die Entwickelung der 
Philosophie dieselbe verlangt, dass das mathematische Gymnasium auch um 
der Pflege einer idealen Weltanschauung willen eine Nothwendigkeit sei. 
Noch wciter , er suclit zu zeigen, dass gerade diejenigcn Wisscnschaften, 
deren Pflege dem Realgymnasium nnvertraut k t ,  die Mathematik und die 
Naturwissenschaften, im Stande seien, ,der Philosophie eine Bahn aus der 
Sackgasse zu tifi'nen, in welche sie durch die kantische Verinnerlichuug von 
Raum und Zeit gerathen seiu. Und endlich, auch die Begriffe der Freiheit 
und des sittlichen Handelus erhalten, wie der Verfasser darzulegen bemüht 
is t ,  durch jene Wissenschaften eine ganz neue Beleuchtung und Begründung. 
Mit diesen Erorterungen hat der Verfasser zugleich dem vielfach aus- 
gesprochenen Vorwurf die Spitze abgebrochen, als ob ,Mathematik und 
Naturwissenschaften mehr zu kahler und kalter Berechnung des Nutzens, 
als zu der Hohe sinnigen und ~ o n n i g e n  Schauens führtenu. ,Im Gegen- 
theil, gerade sie sind durch die Pülle und den Reichthum ihres Inhalts, 
wie durch die Einfachheit und Klarheit ihrer Gesetze vor anderen geeignet, 
die Liebe xur Wahrheit,  den Drang xur selbstandigen Forschung in den 
weitesten Schichten des Volkes zu verbreiten. Und das Realgymnasium hat 
in ganz besonderem Sinne den Vorzug, in  den Schülern das Bedürfniss zu 
wecken, siüh in die ersten Grundlagen alles Seins und aller Erkenntniss zu 

vertiefen. Kann eine Schule, die darauf auegeht, den iuueren Zusammen- 
hang zwischen Geist und Natur  aufzudecken und das eine Gebiet für das 
andere fruchtbar zu machen, auf falscher Grundlage b e r ~ l i e n ? ~  

Was die philosophischen Erorterungen des Verfassers anbelangt, so 
zeichnen sie sich durch Klarheit im Ausdruck aus; allerdings haben sie, 
wie Referent gestehen musa, ihn nicht überzeugen konnen, dass wir in der 
Erkenntniss der Aussenwelt weiter rorzudringen vermhhten  , als L O t ze  und 
H e l m  h o 1  t z  annehmen. Das Buch ist les~nswerth und,  nach des Referenten 
Ansicht, als ein iiusserst sch2czenswerther Beitrag anzusehen, um den gegen 
das Realgymnasium vorgebrachten Bedenken den Boden zu entziehen. 

E. JABNKE. 

Sammlnng von Anfgaben au6 d e r  Arithmetik und Algebra ,  von H. SERV~IS.  
Heft IV. Leipzig, 1 889. 

Das uns vorliegende Heft ,  welches sich auf die Gleichungen ersten 
Grades mit einer und mehreren Unbekannten, die Gleichungen zweiten 
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Grades mit einer und zwei Unbekannten, auf transcendente Gleichungen, 
arithmetische und geometrische Reihen , sowie au€ diophantische Gleichungen 
bezieht, ist in den ersten Theilen ziemlich reichhaltig. An geeigneter 
Stclle findet der Schüler Winke für die Losung der Aufgabe. Ob es aiich 
nothig war, in  dieser Aufgabensammlung die verschiedenen Methoden zur 
L6sung von Aufgaben zu entaickeln und an Beiepielen vollstandig durch- 
zuführen? Neben den unbenannten Gleichungen, deren Auflosung ja  nur  
Mittel zum Zweck sein darf,  finden sich zahlreiche Anwendungen; bei der 
Wahl der Aufgaben haben verschiedene Gebiete des Unterrichts Berück- 
sichtigung gefunden. Das Heft erhebt wohl nur den Anspruch, zum Theil 
neue Aufgaben zu bieten. E. J A ~ N K E .  

Uebnngsbuch zur Algebra, von A. SICKENBERGER. München, 1890. 
Diese Ueispielsammlung sol1 des Verfassers ,Leitfaden der elementaren 

BIathcmetiku erganzen, dessen Lehrtext sie ganz genau angepasst ist. Sie 
ist in zwei Abtheilungen erschienen. Die erste umfasst die erste und zweite 
Stufe der Rechnungsarten einsch1iet;slich der linearen Gleichungen mit meh- 
reren Unbekannten; die zweite b e ~ i e h t  sich auf die Sritte Stufe, auf die 
quadratischen Gleichungen mit mehreren Unbekannten, auf die Reihen und 
Combinatorik. Das Urbungsbuch ist recht brauchbar, einmal wegen seiner 
Reichhaltigkeit -- wir zkihlen gegen 1OOOO Beispiele -, antlererveits wegen 
der richtigen Auswahl, sowie wegen der passenden Anordnung der Auf- 
gaben; auch eind an geeigneter Stelle verschiedene Gebiete des Unterrichts 
herangezogen worden. Da auch auf den L h e k  grosse Sorgfalt gelegt worden 
ist, B O  kann Referent die Sammlung zur Einfiihrung selbst a n  Schulen em- 
pfehlen, deren Ztiglinge jenen Leitfadcn nicht in Handen haben sollten. 

Elliptieche Functionen. Tlieorie und Geschichte von A. ENNEPER. 2. Auf- 
lage. Neu bearbeitet und herausgegeben von F. MÜLLEK. Ilalle, 
Nebert. 1890. 

Das E n  n e p er 'sche Werk hat  vornehmlich in einei Zeit, wo man ge- 
aeigt ist ,  die Literatur zu vernachl%ssigen, seinen besonderen Werth;  und 
wir rnüssen es dem Herausgeher Dank wissen, dasa er sich der Arbeit 
untcrzogen h a t ,  eino zweite Auflago dessclbcn zu besorgen. Diese Arbeit 
war keine leichte; denn es lag im Charakter des Buches, dass bei einer 
Neulierausgabe desselben XrgSu~ungen und Aenderurigen aul'genommen werdeli 
mussten, um den Bortschritten, welche die Theorie der elliptischen Func- 
tinnen in den letzten 14 Jahren gemacht ha t ,  Rechnung zu tragen. Der 
Herausgcber hat  sich aber damit nicht begnügt, und wohl mit Recht. Er 
hat das Ruch, welches in  seiner ersten Auflage mehr den Charakter eines 
Coin~~endinms, als den eines Lehrbuches besass, in rein didaktischer Ilin- 
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sicht umgearbeitet, so dass es nunmehr dern Studirenden auch zur Eiu- 
führung in die Theorie der elliptischen Functionen dienen kann. Ausserdem 
ist dasselhe - und hiermit hat  der Herausgeber eine fühlbare Liicke des 
E n n e p e r'schen Werkes ausgeftîllt - durch eine Einfiihrung in die Wei e r - 
s t r a s s ' s c h e  Theorie der elliptischen Functionen wesentlich erweitert worden. 
Von sonstigen grosseren Erghzungen  und Aenderungen des Inhaltes sind 
anzufiihren: Die Untersuchung des elliptischen Integrals zwischen complexen 
Grenzen nach der Darstellung des Herrn S c  h l  o m i l c h ,  die S c  h l 6  mi l  c li - 
sche Methode zur Entwickelung der elliptischen Functionen in unendliche 
Reihen und Producte, die Entwickelung der elliptischen Functionen in Reihen, 
die nach Potenzen des Arguments fortschreiten, die Reduction der hyper- 
elliptischen Integrale, literarische Notizen über neucre geometrische An- 
wendungen der elliptischen Functionen und Historisch - literarisches tiber 
die Beziehungen der Theorie der elliptischen Functionen zur hoheren Arith- 
metik und Algebra. 

Theorie des Potentials und ihre 
tismus, von E. MATHIEU. 
Berlin, Springer. 1890. 

Anwendungen auf Elektrostatik und Magne- 
Autorisirte deutsche Ausgabe von H. MASER. 

Ueber die Theorie des Potentials und die Anwendungen derselben auf 
die verschiedensten Zweige der mathematischen Physik sind in neuerer Zeit 
eine Reihe von so vortrefflichen Lehrbüchern erschienen - es sei nur an 
die Namen D i r i c h l e t ,  C l a u s i u s ,  C. K e u n i a n n ,  F. N e u m a n n ,  B e t t i  
erinnert -, dass CS für ein neu erscheinendes nicht leicht i s t ,  denselben 
ebenbürtig a n  die Seite zu treten. Das vorliegende Lehrbuch besitzt nun 
in der That so wesentliche Vorzüge vor den erwahnten, dass es Referent 
füï eine werthvolle Bereicherung der mathematischen Literatur hslt. 

Irn ersten Theile ist der Verfasser bemüht, eine allgemeine Theorie 
des Potentials analytisch strengst.  mtiglich und deshalb mtiglichst ohne 
Riicksicht auf physikalische Vorstellungen und besondere Anwendungen zu 
geben. Es werdcn hier gewisse Functionep, die in anderen Gebieten der 
mathematischen physik eine dem Potential iihnliche Rolle spielen, so das 
calorische und das zweite Potential, behandelt und mehrere allgemeine 
Satze über dieselben abgeleiket, die in anderen Lehrbtichern dieser Art nicht 
zu finden sind. Als einen Mange1 des vorliegenden Lehrbuchs m6chte sich 
Referent erlauhen zu bezeichnen, dass die Ableitung der IJ a p 1 a c  e -  P o is  son - 
schcn Diffcrcntialglcichung nur nach G a u  s s und R i  e m a n n gegcben wird, 
wahrend doch die Iiierbei gemachte Voraussetzung einer stetigen Dichtigkeits- 
function vom physikalischen Standpunkte aus unhaltbar ist. Allerdings ist 
auch der C l a u s  i u s'sche Beweis noch nicht einwandsfrei , immerhin enthiilt 
e r  eine Voraussetzung weniger als jene. Irn Weiteren ist der Bemeis, den 
der Verfasser unter Ausschluss physikalischer Vorstellungen für die Existenz 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



gewisser Functionen unter hestimmten vorgeschriebenen Bedingungen giebt, 
nicht streng, wie je  auch ein solcher bei den heutigen analytischen Hilfs- 
mitteln wohl noch nicht moglich ist. Dagegen sind hervorzuhehen: das 
Capitel über die Niveaufiachen, wo die bezüglichen Larnb'schen Unter- 
suchungen ihre Darstellung finden, die Betrachtungen über das Potential in 
krystallisirten Korpern und der Abschnitt liber die Anziehung verschiedener 
Korper, welche von Plachen zweiter Ordniing begrenzt sind. 

Der zweite Theil giebt die Anwendungen der Potentialtheorio auf Pro- 
bleme der Elektrostatik und des Magnetismus in einer Vollsthdigkeit,  wie 
sie sich in keinem anderen Lehrbuche findet; doch sind nur solche Probleme 
ausgewahlt, welche nicht blos in analytischer Beziehung Interesse haben. 
Besonders hervorheben mochte Referent des Verfassers Beweis Mr die Sta- 
bilitkit des Gleichgewichts der Elektricitat auf Leitern, sowie die Betrach- 
tungen über die Rolle, welche die dielektrischen Medien in der Elektrostatik 
spielen. Dio physikalischen Vorstcllungcn, wclche man zur Zcit P o i s s  O n's 
über die Wirkung~weise der isolirenden K6rper hatte, haben in neuerer Zeit 
durch M a x  w e 11 eine wesentliche Aenderung erfahren , und der Verfasser 
fbhrt uns die Ideen des schottischen Gelehrten kritisch var. Ausflihrlich 
ist auch die Lehre vom Magnetismus behandelt worden. Gegen die von 
Pois s on  gegebene Theorie der mngnetischen Induction sind begrlindete 
Zweifel erhoben worden. Der Verfasser giebt die neueren Theorien der Ver- 
theilung des inducirten Magnetismus irn weiühen Eisen und der ihr analogen 
dektrischen Polarisation der dielektrischen Medien und schliesst deren An- 
wendung auf die Theorie der Condensatoren a n ,  wie sie von C l a u s i u s  
gegeben worden ist. 

In  einem kurzen Anhange hat der Ucbersotzer das Problem der Elek- 
tricitiitsvertheilung auf zwei Kugeln nach auf eine andere Weise behandelt, 
als es vom Verfasser geschehen k t ,  namlich nach C. N e u m a n n ' s  Methode, 
,,und zwar einestheils, um diese auch bei vielen anderen Problemen der 
Elektrostatik und der Warmelehre mit Vortheil benutzte hiethode wenigstens 
an einem Beispiele zu zeigen, anderentheils, um den Studirenden auf die 
T h o m  s O n'schen oder bjpolaren Coordinaten aufmerksam zu machenu. 

Das Buch liest sich gut ,  da es mit dem D i r i c h l e t ' s c h e n  Werke den 
Vorzug gemein hat ,  gewisse mathematische Theorien, wie die Theorie der 
Kugelfunctionen, nicht vorauszusetzen, sondern an geeigneter Stelle, soweit 
sie ntithig, zu entwickeln. E. JAHNKE. 

Znr Integrat ion von Differentialgleichnngen ereter Ordnung, i n  welchen 
die unabhllngige Veranderliche explicite nicht vorkommt, durch ein- 
deutige doppeltperiodieche Functionen. Inaugural - Dissertation von 
E U ~ E N  JABNKE. Halle a. S. 1889. Druck von Gebr. Unger in Berlin. 33 S. 

Die bekannten drei functionentheoretischcn Memoiren der Herren B r  i O t 
und B o u  q u e  t in tome XXI cah. XXXVI des Journal polytechnique haben 
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vermoge ihrer tiefgehenden Bedeutung Anlass zu einer grossen Anzahl von 
verwandten Abhandlungen gegeben. Zuniichst sind genannte Herren selbst 
a,uf den Gegenstand zurückgekornmen, andererseits haben auch deutsche 
Mathematiker, unter denen Herr F n c h s  in erster Linie z11 nennen is t ,  sehr 
wesentliche Beitrage auf dieçem Gebicte geliefcrt. 

Besonders die dritte Arbeit: ,Mbmoire sur l'intbgration des équations 
diffbrentielles au  moyen des fonctions elliptiques" (pag. 199 -254), welche 
ein so fundamentales Gebilde, wie die elliptischen Functionen, in die Theorie 
der Differentialgleichuiigen hineinzog, musste sich viele Freunde erwerben 
und sicher fruchtbar erweisen. 

Auch die uns vorliegendc Dissertation verda,nkt ihre Entstchung der 
letztgenaniiten Abhandlung. Wahrend aber die oben erwahnten Autoren 
ihre Untersuchungen unter einem functionentheoretischen Gesichtspunkt 
ftihren, versucht. Herr Dr. J a h  n k e die gleichen Uesultate auf einem dgebra- 
ischen Wege zu gewinnen. 

Nun wird man nicht verkennen, dass die Darstellung der Herren 
U r i  O t und B o  LI q u e t ,  namcntlich wie sic sich nuch in ibrer , T h h i e  des 
fonctions doublement périodiquesY und ,Thborie des fonctions elliptiquesU 
findet, die eigentlich moderne ist. Iiidessen ha t  der Herr  Verfasser geaeigt, 
dass die betreffenden Hesultate auch durch s e  i n e  Methode in übersichtlicher 
Weise erschlossen werden konnen, bisweilen in etwas veranderter Aufeinander- 
folge. Der sehr interessante Gegenstand, sowie die gefdlige Rearbeitiing 
macht die Dissertation recht lesenswerth. 

Das in Frage kommende Problem besteht bekanntlich darin,  zu unter- 
suchen, unter welcheri Bediiigiingen der I>iffereiitialgleichuug 

i n  der die f ganze rationale Functionen von nur  einer Ve~anderlichen be- 
deuten,  eindeutige doppeltperiodische Functiormi gencgeri. - Es werden 
zwei Systeme von Beding~ngs~le ichungen  gefunden , welche die Coefficienten f 
in  bestimmter Weise beschriinken. Kachdem f, = 1 gesetzt , was statthaft 
i s t ,  ergiebt sich insbesondere, dass die f,, ganze rationale Functiouen sein 
inüsscn, wclchc den 2q,t"" Grad nicht tibersteigeii. 

Specielle Palle, wie sie die Herren B r  i o t  und B o u q u e t  und Herr 
b' u c h s , resp. dessen Schiiler Herr  R a  s c h k e (vergl. Acta Mathematica, 
14: 1, pag. 31) behandelten, besonders Falle, in denen die vorgelegte 
Differentialgleichung trinomisch und binomiach ist ,  erledigt der Verfasser 
in sehr ansprechender Weise, und e r  findet durch seinc Nethode nicht 
rninder lcicht, welche besonderen Werthe den Zahlen rn und Q; zuliommen, 
damit die Differentialgleichung überhaupt vorhanden k t .  

Es dürfte nicht unangemessen sein, zu untersuchen, inwieweit man bei 
aualoger Pragestellung auf dem algebraiachen Wege vordringen kann, weuii 
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man statt der clliptischen Transcendenten die Abel 'schen zu Grunde legt. 
Für solche Zwecke sei die methodisch intcressante Schrift bestens em- 
pfohlen. W. HEYMANN. 

Sulla risultanta di un' ennica e d i  u n a  cubica. Memoira del Dr. ERNESTO 
PASCAL. Napoli, Benedetto Pellerano. 1887. 

C l e b s c h  gab im 58. Bande von C r e l l e ' s  J. und spkiter i n  seiner 
Theerie der binxren Forrnen die symbolische Darstelliing der Resultante 
einer binaren Form f i t e r  Ordniing mit einer quadratisehen. Auf Grund der 
dort befolgten Methode l6st der Verhsser dieselbe Aufgabe für die Formen 

~ f ) = a , s = P z ' = . . . = :  p,.q, .r ,  und f=a ,"=bZn=c ,"=-a -  

Die Resultante erscheint zunachst als Product der Substitutionen von p l ,  
- p ,  etc. für die ~ n b & a n n t e  in f :  

R = (ap)". ( b  q)". (cr)", 

oder nach Vornahme aller moglichen Permutationen der a ,  b ,  c und darnach 
folgender Addition der Ausdrücke 

6R = (ap)".  (bq)". ( ~ r ) ~  + (bp)" ( ~ p ) ~  (ar)" + -.. + (bp)"(aq)"(cr)" 

= pln + pzn + pgn + f.42" + ,PT + ~ 6 " .  
pi+,  geht aus pi durch eine einfache Permutation hervor. E s  handelt sich 
nun darurn , statt der p l  q ,  r symbolische Coefficientmeil von @ einzuführen. 
Für die Bildungen S, K, '2 bei C l e b s c h  treten ganz analoge auf, doch 
wachsen die Schwierigkeiten mit der grossern Anzahl von Permutationen, 
d. h. der pi erheblich, so dass die Arbeit einen bcmerkenswerthen Fort- 
schritt bezeichuet. Charakteristisch für das Endresultat ist es,  dess in  dem- 
selben nicht die FBlle eines geraden oder ungeraden unterschieden zu werden 
brauchen, wie es nothweudig ist, wenn LD eine quadratische Form k t .  Voll- 
stindig hingeschrieben werden die Resultanten für  m= 2, 3, 4; für % =  2 
nattirlich übereinstimmend mit dem Resultate von C 1 e b  S C  h. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERG. 

Geometria projettiva. Lezioni di FERDIKASDO ASCHIERI, Professore nella 
Cniversità di Pavia. Seconda 6dizione con sggiunte e correzioni. 
132 figure intercalate ne1 testo. Milano, Glrico Hoepli. 1888. 

Die baldige Nothwendigkeit einer zweiten Auflage aeugt von der guten 
Aufnahme, welche das Werk von Seiten des Publicums gefunden hat. 

Als wescntlichste der vorgenommenen Erweiterungcn seien vorweg ge- 
nannt: die Erzeugung der Flachen zweiten Grades durch reciproke Strahlen- 
biindel, - die Collinearitat und Reciprocitat der Railme, insbesondere hier- 
bei die Betrachtung von zwei solchen collinearen Raumen, deren sich selbst- 
entsprechendes Tetraeder mehrere unendlich nahe Ecken besitzt, sowie die 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitsohr. f, Math. o. Phya. XXXV, 6. 17 
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hieraus entspringcndeu besoncleren Constructionen, welche B e r t i n i  in dan 
,,Rendieonti dell' Istitiito Lombardo (serie 2 a ,  vol. 20, fasc. 14 -15)" ge- 
geben hat ,  - ferner die Erzeugung der Raumcurven dïitter Ordnung diirch 
zwei projective Bündel. Ein kurzer Abschriitt bringt dcis Wesentliçhste sus 
der Theorie der quadraLischen Verwandtschaften nebst einigen Anwendungcn, 
z. B. die Construction des Rrllrnmnngskreises in  einem I'unkte eiuer Curve 
zweiter Ordnung. Ein Abriss der Theorie der Complexe 1111d Congrrienzen 
ersten Grades bildet den Schlnss des Werlies. 

Die Definition der sechs Grundgebilde und ihre Beziehung aiif ciil- 
ander durch die , F u n d a m e n t a l o p e r a t i o n e n u  des Projicirens und 
Sclineidens bildet, wie im E e  ye'schen Buclie, den Ausgangspuukt der 
Untersuchungen. Erfreulich ist die einheitliche Bezeichnung der Punkte 
durch grosse lateinische, der Geraclen durch kleine lateinische, der Ebenen 
durch kleine griechische, der Riiurne durch grosse griechische B~ichstalien. 
Sehr wünschenswerth ware die Durehführung dieser zweclrm%.;sigen und 
schon vielfmh benutztcu Bczeiehnungsweise in allen neu crscheinenden gco- 
metrischen Werken. 

Das zweite Capitel tragt a n  der Spitze die folgende Definition der 
Projectivitat: ,, Z ~ e i  Grundgebilde der ersteii Stufe sind projectiv, wenn sie 
durch eine endliche Anzahl von Fundamentaloperationen in einander über- 
geführt werden konnen.' Dann wird zur Construction harmonischer Ge- 
bilde gescliritten und gezeigt, dass solche Geliilde stets projectiv sind. Der 
strenge Nachweis des S t a u  d t 'schen Fundamentalsatzes der Projectivitet mar 
bekanntlich Tor einigen Jahreu Gegeustand einer Reihe von Aufsiitzen in 
Fachzeitschriften. Der Verfasser sohliesst sich dem von R. d e  P a o l i s  in 
seiner Arbeit: Sui fondamenti della Geometria projettiva (E. Acc. dei Lincei 
1880/81) befolgten Gedankengange an: Unter der Annahme von drei Ele- 
menten eines Grundgebildes der erçten Stufe wird nachgewiesen, dass man 
dnrch successive Construction vierter harmonischer Elernente zu jedem vor- 
gegebcncn Elcment mit bcliebiger Annahcriing gelangen kann. Darnus fol$ 
dann, dass zwei Grundgebilde identiseh sind, wcnn diesclbeii so aiif ein- 
ander bezogen sind, dass je vier harmonischen Elementen des einen Gebildes 
vier harmonische des anderen entsprechen und drei Elemente mit ihren ent- 
sprechenden zusammenfallen. Aber weiter folgt, dass zwei derartig auf 
einander bezogene Grundgebilde projectiv sind nnd endlich, dass zwei pro- 
jective Grundgebilde durch Angabe von drei Paaren entsprechender Clemente 
bestimmt sind. 

Die Construction der, zu gegebenen Elementen entsprechenden Elernente 
geht jetzt in tiblicher, einfaeher Weise vor sich. Durch specielle projective 
Gebilde werden Kreise erzeugt, welche ~ o f o r t  gelegentlich der Erorterung 
involntoriseher Grundgebilde zor Bestimrnung der Doppelelemente beniitzt 

werden. 
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Rei der Besprechung metrischer Eigenschaften von projectiven Grund- 
gebilden wird der S t a u d t'sche Fundamentalsatz noch einmal mit Ililfe v o n  
DoppelverhKltnisseii begründet, und eine solche Regründung darf auch i n  
enem Lehrbuche nicht fehlen, mtichte vielmehr an die Spitze gestellt 
aerden, da die Schwierigkeiten, welche mit der strengen rein geometrischen 
Bcweisführung verbunden sind, dem Anfznger kaum überwindbar sein dürften. 

Das vierte Capitel bï ingt  die centrische Collineation mit ihren Specinl- 
fxllen: Affinitit, Aelinliçhkeit, die verschiedeilen Symmetrien und Congruenz. 

Im fünften Capitel werden dann die Erxeugnisse projectiver Grund- 
gebilde, die Curven und Regelschaaren zweiter Ordnung untersucht, nament- 
lich auch ihre Focaleigenschaften abgeleitet. Die projective Beziehung dieser 
,Elementargebi1deu zweiter Ordnung fiilirt darauf im seclisten Abschnitt zu 
den Ciirven und Regelschaaren di.it,ter und viertcr Ordnung. Alles geschieht 
natürlich unter Trennung des ganzen Gebietes in zwei Halften nach dem 
Principe der Dualitiit. 

Damit ist ein vorkufiger Abschluss erzielt und es werden nun im 
sielienten Capitel imagin8re Elemente eingefülirt. Der Iilhalt des Capitels 
ist im Wesentlichen eine Wiedergabe der s c h h e n  Untersuchungen S e  g r e 's 
in den beiden Arbeiteu ,,Note sur les homographies binaires et leurs 
faisceauxu, K r  O n e c  k e  r ' s  J. Ud. 100 S. 317 flg., und ,,Le coppie di elementi 
imeginari', XTem. delllAcc. di Torino T. 38. Die Cruildiage bildet der 
Begriff des Productes aweier Projectivitiiten (Homographien). 1st eine 
Homographio Pl gegeben durch die Elernentenpaarc A A , ,  B B I ,  CC, ; 
P, durch A, AB,  BI B,, Cl Ci ; . . . Pr durch A,. - 1 A,. , Br-1 U r ,  Cr-, C, , so 
wird die durch die Paare AB,., B B,., CCr gegebciie Homographie Y als 
Product 

P =  P,P,P, ... P, 
bezeichnet. P-' ist die zu P inverse Homographie. Zwei gegebene Homo- 
graphien P, & sind harmonisoh, wenu die Gleichung P-'& = Q-'P besteht; 
jedes Product stellt d a m  eine Involution dar. Also mit andeicn Worteil: 
ist P gegebeu diirch die Paare M, J&ill',, M, M', und Q durch M13Z",, 
J9,N",, HS N",,  so sirid ill',Z",, N', M",, M',H", Paare einer Involution. 

Zu einer gegebenen Homograpliie giebt es eine eiuzige Iuvol~ition, die 
,Doppelinvolutionu J,  welche jene Homographie in sich selbst transformirt. 
Resitzt die Homographie Doppelelemente, so sind diese auch die Doppel- 
clcmente von J. Nun mird als Paar imagiiiiirer Elemente eine elliptische 
Involution gesetzt und defiuirt: Zwei Paare von Eiementen trennen sich 
harmonisch , wenn ilire Reprzsentanten , die Involutionen, nach der oben 
ausgesprochenen Definition harnionisch sind. Danil folgt, dass eine Homo- 
graphie imaginiire Doppelelemente hat ,  wenn ihre Doppelinvolution elliptisch 
ist; und man kann endlich allgemein sagen, dass vereiiligte projective 
G~undgebilde entweder zwei reelle getrennte oder vereinigte odcr zwei irna- 
giuare Doppelelementc haben. 

17 * 
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Auf Grund dieser Untersuchungen werden dann Constructionen der 
Kegelschnitte aus imaginaren Elementen durchgeführt. 

E s  folgen die eingangs genannten Capitel über Plichen zweiter Ord- 
nung und Raumcurven dritter Ordnung. Die beigegebenen Figurcn 123 bis 
129 sind leider stark verzeichnet. 

Die Bcgründung der quadratischen Verwandtschaft mag hier kurz skizzirt 
werden. Zwei Ebenen G ,  G ,  werden zunachst reciprok aufeinander hezogen; 
dann wird in  G ein Strahlenbüschel 8, in  G ,  ein zu S projectives Büschel S' 
angenommen. Eiuem Punkte X von G entspricht dann vermoge der reci- 
proken Beziehung eine Gerade z, in  ci,, andererseits entspricht dem Strahle 
S X  in S ein Strahl S ' X '  in  S' ,  wo X' der Schnitt,punkt von x, und S'X'  
sein soll. Damit ist jedem Punkte X oder einer Ebene ein Punkt X' der 
anderen zugeordnet , und,  wie sofort erhellt, entspricht jeder Geraden ein 
Kegelschnitt, d. h. die begründete Verwandtschaft ist eine quadratische. 
9 und S r  sind Fundamentalpunkte, der h'achweis der beiden weitcren in 
jeder Ebene ist einfach. In  analoger Weise wird auch die quadratische T7er- 
wandtschaft im Raume beliandelt. 

Die letzten Capitel, welche der Liniengeometrie angehoren, gehen bis 
zii den Begriffen des Büschels und Netzes von Complexcn erster Ordnung. 
Das Erzeugniss von zwei projcctiven Büsclieln oder zwei reciproken Netzen 
wird als Complex zweit,er Orduung erkannt, ohne weiter untersucht zu 
werden. 

Das Werk reiht sich den vorhandenen guten Lehrbüchern in würdiger 
Weise an. 

H a n n o v e r .  C. R O D E N ~ E R G .  

Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Fltichen. Von Dr. 
J~HANNES KNOBLAUCH, Privatdocent a. d. Universitiit Berlin. Leipzig 
1888, B. G. Teubner. 

In der vorliegenden sehr werthvollen Schrift wird die Cntersuchuiiç 
der Flachen im Wesentlichen nntcr Anwendung der Ganss 'schen krumm- 
linigen Coordinaten durchgeführt, doch gelangen manche Resultate aucli in 
cartesischen Coordinaten zum Ausdruck. 

Der erste Abschuitt en thd t  Untersuchungen einer Flache in der Nwhc 
eines gegebenen Punktes, also die Bestimmung der Tangentialebene, der 
Krtimrriurig ebener Schnitte und die Ableitung der hierauf bezüglichen Sitze 
von M e u  s n i e r und E u 1 e r. Als Beispiele zur allgemeinen Theorie werden 
hier sowohl wie spSter die Flachen zweiter Ordnung behandelt. Das Gauss-  

sche Ki-iimmungsmaass a i r d  in verschiedenen Formen dargestellt und seine 
Unveranderlichkeit bei einer blossen Biegiinç der Fliiche auf zwei Weisen 
nachgewiesen. . 
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Im zaeiten Abschnitte werden besondere Curvensysteme, wie sie die 
Haiipttangenten- oder Asymptotencurven und die Xrümrnungslinien bieten, 
betrachtet und die Vortheile, welche die Pl~chengleichung unter Benutzung 
jener Linien als (ioordinatensysteme gewahrt,  ausgenutzt. Schliesslich ge- 
langen die beiden orthogonalen Systeme, das Polar - und das Parallelcoordi- 
natensystem geodatischer Linien zur Anwendung. 

Der Umstand, dass die bciden wichtigen Grossen: 1. das Quadrat des 
Linicnelementcs ds2, 2. der Quotient dieses Quadrats mit dem Krümmungs- 

d s2 
balbmesser eines Normalschnittes , namlich - 1 durch Ausdrücke der Form 

e 
a,, du" +aa,, d u  d v  + a,, dv2 

gegeben sind, giebt Veranlassung zur eingehenden ù-ntersuchung dieser 
biniren Differentialformen , im Wesentlichen auf Grund der fundamentalcn 
Arbeiten von C h  r i s  t of  f e 1. Durch den Nachweis des G a u  ss'schen Krüm- 
mungsmaasses als absolute Invariante ergiebt sich ein weiterer Beweis fiir 
die Unveriinderlichkeit dieser Grosse bei einer Biegung der Flache. Es  folgt, 
die wichtigc Anwendung der allgemeinen Theorie auf die , W e i n g a r  t e n -  
schen Fl%chenu, bei welchen in jedem Punkte jede der beiden Invarianten 
1 1  1 -+ - und - 9  mit g, und g2 als Hajuptkrümmungshalbmesser, aine 
el P z  el PZ 
Function der andern is t ,  - Fliichen, von denen die Ninimalfliichen und 
Plachen constanter Krümmung specielle Arten sind. Anwendungen anderer 
Natur Sind die Bestimmungen von Reihen solcher Curvenschaaren, aus denen, 
w i ~  früher, durch jeden Fliichenpunkt eine einaige Curve jeder Schaar geht, 
und zwar unter Erfüllnng der Forderung, dass die Curvcntangentcn in jedem 
Kreuzungspunkte eine gegebene invariante EigenschaEt besitzen. Krümmungs- 
linien und Asymptotencurven z. B. sind vier Reihen oder besser zwei Reihen- 
paare, deren Tangenten in jedem Kreuzungspunkte sich haruionisch trennen und 
mo überdies die Tangenten des ersten Paares aufeinander senkrecht stehen. 
Zu drei Reihen kann,  kurz ausgedrückt, ,die vierte harmonische gesucht 
werden; drei Reihenpaare konnen eine Involution bilden etc. 

Im vierten Abschnitte wird eine Flache in Verbindung mit anderen aus 
ihr ableitbaren untersucht; insbesondere in Verbindung mit ihrer Evolnte, 
wie zweckmassig die zweimiintelige FlLohe der Haiiptkrümmungshalbmesser 
Iie~eiclinet wird. Bür die W e i  u g  a r t e n'sclien Placheri gilt insbesoudere der 
von deaselben Autor herrührende umkehrbare Satz: Die Evoluten aller 
Flachen, bei denen anf gleiche Weise in jedem Punkte der eine IIauptkrüm- 
rnungsradius allein durch den andern bestimmt is t ,  sind aufeinander ab- 
wickelbar. Mit einer Evolute wird schliesslich das ganzc Systcm der zu- 
gehorigen Parallelflachen betrachfet. 

Uer fünfte und letzte Abschnitt enthiilt die allgemeine Theorie der 
Curven auf einer gegebenen Flache. Vorbereitend für das Spatere werden 
die F r  e n et'schen Reziehungen zwischen den Richtungen der Tangente, der 
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Haupt - und Binormale entwickclt. Dann folgt die Einftihrung des Begriffes 
der geodatiechen Krürnmung einer Curve auf einer Flache und der Sach- 
weis der Unver%nderlichkeit dieser Krümmung bei einer Biegung. Alle 
solche H i e  g u  n g s i n v a r i a n t  e n  werden dann noch einmal zusammenfassend 
betrachtet. Von besonderer Bedeutung ermeiseu sich die Linien constanter 
geod%tischer Krümmung. Sie begrenzen, wie die Kreise der Ebene bei 
gegebener Lange,  ein grosstes Fliichenstück. Z L ~  Schlusse wird die Durch- 
schnittscurve zaeier Flachen untersricht und bewiesen, dass für den isogo- 
nalen Schnitt nach einer Krümmungslinie der einen Piache diese Curvc auch 
Krürnmungslinie der andern Flacho ist. 

Angenehm ist die Beigabe eines Sachregisters. Ein vollst%ndiges Ver- 
zeichniss der einschkgigen Literatur will der Verfasser bei einer arideru 
Gelegenheit geben. 

H a n n o v e r .  C. RODENRERG. 
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474. Sur l e  recherche des discontinuités polaires. H a d a m a r d .  Compt. rend. 
CVIlI, 722. 

476. Formes principales sur les surfaces de  Riemann. F el .  E l e i  n. Compt. rend. 
CVIII, 131. 
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476. Des fonctions thêta sur la surface gén6rale de Riemann. F el. K l e i n .  Compt. 
rend. CVIII, 277. 

417. h m  E'undamentalsatz ails der Theorie der algebraischen E'unctionen. R. 
B e r t i n i .  Mattiem. Annal. XXXIV, 447. - M. N t i t h e r  ebenda 450. 

478. Sopra un teorema del big. Netto. E. B e r t i n i .  Mathem. Annal. XXXV, 456. 
479. Ueber das algebraische Gebilde nter Stufe im Gebiete von n + 1  Grossen. O. 

Uierm a n n .  Wien. Akad.-Ber. XCV, 802. 
480. La  forme la plus g6nérale d'un polynôme entier E'(x) satiefaisant aux rela- 

tions F(1-x)  = P ( z ) ,  ~ ( i )  =<@. L, Lefkvre .  N. ann. math. Ser.3, 
z"' vin 158 

7 

481. TJebe; d i e  Errnittelung der Theiler einer ganzen ganzzahligen F'unction einer 
Veranderlichen. F. M e r t e n s .  Wien. Akad.-Ber. XCVII, 618. 

282. Ueber die Entwickclung der doppelt periodischcn Functiouen zweitcr und 
dritter Art in trigonometrische Fteihen. M. K r a u s e .  Mathem. Annal. 
XXXIII, iO8; XXXV, 577. [Vergl. Bd. XXXIV, Nr. 381.1 

i E 3 .  Sur certaines expressions quadruplement périodiques dbpendant de deux 
variables E. P i c a r d .  Compt. reiid. CVlII, 557, 659. - A p p e l 1  ibid. 607. 

484. %tir Sheorie der Riemann'schen Fiinctionen zweiter Ordnung mit vier Ver- 
zweigungspunkten. K. H e un. Mathem. Annal. XXXILI, 161. 

485. Zur Bildung allgemeiner a -Functionen. A. K r a  z e r. Mathem. Annal. XXXIII, 
591. [Vergl. Bd. XXXIV, h'r. 382.1 

486. Aufstellung des vollcn Formensystems einer quaterniiren Gruppe von 51840 
linearen Substitutionen. II. M a s  ch  k e. Mathem. Ariiial. XXXIII, 317. 

487. Ueber die Darstellung der hypergeometrischeu Trariscendenten durch ein- 
deutige Fnnctionen. E. P a p  p e r i t z .  Mathem. Annal. XXXIV, 247. 

488. Beitriige zur Theorie der Lamé'schen Functionen. K. H e u n .  Mathem. Annal. 
XXXIII, 180. 

489. Ueber syrnruetrische Systeme. L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1889, 349. 
490. Ueber die Furictionen C,'(x). L. G e g e  n b  a u e r .  Wien. Akad.-Ber. XCVII, 269. - 

Vergl. Abel'sche Integrale. Abbilduug. Bestirumte Integrale. Cylinderfunc- 
tionen. Determinanten. Uifferentialdeichun-ren. Differentialauotient. El- 
li tische Transcendenten. ~ a c t o r c ~ f o l g e .  -Formen. ~am&afunctionen. 
~ Y e i c h u n ~ e n .  Hyperelliptisclie Traiiscendenten. Iniaginiires. Invarianten- 
theorie. Kettentirüche. Mittelwerth. Partialbrüche. Potential. Reihen. 
Substitutionen. Thetafunctionen. Sransformationsgruppen. Unbestimmte 
Form. Variationsrechnung. 

Qammafünctionen. 
491. Zur Theorie der  Euler'schen In tegrde .  L. P o  c h  h a m  m er.  Mathem. AnnaL 

XXXV, 495. 
Geadhsie. 

492. On the amount of the Elevations attr ibutable to  com~ress ion t h r o i i ~ h  the  
contraction during cooling of a, solid Earth.  ~ . ~ ~ i s h e r .  l'hic Mag. 
Ser. 5, XXIIT, 145; XXIV, 391; XXV, 7. 

493. Ou the relation between the size of a Planet and the ra te  of mountain-liuil- 
ding on its surface. Oh. D a v i s  on. Phil. Mag. Ser. 5, XXIV, 391. 

491. Sur le modo initial de déformation de la croûte terrestre elliasoïdale. A. 
B o m i e u x .  Compt. rend. CVIII, 551. 

Geornetrie (descriptive). 
495. Der Satz von Pohlke. C. H ü p p e r .  Mathem. Annal. XXXIII, 474. 
496. Sur quelques problèmes de géométrie descriptive concernant les surfaces 

gauches d u  second degré. G .  F o u r e t .  N. ann. math. Ser. 3 ,  Vi i I ,  34. 
497. Intersection d'une droite et  de la surfme rbglée définie par  trois directrices 

rectiligne. L. L e fev re .  N. ann. math. Ser. 3, VUI, 389. 

498. Ueber einen Satz aus der  Polarentheorie der alnebraischen Curven. Ad. - - ~  - -  . 

s c hw-ar z. WieiT Akad.- Ber. XCV, 42. 
4!)!1. Die Hesse'sche Curve in rein geometrischer Behandlang. E. R6 t t  er .  Mathem. 

Annal. XXXIV, 123. 
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60fI. Ueber conjiigirtc Curven. O. S c  h l e  s in  g c r .  Mathcm. Annal. XXXIII, 315. 
[Vergl. Bd. XXXlII, Nr. 438.1 

501. Ueber elliptiache Cnrven in der Ebene. 0 .  S c h l e s i n g e r .  Milathem. Anual. 
XXXIII, 444; XXXIV, 463. [Vergl. Bd. XXXIV, Kr. 401 il. 565.1 

502. Ueber hgperelliptische Curven. K. B O b elr. Wicu. Akad.-Ucr. XCV, 31. [Vergl. 
Bd. XXXIII, Nr ,  674.1 

503. Snr les cubiques nodales circulaires. Cl. S e r v a i s .  N. ann.math. h . 3 ,  VLII, 19i. 
504. Lur Theorie der  rationalcn Curven 4. Ordnuna. ü. X o h n .  Wien. Akad.-Ucr. - 

XCV, 318. 
505. Ueber die Berührnngskegelsclinitte und Doppeltangeilten der allgemeincn 

Curve 4. Ordnung. G. ICo hii. Wien. Akad.-Ber. XCVU, 325, 1381. 
606. Ueber die zu einer allgerneinen Curve 4. Ordnung adjungirtcn Curven 9. Clause. 

G. Ko hn.  Wien. Akad.-Ber. XCV. 338. - .  

507. Ueber eine Gattiing rege1miLsfiiger ebener Configurationen. J. d e  Vries  
Mathem. Annal. XXXV, 401. 

508. Ueber die einem Vierseite harrnouiscli eingeschrielene Configuration 18,. 
J. d e  Vr i e s .  Wien. Akad.-Ber. XCVII. 1307. 

509. Ueber eine specielle Classe von Configuratio&n aiif den elliptisclien Normal- 
curven n t e r  Ordnung. A. S c  h o  nf li e S. Mathem. Annal. XXXV, 527. 

510. Ueber lineare Mannigf'dtigkeiten prqjectiver Ebenenbiisc.he1 und collinearer 
Bündel oder ICiurne. Berl. Akad.-Ber. 1889, 8 ;w  [Veigl. Nr. 95.1 

511. Ueber die linearen Transformationen des tetraedralen  complexe^ in sich. A. 
A m e s e d e r .  Wien. Akad.-Ber. XCVII, 627. 

512. Ueber polyeilrale Configurationen. J. d e  V r i e s .  Matheni Annal. XXXIV, 227. 
513. Ueber projective Beziehungen, die durch vier Gerxle im Raume gegeben sind. 

Fr .  K r i e g  Y. H o c h f c l d c n .  Wien. Aknd.-Ber. XCVII, 806. 
51 4. Ueher Raiimcnrven mter Orciiiiing mi t  (m - 2)- fachen Secanten. K. B ob e k. 

Wien. dkad.-Ber. XCV, 349. 
515. Ueber Raumcurven 5. Ordnung vom Geachlecht 1. E m .  Weyr .  Wien. Akad.. 

Ber. XCVII, 692. [Vcrg-1. Bd. XXXLII, Nr. 449.1 
Vergl. Elliptische Sranscendenten 456. Invariantentheorie 570. Kegelschnitte. 

Kinematik. Oberflachen. Oberflachen zweiter Ordnung. 

Geschichte der Mathematik. 
516. Geber den Stern mi& der Assyrer. E. M a h l e r .  Wien. Akad.-Ber. XCV, 299. 
517. Ueber eine in einer syrischen Grabinschrift erwiihnte Sonnenfinsterniss von 

1315. E; d. M a h l e r .  Wien. Akad.-Ber. XCV, 359. 
518. Doodecimalsgstem und Uecimalsgstem in den Busszahlen der frinkischen 

Volksrcchtc. II. B r  u n n c r .  Berl. Akad.-Ber. 1889, 1039. 
519. The investigation by Wallis of his expression for z. C a y l e y .  Quart. Journ. - -  - 

math. XXIII, 165. 
520. Ange10 Genocchi $ 7. ln. 1889. H e r m i t e .  Compt. rend. CVIII, 475. 
521. P. du Bois Eeymond j- 7. IV. 1889. H e r m i t e .  Compt. rend. CVIII, 887. 
522. Nelrrolog von Paul du Bois -1Zepnond. H. l i e  ber .  Math. tinria.1. XXXV, 457. 
523. ü. Ilalphen -1- 23. V. 1889. H e r m i t e .  Compt. rend. CVLLI, 1079; ClX, 991. 
524. Gilberto Govi f VII. 1889. J. H e r t r n n d .  Compt. rend. CIX, 131. 
526. Phillips 1- 14. XII. 1889. H e r m i t e .  Compt. rend. CIX, 927, 996. 

Qleichnngen. 
526. Ueber den Gordan'sehen Beweis des Fundamentalaatzes der Algebra. P. v. 

D a l w i g  k. Mathem. Annal. XXXIV, 158. 
587. Ein Beweis des Fundaucntalsatzes der iilecbra. F. M e r t e n s .  Wien. Akad; - 

Ber. XCVII, 1505. 
518. L ~ B  discriminants des résolvantes de Galois. F. U r i  osehi .  Compt. rend. 

(:VITI. 878. 
- - - 1  - 

529. Zur ~ u f l ~ s u n ~  von Gleichungen. F r .  Meyer .  Mathem. Amal .  XXXIlI. 511. 
530. Sur les équations réciproquea. C h .  d e  C om b e r o u  s se. N. ann. math. 8er. 3, 

VI'II. 27. 
531. ~ u r ü c k f i i h u n g  einer beliebigen a1gebr:tischen Gleichung auf eine Kette von 

Glciehiingeu. hTat,hein. Annal. XXXIV, '26. 
532. The elimina,rit, of two hinary quantics. 1'. A. M a c  M a h o n .  Qimrt.[Journ, 

math. XXIII, 139. 
533. Sur le nombre des racines communes à plusieurs équations simultan6es. E .  

P i c a r d .  N. ann. math. Ser. 3, VLII, 5. 
Vergl. Elliptisclie Transcendenten 458. 
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Hyperelliptische Transcendenten. 
560. Grundzüge einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen E'unctionen 

1. Orduung. F .  K l e i n  Rd H. B u r k h a r d t .  Mathem. Annal. XXXV, 198. 
Vergl. Differentialgleichungen 402. Elliptische Transcendenten 454. Geo- 

mctrie (hohere) 502. 

1. 
Imaginftres. 

561. Zur Theorie der aus n Baupteiuheiien gebildeten complexen Zahlen. P r i e d r .  
S c h u r .  Mathem. Annal. XXXIII,  49. 

Vergl. Bestimmte Integrale 374, 375. Zahlentheoric 746. 

Invariantentheorie. 
562. Ucbcr die Endlichkcit des Invariantensystcms fiir binare Grundfornien. D. 

H i l b e r t .  Mathem. Annal. XXXIII, 223. - A. C a y l e y  ebenda XXXIV, 
319. - Ju l .  P e t e r s e n  ebenda XXXV, 110. 

563. Eine besondere Art von Covarianten bildender Operation. E d .  Wi l the i s s .  
Mathem. Annal. X X X V ,  433. 

564. Die geometrische Deut,iing von Tnvarianten r:,iimlicher Colineationeii und Re- 
ciprocititen. P. M u t h .  Mathem. Annal. XXXi l I ,  493. 

565. Die Decomposition der Systeme von n W r 6 s s e n  und ihre Anwendung auf die 
Theorie der Invarianten. L. K r o n e c k e r .  Uerl. Akad.-Bcr. 1889, 479, 603. 

566. Ueber invariante Gebilde ternarer Formen. F.  M e r t e n s .  Wien. Akad.-Ber. 
XCV, 942. 

567. Ueber die invarianten Gebilde einer ternaren cubischen Form. F. M e r t  ena. 
Wien. A k a d .  Ber. XCVU, 437. 

568. Invariante Gebilde von Kullsystemen. F. M e r t e n s .  Wien. Ahad.-Rer. 
XCVLI, 519. 

569. Simultaneoiis reciprocants. A. B e r r y .  Quart. Journ. math.  XXLII, 260. 
570. Sur l'invariant diffçrcntiel des figures congrucntes. J. A n d r a d e .  N. ann. 

math. Ser 3, VUI, 150. 
571. On the  theory of' forms in the  integration of linear differential equationa of 

t he  second order. A. R. F o r s y t h .  Quart. Journ. math. XXIII, 45. 
Vergl. Diffcrentialglcichungen 396, 397. Fornien. Substitutioncn 698. 

Irrationaliahlen. 
572. Zur Weierstrass-Caiitor'sohen Tbeorio der Irrationaleahlen. E l  c r h. 1 l l igens .  

Math. Annal. XXXIII, 155; XXXV, 461. - G. C a n t o r  ebenda XXXIII, 476. 

H. 
Kegelechnitte. 

573. On the generalised problem of contacts. H. M. J c f f e r y .  Quart. Journ. math. 
XXTII, 358. 

574. Démonstratio~i du théorème de Pascal. A. R e n o n .  N. a m .  math. Ser. 3, 
VIII. 307. 

576. Sur une'généralisation du théorème de  Pascal donnant 9 points en ligne 
droite. A u b e r t .  N. ann. math. Ser. 3, VIII, 529. 

576. Ueber Quetelet's Focalcurven. C. Pelz .  Wieu. Akad.-Ber. XCVJI, 1411. 
577. Sur les coniques inscrites dans l e  quadrilatère formé par les tangeiites com- 

munes ii un cercle et  une parahole. G. L e i n e k u g e l .  N. a m .  math, 
Ser. 3, VIiI, 288, 298. - E. M a r c h a n d  ibid.  331. 

578. Sur le lieu des foyers des coniques qui passent par  quatre points d'un cercle. 
H. F a u r e .  N. ann. math. Ser. 3,  VHI, 38. 

579. Sur les points d'intersection d ' m e  conique fixe avec une conique mobile pas- 
sant par deux points fixes. P. A p p  ell. N. ann. math. Ser. 3 ,  VlI1, 48. 

580. Sur deux coniques d'excentricité donnée et circonscrites à un triangle doiiné 
dont les axes homologes font un  angle donnd. E. B o r e  1. N. ann. m a t h  
Ser. 3,  VIII, 495. 

581. &tude géométrique d'une famille de coniques. Ch. F a b r y .  N. a m .  math. 
Ser. 3, VIII, 66. 

582. Einen geradcn Kreiakcgel nach gegebencm Kcgelschnitte zu schnciden. Fr. 
R u t h .  Wien. Akad.-Ber. XCV, 240. 
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583. Recherches sur les surfaces qiii sont ail même temps lieux de  coniques e t  en- 
velo pes de cônes du second degré. B l u t e l .  Compt. rend. CVLII, 496. 

Vergl. kllipse. Hyperbel. lireis. Parabel. 
Kettenb~che .  

582. Calcul direct des termes d'une rhduite de rang quelcon ue d'une fraction con- 
tinue périodique. M. d ' 0 c a g o  e. Compt. rend. ~$111, 489. 

586. Sur iine application de l a  théorie des f rac t iou~ continues algébriques. S. 
P i n c h e r l e .  Coinpt rend. CVlII ,  888. 

586. Sur les fractiuris continues qui expriment les deux racines d'une 6quatiori 
quadratique. S y l ve s  t e r .  Conipt. rend. CVlII, 1037, 1084. 

587. Sur la valeur d'une fraction continue finie et  purement périodique. S y l v e s t e r .  
Compt. rend. CVLII, 1195. 

588. Sur un d6velop~iement en fraction continue. S t i e l t j e s .  Compt. rend. CVLII, 
1297. 

Xinematik. 
589. Sur un déphcement particulier d'une figure de forme invariablc. A. M a n u -  

he im.  N. ann. math.  Ser. 3, VIIT, 308. 
590. Note sur un système de deux courbes planes. A. M a n n h e i m .  N. ann. math.  

Ser. 3, VIII, 325. 
591. Sur le déplacement d'une droite. B a 1 i t r  a n d. N. ann. math. Ser. 3, V III, 626. 
69'2. Ueber Gruppen von Sransformationeii des Raumes in sich, A. S c h o n f l i e s .  

Mathem. Annal. XXXIV, 172. [Vergl. Bd. XXXIII, Nr. 529.1 
Vergl. Ellipse 449. 

Beis .  
593. Géométrie du compas. J. Co 1 e t t e .  N. ann. math. Ser. 3, VLII, 512. 
594. On the circles, which are described about the  four circles, escribed and in- 

scribed in a given plane triangle, taken by triads. H. M. J e f f e r y .  Quart. 
Journ. math. XXnI ,  180. 

595. Tangente commune à deux circonférences circonscrites à deux triangles pas- 
sant chacun par deux points fixes et un point variable. G a m b e g .  
N. a m .  math. Ser. 3, VIIT, 3 I Z .  

Vergl. Spharik. 

5%.  On the formulac of Bernoulli and of EIaeclrer foi. the lifting-power of magnets. 
S. P .  T h o m p s o n .  Phil. Mag. Ser. 5, XXVI,  70. 

597. Ueber die Herstellune intensiver maanetischer Feldcr. J. S t e f a n .  Urien. 
Akad.-Ber. XCVII, 176. 

- 
598. Sur l'énergie potentielle magnétique et l a  mesure des coefficients d'aimanta- 

tion. Go u y. Compt. rend. CIX, 935. 
Vergl. Optik 679, 680. 

Maxima nnd Minima. 
599. Theorie der Maxima und Minima einer Function von zwei Variabeln. L. 

S c h e e f f e r .  Mathein.Annal.XXXV, 541. 
600. On the division of space with minimum partitional area. W i l l .  T h o m a o  n. 

Phil. Mag. Ser. 5, XXIV, 503. 
Yergl. UbcrflPehen 634. Potential 676. Variationsrechnung. 

Mechanik. 
601. The laws of motion. R .  F. M u i r h e a d .  Phil. Mag. Ser. 5, XXIII, 473. 
602. On a theorem of Jacobi in dynamics. E. J. I t o u t h .  Quart. Journ. math. 

XXLII, 34. [Vergl. Bd. XXXIV, Nr. 182.1 
603. Sheorie der pendelartigen Schwingungen. M. T h i e s e n .  Herl. Akad.-Uer. 

1889, 277. 
604. Les transformations isogonalee en Mécanique. E. G o u r s a t .  Compt. rend. 

CVIII, 446. - G. D a r b o u x  ibid. 449. 
G05. De l'homographie en mécanique. A p e l l  Compt. rend. CVIII, 224. 
606. Ceber die Fortpflanzungsgeschwindig!eit dér Gravitation. J. v. H e p  p e r g e r .  

Wien. Akad.-Ber. XCVlI, 337. 
607. Sur la théorie de la déformation infiniment petite d'un milieu. E. B e l t r a m i .  

Compt. rend. CVIII, 502. 
Hist.-lit. Abthlg. ri. Zeitachr. f. Math. n. Phys. XXXV, 6. 18 
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608. Sur une réduction du problème des n. corps qui conserve - ou -- distances 
2 2 

mutuelles. A n d r a d e .  Compt. rend. CViII, 226, 280. 
609. Tangente en un point d'une courbe remarquable. J. P o m e y .  N. ann. math. 

Ser. 3, V n i ,  527. 
610. Lieu de8 points d'un solide qui partagent avec le centre de gravit6 l'une de 

ses proprietés dynamiques. A. d e  S a i n t - G e r m a i n .  N. ann. math. Ser. 3, 
v111, 138. 

611. Description d'herpolhodies. A. d e  S a i n t - G e r m a i n .  N. ann. math. Ser. 3, 
VIII. 13. 

612. Sur le mouvement d'un point mat,ériel sur une sphère. C. Kobb.  Compt. 
rend. CVIII, 559. 

613. Sur les accélérations d'ordre quelconque de points d'un corps solide dont un 
point est fixe. Ph. G i l b c r t .  Compt. rend. CViII, 92. 

614. Formules de l a  dissémination du mouvement transversal dans une plaque 
plane indéfinie. J. U o u s s i n  ehq. Compt. rend. CVllI, 639. 

615. Ueber Membrane, deren beide Hau ts  annungen durchaus gleich sind. Ed. 
A u l i n  g e r .  Wien. Akad.-Ber. %CF, 170 

616. Propositions du congrès international de  nii&canique appliquée. Ph i l l i p s .  
Comot. rend. CIX. 491. - H. R e s a l  ibid. 513. 

617. To  what* order of lever does the  oar belong? T. K. A b b o t t .  Phil. Mag. 
Ser. 5, XXLII, 58. - F. A. l ' a r l e t o n  ibid. 222. 

618. Sur le mouvement d'un fil dans un plan flxe. ü. F l o q u e t .  Compt. rend. 
CVIII. 661. 

619. Sur deux appareils nouveaux de mécanique. Li. D a r b o u x  R: G. Koen igs .  
Compt. rend. CIX, 49. 

620. De la  marche chez les animaux quadrupèdes. C. P a g è s .  Compt. rend. 
CVLII, 194. 

621. Des eifets d'un veut intermittent dans le vol à voile. M a r e  y. Compt. rend. 
ClX. 551. 

7 

622. Sur les transmissions à grande vitesse. H. L A a u t é .  Compt. rend. CIX, 52. 
Vergl. Astronomie. Elaeticitat. Elektricitit. üeodaeie. Bydrodynamik. Kinc- 

matik. Magnetismus. Molekularphysik. Optik. Potential. Warmelehre. 

Mehrdimensionaie Geometrie. 
623. Recherches générales sur les courbes et les surfaces rOglées algébriques. C. 

S e p r e .  Mathem. Annal. XXXIV, 1. [Vergl. Bd. XXXI11, Nr. 568.1 
624. Ueber die regelmaesigen Puuktgruppen in Kiunien htiherer Dimension und 

die zugeharigen linearen Substitutionen mehrerer Variabeln. O. B ie r -  
m a n u .  Wien. Akad.-Jhr. XCV, 623. . 

Mittelwerth. 
625. Sur certaines moyennes arithmétiques des fonctions d'une variable comlilexe. 

A. G u t z m e r .  N. ann. math. Ser. 3, VlII ,  101. 

Xolecnlarphysik. 
626. On the law of molecular force. W. S u t h e r l a n d .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXIV, 

113, 168. [Vergl. Bo. XXXIV, Nr. 579.1 
627. Sur la tactique moléculaire de  l a  macle artificielle du spath d'Islande produik 

par  Baumhauer au  moyen d'un conteau. W i l l .  T h o m s o n .  Compt. rend. 
CIX, 333. 

628. Sur l'équilibre des atomes e t  sur l'élasticité des solides, dans la théorie bosco- 
vichienne de la matière. W i Il. T h  O in s on. Compt. rend. CIX, 337. 

629. Sur une constitution gyrostatique adynamique pour l'éther. W i l l .  Thomsoii .  
Compt. rend. CIX, 453. 

OberflBchen. 
630. Beitrage zur E'lachentheorie. E. W a e l s  c h. Wien. Akad.-Ber. XCVII, 165. 
631. Algebraische Untersuchungen iiber E'lachen mi t  gemcinschaftlicher Curve. W. 

E n d .  Mathem. Annal. XXXY, 82. 
632. Sur les lignes asymptotiques et  les systèmes conjugués tracés sur une surface. 

L e l i e u v r e .  Compt. rend. C!X, 792. [Vergl. Bd. XXXIV, Nr. 513.1 
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633.  Sur le plan asymptote et  les cylindres asymptotes d'une surface. Ch. B i e h l e r .  
N. ann. math .  Ser. 3, VLII, 536. 

634. Sur l a  surface minima réelle qui admet pour ligne géodésique une cycloide 
donnée. G a m b e y .  N. ann. math. Ser. 3. VITI. 355. 

635. Sur le caractère auque"~se reconnait l'équation'différbntielle d'un système g6o- 
désique. R. L i o u v i l l e .  Compt. rend. CVIII, 495. 

636. Sut les surfaces L double gdnération circulaire et  sur Ics surfaces doublement 
enveloppées par des qiiadriques. G .  Koen'i  g s .  Compt. rend. C I X ,  364. 

637. ZurClasvification derFlichen3. Ordnung. K. U O be  k. Wien. Akad.-Uer.XCVI, 355. 
638. Ueber Flachen 3. Ordnung mit  Knotrnpunkten. G. K o h n .  Wien. Akad.-Ber. 

XCVI. 1.298. - - - . - , - - - - . 
(;;la. A symmet'rical system of equatioiis of the lines on a cubic surfa,ce which bas 

a conical point. El. W .  R i c h m o n d .  Quart. Journ. ma,th. XXUI, 170. 
6IO. Ueber die rationalen Flachen 4. Ordnung. M. N B t h  er.  Mathem. Annal. 

XXXIII, 546. 
641. Ueber die Singularitaten einer Gattung von Rückungsflichen 4. Ordniing. 

A .  S u c h a r  d a .  Wien. Akad.-Ber. XCVII, 1083. 
642. Équ;ition générale des surfaces réglées dont la ligne de striction satisfait a 

certaines conditions. E. A m i  e u  es.  N. ann. math.  Ser. 3. VIII. 77. - - - . - >  - , 
E. C e s a r o  ibid. 445. 

643. Analytische Darstellung der kürzesten Linien auf alleu abwickelbaren Fliichen. 
A. P u c h t a .  Wien. Akad.-Ber. XCVII, 1269. 

644. Ueber das Maximaleeschlecht von windschiefen Flacheu e e ~ e b e n e r  Ordnune. " - 
K. B o b e k .  ~7en.Akad. -Ber .XCV1,  1024. 

645. Extension du problème d'Euler sur l'équation d s 2  = dz '+  d y 2  au cas d'une 
surface quelconque G. K o e n i g s .  Coinpt. rend CVIII, 221. 

646. Sur un problème de  la théorie des surfaces. L. R a f f y .  Compt. rend. CVIII, 
493: CIX. 609. 661 - G .  K o e n i ~ s  ibid. CIX. 56b. 639 

Vergl. ~bb i ldung :  Kegelschnitte 583. Mehrdimensionale Geonietrie. Optik 654. 

Oberflhchen zweiter Ordnung. 
648. Ueber das Normalensystem nnd die Centraflache der Flachen zweiter Ordnung. 

E. W a e l s c h .  Wien. Akad.-Ber. XCV, 549; XCVII, 583. 
649. Sur les plaus diamEtraux dans les surfaces du second ordre. Ch. B i e h l e r .  

N. a m .  math.  Scr. 3, VUI, 247. 
650. Longueur des axes d'une section plane d'une quadriquc, CU coordonn6es 

obliques. E t. P o m e y .  N. ann. math. Ser. 3, VtIJ, 88. 
651. Sur les surfaces du deuxième degro. Ch. B i e h l e r .  N. a m .  math. Ber. 3, 

VLII, 573. 
652. Ziir Grlippe der acht harmonisch zugcordneten Flachen zwcitcn Grades. G. 

Kobe r .  Mathem Annal. XXXLII, 470. 
653. Quadrique passant par deux points d'un ellipsoïde et les deux ellipses suivant 

lesquelles l'ellipsoïde eot coup6 pa r  les plans polaires des deux points. 
G a m  bey .  N. ann. math. Ser. 3, VlIl, 345. 

Vergl. Ellipsoid. Geometrie (descriptive) 496. Byperboloid. 

optilt. 
651. Bestimmung der O tischen Wellenfl%che aus einem ebenen Centralschnitte 

derselben. A. g r i l l .  Mathcm. Annal. XXXLV, 297. 
655. Theoretical essay on the  distribution of energy in the spectra of solids. M. 

W. M i c h e l s o n .  Phil. Mag. Ser.6, XXV, 405. 
656. An accouut of Cauchy's theory of reflection and refraction of light. J. W a l k  e r. 

Phil. Mag. Ser. 5,  XXIII, 151. 
657. On Cauchy's and Green's doctrine of extraneous f'orcc to  cxplain dynamically 

Fresnel's kinematics of double refraction. W i l l .  T h o m s o n .  Phil. Mag. 
Ser. 5, XXV, 116. 

658. On the reflexiou and refraction of light. W i l l .  T h o m s o n .  Phil. Mag. Ser. 6, 
XXvI, 0 4 ,  500. 

650. On the applicat~on of Sir Will. Thomson's theory of a contractile aether to 
double refraction, dispersion, metallic reflexion, and other optical problem~,  
IL. T. G l a z e b r o o k .  Pbil.Mag. Ser. 5 ,  XXVI, 621. 
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Sur l a  double réfraction elliptique du quartz. F. B e  a n  l a r  d. Compt. rend. 
CVIII, 671; CIX, 140. I 

On the numerical relation between the index of refraction and the wave-length 
within a refractive medium and on the  limit of refi.action. T. P. Dale. 
Phi1 Man. Ser. 5, XXV, 325. 

On the reflexion of light a t  a twin plane of a, crystal. 12,zyleigh.  Phil. lilsg. 
Ser. Fi. XXVI. 241. 

- 7  -- ~7 

Sur 1é-principe d'Huygens e t  sur l a  théorie de l 'arc-en- ciel. M a s c a r t .  
Compt. rend. CViII, 16. 

On the general laws of brightnens of images. J. D. E v e r e t t .  Phil. Mag. 
Ser. 5. XXV. 216. . - -  -- 

On the coincidence of ray-directions in a biaxis crgstal which correspond to 
certain conjugate planer of polarization. W. W a l  t o  n. Quart. Journ 
math XXLlI, 7. 

Sur l a  ~ o l a r i m t ~ o n  elliptique par reflexioo vitreuse. A. P o t i e r .  Compt. 
ren CVIII, 599. 

Sur les franges d'interférence. J. Jl a c é  d e  L 6 p i n a y .  Compt. rend. CIX, 
137. 833. 

Sur l'achromatisme des interférences. M a s  c a r  t. Compt. rend. CVIII, 591. 
Relation entre le pouvoir rotatoire magn6tique et  l'entraînement des ondes 

lunliueuses par la matière pondérable. A. P o t i e r .  Compt. rend.CVIII, 510. 
Sur la polarisation rotatoire magnétique. Vaschy.  Compt. rend. CVlII, 818. 

Vergl. Astronomie 360, 361. 

Parabel. 
Sur deux séries de paraboles. L e m a i r e .  N. ann. math. Ser. 3, VIII, 391. 
Sur les coniques passant par  un point commun à deux paraboles, dont chac- 

une ap  artient à une serie de ces courbes. J. L e m a i r e .  N. a m .  math. 
Ser. 3, h, 503. 

Somme des angles que font avec l'axe des s les 3 tangentes communes à 2 
garaholes, dont chacune appartient à une serie de ces courbes. E. 

o re l .  N. ann. math. Ser. 3, VIII, 609. 

Partialbriiche. 
Sur l a  décomposition des fractions rationnelles en fractions simples. V. Jamet .  

N. ann. math. Ser. 3, VIII, 228. 

Potential. 
Existenzbeweise zur Theorie des Potentiales in der Ebene und im Raume. 

A. H a r n a e k .  Mathem. Annal. XXXV, 19. 
Sur deux théorèmes curieux signalés par  M. Poincaré. A n d r a d e & .  N. ann. 

math. Ser. 3, VIII, 435. 
Potentiel d'un ellipsoïde homogène ou compoaé de couches homogènes con- 

centriques, dont la densité varie d'une couche à l a  suivante. A. A~j to r .  
N. ann. math Ser. 3, ViII, 232. 

Electro- mttgnetic and other imagea in spheres and planes. J. L a r m o r .  Quart. 
Journ. math. XXLII, 91. 

Vergl. Elektricitat. Magnetismus. Wàrmelehre. 

Rectification. 
Expressions approchées du contour de l'ellipse et  de la surface de l'ellipsoïde 

en fonction des deux moyennes arithmétique e t  géométrique des démi- 
axes. J. B o u s s i n e s q .  Compt. rend. CVIII, 698. - G. P e a n o  ibid. 
CIX, 960. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 519 Oberflachen 645, 646, 647. 

Reihen. 
Allgemeine Theorie der Divergenz und Convergenz von Heihen mit positiven 

Gliedern. Alfr .  P r i n g s h e i m .  Mathem. Annal. XXXV, 297. 
Ueber die Convergenz der hg ergcometrischen Rcihen aweier und dreier Ver- 

anderlichen. J. H or  n. ha them.  Annal. XXXIV, 644. 
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Sur  le^ termes conipl6mentaires de  l a  formule sommatoire d ' ~ u l e r  e t  de celle 
de Stirling. N. S o n i n .  Compt. rend. CVIII, 726. 

Sur le développement de l a  série de Fourier. T. J. S t i e l t j  es. N. ann. math.  
Ser. 3, ViiI ,  472. 

Ueber die Darstcllung einer willkürlichen li'unction durch die Fourier-Bessel- 
scheri Functionen. A. H a r n a c  k. Mathem. Annal. XYXV, 41. 

Sur un point de 1s  théorie des séries. A.  G u t z m e r .  N. ann. math. Ser. 3. 
VIII, 22. 

Sur le d6veloppement en eéries des fonctions implicites. W o r  O n t z  O ff. N. 
ann. math.  Ser. 3, VUI, 140. 

Ueber eine summatorische Function. L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1889, 
867. [Vergl. Bd. XXXLI, Nr. 346.1 

Zum Laeran~e'schenRever~ionstheorern. O. S t o l e .  Wien. Akad.-Ber. XCV. 199. 
Ueber &c ~ a m b e r t ' s c h e  Beihe. O. S t o l z .  Wicn. Akad.-Ber. XCV, 659. ' 
Développement de  y en &rie suivant les puissances croi~santes de m ,  étant, 

donnée l a  refatiun s i n ( x -  y) = m sin(x+ y) e t  n~ < 1. W o r o n t z o f f :  
N. ann. math. Ser. 3, VUI. 143. - l t o u c h é  ibid. 148. 

1 1 
Sur les ~Er ies  2 -, , 2,. A. M a r k  off. Compt. rend. CIX, 931. 

k k  
Vergl. Cylinderfnnctionen 381. Differentialgleicbungen 401. I<lementararith- 

metik 446. Functionen 482. 

Singularitlten. 
Allgemeine Satze über die scheinbaren Singularititen beliebiger Raurncur- 

ven. Ad. K n  eeer .  Mathem. Annal. XXXIV, 204. [Vergl. Bd. XXXIV, 
Nr. 448.1 

Vergl. Oberflikhen. 
Spharik. 

On the circles, wliich may be described about the eight small circles of a 
s here,  taken by triada, which are  inscribed in the triangles formed by 
t f rce  planes intcrsccting in the centre. H. M. J e f f e r g .  Qnart. Journ. 
math. XXIII, 1, 98. 

Stereometrie. 
Sur les polgédres. C. I l o u r l e t .  S. a m .  math. Ser. 3, VUI, 366. 

Substitutionen 
695. Uebcr die Transitivit%tegrenze der Suhstitutionengruppen, welche die alter- 

nirende ihres Grades nicht enthalten Alf r .  B o c h e r t .  Mathem. Annal. 
XXXIlI, 573. [Vergl. Bd. XXXLII, Nr. 6551 

696. Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe, die eine Function gegebener Buch- 
staben durch Vertmschung der~elbcn erlangcn kann. Alf r .  B o c h c r t .  
Mathem. Amal .  XXXUI. 584. 

697. Ueber den Siiderberg'bchen Beweis des Glalois'schen Funclamentalsatzes. O. 
H o l d  er. Mathem. Annal. XXXIV, 454. 

698. The differential equation of the most general substitution of one variable. 
P. A. M a c  M a h o n .  PhiLMag. Ser.5,  XXIII, 542. 

Thetafunctionen. 
699. Die partiellen Differentialgleichungen der hyperelliptiachen Thetafunctionen. 

Ed .  W i l t h e i s s .  Msthem. Annal. XXXLII. 267. 
700. Ijeber Hesultanten und Uiscrirninanten von b-Functionen hohcren Grades. 

O. S c h l e s i n g e r .  Mathern. Annal. XXXIII, 411. 
701. Die complexe Multiplicatiun der Thetafunctionen. W. S c h e i b n e r .  Mathem. 

Annal. XXXIV, 465. 
702. Ueber den Zusarnmenhang der Thetafunctionen mit  den elliptischen Integralen. 

W. S c  h e i  b n  er.  Mathem. Annal. XXXlV, 494, 
Vergl. Functionen 476. 
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Topologie. 
703. Ueber den Zusarumenhang gewisser topologischer Thatsachen mit neuen 

Satzen der hoheren Arithmetik und dessen theoretische Bedeutung. O. 
S i m o n y .  Wien. Akad.-Uer. XCVI, 191. 

704. Ueber jene Gehilde, welche geschlossenen, aus drei tordirten Streifen her- 
gestellten b'liichen durch gewisse Schnitte entspringen. J. L. Schus t e r .  
Wien. A1iad.-Ber. XCVII, 217. 

Transformationsgrnppen. 
705. Keiie Begründung dcr Tlicorie der endlichen Transformationsgruppen. F r i e d r .  

S c h u r .  YIsthcm. Annal. XXXV, 161. 
706. Die Zusammensetziiug der stetigeo endlichen 'CransFnrmationsgru pen W. 

K i l l i n g .  Mathem. Annal. XXXIII ,  1 ;  XXXLV, 57. [Vergl. US. X ~ X I V ,  
Nr .  499.1 

707. Erweiterung des Begriffes der lnvatiantcn von Transformationsgruppen. W. 
K i l l i n g .  Riathem. Annal. XXXV, 423. 

708. Bestimmung der grossten üntergriippen clerjenigen projectiven Gruppe, welche 
eine Gleichung zweiten Grades in 1.1 Veranderlichen invariant lasst. 
H e r m .  W e r n e r .  Matnem. Annal. XXXV, 113. 

Trigonometrie. 
709. Sur Irs Bquations auxquelles conduit le problème de  la diviaion des arcs en 

trigonomctrie. C h. B i  e h l e r .  PI. ann. math.  Ser. 3, VIII, 652. 
Vergl. Elliptische Transcendenten 455. 

U. 
Unbestimmte Formen. 

710. Uelrier Verallgemeineriing eines Satxea von Cauchy. O. 'Stolz.  Math. Annal. 
XXXIII, 237. 

Variationarechnnng. 
711. Ueber ein Kriterium des Grossten und Kleinstcn in der Variationsrcclinung. 

A. W i n c k l e r .  Wien. Akad.-Ber. XCVII. 1065. 
712. Zur Theorie der zweiten Variatiou. G. v. É s c h e r i c h .  Wien. Akad.-Ber. 

XÇVU, 1416. 
713. Rapport mir un Mdmoire de Mr. E. Vicaire portant pour titre: Sur lee pro- 

prietes communes à toutes les courbes qui remplissent une certaine con- 
dition de minimum ou de  maximum. J o r  d a n .  Compt. rend. CVIII, 330. 

W. 
Wllrmelehre. 

714. On the foundations of the kinetic theory of gases. T a i t .  Phil. Mag. Ser. 5, 
XXlII, 141. [Vergl. Bd. XXXIV, Nr. 578.1 

715. On an  extension of Carnot's theorem. J. P a r k e r .  PZil.bTag. Ser.5,XYV, 511. 
716. Ueber das Gleichgewicht der lebendigen Kraft unter Gasmolekülen. A. Lo-  

r e n t z .  Wien. Akad.-Ber. XCV, 115. 
717. Sur  les tentatives d'explication mécanique des principes de la Thermodgua- 

mique. H. P o i n c a r é .  Compt. rend. CVUI, 550. 
718. Neuer Beweis zweier Satze über das Warmegleichgewicht unter mehratomigen 

Gasmolekülen. L. B o l t z m a n n .  Wien. Akad.- Ber. XCV, 153. 
719. Ueber einige Fragen der kinetischen Gastheorie. L. B o l t z m a n n .  Wien. 

Akad.-Ber. XCVI, 891. [Vergl. Bd. XXXIII ,  Nr. 699 ] 
720. On the  aseumptions neccssary for the throretical proof of Avogadro's law. 

L.-Ei o l t  z m a n n .  Phil. Mag. Scr. 5, XXIII, 305; XXV, 81. - T a i t  ibid. 
XXI l I ,  433; XXV,  172. 

721. On the diffusion of gases. S. R. B u r b u r y .  Phil. Mag. Ser. 5, XXIV, 471; 
XXV. 129. -- T a i t  ibid. XXV. 38. 

722. Ueber da; Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen progressiver iind ILo- 
tations-Bewegung bei Gasmolekülen. L. U o l  t en1 a n n .  Berl. Akad.-Ber. - - 
1588, 1395. 

723. Ucber das Verhalten der Gase zu den Gesetzen von Mariotte und Gay-Luesac. 
C. P u s c h l .  Wieii. Akad.-Ber. BCVI, 54. 
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724. Ueber das Verhalten des Wasserstoffs zum Mariotte'schen Gesetze. C. P u  fi c h  1. 
Wien. Akad.-Ber. XCVI, 313. 

726. Ueber das Verhalten der Gase m m  Mariotte'schen Gesetee bei sehr hohen 
Temperaturen. C. P u s c h l .  Wien. Akad.-Ber. XCVII, 142. 

$26. Ueber den hocheten Eiedepunkt der Flüssigkeiten. C. P u s c h l .  Wien. Akad.- 
Ber XCVI. 65 .  . - 7  

727. ~ e b e i  -diesiecifische W a m e  und die innereri Kriifte des Wassers. C. P u s  c h 1. 
Wien. Akad -Ber. XCVLI, 1!18. 

7%. Ueber die Zusammendrückbarke~t der Gase und der Flüssigkeiten. C. P u s  ch  1. 
Wien. A kad.- Rer. XCVI. 1028. 

729. Ueber die ~ k n e a u s d e h n u o ~  de; Flüssigkeiten. C. P u s c h l .  Wien. Akad.- 
Ber. XCVI, 1131. 

730. Image mécanique des phénomènes thermodgnamiques. C h a p e r o n .  Compt. 
rend CIX. 852. 

731. 8ur une loi ,q&érale relative aux effets des transformations r6versibles. Gouy .  
Compt. rend. CVIII, 341. 

132. Sur les transformations et  l'équilibre en Thermodynamique. Go  u y, Compt. 
rend. CVIII, 507. 

733. Sur la transformation et l'éauilibre en Thermodrnamioue. P. Duhem.  C o m ~ t  
A -  - L ~ .  

rend. CVIII, 666. 
734. Sur l'énergie utilisable e t  le potentiel thermodynamique. Cfouy. Compt. rend. 

CVIII, 794. 
735. Sur l a  correspondance des équations caractéristiques des gaz. L a d .  N a t a n  - 

son .  Compt. rend. CIX, 8.55. 
736. Sur l a  loi de déformation par refroidissement d'une masse fluide homogène 

en rotation. A. R o m i e u x .  Compt. rend. CVlII, 397. 
Vergl. Elektricitat 438, 439, 440, 441. Geodksie. 

Wahrscheinlichkeitarechnnng. 
L'art de faire parler les statistiques. D e l a u n e y .  Compt. rend. CVLII, 909. 
Sur une question du calcul des probabilités. E. Mayer .  Compt. rend. 

CVIII, 391. 
On discordant observations. P. Y. E d g e w o r t h .  Phil. Mag. Ser. 5, XXlII, 364. 
A new method of reducing observations relating to  several quantities. F.Y. 

E d g e w o r t h .  Phil. Mag. Ser. 5, XXlV, 222; XXV, 184. 
On Mr. Edgeworth's method of reducing observations relating to  several 

quantities. H. H. T u r n e r .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXIV, 466. 
The empirical roof of the  law of errors. P. Y. E d g e w o r t h .  Phil. Mag. 

Ser. 6, XX&, 330. 
The choice of meana. F. Y. E d g e w o r t h .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXIV, 268. 
Gén6ralisation de la loi de  Makeham A. Q u i  q u e  t. Compt. rend. CIX, 794. 
On random ~ c a t t e r i n g  of points on a surface. J. K l e i b  er. Phil. Mag. Ser. 6, 

XXIV, 43s. 

Zahlentheorie. 
746. Zur Theorie der allgemeinen cornplexen Zahlen und der Modulsysteme. L. 

K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1888, 983. [Vergl. Nr. 321.1 
717. Die Bediugungen für die Existens einer bestimmten Anzahl von Wurzeln einer 

Congrnene. L. G e g e n b a u e r .  Wien. Aksd.-Ber. XCV, 165. 
748. Ueber Congruenzen. L. G e g e  n b a u  e r. Wien. Akad.-Ber. XCV, 610. 
749. Ueber primitive Congruenzwurzeln. L. G e  g e n b  a u e r .  Wien. Akad.-Ber. 

x c v ,  843. 
750. Ueber da8 quadratische Reciprocitatsgesetz. L. G e g e n b a u e r .  Wien. Akad.- 

Ber. XCVJi, 487. 
751, Sur les caractères cubiques e t  biquadratiques. A. E .  P e l l e t .  Compt. rend. 

CVDI, 609. 
752. Ueber einen Satz von Euler-  Brioschi- Genocchi. A. P u  ch  t a Wien. Akad.- 

Ber. XCVI, 110. 
753. Ueber Zahlensysteme. L. G e g e n b  a u  e r. Wien. Akad.-Ber. XCV, 618. 
754. Ueber dio Anzahl der Primzahlen. L. G e g e n  b a u e r .  Wien. Akad.- Ber. 

XCV, 94;  XCVn, 374. 
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755. Zwei Eigenachaften der Primzshl 3. L. G e g e n b a u e r .  Wien. Akad.-Ber. 
XCVIJ, 271. 

766. Ueber gewisse binare E'ormen, durch welche sich keine Potenzen von Prim. 
zahlen darstellen lassen. L. G e g e n l i  a u e r .  Wieii. .4kad.- Ber XCVII, :j1.j8. 

757 Ueber ein Theorem des Herrn Pépin. L. G e g e n b a u e r .  Wien. A k a d - ~ e ~ ,  
XCV, 838. 

758. Ueber ein Theorem des Herrn Uugajeff. 1,. G e g e n b a u e r .  Wien. Akad.-Ber. 
XCV, 219. 

759. Arithmetische Notiz L. G e g e n  b a u e r .  Wien. Akad.-Ber. XCV, 291. 
7fi0. Zahlentbeoretische Notiz. L. G e g e n b  a u  er .  Wien. Akad.- Ber. XCVII, 120. 
761. Ueber ein arithmetisches Theorem des IIerrn J. Liouville. 11, G e g e n b a u e r .  

Wien. Akad.-Ber. XCV, 606. 
762. Ueber eine fipecielle zahluntheoretivche Funetion. L. G ~ g e n b a u e r .  Wieii. 

Akad -Ber. XCVI, 607. 
763. Arithmetische Note. L.  O e g e n  b a u e r .  Wien. Akad.-  Ber. XCVI, 491. 
764. Ueber ein Thcorein des Herrri E. de JoncluiBres. L. G e g e n b a u e r .  Wien. 

Akad.- Ber. XCVII, 82. 
765. Sur le dé~eloppement en série de certaines fonctions arithmdtiqucs. 1,erch.  

Compt. rend. CVIII, l'il. 
766. Sur un théorème arithmetique. I t .  L i p s c h i t z .  Compt. rend. CVIII, 489. 
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Ueber die Systeme derjenigen Kegelschnitte, die eine 
bicirculare Curve vierter Ordnung viemal berührem* 

Von 

Dr. phil. OTTO RICHTER 
In Leipzig. 

Hierzu Taf. 1-IV. 

Vorbemerkungen. 
In  meiner Arbeit über die Kreisfusspunktcurven** ist unter anderen 

Satzen auch der folgende enthalten: 
,Es sei ein Kreis mit dem Mittelpunkte E gegeben, auf ihm zwei 

Gcgcnpunkta (Endpunkte eines Durchmesscrs) E und 3'. Eine Ellipse Q, 
ftir welche die Summe oder Differenz der Halhaxen gleich dem Durchmesser 
2 p  des Kreises is t ,  bewege sich so,  dass ihre Axen hestandig durch l3 
bez. E: gehen (so dass ihr Mittelpunkt den Kreis selbst durchlauft). Dann 
wird i l r e  Peripherie bes thd ig  durch einen festen Punkt  D auf der Geraden 
EF gehen und eine Kreisfusspunktcurve einhiillen, deren Doppclpunkt D 
ist. Die Bcrührungspunkte werden von gleichseitigen Hyperbeln durch dio 
Brennpunkte der Eingehüllten ausgeschnitten.' 

Der Beweis für  diesen Satz ist leicht rein synthetisch zu führen. Nimmt 
man bei jener Bewegung der Ellipse als Veranderliche den Winkel c p ,  wel- 
chen die durch E gehende Ellipsenaxe mit EF bildet, so lasst sich der 
Reweis auch analytisch geben, indem man aus der Gleichung der Ellipse 
und ihres Differentialqnotienten nach p diese Verenderliche eliminirt. Bci 
dem Versuche, diese Rechnung wirklich durchzufiùhren, hemerkte ich, dass 
sicl! eine weit allgemeinere Bemegung mit denselben Mitteln ohne Schwie- 
rigkeit verfolgen lasst, wobei nicht mehr eine Kreisfusspunktcurve , sondern 
eine a l l g e m e i n e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  eingehtillt 
wird. Jene Verallgerneinerung beruht erstens darauf, dass man auch die 
H g p e r  b e l n  in  den Kreis der Betrachtungen zieht, sodann aber vor allen 
Dingen darin, dass mari den Kegelschnitt Q nicht mehr constant lasst, son- 

' S. die Berichte d.  Konigl. sacha. Gesellsch. d. Wissensch. 1890, Sitzung vom 
13. Jannar. 

** Vergl. Zeitschr. f. Math. n. Phgs., Bd. 34 S. 338 flgg. 
Zeitschr. f .  Math. n. Phgsik. XXXV. Jahrg. Ruppl. 1 
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dern festsetzt, seine Halbaxen a ,  b seien bei der Bewegung nach folgendem 
Gesetze veranderlich : 

- - - - -- -- 

1) a = a  J 1 - ~ c o s 2 ~ - z s i n ~ < p ,  b = ~ / l - ~ c o s L ? ~ - z s i n 2 ~ ,  

wobei unter a, p ,  1, z Constanten zu verstchcn sind. Alle Kegelschnitte 
eines solchen Systemes sind e i n a n  d e r  a h n l i c h .  Hierzu ist zu bernerken, 
dass ich dabei, wie es Iiblich i s t ,  solche Kegelvchnitte ahnlich neme,  deren 
Asymptotensysteme congruent sind, bei reellen Hyperbeln also obne Rück- 
sicht darauf, in  welchen Asymptotenfeldern sie liegen. 

Die Ergebnisse, die hier für  die bicircularen Curven vierter Ordnung 
abgeleitet sind, übertragen sich mit Hilfe einer Collineation natürlich auf 
die allgemeinen Curven vierter Ordnung vom Geschlechte 1. 

Von den 15 eigentlichen Systemen viermal berührender ' ~ e ~ e l s c h n i t t e  
bei einer gegebenen Curve vierter Ordnung vom Geschlechte 1 sind hier nur 
zw6lf behandelt, von denen jedes vier Doppel tangente~ oder zwei Doppel- 
tangentenpaare enthalt,  und die tiberdies paarweise so zusammengehoren, 
dasa je  zwei d i e s  e l  b e n  vier Doppeltangenten enthalten. Aehnliche Satzc 
bestehen bekanntlich fbr die Curven vierter Ordnung vom Geschlechte 2 und 3. 

In dem besondern Falle der Curven vom Geschlechte 1 ist es mir ge- 
lungen, diese ,,Systempaareu noch durch eine andere umkehrbare projecti- 
vische Beziehung zu kennzeichnen (S. unten), und ohne Zweifel werden ahn- 
liche Beziehungen zwischen zusammengehorenden Systemen auch bei Cnrven 
hoheren Ranges nachzuweisen sein. 

Was  d i e  d r e i  n o c h  t î b r i g e n  S y s t e m e  betrifft, so sind sie für den 
Fa l l ,  wo die Curve in  zwei Kegelschnitte zerfhllt, llingst bckannt;* einige 
Sgtze, die neu zu sein scheinen, sind darüber im Anschlusse an das Bei- 
spiel vom Kreispeare mitgetheilt. Aber auch bei einer beliebigen Curve 
vierter Ordnung vom Geschlechte 1 ist es leicht, sich eine genaue Vorstellung 
davon zu machen. Ich theile hier blos die Ergebnisse mit: Eines von diesen 
drei Systemen enthkilt f ü n f  z e r f a l l e n d e  K e g e l s c h n i t t e ,  namlich die 
v i e r  D o p p e l t a n g e n t e n p a a r e  u n d  d i e  d o p p e l t  g e z a h l t e  Verbin-  
d n n g s l i n i e  d e r  D o p p e l p u n k t e .  Die M i t t e l p u n k t e  der Kegelschnitt,e 
dieses Systemes erfiillon cine Curve vierter Ordnung mit vier Doppelpunkten. 
Diese zerfëllt i n  die V e r b i n d u n g s g e r a d e  d e r  D o p p e l p u n k t e  ber 
g e g e b e n e n  C u r v e  u n d  e i n e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  m i t  Doppe l -  
p u n k t .  Von den beiden anderen Systemen hat jedes v i e r  ze r fa l lende  
K e g e l s c h n i t t e ,  ntimlich z w e i  P a a r e  v o n  D o p p e l t a n g e n t e n  u n d  

z w e i  P a a r e  v o n  d e n  T a n g e n t e n ,  d i e  v o n  d e n  D o p p e l p u n k t e n  
a u s  s i c h  a n  d i e  C u r v e  z i e h e n  l a s s e n ;  in jedem bilden die M i t t e l -  
p u n k t e  der Kegelschnitte eine C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  drei 
D o p p e l p u n k t e n .  

* S a l  m o n -  F i  e d  1 e r  , Analgtische Geometrie der Kegelschnitte, 4. Auil. 5.423. 
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Was nun die im Folgenden behandelten oben genannten z  w  6 1 f B e  - 
rti h r  k e g e l s  c  h n i  t  t  s s  y  s  t e  m  e  betrifft, 50 m o g w  die Ergebnisse fiir eine 
bicirculare Curve vierter Ordnung O vom Geschlechte 1 ausgesprochen, kurz 
zusammengestellt werden. Dabei ist die Gesammtheit der Kegelschnitte eines 
Systemes mit 1, ein einzelner Kegelschnitt darin mit Q oder Q, bezeichnet. 

Die Kegelschnitte Q des Systemes X haben folgende Eigenschaften: 

1. D i e  A x e n  a l l e r  K e g e l s c h n i t t e  Q  g e h e n  d u r c h  z w e i  f e s t e  
P u n k t e  E, F. 

2. Polglich e r f ü l l e n  i h r e  M i t t e l p u n k  t e  d e n j e n i g e n  K r e i s  $,  
von d e m  EP e i n  D u r c h m e s s e r  i s t ,  d e n  , , M i t t e l p u n k t s k r e i s  d e s  
S y s t e m e s  1'. 

3. D e r  Y i t t e l p u n k t  d i e s e s  K r e i s e s  Q i s t  d i e  M i t t e  d e s j e n i ,  
g e n  V i e r e c k s ,  d a s  v o n  d e n  D o p p e l b r e n n p u n k t e n  d e r  C u r v e  6 
g e b i l d e t  w i r d .  

4. A l l e  K e g e l s c h n i t t e  Q S i n d  e i n a n d e r  a h n l i c h .  

I m  Kreise R lasst sich noch ein anderer Durchmesser E'P' ziehen, 
mit Beziehung auf den das System t folgende Eigenschaft hat: , 

5. J e  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  Q ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  s y m m e -  
t r i s c h  m i t  B e z i e h u n g  a u f  E'F' l i e g e n ,  s i n d  c o n g r u e n t .  

Auch kann man 1 a18 aus K e g e l s c h n i t t s p a a r e n  Q ,  QI zusammen- 
gesetzt betrachten; es sollen namlich zwei Kegelschnitte Q ,  Q, einander zu- 
geordnet werden, deren Mittelpunkte Enden eines Durchmessers von Q sind. 
J e  zwei solçhe Kegelschnitte sind p a r  a l  1 e l a x i g  , so dass ihre Schnittpunkte 
ein K r e i s v i e r e c k  bilden. Dann gilt: 

6. Die  a l l e n  d i e s e n  K r e i s v i e r e c k e n  u m g e s c h r i e b e n e n  K r e i s e  
f a l l e n  m i t  e i n a n d e r  z u s a m m e n .  Der so bestimmte Kreis sol1 der 
S c h n i t t p u n k t s k r e i s  d e s  S y s t e m e s  1 heissen. S e i n  M i t t e l p u n k t  M 
l i e g t  a u f  d e r  G e r a d e n  EF. 

7. D u r c h  d i e  a c h t  B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s -  
p a a r e s  Q ,  Q, k a n n  e i n e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l  Q g e l e g t  w e r d e n .  
Al1 e  d i e  s  e  H y  p  e  r  b  e l n  (entsprechend den verschiedenen Kegelschnitts- 
paaren) s i n d  c o n c e n t r i s c h  u n d  b i l d e n  e i n  B ü s c h e l ,  d e s s e n  G r u n d -  
p u n k t e  Brennpnnkte d e r  C u r v e  (5: s i n d .  D e r  g e m e i n s a m e  M i t t e l -  
p i i n k t  d e r  H y p e r b e l n  $j m a g  G h e i s s e n ;  e r  l i e g t  a u f  d e r  G e -  
r a d e n  XF. 

8. E, F;  G, H s i n d  h a r m o n i s c h e  P u n k t e .  
9. I n  d e m  S y s t e m e  1 b e f i n d e n  s i c h  a i i c h  z w e i  z e r f a l l e n d e ,  

a n s  j e  z w e i  D o p p e l t a n g e n t e n  v o n  Q z u s a m m e n g e s e t z t e  K e g e l -  
s c h n i t t o ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  z u f o l g e  5. s y m m e t r i s c h  z u  e i n -  
a n d e r  m i t  B e z i e h u n g  a u f  E'P' l i e g e n .  

10. A u s s e r d e m  e n t h a l t  d a s  S y s t e m  t n o c h  z w e i  a n d e r e  z e r -  
f a l l e n d e  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  a b e r  n i c h t  a u s  e i g e n t l i c h e n  D o p -  

1 
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p e l t a n g e n t e n ,  s o n d e r n  a u s  T a n g e n t e n  a n  d i e  C u r v e  v o n  d e n  
D o p p e l p u n k t e n  a u s  b e s t e h e n .  D i e  g e g e n s e i t i g e n  S c h n i t t p u n k t e  
d i e s e r  z w e i  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  s i n d  d i e  i n  7. g e n a n n -  
t e n  B r e n n p u n k t e .  

11. D i e  F r a g e  n a c h  d e m  O r f e  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  der  
e i n a n d e r  i i h n l i c h e n  K e g e l s c h n i t t e  Q  f ü h r t  a u f  e i n e  b i c i r c u l a r e  
C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  Il v o m  G e s c h l e c h t e  N u l l ,  d i e  d i e  ge- 
g e b e n e  C u r v e  65 e b e n f a l l s  v i e r m a l  b e r i i h r t .  D i e  B e r t i h r u n g s -  
p u n k t e  d e r  C u r v e n  ll w e r d e n  a n c h  d u r c h  e i n  R e g e l s c h n i t t s -  
b t î s c h e l  b e s t i m m t ,  u n d  i h r e  D o p p e l p u n k t e  e r f ü l l e n  d e n  K r e i s  8. 

12. A n d e r e r s e i t s  e r h a l t  m a n  e l s  A n t w o r t  a u f  d i e  F r a g e ,  
w e l c h e  C u r v e  v o n  e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  d e r  K e g e l -  
s c h n i t t e  Q e i n g e h t i l l t  w i r d :  e i n  K e g e l s c h n i t t  Q', d e r  d i e  C u r v e  
6 w i e d e r u m  v i e r m a l  b e r ü h r t .  A l l e  d i e s e  n e u e n  K e g e l s c h n i t t e  
Q' b i l d e n  e i n  S y s t e m  1' v o n  d e r s e l b e n  A r t  w i e  1, d. h. i h r e  
A x e n  g e h e n  d u r c h  z w e i  f e s t e  P u n k t e ,  u n d  z w a r  d n r c h  E' und  
P', s o  d a s s  i h r  M i t t e l p u n k t s k r e i s  m i t  dern v o n  1' z u s a m m e n -  
f L l l t ;  ;nd a l l e  K e g e l s c h n i t t e  9' s i n d  e i n e n d e r  i ihnl ich.  J e  
z w e i  K e g e l s c h n i t t e  Q ' s i n d  c o n g r u e n t ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  s y m -  
m e t r i s c h  i n  B e z i e h u n g  a u f  E P  l i e g e n .  E i n  S y s t e m  e n t s p r e -  
c h e n d e r  T a n g e n t e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  Q' h t i l l t  e i n e n  K e g e l -  
s c h n i t t  Q  e in .  D i e  b e i d e n  z e r f a l l e n d e n  R e g e l s c h n i t t e  d e s  S y -  
s t e m e s  T ' l i e f e r n  d i e s e l b e n  D o p p e l t a n g e n t e n  w i e  d i e  d e s  S y s t e -  
m e s  1. Deshalb Sind zwei solche Systeme 1, T', die sich gegenseitig entspre- 
chen, ein S y s t e m p a a r  oder z w e i  z u  e i n a n d e r  c o n j u g i r t e  S y s t e m e  
genannt worden. 

13. D i e  P o l a r e n c u r v e  e i n e s  g e g e b e n e n  P u n k t e s  Z i n  B e -  
z i e h u n g  a u f  d a s  S y s t e m  1, d. h. d e r  O r t  d e r  P o l a r e n  v o n 2  mi t  
R e z i e h u n g  a n f  d i e  K e g e l s c h n i t t e  Q ,  i s t  e i n  K e g e l s c h n i t t  3. Die 
P o l c u r v e  d a g e g e n ,  d. h. d e r  O r t  d e r  P o l o  e i n e r  g e g e b e n e n  ge-  
r a d e n  L i n i e  m i t  B e z i e h u n g  a u f  d i e  K e g e l s c h n i t t e  Q ,  i s t  e ine 
c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  e i n e m  D o p p e l p u n k t e .  

Eine gegebene bicirculare Curve vierter Ordnung & wird nun, ent- 
sprechend dem Umstande, dass ihre vier Paare Doppeltangenten sechs Com- 
hinationen zu je zweien zulassen, von sechs Paaren conjugirter Systeme oder 
also von zw6lf einzelnen Systemen iihnlicher viermd berührender Kegel- 
schnitte eingchüllt, dercn Mittclpunkte auf concentrischcn Krcisen liegen. 
Dabei ergeben sich mehrere Shfze tîber die Lage der gegenseitigen Schnitt- 
punkte und der Bertihrungspunkte der Doppeltangenten. 

E s  Sind auch Paare z u s a m m e n f a l l e n d e r  c o n j u g i r t e r  S y s t e m e  
moglich (Doppelsysteme), d. h. Systeme, die sich selbst conjugirt sind, so 

dass entsprechende Tangenten der Kegelschnitte des Systernes einen Kegel- 
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schnitt d e s  s e  1 b e n  Systernes einhüllen. I n  dicsor Hinsicht habe ich den 
folgenden Satz bewiesen: 

W i r d  e i n e  b i e i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  v o n  e i n e m  
S y s t e m e  1 e i n g e h t i l l t ,  d a s  s i c h  s e l b s t  e o n j u g i r t  i s t ,  s o  z e r f i i l l t  
s i e  n o t h w e n d i g  i n  z w e i  K r e i s e .  J e d e s  K r e i s p a a r  a b e r  w i r d  
von  z w e i  s o l c h e n  D o p p e l s ' y s t e m e n  e i n g e h i i l l t .  

Schliesslich habe ich die Theorie noch auf die c i r c u l a r e n  C u r v e n  
d r i t t e r  O r d n u n g  ausgedehnt. Jede solcheCurve wird von s e c h s P a a -  
r e n  c o n j u g i r t e r  P a r a b e l s y s t e m e  eingehtillt, indem jede Parabel die 
Cnrve dreimal bertihrt. I n  jedem einzelnen Systeme laufen die Axen aller 
Parabeln durch e i n e n Punkt ;  und in jedem Systeme kommt e i n  e zerfallende 
Parabel vor, die aus zwei von den vier Tangenten besteht, welche a n  die 
Curve parallel ihrer reellen Asymptote gelegt werden konnen. Zwei con- 
jugirte Parabelsysteme enthalten dieselbe zerfallende Parabel. Die sechs 
Systempaare cntsprechen dann dcn Combinationen jener vier Tangenten zu 
Paaren. Ein Parabelsystem, das sich selbst conjugirt ist ,  hüllt eine i n  
einen Kreis und eine Gerade zerfallende Curve ein, und jede derartige Curve 
wird von zwei solchen Parabelsystemen erzeugt. 

Die einzelnen Ergebnisse fü r  die allgemeinen. Curven vierter Ordnung 
vom Geschlechte 1 auszusprechen , habe ich unterlassen; nur  die hauptsach- 
lichsten Ergebnisse , die sich auf die D o p  p e 1 t a n g e n t  e n  beziehen, sind 
nach jener Richtung hin verallgemoinert worden. 

Im Anschlusse a n  die Theorie Sind in dieser Abhandlung mehrere be- 
sondera ausgezeichnete Beispiele ausführlicher behandelt worden, nLmlich 
die C a s s i n i ' s c h e  C u r v e ,  die M i t t e l p u n k t s f u s s p u n k t c u r v e  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s ,  die C a r t e s i s c h e  C u r v e ,  die a u s  z w e i  K r e i s e n  
b e s t e h e n d e  C u r v e  (das K r e i s p a a r ) ;  ferner die v e r a l l g e m e i n e r t e  
C i s s o i d e ,  sowie die i n  e i n e  G e r a d e  u n d  e i n e n  K r e i s  z e r f a l l e n d e  
Curve. Diese Beispiele betreffen also dio bekanntesten Curven hoherer 
Ordnung. Einige von den hierhei sich ergebenden Satzen sind bereits (wenn 
schon in anderem Zusammenhange) in  der Arbeit tiber die Kreisfusspunkt- 
curven enthalten. A uch flir den besonderen Fa11 der K e g e 1 s c h  n i t t e 
selbst sind die entsprechenden Satze angegeben. Dabei gelangt man z. B. 
zu dem folgenden Satze: G e g e b e n  s e i  e i n  K e g e l s c h n i t t  u n d  e i n  i h m  
u m g e s c h r i e b e n e s  g l e i c h s c h e n k l i g e s  D r e i e c k .  D a n n  w i r d  d i e  
S p i t z e  d e s  l e t z t e r e n  u n d  d e r  B e r t i h r u n g s p u n k t  s e i n e r  G r u n d -  
l i n i e  m i t  d e n  v i e r  B r e n n p u n k t e n  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  a u f  e i n e r  
( g l e i c h s e i t i g e n )  H y p e r b e l  l i e g e n .  - Insbesondere werfen auch die Er-  
gebnisse , die bei der Behandlung des K r  e i s p a  a r e s gewonnen wurden , auf 
manche bekannte Elementarsatze neues Licht. - Die Behandlung der bicircu- 
lfren Curven vierter Ordnung vom Geschlechte Nul1 (d. h. der a l l g e m e i -  
n e n  F u s s p u n k t c u r v e n  d e r  K e g e l s e h n i t t e )  muss einem besonderen 
Aufsatze vorbehalten bleibeu. Bei diesen Curven reduciren sich die zw6lf 
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Systeme auf nur drei; es scheiden narnlich acht Systeme aus,  weil ihre 
Kegelschnitte diirch den neugebildeten Doppelpunkt hindurchlaufen, und 
iiberdies geht ein System in das Biischel der doppeltgezahlten Geraden durch 
jenen Doppelpunkt über. 

E r s t e r  A b s c h n i t t .  

Die allgemeinen bicircularen Curven vierter Ordnung. 

g 1. D a s  Kegelschnittssystem 1. 

Ein der Grosse, aber nicht der Gestalt nach veranderlicher M i t t e l -  
p u u k t s k e g e l s c h n i t t  bewege sich so, dass die eine Axe durch den ge- 
gebenen Punkt  El die andere durch den gegebenen Punkt E' lkiuft (Taf. 1 
Fig. 1 u. Sa). Die Mitte von E E  oder der Mittelpunkt des Kreises 9, auf 
dem sich dann der Mittelpunkt Q des Kegelschnittes bewegt, heisse K. Die- 
jenige Axe des Kegelschnittes, die (bez. deren Verlangerung) durch E geht, 
sei ihrer Lange nach mit 2 a  bezeichnet, die andere mit 2 b; der Winkel 
QEK sei = 9, mithin L QBP = 2 9. Den Halhmesser des Kreisev nenne ich 
p (= EE= KP). Dabei mogen folgende Abkürzungen festgehalten werden: 

2) B q = @ ,  coscp=x, s i n c p = ~ ;  

3) - + a a = A l  + b L B ;  
und es sollen a ,  b dem Gesetze 1) unterworfen sein, welches sich zufolge 
2) und 3) so schreiben lasst: 

4) A = A ( l - A c o s O - z s i n o ) ,  B = B ( l - A C O S @ - z s i n o ) ,  
wenn 

5 )  - + a 2 = A ,  - k B s = B ;  $=P 
gesetzt wird. A und B, ebenso wie A und B, k6nnen hierbei bald positiv, 
bald negativ sein, und die Formeln 3) und 5) sind so z u  verstehon, dass 
a' und bB die a b s o l u t e n  W e r t h e  v o n  A u n d  B bedeuten sollen, ebenso 
ai4 und PP die a b s o l u t e n  W e r t h e  v o n  A u n d  B.' 

E s  sei Zr' (Taf. 1 Fig. 1) der Nullpunkt eines Coordinatensystemes, und 
zwar BF die x- Axe, der dazu senkrechte Strahl in demjenigen Halbkreise, 
in dem 0 zwischen 0 und .n l iegt,  die y-Axe. I n  irgend einer Lage des 
Kegelschnittes sei Q der Anfang eines Coordinatensystemes z", y", und zwar 
sei EQ die Richtung der 1;"- Axe, FQ die der y"- Axe (Fig. 1). 

Sotzt man noch 
6, X X + Y G = ~ ,  X 6 - Y x =  y, 

so hat man die Uebergangsgleichungen : 

7 zI1 = X - p X , Y =- 
- -- 

(Y+ e 4. 

* Als die ge  g e b e nen  Cons t a n t e  n betrachte ich hiernach bie auf Weiteres 
Q, A ,  B, 2 ,  r .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Im Coordinatensystemo (x", y") ist die Gleichung dos Kegelschnittos 
nsch den obigen Festsetzungen: 

8) xzrs -+--=l. Y " ~  
A B 

Die Bedeiitung der Gleichungen 4) lasst sich leicht naher ermitteln. 
Setzt man namlich fest, dass unter allen Umstiinden p den absoluten Werth 
von VA" 2 b e d e u t e n  soll, was durch einen Schlussstrich an dem Wurzel- 
zeichen angedeutet -werden mag: 

9) p =  Jm; 
bestimmt man den Winkel 't' oder 2+  durch die Gleichungen: 

und gebraucht eine Abkürzung für  den Ausdruck 1 - A cos @ - t sin@: 

11) 1 - A C O S @ -  z s i n @ = 0 ,  
so e rhd t  man 

12) O 0 1-/A COS(@-Y). 
Die Punkte, auf welche E und F zu liegen komrnen wtirden, falls man den 
Durchmesser EF um den Wiukel '4' i n  der positiven Drehungsrichtung* 
drehen würde, mogen Et und F r  heissen. Alsdann sagt die Gleichung 
12) aus: 

J e  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  d e s  S y s t e m e s  X, d e r e u  M i t t e l p u n k t e  
g l e i c h w e i t  v o n  E' ( o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  v o n  3") a b s t e h e n ,  
s i n d  congruent. Der Mittelpunkt des k l e i  n s  t e n  Kegelschnittes ist stets 
F', der des g r  C s s t  e n 3' (Taf. 1 Pig. 2a); fur  sie hat man 

insbesondere hat man für  die beiden ,,mit t l e  r e n u  Kegelschnitte, deren 
R 

Mittelpunkte E,, (0 = Y- I )  und Po (O = Y + l )  von dem Lothe in  
'2 2 

K auf E'F' ausgeschnitten werden , 
14) Om= 1, a, -z a, h m =  p. 

Fiir zwei beliebige p a r  a l l e  1 a x  i g  e Kegelschnitte (deren Mittelpunkte Q, QI 
also G e g  e n p u n  k t e im Kreise A? sind) erhalt man die Beziehung** 

Die Formeln 14) und 15) geben über die geometrische Bedeutung von 
<u und @ Aufschluss: 

+ D. h. in der Richtung, in welcher man die positive x-Axe nm den Winkel 
a 
- drehen müsste, damit sie mit der positiven y-Axe zusammenfiele. 
2 

** Die Asymptoten zweier solcher Kegelschnitte stehen paarweise auf ein- 
ander senkrecht. 
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- a -  
U n t e r  d e n  P a a r e n  p a r a l l e l a x i g e r  K e g e l s c h n i t t e ,  a u s  wel- 

c h e n  m a n  s i c h  d a s  S y s t e m  1 z u s a m m e n g e s e t z t  d e n k e n  k a n n ,  
g i e b t  e s  e i n e s  u n d  n u r  e i n e s ,  d a s  , m i t t l e r e u ,  f i î r  w e l c h e s  d ie  
b e i d e n  K s g e l s c h n i t t e  c o n g r u e n t  s i n d ,  n a m l i c h  d a s j e n i g o ,  des -  
s e n  M i t t e l p u n k t e  m i t  d e n  M i t t e l p u n k t e n  d e s  g r o s s t e n  und 
k l e i n s t e n  K e g e l s c h n i t t e s  (E',  Fr)  e i n  Q u a d r a t  b i l d e n ;  d i e  H a l b -  
a x e n  d i e s e r  m i t t l e r e n  K e g e l s c h n i t t e  s i n d  a u n d  P. F ü r  s i e  i s t  

Zufolge 7) und 8) wird die Gleichung eines Kegelschnittes im Coordi- 
natensysteme (2,  y) sein: 

oder nach 4) 
17) B ( X - q x ) ~ A ( Y f ~ ~ ) ~ = A B ( 1 - A c o s Q > - t s i n Q > ) ,  

ausgerechnet : 
z2(Aa2+BxB) - 2 x y x 6 ( A - B ) +  y " A x 2 + B ~ 2 )  

1 8 a )  + ~ X Q ( A G ~ - B X ~ ) - - ~ ~ ~ X G ( A + B )  
+P(Acr2+Bx2)-AB(1-ACOS@-zsin@)=O 

oder : 

Die Differentiation von 17) nach <p ergiebt: 

Multiplicirt man die Gleichung 17) mit (Y- Q G), 19) mit (X-  QX) 
und subtrahirt, dann 17) mit (Xf Q x) ,  19) mit (Y+ p 0 )  und addirt, so 
erhtilt man folgende zwei Gleichungen: 

kt. Dieve beiden Gleichungen sind aber homogen und linear in x und 6, 
so dass sich die Verhderliche cp ohne Weiteres eliminiren lzsst. Man erhalt 
als Gleichung der eingehüllten Curve C5 (mit Weglassung des gemeinsamen 
Factors k): 

- ~ ~ [ A ( l - l i ) + B ( l + A ) ]  

20 a) + 2xy(A-  B) z 
- Y Y A ( ~ + A ) + B ( ~ - A ) I  
- 2 x ~ [ A ( 1 - A ) - B ( l + A ) ]  + 2 y e ( A + B ) z  
+ A B ( 1 - p 2 ) - ~ 2 [ A ( 1 - r l ) + B ( l + ~ ) ] = 0  

oder auch 
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(x2 + yY2 
-x"(A+B)-(A-B)A+2P] 

20 b) 
+ 2 x y  (A- B)z 
-y2[(A+B) +(A- B ) i  + 2 P ]  
- ~ x Q [ ( A - B ) - ( A + B ) A I + ~ Y Q ( A + B ) ~  
+AB(l-ps)-  P[(A+B)-(A-B)L] +P8=0 .  

Die Gleichung 19) stellt eine g l e i c h s e i t i g e  H y  p e r b e l  5 j  dar ,  welche 
die Berührpunkte des zum Winkel <p gehorigen Eegelschnittes ausschneidet. 

Sie schneidet aber offenbar auch dio Bcrührpunkto des Kegelschnittes <p - 
2 
n 

sus, da ihre Gleichung ungeandert bleibt, wenn man darin cp mit <p -- 
2 

vertauscht. Die letztere kann man auch schreiben: 
A+B (x8-ya) sin@ - 2 x y  cos@ +2(xsifi@ - y cos@) .Q-- 

2 1) AB A-B 
+Psino-2- (1 sin0 - z cos0) = 0. 

A-B 
(Vergl. Taf . IFig.2a.)  Irn Falle I = z = O  (also p = O )  und n u r  i n  d i e s e m  
F a l  1 e enthalt die Hyperbel zugleich die M i t  t e 1 p u  n k t e  der beiden Kegel- 
schnitte, deren Berührpunkte sie ausschneidet; dann ist die Eingehlillte eine 
Car  t e s  i s c h e  C u r v  e , die spater ausführlich behandelt wird (II. Abschnitt). 
I m  A l l g e m e i n e n  a b e r  e n t h a l t  n u r  d i e j e n i g e  H y p e r b e l  a,, f ü r  

welche  tg@=: i s t ,  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  K e g e l s c h n i t t e ,  d e r e n  
A 

B e r ü h r p u n k t e  s i e  a u s s c h n e i d e t .  Zufolge 10) sind diese d e r  g r o s s t e  
und k l e i n s t e  K e g e l s c h n i t t  (vergl. S.7 u. Taf .1  Pig.2a). Perner er- 
kennt man aus G1. 21), dass die Asymptoten der Hyperbel fj den Axen der 
beiden Kegelschnitte @ und 0 - n: (deren Berührpunkte sie ausschneidet) 
p s r a l l e l  sind; diese zwei Kegelschnitte selbst sind p a r a l l e l a x i g .  Dazu 
kommt aber noch eine merkwürdige Eigenschaft. Die in Rede stehende 
gleichseitige Hyperbel 5 j  I h f t  niimlich d u r c h  d i e  v i e r  S c h n i t t p u n k t e  j e  
z w e i e r  K e g e l s c h n i t t e ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  g l e i c h w e i t  v o n  Q 
(oder von Q,) e n  t f e r  n t  s i n d .  Um dies zu zeigen, seien Qd und Q-J 
zwei solche Punkte auf dem Kreise K ,  dass L QJ E Q = L Q-a K Q  = 26 ,  
also f Q d E Q  = L Q-8 E Q  6 is t ,  so sind nach 1 8 b )  die Gleichungen der 
Kegelschnitte des Systemes 1, deren Mittelpunkte QJ und Q-J sind: 

z2[(A+B)-(A-B)cos(@+26)]  
-2xy(A-B) sin(@+ 28) 
+y"(A+B) + (A-B) cos(@+ 26)l 
+2xq[(A-B) - (A+B) cos(@& 2811 -2ye(A+B)s in (0&Za)  
+P[(A+B)-(A-B)cos(@~26)]-2AB[ l -Acos(@i26)-zsin(@+2b)]  =O.  
Subtrahirt man aber die hierdurch dargestellten zwei Gleichungen von ein- 
ander, so erhalt man in der That ,  abgesehen vorn gemeinsa.mes Factor 
(A - B) sin2 6,  die Gleichung von Q , 21). 
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Hiernach kann man den Satz aussprechen: 
D i e  B e r t i h r p u n k t e  z w e i e r  p a r a l l e l a x i g e r  K e g e l s c h n i t t e  &, &, 

d o s  S y s t e m e s  1 w e r d e n  v o n  e i n e r  H y p e r b e l  ,Çj a u s g e s c h n i t t e n ,  
d e r e n  A s y m p t o t e n  d e n  A x e n  d e r  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e  p a r a l l e l  
s i n d  u n d  w e l c h e  d e r  O r t  d e r  S c h n i t t p u n k t e  j e  z w e i e r  K e g e l -  
s c h n i t t e  d e s  S y s t e m e s  t i s t ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t e  s y m m e t r i s c h  
z u  e i n a n d e r  i n  B e z i e h u n g  a u f  QQl l i e g e n .  

Insbesondere geht die Hyperbel Q durch die Schnittpunkte zweier un- 
endlich wenig von dem Kegelschnitte Q oder Q, beidcrseits abwoichenden 
Kegelschnitte, d. h. eben durch die Berührpunkte dieser Kegelschnitte; an- 
dererseits aber durch die Schnittpunkte derjenigen Kegelschnitte, deren 
Mittelpunkte Q,, Q, mit Q und QI ein Q u a d r  a t  bilden (Taf. 1 Fig. 1)) 

72 
deren Axen also um - gegen die Axen der Kegelschnitte QI QI geneigt sind. 

4 
Durch alle diese Beziehungen wird man tiberhaupt darauf geführt, das 

System Z nicht mehr als aus einzelnen Kegelschniiten QI sondern als a u s  
K e g e l  S C  h n  i t t s  p a a r  e n  Q, Q, zusammengesetzt zu betrachten. Dann liegt 
es z. B. sehr nahe, nach dem Orte der Schnittpunkte zu fragen, welche die 
Kegelschnitte dieser Paare gemein haben. Diese Schnittpunktsvierecke sind 
bekanntlioh K r  e i s v i e  r e c k e ,  wcil die beiden Kcgelschnitte eines jeden Paares 
parallelasig sind; vergl. weiter S. 11. 

Um die Hyperbeln ,Çj zu untersuchen, führen wir ein neues Coordinaten- 
system (6, 7)  ein, dessen Anfang der Y i t t e l p u n k t  G d e r  H y p e r b e l  ,fj 
[21)] ist. Die 6 -Axe habe dieselbe Richtung wie die $-Axe; setzt man d a m  

22) z = L + h ,  y = q ,  
w o b ~ i  h  d i e  A b s c i s s e  d e s  H y p e r b e l m i t t e l p u n k t e s  G i m  u r s p r i i n g -  
l i c h e n  S y ~ t e m e  (x, y) b e d e u t e t ,  so muss man h durch die Gleichung 

bestimmen. Dann wird die Gleichung der Hyperbel 8 :  
A B  

24a)  ( ~ e - r l z ) s i l z @ - 2 ~ T c o s O - 2 -  A - B  [(?+,)sin@-rcos? A - B  = O  1 
oder 

AB 
2 4 b )  [ ( ~ - ~ ' ) - ~ ~ ~ ~ ] s i n @ - 2 [ ~ ~ - ~ ~ ~ r  A B  1 WS@=O,  

wobei 

gesetzt wurde. 
2P + A  [=,_, 

Die Form 2 4 b )  der Hyperbelgleichung zeigt, 
dass die sbmmtlichen Hyperbeln 5;? ein H y p e r -  
b e l b t i s c h e l  bilden; denn jcdc solchc Hyperbel 

durch die vier Schnittpunkte- der- beiden be- 
sonderen Hyperbeln 

'AB 26) 62-$=2-  AB 
A - B  b ,  k ~ ~ r .  
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Die vier Grundpunkte des Büschels bestimmen sich dann aus diesen Gleich- 
ungen folgendermassen : 

1 

27) 
' 

Hierbei ist  zufolge 26) das Vorzeichen von 7 so zu kestimmen, dass das 
AB 

Product 57 das Vorzeichen von --- r hat; also z. B. bei 7, ist das posi- 
A - B  

AB 
tive Vorzeichen zu nehmen, wenn t eine positive Grosse ist. Die 

A- B 
Wurzeln selbst bedeuten nur a b s o l u  t e W e r t h e ,  wie durch den Schluss- 
strich angedentet ist. - Die beiden Grundpunkte 1 und 2 ni6gen mi t  H 

A B  
und J bezeichnet werden; sie sind reell, wenn --- > O ist. Die beiden 

A-B 
anderen Grundpunkte seien H l ,  JI. 

Die Gestalt der von den vier Punkten 27) gebildeten Figur erhiilt man, 
wenn man in einem rechtwinkligen Coordinatensysteme ( r ,  t)) vier Punkte 
durch die Gleichungen 

r1 = - xa = d ,  xg= r4=O1 
V I =  t ) z=O;  q 3 = - g , = i d  

bestimmt (i =/x). Diese Figur, welche i n  der Polge fortwlhrend vor- 
kommt, nenne ich, um mich kurz ausdrticken zu ktinnen, ein h y  p e r  b o -  
l i s  c h e  s Q u  a d  r a  t ,  weil eben jeder ihr umgeschriebene Kegelschnitt eine 
(gleichseitige) H y p e r  b e 1 ist. Man pfiegt darin die beiden imaginaren 
Punkte als ,, A n  ti  pu n k t e der reellen Ecken oder umgekehrt zu bezeichnen. 
Pür das hyperbolische Quadrat 27) ist 

Ehe wir diese Betrachtungen weiter verfolgen, mtige erst die S. 10 
angeregte Frage nach dem Orte der Kreisvierecke erledigt werden, welche 
die Schnittpunktssysteme parallelaxiger Kegelschnitte Q , Q, darstellen. Ver- 

'76 
tauscht man in 18) (p mit y--> so erhalt man die Gleichung des Kegel- 
schnittes Q, : 

2 

x2(Ax2 + Bo2)+2xyx(i(A- B)+yB(Aa'+B2) 
+2a:p(Ax"B(iU8)+2yexcr(A+B) 
+ P(A2+B(icie) -AB(l+AcosQ>+rsira@)=0. 

Durch Addition dieser Gleichung und 18) erhslt man die v o n  <p ganz 
n n a b h a n g i g e  K r e i s g l e i c h u n g :  

A B  2 A B  
29) (.+esA ) s + 4 + 4 ~ ( ~ - ~ -  
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Der Mittelpunkt M dieses Kreises liegt auf der %-Axe und hat die Ab- 
scisse 

Diesen Kreis bezeichne ich kurz als S c h n i t t p u n k t s k r e i s  d e s  S y s t e m e s  
E.* Soin Halbmosser ist nach 29) und 30) 

Dabei ist auf Grund von 23) und 30) 
hk  = $. 

Man kann also den Satz aussprechen: 
D i e  K r e i s v i e r e c k e ,  i n  w e l c h e n  s i c h  j e  z w e i  p a r a l l e l a x i g e  

R e g e l s c h n i t t e  Q, Q, d e s  S y s t e m e s  1 s c h n e i d e n ,  s i n d  einemund dem- 
selben K r e i s e  e i n g e s c h r i e b e n .  D e r  M i t t e l p u n k t  G d e s  d i e  Be 
r t i h r p u n k t e  a u s s c h n e i d e n d e n  H y p e r b e l b t i s c h e l s ,  d e r  M i t t e l -  
p u n k t  M d i e s e s  K r e i s e s  u n d  d i e  P u n k t e  E, F s i n d  harmonische 
P u n k t e ,  u n d  z w a r  E ,  F e i n e r s e i t s ,  G,  H a n d e r e r s e i t s  e i n a n d e r  
z u g e o r d n e t .  

E'ür den Winkel X ,  welchen die Hyperbel .fj in  einem der beiden reellen 
Grundpunkte 27) mit der s - A x e  bildet, erhiilt man zufolge 24a) 

wenn 5, 7 die Coordinaten des genannten Punktes bedeuten. Nennt man 
daher den Winkel, den die Gerade von diesem nach G (et,wa JG, wenn H 
und J reell sind, vergl. S. 11 u. Taf. 1 Fig. 3) mit der %-Axe bildet, 9, 

r] so hat man wegen tg 8 = - 
k 

32) t gx  = t g (0  -8). 

I n  d e n  r e e l l e n  G r u n d p u n k t e n  s i n d  d e m n a c h  z w e i  z u  d e n  Win-  
k e l n  @,, 0, g e h o r e n d e  H y p e r b e l n  u n t e r  d e m  W i n k e l  @,-O, 
g e g e n  e i n a n d e r  g e n e i g t ,  a l s o  u n t e r  d e m s e l b e n  W i n k e l ,  wel-  
c h e n  d i e  H a l b m e s s e r  Q , K ,  Q ,K  m i t  e i n a n d e r  b i l d e n ,  w e n n  y,, Q, 
d i e  X i t t e l p u n k t e  d e r  z u  a,, @, g e h o r e n d o n  K e g e l s c h n i t t e  sind. 

Die Gerade E F G K M  nenne ich die A x e  d e s  S y s t e m e s  1. 
Schliesslich mag noch die Frage beantwortet werden: Welche Curve 

wird von den S c h n i t t p u n k t s v i e r e c k e n  je  zweier c o n g r u e n t e r  Eegel- 
schnitte Q gebildet? Setzt man zur AbkIirzung 

* Ebenso moge der Kreis E, weil er die Mittelpunkte der Kegelschnitte Q eut- 
halt, M i t t e l p u n k t s k r e i s  desSystemesEheiesen (a. dieFig. S.10). Ueber die 
geometrische Bedeutung von M a. !j 6. 
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A + B  -- A - B '  
2 

- A ,  -- 
Y - M l  

so l h s t  sich zufolge 18b)  dit: Gleichung eines Kegelschnittes Q schreiben: 

Bildet man niin die Gleichung ftir den damit congruenten Kegelschnitt, 
indem man stat t  0 als Variable den Winkel O von E Q  gegen E'F' ein- 
fihrt (so dass zwei congruente Kegelschnitte durch entgegengesetzt gleiche 
Werthe von O gekennzeichnet sind), und zieht beide Gleichungen von ein- 
ander ab ,  so ergiebt sich nach Weglassung des gemeinsamen Factors sin O 
81s Gleichung der gcsuchten Curve 

35) A 
( ~ ~ - y " r - - 2 x y ~ + 2 ~ -  (z r -yL)+  Pz=0 ;  

M 
das ist die Hyperbel Q,, von der damit bewiesen is t ,  dass sie die Schnitt- 
punkte der ,mittlerenu (zugleich p a r  a 11 e 1 a x  i g e n )  congruenten Kegel- 
schnitte [ebenso wie die Berlihrungspunkte der Kegelschnitte E ' ,  2" (d. h. 
die Schnittpunkte der zwei Paare z u s  a m  m e n  f a l  1 e n d  e r congruenter Ke- 
gelschnitte)] enthiilt. Also : 

J e  z w e i  c o n g r u e n t e  K e g e l s c h n i t t o  d e s  S y s t e m o s  t s c h n e i d o n  
sich a u f  d e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  b,. 

Dass dieser Satz als besonderer Fa11 des Satzes S. 10 erscheint, ist  
selbstverst%ndlich. E s  mag aber hier noch auf einige Umstande hingewie- 
sen werden. Z. B. ergiebt sich, dass die folgenden vier Kegelschnitte: d i e  
beiden , , m i t t l e r e n u  K e g e l s c h n i t t e  (ROI PO), d e r  S c h n i t t p i i n k t s -  
k r e i s  (M) und d i e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l  ,Dm, e i n B ü s c h e 1  bilden; 
denc die ,mittlerenu Kegelschnitte sind zugleich congruent und parallelaxig. 
Ferner ist  schon in den Vorbemerkungen erwiihnt worden, dass sich unter 
den Kegelschnitten Q auch zwei Paare zerfallender Kegelschnitte befinden, 
die in den folgenden Paragraphen ausftihrlich behandelt sind; dass die Mit- 
telpunkte des einen Paares die Kreispunkte im Unendlichen sind, und die des 
andern symmctrisch in  Beziehung auf E'F' licgen, d. h. dass dieses zwcito 
(wirkliche Doppeltangenten liefernde) Paar zu den Paaren c O n g r  u e n  t e  r 
Kegelschnitte gehort. H i e r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  v i e r  S c h n i t t p u n k t e  
der K e g e l s c h n i t t e  d i e s e s  P a a r e s  (von denen zwei a u f  d e m  K r e i s e  9 
s y r n m e t r i s c h  m i t  B e z i e h u n g  a i i f  E F  liegen, wahrend die beiden an- 
deren die M i t t e l p u n k t e  z w e i e r  D o p p e l t a n g e n t e n p a a r e  sind) e b e n -  
fa119 a u f  d e r  H y p e r b e l  8, l i c g e n .  Was dagegcn das erstgenannte 
Paar zerfallender Kegelschnitte betrifft, so ist bekanntlich der Winkel, den 
die Richtung nach einem Kreispunkte im Unendlichen mit einer reellen 
geraden Linie bildet, unendlich gross. Derngemiiss k6nnen die nnendlich 
fernen Kreispunkte als symmetrisch mit Beziehung auf einen b e l i  e b i g e n  
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Durchmesser Q QI liegend betrachtet werden, woraus sich d a m  auf Grund 
des Satzes S. 10 erkl i r t ,  dass j e d e  der Hyperbeln Sj durch die gegensei- 
tigen vier Schnittpunkte der Kegelschnitte gehen muss,  dcron Mittelpunkte 
die Kreispunkte im Unendlichen sind. 

5 a. Allgemeines Gber d ie  Brennpunkte  d e r  bicircularen C m e n  
v ie r te r  Ordnung. 

Die vier Doppelbrennpunkte einer bicircnlaren Curve vierter Ordnung 
Sind die Schnittpunkte der vier Doppelpunktstangenten. Sind zo, y, die 
Coordinaten eines Brennpunktes der Curve 

so ha t  man fiir eine Gerade durch (x , ,  y,) und einen der unendlich fcrnen 
Kreispunkte 

(y-y,,) + i(x-x,) = O. 

Durch Elimination von y ergiebt sich die Gleichung fiir x 

Für einen Doppelbrennpunkt muss der eine Schnittpunkt der Geraden 

y - y. = + i(x - x,) ebenfalla ins Unendliche fallen, also die vorliegende 
Gleichung ftir s l i n e a r  sein. Demgemass ergeben sich die Doppelbrenn- 
punkte aus der Gleichung 

4 ( ~ ~ T i y ~ ) ~ + a - 6 + 2 i c = 0 ,  

oder durch Trennung des Reellen und Imaginaren: 

4(xt-y:)=-(a-b), 4 s 0 y 0  =-c .  
Hieraus folgt: 

- - - 

38) 
.O = + VJ [- (a - 6) + ((a - b)2 + 4-d] 1, 
Y ~ - + & J ~ [ +  a - b  + /-b)e1, 

wobei die ausseren Vorzeichen derart zu wtihlen sind, dass x,y, das Vor- 
zeichen von - c hat. 

Daraus ergiebt sich die geometrische Redeutung des bisher mit K be- 
zeichneten Coordinatenanfanges für die cingehüllte Curve &: K i s t d e r  M i t  - 
t e l p u n k t  d e s  v o n  i h r e n  D o p p e l b r e n n p u n k t e n  g e b i l d e t e n  h y p c r -  
b o l i s c h e n  Q u a d r a t e e .  

E'ehlt in  der Gleichung 36) der bicircularen Curve das Glied mit $y 
(c=O),  so nenne ich sie die N o r m a l f o r m  d e r  G l e i c h u n g  d e r  bicir-  
c u l a r e n  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g .  

Dann ha t  man zufolge 38) den Satz: 
I n  d e r  N o r m a l f o r m  

39) ( r e + i ) ' ) 2 + a r s + b i ) ~ 2 b r + 2 e i ) + + = 0  
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der  G l e i c h u n g  e i n e r  b i c i r c u l a r e n  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  s i n d  
die C o o r d i n a t e n  d e r  D o p p e l b r e n n p u n k t c :  

40) 
x = + + J b a ? ,  r =  O ,  
t ) =  O, { t)=+tm. 

Der Uebergang von der allgemoincren Form 36) zur Normalform 39) 
kann durch eine einfache D r  e h u n  g bewerkstelligt werden. F u r  unsere Curve 
20) bezeichnen wir das Normalcoordinatensystem mit ( r ,  1)). Man findet d a m ,  

W 
dass man das Sgstem (x, y) um den Winkel = drehen muss, damit 

2 
sus ihrer Gleichung das Glied mit z y  verschaindet (Taf. 1 Fig. 7a) .  Da- 
durch erhalt man als N o r m a l f o r m  der Gleichung der Curve Q :  

Zufolge 40) siud demnach die Coordinaten der Doppelbrennpunkte, 
welche wir C, D, Cl, D, nennen: 

B - A  

1) = O ;  

(vergl. Taf. 1 Fig. 7a) ;  die r -  und t)-Axe sind die Halbirungslinien der 
Winkel, die von EF und E'F' gebildet werden (a. S. 7). 

Stellt man andererseits die Bedingung auf ,  dass G1. 37) in x rein qua- 
dratisch wird, so erhalt man zwei biquadratische Gleichungen für xo, y,, 
welche dann die 16 einfachen Brennpunkte der Curve ergeben. Diese zwei 
Gleichungen entstehen durch Trennung des Reellen und Imaginiiren aus der 
folgenden Gleichung : 

[4(xo8-~04)+a-b + 2 i ( 4 x o y o + c ) l  
X [(x,"-Y,')~ - 4 x 0 2 ~ ~ '  - t (x02-yOP) + 2eyo+ f 

43) 
- 
+ 2 ~ ( ~ ~ o ~ o ( ~ , " - ~ o " - - ~ z , ~ o - ~ ~ o c , ) l  

- [ 2 ~ , ( ~ ~ - 3 ~ ~ ) - b ~ ~ - c y ~ - b  
+ i(2yo(3x,2-y:) - 6 y , + c x , - e ) ] L o .  

Von den 16 Brennpunkten weiss man,  dass sie viermal zu je vieren 
auf K r  e i  s e n  liegen, dass diese vier Kreise, welche ich kurz B r e n n p u n  k t s - 
k r e i s e  nenne, n i c h t  n u r  d i e  C u r v e  i i b e r a l l ,  wo a i e  s i e  t r e f f e n ,  
s o n d e r n  a u c h  s i c h  s e l b s t  u n t e r  e i n a n d e r  s i i m m t l i c h  r e c h t -  
w i n k l i g  s c h n e i d e n .  I h r e  v i o r  M i t t c l p u n k t e  b i l d e n  e i n  V i e r e c k ,  
i n  w e l c h e m  j e d e E c k e  d e r  H o h e n s c h n i t t p u n k t  d e s  v o n  d e n  d r e i  
a n d e r e n  E c k e n  g e b i l d e t e n  D r e i e c k e s  ist (S. auch einen Satz 5 6). 
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) a. Zerfaiiende Kegelschnitte.  Best immung eines Systemee 1, 
wenn die  bicirculare Curve vie r te r  Ordnung  gegeben ist. 

Unter den Kegclschnitten des Systemes 1 giebt es aueh vier z e r f e l -  
l e n d  e ,  d. h. solche, deren Axen Nul1 sind. Man erhkilt zwei von ihnen 
zufolge 4) auu der Gleichung 

O =  1--1cosQ>-rsi lzQ>=O 
oder nach 12) 

44) 
1 

cos(@-'t')=-a 
P 

Setzt man den dieser Bedingung entsprechenden absoluten Werth von @ -Y 
gleich H, 

45) 
1 

10- ' t ' l=H,  COSH=-, 
P 

so hat man demnach für die zerfallenden Kegelschnitte: 

D i e  M i t t e l p u n k t o  d i e s e r  z w e i  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  d e s  
S y s t e m e s  Z l i e g e n  s y m m e t r i s c h  z u r  G e r a d e n  E'F' (Taf .IFig. l  II. 6). 
S i e  s i n d  n u r  d a n n  r e e l l ,  w e n n  p > l  i s t  [vergl. 45)]; i h r e  Asyrn-  
p t o t e n  s i n d  i n  d i e s e m  F a l l e  r e e l l  o d e r  i m a g i n i i r ,  j e  n a c h d e m  
d a s  S y s t e m  t a n s  E l l i p s e n  o d e r  H y p e r b e l n  b e s t e h t  (je nachdem 
A B > < O  ist). J e d e  d i e s e r  v i e r  A s y m p t o t e n  i s t  D o p p e l t a n g e n t e  
d e r  e i n g e h ü l l t e n  C u r v e  6. 

Das System X enthalt also vier und n u  r v i e  r Doppeltangenten. Nach 
G1. 18) sind die Gleichungen der Geraden eines zerfallenden Kegelschnittes: 

waùei x ,  G gemlss 44) zu bestimmen sind. Da C O S Y = ?  ist ,  so folgt 

- A + p  cos V = (21 3 si% YI = JJ ; ferner ist H 2 = $y3 s i n i  

=/<FI*; demnach ist in 47) für den e r s  t e n  xerfallcnden Regel- 
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zu setzen. Die Xittelpunkte dieser Kegelschnitte nenne ich L,  N.* 
Da jeder Punkt  des Mittelpunktskreises P Nittelpunkt eines Kegel- 

schnittes Q is t ,  so drangt sich ferner die Frage auf:  Wie sind d ie jen ipn  
Kegelschnitte Q beschaffen, deren Mittelpunkte die Kreispiinkte im Unend- 
lichen sind? E s  leuchtet von selbst ein, dasfl jeder dieser Kegelschnitte 
sus zwei ~ u r v e n i a k ~ e n t c n  bestehen muss. Uni die Frage streng-zu beant- 
worten, wird man in der Gleichung von Q 34) 

setzen müssen. Dadurch erhiilt man die Gleichungen der gesuchten Kegel- 
schnitte in folgender Gestalt: 

oder 
A A2 - M2 

50) ( ~ + i y ) ~ + 2 ( ~ 1 ; i i y ) ~ - + P - -  M M 
( A  + ri) =O. 

Das sind i n  der That z e r f a l l e n d e  Kegelschnitte, nkimlich je zwei Gerado 
dureh deo einen und andern Kreispunkt im Unendlichen (und zwar Curven- 
tangenten, da jeder Kegelqchnitt Q die Curve Q viermal berührt,  und bei 
jeder der hier in Rede stehenden vier Geraden eine Berührung uneigentlich 
wird, niimlich in dem Hindurchgehen durch einen Doppelpunkt von Q be- 
steht, so dass noch e i n  e e i  g e n  t l i c h e  Berührung für  jede der vier Gera- 
den übyig bleibt). Hiernach kann man sagen: 

D a s  S y s t e m  t e n t h a l t  i m  G a n z e n  v i e r  zerfallende K e g e l -  
s c h n i t t e .  A b e r  n u r  z w e i  v o n  i h n e n  b e s t e h e n  s u s  eigentlichen 
D o p p e l t a n g e n t e n ,  w a h r e n d  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  a u s  T a n g e n t e n  
von  d e m  e i n e n  u n d  a n d e r n  D o p p e l p u n k t e  a n  d i e  C u r v e  Q zu- 
s a m m e n g e s e t z t  sind.** 

1st nun eine bicirculare Curve vierter Ordnung v o r g e l e g t ,  so kann 
man verlangen, ein Kegelschnittssystem 1 zu bestimmen, das sie einhüllt. 
Zu diesem Zwecke wird man ihre Gleichung zunachst rtuf die N o r m a l -  
f o r  rn bringen, G1. 39) (wo a l s i  a, '6, b, e ,  f gegebene Grossen sind). Danii 
- - 

* Für den Winkel E, welchen die Geraden des Kegelschnittes L bez. N mit 

der Axe EL bez. E N  bilden, hat man offenbar [vergl. 8) und P)] t g 5  = 

(vergl. Taf. 1 Fig. 6, und Weiteres über die Doppeltangenten 55 5 und 6). 
** In den Rerichten der Konigl. sachu. Gesellsch. d Wissensch. habe ich nur 

die beiden ersten zerfallenden Kpgelschnitte erwahnt. Auch im Folgenden sind 
s te  t s d ie  se  genieint, wenn schlechthiu von ,,den beiden zerfallenden Kegelschnittan 
des Sgstemes tg' gesprochen wird. 

Zaitsohr. f. Math. u. Physik, XXXV. Jahrg. Suppl. 2 
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hat  man zufolge 41b)  zur Bestimmung der f th f  Unbekannten A ,  B, g ,  p, 

w die ftinf Gleichungen: 

( A + B ) - ( A - B ) U + 2 P = - a ,  ( A + B ) + ( A - ~ ) ~ + 2 P = - b ,  

1 - i A + B ) r ]  c o s + = - b ,  e [ ' A - B i + ( A + B ) p ] ~ i n r l i = ~ ,  
A B ( 1 - p y - P [ ( A + B ) - ( A - B ) A ]  + P 2 = f ,  

wobei P = $ und A = ,u COSY = p(cosSy/ - si12'~) ist. 

Dass aber diese Gleichungen nicht blos e i n  System von der verlangten Art 
(System t), sondern mehrere liefern, ist klar. Man findet, dass sich aus 
ihnen durch Elimination von A ,  B ,  y ,  V eine G l e i c h u n g  s e c h s t e n  
G r a d e s  f ü r  P oder dritten Grades für [P +&(a  +b)12 ergiebt, und jedem 
Werthe von P, der dieser Gleichiing genügt, wiederum zwei verschiedene 
Werthe von A ,  B ,  p ,  . ~ i  entsprechen. Demnach kann man sagen: 

E s  g i e b t  z w o l f  S y s t e m e  1, d i e  e i n e  g e g e b e n e  C u r v e  O: ( b i -  
c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g )  e r x e u g e n ,  u n d  z w a r  halien 
s i e  p a a r w e i ~ e  denselben M i t t e l p u n k t s k r e i s .  

Ein anderer Bewcis für die letztere Bchauptung ist im 5 5 enthalten. 
Uebrigens wird auch die genannte Elimination und die Aufstellung der Gleich- 
ung sechsten Grades für P fur den Fal l ,  dass die Curve Q eine S y mme- 
t r i e  a x e  besitzt, spiiter wirklich bewerkstelligt werden (Abschnitt II). 

Da jedoch in diesem Falle die eurve gleich in der Normalform ge- 
geben und zur %-Axe symmet.risch ist,  so werden wir, damit die Umrech- 
nung von T+!J und p auf A und r vermieden werde, mehrmals gleich die 
ursprüngliche Form von 20b)  benutzen. 1 s t  die gegebene Curve 

52)  ( ~ ~ y ~ ) ~ + a x ~ + y ~ + 2 b x + f = 0 ,  
so hat  man fiir die fünf Unbekannten A ,  6, Q ,  A ,  z die seehs Gleichungen 

( A + B ) - ( A - B ) I + Z P = - a ,  ( A + B ) + ( A - B ) I + 2 P = - 6 .  ( (A-B)T =O; 

@ [ ( A - B ) - ( A + B ) I . ] = - b ,  p ( A + B i r = O ;  

A B ( 1 - p z ) -  P[(A+B) -(A- B ) k ]  + P 2 = f .  

Es ist  stets leicht, diese Bedingungen g l  e i  c hz e i  t i g  zu erfillen ( r  = O). 

S 4. Ort entsprechender  P u n k t e  der Kegelschnitte des  Systemes X: 
die Curven Ti. 

D a  alle Kegelschnitte des Systemes Z einander ilinlich sind, so ist eine 
naheliegende Frage:  W e l c h e s  i s t  d e r  O r t  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  
P i n  i h n e n ?  Dabei verstehe ich unter einem Systeme entsprechender 
Puukte nicht blos entsprechende Piinkte der Peripherie, sondern ich betrachte 
allgamein die Bewegung eines beliebigen Punktes Po',, der zum Ausgangs- 
kegelschnitte E, (Taf. 1 Fig. 1 u. 3) eine gegebene Lage hat und bei der 
Bewegung dieses Kegelschnittes stets d i e s  e 1 b e relative Lage behëlt , so 
dass zu einer b e l i e  b i g e u  Zeit die Figur, welche a m  dem Kegelschnitte Q 
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und dem Punkte P besteht, der sus  dem Regelschnitte E, und dem Punkte 
Po zusammengesetzten Figur Bhnlich ist. 

Der Ort  der Punkte P enthalt selbstversttindlich die Mittelpunkte der 
vier zerfallenden Kegelschnitte. Auch beuchreiben je zwei Punkte Po, 
welche mit E, in gerader Linie liegen und gleichweit von E, entfernt sind, 
d i e s e l b e  Curve. - 

Die Strecke EoPo (Taf.,I Fig. 4) ( = F o P f 0 ,  wenn P'o der entspre- 
chende Punkt im Kegelschnittc F, ist) sei mit v bezeichnet; dann ist all- 

Der Winkel von v  gegen die durch E laufende Axe des Kegelschnittes sei 
m ,  und es werde 

54)  2 m = R  

gesetzt. 1st dann O der Punkt ,  in welchem die Verltingerung von PQ den 
Kreis $ schneidet, so muss such L E  0 O = L X E 0 O  = L E F o  0 = w  sein; 
PQ lauft also bestiindig durch O. Deshalh is t  es zweckmassig, O zum 
Anfange eines Coordinatensystemes (x,, y,) zu machen, dessen Axen den 
Axen x ,  y parallel sind. Dabei hat man L Q Ox, = <p + w , L E K O  = 2cn 
= LKOx,,  also, wenn der Gegenpunkt von O im Kreise L O'  genannt 
wird, L 0'00 = w-W. D a  00'= 2p ,  so ergiebt sich 09= 2@ C O S ( C O -  cp). - 
Führt man Polarcoordinaten ein: r  = O  P, zl = L POx,, so is t  eine Dar- 
stellung des Ortes der Punkte P: 

r = ~ ~ c o s ( w - ~ ) + v  J l - ~ c o s ~ > - z s i n q ,  

u=w+v;  

oder die Polarco~rdinatengleic'nung is t :  

r - Z B  cos(*-R)= + v  J i - A  c o s ( 2 u - R )  - 7  s i n ( 2 u -  RT 
Hieraus folgt im Coordinatensysteme (zo,  y,): 

( Z ~ + ~ ~ ~ L ) ~ - ~ ~ ( X ~ ~ + ~ ~ ) ( X ~ C O S R  + y 0 s i n R  + 4 ~ P ( x o ~ ~ ~ R + y O s i n R ) S  

53) - v4 [xO2 + yoe - ( A  cos R - r sin fi) (xOye - y:) 
- ( A  sinR + r cosQ) . ~ x ~ Y ~ ]  = 0. 

Das heisst: 

D e r  O r t  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  d e r  K e g e l s c h n i t t e  d e s  
S y s t e m e s  1 i s t  e i n e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g .  

Im urspriinglichen Coordinatensysteme (3, y)  erhlilt man als Gleichung 
dieser Curve: 

(2" yye - en )e  - v2 [xU2 + y,: - ( A  cos Q - 7 sin R )  (2," y$) 

56) - ( A  s inR+r  c o ~ R ) . 2 ~ , y , ]  -0, 
X ~ = X + ~ W S R ,  y o = y + p s i n Q .  

Um diese Gleiçhung auf die N o r m a l f ' o r m  zu bringen, muss man das 
Coordinatensystem ( x ,  Y) um den Winkel 

2 * 
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nach dem neuen Systeme (x', y') drehen. So ergiebt sich: 

(xP2  + p)2 - xf2(2 + ~ ~ ( 1 -  - y y 2 p 4  + (1 + y)) 

5 8) - 2 ~ ~ ~ ( x ' ( l - ~ )  COS(W-Q) + y ' ( l + p ) ~ i n ( ~ - + ) )  
+ 42[ez-v2(1-p~~~(R- ' t ' ) ) ]=0 

als Gleichung in der Normalform. 
Sol1 insbesondere Po ein Punkt  (les Kegelschnittes Eo sein, fragt man 

alvo nach d e r  C u r v e  Ti, d i e  v o n  e n t s p r e c h e n d e n  P e r i p h e r i e p u n k -  
t e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  Z g e b i l d e t  w i r d ,  so muss man 

59)  n 2 =  
A B  - - Z A B  

A s i n % + B c o s b  ( A + B ) - ( A - B ) w s R  

setzen. D m n  wird aus 56):  

[A+B - ( A - B ) c o s S ~ ] ( X ~ + Y ~ - ~ ~ ) ~  
60) -2AB[z2+y2-(x2-y"(~cosR-zs inR)-Zzy(ks i lzR+zcosR)  

t 2 ~  (x cosR + y si&) - Le (As + zy) + pS - @((l cosR + z sz'nR)] = 0. 
Man weist leicht nach, d a s s  d i e s e  C u r v e n  Ti d i e s e l b e  b i c i r c u -  

l a r e  C n r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  6 e i n h l i l l e n ,  w i e  d a s  K e g e l s c h n i t t s -  
s y s t e m  Fi* s i e  s i n d  f t i r  d i e  l e t z t e r e  v i e r m a l  b e r ü h r e n d e  b i c i r c u -  
l a r e  C n r v e n  v i e r t e r  O r  d n i i n g ,  und zwar werden die Bertihrungspunkte 
ehenfalls von einem K e g e l  s c h n i  t t s bti  s c  h e l  ausgeschuitten, das allerdings 
nur d a m ,  wenn A = B ist, aus gleichseitigen Hyperbeln beuteht. (Vergl. 

Ij 6.) Aus der Normalform 5 8 )  erhiilt man weiter den Satz [vergl. 39), 40)]: 
D i e  D o p p e l b r e n n p u n k t e  d e s  C u r v e n s y s t e m e s  ll e r f ü l l e n  

z w e i  c o n f o c a l e  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  1 a h n -  
l i c h  s i n d .  

Nimmt man n h l i c h  das Coordinatensystem ( r ,  9) (vergl. S. 15), so 
haben die vier Doppelbrennpunkte von 58)  zufolge 39),  40) ,  57) die Co- 

Die Gleichungen der beiden Kegelschnitte sind also naüh 59): 

Insbesondcre sind in dem Systeme ll auch z w e i  z e r f a l l e n d e  C u r -  
v e  n enthalten , offenbar diejenigen, welche den u n  e n d  l i  c h f e r n e n  P u n k -  
t e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  1 entsprechen ( A s i d w  +BcosYm=O).  J e d e  

Dies folgt schon ails dem B urm e a t e r 'schen Satze, dasa bei der Bewegung 
eines ebenen Systemes die von einer Systemcurve erzeugte Hiilltiahn auch von den 
Bahnen der einzelnen Punkte der Systemcurve eingehiillt wird. 
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d i e s e r  C u r v e n  z e r f a l l t  n a m l i c h  i n  d i e  d o p p e l t  z u  z a h l e n d e  u n -  
e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  u n d  j e  e i n e n  R e s t a n d t h e i l  d e r  b e i d e n  
z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  d e s  S y s t e m e s  1. Dies ist schon geo- 
metrisch klar. I n  der That Iasst unter der Bedingung A sin2 w + B cos2 w 
= O  die linke Seite der dann quadratisch werdenden G1. 60) sich in zwei 
lineare Factoren zerspalten, von welchen der eine eine Gerade des ersten, 
der andere eine Gerade des zweiten zerfallenden Kegelschnittes darstellt 
[vergl. 47), 48)] (beide zusammen aber einen zerfallenden Kegelschnitt des 
Systemcs I', S. 5 5). 

Der O r  t d e r  H a u p t s  c h e i t e l  der Kegelschnitte 1 wird sich aus 58) 
oder 60) ergeben, wenn man 9 = O  setzt: 

(3'' + y'2)a - x ' ~  (2 pz + A (1 - p ) )  - y" (2 $ + A (1 + p) )  
") -2Ap(~r(l-p]c~~p-y'(l+p)sinyi)+g2(e2-~(l-~~~~~))=0, 

63) (xZ + y2 - e2)' 
- A [ ~ 2 ( 1 - ~ ) + y 2 ( 1 + ~ ) - ~ x y z + 2 x g ( l - r l )  - - ~ ~ ~ z +  e 2 ( 1 - ~ ) ] = ~ ;  

ebenso der O r t  d e r  N e b e n s c h e i t e l  ( R = n ) :  
(x" + 9'7' - x" ( 2  + B (1 - p ) )  - yP2(2 gP + B (1 + p) )  

64) - 2 B u ( x 1 ( 1 - p )  siniy + ~ ' ( l + ~ )  m s ~ )  + n 2 ( p s - B ( 1 + p e o s ~ ) ) = ~ ,  

Die Doppelbrennpunkte der Hauptscheitelcurve sind die Hauptscheitel 
des ersten und die Nebenscheitel des zweiten, dagegen die Doppelbrenn- 
punkte der Nebenvcheitelcurve die Hauptscheitel des zweiten und die Neben- 
scheitel des ersten der beiden in 61) angegebenen Kegel~chnit te .~ Vergl. 
die Portsetxung dieser Retrachtungen im 5 6. 

# 5. 01% entsprechender  Tangenten  d e r  Kegelschnitte eines Systemes 1. 
Conjugirte Systeme 1, t'. 

Man kann andererseits auch entsprechende G e r a d  e n g  betrachten und 
fragen: welche Curve wird von ihnen eingehüllt? l m  Anschlusse a n  den 
vorigen Paragraphen darf man (vergl. Taf. 1 Fig. 4 u. 5) ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit das Loth in 1' auf O P  als beliebige Gerade g nehmen, 
demnach das Loth go in Po auf OP,, alç entsprechende Ausgangsgerade. 
Es sci jetzt das Axensystcm des Kcgelschnittes Q Coordinatensystem (x", y") 
(S. S. 6 u. Taf. 1 Fig. 1); dann wird darin die Gleichung von g :  

* Etwas abweichend von der gewohnlichen Definition verntehe ich hier und 
im Polgenden unter Hauptscheiteln allgemein die in der r -  Axe, ev. x-Axe, unter 
Nebenscheiteln die in der i ]  -Axe, ev. y-Axe liegepden Scheitel. 
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66) x " c o s o + y " s i n w ~ v J 1 - ~ w s ~ > - t s i n Q > ~ ~ 0  
oder nach 7) im Coordinatensysteme ( x ,  y): 

67) 
( X - ~ X ) ~ C O S ~ W  - 2 ( X - p ~ ) ( ~ + e ~ ) ~ ~ s w s i n ~ +  (Y+ea)2s inew 

=v"l-AcosO - r s i n o ) .  

Die Differentiation nach der Variablen <p liefert: 

- ( X - @ % ) ( Y -  Q U )  cos20 
68) - [ ( X - p r . ) ( X + @ x ) - ( Y -  p ~ ) i Y + e ~ ) ] c o s w s i n w  

+ ( X + p x ) ( Y + e ~ ) s i r a 2 w = v 2 ( A ~ i n 4 > - r ~ ~ Q > j .  

Durch Multiplication von 67) mit (Y- Q G )  , von 68) mit (X- q x )  und 
Addition ergiebt sich: 

69)  
- [ ( X - p n ) ~ ~ s w  - ( Y + ~ ~ ) s i n w ] . k s i n m  

v 2 [ Y - Q ~ + A [ ( x -  @ ) G + Y % ]  - ~ [ ( X - - @ ) ~ - Y G ] ] ;  
dagogen, wenn man 67) mit (X+ Q X ) ,  68) mit  ( Y +  Q G )  multiplicirt und 
dann subtrahirt : 

[ ( X - B x )  w s m -  ( P + ~ ~ ) s i n w ] . k  cosw 
70)  = ~ ~ ~ ~ + ~ x - A [ ( z + q ) x - y f i ~  - z [ ( x + ~ ) ~ + y x ) j l .  

Die Gleichungen 6Y), 70) sind wiederum homogen und linear in x und O ,  

so dass sich sofort cp eliminiren l a s ~ t .  Wes k betrifft, so ist diese Abktir- 
zung S. 8 erklërt. Bei der Bildung der Gleichung der eingehullten Curve 
fallen die Glieder sechsten Grades weg,  die Glieder viorten Grades werden 

so dass sich der Factor v2k  heraushebon 1Lsst. Dann bleibt die Gleichung 
zweiten Grades Iibrig: 

x " l + A c o s R - ~ s i r a R ) + Z x y ( ~ s i ~ R + z w s R ) + y ~ ( 1 -  AcosR+~sinR)  
-2~~(A+wsQ)-2~~(r+sinR)+$(1+A~0sQ+rsinR)-~~~l-~']=O. 

Also darf man den Satx aufstellen: 
D e r  O r t  e n t s p r e c h e n d e r  G e r a d e n  g d e s  K e g e l s c h n i t t s s y s t e -  

m e s  1 i s t  e i n  K e g e l s c h n i t t .  
Weiter findet man: D i e s e r  K e g e l s c h n i t t  i s t  g i i n z l i c h  u n a b -  

h ë n g i g  v o n  w eine 
Ellipse 

72) 
< r je nachdem p = 1 

Hyperbel 
> 

ist. Verschiebt man das Coordinatensystem, dass O', der Gegenpunkt von O 
im Mittelpunktskreise 8 ,  sein Anfangspunkt wird,  un2 dreht es dann um 
den Winkel 

73) w = v + w ,  
so erhalt man ,  wenn man es jetat (3,. y,) nennt, die Gleichung des Kogel- 
schnittee 7 1 )  in der Porm: 

74) sLa(1 + p)  + yI2(1 - P )  - v8(1 - ,u2) = O, 
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A l l e  d i e v e  v o n  S y s t e m e n  e n t s p r e c h e n d o r  G e r a d e n  g e i n -  
g e h ü l l t e n  K e g e l s c h u i t t e  s i n d  a l s o  e i n a n d e r  a h n l i c h ,  und zwar 

ist dhs Arenverhhltnisa gleich /-- 
- l + r  

Wenn insbesondcre die Geraden g ein System e n  t s p r e c h e n d e r  Tan-  
genten der Kegelschnitte 1 sind, so sol1 der eingehüllte Kegelschnitt &' 
heissen. D i e  B e d i n g u  n g  d a f ü r ,  n%mlich dass go den Kegelschnitt E,, 
berührt, i u t  b e k a n n t l i c h  

75) v" A cos2 w + B sin2 W. 

Alsdann wird im Coordinatensysterne (x,, y,) (S. S. 22 u. Tsf. 1 Fig. 5) 
die Gleichung von Q' mit Rücksicht auf 74): 

Die Axcn von Q' müssen den Mittclpunktskreis R in  zwei Gepenpunk- 
tcn E", F" schneiden, da ja  der Miitelpunkt 0' von Q' auf diesem Kreise 
liegt; E" liege auf dem Halbkreise E'E"E1, also *F" auf EF'F;  so is t  
L E " O ' O = R - ( v + w ) = w - 9  und L0'E"K-LE1'O'O, LEK&''=w 
- L O'E"K, mithin L E K E " =  w - (w - q) = 2~ = Y. Hieraus folgt, 
weil demnach die Punkte E", P" mit E', P' (Taf. 1 Fig. 1 u. 5 )  identisch 
sind : 

D i e  A x e n  a l l e r  (d. h. d e r  d e n  v e r s c h i e d e n e n  W e r t h e n  v o n  w 
e n t s p r e c h e n d e n )  K e g e l s c h n i t t e  9' l a u f e n  d u r c h  d i e  f e s t o n  
P u n k t e  Z', E".* 

Die Gleichung von a' im Coord ina ten~~s tem (x, y) wird nach 71) und 75) : 

x"l+kcosR-t.sir,R) +y2(1-AcosRf s s i n R ) + 2 x y ( ~ s i n R + r c ~ s Q )  
77) -2xe(I .+wsR)-2ye(z+sinR) 

+ P (1 + A cos R + z sin R) - (A cos2 w + B sin") (1 - = 0. 

Insbesondere hat man fur die C u r v e n  d e r  H a u p t -  u n d  N e b e n s c h e i -  
t e l t a n g e n t e n :  

78) 
z2(l+ A) + yB(l-A) + 2 ~ y z  - 2 x E , ( 1 + ~ )  - 2 g e z  + p2(1+A) 

-A(l-r2)=0 (o=O), 

Von der ervten ist F, von der zweiten E der Mittelpunkt. 
Reducirt man die Gleichung 77) auf dasjenige Coordinatensystem (x', y'), 

desben Anfangspunkt K, dessen x-Axe KF' is t ,  das also durch Drehiing 
von (x, y) um den Winkel Y entsteht (vergl. Taf. 1 Fig. 5 und die Fig. auf 
S. 26), so ergiebt sieh: 

* Dies gilt übrigens selbstverstAndlich auch von den Kegelschnitten 74) über- 
haupt, gleichgiltig, ob v die Bedingung 75) erfüllt oder nicht. 
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Die Q u a d r a t e  d e r  H a l b a s e n  haben dabei dia Werthe [J. 75), 76)]: 

Die e x t r e m  e n  Werthe der Halbaxen (der grosste und kleinsta Kegel- 
schnitt Q') ergeben sich durch Differentiation dieses Ausdruckes nach w: 

sin9 = 0; die Mittelpunkte der extremen Kegelschnitte Q' sind also E und F 
(ebenso, wie die Mittelpunkte der extremen Kegelschnitte Q Er und Ff aind). 

Bus allen diesen Thatsechcn wird man schon die Vermuthung gerecht- 
fertigt finden, d a s s  d a s  S y s t e m  1' d e r  K e g e l s c h n i t t e  Q ' e i n  e b e n -  
s o l c h e s  S y s t e m  s e i n  mage, w i e  1 s e l b s t .  Dieve Vermuthung wird 
sich bestatigen. Wir  fragen zunachst: W e l c h e  C u r v e  w i r d  v o n  dem 
S y s t e m e  1' e i n g e h ü l l t ?  

Die Differentiation von 77) nach o giebt: 

82) 
x2(k s i n R  + t cosR)  - y2(k s i n 9  + z cosR)  - 2xy(A cos9  - z simR) 

A - B  -2xQsi lzR+2yQcosR+P(AsinR-ccosR)-  --(1- p2)sinR=0. 
2 

D. h. (wie im Systeme 1): D i e  B e r u h r u n g s p u n k t e  j e  z w e i e r  p a r a l -  
l e l a x j g e r  K e g e l v c h n i t t e  Q' w e r d e n  v o n  e i n e r  g l e i c h s e i t i g e n  
H y p e r b e l  Ç j ' a u s g e s c h n i t t e n ,  d e r e n  A s y m p t o t e n  d e n  A x e n  j e n e r  
p a r a l l e l  s i n d ;  a l l e  d i e s e  H y p e r b e l n  b i l d e n  e i n  Büschel, u. S. W. 

Urn nun ails 77) und 82j cu auszustossen, multiplicircn wir zum Ersten 
77) mit x cos w + y sin ru, 82) mit x s in  w - y cos w, und addiren ; zum Zweiten 
aber 77) mit x sin w - y coso,  82) mit x coso + y  sin w, und subtrahiren. 
Auf diese Weise gehen zwei neue, in cosw und sina, lineare homogene 
Gleichungen hervor : 

Die Beseitignng von o aus beiden Gleichungen liefert uach Weglassung 

des gemeinsamen Factors (9 + y2)  ( 1  - pe) g e n w  die G l e i c h q  20 b). d l s ~  
folgt der Sata : 
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Das Kegelschnittssystem 1' hüil t  dieselbe bicirculare Cnrve vier ter  

Ordnnng & e in ,  wie  das System E.* 
Es sollen zuniichst erst die Grundpunkte des Büschels der die Berüh- 

rungspunkte ausschneidenden Hyperbeln Q' 82) ermittelt werden. 
Mit Hilfe des Winkels 'If lasst sich G1. 82) schreiben: 

P (s2-y2 ,s in jR+Vlj -Z~ycos(R+' t ' )  - 2 x Q s i n ~ + 2 ~  - cosR 
P P 

1 - ,p2 
+Psin(R-Y) - (A-B) --- sin R = 0. 

2 p  
Wir gehen jetzt xum Coordiriatensysteme (s', y') über, iudem wir das 

Systern X ,  y um den Winkel 't' drehen: 
e 

( x I 2  - y'2) sin. (R  - Y) - 2  cos (R - 't') - 2 x' - sin (R - Y) 
1L 

Den Mittelpunkt dieses Büschels nennen wir G' (ebenso wie G der blittel- 
punkt des Hyperbelbüschels $j ist);  seine Coordinaten sind 

e er liegt auf der Geraden KF'  um KG'=  - von B entfernt. E s  sei (&', rl') 
P 

ein neues Coordinatensystem: sein Anfang sei G', seine 5'-Axe falle mit der 
s'-Axe zusammen, seine 11'-Axe sei der y'-Axe parallel. I n  diesem Systeme 
wird die Gleichung von 8': 

('" - sin. ( R  - Y') - 2 6' COS (R - 't') 
84) 1dp2 '-'"sin9 = 0. - P - & ( R - Y )  - (A-B) -- 

I L ~  2 P 
n: 

Insbesondere ftir R = 't' + - und R = Y, also für die beiden Hyperbeln Q', 
2 

welche die Berührungspunkte der m m  System 1' gehorenden Kegelschnitte 

E,,, Fo bex. E', Pr  ausschneiden: l-$[p+,y] . , l-r' A - B  85) &'2 - 11'2 =z - 9 . g ~ = - ~ .  
-- pz 4 -  

Vergl. hierzu einen gewissen, in meiner Arbeit über die Kreisfusspunktcur- 
ven mit (U) bezeichneten Satz, au8 dem der obige Satz sofort hervorgeht. Ich darf 
nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, dass, wie Herr Prof. B ur  m es t e r  mir mitzu- 
theilen die Güte hatte, viele der in jener Arbeit aufgestellten Satze in naher Beziehung 
zu den kinematischen Untersuchungen stehen, die der Genannte bereits früher ver- 
offentlicht hat. Da ich unmoglich hier nlher darauf eingehen kann, so muss ich auf 
sein Lehrbuch der Kinematik und auf die Bufsiitze in der Zcitschrift f. Mathem. 
u. Phye., Bd. 19 S. 154 flg., S. 465 flg.; Bd. 20 S. 581 flg. verwcisen. Insbcsondere 
der allgemeine Satz über die Fuuspunktciirven in mciner Arbeit findet sich, wenn 
auch in anderer Form, vollstandig in diesen Unterauchungcn. Unter dem Gesichts- 
punkte der  letztcren erscheint auch die vorliegeude Abhaiidlung als ein Beitrag 
zur K i n e m a t i k  a h n l i c h - v e r a n d e r l i c h e r  Systerne. Doch habeich die a n a -  
ly t i  s c he Betrachtungsweiae ala die tirsprüngliche beibehalten. 
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Bus diesen Gleichungeli ergeben sich die ;ier Grundpunkte des Hyperbel- 
btischels 8' mit Beibehaltung der Abkürzung 5 [vergl. 2 5 ) ] :  

ten Curve Q folgende 

F ü r  jeden Index ist also nach 27) und 86) 

Dabei ist  in  86) das Vorzeichen von 17' so zu 
wahlen (zufolge 85), des8 &'ri' das Vorzeichen 
von ( u  - 1) s ( A  - B )  erhslt. - Diese vier 
Grundpunkte 86) nennen wir H', JI,  Hl1, J I 1 .  

I m  Coordinatensystem (x', 9,) (S. 2.2 und 
Taf. 1 Fig. 5) ist die Gleichung der eingehüll- 

a ) ]  :* 

Diese Gleichung spielt also** für das Kegelschnittssysteni t' dieselbe Kolle 
wie die Gleichung 20a )  für E; und man kann, indem man jetzt die den 
Grossen A ,  B ,  Q ,  A ,  z, entsprechenden Grossen im Systeme 1' mit  A', B', 

A', z' bezeichnet und A ' ~ + T ' ~ =  ie setzt, G1. 88 )  analog 2Oa) zu schrei- 
ben versuchen : 

(x'2 + Y'2  - g'2)2 

- %'"(A'+ B') - (A'- B') A'] - [(A'+ B') + (A'- B') A'] + 2 %$'(A'- B') t' 
+ 2 g' [ (Af+ Br)  if- (Ar- B.)] x' + 2 Q' (Ap+ B.) z'y' 

+ A' B' (1 - /A'') - g" [(Af+ B')  - (Ar- Br) k'] = 0. 

Durch Vergleichung mit 8 8 )  erhalt man zunachst @'= p, wie j a  nach 
dem Bisherigen klar iet , da,  wie gozeigt wurdo , das System 1' gena'u den - 
s e l b e n  h l i t t e l p u n k t s k r e i s  ha t ,  wie das System 1. 

* Für den Uebergang hat man x = z'cosW - y'sinW, y = x'siniy + y'cos~ oder 

**'811erdings abgesehen von der Richtung der Coordinatenaxen. 
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A'B'(1-p") = A B ( ~ - P ' ) .  

Die ersten vier dieser Gleichungen wflrden zur Bestimmung von A', B', A', t' 

ausreichen; sobitld sich aber zeigt, dass dann die tibrigcn zwei Gleichungen 
e b e n f a l l s  mit erfüllt sind, so ist  bewiesen, dass die Systeme t und t' 
g l e i  c h s r  t i g sind. Aus der zweiten und dritten Bedingung folgt : 

aus des ersten 

91 b) 

also nach Y 1 a) 

91 c) 

und vierten : 
, A - B  t 
t s --- A+B'F'  
, A - B  A A =- -.-. 

A + B  P 

Hiernach geben die erste und zweite Gleichung 90): 
91 d) A '+B '=A+B,  A'-J'=-(A+B)p, 

woraus man zieht: 

91 e) A + B  A'= - A+ B 
(1-p l ,  B ' = T ( l + ~ ) .  

Sofort erkennt man, dass die ftînfte und sechste Gleichung 90) iden- 
tisch dureh 91 b ,  c ,  e) erftillt werden. Da nun die Systeme 1' und 1 ge- 
wissermassen als gleichwerthig erscheinen, so liegt es nahe, xu vermuthen, 
d a s s  u m g e k e h r t  d a s  S y s t e m  t d e m  S y s t e m e  1' i n  d e r s e l b e n  
Weise  e n t s p r e c h e n  m o g e ,  w i e  d a s  S y s t e m  1' d e m  S y s t e m e  1, 
dass also analog 89) die Gleichungen bestehen: 

A+B=A'+B', (A-B)A=(A'-B')An, (A-B)r=-(A'-B');, 
A' 

92) (A+B)T=(A' -0 ' ) ;~  (A+B)A-(A-B)=(A'+Br)p'-(A'-Be)-,, 
P P 
A B ( l - ~ ~ = A ' B ' ( l - p ' z ) .  

Die erste, zweite, dritte und sechste dieser Gleichungen Sind mit den 
entsprechenden Gleichungen 90) geradezu identisch; die vierte und fünfte 
aber werden tbatsachlich durch die Werthe 91 b ,  c l  e) erftillt, wenn man 

B-A 
- 

B + A  
setzt.* Denn aus der Definition = A'B + rra folgt auf Grund von 9 1  b , c) 

nur = (- B)q und fur das Vorzeichen von p' geben die Bcdiogungrn 
A + B  

* Bus diesen Formeln weist man nach: die Kegelschnitte aus den Doppel- 
brennpunkten der Curven TT', die von entsprechouden Punkten der Kegelachnitte E' 
erfüllt werden, sind mit den entsprechenden zwei Kegelsohnitten de8 Systemes I: 
[61)] coni 'ocal ,  vergl. S. 19, 20. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



90) gar  keinen Anhalt. Dass sich für  p' nieht ebenso, wie p den a b s o -  

1 u t  e n  Werth von f,12+ 2 bedeutete, auch der absolute Werth von /A'" +'. 
ergiebt, liegt an der Wahl des Coordinatensystemes; denn hiitten wir auch 
noch diese Uebereinstimmung herbeiführen wollen, so hatten wir bei 13e- 
stimmung der positiven Richtung von 5- und y'-Axe unterscheiden müssen, 
ob E oder F der Mittelpunkt des grossten Kegelschnittes Z' ist [ebenso 
wie im Coordinatensystem (x, y) feststeht, dass s t e t s  E' der Mittelpunkt 
des g r o s  s t e n ,  und F' der des k l e i n s t c n  Kcgelschnittcs 1 ist,  S. S. 71.; 

Ci 

dies ist aber nieht geschehen, denn wenn kB > O i s t ,  ist F, wenn aber 
A - B  

A + B  

A + B  
---<O i s t ,  ;E: der Mittelpunkt des grossten Kegelschnittes E'. - Da 

d i e  Umkehrungen von 90) richtig sind , so werden nattîrlich auch die Gleich- 
ungen 91), insbesondere 9 1 b ,  c l  e) sich umkehren lassen: 

A'- B' z' A'- B' A.' 
z=-- . -  A.=-- 

941 
A'+ B' p' , A'+ B' ' r- , 
A'+ B' A=- A'+ B' 

2 (1- pf) , B = 7 (1 + p')- 2 

Die Reciprocitat der Systemeœl und 1' ist a180 vollstandig bewiesen. 
Aus 91a)  würde für  den dem Winkel 't' entsprechenden Winkel Y'  folgen: 
\Y = - '4" bez. Y =  n - Y', wie ja schon aus den Erorterungen S. 23 her- 
vorging. 

Entsprechend den Siitzen S. 22, 23 wird man also umgekehrt sagen 
dürfen: 

J e d e s  S y s t e m  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  d e r  K e g e l s ~ h n i t ~ t e  
1' h ü l l t  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  d e s  S y s t e m e s  1 e i n .  

Natürlich muss nuu auch der Satz für das System 1' gelten, dass 
a l l e  K r e i s v i e r e c k e ,  i n  w e l c h e n  s i c h  j e  z w e i  p a r a l l e l a x i g e  K e g e l -  
s c h n i t t e  s c h n e i d e n ,  e i n e m  u n d  d e m s e l b e u  K r e i s e  e i n g e s c h r i e -  
b e n  s i n d ,  dem , , S c h n i t t p u n k t s k r e i s e u  d e s  S y s t e m e s  1'; und dass 
d e r  M i t t e l p u n k t  M' d i e s e s  K r e i s e v  u n d  d e r  P u n k t  G' z u s a m m e n  
m i t  E', F' h a r m o n i s c h e  P u n k  t e  sind (vergl. S. 12). Dies l a d  sich 
lcicht auch geradeswegs mit Hilfe der Glcichung 77) bestiitigen. Im Co- 
ordinatensysteme (x', y') werden die C o  o r  d i n a  t e n  d e s  P u n k  t e s  Z' sein : 

95) ZJ'=O, a== &3u. 

Der Radius s' des Schnittpunktskreises wird [wie man z. B. dadurch 
findet, dass man in die nach Massgabe von 51) gebildete Formel 

-- - p.- 

2 A' B' i= J,/(m (A1+ Br- 2 P')I die Werthe 91 e) einsetzt] 

Die Gerade E'F'G'K M' ist ale A x e  von  t' zu bezeicbnen 
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Zwei solche vollstiindig zu einander geciproke Kegelschnittssysteme E ,  
E'nenne ich fernerhin kurzweg , , c o n j u g i r t e  K e g e l s c h n i t t s s y s t e m e u .  
Ihre IIaupteigenschaften sind also : 

J e d e s  S y s t e m  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n ,  d e r  K e g e l s c h n i t t e  
des e i n e n  S y s t e m e s  h ü l l t  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  d e s  a n d e r n  S y s t e -  
mes e in .  B e i d e  S y s t e m e  h a b e n  d e n  M i t t c l p u n k t s k r e i s  g e m e i n .  
Die z w e i  P u n k t e p a a r e  d i e s e s  K r e i s e s ,  d u r c h  w e l c h e  d i e  A x e n  
a l l e r  K e g e l s c h n i t t e  d e r  S y s t e m e  l a u f e n ,  s i n d  z u g l e i c h  d i e  M i t -  
t e l p u n k t e  d e r  g r o s s t e n  u n d  k l e i n s t e n  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  i n  d e n  
S y s t e n i e n  e n t h a l t e n  s i n d ,  u n d  l i e g e n  e b e n s o  w i e  d i e  A x e n  d e r  
b ei d e n  S y s t e m e (die ja mit den Verbindungslinien jener Punkte ziisam- 
menfallen) s y m m e t r i s c h  z u  d e n  D o p p e l b r e n n p u n k t e n  d e r j e n i g e n  
C u r v e  a, d i e  v o n  d e m  e i n e n ,  w i e  v o n  d o m  a n d e r n  K e g e l s c h n i t t s -  
s y s t e m e  e i n g e h ü l l t  w i r d  (vergl. S. l5).* 

Als selbstverstBndlich kann auf Grund der bisherigen Untersuchungen 
hinougefügt werden : 

E s  i s t  u n m o g l i c h ,  d a s s  v o n  z w e i  c o n j u g i r t e n  S y s t e m e n  E 
und 1' d a s  e i n e  r e e l l ,  d a s  a n d e r e  i m a g i n a r  m a r e ,  fa119 6 reell 
ist. E n t w e d e r  S i n d  s j e  b e i d e  r e e l l ,  o d e r  b e i d e  i m a g i n a r .  

Die Mittelpunkte der bciden z e r f u 11 e n d  e n  Kegclschnitte des Systemes 
1' mogen L', N' heissen (vergl. S. 17). Sie liegen symmetrisch zu der 
Geraden EE', ebenvo wie L ,  N symmetrisch zu Z'P'. F ü r  sie ist nach 81) 

tgr=J/gl oder cos*=- +* oder, wenn wir diesen Winkel R mit 
B - A  

H ' 
H' bezeicbnen: tg - = //A ; und fur die Winkel,  welche van den eu- 

2 
gehorigen D o p p e l  t a n g e n  t e n mit den Axen E'L' bez. E'N' gebildet 

werden, hat  man [vergl. 76)] lgl'= - 3 mithin fiir ihre Winkel JLJ 

J-1 (; - E) = (21 (vergl. die 1. Anmer- Systeme 1 tg - - 2 -  p + 1 3 t g  
n: , H 

kung S. 17). Hieraus folgt aber nun (vergl. Taf. 1 Fig. 6 ) :  - = - - 
. .* 2 - 2 ' 

n - H' ---. -- - 
2 - 2  

Hieraus wieder ergiebt sich der wichtige Satz: dass die Dop- 

peltangenten von N' ebensowohl wie von L' dLrch L bez. N gehen, und 
umgekehrt die Doppeltangenten sowohl des Kegelschnittes L,  als des Kegel- 
schnittes N durch L' bez. N'.  D. h.: 

D i e  v i e r  D o p p e l t a n g e n t e n  d e s  S y s t e m e s  Z s i n d  dieselben, 
w e l c h e  i m  c o n j u g i r t e n  S y s t e m e  1' v o r k o m m e n .  D i e j e n i g e n  v i e r  

* Ueber das zu t, Taf. 1 Fig. Za ,  conjugirte Sgstem t' vergl. Fig. 2b.  
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v o n  i h r e n  ~ e c h s  S c h n i t t p u n k t e n ,  w e l c h e  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  
v i e r  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  s i n d ,  b i l d e n  e i n  Kreisviereck, 
d a s  d e m  M i t t e l p u n k t s k r e i s e  d e r  S y s t e m e  1, 1' e i n g e s c h r i e -  
b e n  ist." 

Auch erkennt man nun ,  i n  welchem Zusammenhange die Punkte G, G' 

mit 6, N, L', N' stehen : denn es ist COS HP= - A+B 1 folglich die Pro- 
A-B 

A ' 
7 gleich h nach 23). jection von EL' oder KN' auf EF gleich - p - - -  

A-B  
Ebenso wird umgekehrt das Loth in G' auf E'F' durch L und N gehen. 
Also : 

D e r  M i t t e l p u n k t  G' d e s  H y p e r b e l b ü s c h e l s  Q', d a s  d i e  B e -  
r t i h r n n g s p u n k t e  i m  S y s t e m e  If a u s s c h n e i d e t ,  i s t  d i e  M i t t e  
z w i s c h e n  d e n  M i t t e l p u n k t e n  d e r  d e m  S y s t e m e  1 a n g e h o r i g e n  
z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e ;  u n d  u m g e k e h r t ,  d e r  M i t t e l p u n k t  
G d e s  z i i  1 g e h o r i g e n  H y p e r b e l b ü s c h e l s  Q i s t  d i e  Y i t t e  d e r  
L i n i e ,  w e l c h e  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  i m  S y s t e m e  I ' v o r k o m m e n -  
d e n  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  v e r b i n d e t  (s.Taf. 1 Fig. 6). 

Da die Bestandtheile eines zerfallenden Kegelschnittes zugleich seine 
A s  y m p t O t e n sind , die Axen aller Kegelschnitte des Systemes 1 durch die 
Punkte E, F gehen, iiberdies alle Kegelschnitte einander ahnlich sind, so 
ha t  man weiterhin den Satz: 

D i e  A s y m p t o t e n  a l l e r  K e g e l s c h n i t t e  t g e h e n  d u r c h  d i e  
M i t t e l p u n k t e  d e r  d e m  S y s t e m e  1' a n g e h o r e n d e n  z e r f a l l e n d e n  
K e g e l s c h n i t t e ,  u n d  u m g e k e h r t .  

Dies ist  fibrigens ein Specialfall des Reciprocitatsgesetzes S. 29. 
I m  Systeme 1' erhiilt man die beiden anderen zerfallenden Kegel- 

schnitte (deren Mittelpunkte die Kreispunkte im Unendlichen sind), indem 
sin R 

- + i  man i n  der Gleichung von Q' [TT)] sinR =m, COSR = m, - - COSR - 
(é = JZ) setzt [S. 33)] : 

97) 
x"I.+ri) t 2 z y ( L + s i ) i -  y 2 ( A + r i ) - 2 z p + 2 y e i  

+ P(I . l f i t i ) -  (1-,u2)M=0 
oder 

98) 

Man sieht, dass die hierdiirch dargestellten vier Geraden von den entspre- 
chenden im Systeme I [50)] verschioden sind. Es giebt aber im Ganzen 
von jedem Doppelpunkte aus nur vier Tangenten a n  die Curve O. Hier- 
aus  folgt: 

W i i h r e n d  d i e  G e r a d e n  d e r j e n i g e n  z e r f a l l e n d e n  K e g e l -  
s c h n i t t e  d e s  S y s t e m e s  1', d i e  a u s  w i r k l i c h e n  D o p p e l t a n g e n -  

* In Ta€. 1 Fig. 2 a  und 2 b sind die Doppeltangenten imaginar. 
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ton b e s t e h e n ,  m i t  d e n e n  v o n  II v e r w e c h s e l t  z u s a m m e n f a l l e n ,  
s ind  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  z e r f a l l e n d e n  R e g e l s c h n i t t e  v o n  1, 
n a m l i c h  d i e j e n i g e n ,  d i e  v o n  T a n g e n t e n  a u s  d e n  D o p p e l p u n k -  
ten a n  d i e  C u r v e  g e b i l d e t  w e r d e n ,  v o n  d e n c n  d e s  S y s t c m c s  t 
v e r s c h i e d e n ,  u n d  z w a r  s o ,  d a s s  d i e  b e i d e n  c o n j u g i r t e n  S y s t e m e  
1, 1' z u s a m m e n  a l l e  a c h t  d e r a r t i g e n  T a n g e n t e n  e n t h a l t e n .  

Weiter erkennt man,  dass die zerfallenden Kegelschnitte L', NP 'e ines  

reellen Systemes 1' nur dann reell sind, wenn abs. B +  A  1 - 1 < 1 iat. Dnzu 
B - A  

ist nothig, dasv A  und B entgegengesetztes ~ o r z e i c h e n  haben (AB<()), 
oder mit anderen Worten,  dass das System 1 aus H y p e r b e l n  besteht. 
Besteht dieses Systern aber  aus Ellipsen (AB > O), so ist  nothwendig 

B + A  
S .  1 - 1 > 1, und alro Sind L' und N p  imaginir. Umgekehrt: Das 

B - A  
Systern 1' besteht aus Ellipsen oder Hyperbeln, je nachdem p < 1 oder 
p> 1 ist [vergl. 91 e)] ; und die zcrfallenden Kegclschnitte L ,  N des Syste- 
mes 1 sind reell im zweiten Falle (wenn p > 1 ist), imaginlr irn ersten 

( p < l ) .  F ü r  reelle conjugirte Systeme X ,  1' hat  man also folgende Ta- 
bellen, wenn man durch ein fi oder E andeutet, dass ein System aus 
Hyperbeln bez. Ellipsen besteht, und durch ein r oder i, dass seine zer- 

Hieraus erkenut man ,  d a s s  b e i  reel len c o n j u g i r t e n  S y s t e m e n  1, 1' 
n u r  f o l g e n d e  d r e i  M o g l i c h k e i t e n  b l e i b e n :  E n t w e d e r  beide b e -  
s t e h e n  a i l s  El l ipsen m i t  imagintiren x t i r f s l l e n d e n  K e g e l s c h n i t e n ,  
o d e r  beide a u 8  Hyperbeln m i t  reellen z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e n ;  
o d e r  e n d l i c h  d a s  e i n e  a u s  Ellipsen m i t  reellen, d a s  a n d e r e  a u s  
Hyperbeln m i t  imaginaren z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e n  (dagegen 
sind die Combinationen Z r ,  E r ;  E r ,  Ei; Er, Hr; Ei, H r ;  Ei, H i ;  
H r ,  X i ;  Hi, Hi ausgeschlossen). 

Reachtenswerth i u t  ferner, d a s s  e s  a u c h  Fiille g i e b t ,  w o  d i e  
b e i d e n  c o n j u g i r t e n  S y s t e m e  1, t' znsammenfallen, o d c r  a l s o  daa 
System 1 sich selbst conjngir t  ist. Um dies zu beweisen, greifen wir auf 
die Kegelechnit,tsgleichungen Q und Q' selbst, namlich 18) und 77) zuriick. 
Damit für einen beliebigen Werth von R der Kegelschnit,t 77) in dem 
Systeme X [18)] enthalten is t ,  miissen, wenn mit N ein unbekannter Factor 
bezeichnet wird, gleichaeitig folgende sechs Glcichungen für  die sieben Grossen 
0, N, A ,  B, P, A ,  z ( k 2 + t 2 = r Z )  erfüllt sein, und zwar u n a b h a n g i g  
von R :  

fallenden Kegelschnitte reell oder imaginar sind: 

i I E I H  1 1  E 
- -  --- .- 

A B > O  A B < O  
9) 1: , > l  , > i  -- 1': 

A B > O  A B < O  i 

-- 

P < l  
A B < O  -- 

~ < l  
A B > O  
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A S B  A - B  
N ( ~ + I w s R  - z s i n R ) =  ----- 2 2 COS O, 

A - B  . 
N ( l s i n R + t . c o s R )  =-- 2 srn O, 

N(1L  ~ c o s R +  z s i n R )  = 
A + B  A - B  

2 + ,msO, 

N (A + cosR) - - - .-~ 2 ~- + - T ~ ~ ~ @ ,  
A - B  A + B  

N (z  + sin R) - -- A +  B ç i n ~ ,  
2 

Addirt man die erste und dritte dieser Gleichungen, so erhiilt man 

A + B  N=-. 
2 

Alsdann giebt die Division der ersten und zweiten, nachdern man in der 

A + B  ersten beiderseits den Sunimanden - - weggelsssen hat: 
2 

fg(Q+U') = t g O ,  

A-B . 
und die fllnfte, nachdem man sie mit kB rnultiplicirt und rechts - 

A + B  2 
szn 0 

nach Massgabe der zweiten durch - A +  - (1 sin R + z cos C2) ersetzt hat, 
2 

A-B 
wodurch Sie in die Gleichung (z + sinR) + - A + B ( ~ s i n ~ + z m s ~ ) = ~  

2 
übergeht : 

A-B = = O ,  A=----. 
A +  B '  

denn diese Gleichung sol1 j a ,  wie die tibrigen aiich, uach Voraussetziing für 
j o d e n  Wcrth von 9 erfüllt sein. Wegcn r = O wird aber nun 't' = 0 oder 
= n, je nachdem A positiv oder negativ ist ,  folglich 

O = R  bez. O = R + n .  

Die erste, zweite und dritte Gleichung 100) liefern aber nun tibereinstim- 
mend 

O = R ,  

so dass die Gleichung O = R + rr ausgeschlossen ist. Auch die vierte (ebenso 
wie die fünfte) der Gleichungen 100) stimmt mit  den soeben abgeleiteten 
~ le ichnngen  , n k d i c h  

A - B  101) =A---- A + B ,  ' = O  (ct=abs. O = R  , 

vollstàndig überein. Die sechste aber wird zufolge dieser Bedingungen: 
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A + B  A - B  
P ( ~ L + ~ )  + ( L - l c o s ~ )  [ A B  - ( A q r ( l - k 2 ) ]  = O  

oder 
A - B  A + B  A - B  l + T ) [ ~ + ( l - ~ c o s ~ ) ( g r - l ) ] = O ,  L 

ist also ebenfalls erfüllt ,  weil der eretc Factor nach 101) verçchwindut. 
Hiermit ist  die Behauptung erwieuen. D i e  e i n g e h ü l l t e  C u r v  e i s  t 
j e d o c h  (wegen z = O )  s y m m e t r i s c h  z u r  x - A x e  [vergl. 2O)]. Bei einer 
unsymmetrischen bicircularen Curve 
ein System t vorkommen, das sich 

Für ein solches System findet 

vierter Ordnung kann dagegen niemals 
selbst conjugirt wiire. 
man weiter nach 23), 27), 8 3 ) ,  86): 

A + B  fùr G kt h = - p -- r dagegen sind die Coordinaten von G' y'= 0, 
A - B  

x'= . ah. --- - A +  1st  nun 1 > O (also Y =  O ,  so dars F mit B I ,  E mit  
A - B  

R' zusammenfallt) , so ist auch h > 0: h'= Q  . abs 

(Y'= z, so dasv F' und 3, Id' und F ausammcnfallen), so ist h <O, aber 
die z'-Axe fàllt in  die n e g a t i v e  x-Axe. I n  jedem Falle a l s o  w e r d e n  
d e r  P u n k t  G' m i t  G u n d  i i a c h  102) a l s o  a u c h  d i e  v i e r  P u n k t e  
H', J', H',, J ' ,  m i t  H, J, BI, JI z u s a m m e n f a l l e n .  Die Coordinaten 
von G und M (das dann natürlich mit M'  identisch ist) werden 

A+B 103) G :  y = O ,  x = - Q - - -  
A - B  

M: y = O ,  x = - Q - - - -  
A - B '  A + B  

Aus der Gleichung der eingehüllten Curve 20) erkennt man dann 
weiter, d a s s  s i e  i n  z w e i  K r e i s e  a e r f a l l t  und zwei von den Punkten 

II, J, BI, .Tl die Schnittpunkte dieser Kreise Sind.' Dieser merkwtirdige 
Fall wird spater ausführlich behandclt wcrdcn (S. Beispiel 4). Jedeufalls 
bat man den Satz: 

Man findet aus 20b) [vergl. 101)] ale Gleichung des obengenannten Kreis- 
paares: 

2 A B  [ x 2 + 2 - ( A  B ) ~ ~ x - ~ - + ~ - Q V ~ ~ + B ) I -  P 1 
Ueberdies kann wieder der eiue Kreis zerfallen, namlich in eine im Endlichen 

liepeude und die unendlich frrnc üerade (8 .  IV. Absclin. 5 3). 

Zeitschr. f. Xeth. u. L'hysik, XXXY. Jahrg. Suppl. 3 
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E i n e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  von  e i n e m  
S y s t e r n e  1, d a s  sich selbst conjugirt i s t ,  e i n g e h ü l l t  w i r d ,  b c s t e h t  
n o t h w e n d i g  a n s  z w e i  K r e i s e n . "  

Ueber dic Systeme 1 ,  1' lasst sich weiter der folgende Satz ableiten: 
D i e  G r z c n d p u d f e  27), 86) der Biischei gleicl~seitiger Hyperbeln 0, Q', 

die ilz d e n  Systemega I: und t' die Bcr i ihrungspunkle  d e r  Kegelschnittspaare 
Q O,, 1)' Q', bes t immen,  s ind  B r  e n n p  u n k  t e der eingeiliillten Curue 6. 

Und zwar lehrt eine einfache Rechnung (vergl. auch S. 3 i ) ,  dass die 
Punkte H, J, H f ,  J' auf einem Kreise (Brennpunktskreis) liegen, ebenso 

H l ,  Ji, H'l ,  Jf1. 

Der Beweis dieses Satzes für das System t folgt eigentlich schon aus 
einigen Remerkungen in $5 1 und 3 (vergl. den Schluss des $ 1). Da 
namlich die Geraden, aus denen diejenigen zerfallenden Kegelschnitte be- 
stehen , deren Mittelpunkte die Doppelpunkte der Curve Q sind , T a  n g e n  - 
t c n  a n  6 v o n  d e n  D o p p e l p u n k t e n  a u s  sind, so sind ihre g c g c n -  
s e i t i g e n  v i e r  S c h n i t t p u n k t e ,  durch die jede Hyperbel 8 hindurchgehen 
a i r d ,  eben B r e n n p u n k t e  von 6.  Dass jede Hyperbel Q wirklicti durch 
diese vier Brennpunkte hindurchlauft , lehrt ,  abgesehen vou der Betrachtung 
am Schliisse des 6 1 ,  eine einfache Rechnung. Denn nach 49) sind diese 
vier Brennpunkte durch die folgenden Gleichungen bestimmt (die man diirch 
Trcunung des Reellcn vom Imaginaren erhalt): 

oder 
P 

A B  
A - B  

Diese Gleichungen stellen aber gerade diejenigen beiden gleichseitigen Hyper- 
beln dar, als deren Schnittpunkte S. 10 [vergl. 22), 23), 26)] die Gruiid- 
punkte 27) des Hyperbelblischels 0 berechnet wurden. Man kann also den 
obigen Satz wie folgt aussprechen: 

J e d e r  d e r  b e i d e n  D o p p e l p u n k t e  i s t  N i t t e l p u n k t  e i n e s  oer -  
f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e s  i m  S y s t e m e  1; u n d  z w a r  b e s t e h e r i  
d i e s e  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e  a u s  d e n j e n i g e n  b e i d e n  l 1 a n g e n t e n -  
p a a r e n  v o n  d e n  D o p p e l p u n k t e n ,  d e r e n  S c l i n i t t p n n k t e  d i e  G r u n d -  
p u n k t e  d e s  z u  1 g e h o r e n d e n  H y p e r b e l b ü s c h e l s  Q s i n d .  A e h n -  
l i e h e s  g i l t  v o m  S y s t e m e  1'. 

* Hierliei ist va111 Falk A = B - P =co, wobei die Curve i n  einen Kegelschnitt 
und die doppelt gexLlilte unendlich ferne Geradc ze r f i l l t ,  abgeuehen. 
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Es ist nun nicht schwer, von dem Systempaare X I  1' au8 den Ueber- 
gang zu den tibrigen fiinf Systempaaren zu machen, da  sie genau dieselben 
Eigenschaften haben müssen, wie das Systempaar E, X', und dieselbe Curve 
(5. erzeugcn (S. S. l a ) ,  wie dieseu. 

Der Brennpunktskreis HJH'J' m6ge 23, El J, H',  J', aber ml licissen. 
Feroer mogen die Antipunkte von H, 8'; J, J'; H, J ' ;  H: J bez. H2 , J2; 
H',, JI,; H,, J , ;  H',, J', heissen. Dann werden offenbar II, J, II', J',  
Hl, J,, H',, ..., J', die 16 Brennpunkte von & sein, und sowobl U,.I,H',J', 
als H3J3H'3 JI, ein Kreisviereek bilden. Die hierdurch bestimmten übrigen 
zwei Brennpunktskreise sollen B,, 23, genannt werden; die Mittelpunkte der 
Brennpunktskreise B ,  BI,  23,, 23, aber !Dl, Tl,, , S)i',, 2n3 heissen. Diese 
Punkte kannen auch so bestirnmt werden: !DI als Schnittpunkt von Hl J, 
mit U', J ' , ,  oder von H,J2 mit LI', J', u. S. f.; ?JIl als Schnitt von EIJ 
mit H'J'; 'ZR,, !Dl3 als Schnittpunkte von I T I f ' m i t  J J '  bez. von H J '  mit 
H'J .  

Ebenso , wie die conjugirten Systeme X , 1' zu den Brennpunktskreisen 
B, 23, in  Beziehung stehen, wird ein anderea Paar  1, , 1', su 23, B,, ein 
drittes E,, I', zu 23, g,, ein v i d e s ,  fünftes, sechstes zu BI ,  B,, bez. 
B l ,  Y$, bez. B,, B, in d e  r s e l  b e  n Beziehung stehen. 

Uekanntlich sind die Mittelpunkte m l  !Ut,, ER,, W, der Hrennpunkts- 
kreise mit den Mittelpunkten der vier Doppeltaugentenpaare vou Q iden- 
tisch, wie sich auch leicht aus den abgeleiteten Formeln und mehreren im 
Folgenden auseinandergesetzt,en Beziehungen ergiebt (ahrigens ist die Curve 
& mit Beziehung auf jeden Brennpunktskreis zu sieh selbst invers)." So 
fallen x. B. diejenigen beiden Schnittpunkte der vier im Systempaare II' 
vorkommenden Doppeltangenten, die nicht auf dessen Nittelpunktskreis 
liegen und die spaterhin ( 5  6 )  auch mit L,, N, bezeichnet sind, mit den 
Punkten !DI,, !Dl3 zusammen. 

Was insbesondere die drei Systempaare t t', X, t ', , X4 2', betrifft, 
so laast sich folgende Tabelle fiir sie aufstellen: 

IIinter dem Zeichen eines jeden Systemes sind die vier Urennpunkte an- 
gegeben, die die Grundpuukte des ziigeh6rigen Hyperbelbtischeh sind; und 
zwar gehoren die ersten heiden Brennpunkte jedesmal zum erst,en, die letzten 
zwei zum zweiten der davor angegebeuen Brennpunktskreise. Ebenso ent- 
sprechen den Combinationen 23, , 23,; B,, B,; %,, 9, die drei Systempaare 
Ia, Zr3; E4, Zr4; Es, Et5. Uei deu Beispieleri, die im sweiten Abschnitte 
niiher behandelt sind, beschrauke ich mich auf die drei ersten Systempaare, 

8 ,  2 3  1: H ,  J Hl , J I  

104) 23, B2 1,: Hl H'; II2 ,  J2 

23, XE3 1 X2: a', J'; H,, J3 

* Vergl. z. U. E. Czu b e r ,  Zeitschift f. Mathem. u. Phgsik, Bd. 33 S. 257 flg., 
oder S a l  rn o n -  F i  ed  l e r ,  Analyt. Geom. d. hoh. eb. Curven, S. 33L ('2. Aufl.). 

:3 * 

1': H l  J '  H l  J 
Zr,: J ,  J'; H f 2 ,  JS2  

If2: H', J ;  HP3, J P 3  

1. 
II. 
III. 
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weil im Allgemeinen die drei letzten imagink  sind, wenn jene reell sind. h'ur 
im Falle des Kreispaares (Abschn. I I  5 5 und Absohn. I V  5 3) sind alle seühs Paare 
berücksichtigt, von denen dann allerdings vier paarweise z~isammenfallen. 

Von jedem eiczelnen Systempaare gelten dabei natürlich alle die Satze, 
die für  das erste Systempaar E 1 '  bewiesen worden aind. Ebenso z. B., 
wie die vier übrigen Schnittpunkte derjenigen Doppeltangentenpaare, deren 
Mittelpunkte SJî, , !Il?, sind , oder also derjenigen vier Doppeltangenten , die 
in dem Systempaare 1, t' vorkomrnen, nuf dem Nittclpiinktskreise diescs 
Systempaares liegen, ebenso werden die vier Schnittpunkte der Doppeltan- 
gentenpaare %JI1, !JI, oder der in Il, Ill vorkommenden Doppeltangenten auf 
dern &Iittelpuriktskreise dieses Systempaares Il, ZT1 liegen u. S. W . ;  und diese 
sechs Mittelpunktskreise müssen alle den Punkt K zum Mittelpunkte haben, 
den Schwerpunkt der vier Doppelbrennpankte von 6. Also hat  man den Satz: 

J e  v i e r  S c h n i t t p u n k t e  d e r  s e c h s  a u s  j e  z w e i  P a a r e n  von 
D o p p e l t a n g e n t e n  g c b i l d e t e n  Q u a d r u p c l  l i c g e n  a u f  cincrn 
K r e i s e ;  u n d  d i e s e  s e c h s  K r e i s e  s i n d  c o n c e n t r i s c h .  I h r  M i t t e l -  
p u n k t  i s t  n i i rn l ich  d i e  M i t t e  d e s  h y p e r b o l i s c h e n  Q u a d r a t e s ,  
d e s s e n  E c k e n  d i e  D o p p e l b r e n n p u n k t e  d e r  C u r v e  s i n d .  

Geht man von einer reellen Curve Q aus, bei der die vier reellen 
Brennpunkte auf einem und demselben Brennpunktskreise liegen (Taf. 1 Fig.7a), 
und bezeichnet man diese mit Hl J ,  H', J',  so dass der Brennpuiiktskreis 
selbst 23 zu ncnnen is t ,  so werden dann offenbar die Systempaare 1 , 1 ' ;  
El ,  I ' , ;  I,, 1'2 reell sein; sind aber z. B. a', J '  imaginar und also i h r e  
A n  t i p u n  k t e  LI', , J', die beiden übrigen r e e l l  e n  Brennpunkte, so werden 
augenscheinlich auch die Systempaare t,, X',; t , ,  I', imaginar sein, weil 
die gleichseitigen Hyperbeln, die die Bertihrungspunkte in ihnen bestimmeu, 
d a m  irnaginiir sind : 

F a l l s  d i e  v i e r  r e e l l e n  B r e n n p u n k t e  e i n e r  r e e l l e n  b i c i r c u -  
l a r e n  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  6 a u f  e i n  u n d  d e m s e l b e n  B r e n n -  
p u n k t s k r e i s e  l i e g e n ,  s i n d  v o n  d e n  s e c h s  S y s t e m p a a r e n  d r e i  
r e e l l .  W e n n  a b e r  d i e  v i e r  r e e l l e n  B r e n n p u n k t e  z w e i  v e r s o h i e -  
d e n e n  B r e n n p u n k t , s k r e i s e n  a n g e h o r e n ,  s o  i s t  n u r  e i n  S y s t e m -  
p a a r  r e e l l .  

Versieht man die den Punkfen G, G' und dern Winkel I/I des Syatem- 
paares X, 1' in den Systempaaren Il, t',, &, E', entsprechenden Zeichen 
mit den Indices 1 bez. 2 ,  so wird (vergl. Fig. 7a)  G, die Mitte von HH', 
G', die Mitte von JJ' sein (ebenso wie G die Mitte von HJ und G' die 
Mitte von H'J' id!), und G,, G', werden die Mitten der Strecken H J '  
bez. D'J sein. Ebenso wie G E  und G'K die A x e n  der Systeme 1, 1' 
sind, werden G, K, Gr1 K die Axen der Systeme El,  E', und G, K, G'J 
die Axen der Systeme 1 , ,  sein. Ferner werden G, K und G', K e n t -  

* Uebrigens kann auch vou einem eolchen imaginiren Systempaare der Mittel- 
punktskreis oder der eirie Bestandtheil der zerfallenden Kegelschnitte reell sein. 
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g e g e n g e s e t z t  g l e i c b  gegen die r -  oder t):Axe (die Diagonalen C D  
uud CID,  des hyperbolischen Quadrates der Doppelbrennpunkte i o n  0) 
geneigt sein, gleicherweise G, K und G', R u. S. W . ,  ehenso wie es bei den 
Axen G K ,  G'K der Systeme E l  E' der Fa11 ist. Also kann man sagen: 

D i e  A x e n p a a r e  d e r  s e e h 3  S y s t e m p a a r e  h a b e n  g e m e i n s a m e  
W i n k e l h a l b i r u n g s l i n i e n .  D i e s e  s i n d  n L r n l i c h  d i e  D i a g o n a l e n  
des h y p e r b o l i s c h e n  Q u a d r a t e s  d e r  D o p p e l b r e n n p u n k t e .  

Aus diesem Grunde werde ich, um einen kurzen Ausdrnek gebrauchen 
zu konnen, diese Diagonalen kurz die A x e n  d e r  C u r  v e  6 nennen. Be- 
kanntlich sind sie auch die hxen der vier sogenannten F O c a l k e g e l  - 
s c h n i  t t e ,  d. h. der Orte der Mittelpunkte derjenigen Kreise, die die Curve 
6 doppelt berühren. 

Ueberdies ist zufolçe 87) L J G K = L H'G'E, also hinsichtlich der 
Systempaare E,, I',; E,, t', LLl 'GIK-  LJGr,K, und L H G , E =  L JG', K. 
In dicsen Winkelbeeiehiingen liegt übrigens ein Beweis dafür, dass HJH'J '  
ein Kreisviereck ist. 

Ausserdem aber crhalt man aus allen den gcnanntcn Beziehungen eino 
grosse Menge anderer Sstze, von deiien ich hier einige anführen will. 

Yu jedem der zw6lf Systeme 1, t'; t,, . . ., Zr5 gehort ein Brenn- 
punktsquadrupel; dies giebt im Ganzen zw6lf Quadrupel. Da im Ganzen 
aber nur 16 Brennpunkte vorhanden sind, so wird jeder Brennpunkt drei 
solchen Quadrupeln angehoren. In jedem Systempaare, z. B. iui System- 
paare 1 ,  Er ,  kommen vier gleichseitige Hyperbeln vor (zwei Hyperbeln Q 
und zwei Hyperbeln Q'), von denen jede durch die r ier  Rerührungspunkte 
von zwei Doppeltangenten hindurübgeht; durch jeden Berührungspunkt der 
beiden au t ,  1' gehorenden Doppeltangentenpaare gehen also zwei soleher 
Hyperbeln. Jedes Doppeltangentenpaar endlich gehort gleiehzeitig drei 
Systempaaren a n ;  demnach werden tiberhaupt durch jeden Rertihrungspunkt 
der aeht Doppeltangenten 2 . 3  i 6 gleichseitige Hyperbeln hindurchgehen. 
In jedem Systeme gehen durch das d a m  gehorende Brennpunktsquadrupd 
awei von diesen Hyperbeln (entsprecliend den beiden zerfallenden Kegel- 
achnitten), so dass , da jeder Brennpunkt drei Quadrupeln angehort, durch 
jedeu einzelnen Brennpunkt ebenfalls 2 . 3  = 6 von jeneu gleichseitigen Hyper- 
beln laufen. Die Anzahl dieser Hyperbeln aber ist 2.12 = 24. Dies kann 
man, falls man jeae Combination von zwei Doppeltangentenpaaren ebenfalls 
ein Qiiadrupel nennt, wie folgt zusammenfassen: 

D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e s  j e d e n  Q u a d r u p e l s  d e r  D o p -  
p e l t a n g e n t e n  w e r d e n  v o n  v i e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l n d u r c h  
j e  e i n  Q u a d r u p e l  d e r  B r e n n p u n k t e  b e s t i m m t ,  w a s  z u s e m m e n  
24 s o l c h e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l n  e r g i e b t .  D u r e h  j e d e n  e i n -  
z e l n e n  I ) o p p e l t a n g e n t e n b e r t . i h r u n g s p u n k t  g e h e n  s e e h s ,  d u r c h  
j e d e n  e i n z e l n e n  B r e n n p u n k t  e b e n f a l l s  s e e h s  v o n  d i e s e n  H y p e i -  
beln h i n d u r c h ,  u n d  z w a r  s o ,  d a s s  j e  z w e i  H y p e r b e l n  d a s s e l b e  
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D r e n n p u n k t s q u a d r u p e l  u n d  j e  s e c h s  d i e  z w e i  B e r ü h r u n g s -  
p u n k t e  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  D o p p e l t a n g e n t e  e n t h a l t e n . *  

F ü r  das Doppeltangentenpaar L, (S. Taf. I Fig. 61, d. h. dns Paai, 
das aus den Doppeltangenten LL' und NN' besteht , ist L L'LN= L L'N'X; 
dabei aber L N 1  E'P', L ' N ' I  EF, so dass LN, L'N' entgegengesetxt 
gleich gegen die Curvenaxen geneigt sind (weil dies bei EF und E'P' 
der Pal1 ist). Hieraus folgt sof'ort, dass auch LL' und NN'  entgegen- 
gesetzt gleiche Winkel mit jeder Curvenaxe bilden. Dies gilt selbstver- 
standlich auch für  die anderen drei Doppeltangentenpaare (z. B. LA" und 
L'N) .  Also ha t  man den Satz: 

J e  z w e i  D o p p e l t a n g e n t e n ,  d i o  e i n  P a e r  b i l d e n ,  S ind  ent- 
gegengeeetzt gleich gegen  jede Curvenaxe g e  n  e  i g  t,. 

Eridlich hebe ich noch die folgeriden Satze als besonders bemerkeris- 
werth hervor : 

1. Z i e h t  m a n  d i e  P a r a l l e l e n  d u r c h  LIJl zu d e n  D o p p e l t a n -  
g e n t e n ,  d i e  s i c h  i n  e i n e m  d e r  ü b r i g e n  B r e n n p u n k t s k r e i s c e n -  
t r e n  s c h n e i d e n  (>%X,, m,, Q), s o  w i r d  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  
b e i d e n  s i c h  e r g e b e n d e n  S c h n i t t p u n k t e  (die andere Diagonale des 
entstehenden Parallelogrammes) s e n  k r e c h t  a u f  TU1K s  t e h e n .  A e h n -  
l i c h e s  g i l t  v o n  W , ,  iW,, '$J&. 

II. M a n  f a l l e  v o n  E a u s  a u f  a l l e  a c h t  D o p p e l t a n g e n t e n  d ie  
L o t h e ,  u n d  v e r b i n d e  j e d e s m a l  z w e i  F u s s p u n k t e  g e r a d l i n i g  m i t  
e i n a n d e r ,  d i e  z u  e i n e m  D o p p e l t a n g e n t e n p a a r e  g e h o r e n .  I l i e  
v i c r  s o  c n t s t e h e n d e n  V c r b i n d u n g s l i n i e n  w e r d e n  d u r c h  c i n e n  
n n d  d e n s e l b e n  P u n k t  Ko l a u f e n  u n d  s i c h  d a s e l b s t  g e g e n s e i t i g  
h a l f t e n .  

III. l l as  Kegelschnittsbüschel, deesen Grundpunkte !BI, YI?,, m2, %il, 
sind, besteht aus lauter g l e i c h s e i t i g e u  I I y p e r b e l n .  Unter diesen 
Hyperbeln befindet sich e i n e ,  d i e  d u r c h  Ii h i n d u r c h g e b t .  Sie hat 
folgende Eigenschaften: S i e  I a u f t  d u r c h  d i e  a c h t  F u s s p u n k t e  d e r  i n  
II  g e n a n n t e n  L o t h e ;  i h r  M i t t e l p u n k t  i s t  d e r  d o r t  e r w i i h n t e  
P u n k t  E,, ( a l s o  h a t  s i e  d i e  i n  I I  v o r k o m m e n d e n  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e n  z u  D u r c h m e s s e r n ) ;  i h r e  A s y m p t o t e r i  s i n d  d e n  C u r v e n -  
a x e n  p a r a l l e l ;  u n d  e n d l i c h  e n t h a l t  s i e  d i e  z w 6 l f  P u n k t e  G ,  G'; 
G , ,  ..., Gt5, d. h. d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  zwt i l f  h y p e r b o l i s c h e n  
B r e n n p u n k t s q u a d r a t e ,  u n d  z w a r  s o ,  d a s s  w i e d e r u m  d i e  sechs  
V c r b i n d u n g s l i n i e n  GG', G,G',, ..., G,G1, s i c h  g e g e n s e i t i g  i n  E,, 
h a l f t e n ,  m i t h i n  e b e n f a l l s  D u r c h m e s s e r  j e n e r  H y p e r b e l  s ind .  
Oder mit anderen Worten: 

Dnss die acht Beriihrungspiinkte eines jeden Doppeltangentenquadrupels 
aiif einem Kegelschnitte liegeu, wie sich leicht auch aus unseren Formeln ergiebt, 
hat Cleliscli erwiesen; S. Cre l le ' s  Journ Bd.  61, Ebeue Curven, deren Coordi, 
naten elliptiscke Funotiouea eines Parwneters sind; das. S. 270. 
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D i e  P u n k t e  ZDZ, ! D l , ,  a,, !DlJi,, GG', G,G',, ..., G,G',, K, s o w i e  
die  a c h t  M i t t e n  d e r j e u i g e n  S e h n c n ,  d i e  v o n  d e n  M i t t e l p u n k t s -  
k r c i s e n  a i l s  d e n  D o p p e l t a n g e n t e n  a u s g e s e h n i t t e n  w e r d e n ,  l i e -  
gen a u f  e i n e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l ,  d e r e n  A s y m p t o t e n  d e n  
C u r v e n a x e n  p a r a l l e l  s i n d .  

(Hat  die Curve einen dritten Doppelpunkt, so wird er ebenfalls auf 
dieser Hyperbel liegen.) 

Man kann noeh hinziifügen: 
D i e s e  H y p e r b e l  e n t h a l t  a u ç h  d i e  n o c h  ü b r i g e n  s e c h s  D i a g o -  

n a l p u n k t e  d e r  s e c h s  d e n  M i t t e l p u n k t s k r e i s e n  e i n g e s c h r i e b e n e n  
V i e r e c k e ,  d e r e n  E c k e n  D o p p e l t a n g e n t e n s c h n i t t p u n k t e  s i n d ;  
z .  B. in dem Viereck LNL'N' (Taf. 1 Fig. 6 )  die dritte Ecke des zugeh6- 
rigen Dia.gonaldreieckes, niirnlich den Schnittpunkt von L N  mit L'N' [die 
lieiden anderen Diagonalecken sind L, und NI oder, wa.s dasselbe ist,  '%JI, 

und !IV3]. Da L N ,  I ; X r  nichts Andercs als das dritte Seilenpaar des 
Viereckes LNL'N' is t ,  und die Mitten dieser Seiten LN, L'N' die Punkte 
G, G' sind, so kann man auch sagen: 

D i e  i n  R e d e  s t e h e n d e  H y p e r b e l  e n t h a l t  a u s s e r  K d i e  s i i m m t -  
l i c h e n  S e i t e n m i t t e n  u n d  D i a g o n a l e c k e n  d e r j e n i g e n  d e n  M i t t e l -  
p u n k t s k r e i s e n  e i n g e s c h r i e b e n e n  s e c h s  V i e r e c k e ,  d e r e n  E c k e n  
D o p p e l t a n g e n t , e n s c h n i t t p i i n k t e  s i n d .  

IV.  D i e  P u n k t e p a a r e  G  l i e g e n  a u f  s e c h s  K r e i s e n ,  d e r e n  
X i t t e l p u n k t e  d i e  M i t t e n  d e r  s e c h s  S e i t e n  d e s  V i e r e c k e s  
!JJ~$Jl,~t,FD& u n d  d e r e n  P o t e n z l i n i e n  d i e s e  S e i t e n  s e l b s t  s i n d .  
Z .  B.: Der Kreis über mm, als D~irchrnesser e n t h d t  die gegenseitigen 
Schnittpunkte der Brennpiinktskreise !Z3, 23, (deren Nittclpunkte eben Sn, 
ml sind), und geht durch die Punkte G, G', die zur Combination %RLn,'Ul, 
gehorcn. Ebcnso geht der Kreis über ;3Ji !IR, als Durchmesser durch (lie 

gegenseitigen Sclinittpunkte der Brennpunktskreise 8, 9, und durch die 
Punkte G,, G',, die der Combination YJt, Dl3 der Doppeltangentenpaare ent- 
sprechen. Und diese beideu Kreise werden sich (ausser in %JI) noch in dem 
Schnittpunkte von 9!UtSt, und iUZ,iUZ, treffen. 

V. D i e  zwij l f  P u n k t e  M, M'; ?Ml ,  M ' , ;  ..., a,, Zr5, d. h. d i e  
N i t t e l p u n k l e  d e r  z w o l f  S ü h n i t t p u n k t s k r e i s e ,  s i n d  d i e  S c h n i t t -  
p u n k t e  d e r  z w 6 l f  S y s t e m a x e n  m i t  d e n  bez. s e c h s  S e i t e n  d e s  
V i e r e c k e s  Z1Ji-Ji,Tl?J7,9Jl, (vergl. dazu $ 61, s o  d a s s  a u f  j e d e r  d e r  
s e c h s  S e i t e n  z w e i  v o n  j e n e r ,  P u n k t e n  l i e g e n ,  u n d  z w a r  z w e i  
s o l c h e ,  d i e  zu c o n j u g i r t e n  S y s t e m e n  g e h o r e n .  U n d  z w a r  b e -  
f i n d e n  s i c h  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  S c h n i t t p u n k t s k r e i s e  i r g e n d  
e i n e s  S y e t e m p a a r e s  a u f  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  N i t t e l p u n k t e  
d e r j e n i g e n  D o p p e l t a n g e n t e n p a a r e ,  d i e  i n  dern S y s t e m p a a r e  
e u t h a l t e n  s i n d .  So liegen z. B. M u n d  d ' a u f  %JI1m3 (oder LIN, ,  
vergl. Taf. 1 Fig. 6 u n d  S 6 ) .  U e b e r d i e s  a b e r  l i e g e n  d i e  i n  R e d e  
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s t e h e n d e n  z w o l f  P u n k t e  z u  j e  d r e i e n  i n  1 6  G e r a d e n ,  s o  d a s s  
d u r c h  j e d e n  P u n k t  v i e r  v o n  d i e s e n  g e r a d e n  L i n i e n  h i n d u r c h -  
g e h e n .  

VI. D i e  z u  d e n  c o n j u g i r t e n  S y s t e m e n  1, X' g e h t i r e n d e n  
S c h n i t t p u n k t s k r e i s e  h a b e n  i h r e  M i t t e l p u n k t e  M ;  M' a u f  d e r  
g e r a d e n  L i n i e  !IJ&%R, (S. Satz V) u n d  s c h n e i d e n  d i e  z w e i  B r e n n -  
p u n k t s k r e i s e  23, B,,  d i e  d i e  G r u n d p u n k t e  d e r  z u  1, Z ' g e h o r e n -  
d e n  H y p e r b e l b ü s c h e l  Q, 0' e n t h a l t e n ,  r e c h t w i n k l i g ,  s o  daes 
d i e  C e n t r a l e  DtilTl, v o n  9, 23, d i e  g e m e i n s a m e  P o t e n z l i n i e  d e r  
v i e r  K r e i s e  M,  N', B,, B3 i s t. Aehnliches gilt von den fünf anderen 
Systempaaren Il, Ir1; ... ; Es,  I'5. 

VII. S o l c h e  drei S c h n i t t p u n k t s k r e i s e ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t ~ ,  
i n  g e r a d e r  L i n i e  l i e g c n  (S. Satz V) ,  h a b e n  g e r n e i n s a m e  P o t e n z -  
l i n i e .  U n d  d i e  s o  d e f i n i r t e n  16 P o t e n z l i n i e n  l a u f e n  z u  j e  v i e -  
r e n  d u r c h  d i e  P u n k t e  !Dl, %Tl,, %R,, Dl3. 

VIII. D i e  s e c h s  P a a r e  c o n j u g i r t e r  K e g e l s c h n i t t s s y s t e r n e  
o r d n e n  s i c h  w i e d e r  z u  j e  z w e i e n  (zu  d r e i  D o p p e l p a a r e n ) ;  es 
g e h t i r e n  n a m l i c h  i m m e r  z w e i  s o l c h e  P a a r e  a u  e i n a n d e r ,  d i e  z u -  
s a m m e n  a l l e  a c h t  D o p p e l t a n g e n t e n  e n t h a l t e n .  R e z e i c h n e t  man  
d e n  H a l b m e s s e r  d e s  M i t t e l p u n k t s k r e i s e s  f ü r  e i n  P a a r  m i t  e,, 
f u r  d a s  d a z u  g e h o r e n d e  P a a r  m i t  p,, s o  h a t  g,2+e,2,  d. h. d i e  

S u m r n e  d e r  H a l b m e s s e r q u a d r a t e ,  f ü r  a l l e  d r e i  D o p p e l p a a r e  
denselben We 1- th .  

Endlicli kt in Ta€. 1 Pig. 7 b  die Configuration der Doppeltangenten 
dargestellt, jedoch ohne die Punkte G, G', ..., Ml M', ..., Iri, U. S. W. 

In dieser Figur sind drei Doppeltangentenpaare reell; alle vier konnen nicht 
reell sein bei einer bicircularen Curvo viertcr OrdnunglY ausgenommen wenn 
sie i n  zwei ausserhalb einander liegende Kreise ausartet, da d a m  die Po- 
tenzlinie alu reelle Doppeltangente vierfach zühlt. Trotzdern konnen alle 
sechs Mittelpunktskreise reell sein. In  Fig. 7 b sind iudessen drei davun 
imaginar, namlich die den Combinationen 2 3  W, , 91 Dl2, al m3 entsprechen 
(wohei TR der Mittelpunkt des imaginaren Doppeltangentenpaares ist). Auch 
der Brennpunktskreis %R3 ist  imaginar (es ktinnen iiberhaupt hfichstens drei 
Brennpunktskreise reell sein). Dazu sei noch Folgcndes bemerkt: Der 
Kreis , der durch die gegenseitigen Schnittpunkte i r g  e n d z w e i  e r Doppel- 
tangentenpaare geht,  wird der Mittelpunktskreis eines Systempaares sein; 
und die Brennpunktsquadrupel, die zu diesem gehoren, werden auf den- 
jenigen Brennpunktskreisen liegen, deren Mittelpunkte die Mittelpunkte d e r  
b e i  d r. n ti b r i g e  n Doppeltangentenpaare sind. 

Vergl. P. Vogel ,  Ueber die Curven vierter Ordnung vom Geschlechte 1, 
Dissert., München 1880, S. 33. 
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5 6. Weiterführung d e r  Untersuc$ungen über die Currren 'TI. 

(Vergl. S. 21.) 

Kachdem niin die naheren Reziehungen zwischen zwei conjugirten 
Kegelsçhuittssystemen X, .X' entwickelt worden siiid, ist es an der Zeit, 
das Capitel über die viermal berllhrenden bicircularen Curven vierter Ord- 
nung ll fortzusetzen. 

Zuniichst ist klar, dass eine solche Curve TT i m  P u n k t e  O (S. S. 19) 
einen D o  p p e l p u  n k t ha t ,  was aus ihrer Gleichung 55) sofort hervorgeht 
(dort ist eben O Coordinatenanfang). Man findet leicht, dass bei vier von 
den Curven TT dieser Doppelpunkt eine S p i  t z e  kt; diese vier Spitzen sind 
n h l i c h  (was such die Anschauung an die Hand giebt) die Schnittpiinkte 
des Mittelpunktskreises mit der eingehüllteu Curve. Nur dann haben a l l e  
Curven ll Rückkehrpunkte, - wenn t aus Doppellinien besteht [dam ist 
nothwendig, dass die eingehüllte Curve fi einen dritten (im Endlichen lie- 
genden) Doppelpunkt besitze]. Jedenfalls darf man den Satz aussprechen: 

D i e  D o p p e l p u n k t e  d e r  C u r v e n  T l  e r f ü l l e n  d e n  M i t t e l p u n k t s -  
k r e i s .  D i e  v i e r  ~ e r i i h r u n g s ~ u n k t e  e i n e r  j e d e n  w e r d e n  v o n  
e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  @ a u s g e s c h n i t t e n ,  d e r  z u g l e i c h  i h r e n  
D o p p e l p u n k t  e n t h 8 l t .  

Die letztere Behauptung ist selbstverstindlich, da durch fünf Puukte 
eiu Kegelschnitt bestimmt ist. Die Gleichung eines Kegelschnittes durch 
die Berührungspunkte von TT ergiebt sich offenbar durch Differentiation von 
55) nach R und Ausstossung der hiquadratischen Glieder aus beiden Gleich- 
iingen; die hervorgehende Gleichung enthalt aber kein absolutes Glied mehr, 
st,ellt also gerade den d u r c h  d e n  D o p p e l p u n k t  O l a u f e n d e n ,  die 
Berührungspunkte von TT ausschneidenden Kegelschnitt dar. Hieraus folgt, 
dasv man irn Coordinatensysteme x ,  y) die Gleichung von @ erhalf, indem 
man Gleichung 55) mit ihrem Differentialqiiotienten nach 9 zusammenstellt 
und aus beiden die Glieder vierter Ordnung entfernt. Man erkennt leicht, 
dass die so entstehende Gleichung von @ sich folgenderrnassen schreiben 
1asst: 

[ ( A + B ) C O ~ R - ( A - B ) ] ] ( X ~ ~ ~ ) ~ - ~ X ~ A + ~ ~ ~ -  Pt1 

1 OS) 
+sinR/ [ (A+B)A-(A-Bj ]x2  
-[(A+B)A+(A-B)]y"$.(A+B)rxy- Z e [ ( A + B ) -  ( A - B ) ~ ] x  
+2e (A-B) ry+P[ (A+B)A- (A -B) ] j  = 0 ,  

d. h.: D i e  K e g e l s c h n i t t e  @ b i l d e n  e i n  B i i s c h e l .  Die in diesem 
Btischel vorkommende g l e i c  h s e i t i g e  H y p e r b e l  lasst sich unmittelbar 
aus 105) ablesen: 

106) ( z 2 - ~ " r -  2 x y A +  2 w ~ -  $t = 0. 

Diesen Kegelschnitt bezeichnen wir mit @,; er entspricht dem Werthe R =O, 
schneidet also die Berührungspunkte des Ortes der Hauptscheitel von 1 aus. 
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Der andere, iinmittelbar durch 105) gegebene Kegelschnitt 6, der Beding- 

A - ' entspreebend, moge @, heissen: ucg  COS R = --- 
A + '  

E r  schneidet die Berührungspunkte derjenigen b e i  d e n  Curven a m ,  die 
von den Endpunkten der g l e i c h e n  conjugirten Durchmesser von Q be- 

A-- B 
schrieben werden; denn für diese ist tg w = + woraus cos R = -- 

A + B  
sich e~gieh t .  Aus der Gleichung des Büschels 8, 105) folgt aber überhaript, 
d a s s  j e  z w e i  C u r v e n  T i  z u s a m m e n  g e h o r e n ,  dergestalt, d a s s  i h r e  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  u n d  D o p p e l p u n k t e  v o n  demselben K e g e l -  
s c h n i t t e  @ a u s g e s c h n i t t e n  w e r d e n ;  und xwar entsprechen zwei solche 
Curven Ti, die wir, uru sie zu unterscheideri, TT, Il, nenrien, zwei Wertlie~i 
R ,  R, ,  die offeubar der Gleichung 

( A + B ) c o s R - ( A - B I  - ( A + B ) c o s R , - ( A - 6 )  - -- 
s in  R sin R, 

genügen. Darails lasst sich folgern : 
D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  u n d  D o p p e l p u n k t e  z w e i e r  C u r v e n  Tl, 

TT,, d i e  v o n  d e n  E n d p u n k t e n  conjugirter Durchmesser v o n  Q b e s c h r i e -  
b e n  w e r d e n ,  l i e g e n  a u f  demselben K e g e l s c h n i t t e  @. 

Denn hekanntlich bestelit zwischen den Winkeln o, a,, die zwei con- 
jugirte Durchmesser eines Kegelschnittes mit der positiven IIalbaxe ru bilden, 

B 
die Beziehu~ig tg W .  tg o, = - - 

A 
woraus nian auf ganz elementare Weise 

die oben hingestellte Gleichung zwischen 213 und 2 q ,  d. i. zwischen R 
und RI hcrlcitet. - So wird z .  B. auf die crwühnte Thatsache, dass dio 
Berührungspunkte der b e i  cl e n Curven Ti, die zu den g l  e i c h e n  conjugirtcn 
Durchmessern von Q gehoren, von d e m  s e l  be  n Kegelschnitte @,, aus- 
geschnitteu werden, neues Licht geworfen; und ziigleich ist dargetlian, 
dass ($3. nicht nur von der I l a u p  t -, sondern auch von der N e  benscheitel- 
curve die Berührungspunkte (und den Doppelpunkt) ausschneidet. Wie @!, 
den g l  e i c h e n , so enhpricht 8, den zu einander s e n  k r e c  h t e  n conjngirten 
Durchmessern von Q. 

Eine sehr einfach angebhare Lage haben nun d i  e v i e  r G r  u n d  p ri n k t e 
d e s  B ü s c h e l s  8. Sie geboren niimlich p n a r ~ e i s e  zusanimen; x w e i ,  die 
ich L,, r\', neurie, b e f i n d e n  s i c h  a u f  d e r  G e r a d e n  MM', d i e  d i e  
M i t t e l p u n k t e  d e r  S c h n i t t , p n n k t s k r e i s e  d e r  c o n j u g i r t e n  S y s t e m e  
t, t' v e r b i n d e t ,  und sind dadurch e i n d e u t i g  bestimmt, dass sie 
s o w o h l  z i i  M, M', a l s  z u  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  v o n  M M 1 m i t , d e m  
M i t t e l p u n k t s k r e i s e  I2\ h a r m o n i s c h  liegen, so dass der ~ r e i s - ü b e r  
L,N, als Durchrne~ser den ï?Jittelpunlitskreis reclitwinlilig schneidet. D i e  
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b e i d e n  a n d e r e n  G r n i l d p u n k t e  a b e r  s i n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e s  
L o t h e s  i n  G' a u f  E'F' m i t  d e m  M i t t e l p n n k t s k r e i s e ,  d. h. (vergl. 
S. 30) d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  d e s  
Sy  s t e m e s  1, die mit L ,  N bezeichnet worden sind. 

Aber auch über die beiden anderen Schnittpunkte eines Kegelschnittes 
6 mit dem Mittelpunktskreise $? l a d  sich ein schoner Satz aufstellen. Man 
derike sich n h l i c h  den Mittelpunktskreis JT 
den Kegelschnitt Q, dessen Mittelpunkt F 
ist, und in ihm zwei conjugirte Durchmesser, 
die den Kreis ,$? in O, O, schneiden mogen. 
Dann ist zunachst klar, dass aile cntspre- 
chenden Durchmesserpaare der übrigen Kegel- x 

E + 
schnitte des Systemes 1 durch d i e s e l b e n  
beiden Puukte O, O, gehen niüssen. Die 
Verbindungslinie 0 0, geht nun nach einem 
leicht zu beweisenden Elernentarsatze fü r  
a l l e  Paare coujugirter Durchmesser des 
Kegelschnittes F d u r c h  e i n e n  u n d  d e n s e l b e n  P u n k t , '  der selbstver- 
stbndlieh aiif der $-Axe licgen wird. F ü r  die Abscisse dieses Punktcs aber - 

A - B  
findet man durch eine einfache Rechnung 1;=- Q -  

A + B  
= h [S. 23)], d. h. 

er fallt mit JI zusarnmcn. Also: 00, g e h t  s t e t ;  h G r c h  M, d e n  M i t -  
t e l p u n k t  d e s  S c h n i t t p u n k t s k r e i s e s  v o n  1. Dadurch ist zugleich 
eine neue g e o m e t r i s c h e  B e d e u t u n g  d e s  P u n k t e s  M gewonnen, die 
sich nuu so in Worte fassen Iasst: 

D e r  ~ i t r e l ~ u n k t  N d e s  S c h n i t t p u n k t s k r e i s e s  d e s  S y s t e m e s  
E i s t  d e r j e n i g e  P u n k t ,  d u r c h  w e l c h e n  s t e t s  d i e  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e  d e r  b e i d e n  P u n k t e  h i n d u r c h g e h t ,  i n  d e n e n  i r g e n d  e i n  
P a a r  c o n j u g i r t e r  D u r c h m e s s e r  c i n e s  b e l i e b i g o n  K e g e l s c h n i t t e s  
Q d e s  S y s t e m e s  X denMittelpunktskreis  d i e s e s  S y s t e m e s  s c h n e i d e t .  

Zugleich sind O, O,  (veigl. oben und S. 41) die Doppelpunkte der bei- 
den Curven TT, die von den Endpunkten der Durchmesser OF,  0,F be- 
schrieben werden, mithin auch zwei Schnittpunkte des dazu gehorendeu 
Kegelschnittes 8 mit dem Ereise. Also: 

D i e  D o p p e l p u n k t e  z w e i e r  C u r v e n  TT, d i e  conjngirten Dnrch- 
messern v o n  Q e n t s p r e c h e n ,  l i e g e n  i n  g e r a d e r  L i n i e  m i t  M. Oder: 

E i n  K e g e l s c h n i t t  8 s c h n e i d e t  d e n  M i t t c l p u n k t s k r e i s  i n  
Il, N, u n d  ü b e r d i e s  i n  z w e i  (fur jedcs 8 andcrs liegenden) P u n k t e n ,  
d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e  d u r c h  M l g u f t .  

I m  Allgemeinen ist im Büschel (3 kein Kreis enthalten; es besteht 
aher aus l a u t e r  K r e i s e n ,  wenn = O ,  also Z aus congruenten Kegel- 

* Dieser Satz würde auch noch gelten, wenn R kein Kreis, dessen Mittelpunkt 
ailf EF liegt, sondern eiu b e l i e  b i  g e r  durch $' gehepder Kegelscbnitt \rare. 
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schnitten zusamnlengesetat is t ;  alsdann liegen seine beiden Grundpunkte 
L I ,  NI syriimetrisch zu G auf der s- Axe und liaben die Sbscissen 

- -- --- 

s = h + p'h" - $1, wahrend L ,  N die beiden unendlich fernen Kreispiinkte 
sind. Andererseits besteht 8 ans lauter g l e i c  h s e i  t i g e n  H y p e r b  e l n  
(die dann zugleich concentrisch sind), wenn A = B ,  also wenn 1 ein Kreis- 
systcm ist. Dann bilden in der That die vier Grundpunkte, wie sich aus 
ihrer vorhin angegebenen Lage sofort nachweisen liisst, ein hyperbolisches 
Quadrat - was man auch daraus erkennt, dass danu [vergl. 107)] ag eine 
mit 0, coricentrische gleichseitige Hyperbel wird. Beide Falle treten bei 
den C a r t e  s i s  c h c n  C u r v e n  ein (S. II. Abschn. 3. Beisp.). Endlich besteht 
6 überhaupt aus coucentrischen Kegelschnitten, wenn y = 1 ist;  dann fdlen 
N ' u n d  G' nach F', ebenso alle vier Grundpiinkte von @; d. h. das Büschel 
6 wird von lauter Geradenp~aren durch 3' gebildet. 

Betrachten wir insbesondere @, und ag etwas nahcr: Der Mittelptinkt 
von ist stets G'; 6, geht durch E, F (die Doppelpunkte d i r  Haupt- 
und Nebensclieitelcurve) und ist also eine Hyperbel des Büschels Q', niim- 
lich diejenige welche die Berührungspunkte des grossten und kleinsten 
Kegelschnittes des Systemes 1' (3, 3') aiisschneidet. Die Doppelpunkte 
der beiden Curven TT, die den g l e i c h e n  conjugirten Durchmessern zu- 
gehoren, werdeil (ebenso wie die Berührungspunkte) von ausgeschnitten; 
ihre Verbindungalinie aber ist  die durch N laufende Sehne des Kreises 2, 
d i e  a u f  EF s e n k r e c  h t  s t e h t ,  wie man sogleich übersieht. Die Axen 
von Mg halbiren die Winkel von E'P' gegen EF, sind also den Normal- 
coordinatenaxen x ,  g und den Asymptoten von @. parallel; dagegen hal- 
biren die Axen von @, die Winkel von EF gegen E,I.",. Jer Mittelpunkt 
von @, ist die Mitte der Strecke L, NI (vergl. Taf. 1 Fig. 2c). 

Es ist ferner klar, dass derjenige Kegelschnitt 8, des Büschels (3, der 
die Rerührungspunkte und Doppelpunkt,e einer z e r f  a l l e n d  e n  Curve 
aiisschneidet, d. h. einer solchen, die zwei z u s  a m m e n  f a 1  l e  n d e n conjugir- 
ten Durchrnesscrn odcr einer A s  y rn p t O t e  der Kegelechnitte !J entspricht, 
in dessen Berührungspunkten die eingehiillte Curve ebenfalls b e r ü h r  e n 

niuss, weil eben hier die beiden einander zugeordneten Curven TT z u s  am - 
r n e n f a l l e n ;  d. h., da diese vier Punkte die Berührungspunkte der beiden 
Doppeltangenten sind, welche die endlichen Bestandtheile der in Rede stehen- 
den Curve TT bilden (vergl. S. 21): 6, besteht aus eben diesen beiden 
Doppeltangenten. Der Kegelschnitt a, der zu der andern Asymptote des 
Systcmcs 1 gehort,  bestoht natürlich aus den beiden anderen Doppcltan- 
genten. Dies 15sst sich so ziisammenfassen: 

V o n  d e n  d r e i  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e n  d e s  B ü s ç h e l s  (3 
f a l l e n  z w e i  m i t  d e n  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e ~  z u s a m m e n ,  
d i e  i m  S y s t e n i e  1' v o r k o m m e n ;  d e r  d r i t t e  w i r d  v o n  MN' u n d  
d e r  S e n k r e c h t e n  a u f  E'P' i n  G' g e b i l d e t .  

Ehe wir diese 13et1,achtiingen fortsetzen, gehen wir ni den h & n  con- 

jugirten Systerne 1' obwaltenden Verhiiltnissen über. Das System der 
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Curven, die aus entsprechenden Punkten der Kegelschnitte 1' gebildet 
werden, mag mit TT'qezeichnet  werden; dann sind auch die Rezeichnungen 
a', als, afg, a', verstandlich. Zunachst leuchtet ein, dass die Grundpunkte 
des Büschels @' erstcns die bciden Punkte LI, Nl sein müssen, da dercn 
Bestimrnung weder das System t noch Z' bevorzugt; und dass zweitens 
die beiden anderen mit den Mittelpunkten der zerfallenden Kegelschnitte Z', 
n k l i c h  mit L', N' zusammenfallen. Iiisbesondere wird a'. durch E' und 
y' laufen und G zum Mittelpunkte haben [ako die Hyperbel Q, sein, S. 

35)], a', aber die Schnittpunkte des in  M' auf E'F' eriichteten Lothes 
mit dem JIittelpunktskreise enthalten, iihrigens mit ag coaxial sein. 

Aus dcm oberi Entwickelten geht weiter (auf Grund des Satzes S. 29, 30) 
hervor, dass zwei von den zerfallenden Kegelschnitt~en des Btischels 8' sus 
denselben Bestrtndtheilen zusammengesetzt sind, mie zwei des Büschels 8, 
n h l i c h  diejenigen, die aus den vier lloppeltangenten bestehen, und dazu 
auch noch der eine Bestandtheil des dritten, n?imlich MM', mit einem 
Bestandtheile des dritten zerfdlenden Kegelschnittes im Büschel 8 zusam- 
menfillt. Hieraus aber folgt für die Punkte L,, NI (vergl. Taf. 1 Fig. 6): 

D i e  v i e r  D o p p e l t a n g e n t e n  s c h n e i d e n  s i c h  z u n a c h s t  i n  d e n  
P u n k t e n  LNL'N' s u f  d e m  M i t t e l p u n k t s k r e i s e .  D a n n  w e r d e n  
s ich  LL' u n d  NN' i n  LI, LN' u n d  NL' i n  Nl b e g e g n e n ,  d i e s e  
P u n k t e  a b e r  d i e  b i s h e r  e b e n s o  b e z e i c h n e t e n  b e i d e n  G r u n d -  
p u n k t e  s e i n ,  d i e  d e n  B ü s c h e l a  @ u n d  8' g e m e i n s a m  s i n d .  Hieraus 
erkennt man auch die Richtigkeit des S. 42 über die Lage von I,,, N, an- 
gegebenen Satzcs. - W e n n  a l s o  d i e  S c h n i t t e  v o n  LINl m i t  L N  u n d  
L'N' a, R ' g e n a n n t  w e r d e n ,  s o  s i n d  R ,  L', N' d i e  M i t t e l p u n k t e  
d e r  d r e i  i n  8 ,  d a g e g e n  R', L,  N d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  i n  B ' v o r -  
k o m m e n d e n  z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e .  Dass LI, NI mit Dl,, !Dl, 
bez. zusammenfallen, ward schon erwahnt (S. S. 33). 

Aus der grossen Menge von Eatzen, die sich fiber die Curven TT noch 
aufstellen lassen, hebe ich namcntlich zwci, wegen ihrer Analogie mit dem 
für das K c  g e l s c  h n i t t s s  y s t e m  1 selber geltenden Sat,ze S. 10 hervor: 

J e  z w e i  Curvenpaare TT g e h o r e n  d e r g e s t a l t  z u s ü m m e n ,  d a s s  
d e r  K e g e l s c h n i t t  8 ,  d e r  d i e  D o p p e l p u n k t e  u n d  B e r ü h r u n g s -  
p u n k t e  d e s  e i n e n  a u s s c h n e i d e t ,  z u g l e i c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
C u r v e n  d e s  a n d e r n  P a a r e s  e n t h i i l t .  Z w e i  d e r a r t i g e  C u r v e n -  
p a a r e  e n t s p r e c h e n  a b e r  s o l c h e n  P a a r e n  c o n j u g i r t e r  D u r c h -  
m e s s e r  d e r  K e g e l s c h n i t t e  Q ,  v o n  d e n e n  d a s  e i n e  i n  d e n  D i a g o -  
n a l e n  d e s  u m g e s c h r i e b e n e n  P a r a l l e l o g r a m m e s  l i e g t ,  dau  i n  d e n  
E n d p u n k t e n  d e s  a n d e r n  b e r ü h r t .  

So enthiilt z. B. 8, die gegenseitigen Schnittpunkte der heiden Curven TT, 
die von den Endpunkten glcicher conjugirter Durchinesser beschrieben wer- 

* Vergl. dazu Taf. 1 Pig. 2 d. 
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den, und Og geht durch die Schnittpunkte der Haupt -  und Nebenscheitel- 
curve. Dieser Satz aber bildet niir einen besonderen Pal1 des folgenden: 

D e r  K e g e l s c h n i t t  @, d e r  d i e  B c r i l h r i i n g s p u n k t e  e i n e s  C u r -  
v e n p a a r e s  ll a u s s c h n e i d e t ,  i s t  z u g l e i c h  d e r  O r t  d e r  S c h n i t t -  
p u n k t e  z w e i e r  C u r v e n  TT, d i e  s o l c h e n  D u r c h m e s s e r n  d e r  K e g e l -  
s c h n i t t e  0 z u g e h o r e n ,  d e r e n  E n d p u n k t s t a n g e n t e n  s i c h  a u f  d e n  
b e i d e n  z u  d e m  e r s t g e n a n n t e n  C u r v e n p a a r e  TT g e h o r e n d e n  (con- 
jugirten) D u r c h m e s s e r n  s c h n e i d e n .  

Der Reweis dieser Satze ist sehr leicht. - Endlich sei noch eines 
nlerkwürdigen Satzes gedacht. Bekanntlich sind die bicircularen Curven 
vierter Ordnung vom Geschlechte Nul1 mit den Fusspunktciirven der Kegel- 
sc1:riitte identisch. Demnach müssen auch die Curven TI mit Beziehung auf 
ihre Doppelpunkte Fusspunktcurven bestimmter Kegelschnitte sein; und diese 
Kegelschnitte, die mit dem Buchstaben G bezeichnet werden sollen, konnen 
folgendermassen ermittelt werden. Man ühersieht sofort,  dass sich die 
Gleichung von TT, 55) bedeutend vereinfacht, weni; man das Coordinaten- 
system (x, ,  yo) in positiver Richtung um den Winkel ( w  + v )  dreht, denn 
sie kann geschrieben werden: 

(xO2 + y02)' - 4 g (x: + y:) (x, cosR +yo sin R )  + 4 p2 ( x ,  cos R  + y, sin R)' 
- V"X:+Y:-~ { (x02-yO2)  cos(R+Y) +2xOy,,sin(R+Y)')/] = O .  

Setzt man also 
X , = X ' ~ C O S + ( R + Y ) -  y',sin$(R+'t'), 
yo = x ' ~  sin; (R + Y )  + Y', cos4 ( R  + Vj , 

wobei nun die z',-Axe durch P' und die y',-Axe durch 3' geht, so wird 
die Gleichung von TI: 

(x'," + y',")" 2 2%': + y':) [x',, .2 cos (o - q) + y'o. 2  Q sifi (ai - q) ]  
108) + x ' , ~  [(2 g cos (m - t'!y1 - ,u)] + y': [(2 Q sin (o - v))" vue( l+ r ) ]  

+ 2 x ' o y ' , . 2 ~ c o s ( o - ~ )  . 2 e s i n ( w - ~ )  =O. 

Hieraus erkennt man,  dass der Mittelpunkt des Kegelschnittes 6 die Co- 
ordinaten 

~ ' ~ = 2 p c o s ( w - q ! ~ ) ,  y ' o = 2 g s i n ( w - ~ )  

ha t ;  d. h. d i e s e r  M i t t e l p u n k t  i s t  d e r  P u n k t  O', der Gegenpunkt von 
x2 y2 

O im Kreise R. Weiter erkennt man: wenn - + - = 1 die Gleichung x 23 .- - 

von 6 in  seinem eigcnen Axcnsysteme k t ,  so muss 

sein, und dio Axen von G miidsen durch E' bez. F' gehen. Durch Ver- 
gleichung mit 91e )  erhalt man daher den Satz: 

D i e j e n i g e n  K e g e l s c h n i t t e  (5, d e r e n  F u s s p i i n k t c u r v e n  d i e  
Ç u r v e n  TT s i r id ,  s i n d  a l l e  e i n s n d e r  u n d  d e n  K e g e l s c h n i t t e r i  d e s  
S y s t e m e s  1' a h n l i c h ,  u n d  i h r e  A x e n  l a u f e n  d u r c h  d i e s e l b e n  
P u n k t e  E', E", w i e  d i e  A x e n  d i e s e r .  
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Es ergiebt sich meiter, dass zwei Kegelschnitte B sogar mit zwei Kegel- 
schnitten II' zu s a m  m e  nf a l l e  n ,  nkimlich diejenigen, deren Mittelpunkte E und 
F sinà [vergl. 59), 91b) ,  c)]. Weiter folgt aus dem Werthe von v2, dass je 
zwei Kegelschnitte E5 congruent sind, namlich solche, deren Mittelpunkte syrn- 
metrisch zu einander mit Zezichung auf EF licgen. Endlich beweist man 
noch, dass die gegenseitigen Schnittpunkte zweier Kegelschnitte E ,  die zu 
einem C u r v e n p a a r e  TT gehoren (S. S. 42), auf demselben Kegelschnitte @ 
liegen, der die Doppelpunkte und Berührungspunkte des jenem Paare Il z u - 
geo r d n e t e n  Curvenpaares bestimmt (vergl. den obigen Satz), u. S. W. 

8 7. Die Polarencurve. 

Welches ist der Ort  3 der Polaren eines gegebenec Punktes Z mit Be- 
eiehung auf alle Kegelschnitte l/ des Systemes II, oder die P o l a r e n c u r v e  
v o n  Z i m  S y s t e m e  X? 

Da eine vollst,~ndige Rehandlung dieser Frage sehr umf'inglich sein würde, 
so werden hier nur einige wcnige Satze tibcr die Polarcncurvc angeftihrt werden. 

Der Punkt  Z habe im bisher gelirauchten Coordinatensysteme (x, y) 
die Coordinaten k ,  11. Auch sollen die Abküraungen A,  M [33)] wieder 
benutzt werden. Aus der Gleiahung des Kegelschnittes L) [34)] erkennt 
man, dass es z w e i  und n u  r z w e i  Kegelschnitte Q giebt, die durch den 
Punkt Z hindurchgahen. Denn denkt man sich darin x ,  y durch 5 ,  7 er  
setzt, so erhalt man für 0 eine Gleichung von der Form 

U c o s @ + ~ s i n Q > + ~ = O ,  
die stcts zwei und n u r  z w c i  Werthe von @ liefcrt. Dicse beiden Werthe 
fallen zusammen, wenn 5 ,  7 der Bedingung U" %" E2 genügen, und 

U .  23 
zaar ist d a m  cos 0 = - - r szn 0 = - - (daher ist auch U V  z2 - !@ - O 

Zl.3 
d i e  G l e i c h u n g  d e r  v o n  II e i n g e h ~ l l t e n  C u r v e  & 2O), indem man 
sich wieder 2, y au Stelle von 6 ,  11 denkt]. F ü r  einen durch Z hindurch- 
gehenden Kegelschnitt Q ist  aber die Polare von Z eine Gerade durch Z 
selbst. Daher lassen sich von Z aus zwei und nur zwei Tangenten an 3 
legen, d. h .  3 i s t  e i n  K e g e l s c h n i t t :  

D i e  P o l a r e n  e i n e s  P u n k t e s  Z m i t  B e z i e h u n g  a u f  a l l e  K e g e l -  
s c h n i t t e  d e s  S y s t e m e s  1 u m h t i l l e n  e i n c n  K e g e l s c h n i t t  2. (Da- 
gegen ist der Or t  des Poles einer gegebenen Ceraden eine Ciirve vierter 
Ordnung mit e i n e  m Doppelpunkte.) 

Liegt Z aiif der von E crzeugten bikircularen Curve vierter Ordn~ing, 
so wird 8 diese Curve in Z b e r i i h r e n .  Liegt Z auf dem M i t t e l p u n k t s -  
k r e i s e  des Systemes 1, so muss 2 eine P a r a b e l  sein; auf der cincn 
Seite dieser Kreislinie werden d a m  alle die Piinkte % liegen, deren Polaren- 
curve eine Hyperbel, auf der andern die, deren Polarencurve eine Ellipse 
kt. Liegt % inuerhalb des von den reellen Kegelschuitten 9 überdeckten 
Raumes, so wird Z ausserhalb 9 liegen, und wenn Z ausserhalb jeues 
Raiimes sich hefindct, % von 3 umsclilo~san werden. 
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Aus 34) ergiebt sich niin als Gleichung der Polare von Z mit Beziehung 
auf Q: 

%[(A- Mcos0)t- Msin@.q+p(M-AcosO)] 

1 1 O) 
+y[-MsinO.~+(A+Mcos@)~ - pAsinO] 
+ [ f , (M-Acos@) .~ -eAs in@.q+P(A-McosO)  

- (Ae - M2) (1- A COS @ - r si.n @)] 

Durch Differentiation nach @ erhiilt man hieraiis eine zweite Gleichung. 
Miiltip1ir:irt man einmal die erste mit sin O, die zweite mit cos@, und 
addirt,  dann die erste mit cos@, die zweite mit sin@ und subtrahirt, so 
ergeben sich zwei neue Gleichungen, von denen die eine nur sino, die 
andere nur cos@ linear eiithalt. Durch Beseitigung von O aus beiden 
erhalt man die Gleichung von 3 in folgender Gestalt: 

[XMV +y(Mk+Ap)+Aeri - (A2-M2j~12 
111) +[x(Mk+Ap)-yMv+Ap5+ PM-(A2-M2)LI4 

- [x (A~+Mp)+yAV+ Mpk+PA-(A2-M2)]2=0. 

Hieraus erkennt man sofort, dass z w e i  Punkten der Ebene b e s o n d e r e  
Polarencurven zukommen: den Punkten 

D e r  P u n k t  Ili i s t  d e r  e i n z i g e ,  c lessen  P o l a r e n c u r v e  e i n  
Kreis i s t .  n s m l i c h  

Der Xittelpunkt dieses Kreises liegt also aiif dem Stralile BE', und zwar 
A 

um - p von .K entfernt. E s  sei beilaiifig erwahnt, dass der entsprechende 
B 

Kreis im conjugirten Systeme Z r ,  also die Polarencurve von Z' mit Be- 

ziehung auf die Kegelschnitte Q', e b e n s  O g r o  s s  ist  wie jeuer sein Mit,tel- 

punkt, ist y = 0, x - - - ") P 

( 
A n d e r e r s e i t s  z e r f a l l t  d i e  P o l a r e n c i i r v e  d e s  P u n k t e s  G i n  

z w e i  z u r  y - A x e  p a r a l l e l e  G e r a d e ,  die selbst Polaren mit Beziehung 
;tuf zwei parallelaxige Kegelschnitte sind: 

113a) ( Z ~ + M ) ~ M ~ ~ ~ + ~ P M A + P ~ .  
A l s o  S i n d  d i e  P o l a r e n  v o n  G m i t  B e z i e h u n g  a u f  a l l e  K e g e l -  
s c h n i t t e  Q z u  e i n a n d e r  p a r a l l e l  (und zwar senkrecht auf der Axe E F  
des Systemes II). Die Gleichung der Polare von G mit Beziehung auf einen 
beliebigen Kegelschnitt Q wird 

die beiden ebengenannten ausgezeichneten Polaren gehoren demnach zu den- 
r M  

jenigen Wertheri von @, die aus der Gleichung t g 0  = -- 
P+LM 

folgen. 
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Liegt Z auf dem Mittelpunktskreise .Q (&" +r12 = P ) ,  so wird die 
Gleichung der Polarencurve 3 (Parabel), wenn wir nur die quadratischen 
Glieder hinschreiben , 

[ X ~ ~ - ~ ( M ~ $ A [ ) ] ~ + - - -  =o. 
Also ist fiir die Punkte E, F die Axe der Parabel p a r a l l e l  xu EF. Die 
Gleichung der Parabel selbst ist  für  dieso Punkte 

worin das obere Vorzeichen für E, das untere fCir F gilt. F ü r  die Punkte, 
in denen das Loth in  M auf EF den Kreis R schneidet, ist dagegen die 
Parabelaxe s e  n k r e c h  t zu EF. 

Was die Frage nach solchen Polaren von Z betrifft, die fur p a r  a l l e l -  
a x i g e  Kegelschnitte Q ,  Q ,  gezeichnet sind, und nach dem Orte ihres 
Schnittpunkteu, so tiilden die drei Kegelschnitte 1. Schnittpunktskreis, 2. Q, 
3. QI ein B ü S C  h e l ,  die Polaren von Z mit Beziehung auf sie schiieiden 
sich also in e i n e m  Punkte. Daher kann man sagen: 

D i e  P o l e r e n  v o n  X m i t  B e z i e h u n g  a u f  z w e i  p a r a l l e l a x i g e  
K e g e l s c h n i t t e  Q ,  Q, ~ i n d  s o l c h e  T a n g e n t e n  v o n  2 ,  d i e  s i c h  a u f  
d e r  P o l a r e  B v o n  Z m i t  B e z i e h u n g  a u f  d e n  S c h n i t t p u n k t s k r e i s  
s c h n e i d  e n. E s  giebt also zwei Paare ( O ,  Q I ) ,  die so beschaffen sind, 
dasv die Kegelschnitte jedes Paares d i e s  e l b  e Polare haben ; ihre Polaren- 
schnitte sind die Schnittpunkte von ,s und B. 

F ü r  M als Pol sind Polaren mit I3eziehung auf parallelaxige Kegel- 
schnitte 9 ,  0, einander parallele und zwar zu 9  9, senkrechte Tangenten 
au den Polarenkreis; fur  G als Pol sind es Gerade in gleichen Abstanden 

M 
von der Geraden x=--. Die letztere ist  g e m e i n s a m e  P o l a r e  für 

e P + A M  
diejenigen beiden Kegelschnitt,e , die sich sus der Gleichung tg 0 =. - ----- 

rM 
bestimmen und deren Mittelpunkte demnach mit denen der vorhin genannten 

andcren beiden ausgezeichneteii Kegelschnitte tg@ = $- ( *) ein ~ u a -  
P + n M  

d r a t  bilden. 
Auch rnag erwahnt werden, d a s s  d a s  B ü s c h e l  d e r  V e r b i n d u n g s -  

l i n i e n  B R ,  (wenn iinter B ,  B, die Reriihrungspnnktc mit 8 von solchen 
Polaren, die parallelaxigen Kegelschriitten Q ,  QI entsprechen , verstanden 
werden) m i t  d e m  R ü s c h e l  d e r  G e r a d e n  Q Q ,  congruent u n d  gleich- 
laufend ist. 

Analoge Satze ergeben sich, wenn man nicht parallelaxige Kegelschnitte 
0 ,  Q, , sondern c O n g r  u e n t e Kegelschnitte einander zuordnet. Insbeson- 
dere ist der Ort  des Schnit,t,punktes solcher Polaren, die congruenten Kegel- 
schnitten entsprechen, die Polare von Z mit Beziehung auf die gleichseitige 
Hyperbcl Q, (vergl. den Satz S. 13). 
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- Reispiele en de 

Z w e i t e r  A b s c h n i t t .  

in bicircularen Curven vierl ,or Ordnung, 

g 1. Aufstenung der  Best immungsgleichungen fiir d e n  Mittelpunktskreis, 
w e n n  die Curve  eur x-Axe symmetr isch ist.  

Wie schon bemerkt wurde (S. 36), k6nnen von den sechs Systempaaren 
im Allgemeinen nur  die drei 104) reell sein. Ausgenommen ist ganz allein 
der Fall,  dass die Curve in zwei Kreise zerfillt, und selbst dann sind nicht 
alle sechs Systempaare reell, sondern, wie auch die beiden Kreise liegen, 
immer nur  fünf. 

Die Gleichung sechsten Grades von P, die die Halbmesser der sechs 
Mittelpunktskreise liefert, liisst sich fast mühelos aufstellen in dem Falle, 
dass die gegebene Curve eine Symmetrieaxe besitzt; alsdann zerfallt sie nam- 
lich obne Weiteres in zwei Gleichungen dritten Grades. Die eine dieser 
entspricht den drei zu betrachtenden Systempzaren 104). 

W i r  nehmen die Gleichung einer zur x -  Axe symmetrischen bicircularen 
Curve vierter Ordnung 6 in der F o r a  [vergl. 52) ]  

Dies ist zupleich aie N o r m a l  f o r  m 39), nur i d  e = O. Demgernass ergiebt 
die vierte Gleichung 51) entweder 

115) sin+=O, also nach 10)  z = 0 ,  
oder 

B - A  
(A-B)- (A+B)+=O,  p=-- 

B f A  
I m  ersten Falle, welcher die drei besprochenen Systempaare 1, I I ,  III 

liefert [104)], erhiilt man aus den Gleichungen 53): 

Bus der dritten folgt durch Multiplication mit A mit Rücksicht auf die 
erste und zweite: 

118) 

ais Gleichung fiir A ,  wenn berechnet is t ;  die z w e i  Werthe von A, welche 
ihr genügen, entsprcchen den zwei conjugirten Systemen, die den gemein- 
samen Mittelpunktskreis vom Radius Q haben. Zur Bestimmung von A ,  B 
hat man aladann nach 117): 

119) 
a - 6  2p, A - B = .  A+B=-- - -  

2 Zb 
Bus diesen Gleichungen entnirnmt man 
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a+'b a a-6 ' 
~ A B = ( A + B ) z -  ( A - B ) ' = ( ~ + ~ P )  - ( x ) p  

folglich 
a+6 a-6 " ~ A B ( ~ - A ' ) = ( ~ +  2p)I-f  (IL) - (T 

Durch Division von 118) durch A und Quadrirung ergiebt sich aber an-  
dererseits : 

Setzt man dies in die vorige Gleichung ein,  so folgt: 

Somit ist das erste Glied der vierten Gleichung 117) blos durch P aus- 
gedrückt. 

Beim zweiten Gliede ist dies noch leichter. Bus 119) folgt: 

(A+B)-  (A-  B ) i = - a - 2 P .  
Rieraus erhalt man nach gehoriger Ordnung folgende Gleichung ftir P:  

120) 1FP3 f 8 P 2 a + P ( a 2 - 4 f ) - b 2 = 0 .  
Diese Gleichung ist also merkwürdiger Weise ganzlich f r e i  v o n  b. - E s  
ist noch zu bemerken, dass die Gleichungen 118) und 1  19) hinfallig werden, 
sobald man Q = O findet , weil dann ziir Erfüllung der vierten Gleichung 
53) nicht (A - B) - (A + B) A zu verschwinden braucht. In  diesem Falle 
hat man auf 53) sclbst zurückzugehen. 

I n  dem durch 116) dargestellten Falle wenden wir uns a n  die Gleich- 
ungeno51) : 

Die Gleichung 116) selbst giebt 

( A +  B)p-- (A-B) ,  a180 (A-B)- (A+Blp=Z(A-B);  

ferner, wenn man sie mit (A- B) multiplicirt und die zweite Gleichung 
121) berücksichtigt : 

a-6 
(A-B)2= - (A+B)---- 

2 
Hat man also P bestimmt, so erhalt man A und B folgeudermassen: 

a-b a + b  "' 2p,  A - B = f ï / T ( T + 2 p ) I '  122) A + B = - 7 -  

Alsdann hat  man 
B - A  b 

123) (L=- B + A '  2 @  (A-B); 
I =  p(2cose+-11, z =  - + 2p  cos* J T Z Z d .  

Das Vorzeichen der Wurzel in 122) ist so zu bestirnrnen, dass p> O wird, 
d. h. es muss das entgegenge~etxte Beichen von (A+ B) sein. Aber das 

4 * 
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Vorzeichen in 123) bei z gil t  doppelt, wie ja jedem Werthe von p zwei  
Systeme zugehoren. 

Um nun auch hier die Gleichung für p aufzustellen, so hat man aus 
a-b. 

den Gleichungen (A + B)" (A+ B)2, (A - 6)' = - (A + B) - 
2 .  

a-b Z A B  
~ A B = ( A + B ) [ ( A + B ) + - ]  oder AjB =- (++P). 

und 

also AB (1 = 

hiernach 

Dies ist das erste Glied der vierten Gleichung 121). I m  zweiten Gliede 
hat man nach der zweiten Gleichung 121) u n d  der ersten Gleichung 122): 

- [ (A+B) + (A-B)p]=6+2P.  
Endlich ist im dritten Gliede 

also 

b2 a-b 
cos2.rli=- - - - Y ( A - B ) p z T ,  4 ( A - B ) T  

aber 
4(A-B)+-2(a-b) (A+B)= (a-b)(a+b+4P).  

Demgemass ist 

2(A- B)y cos2v = 
b ' 

P ( a +  b m)' 
. Schliesslich erhalt man durch Einsetaen d e r  gefundenen Werthe in die - 

vierte Gleichung 121) : 

124) 1 6 P 3 + 4 ~ 2 ( a + 3 6 ) + ~ ( ( 2 ~ + 3 b ) b - 4 f ) + ( a + b )  

Diesen zweiten Fa11 werden wir nur  beim vierten Beispiele in Betracht 
ziehen. 

Ehe  ich zu den einzelnen Beispielen übergehe, mochte ich bemerken, 
dass von den Curven, die hier betrachtet werden sollen, nur z w e i  eigent- 
liche Curven vierter Ordnung vom Geschlechte 1 sind: die C a s  s i n  i ' s c  he 
C u r v e  (1. Beispiel) und die C a r t e  s i s  c h e  C n r v e  (3. Beispiel). Bei den 
anderen Beispielen ergeben sich selbstverstandlich neben eigentlichen Re- 

* Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 120) mit PT, die der Gleichiing 
124) mit Pl[, so ist nach einer Bemerkung S. 15 (die daselbst allerdings obne Ee- 
weis angeführt worden ist) 

P [ + P I I =  f ( a + b )  
oder 

Pt [= -  P l - f ( a + b ) ,  

wie man augcnblicklich bestatigen wird 
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rührungskegelschnitth~ystemen auch u n  e i g e n  t l i c  h e  (d. h. solclie, deren 
Kegelschnitte alle durch den dritten Doppelpunkt hindurchgehen, vergl. den 
Schluss der Vorbemerkungen) aus den Gleichungen 120)' 124). 

g 2. Eràtes  Beispiel:  Die Cassini'schee Curven. 

Bewegt sich ein Punkt  so,  dass das Reühteck aus seinen AbstLndeh 
von zwei festen Punkten unver2nderlich ist, so .beschreibt er'bekanntlich 
eine sogenannte C a s s i n  i'sche Curve. Die Entfernung der beiden. festen 
Punkte sei 2 e ,  die unveranderliche Pllche pz. Dann ist die Gleichung der 
Curve 
. 125)  ( x " + ~ ) ~ -  2 e 2 ( x P - y 2 )  + e 4 - p 4 = 0 .  
Die Doppelbrennpunkte haben zufolge 40) die Coordinaten 

1%) 

denn es ist jetzt 

Nach 43) erhalt man für die einfachen Brennpunkte, die auf der x -  Axe 
liegen (y, = O),  bei einer zur x -  Axe symmetrischen Curve ( c  = e = 0): 

( 4 x , " $ a - b ) ( x , 4 - 6 x 0 2 + f )  - ( 2 ~ ~ ~ 6 z ~ - b ) ~ = O  
oder 
128) (a-b)w,4+4baO3- (ab-4f)x ,2-2bbx,+[(a-b)f -b2]=0,  

insbesondere, wenn die Curve auch zur y-Axe symmetriseh ist (b =O): 

129)  ( a - 6 ) ~ : -  ( a b  -4f)x,"+ ( a - b ) f  =o. 
Im vorliegenden Falle ergiebt sich dcmnach 

e"x,4 - (2 e4 - p 4 )  xo2 + e"e4 - p 4 )  = O  oder (x," - e2) (s%: - (e4 -P~)) = 0, 
d. h. die Asenbrennpunkte liegen bei 

130) x o = + e ,  x 0 = +  J e ' .  
e 

Die oben bei der Dofinition der Curven erwahnten Punkte sind also 
nicht nur zwei einfache, sondern überdies noch die beiden reellen Doppel- 
brennpunkte. Die beiden anderen Axenbrennpunkte sind reell oder imaginar, 
je nachdem e S > p 2  oder e 2 < p 2  ist;  im letzteren B'alle sind dann ihre (au€ 

der y -Axe liegenden) Antipunkte y  - + ' e l .  Bei der Lemnis- 
e 

kate ( p L  e2) fallen diese vier Brennpunkte in den Doppelpunkt. Die zwei 
anderen Brennpunkte der y -  Axe ( y =  + ie) sind stcts imaginar und fallen 
mit den imaginaren Doppelbrennpunkten zusammen. 

Die erste Gleichung für  P, 1 2 0 ) ,  wird jetzt (S. 127): 
4 P S - 4 P 2 e 2 +  P p 4 = O j  

ihre Wurzeln sind P = O, P = 4 (c" +Je4 -p4 1). 
Die Halbmesser der Mittelpunktskreise fiir die zngehorigen drei System- 

paare sind also: 
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gesetzt wurde. Dabei ist  

133) ~ ~ ' + i , ' = l ,  2E1E8='* 
er 

Dagegen erhtilt die andere Gleichung ftîr Pl 124), die Gestalt: 

jhra Wurzeln Q,, Q ~ ,  p, geben aus den Werthen 131)  durch 'Fcrtauschung 
von ee mit - e2 hervor.. Die zugehorigen drei Systempaare sind i m a g i n a  r. 
Den drei Radien Q, ,  pz, pa gehoren die Systempaare 1, II, III zu. 

W i r  beschiiftigen uns im Folgenden nur mit den letzteren, betrachten 
aber zuerst d m  Systempaar III ( @ = O ) ,  fur welches aus 119) folgt B =- A. 
Im Uebrigen indessen geben die Bestimmungsgleichungen 1 1 8 ) ,  119) gar 
keinen Anhalt, weil gleichzeitig P = O ,  a  + b = O und b = O  ist. Es ist 
daher nothig, auf die G1. 5 3 )  zurückzugehen. Sie geben wegen A + B = O, 
t = O ,  P=O: 

2 A A = a ( = - b ) = - 2 e 2 ,  A2(A2-1)= f =e4-p4. 

DemgemBss findet man 
es - e2 

A2=p4,  A = + p a  und weiter A = - - =  + - -  
A  lv2 

Also : 

Dies is t  jedoch nur die e i  n e  Losung der G1.53); in der That sieht man 
leicht, dass beide Vorzeichen nur  ein und dasselbe Kegelschnittssystem er- 
geben, und zufolge eines Satzes S. 34 bleibt also die Aufgahe, das zu 134) 
conjugirte System zu suchen. Die Gleichungen 53) lassen sich nun aller- 
dings noch durch die Annahme A = B = O ,  A = a erftillen, wenn nlmlich 
AL und B1 bestimrnte Werthe haben. E'ür diese hat man aber nach 53) 

A A - B A = a ( = - 6 ) = - 2 e >  - A A . B A = f = e 4 - p 4 .  
Hieraus folgt 

A l = - e B + p 8 ,  BL=e"p2. 
Also : 

135) A = B = O ,  A=m, r = O ,  @ = O ,  A. l=-e2+p" B A = e 2 f p z .  

Auch hier giebt das eine wie das andere Vorzeichen d a  s s e l  b e Kegelschnitts- 
system. Nach 2 3 )  und 27) findet man,  dass die zu 134) gehorigen Brenn- 
piinkte H, J' und deren Antipunkte, die zu 133)  gehfirigen aber J, 8' 
und ihre Antipunkte sind. Ftîr 134) hat  man nach 4) die Quadrate der 
Halbaxen : 
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wobei das O b e r  e Vorzeichen in 134) genommen und also 0 von der p o s i -  
t i v e n  $-Axe aus gerechnet is t ;  für 135) aber: 

137) A = (pz-e2)cos@, B = ( p 2 + e "  cos@. 

Von jetzt ab sind die Falle p" ee", pz < ez auseinanderzuhalten. Im 
Falle 

besteht das durch die Gleichungen 135), 137) bestimmte Kegelschnitts- 
çy~tem caus E l l i p s e n ;  das dazu conjiigirte System 134),  136) besteht s t e t s  
nus g l e i c h s e - i t i g e n  H y p e r b e l n .  Wir  beginnen mit dem letzteren und 
nennen es II, (nach der im ersten Abschnitte durchgeführten Bezeichnungs- 
weise, auf die es aber im Folgenden nicht mehr ankommt, müsste es 1, 
heissen). Die Hyperbel 0 = 0 berührt die Curve in den Hauptscheiteln, 
die Hyperbel @ =  n in den Nebenscheiteln (Taf. I I  Fig. 8a) .  Alle Hyper- 
beln sind c o n c e n t r i s c h ,  weil Q = O  ist. Aus dem Gesagten geht schon 
hervor, dass der Sclinittpunktskreis ebenfalls mit der Curve concentrisch 
und sein Radius unendlich gross ist;  denn die Hyperbeln 0 = 0 ,  0 = n 
schneiden sich ja  nur  in ihren unendlich fernen Punkten. I n  der That 
giebt G1. 31) s = m. Dieses System t3 hat  liberdies die Besonderheit, dass 
jeder seiner Kegelschnitte von der Hyperbel Q, die seine Berührungspunkte 
ausschneidet, r e c h t w i n k l  i g durchsetzt wird ; denn man weist nach, dass 
ftir die letzteren Hyperbeln (also die Hyperbeln durch die Doppelbrennpunkte 
der Curve) die Curve eine Orthogonaltrajectorie ist. 

Was das System Er3 ,  135) ,  137) betrifft, so bertihrt die Ellipse = O 
z 

die Curve in alleu vier Scheiteln (Taf. II Fig. 8 b); die Ellipsen @ = + - i 
n 2 

deren Axen also unter dem Winkel - gegen die Coordinatenaxen geneigt 
4 

sind, v e r s c h w i n d e n ,  und von da ab sind alle Ellipsen imaginar. Da 
die Hyperbeln 8 ,  welche die Bertihrungspunkte der Ellipsen ausschneiden, 
durch die a u  s s e r h a l  b der Curve (vergl. die Anmerkung unten) liegenden 

p4 - e4 
Punkte y = f '7 gcht ,  so muss es e s e i  Hgperbeln fj geben, welohc 

die Curve b e r ti h r e n  , deren zugehorige Ellipsen also in  diesen Bertihrungs- 
punkten die Curve h y p e r O s c u l  i r e n ; von diesen Stellen ab sind nach der 
einen Seite die Bertihrungspunkte der Ellipsen irnaginar, nach der andern 
reell. Ucbcrdies bcstcht ein mcrkwürdiger Satz ftir jene kritischen Stellen. 
Bezeiehnen wir das Ellipsensystem jetzt der Bequemliühkeit halber mit t 

sind hier imaginar; ihre reellen (auf der * Die Brennpunkte x = 2 ---- 

?'jKa y-Axe liegenden) Antipunkte y = 5-- befinden sich dann a u s s e r h a l b  der 
e 

Curve, r e i i  VY<-L<I > ]/- i&, wenn p z >  2, S. T a i  Tl E'ïg sa, 8b. 
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(statt  mit Er3), so haben wir das conjugirte Hyperbelvystem 134), 136) 
1' zu nennen. Da dieses cbenso wie das Büschel der die Berührungspunkte 
von t bestimmenden Hyperbeln SI) aus gl e i  c h s e  i t i  g e n  Hyperbeln besteht, 
so ist  klar, dass die beiden kritischen Hyperbeln 0, die wir Q, riennen 
wollen, in  dem Systeme 1' enthalten sein müssen; und zmar sirid 
Q0 diejenigen Kegelschnitte If, welche durch die Punkte % = O ,  y =  

J m I  + -- - laufen. e  
Dio Gleichung des Systemes t', 77) ,  wird nach 135): 

(x"y2) c o s R + 2 x y s i ~ a R -  e2cosR + p 2 = 0 .  

Der Winkel,  den die Hauptaxe eines solchen Kegelschnittes mit der x-Axe 
n 

bildet, ist  offenbar gleich + W. Setzt man daher W= 2 w = TC + 9 ,  so 
2 

ist  w jener Winkel, und die Gleichnng von 1' wird: 

( x 2 - y s ) c o s W f  2 x y s i n W - e Z c o s  W - p 2 = 0 .  

Die Schnittpunkte dieser Hyperbel mit der y-Axe sind y  = + 
also hat  man zur Bestimmung von Q,: 

p" ee" cos W p4 - e4 - e2 
oder cos W= - - - cos w e2 p2'  

so dase die Gleichung von Qo wird: 

e 2 ( x 2 - y 2 )  T 2 x Y J p 4 - e 4 f + p 4 - e 4 =  O. 

Den Asymptoten dieser zwei Hyperbeln sind die Axen der hyperosculirenden 
Ellipsen parallel. Um die Rerührungsstellen selbst zil finden, suchen wir 
die Gleichung dieser Ellipsen auf. Der Winkel ihrer Hauptaxe gegen die 

n; lz 
x -  Axe, cp, ist  w - 4 7  wenn wir uns auf den zwischen O und - liegen- 

2 
den Werth von w beschranken. Also ist 

die Gleichung des Systemes 1 ergiebt sich nach 18) und 135): 
x S ( p 2 - e e w s Q > ) +  y"$+ee" cos@) - 2 x y e 2 s i n @  - ( p 4 - e 4 )  cosQ>=O. 

Demnach ist die Gleichung der hyperosculirenden Ellipsen: 

( p 4 -  e4) J P I - e q  _ O. - - --- 
P " 

Um die Bertihrungspunkte zu finden, braucht man nur  diese Gleichung 

mit der von Q, zu combiniren. Multiplicirt man aber diese mit 
JPV 

lo2 

und addirt dann beide, so erhalt man x" 2xy + y e =  O oder 
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D. h.: W e l c h e n  W e r t h  a u c h  p h a b e ,  s t e t s  l i e g e n  d i e  R y p e r o s c u -  
l a t i o n s s t e l l o n  a u f  d e n  G e r a d e n ,  w e l c h e  d i e  W i n k e l  d e r  C u r v e n -  
a x  c n h a l  b i r  e n  (S. Taf. II Fig. 8 b). Der Winkel w der Hauptaxe der 
berührenden Hyperbeln 8, gegen die x- Axe nahert sich mit wachsendem p 

7C 7z 
dem Werthe - 9 mit abnebmendem p aber (pz > e2) -; bei der Lemnis- 

4 2 
kate (p" e2) fallen die Hyperosçulationsstellen in den Doppelpunkt. 

Die Systernpaare 1 und II Sind hier imaginar, wie die allgemeine 
Sheorie lehrt (weil die reellen Brenupunkte kein Kreisviereck bilden) und 
durch die Formeln 131), 132) bestiitigt wird. Dagegen Sind im Balle 
pz < e2 alle drei Systempaare 1, II, III reell. Wenn 

P" ee2 

ist, so sind die Schnittpunkte der Curve mit der y -Axe  imaginLr; sie hat  
dafür auf der x -  Axe v i e r  Scheitel, zwei Zussere und zwei innere, denn sie 
besteht d a m  aus zwei Ovalen. Innerhalb jedes Ovals liegen zwei von den 
(r e e l l  en)  Axenbrennpunkten 130). Wir betrachten wieder zuerst das 
System 134),  136) ,  welches, mie vorhin, ails gleichseitigen Hyperbeln be- 

pz steht. Jetzt sind aber die z e r f a l l e n d e n  Hyperbeln r e e l l :  c o s 0  = - - - Y  

c2 

also sin rp = Jt(e'+pY)'  [S. 136)]. Die zugeharigen Doppeltangenten sind 
e 

die inneren gemeinsamen Tangenten der Ovale und die Lothe darauf im 
Mittelpunkte (S. Taf. II Fig. 9 a). 

Das System 135), 137)  dagegen besteht jetzt aus ungleichseitigen cou- 
7C 

centrischen Hyperbeln. Die zerfallenden Kegelscbnitte rp = + - nach 137) 
4 

liefern natürlich d i e s  e 1 b e n Doppeltangenten ; " von den zersallenden Kegel- 
schnitten a b  erfolgt dann der Uebertritt der Hyperbeln aus den spitzen in 
die stumpfen Asymptotenfelder.** Die spitzwinklige Hyperbel 0 = O be- 
rührt die Ovale in den ausseren, die stumpfwinklige 0 - z in den inneren 
Scheibeln (S. Taf. II Fig. 9b). Der Schnittpunktskreis hat  (ebenso wie irn 
palle p" ee) den Radius O und fdlt mit dem Coordinatenanfange zusammen. 

Die vier Systeme, welche zu Q,, Q, gehoren, unterscheiden wir durch 
die unteren Indices 1, 2 von einander und nennen sie also Zl , t',, te, Z',. 
Nach 131) ,  132) ,  127) ,  118) ,  1 1 9 ) ,  25) ergiebt sich für  die Systtme 1: 

1 
X,: Q = ~ E ~ ,  A = - -  9 A1=+e2~1(1-c l ) ,  B 1 = - e 2 ~ , ( l + ~ 1 ) ,  

€1 1 
l 1 = - - + E 1 j  

138) €1 
1 

Ifl: <=eE1, A r = + - )  A ' 1 = - e 2 ~ 1 ( 1 + ~ l ) ,  6 ' 1 = f e 2 ~ , ( 1 - ~ 1 ) i  
€1 1 

Lj l  = + - e l ;  
E l  

* fi. den Satz S. 29, 30. 
** vergl. S. 2 ,  
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fiir die Systeme II ( & I  t',) erhalt man dieselben Formoln, niir ist der 
untere Index 1 mit 2 vertauscht. Nach 27) sind die zugehorigen Asen- 
brennpunkte: 

II,: x=+e .  z = +  y ë q a  
t XI-: z=-,?. 2 s -  

Wir  betrachten von beiden Paaren nur  die Systeme &, I,, weil die 
conjugirten Systeme I', , t', zu ihnen symmetrisch sind. Bei I l ,  t, erhalt 
man nach 4) für  die Quadrate der Halbaxen: 

1 

Beide Systeme bestehen aus H y p e r b e l  n. 

Im Systeme 1' ist  die Hyperbcl @ = O ,  welche das auf der positiven 
Seite der x - 8 x 0  licgende Oval in seinen beiden Scheitcln berührt,  stumpf- 
winklig; von den z e r f  a l  l e n  d e n  Hyperbeln an (cos@ = - E , )  aber sind alle 
Hyperbeln spitzwinklig. Die Hyperbel 0 = n berührt das auf der negativen 
x -  Axe liegende Oval in den Scheiteln.9 Die zerfallenden Hyperbeln be- 
stehen aus den i n  n e r e n u n  d a u  s s e r e n gemeinsa,men Tangenten der Ovale 
(S. Taf. II Fig. 9c). Nach 30) und 31) wird k = e ,  also liegt der Mittel- 
pnnkt des Schnittpunktskreises in  einem zum Systeme gehorigen Brennpiinkte 

der Curve; sein Halbmesser ist  e r , i g  =Je2- J-3. 
I m  Systeme t2 hat  die IIyperbel @ = O  die Halbaxen e a , ,  e ( l +  E , ) ;  

sie bertihrt im h s s e r e n  Scheitel des positiven und im inneren des negativen 
Ovales; die Hyperbel 0 = n ( e ( 1 -  E , ) ,  C E , )  beruhrt in den beiden anderen 
Rcheiteln. Bci den zerfallcndcn Kegelschnitten (cos@ = - E,) erfolgt wieder 
der Uebertritt aus den stumpfen in die spitzen Asymptotenfelder; die Be- 
standtheile der zerfallenden Hyperbeln sind aber die a u  s s e r e n gemein. 
sarnen Tangenten der beiden Ovale und die a u f  d e  n i n n e r  e n  im Coordi- 
natenanfange s e n  k r  e c h  t s t e h e u  d e n  Doppeltangenten (S. Taf. II Fig. 9 d). 
Bezeichnet man also die ersteren durch (a), die letzteren durch (u) und die 
inneren gemeinsamen Tangenten selbst durch (i), so entsprechen den drei 
Systempaaren 1, II, III gerade die drei mtiglicben Combinationen-(a)(i), 

( a ) (  , (i) ( )  Der Schnittpunktskreis des Systemes IIz ist mit dem des 
-- 

Systernes Il concentrisch, sein Halbrnesser ist e E, t g  = J e 2  + Je4 -Pd 1 .  
Ausserdem ist noch folgende Besonderheit bei den Systernpaaren 1, II 

vorhanden: Bezcichnct man im Systeme II', odcr If2 die Mittelpunkte der 
zerfallenden Kegelschnitte mit L', N', so ist L'N' die eine Asymptote der- 
jenigen Kegelschnitte, die mit den zerfallenden Kegelschnitten im Systerne 
I, bez. II, parallelaxig sind; die anderen Asymptoten dieser Kegelschnitte 

* Die Ealbaxen der Hyperbeln Q> = 0, @ = n sind e F 2 ,  e ( l +  E , )  bez. e(1- E , ) ,  eE,. 
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aber sind die Tangenten vom Mittelpunkte des Schnittpunktskreises a n  den 
Nittelpunktskreis des Systemes 1, bez. t,. 

Bei der L e m  n i s  k a t e ( p z  = e2) besteht das System 1, natürlich wieder 
aus gleichseitigen Hyperbeln, nur dass die zerfallenden Hyperbeln ziisam- 
rnenfallen und die ~ o ~ ~ e l ~ u n k t s t a n g e n t c n  bilden; deboi ist  A = - R 
= es(l + cos@).* Das System 1; aber besteht aus den Geraden darch den 
Doppelpunkt: A = 2 e"co@, B = O*" (S. Taf. II Fig. 1Oa). Endlich fallen 
die Systempaare 1 und II zusammen, namlich 1, mit I,, If, mit X p 2 .  Wir 
bezeictinen die so entstehenden Hyperbelsysteme kurz als t ,  1' und be- 

ez 
trachten weiter 1. Die Quadrate der Halbaxen sind ,(/TI-l) (1t fF\cos@), 

I 

e2 - - (/SI + 1)  (1 + i q  cos @) , das Axenverh%ltniss also 
2 e //$F+l- Der 

Radius des Mittelpunktskreises ist - 7  des Schnittpunktskreises e ,  so dass 
dia r ,  

dieser Kreis, da sein Mittelpunkt im Brennpunkte x = e liegt, durch den 
Uoppelpunkt geht. Von allen Kegelschnitteu des Systemes gilt dasselbe 
(S. Taf. II Fig. l o b ) .  

9 3. Zweites Beispiel: Die Mittelpunktsfusspunktcumn der Ellipse 
und Hyperbel. 

x2 .yB 
Die Gleichung des Grundkegelschnittes sei - - -  f - = 1 ; j e  nachdem 

U v 
er Ellipse oder Hyperbel is t ,  ist V positiv oder negativ. I m  ersteren Falle 
nehmen wir a n ,  es sei IJ' > V. Wir  setzen U = u%nd abs. V= vZ, so dass 
stets u, v die Halbaxen des Kegelschnittes bedeuten. Dann ist die Gleich- 
ung der Curve (die den Coordinatenanfang oder Mittelpunkt zum Doppel- 
punkte hat) : 

141) ( x ~ + Y ~ ) ~ -  U x a -  Vye=O,  
142) a=-u, 6 = - ~  c = b = c = f = O .  

Die beiden Gleichungen für P, 120), 124),  merden 

143) p ( 4 P  -U)'=O, ( P - : ) ( 1 6 p a - 4 p ( ~ + 2 ~ ) + ( ~ +  v)v)=o. 
G1. 129) lehrt,  dass die Axenbrennpunkto durch 

gegeben sind. l m  Mittelpunkte liegen demnach stets zwei reelle Axenbrenn- 
punkte; die beiden anderen sind ftir die Fusspunktcurve der Ellipse imagi- 
nir, für die der Hyperbel reell; im orsten Fallc sind ihre Antipunkte reell: 

143) y = O ,  , = O ,  y = +  J/q u- l7 
* Ein hierauf beziiglicher Satz ist schon in meiner Arbeit über die Kreis- 

fusspunktcurven enthalten , 1. c. S. 343. 
** Die Eatze über die Beziehungen dieser conjugirten Systeme t,, x'5 zu 

einander sind hier besonders interessant. 
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Die vicr in  144) angegebenen Axenbrennpunkte (V< 0) bezeiclinen wir 

in  der Beihenfolge -/cll 7- U O ,  O, +(KI V- U mit II, J ,  B., JI; 

im Falle V > O nennen wir ebenso die Brennpunkte y =  - 
y = o ,  y = o ,  y = +  1 .  [Die Doppelbrennpunkte liegen nach 40) bei 

- -  

y = O ,  x=+&j/-/; x = O ,  ~ = + + J F - u J . ]  Da diese vier 
reellen Brennpunkte auf einem Kreise liegen (bei V> 0 auf der X-Axe, 
bei V< O auf der y-Axe),  so werden drei Systempaare reell sein. 

1. Fnsspnnktcnrve der Ellipse (V > O ) .  

Hier nehmen wir die hisherige y -Axe zur x - Axe und umgekehrt, weil 
es hei Anwendong der Gleichungen S. 50 u. 51 bequemer ist,  die reellen 
Brennpunkte auf der 2 - A x e  zu haben. Die Gleichung der Curve ist d a m :  
(x2+ v a s 2  - u2yZ = O, wo u die grosse, v die kleine Halbaxe der Grund- 
ellipse bedeutet. Di8 Relationen 139) sind : 

a = - $  , b = - u 2  , c = $ = e = f = O ;  

die Gleichungen 143) werden 

P ( ~ P - o ~ ) ~ = O ,  P - -  ( 1 6 P 2 - 4 P ( 2 u 2 + u 2 )  + u ~ ( T A ~ + v ' ) )  -2 O ( 3 
und haben nls Wiirieln: 

u J-1 
146) P , = O ,  P n = e . = B ;  e , = s , = p y  P.= 

p, entspricht dem Systempaare 1; die Systempaare II, 111 aber fallen 

zusammen (Q,, e,). Mit den übrigen drei Sy~tempaaren beschiiftige ich mich 
hier nicht weiter; sie sind imaginar." 

1. Q, = 0. Die Gleichungen 53) werden : 

unà liefern die beiden Systeme: 

X besteht demnach aus den Geraden durch den Mittelpunkt (Doppelpunkt) 
der Curve, das System 1' aber aus Ellipsen, die d e r  G r u n d e l l i p s e  a h n -  
l i c h  sind. Die Quadrate der Halbaxen sind bei E offenbar [vergl. 4 ) ] :  

* Ueberhaupt ist die ganze vorliegende Abhandlung nur als eine vorl i iu  f i g e  
(durchaus unvollstandige) Darlegung meiner Uutersuchungen über diesen Gegen- 
stand zu betrachteu. 

** oder, wae aber genau auf dasselbe hinauskommt: 
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~ [ U ~ + V ~ - ( U ~ - V ~ ) C O S Q > ] = U . ~ S ~ ~ ~ ( P + U ~ C O S B Q >  und 0, 
bei 1': 

(u sin und ( v  sin cp)?; 

dabei bedeutet immer <p den Winkel der Hauptaxe des Kegelschnittes gegen 
die %-Axe (d. i. jetzt die Iïebenaxe der Grundellipse). Die IIauptscheitel 
der Rllipsen 1' liegen also auf den beiden Kreisen, deren Diirchrnesser die 
Halbaxen u der Grundellipse sind, und ihre Nebenscheitel auf den Kreisen, 
die über den kleinen Halbaxcn v der Gruiidcllipso als Durchmcssern be- 
schrieben werden konnen. Die Brennpunkte zu t sind x = 0, x = 0, also 

U. v 
J, a', die zu II' x = + 7 also H, J', nebst ihren Antipunkten. 

v'ukq 
Die Hyperbeln Q ,  die zum Systeme II gehoren, bestehen demnach aus je 
zwei zu einander senkrechten Geraden durch den Coordinatenanfang. Der 
Schnittpunktskreis von 1 ist  ebenfalls ein Nullkreis. Dagegen hat man für 
das Systern t': 

Der Schnittpunktskreis von 1' liegt demnach stets gkz l ich  innerhalb der 
Curve. Fasst man daher die verschiedenen Paare parallelaxiger Ellipsen ins 
Auge, so bemerkt man, dass es darunter solche giebt, deren Schnittpunkte 
imaginar, und solche, deren Schnittpunkte reell sind; dazwischen aber zwei, 
bei welchen die Scbnittpunkte paarweise zusammenfallen, also die beiden 
Ellipsen sich berüliren. Dies geschieht aber, wenn die kleine Axe der 
grosseren Ellipse, v sinrp, gleich der grossen Axe der kleineren Ellipse, 

U V  
= u COSY,  und also beide gleich sind. Das giebt, 

Jz ; "+v21  

wenn 

cusa, 

dieser 
U 

Winkel rp mit 6, bezeichnet wird, sin a0 = ___ 9 

Ju" -t2 1 
-. Demnach sind bci zwei solchen Ellipsen die kleine Axe 
7) 

der grosseren oder die grosse der kleineren denjenigen Linien parallel, 
welche die Scheitel der Grundellipse mit einander verbinden (S. Taf. II 
Fig. I l  a) .  - Auch ergielit sich von selbst, dasv unter den Ellipsen Zr zwei 
sein rnüssen, deren Uerührungspunkte mit der Curve paarweise zusammen- 
fallen, die also die Curve zweirnal hyperosculiren. Um sie kennen zu 
lernen, führen wir Polarcoordinaten r, 8 ein (x = r cos@, y =r s i n a ) .  Die 
Gleichung einer der Ellipsen ist 

v v x  cos cp + y sin cp)' + u9 (x sin rp - y cos 2 u2vZ sinZ <P. 

Dicse Gleichung und die der Curve sind in Polarcoordinaten: 

r2 [cos2 3 (u2 sinZ rp + v2 cos2 rp) + silz2 6 (u2 cos" + -t2 sinZ rp) - uZ v2 sin2 cp] 

= 2r2 [u2 - v2 )  sirz 8 COS a sin cp COS rp ; 

r" vv" cos" - u2 sin2 8 = 0. 
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r2-  u4 u2- re 
d u s  der zweiten folgt sin24 = - 9 cos2B = -- U ~ -  2)z  Setzt man dies us-  v2 

in die erste ein, so erhalt man für den Reriihrungsvector r die Gleichung: 

[(r2)2 - ( r2)  (u2 + v2) sin2 p + u2 u2 sin2 (pl2 = 0. 

Wir  haben die Redingiing aiifzusnchen, unter der diese Gleichung nur e i n  e n 
Werth fü r  (r2) giebt. Diese Bedingung ist:  

(UV v ' ) ~  sina cp = 4u2v2, 

und demgemass ist für die eine hyperosculirende Ellipse, wenn wir ihr mit 
u2 - v2 2u a v, bezeichnen : cos<p, = , sin cp, = -;--. Der m m  Berührungsvec- 
uZ + v.' uL+02 

tor gehorige Winkel 4 ist also gleich dem Complemente des obigen Winkels ai,, 
so dass d i e  B e r t i h r u n g s v e c t o r e n  selbst a u f  d e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  
d e r  S c h e i t e l  d e r  G r u n d e l l i p s e  s e n k r e c b t  stehen (S. Taf.11 Fig. l l a ) .  

Was  die z e r  f a l l e n d e n  Kegelschnitte betrifft, so sind sie nur im 
Systeme X' r e e l l ;  namlich hier fallen sie zusammen und sind mit der 
h'ullellipse u2x2 + v2y2 = 0 identisch, wahrend sie im Systeme f durch die 

u 
doppelt gezahlten Geraden 2 = + i - dargestellt werden. 

x - v  
Ueber die beiden Satze endlich, die das Reciprocit%t'sgesetz S. 29 ftir 

das gegenwartige Beispiel mit sich bringt,  vergl. S. 64. 
Wir  kommen nun zu dem Systempaare Il, XIl (mit  welchem das 

Systempaar 12, I', zusammenfiillt) : e = (S. S. 60). Die Gleichungen 

Demnach sind, wie es zu erwarten war, die Systeme t,, t', congruent, 
und zwar zu einander syrnmetrisch mit Beziehung anf die Hauptaxe der 

- 

U u 
Grundellipse. Zu 1, gehoren die Brennpunkte x = 0,  x = - 1 also 

Ju" -2 1 
u V 

HP, J' (oder J, J'), zu Irl x = 0, x = - d. b. B, J (oder H, H P ) .  
' 

Beide Systerne bestehen offenbar aus E l l i p  s e n ,  deren Axenverhaltniss 

ist. Wir  betraçhten nur  dau System X, weiter. Alle 

Ellipsen gehen durch den D O pp  e l p  u n  k t hindurch , weil die Hyperbeln, 
welche die Berührungspunkte ausschneiden, diesen enthalten. P ü r  den 
Schuittpunktskreis hat  man 
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er geht also, wie vorauszusehen war, durch den Doppelpunkt und liegt 
ganzlich innerhalb der Curve. Die zerfallenden Kegelschnitte bestehen, wie 

v2  
die Gleichungen 47)' 48) zeigen, der eine ails den Geraden y = i - 

.2Z/u"vv"I 
Y Y . v2 und - 5 - iy,  der andere aus - = + iu y = - 2  - --. D~~ 
z u x zc 2 Ju" v2 1 

Kegelschnitt rp = O hat  die Halbaxen a = + (u+/21$-21ï/), b = y  da- 
2 

n: 
gegen <p = - : a = Yi  b = & (zc - p'-'l) (vergl. Taf. II Fig. 11 b). 

2 2 

2. Pusspnnktcnrve der Hyperbel (V= - vC). 
u 0 

Die Brennpunkte H, J, H', J' Sind d a m  x = - 3 x = 0, 
fu2 + ~~1 

u 0 
x = 0,  x = + wenn die Hauptaxc der Grilndhyperhel x -  Axe ist;  

/u2+t?\ 
sie liegen ~ l s o  stets i n n e r h a l b  der von der Curve gebildeten S c h l e i f e n .  
Man hat  jetzt 

a=-u2,  b = v 2 ,  c = b = e =  f = O ,  

und die Gl. 120), 124) werden P ( ~ P - U ' ) ~  = q (P +-)'(P -- 
4 4 

Die erste, auf die es uns hier allein ankommt, hat  die Wurzeln: 

149) 
u 

4 i = O l  Q e = e s ' T  

1. (21,-1') : Q = o. Die Gleichungen 53) geben 

mithin für 

Z besteht wiederum aus den Geraden durch den Doppelpunkt, 1' ist stets 
ein H y p e r b e l s y s t e m .  Die Quadrate der Halbaxen sind bei X uecosecp 
- v2 simZv und O ,  bei 1' aber (u c o ~ q ) ~  und ( v  ~ 0 s ~ ) ~ .  Bei t' liegen die 
Fcheitel der Hyperbeln auf den beiden Kreisen, die über den Halbaxen der 
Curve als Diirchinessern beschriehen werden konnen.* Die zii 1 gehoren- 

UV 
den Axenbrennpunkte sind z = 0,  x = 0,  bei X': x = . Die 
-- Ju" v 2 1  

* Ueberhaupt aher bildet ebenso, wie beim Systeme t', S. 60, irgend ein 
System entsprechender Punkte zwei Kreise; vergl. die angeführte Arbeit über die 
Kreisfo~s~unktcurven [man findet das auch durch die G1. 60) bestatigt]. 
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Zu den Fusspunktcurven der Hyperbel geh6rt auch die L e m n i s  k a t e 
(Fusspunktcurve der g 1 e i c h s e i t i g e n Hyperbel). Man erkennt leicht, dass 
die hier entwickelten Formeln fiir diesen-Fa11 in die S. 59 abgeleiteten 
tibergehen (u = a = e J2I). 

4. Dri t tes  Beispiel: Die Cartesischen Curven [,, aplanetischen Linien"). 

E s  is t  bekannt, dass von den vier Axenbrennpunkten einer Cartesischen 
Curve einer im Unendlichen liegt. Die drei anderen unterscheide ich , wenn 
sie alle drei reell sind, als iiusseren, mittleren und inneren; a- es liegt niim- 
lich der ,,%ussereK ausserhalb der beiden Ovale, aus denen dann die Curve 
besteht, der ,innereu innerhalb des inneren Ovales, der mittlere ebenfalls, 
aber zwischen diesem und jenem. Den Namen ,,Cartesische CurveU fassen 
wir im weiteren Sinne ,"q d. h. wir lassen zu , dass zwei dieser Rrennpunkte 
(nsmlich der aussere und mittlere, oder dieser und der innere) conjugirt 
imaginiir sind, wotiei dann ihre Antipunkte reell werden. Jede Cartesische 
Curve wird ferner von drei Kreivsystemen eingehtlllt , *** von denen aller- 
dings zwei imaginar sind, sobald nur  e i n  endlicher Axenbrennpunkt reell 
kt. Da es sich zeigen wird, dass diese Kreissysteme drei von den zu be- 
trachtenden sechs Kegelschnittssystemen Sind: so nehmen wir zunachst die 
Reduction der Gleichungen 2 2 ) ,  23) ,  27)  vor, welche im Falle A = B n6thig 
wird. Man hat  niimlich d a m ,  wenn man gleich z = 0 einftihrt , als Co- 
ordinaten der zugehorigen Brennpunkte im Coordinatensysteme (6,  q ~ ) :  

also im ursprünglichen Coordinatensysteme (x, y) : 

* 1. c. (Ueber die Kreisfuaspunktcurven) S. 354. 
** vergl. S a l m o  n-F i e d l e r ,  H6here ebene Curven, S. 531 (2. Aufl.). 

*** Wenn von dem Systeme der Kreise, deren Mittelpuukte auf der Axe liegen, 
abgesehen wird. 

1- Dass ein Kreis für eine bicirculare Curve vierter Ordnung ein viermal 
berührencler Kegelschnitt sein kann, ist selbstverst%lidlich, nur sind zwei Berüh- 
rungspuukte une i  g en t l i c h  e Beriihrungspunkte. 

Zeitschr. f. Math. o. Phyaik, XXXV. Jahrg. Supyl. 5 
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Da nun 
- -- 

A - B  (A + B - 2 /AB/) J 1 + k g B I =  I+A-+ ... und Zim- - > O  
P & e s  B = A  (A-B)  

ist ,  so erhalt man in der Grenze fiir B = A :  

Die Combinationen jedes der endlichen Brennpunkte mit dem unendlich 
entfernten werden demnach die drei Kreissysteme liefern, die Combinationen 
der endlichen Brennpunkte unter einander aber die drei anderen Systeme, 
von denen, wenn zmei dieser Brennpunkte imaginsr sind, eines aus Hyper- 
beln besteht, die beiden anderen aber imaginar sind, die dagegen aile drei 
aus reellen Ellipsen bestehen, falls alle drei endlichen Brennpunkte reell sind. 

Wir  schreiben zunachst die Gleichung der Cartesischen Curve in der 
Form 

\ 

154) (x"y2)" 4Z(x2+y2) - 8r,z - 4 m  = 0, 
haben also 

155) a=-41=b, b= -4n ,  f = - 4 m .  c = e = O .  

Dernnach wird Gleichung 120): 

156) PS-21P2+( i2+m)P-  n2=0 ,  

und Gleichung 118) hat die Wurzeln: 

Die Werthe von zi;, , X,  ergeben sich aus 153) ,  die von z;, a', aus 22), 
23), 27). Da z von Anfang an Nul1 ist,  und jetzt ftir drei Systeme (Il, 
Irl, 1:) auch L verschwindet, so ist  A und B für diese constant [s._4)], 
und also folgt: 

die nun für die erste Wurzel der G1. 156) die Systeme 1 ,  t', für die zmeite 

El, If,, für die dritte t,, X', liefern. F ü r  jedes dieser Systempaare hat 
man folgende Tabelle, in  der a,, x2 die Abscissen dcr zu einem Systeme 
gehorenden Axenbrennpunkt,e sind : 

A=B=21-P, 

. A=- 2 n  . 
,(al-P)'  

h=m,  k = O ,  
158) 

2n 2n  
A'=21-P+ - 1  B'=2Z-P--, 

e P 
L'= O; 

, P(P-21) 2 n 
h =  > k'=- - ,  

2n P-21 

s =  (-1; ~ ( z - P ) ( ~ z P - ~ P " ~ w ~ )  
(2 1 - P)" 
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f e d e  C n r t e s i s c h e  C u r v e  w i r d  v o n  d r e i  S y s t e m e n  congruenter 
v i e r m a l  b e r i i h r e n d e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n g e h ü l l t . "  

Die Hyperbeln 4, welche die Bertihrungspunkte eines K r  e i s  s y s t e m e s 
(t, I,, 1,) ausschneiden, werden, weil drei von den Büschelpunkten im 
Unendlichen liegen , zu den G e  r a d  e n durch den zugehorigen endlichen 

n Axenbrennpunkt s = - - . 
P 

Diosc Geraden sind überdies p a r a l l e l  den 

bez. Verbindungslinien der Kreismittelpunkte mit dem Coordinatenanfange K ;  
denn aus 32) folgt,  da  gegenwartig 9. = 0 i s t ,  x = @. Diese beiden Satze 
sind wohlbekannt. 

Um die Betrachtungen weiter ins Einzelne zu ftihren, ist  es zweck- 
massig, statt  der Constanten 1 ,  rn, TZ drei neue, die ich e l  1 ,  K nenne, 
einzuftihren, und zwar so,  d a s s  d i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g  156) 
r a t i o n  a l  w e r  d e n. Dies gelingt , wenn man folgende Beziehungen festsetzt : 

159) 
21=e2(1+IK+K) ,  n = e S I K ,  

4 m = -  e4[(I+IK+ K)Z-41K(I+K+1)]. 

Es sol1 also e eine S t r e c k e ,  dagegen I ebenso wie K eine r e i n e  
Z a h 1 sein. Man kann nachweisen , dass die g e O ni e t  r i s c h e  Bedeutung 
dieser Constanten folgende ist:  Es  sei P einer der ira Endlichen liegenden 
Axenbrennpunkte 8, J, H' (der im Unendlichen liegende mi also J'), so 
ist I des Quadrat des Verhaltnissea des Mittelpunktskreishalbmessers zu der 
Entfernung des Mittelpunktos E diescs Kreises von Pl K aber das Quadrat 
des Verhtiltnisses des Halbmessers eines beliebigen Bertihrungskreises zum 
Abstande seines Mittelpunktes von P (dieses Verhiiltniss ist  bekanntlich un- 
veranderlich) ; oder umgekehrt. Vergl. die weiteren Entwickelungen [Gl. 164), 
165) und die zweite Anmerkung S. 681. 

Die Gleichung fur  Pl 156), wird nun 

PS-  P%2(I+ I K +  K) + Pe41K(I+K+1) - e 4 1 q K Z = 0 ,  

hat also offenbar die Wurzeln 
160) P,=e"K, P,=e21,  P,=e2K. 

Nach 158) und 159) Sind die endlichen Brennpunkte, welche für  die 
Kr  e i s s y s t e m e diesen drei Wurzeln entsprechen, gegeben durch 

161) z = - e ,  x = -  e K ,  x=-eL** 

Ein specieller Fa11 dieses Satzes, nBmlich für die Brcisfuespunktcurve, ist 
in der Arbeit über die Kreisfusspunktcurven enthalten und hat den Ausgangspunkt 
ftir dio gegenwartige Abhandlung gebildet. 1. c. S. 350, vergl. auch die Vorbemer- 
kungen S. 1. 

** Der vierte Brennpunkt ist dann nach 129) z=m.  Die G1. 128) wird in  
unserem Falle, wo 

a = b = - 2 e L ( I + I K + K ) ,  b=-4e8IK, f = e 4 [ ( I + I K + K ) 2 - 4 1 K ~ I + K + l ) ]  
ist: 

0 .xo4-16e31K[xos+z ,2e( l+K+1)+z ,2e ( l+ IK+K) - i -e3 IK]=O 

und giebt aleo genau die vier Brennpunkte, wie sie auf anderem Wege gefunden 
wurden. 

5 
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Bezeichnet man also die drei Systempaare, dio aus den Wurzelwerthen 
P,, P,, PJ hervorgehen, der Heihe nach mieder mit t, t'; t,, t',; t,, t',, 
wo X, I,, 1, die drei Kreissysteme, I', t', , I', die drei Systeme con- 
gruenter Kegelschnitte sind (S. S. 66), so zieht man folgende Tabelle für 
die sechs Systeme ails den Gleichungen 158) und 159), wobei noch znr 
Abkürzung die p O s i  t i v e n  Quadratwurzeln 

162) f l l=~,  i i < 7 - x  
gesetzt worden s i n d Y  

2. Q = er .  
t, : 

* r und x sind also die obeugenannten zwei Verhiiltuisue selbst. 
** Bezeiçhnet man die Eutfernung eines b e l i e b i g e n  Berührungskreises O 

voni Brennpunkte z = - eK im Systeme X i ,  bez. z = - e l  irn Systeme t, m i t  d, 
den Radius des Kreiscs mit a ,  so erhiilt man im ersten Falle 
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So lange gleichzeitig 1 > 0 ,  K > O ist,  sind alle sechs Systeme reell, 
und zwar offenbar Y, E', , X', E 11 i p  s en. " Sobald diese Redingungen 
nicht crfüllt sind, sind al10 sechs Systcme 163), 164), 166) und demnach 
auch die Curve selbst imaginar - einen einzigen Fa11 ausgenomrnen, für  
welchen die Beziehungen 159) einen Anhalt gewahren: denn sie zeigen, 
dass die Curve reell sein kann,  w e n n  L u n d  x c o n j u g i r t  i m a g i n l r  
sind, weil dann soaohl I + K, als auch I K  reelle Grossen sind. Demgemass 
setze ich für diesen Fall:  

166) 
1 = v 1 + é v 2 ,  X=V1-Svz 

( ~ X = V ~ ~ + U ~ ~ ,  J + K = ~ ( V ~ ~ - V ~ ~ ) ,  1 - K = 4 i u l v I ) ,  

wobei ich unter v , ,  v, reelle Grossen verstehe. Der Fa11 I > O ,  K > O  
stellt die eigentlichen aplanetischen Linien dar, der in 166) aber diejenigen 
Curven, für  welche zwei der Axenbrennpurikte conjugirt inuaginar sind. 
Denn jetzt sind die vier Brennpiinkte: 

167) x = - e ,  x = - e ( v , ~ ~ , ~ $ 2 i v , v , ) ,  z=m. 

Die vier Systeme 1G4), 165) sind dann imaginar, aber die beiden ersten, 
163), sind reell. F ü r  sie erh&lt man folgeniie Beziehungen: 

- --- --  

d = V e e + g 2 + 2 e Q c o s f l =  ~ J ' ( I + I ) + ~ L ~ O S Q > ~ .  
Demnach hat man 

e u -- 

im Systeme E2 aber umgekehrt 
e  d=%'  

Q -- a - X ,  = 1 (S. S. 67). 

* Man erkennt aus 163), 164), l65), dass stets die Schnittpunktskreise wenig- 
stem ew e i e r  Kreissysteme reell sind; dasa aber alle drei reell sind, wenn abs. 
(1 - K) < I K < I + K ist. Auch folgt, dass die Schnittpuuktskreise eweier conjugirter 
Systeme stets g l  e i c h z e i t i g  reell oder imaginzr sind. 

" Die Gleichung der Curve ist dann: 
(x2+ - 2 ( x2  + y') eP[(v iO+ v22)2 + 2 (vie - v ~ ~ ) ]  - 8ze3(v,' + v ,  ,a 

+ '? 1 [(ut2 + ~ 2 ~ ) ~  + 2(v12 - w Ï e ) l P  - 4 ( q 2 +  ~ 2 ~ ) ~ [ 2 j v , ~  - v2') + 11) = 0. 
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Die Formeln rechts f ü r  die Coordinaten x ,  y der zugehorigen reellen 
Brennpunkte ergeben sich aus der zweiten Gleichung 167). Die Antipunkte 
der beiden durch sie dargestellten Axenbrennpunkte 

und 

haben namlich gerade die jetzt hingestellten Coordinaten x =  +(F+x), 
i - + y = - (Z - Z). Man sieht,  dass jetzt das System 1' auu (congruenten) a 

II y p e r  b e l n  besteht , so dass also seine zerfallenden Kegelschnitte irnagi- 
niir sind (ebenso wie die der Systeme Ir, Y,, t', S. 68). Wiihrend aber 
die zerfallondcn Kegclschnitte des K r  e i  s s y s t e m  e s t (ebenso wie der 
Kreissysteme El, 1,) im Falle I > O ,  K > O imaginar sind [dies folgt sofort 
aus den Gleichungen für A und aus 45), da jetzt ÇI = abs. A ist], sind sie 
jetzt reell und fallen mit den reellen zu Z gehorenden Brennpunkten zu- 
sammen, wie man leicht auf Grund der G1. 168) nachweist, und wie auch 
von selbst einleuchtet, da diese Brennpunkte die einzigen ausserhalb der 
Axe liegenden reellen Nullkreise sind, die die Curve doppelt berühren (zu- 
folge der Definition der Brennpunkte). I n  der Tha t ,  fur die genannten 

V I Z  - v 
Nullkreise hat  man 1 - A  cos@ = O ,  d. h. c o s 0  = - - ez und weil sie 

. Vl2+v2 
auf dem Mittelpunktskreise Q = (ml = e(v," v,2) liegen, die reohts 
unter 1' in 168) angegebenen Coordinaten. - Weiter bemerkt man ,  dass 
stets einer von den beiden Schnittpunktskreisen imaginar i s t ,  der andere 
aber reell. - D i e  H y p e r b e l n  1' s i n d  s p i t z w i n k l i g  o d e r  s t u m p f -  
w i n k l i g ,  j e  n a c h d e m  v ,2) (vI2  i s t .  Fiir den mittlerenFal1 v 2 = v l r v  
erweisen sich die G1. 168) nls unzureichend. Im Kreissysteme 1 hat man 
fur  die Qnadrate der Halbmesser 

B = A = A (1 - A cos 0) = 2 e2 (v,2 - v22 + (vI2 + vp2)  COS O ) ,  

daher bei v, = v, = v :  A = B = 4e2 v2 cos@. Im Systeme 1 wird s ima- 
gingr, aber für E', das nun aus g l  e i c h s  e i  t i g e n  Hyperbeln besteht, sowohl 
s als k unendlich gross; d. h.: der Schnittpunktskreis zerfiillt hier in die 
unendlich ferne und eine auf der %-Axe senkrecht stehende Gerade. Die 
Gleichung der letzteren sei z = z, . Dabei ist ,  indem man von der Annahme 
vl  > v ,  ausgeht, 

vI2 - vz2 ,> und d a m  erhBlt man Für die Wurzel kann man setzen vle + vZ2 - - 
v1" S.% 
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Die Schnittpunktsgerade geht demnach durch den im Endlichen liegenden 
reellen Axenbrennpunkt. Die ausserhalb der z-  Axe liegenden reellen Brenn- 
punktc rIicken zufolgo 168) auf die y -Axe ,  und man erhslt a190 im Palle 

- vp  = u1 1 u, 
W O 

169) (x2+y2)" 8 ( x 2 + y 2 ) e 2 ~ 4  - 3 2 x e 3 v 4  + 1 6 e 4 v 4 ( v 4 - 1 )  = O 
die Gleichung der Curve i s t ,  folgende Uebersicht: 

J e  zwei parallelaxige Hyperbeln t' haben nur z w e i  endliche Schnitt- 
punkte, die eben auf der Geraden z = - e  liegen; in  der That ,  da sie 
gleichseitig sind, so sind dann ihro Asymptoten parallel, so dass zwei 
Schnittpunkte ins Unendliche fallen. 

Die Gleichung der Cartesischen Curve lasst sich in den zwei hier be- 
trachteten Fallen schreiben 

171s)  [ X ~ + ~ ~ - ~ ( ~ + I K + K ) ~ ~ - R ~ ~ ~ K [ ~ + ~ ( I + K + ~ ) ]  = O ,  

1 7 1  b) 
[xZ + y2 - e2((u12 + w22)2  + 2 (v: - vp2))12 

- 8 e 3 ( v , 2 + ~ ~ ) [ x + e ( v , Z - v , 2 + ~ ) ] = O i  

woraus man ersicht, dass die Gerade 
e 

z = -  -( I+K+l)  bez. x =  - e(v,s-v,"+)] 
2 

e ,  Was die Schnitt- D o p p e l t a n g e n t e  ist bei u 2 = v l = v :  s=-- - 
2 

punkte mit der x -Axe  betrifft, B O  sind sie identisch mit den Schnittpunkten 
der Berührungskreise @ = O und @ = n, also wenn man die Systeme t, X' 
nimmt : 

a = - ~ ( L x + L - x ) ,  x = - ~ ( L x - L + x ) ,  . 

x = ~ ( , L x - L - x ) ,  x = e ( c x +  L + x ) ,  
bez. 

x =  e ( v 1 2 + v , 2  T 2 4 ,  

wenn im letzteren Falle nur  die reellen Schnittpunkte (@ = 0) berücksichtigt 
werden. Hier ( L  = vI + Ou2, x = v 1  - i v Z )  nun sind drei Formen zu unter- 
scheiden: die Curve kann ganz convex sein, oder einen Flachpunkt oder 
eine Einbiegung haben. Der mittlere Fa11 erfordert nach dem Obigen 

also unabhiingig von u,: v,$ = a. Sobald uIa < 1 k t ,  ist die Curve ganz 
convex. Palls die Curve aus zwei Ovalen besteht (1 > O ,  K > O), so hat  
das aussere einen Flachpunkt , wenn (L + x ) ~  = 1 oder L + x = 1 ist u. S. w 
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' Entsprechende Tangenten der Kreise eines Rreissystemes hIillen einen 
Kegelschnitt des conjugirten Systemes congruenter Kegelschnitte ein. Der 
Begriff ,entsprechender Tangentenu der Kreise ergiebt sich aus dem Begriffe 
der A x e n  der Kreise; und als Axen eines Kreises sind dabei die Linien zu 
betrachten, welche seinen Mittelpunkt mit den Schnittpunkten des zugeh6- 
rigen Mittelpunktskreises und der %-Axe verhinden. Umgekehrt hiillen ent- 
sprechende Tangenten in einem Kegelschnittssysteme einen Kreis ein. Be- 
merkenswerth ist noch, d a s s  d i e  S c h n i t t p u n k t s k r e i s e  z w e i c r  s o l -  
c h e r  c o n j u g i r t e r  S y s t e m e  s i c h  a u f  d e r j e n i g e n  G e r a d e n  s c h n e i -  
d e n ,  d i e  i n  d e m  z u m  K r e i s s y s t e m e  g e h o r i g e n  e n d l i c h e n  B r e u n -  
p i i n k t e  a u f  d e r  x - A x e  s e n k r e c h t  s t e h t .  So hat  man z. B. für die 
Schnittpunktskreise der Systeme 1, X', 163) : 

xa+y2-e2( I - IK+K)=O,  

mithin für ihre Schnittpunkte: 
x = - e .  

U. a. W. - E s  is t  ferner leicht, diejenigen Kreise oder Kegelschnitte der 
verschiedenen Systeme zu ermitteln , welche die Curve hyperosculiren , ins- 
besondere bei den Kreissystemen. Alle Kreise des Systemes 1 z. B., wcnn 
wir die G1. 168) nehmen, werden bekanntlich von einem Kreise um den 
zugehorigen Brennpunkt x = - e r e  c h t w  i n k l  i g  geschnitten. Der Halb- 

rnesser dieses Kreises ist offenbar [nach 168)] e J(v,"v,")2- 2 (vIe - v,2) + 1) ; 
der Kreis muss nattirlich auch durch die N u l l k r e i s e  gehen, wie durch 
die G1. 168) (rechts) bestiitigt wird, und tiberdies müssen auf ihm die 
Hyperosculationspnnkte der beiden Hyperosculationskreise liegen, n%mlieh 
an den Berührungsstellen der Tangenten, die sich von seinem Nittelpunkte 
sus (x = - e )  an die Curve legen lassen. Da aber die Gerade, welche die 
Berührungspunkte eines Kreises ausschneidet, dem betreffenden Halbmesser 
des Mittelpunktskreises parallel ist ,  so hat man folgendc Constr~ct~ion: man 
ziehe die gemeinsamen Tangenten des Mittelpunkts- und des Orthogonal- 
kreises; der Berührungspunkt einer solchen Tangente arn ersteren Kreise 
ist der Mittelpunkt, der am letzteren der Berührungspunkt eines Hyper- 
osculationskreises. I n  jedem Kreissysteme giebt es also vier hyperoscu- 
lirende Kreise.* 

Aehnliches gilt im Falle I > O ,  K > O ,  nur  dasv hier mit Beziehung 
auf den m i t t l e r e n  Brennpunkt a n  Stelle des Orthogonalkreises ein Kreis 
t r i t t  , der von jedem Kreise des zugehorenden Kreissy~temes u n  t e r  e i n e m  
D u r c h m  e s s e r geschnitten wird. Die Gleichungen der drei Kreise sind 
[163), 164) ,  165)l: 

* Dies giebt zusammen 12; rechnct man noch dazu dio vier Scheitelkreise 
(deren Mittelpunkte au€ der Curvenaxe liegen), so hat man die 16 hyperosculiren- 
den Krcise (vcrgl. Clebti c h ,  Ebene Curven n. s. W., C r e l l e ' s  J. Bd. 64 S. 257 flg.). 
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Diese drei Ortbogonalkreise sind mit den drei tibrigen Brennpunktvkreisen 
(S. S. 15) identisch;* denn jeder enthalt die Antipunkte zweier endlichen 
Axenbrennpunkte und die Antipunkte des dritten endlichen und des unend- 
lich fernen Axenbrennpunktes, die j a  mit den unendlich fernen Kreispunkten 
jetzt zusammenfallen. Daher muss nach einem früheren Satze (S. 40) der 
erste die Schnittpunktskreise von X und Z', der zweite die von 1, und 1' 

l? 
der dritte die von 1, und X', rechtwinklig schneiden, was man leicht be- 
stiitigt. J e  zwei schneiden sich mit zwei Schnittpunktskreisen in denselben 
beiden Punkten, namlich der erste und zweite in den gemeinsamen Punkten 
der zu X, und Ir2 gehorenden Schnittpunktskreise, der erste und dritte i n  
denen der zum zweiten Systempaare XI, t', gehorenden Schnittpunktskreise 
u. S. f., alles in Uebereinstimmung mit frtiheren Sstzen im 1. Abschnitte. 
Einer von ihnen ist stets imaginsr; wenn z. B. l(1, K < 1, K < I voraus- 
gesetzt wird (und das is t ,  wie eine einfache Ueberlegung einleuçhtend 
macht, k e i n e  B e s c h r k n k u n g  d e r  A l l g e m e i n h e i t  imFalle  I>O,  K>0) ,  
so ist x = - e der aussere, x = - el der mittlere, 2 = - e K der innere 
Rrennpunkt; dann is t  nach den obenstehenden Gleichungen der dritte,  zu 
x - - e l ,  also zum m i t  tl e r e n  Brennpunkte gehorende Orthogonalkreis 
imaginar. Dafür ist aber dann der Kreis 

der nun von den Kreisen des entsprechenden Kreissystemes X, nicht mehr 
rechtwinklig , sondern unter lauter Durchmessern geschnitten wird , r e ell .  
Dieser Kreis und die beiden reellen Orthogonalkreise schneiden sich nun i n  
n u r  z w e i  P u n k t e n ,  d i e  a u f  d e r  z u r  y - A x e  p a r a l l e l e n  G e r a d e n  
d u r c h  d e n  m i t t l e r o n  B r e n n p u n k t  l i e g e n ,  was man sofort bcstatigt. 

Die Coordinaten dieser Puukte findet man x = - e 1 ,  y = + e ((1- 1) (1 - K?. 

Endlich m6ge noch daran erinnert werden, dass hier, namlich bei den 
Systemen t', t',, X',, der einzige mogliche Fa11 vorliegt, in dom die 
Hyperbel @ , welche die Berührungspunkte zweier b e l i  e b i g e r  parallelaxiger 
Kegelschnitte ausschneidet, zugleich ihre M i t  t e l  p u n k  t e  enthilt  (vergl. S. 9). 

Wenn im Fallo 1>0, K>O K = l  is t  (oder im Palle ~ = v , + i v ~ ,  
x = v,  - ive v, =O), so ergeben sich nur zwei verschicdene Systempaare, 
indem die Paare Il, E', und I,, Z2 zusammenfallen: 

* Der erste Brennpunktskreis fillt mit der x-Axe zusammen 
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Die Gleichung der Curve is t  dann 

173) [ ~ ~ + y ~ - e ~ 1 ( 1 + 2 ) ] ~ - 8 e ~ 1 ~ [ x + e ( I + ~ ) ]  = O ,  
die K r e i s f u s s p u n k t c u r v e .  Und zwar ist  sie von der ersten (mit iso- 
lirtem Doppelpunkte) , zweiten (Kardioide) , dritten Art  (mit Schleife) , je 

p = e L .  

ist. Das System E besteht aus den doppelt berührenden Kreisen, 1, aber 
ails den Berührungskreisen durch den Doppelpunkt; 1' stellt eine bekannte 
Construction der Curve dar, E', besteht aus congruenten Ellipsen,* die aber 
bei der Kardioide ebenfalls ausarten. 

Zu den gewohnlichen aplanetischen Linien (1 > O ,  K > 0) vergl. Taf. III 
Fig. I Z a ,  b, c ,  wo t = & ,  x = +  gewahlt is t ;  was den Pal1 ~ = v , + i v , ,  
x = v , - i v ,  betrilft, TaE.111 Fig. 1 3 a ,  b ,  wo y , = + ,  v , = l ,  bez. v,=v, 
==# (gleichseitige Hyperbeln!); endlich zu den Kreisfusspunktcurven in der 
oft citirten Arbeit Fig. 5e .  

Ltisst man den inneren Brennpunkt einer aplanetischen Linie ins Un- 

1, = t2 : 
-- - - - - - -- 

2 1 
A y B = e 2 1 ( l + l ) ,  1 =- - --a , + , , 

174) x = -  e l ,  
h = a ,  y=O; 

x = w ,  

k = O ,  s = e l .  

endlicho rllcken, so geht sie in eine H y p e r b  e 1 über ; wenn man den Lusscrcn 
ins Unendliche wirft, dagegen in eine E l l i  p s  e. Von den sechs Systemen, 
die wir betrachtet haben, bleiben dann nur  awei verschiedene übrig: das 
eine, bestehend aus den einzelnen Tangenten, jede mit der unendlich fernen 
Geraden zusammen genommen, das andere aus den Paaren paralleler Tan- 
genten gebildet. In  Beziehung auf das Letztere ergiebt sich dann folgender 
Satz (vergl. S. 10): 
-- - - 

* Vergl. die Arbeit über die Kreisfusspuuktcurveu, S. 350. Die Curven TT für 
dieses Ellipseneystem sirid Kreisfusspurik t c u  r v e n ,  wie auch auli der dort 
(S. 350 1. Absatz) fiir sie angegeberien Coustruction hervorgeht. Irrthümlich io t  
dort gesagt, es waren Curven anderer Art. 

t', = t',: 
-- - -P. - 

A = [e i ( i  +1)12, B = [e t ( i  -1)12, i = 0. 

e x = - e ,  
h = - - ( I + l ) ,  ( 2 y=O; x = - e l ,  

I i c = - 2 e -  : s = e l .  
i+i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G e g e b e n  s e i  e i n  K e g e l s c h n i t t  m i t  e i n e r  b e l i e b i g e n  f e s t e n  
T a n g e n t e .  B e w e g e n  s i c h  d a n n  z w e i  a n d e r e  T a n g e n t e n  s o ,  d a s s  
s i e  g e g e n  d i e  f e s t e  b e s t i i n d i g  e n t g e g e n g e s e t z t  g l e i c h  g e n e i g t  
s i n d ,  s o  b e s c h r e i b t  i h r  S c h n i t t p u n k t  d i e  ( g l e i c h s e i t i g e )  H y p e r -  
b e l  d u r c h  d i e  v i e r  B r e n n p u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  u n d  d e n  
B e r l l h r u n g s p u n k t  d e r  f e s t e n  T a n g e n t e .  

Dies ist  die Verallgemeinerung eines bekannten Parabelsatzes.' 
Der Satz vom Schnittpunktskreise wird zu dem bekannten Lehrsatze, 

dass alle Tangentenrechtecke eines Kegelschnittes einem und demselben 
Kreiso eingeschrieben sind u. a. W. F ü r  die Ellipse vergl. Taf. III Fig. 14. 
Da hier (wie tiberhaupt bei den Cartesischen Curven) 9 = 0  is t ,  so hat  
man 2 = Qi [S. 32)]; dabei ist offenbar jetzt = g) der Winkel eines Tan- 
gentenpaares gegen die Hauptaxe, x der Winkel der Hyperbel, welche die 
Bertihrungspunkte ausschneidet, in den reellen Brennpunkten gegen dieselbe 
Axe. J e n e r  i s t  d e m n a c h  d i e  H a l f t e  v o n  d i e s e m .  Vergl. das Nahere 
Ende des III. Abschnittes. 

ê 6. Viertes Beispiel: Das ICreispaar. 

Eine besondere Beachtung verdient die i n  z w  e i  K r e i s  e  z e r  f a l l e  n  d e  
bicirculare Curve vierter Ordnung. Einen Satz, der sich auf sie bezieht, 
habe ich schon aufgestellt (S. 34) ; es wird sich zeigen, d  a  s  s  j e  d e  s  O 1 c  h  e  
C u r v e  v o n  z w e i  S y s t e m e n  e i n g e h ü l l t  w i r d ,  v o n  d e n e n  j e d e s  
s i c h  s e l b s t  c o n j u g i r t  i s t ;  a l l e  K e g e l s c h n i t t e  d i e s e r  S y s t e m e  
l a u f o n  d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  g e g e b e n e n  K r e i s e ;  s i e  b e -  
s t e h e n  a u s  E l l i p s e n ,  wenn d e r  e i n e  K r e i s  i n n e r h a l b  d e s  a n d e -  
r e n  l i e g t ,  s u s  H y p e r b e l n ,  w e n n  d i e  K r e i s e  a u s s e r h a l b  e i n a n d e r  
l i e g e n ,  u n d  d a s  e i n e  s u s  E l l i p s e n ,  d a s  a n d e r e  a u s  H y p e r b e l n ,  
w e n n  d i e  K r e i s e  s i c h  i n  r e e l l e n  P u n k t e n  s c h n e i d e n .  Die in  Rede 
stehenden Doppelsysteme gehoren also zu den u n e i g  e n  t l i c  h e n  Beriih- 
rungskegelschnittssystemen (S. S. 53). - Dies nur vorlaufig. 

* Bei der P a r a b e l  also: Der Schnittpunkt hweier Tangenten, die gegen 
eine gegebene Tangente der Parabel Qntgegengesetzt gleich geneigt s i~id,  liegt 
auf dem Brennstrahle durch den Berührungspunkt der festen Tangente. Vergl. 
z. B. S t e i n e r ,  Vorlesungen üb. synthet. Geom., 1. Theil (heraiisgeg. v. Geiser) ,  
S. 117. - Die Asymptoten der Hyperbel sind der Basis und Hohe des umgeschrie- 
benenDreieckeri parallel. Die  B e r ü h r u n g s s e h n e n  d e r  v e r s c h i e d e n e n  S c h e n -  
k e l p a a r e ,  d i e  e u  d e r s e l b e n  B a s i s t a n g e n t e  g e h o r e n ,  h ü l l e n  e b e n f a l l ~  
eine H y p e r b e l  e in ;  d i è s e  b e r ü h r t  n a m l i c h  d i e  v i e r  T a n g e n t e n ,  d i e  a n  
den g o g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  p a r a l l c l  d e n  A s y m p t o t e n  der  g l e i c h -  
s c i t i g e n  H y p e r b e l  g e z o g e n  werden  k S n n e n ,  und  i h r e  A s y m p t o t e n  
Sind die D n r c h m e s s e r  des  g e g e b e n e n  K c g c l s c h n i t t e s ,  d i e  e u  d e n  Asym-  
p t o t e n  d e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  c o n j u g i r t  s ind.  1 s t  d e r  g e g e b e n e  
K e g e l s c h n i t t  e i n e  P a r a b e l ,  so g e h e n  j e n e  B e r ü h r n n g s s e h n e n  a l l e  
durch  eiuen P u n k t ,  n a m l i c h  d e n  P o l  d e r  O r t s g e r a d e n ,  d i e  d a n n  a n  
S te l le  d e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  t r i t t ,  m i t  B e z i e h u n g  auf  d i e  Pa-  
rabeL 
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Die D o p p e l b r e n n p u n k t e  der Curve sind offenbar die M i t t e l -  
p u n k t e  der Kreise und ihre Antipunkte. W a s  die sonstigen Brennpunkte 
betrifft, so liegen nach ilirer Definition vier in jedem Schnittpiinkte der 
Kreise, ebenso wie die Antipunkte aiif der Centrale vierfach zahlen. Von 
den sechs Kegel3chnittssytemen müsstcn demnach, wie man wohl erwarten 
konnte, vier zusammenfallen zu einem, das sich selbst conjugirt ist und 
dessen Berührungspunkte von den Hyperbeln durch die Schnittpunkte der 
ICreise und ihre Antipunkte ausgeschnitten werden; indessen zeigt sich, dass 
sie blos p a a r  w e i s  e zusammenfallen, dass also d a s s e l b  e Hyperbelbüschel 
die Berührungspunkte zw e i  e r v e r s  c h i e d e n e  r Kegelschnittssysteme be- 
stimmt. Alsdann bleiben in dem gegenwiirtigen Palle aber immer noch 
v i e  r hyperbolische Quadrate und also vier Hyperbelbüschel übrig : namlich 
die aus je zwei zu e i n a n d ~ r  senkrechten Geraden bestehcnden Hyperbcln 
durch jeden Sctinittpunkt der Kreise, sowie jeden ihrer Antipunkte. In  der 
That werden wir uns deshalb hier nicht vorliiufig mit den 61. 118), 119), 
120) begnügen, sondern die G1. 122) ,  1231, 124)  mit berücksichtigen und 
dabei zugleizh erkennen, dass jedes der zuerst genannten beiden Doppel- 
systeme (Systeme, die sich selbst conjugirt sind) wiederum doppelt zu 
zahlen ist. 

Sind die Schnittpunkte der Kreise imaginar, so sind die auf der Cen- 
trale liegenden Brennpunkte reell. 1st d die Entfernung des Mittelpunktes 
eines Kreises von einer Geraden, ist der Endpunkt von d Coordinatenanfang 
(die Gerade y -Axe, die Richtung nach dem Kreismittelpunkte %-Axe), r der 
Radius des Kreises, und r < d ,  so sind die Schnittpunkte des Kreises und 

der Geraden x = 0 ,  y = + Jr"ci2[, demnach ihre reellen Antipunkte 

y = 0 ,  x = + Jd"!. Liegt auf der negativen Seite der z - Axe ein 
anderer Kreis, der dieselben Schnittpunkte mit der Geraden ha t ,  wie der 

-- 

erste, so is t  also p ' r ' 2 7  = p " n 1 ,  rnithin auch / d l 2  - rez1 = f d 2  - rf .  
I?. h.: Die Tangenten vom Coordinatenanfange a n  beide Kreise Sind gleich. 
Dabei ist die y-Axe die Potenzlinie (Radicalaxe) der beiden Kreise. Also: 

D i e  A x e n b r e n n p u n k t e  e i n e r - a u s  z w e i  K r e i s e n  b e s t e h e n d e n  
C u r v e  w e r d e n  v o n  d e m  g e m e i n s a m e n  O r t h o g o n a l k r e i s e  d e r  
b e i d e n  K r e i s e  a u s g e s c h n i t t e n ;  s i e  l i e g e n  s y m m e t r i s c h  z u r  P o -  
t e n z l i n i e .  Sie sind zwei Ecken des den gegebenen Kreisen gemeinsamen 
Polardreiecks. 

Durch ebenso einfache Betrachtungen weist man nach: 
L i e g e n  d i e  K r e i s e  a u s s e r h a l b  e i n a n d e r ,  s o  w e r d e n  d i e  A s e n -  

b r e n n p u n k t e  v o n  d e n  z u r  C e n t r a l e  s e n k r e c h t e n  V e r b i n d u n g s -  
l i n i e n  d e r  S c h n i t t p u n k t e  d e r  g e r n e i n s a m e n  T a n g e n t e n  a u s -  
g e s c h n i t t e n .  Und: 

D i e  A x e n b r e n n p u n k t e  w e r d e n  v o n  d e n  G e r a d e n  b o s t i m m t ,  
w e l c h e  d i e  z u  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  K r e i s e  g e h o r e n d e n  B e r i i h -  
r u n g s p u n k t e  j e  e i n e r  i n n e r e n  u n d  e i n e r  a u s s e r e n  g e m e i n s a m e n  
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T a n g e n t e  v e r b i n d e n ;  oder v o n  e i n e m  K r e i s e ,  d e r  d u r c h  d i e  B e -  
r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e r  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e  g e h t  u n d  s e i n e n  
X i  t t e l p  u n k  t a u  f d i e  s e  r (oder, was auf dasselbe hinauskommt, auf der 
Potenzlinie) h a t .  Diese Kreise schneiden sich bekanntlich paarweise recht- 
winklig, desgleichen die soeben genannten Verbindungsgeraden.* - Die 
Potenzlinie ist ais Doppeltangente v i e r  f a c h zu zahlen. 

Unter Zugrundelegung des oben niiher bezeichneten Coordinatensystemes 
(z, y) nehmen wir a n ,  dass der Mittelpunkt des g r 6  s s e r  e n  Kreises auf 
der p o s i t i v e n  s - A x e  liege. Die Lange der Centrale sei 2 e ,  so dass 
x = e die Mittelpunkte (Doppelbrennpunkte) der Kreise sind. Die Halb- 
messer der Kreise seien r,, r2: 

r1> r2. 
Zuï Abkürzung mage 

gesetzt werden; dabei ist 
177) r l > r 2 > 0 ,  r , 2 + r , 2 = + ( r , 2 + r ~ ) ,  4rlr2=r,2-r,2. 

Die Gleichungen der gegebenen Kreise sind 

178) 
( ~ - e ) ~  + y2 - rI2 = 0, 
( ~ + e ) + y ~ - r , ~ = O ,  

und demnach findet man die Gleichung der Curve durch Multiplication: 

179) 
(z2 + y2)2 - x2 (2  e2 + r12 + yZ2) + y2 (2 ei - (rI2 + rp")) 

- 2 ~ e ( r , ~ - r ~ ~ )  + (e2-rI2) (e2- rZ2) = O 
oder nach 176), 177) 

180) 
(x2 + 2/4)2 - 2 x2 (ee + r12 + + 2 y2 (e2 - (rI2 + rZ2)) 

- 8xerlr, + e4 - 2e"r1" rZ2) + (rla - r2T2 = 0. 

Hieraus bestatigt sich nach 39), 40), 41) alles, was S. 76 über die Brenn- 
punkte gesagt wurde. Die Coefficienten sind : 

Nennt man die Abscisse der Potenzlinie oder der Schnittpunkte beider 
Kreise x, ,  so ist fiir die Schnittpunkto selbst nach 178) 

oder 

182 b) 
r r z --- - (e2-rI2)(es-~?y 
l " go=+ 

O -  e e 

' Ueber die im Folgenden zn Tage tretendrn Satze von deil gemeinscliaft- 
lichen Tangenten zweier Kreise vergl. auch R e  i n  h a rd  t , Zeitschr. f. Math. u. I'hys. 
Bd. 32 S. 183fig. 
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Die Kreise schneiden sich (die Schnittpunkte sind r e e l l ) ,  wenn 

r, > e > r, 
ist [die hloglichkeit r, > e>r, ist  ausgeschlossen nach 177)]. Es  findet 
Zussere oder innere B e r  ü h r u n g  statt  bei 

e = r, bez. e = r,; 

die Kreise liegen aiisserhalb einander oder der kleinere befindet sich inner- 
halb des grtisseren, je nachdem 

e > r ,  oder e < ~ ~  
ist. Dann hat  man ftir die r e e l l  e n  Brennpunkte: 

Das eine von diesen zwei Brennpunktsqiiadrupeln fillt  mit dem Coordinaten- 
anfange zusammen , wenn 

r, r2 = J ( e 2  - rI2) (ex - r:) 1 
k t ,  oder (abgesehen von e = O ,  wobei die Kreiue concentrisch waren und 
das eine Quadrupel in  den gemeinsamen Mittelpunkt, das andere ins Unend- 
liche rücken wtirde) 

e2 = r," rr,2; 
ri rz dann liegt das andere bei x - 2 - c 2 ~ " .  ES Iaisst sich nachweisen, 

e 
d a s s  h i e r b e i  d i e  i n n e r e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  a u f  
d e n  a u s s e r e n  senkrecht  s t e h e n  (S. unten). 

Die Gleichungen 120) und 124) werden zufolge 161): 

16 P3 - 16 P2(e2 + r12 + rI2) + 16 P (e2 (rlZ+ rZ2) + r12~e2)  - 16 e2rI2 rZ2 = 0,  
16 P3 - 16 P2 (2 (rl2 + rZP) - e") + 16 P ((r12 + r,, - e2) (rlZ+rZ2) + rl%xz) 

- 16 (rla + r p Z -  e2) r12r2" O. 
Beiden Gleichungen sieht man unmittelbar a n ,  welche Wurzeln sie haben: 
die erste P = eZ, P = rlZ, P = rZz; die zweite P = r,"r,"ez, P = rle, 
P = r," oder, wenn man auf Q selbst zurtickgeht,: 

Die Bestimmungsgleichungen ftir A (bez. y ,  q), A, B bei 184) 
nach 1 07), 108) : 

[P - (r12 + rZ2)] A, - - 
P 186) A - B  e2 - 

- 
2 b 

bei 185) aber, S. 122), 123): 
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1. Q = h ,  Z E ~ .  Bus 186) folgt ( l r , + e ) 2 = 0 ,  also 

als D o p p e l w u r z e l ,  was eben bedeutet, dass die conjugirten Systeme Z, 

1' s u s a m m e n f a l l e n .  A + B  A - B  Weiter: rz2, = e r p ,  a180 

A=r , ( r ,+e) ,  B = rz(r2-e). 

Endlich erhLlt man mit Hilfe von 23) und 27) die zugehorenden Brenn- 
punkte, nach 30), 31) den Schnittpunktskreis : 

(die beiden Schnittpunkte der Kreise und ihre Antipunkte sind die Grund- 
punkte des die Berührungspunkte ausschneidenden Hyperbelblischels), 

Uebrigens Sind die Quadrate der Helbaxen der Kegelschnitte: 

188d) A ~ ( r , + e ) ( r , + e c o s @ ) ,  B=(r,-e)(r,+ecos@). 

Das so bestimmte Kegelschnittssyatem besteht, wenn e < r,, also der klei- 
nere Kreis innerhalb des grosseren liegt , aus E I l  i p s e n mit imaginaren 
?Sullellipsen ; wenn e > r2, also entweder die Kreise sich schneiden, oder 
aber ganz ausserhalb einander liegen , ails Hypcrbeln mit r e e 11 e n zerfal- 

lenden Kegelschnitten cos@ = . Da die IIyperbeln, welche die Be- (. e 
rührungspunkte bcstimmen, durch zwei Punkte der Curve selbst hindurch- 
gehen, so liegen in diesen (namlich den Schnittpunkten der beiden Kreise) 
stets zwei (uneigentlictie) Berührungspunkte, d. h.: alle Kegelschnitte des 
Systemes t gehen durch die Schnittpunkte der beiden Kreise, so dass für  
jeden nur zwei e i g  e n t 1  i c h e  Berührungspunkte iibrig bleiben. IIieraus 
folgt sofort, dass die P o  t e n z l i n i e  der eine Restandtheil jedes der beiden 
zer  f a l l e n  d e n  Kegelschnitte is t ;  dcr andcre is t ,  wie sowohl die blosse 
Anschauung , als die abgeleiteten Gleichungen lehren, eine a u  s s e  r e g e  - 
m e i n s a m e  T a n g e n t e  der beiden Kreise. Besteht das System aus Ellip- 
sen, so ist der S c h n i t t p u n k t s k r e i s *  imaginar, im anderen Falle reell; 
sein Mittelpunkt ist  stets der a u s s e r e  A e h n l i c h k e i t s p u n k t  der beiden 
Kreise. Der M i t  t e l  p u n k t s k r  e i s  wird von den beiden ausseren Tangenten 
berlihrt, selbstverstandlich in  den Punkten, wo sie von der Potcnzlinio 
geschnitten werden, da diese Punkte als Mittelpunkte der zerfallenden Kegel- 
schnitte auf ihm liegen mlissen. - Vergl. Taf. III Fjg. 15 a ,  Taf. I V  Fig. 
16a, 1 7 a .  

* der durch die Schnittpunkte der Kreise laufen muss, weil alle Kegelschnitte 
des Systemes dies thun. 
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1 .  , 1 ' Man findet genau wie vorhin als Doppelwurzel 

-1 

A-B A + B - q ,  -- ferner - - 2 2 
- er, , also 

( d i e  Brennpunkte sind dieselben wie bei 1); 

Der M i t t e l p u n k t s k r e i s  wird von den bciden i n n e r e n  g e m e i n -  
s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  der Kreise bertihrt (wiederum in ihren Schnitt- 
punkten mit der Potenzlinie). Il besteht aus Ellipsen mit imaginiiren Null- 
ellipsen, wenn e < r, i s t ,  a lm die Kreise sich schneiden oder der eine den 
anderen umschliesst ; aus Hyperbeln , wenn e > r, is t ,  also die Kreise 
ausserhalb einander liegen, wobei die zerfallenden Hyperbeln reell sind 

. Alle Kegelschnitte des Systemev gehen wiederum durch 
e 

die Schnittpunkte der Kreise , jeder z e r  f a 1  l e  n d e Kegelschnitt besteht aus 
der Potenzlinie und einer i n n e r e n  Tangente der Kreise. Der  S c  h n i  t t -  
p u n k  t s  k r e i s  ist reell oder imaginar, j e  nachdem da8 System aus Ellipsen 
oder Hyperbeln besteht. E r  geht durch die Schnittpunkte der Kreise und 
sein Mittelpunkt ist der i n  n e r e A e h nl i c h k e i t  s p  u n  k t der letzteren. 
Vergl. Taf. III Fig. 15 b ,  Taf. I V  Fig. 16 b ,  17 b. 

Die Gleichungen 187) ergeben ftir p = ri bez. Q = r2 [185)] : 

A + B  -- A - B  A - B  
-Tl%, - -- e 

-r22, 2 - 2 
- er,, p=-1 

r 1 
cos*=-1; c o s q = - 1 ,  

folglich weiter [vergl. 123)] : 

Somit werden filr diese Systeme die Quadrate der Halbaxen 

A=(r2-e)(r,-ecoso'),  I A = (r, - e) (r, - e cos 0') , 
B = (r, + e) (r2 - e cos 0') ; B= (rl+e)(rl-e cos@'). 

Setzt man O'= n-@, so gehen diese Gleichungen in die vorigen über, 
die bereits für X und Z, gefunden wurden, abgesehen von der Vertauschung 
von A und B. Jedes dieser Doppelsysteme ist also wieder doppelt zu ziihlen. 
Die Vertauschung von .A und B, sowie die Beziehung @'= TC-0 erklzrt 
sich sehr einfach aus den Festsetzungen S. 3 flg.; da n h l i c h  in lt38a!, 
189a)  A n e g a t i v  gefunden wurde, und = = O  ist ,  60 war dort Y = n  
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A 
(cos Y=-= - l), und also hatte nach jenen Festsetzuugen @ eigentlich 

u 
von der A e g a t i  v e n s- A x  e aus gerechnet werden miissen, jetzt aber, wo 
A > O is t ,  von der positiven aus. Auch dio Vertauschung von A und B, 
A und B wird durch diese Ueberlegung verstiindlich. 

Nach dem Satze S. 30 über die Asymptoten mlissen bei jedem 
Systemc 1, 1, die Asymptoten aller Kegelschnitto duroh dic Mittel- 
punkte der beiden zerfdlenden Kegelschnitte laufen. Ausserdem giebt 
es noch eine Menge von Einzelheiten, die nimmermehr alle aufgeziihlt 
werden konnen. Blos eine sei noch erwahnt: Fasst man die vier wirklichen 
Berührungspunkte von zwei parallelaxigen Kegelschnitten ins Auge, so 
konnen diese durch sechs gerade Linien mit einander verbunden werden. J e  
z w e i  d a v o n  l a u f e n  s t e t s  d u r c h  d e n  i n n e r e n  u n d  d e n  S u s s e r e n  
A e h n l i c h k e i t s p u n k t  d e r  g e g e b e n e n  K r e i s e ,  s o  d a s s  d i e  b e i d e i i  
t i b r i g e n  p a r a l l e l c  D u r c h m c s s c r  d e r  K r e i s e  s i n d .  

Merkwürdig ist nun die Configuration, die die Systeme 1, 1, dar- 
bieten: Irgend ein System entsprechender Tangenten hüllt einen Kegel- 
schnitt desselben Systemes ein; und zwar die Tangenten, die unter einem 

n; 
gegebenen Winkel - + w gegen die Hauptaxen der Kegelschnitte gezogen 

2 
sind , erzeugen denjenigen Kegelschnitt , dessen Hauptaxe unter o gegen die 
Centrale der Kreise geneigt is t ,  wie aus 73) (und der Definition von w 
S. 19) hervorgeht. 

Endlich sei noch bemerkt,  dass 1 und 1, zu Kreissystemen werden, 
wenn e = O ,  also die gegebenen Kreise c o n  c e n t  r i s  c h sind ; und zwar be- 
steht dann I: aus den Kreisen, welche den inneren Kreis von aussen, XI 
aus denen, die ihn einschliessend berühren. 

Wir  haben nunmehr noch zwei Wurzeln der G1. 120), 124) weiter zu 
verfolgen, namlich p = e und p = Jr? + r: - e21, die je  zwei v e r s  c h i  e - 
d e n e  conjugirte Systeme liefern, S. 184) ,  185). 

III. Q = e: Der Mittelpunktskreis geht durch die Mittelpunkte der ge- 
gebenen Kreise. Bus 186) erhalt man: 

A - B  
2 = r, r, + J(ee - r," te2 - 1, 

demnach 

Zaitschr. f .  Math. u. Physik XXXV. Jahrg. Bnppl. 6 
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Die Quadrate der IIalbaxen sind folglicli: 

190 c) 
x [ s I2  + re"' - e2 + (r, r, + J(e" riil) (e2 - r," 1) cos Q] , 

r12 + rZ2 - ee - r, r, + J(e2 - ri2)  (e2 - rZ2) 1 B =  -- 

rg2 + ry2 - e2 

X [r? 4- raz - e2 + (sl  r2 T J(e2 - rI2) (e2 - r t )  1) COS O>] , 
oder auch: 

Das obere Vorzeichen liefert das Systcm Xe, das untere Y , .  

Bus 23) und 27) folgt: 
-- 

h= 
- r, re + p'(e2 - r,') ( e2  - raz) 1 

e 
(vergl. 183) ,  und dass die Brennpunkte des Systemes in dem Punkte s= hl 
y = 0 alle vier vereinigt liegen, so dass die Hyperbeln, welche die Re- 
rührungspunkte ausschneiden, aus je  zwei xu einnnder senkrechten Geraden 
durch dcn genannten Punkt  bestehen. Uebrigcns sind offenbar b e i  d e 

S y s t e m e  imaginar, w e n n  r 1 > e > r 2 ,  a190  d i e  b e i d e n  K r e i s e  s i c h  
s c h n e i d e n .  

Ftir den S c h n i t t p u n k t s k r e i s  hat man nach 30),  31): 

Der Schnittpunktskreis geht wieder d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  g e -  
g e  b e  n e n  IC r e i  s c; denn man übcrsieht leicht, dass 

s 2 - ( k - ~ J ' = y g 2  
ist (S. 182 b). 

Im Systeme t', kann man A und B folgendermassen schrciben: 

A'= (rIP + rz2 - e2) + (rl r2 - p'(r, r2)2 - ez (r12 + r2' - e2) /), 
Bt= (r," rr," - e2) - (r, r2 - p'(rl s$ - 

woraus man erkennt, dass A' und B' gleichzeitig für  
e2 = rI2 + rZ2 

verschwinden. Dann werden also die dem unteren Vorxeichen entsprechen- 
den G1. 190) abzuandern sein, ebenso aber auch die Gleichungen mit dem 
oberen Vorzeichen. Durch Umformung bez. Differentiation nach e2 findet 

* Es mogcn die zu t', gehorenden Grossen durch obere Striche von den 
Groseen des Systemes te unterschicden werdcn. 
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man leicht die wirklichen Werthe. Dabei erhalt man insbesondere beim 
Systeme 1, k = m, s = m; der Schnittpunktskreis wird hier also unendlich 
gross , muss aber dabei die Po t e n  z l i n i e  der gegebenen Kreise zur Grenze 
haben, weil e r  unter allen Umstanden durch die Schnittpunkte dieser geht 
(S. oben).' Man kommt zu folgender Uebersicht: 

e2 = r12 + rZ2, Q = e = p'r,"\. 
x2 : I I', : 

A = 2 r l r 2 +  ( r l Z + r ~ ) c o s  @, I A = (r, + r,)%os d> , 
B = - A ;  B = - (r, - r2)%os 0 ; 

Die heiden z e r f a l l e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  

bestehen, wie eine einfache Rechnung lehrt,  a u s  j e  e i n e r  i n n e r e n  u n d  
e i n e r  D u s s e r e n  g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e  der Kreise, und zwar im 
Falle e > r ,  (wo jeder Kreis ausserlialb des anderen liegt) im Systeme 1, 
aus zwei solchen Tangenten, deren Schnittpunkt von der Potenzlinie aus 
auf Seiten des kleineren Kreises, bei I', aus zwei solchen, deren Schnitt- 
punkt auf Seiten des g r b e r e n  Kreises liegt. Hieraus folgt weit,er, dass das 
System I', niemals aus gleichscitigcn Hyperbeln bestehen kann,  ausser im 
Grenzfalle e  = r l ,  r, =O, wo die beiden Kreise gleich gross sind und sich 
von aussen berühren; dass es vielmehr stets sonst aus spitz- und stumpf- 
winkligen Hyperbeln zusammengesetzt sein muss. Dagegen wird Z2 allemal 
aus gleichseitigen Hyperbeln bestehen, wenn die inneren gemeinsamen Tan- 
genten au€ den iiusseren senkrecht stehen; dies wird also durch die Gleieh- 
ung e2=r12+ rza ausgedrückt, iind dann gelten die Formeln 191) (vergl. S. 78). 

Betrachtet man A und B [190b)] als Functionen von e%nd stellt sie 
graphisch der mittels einer (e2) -Axe und einer A -  oder B -Axe,  die anf 

Direct findet man, wenu man von der Annahme e2 > r i2+  rS2 ausgeht und 
rl r2 + y(e2 - ris) (e' - rz2) 1 = F , e2 - ri2 - 1.22 = W setzt , 

8 k = e - ,  
% 

8 = V B ' I  VzWJ: JG)<-TJ. vm, = (s: YI 
FI 

O 6 e - +  -+..., 
X 2 e  
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einander senkrecht stehen mtigen, so erhalt man zwei congruente Hyperbeln 
rie+ r;, (S. Taf. IV Fig. 18 a) ; ftir e2 = w wird J(e2 - rI2) (e2 - r,,) 1 = e2 - -- 

2 

A B 
wobei im ersten Falle lim - = lim- = - 2 ist. A und B sind beide im 

ea e2 
Intervalle r12 > e2 > r,2 imaginiir , ausserhalb desselben reell , jcdesmal mit 
zwei Zweigen, von denen der eine t,, der andere E', entspricht; * die Ver- 
einigung beider Zweige findet suf der Grenze ee = r2"ei A = r1 (r, + r2), 
bez. B = rl (rl - r2 j statt  , auf der Grenze e2 = r12 aber bei A = rz (rl + r,), 
bcz. B = - r ( r  - r ) .  F ü r  e2= O ist A = (r, + rJ2, B = (r, - r,)', bez. 
A'= B'= rI2 + r,% Die Verschiebung der beiden Hyperbeln (A, A') und 
( B I  B') gegen einander betragt 2r,r,. Bei e2 = rI2 + rz2 verschwinden , mie 
oben schon auseinandergesetzt wurde, gleichzeitig A' und Br. Aus Alledem 
nun erkennt man: 

I m  Intervalle O<e<r, ist A > O ,  B>O, ebenso AP>O, B ' > O ;  im 
Intervalle rl < e < cr, A > O ,  B < O ; irn Intervalle r, < e < Jr12 + rz21 A' > 0, 
B'< O ,  irn Intervalle Jr," +r < e <KI A'< O,  B'> O. 

Auf al10 Fiille besteht im Intervalle O < e < r ,  1, ebenso wie Ir2 aus 
E l l i p s e n ,  im Intervalle r ,<e<a ,  aus H y p e r b e l n .  Dass im ersten 
Falle die Nullellipsen imaginar sind, erliellt schon aus dem allgemeinen 
Satze S. 31. 

F ü r  e-0 geht 1, in das System von eongruenten Ellipsen iiber, die 
den ausseren Kreis von aussen, den inneren einschliessend berühren , X', 
aber in  das System von Kreisen, die mit den gegebenen concentrisch sind 
und zwischen beiden liegen. 

Durch weitere Betrachtung von Taf. I V  Fig. 18 a mit Zugrundclcgung 
der G1. 190d)  erhslt  man folgende Uebersicht, welche zeigt, wdnn die 
Hyperbel @ = O  (falls die beiden Systeme überhaupt aus Hyperbeln be- 
stehen) spitzwinklig ( a h .  B < abs. A ,  B < O) und also die Hyperbel @ = rc 
stumpfwinklig ist: 

x2: 1 r2 : 

Der Schnittpunktskreis des Systemes Z2 umsehlicsst, wenn er sammt 
t', selbst reell i s t ,  stets den kleineren Kreis (e>rl);  der des Systemes 1, 

* In  Taf. IV Fig 18a sind die zu E2 gehtirenden Zweige auçgezogen, die zu 
E', gchorenden punktirt. 
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-- 
dagegen umschliesst den grosseren im Falle Jr12+ r21 < e l  den kleineren 
irn Falle r, < e  < im. Der erstere ist nur  irn Ausnahmefalle rz = rl 
(r,  = 0) mit dem kleineren Kreise selbst identisch , und andererseits im Falle 
r, = O ,  e =  r, mit der Potenzlinie u%3 der unendlich fernen Geraden. 

I n  jedem der conjugirten Systeme E,, I', giebt es vier Kegelschnitte, 
die den einen oder anderen Kreis h y p e r o s c u l i r e n  (d. h. bei denen zwei 
Berührungspunkte zusammenfallen); dies kann natürlich nur  in einem 
S c  h e i t e l  des Kegelsehnittes stattfinden. Man findct diesc vier Berührungs- 
punkto, indem man von dem Mittelpunkte des Geradenbüschels, das die 
Berührungspunkte aussehneidet, die vier Tangenten a n  die Kreise zieht. Da 
die Axen des Kegelschnittes den Asymptoteu der ausschneidenden Hyperbel 
parallel sind, so sieht man mieder, dass die Hyperosculation in einem 
Scheitel stattfindet, und zwar in  dem Falle, wo alle vier Hyperosculations- 
stellen reell sind [niimlich im Systeme En2,  falls es ails Ellipsen besteht 
(e < r,)], bei zwei Kegelschnitten in  den Hauptscheiteln , bei zweien in den 
Nebenscheiteln. I m  Systeme t2 sind, falls e  < r, is t ,  alle vier Hyperos- 
culationsstcllen imaginar; falls e > r,, siud i n  jedem Systeme zwei reell. - 
Die Systeme X,, t', sind bei e > r, i n  Taf. IV  Fig.  16 c,  l 6 d ,  bei e < r, 
in Taf. III Fig. 1 5 c 1  1 5 d  dargestellt. 

-- 

IV. a = Jr,"r,2- e21. Aus 187)  f o ~ g t :  

A - B  
192) AfB=,; -=- e2, p = l ,   COS^=- TI r2 

2 2 e J?+ r , ~  e2 1' 
weiter nach 123) 

A = O ,  B=2e2. 
Beide Systcme bcstehen also aus D o  p p  e l l i n i e n  und sind nur reell, 

wenn eich die Kreise s c h n e i d e n  ( r l>e>  r,). Da jetzt 

e 2 = x o 2 + y ,  2 

nach 182b) is t ,  so geht der M i t t e l p u n k t s k r e i s  der Systeme d u r c h  d i e  
S c h n  i t t p u n k  t e der Kreise selbst hindurch. Die A x e  des einen Systemes 
ist um den positiven, die des anderen um den negatiren Winkel gegen 
die %-Axe geneigt; und nach 192) gehen diese Systemaxen gerade durch 

die S c h n i t t p u n k t e  der Kreise, da costp=- k t .  Die beiden anderen 
4 

Punkte des Mittelpunktskreises, durch die sie laufen, findet man hiernach, 
wenn man durch die Schnittpunkte die Parallelen zur Centrale zieht. W i r  
betrachten nur  das System weiter, das dem positiren Winkel entspricht 
(8. Taf. IV  Fig. 1 7 c ) ,  da beide Systeme offenbar eu einander mit Bezichung 
auf dic Centrale symmctrisch sind. - Dann ist der nach der positivcn 
y -  Axe zu liegende Schnittpunkt der Kreise als ', sein Gegenpunkt im 
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Mittelpunktskreise als El der andere Schnittpunkt als P', dessen Gegen- 
punkt als E' zu bezeichncn. Das Kcgelsehnittssystem liesteht dann aus den 
durch F laufenden S e  h n e n  der beiden Kreise. Dabei ist  LFKF'=Y, 
Rechnet man gemass dieser Bezeichnungsweise den Winkel Q, von der posi- 
tiven Systemaxe EP aus in der Richtiing FP', so ha t  man für  die Quadrate 
der Halbaxen 

Weiter erhLlt man nach 23) h =  p l  und also ist F zugleich der Punkt 
b; nach 27) sind die Grundpunkte der ausschneidenden Hyperbeln ebenfalls 
dort vereinigt, die Hyperbeln bestehen also, wie es j a  selbstverst%ndlich 
i s t ,  aus je zwei zu einander senkrechten Geraden durch F. 

Nach 30) und 31) endlich wird k= Q ,  s=O,  wie es sich ebenfalls von 
selbst versteht. F u r  die z e r f a l l e n d  e n Kegelschnitte erhalt man nach 40), 
46), da p = 1  is t ,  @ =  '4'; sie fallen zusarnrnen (E"), und jeder besteht 
aus der doppelt zu ziihlenden Potenzlinie. Dass die grosste Sehne der 
beiden Kreise der C e n t r a l e  parallel ist, ist ein bekannter Satz der 
Elementargeometrie (S. S. 7) ; aus dem Satze S. 7 folgt noch, dass zwei 
Sehnen, die entgegengesetzt gleich gegen die Centrale geneigt sind, ein- 
ander gleich sind u. S. W. - Vergl. Taf. I V  Pig. 17  c. 

Endlich bemerke ich noch, dass sich auch aus den Entwicklungen 
S. 18 - 21 u. 41 flgg. für  jedes einzelne Beispiel eine Menge von Satzen er- 
giebt,  die aber immerhin, ao merkwürdig sie zum Theile s ind,  nicht soviel 
Theilnahme beenspruchen, als die hier hervorgehobenen. 

Im Anschlusse hieran m6ge noch Einiges Erwiihnung finden betreffs 
eincv anderen Systemes von viermal berührenden Kegelschnitten, das ein 
gegebenes Kreispaar einhüllt. Dabei mag gleich ein Kegelschnittspaar 
G,, G, a n  Stelle des Ereispaares treten (S. Taf. IV Fig. 18b) .  

E s  sei Dl eine Ecke des den gegebenen Kegelschnitten G,, (3, gemein- 
samen Polardreieckes, D,, D, die anderen Ecken,  S, T die auf D, D, 
liegenden Schnittpunkte der gemeinsamen Tangenten von G,, 6,; Pl & die 
Schnittpunkte der sich in D, kreuzenden gemeinschaftlichen Sehnen von 
G,, G 2  mit D2D,. Die Sehnen selbst mogen pl g heissen. Die Schnitt- 
punkto der Tangenten an G, und G, in  den gemeinsamen Schnitten von 
G,, G2 mit p seien Pl, P z ;  ebensolche Bedeutung sollen QI, Q2 mit Be- 
riehung auf q hahen. Dann werden P,, P, (die Pole von 21 mit Beziefiung 
auf el, G2) ,  Q1, Q2 (die Pole von q i n  13eziehung auf BI, 6,) ebenfalls 
auf D,D, liegen. Der vierte harmonische Punkt zu Q ,  QI&, sei C ,  der 
zu P, P,P, sei E. Zunachst gilt folgerider Satz: 

E s  s e i e n  m, n;  m', r i  z w e i  P a a r e  h a r m o n i s c h e r  S t r a h l e n  z u  
pl g. F a s s t  m a n  i n  j e d e m  P a a r e  d i e  P u n k t e  i n s  A u g e ,  d ie  s e i n  
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4. % i i m m t l i c h e  T a n g e n t e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  G i n  i h r e n  
S c h n i t t p u n k t e n  m i t  q h ü l l e n  d e n  K e g e l s c h n i t t  9 e i n ,  w e l c h e r  
d e r  d u r c h  (G,,  6,) b e s t i m m t e n  K e g e l s c h n i t t s s c h a a r  a n g e h o r t  
u n d  ü b e r d i e s  d i e  G e r a d e n  p, q (in P, Q) b e r t i h r t .  D a s s e l b e  g i l t  
v o n  d e n  T a n g e n t e n  a n  d i e  K e g e l s c h n i t t e  B i n  i h r e n  S c h n i t t -  
p u n k t e n  m i t  p. Oder: D i e j e n i g e n  T a n g e n t o n v i c r e c k e  d e r  K e g e l -  
s c h n i t t e  (5, d i e  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  d e r  l e t z t e r e n  m i t  p ,  q 
b e r ü h r e n ,  s i n d  a l l e  d e m s e l b e n  K e g e l s c h n i t t e  B u m g e s c h r i e b e n .  

Dabei ist  noch folgende Beziehung zwischen .i!3 und Bo bemerkens- 
werth: D i e  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  v o n  23 u n d  Go s c h n e i -  
d  e n  s i  c h  i n  C u n d  E und berühren also 6, gerade in den Grundpunkten 
des Büscbels ( 6 ,  , B, , 6,). 

Alle diese Satze sind leicht zu beweisen und ebenso leicht auf das 
Kreispaar zu übertragen. 

5. D e r  O r t  d e r  P o l a r e n  e i n e s  g e g e b e n e n  P u n k t e s  Z m i t  
B e z i e h u n g  a u f  a l l e  K e g e l s c h n i t t e  B i s t  w i e d e r u m  e i n  K e g e l -  
s c h  il i t t 3 ,  der selbstverstiindlich die Geraden p und q b e r  iih r e n  muss. 
S e i n  B e r ü h r u n g s p u n k t  Bp m i t  p w i r d  g e f u n d e n ,  i n d e m  m a n  p 
m i t  K Z  z u m  S c h n i t t e  b r i n g t ,  Zp, u n d  d e n  v i e r t e n  h a r m o n i s c h e n  
P u n k  t z u  Z p ;  P', P" s u c  h t  (dabei bedeutcn P', P" dio gemeinsamen 
Punkte von G,, G, auf p).  Analoges gilt für den Beriihrungspunkt Bq von 
3 mit q. D e r  K e g e l s c h n i t t  8 a r t e t  i n  e i n e  D o p p e l g e r a d e  sus, 

s o b a l d Z  a u f  p o d e r  q l i e g t .  1 s t  z. B. Z e i n  P u n k t  a u f  p ,  u n d  2' 
d e r  v i e r t e  h a r m o n i s c h e  P u n k t  z u  Z ;  P', P"; s c h n e i d e t  f e r n e r  Z C  
d i e  G e r a r l e  q i n  Zq,  u n d  i s t  2" d e r  v i e r t e  h a r m o n i s c h e  P u n k t  
z u  Zq; Q', Q" (unter Q', Q" die gemeinsanien Punkte von G,, B, auf q ver- 
standen), s o  g e h t  Z'Z" d u r c h  E, u n d  EZ'Z" i s t  d i e  P o l a r e  v o n Z  
m i t  B e z i e h u n g  a u f  p s e l b s t ,  w l h r e n d  d i e  P o l a r e n  v o n  Z m i t  
B e z i e h u n g  a u f  a l l e  ü b r i g e n  K e g e l s c h n i t t e  4 d i e  G e r a d e n  d s r c h  
2'' s i n d .  Oder: D i e  P o l a r e n  e i n e s  P u n k t e s  Z a u f  p m i t  B e z i e h -  
u n g  a u f  d i e  K e g e l s c h n i t t e  d s c h n e i d e n  s i c h  i n  einem P u ~ k t e Z "  
a u f  q. D a b e i  s i n d  d i e  Y o l a r e n  m i t  B e z i e h u n g  a u f  e i n a n d e r  z u -  
g e o r d n e t e  K e g e l s c h n i t t e  B, (5' s o l c h e  G e r a d e n  d u r c h  Zr', d i e  
h a r m o n i s c h  z u  q u n d  Z'Z" l i e g e n .  Analoges gi l t ,  wenn Z auf q 
liegt. I m  A l l g e m e i n e n  a b e r  (wenn Z b e l i e b i g  gewahlt i d )  s i n d  d i e  
P o l a r e n  m i t  B e z i e h u n g  a u f  e i n a n d e r  z u g e o r d n e t e  K e g e l s c h n i t t e  
G,  G' s o l c h e  T a n g e n t e n  v o n  3 ,  d i e  s i c h  a u f  d e r  G e r a d e n  BpBq 
s c h n e i d e n ;  d i e s e  G e r a d e  i s t  z u g l e i c h  d i e  P o l a r e  v o n  Z m i t  B e -  
z i e h u n g  a u f  Bo. 

N a c  h t r  ii gl icho  Anmerkung .  Ich habe leider erst wahrend des Druckea 
der vorliegenden 4bhandlung entdeckt, dass die spec ie l len  Systeme 1, X,, S. 79,80 
(sowie das damit im Zusammenhange stehende Sptem B, S. 87) bereits von S te iner  
hehandelt und die Steiner'scheii SLtze von F i e d l e r  bewiesen worden sind (Steiner's 
gesl~mmelte Werke , Bd. II S. 463 figg.; F i e  d l e r ,  Ueber die Durchdringung gleich- 
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seitiger Rotationshyperboloide mit parallelen Axcn , Acta mathem., Bd. V). Aber 
-abgesehen davon, dass diese Systeme in dem Zusammenhange, worin sie in der 
vorliegenden Abhandlung vorkommen, in anderem Lichte erscheinen, ergeben sich 
auch durch Specialisirung der allgemeinen Siitze des 1. Abschnittes für sie viele 
neue Siitze, die ich aber nicht besonders ausgesprochen habe. Ich gedenke die in 
Rede stehenden hochat interesaanten Systeme in einem besonderen Aufsatze, und 
zwar synthetisch, ausführlich zu behandeln. 

D r i t t e r  A b s c h n i t t .  

Uebertragung der Theorie auf die aircularen Curven 
dritter Ordnung. 

Eine bicirculare Curve vierter Ordnung kann insbesondere auch aus 
einer circularen Curve dritter Ordnung und der unendlich fernen Geraden 
zusammengesetzt sein. E s  ist also klar, dass auch fiir die circularen Curven 
dritter Ordnung ahnliche Satze gelten müssen, wie die für die bicircularen 
Curven viérter Ordnung im ersten Theile dieser Abhandlung entwickelten. 
Da aber die acht Rerührungspunkte je zweier parallelaxiger Kegelschnitte 
eines Systemes X von einer g l e i c h s e i  t i g c n  H y P e r b e l  ausgeschnitten 
werden, so sieht man,  dass bei einer circularen Curve dritter Ordnung alle- 
mal ein derartiges Kegelschnittssystem ans Parabe ln  bestehen muss; denn 
zwei von den acht erwahnten Berührungspunkten kommen jetzt auf die un- 
endlich ferne Gerade: und diese konnen nicht einem der beiden Kegelschnitte 
allein angehoren, weil sonst der andere acht Punkte mit der Curve gemein- 
sam hatte; jeder von beiden mnss demnach die unendlich ferne Gerade, 
und zwar a n  e i n e r  Stelle, berühren. 

Man kann also von vornherein den Satz aufstellen: 
J e d e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  w i r d  v o n  s e c h s  

S y s t e m e n  d r e i m a l  b e r ü h r e n d e r  P a r a b e l n  e i n g e h t i l l t ;  d i o  R o -  
r ü h r u n g s p u n k t e  j e  z w e i e r  a u f  e i n a n d e r  s e n k r e c h t e r  P a r a b è l n  
e i n e s  s o l e h e n  S y s t e m e s  s a m m t  i h r e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e n  
w e r d e n  v o n  e i n e r  g l e i c h s e i t i g e n  H y p e r b e l  a u s g e s c h n i t t e n ,  
d e r e n  A s y m p t o t e n  a l s o  d e n  A x e n  d e r  P a r a b e l n  p a r a l l e l  s i n d ,  
u n d  d i e  z u  j e d e m  S y s t e m e  g e h o r e n d e n  H y p e r b e l n  b i l d e n  e i n  
R l i s c h e l ,  d e s s e n  G r u n d p u n k t e  v i e r  Brennpnnkte d e r  C u r v e  s i n d .  
J e  z m e i  S y s t e m e  s i n d  c o n j u g i r t ,  d. h. e n t s p z e c h e n d e  T a n g e n t e n  
d e r  P a r a b e l n  d e s  e i n e n  S y s t e m e s  h ü l l e n  e i n e  P a r a b e l  d o s  a n -  
d e r e n  e in .  

Da der Mittelpunkt einer Parabel im Unendlichen liegt, so folgt sofort 
weiter, dass der N i t t e l p u n k t s k r e i s  u n e n d l i c h  g r o s s  ist: Q = W ,  und 
also im Allgemeinen in die unendlich ferne und eine irn Endlichen liegende 
Gerade zerfdlt. Dies folgt auch daraus, dass gegenwartig der Mittelpunkt 
E des von den Doppelbrennpunkten gebildeten hyperbolischen Quadrates 
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im Unendlichen liegen muss; denn zwei von den Doppelpunktszweigen (in 
den unendlich fernen Kreispunkten) fallen in  die unendlich ferne Gerade 
hinein, so dass auch drei von den Doppelbrennpunkten auf dieser liegen 
und nur  e i n  endlicher Doppelbrennpunkt iibrig bleibt, namlich der Schnitt- 
punkt der Tangenten in d e n  Zweigen der Curve dritter Ordnung, die 
durch die unendlich fernen Rreispunkte gehen. Da zwei von den Doppel- 
brennpunkten in diesen Punkten selbst liegen, so müssen die beiden anderen, 
insbesondere der eben erwiiiinte Schnittpunkt , nothwendig reell sein, wenn 
die Curve selbst reell ist. Diesen Punkt  bezeichne ich mit C. 

Eine reelle eirculare Curve dritter Ordnung hat  nothwendig eincn und 
nur einen reellen unendlich fernen Punkt ,  und demgemass auch unter allen 
Umstanden e i  n e  r e  e l l e  A s  y m p t O te. Die Beziehung zwischen der Geraden 
von dem reellen Doppelbrennpunkte C nach dem Punkte E (oder dem anderen 
unendlich fernen reellen Doppelbrennpunkte) und dieser Asymptote wird so- 
gleich abgeleitet werden. - I m  Uebrigen sei noch daran erinnert, d a s ~  die 
Mittelpunkte der vier Brennpunktskreise (S. S. 35), !Ill ,  ml, m,, Em,, 
Punkte der circularen Curve dritter Ordnung selbst sind, und z a a r  die Be- 
rührungspunkte der vier Tangentcn, die an die Curve parallel ihrer reellen 
Asymptote gelegt werden konnen." 

Wir  schreiben zunachst die Gleichung der allgemeinen circularen Curve 
dritter Ordnung mit Zugrundelegung eines Coordinatensystemes (x,, y,) in 
der Form: 

( ~ i 2 + ~ 1 2 ) ( ~ ~ l - ~ I ) + a x 1 2 + 2 b x 1 ~ I +  ~ ~ ~ ~ + 2 b x 1 + 2 e y , + f  -0. 
Um die Asymptote zu finden, setzen wir y,= + E ,  und erhalten für 

d und s die Gleichung 

~,~(l+ô~)(~-d)-x,~[(l+6~)~-2S(8-8)~-a-266-cd~]~O, 

also 

so dass die Gleichung der reellen Asymptote is t :  

a + 2 b 8 + c s 2  
Y ~ = Q X , +  1 + 8 2  -. 

1st also 8 = tg O ,  und drcht man das Coordinatensystcm um den Winkel 
X + O nach (x', Y'): xl=-s'sin0 - y'cos 0, y,=x'cosO - y'sin 0 ,  so wird 

die Asymptote der y'-Axe parallol, oder steht scnkrecht suf der a'-Axe. 
Aledann gewinnt die Gleichung der Curve folgendes Aussehen: 

wobei c'= [a cos" O f 2 b  s i n o  cos O + c silzsO]. cos O ist , also 

c' 
E =  acos20 +26  cos0siaQ + c.sk20 = - 

cos O ' 
S a l m o n - F i e d l e r ,  Hohere ebene Curven, S. 309. 
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80 dass E = C' das Stück is t ,  da9 jetzt von der Asymptote aiif der 
(positiven) XI-Axe abgcschnittcn wird. Demnach ist in der Gleichungsform 194) 

195) X = C  t , 

die G l e i c h u n g  d e r  r e e l l e n  A s y m p t o t e .  
Mit anderen Worten: ist d i e  l ) -Axe  m i t  d e r  r e e l l e n  A s y m p t o t e  

i d e  n t  i s c  h ,  so ist die Gleichung der Curve von der Porm 
196)  2 r ( r 2 + t ) " + f  r2+2!?3r t )+2~r+2LDt)+E=0.  

Mit Hilfc des S. 14 angegebexien Verfahrens erhalt m m  bei der Gleich- 
ungsform 194) fiir den im Endlichen liegenden Doppelbrennpunkt C 

197) 
, a' - c' y'-b'l x =P. 

2 
Wenn man nun die Gleichungen, die für die P~rabelsysteme bei einer 

circularen Curve dritter Ordnung gelten, a m  den für die bicircularen Curven 
vierter Ordnung giltigen Entwickelungen S. 6 Rg. ableiten will, so ist es 
zunachst n6thig , eine Coordinatentransformation vorzunehmen , weil der dort 
gcwahlte Coordinatenanfang K jetzt im Unendlichcn liegt. Wir wiihlcn den 
Punkt E als Anfangspunkt eines Coordinatensystemes (x', y'), setzen also 

x = x V -  g ,  Y'Y 
(S. Taf. 1 Pig. 1). Dann geht die Gleichung eines Kegelschnittes des 
Systemes 1, l a ) ,  in  die folgende über: 

198) 
X ' ~ ( A ~ ~ + B K ~ ) - - ~ X ' ~ ' ( A - B ) X G + ~ ' ~ ( A X ~ + B ~ ~ ) - ~ X ' ~ B X ~  

- 4 y ' e B x ~ + 4 P B x 2  -AB(Z-AcosO-zsin.0) =O. 
Dabei gehen die Axen aller Kegelschnitte durch den Coordinatenanfang 

E; und zwar ist die Axe des vorliegenden Kegelschnittes unter-dem Winkel 
cp gegen die 2'- Axe geneigt. D a  nun ,  wie gezeigt wurde, jetzt alle Kegel- 
sühnitte P a r a b e l n  sind, so niüssen gleichzeitig A und B unendlich gross 
gesetzt werden, aber so, dass B nur  in  demselben Grade unendlich wird, 
wie die Quadratwurzel eus A. Denn a! = J- und = ffiB( sind die 
Halbaxen der beiden c o n g r u e n t e n  oder . m i t t l e r e n U  p a r a l l e l a x i g e n  
K e g e l s c  h n i t t  e [S. 14) S. '71 ; die halbe znr Axe senkrechte Brennpunkts- 
sehne oder der halbe Parametcr ist bei diesen Kegelschnitten aber bekannt- 

B" 8 lich - 5  also das Quadrat des halben Parameters -; der Parameter aber 
ci A 

wird beim Ucbcrgange wiedcr zum Paramcter der Parabel. D a  Q von der- 
selben Ordnung unendlich gross wird wie ci (dies ist  augenscheinlich), so 
werden demnach B und g von g l  e i c h e r  Ordnung sein. Alles das erkennt 
man übrigens auch sofort aus 198). Vernachliissigt man demgemiiss B 
gegen A ,  so I%st sich in  198) aus den quadratisclien Gliedern A heraus- 
heben, und wenn man jetzt die Gleichung durch A dividirt, so steht im 

PB Coefficienten von x' und y' die Grosse - 9  deren Grenzwerth wir,  weil e r  
A 

eine S t r  e c  k e  bedeutet, mit $ p  bezeichnen: 

199a)  
B 

l i ~ 2 ~ - = q .  
A 
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Die Gleichung erhalt dann die Form: 

x ' ~  G" 2x'y'x G + y ' h 2  - 2x'p x2 - S y ' q ~  u + Tx' + 2 A  x G + E G~ = O .  
B 

Dabei ist r für den Grenzwerth von 4 P - - B (1 - 1), A ,  E für  den von 
A 

B t  bez. - B (1 + L) gesetzt worden, da cos 0 in cos2rp - silzZq, sifi@ i n  
2  silz cp cos g, aufgelost wcrden muss. Daraus erkennt man,  dass der Grenz- 
übergang die Bedingungen 

199 b) 
P 

A = - 1 ,  7 2 0 ,  l i m 2 - = 1  
A 

stellt, weshalb sich die Grossen r ,  A ,  E auch so definiren lasseu: 

Der Punkt K (ebenso der reelle unendlich ferne Doppelbrennpunkt, 
mit dem er zusammenfallt) liegt jetzt auf der x'-Axe im Unendlichen. Die 
Gleichung der Parabel aber lasst sich çcbreiben, wenn wir das bisher ge- 
brauchte Coordinatensystem (x', y') cinfach ( x ,  y )  nennen: 

200) ( $ 6 -  y x j 2 - 2 q x  ( x x +  y u ) +  r x 2 + 2 A x c i +  EG'=o. - 
Es konnten nun alle weiteren Ergebnisse aus den füi- die bicircularen 

Curven vierter Ordnung im ersten Theile abgeleiteten Gleichungen mit Hilfe 
von 199a), b ) ,  o) gewonnen werden; indessen ist es fast einfacher, gleich 
alle Rechnungen von Frischem durchzuführen. 

Die Differentiation von 2 0 0 )  nach cp liefert die gleichseitige Hyperbel, 
7z 

die dio Bcriihrungspunkfo der Parabeln p und qi + - ausschneidet: 
2  

2 0  1 )  ( x G - ~ x ) ( z x + ~ G ) + ~ ( ~ x x G - ~ ( x ~ - G ~ ) - ~ x < ~  

+ A ( ~ ~ - a ~ ) + E x a = 0 .  

Um aus 2 0 0 )  und 201) qi zu beseitigen, niultipliciren wir die erstere 
Gleichung mit x ,  die letztere mit - G ,  darnach jene mit G ,  diese mit x ,  

und addiren jedesmal. So ergeben sich die in  x und G linearen und homo- 
genen Gleichungeu 

y ( x o - y x ) + p ( 2 x ~ + y c i ) - T x  - A G  = O ,  
X ( X G -  y x )  - q y x  + A x + E G = O ,  

oder auch 
( x y - j - q y -  A) ~ = ( ~ ~ - z ~ x + r ) x ,  
( x y +  y y  - A) x =  (zz+ E)G. 

Die Ausstossung von x und 6 liefert die gewünsehte Gleichnng der 
von den Parabeln 200) eingehüllten cireularen Curve drittcr Ordnung: 

r~ 2 0 2 )  x ~ 2 + y 2 ) - i - x ~ - - x Y  - ~ 2 y 2 + x E - Y ~ + ~ r ~ = o .  
2 4  4  2  4  2 4  

Zufolge 194) und 195) ist die Gleichung ihrer reellen Asymptote: 

- 

nach 194) und 1%) ihr endlicher Doppclbrcnnpunkt C: 
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204) 
wobei 

203) Z = q 2 + r - E  
gesetzt wurde. 

Der endliche Schnittpunkt der Curve mit ihrer Asymptote 203) liegt bei 

" 
Zugleich hat man den Satz: Die Richtung, in  welcher bei einer cir- 

cularen Curve dritter Ordnung der Punkt  Il oder der unendlich ferne reelle 
Doppelbrennpunkt liegt,  steht auf ihrer reellen Asymptote senkrecht. 

Die Schnittpunkte der Curve mit der y - A x e  sind (X = 0) 

Y =  
Ic J Ë P +  r ( q 2 -  E)II. 

pe - E 
Sie fallen zusammcn, wenn E = O oder A2 - r (E - q" = 0 ist;  im 

A .  r 
ersten Falle ist  dann y = -, lm zweiten y = - - q ,  und hier findet eine 

4 A n 
B e r  ti h r u  n g statt. I m  ersten Falle dagegen ist der Punkt  x = 0, y = - 

4 
ein I) o p p e l p u n  k t  der Curve, denn für  ilin versehwinden die ersten 
Differentialquotienten der linken Seite von 202) ;  auf diesen Punkt  als Co- 
ordinatenanfang reducirt ist die Gleichung der Curve 2 q x (x2 + y2) - r x 2  
+ 2 A x y  + q2y2= 0. Der Doppelpunkt ist  ein gewohnlicher, eine Spitze 

oder ein isolirter, je nachdem r I m  Falle der Spitze ist  die 

ehen erwahnte Gleichung der Curve 2q3>-(x2 + ye) + A2x2 + 2 A q2xy  + q4y2 
= O. Führt  man hier Polarcoordinaten ein , und nennt den Winkel, den 

A 
die Spitzentangente mit der $-Axe bildet, v ,  so findet man tgv = -- 
-- q2 - (vergi. S. 94 und 98). 

A 
Ureht Inan das Coordinatensystem 

( x ,  y) um den Winkel cp nach (x", y"): 
z = X"X - 1/1'~, y = s " ~  + ?/1'x,  so wird die 
Gleichung der Parabel 202): 

( r n 2 + Z A r ~ + E o 2  yuz- sqx ) = O *  
2 4 %  

oder 
207) 2 q %x"+ rn+ 2 A a G + E c i2= O. 

Mithin ist der P a r a m e t e r  
208) 2 p  = 2px. 

J e  z w e i  P a r a b e l n ,  d i e  e n t g e g e n g e s e t z t  g l e i c h e n  W i n k e l n  cp 
e n t s p r e c h e n ,  s i n d  c o n g r u e n t  [vergl. den Satz S. 7;  jetzt ist  z=U, 

In  dem Coordinatensystem, dessen a"'-Axe mi t  der %"-Axe zusammenfallt, 
dessen y"'-Axe der y"-Axe parallel ist, ist die Gleichung der Parabel 

y'"2 = 2 q x s"'. 
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S. 1991)), und also fillt  R'KF' mit E K F  zusammcn]. D i e  g r t i s s t e  
P a r a b e l  i s t  d i e ,  d e r e n  A x e  m i t  d e r  x - A x e  z u s a m m e n f 5 , l l t  (p=O), 
d i e  k l e i n s t e ,  z u g l e i c h  d i e  a u s a r t e n d e  ( z e r f a l l e n d e )  d i e ,  d e r e n  
A x e  d e r  y -  A x e  p a r  a l l e l  i s t .  Die Entfernung des Scheitels der Paraliel 
von El sie m6ge t heissen, hat  die Grosse 

209) 
r u 2 + 2 A x ~ + E ( i 2  

t=  -) 

insbesondere z q x  

210) r 
(fp=O) t --a O-24 

t ist unendlich gross für  die z e r f  a l l e n d e  Parabel,  so lange E + O  
ist; alsdann zerfallt diese in die beiden zur reellen Asymptote parallelen 
Geraden 

211a)  x = + J - E I ,  

ist also nur  reell, wenn E < O  ist. I n  Taf. IV Fig. 1 9 a  ist ein Parabel- 
system mit reeller, in Taf. I V  Fig. 1 9 b  eines mit imaginarer serfallendar 
Parabel dargestellt. - 1st aber E = O ,  so ist  t fiir die zerfallende Parabel 

A 
gleich - 3  und diese selbst besteht aus der doppelt gerechneten y-Axe. 

'l 
Dann hat die Curve in  diesem Punkte 

p u n  k t ,  a i e  S. Y3 ntiher erortert wurde. 

Im Allgemeinen (E -I= O) sind die Berührungspunkte der beiden Geraden 
211 a), aus denen die zerfallende Parabel besteht, gegeben durch 

Die beiden tibrigen zerfallenden Kegelschnitte erhiilt man auf dieselbe 
Weise , wie bei den bicircularen Curven vierter Ordnung , niimlich , indem 
man cos p = cm, sim IJI = cm, tg cp = & i setzt. Man findet so aus 200) ihre 
Gleichungen : 

212) ( ~ + i y ) ~ + 2 q ( x + i y ) - r T Z A i + E ~ O  
oder 

213) x" y'+ 2 ixy+2px  + Zigy - (r-E) + 2Ai=O.  

Jeder besteht aus zweien der Tangenten, die sich von einem der 
beiden Kreispunkte irn Unendlichen a n  die Curve legen lassen. Die durch 
Trennung des Reellen vom h a g i n g r e n  aus 213) hervorgehenden Gleichungen 
x2 - y2 + 295 -. (r- E) = O,  xy  + qy - A = 0 müssen demnach die zum 
Systeme 1 gehorenden Brennpunkte ergeben [vergl. 21 7 ) ,  218)l. 

Fiir zwei zu cinander senkrechte Parabeln ha t  man nach 202): 
( x G - ~ ~ ) ~ - ~ ~ x ( x ~ + ~ G ) + ~ x ~ + ~ A ~ G + E G ~ = O ,  
( Z X + ~ G ) " ~ ~ G ( X G - Y X ) +  r(i2-2Ax6$ E x 2 = 0 ;  

durch die Schnittpunkte beider geht also der von q~ unabhiinpige S c  h n i t t - 
p u n k t s k r e i s :  z q y 2 - 2 q z + r +  E = O  oder 

(X - q y  + y2 = q2 - r- E; 
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die Entfernung seines Mittelpunktes M von E auf der positiven x-Axe 
ist also 

214) k=!I ,  
sein Halbmesser 

213) s = Jq2 - T-E 1 .  
Der Mittelpunkt G des Hyperbelbüschels 201) 

hat dagegen die Abscisse 
216)  h = - 9 ;  

IG r *  5 
E 5 

die Beziehung k = -  h ist eine Folge des ersten Satzes S. 12, weil jetzt 

3' im Unendlichen liegt. Besondere Hyperbeln sind 

~ ~ - ~ ~ + 2 ~ x - r + E = 0 ,  ~ y + q y - A = o ,  
oder, wenn man auf den Pnnkt  G als Anfang eines Coordinatensystemes 
(&, 7) zurückgeht: 

217) E e - $ = Z ,  t V = A ;  
Z ist i n  205) angegeben. Aus diesen beiden Gleichungen berechnen sich die 
G r u n d p u n k t e  d e s  B ü s c h e l s ,  die, wie schon gesagt wurde, B r e n n -  
p u n k t e  d e r  C u r v e  sind, mie folgt: 

Dabei sind die Vorzeichen derart zii wghlen, dass trj das Vorzeichen 
von A bekommt. I m  Coordinstensysteme (&, q) ist die Gleichung des 
Hyperbelbüschels 201) : 

219) ( & " $ ) ~ G - ~ ~ ( X ~ - G ~ ) - Z X G + A ( X ~ - G ~ ) = O .  
Die G1. 32) S. 12 und das dort Gesagte gilt unveriindert auch hier. 
Wir  gehen nun über zu dem conjugirten Systeme 1'. Seine System- 

axe muss nothwendig der Axe von t (der $-Axe) parallel sein, denn beide 
gehen durch K. Ferner waren im allgemeinen Falle beide entgegengesetzt 
gleich gegen die Verbindungslinie der reellen Doppelbrennpunkte [d. i. jetzt 
die Parallele zur $-Axe durch Cl 204)] geneigt [S. S. 29); jetzt also mtissen 
die beiden Systemaxcii gleich weit von C abstehen. 

Man kann demgemass voraussagen, dass die Axe des conjugirten 
A 

Systemes 1' die Gleichung y = habcn wird [vergl. 204)]; der Punkt F', 
Y 

durch den alle Axen der Parabeln 1' laufen, muss überdies auf dem gemein- 
samen Mittelpunktskreise des Systernpaares Z ,  I', also auf der y-Axe 
liegen , mithin die Coordinaten 

220) 
A 

x = O ,  y = -  
Y 

haben. Wir  bezeichnen diesen Punkt  mit F' und nicht mit E', weil beim 
Grenzubergange S. 92 z = 0, A = - 1 gefunden wurde, demgcmass Y = 7~ 
( c o s y  = -1) ist,  d. h. E und F' cinerseits, E' und F andererseits a n  
einander rücken (S. Taf. 1 Fig. 1 oder 2). 
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Die unter dem Winkel a, gegen die x"'-Axe geneigte Tangente der 
Parnbel (S. Fig. und Anm. S. 93) hat die Gleichung 

q x y"' cotg w - (x'"+ 7 cotg2 W )  = 0 ,  2 
oder im Coordinatensysteme (x", y") : 

oder endlich im Coordinatensysteme ( x ,  y) (x"= x x  + y G ,  y"= - x  G + y n): 
r x 2 + 2 A x u + E u 2  q x 2  

Z ( X G C O ~ ~ W + X ~ ) - ~ ( X ~ C O ~ ~ G J -  X G ) -  - - + -, cotg2 w = 0;  
2 ?? 

durch die Differentiation nach rp erhalt man: 

x  [ ( x Z  - 8 )  cotg O - 2  x G] + y [ 2  x 6 cotg w + x2 - op]  

- - 2 r x 6 + 2 A ( x 2 -  G ' ) + ~ E I C G  2 9 x 6  ---- 
2 

c0fg2 w = o. 
2 4  . 

Um ails beiden Gleichungen <p auszustossen, multipliciren wir einmol 
die erste mit 2 6 ,  die zweite mit x ;  darauf die erste mit Zn ,  die zweite 
mit - 6 und addiren das eine wie das andere Mal. So ergeben sich die 
einfacheren Gleichungen : - 

~ A + G E  x x  c o t g w + y x - - - -  
4 

a 0, 

X ( G C O ~ ~ W + ~ X )  - Y ( ~ x  Co tg0 -  6 )  - 
oder 4 

( z c o t g O + y - o )  4 G = [ - ~ x + ~ ~ c o ~ r o +  4  

Auf diese Weise wird die Endgleichung, welche, wie es voranszusohen war, 
eine P a r a  b e l  darstellt: 

z 
Ihre Axe ist unter dem Winkel - + w gegen die X -  Axe geneigt : 

2 

Die Gleichung der Parabol 2 2 1 )  im Coordinatensysteme (3, y )  13sst 
sich nun auch schreiben (sin w  = - x', cos o = a') : 

Y 

Die z e r f a l l e n d e  P a r s b e l  d e s  S g s t e m e s  1' (rp'=;) bat demnacb 
die Gleichung 

x = +  JT, 
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d. h. [vergl. 211a)] s i e  f a l l t  m i t  d e r  a u s a r t e n d e n  P a r a b e l  d e s  
S y s t e m e s  Z zusammen(s .denSatzS.29,30) .  DieGeraden, ausdenens ie  
besteht, sind natürlich nicht mehr, wie bci dcr bicircularen Curvo viertor 
Ordnung , eigentliche Doppeltsngenten , sandern (wie im Systeme E) zwei 
von den vier Curventailgenten, die der reellen Asymptote parallel siud. 

Um die Gleichung der Parabel auf die Axe ziiriickzuführen, drehen 
wir das Coordinatensystem (x, y) um den Winkel q~'+ n nach (x,, y,): 
x = - x,x~+ y1fi1, y = - al& y, XI .  

Dan11 erhzlt sie die Gestalt: 

2 x' 
yie - - 

4 
("1 E - Y, A )  

+ ( A 2 - r ~ ) ~ 2 + E q 2 ~ ' 2 - 0 .  -- 
q" 

Setzt man daher x, = x, 
A ,  

.Y 
A .  > -- G ,  y l = y , - p x ,  so folgt: 
4 

E 
224) Y: - 2%-x' 

9 

+ $ ( p 2 ~ 2 -  r x " +  2 A ; d ) = 0  

als Gleichung einer Parabel im Systeme 1'. 

Der Punkt F', durch den alle Axen der Parabeln Z' gehen, hat  also 
A 

thatsachlich die Coordinaten x = 0,  y = - [a. 220)]. 
4 

Aus der letzten Gleichung folgt noch 

wohei hier t' iri der Richtung der positiven x,-Axe, also z. B. t', in  der 
Richtung der n e g a t i v e n  x-Axe  gerechnet ist. Der P a r  a m  e t e r  ist 

Dabei ist zu bemerken, dass die hohle Seite der Parabel der positiven 
oder negativen x, - Axe zugekehrt k t ,  je nachdem p' $0 ist [eine ahnliclie 
Bemerkung wzre zu 208) zu machen]. Die Gleichung der Parabel im Co- 
ordinatensysteme (x,, y,) liisst sich anch schreihen : 

Nennt man die Grossen, welche im Parabelsysteme I' dcu Grossen q, 
r, A ,  E entsprechen, bez. q', r', A', E', so wird man die G1. 22T), ent- 
sprechend 207),  schreibeu konnen: 

grZ - 2 + + 2 A'H'G' + E'G" = 0. 
Zeitschr. t Math. u. Phyaik, XXXV. Jahrg. Suppl. 7 
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Die Vergleichung mit 227) giebt folgende Beziehungen an die Rand: 

228) E , T E  A E  n'=-, r=--- a'=- E ' = E  
4 4" (I" 

und umgekehrt (woraus schon die Reciprocitat folgt) genau so: 

22 9) E' a' E' q =  r =  a = ?  E = E , .  
qPL q' ' y 2  ' 

Wir legen den weiteren Betrachtungen des Parabelsystemes 1' das 
Coordinatensystern (x', y') x11 Grunde, dessen Axen der X -  und y -  Axe 
parellel sind, und dessen Anfang F' ist (S. die Fig. S. 9 7 ) :  x = x', 

a 
y = y'+ -. Die Gleichung der Parabel 1' in 221) wird d a m :  

4 
E (s'cos w + y' sin w)" 2 - (x'sirae w - y'sin w cos w) 
4' 

E - - (rs ia2 w + 2A sin w cos w - pz cose w) = 0. 
q2 

Durch Differentiation nach w erhiilt man die Hyperbeln, die die Berührungs- 
punkte bestimmen : 

- 2 (a' cos w + y'sifi o) (x'sin w - y' cos ru) - 

7r 
Besondere Hyperbeln aind (w = O, m = -) 

4 
, , ,E A E  E E - y - - - = o ,  X ~ ~ - ~ ~ ~ - ~ X ~ - + ~ ( ~ + ~ ~ ) = O .  

4 9" 4 4 
E 

Der Mittelpunkt G' des Büschels liegt bei z'= -. Nennt man also 
Q 

die Abscisse von G', aber in der Richtung der negativen &-Axe gerechnet, 
h', so hat man 

230) 

E 
Geht man auf ihn zurück: y'= rl', zt= tf+ - 9 so werden jene beiden Hyperbeln: 

'l 

so da38 die Grundpunkte des Büschels durch die folgenden Formeln ge- 
aeben sind: 

A E  
Die Vorzeichen sind so zu wiihlen, dass das Vorzeichen von - erhiilt.* 

q2 

* Es liegen wieder die vier von den acht Brennpunkten 218), 231), die die 
untercn Zeiger 1 und 2 haben, a u f  einem Kreise, ehenso die mit den Zeigern 3 ,  4. 
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Der Mittelpunkt des Schnittpunktskreises M' ist gegeben dorch 

232) 
E k' (= - 4 = - 3  

4 
und sein Halbmesser wird gefunden 

[vergl. 2 l 4 ) ,  2 l 5 ) ,  228)I. IIieraus folgert man : 

D i e  S c h n i t t p u n k t s k r e i s e  z w c i c r  r c e l l c r  c o n j u g i r t c r  P a r a -  
b e l s y s t e m e  s i n d  n u r  d a n n  g l e i c h z e i t i g  r e e l l  o d e r  g l e i c h z e i t i g  
i r n a g i n a r ,  w e n n  E < O ,  d. h.: w e n n  d i e  z e r f a l l e n d e  P a r a b e l  
r e e l l  i s t .  

I m  Falle E = O werden nach 228) alle Constanten des conjugirten 
Systemes 1' Null ;  die Gleichung einer Parabel Z, auf die Axe und Scheitel- 
tangente zurfickgeführt [(x3, y,), B. die F ig  S .  971, wird aber (S. dic Anm. 
S. 93) y: 5 2 q l n ' ~ g  sein, so dass in dicsem Falle das Systcm 1' aus den 

doppelt gezahlten Gcradcn durch den Doppelpunkt der Curve besteht = 0)  
(vergl. S. 93).* 

Differenzirt man 221) nach m l  multiplicirt die entstehende Gleichung 
das erste Mal mit - s i n m ,  das zweite Mal mit c o s o ,  221) selbst aber mit 
cosm bez. sim m l  und addirt beide Male, so gehen die neuen Gleichungcn 

Beseitigt man m ,  indem man diese Gleichungen mit einander multiplicirt, 
so ergiebt sich g e n m  wieder die Gleichung der von 1 eingehtillten Curve, 
niimlich 202). ' 

Die Zuordnung der Rrennpnnkte zu den verschiedenen Systempaaren 
ist dieselbe, wie bei den bicircularen Curven vierter Ordnung. Insbesondere 
erkcnnt man noch, dass mit Beibehaltung der Bezeichnungsweise S. 35 
z. B. die Berührungapunkte der zerfallenden Parabel des Systempaares 1 
mit den Mittelpunkten !Dl2, '$Tt3 der Brennpunktskreise 9,, 23, zusammen- 
fallen (vergl. eine Bemerkung S. 90) u. B. W. 

Urn 202) auf einen b e l i e b i g o n  P u n k t  d e r  r c e l l e n  A s y m p t o t e  
als Coordinatenanfang zu reduciren, muss man zufolge 203) 

* Das Reciprocitiitagesetz giebt dann sofort den folgenden Satz: 
H a t  e i n e  c i r c u l a r e  Curve  d r i t t e r  O r d n u n g  e i n e n  D o p p e l p u n k t ,  u n d  

z ieh t  m a n  v o n  diesem d i e  R a d i e n v e c t o r e n  n a c h  d e r  Curve ,  so w e r d e n  
d i e  i n  i h r e n  E n d p u n k t e n  u n t e r  e i n e m  g e g e b e n e n  W i n k e l  g e g e n  s ie  
g e z o g e n e n  G e r a d e n  e ine  P a r a b e l  e i n h ü l l e n ;  a l l e  d i e s e  P a r a b e l n  
b i l d e n  e i n  Sy  s t em t (z. B. ihre Axen schneiden fiich in ein em Punkte). 

7 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



setzen. Alsdann wird die Curvengleichung: 

1st nun eine allgemeine circulare Curve dritter Ordnung vorgelegt, so 
kann sie zunachst auf ihre reelle Asymptote als 0 - A x e  reducirt werden, 
so dass die Gleichungsform 196) entsteht. Durçh Vergleichung findet man 
auf diesem Wege gerade ftinf Bedingungen fur  die fünf Unbekannten q ,  zc, 

y" E r, A ,  E. Die Abscisse des Punktes E ist dann r~ =--1 mithin die 
2  a 

A 

von G und M nach 216) und 214) : 

Eine circulare Curve dritter Ordnung kann insbesondero a u  a c i  n em 
Kegelschnitte u n d d o r  nnendlich fernen Geraden bestehen ; * und dieser 
Fa11 muss selbstverst~ndlich in  den abgeleiteten Gleichungen mit enthalten 
sein. I n  der That ,  man sieht sofort, dass 202) eine Kegelsehnittsgleichung 
wird, wenn man q = O macht: 

r x "2Axy+Ey2+rE-A2=0 .  
Dabei ist h = O ,  Z = r- E ,  G fgllt mit E zusammen, die Punkte 194) 
werden zu den Brennpunkten des Kegelschnittes; wie denn E, der Co- 
ordinatenanfang, wirklich der Mittelpunkt des Kegelschuittes ist. Auch k 
ist = O ,  und s = / w /  der bekannte Ereis,  von dessen Peripherie- . . 
punkten auf einander rechtwinklig stehende Tangenten a n  jenen gezogen 
werden konnen. Die einhüllenden Parabeln 200) bestehen, wie schon frilher 
(S. 74) gezeigt wurde, aus den Paaren paralleler Tangenten des Kegel- 
schnittes : 

XG-yn=-l-/-(rx2f ~ A ~ G + E G " ) ~ .  

Das conjugirte System besteht, wie die Gleichung 221) lehrt,  aus 
lauter mit der unendlich fernen Geraden zusammenfallenden Kegelschnitten, 
wie denn auch die zugehorenden Brennpunkte 231) alle im Unendlichen 
liegen, und zwar in denselben Richtungen, in  welchen die endlichen Brenn- 
punkt,e 218) liegen, d. h. in  den Richtuogen der A x e n  des zu Grunde ge- 
legten Kegelschnittes. Auch die aeht noch iibrigen Brennpunkte liegen des- 
halb im Unendlichen. Aber durch die Combination der unendlich fernen 
Brennpunkte mit den vier endlichen ergeben sich vier andere eintiüllende 
-- 

* Auch aus einem Kreise und einer beliebigen im E n d  l i  ch en liegeuden 
Geraden; vergl. Beispiel 2, S. 108. 
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Systeme, nkimlich jedem entspricht ein endlicher und drei unendlich ferne 
Brennpunkte; die beiden Systeme, die so den r e  e l l e n  endlichen Brenn- 
punkten entsprechen, müssen dabei conjugirt sein, ebenso die den imaginaren 
Brennpunkten entsprechenden (vergl. den 2. Satz S. 29). Einem solchen 
Systeme gehoren als ausschneidende Hyperbeln offenbar die Geraden durch 
den betreffenden endlichen Brennpunkt zu , als einhtillende Kegelschnitte 
aber die einfachen Tangenten deu gegebenen Kegelschnittes (jede combinirt 
mit der unendlich fernen Geraden). J e  zwei Taugenten, deren Bertihrungs- 
punkte auf demselben Brennpunktsstrahle liegen , müssen demnach als 
parallelaxige Kegelschnitte gelten, die Curve ihres Schnittpunktes aber als 
Schnittpunktskreis; d. h. d e r  S c h n i t t p u n k t s k r e i s  e i n e s  s o l c h e n  
S y s t e m e s  i s t  d i e  L e i t l i n i e  d e s  G r u n d k e g e l s c h n i t t e s ,  d i e  z u  
d e m  b e t r e f f e n d e n  e n d l i c h e n  B r e n n p u n k t e  g e h o r t  (zusammen mit 
der unendlich fernen Geraden). Alles das lasst sich auch aus der G1. 234) 
ablciten. 

Im Allgemeinen gelten dann auch alle tibrigen Satze vom Systeme 1, 
die im 1. Theile enthalten sind. So z. B. (vergl. S. 19, 20 und Anm. S. 27): 

I r g e n d  e i n  S y s t e m  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  d e r  P a r a b e l n  t 
h ü l l t  e i n e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  TT e i n ,  d e r e n  r e e l l e  
A s y m p t o t e  d e r j e n i g e n  d e r  v o n  1 e i n g e h ü l l t e n  C u r v e  p a r a l l e l  
i s t ;  u n d  a l l e  d i e s e  C u r v e n  h ü l l e n  d i e  e b e n  g e n a n n t e  e i n ,  i n d e m  
j c d c  s i e  d r e i m a l  b e r ü h r t .  I h r e  e n d l i c h e n  D o p p e l b r e n n p u n k t e  
e r f ü l l e n  e i n e  P a r a b e l ,  d e r e n  A x e  a u f  d e n  e r w i i h n t e n  A s y m p t o t e n  
s e n k r e c h t  stelit, n a d i c h  in der Mitte zwischen der Systemaxe von E 
und der des conjugirten Systemes X' liegt, also durch den endlichen Doppel- 
brennpunkt der eingehüllten Curve gelit. Die auf dieselbe Weise dem 
Systeme 1' zukommende Parabel ist mit jener confocal. 

Um diese Verlialtnisse n&her zu untersuchen, so ist zunachst klar, dass 
sich cntsprechendc Durchmessor der Parabeln t in einem Punkte O der 
y-Axe (die jetzt der endliche Bestandtheil des Mittelpunktskreises k t )  
schneiden. Diesen Punkt  nehmen wir wieder als Anfang eines Coordinaten- 
systemes (x,, y,): Die y,-Axe falle mit der y -Axe zusammen, die xo-Axe 
sei parallel der %-Axe. Der Punkt O habe die Coordinaten x = 0, y = d. 
Die Gleichung des durch O laufenden Durchmessers der Parabel 200) ist 
dann z, u =y,%, wahrend diese Parabel selbst jetzt 

wird. F ü r  den Schnittpiinkt (Endpunkt des Durchmessers) erhalt man 
dcmgemass 

G ( r + d Z ) ~ 2 + 2 ( A -  q d ) x ~ +  Eu2 
(Y, =;xJ 2" = 2 9 

und also ist der Ort  dieser Punkte,  die Curve TT: 
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woraus man erkennt, dass O e i n  D o p p e l p  u n k t  ist. Im ursprünglichen - - 
Coordinatenuysteme x ,  y wird ll dargestellt durch: 

r- E + da A + der Ort der Ih r  Doppelbrennpunkt ist x = - -  - - y  y  = -- 
4 Y 2 Y 

Doppelbrennpunkte also 7 eine P a r  a b  e l ,  deren 

Scheitel der Doppelbreuupiinkt der S c h  e i t e l  c u r v  e [d -- O ,  also der Curve 
2 q x  ( s 2  + y2) - i x 2  - 2 Axy - E y2  = 01 is t ,  deren Axe mit der Mittel- 
senkrechten von EF' zusammenfallt, und deren Parameter gleich q (also halb 
so gross als der Parametor der Parsbcl cp = 0) kt. 

E 
Die reelle Asymptote ist aiien Curven Tl gemeinsam: x = -9 a190 die 

2 !? 
Gerade, die in  der Mitte zwischen der y -Axe  und der Parallele d a m  durch 
G' liegt. 

Den Kegelschnitt 8 ,  der die Berührungspunkte einer Curve ll aus- 
schneidet, erhalt man,  wenn man die Gleichung von Tl 236) nach d 
diffcreneirt : 

23 7)  d s 2 + q z y - A x - E y + E d = O .  

L)icu ist stets eine H y p e r b e l  durch O. Die beiden Asymptoten sind 
E x= - (diese ist  also a l l e n  Kegelschnitten des Büschels @ gcmein: die 
4 A q - E d  

Parallele durch G' zur y -  Axe), und dx + qy - ---- = O (diese geht 
4 

stets durch M'). Die beiden aus der Gleichung des Büschels @ ~bziilesendcn 
bcsondercn Hyperbeln sind für d = O : q x y  - A x - E  y  = O ,  eine gleich- 
seitige Hyperbel; für d  = m: x = + /Tl, d. i. die zerfallende Parabel. 
des Systemes 1. Zwei von den Grundpiinkten fallen a180 ins Unendliche; 
die beiden anderen, A,, N I ,  sind 

238) x = + / q ,  y =  
A 

S i - J - E I '  
d. h. [S. 211)] die R e r ü h r u n g s p u n k t e  der beiden eben erwlhnten 
Curventtbngenten z = & / X I .  - 

Man übersieht sofort, dass diese Punkte harrnoiiisch zu a,  X' und 
symmetrisch zum Schnitte von MM' mit der y -  Axe liegen. Alles das 
stimmt mit den früheren Entwickelungen betreffs der allgemeinen bicircularen 
C u r v e n  v i e r t e r  O r d n u n g  überein. Die zu irgend einer Curve ll zu- 
geordnete (d. h. dem conjugirten Durchmesser der Parabeln 1 entsprechende) 
Curve Ti, muss jetzt stets die unendlich ferne Gerade enthalten; ihre end- 
lichen Bestandtheile sind, wie man nun erkennt, eben die Tangenten 

x = + p ' q .  So blciben von den sechs Schnittpunkten von 8 mit  der 
eingehüllten Curve nur noch drei übrig (nachdcm nsmlich LI ,  NI und der 
ins Unendliche fallende Schnittpunkt, die ftir TT, gelten, abgesondert sind), 
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P a r a b e l n  d e s  e i n e n  S y s t e m e s  e i n e  P a r a b e l  d e s  a n d e r e n  e i n -  
h i i l l e n .  I n  j e d e m  S y s t e m e  g e h e n  d i e  A x e n  a l l e r  P a r a b e l n  d u r c h  
einen P u n k t ,  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  P a r a b e l n  a b e r  w e r d e n  
v o n  e i n e m  B u s c h e l  g l e i c h s e i t i g e r  H y p e r b e l n  b e s t i m m t ,  d e s s e n  
G r u n d p u n k t e  Brennpnnkte d e r  e i n g e h ü l l t e n  C u r v e  s in i l .  I n s -  
b e s o n d e r e  w e r d e n  i n  j e d e m  S y s t e m p a a r e  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  
d e r  b e i d e n  g e n a n n t e n  T a n g e n t e n  v o n  z w e i  H y p e r b e l n  d u r c h  j e  

das sind die Berührungspunkte von ll mit der eingehüllten Curve. - 
Uebrigens gilt der letzte Satz S. 45 und der erste S. 46 unverandert auch hier. 

Bei dem conjugirten Curvensysteme TT' wird selbstverstBndlich das Mittel- 
10th von E G  als gcmeinsame Asymptote erscheinen; ferner werden wieder 
L I ,  NI Büschelpunkte von G' sein, die 

v i e r  B r e n n p u n k t e  d e r  C u r v e  b e s t i m m t ;  i m  G a n z e n  g i e b t  e s  
a l s o  z w 6 l f  s o l c h e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l n ,  v o n  d e n e n  j e  s e c h s  
d u r c h  e i n e n  d e r  v i e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  v i e r  T a n g e n t e n  
l a u f e n .  

E i n e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  von  e i n e m  
P a r a b e l s y s t e m e ,  d a s  s i e h  s e l b s t  c o n j u g i r t  i s t ,  e i n g e h i i l l t  w i r d ,  
z e r f B l l t  n o t h w e n d i g  i n  e i n e n  K r e i s  u n d  e i n e  G e r a d e .  

gelneinsame Asympt,ote aller 8' mit der 
Parallele durch G zur y -  Axe zusammen- 
fallen und die andere stets durch M laufen. - - - - 

Die Hauptsatze über die Systeme 1 L= E 
lasscn sich offenbar, da dio Curve vicr 

a- 
zur Asymptote parallele Tangenten hat ,  

*, - *nt 
die sich demnach zu seehs Paaren an-  

V i e r t e r  A b s c h n i t t .  

E 
, -9  M ' - .  

-Frr___'/t.:,-_ 
7 ,?* ' > x  -,'& Li 

Beispiele von circnlaren Çnrven dritter Ordnung. 

ordnen, so ausdrücken : 
E i n e  c i r c u l a r e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  w i r d  v o n  z w 6 l f  

S y s t e m e n  d r e i m a l  b e r ü h r e n d e r  P a r a b e l n  e i n g e h ü l l t ;  j e  z w e i  
S y s t e m e  s i i i d  z u  e i n a n d e r  c o i i j u g i r t ,  d. h. s i e  g e h o r e n  s o  z u -  
s a m m e n ,  d a s s  i h n e n  d i e  z e r f a l l e n d e ,  nk iml ich  a u s  z w e i  z u r  
r e e l l e n  A s y m p t o t e  d e r  C u r v e  p a r a l l e l e n  T a n g e n t e n  b e s t e h e n d e  
P a r a b e l  g e m e i n s a m  i s t  u n d  e n t s p r e c h e n d e  T a n g e n t e n  d e r  

8 1. Aufsteliung der Bestimmungsgleichungen, wenn die Curve 
symmetr isch ist. 

1st dio gegebene circulare Curvo dritter Ordnung zur r-Axo s y m -  
m e  t r  i  s c  h ,  so erhalt man aus 234) für die Unbekannten zunaehst folgende 
zwei Gleichungen : 

239) 
A 2u-  - = O ,  A(E+¶Zj=O. 
4 Y" 
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Die zweite ist erfiillt, wenn A = 0 ,  oder E = - q2, woraus dann auf Griind 
A 

der ersten folgt: TL = O ,  bez. u = - . 
2  u 

Die Gleichung der Curve sei 
240) 2r (x2+q2)  + % r 2 + 2 Q r + 6 = 0 ;  

und man beachto, dass die tibrigen Coefficienten in 234) sich wie folgt schreiben 
lassen : 

2 ( ~ - a 2 )  +(E  - r -q2)  
8= 1 

9 

I m  ersten Falle nun (A = O ,  zc = 0) führe man statt  q , r ,  E  die neuen 
Unbekannten E ,  y, v ein vermage der Gleichungen: 

242) E - q 2 -  
E - r- q 2  

- E l  - -  E + q 2 -  v l  

E+q2 E + u 2  - Y I  - -  2 // 
so dass rtickwarts dio Beziehungcn 

243)  q = v ( l - E ) ,  E=v"( l -E",  r = 2 v " ( l - ~ ) ( ~ - y )  
stattfinden. Dann gestalten sich die Bedingungen 241) folgendermassen: 

V @ E + Y )  =&'a, 
244) + 1 )  = a l  

vS7  = +@. 
Setzt man aus der dritten dieser Gleichungen den Werth von y in die 
beiden ersten und entfernt darauf aus diesen E ,  so bleibt folgende Gleich- 
ung für  v2  =Y: 

245) 4 Y 3 - 4 Y i & + Y % Q - Q 2 = O ;  
das Weitere wird bestimmt durch die Gleichungen 

Q 246) v = + / v ,  y = = '  

oder nach 243): 
E = y -  ( Y V 5 ' - 9 ) ? = y -  [;(a- 

ci 

247) q E u +  y ~ y - 6 ) - v - t ( a - ! ! ) ,  -- 'a Y  

Zwei c o n j u g i r t e  Systeme sind dabei solche, die den Werth von Y  
gemeinsam haben, die sich also nur durch das Vorreichen von v unter- 
scheiden. 

Irn zweiten Falle E + g2 = 0 ,  u = - setze man " )  2 P 

248) 
r 2q+---=2. 
9 ' 

dann werden die Bestimmungsgleichungen 
249) - 4 9 - 1 = % ,  Q ~ - u ~ = ~ ,  4pu2=E, 
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Aus ihnen ergiebt sich die Gleichung für 1 :  
230) P +  2l2%+ (1112+40)1+ 4(MO - @) = 0. 

Dabei ist nach 248),  249): 

y=- - - ,  , = q ( l - 2 9 ) ,  

251) 
4 

u = + _  J ~ ~ i l = + t ( ~ l ;  A = 2 q u ,  E=-qY. 

§ 2. Ers tes  Beispiel: Die verallgemeinerte Kissoide. 

Auf der r - A x e  liege der Mittelpunkt eines Kreises (Halbmesser r )  irn 
Abstande e vom Coordinatenanfange. Vom Punkte X. = e + r ,  \) = 0 m6gen 
die Radienvectoren nach dem Kreise und der Geraden gezogen und auf jedem 
das Stück von jenem bis zu dieser mit Berücksichtigung der Richtung vom 
genannten Pnlpunkte aus abgetragcn werden. Die so bestimmten Endpunkte 
bilden eine circulare Curve dritter Ordnung, die den Pol zum Doppelpunkte 
hat und im Falle e = r in  die gew0hnliche Kissoide iibergeht, irn Falle 
e =  - r aber aus der v-Axe und dern Spiegelbilde des Iireises mit Be- 
ziehung auf sie besteht. Sobald e <- r is t ,  kommt die Construction offen- 
bar darauf hinaus, die Kreissehne jedes Vectors auf diesem von seinem 
Schnittpunkte mit der 9 -Axe sus nach der Seite der positiven T -  Axe ab- 
zutragen. 

Er sind also die Falle e > r, e = r, r > e > - r ,  e = - r, e <- r zu 
unterscheiden. Im ersten und letzten ist der Doppelpunkt isolirt, im dritten 
hat  die Curve eine Schleife; vergl. Taf. IV Pig. 20. 

Mit Hilfe des Verfahrens S. 15 findet man für  die Axenbrennpunkte 
der Curve, deren Gleichung 

232) r ( r 2 + p 2 ) - 2 r Z ( e + 2 r ) + r ( e + r ) ( e + 5 r ) - 2 r ( e + r ) 2 =  O 
k t ,  folgende Abscissen: 

253) r i , , = - ( e + r ) f  2 ~ 2 r ( e + r ) l ,  r , = r , = e + r ,  

so dass also, wie es selbstverstiindlich is t ,  vier Brennpunkte im Doppel- 
punkte liegen. Die 9-Axe ist  zugleich die rcelle Asymptote der Curvc, da 
in der 61. 232) das Glied mit g-ehlt [S. 196)].* Der endliche Doppel- 
brennpunkt hat  [S. l g d ) ,  197)] die Coordinaten 

254) r = e + 2 r ,  v = O .  
Die Axenbrennpunkte, die nicht im Doppelpunkte liegen, sind nach 253) 
nui- so lange reell, als e > - r ,  ist;  wenn e = - r, fallen sie mit jenem zu- 
sammen, wenn e <  - r, sind aie imaginiir, dafür aber dann ihrc Antipunkto 

255) r = - ( e + r ) ,  g = + 2  
rcell. 

* Enter den drei Brennpunktskreisen (von der r-Axe sbgesehen) gind zwei 
zusammenfalleude, al60 Kullkreise, niimlich im iloppelpunkte der Curve; der dritte 
ist der Ereis durch den Doppelpunkt, dessen Mittelpnnkt der Scheitel der Curve 
r =  27 ist; er schneidet nie seltistverstandlich in den Berühruugspunkten der 
Tangenten, die von dem Sçheilel an die Curve gehen. 
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Jedenfalls mtissen unter den zwei Systempaaren, die von den Gleich- 
ungen 245) , 246), 247)  geliefert werden , zwei zusammenfallen , und dieses 
Doppelpaar wird nur ,  so lange e > - r i s t ,  reell sein, wogegen das dritte 
Systempaar stets reell kt. Dieses bezeichnen wir durch Z ,  I', jenes durch 
Il E', [c &, r2). 

Es ist jetzt (S. S. 104) nach 252) 

% = - 4 ( e +  2 r ) ,  Q = ( e + r ) ( e + 5 r ) ,  Q ~ - 4 r ( e + r ) ~ .  

Also folgt für  Y nach Massgabe von 245): 

Y 3 - Y 2 ( c + r ) ( e + 5 r )  + 4 Y r ( e + r ) " e + 2 r )  - 4 ~ ~ ( c + r ) ~ = O  
oder 

(Y- ( e + r ) 2 ) ( Y - 2 r ( e + r ) ) Z = 0 ,  
d. h. 

Y =  (e+r)', Y , \ - Y 2 ) = 2 r ( e + r ) .  

Fur das Systernpaar t, 1' erhalt man demgemiiss nach 246),  247) folgende 
Constanten: , 1 

l' 
z: 

v = - ( e + r ) ,  vr= (e + r ) ,  

2 r 
Y =  

€ = - 1 ,  

so dass beide Systeme [rergl. 235) ,  215), 208), 209),  218)] durch folgende 
Uebersicht vollstiindig dargestellt werden : * 

z : I X': 

rÉ=e.f r ,  r M = 3 ( e + r ) ,  
XG'= - (e + P) ; 

s'= 2 J-1, tf= (T - e) x 
(nur für x = O unbestimmt), 

~ ' = 2 ( e + r ) x ;  

Axenbrennpunkte: ( r = e + r '  r = e + r .  1 {r=-(e+r)T2i8r(ef .  

Der xerfallende Kegelschnitt ist  in beiden Systemen die doppelt ge- 
zahlte zur g -Axe  parallele Gerade durch den Doppelpunkt. t besteht aus 
den doppelt gezahlten Geraden durch diesen; die Scheitel der Parabeln 1' 
liegen auf dem Kreise, der die Strecke vom Doppelpunkte bis zum Schnitte 
der Curve mit der X -  Axe (d. h. bis zu ihrem S c  h e i t e l )  m m  Durch- 
mess@ hat. 

E r * Man musa hierbei beachten, dass zufolge 213) - = v ( l +  E), - = 2 v (e- y) ist. 
4 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



- 107 - 

Genau ebenso ergiebt sich fur dau Doppelpaar X,, X',:* 

e - r  257) A = o ,  E=-(2-); e - r  A 3 = 0 ,  EP=- iT), 

, e - r  q ua s ' = / m l ,  t = -  2 %-Ta;' 

Der zerfallende Kegelschnitt besteht aus den beiden der g -  Axe parallelen 
Geraden durch den Doppelpunkt und den Scheitel der Curve. Alle Paraboln 
(und mithin auch der Schnittpnnktskreis) ~ o w o h l  bei 1, als bei t'l laufen 
durch den Doppelpunkt, so dass nur zwei eigentliche Berührungspunkte ftir 

jede tibrig bleiben. Beide Systeme sind imaginiir, sobald e  <- r ist ,  wie 
zu erwarten war (nur die zerfallende Parabel ist alsdann reell). 

F ü r  die bekannteste dieser Clurven , niimlich die K i  s s O i d e ,  ist  e = r, 
so dass hier XI mit t zusamrnenfiillt (Geradenbüschel durüh die Spitze!), 
ebenso I', mit X'. Drei Axenbrennpunkte liegen in der Spitze, der vierte 
bei X =  - 6 r .  Die Systeme Z und E' sind d a m  wir folgt bestimmt: 

1 : 1' : 

q = 0 ,  T = A = E = O ,  s'= 4 r ,  r'= A'= E'= O, 

TE = T M  = T G  = 2 r ,  X E '  = 2r, TBI, = Gr, TG' = - 2rr  
258) 

* 
G2 

s=O1 t = - 2 r - r  p=O,  s e = 4 r ,  t '=O, p t = 4 r x ,  

= 2r,  r = 2 r ,  
r=-Gr. 

* Dio Werthe von s ,  s', t ,  t' ergeben sich leicht au8 den Beziehungen 
E=E'=-qg' ,  r = ( e - r ) q ,  rl=(e-r)p'.  
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Z besteht also sus Parabeln mit gemeinsamem Scheitel. Die Gleichung der 
Curve is t  dabei 

239) r ( ~ ~ + t ) ~ )  - 6rr2+12r2r- 8r3=0. 
I m  allgemeinen Falle ist  die Gleichung (S. das System 1) t = (r - e) x 

riZ - ( r  + e)- nichts Anderes, als die Gleichung der Curve in P o l a r  C O  o r d i -  
n a t e n .  ' 

g 3. Zweites Beispiel:  Kreie u n d  Gerade. 

Die Gleichungen, die dieses Beispiel betreffen, k6nnen zwar auch durch 
Grenzübergang aus denen des vierten Beispieles S. 75 flg. abgeleitet werden, 
doch is t  gegenwartig die Anwendung der G1. 243) bis 231) voreueiehen. 
Die Gchnittpunkte der Geraden - die wir zur 9 -Axe  nehmen - mit dem 
Kreise, dcsscn Nittelpunkt auf der positiven r -Axe liege, sind wicder vier- 
fache Brennpunkte , ebenso ihre Antipunkte. Der Halbmesser des Kreiscs 
sei r, die Abscisse seines Mittelpunktes e(> O). 1st e )  r, so sind die 
reellen Brennpunkte b = O ,  r = + f-, wenn e < r ist: r = O, 

-- 

ij = + j/r2 - e2 1. Der endliche Doppelbrennpunkt k t  der Mittelpunkt des 
Kreises. 

Die Gleichung der Curve ist 
260) r ( r 2 + g 2 ) - 2 e r 2 + ( e 2 - r 2 ) r = 0 ,  

so dass a = - 4 e ,  E g e 2 - r 2  , E = o  
g e s e t ~ t  werden muss. Hiernach werden G1.245) und G1. 250): 

Y3-Y2(e2- r2)=0 ,  Z3-8Pe+41(5e"r2)-16e(e2-?)=O 
oder 

Y 2 ( Y - ( e P - r 2 ) ) = 0 ,  (1 -4e) ( ( l -2e)a -4r"=0 ,  
und haben die Wurzeln 

Y 2 = 0 ,  Y = e 2 - r 2 ;  1 = 2 ( e + r ) ,  2=4e .  
Die ersten beiden Wurzeln hier und dort geben die beiden Systeme, 

die sich selbst conjugirt sind; die dritte giebt links ein Systempaar, das 
den Axenbrennpunkten, rechts eines, das den Schnittpunkten des Kreises 
mit der Geraden als Brennpunkten ents~richt .  Wir hezeichnen wieder das 
erste mit 1 (E t'), das zweite mit 1, ( Z  t',), das dritte links mit E,, 
X',. F ü r  1 und 1, erhl l t  man links nach 246) E = m l  y = m ,  also wcnn 
man l i r n ~ w = f ,  l i m y v = g  sctzt, aus 244): 2 f + g = - 2 e ,  2 f g = e 2 - r 2 ,  
und dabei p = - f ,  r=  2f (g - f )  , E =. - f 2  nach 243). ZunSichst berech- 

r + e r - e  net man f ,  g :  f = -  -2 - y  g = r -  
e für  1, f=--1 g = - ( r + e )  für 2 

X,. Auf diese Weise - gewinnt man fur 1 und E, folgende Werthe der 
Constanten: r + e  ' 

1: q = -  e + r  -, r=- e + r ( e - 3 r 1 ,  * = O ,  E = - ( ~ )  
2 2 

Axenbrennpunkte : r = -- + 1- ; 
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e - r  e - r  r - e  t1: q=- 9 = - e l  A = O ,  E=-(Pr-) 
2 

e - r 
TE=--, xM=e-r ,  

262) 2 
-- e+3r  e - r  6" e - r  s =  J ~ r ( r - e ) / ,  t=-- x -  -.- 4 P--- 

2 2 X' 

Axenbrennpunkte: t = t J/-. 
Alle Parabeln von x und 1, gehen durch die Schnittpunkte des Kreises 

und der Geraden. Bei 1, wird der Kreis durch alle Parabeln von aussen 
berührt , bei 1 einschliessend , vorausgesetxt , dass e  > r.  Die zerfallende 
Parabel besteht aus der g -  Axe und der d a m  parallelen Kreistangente im 
Puukte r = e + r bei Z, bez. r = e - r bei 1,. Der Schnittpunktskreis von 
1 is t  stets reell, der von 1, nur d a m ,  wenn r> e. - Gecau dieselben 
Formeln 261), 262) folgen auch aus 251) vermittelst 2 = 2 (e+ r). - 
Im Uebrigen lasst sich Alles hierher libertragen, was S. 79-81 gesagt 
wurde. 

Wir  komrnen nun zum Systempaare 1, , Z', : Y = e2 - r2, v = T ji'e"r2 1. 
e  

Aus 246) zieht man y = O ,  E = 4- 1 also nach 247), 235) u. S. W. : -,,lm 

Brennpunkte: , g =o. I 
Wiihrend jede Parabel der Systeme 1 und die Gerade gar nicht 

und den Kreis an einer Stelle berührt ,  berühren die Parabeln von E2, Zr2 
die Gerade an einer, den Kreis a n  zwei Stellen. Die Hyperbeln, die die 
Bertihrungspunkto ausschnciden, zerfallen. Dio Schnittpunktskreise gehen 
durch die Schnittpunkte der Geraden und des Kreises. Die zerfallende 
Parabel besteht aus d-n beiden zur Geraden parallelen Kreistangenten. Die 
Parabeln 1, haben ausnahmslos r e e l l e ,  die t', aber zum Sheile imaginiire 
Beriihrungspunkte mit dem Kreise, wenn e> r. Im letzteren Systeme giebt 
es daher zwei reelle hyperosculirende Parabeln; ihre Rertihrungspnnkte 
(Scheitel) ergeben sich als Berührungspunkte der Tangentcn, die vom Brenn- 

- .  

punkto r = - i e 2  - r" a n  den Kreis gezogen werdon konnen. 
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Wenn e < r  i s t ,  sind beide Systeme imaginiir. 
Zum Schlusse m6ge noch gezeigt werden, wie sich die beiden Systeme 

von Parabeln ergeben, die aus den Geraden durch den einen oder anderen 
Schnittpunkt des Kreises mit der Geraden bestehen. Nimmt man namlich 
die Wurzel 1 = 4e (S. 108), BO erhalt man unmittelbar aus 251) y = 0, 
u = Jr2 - ea, denn es ist = - 4e, Q = - (r2 - e". Die beiden 
Systeme sind symmetrisch zu einander mit Beziehung auf die r -Axe ,  wes- 
halb wir nur das eine, das dem auf der positiven q-Axe  liegenden Schnitt- 
punkte entspricht (u = + Jra - e2) ,  weiter verfolgen. Man erhalt zwar 

r A r = A = O ,  aber -=1=4e ,  -=2u=2j/- ;  demnach ist das 
4 4 

System folgendermassen analytisch ausgedrtîckt: 

f q = 0 ,  T=A=E=O;  

'R 
s=O, t = 2 ( e x +  J-6) (nurf i j r<p=- unbestimrnt), p = 0 ;  

2 

Dabei ist  rp von d e r  geraden Linie durch den Schnittpunkt L) = fk-1, 
die der negativen r -  Axe parallel is t ,  aus gerecbnet. 

Alles, was über das Beispiel S. 75 flgg. und hier über das Beispiel 2 
entwickelt worden ist,  lgsst sich hinterher ohne Mühe auch rein synthetisch 
beweisen. 

Schlussbemerkung. 
Von den Satzen, die sich durch Uebertragung des ersten Abschnittes 

dieser Abhandlung auf die allgemeinen Curven vierter Ordnilng vom Ge- 
schlechte 1 ergeben, sind namentlich die über die Doppeltangenten von 
Interesse. 

Gegeben sei eine Curve vierter Ordnung 6 vorn Geschlechte 1. Dann 
giebt es vier Kegelschnitte, die durch die beiden Doppelpunkte und je vier 
von den 16 gegenseitigen Schnittpunkten S d e r  Tangenten laufen, die sich 
von den Doppelpunkten an die Curve legen lassen. Die Pole der Ver- 
bindungsgeraden d der Doppelpunkte mit Beziehung auf diese vier Kegel- 
schnitte seien P l ,  P,, P,, P,. Die je  zwei Tangentcn a n  die Curvo in 
den Doppelpunkten selbst haben vier gegenseitige Schnittpunkte; verbindet 
man diese kreuzweise mit einander durch gerade Linien, so ergiebt sich 
als Schnitt beider ein neuer Punkt  D. Dann gelten folgende Satze ftir die 
Doppeltangenten der Curve Q : 

1. V o n  d e n  28 g e g e n s e i t i g e n  S c h n i t t p u n k t e n  d e r  a c h t  
D o p p e l t a n g e n t e n  f a l l e n  v i e r  m i t  P,, P,, P,, P, z u s a m m e n ;  d i e  
l i b r i g e n  2 4 l i e g e n  z u  j e  v i e r  a u f  s e c h s  K e g e l s c h n i t t e n ,  d i e  s i c h  
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g e g e n s e i t i g  i n  d e n  D o p p e l p u n k t e n  b e r ü h r e n .  D e r  g e m e i n -  
s a m e  P o l  d e r  V e r b i n d u n g s g e r a d e n  d d e r  D o p p e l p u n k t e  m i t  
B e z i e h u n g  a u f  d i e s e  s e c h s  K e g e l s c h n i t t e  f a l l t  m i t  D z u s s m m a n .  
( D i e  S c h n i t t p u n k t e  i r g e n d  e i n e s  D o p p e l t a n g e n t e n p a a r e s  m i t  

l i e g e n  h a r m o n i s c h  zu d e n  P u n k t e n ,  in w e l c h e n  d i e  G e r a d e n ,  
d e r e n  S c h n i t t p u n k t  D i s t ,  d t r e f f e n . )  

II. Es  g i e b t  24 K e g e l s c h n i t t e ,  v o n  d e n e n  j e d e r  d u r c h  d i e  
B c r t i h r u n g s p u n k t e  e i n e s  D o p p e l t a n g e n t e n p a a r e s  u n d  n o c h  
d u r c h  v i e r  v o n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  S h i n d u r c h g e h t .  J e d e r  
P u n k t  S l i e g t  a u f  s e c h s ,  j e d e r  D o p p e l t a n g e n t e n b e r i i h r u n g s -  
p u n k t  e b e n f a l l s  a u f  s e c h s  v o n  d i e s e n  24 K e g e l s c h n i t t e n .  

L e i p z i g ,  im September 1889. 
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Fig 2 .  

Zeitschrift für Mathematik u. Physik XXXV, 1. 
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Fig. 1. , 

ri. 

Fig.  3. 

Fig. 4. \ 

Zeitschrift für Rlathematik u. Pbysik XXXV, 2. 
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Fig 4. " Fig. 6 .  

3 X & Y - ~ +  103y-5-1 

log 103 

log3 

- - -  -- - 

Zeitschrift für Mathematik u. Physik XXXG, 3. 
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Zeitschrift für Mathematik u. Physik XXXV,  5. 
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