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AVANT-PROPOS

— \

Ce livre est la reproduction assez fidele des lecons que j'ai
professées au Collége de France pendant I'année 1go1-1902.
Ce n’est nullement un traité d'électricité complet et métho-
dique; c’est, conformément, je crois, & I'esprit de l’enseigne-
ment du Collége de France, un ensemble de legons, trés
inégalement développées, suivant que le sujet dont elles trai-
tent est plus ou moins connu par des publications francaises,
ou qu’il m'a paru comporler quelques remarques historiques
ou théoriques nouvelles.' Quant au mode d’exposition et d’en-
chainement des idées et des faits, je ne le donne pas comme
préférable & tout autre, mais comme assez différent de ceux
qui sont ordinairement adoptés par les auteurs francais, et
en lui-méme assez satisfaisant dans le domaine étudié pour
provoquer 15. comparaison, faire réfléchir le lecteur et l'aider
a construire pour lui-méme I'édifice le mieux approprié a la
nature de son esprit.

Je pense faire suivre ce volume, d’'un second qui contien-
drait les parties essentielles des lecons de 1902-1903 et de
1903-1904, aboulissant & la théorie des électrons, qui repose
maintenant sur une solide base expérimentale,

Tai été aidé dans la rédaction de ce livre par MM. Blanc et
Blein, agrégés de Physique, anciens éléves de I'Ecole Nor-
male, qui ont rédigé les lecons et revu les calculs avec un zéle
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et un soin dont je les remercie; j'espére donc n’avoir laissé
échapper aucune erreur grave, et peu d’erreurs de signes ou
de notations. Presque tout le volume étail imprimé au début
de I'année 1903, avant que les expériences'de MM. Pender et
Crémieu etssent mis hors de doute I'eflet magnétique de la
.convection électrique ; mais la publication a été retardée de
plusieurs mois par le dernier chapitre. J’ai dii reprendre cn
effet la théorie des oscillations de l'ellipsoide, et il m’a paru
nécessaire de faire faire les calculs numériques indispensables
pour rendre utilisables les fonctions qui définissent la distri-
bution sur les ellipsoides, et ]aloi d’émission par les ellipsoi-
des. Ces calculs ont été faits par M. Kannapell; des vérifica-
tions et des contrdles assez nombreux ont été ména-
gés; je crois qu’on peut avoir pleine confiance dans les
tables qui terminent le volume. 11 y aurait grand intérét & ce
qu’elles fussent plus déveloi)pées; mais telles quelles, elles
font sortir les fonctions %6 et § des limbes de I'analyse pure
et permettent de s’en servir dans la plupart des circons-
tances, sans étre arrété par des calculs préliminaires d’une
longueur rebutante.

M. B.
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HISTOIRE ET THEORIE

PROPAGATION

| L’ELECTRICITE

LIVRE PREMIER

CIIAPITRE PREMIER

FIN DU XVIII* SIECLE. — CAVENDISI

1. — L’honorable lenry Cavendish est né a Nice, le 10 oclobre
1731, mort & Clapham, le 24 février 1810 ; il était membre de la
Sociélé Royale de Londres depuis 1760. Fils ainé de lord Charles
Cavendish, lui-inéme observateur précis et zélé (!), et de lady
Anne Grey, il était direclement apparenté au duc de Devonshire ct

" au duc do Kent. JI parait avoir vécu assez étroitement jusqu’d, Ia
mort de son pére, 1783, dans lcs dépendances de I'hétel paternel,
« Great Malborough Strect », et y ‘avoir lait loutes scs expériences
d’¢lectricité. Tout différent des ¢élégants démonstrateurs frangais qui
ont légué & nos cabinets do physique tant d’apparcils dont les sup-

\

. .

(1) Ses observations sur la dépression capillaire du mercure (P, I, 1776),
ont dervi de contrdle & Young, & Laplace, & Poisson, & Ivory pour leurs .
théories, * :

L]
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-2 . PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

porté de méfal gravé ou cisclé ont cofité plus de travail que les pidces
.essenticlles, H. Cavendish n'avait en vue que le but scientifique ;
c'était, & ce qu'il semble, un « bricoleur » de I'école de Franklin, sa-
. chant obtenir Ta préeision par les moyens les plus rudimentaires, em-
ployant plus souveni le bois blane ciu,e le métal pour la carcasse de ses
apparcils. Il enfreprenait les recherches les plus laborieuses pour
tirer au clair une difficulls que lui seul apereevait ; nais il n’éprou-
vait aucunement le besoin de faire conmailre les résulfals de ses
rechierches, méme en conversation, car il était d’un caractére assez
singuliér et péu sociable. Le D* Thomas Young, son confrtre de la
. Société Royale et son contemporain, un des plus pénétrants physi-
ciens du commencement du xix* sidcle ot des plus érudils, ignorait
corﬁplbtcmcnt les travaux inédits do Cavendish, comme le montre
son arlicle de I'Encyclopédie Britannique. Cest lord Kelvin qui
en a révélé la valeur (1849), slupélait de {rouver dans un exlrait

. N . 1
que lui montrait leur possesseur, Snow llarris, I'exacte valcur B
)

(;Zt =1 5171> Flu rapport de la capacité d'un disque circulaire a celle
de la sphére de méme rayon. Son veeu, que les manuscrils de
Cavendish sur électricité soient entitrement publids, a été exaucd
par Maxwell, qui en a mis en relief la singulitre valeur, dans 1'intro-
duelion historique et dans les noles théoriques qu’il y a ajoulées (1).

Caven@ish avait établi, dés 1772, la répulsion de Véleetricité sui-
vant la loi de l'inverse du carré de la distance, treize ans avant que

" Coulomb élablisse la méme loi pour les corps éleclrisés. Tl avait
découvert la notion de capacité, utilisant constamment celle de
potentiel, sous le nom de « degré d’électrisalion » ; il avail mesuré

,en pouces, comnme nous faisons en cenlimelres, les capacités de

(1) The electrical researches of the honourable Uswny Cavenmsm, F. R. 8.,
written between 1771 and 1781, edited from the otiginal marnuseripts in the
possession of the Dure of Devonsmire K. G., by J. Cierg Maxwewr, F. R. 8. — Cam-
bridge, at the University Press, 1879. (358 pages dont 83 seulement avait déjd
paru dans les I'», Ph., 1771 eb 1976.) Ce volume no conlisnt ancune des anlres
recherches inédites de Cavendish, pas méme celles sur fe Magnétisme qu'il
parait avoir poursuivies de 1773 jusqu’a sa mort.
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corps de différentes formes, los pouvoirs inducteurs spécifiques de
diiférents isolants. cherché si elles dépendent du potenticl ; et, chose
curlcuse, toutes ces decouvcrtes qu'un autre anglais illustre, Fara- ,
day, refera un demi sxccle plus tar d avee moins de netteté d’esput
mais plus de fécondils, n’ont aucun poiul commun avee les travaux
d’unc perlection si achevée, publiés par Coulomb & partir de 1785.

2.'— De 1773 & 1781, Cavendish fit toule uno séric ’expériences
sur la résistance électrique, dont on ne connaissait, jusqu’a la publi-
cation dc ses notes de laboraloire, que les résultats S'uivan‘ts, donnés
sans exlications dans son mémoire sur la torpille (1796) : ¢le il de,
fer conduit & peu prés oo willions de fois nieux (ue I'cau de pluic
ou P’eau distillée; Peau de mer ou une solution de 1 de sel dans
30 d’eau, conduit 100 fois micux, et une solulion saturée de sel
marin, 720 fois mieux que l'eau de pluic. » C’est tout; le rapport
fer-cau salée est cxact _pour la température de 11° C.! Notons que la
balance de Coulomb ne devait 8tre inventée que neuf ans plus tard,
l’élcctroscopc A feuille d'or onze ans plus tard.

Quelle méthode, quel mstrument de mesure Cavendish employalt‘
il donc? Unc méthode physiologique! Il comparait P'intensité de.
deux chiocs par la sensation pergue aux poignets et aux coudes et
appreéciait quel était le plus fort. ’

« Les conducteurs & comparer étaient, .dit Maxwell (1), pour la

‘ plupai‘t des, solutibns, de concentration connue, de sel commun ou
_d’autres substances. Ces golutions étaient placées dans dos tubes de
verre, de plus d'un métre de long, courbés prés d’une extrémité.
Les tubes avaient ét6 au préalable calibrés au mercure.

« Deux {ils étaient introduils dans le, tube, probablement & tra-
vers des trous dans des bouchons & chaque bout, pour servir d’élec—
trodes. La longucur de la colonne utile . du liquide pouvait étre
changéc‘en faisant glisser un des {ils dans la partie rectiligne du tube.

« Pour envoyer des décharges égales ot d’égale force électromo—
trice & travers deux fqbes dif[ér\cnts, Cavendish choisit six arres de

'
'

(1) Introduction, p. rvn et suiv.

‘
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< capacilé & peu prés 6gale, . parmi les quaranie-neuf de sa grande
batlerie. Les deux tubes élaient placés de telle sorle que les deux
fils introduils dans lgs extrémitts courbées comnmuniquaient avee
Pextéricur de cette balterie do six jarres. Les fils introduils dans les
parlies droites des tubes étaient altachés & deux morceaux de papier

d’¢lain, isolés séparémenl. Les six jarres ¢laient alors c]iargées ala
" fois par le méme conducteur, jusqu'a ce que I'éleciromitre (& balle
de sureau) indiquil un degré convenable d’électrisalion. Le conduc-
leur de charge éGtait alors enlevé, et les six jarres restaient avee leurs
armatures intérieures isolées l'une de l'autre, cl ¢également char-
gées. . , '
« Cavendish prenant alors deux morceaux de métal, un dans
chaque main, touchait avee I'un le papier d’étain atllaché & I'un des
. tubes et avec l'auire, le bouton de la premiére jarre, de maniére &
" recevoir un choe, la décharge i)assant ‘2 travers spn corps et le,
tube 1 ».. ' . ' '

1l i‘ecbmlncllgait avec lo tube 2 et la seconde jarre; puis avee le
tube 1 cf la troisiéme Jarre, ct ainsi de suite, en alternant les tubes
1, 2; et comparait les {rois choes regus a travers le tube 1, & ceux
du tube 2. Ayant trouvé les uns plus intenses, il changeait I'cnfon-
coment du fil métallique dans I'un des doux lubes, de manidre & se
rapprocher de l’égallité, et recommengait. Il continuait ainsi jusqu’a
inversion, et, de ’enscmble des essais, il déduisait quelies longucurs
des deux tubes rendaient les chocs bien égaux.

Plus tard, il parait avoir employé la baiteric entitre de quarante--
neuf jarrves, groupbes par sept, ct avoir eu bénélice & utiliser une
charge plus considérable avec moins de force électromotrice (*). Sa
délicatesse d’apprécialion devinl vraimenl ‘merveilleuso, & en juger
par 'accord des résulfats enlre cux, et par leur comparaison avee
les résultals modernes les meilleurs.

Cavendish cherchait & quelle puissance de la vitesse, (infensité du

courant) la résistance (RI) est proportionnclle. Quatre sérics d’expé-
[ '

(f) Probablemenl par diminution d'importance relalive do P'élincelle au mo-
ment du contact.
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'
.

riences, dont on trouvera le détail plus loin. au moyen de tubes de
difiérents diamotres, contenant la méme solution, Iui ont donné les
puissances

1,08 1,035 7 0,976 ; 1,00}
ce que nous appelons mamtenant résistance (R), paraissait donc
proportionnel aux puissances :

y

-+ 0,08, ~+ 0,03 — 0,024, 0,00,

de Uintensité I. - *

3. — Résumons les résultats g(‘neraux de Cavendlsh sur les dis—
solutions (1776-1777).

" La résistance des dlssolutlons de sel varic avec fa Lompcrature la
variation est la méme quelle que soit la concenlratlon, entre 10° et
35° C. Pour les solutions diluées, le produit de la résistance par la
concentration est constant (dilution maximum cmployée par Caven- 4
dish : 20 000). La résislance de I'eau varie avee son origine; Pealn de
pompe résiste 4,2 fois plus que I'eaun de plmc celle-ci 2,4 fois plus que
Weau dislillée. Le couductzbzhte de lUeau distillée augmente aprés
3 ou 4 heures de se]ou'r dans un tube de verre.

Pour étendre la loi énoncéoe pour les solulions faibles, jusqu'aux
solulions les plus diluées, il sullisait & Cavendish d’admellre que son
cau dislillée conlenait déja 1 : 120 ooo de scl. '
. Puis, il compare divers sels en SoLUTIONS %QUIVALENTES (') & 29 ‘de;
scl marin : sel marin, chlorure de potassium, scl ammoniae, sullate

- de soude, nitre, carbonate de potasse, acide sulfuricue, acide chlo-
rhydrique ; il n’indique pas Icofmnenl; il a choisi ses poids équiva-
lents, qui ne paraissenl pas conformes & ceux qui avaient cours d
cetle époque, mais sont pour la plupart trds voisins des notres.

11 cherche aussi si le passage d'un conducteur & un autre cause
une résistance particulidre : pour cela, il compare un tube dontla

(1) No 626, p. 329 ot no 694. p. 36o0. V01r préf. de MAXWELL, p 1xu ¢t note 34,
D. 445.
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6 , . PROPAGATION DE L'ELECTRICITE

_solution es't' coupée en huit partics par des goutles de mercure, & un
autro dont la solulion était conlinue ; il ne trouve qu'une différence
insignifiante enlre les longucurs totales des solutions. Avee les
faibles quantités d’¢lectricilé mises en jeu, la polarisation ne pouvait
jouer en effet qu'un role insigniliant.

4. — Aprés cet aperc¢u, encore bien incomplet des travaux inédits
de Cavendish sur D'électricité, revenons avec un peu plus de détails
surla queslion de la loi d’'Ohm (*), et commengons par rappeler les
idées qui le guidaicnt cn é]ectfoslatiquc :

« Il existe unc substance, que yappelle fluide électrique donl les
particules se repoussent entre clles ct attirent les particules de loute
autre matiére, avee une force inversement proporlionnelle & une
cerlaine puissance de la dislance, moindre que le cube (%) », cetle
derniére réserve élant nécessaire pour la stabilité. Les corps en sont
remplis, ct sont dits salurés lorsque la quanlité de fluide y est Lelle
et tellement distribuée, que « Iattraction du fluide éleetrique d'une
petile partie du corps sur une particule donnée de miltiére, soif
égale A la répulsion duce 3 la malidre de la méme petile partic du
corps ». Dans cerlains corps, le Huide esl iimmobilisé, ce sont les iso-
lants ; dans d’aulres, il est mobile, ce sont les conducteurs. Par-
fanl de ces hypothéses, Cavendish montre la distribution rigou-
reusemenl superficiello de l'excés ou du délicit du [luide sur 1y
sphere, pour la puissance 2; la densité croissanle du cenlre a\la
surface pour les puissances intermédiaires enlre 2 of 3; dderois-
sante, au contfraire, pour les puissances inféricures & 2. C'esl déjd
le principe (héorique de Vexpérience, 4 laquelle il fail une rapide
allusion, qu'il devail réaliser & Ja fin de Pannde suivante, sans en
riecn publicr, el qui lui donna la puissance 2 & == 0,02 prés.

5. -— Dans lout ce mémoire, pour reconnailre 1’équilibre théo—

\

rique, il suppose constamment les corps & comparer, réunis par un

(1) P. 293-297, 310-319, 321-343, 350-361.
(2) An attempt to explain some of the principal phenomena of electricity,
by means of an elastic fluid. — Phil. T'r., 17;71.

'
’
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‘ _ : .

- canal, dans lequel Ic fluide esl supposé, incompressible ; c'est lo fil "'
‘ mbtalhque {in de nos raisonncments actucls ; ct 'équilibre est dttunL
lorsque la pression du fluide est uniforme. -

« Pour juger, dil-l dans la deuxidme parlic de son -mémoire
(n° 102), siun corps A est électrisé positivement ow négativement, .
supposons qu'un autre corps B de forme et de dimension donndes, soit" :
placé & une distance infinie de A et de lont aulre corps, surchargé
ou sous-chargé (over or under ‘charged). Stni)pOSODS que B con-
tienne la méme quantilé de fuide que §'il communiquait avee A par
un canal de Huide incompressible : alors, si B est surchargé, je dis
que A est dlectrisé positivement ; 'l est souscha rgé, je dis que A est
¢lectrisé négativement ; plus le degré de surcharge de B est grand,
plus le degré d’électrisation positive de A est grand, et v. v

La définition expérimentale du potenticl est encore la méme
aujourd'hui. ,

Les définilions théoriques se {rouvent avec plus de nettelé encore,
dans un.manuserit préparaloire (1) resté mvdlt ! , -

« DéE. 1. Lorsque le Huide éleetrique dans un corps est plus pressé '
que dans 1'état naturel, je dis que le corps est électrisé positivement ;...

« Déf. 11 Lorsqu'un corps conlient plus de fluide électrigue que’
dans I'état naturel, je dis qu'il est sirchargé ;... »

6. — Ainsi familicr avec ces notions dislinctes de degré @électrisa-
tion el de charge ¢leclrique, habilué a l'usage des canaux dans ses rai-
.sounemenls, partant de Phypothdse d'un seul fluile, qui occupe
lout l'espace, mais n’est mobile que dans les conducteurs, Cavendish
Gtait naturellement conduit & regarder le fluide comme s'éconlant a
travers loute la scclion, sans que le caraclere superficicl de la distri-
~bution slalique ui causdt la moindre gtne. Dés la fin du mémoire
publié en 1771, la proporlionnalilé de la résislance & la longncur est
regardée comme évidente (n® 131). 11 éLait.évalcment préparé & se
représenler exactement le parlage des décharges enLre plusicurs cir-
cuils paralieles ; cesl co ‘qui lui permit de comprendre ct de coor—

'

(
(1) Thoughts concerning electricity, p. g;G, n° 201,

.
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8 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

donner des phénoménes singuliers observés par G. Walsh (1), sur la
torpille dans Pair et dans Veau. Dés le début de son mémoire (%),
Cavendish explique que, Ja résistance du bain d’eau salée élant
comparable avec cclle du corps humain, le choc de la torpille dans
I'eau est encore sensible, mais moindre que dans Vair, et il donﬁc un
calcul exact du partage de la décharge d'une batterie entre le corps
de l'observateur, I'cau, et le bois humide qui représente le corlis de
sa {orpille artificielle.

7. — Beccaria avait déja remarqué (1772) que le choc recu & tra-
vers un tube large est plus intense qu’avec un tube étroit. Cavendish
précisa cctte nolion en novembre 1773. Il compara (*) les choes lris
faibles de deux jarres soit & travers un tube soil & travers neuf tubes
paralltles de verre de méme longueur ct de méme scction totale
approximalive quc le premier, pleins d’'une méme solulion salée
‘[aible : 37 pouces du premier contenaient 250 grains d’eau, 37 pouces
des neuf antres conlenaicnt 258 grains d’eau.

La différenco fut douteuse; pourtant le choc & travers le tube
unique parut plus fort. Avee sept tubes seulement, la différence
détait manifeste. ,

Puis il compara une longueur de 44 pouces 1/4 du tube large 3 un
tube ne contenant que 44 grains d’ean pour 37 pbuces de longueur,
et trouva que 8,4 cst frop et 5°,2 mn’est pas assez. Prenant la
moyenne 67,8 ct comparant les rapports des longucurs el des

i
sections, il trouva ) '
! i

=) =)

ce qu'il énonca en disant que la résistance est proportionnelle & la

puissance 1,08 de la vitesse (supposée en raison inverse de la sec-
tion). '

(1) Of the electric property of the Torpedo, — Ph. Tr,, 1973.

(3) An account of some altempls lo imitate the effects of the torpedo by

electricity, — Ph. Tr., 1976.
(8) No 594, p. 2¢3.
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CHAPITRE 1. ~— FIN DU XVIN® SIECLE. CAVENDISH 9

Deux autres tubes, comparés & la méme époque, donndrent 'ex-
posant 1,03. ' \

En janvier 1781, huit ans plus.tard, Cavendlsh reprit la méme
expérience avec deux mouveaux tubes et trouva unc premiére fois
Vexposant 0,976 la seconde fois 1,00.

Drailleurs, ni dans le journal d’expérmnces ni dans lc relevé
final des résultats, Cavendish n’a.souligné I'importance de ce der-
nicr résultat — 1,00, — qu1 se trouve au milieu des expéricnces sur
les dissolutions ; il en, ost pas moins vrai que'dds cette époque
éloignée, Cavendish savait que la résistance d'un tube est propor-
tionnclle 3 la longueuf et en raison inverse de la section.

8. — Pour la comparaison du fer et dec l'eau salée, il opére
. autrement (*). Les deux bouls du fil de fer de 2 540 pouces (12 pieds
pésent 14 grains) sont altachés & des poignées de laiton, tenues dans
chaque main ct la décharge se parlage: entre le fil de fer et le corps
"de Cavendish. Remplagant le fil de fer par unc colonne d’cau salée
3 saluration (1' pouce contieut 9,12 grains d’eau pﬁre) il trouve que
le choc est le méme pour une longueur de 5,1 pouces et différe si
on change la longueur d’un quart de pouce. o
Clest seulement en 1776 que ful arréiée la technique décrite plus
haut par Maxwell et qui a servi & toutes les mesures. sur les soli-
tions. ' ' '
Les données sont assez complétes pout que Maxwell ait pu inscrire
a cOté de chague expérience la résistance en olins d’aprés les me-
sures de¢ Kohlrausch.
‘Pour los fils do cuivre, les essais faits en 1781+ (%), ont pré-
senté de grandes difficultés, et fourni' des résultats assez -singu-—
“liers que Maxwell n’a pas réussi & reproduire.
. .

9, — Stupéfait de 'étendue et de U'cxactitude des résultats ob-
tenus par Cavendish en appréciant Didentilé des chocs dans di-

(*) Ne 576, p. 204
(2) P. 338-343.
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verses circonstances, Maxwell a repris une_étude, dont Cavendish
s'8lait occupé & diverses reprises, celle de I'intensité de la sensation
produite par une décharge ¢électrique (*). Cavendish s'attendait  ce

_que lintensité du choce fiut proportionnelle au produit de la quan-
tité d’clectricité par sa vitesse, ou, cn langage actuel, au {ravail
électrique dépensé dans le corps; mais I'expérience ne répondil pas
4 son attente. Or, on sait maintenant que la rapidité de la décharge
a une influence préponddrante sur la sensation. A {ravers une ré-
sislance R sans self induction, la loi de Vinfensité I en foneclion du
temps est, comme on sait,

[N S N X ' -

¢
1— Yoo R 4

R

pour un polentiel initial V, et une capacité G. Comment Ia sensation
dépend elle de %’ et de CR? ou plutot, quelle eslla relation enlre %’

et CR quand la sensation esl la méme ? Cest ce que Maxwell a élu-
dié¢ par la sensation de qhoc qu'il ressenlait dans les poignets el dans
les coudes, en recevant la décharge par les deux mains plongées
chacune dans un baquel d’cau salée — ou mieux par I'inscription de
la sccousse musculaire d'une grenouille. Pour des temps CR qui ont

. . A\ . . 5
varié de o%,01 & 0% 000 01, 1—{" a varié & peu prés comme (CR)"’GJ ;

les quatre expdériences de Cavendish que Maxwell a pu calculer.con-
duisenl & des exposanls du méme ordre.

10. — De tous ces résullats, Cavendish ne publia rien ; il n’en
laissa rien savoir, ou & peu pris rien, méme 3 ses collegues de la
Sociélé Royale de Londres ; car il était pen communicatif : Maxwell,
nole une visile de quclques membres de celle Sociélé dans son kabo-
ratoire, pour voir les expériences sur la {orpille. Dix ans de lravaux
assidus furent ainsi perdus pour la Seience ; les lois si fécondes des

capacilés, des pouvoirs inducleurs, de la conductibililé dcs diséolu—

(*) Note 31, p. 437-443. . i
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lions {restérent inconnues des savants pendant plus de lrente ans ;
clles avaient 8¢ découvertes & nouvean et étaient acquises 3 la
" Science depuis prés d'un demi sidcle, lorsque la publication des ma-
nuscrits de Cavendish fit & la fois admirer sa puissance de travail,
ainsi que la pénétration de son esprit, et regrelter son uuhff(,rence .
pour le public et son dédaigneux silence. :
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CITAPITRE II

DEBUTS DU XIX* SIECLE
DAVY. — BARLOW. — BECQUEREL

»

41. — A peine OErstedt avait-il découvert laction du courant sur
I'aiguille aimanlde,. ot Ampere les lois qui régissent cette action, que
lous les physiciens se mettaient & I’ccuvre. Parmi eux, un des plus
féconds et des plus pénétrants, sir Humphry Davy flaisait connailre
par une lettre au D* Wollaslon ('), l'attraction des courants sur la
limaille de fer, I'aimantation de 'acier pal" les couranls d'une pile
intense ct par les décharges des boutcilles de Leyde, et tout wn cor-
toge de faits curicux ; il avait cssayé l'action de l'aimant sur Parc
élecfrique ; mais il ne Téussit I'expéricnce que quelques mois plus
tard, en employant la grande batterie de l'Instifution Royale de
Londres, formée de 2 ooo couples. Dans le mémoire () qui nous
intéresse directement, Davy observe 1'échauffement d’un méme fil
immergé dans différents milicux, son altraction sur la limaille de
fer ; puis, il se demande « si une courte longuéur d'un {il fin, pré-
servé de la fusion par le refroidissement, transmet toule I'électricité
de batterics voltaiques puissanles; » il fait un second circuit indé-
pendant, au moyen de deux fils d’argent partant des bornes de la
batterie et plongeant dans l'eau, « de fagon que la décomposition

(1) On the magnelic phenomena produced by Electricity. — Ph. T'r. for the
year 1821. Part. I, p. 7 — 19 — Read. Nov. 16, 1820. .

(?) Farther researches ou the magnetic phenomena produced by electricity ;
with some new experiments on the properties of electrified hodies in Lleir ro-
lations to conducling powers and temperalure.

(5 Juillet 182x). — Ph. Tr. 1821, Part. 11, p. 425-439.
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, chimique de 'cau indique un résidu d’6lectricité dans la balteric ».
De cette fagon, il trouve qu'un certain fil de platine refroidi laisse B
un grand résidu d'électricité dans ‘douze des batteries employées,
mais cst capable d'en décharger cxactement six.

« Ayant ainsi reconnu 'existence d’une limite & la quantité d’élec-
tricité que les fils sont capables de transmettre, il devint facile d'ins;
tiluer dos expériences sur les pouvoirs conducteurs différents dos
différents métaux, ct sur les relations de ¢e pouvoir avee la tempé-
rature, la masse, la surface ou la longueur du corps conducteur, et
les condilions de Y'action électromagnétique. » S

Davy fixe sa technique minutieusement; en particulier, il employe
la méme solution d’acide et d’eau pour toules ses batteries, ce qui
semble indiquer qu’il travaillait loujours avee la pile neuve.

.
'

42. — Interrompant l'analyse du mémoire, fixons la théorie de
la méthode. _ ‘ - o
Lorsqu’aucune bulle gazeuse no se'dégage sur le fil d'argent né-
gatif, le débit & travers le vollamélre est devenu nul, et la dillérence
de potenlicl aux bornes a une valeur déterminée E,. D’autre part,
la technique adoplée fixe Ia force ¢lectromolricc E de la batterie et
sa résistance R, y compris les fils de jonction. On a done, en appe-
lant » la résistance du fil conducteur étudié : o

1

E B _E—FE, -
R =7 R )
_— EO ’ .
r-_E—:—E;B" .

]

13. —Davy observe d’abord quele pouvoir conducleur des métaux

varic en sens inverse de leur tempéralure, quel que soit le procédé °

de chauflage employé. Un fil de platine étant chaulfé au rouge parlo

,courant, si on cn chaufic une partie au blanc au moyen d’unc lampe,

le reste devient sombre. ) o
Dés lors il a soin de maintenir les conducleurs dans I'eau froide ;

néanmoins la régularité n’est pas parlaite ; « avec la batterie récem-

.
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14 . PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

ment chargée, les différences entre les conducteurs sont moins ac-
cusées qu'avec une batterie usée (*) ». ‘

Quoi qu'il en soit, en employant des batteries en nombre varié,
Davy reconnait que la conduclibilité d'un fil est en raison inverse de
sa longueur ; désornais, au lieu de changer le nombre de batterics,
il en conserve un nombre fixe, et change la longucur des fils & com-
parcr, ce «ui permet d'opérer plus rapidement.

11 trouve « que le pouvoir conducteur d'un fil pour 1'électricité est
4 peu prés proportionnel & sa masse; ainsi un fil de platine pesant
1,13 grain par picd el un autre pesant 6,7 grains, employés sous la
mdme longucur, déchargent I'un unc batterie, l'autre six ». On pou-
vait d’aillenrs remplacer le gros [il par six fils fins cdle & coto. « Ce
résultat suffit & prouver que la surface n’a pas de rclation avee le
"pouvoir conducteur, ce ue prouve micux encore une expérience di-
recle : des longucurs égales de fil de platine I'un rond, Yaulre
passé au laminoir de fagon & sextupler sa surface, furent compa-
rées; le fil aplali conduisait micux dans Vair, parce qu'il s’y re-
froidissait micux ; mais dans l'eau aucune différence nc put élre
percue ». i

Voild P'expérience fondamentale de Davy sur ce sujel; on voit que
Ie role de la scclion comparé & celui de la surface en ressort nelle-
ment ; mais en faisait intervenir la masse dans son ¢énoncé, Davy
laissait encore presque toul  faire, ct ce n’est pas sans raison que
nous verrons Ohm combatire cet énoncé quelques années plus
tard et revendiquer pour lui-méme la loi de la seclion.

14. — Le mémoire de Davy sc terminc par deux expéricnces
intéressantes.

(!) Méme si 1'absence de bulle n'indique pas un courant nul au voltamdire,
mais un courant mivimum Iy ; il semble que la substitution d'un fil & un
autre devrait exiger 1'6galité de résistance; car soit Rq la résistance du volla-
métre, les équations

E—RI=E; 4+ Ry = I =1y
donnent
— Eq + Roly
T=E=F, -~ @®+ &L
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Fermant une batterie par une chaine de fils de méme dialhétré, it
constate (qu’ils s’échauffent d’autant moins qu'ils sont plus conduc-
teurs, dans Pordre suivant de décroissance : fer, palladium, platine,
étain, zine, or, plomb, cuivre, .argent; mais qu'ils attirent ndan-
moins tous le mémo poids de limaille de fer.

11 fait méme une mesure en plongeant un {il d’argent et un fil de
platine de méme diamdétre et de méme lonéucur dans des bains
d’huile, que le premier échautfe de 4° et le second de 22°. .

On voit, par cette analyse incompléte, combien- cé mémoire ‘ost
nourri et inléressant. Extrayons-en pour finir, un argument contre
le caloriquo : « Si la chalour élait une substance, on ne saurait.ima-
giner qu’elle soit chassée du plaline (chaufié¢ par le courant élec-
trique), car une quantité de chalour indéfinie peut étre cngendrée
du méme platine, aussi longtemps'que le courant cst excité, ou aussi
souvent qu'on le renouvelle. » "

45. — La méme annce, le mémoire de Cumming (*) sur les piles
thcrmoelectmques ne conlient que quelques mdlcallons peu impor-
tanles sur la conductibilité.

Deux ans apres, le physicien Barlow (%), & qui ses perfectionne-
ments de la boussole inarine valurent une récompense nationale,

conslate qu'en employant des fils de coivre de méme longueur, mais
de plus en plus gros, il arrive un moment olt une augmentation
considérable du diamdtre ne change rien a Pintensité du courant, et
qu il en est de méme avec le laiton. Il donne ses résultats corrigés des
variations de la plle Dans une série d’expemences ot il a fait varier
la longueur d'un méme fil de 98 21\833 picds, il compare les tangentes
des dévialions aux racines carrées des longueurs.' « Les différences
cnlre 'observation et le calcul sont trop grandes, dit-il, — (clles at-—

)

'

(1) Annals of Pilosophy. 1823.

Cambr. Philos. Trans., p. 63, 1821.

(%) On the laws of eleclromagnelic action, as dcpendmg on the length and
dimensions of the conducling wire, and on the question, whether electrical
phenomena are due lo Lhe transmission of a single on of a compound fluid,

- Parer Banvow. — Edinb. Phil. Journ. X1, 1825, p. 105-1 14.
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16 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

“teignent 3 & 2 entre 300 et yoo pieds!) — pour pouvoir trailer la loj
supposée- commeé exacle, mais elles sonl assez faibles pour que ap~

- proximation soit acceptable. » C’est seulement sous cctle lforme mo-
deste que Barlow présente cette loi de la racine carrée de la ldngueur.
Mais dans les résumds, on y metlra moins de précautions; les
éditeurs du P/t%losophz‘cal Magasine (*), dans unc note du numéro
de mars 1825, annoncent que d’aprés Barlow linlensité diminue
trés sensiblement comme inverse du carré de la distance, et que
par conséquent « Y'idée de construire des télégraphes électriques est
chimérique ». Cette notc de 13 lignes est traduite aussitot, et com-
mentée par Schweigger (*), & la suite du premier mémoire si impar-
fait 4’0Ohm.

16. — La variabilité de la pile rendait lcs expéricnces de Davy peu
régulitres ; dans un mémoire lu quelques années plus tard (31 jan-
vier 1825) & I’Académic des Sciences (*), Becquerel, aprés avoir rap-
+ pelé et critiqué la méthode de Davy, cherche & sc metlre & 'abri des

varialions dc la pile. Pour cela il invenle le galvanométre différen—
ticl, et la méthode de zéro bien
connue aujourd’hui, qui per-
-met de constater 1'égalité de
deux fils inlercalés sur les deux

/

i
75

circuits du différentiel, comme
le rappellc suffisamment la
, ' figure, copie exacle de celle du

Fig. 1 ‘ ~ Mémoire original. Toules pré-
cautions sont prises pour apprécier exactement le zéro du galvano-
metre, pour élablir de bons contacls, pour maintenir les fils & la
méme température de la glace fondante. ’

() Philos. Mag. and Journal, by Tirocu and by. Tavion, London, . LXV,
1823, p. 229. A

(2) Jahrd, der Ch. Phys. Scuweiceer, 1825, t. LXIV, p. 118, )

(3) Du Pouvoir conducleur de P'électricité dans les métaux, et de lintensilé
de la force électrodynamique en un point quelconque d'un fil métallique qui
joint les deux extrémités d'une pile. — Ann. Ch. Phys, b XXXII, 1826,

p. 426~430, ) ‘
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« Pour obtenir la méme conductibilité dans deux fils de méme *
métal, il fgut que leurs poids soient‘proportionnels aux carrés de
leurs longueurs (*), ou bien que les longueurs soient dans le rap-
port des sections des fils. Cette loi qui parait rigoureuse pour toutes
les longueurs et grosseurs de fil, rentre dans celle qui a ¢t observée
par M. Davy... » ‘ ' ‘

« La conductibilité électrique croit donc avec les masses, et non
avec les surfaces ; par conséquent le fluide électrique en mouvement
ne se porte pas & la surface des corps conducteurs, comme lorsqu'il
est en équilibre; il péndlre dans leur intéricur. »

Becquerel définit ensuite les pouvoirs conducteurs relatifs des mé-
taux comme proportionnels aux longueurs qui sous le méme dia-
métre donnent la méme conductibilité — il en fait I'application
aux métaux tenaces en les étirant 3 la filidre, et aux métaux mous en
les fondant dans des tubes de verre calibrés. .

Désormais nous sommes en présence d'une méthode de mesure
corrcete et de définitions précises. -

17. — Dés la fin de cette méme année, ce mémoire, paru au Bulletin
de Férussac cn mai, est analysé en détail, ainsi- que cclui de Barlow,
et commenté par Schweigger dans son Journal (%) ; ces commentaires
eux-mémes furent immdédiatement suivis d’'une Tetlre d’Ohun, qui
juge tout & fait insuffisante l’cxl)lication du désaccord entre Barlow
ct Beequerel au sujet de la loi de 1a longueur. Au sujet des expériences
de Becquerel, Ohm, — qui n’a encore trouvé que sa loi logarithmique
— insiste sur ce que les lils comparés par Becquerel n’ajoutaient
que quelques décimétres & la longueur du circuit, supérieure &
20 mélres; T'cliet de ce petit accroissement est nécessairement
proporlionnel & sa longueur, quelle que soit la loi véritable pour le
circuit total. « La loi de Barlow cst done, dit Ohm, bien plus exacle

(1) Exemple :
. .~ T 2 . ¥
% = 10,67 ; (g—) = 10,43. '

(2) Jakrd. d. Ch. Phys. t. XLIV, p. 353-370, 1825.
Lattre A’0un. n. 3rn=3s3. . .
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18 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

que celle de Becquerel » et concorde sensiblement avee quelques-
unes de ses propres expériences.

48. — A la fin del’'anndée 1826, un physicien a quil'on doit de nom-
breuses_recherchies d'électrostatique, mais asscz peu judicicuses le
plus souvent, W. Snow llarris, publiait (*) lui aussi des recherches
entreprises au nioyen d'un lhermom?dtre 4 air traversé par le fil mé-
tallique. Notant qu'on a depuis longlemps remarqué la relation in-
verse entre Péchanfioment ct la conduclibilité (M. Children, par
exemple, avec'une large ballerie galvanique), il compare les quan-~
tités de chaleur dégagdes dans des fils divers de méme longueur cl de
méme diamétre, par la décharge d'une batteric de jarres so dé-
chargeant ¢ travers une distance explosive toujours la méme!
Comme les fils n'étaient ni trés longs, ni trés fins, (0™=,35 ou o™",7
de diamatre), Yéncrgie de la décharge sc partageait inégaleinent cntre
Pélincelle et le {il, suivant sa nature, au point de donner 6 avec
Vargent ct le cuivre, et 72 avec le plomb. .

On s’étonne dc trouver, pendant longtemps, ses nombres cités
dans plusieurs Trailés sérieux, & coté de ccux obtenus par des obser-
vateurs corrects. Mais, bien que ces nombres ne mesurenl pas la
conduclibilité, leur comparaison a pourlant conduit I'auteur & quel-
ques remargques intdéressantes sur I'absence d’influcnece de la forme
eylindrique, ou rubande, ou divisée en plusieurs fils, pour la méme
masse de métal sous la méme longucur ; Iarris parait avoir recconnu
Ie premicr V'influence considérable d’une petite quantité d’'un métal
dans un alliage (?), en particuliecr ce fait que la conductibilité de
I'alliage est souvent moindre que celle des deux composants, et non
pas inlermédiaire (*) ; on sait de quelle importance pratique ont 6té
ces remarqﬁes en électro-technique.

(!) On the relative powers of various metallic substances as conductors of
electricity. — Ph, Trans, 1827, I, (18-24).
) EBtain . . . . . . . 36

. Cu§Snid. . . . . 18
Cuivre v+« « 4+ . 6 guS

a OrgCul3 .. . . 15
¢) Or: s e s n 9 Ora,Cuz2: . . . . 20
Cuivre . . o v v Or3,Cur. . . . . 25
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¥

19. — Cest en cette méme annde 1826 que parait le mémoire dans
lequel Ohm établit cnfin la loi véritable de la longueur par des ex-
péricnces faites au moyen du couple thermoélectrique.

Laissant pour le chapitre suivant, o nous étudierons Pccuvre
d’0Ohm en détail, les mémoires de cet éminent physicicn, consta-
tons seulement qu’ils n'exercérent pendant une dizaine d’anncées au-
cune action hors d’Allemagne. Pouillet en 1829, dans la premitre
édition de son Traité de Physique (*) consacrait aux lois des courants
permanents, A la notion de longueur réduite, données comme ré-
sultant dle ses propres recherclies, quelques pages, aussitot tra-
duiles dans les Annales de Poggendorif (*) sous le titre de « Re-
cherches sur la conduclibilité électrique dans différents métaux »,
et auxquelles Ohm ne fait aucune allusion dans ses mdémoires
postérieurs. Mais ce n’est (qu’en 1837 que parut aux Comptes Rendus
le détail des expériences de Pouillet avec toutes les conséquences
qu'il tirait de 1a notion de longueur rédnite, comme Ohm l'avait fait
auparavant de son coté. -

20. — Il est curieux de voir quels scrupules préoccupaient alors les
physiciens : critiquant la méthode de Davy, et décrivant la sienne
propre, Becquerel reconnait que. ni 'une, ni Vauire n’cst « & Vabri
de la perte d’électricité qui a toujours lieu (?) quand I'électricité
passe d'un conducteur dans un autre. » (p. 76).

On aura une idée de l’iﬁcqrtihide qui régnait sur les pouvoirs
conducteurs d’apris le tableau suivant que jemprunte & A. G. Bec-
querel, en le condensant. (Voir le tablcau dela page 20).

« De tous ces résultats, conclut Becquerel il n’y a que ceux qui
sont compris dans la. seconde et la qualritme colonne qui puissent
&tre comparés ; car les autres présentent des diliérences trop consi- -
dérables. Nous le répétons encore, il en sera toujours ainsi, quand
on n’opérera pas avec de I'électricitd provenant de la méme source. »
Et-voila le second scrupule expérimental, aussi 1égitime qu'il est ou-

(+) Eléments de Physique expérimentale, t. 1, p. 554.
(2) Pogg. Annal, t. XV, 1829, p. 91-95.

| . '
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20 PROPAGATION DE L ELECTRICITE

bli¢, aujourd’hui qu'on le sait inutile : L’électricité qui provient de
différentes sources n’a-t-elle point quclque qualité particulicre &
chaque-soui'ce; la lumictre, la chaleur, Ie son en ont bien ! Rien de
plus instructil & ce sujet que la longue série de mémoires publiés par
un physicien génevois, bien oublié aujourd’hui, Elic Warlman, pour
reconnaitre si 1'électricité n’est pas un élal vibratoire, en cssayant
par cxemple de produire quelque interférence d'action de deux
¢leclrodes plongées dans un liquide conducteur.

3 (-} —

3 H 2 2 g 3

= g 3 ‘g E a

= -8 - E 3 :
.3 °3 £5 wZ 28 £S5
e s> E= £° = =%4
Nature du mélal as &2 o =2 Fe g23
2 3.2 (523 2 Cx a8

= £ 2 5 -2 e

H H - g 2 F

= < 2 S R T

3 =

Cuivre. . . . . 100 100 100 100 100 100
Or. . . . .. 73 93,6 35,2 66,7 110,6 84
Argent. . . . .| 109 73,6 176,5 100 115,2 116
Zine . . . . . » 28,5 53 33,3 52,2 »
Platine. . . . . 18 16,4 21,6 . 20 24,5 13
Fer. . . . . . 14,5 15,8 24,3 20 22,3 16
Ltain . . . . . » - 15,5 23,9 16,7 25,3 »
Plomb. . . . . 69 8.3 16,8 8,3 12,4 »

-24. — Une des questions importantes élail encore la suivante :
L’intensité du courant le long d’un circuit bien isolé, qui, délinie
électrostatiquement, est évidemment uniforme sur toule la longueur
du circuit, cst elle aussi uniforme quand on la délinit par les forces
magnétiques ? Ne  changerail-elle pas de signe & Pintéricur de la
pile ? '

Fechner, en 1831, conslate I'uniformité de la force magnélique le
Jong d’'une chaine de métaux; Kohlraush,'cn 1856, fait la méme
constatation pour l'action .d'une cuve & sulfate de cuivre. Colley
enfin donnve. toute la précision possible & la conslatation, en for-
mant un galvanomeétre dilférenticl avec un fil de cuivre ¢t un tube
plein d’une solulion de sulfale de cuivre enroulés cole a cole.
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’

Dans le Mémoire dont nous avons déja dit un mot, Barlow (")
avait recherché avec le plus grand soin, si l'action magnétique du
courant est la méme auprés des poles de la pile et au milien d’'un
long circuil‘,‘, et avait conclu de l'identilé observée des trois déviations,
alabsence de fuites, et & la probabilité plus grande de la théorie des
deux fluides. Cumming, avait en 1823, remarqué que la déviation de
Ia boussole est de méme sens le long du bismulh de la pile thermo-
¢lectrique que le long du fil de jonelion. Wiedemann enfin fit la
méme conslalation pour la pile hydroéleclrique en construisant
celle-ci avec un tube de verre un peu long.

Ne sont-ce pas 14 des exemples frappants de Porigine expérimen- '
tale de notions qui sont devenues tellement familiéres qu’on ne con-
¢oit méme plus qu’on ait pu en douter ? Et pourqﬁoi“.l Simplement
parce que ces vérilés péniblement conquises par de longues séries
d’expériences se sont condensées dans I'emploi d’un mol unique
« courant électrique », et que Punilé de dénomination semble indi
quer comme intuitive I'identilé des choses que désigne ce nom uni-
«ue; illusion ulile & Uenscignement élémenlaire, mais profondément
nuisible 3 la philosophic de la science.

\
’

(1) On the laws of Electro-magnetic Aclion, as depending on the length and
dimensions of the conducling wire, and on the queslion, whether electrical
phenomena are duc to the transmission of a single or of a compound {luid.

Ed. Ph. Journ. t. XII, 182 , 1o5-114. ‘ !
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22. — Georges Simon Ohmn naquit le 16 mars 1787 & Erlangen ;
il paraissaif, desting 4y excrcer, comme ses ascendants depuis un -
sitcle, le métier de serrurier; son pére, Wolfgang Ohmn, auquel
ses lectures avaient fait comprendre V'utilité de quelques connais-
sances scientifiques pour sa profession, lui fit suivre les cours
du colldge ; ses progres furent si rapides que, sur le conseil du ma-
thématicien Langsdorff, G. S. Ohm entra 41'Universilé @'Erlangen ¢n
1803. Au bout de trois semestres, il alla dans le canton de Berne,
A Vinstitution de Gottstadt ol il passa deux ans et demi, puis A
Neufehatel ot il vécut de legons particulicres; il finit par revenir a
Erlangen en 1811 commo professeur agrégé. Tris peu de temps apres,
il fut cnvoyﬁ a 1école royale de Bamberg, dont la dissolution le
laissa sans emploi.

En 1817, aprés treize années d'une vie incertaine, Ohm fut nommé
professeur de mathématiques au grand Collége des Jésuites de
Cologne; c'est 1a qu’il commenca ses recherches expérimentales ct
théoriques sur le galvanisme.

Aprés une année de econgé passée a DBerlin, Ohm publia la
« Théorie mathématique du circuit galvanique » cn 1827, mais
sans attirer I'attention ; froissé d’avoir é6té mallrec'u au Ministore
quelque telnpé aprts, il s¢ démit brusquement de la place qu’il oc-
cupait a Cologne, ot traina une cxistence précaire jusqu’en 1833,
époque de sa nomination & I'école polytechnique de Nuremberg
comme professcur de Physique, puis comme directeur. Trés absorbé
par l'enseignement et l'administration, Ohm s’attacha pencant ces

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



. CHAPITRE 11, — OHM ‘ 23

scize anndes 2 Gtablir une théorie géndrale dos phénoménes physi-
ques, dont & peu prés rien n’a 6té publié, sauf quclques mémoires
&’ Acoustique. C )

Appelé en 1849 3 Munich comme conservatcur des Collections de
physique, en 1852 comme professeur de physique exl)érilnentaie, il
Y publia un intéressant mémoire sur les phénoménes d’interférences
dans les cristaux 3 un axe. Le 7 juillet 1854, il fut emporté par unc,
attaque d’apoplexie. Il laissait & ses collégues de I'Académie des
Sciences de Munich le souvenir d'un savant impartial et modeste,
resté bienveillant malgré les difficultés de son existence, et toujours
simple, méme apres avoir regu de la Société Royale de Londres en
1841, la médaille Copley, accompagnée d’un f'apport (*) qui mettait
admirablement en lumitre Pimportance de ses travaux sur les
courants électriques. - : .

23. — A I'époque des premidres recherches d’Ohm, les piles en
usage 6taient loin d’avoir une force -électromotrice constante et
indépendante de leur débit; aussi les résultats s’en ressentaient-ils.
Dans son mdémoire de 1825 (3), Ohm prend comme source un élé-
ment Cuivre-Zinc 3 auge‘~ de 0™,33 de haut sur o™,4o de long. Deux
gros fils partant du cuivre et du zinc aboutissent 2 des godels de
mercure dans lesquels on plonge les extrémités des conducteurs &
comparer, (ui sont : un pont gros et court (10 centimétres), et 5 fils
de1, 3,6, 10 %ct 23 picds de longueur, et de o,3 ligne (o™, en-
viron) de diamétre. \ _ ‘

Proés d’une partic rectiligne des conductenrs fixes, se trouve une
aiguille aimantée suspenduc & un fil de torsion, comme dans la
balance magnétique de Coulomb. On mesure la force magnélique en

'

intercalant les fils dans P'ordre suivant :
pont, 1, pont, 3, pont, 6, pont, 10 %, pont, 23, pont.

(t) Proc. Roy. Socat., IV, .

(?) Vorlaiifige Anzeige des Gesetzes nach welchem Metalle die Conlactelec-
tricitit leiten. — Pogg. Ann. B4 IV. p. 79-88 : el Jahrd. des Ch. Phys.
Schweigger, t. LXIV, p, 110-118.

\
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,D’un grand nombre de séries, Ohm déduit les valeurs moyennes,

seules publides, de la perte relative de la force magnétique pour

chaque fil, comparé au pont [évidcmment I"——i_—I], perte que repré-
0

sente trés bien (méme pour un fil encore plus long) la formule empi-

rique o,41 log (1 + ), en appelant ! la longueur en pouces des

fils additionnecls,

FL . . . . Pont 1 3 5 mg 23 95
Perte observée. o 0,12 0,25 0,35 0,43 0,58 0,78-0,75
Formule, . . o 0,12. 025 0,35 0,3 0,57 0,77

24. — Soupgonnant que la constante 1 correspond & Ia partie fixe
de son circuit, formée de 4 pieds de gros fil (1',25) qui équivaundraicnt &
1 picd sculement de fil fin (*), il remplace presque tout ce gros fil par
du fil fin, ce qui donne pour le circuit fixe 27,9 et une série d’expé-
ricnees ainsi faites s’accorde {rés bien avec la nouvelle formule de
perte i

0,525 log (1 + 21—)

H

3

Ayant remarqué que lorsqu’on substitue un fil long au poni, la
force magndtique croit pendant une demi-minute au moins, et que
I'inverse se produit lorsqu'on remet le pont, cc qui pourrait cnlrai-
ner une erreur de deux divisions du tambour et méme plus (sur 150
au maximum), si on faisait les lecturcs trop tot, Ohm fait deux
nouvelles séries,/bien concordantes, avec 4?,5 de fil fin en circuit
fixe, et la formule de perte qui les représente bien est '

0,452 log (1 -+ Z%)

(1) On voit qu'Ohm ne soupgonnait pas encore la loi de la section, car
03\2
4 X (;35) = 0,23 ,

est plus petit que 'unité.
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25. — L’expérience établit donc la loi de perte: m log (1 -+ ‘l;)
* Cette loi rend bicn compte des effcts observés par Wollaston, par
Gilbert, et du fait remarqué par Poggendorif, que, au deld d'un cer-
tain nombre de fours de fil, l'action exercée par un multiplicatenr
n’'augmente plus; cette action doit méme, si on continue & ajouter
des tours de fil, décroitre indéfiniment.

Le cocfﬁcic\nt m dépend du circuit fixe, du diamdtre du conduc-
teur, ct probablement de la tension de la pile. Un premier apercu sur
les changements de la pile, conduit Ohm 4 un €noncé pai‘adoxal ),
remplacé dans une addition (*) par les deux énonvés suivants, qui
sont exacts :

1. La force éleciriqgue (8leclromagnélique) est, pour chaque con-
ducteur, maximum au premier instant de la fermeturc de la pile,
puis décroit et atleint un minimum, en sapposant invariable le con-
ducleur liquide. Quand on ouvre le circuit pendant longtemps, elle
reprend sa valeur primitive.

2, Ce minimum est beaucoup moins différent de la valeur initiale
avee les longs conducteurs qu’avece les courts (4 égalité de diamdtre).
Ce qui explique plusicurs faits connus relatifs & I'incandescence des
fils & la Wollaston par la pile.

26. — Tel est ce premier mémoire (*) d’Ohm, uniquement expdri-
mental. Faute d’une pile conslante, deux actions indépendantes,
-la résistance des condueteurs, la polarisation de la pile pour un
débit déterminé, liées seulement par une technique invariable,
" conduisent 3 une loi uniqué dont Ohm ne pouvait rien tirer. Sachant
ce qu'Ohm lui-méme nous apprendra bientot, nous pouvons écrire,
pour chaque état permanent de la pile associée & un conducteur ?

E=1Ipa+ 1

() P. 86, Enoneé en italiques. .

(3 P. 87-88. )

(3 Jelaisse de cOté une digression sur la manitre de régénérer la mousse de
platine épuisée.
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26 PROPAGATION DE L'ELECTRIGITE
o' £ est la force éleclromotrice fonction de I, et p un facleur
constant. Or I'expérience a donné

L—=I_ ]
T—mlo°(1+&>

on a donc

- E L\N_I,—TI
mloo<l—§:) T)_ OIO

D’ott on tire facilement la loi de polarisation dela pile employée par
Ohm, en fonction de lintensité qu’elle fournit

E=Ale ™
loi trés différente de celle qu’il adoptera, cing ans plus lard, comme
conséquence de nouvelles expériences ct des travaux de Fechner :
E=E, —al.
- et qui elle-méme, n'cst qu’une premiére approximalion de la loi vé-

rilable, trouvée par Crova (dan. ch. et phys., t. LXVIII, 1863 et
t.\IV, 1865).

1
E=A—Be *8

et généraliséc par Barloli (V. Cim., 1880) en séparant le role des
deux électrodes -

(Ll

e 4 I- ~— O
E=A, —Be~ 'S 4 A, —B,e 8

27. — Ce méme volume de Schweigger conlient Panalyse des (ra-

" vaux de Becquerel, de Barlow, avec des remarques de Schweigger et

d’0hm & ce sujet (!), ainsi qu'un ordre de conductibililé des métaux
par Ohm (Lettre, p. 245).

L’année suivante ('), constatant le désaccord de ses résullats avee

(1) Voir Ch. précédent.

(2) Bestimmung des Gesetzes, nach welchem Motalle die Conlactelectricitiit
leiten, nebst einem Entwurfe zu einer Theorie des Voltaischen Apparates und
des Schweiggerschen Multiplicators, ~— Jahrd. der Ch. Ph. Schweigger,
t. XLVI, 1826, p. 137-166.
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ceux de Barlow et ceux de Becquerel, qui viennent de paraitre, Ohm
reprend la queslion cn pcrfeétionnant sa technique. 11 note d’abord
que sa pile & auges, fermée en court circuif, décroit lentement pen—
dant plus de deux hcures, et remonte lorsqu'on ouvre le circuit.
Pour évifer ces grandes variations, il laisse d’abord la pile baisser
considérablement avant de commencer les inesures, et quand la va-
rialion est devenue trés lente, il n’ouvre plus le circuit; il met le
nouveau fil en dérivation dans les godets de mercure, avant d’enlever
le premier. '

1l détermine les longucurs équivalentes de différents métaux sous
le méme diamétre. ‘ , ,

Puis il cherche la loi de la section sur des fils de diamétres com-
pris entre o', 12 et 1',4o et obtient le résultat suivant : « des conduc-
¢ teurs cylindriques de méme nature et de différents diamétres ont
« méme conductibilité lorsque Icurs longueurs sont proporlionnclles
« & leurs sections droites : loi déjd oblenue par Barlow et par Bee-
« quercl dans leurs recherches. » Les plus gros lils s’en écartent
bien un peu, mais ccla cst atiribué par Ohm 2 I’état de leur sur-
face. SERY

_Tout cela licnt en dix-scpt lignes, sans un seul nombre justificatif,
Cesl que la loi de la section pouvait &tre regaraée comme acquise -
par les mémoires de Davy et de Beequerel; c'est sur la loi de la
longucur & égale seclion que portait le désaccord, c’est cette loi qui

- fait Te principal objet du mémoire d’Olun. '

'« 28.— Pour cette recherche, dans laquelle le circuit extérieur est va-
riable, Ohm abandonne I’emploi, trop peu siir, de la pile & auges et re-
court,sur le conscil de Poggendord, i la pile thermodlectrique Cuivre-Bis-
muth, associée 3 la balance de torsion magnétique comme le montre la
figure 2, exacte reproduction de celle d’'Ohm, qui s’explique d’elle-
méme. ad b'a’ est le bismuth, dont les branches verticales sont fixées
au cuivee chacune par deux vis. Ces deux branches verlicales sonf
maintenues 'une a 100°, l'aulre & zéro, au moyén d’étuves de laiton
a double paroi, sans contact avec la vapeur ou la glace.

De la description détaillée donnée par Ohm, j’extrais seulement
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ceci : l'aig

Fig. 2

indéfiniment, au lieu de subir ces mouvements irrégulicrs qu’on ob-

serve avee les piles a liquides.

uille aimantée est supportée par un ruban.d’or plat (),

préférable au fil de torsion
rond, surtoul pour la fixité
du zéro, méme aprés une
torsion de trois tours en-
tiers sur une longueur de
75 cenlimétres sculement ;
Pextrémité de I'aiguille, vi-
sée & la loupe, ¢laitramende
X
4o
correspon'dait d 2 de divi-
sion du tambour supérieur

\

au zéro & ,~ prés, ce qui

de torsion.

Aprds quelques scinaines
d’usage, la pile thermoélec-
trique cst devenue parfaite-
ment constante. Pendant le
passage du courant, lai-
‘guille aimanlée reste fixe

A tilre d’exemple, voici deux séries de mesures (15 janvier) :

Longueur des f{ils

& pouves

2
4
6
10
18
34
66
130r7[g 1,

Torsiong observées Calculées
) ) 6800 : (2 + 201/,)
3051/, 305 ’ 3051/,
2811/, 282 2801/5
259 2581/, 25y
224 2231/4 2243/,
1781/ 178 17734
1243/, 1243), 1251/,
79 78 79
441/, 44 45

(1) On sait en outre depuis Saint-Venant que le moment de torsion est con-
sidérablement moindre pour le fil laminé.
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!

Plusieurs autres ne sont pas moins bonncs La force -magnétique
~ est donc bien donnée par la formule

, a
X=ygira

Dans les piles & liquides, la force électromotrice a (die errcgende
Kraft) esl incomparablement plus grande que dans les piles thermo-
¢lectriques /(‘) et b west comparable que grace & I'énorme surface des
électrodes de la pile & liquide.

Celte formule cst d'accord avec celle qu’a obtenue Becquerel pour
de petites varialions relatives de « par rapport d &, qui compre-

nail la résistance du galvanométre multiplicateur.

29. —Ainsi en possession de la loi de la résislance des conduc~
leurs, Ohm en poursuit immédiatement les applicali‘ons théoriques :
j'en donnerai sculement les énoncés abrégés.

JL’'intensité du courant fourni en court circuit par un nombre quel-
conque d’¢iéments Volta en série est la ‘méme que celle d'un seul
élément ; mais si les éléments sont montés en par alle]e, Pintensité
est proportionnclle & leur nombre. . .

L’intensit¢ du courant fourni sur un circuit trés- résistant
par des éléments en série est sensﬂ)lement proportionnelle & leur
nombre. )

Dans lcs autres cas elle est intermédiaire ; il cite & ce sujct des
observations de Bischof.

Puis il discute le nombre de tours de fils du multiplicateur cu égard
a la résistance du reste du circuit, et montre 1'existence du maximum
d’aclion, dépendant du nombre d’éléments de pile employés, de
leurs diménéions, ete., d’'unc manicre tout & fait conforme aux obser-
vations antérieures publiées par Pomrendorf sur ce sujet (1821), et

, dont Nobili n’avait rien soupgonné. -

(1 En note, p. 156, Ohm indique 1'énoncé de Davy : « Conductibilité propor-
tionnelle & la masse du fil » ; en oubliant d’ajouter, « sous la méme longueur »
ce qui le rond faux. 11 cite I'inléressanle expérience de comparaison enlre le
fil rond el le fil laminé. V. p. 14 ci dessus. ' !
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30. — Quelques mois plus tard (*), Ohm annonce qu'il a 6t6 assez
heureux pour déduire, avec l'aide des mathématiques, de la nolion
connue et fondamentale de fension électrique (electrische Span-
nung) entre deux corps différents, deux lois relatives & 1’état inté-
rieur des corps qui subissent V'aclion de la pile électrique.

« Ces lois paraissent définir complétcment le phénoméne dans
les conducteurs solides; pour les liquides de la pile Ohm se
réserve encore. Dans cetle publication il énonce seulement ces
lois, et en tire les conséquences principales pour les courants
constanls et uniformes, sous la forme méme qui est devenue clas-
sique depuis.

« Ces deux lois fondamentales sont (2)

(a) X=kw?,

) vu—c===

k, pouvoir conducteur de la matidre ;

{, longueur du conducteur prismatique homogéne ;

w, section droife ;

a, tension éleclrique entre scs extrémités ;

@, distance comptée sur le fil & partir ’une seclion atbitraire ;

X, force (Stirke) uniflorme du courant ¢lectrique tout le long du
conducteur ;

u, intensité de I'électricité qui agit sur I'électromnétre au poinl @ ;

¢, une quaniilé indépendante de . »

L’équivalence des fils de longueur proportionnelle & leur scetion
droite a été découverte « d’abord par Davy, plus {ard par Barlow,
Becquerel et moi (*) », loutefois pour des fils qui ne constituaicnt
qu’unoc petite partie du circuil total.

(1) Avril 1826. — Versuch einer Theorie der durch galvanische Kriifle her-
" vorgebrachlen electroscopischen Erscheinungen, — Pogg. Ann, VI, 459-469,
ot VII, 45-54.
(2) P. 460, L. c.
(3) Loc. cit., p. 463. Je n’ai rien vu de si précis dans Barlow.

i
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« k définit la conduetibilité spécifique de la méme maniére que les
expériences de Becquerel et les miennes. » Toutefois, 'observation
que jai faite (sur I'argent) que des conducteurs de méme nature chi-
mique n’ont pas toujours la méme conductibilité semble indiquer
Vexistence de quelque aufro influence. « Quant & la loi (b), elle a éié
dédﬁite par moi antérieurement de nombreuses observations soignées -
faites au moyen de la pile thermoélectrique, publiées au Journal de

- Schweigger » avec des applications variées.

A ces appréciations historiques il semble qu’il n’y ait rien 4 chan-
ger aujourd’hui : 'imporlante loi de 1a section a bien été découverte
par Davy, mais mal énonhcée ; la relation avec les aclions dlectrosco- :
piques et toutes les fécondes applications de ces deux lois réunies
sont dues, sans conteste, a Ohm.

81. — Voicl un sommaire trés 'succinet de ces conséquences théo-
riques : ‘

A. — Phénoménes électroscopiques dans un circuit simple. —
Nolons que Ohm précise les circonstances extérieures qui influent -
sur la constante ¢, suivant que le circuit est entidrement isolé, ou
est, par cxemple, en cominunication parfaitc par un de ses points .

“avec le sol. Eléments associés en tension ; influence do la résistance
du circuit extérieur comparée & celle de la pile. Tensions électrosco-
piques le long de la pile, en supposant qu’a chaque lieu de dcvelop-
pement d'électricité tout le changement de tension de la pile se pro-
duit brusquement; tensions dans le conducteur liquide. Etat d'un
circuit qui conlient deux piles en opposition. ’

Le mois suivant, Ohm écrit & Poggendorf que 'expérience a con-
firmé scs déductions théoriques (*). Une pile & colonne de cent dis-
qucs, fermée ‘par un fil de laiton de 300 pieds et d’un sixidéme de
ligne de diamétre, ne donnait entre ses poles qu'une tension & peine
sensible & 1’électroscope condcnsateur et comparable a celle d’un seul

. ¢lément ouvert. En remplagant e fil de lailon par un fil de fer trés

(?) Ein Nachtrag zu dem vortstehenden Aufsatz des I, D, Ohm. — Pogyg.
Ann,, t. VII, 117.
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fin (n° 15) de méme longueur, la distribution devint sensible méme
sans condensateur : Avee une pile & tasses ‘de douze potils ¢&lé-
ments, réunis par le méme fil de fer, une extrémité mise au sol,
Vautre extrémité « explbrée au moyen d'un électrométre, sans con-
densateur, trés sensible » lui donnait unc impulsion.
Ceci fixe bien la définition expérimentale de la tension de Ohm.
L’exploration du liquide inlérieur de la pile a donné des singula—

rités.

32. — Toujours soucieux de confrdler ses vues théoriques, Ohm
publie au début de 1827 do nouvelles recherches expérimentales (*). 11
s'agit de la loi des sections droites de Davy, d’aprés laquelle « Iélec-
tricité, pendant qu’elle parcourt les corps, est ésalement répartie
entre foutes leurs parlics. » Cette propriélé f)arait _si opposée a la
distribution superficielle de I'éleclricité en repos, qu'une nouvelle
preuve expérimentale n’est pas superflue. . )

Avec sa pile thermodlectrique et son galvanomdtre de torsion, Ohm
compare d’abord un fil de laiton de 16 pouces 4 lignes de longueur
avec un autre bout de méme longueur laminé jusqu'a 8tre scjt fois
plus large quépais, ct il trouve 129 5 pour lintensité avec le fil
rond, 132 —; avec le fil aplati; ces deux nombres doivent étre regardés
comme sensiblement égaux. Toutefois il perfectionne les priscs de |
contact avec ses godets de mercure, pour dtre assuré d'opérer lou-
jours sur les mémes longueurs ; et opérant sur 8 fils identiques pla~
cés cote & cote, puis sur 3 [ils différents combinés en dérivation de
toules les maniéres, Ohm trouve 'observalion ct la ihéorie d’accord
a moins de'deux divisions prés du tambour de torsion sur un total
de 100 & 300 divisions; ayant constalé cette concordance étroite,
il ajoute: «on voit combienla loi que j'ai établie dilfere de celle trou-
vée par Davy et conlirmée par Becquerel; of on pourrait cncore
cxagérer cette diffiérence en chaﬁgeant les dimensions du circuit ».
Cette différence n'existe que dans I'imagination d’Ohi.

(1) Einige electrische Versuche, — Jakrb. der Chem. Ph. Schweigger,
XLIX, 1827 p.
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' 33, La théorie mathématique du circuit galvanique (). —
Le livre d’0Ohm débute par unc II\TRODUCTION longue de plus de
30 pages, dans laquclle Pénoncé des prmclpes qu’il a découverts est,
- appliqué a I'étude géométrique et algébrique des courants constants.
(’est une forme perfectionnée et complétée du mémoire de 1826.
Viennenl ensuile trois chapitres : - ’
Cuarrrre A. — Considérations | gencrales sur la propagation de
I’eleanthc
CnAan: B. — Phénomanes de tenslon. ' g
Ciarrre C. — Phénomenes do courant. '
APPENDICE. — Sur les actions chimiques qui se produisent dans le
cwcmL galvamque et sur les variations d'intensité qui en sont Ta con-
séquence.

34. — Sans analyser cctte couvre eh détail, prénons'y quelques
citations qui nous renseigneront bien sur le vrai point de vue ¢’Ohm.

Premier principe. — Distribution de DIélectricité dans Vintéricur
d’un seul et méne corps : « Je suis. parti de la supposition qu'une’
molécule électrisée ne peul communiquer d’électricilé qu’aux molé-
cules contiguds, de telte sorte qu’il n’y a jamais d’échange immédiat
entre des moléeules situées & une plus grande distance. » .

Deuxiéme principe. — Dispersion de I'électricité dans I'atmosphére
ambiante. .« J’ai adopté la loi que Coulomb a  déduile de scs expé-
ricnces »./ .. « dans le cas d’un circuit galvaniqﬁe, comme 1'éleclricité
circule en trés grande partie dans l'intérieur des corps, il n’y en a

qu'une {rés pelite pariic qui soif soumise a I'action de I'air, de sorte
que’ la dispersi611 est comparativement trés petite ct n’inlervient
que rarement dans les expériences. » |

Troisiéme princi]ge. '— Mode de développement de V'électricité au

(1) Die galvanische Kette, mathematisch bearbdeitet, von Dr G, 8. Ohm, Ber-
lin, 1827, bei Riemann. :

En anglais, traduit par Wiwmn Fraxcis, étudiant en philosophie de lUm-
versilé de Berlin, dans Scientific Memodrs... edited by Richard Taylor F. S. A
V ol. 11, 1841, p. 401-436 et 437-506.

En francais, Traduction, préface et noles par Gavear, 1860, Marier-BAcHELIER.

3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



34 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

point de contact do deux ‘corps liétérogénes. « La force électromo-
trice se trouve délinie par le principe suivant : Quand-deux corps
différents so touchenl, il s’élablil au point de contact une différence
constante enlre leurs tensions. »

« Cos deux derniéres lois sont purement expérimentales, mais la
premidre est, en partic du moins, hypothétique. »

« Les équalions que I'on oblient sont de la méme formme que celles
qui onl él¢ élablics par Fourier et Poisson pour la propagalion de
Ia chaleur, et elles peuvent dtre trailées d'une manitre analogue...»

35. — Les altéralions chimiques qui se produisent dans les parlics
liquides du circnit compliquent e phénomeéne el en cachent la Vraio
nalurc; «j'ai done éludié séparément les circuits galvaniques qui
n’éprouvent d'altéralion chimique dans aucunc de leurs parties » et
consacré un appendico aux autres... « Pour qu'une (héoric soit utile
cb durable, il faut qua foutes ses conséquences soient d’accord avee
1'observation ot l’expérieﬁce; or, cn ce qui concerne la premitre
classe do circuils ci-dessus mentionnés, cet accord est suflisamment
‘6labli, ¢e mo semble, soit par les expéricnces antéricures d’aulres
obscrvateurs, soit par celles qlie j’'ai moi-méme cxécutées : ce sont
ces expériences qui m’ant fait décovvrir la théorie que je développe

" tel ot qui m'ont ensuile déterminé & m'y consacrer entiérement. 11
n’en est plus de méme pour les circuits do la seconde classe...; j'ai
dono pris le parti de roléguer dung un coin colte classe do cir-
cuits... »

36.— Mdéme cn faisant abstraction de la tradition acquise, il est fa-
cile & ceux qui ont suivi les travaux expérimentaux d’Ohm, de voir par
quelle élaboralion latente il & 6lé conduit & ' « hypothése » qui forme
son premicr principe; peul-dtre peut-on regretler qu’il n’ail pas
rappelé formellement au début de son livre le fait expérimenlal,
qui impose son hypothdse, eclui de la parlicipalion uniforme de toute
la section au passage du courant ; fail qui a tanl élonné leg physiciens
d’alors et qui surprend encore tellement tous ceux (ui ont élé d’abord
familiarisés avee Pélectrostalique, méme quand on ne prend pas
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plaisir & jeter le trouble dans leur esprit en y djoutant dés le début
la proposition paradoxale de Kirchhoif sur la densité.nulle de 'dlec-
tricité daﬁs le conducteur. Une des phrases citées plus haut ct lout
lo reste du livre montre clairement que Ohm regardait la densité de
Délectricité comme finic dans le conducteur ; nous y reviendrons.
Notons encore, (ue {out cn excluant de ses raisonnements cerlains
les régions ot se produisent des actions chimiques, Ohm fraile de la
pile de Volta, de sa résislance inléricure, cte. ; lous ses raisonne-
ments sont corrects, pourvu que la force élechomotrice de la pile et
sa résislance intérieurc soient constantes ; mais il ne soupgonne pas
encore la Haison entre la Jforce décomposante ct 1p force ¢leclromo-
trice.

37. — Il parait inulile de résumer I'Introbuction ; ce sont toules
les propriélés classiques des circuits simples dans Pélat permanent,
cxposées en faisant le plus large usage de la représentation
géomdtrique linéaire des tensions le ].oflg des circuils avec les saufs
brusques aux poiats de contact hétérogenes, cn insistant sur ce fait
que la position de Ja ligne brisée représentalive n’est compldtement
délerminée que lorsqu on sait quel point cst en communicalion avec
le sol. Quant a1a diliérence entrelcs effets des piles thermodélectriques

- et coux des piles hydrodleclriques (conslantes) sur les mémes con-
ducteurs exléricurs, elle provient uniqucment de ce que la force élec-
‘tromolrice et la résislance des premmres gont beaucoup plus petites
que celles des secondes. ;0

38. — Au début du Cuaritre A, Ohm définit la tension de l’él(;ctri- '
cité aumoyen de Yéleclroscope, d’une maniére ui, malheurcusement,
manque de netteté (*) ; et aprés quelquesréflexions sur lerole utile des
hypothdses mathématiques, il énonce ses hypothéses : « Quand deux
sléments électriques E el B’ d’égale grandeur et de méme forme, sem-

. P

(1) « On détermine la force avec laquelle 1'Slectroscope est repoussé ou al- -
tiré par leo corps avec lequel on l'a mis en relation (Verbindung) ; cette force
sera appelée force électroscopique du corps A. »

v
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blablemen( placés 'un par rapport & Pautre, mais doués de tensions
inégales, sonl situés & une distance convenable 1'un de Vautre, ils ma-
nifestent une tendance mutuclle vers I'élat d'équilibre, ils vont con-
tinucllement en se rapprochant de la moyenne de leurs tensions,
jusqu’a ce qu'ils 'aient alteinle, c’est-d~dire que I'élal éleclrique des
deux ¢léments se modifie aussi longlemps qu'il existe une différence
cntre leurs tensions, et que cet éfal devienl invariable quand les
deux élémenls sonb arrivés & la méme lension ; par conséquent, la
variation de I'étal électrique ct la différence des lensions sonl deux
quantités liées cnlre clles, de telle maniére quelles disparaissent en
méme temps ; nous admetlrons que la variation de fension que les
dcux d¢léments subissent dans un instant extrémement court ost
proportionnelle & la différence des tensions acluelles des ¢lémenls
ct & la grandeur du temps écoulé... »

.

39.— Remarquons de spite qu’ils’agit1d d'une hypothése analogue
acelle de Fouricr en chaleur, mais bien moins nalurelle. En chalcur,
c’est un fait que I'échange sc fait graduelicment par rayonnement

*  entre deux corps ¢loignés, et hypothése de Fourier n’est pour ainsi
dire que la réduclion microscopique du fait d’observation. En électri-
cité, ricn de semblable : deux corps ¢lectrisés en préscnce, A distance
un peu grande, dans 1'air, n’échangent rien, & proprement parler ;
chacun d’cux conserve sa charge, ou la perd d'unc maniére indépen-
danle, par des fuiles, ¢'est-d-dire quelque chose de trés mal défini

- et de {rés confus ; cc n’est qu'a trés pelile distance que 1'échange sc
produit, et cela d’une manidre disconlinue, par aigrelte ou par
étincclle ; le phénoméne directemenl observable sur des corps de di-
mensions finies est done trés différent du phénomdne moléculaire
hypothétique en' électricilé (*). ’

40.— « Nous avons admis, conformément & loutes les observations

faites jusqu'ici(?), (ue lorsque deux éléments qui ont les mémes formes

(1) A certains égards, une difficullé analogue peut-&tre soulevée pour 1I’hy-
pothese de Fourier ; la réduction hypothétique aux dimensions moléculaires,
qui sont bien plus petites que les longueurs d’onde, est tout & fait arbilraire
et sans justification; je m’occuperai ailleurs des échanges de ce genre. M. B.
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\

extéricures réagissent 1'un sur l'autre, de maniére a modifier réci-
proquement leur état électrique, L'un perd en tension précisément
autant (]1{0 Pautre gagne, aussi bicn lorsque les deux d¢léments sont
de nature différente, que lorsqu’ils sont de méme nature ; si l'expé=
rience venait & démontrer plus tard qlie les corps possédcrit une pro-
priété analogue. a celle que, dans la théorie de la chaleur, on ?ppellq ’
capacité, la loi que nous avons établie devrait subir une légdre moi-
fication que nous il‘u]iquerons & Y’endroit convenable. »

« Lorsque les deux éléments E et B/ ne sonl pas de méme gran-
I deur, il est pecrmis de les regarder comme des sommes formdées de

" partics égales... » ; raisonncxn’enp exclusivement géométrique. -
« D'apres cela il esl évident que Yexpression (ui représente I'aclion
mutuclle de deux élémentls dissemblables, doit dtre proportionnelle
non sculement & la différence des tensions et au temps écoulé, mais
aussi au produit des volumes relalils des éléments ; & I'avenir, n\ous’
désignerons par un nom parliculicr la somme des tensions rapportée
A la grandeur des éléments (ce n'est pas antre chose que le produit
de la lension par la grandeur de l'espace sur lequel électricité se
trouve répandue, quand la tension est partout uniformément répar-
lie). Pour désigner celte grandeur, nous nous  servirons de 'expres-
sion quantité d’¢lectricité... » o ) )

. /

41. — « La conductibilité % élablie entre deux points est une-
grandeur proportionnelle au produit que 1'on obtient en multipliant,
la quantité d’électricilé ¢ transmise en un certain temps d'un point
a l'aulre par la distance s qui sépare les deux poinls. » ' .

Ces hypothoses et définitions ont pour conséquence presque immeé-
diatc la formule ‘

l—-
’q-:/cy—s——ydt

en appelant % cb u' les tensions des deux éléments de volume
entre lesquels se fait I'échange. o

42. — Laissant de cdté une digression sur la préférence accordée
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3 la méthode de Fourier sur celle de Laplace, nous arrivons en par--
tant de ces principes, & la définilion du coarant éleclrique S

’ . du
) S=1/w i

»

ct par des raisonncments bien connus, & 1'équalion de propagation
"dans le il cylindrique

2
(a) Wy g%‘ = wk g—g — beu

w, cst la section droite du fil;
e, estle périmétre du Iil ;
b, un coefficient qui dépend de I’élat actuel de Patmosphére.

43, — Quaht ay, ilimporle de ciler sa délinilion, car Kirchholf
a eu & rectilier Ohm sur ce point, et Olun avait laissé entre lo gal-
vanisme ct 1'électrostatique un profond fossé :

« La varialion totale qu'¢prouve dans I'élémentl de temps ¢, la
tension « du disque M est

du

par conséquenl la varialion totale qu’éprouve dans le {emps di la
quanlité d'électricité appartenanl au disque M est

du
wa?dt,

quand {outefois on admet que des changemenis égaux de tension
) 13 b1 . . r sy r . Al
correspondent toujours a des variations égales de (uantité. Si l'ex-
périence venail & démontrer qu'une méme quanlilé ’électricité fait
éprouver & des corps diflérentls de méme volume des changements
de tension dilférents, alors il faudrait encore introduire daus I'ex-
pression précédente un coelficient y relatif a cette propriélé des divers
corps ; jusqu'd présent l'expéricnce n’a pas prononcé relativement &
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“cette propriété dont on est conduil & soupgonner l'existencg par la
manicre dont se comporte la chaleur ». ' '

On le voit, Ohm n’a pas un instaut soupgonné le caractére stper-
ficicl de cette capacild, et son origine dlectrostatiqne; il s'est borné
& introduire cc terme par analogic avee la chaleur, supposant la ca-
pacité par unité de volume caractérisliqué de la nature du corps. De
ce fail, I'ccuvre d'Ohm est restreinte aux courants pernianeﬁts

44. — A la surface de contact.de deux corps, les équations de
continuité sont ‘

() — () =a

du , /du’ :
fo <ﬁ) = f'w (EE)

ou, §'il y a deux branches dérivées :

el

() — () = a, W — (@) =d

avee ‘ \
w "

" fw <gg> = k' (g%) + i'w"” (g..g.) K |

45, — Dans lo Cuvitae B, I'étude des couranls permanents est
reprisc, sous forme purcment iflg«*bri(lue,,pour un circuit homogene,
puis pour un circuit formé d’un nombre quclcdnqqe de pafties en
séric. ' , C

A cotte occasion, la notion actuelle de résistance est introduite
sous le nom de longueur réduite. .

Puis Ohm arrive au cas d’un circuil mis en communication avec
un condensatcur. ‘ o '

'y aici une idée faussei, rectifice par Kirchholl, qu’il imi)orte de
metlre en évidence. X

« Soil » I'espace sur lequel I'clectricité se trouve répanduc dans

*un circuif galvanique donné », # la tension d’un point en communi-
cation avec un corps M indépendant du eircuit, «' la tension de ce
point avant la communication ; la varlation de tension %' — u es‘t‘
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‘commune & tous les points du cirenit, qui perd ’par conséquent une
quantité d’électricité » (v’ — u) ;
Supposons naintenant que dans, I'état d’équlhbre la tension de

Pélectricité soit uniforme dans le corps M, ou elle occupe 1'espace RR,
on aura

Ru=1r(uw — )
‘ .
si le contact ne développe pas de foree électromoltrice.
Aprcs une application au condensateur, le paravmpho s Lcrmme
ainst : 4
«.. Les considéralions théoriques aussi bien cue les expériences
qui ont été cxéeuldes sur le courant électrique ne laissent aucun
doute sur ce point, que 1'¢lectricité en mouvement pénétre dauns 1'in—
térieur des corps, et que 'sa quantité est en rapport avec leur vo-
lume. D’un autre col6, il est ¢galement cerlain que 1'¢lectricité en
repos s'accumule 4 la surface des corps et que sa quantilé dépend de
leur élendue superficielle. 11 résulterait de 1d que, dans les Jermules”
qui précédent, r représenterait le volume du circuit galvanique,
quand celui-ci serait fermé, et son aire superficielle quand ilserait
ouvert, Il n’y auraitpas, ce me semble, de grandes dl[hcultcs a cons-
tater ce fait par expérience. »
On ne saurait étre plus explicite, et Verreur esl manifeste ; mais
il ne faut pas oublier (ue si les mémoires de Poisson ¢taient déja
anciens, le mémoire fondamental de Green ( n'élait pas cncore
paru.
Quanl a I'état permanent avee [uiles, et & Pétat variable, Ohm se

borne en réalité a transposcr les formules de Fourvier pour l’ar-

mille. . :
'

46. — Au CnapiTre C, los phénoménes de courant permanent,
sans fuites, la théorie des courants dérivés, celle de Passociation des
éléments de pilc en série ou en quantité, celle du maximum du gal-
vanomeétre sont étudiés analytiquement.

() Essqy on the application of Mathematical Analysis to the Theories of
Electricity and Magnetism. Norrivenan, 1828 ; et J. pg CreLie.
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~ Enfin le courant permanent S avec fuites est donné sous la forme
-exponentiellé connue en fonction de @ ot aussi sous une autre forme -
intéressante o . ‘ ’
St = C? + kw. b.c. u? .

-

“en fonction de la tension .

47. — Dans I’Arpexpice, Ohm cherche par des considérations hy-
'pothétique’s, qui devaient parailre acceptables de son temps, ‘& dé-
terminer la force de translalion du courant, sa force décomposante,
la force d’alfinité et la force de réaclion ainsi que la loi de conduc-
tibilité des mélanges. Il obtient ces deux conséquences : la longueur
réduite de la partic du clreuit ot T décomposition s’opére est inva-
riable; Vintensité du courant S avant gqu'aucune action chimique
se soit produite, et Vintensilé §' quand I'action chimique est arrivée
3 I'état permanent sont lides par 'équation

/ \
§=8—1 . (S +1t 0.2

L, étant la longueur réduite de toutle circuit ; .

w, la section droite de la partie liquide du circuit; ’ X ‘

@, un « coelficient de force électromotrice » (n°, 38 dulivre ’'Ohm);

¢, une fonction assez complexe (définic au n° 35)

ot «, une densité (n° 32). . o

Ces dcux lois, tout hypothethues qu ellos sownt vont jouer un '
role important dans toutes les recherches ullerleures d’0Ohm; et lui
servir de guide pour linterprétalion de scs cxpcrlences sur les
piles. ’ ‘ .

\

48. — Les théories d’'Ohm ne devmrent pas 1mméd1atcment fa-
" milidres aux physiciens. |

11 dut fournir des explications & "Plaft I'E Frlangen, rectifier des ci-
tations de Berzélius, relever des criliques de Pohl (*).

(1) Nachtriige zu Ohm’s mathematischer Bearbeitung der ‘galvanischen
Kelte ; Sendschreiben desDr G. S. Ohm, Prof. zu Berlin, an den Hofrath Pfaff,
Prof. zu Erlangen. — Archiv. fir die gesammie Naturlehre. Kasmer, XIV,
1828, p. 475-493. ' '

’
N

-
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A la suite d’'un mémoire de Schweigger en 1828, Ohm revint sur
la (héorie du multiplicateur (%), enlrant dans le détail, et vérifiant au
moycu de multiplicateurs variés toules les conséquences extrdmes ct
plus ou moins paradoxales de la théoric relativement & l'influence du
nombre de tours de fil, de la grosseur du fil, do sa nalure, cte., sui-
vant la pile employée.

‘ 49.— D'aulres questions le préoccupaient ; en particulier celle de.
la chaleur dégagée par le courant dans les fils conducteurs (). Mal-
heureusemnent, il ne remarque pas que I'échauflement du fil, étant
indépendant du sens du courant, doit étre vraisemblablement une
fonction paire de intensilé; et bien que « les expériences de Chil-
dren semblent indiquer que lo coefficient dont dépend 1'éehaudfe-
‘ment ne fail qu'un avec le coefficient de conduclibilité », il le traite
comme distinct, et cherche & expliquer toules les observalions anlé -
vieures cn « exprimant par I : x P'état d’échauficinent des corps ».
Cela vicie toute la premitre moitié de ce mémoire, bien (u'il retrouve
au moins qualilativemenl un grand nombre dé faits connus. °

De ce sujel il passe sans interruption d des considéralions qu'il
parait impossible et inutile de résumer sur les fuiles par les pointes
duns Tair ou dans les électrolyles. Cest 'époque ol les moyens de
travail expérimental faisaienl toul & fait défaul 3 Ohm, ct le carac-
1ere de ses hypothéses s’en ressent.

50. — Continuant & rélléchir & I'objet de son Appendice, Ohm
réussil A simplifier beaucoup sou hypothése, en la rallachant a celle
qni a servi de point de départ & sa théorie de ld conductibilité (?).

(1) Experimenlale Beilriige zu einer vollstindigen Kenniniss des electroma-
enclischen Mulliplicators. — Jahrd. der Ch. Phys. Schweigger, t. LV, 1829,
P =74

(2) Theoretische lerlcilung des Geselze nach welchen sich das Erglithen
von Metalldriihten durch die galvanische Kette richlet, und niihere Beslim-
mung der Modification die der electrische Strom durch den Einfluss
von Spilzen erleidet;}— Archiv. f. d. ges. Naturlehre, Kasraen, XVI, 1829,
p. 1-53. .

{8) Nachweisung eines Uberganges von dem Geselze der. Electricititsver-
breilung,zu dem der Spannung. — Archiv. fir die gesammie Naturlehre.
Kasingr, t. XVII, 1829, p. 1-25.
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-Tinaginons que les deux ¢léments entre lesquels se fait 1’échange
d’électricité possddent, « outre les tensions variables w ot %' (ui dé-
pendenl de I'état ¢électrique, des tensions v, v/, invariables tant que
la nature fonciére des éléments reste la mérﬁe, agissant d’aillcurs &
distance suivant les mémes lois que u et ', et intervenant de méme
dans 1'échange dtélcctl"icité » la (uanlité d’¢leclricilé échangée cu dt
entre les deux éléments sera '

W40 —y—u
T d

g==5 L.

Dans un conducleur homogene (' = v) cela ne change ricn aux
conclusions antéricures ; mais 2 la surface dc séparation (e deux
conducteurs diflérenls o' et » sont différents pour les deux dlé-
ments silués de part et d'aulre de la surface, et comme leur distance
s cst infiniment pelite,- le numérateur doit I'élre aussi; donc
¥ ~+v'=u + v, ce qui conduit & 'énoncé suivant (*) : « Lorsque
deux corps différents de {orme quelcopque se touchent en un point,
il apparait dans les deux corps, des deux cotés de la surface de
contact, dos « électricités lih\res dont la différence est égale & la
différence des électricités liées apparlenant & ces corps ». Ainsi s'in-
troduit par unc hypothdse simple la propriéié des surfaces de contact.

" Mais Olun ne fait pas remarquer que la forme méme de son hypo-
{hese lui donne la loi des tensions de Volta, mais ne se comcilie pas
avee Vexistence des piles thermodleclriques (pﬁisquc >, (b — ') est
évidemment nul dans tout circuit fermd), ni méme avec celles des
piles & action chimigque, & moins d'interpréter avec subtilité la r6-
serve de 'énoncé initial : « tant que la nalure foncidre des éléments
reste la méme. ».

54. — Quelques mois plus tard (%), Ohm rattache cette hypothdse
aux idées moléculaires d’Ampere, en attribuant aux atomes une force

'(i) P 14. On remarguera que le langage n’est pas bien fixé; Ohm désigne
u et u’ tantot sous le nom de « electrische Krafl », tantdt sous le nom de
« freie Electl:icitiit » ; de méme pour v et v',
. (?) Ergiinzender Nachirag zu dem in diesem Archive erschienenen Aufsatze.
"= Archiv, fir d. ges. Naturlehre, Kasmen, Bd XVII, 1829, p. 453-461. -

.
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déterminée, capable d’attirer et de repousser les électricilés opposées
qui sont dans son voisinage. Toul atome qui n’est pas ncutre attire
unc ¢lectricité et repousse lautre ; et 8'il est impénélrable & 1'électri-
cité, il demecure cntouré d’une atmosphdre électrique qui le neutra—
lise. Cet état dans lequel chaque atome est neutralisé par son atinos-
pheére, cst 1'élat naturel ; lorsquele corps exerce une action électrique
au dechors, les atmosphéres ne compensent .plus exactement laction
alomigue. Le corps qui par le contact avec un autre s’électrise positi-
vement, est celui donl Vélectricité lice est la plus négalive.

52. — Fechner, qui avait fait des expériences extrémement soignées
sur les lois des courants, exposa la théorie d’'Ohm dans le troisiéme
volume de la traduction de la Physique expérimeniale de Biot, ct
Ohm y ajoutla un supplément (1829) qui parutd part I'année sui-
vanle (1830) (*), pour discuter quelques-unes de ces expériences, cn
particulier celles effecluées par Fechner sur des piles cau acidulée
chlorhydrique, zinc-cuivre, zinc-élain, étain-cuivre, pour différentes
distances des plaques, et différentes longueurs des circuits extérieurs.
Apres avoir discuté Iordre de grandeur des errcurs de mesure de la
force magnétique par la méthode des oscillations, Ohm montre que
les divergences énormes {rouvées par Fechner entre les forces ma-
gnétiques observées et calculées, ne correspondent en réalilé qu'a des
erreurs de l'ordre de o*2, sur les durées d’oscillation des aiguilles ai-
mantées et rentrent par conséquent presque complétement dans les
incertitudes expérimentales, bien qu'une allure un peu systémalique

' permette A’y retrouver la variation progressive de la force électro-
motrice depuis la fermeture du circuit.

Puis une étude expérimentale (%) approfondie de la conductibilité
unilatérale du savon, de 1'albumine, de diverses flammes découverte
par Erman, 1ui fournit 'occasion de préciser ses idées sur les causes
de Taffaiblissement apparent des piles.

() Gehorcht die hydroeleelrische Kette den von dor Theorie ihr vorgeschrie-
benen Geselzen, oder nicht ? Frage und Antwort. — Jahrd, der, Ch und Phys.
(1830), 1. LVIII p. 393-429.

(2) Versuche zu einer nithern Bestimmung "der Natur unipolarer Leiter. —
Jahrb Ch. Phys., (1830), t. LIX, p. 384-435 ; et t. LX, p. 32-59.
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53. — En 1831, pardissent plusieurs mémoires (*) d'Ohm. Le ré-
sultat le plus intéressant des nombreuses expériences failes sur un
seul couple avec 1'électroscope Bohnenberger est Pinvariabilité de la
tension de la pile, quélles que soient toutes ses dimensions, confor-
mément aux expériences antérieures de Fechner. La secoude partie
du mémoire est remplie par une longue discussion des diverses opi-
nions émises sur le sidge et V'origine de la Iorce électromotrice dans
les piles & liquides. ‘ '

Dans le second de ces mémoires (*) Ohm, reprend I'étude générale
gu circuit, la discussion de ’expéricnce du condensateur a plaleaux
zinc-cuivre, la distribution des tensions lorsqu’on-admet un saut
brusque non seulement au c\onlact zine cuivre, mais aux deux con-
tacts avec le liquide, & propos d'expériences de Plaff, de Joeger, de
‘Fechner, ete. Puis, décrivant les modifications qui se produisent
dans la pile depuis sa fermeture, il conclut que la force électromo-
trice et la résistance intérieurc peuvent se modifier par le passage du
courant. Pour montrer que les variations de la force électromotrice -
sulfisent & expliquer les variations observces, il institue des expé-
ricnces de mesure i)our ces deux quantités séparément : résistance
intérieure ot force électromotrice de la pile (t. LXIV, p. 29-33). C’est
A leurs variations sous V'influence des variations du circuit extériéur
qu’il rattache les ondes (wogen) de la pile, causes de tant de soucis
pour les physiciens de cette époque.

54. — Enfin, il discule la question de la résistance au passage
introduile par Fechner dans ses études sur les vanatlons de la pile.
Ohm re"arde comine établie par ses éludes Pexistence d'uné foree
électromotrice négative (de polarisation) dans la pile, proportion-

O] Vorsuche iibgr den electrischen Zustand dor, geschlossenen einfachen gal-
vanischen Kelle und daran gekniipfte Beleuchtung einiger dunkeler Stellen in
der Lehre vom Gulvaqismus. Jahrd, der Ch, Ph.. Schweigger, t. LXIII,.
p- 1-26 ; 159-18g. :

(%) An Thatsachen fortgefiihrte Nachweisung des Zusammenhangs, in wel-
ehem die mannigfaltigen 'Eigenthiimlichkeilen galvanischer, insbesondere
hydroelecmscher Kelten unter einander slehen. — Jahrd. Ck. Ph. Schwmgyer
t. LXII, p. 385-444; & LXIV, p. z0-37; 1381 \)8, 257-283.
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3

nelle & la densité du courant dans la pile; ce qui, & résislance in-
terne invariable, donne pour'le courant initial (avec nos nolations
modernes) '

E.
IO-—‘—‘—R

el apres que la polarisation s’est établie

‘ E—oal
[—— S
R
d'ol
. . Eu
R+S

N
\

ce qui est la méme formule que celle de Feehner. Tout cn :consta-
tant cet accord, Ohm délend son interprélation du phénoméne. Puis
il cxamine I'influence de l'inégale étenduc des deux électrodes et
monfre comment elle permet de déterminer séparément ce que don-
nent chacune des deux électrodes dans lo terme o : S, qui devient
a': 8 + o' : §’. Enfin il conclut tout ce long travail, en exprimant sa
salisfaction, je dirais presque son soulagement, d’avoir montré com-
ment les actions qui se produisent dans la pile s'interprétent, elles
aussi, conformément & sa théorie géncrale, et d’avoir ainsi levé les
doutes qui Iavaient conduil & rejeter en appendice dans son livre de
1827 des yues un peu aventurcuses sur les liquides dans lesquels se
produisent des actions chimiques. '

Celte discussion continue en 1833 (*) ; Fechner n’accepte aucune
des remarques d’'Ohm : celui-ci revient sur le sujel, tant au point de
vue dela discussion numérique des expdriences, (qu’au point de vue
de Pinlerprélation des formules ; Fechner tient & introduire une ré-
sislance .au ‘passage, qui a longtemps encombré la science ; Olim

(1) Zur Theorie der galvanischen Kette ; von Feonner, L. LXVIL, p. 127-134;
— et méme titre Qum, t. LXVII, p. 341-354. .
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maintient que cette action & la surface doit étre regardée comme une
force ¢lectromotrice. oo

A signaler encore en 1832 (*) un mémoire d’électrostatique, a pro-
pos d’expériences .de Plaff dans lequel Ohm établit conformément
aux iddées de de Luc (Nouvelles idées sur la nétéorologie, Ch. v et
vir) (que les électricités cachdes dans les corps, agissent aussi bien-
que les éleelricilés libres, pour se repousser ou salliver mutuclle-
ment. ‘ ’ ‘

55. — D'aprés cette longue analyse des travaux d’Oth en élec-
tricité, son ccuvre nous apparait sous un aspecl auquel nous ne
sommes pas habilués en France. C’est par un labeur expérime'ntal~
incessant qu'Ohm préparait ses méditations sur la propagation de
I'électricité, tant dans les métaux que dans les liquides; ce ne sont
pas ses hypothdses qui lui ont fait découvrir les lois des résistances
et des courants dérivés, ce sont ses expemences. C’est parce que les
hypothcscs de la théorie de la chaleur de Fourier, transportées en
électricité, conduisaient dircctement aux lois expérimentales dcs
courants éleclriques constanls, qu’il les a si facilément adoptdes,

+  tandis (u'un examen un pcu approfondi edt pu le faire hésiter a les
prendre pour bases de sa théorie. Ainsi considérée au milieu de ses
aulres mémoires, sa Théorie mathématique du circuil galvanique
est bien ce que devait produire dans un esprit capable d’abstraction
la notion de résistance acquise expérimentalement. A

Plus curieux des phénomenes naturels que des conséquences ma-
thématiques et des applications dloignées, Ohm s’est contenté de
montrer la fécondité de sa théorie dans le cas des couran'.ts cons-
tants; il n’a pas hésité & consacrer encore de nombreuses années i
la recherche expérimentale des phénoménes qui se produisent dans
les piles hydroélectriques, dans I'espoir malhcureusement décu d’en
résumer les lois aussi clairement et exaclement qu'il avail réussia

<

le faire pour les métaux.

(1) Ueber eine verkannte Eigenschaft der gobundenen Elechlcll.at Jahbr Ch
Phys: Schweigger, t. LV, p. 129-147.
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Bien que surfout connu par I'ccuvre dans laquelle il a donné la
forme mathémaliqde générale des lois des courants constants, c'est
d'une Gl.lI‘iOSité de physicien qu’Ohm a toujours été animé. Aucune
des —diificultés mathématiques (existence et unité de la solution, par
excmple) ne parait I'avoir inquiété. Ohm ¢tait un vrai « Natur-
forscher ». :
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'KIRCHHOFF. — CLAUSIUS

56. — Kirchholf ne s’est pas attaqué dés le début aux principes
mémes de la théorie d’0Ohm; il a commencé par en faire des applica-
tions : distribution du courant électrique dans un plan (), théorie et
expériences ; répartition du courant entre des circuits linéaires quel-
conques (2); application des résultats précédents & des civcuits dont
certaines parties me sont pas linéaires. (*)

C'est dans ces Mémoires que se trouvent ce qu’on a appelé depuis,
dans la théorie des courants dérivés, les deux lemmes de Kirchhoff ;
dans le dernier, est établie I'équation de Laplace, bour l’intérieup du
corps, .

. Au=0
.et les équations de surface o

k N+l“aNl 0, . u—u=071,

pour la tension (Spannung) « d'0Ohm. On y trouve aussi les résultats
suivants : la solution est unique; la résistance d’un corps étendu en

(1) Ueber den Durchgang eines electrischen Stromes durch eine Ebene, ins= .
besondere durch eine Kreisférmige. — P.A , LXIV, 1845

Nachtrag zu dem vorigen' Aufsatze. — P.A4., LXVII, 1846.

() Ueber die Auflosung der gleicliungen, auf Welche man bei der Untersu-
chung der linecaren vertheilung galvanischer Strome gefithrt wird. — P. A.,
LXXII, 1847.

(3) Ueber die Anwendbarkeit der Formeln fiir die Intensititen der galva-
nischen Strdme in einem Systeme linearer Leiter auf Systeme, die rum Thell
aus nicht linearen Leitern bestehen. — P A., LXXV, 1848.

A
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volume, avec deux petites électrodes fixes, est déterminée ; la quan-
tité de chaleur définie par la loi de Joule est minimum avec la
répartition d’Ohm.

57. — C’est seulement aprés s'¢tre familiarisé par ces premicrs
travaux avecla théorie d’'Ohm, que Kirchhoff s’attaque aux principes,
et met en lumidre la rclation précise entre 1'électrostatique et les prin-
cipes d'0Ohm, relation entrevue d'une maniére un peu confuse et in-

termittente par ce dernier. Analysons en détail ce mémoire ('), court

mais fondamental. Les hypotheses d’Ohm ne sont pas toutes compa-
tibles avec ce que nous apprend I'électrostatique ; en parliculier celle-
ci, 'qué, dans I'équilibre, 1'électricité est répdrtie avec unc densité uni-
forme dans tout le volume du conducteur. Or il n’est pas douteux
que I'équilibre doit apparaitre comme un cas limite dans la théorie
des courants ; Kirchhoff se propose de montrer comment les formules
d’Ohm se déduisent des lois d’attraction et de répulsion électros-
tatiques, a laide d’hypothéscs tout & fait naturelles.

Dans un conducteur en équilibre, la force électrique est nulle a
Pintérieur; le potentiel est uniforme, ct Uélectricité est répartie
uniquement 3 la surface. Lorsqu’on met en contact deux conducteurs
différents antérieurement neutres, 'un devient positif, I'autre néga-
tif; dans chacun d’eux le potentiel de toute I'électricité libre est uni.
forme ; mais il différe de 'un 3 l'autre « car le calcul apprend que -
8’il avait la méme valeur dans les deux conducteurs, I'électricité libre
serait nulle en tout point, puisque 1'électricité libre totale est nulle.
Quant 2 la différence des deux valeurs du potentiel dans les deux
conducteurs, elle pourrait dépendre de leur nature et de leur forme;
je fais I'hypothése qu'elle est indépendante de cette derniére, et que
cette difiérence de potentiel est la grandeur qui mesure la tension
des deux corps ».

58. — Avant de suivre avec Kirchhoif les conséquences de cette
hypothése, examinons-la en elle-méme. C’est encore d'électricité en

(1) Ueber die Ableitung der Ohm’schen Gesetze, welclis sich an die Theorie
der Electrostatik anschliesst. — P. A,, LXXVIII, 184g.’
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repos qu'il s’agit ; et les principes d’électrostatique sont insuffisants;
les lois de Coulomb ne distinguent ni conducteur ni isolant; & for-
tiori ne distinguent—elles pas un métal}d'un autre; un conducteur
hétérogdne n’est, & leur égard, qu'un conducteur unique. Depuis cin-
quante ans que Volta a découvert cetto influence de I'hétérogénéité
des conducleurs, la confusion régne encore, en 1849, dans I'esprit de
nombre de physiciens qui croient que les lois de Coulomb suffisent &
P'explication des phénomeénes électrostatiques entre conducteurs dans
le vide; c’estqu'’ils ne s’apercoivent pas qu’en dehors des lois d’action
entre charges électriques, formulées malhématiquement dans les lois
de Coulomb, on est constamment obligé d’invoquer les lois d’action
de la matiére sur I'électricité, et réciproquement, mais que celles-ci
+ n’ont pas de formule mathématique. Telles sont : la définition du con-
ducteur homogene, dont la matidre n’exerce ancune action sur 1'élec-
tricité dans son intérieur; la définition de l'isolant, qu’on traite
comme impénétrable & I'électricité lorsqu’il entoure un condueteur,
bien qu’'on sache (ue l’isolant peut &tre chargé lui-méme, ce qui
n’est pas trés cohérent. Dans 1’énoncé matliématique, la maliere a
disparu : pour l'intérieur du conducteur, la force électrique est nulle;
pour sa surface, la force électrique est normale ; et cette dernidre
équation n'est plus une équation d’équilibre complate, puisqu’on ne
s'explique en rien sur le jeu de forces, dues & l'isolant ou au con-
ducteur qui contrebalance la force normale due & V'électricité. De
méme, 2 la surface de séparation des deux conducteurs, une difié-
rence de potentiel finie, ¢’est-d-dire une force électrique normale
infinie dans une couche infiniment mince, est inadmissible, st I'on ne
fait appel qu'aux seules forces de Coulomb, au méme titre que dans
Yintéricur d’'un conducteur, puisque le passage de I'électricité & {ra-
vers la surface se fait d’ailleurs sans obstacle. Invoquer la diflérence
de nature des deux conducteurs, c’est précisément faire intervenir
aussi la matitre ; peut-éfre n'est-il pas inutile de I’énoncer formel-
lement : A la surface de séparation de deux conducteurs, I'équilibre
" électrique dépend des actions d’origine électrique exercées suivant
la loi de Coulomb et d’actions exercées par la matiére sur I'électricité
dans un domaine cxcessivement petit. Jamais Kirchhoff ne pousse
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aussi loin son analyse, et A fortiori ne s’occupe de ces lois d’action
mutuclle de 1'électricité et de la matiére, qui pourtant sont encore de
Ia physiqﬁe, et, par exemple, ont un role évident dans la production
des étincelles. Suivi en cela par un grand nombre de mathématiciens
modernes, Kirchhoff est satisfait lorsque I'hypothése a pris une forme
analytique, qui permet d’écrire les équations du probléme. Ce sont
H. von Helmholtz et Lord Kelvin qui ont recherché le contenu do
ce fait d’une différence de potentiel an contact, et ont fait pressentir
tout ce que 1'étude expérimentale approfondie du- phénoméne peut
fournir de données sur les propriétés moléculaires de la matiére.

59. — Revenons au mémoire de Kirchlhoff : Dans une chaine de
plusicurs conducteurs, dont les deux extrémes sontde méme nature,
il peut arriver que le potentiel du dernier soit égal & celui du pre-
mier, Iorsqué '

'EUm:O;

dans ce cas on peut réunir les deux extrémes, 1'équilibré subsiste
“puisqu’ils sont & I'avance”au méme potentiel.

Mais si la condition d’équilibre n’est pas remplie, qu’arrivera-t-il
au moment de la fermeture du circuit ? « En un clin d’eeil,” il s'éta-
blira dans le systéme une distribution déterminée d’électricité. Ne
nous inquiétons pas de savoir si elle sera superficielle ou en volume.
Soit % le potentiel de cette distribll;tion sur un point du conducteur;
u n’cst pas une constante, ¢’est une fonction des coordonndes du
point; en conséquence, les forces qu’exerce I'électricilé libre sur
I'électricité en un point intérieur au conducteur ne sont pas nulles.
Soit R leur résultante; s'il n’y a pas d’électrité libre au point consi-
‘déré, R décompose le fluide neutre, enlraine l'électricilé positive
dans sa propre direction, et renvoie 1'électricité négafive a l'op-
pose ». Les masses posilive et négative alnsx mises en mouvement
sont égales, ainsi que leurs vitesses; i en passe une quantité & R
par seconde et par centimetre carré, et le courant en transporte
nécessairement des quantités égales en sens opposés.
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Enfin «la différence des valeurs du potentiel de toute 1’é1ectricité
‘libre, pour deux points infiniment voisins de part et d’autre d'une
surface de contact est, par hypothése, la méme pendant le passage
du courant que dans I'équilibre. »

Cela fournit lmmcdla,temenl les lois d’Ohm le potentlel

N m
r

V=

joue le role attribué par Ohm & la {ension u. Entrons & ce sujet dans
" quelques détails. La force R a pour composantes

‘ : aV a2V aV

A\ r—

2w’ Ay’ ez’
. ! ’ ’ o .
Appelons densité du courant, le rapport de I'intensité qui traverse
normalement un petit élément de surface & la surface de lélement
* Solent j,, J,, ,75, les densités & travers trois éléments normaux aux
. axes de coordonnées. .
L’hypothése que le courant a la méme dlrectlon que la force se
traduit par les équations.

Gi=— kY
oz
O sy
==k
60. Reparl:teon de l’electmczte — Consxderons mamtenan‘t un .

parallélépipéde et écrivons que ce ([ui entre par Pensemble de trois
faces sort par les trois autres ; considérons les deux faces normales
3 Ox situées a la distance dz (fig: 3). A travers la premiére, la den-
sxté du courant estj,, & travers I autre, elle est : ‘

am2

ree Jy | dao_-——lc( ovdw)' :'\
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L’excés de ce qui entre sur ce qui sort est :

2
0 Y dxdydz.
ax?

— %‘ dedydz.= k.

Pour I'ensemble de toutes les faces, 'exces est donc :

2 2 9
: (a_l’ A
ozt ' P 0z?

)m@m
et dans le régime permanent on doit avoir :

’
R A L 0
ax* eyt ez T

Mais on sait que :

AV = — jme

.

en appelant ¢ la densité en volume de 1'¢lectricité libre.

Z La densité de Délectricilé libre est
donc nulle dans tout 'intérieur des con-
C ‘ B! ducteurs parcourus par des courants
dz permanents. G'est ]a un résultat tout &

fait difiérent de celui d’Ohm, qui pen-
sait (ue la répartition de 1'¢lectricité en

B dy volume était direclement donnée par la
CI

o)dx | JA x

valeur de %, (notre V actucl).
) Fig.3. Les conditions a la surface sont,
:y ’ . ,

comme cclles d’'Ohm, pour la surface
libre, en contact avee l’isolanp :

oV
an

et pour la surface de contact de deux conducteurs

o oN

Y
k“a-’—?’- + k=

on,

=0

les normales #, #, étant prises vers l'intérieur de chaque corps. |
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61. — Cette théorie a un caractére tout a fait général, elle s’ap-
plique avee succés aux expériences, telles que celles de Kohlrausch
(1849), dans lesquelles un point d’'un circuit fermé est relié & un
plateau d’'un condensateur. '

N'ayant fait intervenir que les lois de 1'électrostatique, et non
celles de Weber, on n’a pas encore une vue d’ensemble de toutes les
lois des courants fermés ; mais pour établir 1'accord des considérations
actuelles avec la loi de Weber, il suffit d’y ajouter I'hypothése que
« la force nécessaire pour séparer les deux électricités de I'élément
de volume v, peut se calculer en traitant ces deux électricités comme
en repos » comme l'explique Kirchhoff en finissant.

Sans doute le résultat relatif & la densité nulle de I'électricité,
dans le conducteur qui charrie un courant, est d’apparence para—
doxale mais l'existence des électricités positive et négative n’est-
elle pas elle-méme un paradoxe ? .

« 62. — Revenons maintenant & la fin du mémoire précédent de
Kirchholi. Joule avait établi, par ses expdriences de 1841, que la
chaleur dégagée en une seconde par le passage du courant 7 dans un
fil de résistance r, est proportionnelle & r¢2, Appliquons cette loi &
chaque élément de volume du conducteur. Ayant tracé les tubes de
courant et les surfaces de niveau, prenons pour élément de volume
ds dS, une petite tranche ds, de base dS, d'un ces tubgs ; l'intensité

* du courant est % :—y dS, ce qui donne
e = s (— s )" = s dS<°V> .

et remarquant que

aV\®  [aV)\? a_\j)g <ﬂ7 2
(35> “(ﬁ) +<bz/ - bZ>
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on v01t que la quantlte de chaleur dégagée dans tout le conducteur

Q= 2///[ ’ ay 2+<:X>]dxd_/dz

83. — Cette quantité est minimum lorsque le potentlel obéit aux
lois d’Ohm pour 1'état permanent

AV =0 intérieur

v k oV, _,
Y on tany surfaces de contact
V —_— Vi == U
v = surface libre,
an

Formons en effet, la variation de Q en supposant que V soit aug-
menté partout d'une quantité ¢ variable d'un pomt a l'autre, il vient
rigoureusement ‘

03t [ [T e (3] o dnaye,

Intégrant par parties les termes du premier groupe, suivant la
transformation de Green :

_2E/tf/95ﬁds-—-z f//wAdedydz
+ZIL///[ 1 b_‘P ]dwdydz

et toute la premiére ligne est nulle, quel que soit ¢ en vertu des
équations de I'état permanent d’Ohm. :
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Tous les termes de la seconde ligne sont évidemment positifs ; une
variation quelconque o, par rapport a la distribution permanente,
augmente donc la quantité de chaleur dégagée suivant la loi de Joule.

64. — On peut donner facilement une autre expréssion de Q :
En eifet, on a, par la transformation de Green

o= f [ [ (2 (e
_)_“/:f(w,-gv VL, ;X) s :

puisque AV = o.

. aVv
Aux surfaces libres o = ©0;aux surfaces de contact, les équa-

, tions
V —_ V1 == U »
av .9V, ‘
k m Il on, = o0,

permettent de réduire les intégrales de surface & |

Q=_2Ufl.~9y-ds

ou en appelant ¢ Vintensité qui traverse la surface dans le sens posi-
tif choisi pour V
2 Uz,

Telle est 'expression de la quantité totale de chaleur que Ku'chhoff
donne, en dernier lieu, comme équivalente A celle de Joule, en vertu

des lois d’'Ohm (1848). Nous allons voir quel parti Clausms va en ti-
rer quatre ans plus tard.

.
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65. — Clausius avait appliqué, quelques mois auparavant, les
principes de I'électrostatique, & la recherche de 1’équivalent méca-
nique d’une décharge électrique et de I'échauffement qu’elle produit
dans un corps conducteur ; il en fait une nouvelle application aux

" courants constants (*).
Rappelant U'expression électrostatique du travail

&= (V, — Vu)q

des forces électriques sur une charge électrique ¢ qui passe du poten-
tiel V, au potentiel V,, il en déduit que pour un courant de densité
J, le travail relatif & D'unité de temps, dans 1'élément de volume
dndS du tube de courant normal & I’élément de surface dS, est

. oV
de = — jdS. e dn.

Dans un tube de courant, on a donc

6 =iV, — V)

entre deux points oii.les potentiels sont V, et V,.
En remplagant V, — V, d’aprds la loi d’Ohm, il vient

& = R

‘Que deyient ce travail ? Dans un {il cylindrique 1'électricité marche
avec la méme vitesse lout le long du {il, il n’y a pas d’accélération ;
donc sur toute la longucur le travail des forces électriques est em-
ployé tout entier & vaincre la résistance qu’oppose le fil. Clausius
admet que ce travail se maniiesle uniquement sous forme de cha-
leur. La loi d’0Ohm et les principes dc I'électrostatique conduisent
donc pour les courants permanents, & la loi de Joule.

66.-— Il importe de faire quelues réserves au sujet de cette manidre
d’arriver & 1a loi de Joule. L'expression R¢? n'apparait ici que comme

(1) Ueber die bei einem stationiren electrischen Strome in dem Leiter ge-
thane Arbeit und erzeugte Wirme, — Pogg. Ann. LXXXVII — (1852) p. 415,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE 1V. ~— KIRCHHOFF, CLAUSIUS 59

équivalente & 1'expression i(V, — V,), et rien n’indique laguelle de ces
deux formes est 1'expression immédiate de la loi physique, ou méme
si co n'en serait pas une troisitme, 117» (V, —V,)?% par exemple, qui
donnerait en toute circonstance la vraie valeur dela quahtité de cha-
leur dégagde. Pour bien comprendre la portée de cette restriction,
quon admettc un instant cette derniére forme, comme applicable aux
couranls variables, ct, raisonnant comme Helmholtz ou Thomson,
qu'on recherche les lois des courants induits auxquels elle corres-
pondrait ! La loi de Joule, que la chaleur dégagée est Ri? en toute
circonslance dans un fil homogéne, cst une loi expérimentale, et il
ne faut pas oublier, pour 1'élablir, de citer non seulement les expé-
riences de Joule avec courants permanents, mais les expériences exé-
culées par 1ui avec les courants d’induction.
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', COURANTS PERMANENTS OU VARIABLES SANS INDUCTION

—n

Désormais, toutes les équations sont €écrites en unités
électromagnétiques. '

Lot de Coulomb

Q2 ed
I=x
Equation de Poisson

‘

2 (VY | 2 [V 2 [ 3V\ _ 3
oo (8 5) o (K 5) = 3 (155) == e

Q désigne la vitesse de la lumiére dans le vide,
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CHAPITRE PREMIER

COURANTS DANS L’ESPACE

67. — Résumons les résullats acquis, en leur donnant un peu
plus de généralité.
Dans un conducteur isotrope homogeéne, la densité de courant est
liée & la force électrique due & I'électricité libre, donti le potentiel est
-V, par les équations ' o

aV>

j‘::_-k-b_.-m’
. aV
.72:—/55.&’
) a2V
73—_1{5}"

Dans un conducleur isotrope mais” hétérogene, la force qui agit -
sur P'électricité contient deux termes, 1'un qui provient de la disiri-
bution électrique, Pautre qui provient de la distribulion de la ma-
{iere ; nous appellerons cetle derniére force B, force dlectrique
d’hétérogénéité. '

o
@) J2=lc<—%r— 2),
h=t (=325

Pour une substance isotrope, et pour une hétérogénéité simple,
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CHAPITRE 1. — COURANTS DANS L’ESPACE 63

cette force est dvidemment normale aux surfaces’ d’égale composi~
tion ¢, et fonction continue de la variation de composition ; on peut
donc l’écrire sous la forme :

a¢
Ei =8 (C) bTL"
ce qui donne aux équations la forme :
. oV L, aey
Ji -————k(a; + 8(c) a?&)

Mais, lorsque 'hétérogénéité est multiple,. due par exemple i la
présence simultanée de plusieurs substances qui se diffusent et réa-
gissent I'une sur I'autre dans un liquide, il peut n’y avoir pas de
surface d'égale composition, et la force électrique d’hétérogénéité
peut méme n’élre pas unc somme de termes provenant de chacune
des hétérogénéités considérées isolément ; tout semble indiquer jus-
qu'a présent qu'elle n'est pas fonction directe du courant et qu’elle.
n’\en dépend que par les hétérogénéités que crée son passage.

_ 68. Courants variables. — Par suile de la définition méme
de la densité de courant, nous avons par la considération déja em-
ployée d’un petit parallélépipdde rectangle

aj, a_j.,_*_apja___be

2w oy 2z ot

en appelant ela densité de 1'électricité en volume au point considéré.
Nous emploierons dans la suite une notation et un lancave abréves
qui commencent 3 se répandre, et nous écrirons :

de .

Div'j——:——b—t

que nous énoncerons « Divergence de j écrale »; c'est I'équation
de Conservation de I'8lectricité. '
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‘Dans un conducteur homogéne nous aurons :

Div. j = — KAV
ou . k . 4 ng
ae k4
Y] =T K

’

en appliquant la relation électrostatique, que je suppose connue,

K. AV = — {=Q2

" dans un milieu de pouvoir mducteur spécifique K (’)
’ Intégrons par rapport au temps, il vient :
. T kQ2

—dn Tt
e:eoe T K

Dans un mzlzeu conducteur homogéne, les densiiés internes dis-
paraissent sur place, exponentiellement. Cette disparition est
d’ailleurs extraordinairement rapide dans les métaux.

Le temps < de chute dans le rapport de 1 & e = 2,78... est donné

par le tableau suivant :

CONDUCTEUR . . . . . . IR Yk == ‘
TCUIVIB . 4 . e b e e e e e e e v 1,4 10" seconde

Bismuth, « . . . . « . . .« . ..., 2 10— s

Solution tarturée de suliate de cuivre. . . . . 1,00 071 5

Solution étendue de chlorure de potassinm {2)*

' (80 10—° gr. par centim. cube), . , . . . ., . =" s

Verre ordinaire peu isolant. . . . . . . . . 10

69. — Mais il n'en est pas de méme des densités superficielles.
Dans un conducteur hétérogéne, isotrope, il vient :

v

o . oV R
Div. j = Div. (— k 670) —~- Div. (kB),

-

(1) Sans discuter ici toutes les queslions que souldve la représentation, &
coup str insuffisante, -des propriétés. spécifiques de chaque corps au point de
vue électrostatique, an moyen d'un seul coefficient K.

() En prenant 8o pour le pouvoir inducteur spécmque. o
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CHAPITRE I. — COURANTS DANS L’ESPACE 65

avec © A
. Div. <K g) — — 0%,

'

'

et si & ne varie pas proportionnellement & K, il n’est plus possible
d’éliminer V, mais on peut toujours éliminer e et 'on obtient :

() Div. [/.:E S0 A T (K Al >] = 0.

0w T il ot \ oz

Telle est I’é6quation fondamen lale- du probleme que nous étudions

actuellement.

Lorsque I'hétérogénéité est simple, % et K sont des fonctions de la
concentration. '

'70, Surface de séparation.'— A la surface de séparation de

deux conducteurs A, B en bon contact, nous aurons, en partant des
équations précédentes de varialion continue, ’

¢

'

, . d
es désignant la densité superficielle de I'électricité, s,, j, les densités
du colrrant, normales & la surface, comptées positivement en traver-
sant la surface du corps A vers le corps B.

Ve B . \
2V , .
: j fo dn —i—/ Eq.dn =0 . '

A A

. ' e
() OV, =V, = f Eqdn

et cette quantité cst caractéristique des deux corps en contéwt,
comme la force E elle-méme est caractéristique de I’hétérogénéite
et indépendante du courant.

.
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On a, en outre, entre les composantes normales,

-V a2V
K -2 K, 2= — fnQ%,.
(V) B an A an 4 s
A associer o
oV, oV, g
. __B g A= s
(V) /'B mn +l”'* an ol

el considérant la différence des densilés de courant de part ct
d’autre de la couche hétérogenc.

74. Couche de passage. — La densité du courant varie d’une
maniére rapide dans la couche du passage, mais ne devient évidem-
ment pas infinic, dans 1'épaisseur de la couche de passage; les é¢qua-
tions (1) se réduisent donc 2 la suivante '

oV
on Tt E=o,
qui, avec
a (. oV
Jhis ) = — 42
wn: <k an) frQ%,

donne la répartition de I'électricilé en volume dans la couche de
passage :

1D
Qe —= — — (KE).
4= on (KE)

aV

- Dans P'état d’équilibre, ot —
<

et d’aulre de la couche de passage, la densilé superlicielle ¢, qui est

A i)\rl'i r ’
el e sont séparémenl nuls de part

la charge lotale de la couche de passage, esl nulle (Eq. IV). Comme
Ia densité n'est pas nulle en chague point, la couche de passage est
occupée au moins par deux couches d&lectriques,” I'une positive,
l'auire négative, de masse totale nulle; de 1a le nomn de couche
double, que nous continuerons a lui altribuer, sans pour cela suppo-
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ser que 1'électricité positive soit localisée d’'un cOlé et la négative de
I'antre c0té d'une surface unique. Cette propfiété des couches de
passage a 6té nettement formulée par Helmhollz (*); elle était déja
familiére & bon nombre de physiciens ; mais beaucoup de ceux-ci
Yopposaient & la notion de tension au contact, au lieu de reconnailre
que ces deux notions concordent. Toutefois, la concordance n'est pas
aussi simple que l'imaginait Ilelmholtz et que l'imaginent encore la’
‘plupart des physiciens. Cherchons en efiet le « moment électrique de
la couche double » par unité de surface, sa’ puissance, comme on
dit souvent : '

Q2 endn=—— > n2 (K bv)dn
AT

. 1 A ) a2V
= - Zﬁf [nK SE]A —+ Z—W K a—-n— d}n.
’ A

Dans le second membre, le premier terme est négligeable pour une
couche de passage infiniment mince. Quant au second terme, il n’a
d’expression simple que dans un seul cas, celui ot le pouvoir induc-
teur spécifique cst constant dans toute la couche de passage; il
donne alors :

B

0 [ endn=1(V,— V)

Lorsque le pouvoir inducteur spécifigue K est constant dans
toute la couche de passage, la puissance de la couche double est

égale a ?K@ fois la différence de potentiel aw contact,

4

C’est I'énoncé admis comme général.

(1) Uber einige Gesetze der Vertheilung electrischer Strome in korperlichen
Leitern mit Anwendung auf die thierisch-electrischen Versuche.— Pogg. Adnn.,
LXXXIX. 1853, p. 226 (Abk. XVII, p. 489).
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72. — Mais lorsque le pouvoir inducteur spécifique est différent
dans les deux conducteurs, il n’est pas permis d’admettre gqu'il soit
constant dans la couche de passage. La quantilé :

.
B B

KXY dn—— [ Kgdn,
on :

A ' A .

est alors une constante spécifique de la surface de contact, tout antre
que la différence de potentiel au contact.

C’est 47Q* fois la puissance de la couche double.

Ces deux quantités sont distinctes, comme sont distincles dans un
corps hétérogéne la densité électrique « vraie » ct la densité dlec- '
trique « libre », suivant les dénominations do Hertz.

o En particulier, lorsque les corps en contact sont une dissolulion
et un mélal, c'est—a~dire deux corps dont les pouvoirs inducleurs
spécifiques sont de Lordre de 8o, et de 1, il »'y a aucun rapport
entre la puissance de la couche double et la différence de potentiel
au contact.

73. — Lorsque, par 'emploi d'une différence de potentiel auxi-
liaire, on aura annulé la puissance de la couche double, rien ne prouve
que la densité électrique aura été rendue nulle en tout point de
Pépaisseur de la couche de passage ; par conséquent, la différence de
potentiel ne sera pas nécessairement annulée. '

La méthode d’extension de la surjface de contact, correcte pour
reconnalire que la puissance de la couche double est compensée,
napprend rien sur la valeur de la différence du polentiel au
contact. ,

Nous ne nous occuperons pas davantage des propriétés de la
couche de passage; cette ¢étude exigerait & elle scule un grand
nombre de lecons.’ '

{

74. — La différence V; — V, des valeurs du potenticl de part et
('autre de la surface de séparation de deux conducteurs homogenes
est constante ; par suite, les lignes de niveau sur cette surface sont

/
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communes, leurs trajectoires orthogonales aussi; les composantes
tangentielles de.la force électrique sont égales, aussi bien pendant
L'état variable que pendant I'état permanent.

Le plan, normal & la surface, qui contient la ligne de courant
d’un colé, contient aussi la ligne de courant de Uautre cbté.

Dans 1'élal permanent, en appelant j,, j;, les densités de courant, -
0,, 05, les angles qu'elles font aveec la normale, dans le plan com-
mun, on a alors,

' Jysinb, g osino
. /{A = "‘—.,u ]

Jycos 0, =j, cos 0,

- Dol 1a loi de rvéfraction :

. 7 . l. —_ _}_ o
V- : k, tg 0, = Iy 8 %
En conséquence, la densité de I'électricité n’est pas nulle & la sur-
facé de séparation ; elle est ¢gale & v o,
. 9 JA JB
K, K\ . |
— o A (B A) Jeos 0
(VI &=+ o <kb kA>J o8 .
. Bp
. R F ¥g'
dans 1'état permanent. Al A A
(A) (B)
75. — Dans I’élat variable, la loi de : - TFig. 4

réfraction ne s’applique plus, car on a
pour seconde équalion : ‘

Jy €08 0,'— j, cos 0, = 2%
ot

et, en ¢liminant ¢ et V avec l’équation\ (IV) en K,

. . K, .
— 4m (J, cos 0, — j; cos 0p) = QTI:; ;—t (J cos 8,)
K

‘ 2 .
(VII) . — Q—gz_- 57 (s co8 B)
B
' J,sin®, Jjysino,
S et
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La loi de variation de la densité superficielle en fonction du temps,
n’est pas, comme celle de la densité interne, indépendante de la
forme des conducteurs el de la distribution des courants.

76. Pertes superticielles. — Nous ne connaissons pas encore
la loi mathématique des perles par la surface lorsque lisolant est
médiocre ; nous n’en parlerons pas dans ce cours.

77. — Les déquations éleclrostatiques qui délevminent la densité
en volume et la densité superficielle ont été longtemps éerites en pre-
nant un pouvoir inducteur K égal & 1 partout. Jai déja signalé
comment ce pouvoir inducteur nous fait modifier le résullat
d'Helmholtz, relalif & la puissance d'une couche double. Chose
curicuse, dans cc mémoire de 1853, Helmholtz ne signale pas I'exis-
fence nécessaire de la couche superficielle simple & la surface de
contact de deux conducteurs. Clest, je crois, dans le mémoire de
Kirchhoff do 1857 (*) qu'elle apparait pour la premitre fois. Dans le
premier de ses grands mémoires sur I'électrodynamique, Helmholtz
l'éerit encore de méme (1870). Maxwell, aprés avoir montré si
neltement dans le Livee I de son grand traité (1873), I'importance
capilale du pouveir inducteur, 'oublie au Livre II, en ¢lectrociné-
tique, ol écrit comme Kirchholf I'équation de la densilé superlicielle
due au passage du courant (), avec K = 1 ; il y atlache d'ailleurs si
peu d’importance, que dans le probléme parliculicr des splitres con-
centriques, qu'il traile ensuite, il ne s'en occupe plus. Cet oubli
parait d’autant plus détrange, que dans la snile de son livre,
la notion de « couranl de déplacement », (ui cst sous la dépen-
dance directe du pouvoir inducteur spéeilique, joue un réle ‘consi-
dérable dans les équations aux dérivées parlielles, sans que les
¢qualions & Ta surface soient loujours éerites complélement.

(1) Uber die Bewegung der Eleclricitiil in Leilern. — Pogg. Ann. G
(2) Livre I, chap. 1x, éq. 7 & 12,0, I, p. 491 de la traduction frangaise.
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78. — Clest seulement cn 1888, que de deux colés différents,
Téquation (IV) & la surface est enlin éerile.

MM. Cohn et Arons furent conduits & la prendre pour base d'une
méthode de mesure du pouvoir inducteur spécifique des liquides con-
ducteurs, comme les dissolutions salines étendues, en remarquant
que dans un éleclrométre plein de solution, parcouru par un cou-
rant, ces densilés a la surface des électrodes doivent exercer sur
celles de Paiguille un couple proportionnel au pouvoir inducteur,
comme si le liquide élait isolant.

La méme annce, partant des c¢qualions du lrailé de Maxwell,
M. Gouy, de son cOl¢, mellail aussi ces charges en évidence par les
forees qu’elles exercent dans un ¢lectromotre & quadrants plein d’ean,
‘traversé par un courant ; d’abord étonné de {rouver ces forces
- (juatlre-vingts lois plus grardes que dans I'air, il interpréta ce résultat
en attribuant & Peau un pouvoir inducteur K de Yordre de 8o, ef
g'en servit aussilol pour mesurer la constante diélectrique des disso- -
lutions, mé&me trés conduclrices, regardée comme proporlionnelle &
la foree mécanique. '

79. — Examinons la question sous son aspect le plus simple,
pour un courant variable, dans un conducteur cylindrique, en né-
gligeant V'induclion magnétique.

Les équations du courant, uniforme & travers la surface de sépa-
ration, sont en comptant positivement de A vers B :

.. __oe
Ja I = ol

et :

I{A . KB . 2,
' Z:;JA—EJB——ARQe

ou, en infroduisant les temps = dont nous avons donné plus haut le
tableau pour divers conducleurs :

aJy — TpJp =€
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D'ot :

ae
. e+, —
j REEEY

=
T —r,
oe
e+ T, —
J +Aat
» == =,
T Ta

Toutes les fois que la varialion relative de charge est lente, —
quelle n’atteint pas un milliéme pendant le lemps T ou =z, par
exemple, — le second terme est négligeable ; ¢'est ce qui arrive tou-
jours pour les métaux, toujours pour les dissolutions concenlrées,
avec des oscillations de Tesla (fréquence 10°). Mais pour ces méincs
dissolutions avec des ondes hertziennes de quelques métres, et pour
les solulions étendues, avec des oscillations de Tesla, méme lerntes,
le second terme devient comparable au premicr. Il en est de méme
avec des décharges non oscillantes, si clles sont trés rapidement
amorties.

Supposons donc que I'un des conducteurs (A), soit une électrode
de grande conductibilité ¢l lautre (B) une solution étendue, on
powrra se contenter de prendre : '

j———e«—v-a-e,
Aoeg ol
= L.
JB——TB

Dans ce cas, la densité superficielle cst proportionnelle & 'inten-
sité dans D'électrolyte, quelle que soil sa loi de variation.

Si enfin la varialion est lente, si la fréquence ecsl de moins de
10® & 10%, pour des solutions méme trés élendues, on peut prendre :

jA:jB: =
)

Cherchons dans ce cas, ce que sont les forces pondéromotrices qui
agissent sur les électrodes. *
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La force électrique moyenne dans la couche superficielle esf :

«

o 1 jA jB
, (/ - k;)
soit :

I3

aj—/f; pratiquement ; la pression électrostatique est
B

J et
p=ei = 972 =)
B .

K,
1
comme & la surface de séparation d'un conducteur et d'un isolant,
pour la méme charge, ce qui justifie pleinement la méthode de
M. Gouy pour la mesure du pouvoir inducteur K des électrolytes.

v

v -

80. Problémes divers. — Lc¢ probléme complet est le sui-
vant : ' ' )

Elant donné un sysiéme de corps conducteurs dont on connait les
pl‘ol)riéfés physiques (£, K, E) en chaque point, trouver la distri-
bution des potenticls, des courants et des charges.

Nous ne nous en occuperons pas cette année. On sait -que pour
des conducteurs homogenes, avec différences de polenticl localisées
aux surfaces de contact, la solulion mathématique est unique.

Nous ne nous occuperons que de problémes restreints : calculer la
résistance d'un conducteur homogéne, connaissant la distribution du
courant sur la surface, distribution ordinaircment localisée sur
deux aires de petite ¢tendue, appelées électrodes, lc reste étant bien
isolé ; ou, caleuler la résistance connaissant la distribution des poten -
tiels sur les électrodes. ' '

81. Analogies diverses. — Les équations
AV = o,

aV oV
V=V =T, k, o_nA.: ky %B (Suriace)
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qui déterminent la distribution des courants permanents, sonl tout
A fait analogues & celles de Délectroslatique, pour un ensemble de
diélectriques en contact.

Elles convicnnent également pour des corps conducteurs de la
chaleur, en désignant par V la température.

On peut done se poser des problemes mathématiques identiques
dans ces diverses théories ; mais les problémes qui se présentent le
plus naturellement, ¢t qui ont le plus d’intérét, ne sont pas tout
4 fait pareils, & cause de la difiérence des condilions superfi-
ciclles.

D'abord la condition V, — V, Z o cst propre au galvanisme. In
outre, les surfaces libres, en galvanisme, sont parfaitement isolées ; la
condition y est :_,\; = o. En ¢lectrostalique, les diélectriques, s'ils ne
g’étendent pas indéfiniment sont limités par des conducleurs ; la con-
dition superficiclle V = C, aux électrodes est toute différente. En
chélcur, lIes corps sont en contacl avee des sources, V = C*., ou
rayonnent et perdent par la surlace ; ces pertes ne sont janais négli-
geables, ct on admet qu’elles sont proportionnelles & V.

Tout utjles que soient les solutions obtenucs en électrostatique et
en chaleur, elles exigent une certaine adaplalion pour étre ulilisées

cn galvanisme,

82. Analogie hydrodynamique.— Une autre analogie, quoique
encore incompléle, est intéressante : cn appelant V la pression d'un
liquide incompressible, les équalions permancnles du galvanisine
sont celles du mouvement de ce liquide adj{ravers un corps poreux,
lorsque les accélérations sont partout négligeables. Cest cetle res-
triction qui nous force & réfléchir ; divers auteurs, et non des
moindres, ont examiné Pinfluence qu’exercerait une inertie de 1'élec-
tricité sur les lois des courantis ; mais fous ont examiné les dtals
variables, ce qui rend les expériences fort d}ilicales ; or, une incrtie
se monlrerail toul aussi biecn dans I'¢tal permanent, pourvu que les
densités des courants varienl heaucoup d'un point a T'autre : les
équations euléricnnes complétes du mouvemenl permanent du
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Tiguide sont en effet dans un filtre homogéne : !

—_ ——-+pX—p<u— +vi-lj+ w ~>+J»u,

oUW MW __
ar oy _

b

'

Pinertie de l'8lectricité se traduirait de méme par des termes en :

, Q} Y
Jisg Thigy +

aj, ‘

surtout sensibles au voisinage des électrodes ponctuelles, des points

angulcux, des changements brusques de section. II y aurait donc a

cet égard un grand intérét & étudier avec précision ce que donnent les

lois ¢’Ohm dans ces différents cas, pour pouvoir les comparer ulté-

ricurement avec I'expérience et avec ce que donneront les termes
:

que je signale ici, quand leur étude sera faite.

/
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ELECTRODES DE GRANDE CONDUCTIBILITE

' 83. — Soient deux électrodes A et B de conductibilité tros grande
par rapport & celle du milieu dans lequel elles sont plongées. A la
surface de séparation de l'une d’elles les lignes de courant sont de
part et d’autre dans un méme plan normal & la surface et font avec
Ia normale des angles 6, et 6 tels que 1'on ait

tg 8 __tgb
ky — Tk

i

" Sile rapbort /IL est trés petit tg 0 sera aussi trés petit (& moins
N 0

que tg0, nc soit infini), c'est-a-dire
que les lignes de courant dans l¢ mi-
lieu de faible conductibilité & sont sen-
siblement normales & la surface de
Pélectrode de grande conductibililé.
.Celle-ci joue lc rdle de surface équi-

potentielle.

84. — Ceci ¢tant, on a a satisfaire aux équations suivantes

AV =0 en tout point du milieu
V=YV, g
() vV=1y, aux deux électrodes

— =0 2 lasurface de l'isolant qui entoure le

conducteur.
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Le flux qui sort d'une surface quelconque entourant une électrode
(A)est . ‘
oV s,

an

(2) 1,=k%

la normale étant prise vers 1'élec-

trode, puiscue la force est ‘
_ay - Fig 6.
an :

85. — L’intensité a donc la méme cxpression analytique que la .
charge totale dans le probléme électrostatique soumis aux mémes
conditions limites, et ol & représentcrait le pouvoir inducteur spé-
cifique. En particulier pour un milieu homogéne indéfiniment étendu,
nous n'avons qu’a transcrire les équations de capacité, pour obtenir
des équations de conductibilité

I, = C“V, + Cm(vi - Va) -+ CJ:;(V1 - vs) -+ ...
L= C21(V2 - Vi) -+ Czava + Czs’Ya - Va) + ..

. . . . . . . . . .

oli, comme on sait,
012 == Cll

i

représente la capacité mutuclle des deux conducteurs 1, 2, et pourra
aussi bien s'appeler la conductibililé mutuelle des deux électrodes.

Résolues par rapport & V, les équalions deviendraient

o V=R, I, +R,L -+ ...
‘V2 p—t I‘]QII + BZZTZ + ervee

LI . . « . . . . . . . . . - .

]

et on pourra donner aux coefficients R le nom de résistances, qui
correspond exactement & leur rdle dans le cas de deux électrodes
seulement.
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78 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

1l reste & remarquer que, si 1 nest pas nulle, il faut imaginer une
dernidre électrode a l'infini enveloppant le tout.

86. — Quand on n’a que deux électrodes la notion de résistance
est simple : le courant qui sort de I'électrode A est égal & celui qui
entre dans I'électrode B. La résistance est donnée par la relation :

(3) ' RI=V,—V

B

d’ott

Rz._uli

2V
k %ds

" Prenons une fonction @ telle que

. ® = o dans tout le milieu

®=—1surA
®=osur B
AP

— = o sur la surface limite.
m

On aura alors

V=V, +(V,— V) &

solution qui satisfait & toutes les conditions.

‘L'intensité T est
I=k(VA—V,,)/:-§; ds

RI= Rk (V, — Vn)fgf—; dS =V, -V,

ce qui donne
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et enfin
@ R= ——
. P L
*J an

’

Pintégrale étant étendue & unc surface qui entoure I'un des podles.

87. Cas particuliers. — Dcux conducteurs ‘cylindriques et con-
centriques de hauteur % et de rayons a et b plongés dans un liguide.
Prenons 1'axe du systéme pour axe des z 'équation AV = o devient

2V VvV 0
ax® ooyt T

Cette équation a une intégrale de la forme
V=A-+Blogr

r étant la distance & I'axe; on a donc
Vi=A+Bloge
V,=A +Blogh
d’onl )
Vi—V,=Blog ]
.

Pour un cylindre de rayon » compris entre @ et 5, la normale est
le rayon; ona -

sl
I
S

et par suite

aV B '
/la.h dS — - X amih = 2nBA.
o/

La résistance est donc -

a a
) N T
, T EBanh T amkh
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88. — Deux sphéres concentriques de rayons différents a et 2.
Soit » la distance au centre : P'intégrale

V=A+E

donne

B
Vi—V2= —E.

Sur une sphére quelconque de rayon inlermédiaire, on a

oV B

ar 7t
.~ ¢ ' bVV -
\ /371 dS = 4’-‘1B.

e

Si la sphere cxtérieure est trés

La résistance est

1 . T
t‘ grande, lc terme 3 peut devenir négli-

geable et la résistance se réduit a

n="'. .1

a =k

]

~ Fig.8. ,
ig.8 et ce résultat sera évidemment appli-
cable & une enveloppe extérieure de trés grandes dimensions, partout
trés éloignée de la petite sphere, quelle que soit sa forme.

89. — Deux petites électrodes sphériques A grande distance 1'une
de l'autre.
Solutions approchées. — Supposons la distance D assez grande
pdur que l'on puisse traiter chaque électrode isolément,
On aura, entre la premiére sphére prise seule et le plan équato-
rial, t
Ra =

Qi

1 .
4k’
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.

et de méme, pour la deuxidme sphére,.
Ry =

11
. , a 4k

ce qui donne, pour ces deux portions du volume associées en série,

. D C
— &
Fig. 9.
une résistance totale

0 R

: S,
L’approximation est évidemment de Pordre de % il

b
Le probléme est analogue au probleme électrostatique : soient m
et 7' les charges électrostatiques des deux sphéres, D la distance

de leurs centres; le potenlicl au centre'de la sphére A est sensible-
ment '

N

le second terme étant seulement approximatif, puisque les points de

la surface de la deuxidme sphére ne coincident pas avec son centre.
De méme pour A’

Si on suppose qu'il y a seulement deux électrodes, il faudra faire

m = — m, d’oul

et
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On en déduit que la résistance serait dans le probléme de con-
ductibilité ’

1 1 1 2
®) R= [&+E’_DJ‘

Cette seconde expression est évidemment plus approchée que la
précédente. On connait d’ailleurs la solution exacte du problome
électrostatique des deux sphéres, il n’y a qu' la transposer en gal-
vanisme suivant la régle générale indiquée plus haut.
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CITIAPITRE III

EVALUATION APPROXIMATIVE DES RESISTANCES
LORD RAYLEIGH

90. Méthode d’approximation de’ Lord Rayleigh. — Il faut
souvent pouvoir faire une approximation de sens et de grandeur
connus : Lord Rayleigh a donné une méthode applicable au pro-
bléme qui nous occupe et aux problémes analogues (écoulement des
liquides, ete.).

Elle consiste 4 remplacer V par une auntre fonction connue satis-
faisant d’une fagon d’une fagon approchée avx conditions auxquelles
doit satisfaire V. Soit ¢ une fonction telle qu’on ait :

AY=o0 dansle conducteur

. . b=1¢,
(9) =,
oY

~~ =0 ala surface limite ;
on

aux électrodes; ’

mais sans que ¢ et ses dérivées soient nécessairement continues
dans tout l'intervalle.

941.— Appliquons le théordme de Green au volume limité par les
deux, électrodes aux potentiels V, et V, et par la surface limite exté-
rieure on a :

/v— ds /VAVdr +U[[<g)2+<g)z+<zz)] s

en désignant par d= ’élément de volume dadydz.
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84 PROPAGATION DE L'ELECTRICITE

Or g% esé nul en tout point de la surface extérieure et les in-

tégrales f %’ dS relatives aux deux électrodes sont égales et de

signes contraires ; de plus, AV est nul dans le conducteur, de sorte
que V'égalité donne : '

v, —vz)/av dS__f G2)+ &)+ ()]~

lintégrale de surface devant &tre étendue 3 Pélectrode de potentiel V,.
11 résulte de 1a qu’on peut écrire :

ez V=V,

oV
S
mn

J [(;3—}')2 ) Y]«
AI: f oV (,S]

(V, =V,
/cf[<g¥>2

aV\E v\,
-+ <@) -+ (az) ]d‘C
92. — D’autre part, posons :

a0 =(%)

et cherchons I’expression

o

"

(r0)

S RIE)
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ona:
(- [ [ [

Par conséquent, en posant $ — V=1, ona

/A1(¢)dr=/A,(V)dr+/ (.

<aV ou  oVau oV au)
dr.

(11)

awox ' dyoy & oz oz

Mais la foi'mule de Green donne :

oudV | oudV  audV) , du
; (a?oam+ayay +‘a?a—z‘>dt_"/va7zd

s ‘.
(12)
. oV
-~ = ua-ﬁ- das.

La surface limite n'intervient dans aucune de ces intégrales de
‘ . a2V |, ou . N
surface puisque i et 5n sont nuls en tous ses points ;. on n'a & s’oc-

cuper que des électrodes et des surfaces de discontinuités.

.2 . . .
93, — Si a—}; est seul discontinu sur une surface, on prendra la

deuxiéme intégrale, ot Z% étant continu, il n'y aura pas de difficul-

tés : suppo sons qu'on s'impose aux électrodes les conditions
' .

Y=V, b, =V,
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u est nul sur les électrodes et lintégrale de surface disparaif : on

aura alors
\/‘A,(‘P) dev= /\Al(v) ds +fA1(“)dT'

Comme la derniére intégrale est toujours positive, il vient

\/ﬂ‘t()d‘>\/\1(v)dT

el en prenant pour R Pexpression

(13) _ E(U —4’2)
| /cf[ Zi) ‘W ]dv

on aura une solution par défaut, au moyen de la seule fonction UR

94. — Supposons que l'on ait trouvé une autre forme de solution
oY

approchée telle que s goit continu, mais ¢ discontinu 3 travers une

certaine surface.
Nous prendrons alors la premiére intégrale de surface de I'expres-
"sion (12). Imposons-nous la condition

‘/‘2de /“—Yds
on

raux deux électrodes. .
L’intégrale de surface disparait encore et I'on aura comme précé-

demment
/AL (b)ds >fA1 (V)ds.
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et I'expression
JUG - 6 ()]
f 2% 4s

i

(14) R =

nous donne au moyen de la seule fonction ¢, une solution par exces.
On aura une limite supérieure de I'erreur commise, en prenant la
© différence R" — R/,
95. Application. — Fil cylindrique aboutissant dans un espace
conducteur indéfini limité par un plan perpendiculaire au fil.
L’étude de ce cas est importante pour la construction de I'étalon
de résistance constitué par du mercure contenu dans un tube de
verre cylindrique aboutissant & un N
vase de grandes dimensions” ol
plonge une électrode placée trés / :
. - - - a .
loin et de résistance négligeable. Ce - )
. , : e S
qui importe, c'est de connaitre la .

perturbation & I'extrémité du tube.
Si le diamétre du tube est trés Fig. 10

' petit‘ par rapport & sa longueur et '
aux dimensions du vase, la correction & faire pourre\t étre petite. La
correction a faire & la longueur sera de I'ordre du diametre du tube :

si celui-ci est égal au —I— dela longueur et sil’on calcule la correction

au — 011 aura la résistance au —— 10000°

96. Calcul par défaut. — Nous prendrons I'axe des # dans le
sens du tube; considérons d’abord le cas olt ¢ est continu, mais
sa dérivée discontinue; dans I'espace (1) nous prendrons -

q,:cv.
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Dans l’espace (2), il faut que ¢ soit uniforme sur le plan z = o

4 l'intérieur du cercle de rayon a. Pour cela, en nous reportant au

probléme électrostatique nous supposerons une densité fictive ¢ &

- Vintérieur de ce cercle, telle qu’elle donne un potentiel uniforme pour
+ <_a; nous prendrons alors :

b=A{1 ed8 |

Py

la valeur de s étant telle qu'a lintérieur du cercle l'intégrale soit
égale a l'unité. Dans ces conditions ¢ est bien continu et 'on peut
appliquer la formule 13; on a :

Py = —1,
b, = A, '

car & l'infini Uintégrale douhle est négligeable.
D’autre part il faut calculer :

A Wd

qui, d’aprés la formule de Green, se raméne &

¥ s
7

¥
2

\

étendue aux électrodes et & la surface de discontinuitd.
Sur la premiére électrode

\!J:—-—l,
o
Sﬁ_—l
et
4
d,‘?i dS = -+ =na?l.
T an ‘
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Sur la surface de discontinuité ’

Y=o
a Pintérieur du cercle de a,
2
v,
. N

a lextérieur ; 'intégrale est nulle. ’
Occupons-nous enfin de I'électrode située & l'infini, ¢ == A ; si on
prend pour cette électrode une spheére de trés grand rayon p, il est

facile de voir, d’aprés I'analogic électrostatique, que % est constant et
égal & 2_{;}%:_ ; I'intégrale est donc :

Finalement on a pour la résistance cherchée R :
{r+AP 1
2 el Ak

Cette inégalité est vraie quel que soit A, donc aussi quand A est
tel que la fraction soit maximum ; or cela a lieu pour

A=="2
4
et le maximum de la fraction est :

Td

I+ Z‘
Ta?
de sorte qu'ona : ,
k1174

5 ke 3

(l ) R > et k&
. o e dy
97. Calcul par excés. — Supposons ¢ discontinu, mais - .
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continu. Dans le premier milieu nous prendrons encore ¥ = @

Y

- ) . o .
et dans le plan limite on aura = Dans ‘le deuxidme milieu, si
nous supposons une distribution uniforme de densité ¢ sur le cercle

M . ... ot .
de rayon a, la force électrique au voisinage est 2ws donc 5; serait

— ams, et, pour que cette quantité soit encore égale a 1, il faudra
prendre '

Nous prendrons alors :

Cherchons la valeur de ¢ en un point P du cercle. A 1'élément M
correspond une charge

1
— rdrde,

qui produit au point P le potentiel

1
‘ ) : -_ 2—‘“ dr d(?
Fig. 11 .
Le potentiel dii aux masses comprises
|
entre o et o -+ do sera donné par
7y
1
— = do dr
Pl
o

la limite , étant, comme il est facile de le voir,

7y == p cos © -+ Ya¥ —p'sin o ;
d’ol '

7y

L c— L T e e
— 5 de dr = — o dg[p cos ¢ + Val —7 sintg ],
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Le potentiel fotal sera

2T 27
\ 1 " 1
q»::-;:f pCOS(PdL?——-Z—-w‘/ Vet — psm“cado.
' o

o

La premiére intégrale est nulle; il reste -

A ™
2 2
L{J:—;/ t/a2—pzsin2<gdtg.
c

Ceci posé, il faut calculer l’e\:pression (14)

(A i

R = ——— .
on )

L’intégrale du dénominateur qui ne porte que surl'une des électrodes
est égale & ma’.

mtégrale du numérateur est transformée par la formule de Green
en '

. ol :
-/‘*szds

v

étendue aux électrodes et & la surface de discontinuité.
Sur la premiére électrode elle donne comme précédemment

na?l,

'
¢ ‘

Eile est nulle sur la deuxieéme électrode et sur la partie du plan
de discontinuité extérieure au cercle a. '
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A' I'intérieur de ce dernier, ol Z—q' =1, elle est égélé a
/¢d5=~4/pdp/ VaT — p? sim® ¢ do

____ ad.

Finalement on a pour la résistance cherchée R

1+ 52
R< —Jl;;,-

Ta?

98. Résultat. — En résumsé

8a
1+Za {4+ 5=
14 37: 1
Fom <B<-—m

Le terme a ajouter & ! est, compris entre

00,7854 el 0,849 a.

Ce probléme est lc méme que celui de l’ecoulement Ient dun

liquide non visqueux par I'extrémité d'un tube.

Il se rattache directement aussi 3 l'influence de 1'ouverture dqns

P'espace libre sur la longueur apparente d’'un tuyau sonore. Les

plus récentes expériences donnent comme correction & I'extrémité

libre le terme additif 0,61 R qui est bien dans les limites que nous

avons données d’apres lord Rayleigh.
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Ay
1

RESISTANCE D'UN CYLINDRE. — ELECTRODES DIVERSES

99. — La régularité de toutes les expériences sur les fils cylin—
driques, sans précautions spéciales pour le mode d'attache, montre
que la distribution uniforme du courant dans la section droite s’établit
d’elle méme. Ainsi toutes les irrégularités variables avec le mode
d’'attache.des fils ne se font sentir qu’a une petite distance des nccuds
ou sommets. C’est un résultat expérimental que la théorie mathé-
matique doit aussi nous fournir, en lec complétant par une déter-
mination, au moins approchée, de la valeur de ces variations dans
divers cas. On peut se donner la distribulion des densités de courant
dans une section droife d'un fil indéfini et chercher la distribution
des potentiels & une distance quelconque. On peut encore se donner
deux distributions de densité identiques aux deux extrémités d’un
cylindre de longueur finie et chercher la distribution dans une section
droite intermédiaire. ,

Nous prendrons comme coordonnées la distance %, comptée sur
P’axe, la distance a l'axe r.

Les conditions A satisfaire sont -

AV =10 A lintérieur du cylindre ;

aV ; . .
(1) ;T =0  Aalasurface du cylindre ou r =a;
<

. —k :li =j (r) fonction de » donnée, sur la base
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Le changement de variable donne pour la premiére équation

Y 1V 8%V 1 2%V

T e = T o A s~ =0
Y roar "az‘""rz ap? !

400. — Supposons, en particulier, que tout est symétrique autour
del’axe du cylindre ; comme ¢ w'intervient pas, 'équation de Laplace
devient

. VoV oy
ot gy o2

=0,

La solution la plus simple, est
V=A,z
indépendante de r; qui correspond & la distribution de courant,
uniforme dans toute la section, & toute distance

G=— kY = A

"On a facilement une - infinité d’autres solutions simples: de

de Laplace sdkéquatien, en posant ¢
2
(3). 2V oy

ce qui donne

v

) . V=R (Ae¥ +Be-"),

Cette expression est le produit de deux facteurs dont I'un ne dépend
que de z et I'autre que de r, ce qui permettra de satisfaire facilement
aux conditions 3 la surface.

R est une fonction de » que nous définirons en substituant I'ex-
pression (4) dans P'équation (2) ce qui donne

de
(5) 375#5-'5*“”11-:0'

101. — Ce type d’équétion a été étudié par Bessel et les solutiong
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portent le nom de fonctions de Bessel. Dans V'équation (5), R ne
dépend que du produit A», et si 'on pose '

)\1’ = @,

on trouve 'équation dont Bessel des1gne la solution par J, :

‘ 2, 1 aJ
(6} - o0 ocv;_l_']:o’
on aura alors
0
et par suite
(7) V=(e +Be™™)]().

On peut trouveér une solution de I’équation (6) developpée suivant
les puissances paires de , ce qui donne & Uorigine
2l

D—0 ‘ , s
o L.

povaeo

Jaanv,‘é a done une valeur maximum que nous prendrons égale & 1;
il suffira de multiplier par un facteur numérique & déterminer dans
chaque cas.

La fonctlon J apresente des oscillations dont l’amphtude décroit in-
définiment ; elle a une infinité de maximum et de minimum, une
infinité de racines réelles, dont aucune double, qui tendent & 8’ espacer
d'une mamére uniforme.

102. — La condition g = 0 donne %;{’:: o et par suite

' ala
; ax

Cette équation doit étre satisfaite pour » = a, et détermine une
infinité de valeurs réelles distinctes de A (Ch. suivant)
Il y a donc aussi une mflmte de valeurs de = ou de A pour les
quels on a :
= R ,

-
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Fig. 12 ]
Sur cette figure, empruntée au traité des Fonctions de Bessel de Gray et Matlhews, sont tracées deux. courbes, Jy et Jy.

© T, satistait 3 Vequation (6). 2.+ 3 ¥, 4T=v . , .
E 2 ; . A
J; satisfait & V'équation wﬂe..-m + W“ Wm@ + f — va J = o0; J; est d’ailleurs égale et de signe contraire a ww.
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i .
Considérons une de ces valeurs <, ; la valeur correspondante de A -
est donnée par '

Xla = o

\

qui satisfait a la ,'condition a la surface du cylindre.

Si Pon prend la premitre racine, Ie flux est nula travers la surface
extérieure seule. Mais si on'prend la deuxidme racine «, & laquelle
correspond A, on pourra trouver entre o et ¢ une valeur 7, du rayon
pour laquelle on a ‘

)\21"1:—_-111 .

i

A

eb par su'te@y == ur » ==
p i M)-o,po ==,

X

Il y a donc une surface cylindrique intérieure 3 travers laquelle

le Ilux cst nul eb qui partage le cylindre total en deux parties indé-

pendantes l'une de l'autre. A mesure que 1'on choisit une racine de
rang plus -élevée, on décompbse ainsi le cylindre en régions cylin-
driques 1ndependantcs de plus en plus nombreuscs ol la propagation
se lait sans echanfres de Tune 3 l’aulre.

103. — La distribution que donne la solutlon (7) est la méme .
toute distance de la base o

(8) J=— /c =" (A — Be—™) Jy(kr)

Si on se donne un cylindre indéfini du cdté des z positifs et une
base unique pour z = 0, il faudra faire A = o.

Pour un cylindre limité aux deux bouts par deux faces sur lesquelles
la distribution des densités est la méme, il est commode de placer
P'origine au milieu du cylindre ; soit 2 / sa Iongueur, on a a une
extrémité :

J=—Fk\ [Ae)‘h.-— Be'”‘] 10,

a I'autre

’ = — o\ [Ae -Me__ Békh] Ja(lr).
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Pour que la distribution soit la méme il faut avoir B = — A,

ce'qui donne

(j—-*—lfA)x(e + e~ M)J()n)

(® [V =A (™ — e ) I0).

et nous aurons une solution plus générale en ajoutant un nombre
quelconque de solutions simples et nous pourrouns prendre

(10).  j=— kA —k > A, (&M o o= M) 3 (har).
La distribution & la base est alors
(1) G = — kA — kN, A (et 4 o= M) L0u0).

104. — Remarguons que I'égualion (6) peut s’écrire

d ad, s
a‘p (.’L‘ SE) ~+ wJo__ 0.

Intégrons cette équation de o a Aa ; il vient

Aa

ad,
(12) ' [-T—~ -+ Jaedoe = o
el 3 \a . .6

Le premier terme est nul, pulsque J est nul & la surface ; il reste

' G

(13) J‘acdwzo

v

ce qui exprime que l'intensilé totale relalive & une des solutions
* simples est nulle, 7 étant proportionnel & J,
Done si on prend la premiére racine «;, le courant entre dans la
partie centrale et sort par la couronne extérieure.
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Si on prend la deutidme racine, le courant entre par le centre et
par la couronne extérieure et sort par la couronne intermédiaire de

Fig.13.

part et d’antre du cylindre de rayon r, que ne traverse aucun flux
d’¢lectricité et ainsi de suite.

105. — Il faut déterminer les coefficients A,, A,, de maniére que
la distribution dans la base, (11) soit identique & une distribution
donndée arbitrairement. ’

Multiplions les deux membres de l'équation (11) par axdz ou
22rdy intégrons de » = 0 & 1 = a. ‘ '

a Ve '
% f jrdr = — kA / rdr ‘

o fe) .

) @
_]52 An)\7,(e7"‘h 4~ )\,.h) f ArdrI(Ar).
v
o o

(14)

Cetle dernidre intégrale est nulle comme nous vénons de le voir;
il reste pour délerminer A, : .

‘ (/] & '
— 2 . — 2 , ol
v n=d [ i [ s ==
4] (o)

La partie constante de la densité est celle qui correspond & lin—
lensité totale, supposée uniforme, du courant qui traverse Punc des

bases.
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100 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

106. — On peut déterminer chacun des autres coefficients par un
artifice analogue & celui qu'on emploie pour calculer les coefficients
de la série de Fourier, L’équation (6) peut s’écrire :

2 2], .
(16) o < ar) + Nr) =0

nous désignerons par J,, J,... les solutions corre~pondant aux équa-
tions ot I'on a remplacé A par X, A,....
Soit :

> [ al 2
ar( m>+)‘7'] =0

Multiplions cette équation par J, :

3—( ‘J)+>H_o

2 ap
.

En formant I'équation analogue relative & X, ¢t retranchant on a :

2 ad, 2 [ 3,
(17) T, a7 ( I > — ar ( i >+ 3 =3l =0,

Intégrons de o & a et remarguons qu'on a :
Y __< al) 2 al, 01'
Js or (ra_r>-—']‘ a \ or ar rng 3__]‘ 57— é]
Il vient :

S VRS § aJ @ “
(18) [ (JQ'S;—‘J 37 ]o+()\12_>\22)f r§Jdr = o.

(4]
Or
différent dc %, léquation (18) donne :

. @
(19) / 7y, Jdr = o.

n

%J;: ct ‘ﬂ’ *sont nuls pour » = a et pour r == o, et sion suppose A,
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Ceci posé, multiplions ’équation (1 1) par J,rdr on a :

a (1]
f Jlardr = — kA (eM® + e~ M)f [J()mr)]%rdr

Q 4 . 0
car le coefficient de A, est nul comme on l'a vuo précédemment et
tous les autres aussi & cause de 'équation (19). Le coefficient de A,
esl au contraire différent de o car dans D'intégrale correspondante
tous les termes sont positifs ; on a donc :

(2
g — f T Quryrdr
A, = /0 .
[
In(eM 4- e Mh) f [T Qur) ]2 rdr
. Jo

107. — Déterminons maintenant Vintégrale du dénominateur :
Péquation (18) est satisfaite quels que soient}, et A, ; elle le sera anssi
pour A, et une quantité voisine A, -+ d), et par conséquent on pourra
la dériver par rapport & A, : mais

o, 7 al,
"ok, T Ay or
1 . . ooy al, .
L’équation dérivée devient alors, > et a3 étant toujours nuls

pour » = o,

a
r al, 3J, o (ral\]
a [)T; > N P (7\; #)]a 2)‘2/ rdyJydr +

, 0
. : a
R 2 a) _ '
—+ (22— X{)f ¥ J; -5: dr = o.
0

Faisant dans cette équation ), = },, d'olt J, = J,, et supprimons
I'indice, il vient '

\ a
‘ at [o]\?
(20) / 2rdr = 2 <37>a + a2 (a),

]

el tenant compte de 1'équation (16).:
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Dans le cas acluel ; le premier terme du 2° membre est nul, el ona

72

23rdr = a?[J(0a) 2.

D’ou, finalement :

a
— {. JIQ ) dr

A= e VO
(21) 4 (et 4 e~ Ml @2 J(h) ]?

La question est maintenant résolue et V est donné par l'expres-
sion dont nous venons de calculer les coefficicnts

(22) V=Az+ E A, (M —e™ M) ().

408. — Dans les premiers problémes ue nous avons étudiés nous
avons supposé que le courant entrail par une électrode de forme con-
nue sur laquelle le potenticl était constan(, sans nous donner la dis-
tribution dc la densité du courant le long de la base. Le probléme
actucl est done différent puisque nous nous donnons au contraire la
distribution des densiQés de courant et que nous en déduisons la dis-
tribution du potenticl sur la base en faisant z =/ dans la formule
(22). Sile courant n’entre quc par une partiede la base, on prendra
une densité nulle sur la base 14 o il n'y a pas de courant.

109. Electrode de grande conductibilité. — Dans ce cas, oit
la surface de base n’cst pas entierement occupée par I'électrode, le
pproblémo de I'électrode de grande conductibilité n’est pas susceptible
de solutions simples, par les fonctions de Bessel. Les conditions sur
la base, z = constante, seraicnt alors de deux nalures différentes :

r<b "'V == constanto

Y
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et les solutions simples ne peuvent pas satisfaire aux deux conditions
a la fois. _ , S

D’une maniére générale, l’emf)loi des solutions simples exige que
toute la porlion de surface le long de laquelle régne une méme con-
dition (ici, la paroi cylindrique, et deux couronnes sur les bases) soit
représentée par une scule variable. On n’arrive a trailer le probleme
qu’en choisissant des coordonnées qui donnent pour une variable la
i'égion ou V est constant, et pour une autre celle out la dérivée est
nulle. :

De 1a résulte la difficulté beaucoup plus grande des problémes
dans lesquels la ligne de démarcation physique entre les deux con-
ditions superficiclles différentes n’cst pas en méme temps une ligne
d’intersection de deux surfaces géométriques distinctes sous un angle

fini, droit de préférence.

110. — Kirchholf a traité ce probléme particulier en adoptant sur
I'électrode la méme distribution de densité que celle qui donnerait
sur un disque plat seul dans un milicu indéfini un potentiel constant;
cette distribution est connue en électrostatique et I'on a :

) I

b étant le rayon dun disque ; ce n’est qu’une approximalion, mais Kir.

chhoff a admis qu'on pourrait s'en

contenter si l'électrode détait sulffi- —,

samment petite. -
Si & est assez petit 'pour. quon . a !

puisse regarder J(A,r) comme cons- ‘ -
tant et égal par suite & J(3.0) &
Pintérieur du cercle électrode, on aura '

N a a
(23) JIar)erdr = J(240) J ardr

n
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104 PROPAGATION DE L’ELEGTRICITE
a . . (1
) 1
JIGar)ardr = - j amrdr

’

I
m

I étant Vintensité totale du courant.
L’expression de V sera alors

—1 5 (&M — e ™))
( V=g > )AL
{24) imat ) ¢ + 7\,,(e7‘"h +e— )\,,h) [J()\na)Ja s

Ceci s’applique au cas out 'on fail arriver le courant dans un élec-
trolyte par une électrode a la Wollaston. ' ’

'

114. — Toutelois on ne peut avoir une représentation exacte des
phénoménes qu'asséz loin de Vélectrode car il y a toujours pour les
coefficients un rang » A partir duquel il faudrait prendre la formule
exacte. Il reste dans le voisinage immédiat de I'électrode une région
que I'on ne peut déterminer avec précision ; quelle est son étendue ?

Les termes mal déterminés sont ceux ot J(2,7) varie beaucoup a
la surface de 1'électrode. On a -par exemple J,(Ar) = 0,5 pour
Ar==1,52; sile rayon b de I’électrode est 0,1 a, J, variera de 1 &
0,5 dans 'étenddc de l'électrode des la 5° racine (A, @ = 16, 5);
sile rayon b = 0,01 @, cola Warrivera qu’a partir de la 48° racine
(Mg @ = 151). '

112. — D’autre part 'influence de la distance a 1'électrode infer-

vient par le facteur X ‘

M —_—
.

e —_

Si on prend I'électrode comme origine ce qui revient & changer 5 en
(3’ — &), ce facteur se réduit au terme

e—-);::.- ,
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Or les valeurs o, = A,a varient de la fagon suivante

@, = 3,83,

%= 7,01,

4, = 10,02,

a, = 13,3, .
«, = 16,5,

a; == 19,6.,

Les accroissements sont sensiblement égaux & = dés les premiers
termes et les « sont sensiblement de la forme

)\na=nn+g-

En particulier si 'on prend
on a

4
Or la 7° racine étant sensiblement égale a 23 il suffira pour avoir cette
valeur 1—2 que nous nous placions & une distance & de 'ordre du ;’3

du rayon «; a partir de 13, Vinflucnce des termes éloignés sera trés
petite.

113. Rés}stance du cylindre. — Examinons maintenant quelle
est, dans le probléme général, la résistance du cylindre considéré : on
ne peut pas la définir entre les bases qui ne sont pas nécessairement
4 un potentiel constant, mais on peut la définir entre deux surfaces
de niveau voisines des bases : supposons d’abord que nous prenions
celles qui passent par les points z = == & de l'axe ; ces surfaces de
niveau se confondront avec les bases si la distribution des densités est
conveqab'lement choisie ; sinon ce seront deux surfaces voisines de la
base, d’un c0té ou de l'autre.

Nous pouvons nous donner la densité sur la base sous la forme

S =),
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/ f(o-)zﬁrdr =1,

/]

avec la condition

I étant I'intensité totale du courant; /"(r) un coefficient de distribution.
C'est le quotient — \Tf qui définit la résistance entre la’base et lc cen-

tre : pour la surface équipotentielle qui passe par le point z =+ 7
le potentiel est le méme qu’au centre de la base ; or sur la base

~ (e)‘"h —_— )‘"h)J ()

:-I h -+ a \ e e g e e e ]-
fema® i ), (&M - e~ X,JL) [J()\,,a) :

Au ceutre,  esl nul, par suite J = 1, et la résistance est

ke — Mh
25) R =t et —em M) 4 -
(25) R, = Jrn? [h +a 2, 37‘”h + e~ Mk a7kn[v](l,,a)]2

444. — On aurait pu prendre la surface équipotentielle qui passe
par les bords de la base ; alors sur cette surface pour z = -+ % on
aura r = a, el

Ml — 7\,.71),
. 1 e -— e 1
(2()) B‘:! == m []l —+ a o (e)\"h + e~ )\nh) a)\nJ()\“/l)].

115. — Dans le cas particulier ot il y a au centre de la base une
petite électrode, cherchons ce que deviennent ces formules :

La premiére donne une valeur de R, qui est’inlinie, car sous le signe
M e— Al
3, le facteur ——————-— est trés peu inférieur & 'unité lorsque A%
™ e M

est grand, et s’en rapproche indéfiniment; et il en est de méme de
ak, [J (A.a) ]‘*‘ comme le montre 'expression limite donnée au chapitre
sur les fonctions de Bessel. Les termes de la série tendent donc &
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devenir tous égaux & 1 lorsque leur rang croit. Ainsi toute la vésis-
tance est alors localisée au voisinage de Vélectrode.

La seule formule qui puisse servir est la deuxiéme, relative & deux

-surfaces de niveau déja éloignées des électrodes : elle donne une
résistance qui dépend des dimensions du cylindre et de la perturbation
due a Vélectrode.

Si la longueur du cylindre n’est pas trés grande par rapport au
diametre de la base, le calcul sera pénible parée que les deux bases
ont une influence appréciable 'une sur Pautre et qu'il faut prendre
lous les termes. )

Si la longueur est égale & une vinglaine de [ois le diametre de la
base, les cocificients des termes importants au voisinage d'une base
ne dépendront pas de I'autre. Dans ce cas, on peut regarder la résis-
tance comme proportionnelle 3 une longueur fictive, égale & la
longueur vraie augmentée d’'un terme correctif proportionnel au
diamttre et dépendant de la surfacu’(le niveau choisie.

Quant  la séric sous le signe Z, elle est convergente grice & l'al-
ternance des signes et & la rapidité avee laquelle croit 2,a. Kirchhofl
a donné sa valeur numérique

Z = 0,38479.

On pourrait traiter le méme probléme dans le cas ou le courant
entre par une électrode circulairc sans épaisseur de rayon b; les
surfaces de niveau sont alors sensiblement des tores & section circu-
laire prés de Vélectrode. puisla section méridienne de la surface
prend la forme d'une lemniscate et finalement les surfaces de niveau
deviennent des plans.

Les cocflicients, A, ... A, s'obtiendronf encore d’une maniére
simple ; il suffira de remplacer J(h,0) qui était égal & 1 par J(A,b)
dans ’équation (23)\.
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QUELQUES PROPRIETES DE LA FONCTION J, DE BESSEL (')

416. — L’équation 2 laguelle satisfont les fonctions J, de Bessel

(1) ﬂ—i—-l"iJ——i-J“o
wt | wox -

peut étre satisfaite par- une série ordonnée suivant les puissances
positives paires de '

(2) T=A, + A2® + A" + o+ Aja™ 4 L.

Pour en calculer les coefficients, formons les deux dérivées

% =2A,2 + ... + 2nA s o+ (2n 4+ 2)An @ Ht -
21 ‘
= 2A, +2n(2n — DA T - (an+ 2)(2n-+1)A, 4 et

et portons les dans I'équation (1).
En égalant les termes de degré », on a la relation entre les coeffi-
cients consécutifs : '

(3 o Ap + Ay p(on +2) =0
.(l) Pour une étude d’ensemble des foncLio‘ns de Bessel, voir :
GraY Axp Marrews. — Treatise on Bessel Funclions (Macmillan).

Riemaxn-Weser. — Partielle Differential-Gleichungen, 4o édit. (Wieweg)
1900, en particulier t. I, ch, vin et ¢, II, ch. 1v,
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. d!oﬁ t
A.
A, A
A‘2=‘—'(4—1§“‘+(2_40)2

Ces termes ont des signes alternés ; leurs dénominateurs croissent
vile et la convergence est rapide, ce qui permet d’employer la séric
commodément quand x n’est pas trop grand.

‘A, cst arbitraire, nous le prendrons égal & 1 et nous aurons

w‘z w’* . n
(4) J0=1—;'2—)2+~'.—— ..... +(—1)n'*—‘£_——‘—3‘2+‘

Jo mest pas I'intégrale générale puisque, méme en prenant A,J,, il
n’y a qu’une constante arbitraire, et que I'équation est du deuxiéme
ordre.

)
1447. — Cette intégrale particulizre J, est, pour nous, la plus im-

portante. Cherchons les racines de ’équalion J, = o, en admettant
qu'il y en ait. Nous savons 3 I'avance que s'il y a des racines :

a) elles seront paires ;

b) il n’y en aura pas qui soient imaginaires pures; car, pour de
telles valeurs, tous les termes de la série sont positifs ;

c¢)iln’y a pas non plus de racines imaginaires complexes; en
effet, soit une telle racine A .

')‘l —_ -} pl.
Comme les coefficients de tous les termes sont réels,

)

hy = & — Bi
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serait aussi une racine et en substituant A » et 2, dans J, on aurail

des résultats de la forme

J,=U0+4+Vi
J,=U—YVi
de sorte que » = 1 sera racine de J, et de J,. ’
D’auntre [part, nous avons obtenu (n° 106) I’équation sunivante
(éq. 18) ol a, Ay, A, sont arbitraires,

4

(/3
(15— 12|+ o=y [ s =o.
. o

2 o
o

3

Prenons a =1, J, et J, sont nuls & cette limite; la premiére
parenthése est nulle aux deux limites.
En outre, de
A2 =a? — B2 + 2afi
At ==a? — B — aupi,
on tire
)\]2 —_— )\22 e AU.ﬁl.;
on a aussi

3T, =12+ Ve,

11 resterait donc

I

4aBe (0% 4+ V¥)dr = o.

v

Cette intégrale ne peut élre nulle, donc il n'y a pas de racines
imaginaires conjuguées.

Les racines sont donc toules réelles. ,

On arvive, de la méme fagon, aux mémes conclusions pour les dé-
rivées d'ordre quelconcque de J.

d) Il n'y a pas de racines doubles en effet, s 11 ¥y en avait une, ),
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11
elle serait commune & J el & sa dérivée ol ; orona (éq. 20,n° 107)

_azr[J(Mr)]edr = [71? g (;{)2 + kii[l(km)]?g ]“_

En falsant re=a=1,1 et

S annuleralcnt le second membre
serait nul et on devrait avoir '

1

2 JQ7) Pdrr = 0.

ce qui est impossible ; il 7'y a pas de racines doubles. Il en est de
méme pour toutes les dérivées de J

'

118. — Enlin il reste & montrer qu’il y a bien des racines : nous.
ferons la transformation suivante destinée a faire disparaitre la dé-
-

rivée = du premier membre de V'équation différentielle
!

w=JVa
au‘ -] 1
V% J

—vz23 aiJ Lol 4 ‘
ax? 2t TV ow 4V

!

'

En substitnant dans 1’équation (1) multipliée par v/, on trouve

!

(5)

ol

b -+ u<1 - i 0> ='0.

Rappelons en passant que loutes les équations linéaires du second
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ordre peuvent étre débarrassées de la dérivée premiére de Ia fonc-
{ion; silon a

%y
° ax?

d
p Pl +py=o

’

Dos Py» P, 6tant des fonctions quelconques de @ ; en posant

1

21 g

u=ye" J 2p,

I’équation se raméne &

2w hpypy — 2pop — Pt + 2pipy
PV -+ = 4;002 P u=o0.

Si  représente le temps el y le déplacement, ce type d’équation
peul sappliquer & un grand nombre de problémes physiques dans
lesquels on étudie le mouvement de corps matériels ou élecirisés
pour lesquels la masse p,, la résistance du milieu p, et 1a réaction
élastique p, ne sont fonclions que du lemps.

119. — Nous allons montrer en suivant la marche indiquée par
.M. Kneser, que 1'équation
[ azu s

W+pu=o

dans laquelle p est loujours positil, a toutes ses inlégrales oscil-
lantes (). '

Considérons 1'équation auxiliaire :

- ¥z
(6) s HeE =0, :

(1) Kngsur, — Math. Ann., bt XLII, 18g2. Voir aussi un‘ ancien Mémoire de
Srurm, — Journ, Liouv., t, 1, 1336,
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" ¢ étant encore une fonction de x, et comparons « et z pour les mémes
valeurs de . On a

a%u 2z
ox?

. et en intégrant entre des limites quelconques « et g

;
B
(7) [z E—u :—f;]a +f (p — oJusdz = o.
1

120. — Considérons le cas particulier ol p = o, ¢’est & dire ot I'on
prend deux intégrales différentes de la méme équation (5). Supposons
qu’il existe sur oz ()fig. 16) deux points « et 8 qui soient deux ra-
cines consécutives d'ure des intégrales w, I'égquation (7) se réduit &

(z ?afc,)p_ (zg—;ga=o.

Si nous sommes sirs que « n'est pas infini dans I'intervalle «8, =

a des signes différents en ces deux points, car « a passé nécessaire-
ment par un maximum ou un minimum entre les deux.

L’équation exprime que la quantité z :—;‘ a le méme signe en «

2u " . .
et B; comme 3z 2 changé de signe, z en a changé aussi et, & moins

que z ne soit nul pour « et B, auquel cas cette fonction serait iden-
tique & u, = aura une racine entre « et 8. On montrerait de méme
qu’il y a une racine de « entre deux racines de z.

Ainsi 8'il y a une intégrale qui posséde une succession de racines
distinctes, toutes leé autres auront aussi une suite de racines inter-
calées entre celles de la premiére intégrale.

124. — Considérous le cas oit p et o sont différents, Supposons
. _ 8
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/ J . .

qu'on puisse trouver une fonclion o telle que, dans l'intervalle de
deux racines consécutives de u, (p — o) ne soit jamais positif,

p—a < o.
Nous aurons cette fois :
\ g :
(8) z;«%)ﬂ - zm(\z%f)Ol -+ (p — cluzdx = o.

)

Supposons que dans cet intervalle («8), ot u garde toujours le

méme signe, -+ par exemple,

e 'z z ne s'annule pas non plus et
5 I/T'T\ ‘ ) i
_— s0it par exemple toujours po-

-~

o sitif. On a alors C

3, >0, zp>o;

d'autre part, on a
ou oUu
<5§>a > % <550>p< o

La somme des deux premiers termes de P'équation (8) est donc né-
gative; comme tous les termes de Yintégrale sont aussi nfégatifs
I'équation {8) ne peut pas étre satislaite : il en résulte que 2 ne i?eut
pas &tre positif dans tout V'intervalle «8. Il ne peut pas étre non plus
négatif dans tout cet intervalle pour la méme raison ; il doit par suite
changer de signe entre « et f. Donc si Von connait une équation
auxiliaire (6), telle qu’on ait p — ¢ < o dans tout un intervalle com-
pris entre deux racines consécutives de u, il y a une racine de z au
moins entre les deux racines de u. ‘

Inversement, si on a une équation auxiliaire telle qu'on ait
(e — o) > o dans tout un intervalle entre deux racines de s, il ya
une racine de % au moins entre les deux racines de z.

122. — En particulier, si on connait pour ¢ une limite finie et p o
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sitive n? & laquelle p reste toujours supérieur quand  croit constam-
ment, on pourra prendre ¢ —— n? et considérer 1'équation

o’z
ou?

+nlz =0

donf l'intégrale est

.

z = A cos nz -+ B sin nzx.

Enire deux racines conséculives de z, il y aura, d’aprds ce qui
précéde, au moins une racine de u.

- 8i, & partir d’une valeur suffisamment grande de «, p est toujours
plus petit que (n -+ ¢)?, ¢ étant positif, considérons 1'équation -

. 2%

W—i—(n—l—s)?w:o,

dont I'intégrale générale est

w = C cos (n + &)z + Dsin (n + )z

entre deux racines de u, il y a toujours une racine au moing de w.
- Choisissons les constantes A, B, C, D, de manidre que 2 == £ soit
racine & la fois de z cf de w et qu'il n’y ait pas de racine de w dans

* 10 . T
I'intervalle trés petit entre € +- pr

etE—l—%, il ne peut pas y

avoir plus d’'une racine de « entre § et § -+ h%—? , etil y en a tou-

f : '

jours au moins une cntre £ et § 4 % .
Il résulte de 1a que, pour des valcurs suffisamment grandes de @,

. : . . T
il y a une racine et une scule dans chaque intervalle po

123. — Pour l’équation de Bessel, la limite est » = 1. Pour de
trés grandes valeurs de x, les racines finissent par se succéder avec
un écart 7 I'une de 'autre, et on peut prendre Pexpression apprcché

-__Acosax +Bsinw,

(9) J= \/‘E.
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,

Comment faut-il déterminer A et B pour que les grandes racines
coincident avec cclles de Pintégrale particuliere J, qui se réduit a
Punité pour 2 = 0? Cetle question est trés pénible 3 traiter et nous
en donnerons seulement le résultat :

Pour que la valeur limite soit celle qui correspond & la valeur 1 &
I'origine, il faut prendre

de sorte que la valeur limite de l'expression de J, dont nous avons
le développement en séric est

Le calcul numérique montre que, dés la premitre racine, c’est-
a-dire pour @ = 2 environ, cette expression représente J, a moins
de -153 .

Dés le premier maximum, la valeur de «J? relative 3 ce maximum
est égale, au centidme pres, & la valeur conslante que prend ce pro-
duit pour les maximum éloignés.

Remarquons enfin que cetle intégrale J, n'est pas celle qui con—
vient pour I'extérieur d’un cylindre, car le produit #J, qui représente
Ie [lux de force & travers une circonférence de rayon proportionnel
A z, devient infini en méme temps que @ et le flux de force croitrait
indéfiniment avec la distance & I'axe.
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424. — Le probléme général de la propagation des variations de
potentiel électrique dans les conducteurs est trés difficilement abor-
dable ; mais il se simplifie lorsque le conducteur principal est un fil
trés long, entouré de trés prés par un autre conducteur au potentiel
zéro, qui sépare le il de tout autre systéme électrisé; 1'ensemble
du fil et de son enveloppe conductrice, uniforme sur des longueurs
de plusieurs milliers dg fois leurs dimensions transversales, est alors
soumis seulement & des influences locales, et n’est exposé a aucune
action directe des parties lointaines du circuit. Cet ensembls, fil et
son enveloppe conductrice séparés par un isolant solide, qui porte le
nom de « cdble » se comporte comme ayant une capacitd électro-
statique déterminée; c’est ce qu'a admis lord Kelvin dans ses Gtudes
théoriques sur les cibles, dis 1855, au début méme de cette indus-
trie, études qui ont eu une si capitale importance pour le développe-
ment de la télégraphie transatlantique. '

Nous commencerons par justificr cette vue au moyen de considé-
rations empruntées & M. Vaschy (1888), qui montrent que Yapproxi-
mation obtenue est certainement meilleure encore que ne Iindique
une vue rapide du probléme.\ l

125. — Considérons done un état dans lequel g peut étre consi-

déré comme uniforme sur une longueur considérable x du fil.
Dans le tube isolant, les équations du probléme sont

‘V:‘.-—Aa:
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\

sur la surface du fil conducteur, de rayon R, ; surla surface exté-
rieure de l'isolant, de rayon R,, qui est la surface intérieure de ’ar- .
mature

V =o0;

et entre les deux cylindres concentriques

AV = o.

On satisfait aux deux derniéres conditions en prenant
/ ‘

:-_——Bxlogi:—, 1
e}

.
z

et & la premicre en déterminant B par I'équation

, —Ax:Bxlog%,
2

ce qui donne

.
log & ,
’ V=—Ax R2 .
log R—;
126. Forme des surfaces de niveau. — Pour = o, V est

nul quel que soit r ; la surface de niveau va normalement du cible
4 larmature extérieure. :
Les autres surfaces sont données par

r te
.’E].Og——r:C y B

K,

N

elles ont comme méridiennes les courbes indiquées sur la figure 17;
qui toutes se rapprochent de I'armature extérieure & laquelle elles
sont asymptotes.
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Cherchons sous quel angle. elles coupent le fil conducteur : on a &'
la surface du fil conducteur

vV
(%_.—A
oV__ Az 1
or — . R R,

Pangle « que fait la tangente afla courbe avec la direction de I'axe
est donné par ’

"V R,
ta;it—@—_Ri_lgg_IE
g Tde T oV T xz

or

Cette tcm gente est infinie pour @ = o0 et décroit avec une extréme

i

rapidité : car le facteur 11‘ devient trés v1te excessivement petit ;
par exemple, avec R, égal & 3 fois R,, co qui donne log ~‘ = 1,09

la tangente est de méme ordre de grandeur que B—, pour un fl].
d’un millimétre de diamétre, Pangle « n’est déja plus que d’une on
deux minutes & un métre de distance de Porigine

B_lz_l__

x 200

Les surfaces de niveau partent donc tangentiellement au conduc-
teur 3 une fraction de degré prés. Ce sont sensiblement des cylindres

»
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paralléles & la fois & 'enveloppe et au cdble comme dans le cas d’un
cylindre en équilibre électrique au milieu du cylindre qui I'entoure.

427. Capacité.— Dans ces conditions on peut s’attendre & ce qu'’il
devienne légitime d’introduire la notion de capacité par unité de
longueur, qui était absurde pour un fil placé dans un isolant de
grande étendue. En effet la densité & la surface est

oV
ey = — =0
en supposant le pouvoir inducteur spécifique de I'isolant égal & 1.

On peut écrire

La quantité d’électricité par unité de longueur au point d’abeisse
est ‘
Az . =V

20? log %-: 2Q? log E—;

anRyp =

Iy a une relation de proportionnalité entre la charge et le poten-
tiel, cé qui permet de délinir une capacité par la relation

Y G,

C=—Tfp=2Ct

2Q* log R, o

C’est précisément celle que I'on trouve en électrostatique.

Un point & remarquer c’est que cetle valeur est applicable tout le
long du cable, y compris le point ou le potentiel est égal & celui de
'enveloppe et oli 1a surface du niveau est une section droite.

128 — Done, dis que le potentiel est devenu linéaire sur des

long ueurs trés grandes par rapport au diamdtre, Ypetlt par

i

1 9V
rapport a H ax » ous pouvons introduire la capamté electrostathue

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VI, — CABLES. ETAT VARIABLE 121

et nous en servir dans tous nos raisonnements; les tout premiers
instants sont ainsi seuls exclus. En généralisant le résultat du rai-
sonnement de M. Vaschy, nous prendrons pour capacité, celle
du probléme d’équilibre correspondant méme quand le fil sera
" excentré. ) | .
L’ensemble des équations du champ extérieur au fil se résume dés
lors dans I'équation de charge superiicielle :

D oV
as T ot’

1
i

il n’y a pas de fuites ; en éliminant ¢ entre cette équation et I'équa-
tion tirée de la loi d’0Ohm
'V

LY
— == — fm}?
d$ os%?

Y'équation de propagation de I'électricité dans le cible est :

éY__ </{nR2> 32V.
at G/ a%

129. Fuites. —- La notion de fuites, si confuse dans le probleme
général, quand il s’agit d'échanges ‘mal définis entre le conducteur
et I'isolant qui I'entoure, fait place, pour les cAbles, & une notion
beaucoup plus simple, celle de courants dérivés allant, & travers I'iso-
lant imparfait, du fil conducteur 3 l’enveloppe qui lui fait face. Dans
I’état permanent, et méme dans V'état variable, si lisolant n'absorbe
pas D'électricité, la densité électrique dans Visolant, méme parcourn
" par le courant dérivé est nulle, et le probléme de la distribution du
potentiel reste le méme que précédemment; la notioy'l de capacité
subsiste, et de plus, d’aprés les considérations générales du n° 86 le
courant du fil 2 I'enveloppe est égale & £'C,V, en appelaht toujours
C, la capacité géométrique par unité de longueur du fil dans son enve-
loppe et %' la conductibilité de l'isolant,

'
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La perte d’intensité par unité de longucur dansle fil, — gﬁ, fournit

maintenant i la variation de charge de la surfdace du fil, C g}], et au

courant dérivé & travers l'isolant £'C,V, ce qui donne

%= C 7 + /c’C oY,
.08
ou, en employant les unités électromagnétiques de mesure, comme
, nous le ferons toujours var la suite
oo K

Tas TG U

o —I— GV

var
Q?* est le carré de la vitesse de la lumiére dans le vide; K est le
pouvoir inducteur spécifique de I'isolant par rapport an vide.

4130. — L’équation du potenticl le long du fil devient alors, en
éliminant ¢, entre cetle équation et celle de la loi A’Ohm

K

2
fen By as2 = °at

l;’C(,V

Les propriétés de l'isolant sont malheureusement encore plus com-
pliquées que celles que nous traduisons en lui attribuant un pouvoir
inducteur K et une conductibilité %4’ ; mais I'étude expérimentalc de
Pabsorption électrique par I'isolant n’ayant encore révélé aucune loi
susceptible d’expression mathématique, nous ne pouvons nullement
en tenir compte dans la théorie. '

L’équation :

> V K ~ 2V

() ke S5 = 0 Co 5+ KOGV

est la méme équation différentielle, qu’Ohm avait obtenue. Mais
les coefficients ’0Ohm avaient une s1gmf1cat10n toute dlfferente de
ceux-ci.

Ici g, Ce est un coefficient de charge superficielle ; tandis que le
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coelficient correspondant d’Ohm était un coefficient de charge iaar
unité de volume, correspondant & une propriété hypothétique du mé-
tal au lieu d'une propriété géométrique, dans laquelle n’intervient
que K, pouvoir inducteur spécifique du milieu extérieur.

- 431. — Pour fout phénomene défini par des équations différen-
tielles linéaireé, l'influence de 1’état initial et celle d'une modification
locale peuvent &tre étudiées séparément ; 'addition des'deux solu—
tions convenables, 'une avec modifications locales imposées en fone-
tion du temps, l'autre avec un état 1n1L1a1 simple, fourmt la solution -
pour le cas général. .

Nous pouvons done distinguer deux cas types :

1° Etat initial donné en x; loi du retour a I'équilibre.

2° Ltat initial d’équilibre : modification locale donnée en fonctlon
du temps ; loi dela propagation. ‘ .

(est ce second probleéme, qui dans le cas des chbles .est 1o plus
important. '

Ecrivons I'équation sous la forme

a%v aVv
(2) L e

i Teprésente la conductibilité du chble krR?;
o, celle de l'isolant A'C, ;

"7, est la capacité du cAble ; s C,-

0z

:132. Solutions simples. — Etudions d’abord les solutions sim-
ples de la forme -
. V — Ae axX + pt

« ot B satisfont & I'équation

\ X“2 = Yg -+ ©,
d’oll ‘

. ‘ - . ,‘ o “ '(7.2—"
(3) p=rt
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La vitesse de propagation correspondant & cette solution est

1° Supposons « réel, f et w le sonf aussi et P'expression pré-
cédente montre que la vitesse w est réelle; elle croit avec la con-
ductibilité du cible ; elle dépend de la valeur de « c'est-i-dire de
la forme de la courbe exponentielle au temps o ; elle varie en sens
inverse de la capacité y.

2° Examinons le cas plus général ot « et B sont des imaginaires
quelconques ; soient '

w==o, o+ day,  Be==B, + if,
L’équation (3) devient

. 2
@) B, + 1By = 49"——_;”—3 + EYX 4,24,

" 433. — Cas particuliers : La disparition de éfat troubls est pro-
" gressive sans oscillation, si 8, est nul, ce qui exige que I'une des deux
quantités a, ou a; soit nulle aussi; cela arrive si V'état initial dé-
veloppé dans le sens des « est purement exponentiel (2, == 0) ou
§'il est purement oscillatoire (2, = o).
- (@) @, = o. Examinons d’abord ce dernier cas. Quelle que soit la
période en longueur, la solution est donc toujours de la forme

AU -
5) V=24e"7"" "7 ‘cos .

L’amortissement comprend deux termes :

e
Le premier e Y ¢ dépend du rapport des fuites & la capacité, et il
est indépendant de la longueur d’onde.
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a2

Lt f

Le deuxiéme terme e v = dépend de cette période par «, et du
rapport de la conductibilité du fil & la capacité. -

L’amplitude décroit sur place sans qu’ily ait de propagation.

b) ¢, = 0, @; <C o Etat exponentiel, applicable & un cable limité
du coté négatif : \ : .

¢ A2t ’
VeAe "% T 5y T %

Cet état n'est décroissant en fonction du temps que si 'on a

la décroissance du potentiel en 2 ne doit pas étre trop rapide, pour
qu'il y ait décroissance dans le temps ; la limite de décroissance en
x est d’autant plus voisine de V'uniformité que les fuites sont plus

faibles. Pour ,
m=_¢% | x

I’état est indépendant du temps.

134. — ¢) Supposons maintenant le phénoméne purement pério-
dique en fonction du temps (obtenu par exemple par un entretien en
un point déterminé du fil).

Nous aurons ‘

et par suite

d’ou

(6)
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La solution devient
V—A —'1‘\/ + a2 +z(<1;x+t “2\/(P+Ot) );

en choisissant le signe du radical de facon & avoir un phénomeéne
s’amortissant du coté positif ; en prenant la pariie réelle et en choi-
sissant convenablement I'origine du temps

e $+ 2 )
(7) V=Ae \/7» " cos?az[w—?%t\/§+ag2]§.

A un instant donné l'amplitude est représentée en fonction de

Pespace par une courbe périodique amortie dont les nceuds se trans-

- portent, quoique 'amplitude en chaque point ne dépende pas du
temps. La vitesse de propagation des nceuds

w = 2% *P_‘_%’
1 L

dépend de tout ce qui caractérise le cible et I'oscillation. Elle croit

\J/ N

r

Fig. i8

avec la conductibilité du cable, décroit quand la capacité al']gmel.lte';'
croit quand «, augmente, donc quand la longueur d'onde diminue.
Enfin elle croit avec ¢, c'est-d-dire quand les fuiles augmentent.

Remarquons que sil’on augmente indéfiniment la longueur d’onde
(2, = o) la vitesse de prcpagatlon tend vers. une valeur limite mini-

mum, - \/ oy, différente de. zéro quand il y a des fultes
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138. — d) Enfin, considérons le cas général oli le mouvement en
"un point est périodique et amorti :

v

— —L a2 — a2 e ?—,
pl Y ( 1 2 ) ,Y
20, X,
pﬂ = ‘__;_2; : *
la solution sous la forme réelle est

(®) o V=Aem T Biteos (a7 + B

Dans ce cas, il y a plusieurs vitesses de propagation & distinguer
suivant la nature du phénoméne observé.
S1° Si nous observons les passages du polentiel par zéro, le cosinus
nous donnera pour vitesse des nocuds

2a
_ & on — =%,
oy Y
Cette vitesse de propagation est en raison inverse de la capacité et
proportionnelle & «, .c’est-d~dire & 'amortissement de la distribution”
en longueur ; elle est indépendante de la longueur d’onde. |

2° L'amplitude Ae™ %% — Bit se propage avec une vitesse diflérente
de la précédente,

&:z<%_°f£>+_<?,
Ty %
qui dépend de toutes les qualités du cable, de 'amortissement et de
Ia longueur d’'onde.

-3° L’intensité du courant est

a2V - - . ;
—hm = A T M p{t [“1 08 (g2 —+ Byt) ~+ a, sin (a,z ~+ Bgt)],
ses nceuds ot son amplitude se propagent comme: cenx du potentiel.
En résumé, il v’y a pas, dans les cibles, de vitesse de propagation
déterminée indépendante des circonstances; mais on peut créer des
séries d’états qui se propagent avec unc vitesse uniforme.

4136. Formation d'une intégrale plus générale. — Revenons”
a la forme de solution simple donnée par I'équation (3) ; en effacant

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



128 ’ PROPAGATION DE L'ELECTRICITE

- Iindice devenu inutile et laissant arbitraire Forigine nous pouvons
1a mettre sous la forme
-2, = yo? t . .
(9) V=e v'e Y (Acosax -+ Bsinaz).

En ajoutant une infinité de solulions simples de cette forme nous
aurons une série ou une intégrale de Fourier permettant de repré-
genter un état initial arbitraire. Les solutions indiquées par Fourier,
a propos de la chaleur, sont les plus intéressantes (*).

Si nous avons un fil indéfini du coté des = positifs nous pourrons
dans le calcul le considérer comme indc’fini’dqps les deux sens, en
prenant & gauche un état initial résultant de celut qu'on s’est donné
3 droite ; en particulier si I'état initial est représenté & droibespar
une fonction impaire il faudra prendre, pour — 2, la méme valeur

* initiale que pour —+- @, changée de signe.

“437. — Un des premiers cas étudiés par Fourier est le suivant : &
Pinstant initial on établit un potentiel uniforme (température de Fou-
rier) égal & 1, sur une portion de longueur égale & 1 A partir de
I'origine; partout ailleurs le potentiel est nul.

La fonction qui donne cet état initial est

0
sin 2

da.

4 [

(10) V—_—; oS a4

T

La source qui entretient ce potentiel constant, élant subitement
enlevée, il se produit une diffusion progressive représentée par

® 2
2y — X sin «
X e CcOo8 ax pa dd,

o

(11) Y;—=—f-te

On remarquera que, par suite de la présence de l'exponenticlle,
sous le signe [, la discontinuité ne se conserve pas.

3

438. — On doit & Laplace (Journ. Ec. Polyt. XV* Cahier) une
forme d'intégrale qui met en évidence 1'état initial.

(1) Fourien — Thdorie de la chalewr. Ch, 1x n 347, 348.
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Partons de l'intégrale connue

4 o
f .e_qadq_—,\/;.
—_—

Cette intégrale étant prise de — o & -+ o« nous pourrons rem-
placer ¢ par ¢ -+ =, © étant une constante, sans changer la valeur de
I'intégrale ’

4 © ) +t ® | ’
f e <q+‘°>2dq=ﬁ:/ o= M=y
—_ -0

< ne dépend pas de ¢, nous pouvons donc écrire :

+ @
(12) f L e P gy — ey,
p—_eY '

D'autre part la forme générale de la solution simple est :

' B¢
V = Ae*® + Bt
avec

on peut écrire :

Posons :

2
6a t =13,

d’aprés ce qui précéde, on pourra écrire,

q e ]
?"temwt:;/"i_e"%“rwf ' e‘q*,-wf\/? dgq
‘ - .
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N

Ajoutons maintenant un nombre quelconque de solutipns de ce
genre, les A ef les « dtant différents, nous aurons :

I

L]
)

\

gt ot _
vt [ Saalen/A)

qui se réduit pour t =o0a

. + @« . ’
emg [ oS- (5]

439. — Sans nous inquiéter pour le moment des caracleres gé-
néraux de cette fonction, nous sommes bien certains qu’elle esl ar-
bitraire dans. une large mesure; et nous pouvons y mettre cn
évidence létat initial : en effet sid 1'époque ¢ == o nous avons
comme condition initiale : L. o

(14) YA =TF(z) .

F étant une fonction connue de Yespace z, la fonction entre crochets
sous le signe f , est |

eV

Nous obtenons donc I'expression

. ' ¢y T -
15 V=27 &= 25(— g fl‘)dq
= 1
—

ol I'état initial est bien mis en évidence.
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Remarquoi;s qu'a Dintégrale (15) relative & un état variable -
. quelconque nous f)ouvons ajouter une solution indépendante du
temps représentant un état permanent.

440. — Le cas le plus intéressant pour I'étude de la propagation
dans les cAbles, est celui oi1, dans I'élat initial, le polentiel est nul
partout, sauf & l'origine, olt nous le prenons égal & 1 et ou il garde
constamment cette valeur. ‘ ? ‘ ‘

Pour 2 == o nous devons & toute époque avoir V = 1.

Au bout d'un’ temps infini la solution correspondant 3 état
permanent vers lequel on tend, est ' '

’ _ V::Ie'_lm‘l\/i; o Y

nous prenons | z | Aparce que nous admettons que le cible est symé- .
“trique par rapport & l'origine. L’état initial est représenté par la fonc-
tion
/E,

F(=) -%e_lx] 7

.ce qui nous conduit a prendre, dans U'intégrale

A

+ -
e —g W g, _'x\/_«e-
(16) V= —= e F(2—2¢q 5 dg +e X

Vr
o0 5
| : - ‘\/E
si  est positif- Fiz)=—e 4
. . E - —_ §. o
si @ est négatif Fy(z) = —e \/X "

/

Sous le signe /" il faudra remplacer F (x — 29 \/ 7%}) par

L, (oc —__—-\z‘q \/D—SD etpar T, (x ‘..- éq \/%f),
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‘1a variable étant g, le changement dela fonction F,  la fonction F, se
produit pour . ’ ‘
=2\ /1
=3 AT

11 faudra done écrire V'intégrale, en séparant les deux parties

VR,
e

Y ,1+ oD ’ 1 - ‘ ,}_2
— g2 - ¥ ( - .-_) .
. +/ e ¢ e F \/X ® " \/ ¥ dq.
f 2V 1t
" 141. — Mettons en évidence, dans ces ihtégrales, les termes

R N 41

elles s’écrivent ;

| W JE, (/)
la premiére -—fe‘{ Vi®e <q \/7> dq
o e e, @\
la seconde +fe '/,"i"VXxe <q+\/*r/ dq.

Prenons comme variables respectivement

\

fe= g = dans la premiére,
. { v N . ’

E=gq+ \/ i;-f dans la seconde,

\

et faisons sortir du signe d'intégration les facteurs indépendants de
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ces quantités; nous aurons ﬁnalement

WE-VE

o .

i 2

—e / e % di,
_—0

At @

+e7+\/// e
' VetV

I

1

Portons dans. 1’equat10n {(16) cette valeur de lintégrale qui y
. ligure; il v1ent '

\/xc «{ N + _I i _

L : %v%+l%J

142. — Cette solution satisfait bien aux conditions géné-

=16l

rales :
1° -Pour ¢ = o et « fini, les deux intégrales sont nulles et

on a bien 'la distribution qui correspond & l'état permanent du

cable. ' ‘ ’
29 Pour ¢t = o et @ ;= 0, la seconde intégrale est nulle; la premiére

égale & /= ; il en résulte que V est nul. o
3° Enfin pour =0 et & une époque queloonque, les deux inté-
grales sont égales et se detrulsent et il reste seulement le dernier

) terme, égal A 1'unité.

4143. Discussion.— L’équation préeédente est difficile & discuter, "
et comme dans la pratique on cherche & diminuer les fuites le plus
possible, c’est le cas ou elles sont nulles qui a fait l’ob]et prmcnpal
des recherches de Lord Kelvin ; falaOIlS donc

cp_—_-o.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



134 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

Posons

. ¢ A
(18) ‘3(E)=\/—l;’\/’je_ i3

\

Cette fonction & est bien connue ; on en a dressé des tables nu-
meériques (voir Tables de Houeél). L’équation (17) devient alors

r— 1 —ag (2 /L
(19) N=1—126§ <2 )’.t>'

Dans le cas ot il n’y a pas de fuile, le potenticl ne dépend que de la
variable

. {\/Y.
2 Zt’

il est facile de voir sur I'équation différenticlle méme, par de
simples considérations d’homogénéité, que lorsque

h=o,

c’est bien 1a la variable essentielle du probléme. La capacité et la
conductibilité n’interviennent donc que par leur rapport.

144. — Le temps au bout duquel Ic potentiel en un point & °
atteint une fraction déterminée du potenticl & lorigine varic comnme
le carré de cette distance «. Ce résultat extrémement important, énoncé
‘par Lord Kelvin au moment des grands projets de communication
par cdble avec I’Amérique, n’a pas été admis du premier coup; les
électriciens n’étaient familiers qu'avec l'idée simple d'une vitesse de
propagation, c'est-a-dire d'une durée de propagation proportionnelle
4 la distance.

. En particulier un ingénieur des télégraphes anglais, Whitehouse,
publia en 1856 les résultats d'une série d’expériences qui infirmaient
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la loi de Lord Kelvin ; il trouvait en effet pour le retard.d l'arrivée
les durées indiquées ci-dessous :

Longueur du clble . Retard & T'arrivée

8 milles fw~*"s } 08,08
© 166 =2 X 83 0,14
2469 =3 X 8 0,36 '
498 =6 x 83 , 0,79
535 . T 0 4
1020 T 42

Les nombres obtenus sont irréguliers, cependant semblent plutét
correspondre & une loi linéaire.

Lord Kelvin répliqua en faisant remarquer que les conditions de
Pexpérience n’étaient pas celles que suppose la théorie : Whitehouse
en effet maintenait le contact du cable avec la source pendant une
durée limitée et notait non une fraction déterminée du potentiel ini-
tial mais I'apparition du signal qui manifestait le courant; dans ce
cas la théorie est i)eaucoup moins simplé. o '

145. Emission de durée limitée.— L'expression de V que nous
avons donnée suppose que, le cble étant d’abord au poténtiel 0, on
met un bout en communication avec une source dont le potentiel
varie suivant une loi déterminée en fonction du temps alors V est
de la forme '

V= (t’x)
¢ étant complé A partir du moment ou I'on établit le contact.
Si au lieu d’étre établi & l’ongme du temps, le contact est établi

au temps t, on a. .
Q V=f[t—t, w]

Etablissons d’abord le contact au temps o avec une source & po-
tentiel constant, puis supprimons-le au temps < et rétablissons la
communication avec le sol; la solution est évidemment donnee
pour les époques postemeures 4 t, par

\ V:f(t,o;)—f[t——t,-”]y'

)

en prenant pour f le second _memﬁre de I’équation (17).
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Si un potentiel trés élevé V,, est maintenu pendant un temps trés
court, on aura

‘

V=o)L

. d . S s
nous pouvons prendre simplement )—{ pour représenter le potentiel 3
¢

tonte la distance.

. 446. — Les courbes correspondant & ces divers cas ont été pu-
bliées par Lord Kelvin, dans
Vet une correspondance avec

Stokes,ol I’on retrouve tout
; le détail de cette discussion.
o t Portons en abcisses les

temps et en ordonnées les

potentiels : si on supprime
Fig. 19 le contact aprés un certain
temps <, il faut & partir
de cet instant reteancher des ordonnées de la courbe primitive, celles
de la méme courbe avancée de = comme Yindique la figure 19.

Pour tracer les différentes courbes, Lord Kelvin a pris une unité

-de temps particuliére o, arbitraire,

— P 1og (4) 1.
a= log ( .;) 3
1 a tracé une série de courbes pour lesquelles le contact était sup-

primé au bout des temps.
V-1

a, 2a, 3a,... 74, ‘ Fig.20

[N

cette unité a est telle' que, Ol ‘ 7
pendant ce temps, le poten-

tiel subisse un accroissement égal & —- de sa valeur maximum. Au
8

bout de 2« il aura atfeint ;- ; de 3a, = et enfin au bout de 7a, .
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Il a tracé aussi la courbe correspondant a un contact trés court
avec une batterie puissante, telle que le produit (Vz) du potentiel V
de la source par la durée = du contact est égal 3 1. ,

" La courbe (fig. 20) a le méme aspect mais monte plus rapide-
ment que dans les cas précédents.

4147. — Si la longueur du cible varie, il faut, pour avoir la méme
courbe, que la durée du contact soit proportionnelle & (a) c’'est-a-
dire au carré de la longueur; or, dans les expériences- citées plus
haut, Whitehouse parait avoir établi le contact pendant la méme
durée, quelle que Iat la longueur; dans ce cas on peut frouver, en ,
se servant des courbes, le temps au bout duquel arrive le potentiel
maximum d’aprés la théorie :

Longueur des cdbles en
milles marins . . . . 150 300 6ou 1 200 2 4oo

1° Durée de contact extrémement courte

mais avec une batterie puissante :

Epoques d'arrivée . ', . 0%0164 09,0656 o0s,2620  1%04g0  4%1960

20 Durée de contact : 1 seconde

Epoques d’arrivée. . . . 18 18 18,104 1870 4%53

30 Durée du contact : 16 secondes

Epoques d’arrivée . . . 165 168 166 163 178,49

L’allure des nombres change complétement d'un cas & lautre.
L’arrivée du maximum retarde énormément 3 mesure que la durée
du contact augmente.

L’arrivée d'une fraction déterminée du maximum se fait toujours
au bout d’un temps fini qui atteint une valeur limite pour chaque
cible. Le tableau suivant indique pour un cible la valeur de ce
temps (fraction %’ du maximum) pour une durée déterminée du con-
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tact et pour les autres la valcur limite et la durée du contact pour
laquelle on atteint cette valeur, '

Durée

du contact Epoque d'arrivée des 2 du maximum pur les eAbles de

en secordes 4

150 milles 300 milles 6oo milles 2 400 milles
o 0%011 | .
1/3 0%,0378 -
2/3 » 08,151
8 » » 08,604
Contact B}
permanent » » » 9*,664

Ces tableaux montrent qu'il y a place pour toute une variété de lois
apparentes du temps que met & arriver une fraction déterminée du
maximum. Or, ¢’est une fraction du maximum, d’ailleurs assez mal
déterminée, dépendant de la sensibilité des appareils récepteurs, que
I'on observe lorsqu’on note le début de la déviation, il n’y a rien
d’absurde & ce que, dans un cas particulier, Whitehouse ait pu trou-
ver une proportionnafité grossiére de ce temps 2 la longueur.

148. — Cette discussion montra péremptoirement que, pour con-
server la méme durée de propagation, il faut changer, 7—{' dans le méme
rapport que z2.

Or y est proportionnel & la section du fil et v dépend de log %; si
1

. R ' . . :
on laisse E’ constant, y est constant et y varie comme lec carré de R, ;
* 1

dong il faut faire varier R; dans le méme rapport que la longueur ;
c'est ainsi que Lord Kelvin conscilla de fabriquer le premier cible
transatlantique par rapport aux petits cables déja connus.

Cette proposition donna méme lieu & une méprise assez amusante,
et qui montre bien la difficulté qu'éprouvent souvent les praticiens
et les Lhéoriciens & se bien comprendre : au licu de prendre un seul

- gros fil central, Lord Kelvin avait proposé de former ce conducteur
au moyen d'un groupe de fils fins tressés ensemble, ce qui conserve
au cable une flexibilité plus grande et diminue heaucoup les chances
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de rupture intérieure. M. Whitchouse, ayant cru comprendre
I’énoncé, mais n’ayant pas du tout compris la théorie, crut poﬁvoir
contrdler la théorie de lord Kelvin en employant trois fils couverts
- séparément de gutta, et placés cote a cote! Il obtint naturellement
. des résultats imprévus, dont lord Kelvin n’eut pas grand peine &
indiquer l'origine,

149. — -Leé durées de propagdtionr calculées par Lord Kelvin
dans les tableaux précédents se rapportent & un cible hypothétique.
Un des cAbles les -plus longs qui avaient été posés & cette époque
(1856) était celui de Varna & Balaklava, d’une longueur de foo milles.
Mais il avait été employé, sitot achevé, et on avait fait peu de
mesures techniques ; or il était nécessaire de calculer pour ce cible
les coelficients de 1'équalion; les capacités étaient bien connues par

. des mesures électrostatiques (Lord Kelvin prenait 2 comme pouvoir
inducteur spécifique de la gutta-percha); mais dans notre équation
enlre.k, la conductibilité connue seulement en unités électijomagné—-
tiques. Le passage d’'un systéme & Yautre était impossible & cetle

' époque et Lord Kelvin indique & Stokes & ce propos, quil a Vinten-
tion de mesurer le rapport des unités (Q?); quelques mois aprés
paraissent les expériences de Weber et Kohlrausch qui déterminent
ce rapport et Lord Kelvin en tire aussitot parti : dans le cble de la

. mer Noire la durée théorique de propagation du maximum, pour un
contact de durée trds courte est o%,117; il en déduit que pour un
cible de 2 4oo milles cette durde serait de 45,2 et il en conclut la ra-
pidité de transmission des signaux & travers I'Allantique, qu'il sera
possible datteindre au moyen des appareils qu'’il avait.déja‘ ima-
ginés, et qui sont encore aujourd’hui parmi les plus sirs pour les
transimissions lointaines.

150. Potentiel variable a l'origine. — V= f§).

L'intégrale (19) ’
v=i—as(y/1)

\

qui donne, & partir de I'état neutre, l'effet d'un contact prolongé
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depuis ¢ = o avec unc source au potentiel 1, permet de former faci-
lement la solution du nouveau probléeme.

Une variation aa—‘:" dr du potentiel 41'origine, produite a1'époque -,

ajoute & V'efiet de la diffusion de ’état qui régnait & cette époque -,

ol - v |

si I'état neutre régnait & ’époque o, nous aurons & 1'époque ¢

t
(20) Ve / 4 d‘[‘ - 8<% \/ﬂ%—?ﬂ

é_[ui coﬁtient la variable ¢, & la fois sous le signe d’intéaration et en
limite de Iintégrale, tant que le potentxel al'origine n’est pas devenu

une variation

constant.
En un point quelconque, V’intensité du courant est :

V a/‘ _— _‘?_2_7_
. s - 7 —
(21) 1 == — 7 / = _\_/,{—; \/X_(t._i_—_:-)— o } X(t ‘E) d-:

en tenant compte de I'expression (18) de la fonction 8.
4154. Débit donné a l'origine. — Si nous dérivons D'intégrale

(19), par rapport & , hous obtenons une nouvelle intégrale, 1'équa-
tion différentielle étant linéaire : g .

(22) / =a%l:1 — 28(?\/?>:|—— = I (; Zyg

Le potentiel initial dans I'intégrale {19) était nul partout, sauf pour
@ == 0; il en est de méme pour l'intégrale obtenue en dérivant par
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rapport & . Quant au potentiel & l'origine, il passe brusquement,
pour ¢ = o, de zéro & l'infini, pour décroitre ensuite suivant la loi

- T
V, = \/ﬂ .

L’intensité du courant

est égale, en vertu de I'équation difiérentielle 3 laquelle satisfait la
parenthése, & .

(23) e'—-—-—Y(ﬁ

et la quantité totale qui a traversé la section z, de 0 & i, est

SO

A Yorigine, en particulier, nous savons donc que la quantité totale
émise passe brusquement de o & — y & l'origine du temps, et reste
ensuite constante. La solution {22) nous donne donc Veffet de la
transmission instantanée d'une quantité — v d’électricité, l'origine
du fil z = o restant ensuite isolée. '

Une émission de courant suivant la loi

~

donnera donc un potentiel

22y
— 4X(t——- %) .
V, Y\/ﬁ/ ()\/)dt—'r ¢

Ainsi sont complétement résolus les cas plus importants au point -
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de vue pratique, ceux ot l'on se donne la force électromotrice ou »
Yintensité du courant & l'origine.
Depuis les premiers mémoires de Lord Kelvin, l’etude des mémes
" problémes a été poursuivie par les ingénieurs des télégraphes, en
tenant compte des fuites. On trouvera un résumé des résultats
obtenus dans le 2° volume du Traité d’électricité de M. Vaschy.

4152. — Une des questions que Lord Kelvin a examinées est celle
de l'influence que peuvent avoir I'un sur Vautre plusieurs fils dlstmcts
placés & Vintérieur du méme céble. Si I'on veut envoyer dans une
ligne plusieurs dépeches 4 la fois, faudra-t-il prendre plusieurs °

" cAbles ou dans le méme cAble plusieﬁrs fils isolés 'un de Yautre ? Ce

" dernier cas est de beaucoup préférable au point de vue économique,
mais au début Lord Kelvin ne croyait pas qu’il fut possible d’assurer
suffisamment I'indépendance des fils pour éviter des perturbations;
nous nous contenterons de poser la question et d’indiquer la forme
des solutions. -

Supposons que nous ayons deux fils seulement, de conductibilité
%1 €t x : 'un sur une trés grande étendue est au potentiel Vy, 'autre
au potentiel V,. L’excés d'électricilé qui entre sur celle qui sort est :

2%V,

pour le premier cible Y4 )x”

pour le deuxiéme cAble 1, aaV

C'est cette quantité d’électricité qui sert & les charger 'un par
rapport & l'autre et A l'armature ; nous admettrons que la notion
de capacité subsiste encore avec la méme valeur qu’en électrosta- ’
tique. Or, on sait que 'on a

[

M, = v,V v1,(Vy — V)
M, = v,V, + T1a(Va — V).
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Nous aurons par suite ici

\

2V a2V >
X ‘a“xﬁi =Y '51 -+ Y12 y! (Vi ==V,
(1) - . . Y
'V, 2V, 3
: Xe 372 {2 “a“t'g + T2 55 (V, — V) )

'

Pour intégrer ce systéme d’équations aux dérivées partielles, mul-
tiplions les équations par des constantes a, et @, et ajoutons ; il vient
N , \_ d -
(2) Py (ua,Vy “Jf"'/{nagv?) =t [(Ylal + Yty T12®)Vy -+

-

(1225 + 1150, ""Ymaa)vzj'

On pourra, de deux fagons différentes, déterminer a, et a, de facon
4 avoir la méme fonction dans les deux membres : il suffit de poser -

’

(3) Xy —_ KaTs __: K
1181 Y128y — Y12%3 “(2?2 = Yia%2 — Y12%

ce qui donnera une équation du second degré en y; aux deux ra-
cines correspondront des équations de la forme

v

v % __ o
ax? ot

g% ou
an? at

équations semblables & celle que nous avons déja intégrée et ol «’
et «’ sont des combinaisons lindaires de V, et V,; nous n’aurons
plus qu’d combiner les intégrales générales de ' et «' pour trouver
I'expression de V, et celle de V,,.

153, — Sﬁpposons, pour simplilier, ies deux cables identiques et
semblablement placés ; alors / o '

Yt == Ao ==, Y =Yy =1
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En ajoutant et retranchant les équations (1) nous aurons : -

a2 ' 2 '
Y Gy (V4 +V2):Y£(V1+V2)

22 > b
X Py (Va - Va) =9 Y (Vx - Vz) + Tie o—i(vl _Vﬂ)'

(4)

Nous aurons des solutions de la forme

o v, +V2=5(t, o, ﬁ)

V,——-Va=9’<t, x, —& )
Y+ Tia
154. — Supposons que le fil (2) étant toujours en communication
avec le sol aux deux bouts, nous établissions le contact du fil y & °
I'origine avec une pile et que nous maintenions ce contact : il sulfira
dans les équations (5) de prendre la méme fonction (19) pour & et
g' . en effet 3 'origine,

V¢ + V, prend la valeur 1 pour ¢ = o et la conscrve,
V, — V, prend la valeur 1 pour ¢ = o et la conserve.

Par suite V, prend & Vorigine la valeur 1 et Ja conserve, V, garde
toujours la valeur o. On a done :

1 X lg({._ %L
V"—ig<?>+2g<~r+m)’

—Llg(ty _tg(._X _
V2—2g<'¥) 25(7 +Ym)'

Pour que I'indépendance des deux fils soit suffisamment assurée
il faut évidemment que y -+ y,, différe peu de y; c’est-3-dire que
la capacité v,, d’un fil par rapport & 'autre soit négligeable devant
sa capacité y par rapport & I'armature.

On voit, pour ainsi dire intuitivement, qu'il faut pour cela que
Yangle sous lequel un fil est vu du centre de l'autre soit une petite

fraction de I'angle 2= sous lequel on voit de ce point 'enveloppe elle-
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méme ; cette condition est {acile 4 réaliser en éloignant suffisamment
les fils I'un de 'autre.,

15%. — Dans toute cette théorie des cibles nous avons, avec Lord
Kelvin, regardé le phénomene de charge du cible comme étant le
- phénoméne capital; c'est ce qu’avait clairement établi Faraday ()
par ses observations de 1854 dans la Tamise, quelques mois avant

le début des recherches de Lord Kelvin, provoquées par unc lettre

de Stokes du 16 Octobre 1854. On pourrait se demander maintenant
dans quelle mesure il est raisonnable de supposer que 'armature se
maintient au potentiel zéro, tout en se chargeant & sa surface inté-
rieure autant que le fil lui-méme. La légitimité de cette hypothése
provient évidemment de ce que l'armature est en communication
directe avec I’eau de mer qui 'entoure, qui par son étendue indéfinie
oppose une résistance incomparablement moindre aux courants que
le fil fin de cuivre. Dans un mémoire de 1877 (%), Kirchhoff a amorcé
cette étude ; considérant le conducteur cylindrique, Visolant annulaire
et la mer indéfinie tout autour, Kirchhoff a formé les solutions simples
de la forme

V= [AJ, (imr) -+ BY, (imr) ] e® + ¥

qui contiennent pour l'isolant annulaire les deux fonctions de Bessel
J,, et Y, qui est nulle & Vinfini, mais senlement 'une d’elles, J, dans
le cuivre, et Y, dans I'ean. ,

Les quatre coefficients A, B, et Ia valeur numérique de m qui
correspond A une valeur donnée de 0, sont déterminées par les
quatre équations de continuité aux deux surfaces de séparation :

(1) On electric Induction — Associated cases of current and static effects —
Proc. R, I. 1854. (Exp., Res. III. 506.) — On subterraneous Electro-Telegraph
Wires. — (Ph. M. 1854) (Exp. Res. 521). — Faraday renvoie & un article de
W. Siemens. (Ann. Ch. XXIX p. 398) qui avait observé d2s 1850 les mémes
faits que Latimer Clarck et Faraday en 1854. )

Further observations on associated cases, 'in electric Induction, of Current
and static effects, — (Ph. M. 1855) (Exp. Res. III, 575).

(2) Zur Theorie der Béwegung der Electricitit in unterseeischen und unterir-
dischen Telegraphendrithten, — Monatsber, Ak. Berlin et Abh. L p. 182.

10
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continuilé du potentiel, continuité du courant. L’équation en m
résultant de I'élimination des coefficients A, B, est naturellement
intraitable dans sa généralité ; Kirchhoff se borne & montrer que
si 0 est assez petit on retombe sur la solution connue. Il n’y aurait
naturellement rien & tirer de la combinaison des solutions simples
de Kirchhoft, dans le cas général, & moins d'un travail de discussion
numérique considérable, et qui semble hors de proportion avec le
résultat & obtenir.
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‘CHAMP ELECTROSTATIQUE DES COURANTS

156. Courants permanents. — Les lois d’0hm fournissent des
renseignements complets sur la distribution des courants per/manents
a I'intérieur des conducteurs et sur la distribution des potentiels tant
A lintérieur qu'a la surface ; mais clles ne fournissent aucune indi-
cation sur le champ électrostatique qui les environne et, en 'absence
d’exemples traités d’'une maniére compléie, on en est réduit & quel-
ques vues insuffisamment justifiées. Conimengons donc par poser le'
probléme électrostatique & résoudre. '

Etant donnée, par les lois d’Ohm. la distribution permanente
des potentiels & la surface des conducteurs parcourus par les cou-
rants, et les potentiels ou les charges des conducleurs isolés, trou-
ver le champ électrique dans Uisolant homogéne qui les entoure el,
par conséquent, la distribution des densités superficielles sur tous
les conducteurs. '

. 457. — Le probléme se partagera, comme en électrostatique, en
plusieurs autres : . ~ , '

1° Le circuit est parcouru par le courant, fous les autres conduc-
teurs sont au sol. ‘
20Le circuit; est tout entier au potentiel zéro — (fiction mathéma-
tique irréalisable, 4 moins de séparer par des coupures infiniment
minces chacjue partie homogéne de ses voisines et de la mettre en
communication avec un conducteur isolé de méme nature infiniment
grand et infiniment éloigné); — les autres conducteurs soht aux:
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potentiels donnés, ou chargés de masses connues, exces des masses
données sur les masses induites dans le premier probléme.
Ce second probléme est purement électrostatique.
Les densités superficielles tout le long du circuit s’obtiennent en
. ajoutant les densités réelles du premier probléme aux densités in-
duites sur un conducteur homogéne de méme forme gue le circuit
dans le second probléme. Dans I'élat permanent comwe dans I'état
d’équilibre,’ la composante normale interne de la force électrique est
nulle & la surface libre, de sorle que la densité superficielle est
entidrement définie par la composanle normale de la force dans
Pisolant.

458. — Le¢ premier probléme ecst immédialement résoluble par
l’cmploi‘de la fonction de Green, lorsqu’on connait celle qui con-
vient & la forme ct & la position des conducteurs en présence.

Le potentiel V est donné, constant ou variable, continu ou discon-
tinu, & la surface des conducteurs isolés et du circuit. Il doit é&tre
fini et continu dans fout I'isolant, nul & Vinfini, si le champ est illi-
mité.

Lorsque.la fonction de Green est connue sous forme finie, comme
pour la sphére, Ie potentiel V qu’clle fournit se présente sous forme
d’une intégrale définie. On peut donc donner sous cette forme, pour
Ia sphere, le champ résultant d’'un nombre quelconque de points ou

- dec lignes doubles superficicls on de feuillets internes, faisant fonc~
tion de pile & la surface ou dansla masse, — pourvu qu"on sache
traiter le probléme de distribution de courants correspondant.

Méme dans ce cas olt la fonction de Green est des plus simples, si

Y'on veut étudier 'ensemble du chamyp, I'emploi du développement
en fonctions sphériques sera préférable.
_ Dans le seul cas qui corresponde vraiment & un circuit, celui du
tore, la fonction de Green se présente sous forme d’un développe-
ment en série de fonctions spéciales & cetle forme de corps, et fournit
le moyen le plus rapide de former les coefficients de la série analogue
pour le probléme actuel.
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Mais la discussion sans calculs numériques étendus reste généra-
lement peu abordable et trés incompléte.

159. — Contentons-nous donc de quelques indications.

Pour un iil cylindrique parcouru par un courant permanent et
éloigné de tout autre conducteur, I'indétermination est complate ; on
s’en rend compte facilement. Le courant et la 1ésistance du fil par
unité de longueur étant finis, le potentiel est infini positif 4 un bout,
infini négatif & l'autro bout, et comme d’ailleurs il faut que le cou-
rant se ferme, le potentiel est indéterminé & grande distance. Il est
done absolument impossible de rien dire sur la forme des surfaces
de niveau autour du lil. La supposilion d’une distribution' isotrope
autour de V'axe, qui’permet quelquefois d'achever la détermination
de problémes analogues, n’est ici d’aucun usage. A l'extérieur, les

" surfaces de nivean peuvent étre des plans normaux & Yaxe, (densité
nolle) des surfaces aboutissanl foutes sous le méme angle (densité
constante) ou sous des angles variables quelconcues au conducteur,
tout cela dépend de la maniére dont le circuit se ferme au loin, et il
est aussi raisonnable de parler de densités croissantes au rebours du
potentiel que de linverse. On ne sort de cette indétermination que
si lo fil est entouré d’assez prés par une enveloppe conductrice en
communication avec le sol, qui lui donne une capacité déterminée
par unité de longueur, lorsqu’elle se maintient 3 distance constanle
du {fil, comme nous l'avons vu A propos des cdbles. '

460. — De méme, au voisinage immédiat d’une surface de contact
de dcux métaux, la loi des potentiels 'électrostatiques que produirait la
couche double scule, est tres différentede la loi de variation linéaire
yui est due au passage du courant, en sorte que la production de
celle-ci exige la présence de densités superficielles compensatrices le
long du fil ; on peut se faire une idée de leur importance de la ma-
niére suivante. Le champ de la couche double AA/ (fig. 21) seule est
identique au champ d’un feuillet magnétique de méme forme et de
méme puissance ; la distribution des forces est celle que les
épectres magnétiques nous ont rendue si familiére; la ligne de force

t
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parfant d'un point de la surface positive contourne le bord A de la
couche double et vient aboutir au méme point sur la face négative.

Les surfaces de niveau, qui sont orthogonales aux lignes de force,
viennent toutes se couper le long du contour AA’ de la couche double,
puisque les potentiels de ces surfaces sont tous compris entre les po-
tentiels extrémes de la couche double. ‘

Ainsi, prés du contour de la couche double, ou les surfaces de ni~
veau sont infiniment voisines, la force
due au champ de la couche double
seule devient infinie. De quelque ma-
niére que parte la surface du conduc-
teur, elle coupe normalement les lignes
de force de la couche double.

Or, dans I’élat permanent, la sur-

face du conducteur est, non pas nor-
male, mais tangente aux lignes de
R .Fig. 21 ‘ force intérieures. Pour compenser ces
forces dues au champ de la couche
double seule, forces dont la composante normale croit indéfiniment
en approchant du contour A’, il est bien évident qu'il faut mettre
sur la surface libre des fils une distribution de densités superficielles
qui croisse elle aussi indéfiniment en approchant du contour ; cette
distribution, compensatrice pour U'intérieur du conducteur, est évi-
demment de méme signe que la partie de la couche a laquelle
elle se rattache. Ainsi, soit dans 1'état d’équilibre, soit dans I'état
de courant permanent, il y a sur une zbne d’ailleurs peu étendue &
. partir de la ligne de contact des deux métaux, une distribution de
densités superficielles induites par la couche double, qui font suite
aux deux nappes de celle-ci, et deviennent infinics comme elle le
long de la ligne de contact. '
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CHAMP ELECTROSTATIQUE PARTICULIER

1641. — Il est intéressant de traiter rigoureusement quelques pro-
bleémes particuliers. Prenons d’abord pour circuit un eylindre circu-
laire d’épaisseur uniforme trés petite et supposons la pile E localisée le
long d’une génératrice. ’ .

Soit P sa projection sur une section droite; choisissons ce point
pour origine des coordonnées.

Dans le cylindre, & 1'état permanent, on a

, Es
(1) V==

[

s étant I'arc compté sur la section

droife & partir du point P’ opposé ( w P
a P (lig. 22).

Soit M le point qui correspond. Fig.22 ~ '
a la valeur s de l'are et 0 I'angle
du rayon vecteur PM avec I'axe des z ; la condition (1) devient

' 0
(2) ) Vl == E ;'E .

462. — Occupons-nous maintenant de I'espace isolant intérienr.
Le potentiel V, doit étre continu dans tout Vintérieur; satisfaire 3
l’equatlon de Laplace,

2%y, + 'V,

ax? 2y®

et prendre la valeur (2), le long de la circonférence.

[y
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La solution rendue évidente par le choix des coordonnées est
‘ ' ( __E0 _E 1
(3) Vo =g E arc tg IT_—l—_x
Les surfaces équipotentielles sont donc les plans qui passent par la
génératrice P. Au point M la densité superficielle 1 est reliée 3 la

force électrique normale / par la formule connue

Calculons £ : c'est la projeclion, sur le rayon, de la dérivée du po-
tentiel suivant la normale, cette nornale élant ici MP’. On a par suite

W _E(_ B

on  Maon = PM 2nR cos 0
La force f est alors

./ oV E
[ = Proj. (—- a—n—> = it tg 0
on a par suite
E
' = —5R tg 6.

La densité est nulle au point P’ oit nous avons supposé le potentiel
nul ; elle croit jusqu’au voisinage de la pile, 0 = g, ol elle devient

infiniment grande.

*463. — A lextérieur du cylindre, le potehtiel doit satisfaire &
une condition de plus ; il doit étre nul a I'infini. Pour avoir les sur-
faces de niveau rappelons-nous la propriété suivante :

Quand on a un systéme de surfaces de niveau, une transformation
par rayons-vecteurs réciproques par rapport & un centre gquelconque
donne un antre systéme de surfaces de niveau.

Ici, faisons la transformation dans le plan de la section ; en pre-
nant pour centre le centre du cercle et pour puissance le carré du
rayon : de sorte que le cercle lui-méme n’est pas modifié. Les cordes
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intérieures seront transformés en la partie extérieure de leurs cercles
correspondants. Les surfaces de niveau extérieures sont donc des
portions de cylindres circulaires passant par P et O et coupant le
‘circuit sous le méme angle que ’
les plans de niveau intérieurs
qu'ils continuent. . '

Remarquons que la condition
énoncée au début V nula linfini

cst bien satisfaite, puisque le

‘plan de potentiel o qui est PP’

passe par le centre,
L’expression de V, est

E Ry

Vy = 7 arclg ﬁ;‘—_l—".;:?:__y"'

N

Fig. 23 -

La distribution linaire du potentiel le long du circuit n’a pas pour
conséquence une distribution linéaire des densités ; au contraire elle
entraine néeessairement l'existence de densités trés grandes au voisi-
nage dela pile, conformément aux indications générales du chapitre
précédent. Dans ce cas trés simple, malgré la symétrie parfaite d'un
circuit circulaire, la capacité par unité d’arc s, n’a pas de sens dans
I'état permanent. '

La figure 23 est trés différente de celle que contiennent tous les
traités a propos du théoréme de Poynting.

4164. — Occupons-nous maintenant de I'état variable, et formons
d’abord I'équation du circuit, avec I'angle au centre « comme va-
riable.

R étant le rayon moyen ; l’intensigé du courant est

ke oV,

1 == o =

TR e .
Considérons le petit élément de longueur -Rda ; ce qui gaccumule

dans cette portion du cylindre est I'excés de ce qui entre, sur ce qui
sort :
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Cette quantité d’électricité sert & accroitre la densité sur les denx
faces : or sur la face intérieure la denxsité est, en supposant 1’épais-
seur e négligeable

— 1 (?XO) — <_1_ °V0>
de\on) - \jx ar/r=n.

~ la normale » étant dirigée vers le centre. -
A Vextérieur

Nous aurons donc

Ros (2‘& as%’)

2§12V, 12V,
ot {dmar " fndr . _g
en désignant par Vet V, les potentiels intérieur et extérieur.”

165.— La condition & laqueile le potentiel du champ intérieur, et

celui du champ extérieur doivent satisfaire & la surface du circuit
étant la méme ‘

Vi=V,=YV, (r=R),

V, s'obtient par inversion de V, comme dans I'état permanent, et

Tona
av, 2V
(.16?2)1* = R,= - <%}£>r =R

Les équations sont done finalement pour l'intérieur

0 e
ét ala surface r =R~ ‘ .
‘ N Vo=V,

(5) | ke 2V, 5 1 2V,

RY o~ am alor
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+
- 166. — Rappelons maintenant une transiormation connue; on
consideére deux fonctions « et 8 de « et y qui fournissent un systéme
de coordonnées orthogonales et isothermes : c’est & dire telles que

Yon ait - :
' 3 +'a?cc — o
2z T ayt T
2% % o
ax® | ay?

et qu'en outre « et § soient orthogonales.
Alors si on prend a-et § comme variables au lieu de x et y, Véqua-
tion (4) devient 4 ‘
a°V | vV
forilins an‘ =0,
- Dans le cas actuel il est facile de voir que l'angle au centre = et la
quantité B == log » forment précisément un systéme orthogonal et
isotherme ! on a donc dans tout l'isolant

2V 8V
_ a2+ 5 og7)

(6)

Mettons aussi en évidence dans (3) la dérivée par rapport & log »;
nous aurons

(7) ke 'Vy 1 2 <i aV, >
/ R2 SF'ﬂZR‘bl r=1=R

on peut écrire encore cette équation

8 MV, _R_»/ aV, )
) s ol 3t (aro*g’?

Prenons pour V, une expression de I forme
{9) V0=f<oc,log'r'— m%t).

" : b .
C'est une fonction. de « et de log #; ¢ y intervient aussi, mais il
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n'intervient pas dans Téquation (5) de sorte que si la fonction
f (2, log r) satisfait & 6, il en est de méme de la fonction (9).
Nous aurons

AV _of ~
alogr ™ a3,
en posant
B, =logr — am lﬁ% ¢
et ensuite
2V Y oB_ - amke oY
atalogr ™ ofy af — R a3

En portant cette valeur dans I'’équation (8) on obtient I'équation
(6); tout se réduit donc A satisfaire & cette derniére équation : il
suffira de prendre une solution déji connue et de remplacer log
par

anke
log r '—-:'—R— i

167. — Or nous connaissons la solution

E, E y
v =_ 0 == arc tg iy
110US avons
y = e sin «

z=-¢e"cosa
et par suite

E ef sin «
= .. are te mp——m————
AL 708 Foosx + B

Faisons la substitution indiquée et nous avons pour le potentiel &
Pintérieur dans I'état variable

V, == arc tg
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ou

(10) ‘ V= E—alctg S —

168. — Reste A salisfaire aux conditions initiales; clest ce que
nous obtenons en combinant cette solution avec celle de V'état per-
manent (3) : '

(1) Vo=

Al

Yy
arc tg —

1

8l
+e
’e-\,;

2 + Re

Pour ¢ = o nous avons bien le régime permanent, car le second
terme devient nul.
Pour ¢t == ole potentiel est nul partout, sauf au point P; en ce

point on a, qﬁel que soit ¢, I—E d’un c6té du point P sur le cylindre;

— de Pautre coté, au total E.

La solution {(11) représente donc hien 1'état variable & llntérleur
A Dextérieur, Pinversion donne

p:

. Ry L Ry
\Ts =z arc tg m.— " arcig ke t'

Ra -+ (22 -+ y?)e

169. — Pour l'intérieur, la partie variable a méme forme que celle

de D’état permanent pour un cylindre de méme centre, dont le rayon
arke
t

Re-—’- K7 croftrait depuis R & l'origine du temps, jusqu’a une valeur
infinie, suivant une loi exponentielle.
Pour l'extérieur, cette méme partie variable est identique & la so-
lution permanente pour un cylindre de méme centre, dont le rayon
amke
Re B déeroitrait exponentiellement de R 2 o.
Dans 'un et Vautre cas, le point de discontinuité sur le cercle de
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diamétre variable, sort dés l'origine du temps, du domaine auyuel se
rapporte la solution. ) .

Les caractéres généraux de la solution se conservent dans toules
celles qu'on en peut déduire pour des cylindres minces compris
entre deux courbes isothermes voisines, « et « + da ().

v

() M. Bmutouw. — Champ électrostatique permanent et variable d'une
bobine parcourue par un courant électrique. — Ann. Ch. Ph., rgoa.
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INDUCTION

CHAPITRE PREMIER

EXPERIENCES FONDAMENTALES
INDUCTION DANS LES CIRCUITS FERMES IMMOBILES

470. Mémoires expérimentaux. — Faraday a découvert en
1831 les lois qualitatives de I'induction ; il a varié les circonstances de
production des courants induits, mais n’a fait qu’un petit nombre
de mesures d’ailleurs assez confuses; il ne parait avoir eu qu'une
connaissance grossiére des lois d’Ohm, car, dans un mémoire de -
1851, pour déterminer Vinfluence des dimensioﬁs du fil sur le cou-
rant induit, il le produit.dans des fils de méme masse, mais de divers
diametres, et naturellement il n’aboutit & rien de net QB
- La découverte de Faraday fut suivie en 1833 d’une série ‘d'expé-
riences fondamentales de Lenz (Mémoire lu & I’Académie des Scien-
‘ces de Saint-Pétershourg le 29 novembre : publié dans les Annale§
‘de Poggendorf en 1834). Lenz établit la loi célébre qui porte son
nom sur la relation entre le sens des courants induits et le sens des

- (1) Voir M; BruLous. Comparmson des coefflclents d’mducblon, I, NOtOS i
nales — Ann. Sc. Ec. Norm. Sup. 1882, ! ’
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actions mécaniques correspondantes. 1 fit la méme année sur l'in-
- duetion électromagnétique une série d’expériences capitales publiées
en 1835.

4171. Expériences de Lenz. — Le courant induit est produit
dans une bobine enroulée sur un cylindre de fer doux et dont la
résistance est celle qui donne le maximum de sensibililé an galva-
nomeétre employé : on approche ou on éloigne le cylindre de fer
doux d'un aimant permanent ; les limites du déplacement sont, une .
position lointaine quelconque, et le contact, car le champ croit trés
vite lorsque 'armature est trds prés des poles de sorte que sa posi-
tion n'est bien définie gquau contact. Lenz constata que les arra-
chements successifs i)roduisaient des effels identiques, sauf les
premiers, comme on pouvait s’y attendre, car on sait qu'ils dimi-
nuent la force portante. Il s’assura d’abord que les différents teurs
de fil jouaient le méme rile; les impulsions données au galvano-
métre 3 travers le méme nombre de tours de fils sont

présda pdlenord . . . . . ., . . . . .. 5,55
anmilien . . . . . . . .. . .. . ... 560
prés du pdlesud . . . . . . , - 5,55

11y a donc un maximum, tres peu marqué, au milieu ; c’est 12 que
Lenz place sa bobine. '

1° Influence du nombre de tours du fil. — Prenant une longeur
de 50 piedsd'un fil de o,m™0.4 de diamétt:e attaché aux deux bornes du
galvanomgtre, Lenz en enroula progressivement sur I'armature, 2,
4,-..20 tours ; les impulsions vari¢rent do 5° 39’ & 68°: en tenant compte
delaloid’action sur l'aiguille du galvanométre en fonction de 1'angle,
I'écart entre le calcul et I'observation n’atteignit pas en moyenne

; dégré et ne dépassa pas 1° pour 20 tours. L’hypothése faite dans

le calcul est donc exacte : il y a proportionnalité enire la force
électromotrice produile et le nombre de tours de fil.

2° Influence du diamétre du fil. — 4 spires de dix tours chacune,
faites avec quatre fils de diametres différents et de méme longueur,

’
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furent enroulées au milieu de Paimant. Les rapports des forces élec-
tromotrices produites dans chacune des trois premiéres spires a la
force électromotrice produite dans la quatriéme, furent respective-
ment :

y

1,003, 1,009, 1,01,

Done & moins de - (limile de la précision dans ces expériences),

la force électromotrice induite est indépendante du diaméire
du fil.

3° Influence de la nature du fil. — Les opinions a ce sujet étaient
trés diverses. Nobili et Antinori, avec des iils de cuivre, fer, anti-
moiue, biémuth, avaient (rouvé que P'intensité du courant décrois—
sait d’un fil & Iautre dans Fordre ci-dessus. Lenz remarque que cet
ordre est le méme que celui dés conductibilités décroissantes of, par
suite, que malgré ces résultats, la force électromotrice est ‘peut—étre
constante. Il constitue un circuit formé par deux spires de métaux
différents, enroulées sur un petit tube de carton, de fagon & pouvoir
les enfiler séparément sur V'armature ; la résistance du circuit ¢tait
constante et on pouvait comparer I'iuduction dans 'un des métaux
a Pinduction dans V'autre métal. II obtint pour le rapport des dévia-

tions :

' Du cuivre au fer. . . . . . . . 1,0033
» platine . . . . . . 0,99912
»' laiton . . ., . . . 0,9989

La valeur de la déviation pour le cuivre cst de 17° environ ; elle
est la méme & 1’ prés pour les autres métaux : la force électromo-
trice est donc indépendante de la nature du métal. »

En résumé, c'est & Lenz qu’on doit "cette notion fondamentale :
L’INDUCTION PRODUIT UNE FORCE ELECTROMOTRICE..

172. Mémoires théoriques. — Un certain nombre de lois
générales sur I'influence du nombre des spires, du sens de 1'enroule-
ment, etc., pouvaient étre regardées comme évidentes dés le débuf.

11
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Mais la loi élémcntaire de l'induction produite par le déplace-
ment relatif des circuits et des aimants parait avoir été découverte
par F. Neumann en 1845, comme conséquence de la loi de Lenz
(Mémoires présentés en 1845 et 1847 & 'Académie des Scicnces de
Berlin). L'induction par variation d’intensité, sans déplacement des
circuits, n’est obtenue qu’a 1'aide ’une hypothdse auxiliaire.

A la mémg époque (1846) parurent les premiers travaux théori-
ques de Weber, qui obtint & 1a fois la loi de I'action d'un courant |
sur un courant cl les lois de I'induction, en partant de cette idée
préconcue que le courant est dit au transport, en sens opposé, do
petites masses électriques positives ct négatives, dont Yaction mu-
tuelle dépend du mouvement. Choisissant cetle loi de facon & sa-
tislaire aux lois d'Ampére, sans expliquer d’ailleurs comment I'action
électrodynamique subie par les particules électriques se transmet
a la matiére du conducteur, Weber trouva aussi les lois de l'induc-
tion due au mouvement des circuits ; par la nature méme de son
hypothése, les lois de linduclion due an mouvement varié des
masses électriques, ¢'esl & dire aux variations des couranls, s’y trou-
virent aussi contenues. .

Le mode d’exposition I¢ plus connu est celui d’Helinhollz (1) ct de
W. Thomson (2), qui ont dédvit ces lois du principe général de la
conservation de I'énergic et des hypothises suivantes : la résislance
d'un {il est enlidrement définie par sa naturc ; Ja quantité de chaleur
dégagée par le couranl est égale & RI?, quelle que soit Vorigine du

courant. !

473. Circuits immobiles. — Ne devant nous occuper dans ces
lIecons que des circuits immobiles, nous laisserons cnticrement de
¢6té Pinduction par Ie mouvement, et nous étudierons directement
les lois de I'induction d'un circuit fermé sur nn autre, sans déplace -
ment-relatil, en nous appuyant sur les expériences de Felici.

.

(!) Uber die Erhaltung der Kraft. — Berlin, 1847.
(2) On the theory of eleetro-magnelic induction. — B, 4. R. 18{S. — On the
mcchanical theory of cleclrolysis, — PPh. M, 1851, °
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Les cxpériences que 1’on peut faire en induction sont moins com-
pletes que celles qui ¢tablissent les lois d’action mécanique de deux
circuits parce qu'on ne.peut pas isoler T'action sur un élément de
circuit, comme Ampere a réussi & le faire pour la force mécanique.

Rappelons qu'entre deux, circuits paralléles voisins, 1'établisse—
ment du courant dans I'un d’cux induit un courant de sens contraire

\

dans lautre.

174. Expériences de Felici (1852, Ann. de Physique el Chimie,
t. XXXIV). — Felici emploic unc bonne méthode de zéro. Il prend
un cylindre de bois d¢ diamétre uniforme, sur lequel sont enroulés
trois circuits distincts. Dans deux de ces
circuils passc le courant inducteur ; le troi-
sitme, placé entre les deux autres & 10 cen-
timatres de chacun d’cux, aboutit & un gal-
vanométre d'impulsion trés sensible. Le dia-
metre du cylindre est de 25 centimétres. On

reégle la distance des deux circuits 1 et 3 o
et le sens du courant inducteur, de fagon que leurs eficls sur le cir-
cuit 2 sc compensent; on note los posilions des circuits.

I. — L’expérience étant faite d’abord avec une seule spire, on
forme ensuile I'un des circuits inducleurs d’un laisceau de » fils fins
réunis 4 leurs deux extrémilds, mais bien isolés sur toute leur lon-
gueur et enroulés de facon & former une cordelette; 'intensité totale
¢ dans ce circuit est la méme que dans V'autre circuit qui n'a pas
changé. Dans ces condilions, la compensétion subsiste : done 7 spires
ou I'intensité passe de o0 3 % ont le méme effet qu’une spire ot I'in-
{ensité passe de 0 4 1.

Felici en conclut que Veffet d’une spire est proporiionnel & l'in-
tensilé du courant qui la (raverse; cela suppose yue l'effet d'unc
spire est indépendant de la présence des spires voisines. '

1. — La force électromotrice induite est indépendante des mé—-
taux dont sont formés les circuils tant induit qu'inducteur : méme
méthode de zéro en changeant la nature du fil du circuit 1. La
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compensation subsiste encore qhand on intervertit le rdle des cir-
cuits induit et inducteur.

III. — La force électromotrice induite est indépendante de la
section du fil : la compensation subsiste, en cllet, quelle que
soit la grosscur du circuit 3, pourvu quw’il ait le méme nombre de
spires.

475. IV. — Felici prenait cnsuite deux cylindres A et B portant
chacun deux circuits A, A,, B, B,. A, el B, sont associés ct forment
le circuit inducteur ; A, et B, for-
ment de méme le circuit induit. On
régle la distance des circuits de
facon que, chacun ne comportant
qu'une spire, il y ait compensa-
tion compléte; puis on met
spires en A et #en A, ; m' en B,
et n' en B, el on cherche quelle

condition il faut réaliser pour que la compensalion subsiste : on

trouve qu’elle est
mn = m'n'.

Donc toutes les spives exercent bien Uune sur Uauire le méme
effet.

V. Principe des courants sinueuxz. — On remplace une quel-
conque des spires A, A, par une spire sinucuse, mais gardant la
méme position moyenne, Véquilibre subsiste.

VI. Loi d’action en fonction de la distance. — Supposons l'un
des cylindres non plus égal & Vautre, mais 4 fois plus gros. Felici
dispose les circuits de telle fagon que les rapports des diamétres aux
distances des deux spires sur chaque cylindre aientla méme valeur.
Les deux systémes sont semblables ct le rapport de similitude est .
Si le nombre de spires est le méme dans les deux cylindres, la com-
pensation n'a plus lieu; il faul, pour l'obtenir, prendre % fois plus
grand le produit 7 des nombres de spires du pelit cylindre

mn = km'n'.
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Ainsi la force électromotrice induite dans des systémes sembla-
bles est proportionnelle & leur dimension linéaire. ’

.
176. — Félici a encore fait d'autres cxpériences pour comparer
Vefiet de la variation de Vintensité du courant inducteur & celui du
déplacement. Il a démontré le principe admis par Faraday que l'effet
est le méme quand Pintensité varie de o & ¢, ou quand on fransporte
le circuit & intensité constante ¢ de sa posilion actuelle & une position
dans laquelle la variation d’intensité ne produit plus d’effet. Il se
servait de trois roues de bois montées sur le méme
axe et portant unc rainure suivant un diamdtre.

Un fil est enroulé sur chaque roue comme'indique la
figure. Quand les rainures sont paralléles, il ya in- \ =,
duction par variation d’'intensité quand elles sont per- Fig 26 ’
pendiculaires, par'raison de symétrie, il n'yenapas.

Deux de ces roues fixes constituent le circuit inducteur ; la (roi-
sieme formant le circuit induit est mobile ; fermons le courant in-
ducteur quand la rainure de cette rouc est perpendiculaire aux deux
aulres : le galvanométre reste au repos , tournons rapidement de go® ’
la roue disposcée de facon & supprimer elle-méme le courant induc-
teur & la fin de sa course : nous obtenons daus le galvanométre
la superposition de deux effets dus I'un au mouvement relatif des
circuits, l'autre & la suppression du courant; lefiet trouvé est
nul (*).

C’est ce principe, admis & lilre d’hypothése, qui avait permis &
Neumann de rattacher les courants induits par variation d’intensité
4 ceux induits par variation de la position du circuit. ’

N .

~

477.— Il y a encore un poiut important & éclaircir : toutes les fois
que I'on fait une expérience au galvanométre, on constate que le cou-
rant induit par fermeture du circuit est égal au courant induit par ou-

4

(1) Le montage de Félici était plus compliqué et moins probant.
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. , N
verture. Les deux forces électromotrices tofales < ‘j Edt) sont égales :
cette idée a paru d'abord en contradiclion avec cette particularité
qu'on obtient facilement une étincelle dans 'induit a la fupture du
circuit inducteur ; tandis qu'il n’y en a pas & la fermeture. Silon
remarque qué le rapprochement dtait déjd fait entre la production
do I'étincelle et la force électromotrice, on comprend que Videntité
des forces électromotrices lotales n’ait pas paru évidente des le dé-
but : dans I'étincelle, ce n'est pas la force c¢lectromotrice totale qui
intervient, mais la force électromotrice mmaximum ; il suffit pour que
ces valeurs maximum soient inégales que 'un des phénomenes soit
plus rapide que l'autre : on est maitre dec la durée de la rupture
beaucoup mieux que de celle de la fermeture.

‘

4178. — C'est surtout dans les expériences d’induction d'un circuit
sur lui-méme qu'il était difficile de mettre en évidence cette égalitd
' des forces électromolrices a la ferme-
ture ou & la rupture du circuit.

Edlund (1849, Pogg. Aun. 77) a
monlré Uidenlilé des quanlités d'¢lec-
tricité mises en jeu dans ces deux cas.
Un des circuits d'un galvanomdétre
dilférentiel conlient une résistance in-

Fig.27 ductive L, lautre unc résistance non
inductive R. Les deux circuits en pa-
ralléle sont reliés aux deux poles d’unc pile; on régle la résistance
R de facon gue le galyanométre soit au zéro quand le courant passe 3
donc au moment de la fermeture du circuit il y aura dans le galva-
nométre, par le fait de I'extra-courant produit dans I, une impul-
sion qui mesurera la quantité d’électricilé. On aura de méme, 2
Iouverture du courant, une autre impulsion qui doit étre dgale & la
premitre : c’est ce qu’a vérilié Edlund.

4179. —— Enfin il reste 3 signaler unc série d’expériences purement
gualitatives, mais fort importantes, indiquées par Matteucci au début
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de son livre sur V'induction (!} : elles sont relatives & I'influence des

milicux intermédiaires. Quand, dans la méthode 0

de zéro de Félici, le systeme étant compensé, on 3
introduit, enlre les spires 2 et 3, une matiére
isolante & la place de Tair, la compensation sub-
siste. Si on interpose une masse mdétallique,
elle subsiste encore. ‘ _
De méme, prenant deux couples de spires et Fig. 28 ’
placanl I'un d’eux dans un champ magnétique
trés intense mais constant, la force électromo.tricc totale mise en

jeu n’est pas changée.

(1) Marrsucar, prof. & Pise. — Cours spéeial sur Uinduction, le magnétisme
de rotation et le diamagnétisme, Mallet-Bachelier, 1854.
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CHAPITRE II

INDUCTION DANS LES CIRCUITS FERMES IMMOBILES
THEORIE

180. — Nous pouvons nous représenter les phénomeénes d’'induc-
tion entre deux circuits immobiles comme provenant de l'aclion de
chaque élément ds du premier sur chaque élémenl ds' du second.
Soit E'ds ds' 1a force électromolrice que produit, sur ds’, la variation
d'intensité du courant de o & 7 dans ds, ces deux éléments Gtanl
considérés comme faisant partic de circuits fermés. La force élec-
tromotrice totale produite dans le second circuit est

E://\Is”dsds’.

Or d’aprés la loi des couranis sinueux nous pouvons remplacer
chaquc élément par ses projections sur les trois axes; la force élec-
tromolrice élémentaire est de la forme -

Ajdzedy + Aydady + Aydeds’
-+ B,dydz’ + B,dydy’ + B, dydz'
+ C,dzde’ + Cydzdy + Cydzdz'.

(1)

Prenons pour' axe des @ la droite qui joint les deux éléments;
pour plan des xz celui qui contient ds ; ce choix des axes fait dis-
paraitre tous les termes en dy.

D’autre part, il est évident que la force ¢lectromotrice induite dans
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ds' par ds, ne change pas quand la’ posilion relative des éléments ne’
change pas, le milieu intermédiaire étant supposé isotrope. Faisons
tourner les deux éléments de 180°
auntour de Ox; dz, dz' el dy' onl
changé de sigue, el, comme la force
électromotrice ne doil pas chan-
ger, les coefficients, A,, A, et C,
doivent étre nuls.

Enfin le plan «z est un plan de )
symétrie pour les effels produits par toute variation dans ds, donc
rien ne doit changer quand dy’ change de signe ; done G, doit &tre
nul. Il nous reste

E'dsds' = A dwde + Cydzds’,

1

qu’on peut écrire encore
B'dsds' = Adeda' + Cdwda -+ ds ds').

184. — Soit 0 'angle de ds avee le sens positif de Oz, 8 Pangle
correspondant de ds': on a '

da = ds cos 0, d' = ds' cos ¥’ ;

d’autre part, soit & ’angle des deux directions des ¢léments ; on a

dody + dzdz' .
T dsds T tosE

Par suite notre expression devient
(2) E'dsds’ = [A cos 6 cos 0' + C cos €] dsds'. )

Nous avons exprimé tout ce qui dépend dc I'orientation des é14-

ments; A et G ne peuvent plus étre que des fonctions de la dis-
tance ».

Exprimons-les angles en fonction de » et de ses dérivées en s ef
en s’ : nous avons

dr = ds' o8 8/ — ds cos 0
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or

cos O = > €08 0 = — — .,
/A aS

Cherchons la projection de ds’ sur la direction de ds ; nous pouyons

projeter ds' direclement, ce qui donno

ds' cose.

D’autre part la projeclion de + cst

ar
reogl = —p—,
Ry

En passant d'une extrémilé de ds’ a Tautre, cetle projcciion aug-

menté de la quantité
> or
(), (
a8 o5/

qui est encore la projection de ds’ sur ds : on a done
‘ o [ o
COS ¢ == wm —5 (1‘—).
: as' \" s/,
182. — Considérons le produit d'une fonction ® de # par cos ¢;

0o ar
R c g=—®R 2 P ~—>
08 o8\ os

’

2 ar ar afk,
.L, Br— )+ r— —
0§ 28 28 08

or

- R R or or R
oo poRorar 2% s 0 cos O
o8 08 91" 08 08 or

nous avons done

o ar : aR, '
—_ 2 (Pr ) —r cosOcos 0.
QR. COS ¢ — hgl <6R7 ?)S) ar
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Intégrons par rapport & ds' le long d’un arc AB du circuit induit.

Nous aurons un premicr terme

!
B

2 or or
— 7 — Jds' — [
as’ (?‘ as> Igu 28

A

. . ‘o of .
Si nous fermons le circuit, la quantité Kr Yy reprend la méme va-

leur et par suite cette intégrale est nulle.
Donc guand un des circuits est fermé, on peut remplacer

R
Recose par — 755 €08 9 cos 0’

1
»

sans changer l'intégrale. :
' " 1

183. — I en résulte quc' dans I’expression (3), les expériences

faites avec des circuits fermés ne peuvent pas faire connaitre séparé-

ment les deux fermes en cos § cos 8’ eten coss. Nous n'avons

donc qu’une seule fonction de la distance & déterminer.

Ceest i’expérience des deux systtmes semblables qui la déter-
mine. ’
Nous avions dans le premier systdme nne force élect/romotrice

B, = [(r) cos e dsds,

!

daps le deuxiéme, si / est le rapport de similitnde,

E, = [ (kr)} cos . keds kds';

i
‘

or I'expéricnce a montré que ’on a

¢

3 E, = /E,.

\
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4184. — Ce résultat a été obtenu pour une forme particuliére de
circuits fermés ; mais on peuf varier cette forme suffisamment pour
quon puisse admettre la généralité de la relation (3); il en résulte

que
/ ff(/cx) cos ¢ Ardsds' =k [(r) cos = dsds’
ou |, '

kf (kr) == f(r)
ou encore .

rflhr) = vf(v).

Ce produit est donc constant, et 1'on a

a
[r)=2
E =2 cos =,

Mais on peut prendre aussi

a
L = ;- €0s 6 cos &,

car, pour passer d'une forme & I'autre, nous devons prendre

XR_  a
hY& - 1}.2 ,
d’our .
- M __ a
or 71’

Nous pouvons enfin associer les deux formes.
Nous pourrons donc prendre indifféremment, lorsqu'un des cir-

cuits est fermé, une quelconque des trois expressions.
a
= cos €
pn
. a ;
= ¢cos 0 cos 0
) T

a(lt — ao
(—Ti)cosecos 0’+7cos €.
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L’expression la plus commode et que I'on prend généralement est
la premitre, qui donne pour la force électromotrice totale dans le
second circuit

: cos €
E=ua o dsds’.

18%. — L’emploi du principe des courants sinueux pour former la
loi élémentaire nous a naturcllement conduits & une forme symé-
trique en ds et ds'. La force électromotrice induite dans un circuit
fermé C/, par une varialion d'intensité ¢ dans un circuit ferms C, doit
donc étre égale a la force électromotrice induite dans G par une
variation d'intensité ¢ dans C'. Cetle réciprocité est entierement con-
forme & I'expéricnce.

Comment la constante a dépend-elle de l'inlensité ¢? L’expéricnce
montre avec toule la précision désirable (u’elle lui est proportion-
nelle et qu’elle est négative (n°® 173, 174). Dans le systéme électro—
magnétique de mesures électriques, on prend le coefficient égal &
— 1, quand les deux circuits sont dans le vide, pratiquement dans
P’air ou dans un milieu non magnétique «(uelconque, ct I'on &crit

VA

. . oS €
Ee=—Mi=—1¢ —Tdsds’

pour la force €leclromotrice lotale induite dans le sens posilif du cir-
cuit ¢/ au moment de l'établissement du courant 7 dans le sens
positif du eircuit C.

186. — Celte force électromotrice totale E est bien représentée cn -
admetlant que pendant la varialion du eourant, la force électromo-
trice est

(5) E— — or

2

C’est ce que nous admeltrons dans toute la suite ; mais il importe -
de remarquer que les expériences de variation d'intensité soit en une
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seule fois, soit par étapes, se font en passant d'un état permanent 4
, of % .
un autre; dans chacun de ces célats ;—t S ete. sont nuls, et si
C d
pendant I'état variable il y avait des forces électromotrices propor-
/

tionnelles & ces diverses dérivées, les expériences décrites jusqu'ici
ne nous en avertiraient pas. )

Aucune des expéricnces, actuellement nombreuses, depuis les -
premiéres exéeutées par Helmholiz, sur le détail de D'état variable des
courants induits n’a indiqué jusqu'a préscent la nécessité de pareils

fermes.

487. — La quantité

(6) M= QS T dsdy .

"

porte le nom de coefficient d'induction mutuelle des deux circuits ;
elle a les dimensions d'une longueur.

Rappelons, sans y insister, (ue 'expérience de comparaison cilée plus
haut (176) enlre les courants induils par déplacement et ceux induils

par variation d’intensité, conduit & prendre — S(—t (M?) pour force
<

¢lectromotrice quand les deux variations sont simultanées.

188. — Dans toule celte étude des circuits filiformes, nous avons
traité Lintensité du courant comme localisée sur une ligne géomé-
trique, axe du fil eylindrique réel. Ce n’est une approximation ac-
ceptable qu‘e'si les distances » de deux éléments quelconques‘ sont
toujours frés grandes par rapport aux dimensions transversales des
fils réels.

Lorsqu’il n'en est pas ainsi, il faut évidemment tenir comple de
ces dimensions et le probléme devient singulierement plus compli-
qué. En particulier, lorsqu'il s’agit de l'induction d'un circuit sur
lui-méme, que T'observation montre finie, I'expression de M devient
évidemment infinie, puisqu'il y a une infinité de termes qui ont
y == 0 en dénominateur.
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Mais, » entrant  la premidre puissance en dénominateur, on peat
présumer qu'il suffira que la section droite du conductenr soit éten-
due dans un seul sens, et sans épaisseur, pour que l'expression
limite de M reste finie. Cest en effet co qui arrive, et tout le monde
connait le calcul élémentaire de la self-induction L d'une bobine
longue. Précisément a cause de cet exemple connu, il n’est pas inu-
tile de montrer la difficulté sur deux cas tros simples de circuils fili-
formes. ’

189. — Considérons un circuil circulaire de rayon a.
Ona .
6 =6
ds' = 2adp
r — 2a sin 0.

La force électromotrice induite par

tout le cercle sur un de ses ¢lémenls ds
est : ‘ Fig.30

cos 0 cos V ds' cos2 0
—— = o db = [A S sin 0d0>

o

Au premicr terme correspond

0= .
| [log tg E]o'

Cette quantilé est infinie ; le second lerme donne une guantité
finie.

t
'

190. — Examinons maintenant un ¢lément et un [il indéfini pa-

o ralléles, ona 0 = 0 ct
T , Co, el
ds W= S
0 , A
ds ce qui donne encore l'expression infinie
! 1
- cos® 0.0
: : Tsin b
Fig.31 .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 PROPAGATION DE L'ELECTRICITE

4191. Circuits étendus en volume. — Abordons l'étude des

circuits fermés étendus en volume.
at
La force electromotrlce induite par une variation FY est :

. cos ¢ dsds’

ol r

expression qui s'écrit en coordonnées rectangulaires, ot dao dydz,
dx' dy dz' sont respectivement les projections de ds et ds’

B e ai deda’ 4 dydy + dzdz’
Y r
ou:
B — ot dwdx' m d:/ dz/ az dz d
- YRR
L%
ou encore :

IS

i d , at dy ' aAdzs
f /at —F“‘/dy /.Si?_f N A
[ %4

192. — On n'a pas besoin ict de n'associer que des éléments ol _t

garde la méme valeur. Si plusieurs circuits agissent sur le méme élé-
ment ds’ on pourra associer leurs éléments dans un ordre quelcon-
que, pourvu qu'ils forment dés circuits lermés. Posons :

‘ dx

(7) Fi — i ’“,,.“'7 F2 — i d?{ . dz

- F, = 1 ——
r? 8 r’

nous aurons :

DF{ , oF f DFa /
(8) / do /372' dy — oF ds

puisque nous ne considérons que des circuits immobiles.
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11 résulte de la forme particuliére que nous avons choisie pour la
force électromotrice élémentaire que la force électromotrice induite
dans ds’ peut étre considérée comme la projection, sur la direction de
I'élément ds’, d’'une force électromotrice ayant une direction déter-
minée en chaque point de l'espace et dont les projections sur les
Lrois axes sont : Lo
' o, oF oF,

at’ at’ at’

493. — L'intensité du courant dans un élément du circuit induc-
teur (lorientation quelconque étant. 7, ' '
soient J,, J,, Js» les composantes de la (L) ;

v e P Willg !
densité du courant dans cet élément, dont .
la seclion est o; on a : Fig. 32
tdr = j1 o] ds

ct, comme ¢ ds est I’édlément de volume du conducteur, (
ide = j,dedyds.

Au lieu de faire lintégration” en suivant un filet du conducteur
tout le long du circuit, nous pouvons la faire par élément de volume,
ce qui donne :

I

P'intégrale triple devant étre étendue & tous les éléments du conduc—
teur : mais, comme en dehors du conducteur nous pouvons consi-
dérer les trois quantités j, 7,7, comme nulles (du moins au point

ol nous sommes pdrvcnu dans notre étude), nous pourrons dire que

Pinlégrale doit étre étendue & I'espace entier, conducteur ou non.
La forme méme de cette intégrale nous montre que les IF sont liés

aux/ par les équalions aux dérivées partielles : '

. AFt = — 4%,
(10) AF2 = — 47tj2
AF, = — 4w,

Les F et leurs dérivées premidres sont continues dans tout l'es~
12
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pace, & moins qu il n’y ait des nappes de densité de courant super—
ficielle finie, (discontinuité de la dérivée normale) ou des ‘nappes de
couches doubles de couranls de . sens inverse (discontinuité de F
comme on le sait par les résultats connus en ¢électrostatique).

La grandeur dont F,, F,, F,, sont les projections porte le nom
de potentiel vecteur.

Sous la forme (5) le caractére des courants, d'étre lermés, était
écrit dans la formule méme. Mais avec la forme (8), (10), qui ne
met plus ce caractére en évidence, il cst utile de I'écrire explibitc—
ment : .

df o, , d R
o) BBl [i]=e
+ Les formules relatives aux couran{s ouverts pourront étre plus’
générales que (8) et (10).

194. Remarque, — L'imperfeclion du langage ne rend pas tout &
fait inutile d'insister sur les relations entre les diverses forces ¢lec-
tromotrices mises en ccuvre.

La seule force dleclromotrice vérilable, homogene & une force
électromotrice de pile, est M :; (n° 186), ou E' (n° 191-192).

La forme c¢lectromotrice fotale, B (n°* 180-185) est le produit
d’une force électromotrice par un temps.

La force électromotrice élémentaire E' (n° 180), est une force
électromotrice, multipliée par un-lemps, et divisée par le produit
de deux longucurs.

Une force électromotrice de pile est d'ailleurs le produit d’une
force ¢lectrique par une longucur.

Le potenliel vecteur Iy, F,, F;, est le produit d'une force élec-
trique par un {emps.
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QUELQUES APPLICATIONS

’

495. — Appliquons maintenant ces équalions i la recherche de
Ia foree éleclromolrice induite-dans un fil de section finie. Soit un fil
rectiligne & scction circulaire dont on suppose que les extrémilés se
rejoignent & grande distance de la région étudiée. Prenons pour axe
des 7z laxe du fil, tout est de révolulion autour de cet axe. Les com-
posantes j, et j, dela densité du courant sont nulles : il en résulte

F1:0, F2=0'.

Les composanies F, el 7, dirigées suivant I'axe des =z restent scu-
les ; elles satisfont & la relation

z
AF = — 4nj ' ] A
en tous les points extéricurs ou in- ‘
téricurs.
En passanl de Pextérieur & l'in- . _\
s o oF 6} x
térieur, les fonclions I¥ et o sont X Z -
. ¢ N
continues. Nous pouvons consi- y -
Fig. 33

dérer cette fonction F comme in-

dépendante de z dans toute I'éten-

" due que nous étudions et écrire l’equallon preccdente
?*F | 1oF

Dl ~ L= e 4TS
() ot o = T A
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Lintensité 1 du courant est dans le fil

I= f Jeawrdr
1

la densité j étant une fonction, supposée connue, de 1 seule.

Le conducteur peut étre un cylindre plein ou un tube ; appelons a
le rayon intérieur et b le rayon extéricur du tube conducteur.

196. — Partout ou il n’y a pas de couranl, on a .

j..'—_O.

Par suite, en multipliant I'équation (1) par »
2 < aF)
—_— P — ) = 0,
ar \' ar

(2) F=Alogr-+B.

et

Si A cst différent de zéro, cette formule donne une valeur infinie
pour = infini ; mais il ne faut pas nous arréter
3 cette difficulté qui tient & ce que 'hypo-
thése qu’il n’y a pas de {il de retour est in-
compatible avec celle que le courant est
fermé ; nous savons & l'avance qu'a grande
distance les résultats ne seront pas appli-

) 1
-Fig.34- cables, il n’est donc pas nécessaire de
faire A = o. '

Si le conducteur est tubulaire, la valeur infinie & distance finic,
pour » = o, est inadmissible; il faut faire alors A = o ; ainsi F est
constant & lintérieur de la cavité.

197.— La distribution de. 7 en fonclion de » élant donnée, 'équa-

tion (1) donne ,
a f oF

or (’ 55-) == h=jr
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d’ott
7

oF ‘ .
757.—-A-—-4n Jrdr,
a

/ v

Appelons ¢ l'inlensité totale du courant compris entre la paroi in-
terne du conducteur et le cercle de rayon », \

-

7 )
(3) ' i= J amrdr.
‘ J,

Nous pourrons écrire

oF ,
r-=A-—-2l,
or

ce QUi donne dans le tube conducteur

(4) F=Algr—+B—2 :_d, |
a

v

198. — Cherchons maintenant comment les constantes se ratta-
chent les unes aux autres en passant d'un milieu au milieu voisin.
1° Supposons que, quand le rayon » augmente, nous passions d'un
milieu isolant & un milieu conducteur pour » = a.

.

Dans I'isolant, nous aurons & la surface .
F=Aloga+B
dans le conducteur, le troilsiéme terme étant nul,
F:Azl.o\ga—kBﬂ.
Nous avons donc

Aﬁ'log a4+ B, =A,loga 4+ B,
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2
. R oF C e
Ecrivons de méme que 5 est continu : il vient

A
a

A,
a
Par suite, en passant d’un isolant inléricur & un conducteur exté-
i
rieur, o a
A=A,
®)
B, = B,.

199. — 2° Effectuons le passage inverse du conducteur 3 V'isolant

quand le rayon croit, pour la valeur » = &,
Dans le conducteur, nous avons

F=A,log b+ B, — 2C,
en posant
' b

Dans l'isolant ]
. F=A;logb~+B,; . -
d’olt

A,log b+ B, — 20, = A, log b + B,.

o e, oF
La continuité de i~ donne
<

I désigne ici I'intensité totale du courant dans le conducteur. Donc

?A3=A2—2I ‘
B, = 2llog b + B, — 2C,.

(6)

200. Densité de courant uniforme. — Nous examinerons en
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particulier le cas ol la densilé du courant serait uniforme ; dans ce
cas, on a pour la valeur r o

s :

(7) i=7 anrdr = j= (r* — a?)

par suite

. 2 2'
(8) C=J= ('——i — a®log Z)

Pour avoir C,, il suffit de faire == &; remarquons alors que
=(0? — a?) étant la surface enliere du conducteur, =j(0® — a?) sera
Pintensité tolale I et I'on aura
a? b

—Imlog—. )

N1

(9) G, =

Dans le cas d’un seul tube annulaire, on a A l'intérieur

Al =0
ct . '
¥, =B,
On en déduil, d'aprés les relations (5) et (6), dans I'épaisscur du
cohllucteur
, ' F, =B, — 2C \
a Pextérieur / '
) Fy = — ol log 2—&— B, — 2C,.

/

201. — Dans Iexpression de F,, la constanle B, représenle
laction des parties éloignées du circuit ; la quantité G relalive 3 la
self-induction est une fonction de»; si done, & un inslant, 'intensité
esk uni[orme,‘il n'est pas permis de supposer que sa variation sera
uniforme dans toute la section.

.
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La force électromotrice varie avec », comme G; c'est & dire dans
le cas d'une densité de courant uniforme comme la quantilé trouvée

2 2 -
.t —a o 4
<1M_a-10n_ .

Au premier terme correspond une parabole (fig. 35). et au se-
cond une courbe logarithmique, passant toutes deux par le point
d'abscisse @ ot elles se touchent ; Ia force ¢lectromotrice est repré-
sentée par la différence des deux ordonnées.

L’allure de la courbe qu'on obtiendrait ainsi, en prenant pour

E

Fig. 35

v

abscisse les multiples du rayon intéricur a, cst donné par le ta-
bleau suivant

X = a

1

C= o
20 ‘1,6 taly
3a 5,8 a2y
fa 12,2 Ta2j
5a a1, a2y

Cette quantité G croit donc avec une grande rapidité quand on

approche du bord extérieur, out le terme parabolique devient pré-
dominant.

1

La force électromotrice de self-induction est donc plus grande
vers la surface extérieure du tube.
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202. Cylindres concentriques. — Prenons encore un cas
simple : celui de deux cylindres concentri-
ques donnant passage au courant l'un dans
un sens et autre en sens contraire (fig. 36) :
la condition (ue le circuit soit fermé sera
remplie, en admettant que les deux inten-
sités totales sont égales. Nous aurons d’apres
les formules (5) et (6)

F1:Bl
F2 = B1 - QC
Fy = — allog ; -+ B, — oG,

(10) . N .
Fk=-——2110g;;+]3|—202—-2cl
N 2(1' + 1) log » + 21' log ¥

-+ B, — 2C, + 2llog b — 2C,

C' et €, ¢tant pour le tube 4 les quantités analogues a C et C, du
tube 2. '
Or si le circuit est fermé, on doit avoir

I+I'=o

ce dui fait disparaitre le terme en log » dans F,. En outre, il faut
que la force électromotrice soit nulle dans le dernier isolant ; ce qui
détermine la constante B, par 1'équation

| |
B, = -+ allog % -+ 2(C, +Cy)

d’ou

. i b b
/ 'y n
(11) Bizﬂ—zllog%—i-zf I/d7’+2/105~f. .
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203. — Nous avons ainsi dans les conducteurs :

I 1 3 13 !
g [0‘2 —_— b2 — 2} log%_, -+

'

. . b al2 _ b/2 ) 7“
+ 2(a’* — &%) log P iy (1"2 — b2 —2a?log b)]

F, =

b2

F, = 5,-5——_-1:—(15 [r? — b — g} log g,]

Il y a dans ccs expressions une parlie constanle et une partie
fonction de #; si on était str que celle-ci n’est qu'une petite fraction
de la premigre, on pourrrait, en faisant unc moyenne méme un peu
arbitraire, avoir un bon résultat; mais si b esl un grand multiple de
a, le terme en #? prend une grande importance, et si @ est nul, son
inflluence est encore plus grandc dans I'expression de F,.

204.— On fait en général la convention suivante : on admet qu’on
peut prendre pour valeurs moyenncs de I, et de F, les expressions
obtcnues en faisant les moyennes par rapport aux surfaces : on
prendra ‘ ‘

' B X anrdr
(12) ' z—j b2 _Raz) ¢

Remarquons quc nous pouvons décomposer le courant tolal en
couranls tous paralleles & I'axe des z; pour l'un d’eux situé & la
distance r, la valcur de la force électromotrice est

n
_F,.

at

La densilé du courant qu'clle produit, est

A “_?-
et le courant induit total dans la scction droite scra
b
, \Fg ’
—k 51 2™ an.
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N

Cela justifie I'expression que nous avons prise pour la valeur
moyenne de F,; en effct ce.qui est aceessible ‘aux expérienées, ce
n'est pas la distribution des densités de courant, mais seulement
Vintensité totale : or, celle-ci est la méme que celle qui serait in-
duite d’'unc maniére uniforme par la force électromotrice moyenne
en surface.

Toutcfois, dés que P'intensiié du couranl cesse d’étre uniforme, au
moins approximativement la distribution de F cesse d'¢tre représentée
par les équations (10). Il faut alors poser le probléme autrement.

205. — La force électromotrice dans le conducleur (4) est de
méme ;

'

oF, .

\ o

avee la méme convention sur les signes; mais si' nous voulons avoir
I’'ensemble des forces ¢lectromotrices pour les deux conducteurs dans
la méme région et par unité de hauleur, il faudra prendre dans le
conducteur (2) le signe — et dans le conducteur (4) le signe -+ puis-
que nous sommes dans le conductenr de retour; on aura par suile
en prenant les valeurs moyennes,

expression que I'on peut éerire

3 D— ol F__ﬂ —____F;
o -4

\

le second facteur est indépendant de T : c’est une caractéristique
des circuits.

206. — Nous avons donc & faire les moyennes suivanles :

rlanrdr B 4

R = R
. .
b
logr.amrdr 1 . e B
@ .

N
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En faisant la substitution dans (13) on trouve

1 0% + a2 1 0% + o'?
2 02 — @2 PR/

<_—D_I +_2.gf. lrra _2L Orr_a_l
=3| T E=aple s+ gy 85y |
’
— 2 log Z
_ -

Tous les termes, sont négatifs, sauf les deux premiers peu impor-
tants, ct la force électromotrice st toujours négative : les termes de
la 2° ligne caractérisent I'induction enlre les deux parties d'un
méme fil ; celui de la troisiéme ligﬁe seul provient de l'induction
du fil d'aller sur le fil de retour; il pourra d’ailleurs étrele principal.

207. — 1l est rare que dans la construction des cables on laisse
un trou central ; on peut donc faire a = o et écrire la force dlectro-

motrice E sous la forme

! .
(14 B—— o106 + ],

/ ) . ye
Le terme $ ne dépend que de%, ¢ ¢’est Ini qui indigue I'impor-

tance de I'épaisseur de la couronne de retour.
Les deux tableaux suivants nous donnent la valeur des deux

termes. ,
s, R R ‘Z—_/ 2 log %’
1 0,50 I,1 0,19
1,23 0,65 » »
1,41 0,77 L5 0,8
1,73 0,97 5 »
2 1,13 2 1,38
’ 4 2,09 ! » »
» » 2 3’9
=) i » » »

Si I’épaisscur de Visolant est (rds petite; c’est lo ferme % qui a

seul de l'importance.
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Sil'on veut donner de l’imlJortance 4 linduction mutuelle entre
les deux conducteurs, il faut que la couronne extérieure soit mince et
l'isolant épais ; dans lc cas contraire, ¢’est la self induction de la cou-
ronne de retour (ui 'emporle. ,

La force électromotrice ainsi obtenue, et par suite le cothuent de
self-induction du cible par unité dec longueur dépend de la distribu-
tion supposée uniforme de la densité de courant.

208 Deux fils paralléles. Approximation. — Occupons-nous
maintenant d’un cas important par ses applications : deux fils pa-
ralléles placés tros loin I'un de lantre parcdurus par des courants
uniformes d’aller et de relour. Le potentiel vecteur I' résulte du
courant de densilé j dans le premier fil et du courant de densité j'
dans le deuxiéme ; en ajoulant en chaque point les deux valeurs cor-
respondantes, nous supposons d'abord que la valeur de I due au
premier fil est uniforme dans toute I'étendue du second ef inverse-
ment. Cette approximation est celle que nous avons faite en admet-
tant que la distance des deux fils est un grand multiple du diamétre
de chacun d’eux.

Le potentiel vecteur qui provient du premier fil est, & l'intérieur

de ce fil,

(15) F=B—mjr*—b?), !
et & extéricur '

(16) F——B—znbulot,bﬂ,

1

en tenant compte des conditions de continuité.
On a de méme pour le second fil, & I'extérieur,

/

Qg ' =B — 2y 1og§7,
et & Vintérieur
(18) F =B — =j/(#"* — &%),

209. — Soit D, la distance des cenires des deux fils; en traitant
comme uniforme dans chaque fil le potentiel du a 'autre, nous avons
alors : )
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Intérieur du premier fil :

Vo p 4 o D
F+F,=B - B — 274" log — (12 — b?).
Inlérieur du second fil : - ‘ '

Fy+ ¥ =B+ B — anitilog ) — =/ (s — 1),
Espace cxtérieur aux deux lils :

0 o
F+F =B+ B — anbjlog 7 — and/ log ;-

Les conditions de conlinuité sont salisfaites & la surface des deux
fils; restent les conditions & I'infini. A lrds grande distance, », et ¢
devienncnt identiques, et pour que I' 4+ F' y devienne nul, il faut
que l'on ait ‘

(19) B+ B ~ and¥ log b+ 27wb'%' log b’ = o
: ah?f -+ anb'? = o,

La scconde de ces équations montre que les intensités totales =b?/,
et =0'Y dans les deux fils doivent &tre dégales ct opposées; c'est ce
que nous exprimons en disant que le sccond fil sert de fil de retour
au courant I du premier fil, Mcttant ce courant tolal en évidence, il
vient alors i

B -+ B = — 2l log

=] b/
et enfin
. . 22 )/
F+F = _I(?ﬁ — 1)-— 211036
(20) F+ F' = — allog s

Fo+F =41 Zii—l -+ 21 lo, 4
pH =27 8D

Alintérieur du 1°* fil, entre les deux, et & l'intérieur du 2° fil.
Ces expressions supposent une répartilion uniforme du courant
dans chacun des fils.

240. — Si on suppose que les deux fils se réjoignent d grande
distance, on peul chercher la force électromotrice produite par unité
de longueur de I'ensemble des deux fils paralltles.
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C’est pour le premier fil

\ A _<“;”_~> « D
at% il +2lo°5§

pour le second

.l (gj"z ) — 2 low D)
ot {\D"2 REN/RY
. . %
La différence de ces deux expressions donne la force électromo-
trice totale, bien cntendu aprés avoir fait la moyenne dans chaque

fil comme précédemment, ce qui n’est pas absurde dauns le cas agtuel :
2
en elfet le terme ;7,

log 7 trés grand dés que les fils sont assez éloignés, est prépon-

est compris entre o et 1, tandis que le terme

dérant. On trouve alors
g 1

Moy. 33 =

el par suile la force électromotrice totale est

‘ 2
(1) | _g%[l-x-zlog%,]-

Telle est la formule classique de la force électromotrice de self in-
duclion par unité de longueur dans 'ensemble de deux fils parralléles '
d’aller, et de retour. Cette sclf induction décroit, quand la distance
D diminue; et, si la formule était encore théoriquement valable dans

_ ce cas, on en déduirait, que, lorsque les fils égaux (b = &) sont en
contact (D == b ~ ¥}, leur coefficient de self induction aurait pour
valeur minimum, (1 + 2 log 4) == 3,77. Mais une telle extension de
la formule est tout & fait incompatible avec son origine approxima-
tive ; la réaclion d'un des fils sur aulre n’cst sensiblement uniforme
dans toule la scction que si les deux fils sont trds éloignés I'un de
Tautre. ‘
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FILS PARALLELES

211. Le prol\)lémc des {ils paralléles, que nous avons traité seule-
ment d'une maniére approchée, en supposant lrés grande la distance
qui les sépare, peut étre traité d’'une manitre rigoureuse, pour toute
distance, méme petite, comme nous allons le voir. Scul, le cas du
contact des deux fils restera encore exclu. Considérons dans le plan
un systéie de coordonnées orthogo-
nales % et y, (fig. 37) et posons

ak\ DX>2 — A2

(l) <00"./> + (D—I; - li
' Rl w\ g
<aw>+(ay> ="n.

c  ArdA Le long d’unc ligne . == cle on a

dh = h, dsp

et le long d’unc ligne A = cle
dp = h, ds,.

212. — Formons dans ce nouveau systéme de coordonnées I'équa-
tion aux dérivées partielles qui correspond &

E L oF
ort oyt T 7
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Partons, pour cela, de la signification physique de I'équation élec-
trostatique analogue ‘
otV A%V
Py D—y§ = — 4me :
~« le flux de force qui sort d'un contour est égal au produit par 4=
de la masse électrique intérieure au contour » et formons I'expression
de ce [lux de force pour un confour rectangulaire X, X + d3, g,
w4 dp
La force a pour composante normale 3 A B,

_ v

(*) asll h‘ 37\

et le flux de force qui entre par AB est

aVv hy oV
(3) dsk( J“E;’a“x d.

I’excés du flux qui sort par GD, sur celui qui entre par AB, est

' >/ & 2V
4) 5X< 71—: >d7\dp

De méme, pour les cotés AG, BD, I'excés sortant est

a< h, aV

Ry a&t) dxdu

\ ou
Quant A la masse électrique interne, elle est égale au produit de

la densité e par la surface ds, dsp = 0}”;’5*‘
2

L’équation des [lux est done, cn coordonnées orthogonales quel-

conques,
a ([, oV > (h, oV 4me |
(5) 2% (h; ﬁ)_"‘ (h ap.) Tk,
On a donc enfin
2V %V hy 2V h, 3V
(6) s T aE dy* = by ay (/12 a)\)+ </L ay.>]

13
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213. — Lorsque les coordonnécs orthogonales A, w, sonl iso-

thermes,
. Ah=090, Ap=o0,

on en déduit, en remplacant V par 1, et par ¢, dans 'équation pré

3(’@>_ 2 (1) =
k) =0 \R) T

Les deux quantités A, &,, sonl partout égales ; les coordonnées X, &,
divisent le plan en petits carrés, inégaux d’ailleurs ; les courbes d’é-
gale dimension des carrés sont les courbes %, == cle.

L’équation prend alors la forme plus simple

cédenle -

‘ 2V v . 4
(7) W e T T
214%. Fil unique. Coordonnées polaires. — Comme premicr
exemple, examinons comment, pour un seul fil eylindrique circu~
laire, on peut déterminer la distribution des forces électromotrices
dues 3 une variation du courant, distribué¢ d’une maniére arbilraire
dans la section. Prenons pour coordonnées, les coordonnées polaires

o, p = log r,

qui constituent un systeme de coordonnées orthogonales el iso-

thermes.
Léquation
AF = — fmj
devient
' 3 21
(8) UL . )

J est une fonclion de g ¢t de &, que nous supposons développée

cn série de la forine
al ’
e

{9) J = L (8, sin na -+ Gy cos na).

S et C dtant des fonclions de p.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE 1V, — FILS PARALLELES 195

Cherchons une solulion de la forme
hl Q) . 1
(10} = 24 (M, sin 12 + Gy, cos nz)
H et G étant aunssi des fonctions de p; on a

\ - .
(11) g:': = E (— n? H, sin na — 22 G, cos na)

Dérivant (10) par rapport & p, puis substituant dans I'équation (8),
el idenliliant les faclewrs de sin nx dans les deux membres, nous

aurons pour déterminer 11,

'

v /a?l[ ; ’
(12) St — el = — fre™ S,
<

Lo y
' .

Une équation semblable donnerait G.
» L’équation (12) sans second membre a pour intégrale

\ .

‘ I, = Ae"’ 4+ Be  ™F

'

et avec le second membre

) {
L np _ \
= Ae" +Be™™ + & [ " (—4rS,6*) dp
—
: P ‘
e_ no{_srQ o2P
— e ( 4rSye )dp
: —w

ce qui donne la solution compléte du probléne.
\
215. Coordonnées Bipolaires. — Comme second exemple, re-

venons au cas de deux fils circulaires paralléles. Les coordonnées
orthogonales isothermes convenables sont alors le logarithme du
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rapport des distances d’'un point & deux points fixes, O, 0, et I'angle
~ sous lequel on voit la distance D de ces deux points. '
Lo { p=1logr, —logr,
(13)
1 o6 == "‘j‘i — W,,

Les courbes @« — cte sont, comme on sait, des circonférences
passant par les points O,, O,; et les courbes p = cte, des circon~
férences qui entourent ces points.

Des calculs faciles donnent, pour équations de ces deux systémes de

circonférences

, . o P X 2 . D2
(14) &I <y 2‘ cot a) 1 Z_S;ﬁaa
et
: D Chp)? . D2
(15) (x— 2§ﬁ‘5) Y= 7S

en désignant les sinus et cosinus hyperboliques par

1 —- 1 —
(16) Shp:;(ep—e P) Cllp:;(ep—i-e °).
246. — Unc circonférence p;, celle qui limite le premier fil par
exemple, a done pour rayon

D
(17) Ry = 2—% pp<<o
ct son cenlre est défini par
’ - D Chp, _
.(18) £y, = P Shp_‘ Y, = o.

La distance des centres 9, n’est donc pas égalea D :

“ 1 Chp, 1 Chp,\
(19 2=D 1+ g5 — i §ic)

Si par exemple la distance D est égale au double du diamétre des
deux fils, supposés égaux, la distance @ de leurs centres est 1,119 D.
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Sip etp, sont négatifs, les deux circonférences entourent toutes
deux le point O, ; cela correspond & un fil cylindrique, entouré d’un
tube conducteur coxcentrique. Ce n’est pas le cas dont nous nous
occuperons. : :

Si ¢, est négatil ct p, positif, la circonférence p, entoure le point O,,
la circonférence p, entoure le point 0,, ce qui correspond bien aux
fils conducteurs séparés.

247. — Les coordonnées d’vn point P sont

p—D Shp
— 2 Chos —cos
(20) D sina
; VY=

2 Chp —cos

Enfin, on obtient facilement

s__ [\ (Chp — cos a)?
(21) ht — (M> +()'/> 4 D
L’équation & intégrer ‘
AF = — j=j
devient alors, dans le systéme de coorddnnées bipolaires :

(23] oF (OF_ o D
ap2 T ot T J (Chp — cos «)?

218. Isolant. — Dans tout Visolant on le courant.est nul, Vinté-
grale est

'

F=A, +Bp + E (Ane™ + Bye™ ™) cos na

(33) .
' a 21 (“nenp_-F b.e np) sin na.

Comme p devien{ nul & I'infini, il vient

o =4, +Z n =+ Bn) COSna—s-E\an-{—b)sxnna
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ce qui conduirait 3" prendre la forme particulitre, rigourcusement
-nulle & Vinfini. '

(24) F=DByp + z (An €08 na + ay sin na) (e — &~ )

5

lorsque les deux courants d’aller et do relour sonl égaux.

219. Conducteurs. — Occupons-nous maintenant des conduc-
teurs : '

Supposons gue nous ayons obtenu le développement du second
membre sous la forme

(25) — nf { D’ =E (Sn sin ne 4 Gy, cos na).

Chp — cos a)?
S, et G, étanl deux fonctions de o.
L'intégrale peut étre mise sous la forme

(26) F= E (% 8in 72 + ¢, COS Nt)

avee

(27) ¢ ’ a9 P
7) = np e— up
e —
4 e e " Cudp — - i e'? Cadp

(N e™ B, e P

(28) Sp==¢ &P ? —neg g 'e—- np ° g g
+ m e v Sadp 2n e S
Il faudra détermincr les constanles A, el B, ¢t les origines d'inté-
gration de la fagon la plus favorable pour la suile des calculs. Si
J variait d'une fagon conlinue dans iout l'espace, nous pourrions
prendre ~— o pour origine des intégrations sans introduire les
termes en A,, B, ; mais quand lintensilé du courant est concentrée
dans les cercles correspondant aux valeurs p,, p,, il est plus commode
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de conserver A, ¢l B, et de déterminer ccs constantes par conti-
nuité & la surface, '
Pour # = o, conservons seulement G,.ct ¢, ; la relation (27) prend

la forme particulidre

4 /'o\‘
c0=A+Bp+fdpJ G, da.

220. Courant uniforme.— Ce qui précéde s’applique & une dis-
tribution de densité de courant arbitraire ; examinons le cas ot elle
est uniforme. S, et C, ont pour valcurs en général :

27T .
S, = 11_ _.(CEEJ_]%‘E'S—@'? sin na do
o .
(29) am \
Cp = :—: —_ (CIT:{%STL)“ cos na da,
R . ‘

Ici ces formules se simplifient car j sort du signe [ et l'intégration
devient possible ; il suffira de calculer les intégrales

v . .

2T

witd M
sin na do €08 na do
(Chp —cos #)*’ . (Chp — cos a2

/] 4]
'

La premidre inlégrale est nulle, parce que tous les termes entre o
et , sont exactement compensdés par des termes égaux et de signe

'
i

conlraire entre = et 2x. ,
’ ! ¢ Yoo y . R
La scconde sc calcule sans difficulté, en appliquant par exemple

les rogles élémentaires. Posons :

dazc
Cho=¢ cosu:’;l, doc:-:—‘-/r—_j-:-:é

la formule de Moivre donne pour cos #, un polynéme P, de degré
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7 en ¢; en tenant compte de 1a parité et de lordre des limites |d’in-
tégration, on en déduit

2T ' 41 .
s nede Py df
(Chp —cosa)* — 2 G — Y1 =0
[/]

— I

et enfin par des transformations classiques,

2T
(30) cooosnads  _ gn(n Np" T2e(n—y)pnth
(Ch o — cos «) (1 —pp
0 ;

en prenant pour p la racine inférieure a I'unité, de 'équation

p2—2pCho+1=0.
On prendra done, & l'intérieur du fil 1,

— o<y <o p=¢ef

et & Vintérieur du fil (2)

\

T >0, >0 .p:e“'"P

Avec ces conventions 1'expression

(31) Cp=—8rj. D? (n ~+ l)pn-l-n__(n__ ‘)pn+4
0 —=pF

est applicable aux deux fils. .
224. — Portons ces expressions de S, et de C, dans c¢,; nous
avons 3 calculer les intégrales

g (Y et TtV ik
2n (1 —p?)? P
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et
[+ 8njD2e_" pn(n+1)70”“—(%—1)1’"“‘@2.
2™ (1 —py p

L ¥4

222. Premier fil.— Occupons-nous d’abord du fil 1 ; I'intégration
doit-étre étendue de p == — o, c’est-a-dire de p = o, jusqu’a la va-
leur p du cercle passant par le point intérieur considéré c’est-d-dire
jusqu'a p = e°. :

Remarquons d’ailleurs que les deux intégrations donneront pour
ces expressions des termes du méme ordre en p et quil n’y a par
suite aucune raison de négliger une intégrale devant I’autre. .

L’intégration se fait sans difficultés et donne pour la premiére ex-~
pression '

e™, 1 n—1
—gm m el [ S— ,5——n],

27 2

pour la deuxiéme

f

+87:]'Dze

Toutes réductions faites, on frouve

(32) Cp = An e"’l{) ~ B“ e_ ne 2T j | ) L ——

Le lerme ¢, a la forme particulidre

20
00:A+Bp—2ij2~——e 5
1—e

Portons ces valeurs dans I’expression (26) et accen(uons tous les
coeflicients pour rappeler qu'il s’agit du premier fil :

e 1 R
A +Bp—amjDr ¢ ,
F = . 1 — eQP
- e .
~+ 2‘ <A’,, e"f L B, e "P—on D2 —
1

2p

np
e cosS n 4,
_e2? >
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Ce fil s’¢élendant jusqu’a l'origine 0, pour laquelle p est — oo, B’ et
tous les B’ sont nuls, pour que F' n’y devienne pas infini, ct il resto
Ql
SA’ =+ L AN, e™cosna
(33) . =« Y
s e € N\ a
— oy DY (l ¢ cos .
( J + >, e " cosna

223. Deuxiéme fil. — Changeant o est — o, ¢l 7' en j", on a de
méme pour I'intérieur du second fil

N -
‘ A+ 24 A" ™ cos na

=/ —
(34) B L, eT® N,
—wm ) P 1+ e “cosnal
\ 1 —e !
224. Conditions de continuité.” — crivons maintenant les

conditions de confinuité a la surface p = o, du premier fil ¢l 4 la
surface p = p,, du sccondfil, en conservant V'expression compldle (24)
pour lisolant, et les expressions (33), (34), pour les conducteurs.
Puisqu'il n’y a pas de terines en sin z% dans les conducteurs
a, ot b, sont nuls dans (24).
Termes indépendants de . . -

—— lonlinuité de ¥: ' A
‘ &2,
’ - T2 o—
—25/D ——- = Byoy.
A T Ay + By

e epr oF
Conlinuité de <~
5

‘ 20y
— 2xj'D2 2 (——me—-—

l__egp’j?=nou

Remarquons mainlenant que 1'expression (17) du rayon R, nous

donne pour la surface de section du premier fil ’
2 2P1

8 = e =i T

(em_e o) (1 em)
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Pin(ensité totale I' dans le premier fil esl

I' = 8,j/ = =D?/ e’ S
’ ey

et les équations de conlinuilé deviennenl pour le premier fil

(35) %A0+Bop,='A&’—2I’(1—enpi)
B, = — 4T. ‘

Le second fil donnera de méme

' B, = -+ 41" '

car on a pour lintérieur du second fil

D2 . — 2P2
8, = oy =D 8
F— ) T

ct de plus la dérivalion en p change les signes dans la seconde
équation. :

225. — De 12 on déduil d’abord
: 1+ T =oq. ‘ '

La forme d’intégrale fournie naturellement par les solulions sim-
. ples de nolre systéme de coordonnées isothermes orthogonales exige' A
que le courant de retour soit égal au courant d’aller. Bien entendu,
ce n'est pas 13 une condition imposée par e choix des coordonnées,
mais seulement par le choix des solutions simples, qui excluent leg
singularités & I'infini (p = o). :
" Les deux premiéres équations, qm deviennent alors, .

A A =2l (1 — 2p, — 1) "

3
( 7'> Al— A =— 2‘1'(l+292—e 292)

" ne déterminent que les différences A’ — Aq A" — A,

,
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Sl n’y a-pas de champ d’induction autre que celui qui provient
des deux fils, on doit prendre A, nul.

226. Termes en cos na. — Les termes en cos na donnenl de méme

/nenpl . 'ZI/<1 _eQPl)e"PI — AnenPl -+ B,e —-npy

nd e — a1e™M (n 42— ne”‘) = nA,e"t —nuB,e” "

.

et en tenant comple de I' - " == o

-

— / — — . _ ’
(39)31\”,@ Mol (1 — €7 ) e P A0 - Bre 2

— nA%e T " 5 TeT ™ (4 2 —ne T %) = nA,e™P — nBre "2,
d’ou1 ’on tire facilement
S B " e 2"
Dy = 21
y n
(40) 2 A . o 22
nT= =2
n
puis
!
A=l (1 — en‘o‘)+ 2l (1 — e 22
@) o -
—_ 2
?A”,, =—al' (1 —e™ %) _ = (1 —e2m)
' Lorsque les deux fils ont méme diamdire p, = — p,, .Ba et A,

A el A", sont égaux et de signes contraires; mais il n’en est plus
de méme si les deux fils sont inégaux.

227. — Paradoze. En particulicr B,, diifere alors de — A, el au
loin, pour s == o0, on a

—anpy __anp

-
Fo=— :zl’ze——e cos na
n
au licu de |
¥, =o.

Mais il n'y a pas lieu @’y voir une difficullé, En elfet, nous savons
que pour un courant uniforme dans un fil cylindrique, I'expression
rigoureuse de F est — 21' logr, » étant compté du cenire du fil. Or
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nos distances r, ¢/, sont comptées des points 0’, O”, qui ne sont pas
les centres des fils, et qui, en outre, sont inégalcment élo'ignés de ces
cenfres, si les fils ne sont pas de méme grosseur. En outre, Vaction
de l'un des fils sur lautre détruit Yisotropie de distribution des
valeurs de F dues & chacun des fils en particulier, ¢t quand les deux
fils sont inégauy, il n’y a pas de plan de symétrie des F perpendicu-
laire au plan des fils, & pelite distance, et rien ne permet d’affirmer
quwil y en‘ail un au loin. Le plan de symétrie de I au loin, 8'il
existail, passerail au milieu de la dislance des centres ; il dilférerait
donc du plan de symétric des coordonnées, quand les deunx fils sont
inégaux. On ne saurait s’étonner de retrouver la trace de cette dis-
symélrie dans les valeurs lointaines de I, si on se rappelle que. ce
que nous appelons distance infinie dans les problémes cylindriques
n’est pas unc distance infinie par rapport & fout le systéma agissant,
mais seulement une distance de méme ordre que la longueur de
celui-ci, supposée trés grande par rapport aux dimensions trans-
versales. '

228. Force électromotriée moyenne. — Dans le premier fil,
‘en un point p, «, le potentiel F’ est donné par la formule (33), avec
les valours (37), (41), des conslantes. En ce point I'élément de sur~
face a pour expression )

D*
4(Chp — cos aj? lda -
~ La valeur moyenne du potentiel I pour toute la surface du fil est
donc
P T 20 '
A — omiT? dp da
(\A , D 1 - e2P> (Chp — cos «)?
/e o .
w, =D o
nz_4S‘ +E/ / [A’n enP__'
’ -0 0

e dp. cos nada

. —amyD2e™? 9. DO RO
1 — e} (Chp — cos «)*
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La formule (30) nous permet d’effectuer toutes les intégrations

cn «, ef donne

(A’ — arj'D?

Py
2nD?
F.= S \ﬁ

229. — Ces quadratures s'effectuent facilement (‘).‘

e?f

— a2m)'D?

7l+l

enp d
L— e29> (=) F

1 — eap)

—(n—1) e’ e(2n+2) dp.

\I — ez?)

Pour écrire le résullat, nous poserons

F3
\ .Z}ld,:,’

Znu =

4]

11—z

S

2%z =1

Zm 3

0o

ds

r,
Am:;:

(1) En posanl e2f =

ol

=_[b

(=3 n=1

N

n

zn—-i 1
ol ai Uil og (1 — z)
n—2
m-l—..—l—(n—x)z—i—nlog(l——z)
1
-+ —1
1— 3
— ‘ ———
z”— ~7l—o
1.2 -+ 2.3. “+ .+
n—2 - — 3
+(n-—- 1) (n— 2) %
+n(n—1)log{1—z)—n—(n—1)
2n 1
T =T i—ep

2z on esl ramené aux quadratures du (extle., On les

effectue facilement par les remarques suivantes :

dz

@ — 3

a— 3

"
/O

[/
(%

— log —;

’
N

/\z
o

|
zhds

? o-rds,
b

@ — &

d’oni I'on tire Z:&,; on oblient les suivantes en dérivant par rappori & a; on

foit & la fin seulement @ = 1.
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et enfin . "
an—3 , an—*
v 1.2.3. 12_:—3 +2.3.4- 77{_4 e
¢ ' +@m—1)(n—12)(n—3)z
v " dz 1 ,
Lpy = T==F = 6 +n(n—1)(n—2)log (1 — %)
o ‘ —n(n——l)—(n——-z)(n-i—n-——l)
_3nr—1)  In b2
1 —'z (1—a)}  (1—zp
s ’ | A.
230. — Daus ces expressions nous remplacerons désormais z par

20 ¢t nous avons enfin ,

1, (1 =I'D? /a1 11
LY - =1
)2 (1—1’“ l>+ S, (1—2: 2(1—-;)"‘)
F/m = ?‘RD“ A’ﬂ ((n - l) Z"g2 —+ 2 Zﬂl;s)

Sl 1
-+ = T2
axl'D? . .
S ((n‘— I)Ln+l,3+2ﬁn+l,’.),
\l .

’
f

54

L’expression de F,, s'obtient cn remplagant 8, I', o, par S,, — T/,
" — p,, et les A’ par les A",
On voit combien nous sommes loin, de l'expression du chapitre

précédent, et combien la force €lectromolrice moyenne par unité de,
N y )

at

dilférente, lorsque, les deux fils élant rapprochds, p, ct p, differcront

peu de zéro, auquel cas le z. auxiliaire est voisin de 1, et tous les

termes restent importants.

longueur - (I¥,, — F’,)) dans I'ensemble des deux fils pourra étre
g I

Il faudrait dresser des tables de ces formules pour apprécier
P'ordre de grandeur vdritable de I'écart.
" Remarquons, pour finir sur ee¢ sujet des fils paralleles, que les
coordonnées orthogonales choisies ne permetlent pas de traiter le
cas de deux fils circulaires en contact. Pour avoir des familles de
“circonférences en contact, il faudrait prendre le cas limite, olt Ta dis-
tance D est nulle, cf lp traiter direclcment. - -
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231. Phénoménes d'induction entre deux bobines ou a

Pintérieur d’une bobine. — Considérons un courant circulaire et

' prenons dans le plan du courant les coordonnées polaires r et a.

. Soient F, et F, les composantes du potentiel vecteur F suivant Ox

et Oy. L'une quelconque de ces composantes satisfail & V'équation
fondamentale '

AF] == —.47:-]'1
qui devient ici
%l 1 ol 1 22 22F .
1 e 5 s = — 4w,
( j or? r or I 2z? V1

Pour ce courant, la force électromotrice est perpendiculaire au
. Tayon vecteur : on a donc
F,=—VFsine ji=--Jsina
et
Fo="Fcos«. Ja==J cos a.
Substituons dansl’équation (1), il vient

?F 1 oF 1 ?°F - .
Sy -t — P = )
or 7 or r oz

F peut-étre une fonction de » et de = ; considérons pour le moment
le cas ot la bobine esl illimilée et ol z n’intervient pas; 1'équalion
prend la forme connue '

‘ ¥F 1F 1 - .
(2) o T rar Tt =AY

N\
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qui a pour intégrale
r \

3) Fear+ 2t [ bwjdr + = [ gwirar.

1° Dans Uespace intérieur aw cylindre, j est nul; & est nul car
T reste fini; on a donc :
* h
¥, =a.

2° Dans le conducteur, il faut prendre ’expression (3) complite.
3 A Uextérieur, j est nul; @ est nul, car F est nul & infini ; d’olt

232. — Nous supposerons, commme au chapitre précédent, que J
est indépendant de » dans 1'épaisseur du conducteur ; alors l'expres-
sion (3) devient, en intégrant depuis r,, rayon interne du conduc-

t

teur,

S S
F:ar—i—?’—znjr(r—r,)—i—?—;z?—si .

Les conditions de continuité s’écrivent sans dilficulté :
Sur la surface intérieure ‘

: b
\F=ar =ar, + —
s

o 0 = a b
ar 0T 2
d’out
@ = 4y,
(4) b—o.

.

On trouve de méme pour la deuxiéme surface »,
i

a=2wj (ry—1y)

3. 3
(5) by = 2y LT

v

Dans l'intéricur de la section la force électrou;otrice varie avee r
14
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et il faudra choisir une moyenne. Mais, pour tenir compte de la

résistance, on sera amené a prendre la moyenne par unité d’angle
au lieu de la prendre par unité de surface.

233. Self induction d'une kobine. — Il cst intéressant d’cxa-
miner le cas d'une bobine, ¢’est-i-dire de supposer le conducleur
formé de couches conductrices séparces par des cloisons paralltles
3 la section droite, et des cloisons cylindriques, infiniment minces
et trés rapprochées. Il faut alors détermniner pour la tranche com-
prise entre » et » + dr, qui contient un ensemble de ces spires, la.
force électromotrice totale dams cet ensemble de spires prises bout
a bhout.

Remarquons que dans ce cas nous nous rapprochons heaucoup de
P'uniformité de j, si P'épaisseur des spires est la méme; car, comme
elles sont parcourues par le méme courant, j ne peut varier que dans
la petite épaisseur de chacune. '

Supposons qu'il y ait » spires par unité de hauteur de la Lobine et
par unité de longueur suivaut le rayoh; dans I'épaisseur dr il y a
ndr spires par unité de hauteur; la longueur tolale de ces spires
est

2 =rndr,
La force ¢lectromotrice totale pour cette tranche est

~

. oF
— 2P ndr —
ot

ce qui donne pour la force électromotrice par unité de hauteur de la

bobine
T2
I
—_—= TN Frdr
ot
4
p3 B b b 3l
2l e 2 LI 1
a 2 mj [ 7 ” 3 ]
=3 2TR . . .
2W Yy — T Yy — 7,)
3 4 i 2 1/

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE V. —— BOBINES CYLINDRIQUES. BOBINES spHERIQUEs 211

avec _
a=2wj (ry — 7).

-

D'autre part, ¢ étant I'intensité du courant dans une spire, on a

j:ni’
7

il vient finalement, pour la force électromotrice elle-méme

of rt 2 . at
E=—_ 21’-7?,2[—“‘:——-- ryrd #]=—L —
(6) or (27 [T =gt XY
ot . S .
~ L 5 est la force électromotrice induite par toute la bobine
indéfinie, sur les spires comprises dans une hauteur 1 comptée sur
I'axe.
Si, sans étre infinie, la bobine a une trés grande longueur #,
cette expression reste trés approchée. La force électromotrice induite
. . ot ,
dans toutes les spires est alors sensiblement — 2L, 3t hL, est le
cocfficient de seli~induction approché L dela bobine entiére, obtenu
directement. 11 coincide avec celui ‘que Yon {rouve par la considé-
ration du flux de force quand on caleule exactement ce dernier.
Mettons en évidence I'épaisseur (r, — »,) ct le nombre total de
tours par unité de hauteur de la bobine :
r 2 » 2
— NENEPARE L PRI B
Lle””’(’ﬂ ’1/2 [2 + gt e |
Si l'on passe au cas ou I’épaisscur cst trés petite, mais ou Pon
garde le méme nombre de spires par unités de hauteur, on a en
faisant », = », dans la deuxiéme parenthese

L, =3 amn (1, — 7)) %2 7,2
ou, N désignant le nombre total de tours par unité de hauteur,

L, = (2nN)? 72,
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Si la bobine est trés longue on a une valeur approchée du cocffi-
cient de self-induction en multipliant celte expression par la lon-

gueur de la bobine.

L = (2«N)? r*A.

234. Bobines concentriques. — Examinons maintenant le cas
ou I'on a plusieurs bobines, placées concentri-

quement ; il est inutile de faire de nouveaux
calculs : il suffit de superposer en chaque point
les effets dus aux diverses hobines : prenons
deux bobines de rayons r, et »,, R, et R,,
de densités de cburantj ct.J, et dont le nombre
de spires par unité de longueur cst 2 et N.
Dans l’espace interieur & Ia premiére hobine

SN

>

N\ §

AN

=
R

5N

Fo=oamj(r;—mr) r~+2=] (R, —Ry) .

Fig.3
Dans la premiére bobine
2 r,®
F, = anj (m — 2 3—;;) + an) (R, — R,)r.

Dang P’espace compris entre les deux bobines

3. —
1y

’ ]
Fy = amj 22Tt - aml (R, — Ry)
Dans la deuxiéme bobine
g T Ro— 20 RO
Fi=oaaj T+ arn] (R, 3! 3

Enfin a U'extériear des deux bobines

pd e S _ N3
FLZZWJ —iTL +2’TYJ ILE—B-QT—IL—‘

235. — Si nous voulons avoir la force électromotrice induite par
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une variation de7 A0 de la densité du courant de la bobine intérieure
dans ’unité de hauteur de la bobine c\terleure il faut prendre la

somme
K,
. rrl?
awNrdr >< am) - e

l./Rl

qui donne, avec j = ni,

2nlN X amn (R —R). i=M,i.

—5‘

Remarquons que les dimensions des deux bobines n'entrent pas
d'une maniére symétrique dans ce coelficient d’induction mutuelle M, ,
on a cependant la méme force dlectromotrice induite quand on a la
méme varialion d’inlensité dans n'importe laquelle des bobines : car
pour la bobine intérieure il faut former

7'y

ewnrdr. 2=NI (R, — R)) 1
”)
d’oti I'on tire

3
_r'

7 -
ann, 27N 'Q—J——

R, —R). I=ML
Le coefficiexilt,l\l1 de I est le méme que celui de ¢ dans la formule
précédente. '
Le résultat est évidemment apphcable approximativement & deux
bobines de méme longueur axiale H, trés grande, et donne alors
. 3
M= merI 27 ~—T— (R; —R)). :
La nature des raisonnements ne permet évidemment pas de sup-
poser les bobines d’inégale longueur.

236. Remarque. — La mdéthode employée a donné les coeffi-
cients d;induction/prolore L et ®induction mutuelle M sans ambi-
guité. Pour (rouver L, on emploie souvent sans précaution suffi-
sante la remarque suivanie : . .
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Le coefficient d’induction propre peut dtre considéré comme la limite
vers laqueclle tend le coelfficient d’induclion mutuelle de deux bobines
quand elles se rapprochent indéfiniment, ce qui est exact; et on
passc A la limite sur la formule de M, or M est toujours calculé en
supposant que les bohinés sont’ exiérieures I'une a l'autre; et ne
permet pas de supposer qu’elles se pénctrent; de sorte qu'en faisant
R = r dans M, le coelficient d’induction propre qu'on en déduit est
faux,

237. Bobines minces. — Revenons & ces coefficients et prenons
Ie cas ou I'épaisseur est petite; dans ce cas on peut parler sans am-
bigunité d’un rayon moyen r,. Pour une bobine de longueur % le
coeflicient d’induction propre est sensiblement

L= g 2T N1y, (g — 1) %2 n.

Or la quantité entre parenthises représente la longueur du fil em-

bobiné par unité de hauteur : si A est la longueur totale du fil sur la
hauteur %, ce coefficient pourra s'éerire

A2
. L_'I?'

Ce résultat cst d’autant plus préeis que le rapport ;.‘. est plus grand.
m

De méme, on obtienl pour le coellicient d’induction mutuelle de
deux bobines de méme longueur axiale trés grande II, dont la hobine
extérieuro a pour rayon moyen R,,, pour longucur de fil A, et la
bobine inlérieure a pour rayon moyen ,,, el pour longucur de fil A,

__Adw,

M= 3R,

238. Bobines sphériques. — En coordonnées sphériques 7, 6>
o, I'équation de chacune des trois composantes F,, F,, !y suivant
Oz, Oy, 0z, devient

2B 2ol 1 2 41 a'F cos 0 oF . __ jnj.
T r e 7?2 8in? 0 ac? 72 30° 7 sin 6 of
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Supposons. que le courant soit circulaire autour de 'axe polaire,
eb que sa densilé soit proportionnelle & sin 6 et fonction quelconque
de r, mais non de o.

= g sin 0. cos o,

I

— ¢ sin 0. sin 9,

0.

———
5,
)

ll

Les trois écuations en F peuvent alors étre réduites & une seule,
en adoptant la méme répartition

Ty = G sin 0 cos 3,

F, = — G sin 0 sin ¢,
F,=o0 :
qui donne un potenticl G sin 0 au point », 0, ¢. >

G ne dépendant plus que de » est déterminé par I'équation

2
*G 26G—3G=——4n9.

T poor gt

Dans l'espace isolant intérieur & une sphére de rayon ry, l'inté-
grale est
’ G, =ar.

Dans lintervalle conducteur entre deux sphéres de rayons #, et

7,5, ol le courant g, est connu, Vintégrale continue avec la précédente
est ’

7 Vad
' 4 3 4wr
T = ar n=3 S dr — T3 dr
Gy = ar + 38 g 3 g
0 7y
et si ¢ est constante, comme nous le supposerons dans la suite,

4 rt — 4

1
G,:ar—'—gm———z—-—g?r(r—ri).

Enfin dans 1'espace isolant extérieur

. G2='b“

P2
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T N ofx | .
Les conditions de continuité de G et de (orl a travers les spheres »,

et 7, donnent
4m
e=-3 (ry—1y)yg

b =§(r2’* = 7'14)9'

D’ou finalement

4= [t 3
== (,/,—;.2 T —w)q
o dmnt— ot
G, = 5 P g ,

239. — Celte distribution de densilés de courant est réalisuble cn
embobinant entre les deux sphéres un fil (de grosscur variableavec 0,
§'il doit remplir exactement tout l'intervalle) parcouru par un courant
uniforme, dont le¢ nombre de lours n & travers un centimelre carré
de section méridienne est proportionnel & sin 6 :

n =N sin 0.
D'ou

ni=Nisino

g:=Ni.

Cet enroulement net un nombre de tours constanl dans chaque
tranche d’épaisscur 1 complée suivant Paxe polaire ; ¢’est 'enroule-
ment connu de la bobine sphérique & champ magnétique intérieur
constant ; mais dans ce cas il ne remplit pas tout l'espace compris
entre les deux sphéres.

Comme l'enroulement so fait nécessairement avec un fil de dia-
mélre constant, nous supposons pour la suile que le {il laisse des
interstices de plus en plus grands en approchant des poles; il est
évident gue les conclusions ne seronl compatibles qu’avee de petites

épaissenrs », — .
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On obtiendra la force électromotrice totale par V'intégrale

T 7y
> |- . .
E=— 52/ / G sin 0. 2 nr sin 8. Nsin 0, rdr do
0 ry .

dont 'élément est le produit de trois facteurs : le potentiel par unité
de longueur du fil, G sin 6 ; 1a longucur d’un tour de fil 2= sin 6,
ct le nownbre de tours de fil de I'élément de surface correspondant,
N sin 6 »drde.

Effectuons les quadratures, il vient

y Lot 4 47 78 0 ot 9B o
—_ — . Toam I - R L S T L] e — =
E l\at 3 T 31\[10 2 + 5 ]_ L

en posant

. 2 3 o4 2 1. Una 2o 3
S ) D)

5

Le nombre lotal N de tours de fil est N (1,2 — »,?).
La longucur totale du fil est
—_ 7"3

7y ‘ y — 7
=N -2 gt = N “fg—1 (1, 41, + 72,

On a done X
L= l_-6 22 7'23 -+ 217, + 3"12"2 —+ 47“I3
5 (72 + 7y + 7,0)°

1672 N 7,8 4 9r 1t o4 Iy 4 40
/5 i P 2
4 (ry + 74)

ce qui, dans le cas d'une épaisseur (rés petite, se réduit &

2

‘nzN 22”1

L=

'

©o|{¥
= >

Ol

m

en désignant par ry, ot ,, deux rayons 'moyens, dont I'expression
analytique est un peu différente. : ‘

240. Deux bobines sphériques concehtriques. — Notant
par un accent la quantité ¢’ qui définit la densité de courant dans la
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sphére exlérieure, de rayons »/ »,/ on a, dans les cing domaincs
0, 2, 4isolants, 1, 3, conducteurs, par simple addition des termes qui

proviennent des deux sphéres :

G, = 431: (ra —7) g + 451 (ry — ') ¢,
* 3 o ™
G=—F (Gt i =)o+ Ty,

b,
4=y "y /f’:/r/__r/ /
3\ ) 9

4
G, = R TR A

[

m ot — ot 4m v/ 3
G, = 4=t —nf __(_1_‘ 202 __pip) o
3 3 4 7'2+ :7 rarl g,

3 4

frrt =t

Go=3 2geto+3 g

Posant
gl — NIZ'I
nous oblenons facilement le coeflicient d’induction mutuclle des deux

bobines,

T g .
M :/ / 4?" (ry — /) N' sin 0. anr sin 6. N sin 0. rdrdf
0 7 ,
ou

4, -, N 8yt — )t
M=—3-(4~2—1~1)N.-3~4 3 N
ou en appelant N’ le nombre total de tours de la bobine exlérieure,
ct A la longueur de fil enroulé sur la bobine intérieure
32 N
M=—r
9 7L ATy
formule exacle, quelles que soient les épaisscurs des deux sphéres,
pourvu que I’enroulement soit conforme & la théorie [# = N sin 0],
La simplicité de ccs formules exactes pour L et M montre qu’il y
aurait avantage & construire les étalons sous cette forme sphérique ;
I'enroulement théorique cst facile & réaliser sous faible épaisseur,
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DISTRIBUTION SPONTANEE DU COURANT

244. — Au lieu de nous donnerla distribution de j dans I'espace
donnons nous la loi de F dans le temps :

Soit un conducteur plan parcouru par un courant dans le sens
perpendiculaire au plan de la figure, et compris entre deux isolants.
On a toujours '

AF = — /nj. e,

La force ¢lectromotrice résultant de I'induction %

est ‘
oF,

Y &
nous supposerons gu'il n’y a pas d’autre force élec- ’
tromotrice. 7

Alors e
. oF F1g40
J=—F-:

el par suite

(1) " AF =k

Remarquons que nous n’avons pas ici & nous préoccuper de 'iso-
lant, car la force électromotrice étant paralltle & lla surface de sépa-
ralion, il n'y a pas de charges superficiclles.

' F nc dépend que de @, de sorte que 1'équation (22) sc réduit &

aF oF
(2) , Py 4=k 3
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t

242. — Sapposons d'abord que la décroissance se fail sans oscil-
lations. I est douné par une exponentielle décroissante de la forme

I = Ye_Ot
on devra avoir
2%Y \
()ﬁxT‘ = — 4n/0Y.
«

La solution est de la forme
F= (A sin 2 V40 + B cos & V[prlt()) e

11 n’y a pas de facteur exponentiel en @; il n'y a par conséquent
pas de localisation superficielle du courant dans le. conducteur; la
force électrique est parallele & la surface du conducleur, quelle que
soit la rapidité de Ia variation dans le temps.

A P'extérieur, — (dans la théorie, que nous développous actuelle-
ment, et pratiquement lorsque la variation n’est pas trop rap1de)
I'équation est

AF =o

+ ]
dans lisolant, ce qui donne comme solution, & cause de la continuilé
de F et de sa dérivée normale, & la surface de séparation &« = o,

‘ F=[B 4 VGt Az 6~

' pulaque F ne peut dépendre que de x ct de 1.

On éviterait I'accroissermnent indéfini de F et de —lti avec la dlS-

tance « au plan limite, en supposant A nul, ce qui mettrait le
maximum de la force électromotrice et du courant dansle plan x = o
et dans les plans # == — =, — 2=, — 3x, clc. Maiy ce serait une so-
Iution illusoire de la: difficulté, car elle reparaitrait pour Ia seconde
face d’une lame conductrice dont Pépaisseur ne soit pas un multiple

= \
e\/M' o

Les données du probléme, avec Vextension indéfinie de la lame

r
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dans les deux sens, laissant le courant ouvert, ne nous permettent
pas d’achever la détermination ; ce qui se passe & I'infini reste encore
- susceptible de conventions indépendantes. '

243. — Considérons mainte:na.nt le cas ol F est périodique, et

N

prenons

équation devient ‘
' ‘ iX 8w .

dont l'intégrale
X=(@A+DB)e .
' bonE i) i 2
= (A +Bi)e x\/T . ST

donne en prenant les termes réels

T - .
Aey+ m\/T €08 <7w —2,1{1 —+ 2,? -+ cg)

P

- — T 2k . ol

-+ Be \/T cos (mc 271{1: —_ 3:1:_': &+ 4,>'
L’impossibilité d’'un courant indéfiniment croissant avec la dis-
~ lance, nous oblige & ne prendre que les termes de laseconde ligne si le
conducteur 8’étend indéfiniment du c6té des « positifs. Cela, indépen-
damment de toute considération du champ extérieur qui conduirait
aux mémes difficultés lointaines dans JT'espace, que le cas précédent.
Le courant périodique se localise donc au voisinage de la surface du
conducteur; mais la force électrique est encore parallele & la sur-

face du conducteur, quelque courte que soit la période T.
’ , ) -/

244. — La conclusion apparaitrd avec pius de force encore si nous

considérons une plagque d’épaisseur limitée 2/, de part et d’autre du ‘
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plan z =o. Dans ce cas, si le champ lointain et inconnu nec s’y
oppose pas, la distribution doit étre symétrique par rapport au plan
médian, ce qui donne

+ e ;,f —_ T %Z"’ of
A + e cOoS TX

T

F——cosz,;—tx /= .
+ Tz ?—{‘ —wx\/?i‘ ol
~|—B< VT T sinmc\/?rl{2

et dés que la période T est un peu courte eu égard & I'épaisseur, l'ex-
posant & la surface

‘Rh 2,1{67
rend les parenthéses énormes par rapport & leur valeur au milieu.

Ex. : Cuivre £ = (C.G.8.) T;= l*‘; h =1

boo 800

les parenthéses valent == 23 environ, a la surface: au mlheu leurs
"valeurs sont 1 et o.

245. -— Le cylindre indéfini conduit & des conclusions analogues.
Dans lc cylindre conducteur, I'équation cst

?F 1 bF—Awk oF

o U par ot
et (toujours dans Vétat actuel de notre théorie) elle se réduit &

F 19F
ot U ror
dans 'isolant.
1° Le courant déeroit exponentiellement.

F = Re—et’
d’ott
PR 1 aR
53+t 5 o5 4+ 4=k R = o.
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dont I'intégrale finic & V'origine est (L. II. Ch. V)
BJ::JO(T‘/Z;%B)

I’allure générale de la fonction de Bessel J,, est alternante, maxi-
mum pour » == o, au cenire du fil; en prenant cetle valeur centrale
pour unité, les autres maximum de plus en plus rapprochés de la
surface sont de plus en plus petits ; mais leur décroissance sc ralentit
de plus en plus & mesure qu'on s'éloigne de I'axe (lig. 12, p. 96). Le
4° maximum est 0,22 ; le 16° 0,11 ; le 50° 0,063. .

Le premicr changement de signe se produit pour la valeur 2,40
le second pour 5,52, le 3° pour 8,65, le 4° pour 11,79, ete. Suivant la
rapidité de chute de la force électromotrice, et le diamétre du fil,
celui-ci peut done &lre parcourn 4 scs différentes profondeurs par
des couranls alternativement de sens contraire ; le courant superficiel
peut d'ailleurs étre de méme sens que le ourant total, ou de sens

opposé.
Ex. : Cuivre % = --*—. Soit § = 4_99;
v 1600 [
R <2 jo Un seul sens de courant.
R < 5,52 Zone exlérieure inverse de la zone centrale,
R < §,65 Zone extérieure de méme sens que la zone centrale, avec une
zone intermédiaire opposée. ,

246. — L'intérieur du conducteur étant tout enlier a distance
finie, la répartition du courant y est déterminée indépendamment
du champ extérieur. Celui-ci, (dans les conditions de notre théorie)

est donné par

F— (c 1og'<§> + D) o9

avec
D=7, (R V4=Ro)
et
o
C=R (57 J0>R

Méme difficulté & l'infini que pour la lame plane.
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247. — Le cas ou la force électromotrice e.s't périodique a fait
T'objet d’6tudes numériques approfondics & cause de son importance
industrielle, et il est bien connu. Remplagant

’

— 0 par ?17,3 7

nous obtenons pour la solution

' ——81:27" . .

Les deux fonctions X, Y de la variable

2 = axr 9—]:
) T

ont été étudiées et calculées numériquement par les soins de

2,35

- Fig 41 T

I’ Association Britannique. Toutes deux croissent extrémement vite
en valeur absolue avec 2, apris avoir changé de signe une seule fois.
La figure 41 indique leur allure.
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On a alors pour partie réelle

. ot . ani
Ff.x\cos—T-——Ys1n—,F

et I'accroissement extrémement rapide de X et Y en approchant de la
surface, dés que la variable 2mr \/ 2_1{_5 dépasse 4, montre que la ré-

partition du courant est alors exclusivement superficielle.

248. — Ces exemples suffisent & prouver combien est erroné le
calcul des coefficients d’induction dans le cas des courants & varia-
tions trés rapides, si on suppose le courant inducteur uniformément
réparti dans la section du fil. L’errcur déja grande pour un courant
périodique dans le temps, qui se localise & la surface du conducteur,
est bien évidemment plus grande encore pour un courant a décrois-
sance exponentielle; qui se stratifie en zdnes opposées dans la pro-
fondeur du {il. Il est, dans ce cas, impossible de parler d'un coeffi-
cient de self induction d.étermihé, ou méme d'un coefficient limité,
pour une décroissance exponentielle rapide du courant dans un fil
un peu gros. ‘ ‘

Ce sujet mérite une étude approlondie, que nous aborderons
lorsque nous serons en possession des équations correctes (Maxwell-
Hertz) du champ extérieur.

-
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'

PROPAGATION AVEC CAPACITE ET INDUCTION
MEMOIRE DE KIRCHIIOFF

)

249. — Les caractéres de la propagation de Péleclricité dans un fil

- (oué de capacité, mais sans induction, sont connus dans leurs traits
généraux par Pétude approfondic des cables, et par I'analogie avec
* la chaleur : toute variation se fait sentir instantanément & toute dis-
tance, mais infiniment peu & dislance infinie; il n’y a pas de vitesse
de propagation indépendante de la loi de variation du potentiel ;
mais & chaque variation périodique correspond une vitesse de pro-
pagation particulicre des nceuds ct des ventres ; une vitesse du train
d’ondes, et un amortissement ou une absorplion déterminées. Le
conducteur doué de capacité se comporle comme doué de disper-
sion ¢t de pouvoir absdrbant, variables avec sa forme. ,

Les caractdres des variations d'intensité dans lc temps, par induc-
tion sans capacité, sont également bien connus, depuis Faraday,
Lenz, Neumann, Thomson, Helmholz.

Mais les caractores de la propagation dans les fils doués de capacité
et d’'induclion, ont été méconnus, ou pour micux dire inconnus, des
physiciens, & peu prds jusqu’aux déeouvertes retentissantes de Ilertz,
bien qu'ils cussent ét¢ établis par Kirchhoff dans un remarquable
mémoire de 1857 (!). Dans ce mémoire, Kirchhoff montre.que toute
perturbation se propage le long du [il avec une vitesse finie, quoique
trés grande, égale & la vitesse « rapport des unités électrostatique et

(1) Uber die Bewegung der Electricitit in Drithten. = P. A., t. 100, — Abh.-
p. 131, .
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¢lectromagnétique », c’est-a-dire ala vitesse de la lumiére. Comment
un résultat si important, conséquence de lois bien établies, a-t-il pu
rester pratiquement ignoré des physwlens ne leur suggérant aucune
expérience, pendant plus de trente ans ? C’est que Kirchhoff a mal-
heureusement ¢tudié les fils et non pas les cdbles; ni la notion de
capacité par unité de longueur, ni la notion de coeflicient d'induc-
tion propre par unité de longueui', indispensables 4 son raisonne-
ment ultérieur, n’ont paru étre établies, ou seulement rendues vrai-
semblables par les considérations du début, '

250. — Kirchhoff suppose le iil fin, trés long, trés peu courbé, de
maniére qu’on puisse le décompdser en éléments de longueur sensi-
blement rectilignes, ‘quoique trds longs pﬁr rapport au diameétre.
C’est le mode de décomposition usuel uand on s’occupe des propue-
tés des fils, dont c'est, pour amsn dire, la délinition. Dans un tel

" ¢lément, on suppose que le potcntwl varie linéairement, que la den-
sité superliciclle est uniforme, que la force électromotrice induite est
uniforme ; on suppose aussi dés le début que les densités internes
jouent un role négligeable par rzlpport aux densités superficiclles.

Soit donc un ¢élément du fil do longueur 23, de diamétre 22 le long
duquel la densité électrique par unité de longueur de 1’élément est e
au centre de la seclion droite médiane de cet élément le potentiel dit
4 la densité superficielle uniforme ¢ : 27«, que donne une quadrature
facile, cst exactement :

.

————— v

2¢ log )\——_————.—_’- ‘/)\ + o

)

et approximativement, puisque X est supposé trés grand par rapport
Az,

2e¢ log 3)—\
©a
Au dela de Ja distance X, la charge ¢'ds’ que porte I'élément ds’ du
fil conducteur peut étre regardée comme placée sur I'axe géométrique
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du fil; appelant » la distance de I'élément ds’ au milieu de 1'élément
ah, e potentiel total en ce point est

V=2elog2—::—|— —_

-en excluant de l'intégration I'élément 22,

2541. — Pour la lorce électromotrice induite, Kirchhoff adopte la
forme élémentaire de Weber

' ds a%!
el
Q 5 €08 0 ¢os Y;

Q est la vitesse de la Iumidre (*).

La force électromotrice le long d'un filet infiniment étroit pris
dans la section droite de I’élément 2) se présente sous forme d'une
intégrale quadruple, étendue, 1° & toute la longueur 23, 2° & tous les
éléments de volume dune section ¢loignée ; Kirchholf montre que, &
cause de V'éloignement des autres parties du fil, la partie de la force
électromotrice qui dépend de la position du filet dans la section
droite est négligeable. C’est ce qui résulte des exemples traités aux
.Chapifres précédents par une toute autre méthode. Admettant alors
«que le courant reste uniformément distribué dans chaque section
droite pendant tout I'état variable, on obticnt pour la force électro-
motrice au centre de la section médiane de I'élément 2}, due & cet
élément,

, + X
- ' 128 1 " 2* dx. empdp
QR of mad &/.7)2 + p )
caron a ici .
€08 0 =08 ¢ == =

(1) Yai appelé @, conformément aux notations de tout I'ouvrage, ce que
Weber of Kirchhoff appelaient ¢ : V2. De méme, j’ai continué & appeler i lo
courant total; tandis que Weber et Kirchhoff appellent ai ce .courant total,
composé par moilié du courant de fluide positif dans un sens, et négatif dan®
Yautre.
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et
r = t/ac2 -+ p.
¥

Le résultat de la quadrature est rigoureusement

~

A2 — VA o2
2az< ‘/ +a+

. x+\/xz+a2>_

TR\ T log >
il se réduit a

2 ail 2
02 57 08 ¢

' . 1 o er . 2A
en négligeant 5 devant l'unité, et en oufre, I'unité devant log ="

On obtient alors pour la force électromotrice au centre de I’élément
2}, due 3 tout le circuit immobile '

1 b’ll)__

() - L2 12 2A 'ds’ cos 6 cos ¥
QO ar Q2 ot

7 lpg —
2looa—i— s

en excluant de I'intégrale comme précédemment lc méme élément 23.

252. —- La loi d’Ohm nous donne alors en appelant % la conduc—
tibilité spécifique du fil :
_?V 1 aw]

. 2 1w
(3) | i = k. ma2, [ 5 0 5

et la conservation de I'électricité donne

' ot 2e
@) 5= T

Jusqu’ici les approximations ne soulévent aucune objection; il
faut seulement les compléter par une remarque au sujet de I'équa-

tion (2). Si au lieu d’adopter la loi lémentaire d’induction de Weber,
en cos 0 cos &', on avait adopté la loi en cos € de Neumann, équiva-
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lente pour un circuit fermé, mais non pour le cas actuel de courant
variable, on aurait eu pour I'élément 22

+ -3
T ot 1 dx 27 dp
0? ot ma? \/w2 e
— A o .

.qui donne rigoureusement

Qoal’

1 af 52 2 92 P}
Y 2[M/A =) +10gx+‘/i2+a]

et approximativement, dans les mémes conditions que plus haut

1 ot 10)\
—giar 208

o,

1l suffira done, pour passer d'une loi élémentaire & 1'autre, de rem-
placer cos 0 cos 6 par cos ¢, dans Dintégrale extérieure a 1'élé-
ment 2},

Remarquons enfin que déja I'bypothése de I'isolropic des charges
superficielles et de 'uniformité de distribulion du courant dans la
section exige que toutes les parties du circuit soient & grande dis-
tance I'une de Yautre, ct exclut de la théorie actuelle tout circuit
enrould en spires serrées. Excluons donc les spires, de telle sorte
qu'aucun couple de deux points séparés par un arc lini ne s¢ (rouve &

petite distance, ccla va permeltre une nouvelle simplification des
équations 1, 2.
14
253. — Nous voici arvivés au point délical ; traduisons done (1) :

« Soit A la position de I'élément ds (23) ; soient B, G, deux points
pris sur le fil & distance finie de part et d’autre de A ; I'intégrale

éds
p

étendue & tout le fil, & T'exception de BAC, est une grandeur
(1) Abh. — p. 140-141.
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finie, par conséquent infiniment petite par rapport & 2¢ log 3}; on
doit donc, dans Péquation (1), étendre cette intégrale au segment
BAC seulement, en excluant I’élément 2X. »

Comme, dans ce segment, ¢' tend vers e, 'intégrale a pour valeur

AB ACT
elocr—x~ —l—elooT

en négligeant sculement des quanlités finies, provenant de la petite
différence ¢' — ¢, ct de la courbure du segment.

« Le choix des longueurs AB, AC est arbitraire ; il faut seulement -
qu'elles soient finies par rapport & la longueur totale du fil : on les
prendra toutes deux égales a la moitié de la longueur totale ? du fil ;
V’équation (1) deviendra

>,|~

V::zelog% 2310

ou

7
« Des considérations du méme genre donuent & 'équation (2) une
forme semblable

w = i log ;f » ()

254. — On comprend que ces quelques mots aient soulevé des
objections. Au fond, le segment AG doit &tre rectiligne comme 1'616-
ment 25 ; la charge et le courant ¢ doivent y é&tre uniformes sensi-
blement comme dans V'élément 2 ; absolument rien ne permet de ‘
lui donner une longueur finie, comparable & la longucur totale du
iil, si la charge cl le courant y éprouvent d’un bout & l'autre des va-
riations relalives finies, Quand, done, on voit étudier, quelques pages
plus loin, la propagation des discontinuités, sur une équation ainsi

(1) Les notations ne sont pag identiques & celles de Kirchhoff, Voir ci-
dessus.
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formée, il est impossible d'admettre que Ics résultats énoncés soient
une conséquence, méme grossitrement approchée, des principes
adoplés au début du mémoire.

255. — Passons outre, pour ne pas interrompre I'analyse du M¢-
moire de Kirchhoff, en nous réservant de revenir sur cette discus-
sion.

" Les quatre équations sont ainsi réduites & la forme simple

V = 2ey
W =20y
l (aV 1 aw>
1 == == — — - =
7 \d$ Q¢ ot
al e
as ~ ot
en posant
= log ! =ty
1=1087 = fma®

L’élimination de {rois des quantités, e, 4, w, par cxemple, s€ fait
sans difficulté et donne pour V I'équation aux dérivées partielles
1 2%V r 2V _ 2%V
oo Toaylet T o
a2’V oV _ 2 'V,

ou - — '+ 2k — =
ol? + al . as?

! 02
avec , 2h=£.
27!

‘

256. — Kirchhofi commence par remarquer que pour les fils mé-
talliques des longueurs usuelles dans les laboratoires, le second

terme est négligeable. Prenant pour exemple I'étalon de résistance

2h

étudié par Jacobi et par Weber, il trouve pour le coefficient o um

_nombre de 'ordre de 10— 3 ;: Q! quand on mesure le lemps en se-
condes.

Si-donc on néglige tout & fait ce terme, le potentiel V se propage

sensiblement avec la vitesse de la lumiére le Q long du fil, sans
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amortissement. En particulief, une discontinuité, comme celle qu’on
produit en introduisant ou supprimant brusquement une pile, cir-
cule indéfiniment le long du fil avec la vitesse Q (en admettant
qu’il y ait un moyen de rendre insensible la durée d’introduction ou
de suppression de la pile, par comparaison avec la durée de parcours
total du circuit avec la vitesse de la lumidre).

257. — Cette premiére‘ approximation, qui nous montre qu’uq
circuit de quelques kilométres peut &tre parcouru un grand nombre
de fois par I'onde électrique sans aifaiblissement sensible, ne sulfit
pas; car plusieurs milliers de tours ne font encore que quelques
centiémes de seconde. L'amortissement le plus minime, qui ne réagit
pas sur la vitesse de propagation, suffit & {out éteindre en un {emps
A peine appréciable. Poussons done I'approximation plus loin.

Une solution simple est

V=_Ce™ A+ ins
22— 2hd - Q2 = 0.

A=hVr — 02
et approximativement

A=hExine ' ’
. & ‘ :
en négligeant o

La solution simple, mise sous forme réclle, esl alors
V = Ae " o3 n (s == Qu),
1
donl Pamortisscment est indépendant de la pulsation n (1).

258. — On peut donc ajouter des états périodiques d’amplitude et

() Le role industriel de plus en plus important des courants alternatifs a
conduit & des dénominations convenlionnelles acceptées des électriciens. La
période étant T, la fr'e'quence est ,[1,, et la pulsation est :f;f.
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~de période quelconque, et prendre comme solution générale approxi-

mative
V=e"M[f (s —Qt) + f, (s + Q)]

/. et f, étant deux fonctions arbitraires,

Les deux ondes se propagent en sens inverse, avec la méme-
vitesse Q, en conservanl leur forme, mais avec un amorlissement
commun & toute I'onde.

Des équations 1, 2, 3, 4 simplifices on tire facilement pour
Yexpression

Q

2@ A=) =6+ ]

1‘,:‘

( wlembe [ [fi =0y fis+ Q0] ds

2%

dont la seconde ligne est négligeable & cause du facteur /.

259. Réflexion aux bouts du fil. — Dans un circuif non fermé,
si I'extrémité du fil s = o est isolée, Vintensité y est nulle : on a
donc

f(— Q) =, (+ )

I'intensité s’y rofléchit en chaugeant de signe, et le polentiel sans
changer de signe.

Si I'exirémité est en communicalion avec Ie sol, ou pratiquement
avec une capacité telle que ses variations de potentiel soient négli-
geables, on a au confraire

fi(— Q) + £, (+ 00 =0,

c'est le potenticl qui change de signe en se réfléchissant et I'intensité
qui n’en change pas. ‘

260. Examinons, a titre d'illustration, la propagation des discon-
tinuités.
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1° Circuit fermé, de longucur Z, Etat initial, courant permanent :

V=—Es 0o<s<{

i=E,
. R
On supprime instantanément la pile. Discutant dircctemeht, sans

passer_comms Kirchhoff, par I'intermédiaire de la série de Fourier de
période 7; nous avons d’aprés I'état initial

o <8<l
fi(s) + fi (s) = — Es

Q E
ORI ACIES
d'ou

rO=5 (~s+i5)

fo(§) =

¥ fes]
T

|

w

|
=l
Z|s
SN———

et par conséquent

. _E/ 2y Or
‘/i(s—-Qt)_—z—( S+Qt+RQ) 0<s—Qt <1
a~v

f2(°‘+£2l)=}2~3(—s——£z,t——ﬂ—'> o< s+ QUL

Aussitdt que lapile est supprimde, le potentiel et I'intensité devien-
nent les mémes aux deux bouts ¢, I du circuit, et l'on a, quelque
soit ¢, ' ' ‘

[ (=08 + fo (+ Q) = f, (1 — Q) + £, (I + Q)
L= ) —f(+)=Ff0—0)—/f(+00)

/1 et [, ont done séparément la période !, et sont complétement dé-
terminés, puisqu’ils le sont déja dans une période.

2641. — Dans Pétat initial, chacune de ces fonctions a une discon-

tinuité ]2— 4 lorigine. Cette discontinuité? se propage symétrique-
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.

ment & droite et & gauche de 'origine, en s’atténuant dans le rap-

- . s s l . e
port e =, Au demi-parcours, a 1'époque 50 Ies deux discontinuités

se rencontrent et s'ajoutent un instant ; la discontinuité totale est &
Al ,
ce moment Ee 20

Aprés un tour entier, elles se rencontrent de nouveau a I'origine,
hi

mais leur somme a encore diminué, elle n’est plus que Ee™ 2 ; efc.

A un moment quelconque les discontinuités séparent le circuit en .
deux parties dans chacune desquelles le courant est constant, et le
potentiel est linéaire en s; mais 'une des parties est en avance d'une
demie période sur l'autre.

Pendant la premiére période, par exemple, dans tout I'espace s,
non atteint par la discontinuité,

ot <s<Il—Q,

I'inlensité est encore %, et le potentiel — Es, Dans 1’espace symé-

trique
0 < s<TQ;

qui n’a encore été atteint que par une des ondes, on a

V=]§3 [(—— s——ﬁ—é) -+ <—s + Ot + I%) ej’”]
=7l (—s—- 1{{2) -|-.<—s+Qt —nl—}%é)a -’”]

262. — Sans entrer dans plus de détails & ce sujet, on suit bien la
marche du phénoméne en serepréseniant la progression inverse et I'ai-
faissement simullané des deuxdroiles horizontales,avec le sautbrusque'
en marche d’escalier, pour le potentiel, et la progression des droiles
de méme pente avec le ressaut en talus de rempart pour l'inlensité.

Il n’est pas plus difficile de suivre les modifications progressives le
long d'un fil télégraphique aux extrémités duquel se produisent des
réflexions d’intensité sans changement de signe.

Sans insister davantage, on voit, dans les cas ol nous pourrons
justifier les simplifications aventureuses de I(il'bllllbif, comment
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Vinfluence d'une faible capacité du fil modifie lo phénomene de V'in-
duction, qui cesse d’étre rigoureusement simultané sur toute la lon-
gueur du fil, mais dont les <iscontinuités courent avec la vi-
tesse de la lumidre sur toute sa longueur, cf s’entrecroisent s'il
est lermé, en s’atténuant 3 chaque tour dans une proportion extréme-
ment petite.

Tel est lc contenu, librement analysé, de ce mémoire, digne i coup
stie aulant d’admiration ue de critiques.
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PROPAGATION AVEC INDUCTION ET CAPACITE
DISCUSSION

263. — Cerlaines parties du mémoire de Kirchhoff étant sujettes
a caulion, attachons-nous y spécialement. .

Pour arriver a la forme simple d’équation aux dérivées partielles,
(1), (n° 255) il faut que Paclion tant inductive qu’électrostatique des
parties lointaines d'un circnit sur chaque segment de quelque
étenduc soit négligeable. C'est ce qui arrive dans un cas déja tres
étendu, celui d’un long circuit dont le fil d’aller et le fil de retour
marchent parallélement ; cas trés important pour la pratique, car il
correspond aux conditions d’¢tablissement des lignes télégraphiques.

L’dme ct I'armature dans un cible, le {il et le sol, ou micux le fil
et son symétrique par rapport au sol, dans une ligne télégraphigue

» ordinaire, constiluent ainsi un fil d’aller et un fil de relour parallélcs,
dont I'écart d est petit, et dont les segments en regard sont par-
courus par des courants égaux et contraires, et ont des charges élec-
triques égales et contraires.

264. — Alors, quel que soit 'état variable des deux fils, la force
électrostalique en un point, due & un segment des deux {ils, varie, &
grande ' distance », comme o : 73, et la force électrique induil,e,
comme d : 7 ; sur 'ensemble des deux éléments de fil parallcles,
ces forces d’origine lointaine agissent dans le méme sens absolu, et
par conséquent en sens opposé par rapport aux courants daller ct
de retour; leur action est donc de 'ordre de d? :‘ rd et de d? : %,
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Par conséquent, en excluant les boucles, "et les enroulements,
méme assez liches, de maniére que la longueur d'un arc quclconque
soit de méme ordre que la distance r de ses exirémités, 'intégration
étendue a tout le circuit sauf un troncon 22 donnera des résultats
petits de l'ordre de d? : X* et de d? : X an milieu de ce troncon.

265. — On peul donc se borner & considérer les réactions mu-
" tuelles de ce troncon, long par rapport & la distance d des fils d’aller
et de retour, el sensiblement rectiligne. C
Si la densité et l'intensité varient beaucoup d’un bout & lautre du
trongon, le probleme relatif & ces fils paralltles reste encore diflicile.
Mais ajoutons la condition que la densité et I'intensité sont sensible-
ment des fonctions linéaires de l'arc sur toule la longueur 2 d'un
trongon quclconque, beaucoup plus grande que la distance d : le
probléme devient trés simple.
En effet, si la répartition est uuiforme, il y a une capacité par

unité de longueur G, et un coefficient de self-induction L par unité
de longueur; il en est de méme si la variation est linéaire, parce
que, les éléments symétriques jouant le méme role dans les inté-
grales, leur somme est la méme que pour la distribulion uniforme
égale a cclle du point cenlral.

266. — Cela étant, le courant est ¢ dans le {il d’aller, et — ¢ dans
lc fil de retour, en face.
L'¢lectrostatique donne

a____ GV
as —  QF ot

C étant la capacité géométrique ; et I'induction donne

oV _ . o
. "— -5:9'" = RZ - L %)_Z
d’olt
2V CRaV  CL®V,
D WSt

e,

Cette fois I'équation II, de méme forme générale que celle de
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Kirchhoff, a des coelficients dont la signification et la gréndeur n’ont
rien d’indéterminé.

C'est sous cefte forme, mais sans s’étre embarrassé un instant
d’établir I'cxislence de la capacité et de la seli-induction par unité de
longueur, que M. Heaviside a écrit & nouveau cetle équation de pro-
pagation en 1876 (), et a refait une discussion analogue & celle de

"Kirchholf, qu’il cite d'ailleurs. 11 s’en est occupé de nouveau, dans
un long et important mémoire, paruen 1881 dans le journal (anglais)
de la Société des Ingénicurs télégraphistes (?): et a développé les
formules d’intégration par la série de Fourrier, comme pour le cible
sans-induction, non sculement pour le fil indéfini, mais pour le fil
limité, soit isolé, soit relié au sol, directement ou par I'intermédiaire
d’appareils présentant eux-mémes de la résistance, de la capacité, de
Vinduetion ; ce qui dans chaque cas modilie la loi des coelficients de
la série (*). . ‘

267. — Cette équation a été étudiée au méme point de vue par les
ingénieurs télégraphistes frangais (¥).

Au point de vue théorique, et sans hypothése restrictive, au sujet
de Yordre de grandeur des coeilicienls, 1'équation mise sous la

forme ,
a2 oV azV

. ¢ Y + 2 oy (__) —o0
2y oy o

en posant -
—-— E A €r = ._B’. /g S
Y=3L" T 2Q \ L
a été intégrée au moyen des lonctions de Bessel par M. II. Poin-

(') On the Extrat-current. — Ph. Mag. 1876 et Electr. Papers. (Macmillan) L.
p. 53, & partir, du § 14,

(%) Blectr. Papers. t. L p. 116. On induction hetween parallel wires; &
partir du n° 13 p. 129.

(3) M. Heavizior & traité lo plupart des questions de principe, et & peu prés
foutes les applicalions possibles an moyen des séries de Fourier, des fonction.
sphériques el des fonclions de Besscl, dans une prodigieuse série de mémoires
a la fois condensés et touffus, qui ont heureusement 6té6 réunis en volumes
sous le titre « Electrical Papers » (Macmillan) 18g2. .

(%) Annales de télégraphie Barsaratr, 1883, — et pour ’ensemble des travaux’
Vaschy, Traité d'électricité et de magnctisme en deux volumes,
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caré (1), résultat que M, E. Picard a obtenu ensuite d'une ma-
niére trés directe. o

Cette forme réduite, est souvent désignée sous le non d’ « équation
des télégraphistes. » ' ’

268. — Contentons nous de réviser la discussion de Kirbhhoff, en
évaluant d’abord correctement 1'ordre de grandeur des termes : dans
la solution simple ’

Ve=A e—)\t + ins
avec

R Q?
2 _. 2 __
p\ L)\—|—, nt=—o

B L o
=R /-4

Dans cette équation, la capacité par unité de longueur C, et la self-

ou

induction par unité de longueur L, sont des grandeurs géomdétriques, -
sans dimensions, dont le produit différe peu de 1'unité ; » est Vin-
verse d’une longueur comparable & la longueur totale du céble, ou &
O*n?
CL :
temps .comparable au temps de parcours du céble par la lumiére ;

c’est 36,107 pour une longueur d’onde de 100 kilometres, 36,10%! pour

une de ses partics aliquotes. est done Tinverse du carré d'un

une longueur d'onde d’un kilométre.
269. — Pour deux fils paralltles, L est suplrieur & 4, mais
n’atteint pas 10, ce qui supposerait la distance égale & 10 fois le dia-

5 . . . 1600
matre des fils. R est pour deux fils de euivre de rayon a, 2 oy

en CGS, soit 10° pour des fils de o°®,2 ‘de diameétre, 10° pour une
transmission de puissance de 2 centimetres de diamétre.

2
Z% est donc de Yordre de 10% & 108,

(1) Les oscillations electriques. — Legons rédigées par M. Mauraiﬁ, Carré

et Naud, 1894.
16
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Donc, pour des longuecurs d'onde inférieures & quelques kilome-

tres, Uapprovimation de Kirchhoff est permise; Uonde qui en ré-
: (,—ar
sulle s'amortit tout entiére au méme laux \e 2L "/, en conservant

sa forme; ce résultat est d’autant plus exact que Uonde est plus
courle ; il sapplique rigoureusement auxz discontinuilés compa~
tibles avec les hypothéses initiales sur lesquelles Uéquatlion est
fondée, c'esi-a-dire aux discontinuités des dérivées secondes et au-
dela, du potentiel V.

La vitesse de propagation commune d loutes ces ondes et aux
discontinuitésest Q: VCL.

270. — L’approximation est d’autant moins bonne (ue les ondes
sont plus longues et les [ils plus {fins; pour unc onde de 100 kilo-
metres par exémple, et des {ils de deux milllimeélees de diamétre, peu
éloignés, les deux termes sousle radical 10% — 36,107 sont tout & fait
de méme ordre. .

A mesure que la longueur d'onde augmente, et se rapproche de
100 & 1 000 kilométres, surtout gvec des fils résistants pew écarlés,
la vitesse de propagation diminue de plus ex plus, finit par s'an-
nuler et Vétat clectrique cesse de se propager pour s’ amortir sur
place. '

Pour une longueur d’onde infinie, on retrouve 'amorlissement,
sans aucune propagation, de la théoric de I'induction sans capacité.

Sans entreprendre une étude plus approfondic de 1'équation des
télégraphistes, nous voyons clairement que, dans un {rés long fil,
toute perturbation peut étce décomposée en trois parlics :

N

La valeur moyenne, samortit sur place, sans se propager, au
' Re :

taux des couranis sans capacilé, e L les courles irrégularilés
(moins d'un kilométre) se propagent sans déformalion, avec la
vitesseQ:\/CE en s'amortissant deuwx fois moins vite ; les irrégula-
»ilés intermédiaires s'amortissent de mcme, mais. se propageant
moins vile, s'élalent en traindes de plus en plus longues qui finissent
par ne {olus se propager du lout et se confondre avec la valeur
moyenne.
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274. — On peut facilement montrer, avee ITugoniot, que la dis-
continuilé des dérivécs secondes, Ic front de’onde, conme on I'appelle,

, Q-
se propage rigoureusement avec la vitesse \——d/C_I: .

avV oV . -
Comme % et La? sont continus au front de I'onde on a encore en co
point

oV av
— == 0 —_—
28 at

= 0.

Prenons la dérivée par rapport a ¢ en remarquant qu'an front de
I'onde s est fonction de . On aura '

V. oVas o
asal st ot
?*V | Was o
ot* asat ot
| e s LEAY
d’olt en éliminant —
L Frry
o’V 2%V <as>2

20¢ T os? \ot

Mais d'autre part puisque %’ est nul au front de I'onde, I'équation

géncérale se réduit en ce point d
'V L%V

2 — .
ot? . o8?

CL

Ces deux derniéres équations nous donnent

La propagation du front de I'onde se fait donc avec la vitesse __g__)::

Examinons maintenant dans quelle mesure la vitesse de propaga-
tion Q : \/ C—I: differe de la vilesse de la lumicre.
" Les valcurs géométl‘iqués de C et de L ontun produit peu difiérent
de I'unité.
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Pour deux fils paralléles de rayons a, a, a dislance d, on sait que
Tona

Co= 1

2 log ——
1“2

¢t nous avons trouvé en supposant la densité de courant uniforme

2

L =2 log — 1
° a,a, -
d’on

. CL =1+ C.
Pour une distance modérée des deux fils
d=10a, = 100,,

C=-= '
9,2

=0 95 environ
vCL '

Dans la théoric actuclle la vilesse de propagation cst inférieure

. I » . . ’ . .
d’environ 5 & la vitesse de la lumigre; la diflérence serait moindre
pour des fils plus écartés.

- 272. — Dans un cible, a {il creux, de rayon intérieur a¢ et exté-
rieur & dont larmature a pour rayons inlerne a’ et extcrne &' : on a
1
C=———>

@
2 10g (E)
!

a 10 +a® 10?%2-4qa" at
L=21o

O i o e

et nous avons trouvé

a P a
8 — 2T (a8 T a8y

Le produit CL peut-étre trés difiérent de l'unité. Prenons par

" exemple
a=o0 b=o0,1
'=o0,5 V=1
1
G —_ g
3,22

= + 3,22 — 0,5 — 0,8 + 2,46 = 4,38
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d’ou
1
— = 0,86
VCL

‘T'écart est de ;
Dans le cas limite ot les decux conductcurs seraient des (ubes
infiniment minces,

1

AR

L alog % o
o — -+ -
© b 2

al
L =2log 3+
comme on le voit cn développant les logarithmes.
Méme formule évidemment, si pour une raison quelconque les
courants se localisaient d’cux-mémes sur les surfaces des conducteurs
en regard.
Conservons les mémes valcurs de b el o' :

L = 3,22 + 0,5 = 3,75

—_— = = 0,93

*écart est réduit & —; mais il n'est pas annulé comme on lc dit

14
quelquefois.

273. — Pour que la vitesse de propagation dans les fils mélalli-
ques contigus et dans les cibles atteigne la vitesse de la Iumiére, il
ne suffit donc pas que les courants se localisent exactement & la sur-
face des conducteurs. ‘

C’est une question sur laquelle il faudra revenir plus tard.

Notons seulement que si le milieu isolant est autre que le vide, il
* faut mulliplicr la capacité par le pouvoir inducteur spécifique K;la
vitesse de propagation est alors multipliée par /K. L’amorlissement
resle lc méme ; pour le changer, il faudrait que le milieu soit magné-
tique, ce qui mulliplicrait L par la perméabilité magnétique .

274. — Revenons maintenant au fil simple de Kirchhoiff, et
voyons §il n’est pas possible d’obtenir quelque conclusion exacte.
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Les 4 équations sont, en supposant I'élément sensiblement recti-
ligne 24 tres long par rapport & son rayon o :

. l—2
21 e'ds'
(1) V=2¢log - -+ -
+ A
l—2
. g ' 12 .
(2) W=2ilog%)f+ i'ds (ncosecosﬂr—l—(l 'q)cosa)’
+ A
= et — 2V L2
3) z__km(. N )
2L ae,
@ ==

dans (2) on a remplacé cos 0 cos 6’ par n cos 0 cos 0 4~ (1 — 7) cos ¢,
en appelant 1 un nombre queiconque, sans contrevenir en rien aux
principes fournis par les courants fermsés.

Entre ces 4 équations, on peut facilement éliminer e, V, w, et I'on

obtient
B 2% 1 2% 2 =
o (5 — i) s 5
- fima? as’ as \r
a
1 2%’ (0 cos 0 cos & -+ (1 — 7)) cos e ds’
Q? oLt s
— . —
La scule différentiation délicate est la suivante :
Al —A 1—2
3 eds €12 ) (1) )
2. = ¢ -~ (=) ds
28 P A + 28 \r
+> A
D’aprés les conventions d’ordre de grandeur, on a
> [€1_4—¢ 9 2,
— (— _..l._._..)i.___?\ = 4} 2 .a_e_, —_—— 9 9_‘1;
ot A 2s ot 08
A 2k 2%
et ce terme est négligeable par rapport & 2 log et
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275. -— Nous pouvons écrire cetle équation sous la forme
. 2% 1.a2ri> log 2
ast  Q¥afr) T° a

<b“z” 1 a%") 1 €08 0 cos 0’ - (1 —~ ) cose ds'

os't T ot 7
L X4
) =0
2¢' c0s 0 9% n cos0cos 0 4 (1 —7) cose]
T Ly T . ds
1 di
fma? ot

Nous rappelant les rclalions é{ablies au Chapilre X (p. 129).

'y

2 . LY ) or
cos O = —;, 08 0 = — —; cos e —= — —; 9*—-),
or , as 28 28

nous pouvons f{ransformer lintégrale de la troisidme ligne, au
moyen d'intégrations par parlies, ct lui donner la forme '

'

G l—r ) I—A
[ . o 1 < 1 or bS’)
+ [S as' |5 [z Mas v )

' ) (mr ) T =
(6) 7 ds s /5 3

1= :
oo fvar  aS\ -
(v G- W -7 ) ds
a8 'r*as  os

cen posant
rnA  tmn o o
= o5 o8 » o8 (r as
et rappelant par les limites 4, 7 — 2, que lintégration s’élend & toute
Ia partie du circuit extérieure & I'élément 2). ,
L’hypothise déja faite antérieurement pour I'établissement méme
des équations (1),... (4), quo le rayon de courbure du {il est partout
tres grand par rapport & 24, rend les termes de la premitre ot de
| ) p
. R - 2
la seconde lignes (6), négligeables par rapport au terme en log — de

P'équalion.
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Dans Pintégrale qui resie, la parenthidse peut étre misc sous la
. forme. ,

2 (1 ?°rc . 212 ar
— 2 () 222 2 (D),
a8 (7) YR as’ras( a?)

276. — Cela posé, il est évident que I'intégrale scra négligeable
pour des formes de circuit variées. Elle scrait rigourcusement nulle,
quelle que soit la distribution de l'intensité, pour tout circuit tel
que la distance » de deux quelconques de ses points satisfasse &
J'équation

) 2 /1 2 2 (12 22"\ =,
7 a5 0s \r T 3508 as® \ras\ a8/

Sans chercher 3 intégrer cetle équation, conlentons-nous de
Pexamen d'un cas particulier. '
. I. — 8i le {il est rigoureuscment rectiligne on a

Val. absolue (8" = s) = r
" Du cdté o ¢ est plus grand que s, on a done

o ar %

T wT T mw Y
et 'équation de condition (7) est satisfaite.

Done, rigoureusement pour un fil rectiligne, et approximativement
pour un fil sinueux, s’écartant peu, et par lenies ondulations, de la
forme rectiligne, la troisitme ligne de 1'équalion (5) peut-dtre clfacée.

II. — Si le fil forme un circuil circulaire de tres grand rayon
on a ’

s’ — s = 2RY, r = 2R sin 0,

et le premier membre de I'équalion (7) devient

sin 0

' (2+7))'§R3“

Pour un circuit circulaire,la troisitme ligne de Péqualion (5} ne
peut pas étre effacéo en général, c’est-i-dire, quelle-que soit la loi
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de I'intensité ¢, soit avec Ia loi élémentaire de Weber (7 = 1) soit
avee celle de Neumann (7 == o) ; il faudrait que 7 soit égal & — 2,
pour que celte disparition de l'intégrale soit possible.

Au point olt nous en sommes parvenus de cette étude, nous ne
savons ricn encore de la valeur de cetle conslante ; nous verrons un
peu plus loin, que la stabilité de I'équilibre électroslatique exige
que n soit plus petit que % ce qui n'est pas incompatible avec la
valeur — 2.

Quoiqu’il en soit, l'inlégrale qui reste est alors

1 —A . I —2
2417

4R?
'S AT

2—87*1—;3—”- 7.s8in6.ds =

7 gin 0 d0.

11 est important d’examiner si dans I’ensemble de la circoniérence
une compensation serait possible :

Supposons V'intensité ¢* développée en série de Fourier, par rapport
4 Pangle au centre, 29,

i =1, + E (a, cos an8 - b, sin 2m6).

On reconnait facilement que tous les termes subsistent; en parti-
culicr le premier terme donne '

ﬁ.—__ﬁ 27 cos( ).\_ .
4R 2R
Il n'y a donc aucune compensation, malgré la simplicité de forme
de la circontérence, en dehors de celle que donnerait 5 = — 2.
Il n’est donc pas probable qu’il exisle des circuits fermés parmi
les intégrales de I'équation 7, sauf pour des valeurs numdriques
particulitres de la constante des circuits ouverts 7.

277. Vitesse de propagation dans les fils rectilignes. —
Revenons mainlenant 3 1'équation (5).

Si le fil est peu ondulé de part ot d’autre d’une droite, la 3° ligne
est négligeable.
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|
2%

\ Si la variation d’infensité dans le temps est trds rapide, o est trés
grand par rapport 3 g-;; par conséquent, si le fil est en méme temps
trds conducteur, la dernitre ligne devient négligeable.

Dans ces conditions, U'équation (5) est elle-méme satisfaite, quelle

que soif la détermination particulitre de X lorsqu’on a

2% 1 8%

o5t T QF ol
Donce, en résumé, dans un fil sensiblemment rectiligne (sans. fil
de relour contigu) les variations d'intensité trés rapides dans le
temps se propagent sensiblement avec la vitesse  de la lumiére.

278. — Cela résulte des lois de I'induction et des forces électro--
statiques, considérées comme s’exer¢ant instantanément a toute
distance. '

Dans un fil circulaire d'aprés ces mdémes lois les variations
rapides d’inlensité ne se propageraient avec la vitesse de la lumiére
que st la constanie v des circuits ouverts, [l—-;_—f d’HelmeltzJ
avait la valeur — 2 que rien ne rend actucllement probable.

(La valeur qui correspond 4 la formule &’ Ampere est 4~ 3.

L’étude expérimenlale de Ja propagation des varialions d'intensité
tres rapides en circuit fermé permeltrait de fixer la valeur de celte
constanle.

Mais c’est un sujet sur lequel il est inutile de pousser plus loin

la rechierche du seul poinl de vue des aclions instantanées 2 dis-
Ilnuce.\ Les vues géniales de Maxwell, conlirindes et dégagées de
leur gangue par les mémorables expériences de lerlz, nous ont
appris que ce n’cst pas sculement le long des fils conducteurs que la
propagation se fait avec la. vilesse de la lumitre, mais aussi dans
I'cspace qui les sépare. Avant de reprendre cette discussion, il faut
“apprendre comment cctle propagation dans le vide modifie toules
nos ¢quations. )
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CIIAPITRE PREMIER

LE CHAMP D'INDUCTION AVANT MAXWELL

279. L’extension aux circuits ouverls des lois de I'induction en
circuits fermés exige que nous dtablissions un lien entre les forces
¢lectriques dues aux charges ¢lectriques, et les lorces électriques
dues aux variations des courants. \

Ces relations ne peuvent pas &lre tirées rigourcusement des seules
lois expérimentales déja étudices ; mais I'indétermination est minime
quand le pouvoir diélectrique K de tout Pespace est le méme, quelles
que soient d'ailleurs les variations de la conductilité 4. Clest & cg
cas que nous nous limiterons dans ce livee IV.

280. — Nous nous placcrons d’abord au point de vue le moins
hypolhétique dans nos généralisations ; nous examinerons si les con-
séquences cn sont conformes aux expériences nouvelles qui peuventles
controler ; et nous modifierons notre mode de géndralisation d’aprés
la naturc des désaccords. Un tel examen détaillé a acquis depuis’
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quelques années une importance imprévue ; certaines généralisations
conformes au sentiment universel des physiciens, et qui paraissaicnt
avoir re¢u la sanction de I'expérience semblent au moins douteuses
& la suite des expéricnces varides de M. Crémieu. 1 importe donc
de savoir si récllement ces trés difficiles expéricnces sont en contra-
diction avec les phénoménes certains de propagation, comme la
forme dctuclle de la théorie I'indique, et si par conséquent elles ont
ét¢ faussées par quelque cause d’erreur capable de dissimuler I'effet
réel; ou si elles ne sont en opposition qu’avec quelque hypothése
non cssentielle de la théorie, introduite comme évidente, mais réfor-
mable. C'est & ce point de vue, mais pour une discussion ultéricure
¢t non immédiate, gne nous allons procéder ici par prudentes étapes.

2841. — L’étude des courants nous a révélé que la force électrique
définie & partir du courant, par la loi 'Ohm, est, dans les conduc-
teurs, la somme de trois termes : une force électrique d’hétéro-
généité E tenant & la nature matérielle du corps, une force provenant

' des charges électriques, et obéissant anx lois de Coulomb-Cavendish,
oV __ oV aV _ ”
— —>»— —» — _, et une force provenant des variations d’intcn-

2w oy Y4

; . oF oF,
8ité des courants, et composée du terme de Neumam — L?ZL’ — :372’
C <

- aa—F;", ct peut-gtre d’'un terme complémentaire sans influence en
circuit ferm¢.

La force Conlomb-Cavendish cst définie, en milicu didlectriquement
homogéne, par I'équation dé Poisson

(1) KAV = — 4=Q%
et celle de Coulomb
, oV]®
(1) K [aTz]A = — 4nQ%,.

La relalion entre la charge et les densités de courant est définic
par les équations

. . oe

(‘2) DIV.J’ = - S—t‘,
' LB 0€y
(2) [7”]A —_— '57,
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et la loi d’Ohm déinit la force électrique lotale E par les équations

3 Ji =k (E, — E,).

Enfin la force électrique de Neumann est définie au moyen des
équations
(4) AT, =— 4w

282. — La force'coinplémentairc loit donner un total nul le long
d’un circuit fermé ‘quelconque, lorsque tous les courants actifs sont
fermés. ‘ |

Supposons, ce qui semble indiqué par la nature du phénomeéne
sans étre nécessaire, que cette foree complémentaire soit une fonction
linaire des intensités, des charges, ou de leurs dérivées par rapport
4 Vespace ef au temps; elle se composcra donc de deux termes : le
premier, dont l'intégrale pour un circuit fermé est nulle, quelle que
soit la distribulion des intensités ; le second dont la valecur est nulle
en tout point quand tous les circuits actifs sont fermés.

283. — La premiére de ces deux forces complémentaires dérive
‘nécessairement d'une fonction de force finie et continne ainsi que
ses dérivées premicres par rapport aux coordonnées. La conlinuité
des dérivées est nécessaire, parce que les circuits fermés expérimen-
talement peuvent présenter des points anguleux qnelconques sans
que la force de Neumam cesse d’dtre suffisante.

Soit

JW A LT, + J's%,

une fonction linéaire des densités de courant au point x'y'z’, et
W, W,, W, trois fonctions des coordonnées «'y'z" et de celles ayz
du point ot 'on obscrve la force électrique induite : celle-ci a pour
composantes lcs intégrales, étenducs & I'espace entier, des expres-
sions élémentaires :

0 o 4, . .
a(l [a{% U+ 7, +-7’31p,3>] da' dy' dz’

suivanl Oz ct les analogues suivant Oy, Oz,
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284. — L’élément de courant (5, da' dy’)dz’' produit done sur
un ¢lément de circuit da une force ¢lectrique induite
af W,
(2. @t d;/) cdz Wa.
) ! 2L
" SiVon admet qu'il v ait réciprocité instantanée pour cette force
complémentaire comme on I'a admis, d’aprés les expériences du
milieu du x1x° sidcle, pour la force de Neumann, la force induite

dans I'élément dz’ par la variation ( aa]tl‘ dy dz> dx dans I'élément

da est aussi
07'1 . ?_‘Irla .
(at dyd») cdx 3

. . . 2u .
Or, d’apres la forme générale, le coeflicicnt n'est pas —3—59, mais

o
o5

' - . . d% .
11 faut done que ce coefficient soit de la forme Pyereed la fonclion
<

¢ ne dépendant plus de Vorientation des deux éléments, mais seu-
Iement de leur position.

Le second terme complémentaire signalé au n° 284 est alors com-
prig dans le premier comme nous le verrons n° 286.

285. — Considérée comme définigsant une action directe & distance,
cette fonclion ¢ ne peut done plus dépendre que de la distance » des
deux points. Si on la considérait comme transmise, méme instanlo-
nément A travers un milicu, la conclusion qu’elle ne dépend que de
la distance ne s'imposcrait pas, lorsque le milieu est hétérogtne :
pour préciser la pensée par un exemple, le potentiel électrostatique

_enun point, dt & une charge déterminée en un autre ’point, dépend uni-
quement de la position des deux points, lorsque le milicu est donné,
mais il dépend de ce milieu, et éhange quand on inlerpose un con-
ducteur ou un diélectrique non chargés. our les forces induites peu
rapides, on sait que c’est I'héterogénéité magnétique qui influe, Nous
ne nous en occupons pas dans ce livre IV,
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286. — Nous admettrons, dans ce Chapiire, que, dans un mifieu
di¢lectriquement homogtne, la fonction ¢ ne dépend plus que de 7.
Posons done

e |

. o0 o0 9
F= <J1bx,—r-hby,+1 M,) d<'

L)
les composantes de la force induite en x, y, 5 sont

¢ 2 oF 2 oF > oF
2z Ty ot 2z o’

Cetle force do1t étre hom0%ue avee la force électrique de N eumann :
2

il faut donc que les dcmvees secondes® a—é—a% soient homorrcnes a
I'inverse d'une longueur et par conséquent que ¢ soit homogene &
unc longueur. Si conformément aux vues qui nous ont guidé jusqu’a
présent, nous admettons (u'il s'agit d’une forme universelle, indé-
pendante de toute propriété parliculidre d’une substance quelconque,
autre que D'éther du vide, nous sommes conduits & la regarder
comme fonction de purs nombres, de la vitesse de la lumitre (%), et
de la dislance »; mais comme elle ne dépend pas de l'anité de temps,
la vitesse de la lumidre n’y peut pas figurcr. Nous aboutissons ainsi

sans ambiguilé a la forme proposée par lelmhollz

¢ = Br ‘
B élant un nombre pur, que 'observation ‘des circuits ouverts doit
permettre de déterminer.

?

. or
F=01 <J1 /"*‘Jgayl—"]ga/)dt

Cela nous ramene & la troisidme forme (5) n° 186 de la loi de la

(!) Du point de vue élastique, V'éther est cnlisrement caractérisé par sa
densilé (dimensions ML—3) et ses vitesses de propagalion (dimensions L2T-2)

dont aucune combinaison n'est indépendanle & la fois de l'unité de masse
¢t de l'unité de lemps. ‘
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a1

ad [E cos e 4+ ——2 cos 0 cos 0’] ds ds'
o | »r r

en posant B —= «— 1; car on a, d’aprés les équalions du n° 183

force électrique totale —

*r  cosbBcos 0 —cose
asas’ T T

Ce terme complémentaire F pris sous cette forme ne contient (u'une
intégrale de volume, sans intégrale de surface, car d’apres la loi
d’Ohm, les densités de courant, proporlionnelles a la conductibilité
k qui est finic, ne peuvent devenir infinies dans une surface.

287. — En intégrant par parties, nous pouvons avec Helmholtz
metfrc en évidence les variations de charge au lieu des densités
de courant : -

=—B a*.Div.j’.dr’—B/r [74]} ds'

ou, d’aprés les équations (2) ct (2),

-— .bel ! De’s /
P—B/7 'a—t‘db_}‘B\/T"D_t as’.

La fonction F est done la dévivée par rapport au temps du second
potentiel des charges ¢lectriques; elle satisfait & 1'équation

oe
(5) AAF = — 2B, 4r -

Sous cette forme, on voit que la fonction F elle-méme esl nulle
quand les courants sont fecrmés partout, les charges élant alors
constantes.

' 288. — Introduisons mainlenant le potenticl V sous la forme par-
ticuliére de ce Chapitre n° 280 ; il vient

K o 1 / ’ oV’ B
—_—_— -2 B . LdiY 4+ oy !
Fe— 5B r. AV . de /r[bn]AdS ,

L3 [ %
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et, par application du théoréme de Green,

F=- 41:9* at l:f v +f[V’ Aan dS’:I

en remarquant que

Ar

I

Péquation aux dérivées partielles est alors :

K 2V
O AF =+25B%

et

D8 [93"-] s REINN

La force électrique compldte est

. oV oF, 2 dF

(6) E‘:-;———-—-——{—______..

oL ol ox of

289. — Récapitulons les équations du champ

(1) KAV = — 40’

U '}
(2) Div. j = ' — 5
(3) : ji =k (Ei - El)
(4) AF: = — 4mj,
2K bV )

oV _ o, | 3 oF,
(6) ‘E1=_S§_p37 o ol
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et aux surfaces de discontinuité :’

-8
Gy k|2 = s,
[~ -IB
1 . 0€
(2) _J”_A__bt
[~ B
3 LVT =T
~dA
[ B
Fj =0, .., .,
4y S
an—‘A b ) )
1B
[P =0
dA
(5)(1' ,P
2
Z)n_J -——+2§§[VJ

Si les deux milieux en contact sonl homogenes, les E sont nulles,
et U est une constante caractéristique de ces deux milieux.

2980. — Propagation des poﬂentiels V,F,, F,, F,, dans un
milieu homogéne. — L’¢limination de ¢ el de j entre les équations
1, 2, 3, donne

K 2 AV = -+ 4=Q Div. E
et au moyen de I'équation 6
0 = — 2 —_ i ?2’ iv. F
K2, AV = —frg¥ (AV — 5 AF + 2 Div.F).

D’autré part (1), (2) et (4) donnent

. K>
AD;V. F, = — o AV
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ou .
- . K 2V
(7 ‘ Div. Fi_—-—@ 3
puisque I’équation est valable dans tout l’espace sans’discontinuité.
Au moyen de cette équation et de I'équation (5),, éliminant F, et F,
on obtient ’équation de propagation du potentiel électrostatique

¢

VK 22

N .
) K v AAV = 4=Q2k (AAV ~+ (2B +1) 02 38

AV)

(ui convient aussi & la fonction F.
Les équations (3), (4) et (6) donnent en formant la rotationdesF,

oFfy o\ > [oF, oF
an A (?1/3_ SZ2) = + 4k 2 (553 _ a_;).

291. — Le potentiel vecteur F,, F,, F, peut donc étre divisé en
deux parties; 'une ¥/, F';, F,, dont la divergence est nulle, n'inter~
vient pas dans I'équation (7) ni par conséquent dans ’équation (I),
el se propage d'une manijére indépendante du potentiel éleclrosla-
tique : sa loi de propagation est alors donnée par les équations 1II,
qui se raménent &

Div. FF =0
ay b
( AF, = 411‘/;: -7
La seconde partie Iy, F';, ¥, pour permeltre de passer de la
forme IT & II', doit.dériver d'une fonction @

et cette fonction d’apreés 1'équation (7) satisfait &

K »
, AM’:_&TZSZAV

ce qui l'adjoint a la fonction F, comme le montre d’ailleurs la
forme de I'équation I.
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Ainsi la propagation sépare le potentiel induit en deux parties
dont une accompagne le potentiel électrostatique.

292. Isolant indéfini. & = 0. — Les équations se réduisent a
O
> AAY =0
AF, =0 _

ni Yun ni 'antre des deux potentiels ne se propage; 'un et 'autre
se modifient simultanément dans toute I'étendue de 'isolant.

203. Conducteur parfait, indéfini. £ = o« . — Les équations
se réduisent &
K o2
— AAV + (2B + 1) FSFAV:O'
Wy o Wa_, Wy
af 7 ot Y )

Le potentiel induit est invariable.
" Le potentiel électrostatique se propage avec la vitesse constante

Q

VK (1 + 2B)

Comme on sait que I'équilibre atteint par les conducteurs est
stable, il faut que cette vilesse de propagalion soit réelle; la cons-

tante B ne peut donc pas dtre inférieure & — i ; elle peut étre nulle,
comme dans la forme de F. Neumann.
Le cas limite B == — é offre un intérdt parliculier; dans le con-

ducteur parfait le potentiel électrostatique se propage alors instan- -
tanément — comme la pression dans un liquide — el aucune partie
du potentiel induit ne 1'accompagne; celui-ci, au contraire, reste
entiérement invariable.

294. Conducteur quelcongue indétini. — Lorsque A n'est
ni nul ni infini, la partie rotative du potenticl induit se diffuse
comme la chaleur. '
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Le potentiel électrostatique et le reste du potentiel induit se
propagent avec dispersion et absorption simultanées; chaque
onde périodique a son amortissement, et sa vitesse de propaga-

tion toujours inférieure A. —=—=, La stabilité, méme pour

V(2B -+ 1)K
des perturbations de période infiniment longue, exige encore que B

 soit supérieur & — % Posant en effet
V= Ae™¥ + 0
et substituant dans I, il vient
OF o

K6 = — 4n0%k (1 ~+ (2B -+ 1) K 62>‘

équation qui donne

—a? \/a‘ — a2 (8nkQ)? >B lg— !
87k (2B 1) )

00—

Pour un {rouble périodique dans Vespace, qui ne devient infini ni
du cbté des « positifs, ni du cdté des » négatifs, c'est-a-dire pour

— 2
lequel « est réel, la somme des racines 4_1?77(27“—7——1 , est négative, et

leur produit K@LB%L—QI—_T) est positif, en méme temps que 2B - 1 est
positil. ’

Si donc les deux racines sont réelles, il faut, pour gque le mou-
vement ne croisse pas indéfiniment dans le temps, c’est-a-dire,
pour que I'état soit stable, que 2B ~+ 1 soit positif. Si la valeur ‘de
a? est telle que 6 soit complexe, la méme condition est encore né-
" cessaire et suffisante pour la stabilité.

Pour 6 imaginaire trés petit, c'est-a-dire pour les trés longues
périodes 2{ , I'équation se réduit a

2
o=1+(2B+1)§§(%)

et donne la méme vitesse de propagation ‘/ que si le mi-

N Q
K(2B+1)
lieu était conducteur parfait,
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Dans le cas limite B = — ; Ie potenticl induit est completement

séparé du potentiel électrostatique et se propage indépendamment.
Le potentiel électrostatique se diffuse suivant une loi trés simple,
qu'en obtient en remontant aux équations primitives: les charges
électriques s’évanouissent sur place suivant la loi

comme en I'absence de tout phénoméne d’induction.

295, Milieux limités. Surfaces. — Aux surfaces de séparation,
les conditions de continuité pour le potenticl Electrostatique sont
distinctes de celles du potentiel induit. L'associalion intérieure d'une
partie du potentiel induit avec le potentiel électrostatique se rompt
done aux surfaces limites des conducteurs et des isolants, et comme
conséquence les phénoménes de propagation avec une vitesse finie
quoique tres grande, sont transmis & lout le potentiel induit par les

* conditions a la surface, sauf dans le cas particulier B = — g qui rend
Tindépendance compléte.

Cette vitesse de propagation, conséquence des conditions & la
surface, dépend nécessairement de la valeur de B, et soit dans le
probléme des cdbles, soit dans celui des fils en large boucle de
Kirchhoff, il faut tenir compte de cette force électrique complémen-
taire d’llclmholtz.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE 11

LE CHAMP DE FORCE ELECTRIQUE
MAXWELL. — IERTZ

296. — Les potentiels ne sont qu'un intermédiaire pour la déter—
mination de la force électrique et il y a intérét & écrire les équations
sous une forme qui en soit indépendante. Les équations (4), (3)a, (6)
permettent d’éliminer F,, F,, F, et F'; on a alors

(1) KAV = — 4=Q?%
. 2e
(2) Div.j=— =
) Jo=k(E —E) |
? K 2%V o
(4)b AE‘ == a“i <’— AV + 2B 9_2 ;ﬁ) 411 -a—-;:.

»

avec les équations superficielles

v]E .
1Y K[—b—- = — 4nQ?%,
()‘ 5 |, 4

TP e,
(2)I J”__A__-b_t_'
' ) TB__
(3) v =vu

. _‘A

Sakd A 4

W [B+F] = [Esz’a@]r“ e+ 3] =

La comparaison des équations (7)' avec I'équation (1)' et avec
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Péquation (3)', montre qu'on peut écrire, dans le cas spécial auquel
nous nous sommes limités — K uniforme —,

B
(1)Ib K [En] = -+ 47Q%;
. » .
ot - ' '
® U

en désignant par ¢ un arc tangent a la surface de contact.

297. — Les équations superficielles électrostatiques conviennent
donc aussi bien (K uniforme) & la force électrique totale qu'a la force
électrostatique seule. Mais il n’en est pas de méme en général pour

- équation interne; les équations (1), (5),, (6) et (7) donnent

(1) K Div. E=+4ﬂ92e+ (1 -+ B) aﬁ

La relation entre le flux de force électrique totale et la densité de
Pélectricité est moins simple que pour le flux électrostatique seul.
Pour éliminer complttement V, il faut prendre le A de P'équation
précédente, et écrire

o KA. Div. £ = 4= (o Ae — K (1 -+ 2B) m)

ou sous forme inlégrale ‘
K Div. £ = 4r0% + K (1 + 2B) 2 f”—?’f.

298. — De la forme compliquée de cette équation ne résulte au-
cune absurdité, ni aucune contradiction logique. Mais le golt de la
simplicité qui a souvent guidé utilement dans les cas ou Pexpé-
rience manquait encore, serait plus satisfait, si, & I'état variable, on
n’était pas conduit & distinguer dans los diélectriques la force élec—~
trostatique de la force électrique totale, puisque dans les conduc-
teurs cetle distinction est inutile. Cest ce qui arrive dans le cas
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limite ot B est égal & — %, et ce qui donne une importance par-
ticuliére & ce cas. On peut supposer que dans ce cas, la force pon-
déromotrice sur un corps chargé d’électricité sera encore égale au
produit de la charge par la force électrique totale E, et non pas par
la force électrostatique seule — g, laquelle peut avoir une tout
autre direction. C’est ce ‘que presque tous les physiciens admet-
taient sans hésitation jusqu’aux récentes expériences de M. Cremien,
qui a vainement tenté de mettre en évidemce la partie induite
de cette force pondéromotrice.

. Sans entreprendre ici la discussion théorique de ces importantes
expériences, concluons en seulement qu’il n’est plus permis d'invoquer
comme une sorte de principe intuitif cette « unité de la force élec-

trique ».
bl

299. — L’équation (1), donne la divergence de la force électrique
en fonction des densités de charge. Des équations (4), on tire faci-
lement la rotation de la force électrique

ok, aE2> 4 d oE, 3E,
@ s(G =5 = w5 - 5)

On peut donc éliminer le potentiel électrostatique, et les densités

de courant en adoptant le groupe d’équations

. : 32
(1) KA Div. E = 4=« (mAe — K (1 + 2B) §t§>
: 2e
(2) Div. k (B, — B)) = — =
oB, 3B\ _ ., 2 , (oE, oE
@ s (5 =R =k (5 = 5)
avec . .
e L K[E] = dnere,
’ i B - 28,
e, [k (5 — B =%
(3. . [Ea]f =2,

aa,
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* 300. — Par la maniére dont elles ont été obtenues, ces équa-
tions sont certaincment conformes & la réalité, lorsque les varialions
ne sont pas trés rapides, et les systémes réagissants pas trés étendus
dans I'espace. C'est en cifet dans ces conditions qu'ont été exécutées
les expériences fondamentales que nous avons invoquées, et de trés
nombreuses expériences de controle. Mais le résultat théorique ob-
tenu pour les cables, et sous certaines réserves pour les {ils nus,
ainsi que dans les conducteurs étendus, montre qu'une vitesso de
propagation de Lordre de la vitesse de la lumigre joue certainement
un réle important dans les actions électriques. Des expériences nou-
velles sont done nécessaires pour décider si I’hypothése mathéma-
tique, de l'action instantanée & toute distance, employée dans
Yinterprétation des expériences tant d’induction que d’influence élec-
trostatique, est rigoureusc ou seulement approchée.

Ces expériences ont été exécutées par Hertz en 1888, el elles ont
fourni le résultat escomplé par Maxwell vingt trois ans auparavant,
avec une géniale audace. Ayant exclu systématiquement de ce livre
toule conception sur la constitution des diélectriques, nous ne pou-
vons rappeler lorigine des vues, d'ailleurs trés connues, de
Maxwell; mais nous pouvons indiquer comment la doctrine de
I'unité de la force électrique conduit & altérer les équations dans un
sens qui change complétement les conséquences relatives aux phé-

‘ nomeénes trés rapides, sans changer sensiblement les phénoménes
lents.

Sion prend B=— -, ona

!

2
AV = — Div. E.

Dans 1'équation (4)s, cela donne rigoureusement :

K 2% 2V

d .
(4),1 AEi = a Div. Ei —_ @ m D-E}'-

df,
4~ Th

301. Unité de la force électrique. Modification de I'équa-
tion (4). — Du point de vue de I'unité de la force électrique, envi-
sagé algébriquement, il y a lieu de s’étonner qu’il reste dans cette
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équation un terme dépendant de la force électrostatiqile seule, au
lieu de dépendre de la force électrique totale; I'équation véritable
ne scrait-clle pas

KBy | g Pi2

)
A\ —_— TV kel al
(4)e AE, = — Div. B, + 5 -5 o

Nous obienons ainsi le nouveau systéme analytiquement cohérent

(1) K Div. E == 4nQ2%
: . - e
(2)e Div. k (!:,1 — ) = — = X
3 . K o 2 :
(4).  AE; = — (Div. E) + & —5! + 4 5; £ (B, —E))

avec les équations superficiclles (1), (2)¢ (3)e.

Ces équations, relatives uniquement aux milieux diélectriquement
et magnétiquement homogenes sont équivalentes a celles parlesquelles
Hertz a traduit dans ce cas la doctrine de Maxwell. Le point de vue
qui nous y a conduils ne serait applicable. & des diélectriques variés
que moyennant commentaire.

302. — Si dans la force élec(rique E, nous voulons toujours dis-
tinguer une partie électrostatique et une partie induile, nous pouvons
écrire I’équation (4), sous la forme

'

a(m+ 2Y) =2 (i 5 2.

oz of ot

La force induite, dans cette théorie, peut étre assinilée & une
KaE,.
o at’
71 est le courant de conduction, obéissant a la loi d’'Ohm ; Maxwell
a donné au second terme le nom, généralement adopté depuis, de

force induile de Neumann, due & une densité de courant j, +

courant de déplacement, qui rappelle peut-étre trop I'’hypothese de
Mossotti sur la constitution des diélectriques; nous Iappellerons
plutdt courant diélectrique.

Donnant alors & 'ensemble le nom de courant total, nous pouvons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



268 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

déduire des équations (1) (2) que ce courant total est toujours fermé :
car elles donnent
K oF,

Div. 7, + o Div. =5 =0

Au point de vue des forces induites, la forme (4), de I'équation
qui les régit, équivaut donc a I'’hypothése suivante : le courant dié-

lectrique Z}‘%Z ?a%l’ produit les mémes actions inductrices (ct pondé-

romotrices) qu’un courant de conduction j, de méme valeur électros—
tatique. '

Le courant diélectrique subsiste seul dans les isolants; dans les
conducteurs, il g’ajoute au courant de conduction pendant 1'état
variable mais il est généralement négligeable & moins que les varia-
tions dans le temps ne soient extrémement rapides.

Remarquons encore qu'on peut regarder ce courant, dans les

. ol ol
conducteurs, comme correspondant au premier terme en VY
dont nous avons indiqué précédemment I'existence comme possible
(n° 486), mais non révélée par les expériences entre deux états per-

manents.

303. — Des équations ainsi modifiées, Maxwell avait tiré toute la
théorie électromagnétique de la lumiére, qui exerca sur Pesprit des
physiciens une sorte de séduction mystérieuse, sans réussir & forcer
Iadhésion, jusqu’au jour ol Hertz réussit & montrer que les consé-
quences de 1'équation (4)., conlraires & 1'équation (4)s, sont conformes
a l'expérience.

C’est le mémoire de décembre 1888 (*), qui, & ce point de vue, est
décisif. Un excitateur électrique émet des forces transverses qui se
propagent dans le vide avec une vitesse finie comparable (et méme
égale) & celle de la lumiére 0. —

Tel est le résultat trés net de ce mémoire célébre et universellement
connu.

(1) Sitz. Berl-Ak-Wiss, 1888 — ot Wied. Ann. XXXVI, p. 56q.
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En conséquence, I'équation des forces électriques transverses doit
étre dans le vide

A () K 2 (8o, :
oy 2z Q2% ot* \ oy 2%
et non pas
aE, " aE,\
(4)e A (SR 52) =0

Sans entrer plus avant dans la discussion de ces équations, et
sans examiner, pour cette fois, si ce sont les seules qui coordonnent
tous les faits certains, nous les adopterons désormais et nous en
examinerons quelques conséquences particulitres. '

304. — Pour la commodité du langage, nous introduisons main-
tenant la notion de force magnétique bien que dans tout I'exposé qui
précéde clle n’ait joué aucun rdle. Nous appellerons force magné-
tique une quantité dont la dérivée par rapport au temps est égale & -
Ia rotation de la force électrique : c'est-a-dire & la force électrique
par unité de surface dans un petit circuit perpendiculaire & cetle va-
riation de la force magnétique. Cette définition donne I'équation type

oM, _ oE;  oE,

ot oy oz

(u’on obtient facilement par un petit circuit dy dz. Nous appelerons
souvent ce groupe d'équalions, dguations de Faraday, parce qu’elles
délinissent la force électromotrice induite par la variation du flux de
force magnétique conformément aux vues de Faraday, dlucidées par

Maxwell. - -
Avec cette définition, I'équation (4). intégrée par rapport au temps
devient '
K oF,

i oM, oM,
02 ot '

+4WIC(E1—E‘)=— -3.17 Y

C'est V'équation qui correspond & la définition de la force magné-

tique comme force pondéromotrice; pour les courants constants, le
premier terme disparait, et 'équation simplifiée par cetle circons—
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tance est alors exactement Véquation d’dAmpére. Nous continue-
rons A donner le nom d’Ampére & la form e modifiée par Hertz confor-
mément aux vues de Maxwell.

La forme d’équation (4)s, antérieure & Maxwell ne permettait pas
lintégration par rapport au temps, et laiss alt subsxster la forme bien
plus complexe

KaaV /ai',

+ 2B 5 0t oz 212 LY’

2 i Ty D aM,
— a‘a&(AVJFD”‘F)—;t( o $ >
également réductible & la pure forme d’Ampére pour les courants
constants, ot tirée plus directement que celle de Hertz-Maxwell des
simples faits d'induction lente.

305. — Les énoncés généraux dont les équations précédentes
sont la traduction pour des circuits particuliers fournissent dela ma-
nidre la plus simple les équations du champ électromagnétique dans
un systéme quelconque de coordonnées.

Equations de Faraday. (Milien non magnétique). — La dérivée
du flux de force magnétique par rapport au temps & lravers un élé-
ment de surface est égale au travail de Ja force ¢électrique, sur 1'unité
de charge, Ie long du contour parcouru dans le sens des aiguilles
d’une montre. ‘

Equations d'Ampére. — Le flux de courant de conduction et de

courant diélectrique, muliiplié par 4=, [Anlc (E— B)+ -IQ% ba-Fﬂ d tra-
vers un ¢lément de surface est égal au travail de Ja force ﬁlagné-
tique, sur T'unité de masse magnétique, le long du contour par-
couru en sens inverse des aiguilles d’'une montre.

La continuité des dérivées de la force dlectrique a pour consé-

quence la conlinuité complite de la force magnétique.
306. Propagation. — Les équations de Maxwell-Ilertz pour un
milieu homogéne (n° 301) '
4n0?k Div. By = — K 2 Div. E,

K 2’E,

AE, = Qo + 4x ]f "- + (DIV E,)
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donnent pour des variations proportionnelies & eO‘,

[4=2%k ~+ K6] Div. E, = o
AE, = [5 0 41:/{0] E, + 2 (Div. E)).
Deux cas peuvent se présenter :

Kb + 4notk =o
10

AEl == S'w*- (DiV- Ei)',

La distribution des charges internes et superficielles du conduc--
teur disparait sur place suivant la loi exponentielle propre au con-
ducteur (n° 68) d’ou l'on tire

0 6t

s ) e—ce , e;—¢t e ,
puis - ) ! ,

. oe 6¢ oc

Ah:—&—:—ﬁe ot

2z Y

ce qui donne la distribution des densifés de courant intérieures, lors—
qu'on y joint la condltlon

Div. j, = — 6e &
et la distribution des densités de courant superficiellés
Jn = O, e¥

Dans I'espace isolant qui entoure le conducteur, les forces élec-

triques qui résultent de la charge variable du conducteur, satlsfont
. aux équations

v Div.E, =0 ;
AR, — 1{_021:
E,,..—_: (7‘:—}-47:1%2) e =0 '

et, puisque 0 est déterminé, ces forces sont des intégrales de celles
. que donnent tous les éléments de courants complets, 3 loi de varia~
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tion comme en ¢, dont nous avons donné la loi élémentaire ; la force
électrique est tangente & la surface du conducteur.

307. — 2° Si 0 a une valeur différente de celle qui caraclérise le
conducteur, les équations donnent

Div. E, =0 .

AR, = [%, 0 4 .4,m'ce:|131

dans le conducteur ; dans l'isolant, les m&mes équations ol 'on a fait
% nul ; & la surface de séparation, les composanices tangeniielles de
E continues, et pour les composantes normales

27
(En) irolant == (1 -+ ’A—ﬂ%zo—lﬁ) (En) conducteur,

Ces trois équations de continuité A travers la surface font de
Yensemble du conducteur et de I'isolant un systéme complexe, et
ne peuvent &tre satisfaites & la fois enI'absen ce de sources extérieures
que par un choix convenable de la valeur de 0; le systtme a des

" périodes de vibration délerminées, et distinctes. '

308. — Dans les conducteurs métalliques, le temps Z;I&%ﬁf est
prodigieusement petit, de Pordre de 10—47 10—*® secondes (n° 68);
pendant ce temnps la lumictre parcourt 3,10=7 & 3,107° centiméires
{(3prpe & 0,03pp). Or, les longueurs d'onde des vibralions les plus
lentes sont de Yordre des dimensions du corps vibrant; les temps
caractéristiques, 61 , correspondent donc pour des corps de dimensions
tangibles & des longueurs de quelques dixiémes de millimetres au
moins. En un mot, le facteur il-{&i)i/f est au moins égal & 10*, pour
les plus petits conducteurs et beaucoup plus grand encore pour les
conducteurs ordinaires de nos laboratoires. Donc E, dans I'isolant
est incomparablement plus grand que dans le conducteur.

Cela posé, si, dans le conducteur, les trois composantes de la force
électrique sont de méme ordre au voisinage de la surface, la compo-
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sante normale dans Visolant est incomparablement plus grande que
les composantes tangentielles, et Y'on peut dire que dans Pisolant Ia

Jorce électrique est alors normale & la surface. G'esl I'opposé du cas
précédent.

309. Force électrique a la surface. — Lorsqu'un conducteur
est en équilibre électrostatique, les forces électriques dans lisolant
aboutissent normalement & la surface du conducleur; dans le con-
ducleur la force électriquc est partout nulle. A la surface, les compo-
santes tangeniiclles sont donc nulles tant dans Pisolant que dans
le conducteur. En partant d'un tel état d’équilibre initial, on peut
admelire que les composantes langentielles resteront nulles pen-
dant tout U'état variable provoqué par la rupture déquilibre,
sauf peut-étre en des points parliculiers. Laissant provisoirement
de coté cette réserve, quitte & la discuter plus tard, nous ad-
metirons cette condition dans Ies Chapitres suivants, conformément

aux indications de Maxwell, généralement acceptées. .
310. — Lorsqu'un conducteur est parcouru par un courang

constant, la force éleclrique dans le conducteur ecst tangenle 2 la
surface ; dans lisolant la composante tangente est la méme que dans
le conducteur ; la composante normale dépend de la charge super-
ficiclle. On a done dans l'isolant

E, _4m0%k e, e

ET K jT g

le long d’un cible {élégraphique par exemple, la densité superficielle
e, est incomparablement plus grande que celle qui est transportée par
la densilé de courant 7 pendant le temps si court v = Er}/%g—zz; et il en
est encore de méme & la surface d'un fil. Lors donc que U'dlat initial
est un état de courant permanent, il arvive encore généralement
que, dans lisolant, la force dlectrique normale est considérable
par rapport & la force électrique tange;ate.'
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CIIAMP D’UN ELEMENT DE COURANT

3141. — Nous n(l)us occuperons dans ce Chapitre du champ de
force électrique produit par un ¢lément de courant, d'aprés la
théorie de Maxwell-Ilertz, ot nous le comparerons & celui que donnent
les Uhéories anciennes.

Supposons I’élément de courant, dirigé suivant l'axe des z, placé
& Porigine des coordonndées, dans un milieu isolant indéfini de pou-
voir diélectrique K. Les équalions (n° 300)

(1)e K Div. E = 4rQ?%
f
(2)e Div. k(E, — B,) = — g_:
K o%E,

- ?
(4)e AR, = = Div. E, +

i

2
Q—z-é-t;-i-ﬁﬂsz/f(Ei——El\
donnent alors .

% o

ot
et, par conséquent, pour le champ dé & 'é1ément de courant seul,
superposé au champ électrostatique ordinaire des charges invariables
distribuées dans l'isolant,

(1) Div. E =o.
) B, = 5

sauf & Porigine des coordonnées, ot existe un élément de courant
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d’intensité I et de longueur 2? suivant I'axe des z. A cet élément de

courant, isol¢ dans lespace, est associé un doublet électrique de

moment variable &, résullant du transport d’électricité par le courant
’ 28

(5) ﬁ =2l 1.

312. — La force électrique 'diie & un tel élément est, par raison
de symétrie, dans un’ plan méridien, et indépendante de l'azimuth.
Prenons pour variables indépendantes s et la distance a I'origine - ;
soit E la composante ¢quatoriale de la force dlectrique, on a.

d’ott Von tire

oE, @y » E __JE,,
oy # M or 2 o’

On peut donc écrire, en x, ¥, z,
(7) _ % N o'
7 Y P 27 dy oz

. ob .
en représentant par 57 une fonction convenable de » el de z.

Les expressions de E,, E,, portées dans l'équalion (1) donnent
alors

0z

2 (3_2(_1) 2P oE,
2z \ox? aTﬂ) oz 0
‘et permettenl de boser
. . [o* | ¥
o e
sans ajouter de fonction arbitraire de z, y, ¢ indépehdante de z, parce
que le champ a4 A 'élément de courant central, ne comporte évi-
demmént pas de force axiale indépendante de 2. .

En appelant U la fonction de » et de # qui satisfait & ’équation

: K 2@
(9) AP — &5 5 = U,
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les équations (4) donnent alors

22U 2*U 2?0 |, U
(10) =0 =0 =y by == 0.
2w oz 2y 0z Y Y

313. — La fonction U, que ces trois équations déterminent, est
(11) U= (2, t) + ¢ (¢) log (x® + 3% + ¢ (1),

lorgu’on tient compte de la symétric. /, o, ¢ désignent des fonctions
arbitraires, dont on ne change pas le caractire en les éerivant sous
la forme

22 K »2
SR T AVACY)

K o?
¢=—Gp e

K of
b=—"5m 4 ()

ce qui donne & U la forme

U= (a=g ) (Ae0 -2 @lg @ + )+ 4 (1)

et conduit & poser

(12)  ®=—1+ 7 (s 1) 4 o, (1) log (#* + y2) + ¥, (0).
avec

K a1
M Al — Frhryrian

v .
Or, quand nous remonterons de ® A E,, E,, E;, qui seules nous
intéressent, par les formules (7) et (8), tous ces termes complémen-
taires disparaitront et il reslera sculement

22011 _ 2l M 0
iy =2 — ——— Ly T e o, == —— ——
m B smorr  Ta dyoz’ s =57 T

!

Considérant I comme fonction de # et de p==y/z* 4~ 42, 0n peut
écrire ces derniéres formules sous la forme

B — @ 2l vy E =212 (20
17 T 5 ap0c’ LS YRV AN Y
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ou enqore
DI Iy 00 LLA T SRR Rl ;._Lz(ﬂl
E.‘__EP az(’*’bs’)’ Lr__P pr<P a.o'>’ Es_?.b? Pb?)'

Sous cetle forme, on voit que la force électrique est tangente, dans
Ie plan méridien, a la courbe dont I’équation est
: . ,

(111) ¢ , P g—? — constante.

Posons avec Herlz

oll

a?-

Q=¢
Les méridiennes Q = cte., sont des lignes de force, et le flux de
v force éleclrique & travers un paralléle de rayon p

A.°
o .

est d’aprds la valeur de E, égal & an (Q — Q,) en appelant Qo‘la
valeur de () sur l'axe, au niveau du parallele étudié.

814. — 11 suflit donc de considérer I’équation (I), bien connue en
acoustique. ’

Une intégrale, fonction de » et de ¢ seulement, finie dans tout
I'espace, sauf a l'origine, est

' 4 ! 'u 4
(13) A Hozgo(Qt 7)_}_(}0(Qt+r)
r r
en posant
o=,
VK

On obtlient évidemment les intégrales fonction de » ct de z, ainsi
que de £, en dérivant un nombre quelconque de fois par rapport & z

i
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et & ¢ une fonction formée comme 1, avee d’autres fonclions arbi-
traires F, G, des mémes variables.
1

n-F p a i~/
(14) H"-IJ == o ! [gﬁ.]} (Q t

7) + Gn,p (R0 A1)
oz oty ”» r

L’addition d’un nombre quelconque de termes de ce genre permet
évidemment de représenter une source de révolution, placde & 1'ori-
gine, d'un degré de complexité quelconque.

315. — Toules les fonclions F correspondent & une propagalion
de la source vers I'cspace infini, & une émission par conséquent; les
fonctions ¢, au coniraire correspondent & une propagation vers la
source, avec absorplion & l’originc des coordonnées, et émission,
datant d’ailleurs d’une époque infiniment reculée, par une surface '
sphérique source, de rayon infiniment grand.

Séparant les deux problémes de I'émission et de I'absorplion, nous
ne nous occuperons que de I'émission & l'origine, et nous ne conser-

verons que les fonclions &.

316. — Tenant comple dans les équations II de 1'équalion T, on
peut les écrire

?% : 2 2T 1 21

! —_ — fe— .
W E=— Bm =g B=—mt =g

La force induite se compose donc d'une force électrique axiale,

1 22

paralléle & I'édlément de courant source, égale & o7 3

, et d’'une

re s . oll
force dérivée de la fonclion de force — %7 .
Lo ¥4 .
Si I'on prend pour 11, la fonction (13) émissive, on a, en indiguant
J ) ) 1
par tin accenl la dérivée de & par rapporl & toule la variable o't — »,

) LAl F(Qt—r)

Q2 7
avee

oll z [(F . F

= — jod S =

03 r AT 7

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



' ITRE I, — CHAMP D’UN ELEMENT DE COURANT 279

ct
_—bi[blz:_i_a?cj@gg;i— Sf—;—kg_f_f/)
=+ I35 h+ D) 54T

317. — Or, a distance suffisamment petite de I'origine, les termes
1 . . . .
en ~; deviennent prédominants, et les trois composantes de la force

se réduisent sensiblement a

wz F yz § 2* g
SEm P3G E +@P—1w
ou
2 /1y a1 2 /1
) g. 2. (= G (= g (-},
+ dx 05 <7')’ -9 ayoz \r/’ -+ azi \r

D’ailleurs & distance suifisamment petite de & (@'t — ») ne différera
pas d’'une maniére appréciable de & (0'z).

Ces expressions de la force électrique prés de 'origine sont done
les mémes que celles de la force électrostatique due & un doublet de
moment + F (Q't) = 2 & (0't) dirigé suivant I'axe des z du coté
positif. . '

Les expressions complétes IV, V, sont donc bien celles qui cor-
respondent & un doublet de moment variable

8 (2
suivant Oz, & Vorigine, et & 1'¢lément de courant

28 ,
=4 = =0 g (¢
all = + Y &' (97)

3

entre les deux poles du doublet.

Nous pouvons considérer le terme (IV), comme la force induite de
Neumann, se propageant avec la vitesse €', au licu d’agir instanta-
nément & toute distance ; et les termes (V) comme la force électros~
tatique également douée de propagation avec la méme vitesse, au
lieu d’étre instantanée.
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318. — La force totale peut étre décomposée cn deux, de diverses
.manitres. Considérons-la comme formée d'une force radiale et
d’une force paralltle au doublet. Dans ce cas la force radiale est

) (. F  .F @
ih . B=—i(n+35+T)
E, -
7L, et la force paralléle au doublet est
.‘/,/‘ 1 . 3; 31/ g,‘ll
0o b : Ez-—-(;g—l—ﬁ—l—?).

Fig. 42
La force paralléle au doublet est la méme

sur foute l’élénduc de la sphere », car elle ne dépend que de r et
de ¢ La force radiale, proportionnelle A f;, est nulle & 1'équateur,
maximum aux pdles, et varic dans l'inlervalle comme l¢ sinus de
Ia latitude A. Aux deux péles la force totale est la méme

F 9l
— ( _5 + _:;> .
o prc

319. — On peut aussi faire la décomposition en une [orce longi-
tudinale, et une force {ransversale c¢’cst-d-dire une force suivant Ig
rayon el l'autre normale au rayon; ces

forces sont

2/(F ' E ‘~7*
Bi=—ar <FS+F>’ N\ T
/ z2 5? fj”’ 5"«” "’_——-—t
Et_—\/l—;§<,.—s+,.g 7>, G
Tig. 43

celle-ci complée posilivement dans le sens des lalitudes positives X.
Sous celle forme, on voit que, & grande distance, il ne resle que

la force.transverse

\/ "“—z g g
. . 1 —_— e ——
, 742 P

nulle aux pdles, maximum & équateur, et dans Vintervalle, propor-

tionnelle au cosinus de la lalitude.

. '
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A petile dislance, au contraire, cette partie de la force transverse
devient négligeable, et il ne reste qu'une force oblique

g g 2t
faisant avec le rayon, vers les latitudes décroissantes, un angle w

donné par
1 z? 1
Q = — ——1:——001: )\.
tg w 2V 5 o0

A distance quelconque, le [lux de force électrique Q (n° 343) est

Q=02 FEE—9) 2 — 2 2 F(Yt—7r)
TP 7 P or r

P2 — 22 F 4 1
ré 7

320. Elément de courant ancien. — Comparons maintenant
ces distributions & celles que donneraient les théories antérieures a

Maxwell. .
L’élément de courant complet est toujours le doublet variable. Le -
chiamp qu’il produit résulte de la force électrostatique instantanée

a2 1 a2 1 22 /1
F ~), F -, F— (=
or oz \1# ayaz’ r ) 03 r /

el de la force induite instantanée

o? a?
— BF —— (r), — BF" ——(r), — Bg"’
dT 0% oy 03
(Q’aprés les expressions (6), et (5) avec

\

— nor,
F=—BJ 57

La premitre, et la principale différence avec le champ de Maxwell,
c'est que F, ou F (Q't) désigne maintenant la valeur actuelle du
moment du doublet ; tandis que F (&z’t — 7) désignait tout & Pheure

" . ” ;
la valeur antérieure, datant de 1'époque ¢ — - Cetle absence de
, . . / R
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propagation dans les diélectriques est le caractére principal des
anciennes théorics.

Développons ces expressions, elles donnent
2z [, F g'
E = <3 + B )

ERGEE 7

_ys (. F g’

Ez-“—,,.:-. 3,.3 +B T
'22 g; gll g 9’// gll
Ef*—r—'*(e’ﬁ"‘B 'r>_'r_3_B7— v

La composante radiale ct la composante axiale sont

F g
7,:5 (3i+B ‘i),
r I

" F g
E“——<F’+(‘ -+ B) T)

La premitre proportionnelle au sinus de la lalitude, la seconde
censtante sur une sphore de rayon .

La composante longitudinale el la composante transverse, sont
g g
B=2(:5-2)
—_ (g g’
Et_" \/1—;§(P+(1+B)?>.

321. — Un second caractere différencic donc les anciennes théories
: " de celle de Maxwell; dans ces anciennes théo-

z 9\ ?f Zi ries, quel que soit B, la force éleclrique ne de-
° vient pas transversale a gi‘ande distance ; elle
fait avec le rayon, du cdté des latitudes A dé-
o |L croissanles, un angle « donné par
I;’z——‘
@ tgu:(l+B)\/E,—1=—(1+B)cotg)\.
Y o
/\
% ° Cet angle décroitvde‘fzE 40, enallant del’équa-
Q
- Fig. 84 teur vers le pole ; il est de signe contraire hg — A,

puisque 1 -+ B est toujours positif pour la stabililé. Lorsque B est
positif, cette force dirigée du coté des latitudes décroissantes, pour
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g" > o, est en méme temps divergente de I'axe dans I'hémisphere
posilif, et convergente dans 'hémispheére négatif.

C'est le contraire pour B négalif.

Pour B := o, il ne reste au loin que la force de Neumann, partout
paralidle & I'élément et indépendante de Ia latitude.

Indépendamment de l'influence du temps, le champ de force élec-
trique d’'un ¢lément de courant est donc trés différent dans les
théorics anciennes, de Neumann et de 1Telmholtz, de celm auquel
conduit la théorie de Maxwell-Tlcrtz.

322. — L’expérience a décidé d'une manitre incontestable : La
force électrique se propage dans I'air avec la vitesse de la lumibre;
c’est ce que montrérent pour la prewmitre fois d’'une maniére certaine
les expériences de Hertz sur la réflexion, par une paroi métallicque,
des ondes ¢lectromagnétiques propagées dans l'air, et sur les inter—
férences qui cn résultent ('). Quant au caractére purement trans-
versal de la force électrique lointaine, les premigres recherches de
Hertz ne lui étaient pas favorables; avant toute théorie (1888) il
avait trouvé la force parallele au doublet & grande distance. Dans
son mémoire théorique (1889), il discute le résullat expérimental,
suppose gue le parallélisme de I'excitateur et des parois a pu inter-
venir. « J'ai donc répété les expériences en changeant de différentes
« maniéres la position de L'oscillateur, dit-il, et j’ai trouvé dans cer—
« taines pdsitions les résultats d’accord avee la théorie. Néanmoins,
« les résultats n’étaient pas sans ambiguité, car & grande distance ct
« Iv ou la force est faible, les perfurbations dues & fout ce qui en-
« tourait Pespace disponible étaicnt si grandes que je n’ai pu arriver
« & une détermination digne de foi ».

I’emploi des miroirs paraboliques dans les expériences ullérieures
de radiation ne permeltait plus de faire l'expérience.

Quoi qu'il en soit, la [orce électrique dans le voisinage du plan
équatorial esl, dans ces anciennes theomes '

1+Ba
YL

E=— ;’-3 F(Q'f) —

F (sz £)

(1y Wied., Ans., XXXIV, p. 610, 1888, ol Abk,, VIIL
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elle conlient un terme en raison inverse de la dislance, qui ne difltre
de celui de la théorie de Hertz que par le coeflicient inconnu B et
par Vabsence de retard, la propagalion étant instantanée.

323. Télégraphie Hertzienne. — Ces diflérences n’ont au-
cune importance dans lapplication de ces phénoménes 3 la télé-
graphic sans f{ils, dite [fertzienne. La produclion des vibrations
dans l'excitateur releve des anciennes théories, qui en onl donné
I'explication depuis pros d’un demi-siécle; la symétrie indiquait
suffisamment la ndécessité de mettre le demi-excitateur, ou antenne
d’émission, verlical ; et dans Ie voisinage de la terre, c’est-a-dire
du plan équatorial de l'excitateur, loutes les théories indiquent,
-que la force élcctrique d’induction est verticale, et en raison in-
verse de la distance. Ainsi, pour aucun de ces éléments esser-
tiels, la télégraphie sans fils n'est sous la dépendance directe de
lIa théoric de Maxwell-Hertz. Il n’en est pas moins jusle, histori-
quement, de rattacher cette applicalion aux travaux de llertz, car
avant I’ensemble de ses travaux, et malgré le beau mémoire de von
Bezold, les physiciens ne savaicnt pas manier le choc en retour,
n'en soupgonnaient pas la prodigicuse soudaineté, ct ne songeaicnt
pas & s’en servir pour provoquer des oscillations énergiques.

324. Réalisation des doublets. — Nous pouvons maintenant
nous demander au moyen dc quels conductcurs de dimensions
finies ces doublets seraient réalisables; et si un doublet quelconque
est réalisable au moyen d'un conducleur parfait. Pour cela il faut

. examiner dans quclles régions la force a une direction indépendante
du temps, et trouver ldrsquo ccla est possible la surface normale
ala éur[ace; cc sera la surface du conducteur cherché.

Or les composanles longitudinale et transverse de la force élec-
trique sont (n° 349) . . .

o ]

r 7‘3 r

~d r]; N 81/ cr,r/
E — ¢ . o :__ ! J .
¢ b= e lm T e P
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En un point z, », pour que la direction de la force soit fixe, il
N !

faut que I’on ait, quel que soit 't — 7,

q ! i q g/
g a+g_=?(r)<g )

5 —3 — = =
7"" 7"2 r / 1/-3 7"2

Cette Gqualion est salisfaite d’abord d’une manidre Gévidente
lorsque & est une exponentielle réelle
G g— M@t —7)

et on a alors
1 — A = AR

(r) = 1 — Ar
puis
z? '
_}_31__\/1 Tl e -2
BT LE Ti=w

Nous y reviendrons bientot.

325. — Si F n’est pas unc cxponenticlle réclle, et par conséquent
ne s'élimine pas d’elle-méme, I'équation de condilion détermine la
fonction ¥ (0't — ). Dans cetle équation,

gu_'_l—r?(r)gl_‘_l_'r;?(r)g:o,

les coclficients doivent done ne dépendre qué de (@'t — r), et ébtre’
indépendanls de  : Posons donc

3

1*“?(7‘)_1 . 1—o(r) 1
7 T a’ T T

nous en tirons . .

Ainsi, il y a une seule surfacelelong de laquelle la force électrique
a une direclion fixe, et cette surface cst celle d’une sphére, de
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rayon g; mais si la force doit-ttre normale & cette sphére, o doit-

étre nul, donc b = a?, et r» = a. L’équation en & devient

1 1
F+ .9 +,F=0

g estla partie réelle do 1'exponenticlle e * ** ~ ™, avee
A 1
e Z -+ = o,
doi )
A= — L =+ ¢ \_/.:é, !
20 2Q
et
I
- = (Qt—7) 2
F=Ae cos (;_/{f Q¢ — ) + 8).

Ainsi, leseul conducteur parfait qui -équivaille 3 un doublet

oscillant est la sphere, et dans ce doublet le rapport du décrément
logarithmique & la pulsation <§1,T> est fixc et égal & ‘/13 ou 0,578.

Si donc on réussit & produire un phénoméne périodique d’amortisse-
ment différent, on aura dans le voisinage immédiat de 1oscilla-
teur un champ heaucoup plus compliqué que celui d’un doublet

simple.

326. — Revenons a I'exponentielle. Les composanies parallcle
et normale & I'axe du doublet sont, d’aprés les formules relatives aux
composantes longitudinale et transversale,

B, — [l_ A wm g <3 3 +l>] RV

PR e T PR\ T e Ty
0z (3 3% N\ __ 3oy _
EP:‘F(F—F+F>G Mg = ).

Cette forme montre que la force est normale & une famille de

surfaces
sf(r)=Y
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car on a alors

Ez'—_— (z: :—:4— f @) P 0, ),

)

Zp o
13:({£)wnm

AX2
Valeurs de R = T
o R 1%
0. . 0 %3
05. . . 0,33 3
I. . 0,55 1,82
2. 0,400 2,50
3. 0,308 3,25
4. 0,264 3,80
5. 0,242 4,12
G. . 0,228 4,39
7. e e e e e 0,216 4,62
8. e e e e e, 0,208 4,80 -
9. o e e e e e e e 0,203 493
10. e e e e e e 0,200 5,00
. [ T 0,164 6,10

+ pourvu que la fonction / soit déterminée par I'équation

o
W‘ _f:
' or R
3 3% A T AN
mr T rsoort '

qui donne
i B 2k —1

‘ 2 2 are tg = ;
f@:A%—%+%%W Vi

2
Pour dessiner les surfaces de niveau, V = cte, calculons R = ;;f(q—)

. . z .
en fonction de A, puis les valeurs de > corréspondantes par I'équa—

tion - v
\ Z . S
) T R. gy =Rt
cn posant
q) =V: AX2
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«

Prés de P'orvigine (fig. 45) pour ¢ > 6,1 les surfaces gont & peu
pres idenliques & deux sphéres au contact.

Pour 6,1 > ¢ >> 0,164 on a deux nappes : une nappe ovoide
prés du cenlre et une deuxitme ayant un cone asymploie dont

%

)
'

' ‘
]

'

Fig. 45 e

Surfaces de niveau ¢ d'un doublet amorti sans oscillalions

I'angle est d’autant plus petit que ¢ est plus grand. Pour ¢ = 0,164
les deux nappes se rejoignent et 'on a un point conique.

Enfin pour ¢ << 0,164 on n’a plus qu’une nappe.

Tous les points ot la tangente passe par l'origine sont sur une
méme sphére de centre O passant par le point conique.

A grande distance la iorce élecirique est perpendiculaire au -
_rayon vecteur, ce qui n’a pas lieu au voisinage de I'origine.

327. — Nous avons vu que dans le voisinage de L'origine, les sur-
faces ont sensiblement la forme de deux sphéres au contact ; puisque
chacune de ces surfaces peut étre considérée, comme celle d'un con-
ducteur ot I'on peut faire naitre des oscillations ayant Iamorlisse-
ment correspondant & la valeur de A choisie, on aura ainsi des exci-
tateurs ressemblant beaucoup a celui de Righi : il est donc probable
que ce dernier peut fournir un mouvement amorti apériodique.
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Quand on changera la valeur de ), cela reviendra & changer 1'unité
de longueur; or, prés de l'origine, on aura encore deux surfaces
contact qui conserveront sensiblement la méme forme voisine de la
forme sphérique ; de sorte qu’on pourra réaliser deux surfaces diffé-
rant trés peu I'une de Vaulre comme dimensions et donnant des
amortissements trés dilférents, puisqu’elles peuvent correspondre &
des valeurs tris différentes de A. En un mot V'amortissement dépend
uniquement de 1'écart entre la forme des deux boules et la forme
sphérique.

Ce qui préctde permet de penser ¢ue ce n'est pas la région équa-
toriale mais les parlies éloignées qu’il importe de développer pour
avoir une bonne communication avee V'éther extéricur ct un amor-
tissement rapide. o .

Toutefois les résultats obtenus au Chapitre VI du Livre I, sur
l’absence de localisation superficielle des couranls amortis sans
oscillations dans une lame plane (n° 242) ou. dans un cylindre
(n° 245), rendent douteux que la surface du conducteur soit encore
dans cc cas nécessairement perpendiculaire aux lignes de force dos
que I'amortissement est rapide. Nos surfaces perpendiculaircs aux
lignes de force ne sont donc peut-élre pas les surfaces des conduc-
teurs métalliques capables de fournir le champ variable correspon-
dant, Cest une question qu’il faudra examiner de plus prés.

»
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CITAPITRE 1V

LE ClIAMP DE I’EXCITATEUR DE IERTZ.
ERTZ. — K. PEARSON ET A. LEE

328. Doublet périodique de Hertz. — Etudions mainfe-
nant le champ produit par un doublet périodique, d’abord sans
amortissement, d’aprés Herlz, ensunite avec un amorlissement assez
considérable, d’apres K. Pearson et A. Lee.

Dans les équations du chapitre précédent, posons

F (@t —r)=—8sin T (@1 —7);

en appelanl L la longueur d’onde. Le flux de force électrique Q est
alors

. oA,
sin 5 @t—r) 1,0

Q=¢ 21; cos QLZ (@'t —7) +

r . r

Le doublet a pour moment — & (¢/t) & chaque inslant.
11 a donc le moment + & aux époques <t -+ n) E,, ou T +nT

i o Oy
R L 3T
i—i—-?l)a—,Oﬂ-z—l—%T.

Les caracleres généraux de la distribution de la force ¢lectrique,

el — & aux époques (

décrits au chapitre précédent, peuvent &lre complélés par le tracé
des lignes de force au voisinage immédiat du doublet, 1a ou elles
g’éeartent notablement de circonférences cenlrées sur le doublet.

A une époque donnée ¢ pour trouver les coordonnées polairves 7,
et A de divers points de la courbe Q = C, Ilertz partage arbilrairement, -
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C en deux facteurs, 1'un plus petit que 1, Pautre plus grand que C;
2

. ;2 TE— 20 o1
regardant le premier comme égal & — 5— ou cos?), on en déduil X;

regardant le second comme égal au factcur en r, de Q, on en déduit
facilement la valeur de », au moyen d'une courbe auxiliaire qui

donne la valeur de la parenthése en fonclion de «. Hertz a effectud
878’ 8"
doublet élant périodique pur, ces courbes se reproduisent toutes les

ainsi le tracé des courbes relatives aux épocues o

demies périodes.

329. — A 1'époque zéro, le courant est maximum ; les charges
sont nulles ; aucune ligne de force nc vient passer par Poscillatcur.
Au voisinage immédiat de l'oscillateur, la force est opposée au

. . . 3L .
courant; a une distance voisine de 5 dans le plan équatorial clle

devienl de méme sens que le courant cenlral, puis se renverse de

3L

nouveau, a une distance un peu supéricure a * i’ et ainsi de suite
- 1

par zones de % a peu pres.

Le courant charge rapidement les extrémités de 1'élément, ot le
doublet acquiert un moment poéitif. La ligne méridienne circulaire de
flux zéro se sépare de Porigine, grandit et se gonlle, pendant qu'a son
inléricur grandissent des lignesde force de plus en plus nombreuses
ct élendues, tangentes au doublet & Porigine. Les autres lignes de

ren g

force déjaémises s’éloignent.

330. — Cest ce (u’on voit sur les figures suivantes. A 'époque
1 L
§0' ™

. A lépoque 2‘, le doublet est maximum, le courant est nul.

T . . Lo
g le doublet est en pleine croissance, le courant diminue.

Le courant se renverse ensuile ; le doublet décroit, les lignes de
force qui se sont peu avancées rétrogradent vers le doublet ; celles
qui ont été le plus loin s’étranglent et se divisent cn deux parlies,
I'une qui revient vers le doublet, 'autre définitivement émise qui

s'cn éloigne, comme le montre la figure pour V'époque 3 T. Enfin

-aprés une demie période on revieni & Ja premitre figure, dans laquelle
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. T
. Epoques O et 2

TEA2

- T
Epoque 3

Dans ces figures, reproduction de celles de Tlertz,
Ad6signe la demie lIongueur d’onde, ; L.
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p

‘

b
4
v

NS

'

ﬂ

Dans ces figures, reproduclion de celles de Hertz,

=

Epoque T ?%I‘

- . ) I
A désigne la demie longueur d’onde, 5 L,
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il faul stulement renverser le sens des fleches de courant et de force
électrique.

33_1. Sectionnement des lignes de force. — Tecls sont les ré-
, sultals généraux de la discussion de Hcrl;z‘; il est intéressant d’entrer
un peu plus dans le détail.

w

Posons, pour simplifier I'écriture

- 2T 9
2 == L r, w =§(Q’t_7.)
(D , L g
\ T an 8 coshh”
- I.’6équation d'une ligne de flux est
(2) cos<n—|-;—asinw:(}, ‘

Pour uwne méme ligne do flux, G croil qe .L‘- O 3 Vaau:
. S pynr KL Péquateur,

jusqud Vinini pour les poles.
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L’équation (2) donne

: sSm w
(3. = oo w

Dans la figure 46, on a pris 2 pour abeisse el w pour ordonnée
vers Ie bas, et on a tracé les courhes G = cte.

Ces courbes font connaitre le déplacement radial de la ligne de
flux C, en fonetion de w, qui représente Pexcts du temps réelloment
écould sur celui qu'aurait exigé une propagalion uniforme & la
vitesse €. Sur ce graphique les lignes isochrones sont les lignes,
a 45°, w + 2 = cte. '

Toute la partie utile du graphique est comprise dans angle de
135 duedté x >0, o+ ax>o0.

332. — Sur I'équalion (1) on remarque que pour loute valeur
finic de G, & # = o correspond sin w == o, el par conséquent
w + 2 = w = n=: L'émission des lignes de flux par le doublet
se fail, pour toules, simultanément, aux dGpogues o, T, oT,.....
L’absorption des lignes de flux posilif et I'émission des lignes de flux

négatif, se [ait & la fois aux époques Rl
Pour C =o0,0na

m.—_—.—-tgw

. o pe e KL . .
@ devient infini pour & = — Sid grande distance, la ligne de flux a

unc avance d’'un quart de longucur d’'onde sur la- propagation uni-
forme.

Pour C <C 1, les lignes de flux vont ecncore & distance infinie; et
L . T T
leur avance o are cos C, cst comprise entre i et ;"
Mais pour G > 1, le parcours est limil¢, puisque le dénominatcur
- . . . .
reste fini; la distance maximum est atlcinle lorsque oF devient nul.

Orona )
v o (Y
= Q (ar) 1.

' . . B0 o .
Le maximum a done lieu lorsque o o5t infini,
€
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AW
Formons —, et éliminons =, il vient

ow _ (G — cos w)?
oz ~ (cosw —

La distance maximum est altcinte pour

=

oS w, ==
Vs
et sa valeur est

acm == ‘/c—z_:;_ ] COtg Wy e

Ainsi toutes les lignes dont le Nux est supdrieur & é ou 2—17—22 cos? X

n’oul qu’un parcours limilé. Prés de I'axe polaire, presqu’aucune ligne
de flux ne va jusquwd Pinfini. A I'équaleur, les lignes de flux supé-
. . 2TO PUETIIN T
ricur & ~— vont seules & 1'infini.

333. — La ligne C = 1, qui sépare les deux groupes de lignes de
flux, émises ou retenues, a pour équation

sin o w
& = —=cotg - .
1 — COS w 2

Au départ, pour w = o, 2w, 4x,... avec & = 0, on a
2w
(-—-) f——t C —_— l,
O /o

C= o 1 1,156 2 =

w
(?.) =—1 o0 0,156 1 oo,
2z /,

d’ou le tableau snivant

Les courbes qui vont & Dinfini parlent de l'origine dans I'angle
compris entre la ligne oblique ¢ = o, et w = o; cclles qui reslent
d dislance [inic partent de I'origine dans ’angle droit des axes.

Au retour, pour © ==, 3r, 5m,... on a

oW
(555% =—(C-+1)
C= o 1 1,156 2 ®
() =—1 —a3 —2156 —3 —®
ox Jm

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE 1V. — LE CHAMP DE L’EXCITATEUR DE HERTZ 297

334. — La relalion générale'entre ;’—;3 et cos w, est une rclation
hyperbolique, qui peut présenter deux formes, suivant que C est
plus petit ou plus grand que 1.

Dans le premier cas, G < 1, (fig. 47) quand cos v eroit de — 1

o, S .
a1, e croit de — (1 -+ C), & zéro pour cos w = G, c’est-a-
dire, d'aprés I'équation (1) n° 334, pour Il'asymptote de chaque

D

dx

2(&-1)
AN
: ¢
e -
v ] : yC N €os.
P Fig.47. -
=10 41
C=1:
2 .
Asymplole €os wy = 2, Direction g = (I]
Cenlre cos w = 2
' =23=6
Minimum cos v — 2
' =43 =12

courbe G (lig. 46). Au deld = devient négatil, et la courbe est
inutile.

. . . : .
Pour C compris enltre 1 et 2, 57 croit, passe par un maximum,
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décroit indéfiniment, puis redevient infini positil ¢t continue & dé-

croitre :
2 1
C. W= -1 o — C 0 L 1
~ Cos G G
ow 1 .
= — (1 + C g1 - —w,4+o C—1
Va0 4(L—1) ;- ,
Au maximum correspond un point d’inflexion.
Pour C = 2 la tangente au point d’inflexion, cos w == — 1, est
dw
(2)=-s
o
) . ’ 1
I'z, maximum est 0,587... avee cos w, = 5+ O = 00"

Pour C supérieur & 2, il n’y a pas de maximum ; la décroissance -
est conlinue ; la courbe esl entitrement concave vers le, bas.
335. — Pour suivre la propagation, il faut {racer les droites
isochrones, et voir comment elles coupent les lignes C, (fig. 46),
. . . . . ot
et en particulier si elles les touchent, ce qui arrive lorsque %” est
2.

égal & — 1. Les poinls de contact sont alors déterminds pour chaque

valeur de G par I'équation .
(C—cosw) |
Cceosw—1 "

ou '

Pour toule valeur de G comprise entre oet 1, le signe ~+ donne
unc valeur de cos w supérieure A 1, inadmissible ; il n’y a qu’un scul

point de contact, qui parl de w = = (2 = 0) pour G = o et recule

T
vers =, (¢ = 1) pour C =1.
Pour G > 1, ce point de cdntact conlinue & reculer; un second

point de contact apparait i l'inlini, avance & la renconlre du pre- -
. 2
mier en partant de w = o (z = ): enfin pour C= 73’ Ies deux

, . . )
hoints se confondent, avee cos w = —=, 0u w = 0,956 environ 54° 45,
1 ‘/3 ’9
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(x = /2). Tout point de contact disparait pour les valeurs de G su-
, .
¢ricures & —= = 1,156.
p \/5 b

Le licu de ces points de contact est la courbea un point d’inflexion

p=0BY OV
2 4

tracée en pointillé (fig. 46).

Le licu des sommets

@, = colg v, .

est également tracé en pointillé (fig. 46).

'336. — 11 sulfit maintehant de se reporter aux lignes isochrones
de la ligure 46 pour suivre la marche des lignes de flux. Au temps o,
toutes les lignes de flux sont émises & la fois, et quittent la source,
d’autant moins vite gue C est plus grand. Elles se propagent les
uncs derritre les autres, en se séparant de plus en plus. -

. 2 . . .
Les lignes de grand flux, G > Jj’ aprés avoir avancé plus ou

moins logn (xm <V3 r< %r \/3> reviennent lentement vers la
source.

Sur P'équateur, les lignes de flux moyen, 1 <C G <‘/_2;§’ avaucent
a parlir de la source, pluis 3 un certain moment apparaissent & un
point intermédiaire (g; = — 1), ou elles se dédoublent; une des

deux revient vers la source, 'autre avance comme la premiére. La

premiére continue son mouvement en avant, atteint une distance
! . . . 3 . hS

maximum (fig. 48) puis recule, et disparait au moment o clle re-

joinl celle qui la suivait (g—;; = — 1>.
Ces mouvements dans le plan de I'équateur paraitront plus clairs
aprds que nous aurons décril les formes successives des méridiennes
de ces lignes de flux.
Enfin les lignes de flux faible C < 1, font comme les précédenles,

-_ . dw .
leur apparition en un point moyen (;5[ = — 1>, d’olt elles four-
C
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nissent deux branches, I'une émise, l'antre régressive; mais la
branche émise continue jusqu’d l'infini.

337. — Pour déduire du graphique préeédent (fig. 46) la forme
des lignes de fux & une époque donnée, il suffit de se rappeler que
le flux est égal & G cos?® A, Donc cn suivant les valecurs de C sur une
isochrone, depuis # = o, on en déduit les latitudes pour une méme
ligne de force. Quand les valeurs de G croissent, la latilude diminue;
elle augmente au contraire si les valeurs de G décroissent ; un chan-
gement de sens de variation de C.indique que la ligne de [lux est
tangente an rayon. Cela permet de figurc’r quelques lignes de flux,

a des époques intéressantes, voisines de %—r . (Planche 1).

A une méme époque tous les points de contact des diverses lignes
de force avec des rayons sont & la méme dislance de la source.

338. — (’est & une méme distance de la source (1,414 2L—n> ,el d

une méme époque ( (0,956 + 1,414) ;_11‘_: = 2,37 ;1—1: ) qu’apparait, sur

am §
L
ayant une tangentc radiale, premiecr signe de la séparation d'un

toules les lignes de flux inféricur & 1,156 , un point d'inflexion,

anneau indépendant.
o §

L

-1 e
- 1 A vant / a JI&‘GIICG maﬂ}num
B -

v . e M Aprésla distance maximum

~ 3

Toutes les lignes de {lux inféricur i 1,156 se coupenl done &

Evanousssement dune ligne de fluz:

Fig. 48
une distance inlérieure & 1,414 %, et émettent un anneaul (qui se
propage d'autant plus loin que le flux est plus faible, mais qui finit
par s’évanouir & grande distance, si le flux est supérieur a -2-7?—%, tan-

. " e Taae . . c ers ot &
dis qu'il se propage indéfiniment si le flux est inférieur & T
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Le mode d’évanouissement d’un armeau de flux est représenté
dans la figure 48, par les positions successives, I, IL., VI, de ses
lignes méridiennes, qui se contractent, atteignent une distance maxi-
mum sur 1'équateur, puis se resscrrant de 1)lus’en plus, finissent par
se réduire a une ligne équatoriale circulaire (un point sur la figure)
en arriére de la distance maxima.

339. Propagation d’'une phase quelconque. — Aux petites
distances, on peut avoir 2 considérer séparément la propagation

d'une quantité quelconque. Au licu de chercher les conditions de
propagation des lignes de force Q ==cle, nous pouvons chercher cclles
de la propagation d'unc phase déterminde de () : nous pouvons mettre
pour ccla Q sous la forme '

Q:.@{Sln% 2“(%'—%)_‘_?%

.

. . . por s ’
R élant une fonction de », et ¢ étant défini par tgo = 2= 5

La loi de propagation d'une phase délerminée est

tj I ——co'nstanle '
T L an ’

Pour avoir la vitesse de propagation, dérivons cette équation par
rapport a ¢,

'

1 xdr  fdgar
TTLdt Tomadrat
En résolvant
dr _1
dt — T1 20

»

Ce résultat est indépendant de ¢ : sur une méme sphére, & toute
époque, les phases qui passent se propagent avec la méme vitesse.

Remarquons d’ailleurs que ce résultat ne dépeﬂd pas de la forme
particuliere de la fonclion & ; si on prend, par exemple

t 7 ' ’
-—-0(—-——) t r )
F — T L/ g A ‘
-] | 78 2w (T L> 1 .
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# ct ¢ sont changés, mais o cst une fonction de r seul et I'on con-
L dar .
serve ce caractére que a7 e dépend cue de 7.

Ce caracttre se conserve encore pour les phases des lorces élec-
(riques et magnétiques.

340. Doublet amorti de Pearson et Lee. — Les résultats
précédents changent notablement si, au lien d'une fonclion pério-
dique simple on prend une fonclion amorlic : ce cas a ¢té étudié par
K. Pearson et A. Lee (Philosophical Transactions, 1go1, vol. 193);

qui ont pris
: t

G —8e e('—— T) Sil; am (% —_ E),

Lo

de sorte que dans le voisinage immédiat de Y'oscillateur la- fonction
se réduit &
—0 '
g==te Tgin 2:,—1',-

Par conséquenl le moment électrique initial de I'oscillateur est
nul; mais la vilesse de variation est différente de o ; ¢’est-d-dire que
Poscillaleur qui est d’abord & un potenticl uniforme regoit & I'origine
du temps une iwrpulsion brusdque. ,

Les résultats du caleul sont les suivants :
La forme des lignes de force est donnée par

—O(rt‘-—’: 1 0 t o\, om t r
—_ . 2 I L ~ — 1 Tl o —— fukig ol s —— .
Q=—=0cos’re >§(\1 L) sin 2 <.T L>+ T cos2 <T L>

Les lignes de foree Q = o sont alors données par la condilion

colg aw b > = —
8 ‘(fr L)<= T

341. — La forme de ces surfaces esi grossitrement indiquée par
les courbes suivanles (fig. 49) qui donnent la méridienne des sur-
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faces pour des valeurs de  correspondant & des intensités relatives
du champ égales respeclivement ‘

50 3o 10 1 0.

v

Ces courbes sonl représentées aux épocues } cl %—1-‘

Les courbes qui se trouvaienl dans la premicre figure entre I'os-
cillateur et la premicre sphire Q = o, se sont propagées et se trou-
vent dans la seconde figure entre deux sphores pour lesquelles Q ==o;

) TP S

Yig. 49.

elles ont élé remplacées entre la sphére intéricure et P'oscillateur par
des courbes correspondant aux valeurs négatives de I'intensité, qui
ne sont pas tout-a~fait identiques a celles de la premitre figure &
causc de 'amorlissement. '

La forme des surfaces ) = constante est trés différente de colles
de Hertz et par suite leur vitesse de propagation est profondément
modilide.

Les planches T, ITL, TV, & 1a fin du volume, sonl l'exacte repro-
duclion de quelques unes des planches de Pearson et Lee. Elles
montrenl les varialions pendant la premiére période (pl. 1I), pen-
danl la troisitme période (pl. III) et pendant la cinguidme pé-
riode (pl. IV). ’

341. Avance a ’émission. — A une époque déterminée, pour ¢
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trés petit, on a & peu prés le méme phénomdne que dans le cas ol
s'élait placé Hertz, c'est-d-dire, la distribution électrostatique des
lignes de force.

Pour » trés grand, la cotangente qui définit la ligne Q = o, prend
la valeur finie

colg 211([— 1-‘)-— 0.
© T—L/ ™ axr’
gquand l'amortissement est nul, on a
colg=o0 o= (_t__r = T
8= U )
el lcs dislances des diverses surfaces Q = o, sonl données par
, T
r=£2(t—n-——'~r>;
2
Quand 'amortissement est infini on a simplement,
T
r=qQ (l —_n -;).

Eniin quand 'amortissement est lini on trouve

T T
T——Q(t—n;—82>,

¢ étant plus petir que 1.

Ainsi 'avance i qui se produisait pour une source périodique sans
amortissement, diminue quand il y a un amortissement el tend
vers o quand cet amortissement devient infini (choc brusque instan-

tané).

343. Propagation des forces éiectrique et magnétique. —
La force électrique peut étre considérée comme résullant.

1° d'une composante E, paralldlle & 'oscillateur.

2° d’'une composante E, perpendiculaire au rayon vecteur et situde
dans le plan méridien.

Enlin nous aurons & considérer la force magnélique M qui est per-
pendiculaire au plan méridien.
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En posant

a—go~ " (171)

W = Tt(-t-—’r-
=A\T L)

ces forces ont pour expression '

v [/ 6y am
E,= A; | _(F—i) sin w —+ —EGOSw]
[/3 30 02— 4m2\ 6r 40
E; = A cos ) _<F_m+ —'—m—>smw+<f}§ —_ ’m)QOSw]
o cosA[ i 62 — 4m2\ 27 4m0
M= AWL<—7—_T+‘—LT—->SIH(D+(W—ﬁ)COSw].
Ces expressions contiennent, méme lorsque 9 est nul, des termes en
1 1 1
3 e’ r

Aux grandes distances les seuls termes importants sont ceux qui
ont en dénominateur la plus petite puissance » ; tandis qu’a petite dis-
tance, ou les différents termes sont du méme ordre, la complication
reste considérable. "

Quand r est grand, E; et M se réduisent &

2 __ /n2
E;= ACO:')‘ ’ Lzh sinw—-%gcos:»]
A 02— fn2 :
M=—A%(;—§7[E—fl,4—n-sinw—%9—QOSw]-

Ces deux forces ont donc exactement la méme phase; elles va-
rient en raison inverse de r. ‘

Quant & E,, elle varie en raison inverse de »? et devient rapide-
ment négligeable par rapport & E,, sauf au voisinage immédiat de
I'axe polaire. '

\

344. Front de I'onde. — Au front de 'onde les trois forces con-
sidérées n’ont pas une valeur nulle : supposons qu'a l'instant initial
tout soit en équilibre et que l'oscillateur ne posséde aucune charge,
mais qu'il regoive une impulsion brusque. Alors a4 linstant ¢, pour
r > Qt le champ reste nul, mais pour » = Q¢ on a ’

. Sinw=o0 CoS w == 1.
20
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Les trois composantes qui étaient nulles prennent brusquement
uno valeur finie qui se propage avec la vitesse Q : ces {rois compo-
santes débutent avec une phase variable suivant la distance, puisque
les coelficients de sin w et de cos w dépendent cux-mémes de la dis—
tance.

A grande distance, les valcurs initiales de E, et M, qui seules sub-
. cos A 4mb 8 cos ) 4B
sistent, sont — & ——— = et + o IF

345. Propagation d'une phase déterminéé, — La vitesse

_de propagation d'une phase déterminée subit des variations singu-
lidres. Quelle que soit la distance, cette vitesse —0(% est la méme pour

la composante électrique E, et pour la force magnétique M: sa va-

leur est . .
o\ __ L2 1
(5~t>a—9 b e L4 B L 6}

4~ anr 2n
4

La vitesse de la force électrique transverse E; a une expression
encore plus compliquée

(3), =0+ + el =)
¢

+
ot G2 4 00 [(p — 3 — 722, ]

cn posant
20

L2 S
7-0__L.4_K2_l_02 Vien? — (7.

=y

Lorsque 8 est infini, ces formules nous donnent une vitesse égale
A celle de la lumitre, quelle que soit la phase; c'est le cas d'un choc.

Lorsque 6 est nul, c’cst-a-dire pour le doublet de Hertz, ces for-
mules deviennent

ary L?
<§)a =0 (‘ + lm"f"“)’
or\ __ 3L2 oL* \ |
(a_t>, =20 (l + =i 167:‘1"‘) ’
- ces vitgsses de propagation, inégales, décroissent de linfini 3 Q, 3

mesure que la distance augmente, sans jamais cesser d'8tre positives.

.

346. — Lorsque Pamortissement est iini, I'étude de ces formules
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conduit a des résultats frés différents de ceux que nous a donnés le
doublet périodique de Hertz.
A) Force magnélique M, el électrique axiale E,. — La vitcsse
est indépendante de la phase, clle ne dépend que de la distance.
Dans la} figure 50, on a porté en abcisses les distances 3 une échelle

\ \ . . ar\
énorme, en ordonnées les vitesses de propagation ('a_t> i une
a

échelle prodigieusement petite, puisque la vitesse de la Iumiére Q est
représentée par un peu plus d'un millimttre ; et néanmoins la dis-
tance bc, figurée, est encore beaucoup trop petite.

" Cette vitesse, infinie négative pour » = o, reste négalive énorme
3 toute époque jusqu'd » = oa. Alors elle passe brusquement de
— o 3 + «, décroit régulierement, et

tend asymptotiquement vers Q en lui res-
tant supérieure.
Si 'on pose . ool
. 5 [a
gy = am : ©
on a i
—ba— Lsinto bl Fig B0
ob_ba—2S1n X om e 18
4=* ' [ \
be _ — —0—2' .
Pearson a adopté pour 0 la valeur o,4 ce qui donne sensiblement,
¥ = 3°38' be = — 225Q
Ce qui est inaltendu ¢’est de trouver prés de I'origine des vitesses
négatives. ‘
B) Forceélecirique transverse E,. — On trouve un résultat encore

plus compliqué. La courbe a le méme caractére général, mais les
diverses quantités oa, 0b, bc ont des valeurs différentes ; en posant
1

2
=53 3
4sinty
on a
. L
Oa = sin 2;((1 —|—q—12) o

. 0,63 . L
06 =sin 2y (-Er -+ 0,625 -+~ 0,015 q“) P
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, ‘
en prenant les premiers termes du développement en série
: 1 '

2
‘ bc; (1 — 1,59 L'—Tl:lllzg_l. q2> Q.

Remarquons qﬁe, toujours pour = 0,4, Oa est beaucoup plus
grand que pour la force magnétique; et- atteint le dixidme de Lj;
be est notablement plus petit; de plus 06 n’est plus la moitié de Oa.

Dans le prolongemént de l'axe, I'onde transverse devient négli-
geable ct la force électrique axiale se propage seule dans ce sens.

347. Force électrique totale. — Dans le plan équatorial au
contraire I'onde axiale subsiste et accompagne l'onde transverse gui

~

i
)
O
2
-~ ®
!
X a0
O us%‘_ 3/n _1.%'
2 v &
-~ ) . Fig. 52 '

changement de signe ainsi que le montre la courbe des vitesses en
fonction des'distances (fig. 51).

/
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On peut encore indiquef la distribulion des phases & un instant
donné en portant en abscisses les quantités 3—73 et en ordonnées les
variations de phase, ce qui donne les courbes de la figure 52.

Ainsi quand amortissement est considérable il y a dans le voisi-
nage de l'oscillateur de grandes variations de vitesse. M. Pearson
rappelle que Hertz a rencontré en se servant do son grand oscillateur
des singularités qui Pavaient conduit & penser que la vitesse de pro-
pagation peut &tre dilférente de la vitesse de la lumidre; Ilertz avait
fait ses mesures & une distance d’environ une longueur d’onde de
Voscillateur, et ¢’est peut-&tre ce qui expliquerait aussi d'antres sin-

~ gularités qu’il a rencontrées dans scs expériences.

348. Choix de I'amortissement. -— L’amortissement 0,4 que
Pearson a adopté, pour tracer les figures et faire la discussion numé-
rique, est celui qu’a trouvé ‘Bjerkness en opérant aveec les instru-
ments méme de Hertz, mais. dans des conditions différentes du
rayonnement libre. _

L’oscillateur de Hertz était formé de deux plaques, avec des tiges -
terminées par deux petites boules en regard. Bjerkvne‘ss a 6tudié la
propagation dans des fils qui partaient de deux grandes plaques
placées en face des premiéres; ‘
entre ces fils qui se terminaient p [Fl\
<librement il intercalait'un élec~

NE
tion permancnte obtenue résulte  {rp;

de impulsion directe de Fonde T H_f Fig. 53

incidente et de cclle de l'onde \

réfléchie. De 'examen de celte dévianon pour différentes distances
de I'électrométre aux extrémités, on peut déduire I'amortissement de
I'onde qui parcourt les fils.. Mais les plaques P, et P,’ ne doivent
pas étre trop éloignées de P et P/ pour que Von ait de la sensibilité ;

si leur distance est 4 ou 5 centimatres, 'amortissement est de 'ordre
indiqué o,4. '

frométre idiostatiflue. La dévia-

‘ Mais si cetle distance est de plusieurs décimdtres amortissement
est beaucoup plus petit. L’amortissement est dii en effef au rayonne-
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ment, c’est-a-dire aux communicalions avec l'extérieur, Comme I'ex~
citateur est court par rapport & sa longueur d’onde (I—L environ)
le rayonnement proprement dit dans l'espace est faible (il ne seraif
intenge que si la longueur de l'excitateur était voisine de la demie
long ueur -d’onde). Ce sont les plaques P; et P,/ qui donnent par
les fils une grande surface de rayonnement : 'amortissement devient
d’autant plus intense que les plaques sont plus prés. L'amortisse—

ment 0,4 que Pearson a adopté cst donc beaucoup plus fort que
celui de l'excitateur de Hertz rayonnant librement dans I'espace.

349. Mécanisme de la propagation. — Au début la charge
est nulle dans Doscillatcur de Pearson, mais 1'intensité de courant
finie fait naitre immédiatement les lignes de force électrostatiques
du doublet : celles-ci par leur accroissement brusque équivalent pour
les actions magnétiques & de vrais courants ct compensent partouf au
Ioin Paction du doublet; cc n’est que dans le voisinage qu'il reste
une pelite action donnant naissance de proche en prdche au déve-
loppement de l'onde émise. Il en résulte qu'on n’obscrve jamais
seul I'élément de courant des théories antérieures & Maxwell, mais
I’ensemble de cet élément et des éléments de sens contraire qui ’en-
tourent.

Une autre conséquence de ce mode de propagalion est relalive &
I'allure de la force électrique en un point déterminé. Les deux com-
posantes axiale et transverse ayant des phases différentes, la force
n’a pas d’oricntation fixée, mais décrit une ellipse, dont le grand
axc est orienté d'une fagon qui dépend du point considéré, ainsi
d’ailleurs que le sens dans lequel l'ellipse est décrite. A grande dis- -
tance la force électrique devient perpendiculaire au rayon, dans les

limites ou le terme en sin 2% (’Tt‘ — ‘;\’) n’cst pas treés petit, sinon

lo terme cn cosinus reprend une pelile imporlance. Done I'ellipse
s'oricnte de manidre que son grand axe soit perpendiculaire au rayon
vecteur, ef ellc s’aplatit de plus en plus, sauf dans le voisinage de
Yaxe du doublet, ou la force, petite d’ailleurs, continue & avoir une
orientation variable avee la phase.
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350. Difficulté d'un contrdle expérimental. — Ainsi un os-
cillatcur rayonnant librement dans I'éther aurait un amortissement
faible ; or la zOne intéressante est an voisinage immédiat de I'oscilla-
{eur, que la théorie suppose court, de sorte qu'il faudrai, & la fois,
un doublet trés court et un grand amortissement ; ce qui n’est réali-
sable que par un fort amortissement ohmiqué.

On obtiendrait & peu prés les conditions initiales de Pearson en
excitant Poscillateur par induction, 3 la facon de Blondlot.

., o® , e _—
Soit FY la force électromotrice induite, I'équation du circuit cst

’

d%q ?q 3
CL g + QR 5 + g =C
mais 3 linslant initial, & la fin de la variation lentc de ,q),
g est nul. _
Au moment ot I'étincelle éclate dans le circuit inducteur, @ subit un
2q

3. P .
changement brusque @, ; 7 s’accroit de T“—’, et ¢ reste nul, du moins

si I'étincelle inductrice est soufflée, et g'éteint instantanément. Sil
en est ainsi, 'expression de ¢ est celle de Pearson

t
by T —=m . ont
— .0, "¢ T s
q L om sin

T

Mais ces conditions sont difficiles & réaliser et il est peu probable
qu'il soit 1égitime de réduire I'action de l'inducteur & une variation
de flux de force magnétique vraiment instantanée ®.

11 parait done difficile de réaliser un doublet ayant & Yorigine du
temps la phase qu'on a supposée, mais si on se rappelle que les
vilesses obtenues sont indépendantes de la phase et par suite de 1'ori-
gine du temps, on voit que rien ne sera changé dans la propagation
des phases quand on aura & la place du sinus, un cosinus ou une
somme de sinus et de cosinus; ce qui scra sculement changé, c’est la
variation brusque au front de I'onde.

Les valeurs que nous avons données au n° 344, pour le front de
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I'onde, exprimées au moyen des dimensions de l'oscillatcur, sont, &
grande distance,

z2 ® 1 a R
= —Z . et 2R
. E \/‘ " T OLL

L désigne ici le coefficient de seli-induction de I'oscillateur.

Ces forces électrique et magnétique instantandes ne dépendent pas
de la capacité; elles sont proportionnelles & I'amortissement IR : L,
de quelque fagon qu'il soit réalisé, et en raison inverse du coelficient
de self-induction par unité de longueur.

351. Mode d’excitation de Hertz. Nature de I'état initial.
— Les appareils au moycn desquels on fait ces expériences marchent

le plus souvent & l'aide d’'une machine ou d'une bobine; celle-ci
charge un condensatcur et & un certain moment P’étincelle éclate. -
A Dinstant initial, la charge n’est donc pas nulle mais maximum et
il existe entre les deux partics du circuit une dilférence de potenticl
déterminée V.

La période de Poscillateur est déterminée par sa résistance ohmique
et fictive, sa capacité et sa self-induction. On a en appelant ¢ la charge

oL+ RY +g=aV.

Or & linstant initial, avant l’étiﬁcelle, on a sensiblement

7, = CV,

] dg , d%q ‘1 -
car pendant la charge lente ar et an sont négligeables. Quand I'étin-
celle éclate, g? reste nul; mais, comme la force électromotrice V

2
tombe & o, gt—_? subit une variation brusque donnée par
b2
L Eﬁl =—Y.

La force électromotrice restant nulle pendant le passage de I'étin~-

celle, dont la résistance est minime, la solution de 1'équation est :
13

~0 =
g=Ae Tcos (331,—:}4- cp). :
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On peut calculer les constantes A et ¢ par les conditions initiales

d
i ¢ = CV, | =,

On trouve
g=0Cve T (coszﬂ—E + - sin 271:,{;).
Le terme principal cst le terme en cosinus de sorte qu’on n’est pas
dans les conditions de la théorie do Pearson.
Nous reportant aux formules du n° 319, nous trouvons facilement
pour le front de I’onde

moe (e =T
/ 2 Q
M:\ 1—5‘—2(1%,

en regardant le moment de I'oscillateur comme égal au produit de la

et/ _ & a(CV QW)’

charge par la longueur a. A grande distance, il ne reste que

Cette force électrique instantanée, au front de Yonde, ne dépend
pas de la capacité, et est inversement proportionnelle au coefficient
de sell-induction de Pexcitateur, par unité de longucur. Il en est de
méme de la force magnétique instantanée,

Mais 'amortissement n’intervient plus ici.

Pour l'action du front de I'onde, I'équation

en appelant d le diamdtre du fil, donnerait une idée de la relation
entre le diamdtre d et la longueur ¢ d’antennes équivalentes a diffé-
rentes distances ». :
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OSCILLATIONS D'UNE SPHERE

352. — La forme de corps vibrant dont 1'étude est la plus facile,
est la forme sphérique, parce que les fonctions nécessaires pour repré-
senter la distribution du champ sont connues depuis longtemps, et ont
¢té étudiées d'une maniére approfondie, par Laplace d’abord, et
depuis, par heauéoup d’aufres. '

Rappelons d’abord les propriétés les plus elementalres de ces fone-
tions.

Une fonction sphérique solide, ou fonction harmonique V est une
fonction qui satisfait & I'équation de Laplace

(1) " AV=o0
dans tout Vespace. ‘

Lorsqu’elle -est homogene, de degré n, on peut la mettre sous la
forme
,,:T”S (‘/ﬁ, ;.%a ;‘)
et la fonction S,, ne dépend plus que des angles ('iirecteurs; clle
satisfait & I'équation 4
(2) rIAS, +n(n+1)8, =0

quon obtient facilement au moyen des équations connues.

A(UV) = UAY + 2 (;E N ) + VAU,
o? )
o) =S+ 22,
oV, oV oV,
Y +J-§j %3z = nVa
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Lorsqu’on définit la position d’un point sur une sphére par sa lati-
tude (g — 6> et sa longitude ¢, la fonction S, prend le nom de fone-
tion de Laplace, et est représentde par Y,.

Celles des fonctions Y, qui ne dépendent que de la latitude <1—; — 0)

et non de la longitude, ou angle azimuthal, v ont une importance
-spéciale ; on les représente avec Legendre, qui les a particulitrement
étudides, par P,(u), en appelant p le sinus de la latitude ).

La fonction générale Y,, est

\

. p=n . a2.p,
Y. —= Zp — (Amp cos pe + Bnp Sin ]O‘P) (1 - P'2> .bpl’\”) .

N

353. — Les équations des mouvements vibratoires amortis ou non
prcnnent fréquemment lorsqu’on met en facteur la fonction du temps
!, 1a forme
(3) AD — a?d =0

«* étant un coefficient qui dépend & la fois des propriétés caractéris~
tiques du corps, d&lasticité, conductibilité, cte., et do la vibration
particuliére considérée, ¢’cst-d-dire de 6. '
Pour des corps de forme sphérique, pleine ou creuse, les fonctions
sphériques de degré entier s'introduisent naturellement. Posons ‘

® = R,V,.

R, étant une fonction de » seulement: et substituons dans I'équa-
tion (3) ; au moyen des formules rappelées plus haut, on met facile-
ment V, en facteur, et il reste pour déterminer R,

R, |, no 1ok,

9 —_
~a’R, = 0. -
or? r ar i

On peut donner a l'intégrale de cette équation diverses formes;
J’adopterai la suivante (1)

an e 2ur — an e2<17‘
or ar
R e 2 (5520 e 5 (),

(1) Gf. BriLLouin, — Mouvements d'une sphére dans une atmosphére gazeuse ;
vibrations propres de l'espace extérieur, Ann., Ch., Phys., II, 1894.
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- Dans le conducteur, on a
- Ke .
o= el (1 K0
k0 (1 + moeg)
ou, avec foute I'approximation nécessaire en général :

a? — 41‘:]{)9;

dans lisolant, au contraire, on a

354. Considérons maintenant une sphére trés conductrice dans
Yespace isolant indéfini. Si la sphére émet des radiations électriques,
sans en absorber, un seul des deux termes de R, intervient, le premicer:
en effet, une fois les dérivations elfectuées, ce terme est le produit

. 1 Ay
d’un polynome de degré » en - par rn;ﬁ , € * ¢t, en prenant
v 8
=

cela nous donne Io terme e’ (t - 5) purement émissif quel que soit 0.
355. — Adoptant la condition indiquée au cﬁapitre II(n° 309-310)
que la force électrique dans l'isolant soit normale au conducteur,
nous pouvons trouver le chamyp extéricur 4 la sphére d’'une manicre
indépendante; nous obtiendrons ensuite ce dernier séparément.
Mettant en évidence lo facteur e® dans les équations @’ Ampére et
de Faraday, cclles-ci deviennent

0K oM oM
(47!]64—@)]31:5?2—3‘1/—3

eM‘:%Es_ﬁz;
y oz

une quelconque des six grandeurs E,..., M,, satisfait & 'équation

All = a2I1,

avec les valeurs de «? indiquées plus haut.
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356. — La forme du corps permet évidemment Vexistence de
vibrations dont la force électrique est partout dans le plan méridien,
et la force magnétique perpendiculaire au plan méridien. Pour les
trouver séparément il faut donner aux equatlons une forme qui rende
simple I'équation & la surface, qui exprime

que la force électrique tangentielle est nulle. ilis -
Soit M la force magnétique indépendante de i g/
la longitude, on a
’ M, = — Msine ) 9
M, =+ Mcose ' Py
M, =o0 N

puis, en appliquant la propriété des flux de 7
courant qu’exprime I'équation d’Ampére (*),
au circuit formé de deux rayons vecteurs de méme latitude, et de
deux circonférences, on obtient '

Fig. 54

201
ar

(4‘“’5 i sz2> Et S e
o I'on considére M comme une fonétion de » ot de 0. .

357. — C'est done la fonction M, qu'il faut mettre sous la forme
d’un produit de deux factcﬁrs, I'un fonclion de , 'autre de 6, pour
écrirve I'équation & la surface de la manidre la plus simple. Pour cela
il faut dans M, et M, mettre en facteur une fonction Y,, ce qui donne

‘

oP, (P-) " ar+6t o" fe—2%r
M_--—Asmcp\/l— e o AT

an(V-) n ow-{-et o* (e—2ar
"M, = Acos ¢ y1—p? o 7 5\

P () i gor 4 05 2" (€ 22"
o ort \pn + 1/’ /

M=AVi —*

i

+ (1) Les trois équations d’Ampere conduisent au méme résultat plus pénible-
ment en faisant le changement de. coordonnées,
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et, la force Slectrique tangentielle est nulle & la surface de la’sphére
de rayon a, sil'ona

2 n 41 qar O <e_ 2er
— r e — —_ = 0 Pr=a).
ar ( or® \pn + 1 ’ ( )

Cette équation détermine « et par conséquent la période et I'amor-

tissement des oscillations de rang » correspondantes.

358. — On trouve facilement la distribution initiale d’électricilé
correspondante. L’équation d’Ampére pour un élément de surface de
la sphere donne la force électrique normale :

0K

r* sin 6 (41:/0 +W) E, = — 5 (Mr sin 0)

ou, dans l'isolant (K = o)
6K ? —_—
r (Q—i) B, = 5—; (M ‘/1 — l~12)_

La densité superficielle & un instant quelconqug est donc

Si la force ¢lectrique normale interne est négligeable, ce qui est
approximativement vrai & toule époque, puisqu’elle est de méme
ordre que la composante tangentielle, et rigourcuscment vrai dans
I'élat d’équilibre initial : '

’ 1 Acn(n +1) n—1 or o (e 2 .
(es)oz_—-—Er——_._(-e——)'r‘ e 5?‘(7-"'/'{'1 Pn(p.)
car I'équation qui définit P, (i) est

(0= 32) )P =0

comme on le déduit facilement de I'équation générale des Y,.
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359. — Formons maintenant ’équation en «, pour Poscillation de

Tang n
Gar)™ -+ T (a4 1) (ar)* T A
n 2a7 I‘ R ’
) e e 2 (n+m—+1)! n—m—1
—_ —_— = (= 17 : a
o (5) = o el e o
+ (27 ~+ 1)!
Puis
o n n A n—1
<__ 7__a7¢+1) [(200)® + n(n + 1) a2y =7 - ..
a

! N
(n :—ngn—_'—l;’?" ?7;22- 1)! (2zg)"—0m+)

e+ (20 + 1)!]
+§L[n(2ua)"“?‘+ (r—1)n(m+1)(20a) "2+ ...

“+m—+1)! ——a
+(n __(::'1_2)! )] (20a) ™ 4 ]

N

360. — Pour la premidre oscillation (# = 1) I'’équalion est

@ 4@ 4+ 1=0
d’olt

[<5)]

o == —— —_—
2

ISER

On a d’ailleurs

I

Pi (l"‘) 2]

M=AY1 —p (— 2) (a + ?_1") ;‘ea(ﬁ’t—r)
le facteur de propagation est

Lo V5 e
e—‘-2—a(§zt-—‘r):l:zm(9t 7).
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La période est

4ra
T—= ——
Q 3’
et le décrément logarithmique
Q__ a1
2a - /3T

Le rapport de I'amortissement & la fréquence est un nombre, indé-
pendant du rayon de la spheére trés conductrice.

Dans une sphére de matiére peu conduectrice, ce rapport dépen-
drait dn rayon, et I'on pourrait évidemment réaliser des amortisse-
ments supéricurs A celui-ci; mais I'amortissement moindre, c’est-a-
dire la vibration plus prolongée n'cst pas réalisable au moyen de
spheéres.

3641. — De Pexpression de la force magnétique on tire
A ao(@t—r) 4Q 2z 1
E.=Ae ur3<“+r)
et

! —
= CUL /G i W
Et———Ae P 1 o) 1'+7"2+7'3 .

Ce champ de force magnétique est exactement celui d'un doublet
de moment

2A a0

Q'
placé & l'origine. Les deux hémisphéres sont constamment de signes
contraires. '
Sur la sphdre conductrice, la densité électrique est & tout instant
proportionnellé a g, ou au sinus de latitude; la charge totale sur

une couronne di, de hauleur-axiale dz, est proporfionnelle a d sin?},
ou & d(z%). On peut la représenter aussi comme équivalente & une
distribution de momenits par unité de longueur

-+ 3A z2—~af eaQ’t.
S all Tt
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362. — Donnons maintenant la forme réelle 3 cette vibration.
Le moment du doublet central est

‘ m
——5,e <AwaQ\/3———Bst'\/3——>

La force magnétique correspondante cst

N wi—r| (it 5= )eos'iz i)

M=—I\/1—% 4 24 - =

4 ! —<—E B—+A j)sm‘—/é(Qt—v)
20 r 2

el les composantes de la force électrique sont

(_&_A B‘”)cos‘/ (Q't— )

a r

. Qaz — =~
E,—2%=-""e 20
” P 2B A\/‘;) , .
+(—--02- - sin — Q —)
. _20,\/ 1_ m;-r 207 ri T e .
: . _1;_A¢5+1_3_B+A¢s sm‘/j(ﬁ’
sar r? 2p?

363. — L’amortissement est énorme : Pamplitude diminue dans

e rapport i pendant le temps qui équivaut au parcours d’un diametre

de la sphere, et an bout d’'une période 'amplitude est réduite au%
cnviron. Cet amorlissement est dii, tout entier, au rayonnement, puis-

que nous avons supposé la conductibilité de la sphére infinie; la

communication avec I'extéricur se lait en effet par une trés grande
surface, grice d la forme. sphérique.

Les champs cxlérieurs sont analogues & ceux du doublet, de
Pearson et Lee, avec les caractéres partuuhers qui resultent du
grand amortissement. o !

21
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822 : PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

La force magnétique perpendiculaire au plan méridien est donnée,
dans le chamyp extérieur, par 'expression

a por p __Qt—r
— z — 2 udl 20 8
M= A-\/1—5\/1 r e cos (o =+ 8)
avec p
Ql—r =
[ -
: 7 V3

3 étant un angle de phase qui n’est pas déterminé par la période vi-
braloire seule ; nous ne nous ocouperons pas d'ailleurs de fixer 'ins-
tant initial, ni de dire comment la vibration a été produite, et nous
prehdrons la forme la plus simple

lggel =4, T
Be =3 a%y
© 364. — Quant a la force élecirique, située dans le plan méridien,
nous la considérons comme résultant d'une composante perpendicu-

laire au rayon E, et d'une composante radiale E, : la premitre est
donnée par .

" — Qt —1r
E,—=A *a 1 - a a a* [T 20 o
= Q 1—5 - 1—;—!—;1—26 COS(t‘s—lio)

v ala méme valeur.que plus haut, et on a

.« T

sin 3

te o — __L_-
g o =

ko a

’ COS 3 -

3 + 7

Ces deux forces M et E; ont le méme caractére géndral; elles dé-
pendent toutes deux de la latitude et de la méme fagon et leur phasc
est la méme & grande distance ; mais & petile distance de la source
3 et & sont nettement différents : pour » == aona

o T
8 =0 o — 6 N
Quant & la composante radiale, on a , ‘
. ﬂ‘ ——7
z.at Ta at T, r
E:AOZ':'—‘ S il 20 T 3,
v Q Md\/l . Fae €os (9 + 0=~ - ¢
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CHAPITRE V. — OSCILLATION D'UNE SPHERE 323

Elle est négligeable au loin devant la composante transverse. A

cause de la différence de phase 2—613 qui existe entre ces deux com-

posantes, la force électrique déerit en réalité une petite ellipse qui
est d’autant plus aplatie qu'on est plus loin. Quant 3 la perfe de
phase par rapport au mouvement d l'origine elle cst intermédiaire
entreg ot 0, mais beaucoup plus grande cque celle calculée par
Pearson. o

36%5. — Ainsi la sphére permettrait de réaliser un doublet trés
amorti grdce au rayonnement; mais, tandis qu'avec l'oscillateur de
Iertz, les ondes autres que 1'onde fondamentale, sonf toul de suite-
d’ordre heaucoup plus élevé (2 ou 3 octaves), avec la sphére on pro-
duira & la fois tous les mouvements qui ont des périodes de méme
ordre : & moins d'exciler la sphere de facon & produire systé-
matiquement le doublet, on obtiendra facilement les 2° et 3¢ har-
moniques intenses, au lien que l'excitateur de Hertz, n’émet avec
intensité, comme un diapason, (ue sa période fondamentale.

Pour la seconde oscillation, 1'équation est

o’a® + 322 4 622 + 6 = o
dont les racines sont _
' ' g = — 1,6
et
ga = — 0,7 4. 1,8;

I'une est une onde rapidement amortie ; 'autre est une oscillation &
amortissement rapide et & période plus courte que pour n = 1.

La iréquence est 1,4 fois plus grande que celle de I'onde fonda-
mentale (3 peu prbs. la quinte) et I'amortissement heaucoup plus
grand. ' ,

Pour le troisitme harmonique on a une équation biguadratique

qui donne
sq = — 0,85 == 2,76 ¢,

ag = — 2,15 = 0,8 i.

On trouve ainsi de facon générale des périodes de méme ordre que
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324 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

la période. fondamentale, mais avec un amortissement beaucoup plus
grand, tandis qu’au contraire, aux amortissemcnts de méme ordre,
correspondent des périodes beaucoup plus petites.

366. — Ainsi, quand on excite la sphire sans précautions, on crée
un état oscillatoire trés complexe, surtout au voisinage immeédiat de
la surface. 1l peut y avoir des périodes trés peu différentes d’amor--
tissement trés indgal, donnant Villusion d'un amortissement fonction .
de la distance pour une période unique ; peut-étre un phénoméne de
ce genre se produit-il aussi avec des oscillateurs de forme différente,
et est-il intervenu dans les expériences de M. Kiebitz ; je crois pour- "
tant que dans ce cas, ce sont les réactions du résonnateur sur I'oscil-
lateur qui ont joué le role principal (1), '

. . ’ | ,

367. Ondes simples. — Il semble assez difficile d’exciter une onde

simple dans la spheére ; il faudrait pour cela produire unc distribution
centrale simple, comme celle d'une sphire placée dans un champ
électrique uniforme, et de plus, détruire ce champ uniforme instanta-
nément, c’est-a-dire en un temps beaucoup plus petit que la période
propre de la sphére. Or pour produire un champ uniforme il faudrait
placer la sphére entre deux plateaux de rayon plus grand que son
diamgtre; et ceux-ci auraient par eux-mémes une longucur d’onde
bien supérieurc & celle de la sphore et un amortissement. bien plus
petit. : . 4 ‘
- Sl s’agit des oscillations du second type, dans lesquelles la spheére
équivaut & un doublet magnétique variable, on se heurte & la méme
difficulté ; on produira bien Y'état initial en mettant la spheére dans
une bhobine parcourue par un courant constant, puis supprimant ce
courant. Mais la longueur d’'onde du circuit auxiliaire sera bien plus
grande que celle de la sphére et I'amortissement bien plus pelit.

(1) Kimirz, — Ueber die electrischen Schwingungen eines stabiérmigen

Leiters. — Drude Ann., t. V, 1901,
M, BrurLowix. — Influence réciproque de deux oscillateurs voisins, — Anan,

Ch. et Phys., t. XXVII, 1g02.
M Briuoumn. — Influence réciproque de deux oscillaleurs voisins. Caractere
articulier des discontinuités. — C. R., t. CXXXVI, 1go3. '
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CHAPITRE V, — OSCILLATION D'UNE SPHERE 325

Dans l'un et l'autre cas, on peut séparer les deux phénomenes,
en rendant la variation du circuit auxiliaire lente par rapport & celle
de la sphére. Il faut seulement faire attention & ce qu’est alors I'état
initial. ’

L’étincelle auxilaire, qui provoque le changement brusque du champ
électrique ou magnétique, doit commencer brusquement, et persister
pendant un temps supérieur & foute la variation de la sphére; c'est
donc un changement brusque de la vitesse de variation du champ
que 'on provoquera, ce qui est évidemment un mode d’excitation
peu intense, applicable seulement & des recherches de laboratoire.

Au contraire, pour avoir des oscillations intenses, il faut comme
Righi ou Lodge charger la sphére principale par une étincelle émanant
d’'une sphére beaucoup plus petite. Ces sphdres auxiliaires ont un
amorlissement heaucoup plus grand que la sphére principale et ne
troublent pas sensiblement le phénomene lointain; mais clles ap-
porteht toujours une perturbation dans son voisinage immédiat. En
outre, la distribution initiale differe de celle que donnerait un

- champ uniforme et disparait d’abord aux péles de la sphére ot D'étin-
celle jaillit, ce qui produit un état initial d’'une extréme complexité.
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CHAPITRE VI

OSCILLATIONS DANS UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION
AUTOUR DE SON GRAND AXE

368. Equations du ¢hamp en coordonnées orthogonales.
— Fotmons les équations de Maxwell en doordonnées orthogonales
quelconques s,, §,, S,.

Un é1ément de longueur ds est donné par :

ds? — ds? + ds,? | ds;?

Une ligne obtenue par I'intersection des surfaces s, == cte, s, = cle
est normale & la surface s, = cte.

Ceci posé écrivons d’abord les équations de Faraday : le travail de
la force électrique, le long
d’un petit circuit est égal
a la variation du flux de
force magnétique i travers
ce circuit (n° 304). Consi-
dérons sur une surface

. s, = cle un petit rectan-
s, Fig. 58. ‘

gle dont les c6tés sont les
’
inlersections de la surface avec des surfaces voisines s, = cle
$; = cle.

Le flux de force est :

M, X surface ABCD = M| d_éz_osl._sa
. 2 3
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CHAPITRE VI, — OSCILLATIONS DANS UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION 3217

d’otl 1a variation de flux

oM, ols2 ds, ‘
ot S, S,

Le long du coté AB le travail de la force électrique esl; E, Oés—*‘
3

Le long du c6té CD le travail do la force électrique est

2 /B
— ds, [S +382< 3) dsﬂ].

Done I'ensemble de ces deux cbtés donne le terme

> (B,
— 58—2 <§3~) d32 dsu.

On trouve de méme pour I'ensemble des autres cotés

2 (E,
5%, <S, >0l.<>‘2 ols9

Finalement on a comme premiére équation de Faraday :

0 oM, 2 (B2 (B)
ot S, S, 28, \S, 2%, \ S,
Les deux autres équations analogues se déduisent de la précédente
par permutation. '

Les équations d’Amptre s’obtiennent de la méme fagon : on trouve

en unités électromagnétiques
- 1 ofl,) 1 _3<%>___a_ M3>
(2) . 41T/LE‘+§‘§ Et—g——_sﬂ S, = a5, \ S, 683(83' .

Dans le cas ol l'on veut étudier les mouvements électriques a
1’1nterleur d’un corps dont la surface fait partie d’un systdme ortho-
gonal, on choisira les surfaces ¢, = cle, par exemple, de fagon
que I'une d’elles soit'la surface du corps ; il faudra éerire & la surface
les conditions de continuité relatives aux composantes tangentielles
M, et M,, E, et E,, et aux composantes normales xM,, KE,.

. r .
369. Systémes de révolution. — Dans un systéme de révolu-
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328 PROPAGATION DE L'ELECTRICITE

tion tous les phénomeénes peuvent étre indépendants de l'azimulh
s,. Dans ce cas, les équations deviennent
Equations de Faraday :

oM, > (E,
=585 (s)
oM, | a (E,

NORE o =5 Ss&,(f)
[ (B) -2 ()] s
at T s, \ S, ﬁ(sl. Tree

Equations d’Ampére :

1 o, 2 /M,
BB, g 5 = — 8,8 - (57
1 oE 2 /M
W ] dnhE 5o =5,8, 2 ()
- 1 oE, M,
VA"R,]”E“,_*_ P o = S l:as2 ( o, (E)]
Nous pouvons subdiviser ces six équalions en deux groupes con-
_ tenantun M, M, Eg;
l’autre E, E, M.

Le premier correspond au systéme dans lequel la force magnéthue
est dans le plan méridien et la force électrique tangente au paralléle.
Le second correspond au sysiéme dans lequel la force éiectrique est
dans le plan méridien et la force magnétique tangente' au paralléle ;
on pourra, par les circonstances initiales, susciter 'un ou l'autre
de ces systémes,

370. Ellipsoide allongé de révolution. — Le cas particulier
que nous voulons étudier est.celui d'un ellipsoide de révolution au-
tour de l'axe le plus grand; prenons comme surfaces s, = cle,
le systéme des plans.méridiens ; soit p la distance & I'axe, on a

dsJ_PdO
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CHAPITRE VI. — OSCILLATIONS DANS UN ELLIPSOiDE DE REVOLUTION 329

Prenons ensuite comme surfaces de révolution orthogonales les
cllipsoides et les hyperboloides de révolution homolocaux, et pour
paramétres s,, s,, le demi grand axe des ellipsoides et le demi axe
réel des hyperboloides, divisés par la distance focale f. Supposons les
deux foyers & la distance / de I'origine sur
I'axe des z et soient », ', les distances d’m'l
point M A ces deux foyers : on aura

28y f=1r 41’

28,/ =1 — 1.
" Soit a" I'angle FF'M; nous avons dans le
triangle FMF’

=102 o 42— 4[fr cos «;

or PYeosod =2+ f

P g
done 5 = ——4/‘— =8 Szf.

D’autre part
e* = "2 sin® o = ¢/ — "2 cos? o’
d’ou
B =7V —s) (s ).
Nous aurons ainsi les coordonnées du point

M en fonction de s, et s,; il est facile d’ob- P
tenir ’arc ds : '

' 2ds,? 2ds,2
ds® == dr? + dp? = sz ___’1 -+ 1f_§2
1 Y2

d’olt on déduit

(S“=f s

Nous avons ainsi le tableau complet des formules.
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371. — Considérons le cas ot la force électrique cst dans le plan
méridien ; E, est la composanle normale a D'ellipsoide. 11 faut prendre
alors les équationis en E,, E, ¢t M,, qul sont pour Iellipsoide ¢

T 1oB, 1 Si—st
GREB g o = — 5V i 5y (M)

) 1 oE 1 s 1
kB, + o S = o Jr:*j;; 55, fMy)

oM, 1.\/ P=0(0—=s3]| » \/s,z——st\Mi \/3,2—-_§2‘_‘E
ot §i—s,? 28, 1—s* 721 as, sz—171

On peul poser
(®) oM, = A,
et les équations deviennent, & I'extérieur du conducteur
\a_@_ Q* 1—-3‘2 24,

ot of 2 s,% 08,

9 4 —_—
) o,  Qf P —1 24,

E "—S? os;

Dérivons la troisiéme équation par rapport & ¢, et remplagons ab ;

et —553 par les valcurs précédentes, il vient

1224, 0Vl =59 (5,0 — ﬂ 1 %A
p o2 — f7 5,2 —s,? 1—%263‘“,_.«;i J

en remarquant que I’expression (5) dc ¢ donne

)

- g:‘_’.- . 9
p\/l——s2 1— 5% f

1 — % 1
P VSiz—l TTst—a f,
Multiplions les deux membres par p,
%A, @ [st — 1 d%A, g ! — 5,2 d'A,

(10) ”a”tz’ 7 Ls T =52 s ' § 5,7 osy?

Il n’y a pas de difficulté particulidre & Vintérieur du conducteur,
mais nous n'avons pas besoin des équations dans ce cas, car nous
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avons vu que, pour les eourtes périodes, l1a condition de continuité se
rédult & ce que la force électrique soit normale & la surface du
conducteur, :

372. — Posons
‘ o
11) A, =Ae [,

0 élant un nombre récl ou imaginaire. L’équation (70) devient

%A A

OQA. (312 — 32’) f=—] (812 -—_ l) ;j—é:’ —t (l —_— 822) 58—;2.

En écrivant cette érquation sous la forme

x| O%A A
(A —33) 2 =)= (rA=23) 2 = )

on voit qu’on peut obtenir des solutions simples, telles que A soit le
produit de deux fonctions, l'une de s, seulement, l'autre de s,
seulement :

(12) ‘ A =8, (s1) 3y (sy),

qui satisfont {outes detx & la méms équation ditférentielle

(82 —_— l) <02Un —_ a:gn) == - 6].(°nUm

ou

2
(13) “= (1 ) T

§2 — 1

ot 90, esl une constante arbitraire,
Lorsque U, représente &,, s est égal & s,, et est plus grand que 1.
Lorsquo U, représente 36,4, s est égal & 8, compris entre — 1 et 1,
La fonetion &, (s,), est constante sur chaque cllipsoide s, == cte,
mais varie de I'un & Pautre. Dans un cspace indéfini extérieur 3

Pellipsoide, elle doit évidemment s’annuler pour les trés grandes
— fsy

valeurs de s, & pcu prés comme , car s, joue & peu prés le

. . 1
méme role que » dans les problémes sphériques.
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La fonction #6, (s,) cst constante sur chaque hyperboloide, et
délinit la distribution électrique & chaque instant sur Dcllipsoide
elle joue le role des fonctions de Legendre dans le probléme sphérique.
Comme l'ellipsoide est complet, et que 'axe polaire n’est pas une
ligne de discontinuifé, il faut évidemment (ue la force magnétique

Ae ™11 8 (s)Wu(s) %

(14) M= P /\/(1——32)(31 —1)

qui est perpendiculaire au rayon p, soit nulle sur l’axe polaire, au
.moins de l'ordre de i — s;%, et par conséquent que 36 (s,) y soit
nul au moins comme 1 — s,

Cette circonstance détermine la constante 9b, pour chaque valeur
de 0.

On a ensuite

. . _tar
E, 0f s — 1 & (51) b\sz Hn(s)e T
(15)
e b
By = = s oy (0B (e

373. Comparaison avec le probléme sphérique. — Insistons
un peu sur la comparaison avec la sphere, et montrons les analogies
et les différences.

Comparons l'expression

— ?%- B () 8l 1
Vi—s2ysi—1/
a cclle que nous avons obtenue pour la sphére

M= ekl (\/l N DP,,> R,

pour des vibrations analogues; s,, qui est le cosinus de 'angle de
Pasymptote avec 'axe de révolution, correspond & . ; s,/ correspond
ar, ' ,

I équation cn P (n° 358)

:\[3=e

ap[(;—u ——n(n+1) P, (1)

bu.
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donne en dérivant o

22 N GRS o 3P,
o) o —wie]=—2EED (L
et la fonction qui correspond & ¥ (s,) ost (1 — p?) %%”.AElle en

différe surtout parce qu'on sait & I'avance, pour P,, la valeur
[# (n -+ 1)] qu'il faut donner & 0., ¢t parce que 0 n’entre pas dans
I'équation en P, pour la sphére. '
. L’équalion en R, (n° 333)

R, ‘2 n 41
a,.z P

2R
N, SN ) | SRS
or

devient pour 711,
2 fpn+1
(17) 2! (1 . R,y __ [642 L (n’j— l)] LR,

et st I fonction Rar" +* qui correspond & & (s, ).

374. — On pourrait se figurer, par analogie avec d'autres ques-
lions qu’une solution simple pour V'ellipsoide, doit toujours devenir
trés peu différente & grande distance de la solulion simple de méme
rang pour unc sphére; en un mot, que la forme de la source doit.
toujours devenir indifférente & grande distance. Cette conclusion

serait trop rapide. .
« I’équation en 8 tend bien, pour s, trés grand vers la méme forme

apparente que 'équation en Rr»+1; car elle ne conticnt pas 62 en
évidence ; mais on ne sait pas a I'avance quelle est la valeur de
en fonction da rang de la solution. C'est seulement si la constante 0
était rigoureusement ou approximativement égalea n (n —+ 1), (n étant
un entier) que la solution pour I'ellipsoide tendrait vers cclle relative
4 la sphore, uux grandes distances{.

Or I'équation en 76, qui conlicntl 82 et 9% montre que la loi de dis-
tribution en latitude, & toute dislance, aussi bien grande que pelite,
reste profondément différenle, en général, de celle duc & une sphére.

11 est facile d’en saisir la raison en se reportant & l'interprélation
physique des équations. Nous avons vu en-effet, dans le cas le plus

, ‘
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simple, qu'un doublet ne peut étre équivalent qu'a une sphéro, lors~
qu'il est oscillant avec amortissement convenable, ou & une surface
& deux nappes, lorsqu'il est amorti pur, (n% 325-326); il ne
peut done jamais étre équivalent & un ellipsoide. Ainsi, déja dans sa
forme vihratoire la plus simple, o1 il n'y & quo deux zénes de signe
opposé séparées par une seule ligne neutre, I'équateur, un ellipsoide
ne peut pas étre remplacé par un seul doublet central; les sources
équivale'ntcs pour Vextéricur sont, ou dés doublets distribués d’'un
foyer & l'autre le long de 'axe, ou un ensemble de sources centrales
de tous les degrés de complication ; et comme ces sources de degré

- . . 1 e . .
élevé contiennent toules des termes en = la complexité de la distri-

. bution en latitude persiste & toule distance.

'

375. Valeurs limites de 9. — Pour déterminer le cas limite,
revenons au point de vue mathématique. Les coordonnées clliptiques

reviennent aux coordonnées sphérigues lorsque f devient nul, f’
¢t s,frestant finis. Dans ce cas 'équation 13 prend en effet la forme
des équatlons 16 ou 17 suivant qu’il s'agif de s, ou de s,/; la cons-
tante b d01t donc étre égale dans ce casd n (n -+ 1) pour le n* état
vibratoire, lorsque lespace extérienr d la sphére cst complétement
libre, et comprend par conséquent les deux parties de l'axe polaire.
Dans ce cas 1a valeur limite de %%, pour 6 nul, est donc n(n -+ 1);
c’est le premier terme du développement de 9% suivant los puissances
croissantes de 8, :

Dans le cas ou V'espace libre autour de la sphere est limité par des
cones cntourant l'un ou l'autre des demi-axcs polaires, soit d'un
milieu conducteur, soit d’un milieu diglectrique différent do celui qui .
oceupe la zéne équalorialé, ce ne sont plus les fonctions P, de rang

‘entier quil fandrait employer; dans les dquations relatives aux
coordonnées sphériques, les n ne seraient plus entiers; il faudrait cn
déterminer les valeurs par les conditions de continuité A la surface des
cones; la suife des nombres 7 serait donc fonction des latitudes 2,, 3,
de ces deux cones. Il en serait de méme dans les problémes ellip-
tiques correspondants ou les surfaces limifes sont les hiyperboloides
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~

ayant ces-mémes ¢Onos pour cones asymptotes ;-ef le premier terme
du développement des Vo, en puissances positives de 6 esb encore lo,
. produit # (n ~+ 1) déterminé par le probleme sphemque en Ionctlon
des deux latitudes limites )\1, Aj
376, Recherche de la ionctio_n o (%), Wéthode de
.M. Maclaurin, — Il faut donc avant tout former la fonction 36 (s,).
Nous suivrons pour cela, & quelques différences de notation pros, la
méme marche que M. Maclaurin, qui s’estlivré a'une étude appro-
fondie de cette équation ct de celles j)lus compliqﬁées qui se pré-
‘ sentent, lorsque I'azimuth du plan méridien intervient (*).
Nous avons vu que la fonction %6 doit s’annuler comme (1 — sf)
sur 'axe polaire ; prenons done, avec M. Maclaurin, la fonction 56
sous la forme \ T '

~

H=0— 3‘2) Y
Téquation 13 devient '

(18) ( 32) as‘ 31/..{—’/(—2-1—%——02—!—0282)_0

Nous pouvons prendre comme intégrales de cette équation soit une
série développée suivant les puissances paires de s, soit une série
développée suivant les puissances impaires.

377.,8érie paire. — Posons

—~
Y= Z Gom g2m

. (1) MacLavrin. — On the Solutions of the equation (V2 + k2) § = o in ellip-
tic coordinates and their physical applications. — Camébridge Philos. Trans,
1898-99. — Vol. XVII, p. 41-108. — Section II. Spheroids, p. 79.

Notations :
‘Maclaurin - e y— xR P
Texte dulivree — s . 3 — 02 =024 9L

Le cas parliculier qui nous importe est celui de n =1 (notations Maclaurin).\‘
p. 84%. '
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\

ot substituons dans 18, nous trouvons pour coe[hclent de sn, qm
doit &tre nul quelque soil m

\19) (277’l-|— l)(27n+2)a27n.+ 2—[(2772—!— l)(27n+2)—qb+02]azm+0 azm—z

Si on prend m égal & — 1, et si on choisit a _, nul, cette équation
donne, de proche en proche, @ —;, @_, ... tous nuls. On peut donc
prendre une séric exclusivement formée de puissances positives,
et si on choisit e, égal 4 1, on en déduit

— ‘%+ 02 4~ 1.9
“© =y
=9+ 0% -+ 3.4 02
&% = 35 “T35
/ — 9L+ 62 4- 5.6 02
Wlia, =Sl e — g
a ——‘\'(:—|—02+(2m+ {am=+2) 02 a
2m 42 ) (2777, 4 l)(27ﬂ -+ 2) 2m (2m+1;(2m—+— 2) am—32

Le rapport d’un coefficient au précédent est

v Opmta . — 0 o 03 02

(20) — [ p— azm——z
Qo (2m + 1} (2m + 2)

(2m —+ 1) (2m + 2) a,,

1

378. — Deux cas peuvent se présenter :

a , . ,
1° Le. rapport “’L;”J”reste fint quand m augmenle indéfini-

m
ment ; alors le premier et le dernier terme de droile dans I'équa-
tion (20) tendent vers zéro, quand  croit indéfiniment et on a

le 2m -+ Sam A2 = 1.

2m
La série est alors surement divergente pour s? supérieur & 1; clle
Pest aussi pour s* = 1, comme on s'en assure cn constatant que

I . Ogm t . férd s
expression m — 1) est inférieure & 1.
am + 3
On a en cffet comme valeur approchde

. s
Ay -4 _ T ’
pd Libast 3} 2 -
a2m 47% .
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d’'ou g
. a, Ir
Lim. m ( Im_ ) =Lim. — = o.
Qym + 2 47”’

Cette premiére série devenant divergente sur l'axe, quel que soit
%% ne peut donc étre de nul usage pour la fonction # rclative aux
ellipsoides complets.

Ay -2

2° Le rapport tend vers zéro quand m augmente indéfini-

2m

ment. il en est ainsi, le second membre de I'équation (20) tend vers
_ zéro; on a par conséquent & la limite

Qg 02

Lim. = .
aﬂ”l—ﬂ (27n + l) (2"1 + 2)

La série est alors convergente dans tout lespace, pour toute va-
leur réelle ou imaginaire de s, et converge au loin, comme Cosh. (0s).

(est cette série qui convient scule pour former la fonction # d’un
ellipsoide complet, lorsque celle-ci est paire.

379. Série impaire. — Posons de méme
(21) Yy=1"b1 8+ by s® + b; s* ... + by, —~, 21
et substiluons dans I'équation (18) il vient
(22)2m(2m +I)b2m+1—[2m(2m+1)—%+02]b2m_1+02b2m_3=0.

Cette relation de récurrence condult aux mémes conséquences que
la précédente.

"Lorsque le rapport 2 m +1 peste fini, sa limite est 1, et la série est
am —1

divergente pour s* = 1; elle ne nous est d’aucune utilité.

Lorsque le rapport Do + 1 tend vers zéro, pour 7 indéfiniment
2m—1

. . 62 .
croissant, la limite est w7 (1) ef la série est convergente pour
toute valeur de s, ct au loin comme Sinh (0s).
Cest celle qui convient pour former les fonctions #6 impaires d’un
. ellipsoide complet.
2
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s

380. Condition pour cue Samt 3 yonde vers zero — Cette con-

im
dition relative a la valeur limite nulle du rapport %am 13 fournit une
équation transcendante entre N et 6, dont il faut déterminer ap-
prommatlvement les racines ().

" Nous avons déja remarqué (n° 375) que ces valeurs se réduisent &
n (n + 1), lorsque 62 g'annule; nous admettrons en conséquence
qu "elles sont en nombre infini, et qu'elles restent dlstmctes lorsque
6 est différent de zéro quelconque.

En prenant z impair, égal & 2p — 1, on annule 10 terme indépen—.

dont de 6* dans le pitne coelficient «,,; et (ous les coeflicients qui

ip
suivent ont 0% en facteur, mais tous ceux qui précedent ont un terme
constant. .

Cette détermination fixe la valeur du terme constant « de tous les

+ coefficients inférieurs d a,, et donne

- _2p—1 2p 2p—1 2p L _2p~—1.9p
el Tap—3.ap—2

. _[l_zp—lap] [ g —1.2p
et 2p—5.2p — 4]

Cela posé, Ies formules donnent

02
2p. 2p — 1 [aZp—-2 Aapean = a2p~'2Q2]

Ayp =
en posant
Yo = 2p (2p — 1) + Q,6%
" Appelons N, la partic indépendante de 02 dans Q,, nous aurons
62

—_— : — — 4
Qap 2p. 2p — 1 [“2,;_2 a2p—‘£ 127)—2N2] + .0 .

Si maintenant nous déterminons N, de maniére que a,, . , ait en
facteur 0%, tous les coelficients snivants auront- aussi 8¢ en facteur :
cela nous donne

_ (2n-=-3)(2p—13) -~ . ‘ (zp.. ap — 1)
() M=t o p—1)— (p—3)ep—7) (2p+1)(2p~+2)—2p(2p — 1)’

(1) Voir Macravrin. ~— Loo. ¢it., p. 49, p. 59 et suiv., p. 82, p. 84. -
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381. — Aumoyen de cette valeur de N,, exacte, nouspouvons
calculer les termes en 62 dans a,..... ‘a,, —s; le terme en 6* dans »
5p FOSANE

9% = 2p. (2p — 1) + Ny6% 4 N, 0% 4 ..., .

nous pouvons calculer le terme en 6* de a,, 4 5, @,, 4, au moyen de
N, seul. Ecrivant que @,,,, commence par un térme en 6°, nous
déterminerons ¢q,. '

Au moyen de cc N,, nous determlnerons tous les termes en 6* des
Qo By, € tous les termes en 6° de azp, A3y + 40-+ Dans les termes
en 6° de a,, ;... entre_en outre Ny, dont nous déterminerons la
valeur en écrivant que &, 4 ¢ commence par un terme en 0%,

D'une maniére générale, le coefficient N,, de 0** dans 96 sera déter-
‘miné en écrivant que a,, 4 5, commence par un terme en 6% +2,

La détermination se fait de méme en partant de 9 = (2p -1- 1) 2p,
pour la série impaire (21), (22) (n° 379). :

382. — Voici les premitres racines, telles que les a calculées
M. Maclaurin en suivant une marche différente de la précédente.
< 1° Série paire : '

To == 402 ;'4550‘—21?55 + .{
(24) %——12—*—1850—%7_7_?_%%9;_{?_'._ | ‘ -
(R g H
2° Série impaire :
W = 6+ 36“—\%290*/-!—33?75 0% +.,.
(25) %II/=20+4 62 4 7064 0t

77 7811%13

%"’”—'42-[—-—0"—}— ’ o

. 4
!

Les racines % qui correspondent & la série paire étant différentes
de celles qui correspondent & la série impaire, nous avons donc pour

‘
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chaque valeur de 0, ainsi déterminée, une intégrale de I’équation 18,
finie dans tout le plan; nous l'appellerons y,. .

“Pour avoir lintégrale générale de 1'équation 18, relative &. cette
valeur de %, il faut en trouver une autre, de parité différente, et qui
deviendra infinie pour s* = 1.

383. Equations entre 16 et 62, — Aulieu de procéder de proche
en proche, on peuf former dircctement 'équation qui détermine 1%
comme je vais le montrer.

Considérons I'équation 13 :

U 9%
(‘26) 337 == (02 -+ 5 — l> U
et I'équation
‘ 3V, n(n-+1)
(27) SE = Ve

L’intégrale U développée en série paire ou impaire a été formée
n* 377-379, ct les équations (19) et (22) donnent les coefficients

’

successifs.
L'intégrale V est connue :
(28) V= (1 —st) = P (o)

P, étant la fonction de Legendre de rang 7. .
Multiplions la premidre équation par V, la scconde par U, formons
la différence ct intégrons entre — 1 et - 1, il vient

[V%I—SJ——U%] fUVds—[%-—n (n+1 fmﬁ ds.

Lorsque # est entier, V cst nul pour s === 1, et - ~S est fini. Si
~done nous voulons qu’il en soit de méme de U, le premler membre
est nul, et I'on doit avoir
A1 ‘ +1

(29) 02/ UV,ds — [ — n(n + 1)] IUV" ds = o,
-1

v—1

quel que soit le nombre entier #.
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-

En remplagant U par (1 — s?) y, et V par sa valéur, V'équation
devient

: o
(30) [To—n( n+1]f(s2~1 s"ds+0? (s? 1)2 ds_ﬂo

—I

384. Série paire. — Cherchons malntcnant au moyen de cette
equatlon, une des racines de la série paire, (n impair) et regardons
en méme temps les coefficients comme développés suivant les puis—
sances de 62,

—
(31) Qo = Z o(2m|2p 0
avec .

o =n (n 4+ 1) + N6 + N, 6% +

Prenant I'équation (30), relative a cette méme valeur de n, bap_s"

est un polynéme de degré » — 1 pair, indépendant de 9, et nous
pouvons déterminer les coefficients de proche en proche par une
marche réguliére.

Les équations (19) développées suivaut les puissances de 6% donnent

am (2m — 1) (%, 2p ™ % _2,21,) = %am_m2p—a1 T Tam—u2p -2
. n (n -+ 1) ct2m-—“h 2p '
) + Nyt —s, 0 —3
(32) . — ¢ Nyt g5, 4
-+ sz“mn 200
Quel que soit 72, les coeilicients de 827 sont compldtement déter-
minés au moyen des N jusqu'a N,, compris, et du terme constant,

%, 5,y QUi reste arbitraire, et que nous prendrons nul pour toute va-
leur de p autre que zéro.

385. — Dans I'équation (30) développée en 02, nous rencontrerons
les intégrales ‘
+1 ) +1
. SQ,;I & dS — [sz,n Pn]—*— I S, S:Zm —1 Pnds‘
as —

—1 . —_1
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i, Ppest égal & 4 1 pour s =+ 1,etd — 1 pour s = — 1 (n im-
pair) ; le premier ferme est donc égal & 2. — Quant & I'intégrale du
second terme on sait que dans le cas actuel (» impair), elle est
égale &4 zéro pour 2m — 1 < n, et &

__(em—2)(am—4)..... (2m <+ 3 -=n) (2 + 1 —n)
(33) 2l =2 (2m +1)(2m + 3) ... (2 + —2) (2m + )

. 1 .
our 2m — 1 > n, avee 1 leur 2 —————, sin =1.
P > n, a valeur 2m—|—1’|

L’équation (30) devient

02 2 (aﬂm - 2a2m_2 -+ aﬂm— 4) (l — 2m “"h") =
[‘T[g-— n(n + l)] 2 (aEm - azm—z) (1 — 2m nma"):
On a d’ailleurs évidemment

2 (aﬁm - aim—2) =0, Z (a2m — 20y,__, -+ aEm--&z) = 0.

Ecrivons séparément le coefficient de de 622 +2 dans cette équation
il vient : (34)

N2p+ 2 Z (aﬂmx 0o %yp—uq o) am My n

+ N?.,, 2 ('xﬂm'ﬁ lr R 2) 2m ﬂm’n

-+ N2 2 (a2m- 2 u2—2m,2p) 2m Hm,n

- 2 (%, 2p ™= 2%m _2,2p T+ Yopp—sp ip) 20 .

L’équation (32)ayant déterminé les ceificients «,,,,, au moyen des
N,,, I'équation (34) détermine N,, 4, au moyen de ces coefficients
%4403, €t permet une nouvelle application de I’équation (32) pour la
détermination des coeilicients a,,.5, 4 ,.

Ce calcul de proche en proche, est d'ailleurs, réduit en formules,
le méme qui a été indiqué au n° 381.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VI, — OSCILLATIONS DANS UN ELLIPSOIDE -DE REVOLUTION 343

386. — Le résullat final est le développement de la fonction Y

suivant les puissances croissantes de 62

y =Y, + 0Y, -+ 0V, + ...

avec
'0 J— .5,,13!} — V Xm0 s
a8 AJ 2ms . .
\ N 2
Y2 = Z %2 34,
J—, 2
Y4- —_ Z Lamt s,
ele...

On peut d’ailleurs écrire facilement les équations différentielles
qui définissent les fonclions Y,, Y,,... ou-mieux, les lonctions
Uy=( —s)Y,, !
(35) . (U, = (1 — )Y,

|
-----

du développement

U=U, + 00U, 4+ 0T, + ...
L’équation (13) développée en 6> donne

2
(1 —s?) ?b_g." 4+nln—+1)U, =o.

21 ! :
0622 +n@m+1)U, = (1 —s*— N)U,. ‘

. (]‘ — st N2)U2p_'2

sty
1— ) —24nr+1)U, =
( ) as* # -[N,,U21)_4+N5U21,_6+--~+Naon]

L’équation qui détermine les N, dév_eloppéé dé x}léme. devient
+1 -
aP, '
(37)f Yy (=)0, '_‘NzUzp"‘NI,Uap _2_"'N2p + 2U0:|(ls=O.
e )

et détermine N, . , au moyen de U,. ... U,,.
Le mode de formation classique d'une intégrale particuliere des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



344 PROPAGATION DE L’ELECTRICGITE

équations (36) avec second membre, n'est ici d'aucune utililé;
Pintégrale particuliére ainsi obtenue devenant infinic pour s = 1.

387, — Série impaire. — Posons

(38) bom+1 = Z Bam:2, 0%
el encore ’
W=mn (n +"1) + N2 - Nb* + ...
avec » pair.
L’emploi de I'égquation 30 avec la méme valeur de n permct la

détermination des coeflicients N de proche en proche. Les équations
(22) développées suivant les puissances de 02 donnent (39) :

2m (2m <+ 1) (B, 2p— Ban—12,2p) = Bam—2.2p—2— pﬁm—&-ﬂp-ﬂ
n(n—+1) pﬂm—'212p
4+ NoBorn —203p—2
— A+ NiBy—izp—s
—+ e
~+ NopBom—2,00

Dans I'équation (30) dévcloppée en 62, nous rencontrerons les
intégrales

+1 +1
"nl—}-iaP" "2 +1 +1
Ch o5 ds = | s +1P, T (2m +1) $2mP,ds ;

v—q

Ie premier terme est égal a 2; Vintégrale du second terme est,
comme on sait, nulle pour 2m < #, et égale 3

2m (2 — 2) ... (2 + 4 — n) (2m + 2 — n)
\] P — ;
(40) ’2 Vinyn == 2 (2m 4 1) (2 =+ 3) oo, (2m - 1 + @)

pour 2m > n.
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L’équation (30) donne alors pour le coefficient de 622 +2, (41)

Nopys Z (Bm — 200 = Bamio) (220 + 1) Wi,

-+ Ny Z (Bam—22 — Bam, 2) (2m 4+ 1) Wy - 4

-+ ... =o0.

-+ N2 Z (BZm—- 28p — pim-ip) (27n -+ 1) Win,n

B N .
-+ 2‘ (pzrn‘—bﬂp - 2@2171_2: 2p + me: ‘21)) (27n -+ l)q}m n
Ces équations (4o) ct (41) détermineront les coeilicients § et N.

388. Recherche d'une seconde intégrale. Méthode de
Maclaurin — L'une ou l'autre des mdéthodes qui viennent d’étre
indiquées permet donc de former de proche en proche les termes du
développement en 02 d'une intégrale U de I'équation (13) et de la
valeur de 96 qui rend U : (1 — s2?) finie dans tout le plan. L'intégrale
ainsi obtenue donne la fonction F0(s,) qui définit la distribution & la
surface des ellipsoides. :

11 reste & trouver une seconde intégrale, corfespondant aux mémes
valeurs de 9, pour avoir par addition I'intégrale générale. Cette se—
conde intégrale, de parité différente de celle qui reste finie dans tout
le plan, deviendra infinie pour s* — 1, comme nous V’avons déji re~
marqué (n° 382). .

Plusieurs méthodes peuvent étre employées pour cette rechierche :
indiquons d’abord la méthode classique employée par M. Maclaurin.

Soit ¥, une intégrale paire, et z 'intégrale impaire de 1'équation
(18) pour la ' méme valeur de . v
Posons

’

(42) s =yu+v
en appelant % une fonction impaire, qui devient infinie pour s? =1,

et v une série, également impaire, convergente dans tout le
plan,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



346 PROPAGATION DE L’'ELEGTRICITE

Substituons dans I'équation (18) il vient :

(1—s*)g;g—Asgg—i-(%—z-—O?—f-023'2)0 ’

. ' ‘=0
@ —|—2(1—32)Ma—u—|—1 [(1—32) a.il.‘._dsé—“]
as as U1 as? as

Faisons disparailre le terme en y, en prenant

(44) w= é [log z :1; o+ _._1_.._],

ce qui donne

gou__ 1 S S
o8 s—1 s—+1 (s-+1) (s—1)’

et porté dans 1'équation (39) la transforme en

212070 0, 1y pze N
(45 ( —S')zﬁ— 43(1—s2)a—s +(b—2 — 02 4-026%)(1—s?) U__a_s/i

389. — Posons
(46) v=A A A Ay ST L,
et 'rappelons-nous qu'on a

. yi = aO -+ a232 -+ -+ aim Sﬂm -+ s
puis, identifions terme a terme: il vient
6 Ay + (00— 6—0%) A, = 24,
20 Ay + (M6 — 26 — 62) A, = 4a,
f2 A+ (To — 62 — 02) A, + (26 — 9b — 202) A, — 02A, = 64,
et en général
am (2m -+ l) (A2m+ 1 Aﬁm—i)
(47) -+ [(]'(g —2 _\2m(2m - 3) - 92] (AZJn—i - Azm—-'.!) = 0.
62 (Aﬂm-—s - Azm-—a) — 2Mdyy,

Le coefficicnt A, resle indéterminé, car on peut ajouler. la série
impaire (21) sans cesser de satisfaire & 1'éuation différentielle, — ot
cela, joint 3 la présence de 4 coeflicienls conséeulifs dans la rela-
tion (47), rend ce mode d’intégration peu maniable.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VI, — OSCILLATIONS DANS UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION 347

Nous nous contenterons de noter que la seconde intégrale de-
vient infinie pour s* = 1, comme la fonction u, (44).
L’intégrale dont nous avons besoin pour & {s,) n’est pas en' eflct,
. Pintégrale de parité différente dc #6; c'est celle qui correspond &
Vonde émise, qui est la somme des deux intégrales paire et impaire
multipliées par des facteurs convenables.Il est plus simple de la
former directement.

390. — Recherche directe de l'intégrale pour 'onde émise.
—Pour cela formons une intégrale de la forme générale indiquée par
Laplace

N
(48) y= / ™ (0 dt.

Ya
Substituons dans I'équation (18), il vient, en supposant ¢ indé-
pendante de s,

(49) ‘f [(1— s%) 8242 — 430 4+ Vo— 2 — 62 4- 0%5%] o (1) ™ df=0.

D'autre part, si la fonction ¢ satisfait & une équation du second
ordre

(50) S+ rar=o.

on a enfre les mémes limites

X .
a? 2
/ Z(a—gg +Pb~§+q9) a=0;
a

en intégrant par parties,

(51)[ ac+(i> pZ— ] / :ZZ__&PZ qZ]ar

Si les limites a, & sont telles que la parenthése s’annule, I'équa-
tion (50} a pour conséquence

b
227 opZ
fcg(g?—fc qz)d:=o
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qu’on peut identifier & 1'équation (49) pourvu que V'on ait
o7 apl
(52) ;—Cz—%+qz=60§s [(1—82)02 0 —4s 07 +-To— 2 — 02+ 0352),

Cherchons 2 satisfaire & cette équation en laissant p, ¢, indépen—

dants de s comme cela est nécessaire pour que o le soit aussi, et
posant

Z__:Seﬁis,
il vient
2.0 203 2*S 2 (pS
02528 - Os (Ti—ps>+a? _._%pc..) +qS=

== 0%? (1 — £) — 40 s§ + To— 2 — 02 - 02L%.
Identifiant terme & terme, on en déduira
S=1—2¢
pS=o0
" ¢S =T — 02 -+ 022,

L’équation (50) en o cst donc idenlique a I'équation (13). Soit
donc y, la premiere intégrale, valable dans tout le plan, (382) ob-
tenue pour I'équation (18) nous pouvons prendre

Q) =00 —8) y, (L)
et dans (48) (= Y ©

b
(33) Ya (s) =f (1 =8y (®) e6§s dg

si les limites @, &, sont convenablement choisies.

391. —Portons ces valeurs dans le premier terme de Péquation (51)
) dZ 6s% oo | Y
(54) Zs%_,_?(pz_a_c):es (-1t [OC Osyi]

Cette expression prend la méme valcur nulle, aux deux limites

a = — 1, b == - 1, quel que soit s. On peut donc adopter ces deux :
limites dans un premicr cas, ct on a (55)

+ I 1
rs vs — 0%
(1= )y, (9 e Pt = 2f<1 ) [ @ ey (— e F

I
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Cette intégrale, de méme parité que y,, et évidemment finie pour
§? == == 1, et dans touf Vinlervalle, ne peut différer dey, que par un
facteur numérique :

o)

' + ¢
I a—vpeeta
Yy (1)
392. — Pour avoir la seconde intégrale, supposons que nous avons
pris celle de$ deux valeurs de 0 dont la parlie réelle est négative, et

prenons pour limiles ae= -1, b= 4 o:

+
(56) Y, (s) = f (1 —8)y, ) ¥ dat.
+

I ’

Cette inlégrale dilfere certainement dey,, car elle contient & la fois
des termes pairs et impairs. ,

Les termes de la formule (54) sont d’ailleﬁrs nuls pour £ = 1.

Pour { = + o, rappelons nous que les fermes éloignés de la
série i, deviennent les mémes que ceux de C. 6%, ou de Sk 0% sui-

. . . A 9l
vant que y, est pairc ou impaire. Il en est de méme de —)‘%; les termes .
¢
8

qui deviennent grands sont ceux dont T'ensemble équivaut 3 e~ "=,
car la partic réelle de 0 est négative; aprés mulliplication par
e+ %, jls donnent un ensemble qui correspond a e% ¢ =1 gi done
on suppose s plus _gratfd que 1, ct la partie réelle de 6 négative,
comme il a ¢été dit, l'cnsemble de ces termes décroit indéfiniment
quand ¢ passe & Vinfini. L’expression (54) est donc nulle aussi &
la seconde limite, et y, satisfait bicn & I'équation différentielle. Ces
mémes considérations monlrent que 1'élément sur lequel porte U'in-
égrale (55) déeroit comme e Bl —1 par conséquent que l'in-
tégrale est finie pour toute valeur de s plus grande que 1, et décroit
exponentiellement & grande distance.

(Yest cetle scconde inlégrale, qui correspond 4 Vonde émissive,
et 3 la fonclion & (s,)

6(s) =0 — 312) Ya (8y)-

393.— Du développement de y,, on tire immédiatcment Ie dévelop-
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" pement de Y, suivant les pulssances décroissantes de s,, en intégrant
terme & terme :

Posons’ o
(57) #HO=0—)yO= Z Jo&m

et rappelons-nous que

) — . .

gm )0 .

f (e dt = (eg)er 1/ tn el dt
I fs

. psf L m  om(m—1) m |
—_= —e€ [Gs 0252 =+ 07 §° = ws)m ’

11 vient
o o ) ) Jlom mdo,, m(m—1)d,
(38)8(s,)=(1—s,)€"" [— _0~s1 ’ (B s‘z Z ( T '+
La signification des coefficients est évidente :
2 Jo = J6 (1) =
N, o = (9‘16) =5 (+1)
41
_277’1(111—-1)%,,,:5@”(-1—1) '
etc. _
. %I 1 %II 41 Z@”l -+ 1)
("9) & (31)=.(1‘.'s12):ee"91 [ ()2(312 ) es(s 3 ) -+ 04(8 7

L’intégration par parties aurait conduit au méme résultat.

394. — Les coefficients de la série (51) peuvent étre délerminés au
moyen des coefficients Jb,, et par conséquent des coefficients «,, ou b,,
(n°* 37:7-5379). Mais il est plus simple de recourir a I'équation difié-
rentielle pour les déterminer comme nous allons le faire.

Posons )

S§=1 -+ 2.

L’équation dilférentielle (13) devient

' M/, MW
(60) ()
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La fonction #6, lorsqu’on emplore les valeurs de To que nous avons
déterminées, s'annule au premier degré pour s = 1, ou z = o; on
peut donc'la développer en série de Taylor
(61) - i % :33{6’ + E—T 6// + g! JG”’ +
les %6', 36", 36", étant précisémenb ceux de la série (39) pour

\Sl) ! o

Portant le développement (61) dans I'équation (60), et identiliant
les cocificients des mémes pu1ssances de z, il vient, en fonction dg
¥, seul qui reste comme coefficient arbitraire de toule la séric :

2 5@" = YL,

2 56" = (i‘,’ — 1)216” + 20%6",
56m % _ '%” :
(60) {257 = (51 — o)+ 0 15 00, \
m- 1 , 2 m=—1 K
Z(’o( +1) ( T _ 1>:}(3{" + 202 36 o B2gen—1,
(m—l) m.m — 1 : N m— 1 -

Cette relation générale (59) entre 4 coeflicients consécutifs montre
" que pour 7z trés grand, le rapport d'un coefficient #™ ** au précé-

dent 6™ peut s’approcher de l'une ou l'autre des deux limites
m —

y ou —+ 0, ‘
L’etude de la série y,, montre que pour la fonctlon 76, avec les dé-
_terminations particulidres adoptees pour les 9%, la limite sera —+ 0.
La série (59) définit donc la fonction & dans tout le champ réelle-
ment utile, et jusque sur Vellipsoide réduit & son axe.
En tenant compte des relations (62), les termes les plus impor -
tants.de la série 59 & grande distance, sont\

— g bsy 9% G (A — 2
(63) 8(81) —— —*—O-z—- e [1 — 2981 -+ ‘—SQ—‘SE-) —‘I—..].

Ce développement, excellent pour le calcul des valeurs de la fonc-
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tion quand 6 est connu, ne peut étre d’aucun usage pour la recherche
des valeurs de qui satisfont & une condition déterminée; car0 entre
3 la fois dans les numérateurs #6', #¢’, ... et dans le§ dénominatcurs.
Tous les termes de la série (63) fournissent done un terme indépen-
dant de 0, etc. et la série en 6 que1'on tirerait du développement (63)
serait illimitée dans les deux sens, ce qqi ne se préte pas simplement
4 un calcul approché des racines 0 de gf—‘, qui sont le but ultime de
notre recherche. .
Il faut donc donner 2 la fonction & (s,) une autre forme.

395. — Deuxiéme forme de lintégrale d’émission. —
Ramenons les limites de l'intégration & &tre finies; c'est ce qu'on
fait facilement & l'exemple de M. Abraham en remplagant dans
(62) ¥, (%) par son expression tirée de (55) : on a alors,

0 +1
(64) 8 (1) = (1 — %) / dg(1—t)e™ f (=87, (}) o™ d%

et en changeant I'ordre des intégrations

wm=m~wuf mmo—wg/wﬁWWO—vwa

Mais on a

(c] — O
/ eBC(s+E)(l — ) df = 0(8;&)\/‘ et du
Y1 - 8(s+9
. —
1
—W/ u® e du.
B(s+8)

EJCES

T0(s+)

SLALI _—
g LT Dm0y 2l

L b(s+D 1 ,
=2e [W&%P o]
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et enfin

L
(65)8 (s,) = 21 )f =0 Y (e — ) &

—— I

396. —Cette formule peut d’ailleurs étre oblenue sans passer par
P'intermédiaire de 'équatlion (55) comme on va le voir.

Cherchons & obtenir la seconde intégrale sous forme d'intégrale
définie '

41 ' )
(66) y=f' HE Y (s + g ellbthg

en choisissant convenablement la fonction §. Formons les dérivées

+1 :
2%=/ 76 ¢[00 + ] ¢+ ag

+1 :
2
L =/ 5 (5) [0° + 20 + ] e+ D a

—1I

@

et substituons dans 1'équation 18 :

(l_sz)blj [, +y(%_2_02+0232)_

©67)( (1 =)y | ‘|
[ el +E  + ¢ [20 0 — %) — 4s]
v +4}[02(1—s2)—480+%—2—02+G °'1_|

Eliminons % au moyen de I'équation 13 & laquélle satisfait 56,
Yintégrale devient

' (=) + ¢ [20 (1 — % — 4s] '

+1 % |- .

f B+ 8) Y [0 — ) —dst— 2] JE.
! —|—¢a:ff( #—1) o
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397. — Intégrons par parties lo dernier terme :

+1 .
/ R 1)%;—’.?&:

I

+1
__/ TCE 33 [(22—1) Vo 08 — )¢ + a8y] O:fdé,

1

| ..
+[ererie —ne 2]
A1

Le terme intégré s’annule aux limites, & cause du facteur £2 — 1.
Une seconde intégration par parties donne

3

+1 '
‘ f DOHY (o r gy (2 — 1) e 2 =

41
+ / &€ B [(er— 1) (20 (8 —1) - A3+ [0° 1) - 403+ 2T e

. +1
o LR ] (GRS R YR F

Le terme intégré s’annule encore aux limites, lorsque la constante
90 a été choisie, comme nous le supposons, de manitre que % soit
aussi nul aux limites. :

Il reste donc comme second membre de ’équation (67)

(1 — ) 420 (0 — %) — 4s] ¢
41
RIZT 4 [0 (1 — £2) — 450 — 2] ¢ o
(8 — 1) 20 (32 — 1) + 4E] Y
+ [0° (& — 1) + 408 +2] ¢

-1

Orla lparenthése se réduit facilement &

(E—9) [ + )¢ -+ [4-+ 20 € -+ )]V -+ 40y].
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398. — Pour que l'équation (18) soit satisfaite par I'expression
(66), il faut et il sulfit que le sccond membre de I'équation (67) soit
nul, et par conséquent, que la fonction ¢ (s + £) satisfasse & 'équa-

tion

(68) (€ + ) 2+[4+20(+s)]%5':_+40¢=0.

On ¥ réussit en prenant

D < 1 . 0 )
TN+ (s+5r)]
fonction qui reste finie dans tout le champ d’intégration s > 1, et ne
devient infinie que pour s = 1 (*).
L’intégrale
i
‘ p) 1 0 L) g
(69) & (s,) == (1 — s,?) 5 %6 (E)[(sl s e 5>2]60 (i+8ax

-1

(1) M. M. Apranan est conduit & mettre I'intégrale sous la forme
. 1 ‘

+ 1
{-S‘ w,
s(sl)=([_s;z)f g6 () Lt
. Iy (sy + )

[(Malh. Ann.) Bd, 52, p. 108, formule (36) :

eI, (x) = (1 — .z-'l)f da E, (=) Lga

£
-1 A
avec

E=p@+a), 5 () =2"

E correspond b notre %6,

H » » 8;

x » » Si;]

Il fault quil y ait quelque lapsus dans ses considéraﬁons fondées sur des
identités de développements en série, et V'emploi des fonctions limites pour la
sphire, car cette fonction ne satisfait pasa 1'équation (13), puisque ¢ = (——_l_—gz

§1
ne satisfait pas & I’équation (G4).
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est donc bien celle qui convient pour représenter une série de sources
disposées sur 'axe s, = 1 entre les foyers == f.

Telle qu’elle est écrite, I'intégrale correspond aux sources émissives

oQt

‘puisque nous avons pris pour facteur de temps (11)(n° 374) e 7

Pour avoir les sources absorbantes il suffirait de changer le signe
de 6 dans la formule (69), qui satisfait encore a1 équation (18) puisque
celle-ci ne contient que 62.

On peul encore écrire cette intégrale sous la forme

+1

B8 :

(70) ﬂm=§whan—wgemuf 2O
—1

399. Séparation des termes de méme parité. — Il est
d’ailleurs facile de séparer les termes de méme parilé, soil sur Vinté-
grale, soit sur son développement. D’abord, dans V'intégrale, il suffit

" de remarquer que I'on a identiquement

1

s —Bs 1
(6% +e °ﬁ@+@ﬁw&4> «+s (qu

(g )=

+“w‘f4%@+m —E=y @+w+a—w}

0s — s 1 1
+(e +e ! )§(E+s)3' (§—s)? fE—|—s)2+ E—‘s)J
\ .

Os _ —Os‘ 1 1
! (e —e )tmﬁ—(i—s) (E—J—s)2 s)“}’
dont les deux premiéres lignes sont paires, et les deux derniéres
impaires.
La somme des iniégrales
's+ 1

ng_mwwﬁ%iw—@iww

-1

+1
‘ 6
%w“ﬁ/b~a%®é”@iw“@—wwg

L
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ne différe donc de 3, que par un facteur constant, pour les valeurs de
s, supdrieures & 1. Leur différence estla fonction de parité dxffercnte
de y,, recherchéc au n° 388.

Dans le développement 73 (n° 400) les termes se trouvent natu-
rellement groupés suivant leur parité, soit dans les coefficicnts
0G,_1 — Gy, soit dans leur facteur en s. Il est inutile de les
écrire ici.

400. Développpement de & en série. — Développons l'inté-
grale (69) en série. La fonclion 36 (£) étant développable en série
convergente dans tout le plan, nous pouvons écrire

(71) 38(5) "1 D=Gy 4G, (5, + &) 4 Gy (5, 52 ..o Gr (5, - E)m -

en posaint
G, =% (—s))
G, = 86 (— 5,) + 1=
B 2 (—s8y)
' 0sy n
: _¢© ° —8
(72) {On = 1 5y [0 1 %6 (= 54)]
:__[omg@(_ Si)—}—me’" 1;61( s)+7n(m l)em 2%//( )
- omHb (—‘ 31!
~+ e+ 2 (—s,)"
Portant dans l'inlégrale (69), il vient : '
m=o0 +1
& (31) == 0% (312 _— l) E (eGm...l G,n) (3’ -+ E) m-—3 ds’
m=o0
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ce qui donne, en effectuant les quadratures :

2 ((s‘ T o= ‘>2)
+ (06, —G,) <§?1——1 _51-:-_1)

+ (0G, —G,)log

8, + 1
s, —1

(73) & (s,) = 2(“’29—?‘) + 2 (0G, — Gy).
| (06, — Gy B = — 1)

2
—+ eenen
S 1 m~2__ (¢ —_y)n-2

~+ (0 Gm—1 - Gm)( : ) mn —(2’ )
4 overes

——

avee (74)

— =

— Jem %L 7_72:—_1 02 J({m—2)
G N I R
n—-q = Uy 7= -y

m!
» 4P (m s p)}
p!(m—p)!(p 1) dvgeim =

+ .+ (m—1) 5

Le premicr et le troisitme termes de ce développement devien-

nent infinis comme -l'indiquait la formation de la scconde intégrale
(n® 388). Ecrivons complétement les 3 premiers termes en fonction
de y,, toules réductions faites :

. (—s)[ 1 1 %lo’qsi -+ 1 . ]
" Y4 s,—1+s,+1 2 Cs —1 @ 7
8(s) = o (32— 1) (

oty (=s1)

e R

'

401. Formules de récurrence. — On peut former facilement

'
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Véquation de récurrence qui permet de déterminer de proche en
proche les G, ou leurs combinainaisons utiles. Posant

(75) 3(—s) = 5i(—s)e",
ce qui définil la fonction X ‘en 36, et portant dans I'équation (13)
celle-ci devient :

22K 2R

(8,2 — ‘).<5'(:§j)‘2 — 20 m) = Yo ;

cette équation détinit la dérivée seconde, et donne pour les dérivées
suivantes la relation récurrente
(5,7 — 1) [ R+ — 205m+ 1]
— 2ms,[K0n+1) — 2050m] = Yo dim,
A (m— 1)m [R) — 20K
les dérivées étant toujours prises par rapport & — sy,
Comme on a d'aprés 75 et 72

-0

(76) Hm) = m ! e_ 1 Gms

il en résulte :
(s — 1) (m + 1) [(m + 2) Gngy — 20 G g
(77)§ — 2ms,[(m + 1)Gpy | — 20 G| = WG
+(m —1)[ MG — 20Gip_ 4]

402. — Posant maintenant

(78) eGm—4 - Gm = Jm

on déduit facilement do la relation précédente (77) une relation ana-

logue pour les J :

Om— (82— 1)(m ~+ 1) (m + 2)Tm+2

ool ™ [(Ones — €2)(s" — 10 — 20—, s]mim 4 1) T, 14 B
+ [ 2 — 138 oy + (4 (tn—1) s +(m— 2) (11— 3) — U) 8,1 | I

- ®""2(171 - n)eJm—i
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en posant
{0, ="0(s— 1)m(m +1) — 20sm(m — 1)
+ (m — 1) (m — 2) — M.
Toutelois, cctte relalion de forme coxﬁpliquée, est d’'un usage
moins avantageux que la précédenle (77). On a d'ailleurs

Jy=— G, =—H(—3),
— 2 %9
Jl—oGo_Gl_‘_‘ —_a—(___s)_»
puis, par I'équation (82)
_ 7o Ty W= v, (~ )
(80) Jy =+ ;(_"sg-‘:—Ton -~—q102(T:T)—+QID‘—~I

et les aulres, de proche ea proclie,

403. Ellipsoides alloagés, — Posons, pour éludier les ellip-
goides allongés, , )
§,=1-+c¢
el développons le second membre de P'équation 73, en nous rappe-
lant que dans les développements 72, qui délinissent Gg,... Gy, .. il
faut remplacer s, par — (1 + <). Cela donne

(—1—¢e)=F6(-—1)—eH'(—1 —|—E—2£16” —1) = ...
\ 2

Nous obtenons ainsi (81) . \
_W(—1) _ H(—1)

€ 2

e (0246 — ")

— 36 (—1)

2+
-+ P L
-|-Z— [0%36 — 76" + 206" — 262;‘6'_] log €
8(1+‘5)—“2 e w3 N
\ el o @ Y qen
4 -+ 2 + 2 %

+ce | + z (— F" 4 30356’ + 20%3¢)

2771-—{

=+ ... + m _2‘(0Gm——l - Gm) -+ .
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Dans cette équation, 76 (— 1), #6' (— 1), ete., peuvent étre dé-
duils de I'équation 13, comme l'ont été #6 (1), #6'(1), au n° 394,
on obtient ’ailleurs les formules récurrentes relatives & (—1), en
changeant le signe des dérivées impaires dans les formules 62
dun® 394 : (82)

206" = — Y656’
2H" = — (Zl';’ — 1) 6" + 20%7
1 H
LA <9§ - 1> 5 - 202 56_ — 0w
2! 3!
2:?(9_,.".1_4_-1 —_ | - i]:l?_ — e — 1) Fom 4 2_03_@: — G2Fgm—2,
m—1 Soan{m—u) m—1 A

# (— 1) est nul, comme ¥ (1) & cause du facteur s? — 1
dans %6.

404. — Les formules de recurrence des n°®* 401 et 402, se sim-
plificnt un pen, et donnent

'

_ (4mh + m(m — 1) — ) G, — 20 (m — 1) G,

(83)  Guoyi= am (m + 1)
d’out 'on tire
0 — 90
G, = '4_-4“ G,
3202 — 120% + 96 (T — 2)
G, = 48 G,
o 3846°-—1760°V0 - 24090 — Wt -+ 9662 — 72 0%+ 8N —12% v
G, = 8 144 4
etc. On a d’ailleurs
J, (1)=o, (W =—=0G, (1) =—%'(—1).
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De 13 on tire
b

Jo,=+ 7 G,
% — 29 — 16 02
Iy =+ 48 G,
7 = G, 384_93—11202Q19+2406]10+°]193%
FTT 8044 | — 9602 — 82 4~ 12 b
Portées dans I'équation 81, ces valeurs donnent (84)
. — 1
N = €292 2 4 €
-+ [€ ; -+ 2—:7 ] ].Og
‘ - . 1 3%
’ 8(1—}-5:)63(}1 2 4
W2 — 29 — 1602
4] —
12
21;1'—1
+4J,,+..+m__2Jm+..

Lorsque ¢ est connu, % s'en déduit et cette formule permet le
calcul complet de la fonction 8 prés de la ligne des foyers.

405. Troisiéme forme de lintégrale d’émission. — On
pourrait enfin attaquer la question d’uné manicre un peu dilférente,
en cherchant directement le développement de I'inlégralo d’émission
suivant les puissances de 6. L’équation 13, & laquelle satisfont & (s,)
et 76 (s,), de’veloppc":c suivant les puissances de 62, nous a donné la
série des équalions (36), — (n° 386), p. 343 — qui déiinit un déve-
loppement de la fonclion 8 ou #6 suivant les puissances paires de 6-

“scules. Le premiére intégrale 76, valable sur la surface des ellip-

soides a été obtenuc en partant de la fonction de Legendre P,,
valable sur la surface de la sphire (— 1 <<'s, < -+ 1). On obtien-

drait la seconde intégrale de notre probléme, en partant dela seconde

intégrale Q. valable de ~+ 1 & Pinfini. La forme la plus simple est,

1 " s+

S -+ 1,

s, — 1

1
Qu (5) = iy 537((33 — 1y log ) 2, (5) log et
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la forme développée est

3 8 +1

2Pn(31) 10%;:—1
; : (n+ 1)1 s, —1 < N 3) (n 4 2)! si-—-1>2
Q—‘_(Q'—I)lﬁ(n—l)!"‘hr—{— d—1—] (z!)*(,n——-a)l( 2

Qu(s1) =

—{+ (o= = =) @ () e
C(en—1)! (S1_1>,...1.

k3
n [(n—)IP\"T2

~-

onl'on a

11 1 ‘
Cambr. Math. Trip., 11, 1898).

406. — Colte forme est, comme on voit, analogue A la seconde
que nous avons adoptée pour Yintégrale &(s,); elle conduiraif & un
développement dircctement ordonné suivant les puissancés de 02,
Mais la recherche des .intégrales de méme caractére des équations
(36) ne nous apprendrait probablement rien de nouveau et n'irait
pas sans difficultdés. '

En outre, sous cctte forme, lintégrale apparait comme développée
sujvaut les puissances paires de 8 seulement, tandis qué notre inté-
grale d’émission contient certainement aussi les puissances impaires.
Par conséquent, pour isoler I'intégrale d’émission de I'intégrale
_d’absorplion, il faut ajouter au développement pair en 6 un déve-
loppement impair qui satisfasse aussi & 1'équation (13)

W= 0W,; +0'W, + ... 5 02+ IW,

les W safisfaisant aux mémes équations (36) que les U de méme
indice, mais avec des constantes d’intégration difiérentes, & choisir
de maniére & oblenir l'intégrale d’émnission pure.

407. Champ extérieur. — Les formules (*) qui définissent le .

(1) Deux fautes d'impression doivent 8tre corrigées page 330 ot page 33a;

1
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champ sont

o _8(). () -
(14) | 1\13_7‘/?82‘2 ‘/ﬁ e

Q__8(s) (@) %

Ei= =
o L 0f V’s‘2 . 1\/s,’ — 32
15
(19) E __Q 8’ (sy) - #6(s,) e_ﬁ_s;t
T ef\/l—sf\/sf—sa?

et on doit en prendre seulement le tertme réel, ou lo facteur de
v—1 dans le terme imaginaire.

Lorsque 6 est réel, & et #6 sont tous deux réels; les numérateurs
sont bien les produils d’une fonction de s, par une lonction de s,.

Si 02 cst réel positif ou négatif, #6 (s?) est encore entierement réel :
et la décomposition des trois numérateurs en [acteurs subsiste ;
lorsque 6 est imaginaire pure les forces électriques sont 'une en
avance, l'autre en retard d'un quart de période sur la force magné-
tique. ' '

408. — Mais, si 0 est complexe, & et 7 deviennent aussi com-
plexes : )
b =10, +9, ‘/-— 1,

i) 8 (s)) = 8,(s) + vV =18, (s,),

[ 65 =30, (53) + 7 0, 5,
page 330 : les formules qui précddent I'é uation 10 doivent élre écrite

‘ X \/ $2—1 ) 1
PV T e e

1 \/;—; 322 ) . 1
A e Y o [ )

Page 332, formule (15), les dénominateurs sont incorrects; les formules
exactes sont celles du (n° 407).
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el les parties réelles des expressions 14 et 15 deviennent (II)

UL ' (8, 36, — &, 36,) cos 9,00 _
M. — e r !
e 6,01
[Vi—s? Vs®— 1| 4+ (8 5, +8561)sm—,—-
(8,56',—8,56,) 0, ] 9,0t
c08 ~—~
ge~ ‘“—If” [+(8,5{5/2+%2%’,) 'y /
[ 03 Vai—1Vap—s | [—E I =8I0 0] o 8,00
+ (8,56, +8,56',) 0, | I
- [ (615, —8,90)6) 0,00
. gl |+ (8, 0,-8,6,) 0,] 77
Fd o)V i—sp ar—sp | [ ESB—EI 0] G o0
|+ (8,56, +8, 500,01 f

on, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire

409. — Lorsque 6, est connu, on peut employer utilement dans
ces formules la premidre forme d@intégrale 8(s,), (formule 59,
p. 350; ou formule 63, p. 351). Prenons cette derniére, pour avoir
l'allure & grande distance, et posons '

H = 1;
il vient (III) ‘

T = Yo, + ¢, ;

0,5, COS 0,8, <+ Esina,s, DV IR TP L |
B(s)=e O oy - O 02000 | 1 G, ot
§ _ =
(6,7 — 0.2/080,8: -+ 20,8500, NPT ol LY

015,

8,(s1) :«’(i()‘;?;“_t__()';z)‘a
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L(eﬁ — 0,2)8i00,8; — 20,0,008 0,8,
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— 8,%)€080,8, <+ 29 03 sing,s,
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Rappelons que I'exponentielle qui apparaitdans M,, E,, E,, est en

réalité e 01(‘“ - “;FL) et que les expressions ne sont valablesa chaque
instant ¢ que jusqn’a la distance définie par s, = %f-, si I'origine du
temps coincide avec la fin de I'action des sources étrangéres qui ont
servi & provoquer les vibrations propres de Uellipsoide. Pendant cette
action le champ da a ellipsoide n’est plus exclusivement émissif; il
est au moins en partie absorbant, ce qui correspond & des valeurs
négatives de 9,, et il faut y ajouter le champ des sources, d distance
finie ou non; nous ne nous en occuperons pas. Nous n’examinerons
pas non plus le mode de propagation du front de 'onde dans lec cas
d'une discontinuité.

Les formules que nous venons d’écrire donnent, avee une approxi-
mation suffisante, le champ pour de grandes valeurs de s,. On peut
g’en servir pour 'étude des ellipsoides peu différents de la sphére.

410. Vibrations propres de l'ellipsoide. — i‘a composante de
la force électrique tangente & un ellipsoide s, = o, est la lorce élec-
trique E, dont nous avons donné I'expression (15) (n° 407). Dans
I'ellipsoide infiniment conducteur vibrant librement, cetle force
tangente doit étre nulle. Les vibrations propres de rang n corres-
pondant & chaque valeur de 7 (n° 382) sont donc données par
l’équation correspondante '

(38
- = 0,
as‘>s, =0

L’amortissement et la période sont définis par la partie réelle ct la
partie imaginaire de chacune des racines 0 de cctle équation.
Pour 0 complexe, cette équation équivaut bien aux deux équations

&) (5)er ="
— = o, —* =0
asi s =g¢ 08y S;i=¢6
auxquelles conduit la forme développée de E, écrite au n° 408.

La recherche, que nous nous proposons, de I'amortissement et de
la période propre des ellipsoides a toujours une solution, pour tous
les ellipsoides ; mias la recherche inverse, des cllipsoides ayant un

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28
28,

|
=

CHAPITRE VI, — OSGILLATIONS DANS UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION 367

amortissement ct une période donnés serait généralement impos-
sible ; il faﬁdrait, en effet, se donnant 0, trouver une racinc réelle
s; = o, de Péquation g? == 0, c¢ qui n'est évidemment pqssible que
par exceplion. Pour renélre le probléme moins exceptionnel, il fau-
drait se donner seulement l'amortissement 6, ou la période 6,, et
chercher V'ellipsoide. Par exemple, pour de faibles amortissements
donnés 0, d’apres ce que nous verrons plus loin (n° 426) qu’on pourra
en général trouver des ellipsoides de périodes variées, d’autant plus
nombreux probablement que I'amortissement donné est moindre.
Pour des périodes données par 6, (par la longucur d’onde), pas trop
dlmrentos de 0, = — pour la vibration de rang n, on pourra aussi
en général trouver des ellipsoides et des amortissements correspon-
dants ; mais je ne sais si ¢0, peut &tre indifféremment supérieur ou

. ,os nt
inférieur 3 P

414. — Sans insister davantage sur ces indications générales
procédons au développement de I'équation qui donne les vibrations
propres : '

En dérivant Péquation (73) et en groupant les termes, on obtient
le développement suivant (85) ‘

1 1 ;
| G
[(sl—i— S (s — 1)‘] ’
_ 1 G/
u [sl +1s J N
! ! $ !
-+ [231 06y “—Gz) -+ (82— 1) (0G —65) 1l0g s: — 1
4+ 2 [GG’O—G'1 — 0G, + G, ]

]
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4 hsy [06, — Gy -+ 2 (52 — 1) (06 — G'y)e
=+ .. ' ) :
m—1)(s2— 1) [(s; + 1) — (s, — 1)
g m— 2

0 m — '-Gm

+( G 1 ) 2 (81 -+ 1)77;——-—1'__(31 _— l\m»—i
m — 2

. ) , 41 171—-2 — (8, — n-—2
. (0 G’m—i _ Glm) (Slz _ 1) (S ) = _(; l)
~+
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G' désigne la dérivée gg etona
1

0G —Gpn= ol

g+ T L s geim—y
1 2
m!
e pl(m—p)!
4. 4 fmo— ) i,

\
(p— 1) 02 Jgim—p+1)

412, Ellipsoides allongés. — Pour les cllipsoides allongés, on

obtient facilement, au wnoyen de la formule (81), I'équation

o8

28
(86) ORET

et ensuite par la

o6 26
#7) =%
Posant

0276 — F'
log2 “+¢
_!_8[02%_%//_'_2%”/_202%1] 3
2 76 {]ﬁ 2 &I é y
sl +a 7 — 0+ -+ H
-+ ;2; (— #6" + 30%6 + 20°H0')
om —4 .
-+ . m_—-._2 Jm + cee
formule 84 (p. 362) :
%o %o 2 +4-¢
(; + 5_4.)1 :
_ 2 1 13% % 4,
—'IT“G‘ T T T3l
. 2171—1
+ 473, + + 2Jm—+—...
log 25 ¢ — 2

oul v, désigne une quantité trés pelite avec ¢, I'équalion aux périodes
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\

propres est

T T 1
(88) ;+a—4—+n[2

Nous la discuterons plus loin (n° 425).

.

13 W4, -
—-E%-—l—z—l—ge‘—;—4J4+..]_a.

413. — Développement suivant les puissances de 6. —
Pour la recherche des vibrations propres des divers ellipsoides, il
importe d’obtenir le développement des équations (74) et (75) sui-
vant les puissances croissantes de 9. Voulant aboulir au calcul nu-
mérique, nous développerons avec quelque détail les formules néces-
saires, malgré leur longucur. I

Nous avons déja posé (n° 386)

y =Y, + 027, + 0+Y, + .....

et nous connaissons les développements des Y en s, ; nous en dédui-
sons facilement ceux des

H2p = (1 —s,?) Y2p (s))
et nous écrivons

(80) 6 (s,) =1, (s1) + 01, (5,) + O°H, (5,) + vooe

Remargue. — Le mode de calcul de N,, N,,... de proche en proche,
indiqué au n° 381, a le grand avantage de montrer que Y,, Y,, Y,,...
sont des polyndmes de degrés n —1, n+ 1, n +3,...; Hy, H;, H,,...
sont donc des polyndmes de degrés n + 1, 7 -+ 3, » + 5,.., dont
les dérivées (n - 2)¢ (n + 4)°, (n + 6)° sont respectivement nulles,
quel que soit s. Les développements qui suivent s’arrétent donc en s,
quand on ne prend qu'un nombre limité de termes en 0. 11 serait in-
téressant de mettre ce caractére en évidence directement et d’une ma-
ni¢re simple sur les formules générales (34) ou (37) qui définissent
les Tb.

414.— Indiquons par des accents les dérivées des H (s,), par rap-
‘port & s,, et rappelons par l'indice — s, A la parenthése, que dans
les formules finales, il faudra changer s, en — s, ; il vient aprés

24
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quelques transformations :

—_ Ho(m)

2 m : - n -
4 B2 (_ H,0 —+ m{m — 1) ’”2) H,( 2))
03 . ; (m~—1)
+ 5 m(m — 1) (m — 2) 11,

+ 0 <__ H, 0 Tﬂ;—_‘) H,(m—9)

. m(m—nr) (mﬁ— 9,)(717,—’3) Ho('“—“>

B (;n (m — 1.')) (m — ) 1,9

o) 06 G ! il = ])5'0. =t H"lm—a)>
WD Am -1 — Uy = ‘

m! ‘
+ 06<__ IIG(m) -t ﬂ_(%_:_') H‘(m,—2)

- mim —1) ... (m—3) n,on -4

]
g e — N
4 (in 1) ... (m—5) 11 (m —s)>
. . 144 ‘ N
+ 01<m(m —_ I.)) (m — 2) I1,(n =)
—) — 4
mm —1) ... (m 4) I on —5)
Jo
m(m — 1),...(m—()) Ho('"_"))
840
+ ..
e — (—5,)
En s'arrélant au terme en 0 on a :
(m-t 1) ) ‘ (m-+1) ’l)l(’??‘-—-l\) (1)
—n" O '<.__112 g
: + ¥ m(m —1) (m — 2) i
OGIm_l""G/m:*l" 3 ’
m. m—
, o [__H(m+ n m (m — I)H( 7 1)
. 4 ' 2 :
+m(m~—l)(ag-—z)(;n—?ﬂnim—:;)] )
}— ’ ‘ ’ * — (\—— sl)'
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415. — Ces formules permetient d’ordonner D'équation (85)
suivant les puissances de 6. Quel que soit le numéro d’ordre 7 de
la vibration, et la valeur de 9% correspondante, tous ces développe-
ments en 0 sont des séries. La discussion du nombre des racines 8
qui correspondent.aux vibrations de rang 7, ct de leur caractére, est
inabordable. ,

On ne connait déja pas pour la sphére les propriétés générales de
ces racines, en particulier la distribution des racines de rang n par
rapport 3 toutes celles de rang moindre. Tout ce qu’on sait, par
les propriétés des équations algébriques de degré impair, c’esl
qu’une au moins des racines de rang impair est réelle, et que la
vibration correspondante est cxponentielle pure, sans  oscilla-
tions. ‘ : ' v
Par analogie avec les propriétés de la sphdre, nous admetlrons
que le nombre des racines 0 qui correspond au n¢ nombre 90, &
celui qui commence par n(n —+ 1), est égal & n, et ‘que ces racines
ont en général une paftie réelle négative et une partie imaginaire.

Lorsque les 6 ont un module assez petit, il suffira de prendre les
premiers lermes de la série en 0; nous nous arréterons 2 8¢, ¢ qui

donne : (9 1)

1

© 6 a8 T ! "
2 = I 02H, 4 641
2 28, [(81 -+ 1) + (8 — l)"][l o T 14']
1 } 1 ' / ' / ‘ )
+ [S1 i -+ g 1]I:II(, ~ 03I, + 0 HJ
s, (—- I ~+ 62 (— I -+ M) ~+ 0° (— K/ + 1))
gSt 1 o
~+ log s —1 | §;2—1 (-—H W4 02 (—H," 4 Hy' )40 (—H, "+ H ))
2 0 | 2 0 4 by

o [+f10!'+ O I, 04— X (I, 02 (— I, o ) - 0 (— T, 112))]

+5 e [* I, + 6% (— H,” + 3H,) + 26°H, + 0 (— H," + 31{2')]

—F enee

.. Pour les vibrations propres dc la sphére, le facteur «, qui joue
0
7

le rdle de -.dans l'exposant, est fini; par conséquent pour les

'
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ellipsoides trés peu différents de la sphére, pour lesquels [ est trés
petit, 8 est aussi trés petit. Cette équation, en y faisant —:% nul pour
Ia valeur trés grande de s, qui caractérise 1'ellipsoide q‘u'asi—sphé—
rique, permettra de calculer ses vibrations propres. On devra
dailleurs employer au calcul des I les formules de réeurrence com-
pletes (36) n° 386 ; la remarque du n° 443 montre que ce caleul so

~ limite de lui-méme:

Mais cc ne sont pas ‘ces ellipsoides qui attireront principalement
notre attention. '

Revarque. — On pent aussi développer 6 (§) e 81 +9 dans I'in-
tégrale 69 suivant les puissances de 6, avant d’intégrer; on obtient
alors les ménes développements, ordonnés suivant les puissances de 0.

416. Ellipsoides trés allongés. — Pour les éllipsoides trés al-

" longés s, est & peine supéricur & 1, eb en posant dans 1'équation

2,
[E

précédente

Sy —1=c¢,
1

el en conservant seulement les termes les plus importants on obtient

/

' LW+ 0 Hy - 0VHL) + S, 0L 0 )

2 (19 [—1 + 0 (I, — 1LYy + 0+ (I, — 11,")]
+log (E * l> 3 — [-—- ]IO"’—F 02(1', — IL,") + 0% (112/__114"'”‘ '
D (L L s 01 w2 (I S 0L 041
42 (10 0210, G411,") — [0 82 (= HL7 - 1E,) + 0% (— 11,7+ 1,

o [ 707 (3L —IL,") + 20° XL, + 6* (— 11" + 311,

,Zm—i

i —+ e -+ 7’;{"’:‘2‘ (0Gm——-1 - G'm) e

Dans les G, et les IT, s, doit &tre remplacé par — (1 ~+ &), (n° 400)

tous les Hayant (s, — 1) en facteur sont nuls pour s, =1 ; ils sont
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donc petits de Pordre de ¢, et le premier terme est cn réalité, comme -
le second, un terme en ¢—*, et le compense exactement.

Dans les lignes qui suivent la seconde, on remplace s, par 1, et
on peut par conséquent effacer les II qui sont alors nuls, mms non
leurs dérivées.

Il reste ainsi (g92)

o < N ) e[ 2l —H,"+ 0% (21,"—H,'— —2H)+6'(2H," —H, =l
gl - 1 .

© € _ (I_Ioll+ 02 HQ” _+‘_ BLII“‘I/) .
L 0 e 0L 2 (B oo 0y

-— % [II "oy g2 (Hzll/ — 3Hol) oyt (HLI” — 31_12/)] .
2?11——-1

+ e+ — b (eGm.‘.‘—‘Gm) -

Telle est I'équation développée suivant les puissances de 8 qui
donnera les valeurs de ?—8— en fonction de Vellipticité . C’est' bien.
celle que 1'on obtiendrait dlrectemcnt en remplacant dans l’équatlon
du n° 412 les %6 par leurs dévcloppements en 6.

447. Formatior des coefficients de 'équation 92. — Les H,
H’, sont d’ailleurs faciles A tirer des formules récurrentes du ne 403
développées en 62, ' o

Les formules de récurrence du premier terme II; sont ainsi,:

b 2l =—nln+1)1/
m - — nin—+1 m
2}]0( ) —=.-— <7-7"L_§;n-:_l)) —_— l> (m — 1) H

I +2) == 0, -

Celles du second terme H, sont :

/

2l = — N, H —n (n + 1) H)
n -
2112”/ = — <1:l(—12*l~) et 1) HEII —_ llﬂ—; Ho” —+ 2 Ho’
, [ n(n +1) N N,
2 \ (m (m —1) l) - m (m — 1) I
m—1 ) B %_}! m.—i H me—2
Vo om— 1
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'

D’une manicre générale :

m 1
ma-1 [ /. m m
——In{n+1 —+ N, “+ .+ N, 17
2.II?L_’_ w  mm—1) L )er 2H2p——2 , 2p Ho
m —1 L2 m—1 . m—2 '
-+ m-—1 2p—2 - 2p—2

D’aprés la remarque du n° (413) onn'a dappliquer ces formules de
récurrence quun nombre limilé de fois, quand on s'arréte & un cer-
tain rang du développement en 6 (ici 64) :

1SR | IS | (LTI )
2 4 6

418. — On peut choisir la conslante arbitraire ¢ui entre en lactcur
dans 6 (s,) de diverses manidres sans changer le résultal final; il
n’est pas néeessaire de conserver le choix qui nous a paru le plus
simple pour Ie caleul de ¥, (s) et de W (n® 384). Or, G, ou 4’ est
en facleur dans I’équation 87, dont les racines sont par conséquent
indépendantes de #'. La détermination la plus simple est alors celle
qui rend #' (— 1) égal & 1 quel que soit 6. Nous prendrons done

=1, I,=H,=H,=.=o0 '

dans les formules précédentes, ce qui en simplifie notablement
Pemploi.

. . m y e
Ayant ainsi les sz (— 1), on calculera numériquement les termes
)

de rang m de l'équation(g2), au moyen de la formule (go), arrélée
aussi aux termes en 0%,

C'est ainsi qu'ont éLé calculés les {ableaux numériques II, IIT & la

fin du volume. L’équation ainsi formée donne les valeurs de —

1
pour de petiles valeurs de 0, ¢'est-a-dire pour des longucurs d'onde

trés supérieures & la distance des foyers, et aussi au grand axe de
P'eltipsoide allongé. Ceite équalion pourra donc étre ulilisée pour
étudier comment 'ellipsoide allongé vibre sous Iinfluence d’ondes
de grande longueur émanant de sources lointaines. Elle ne peut pas
sorvir pour Ja recherche des vibrations propres de cet ellipsoide,
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pour lesquelles 0 est évidemment de 'ordre du nombre entier » qui
définit le nombre des nccuds échelonnés le long de I'axe.

449. Vibrations d'une tige rectiligne — Pour calculer les
périodes propres des ellipsoides, il faut revenir aux développements
complets du n° £442. En premiére approximation, pour e nul, 'équa-
tion (87) se réduit & '

ellc donne les périodes propres de la ligne conductrice sans épais-
seur, limitée aux deux foyers. '
En nous reportant & 'équation 13, nous voyons que celle-ci se
réduit alors a '
U

2 = 04U

dont l'intégrale générale est
U = C cos s + S sin 78,8

8, étant racine de 9% = o.

Or la valeur générale de % a été choisie de maniére qu'une inté-
grale particuliere de l'équation (13) soit nulle pour s = == 1. Les
valeurs de 0, qui satisfont & cette derniére condition sont comprises
dans la formule générale

0, = Eé; , % entier.
On a alors '
. K 36 = C cos k%s ‘ % impair
(93) \ ; ‘
Z 6 = S sin !f-n—s k pair
2

11 reste & savoir comment on doit faire correspondre les & aux »
le calcul numérique des racines des 7o dont on a calculé les premiers
coelficients, fournit pour T, une valeur de 6,® trés voisine de

2
— 22—11-; les valeurs de £ autres que » laissent dans le 9%, corres-

4
pondant des résidus trés considérables; les autres racines du poly-
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376 ;‘i?l‘"‘l.‘?‘

nome formé par les termes calculdés des %, sont.trés grandes (%),
Nous admetirons done que la série 96, n'a pas d’autre racine que

nin?
0,2 = — ——.
0 4 B
RACINES IMPORTANTES DES 90,
22
n 002 no
\ 0 ' A
1 — 24674977 — 2,467 fox
2 — 9,8200822 — 9,869 604
3 — 21,4821743 — 22,206 610
4 — 40,581 501 — 39,478 418

n?,n2

Ces valeurs — i sont celles que feraient prévoir des considéra-

tions physiques ; elles indiquent que le conducteur recliligne limité
aux foyers de notre systéme de coordonnées se divise en un nombre
exact de demies-longueurs d'onde, lorsqu'il émet ses vibrations
propres.

420. — L'intégrale générale étant

nrs

TS .
U,.=Gcos~2—-+Ssm—2—,

la fonction & qui définit I'état du milien exlérieur, pour s > 1 est
aussi de cctie forme, et la condition

%

=0 § =1,
a8 ’ ’

:, (1).En s'arrétant au terme en 06 dans ¥b, ces polynomes du 3¢ degré en 02,
. . . nin?
ont chacun trois racines. Les deux racines autres que — I sont données

dang le tableau suivant :

n=1 4- 658 ~— 107,0
~-m=12" 139,65 + 1512 i 139,65 — 151,2 ¢
chem = b9y + 68,55 i 497 — 68,55 ¢
n =4 — 24,065 4 191,975 ¢ — 24,965 — 191,975 &

A

et ces valeurs justifient pleinement les indications probables contenues dans
le lexte, . .
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devient

(Scos——-—C nn;> = p,
ou )
C=o0 _ # impair,
S=o0 7 pair.
11 reste donc
S 8(s) =S sin *7* “n impair,
(94)
( &(s) = C cos n—:S- 7 pair.

\

ce qui donne finalement les valeurs suivantes du champ (n° 372) :

n impair
sin 7= cog n:sﬂ _nmQt  —
M, = 2 e 27 ,
N(x ) (% —1)
N sin 27% gin P75 _nma
(95)¢ E= Ay 2 e 2 ;
[V (st —1) (8 — %)
cos ‘cosn32 .U
E, = — AQ Y 2 e 27T,
rva— 322) (3 — %)
et n pair
cos ’——m‘ sin 222 _nE Qe
M3 = A 2 e 2 [/ s
Y —sy)(—1)
nrs, TSy —
6 — €08 —— €08 —= _nmQt
(96) E,=— AQ v 2 2 e 2,:\/ ,
f‘/(szl - 1) (321 - 322) \
—.  sin B0 gin 2% _nmet T
= AQ ‘/— 1 2 2 e 2 7 .

f/(‘ — s%) (% — 5%) .
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421. — Discutons maintenant ces résultats. L’amplitude de la force
électrique E, normale aux cllipsoides homofocaux, décroil & grande
distance, ¥ peu prés comme s, —2; celle de la force magnétique M,
et de la foree électrique E, tangente aux cllipsoides décroit & peu
prés comme s, Qest le résultat ordinaire : & grande distance de
la source, le champ magnétique et électrique tend & devenir trans-
versal, puisque les hyperbolés se confondent alors sensiblement avec
leurs asymptotes.

Tout prés du prolongement du fil rectiligne, on a

Sg::l—c‘z;

en appelant o, un trds petit nombre positif. Le facteur qui dépend
de s, se réduit & :

nm 9,
=+ N \/-2 dans M,,
. dans E
(97) + Ve !
net/
. 4=\ % dans E,.
2 2(s?, —1

Les composantes M, et E, deviennent nulles sur le prolongement
du fil, comme il convient pour qu’il n’y ait pas de discontinuilé; la
force électrique E,, dirigée suivanl le prolongement du [il conserve
seule une amplitude finie.

422. — Tout prés du fil rectiligne lui-méme, on a .

S =1+ gy
\
Le facteur, qui dépend de s,, se réduit &

1

=+ Ve | dans M,
8 4+ 1
(98) ‘/m d@s . E,
0
dans E,. '

Vi— 8,2
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La composante électrique tangentielle E, est nulle, tout le long
du fil, conformément aux conditions qu’on a écrites.

La [orce magnétique M, et la force -électrique normale-E, de-~
‘viennent toutes deux-infinies au contact du fil ; il faut en effet que la
densité du courant et les densités électriques superficielles deviennent
infinies dans le {il infiniment mince pour que l'intensité totale du '
courant et la charge électrique par unité de longueur du fil aient
une valeur finie, nécessaire pour que le champ extérieur ait une
amplitude finie.

423. — Le voisinage immédiat des deux extrémités mérite un
examen plus attentif. On a & la fois. ‘

»-Sl =1 -4 gy et 82 =] — 0'2';

le facteur qui dépend de s, et de s, devient alors

nn | /o, '
+ T Ef . dans M,
. .
+ —— dans E
(99) - 2\/51 (Gi —+ 0'2) :
4 " \/ %
=TV dans E,

ct la valeur de Pamplitude de toules ces grandeurs dépend du rap-
port de s, & o,. '

En se reporlant & la figure 56 (p. 329), il est facile de voir, dan
le cas ol le poinl M est tout pres de F, que 'on a ’
v = of — r cos MFF'
d’ott I'on déduit :

Coas,f=of + r(1 ~— cos MFF')
- 28,f = 2f — r{1 + cos MFF’)

et par conséquent, en désignant par F I'angle MFF’
l 1 O 3

A r F
d":—su’]_z—— g, === — COS82 _
(e POy

—__7T r

G;-%-———--COSF, a e, = -,
! 2T
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380 PROPAGATION DE L'BLECTRICITE

L'amplitude de M, et de E, est ihdépendante de la distance r &
Pextrémité ; elle ne dépend que de l'angle F du rayon vecteur avec
le fil lui-méme. Pour la force magnétique M, ceite amplitude est
nw

4

proportionnelle & —- colg g ,-inﬁnie lc long du fil, nulle dans son pro-

longement.

Pour la force électrique tangente aux ellipsoides E;, l'amplitude
nw
&

ment du fil (F = =) elle croit lorsque le rayon vecteur, partant du

est proportionnelle a — cos g; nulle exactement sur le prolonge-
prolongement du fil, tourne pour se rabattre sur le fil; le long du fil,
elle est maximum, finie. I1 semble que cela soit en contradiction avec
la condition écrite & la surface du {il ; maisl’examen de la composante
E, léve la contradiction.

Cetle composante rayonnantc E, a en effet une amplitude

r 1
(100) r T F
2 sm.;

en raison inverse de 7, trés grande A petile distance du bout du

|

fil, surtout le long du fil lui-méme (F = o). La force électrique
totale reste donc normale & la surface du conducteur, malgré les
valeurs linies de E,.

424, Nécessité d’'une seconde approximation. — L’ensemble
de ces résultats donne d¢ja une idée d'ensemble de la distribution du
champ électromagnétique autour d'une tige rectiligne mince vibrante,
avec sa période propre et dans le voisinage de son extrémité. —
Toutefois, au contact méme de la tige, ur'le cerlaine réserve est né-

cessaire. Nous avons en effel effacé le dernier ferme de

1—s?’
Péquation compléte

dans I'examen du cas limite ot 9% est nul. Mais, ce cas, ot le fil est
infinimenf mince, n'étant pas rigoureusement réalisable, 9L sera

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VI. — OSCILLATIONS DANS UN ELLIPSOIDE DE REVOLUTION 381

sculement trés petit. Or les formules que nous avons trouvées pour
< . U
les intégrales du cas limite monlrent que le second facteur T

“est généralement fini, — ce qui permet de négliger ce terme — sauf
pour-la fonction &(s,) tout prés de la surface du fil. On a en effet
alors ’ .

8(s,) !

T

qui devient infini pour s, = o ou s, = 1.
Dans tous les cas réalisables, ol la section de la tige vibrante est
seulement trés pelite mais non nulle, T est seulement trés petit,
ct au voisinage immédiat de la lige, la simplilication de 1'équa-
tion en & n'est plus légitime; il faut conserver I'équation com-
plete, et l'intégrale (73) dont nous avons délerminé dans ce cha-
pitre la forme développée. La condition qui détermine les vibrations
propres dépendant précisément de la fonction 8, la seconde ap-
proximalion est lout & fait nécessaire, méme pour les tiges les plus

minees.

425. — Reportons-nous donc & 'équation (88), et dans celle-ci,
posons comme seconde approximalion

nmi
(101) 0,,:%1—}-7)0’”—}—50””

dans le premier terme 90, ot seulement

0”" — o0
1 77,21?2 2m—1 J
, i 2Ty et g e
(102) { On = — == X 7l nind\¥ nEmiy
N AN () e N (5

Dans le cas limitc actuel, on peut facilement déduire des formules
de récurrence 77 (n° 404) la valeur exacte du numérateur. On doit
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382 PROPAGATION DE L'ELECTRICITE

y faire en effet, non seulement s ? = 1, mais en outre 9 =
qui les réduit a

m—1

(m ~+ 1) Gm+1 - 20G’m'—:"‘_ﬁ-(w"(}m - 20Gm—1:
ct
§ =27
2

On en tire, pour m =— 1
2G, — 20 G, = o,

ct par conséquent, de proche en proche

(m -+ 1)G1n~‘,~{ —20G, =0
d’ott

20 20)yn—1 nm' m—1
Gm:;;Gm-i =L7))1—l_ ,Gl—;(_—?:l?l,l__ 1y

‘ nri)"—'m —2
Jn=120 Gm—l - Gm = (_'_Wz""' P Gl'

Cette expression poriée dans le numérateur, lui donne la for

1 alR? L 8n's 1 {amm)n—1
s — e e o
2 3 2. 4! 2 m ]

. qui, multipliée par 4n=!, dovient

—-7)3 Y4 )\
- gz_n,z) + (2nni) R (2nxi)
3! 4! m!
ou
. ’\2
2Ty (2nmi) — 4 anind,
Il reste donc
0. — nix? ]
== — —
h 4 7’L‘7t‘ 7’1,4’116‘ neﬁu
N, — AL AL
N, 7 4N, 76 -+ 6N, 64

Représentons par 96 la dérivée de 9% par rapport & 02 :

0 =N, + aN,0 4 N0+ ..
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Il vient enfin

L
0, = —

1 1

Cette seconde approximation fait apparaitre l’amortislsement, pro-

portionnel & 7.

Rexnarque. — Les valeurs de 0 pour les vibrations propres des tiges

minces sont déjd tellement grandes que les développements tels

que (92) arrétés aux tcrmos en 0% ne donneraient aucune idée du

r¢sultat. L'emploi de ces développements doit étre limité aux pro-
blémes qui comportent de petites valeurs de 0, tels que la vibration
produite dans la tige par des ondes extérieures trés longues.

426. — Donnons d’abord le tableau numérique des amortissc-
ments :
P I 20 —0,
L 2 [I
11,5708 2,467  0,8000 - 0,0226 — 0,0022 4 0,00013 — 0,0000033 = 0,8205 0,61
23,1416 9869 0,571 + 0,077 + 0,004 — 0,002 =o0,650 0,77
3 A2 22,206‘ 0,533 — 0,06t 4+ 0,175 + 0,060 =007 0,507
46,2832 39,478 0,519 —o0,094 + 0,06: + 0,139 =o0,625 0,800
5 78339 61,685 0,513 —o,109 — 0,035 =0,369 1,35
6  9.42/8 88,826 0,509 —o,119 4 0,024 =o0,414 1.21
7 10,0955 120,903 0,507 —o0,125 —o0,018 . =0,364 1,37
8 12,5664 157,914 0505 —o,130 + o,01r =0,386 1,30
9 14,1371 199,859 0,504 — 0,133 —o,011 =0,360 1,39
ro 15,5079 246,74 00,503 —0,135 4- 0,009 =037 1,33
11 est difficile de dire & quel degré sont approchés les amortisse-

meils ainsi calculés ; les valeurs de 02 (— n?=?/,) sont tellement

grandes que la convergence arithmétique est peu accentuée, surtout

pour n égal A 3 el a 4; ct on peut se c’lemander si la série 9% dont

nous avons calculé les premiers termes est bien elfectivement con-

vergeante pour ces valeurs de 02, Quoiqu'il en soit, I'amortissement

des oscillations de rang pair, (nombre de lignes nodales} est toujours

plus grand que celui des oscillations de rang impair voisines. I

semble y avoir une limite commune, probablement voisine de 1,45,

pour 7 trés grand.
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Done, quand on s’arréte aux termes proportionnels & 7, la lon-
gueur de Uintervalle des foyers comprend encore un nombre exact
de demics longueurs d'onde; I'énergie ¢mise "devient sensible”en
méme temps que 7, et il en r§su1te un amortissement dont nous
donnons ci-dessus les valeurs.

Quant & la relation entre 7 et ¢, ons’en fera une idée par le tableau

suivant :
2¢ 10—10 10— % 10~0 10— ¢ 102
7 0,0775 0,0944 0,1204 0,167 0,272
V2e 108 10 ¢ 108 10~ 2 10 -1

ol1 2z est la valeur approchée du rapport du diamatre équatorial de
la tige a sa longueur. ’

Précisons par deux exemples : celui d'un fil de 10 métres de long
et de 0,1 millimetre de diamétre et celui d'un large tube de méme
longueur et de 10 centimétres de diamétre :

n T —¢, [Vae = 10-9] — &, [Vae = 10~ 9]
1 . 0,047 ‘ 0,102
2 0,0600 0 129
3 0,055 ‘ 0,019
4 0,062 , 0,134

on voit par la dans quelle énorme proportion il faut augmenter le
diamétre des ellipsd'ides allongés pour doubler I'amortisscment.

Cet amortissement est d’ailleurs encore trés appréeiable puisque
méme pour un fil ﬁn, lamplitude de la vibration [ondamentale est
réduile au tiers aprés une trentaine d'oscillalions seulement ('), |

(1) Résullats de M. Abraham, (Wied. Ann, 1898, n° 11). — De l'intégralo —
inexacle & mon avis, voir p. 353) — que M. M. Apramam o donnée pour l'exté-
rieur, il a déduit, par un mode de calcul trés artificiel, les résultats suivants,
que je crois dovoir cifer ici, bien que méritant aussi peu de confiance que
I'intégrale: d’ol ils dérivent.

Premiére approximation (p. 462, W. A.) Posons pour les ellipsoides
allongés ,

b, petit axe de l'ellipsoide;
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, ,

427. Ellipsoides de méme période que la ligne des foyers.
— Les formules (93), (94) sont des solutions valables pour tout'espace
qui n’est pas extrémement voisin de la ligne des foyers, EIlesl'rnon—
trent plusieurs propriétés curieuses, dont je vais indiquer quelques-
unes. o ‘ . '

Autour de la ligne des foyers, il y a dans I'espace une infinité
d’ellipsoides, de dimensions finies, dont la forme peut différer aussi
peu que I'on veut de la forme sphérique, le long desquels E, est nul

+ pour une vibration de rang déterminé.

Pour la vibration de rang » impair, tous ces ellipsoides sont don-
nés par ‘

Co

nns 2k +1 '
cos —* = o, 8, = _'7-—-, 2k +1 > n.
a n
Pour ceux de rang pair,
nns 2k
sin-—;—‘:o, S = 2k > n. - N
% désignant un nombre entier.
f, distance du centre au foyer;
i
+', diffare peu de ;} 1 !
ezzl;(ﬂﬂi—-9,74n’), - . =1
6:’2(21:1' — 6,23 %), C =K
' ():Zﬁni——(é,ﬁG’—l—Albg'n)'q’, T a>a

[

Deuxiéme approximation (p. 464 W. A.)

§— I 3= o4 — 474072

- iA5emE ’ : el

__ L hmi — 693 n' — 19,45 02 ) _
=1 T+ 33713 ’ : =2
‘ e__lmmi-—[g.GG—I—Alog n] 4 — 2(4,8 + 2 log n)2 n'2 n>a
T4 [ A8t 2logn ' g

w

Ces résultats difftrent, comme on voit, considérablement de ceux donnés\

dans le texte. ,

\ - 20
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+ On.peut done construire un conducteur ayant la forme d'un quel-
congue’de ces ellipsoides, au moyen duquel on réalisera exactement
pour la vibration » correspondante le champ extérieur. que donnerait
la ligne des foyers. Cette vibralion a un amortissement rigoureuse-
ment nul. Ce méme ellipsoide jouit encore de la méme propriété pour
toute la série des vibrations harmoniques n = » /%' d’une cerfaine
vibration principale n,. Mais pour toufes les vibrations propres dont
le rang n'est pas compris dans la série n,4', le champ n'est plus
donné par les formules 93 et g4; etla longueur d'onde n’est plus
une fraction exacte du double de la distance des foyers; 'amortis-
sement n’est pas nul. ’
Le fait vraiment curieux, c’est que la valeur de s, pour ces ellip-
_soides peut étre aussi grande que 1'on veut, et que, par conséquent,
ces ellipsoides peuvent différer aussi peu quel'on veut de la spheére.
Cela concorde bhien avec la remarque que nous avons faite au sujet
de la distribution des amorlissements et des pdriodes propres des
vibrations des spheres (n° 365).

428. — De 1d résulte aussi une autre indication : Partant de la
vitesse de propagation des fronts d’ondes transverses toujours égale
4 la vitesse de la lumiére, on aurait pu croire, que dans les corps de
révolution, la longueur d’onde differe peu d'une iraction exacte
de la longueur totale de la méridienne. Bien que la considération
des fronts d’onde n’ait pas de rapport direct avec les vibrations
propres, il est curieux de conslater que la longueur de la méri-
dienne des ellipsoides presque sphériques peut étre incomparable-
ment plus grande que le produit du rang de la vibralion par sa

.longueur d’onde. ‘

Denrniiire Remaroue. — La période et Yamortissement de la vibra-
tion de rang n d’ellipsoides homofocaux ne varient pas dans un sens
toujours le méme & mesure gue l'ellipticité diminue.

La période et l'amortissement sont des fonctions oscillantes de
Vellipticité. '

11 serait curicux de connaitre les ellipsoides d’amortissement maxi-

‘mum, — ceux de période maximum ou minimum ; desavoir aussi,
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7/
. . . nw . oL , .
si la période - est un maximum, un minimum, ou une période

moyenne. Tout cela suppose un ensemble de calculs numériques
considérable et coliteux, car cela parait bien difficilement abordable

s

du seul point de vue analytique.
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TABLEAU I

COBFFICIENTS DE LA FONCTION Yy

’

SERIE PAIRR 77 = 1

Y= 2+o,800.oo62——0,004.57:.40‘-0,000.xzx.gb 860,000,002, 103, 88.-0,000.000,017.566,1 610

1

il

7]
@2
a,
aﬁ s
g

Ayp

i

i

i

1

L8

I;, + 1,000.00
Kz
bq
by

g

‘

0,100. 003'2+o 00324 28‘3 7 8% 4 0,000.060.952 08 4~ 0,000.001.051.7 98} 0,000.000.008.783 1t
0,003.571.404 4 0,000,126.98 86 4-0,000.003.778.9 98 -+ 0,000.000.032 549 i

0,000,066, 13866 4-0,000.002. 886 0 68-10,000.000.054.377 610
' 0,000.000.751.59 88-1. 0,000.000.037.000 §1¢

/ -

SERIE INPAIRE 72 == 2

\

6,000.00 + 0,571.43 62— 0,003.887.3

4+ 0,001.984.1

il

SERIE PAIRB

8¢ 4 0,000.014.424

04 + 0,000.029.449
-+ 0,000,030.063

n =3

N = 12,990,00 + 0,533,33 62 4 0,001.364.8 84 4 0,000.118.35

uo 1,000,00 -

&
fon-nl

@19 ==
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— 5,000.00 + 0,233.33 62 — 0,000.682.38 B4 — 0,000.05g.125
— 0,377.98 62 +0,009.642.7 0% — 0,000,003.803

-0, 006.313.1 B4 4 0,000.018.310

~ 0,000,080.938

0,000.000. 005.781.5 810

86 + 0,000.0/00.568.17 68

»
i

+ 0,071.439 82 4 0,000.647.68 6% — 0,000.002.404.0 §5 —- 0,000.000.094.695 b

06 -+ 0,000.000.162.66 §t
88 4 0,000.000.566.33 ¢
+ ©,000.000,289.06 68

66 — 0,000.001.373.7 68

86 4 0,000.000.686.83 9
§6.— 0,000 005.003.4 . 6
§6 1 0,000.000.389.24 B!
86 0,000.002,053.5  6f

' 0,000,000.674.48 Bt



il

I

il

l
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TABLEAU I (suite)

SERIE IMPAIRE 72 = 4 .

)

20,000 ' 0,519.48 62 0,001.190.2 B - 0,000.013.150 86 .— 0,000.000.566.87 68
1,000 ) i

= 33333+ 0,080.087 02 — 0,000.198.37 8% — 0,000.602.191.7 86 + ©0,000,000.094.478 6%

— 0,106,606 62 -} 0,002.063.0 0% — 0,000.007,998.1 B8 — 0,000.000.159.65 68

— 0,002.03g.6 0% -+ 0,000,027-142 85 — 0,000,000.148.20 68

— 0,000,022.663 66 4 0,000.000.218 91 68

; — 0,000,000,166.64 8%

[

v

: h SErig pAIRE 7 = b

T = 30,000 4 0,512.83 62 - 0,000.889 46 0+ — 0,000.003.116,6 (S

ay = 1,000 ’

% = = 14,000 + 0,243.59 02 — 0,000.444.78 0% — 0,000,037.4og B¢

Gy = 21,000 —1,017.1 02 4 o,01r.594 0% — 0,000.001.558.3 6%

% = 0,807.69 02 — 0,025,269 0% 4 0,000.231,08 06

= 0,013.462 0% — 0,000.332.33 06

o = .+ 0,000.131.98 68 -
SERIE IMPAIRE 7 = 6

Yo = 42,000 0,509.09 62 + 0,000.669.88 6 + 0,000.001.015.0 88

b =4 . 1,000 .
by =~— 6,000 + 0,081,818 62 = 0,000.111.65 B¢ — 0,000.000.169.17 66

by = 6,600 — 0,287.27 02 + 0,002.332.0 0% — 0,000.00§.990 2 68
by = + 0,270.00 82 — 0,005.411.1 0% + 0,000.034.338 68
by = + 0,003.235.3 6% — 0,000,057.022 68
byy = + 0,000.028.380 06

SERIE PAIRE % == 7

M = 56,000 + 0,506.79 02 + 0,000.517.47 0% — 0,000.000.400,85 08
Gy = 1,000 '

8 = — 27000 + 0,246 61 62 — 0,000.258.74 6% — 0,000.000.200,43 08 ,
@, = 99,000 — 2,097.3 62 4 o,012.249 0% — 0,000.022.822 08
% =~ 85800 - {3452 62 — 005502 O 4 0,000267.28 67
o = — 2,523.53 02 4- 0,076,515 0% — 0,000.742.88 0¢
U9 = ., — 0,033.20f 0% + 0,000.764.55 68
VRS — 0,000,263.53 68
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TABLEAU I (sudte) > -
SERIB IMPATRRE 70 == 8

+ 0,505.26 02 + 0,000.409.95 0% -+ 0,000,000,180.16 0%

gs

= 72,000
=4 1,000 ' . ' s
= — 11,000 + 0,082.456 82 — 0,000.068.324 B — 0,000.000.030.027 ]
= 4 28,600. — 0,536.49 02 4- 0,002.442.8 8% — 0,000.003.203.1 02
= — 20,429 ‘1 0,982.01 6% — 0,010.307 g4 4 0,000,037.803 b
= — 0,537.59 02 & 0,014.315 b — 0,000.110.32 ae
: ~— 0,006.399.9 8% - 0,000.121.97 6®
_ ) - 0,000.046.376 66
SERIE PAIRE 72 == ¢

= 90,000 + 0,504,20 02 4 0,000.332.00 §F — 0,000.000,089.844 0°
; — 4/:,‘(?:2 + 0,247.90'\02 — 0,000.160.00 0% - 0,000.0?0.044.922 gi
= + 286,00 — 351260 0%+ 0,012.53g 0% — 0,000.013.096 o
== — 572,00 + 13,218 02 — 0,094.557 4+ + 0,000 278,71 o
= -+ 34729 — 18,197 62 1 0,240.56 G4 — 0’00"?’07-7‘ . o
— 4+ 8,268.91 02 — 0,248.40 g2 4 0,002.442.6 .
_ N +40,089.877 0% —lo001.999.0 b
- + 0,000.599.18 08

SERIE INPAIRE 90 == 10

. + 4+ 0,000.000.048.203  6F
= . 110,000 0,503.43 82 + 0,000.294.00 % 4 O
f * :’03?;3 + 0,082.761 03 — 0,000.045.666 0+ — 0,000.000.008.033.8 0°
; + 787'000 — 0,852.78 2 -+ 0,002.497.8 6% — 0,000.002.189.7 o
— 6,286 + 2.715.59 #2 — 0,016.606 0+ + 0'000'939?638 y
_ 126’ 650.8 — 3,387.53 02 + 0,039.818 0+ — 0000 180:39 G
= T T H8.g3 0% — oofoxgs Bk o 000033012 0
- + 001448y 04 — 0:000.285.58 0
= + 0,000.089.440 ¢
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392 . PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

TABLEAU I
VALEURS DES COEFFICIENTS

H(—1)
pour la formation de U'équation 92 et le calcul de la fonction 8(s,)
prés de la ligne des foyers

(m)
VALEURS DES an

n=1 n =2 n=73 n =4
, 8
Hy 1,000 1,000 1,000 1,000
H: — 1,000 — 3,000 — 6,000 — 10,000
II: 0,000 3,000 15,000 45,000
p=o H((,‘) 0,000 0,000 — 15,000 ~— 105,000
Ilf,s) 0,000 0,000 0,000 105,000
uﬁ,‘;) 0,000 0,000 0,000 0,000
H; 0,000 0,000 0,000 0,000
l{; — 0,400 — 0,285.71 — 0,266.67 — 0,359.74
II'," 1,200 1,714.29 2,466.67 3,467.53
Hg‘) ~ 1,200 — 4,285.91 ~— 10,800 — 23,987.01
p=t H(;) 0,000 4,285.71 25,ooo, 89,805.19
ng) 0,000 0,000 — 25,000 ——/200,454.55
nf) 0,000 0,000 0,000 200,454.55
l{g‘) 0,000 0,000 0,000 0,000
H; 0,000 0,000 0,000 0,000~
H: 0,002.285.7 o,oox.943'.6 — 0,000.682.42 |— 0,000.595.12
H, | 0,008.85 0,035.957 0,039.309 0,039.386
1) |— 0505.43  |— ouif7.0f |— 0528.65 |— 0,660.99
_ 11(‘5) 1,285.71 2,113.50 3,58y.23 6,026.22
p=2 nﬁsi — 1,285.91 — 5,000, — 14,195.29 — 34.599.79
H{') 0,000 5,000 31,8188 127,117.26
Hf) 0,000 0,000 — 31,818.18 —2775,552.45
| Hﬁg) 0,000 0,000 0,000 277.552.45
H,(,lo) 0,000 0,000 0,000 0,000
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PROPAGATION DE L'ELECTRICITE
f

TABLEAU I

0% 28 . -,
VALEURS DR S 55, A LA SURFACE DES ELLIPSOIDES ALLONGES
1

(Bquation g2, p. 373) - .

EquaTtion NoN REDUITR, 7 = 1.

4+ 0,5

+ log2 'i- £ [ 1 + 0,462 - o,oo:.285.7t40‘]
+ elog 2 "*‘ ¢ l : + 0,802 ©  0,155.428.6 e‘]
+ < [—- 2,5 —1,002 + 0,005.714.286;0‘—
+ . l_ + 1,202 ' - 0,052’.571.43 e‘j
+ [ — 0,802 4 1,333.333 63— 0,315.428.6 e‘]
+ [ — 0,888,8889.0% -+ 1,142.857 / Oi
+ [ — 0,685.714.3 6'-

Equatiox NoN REDUIE, 7 = 2.

+ 0,5

+ log 2 'f - [ 3 4 o,285.714.362 + o,oox.g43.6350‘]
¢ log 2—-1--—5 [ 9,0+ 1,714.286 (2 -+ 0,069.970.85 0‘]
+ [—7,5—o,71/4.285.'7.92 + 0,004.859.0870‘]
+ [—n -i-o,85';.1'4:.962 — 0,023.971.49 0°
+ [ — 2,285.714 0% + 1,333 33302 _o,m.nos.é .e‘
+ [ + 1,142.857 02— 2,666.66703 4 1,334.629 @
+ [ ' o + 1,333.33363_2,158.730 6*]
+ [ 4+ 1,015.873 0‘]
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394 PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

TABLE TII (suite)

EQUATION NON REDUITR, 2 = 3.

+ 0,5

+ 1og2EE| 6y 0,266.666.707

»+elog [J,- 36 — 3.200.000 62

+ 0,000.682,423.8+

= 0,079.300.20 @+

+ [—-»:5 — 0,666.666.7 62 — 0,001,706.060 0‘]
+ [ To 4 0,355 555.602 — 0,026.305.92 |
 (m=3)
+ [+ 2,5 — 4,300 000 62 + 1,333.33303 — 0,178,558, 0%
J(m= )
+ [ + 5555556 02 — 533333303 & 1603442 o]
Jm=5)
+ [ — 2,222.223 62 4 6,666.66708 — 4,642,995 6‘]
-+ J(m=6)
+ [ — 2,666,6670% + 5,252.525 e‘]
(m==y)
+ [ — 2,020,202 0"]
(m=8)
s Equation now REDWITE, 7 = 4.
0,
+ 1051.‘*4‘_5 104 0,259.740.302 40,000,595, 120.96‘]
-}-tlogn"'s[ + 1004 5,194.805 62 +40,079.367.42 ‘]
+ — 25— 0,649.350.602 —0,001.487.802 0"]
+ - [ — 30— 0,311.182.3102 —0,026.257. "]
g 0,026.257.43 (m=3)
+ + 17,5 — 6,168.831 62+ 1,333.33393—0,149.609.0 0‘] §)
L. m__
+ [ —4,666.667+4-16,008.66 92— 8,888.88983-1-1,939.960 0‘] (m=5)
+ [ —15,272.93 02+no,000.00063—8,4461727 0‘]
. . (m=F6)
+ [ 5,000,909 02— 18,666.67 §94-16,466.77 e‘]
(m=y)
) 6,222, alsp 1 .o
o [ 46 2220/ 14,480,51 0 ] (m=8)
+ [ +4,699.301 e‘]
(m=g)
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PROPAGATION DE L’ELECTRICITE

TABLE 1V

VALBURS DES FACTEURS Inn, Wimn

(rory. 33; ». 342 ET FoRM. 40, P. 343)

395

POUR LE CALGUL DES COEFFICIENTS «, § PAR LES KQ. 34 ET 41

1 n=t1 n=3 n=>5 n=7 n=g
Ouyn | 0,333.333.3 | 0,000.000.0 0,000,000 0 | 0,000,000.0 0,000.000.0
Tlz,n | ©0,200.000.0 | 0,057.142.86 | 0,000.000.0 | 0,000.000.0 |0,000.000 0
N3, 0,142.857,1 | 0,063.492 06 | o,011,544.01 | 0,000.000.0 . |0,000.000.0
Oy 0,I11.111.1 | 0,060.606.06 | 0,018.648.02 | 0,002.486.402 |0,000.000.0
MMs,n | Don calculd | 0,055.944.06 | 0,022.377.62 | 0,005.265.323 10,000.554.244 5
s,n » 0,051.282.05 | 0,024.132.73 | 0,009.620.862 |0,001.451.593
Oy, » non calculé | non caleulé | 0,009,435.353 [0,002.461.396
Ilg,n » » » non calculé {0,003.445.955

n =2 n =4 n==6 n=2_§ n = 10
Wy 0,133.333.3 | o,000.000.0 0,000.000.0 0,000 000.0  |0,000.000.0
Wy,n 0,114.285.7 | 0,025.396.83 | 0,000.000.0 .0,000.000.0  [0,000.000,0
Ws,n o,og5.238.10' 0,034.632,03 { 0,005.328.005 | 0,000.000.0 ‘A 0,000.000.0
Win 0,080.808.08 | 0,037.296.04 | 0,009.946.123 | 0,001.150.072 |0,000.000.0
Wyn | 0,069.930.07 | 0,037.296.04 | 0,013.163.31 | 0,002.971.223 0,000 263.926 o
Wen | non calculé | 0,036.199.09 | 0,015.241.92 | 0,004.354.978 10,000.757.352.8
s » non calculé | non caleulé | 0,005.743.258 |0,001.378.382
Yo Y » » non caleulé |o,002.042.047
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