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E S S A I  

SUR 

L'ÉTUDE DES FONCTIONS DONNÉES 
PAR 

LEUH DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR 

INTRODUCTION. 

Le développement de Taylor rend d'importants services aux 
mathématiciens, en raison de sa grande généralité. Lui seul, en 
effet, permet de représenter une fonction analytique quelconque, à 
certains cas singuliers près. 

Depuis les travaux d'Abel et de Cauchy, on sait qu'à toute fonction 
régulière dans u n ,  certain cercle correspond un développement de 
Taylor, et  réciproquement. C'est même ce développement que 
M. Weierstrass, et, en France, M. Méray, emploient pour définir 
la fonction. 

Un point a étant donné au hasard, on pourra, en général, former 
une série ordonnée suivant les puissances entières et  positives 
de x - a et qui représentera notre fonction dans le voisinage d u  
 oint a. Il pourra y avoir exception pour certaines positions parti- 
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/ i  JACQUES HADAMARD. 

culières du point a. C'est à ces points particuliers que l'on donne le 
nom de points singuliers. 

On peut donc dire que se donner une fonction analytique non 
singulière au point x = O, c'est se donner une suite de coefficients a, ,  

a,, . . ., a ,,,, . . ., tels que la série Xa,,,x"' ne soit pas toujours diver- 

gente. Cette série donnera la fonction dans l'intérieur de son cercle 
de convergence, et  d'ailleurs une fonction ainsi donnée est parfai- 
tement déterminée, si d u  moins, avec la valeur de la variable, on 
se donne le chemin par lequel on y aboutit. 

C'est, par  exemple, sous cette forme que le théorème de Briot et 
Bouquet fournit les intégrales d'un système d'équations diffé- 
rentielles. 

Mais, si ce mode de représentation est très utile pour démontrer 
l'existence des intégrales, son emploi est très limité au point de  vue 
de l'étude de ces mêmes intégrales. Le développement de Taylor, 
en effet, ne met pas en évidence les propriétés de la fonction repré- 
sentée et  semble même les masquer complètement. 

Cependant, on connaît déjà des circonstances où ce développement 
peut fournir de précieux renseignements difficiles à obtenir par  
d'autres moyens. On sait, en effet, les remarquables propriétés 
arithmétiques démontrées par Eisenstein et  M. Tchebicheff sur les 
séries qui représentent des fonctions algébriques ou exprimables 
par la combinaison de fonctions algebriques, logarithmiques et  
circulaires ' en nombre .fini. 

J'ai étudié la question à un point de vue différent, celui qu'indique 
la théorie générale des fonctions, et d'après lequel le premier problème 
qui se pose est la recherche des points singuliers. Ce problème est 
d'ailleurs intimement lié à celui de la continuation de la fonction 
en dehors d u  cercle de convergence. 

Le développement de Taylor ne définit une fonction qu'à l'intérieur 
d'un certain cercle, à savoir le plus petit qui ait pour centre l'origine 
et qui passe par un ou plusieurs points singuliers. Si a désigne l 'afixe 
d'un point situé sur le rayon qui va de l'origine à un de ces points 
singuliers, en ordonnant notre série, non plus suivant les puissances 
de x, mais suivant celles de x - a, le cercle de convergence de cette 
nouvelle série sera compris entièrement dans l'ancien. 
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Il n'en sera pas de même si le rayon qui va de l'origine au  point x =a 
coupe la circonférence primitive en un point ordinaire, et, dans ce 
cas, la nouvelle série permettra de calculer la fonction pour des 
valeurs de x qui rendaient l'ancienne divergente. Si l'on veut étudier 
le prolongement de la fonction en dehors du cercle de convergence, 
il est donc important de déterminer les points critiques situés sur 
ce. cercle. C'est cette détermination qui fait le principal objet du 
présent travail. 

Il existe, à cet égard, une Note de M. Lecornu, insérée aux Comptes 
rendus de l'Académie des Sciences ( ').  D'après M. Lecornu, l'affixe 
d u  point singulier est la limite vers laquelle tend le rapport de deux 
coeficients consécutifs, lorsqu'on s'éloigne de plus en plus dans la 
série. Malheureusement, la démonstration donnée par l'auteur est 
défectueuse, et nous verrons qu'il y a de grandes réserves à faire 
sur le théorème lui-même. 

Quant à la méthode qui m'a servi dans cette recherche, les prin- 
cipes sur lesquels elle repose sont ceux qu'a employés M. Darboux 
dans son Mémoire bien connu : Sur  l'approximation des fonctions 
de grands nombres ('), dans un but  inverse, il est vrai. Partant de 
certames séries dont les points singuliers sont connus, M. Darboux 
en tire des conclusions relatives aux coeficients de ces séries. Mais le 
principe fondamental d u  Mémoire, énoncé par son auteur de la 
façon suivante : (( La recherche de la partie principale des coefficients 
de la série dépend de la manière dont la fonction devient infinie 
sur le cercle de convergence N, est celui-là même qui peut servir à 
l'étude des points singuliers. 

J'ai divisé ce travail en trois Parties : 
Dans la première, après avoir introduit une notion préliminaire 

indispensable pour la suite, je détermine d'une façon générale le 
rayon de convergence. Les résultats obtenus conduisent immédiate- 
ment à un critérium permettant de reconnaître dans certains cas la 
présence d'un ou plusieurs points singuliers. 

La deuxième Partie est consacrée à l'étude des discontinuités 
polaires. Lorsque la fonction n'a sur le cercle de convergence que de 

(l) Séance du 7 février 1887. 
j2) Journal de Ziouc~ille, 3e série, t. IV 
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6 JACQUES HADAMARD. 

telles discontinuités, on peut la prolonger analytiquement et la 
représenter dans tou t  cercle où elle est méromorphe. 

Dans la troisième Partie, je définis ce qu'on peut appeler l'ordre 
d'une fonction sur son cercle de convergence et en un point de ce 
cercle, et  j'étudie les points singuliers en les classifiant d'après leur 
ordre. Lorsque cet ordre reste fini, on peut, dans des cas assez 
étendus, trouver les points singuliers, et  dans tous les cas, calculer 
la fonction en tout point ordinaire d u  cercle de convergence ( ' ) .  

PREMIÈRE PARTIE.  

1. Kous aurons à nous fonder, dans ce qui va suivre, sur quelques 
principes simples relatifs aux suites infinies, et  que je vais résumer 
tout  d'abord. 

Soit la suite 

où u,,, u,, . . . , u ,,,, . . . désignent des nombres réels, niais quelconques 
d'ailleurs. 

Il peut arriver, comme premier cas, que cette suite renferme des 
termes supérieurs à tout  nombre donné; ou encore, que tous les 
termes aillent en augmentant indéfiniment par valeurs négatives. 

Écartons pour le moment ces deux hypothèses. Nous voyons 
qu'il y aura lieu de répartir les nombres réels, d'après leurs relations 
de grandeur avec les quantités u,,, d'indice très grand, en deux 
catégories. Un nombre A sera mis dans la classe supérieure si, à 

d'un certain rang, tous les termes de ?a suite ( 1 )  sont plus 
petits que A ;  au contraire, un nombre B appartiendra à la classe 
inférieure si notre suite contient des termes de rang aussi éloigné 
qu'on veut, et qui surpassent B. 

Si A est un nombre de la classe supérieure, il est clair que tous les 

(l) Plusieurs des résultats contenus dans le présent travail ont été communiqués 
à l'Académie des Sciences (séances du 23 janvier 1888 e t  du 8 avril 1889). 

[Note du Comité de Rédaction : le manque de place ne nous a pas permis de 
réimprimer cette troisième partie]. 
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nombres supérieurs à A appartiennent à la même classe; pareille- 
ment, si le nombre B fait partie de la classe inférieure, on peut en 
dire autant  de tous les nombres moindres que B. 

Or, c'est un fait bien connu que, dans ces conditions, il existe 
un nombre 1 servant de séparation entre les deux classes, en sorte 
que la première se compose des nombres plus grands que 1; la seconde, 
des nombres plus petits que 1 ('). Pour déterminer ce nombre, on 
pourra, par exemple, commencer par  faire prendre à un entier la 
série des valeurs depuis -cc jusqu'à + oc. Il arrivera un moment 
où cet entier variable passera de la classe inférieure dans la supérieure. 
Soient a ,  et a ,  + I les deux nombres entiers consécutifs qui appar- 
tiennent ainsi à des catégories différentes. On divisera l'inter- 
valle (a,,  a ,  + 1) en n parties égales et  l'on trouvera deux nouveaux 

nombres a?,  al + différant de et  dont l'un est un nombre R,  

l'autre un nombre A. On partage l'intervalle compris entre ces deux 
nombres en n parties égales; et poursuivant ainsi indéfiniment, on 
formera une série d'intervalles compris les uns dans les autres et 
de plus en plus petits. D'après un  théorème connu, les nombres 
obtenus par ce procédé sont les valeurs approchées d'une même 
quantité, laquelle répond manifestement à notre objet. 

Cette quantité 1, telle que, pour toute  valeur positive de E, 1 + E 

appartienne à la classe supérieure et 1 - E à la classe inférieure, sera 
dite la limite supérieure de la suite (1) pour rn infini, ou simplement 
la limite supérieure ('). 

Dans le cas précédemment exclu, où une partie des termes de la 
suite (1) augmenterait indéfiniment par valeurs positives, ou bien 
encore lorsque tous iraient en augmentant indéfiniment par valeurs 

(l) Les mots plus petits que, plus grands que n'excluent pas ici l'égalité. 
(2) On pourrait être tenté de prendre les mots limite supkrieure dans le sens qui 

leur est attribué en d'autres occasions (notamment lorsqu'on traite des fonctions 
d'une variable réelle) e t  qui est u n  peu différent de celui-ci. E n  efiet, il faudrait 
alors ne ranger u n  nombre dans la classe supérieure que lorsqu'il est plus grand que 
tous les termes de la suite ( I ) ,  e t  non pas seulement que les termes d'indice suffisam- 
ment élevé. 

Nous serons donc obligé, lorsqu'on aurait à craindre une confusion, dJernployer 
]a locution limire supPrieure pour m infini,  qui ne peut prêter aucune ambiguïté. 
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négatives, l'une de nos deux catégories disparaîtrait et  la défiriition 
précédente tomberait en défaut. La limite supérieure devrait être 
regardée comme égale à + oo dans le premier cas, à - cc dans le 
second. 

2. E désignant toujours un nombre positif aussi petit qu'on veut, 
il existe des quantités u,,,, d'indice aussi élevé qu'on le voudra, 
comprises entre 1 - E e t  1 + c, puisque, d'après la définition même 
de 1, la suite donnée contient des termes indéfiniment éloignés 
supérieurs à 1 - E, au  lieu qu'à partir d'un certain rang elle n'en 
renferme plus de supérieur à 1 + E. Donc on peut, dans la suite (1), 

trouver une suite partielle qui ait pour limite Z. Bien entendu, il s'agit 
ici d'une limite, absolument parlant, et non plus seulement d'une 
limite supérieure telle que nous venons de la définir ('). 

Il peut même se trouver, comme cas particulier, que ut,, s'approche 
indéfiniment de Z pour toutes les valeurs de m suffisamment grandes. 
II en est ainsi, d'après la remarque précédente, lorsque, si petit 
que soit E, l'inégalité ut,, > 1 - E est vérifiée, à partir d'un certain 
rang, pour toutes les valeurs de m e t  non pas seulement pour une 
infinité d'entre elles. 1 devient alors pour la suite ( 1 )  une véritable 
limite, au  sens ordinaire du  mot. Dans ce cas, il nous arrivera de 
dire que les termes de la suite ( 1 )  tendent régulièrement vers 1. Cette 
locution, dont à la rigueur on pourrait se passer, aura l'avantage 
de bien marquer, sans allonger le discours, la différence qui existe 
entre ce cas particulier et  le cas général. 

Si la suite donnée est à termes positifs, elle ne peut avoir O comme 
limite supérieure sans tendre régulièrement vers cette limite. Car u,,, 
est supérieur à - E ,  quel que soit m. 

Nous remarquerons encore que la limite supérieure d'une suite 

(l) La notion de limite supérieure que nous introduisons ici est en relation avec 
la théorie des ensembles. 

On sait que M. Cantor définit un  ensemble dérivé dont fait partie toute quantité q 
telle que l'ensemble primitif contienne une infinité de termes aussi voisins qu'on 
le veut de y. 

Dans cette terminologie, notre limite supérieure serait le plus grand élément de 
l'ensemble dérivé. 
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n'est pas altérée lorsqu'on augmente ou diminue les termes de 
quantités infiniment petites pour m infini. 

3. Au lieu de considérer des quantités u,,, dépendant d'un seul 
indice, on peut introduire des quantités u ,,,,,,,z P, , , , , , v 4  , où figurent 
p indices indépendants m l ,  m,, . . ., m, variables de O à + CO, et 
définir d'une façon tout  analogue la limite supérieure de u ,,,l,,,,2,..,,,,,,,, 

- pour mi = m2 = . . . - m,, = O C .  On formera, à cet effet, les deux 
classes supérieure et inférieure d'après la règle suivante : un nombre A 
sera rangé dans la première s'il est supérieur à toutes les quantités u 
dont les indices m l ,  m,, . . . , ml, dépassent tous un entier N conve- 
nablement choisi; un nombre B sera placé dans la seconde lorsqu'on 
pourra trouver des u plus grands que B et dont les indices soient 
tous supérieurs à tel entier qu'on voudra ( ' ) .  

4. La notion de limite supérieure va  nous permettre de déter- 
miner tou t  d'abord le rayon de convergence d'une série de Taylor, 
e t  de résoudre ainsi d'une façon générale le problème traité par 
M. Lecornu (=) dans le cas où le rapport de deux coefficients consé- 
cutifs a une limite. 

Soit 

une série ordonnées suivant les puissances croissantes de x. Nous 
envisagerons la suite à termes positifs 

Si cette dernière suite contient des termes augmentant indéfini- 
ment, la série donnée n'est jamais convergente, quelle que soit la 

(l) On sait (voir CANTOR, Journal de Borchardt, t .  84, p. 2 4 2 )  que l'on peut ramener 
le cas d'un ensemble à p indices au  cas d'un ensemble à indice unique. II est à remar- 
quer que cette assimilation ne s'applique pas dans la question actuelle. La méthode 
de M. Cqntor oblige effectivement à donner un rang élevé à tout terme dans lequel 
un a u  moins des indices est très grand, au  lieu que nous ne devons considérer comme 
infiniment éloignés que les termes dans lesquels tous les p indices auront de très 
grandes valeurs. 

(2) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, séance du 7 février 1887. 
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variable x. Car il existera toujours des valeurs de m en nombre 
11% - I 

infini pour chacune desquelles, 1 da,,, 1 étant plus grand que -, le 
I A  1 

terme correspondant a , , , ~ " ~  aura un module supérieur à I .  

5. Ce cas doit donc être laissé de côté, et nous devons supposer quc 
la suite (3) admet une limite supérieure 1. 

Donnons à x un module plus petit que > soit &.  Par  hypo- 
& 

thèse, 1 + 7 appartient à la classe supérieure par rapport à la suite (3). 
2 

Donc, à d'un certain rang, chaque quantité 1 a,,, 1 est plus petite 

I I ,  111 - '+; 
que ( 1  + a )  et le module de ia,,,s"' est (et reste) inférieur à Ti;, 

nombre fixe plus petit que 1, ce qui montre que la s k i e  2 a,,,xn' 

est convergente. 

Au contraire, si nous donnions à x un module kE plus grand 

que f comme nous savons que, pour une infinité de valeurs de m: 

1 a,, 1 est supérieur à ( Z -  E ) " ' ,  la série 2~,,,5"~ aurait une infinité de 

termes plus grands que I : ce serait une série divergente. 

1 a,,,+, I I I I  - Si, en particulier, le rapport - tend vers une limite, 1 ~ u , , ,  1 aura l a,?, l 
la même limite, qui sera bien par conséquent, ainsi que l'avait énoncé 
M. Lecornu, l'inverse du rayon de convergence. 

Au lieu de 1 Fia, 1, nous aurions pu considérer ( l )  l'expression ' LI a,,. 1, 
m 

qui est le logarithme de la précédente. La limite supérieure de 
cette nouvelle quantité, pour m infini, aurait donné le loga- 
rithme de 1. 

6. Un cas important est celui où la quantité 1 est nulle, et où, 
) 111 - 

par suite, 1 \la,,,] tend vers O ,  ainsi que nous l'avons remarqué au 
no 2. En ce cas, pour toute valeur attribuée à x, notre série est 

(l) L 1 a,,, ' désigne, cornme d'habitude, le logarithme népérien de ' a,,, , 
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convergente; car (en désignant par k un nombre quelconque plus 
nt - k 

que 1) à partir du moment où l'on aura 1 \/a,,. 1 < - 9  le terme 
1x1 

général sera inférieur à k ,  c'est-à-dire au terme général d'une série 
absolument convergente. 

La fonction f (x) est donc une fonction holomorphe dans toute 
l'étendue du plan. 

7. Ainsi, lorsque notre limite supérieure est infinie, le développe- 
ment donné ne définit aucune fonction. Lorsqu'elle est nulle, il 
définit une fonction entière et permet de la calciller pour toute 
valeur de la variable. 

Au contraire, si la limite supérieure 1 est finie et différente de O, 

le développement (2) définit une fonction j (x), mais n'en fournit 
d'expression que pour les valeurs de x intérieures au  cercle de conver- 
gence. Le problème qui se pose actuellement est donc l'étude de 
cette fonction en dehors du cercle ou sur le cercle, et tout d'abord 
la détermination des points critiques situés sur la circonférence. 

Dans les fonctions les plus simples, telles que 
1 

par exemple, 
( S C  - x)1' 

17afixe du point singulier s 'obtien~ en prenant la limite du  rapport 
am+, 

On peut donc se demander s'il est possible d'énoncer ce résultat 
sous forme de théorème général. 

Pour discuter cette proposition, il est nécessaire d'en préciser la 
signification. Prise dans son acception la  plus étendue, elle voudrait 

dire que pour toute série où le rapport 25- a une limite, le point 
um+i 

correspondant est le seul point singulier situé sur le  cercle de conver- 
gence. Ainsi comprise, la proposition est manifestement fausse : 

elle ne s'applique pas, par  exemple, à la fonction 

La  réciproque est également inexacte : x, peut être point singu- 
lier unique d'une fonction représentée par  la série (z), sans que le 

a,,, . . rapport - tende vers x,, ainsi que nous en rencontrerons un 
a1n+, 

exemple dans la suite. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 ', JACQUES HADAMARD. 

Au contraire, lorsque le rapport des coefficients consécutifs tend 
vers une limite, le point qui a cette limite pour aKxe paraît être, 
en général, un point singulier. E n  tout  cas, nous pouvons établir 
une conclusion très voisine de celle-là. 

8. Les résultats précédents nous fournissent en effet un premier 
critérium permettant de reconnaître les points critiques. 

Soit x = x, un point pris sur le cercle de convergence, et propo- 
sons-nous de rechercher si ce point est ordinaire ou singulier. 

Nous pouvons d'abord supposer x, = 1, car nous pourrions 
ramener le cas général à celui-là par le changement de variable. 

dans lequel, à la valeur x, donnée à x, correspondrait pour y la 
valeur y = I. 

Soit alors t un nombre réel compris entre O et 1, auquel correspond 
un point de l'axe réel ( f ig .  1 ) .  Le rayon de convergence de la série 

Fig. I 

sera le rayon du plus grand cercle C décrit d u  point t comme 
centre et où la fonction donnée f sera régulière. 

Si le point x = I est point ordinaire, notre fonction sera holo- 
morphc dans un cercle c ayant pour centre ce point x = 1, et qui  
coupera le cercle primitif en deux points y et  y', par  conséquent 
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FONCTIONS ANALYTIQUES. 13  

aussi dans un cercle de centre t et d'un rayon égal à la distance des 
deux points t et y, laquelle est supérieure à I - t. 

Si, au contraire le point x= I est un point critique, le cercle C 
devra passer par ce point et avoir pour rayon I - t .  

Reportons-nous maintenant aux résultats obtenus relativement 
au  rayon de convergence : nous voyons que la condition nécessaire 
et suffisante pour que le point x = I soit singulier sera fournie par  

laquelle devra être vérifiée, si petit que l'on ait pris E, pour une infi- 
nité de valeurs de m. 

9. Mettons en évidence le module et l'argument de chaque coefi- 
cient a, autrement dit posons 

L'inégalité (6) (élevée au  carré) pourra s'écrire 

les lettres C désignant, comme à l'ordinaire, des coefficients bino- 
mi aux. 

Cette forme donnée à l'inégalité (6) permet de trouver des cas 
particuliers assez étendus où elle est vérifiée. 

Il 

Remarquons d'abord que la somme 2 Ch,+, C s - ,  est égale 
k=O 

à C~,,,,,,,. Ceci se reconnaît immédiatement en supposant que la 

(l) Il n'y a pas lieu d'écrire l'inégalité 

car Ir rayon de convergenre de la série (5) ne saurait être inférieur à I - t .  
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1 
fonction f soit la fonction -- Le premier membre de l'égalité (6) 

1-x 

1 
devient alors égal à - t l n l + ,  et, dans l'inégalité (6'), il faut 

faire g,,, = 1, a,,, = o. On trouve alors 
Ir 

ce qui donne la conclusion annoncée. 
Supposons maintenant que g,,, tende régulièrement (') vers la 

limite I ; que, de plus, pour toutes les valeurs de p et de q sufisamment 
grandes, la différence a,, - a, soit inférieure en valeur absolue à 

7i 
un angle fixe L.) plus petit que ; .(l'égalité é tant  exclue). A partir 

d'une certaine valeur de m, on aura (7 désignant un nombre aussi 
petit qu'on veut) 

I l >  - Y ) ,  C O S ( U , > ~ + ~ -  ~ l , l + ~ . . )  > C O S + ,  

d'où l'on déduit, en ayant égard à la formule ( 7 ) ,  que le premier 
( - T ) ) ? f l ~  

membre de l'inégalité (6') est supérieur à cos - , ( 1  - ri),2' +",, - Sa 
racine mi"'" sera donc (a un infiniment petit près) a u  moins égale 

J -- ri 
a - 1-t(1-n)  , c'est-à-dire (si l'on a pris rj suffisamment petit) supé- 

1 - E  1 - Y )  
rieur à 1_;. 9 car 

1 -- t ( i - - O )  
a pour limite 2- lorsque q tend vers zéro. 

1 - 1 

L'inégalité (6') est donc vérifiée et  le point x = I est un point sin- 
gulier. 

10. Ce résultat subsisterait alors même que l'inégalité 1 a,- a,,l< + 
cesserait d'être vraie pour les valeurs de p et de q ne satisfaisant pas 
à la condition 

y - p < s ,  
1' 

dans laquelle q est supposé, pour fixer les idées, plus grand que p, 
et  s désigne un nombre positif fixe. 

(l) Voir no 2 
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Pour le démontrer, remarquons d'abord que, pour toutes les 
valeurs de h inférieures à ms, les évaluations précédentes sont encore 

COS +. applicables : le coefficient de t'%est plus grand que C!,,+,+, (1 -q)- 
Soit n le pl us petit entier supérieur à ms. A partir de la valeur h = n, 

nous ne savons plus si le coeficient de t ' h s t  supérieur à l'expres- 
sion précédente; nous ne savons même plus s'il est posi~if ;  mais 
en tout cas sa valeur absolue sera moindre que C?~,,,+,+,(I f Y ~ ' ) " ~ ~ + ' ~  

(où q' désigne encore un nombre très petit), de sorte que le premier 
membre de l'inégalité (6') sera supérieiir à 

Dans le dernier facteur du coefficient de t", le second terme 
COS + (1 -yl)211'+" peut évidemment rentrer dans le premier (1  + q')2112+1J 
moyennant un accroissement infiniment petit donné à -ql. Dans la 
série qui forme la partie soustractive de l'expression (8), après 
cette simplification, le rapport d'un terme au précédent, égal 

z m +  h + ~  a + s  
à t (1 + $1 , est moindre que t (I + 9') s . Cette 

S 
quantite est plus petite que 1 ,  si l'on a choisi t inférieur à 

+ ,s, ( I  + v , ) .  

et la série est égale au produit d'un facteur fini de module moindre 

. . 
1 

que par son premier t e r n e  C:, , l+ , , ,  (1 + ' f + l l  t 
1- t (1+q ' ) -  

O - J 

Or, si l'on applique au coefficient C:,,+,,+, les formules bien connues 
relatives à la fonction ï pour de grandes valeurs de l'argument, 
on reconnaît que la racine mi""" de ce premier terme tend 

( 2 t- s)'+' 
vers z2S" '(1 + q')S+Sts, c'est-à-dire, puisque nous pouvons 

prendre t aussi petit que nous le désirons, vers une limite moindre 
1 - E  

que - a  

1 - t  La partie soustractive de l'expression (8) est donc infini- 

ment petite par rapport au  premier terme et ne modifie pas, par 
suite, les conclusions établies plus haut. 

a 11, Si le rapport - a pour limite l'unité, la racine mi'"" de g,, tend 
a,,, +., 

régulièrement vers I et la différence o,,, = cr,,,,, - ci,,, tend vers o. 
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1 6 JACQUES HADAMARD. 

Nous reconnaissons que le point x = I est bien un point singulier 
si le produit m8,,, reste toujours inférieur à un nombre fixe Q. E n  
effet, s'il en est ainsi, la différence a,- a, sera moindre que 4 t an t  

IC, que le rapport - ne dépassera pas - a  

1' C! 

11. Mais on peut encore s'affranchir d'une partie des restrictions 
précédentes, car il n'est pas nécessaire que l'inégalité (6) soit vraie 
pour toutes les valeurs très grandes de m, mais seulement pour une 
infinité d'entre elles. Il suirira donc que la série contienne, en nombre 
infini, des suites interrompues de coefficients 

a,,,, a,,,+,, . . . .  ~ J ~ L + ~ ,  

\ a  ..,, a,,+,, . . . y  a.1,+nr, 

) a,,,-, n,,,-+,, . . . ,  ant,+ne.y 
. . . . . . . " 7  " . .  " . " ?  

satisfaisant aux conditions suivantes : 

n 11' n" 
10 Les rapports ml s r  2 son1 tous supérieurs à un nombre f k e  s;  

20 1 'G 1 tend régulièrement vers r quand m augmente indéfini- 
ment par des valeurs correspondant à des termes de ces suites; 

30 Si a, et a,, sont deux coefficients pris dans une même suite, la 
différence cz, - a, est en valeur absolue moindre que $. 

A chacune de ces suites, à partir d'un certain rang, correspondra 
une valeur de m pour laquelle l'inégalité (6') sera vérifiée. 

Si la troisième condition (a, - a,) < + était remplacée par  la 
double inégalité 

la fonction donnée admettrait le point singulier x = ëfe. Ce résultat 
est équivalent au  premier moyennant une transformation (4) effectuée 
avec la valeur e'\our x,. 

Sous cette forme, notre proposition se distingue de celles que nous 
avons données précédemment en ce qu'elle peut, dans certains cas, 
déceler la présence de plusieurs points singuliers. L'existence de 
suites (9) correspondant à une certaine valeur de 8 n'est, en effet, 
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nullement incompatible avec l'existence de suites analogues, mais 
pour lesquelles l'angle 8, qui figure dans les conditions ( I O ) ,  aurait 
des valeurs différentes. 

On pourrait même, par ce procédé, former des séries qui admet- 
traient le cercle de convergence comme ligne singulikre. 

Supposons, par exemple, les nombres rationnels rangés en suite 
linéaire, comme l'indique 31. Cantor, et soit r, celui qui occupe le 
rang 1,. Nous considérons une série dans laquelle, pour toutes les 

am+% valeurs de m comprises entre (1 + s)j. et ( I  + s)"', le rapport - 
n,,, 

Sera égal à e;m. A. Nous aurons une infinité .de suites pour lesquelles ce 

rapport aura la même valeur, car les quantités e"" "i ' , e?'" "i" . , . . .  
sont toutes égales à e?'""~. Le point x = e-'""a est donc singulier, 
quel que soit 1, et par conséquent le cercle de rayon I est bien ici 
une coupure. 

12. Signalons encore un autre cas simple oii l'on reconnaît que 
le cercle de convergence est ligne singulière. Soit, par exemple, la 
série ( ' )  

qui a été considérée par  M. Weierstrass (') et qui converge dans un 
I - .- 

cercle de rayon p = lim b " = I. Cette série n'est altérée que dans 
?Bix - 

ses premiers termes par le changement de x en X e  I.'' , où k e t  h sont 
deux entiers arbitraires. Or, la fonction correspondante admet 
nécessairement sur le cercle de rayon I au moins un point singu- 
lier z = x,. Elle aura donc aussi une singularité pn rhacun des 
points 

2 f i "  - 
.E = x,, e di . 

parmi lesquels on en pourra trouver qui approchent autant qu'on 
le voudra d'un point quelconque pris sur le cercle. 

Les mêmes raisonnements s'appliqueront toutes les fois que les 

(1) c est un entier positif e t  b un  nombre quelconque. 
( 2 )  T'oir D U  Rois-REYMOXD, .loicrnnl r l ~  Rorchnrdt, t .  I , X X [ S ,  p. 30. 
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i n  JACQUES H A D A M A R D .  

indices des ternies non nuls et de plus eii plus éloignés auroiit uii 

commun diviseur de plus en plus grand. En  ce cas, le cercle de 
convergence sera par conséquent une coupure, ainsi que l'avait 
démontré M. Lerch ( ' )  dans un cas particulier. M. Weierstrass (') 
avait d'ailleurs constaté ce fait sur la série ( 1  1). 

13. La démontration précédente offre cet inconvénient qu'elle 
fait dépendre le résultat d'une question de divisibilité, en sorte 
qu'il semblerait ne pas subsister nécessairement si, par exemple, 
on augmentait ou diminuait d'une unité les exposants de quelques 
puissances de x dans la série ( 1  1) .  

II n'en est rien cependant, et l'on peut affirmer que la séria 

(où les c sont des entiers croissants) admet-son cercle de conoer- 
$+,- q J .  gence comme ligne singulière, si le rapport est constamment 

Ci* 

supérieur ù un nombre fixe S. 

Pour s'en convaincre, il suffit de donner à m, dans !a formule (67, 
C 

la valeur où u est un nombre fixe compris entre I et I $- s, et 

que nous déterminerons ultérieurement (:'). Au premier niembre, 
le premier terme non nul est 

et, d'après les formules déjà employées au ri0 10, sa racine 2mie""' 

( 1 - ) I l" 
est, pour une infinité de valeurs de p., supérieure à 

- 
. 

Cette expression a . son maximum pour u = -L 
1- 1 

et devient 

1 'O égale à - - Quant aux termes suivants, ainsi qu'on l'a vu  plus 
1 --- / 

haut, ils n'influent pas sur le résultat, si l'on a choisi pour t une 

(1) Acta  m a t h e m t i c a ,  t. X, p. 87. 
(2) Mona.tsbe,ichte der konigl.  i l c d  d m  Wissenschaften zu Berl in ,  août 1880. 

(3)  Si 3 n'est pas entier, il faudra prendre pour m l'entim le plus voisin de 3. 
I I  U 
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valeur satisfaisant aux inégalités 

La proposition est donc démontrée, car les raisonnements que 
nous venons de faire ne seraient pas altérés si l'on effectuait la 
transformation (4) avec la valeur x, = ele, de sorte que notre fonction 
admet pour point singulier le point x, = eie, quel que soit 8. 

Bien entendu, le résultat précédent peut subsister, lors même 
ci  - que le rapport r p  ne serait pas constamment supérieur à S. 
C~ 

Il sufit  qu'il prenne deux valeurs consécutives supérieures a s, 
e t  cela une infinité de fois, les modules des coefficients correspon- 
dants tendant régulièrement vers I .  

Nous bornerons ici ces remarques préliminaires et, dans les Chapitres 
qui vont suivre, nous traiterons la question a un point de vue tout 
différent . 

Les points critiques susceptibles d'être reconnus à l'aide des 
propositions précédentes sont en effet (ainsi qu'il deviendra évident 
par  la suite) d'espèces très diverses; au  lieu que nous allons mainte- 
nant  étudier les singularités en les distinguant d'après leur nature 
et  en commençant par les plus simples, à savoir les singularités 
polaires. 

DEUXIÈME PARTIE. 

14. S i  la seule singularité située sur le cercle de convergence est 
un pôle, simple ou multiple, Z7afixe de ce point est donné par la limite 

arn du rapport --, comme on le voit en employant les expressions 
am+, 

indiquées par M. Darboux ( ' )  pour les coefficients. 
Par  exemple, si la série (z), convergente dans le cercle de rayon 

admet pour unique singularité sur ce cercle le pôle simple x = x, le 
A Q,, 

coefficient a,,, peut se mettre sous la forme ;,- , OÙ O,,, 
(,Of - 

désigne une quantité de module inférieur à 1, E un infiniment petit, 

(l) Mbmoire sur l'approximation des jonctions de grands nombres, p. 1 5 .  
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20 JACQUES HADAMARD. 

et F'  un rayon supérieur à p. On voit alors immédiatement que le 
a,,, rapport -- tend vers .cl, et cela de telle façon que la différence 
an,,, 

111 

soit, à partir d'un certain rang, inférieure à (&t) ou à k', 
k désignant un nombre fixe plus petit que I .  

Cette condition nécessaire est aussi sufisante: 

En  effet, pour écrire que le point .K = .?-, est pôle simple et d'ailleurs 
singularité unique sur le cercle de convergence, il suf i t  d'exprimer 

que, en multipliant la série (2 )  par (i z ) ,  on obtient une série 

convergente dans un cercle de rayon plus étendue que le premier. 
Or, en faisant cette multiplication, on trouve pour terme général 

Le voefficient de :ri'' devient donc plus petit que [i ( i  + E)]"', si la 

a,,, différence - - -' est moindre que k '  
am-, 

15. Cherchons maintenant dans quels cas notre fonction a pour 
singularités, sur  le cercle de conyergence, plusieurs pôles simples 
ou multiples. 

Nous serons tout  pareillement conduits à multiplier la fonction 
donnée f (x) par un po lynom~ 

de degré p, ~t à nous demander si le produit obtenu est une fonction 
régulière dans un cercle de rayon supérieur à s. 

16. Après la multiplication, les nouveaux c.oefficients seront donnés 
par la formule 

i 13 i b,,, = ~l~,,+~ + 4 ' 7- . . . - 4 I, a,,,, 

et devront satisfaire à l'inégalité 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



FONCTIONS ANALYTIQUES. 3 1 

Considérons alors le déterminant symétrique d'ordre p + 1 ,  

1 a , , ,  . . . . . . .  a,,,,, 1 

que la formule (13 )  permet d'écrire 

Sous cette dernière forme, les hypothèses faites sur les a et les b 

nous font voir immédiatement que D,,,,,, doit être plus petit que 

où E a toujours la même signification que précédemment, à savoir, 
un nombre que l'on peut supposer aussi petit qu'on le veut,  pourvu 
que l'on prenne m sufisamment grand. 

III - 
La limite supérieure, pour m infini, de 41 D,,,,,, 1, est donc moindre 

17. Réciproquement, supposons que, pour certaines valeurs de P, 
IIZ - 

la limite supérieure (pour m infini) de \i 1 D ,,,,,( soit moindre que & .  
P 

Soit p la plus ~ e t i t e  de ces valeurs, et , la limite supérieure 

correspondante. Pa r  hypothèse, la limite .supérieure de '7 1 Dl,,.,,_, J 

111 -- 
J e  dis, eii premier lieu, que \/ 1 D ,,,,,-, ' tend 

limite. E n  d'autres termes ( ' ) ,  si petit quc 
certain rang, chaque déterminant D ,,,,,,. , a 

régulièrement vers cette 
soit E, à partir d'un 
un module supérieur 

Nous savons, en effet, qu'il existe une infinité de déterminants D,,,,,-, 

(l) Voir. au no S.  
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plus grands que les valeurs correspondantes 

/ 1 
1- - i  

1 C 1 -- E 
en posant a = p, 9 d'où-=cc- 

P" 1 - - E  
2 ? 

Si, à partir d'un certain rang, tous satisfont à cette condition, 
notre conclusion est établie. Dans le cas contraire, on devra pouvoir 
trouver, et cela aussi loin qu'on le voudra dans la série, un déter- 
minant D supérieur à alno, précédé d'un déterminant D,lio-i ,,,-, 
moindre que auto-'. 

Or on a, quel que soit m, 

Car les mineurs du déterminant Dl,,+, ,, relatifs aux éléments al,,-l, 
a ,,,, , ,  a,,,, ,,,- ,, qui occupent les angles de ce déterminant, sont 

et  le mineur du  second ordre obtenu par  la suppression des deux 
lignes et  des deux colonnes extrêmes est Dl,,,,,-,. L'égalité (14) 
n'est donc que l'expression d'une identité bien connue relative aux 
déterminants. 

Cette égalité (14) fournit d'ailleurs d'après ce que nous savons sur 
l'ordre de grandeur des déterminants D,,,,, et  Dl,,,, ,, l'inégalité. 

où k est un nombre plus petit que I ( '1. 
Donnons à m la valeur m, : nous trouvons 

d'où résulte déjà que, pour m, très grand, les quantités 1 Dl,,,+,,,,-, 1 
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seront respectivement supérieures à 

En  général, nous allons démontrer que, si l'on a pris le nombre mu 
sufisamment grand, on aura, pour toute valeur positive de l'entier i, 

Ces inégalités sont, en effet, vérifiées pour i = I .  Supposons-les 
démontrées pour une certaine valeur de i. J e  vais faire voir qu'elles 
subsisteront pour la valeur suivante, et  que l'on pourra écrire 

Pour cela, nous ferons m = m,, + i dans l'inégalité (14')~ laquelle 
en tenant compte de la formule ( 1 7 ) ~  nous donnera 

dont la multiplication membre à membre avec la formule (15) 
fournit la formule (15'). 

Celle-ci, combinée avec ( 1 6 ) ~  donne l'inégalité (16'). 
Quant a l'inégalité (17')~ elle résulte de la précédente, pourvu 

que l'on ait choisi pour m,, une valeur sufiisamment élevée; car il 
vient successivement 
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Il nous suffira donc que l'indice mo satisfasse à la condition 

ce qui est évideniriient possible. 
L'inégalité (17) est, dès lors, générale, et  notre préli- 

minaire est démontrée. 

. 18. Cela posé, déterminons les quantités A,:, , A,:, . . . ,  A,;' par 
les équations 

a , , ~ + ~ ,  + a,,,+,,-, +-A,; a,,,+,,-l .. .+ ~ ~ a , l , + , , - l ,  . 4 O , ,  = O  

. . . . . . . . . . . . . .  + A~L)al12+l,+l-ll +. .. + Ar; a,,,+., =O, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ' 7 

1 a..+l,,+ o ,,,, ?,+. . . . . . . . . . . .  . ,Ag a.,,, ,,-,- A+...+ A,$a,,.,,=~. 

Les o pourront être considérés comme donnés par les équations 

en introduisant la quantité auxiliaire 

L'élimination des A entre les équations (18) et (20) donne 

moyennant quoi les équations (19) fournisse.rit 
h h 

h)- ' U " i .  P-2 UllL. 7> L)l,+l. /+? 
- Il =-- 

Dm+*. P-i Dm. P-.I Dtnfi. p- 1 ' 
h 

O u  DItl+i, 1,-2 désigne un déterminant d'ordre p - I foi'nié avec les 
1 + E "' 

coeficients a et moindre que . 
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Comme on a les inégalités 

111 - 
cette formule (22) montre que la limite supérieure de \ 2,;. est  

au  plus égale à 5 
I I ,  

La série 8 ayant son terme général de l'ordre de ( 5  + E )  , 
1 

111 

est donc convergente et son reste est aussi du  même ordre. 
A,(: tend, par conséquent, lorque m augmente indéfiniment, vers 

une limite A'"', et cela de telle façon que la différence A /"- Al(:' reste 

moindre en valeur absolue que (5 + E ) ) ' ~ .  

Il suf i t  alors d'écrire la première des équations (18) sous la forme 

pour reconnaître que la quantité 

est moindre que (7 )"'. 
L'existence d'un polynome 9, [voir ( ~ z ) ]  répondant à la question est 

donc établie, et  nous avons même le moyen de trouver ce polynome. 
On devra, d'après ce qui précède, résoudre les équations (18) par 
rapport aux A et chercher la limite des valeurs de A,:' ainsi obtenues, 
lorsqu'on donne à m des valeurs de plus en plus grandes. L'erreur 
commise en s'arrêtant à un certain rang m sera comparable au 

mihe terme d'une progression géométrique décroissante de raison ?,. 
F 

Ainsi les singularités de notre fonction sur le cercle de rayon se 
réduisent à des pôles, en nombre égal à p (chaque pôle étant compté 
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avec son degré de multiplicité), et  dont les alhxes sont racines d'une 
équation que nous savons former ( ' ) .  

Ces pôles exceptés, lu fonction est régulière duns le cercle de rayon :'. 

19. Pour rechercher si les singularités de f(x) situées sur le cercle 
de rayon p' sont aussi des pôles, il sufirait d'appliquer la méthode 
précédente au produit f (x) 9, (2). 

Mais on peut aussi opérer directement sur la fonction f (z), ainsi 
que nous allons le montrer. 

111 - 
Désignons, en général, par  1,) la limite supérieure de \il U,,,,, 1 et 

ID , remarquons d'abord que le rapport - est égal à i; t an t  que P est 4. 
moindre que p et à i;' lorsque P = p. 

Pour P 2 p, l,, est au plus égal à +, Car le déterminant D ,j,,l. 
peut s'écrire 

Plus généralement, la formule (13) ,  résolue par rapport à a,,,+l, et 
appliquée plusieurs fois de suite, permet d'exprimer a,,,,,, a,,,,,,,, . . . , 
a,,,,, en fonction linéaire de a ,,,, a,,,+,, . . . , a,,,, ,,+, e t  des b. 

Ces expressions, reportées dans la valeur de DI:,,, lui donnent 
une forme analogue à la forme (23) et sur laquelle on reconnaît que 

111 - 
la limite supérieure de \il L);;,, 1 est au  plus égale à 1 

Nous noterons ce fait que la relation 
P" P'~'-I'-' 

(23)  Dm,p= 

peut être considérée comme exacte à partir de la valeur P = p - I .  

a,,, a,,, . . . a,,,,, hnL b,,,+, . . . b n l + ~ - ~  

a,,+, a,+, . . .  am+)> bm+., bm +, . . . ~ ~ 1 1 ~ + ~ - ~ 1 + 1  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .... . . .  . . . . . . . .  
 PL, . . .  am+^+,,-^ brn+p . . . . . . . hl,, +?P-~, 

(') Le cas du pôle simple, précédemment étudié correspond à p = I .  Les déter- 
minants D,.Il-l ne sont autres que les coefficients a,,, eux-mêmes. 

Les raisonnements précédents subsistent, pourvu qu'on ait soin de remplacer 
les déterminants Dl,, p-l et  D::,~-~ par l'unité. 
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Supposons maintenant que 1, devienne nioindre que *,> et 
. . 

soit q la plus petite valeur de P pour laquelle cet abaissement se 
produise (q pouvant être égal à p + I ou plus grand). 

On peut aussi définir q comme la plus petite valeur de P pour 
[P 1 laquelle le rapport - devienne inférieur à ,- E n  particulier, on a 

1,-, P 

Si nous nous reportons alors à l'identité (14), dans laquelle nous 
changerons p en q, nous voyons que la limite supérieure de 

est plus petite que 1: , . 
Dès lors tous les raisonnements donnés au no 17 peuvent se 

1 
recommencer en remplaçant p par  q et - par  1 ,  ,, a étant supposé 

PP 
'4 4 - 2  $ et k à ( 1  + r') \/T 

7-1 

La conclusion à laquelle on aboutit est que '71 Dl,,,,-, ( tend 
régulièrement vers la limite l,,-, . 

20. Tout pareillement, nous écrirons un système de q équations 

' I l  a,nw - t .  Am am+,-, +. . . +- A$h)a,,,+,T-h-+. . . + A;jlllam= o,  

(18') . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  <. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )  
- + AL4' + . . . -F. . . . . . . . . . + a,,,, ,,-, - o? 

analogue au  système ( 1 8 )  ; et si nous posons 

Mais q - 2 étant au moins égal à p - 1, la limite supérieure 

de '71 D&-,l est au  plus égale à --!-- c'est-à-dire à l,,-,. La 
P" P''/-~'-~ 
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/ //-? 
racine miel'le de 2,: sera donc inoindre que +-- + z, de sorte que AIR' 

1;j .l 

tend, pour chaque valeur de h, vers une limite A'\/' . 
Pour trouver l'ordre de grandeur de la quantité 

il est nécessaire de faire subir aux équatioiis (18') une trarisformatioii. 
Nous avons vu, au  numéro précédent, que les quantités a,,,,,, . , 

~ , , 1 + , + 1 ,  . . . , a,,,+,~ sont liees à a,,,, a,,,+I, . . . , ~ I I ~ + ~ , - I ,  b,,,, bw 1 ,  . . . , bIiitp ,,, 
par un système S, de P - p + I relations linéaires à coeficients 
indépendants de m, système qui peut être résolu par rapport 
à  CL,,,,^,, . . ., a,,,+, comme par rapport à b,,,, . . ., b,,,,, ,,. On peut 
dom,  au lieu des équations (18'), écrire les suivantes : 

qui équivalent aux équations (18') moyennant les -relations S,. On 
passe des coefficients B et a aux A', et inversement, par une substi- 
tution linéaire &, à coefficients indépendants de m. 

Si nous formons les différences 
1. l +  - B . X I  - X I  < Id = 1, '2. . . . . y 11 ; k = 1' 2' . . . , 1, j, 

Ir/-* 11, nous voyons que les premières sont inférieures à (+ +.r) . 
Quant aux secondes, elles se présentent sous la forme du produit de 

par un déterminant ~3,1:,, , se déduisant du détermiliant 

par la suppression de la dernière ligne et de l'une des p dernières 
nl 

colonnes, et qui, par conséquent, est moindre que 

ou que (z,~-, Et o + E ) ' " .  
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Les limites des quantités a sont d'ailleurs nulles, ainsi qu'on 
le reconnaît en résolvant, par rapport aux a, les p premières équa- 
tions ( 2 5 ) ,  où les R,  qui sont des quantités finies, sont regardés 
comme connus; et si B '' désigne la limite de BI,?' pour rn augmen- 
tan t  indéfiniment, le système de nombres B'' , B!' , . . . , R v-1' , O, 
O, . . . , O est celui même que l'on déduit du  système A''' , . . . , A# (1 

par la substitution Z,,, de sorte que la somme 

nriitq T i 1  t . . + \ "11, 

est, moyennant les relations S, et  X,, identiquement égale à 

hl,+,/ t R l bm+,-, + . . . + B q-p h ,,,. 

Or, cette dernière, d'après les évaluations obtenues pour 13 " BI,: 
171 

et u!*l- u,: , est inférieure à (& + E) . 
Yous avons donc formé un polynome 

tel que le produit 9', (x) f (x) soit holomorphe dans un cercle de 

rayon plus grand que (?"=&)- 
/Y 

Comme cela était évident a prrori, ce polynome $, contient en 
Eacteur le polynome q,,; il est identique au  produit 

Il n'existe d'ailleurs pas de pareil polynôme !Y pour un degré q - i 
moindre que q ;  sans quoi, si l'on désignait par cm les coefficients du 
produit f'Zi-i, le déterminant Dl,, pourrait s'écrire 

et  sa racine ml*'" aurait une limite supérieure moindre que :i-l,+, .PPP 
ce qui, d'après nos hypothèses, ne peut arriver que pour r = o. 

La fonction f (x) admet donc p pôles sur la circonférence de rayon F 
et q - p sur la circonférence de rayon p' (chaque pôle étant compté 
avec son degré de multiplicité). Ces pôles exceptés, elle est régulière 
dans un cercle de rayon F' = - 

4 
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21. Rieii n'empêche de recommencer à nouveau ces raisonnements. 
Premièrement, on démontrera que, pour P 2 q, les limites supé- 

rieures de D ,,, et de Dl!!, sont au plus égales à pt,l-,,l .,-,+, En 
P 

désignant par r la plus petite valeur de P telle que 1, soit moindre 
1 

que p''/-/' P "1'-'/+' 
on remarquera d'abord que l'inégalité 

Ill - 
l im .  sup. \ 1 D\;JZP 1 5 1,. 

n l -  a 

est vérifiée pour les valeurs de P comprises entre q et r, comme elle 
l'était déjà pour les valeurs moindres que q, et l'on partira ensuite 
de la relation 

1,.1,,2 < e-., 

pour effectuer des opérations analogues aux précédentes ( ' )  et 
calculer un polynome CL, tel que le produit f 3; soit holomorphe dans 
un cercle de rayon plus grand que pu.  On démontrera, comme tout  
à l'heure, qu'il ne peut exister aucun polynome P de degré moindre 
que r. 

Notre fonction est donc méromorphe à l'intérieur d'un cercle 

de rayon p"= 5. Elle admet dans ce cercle r pôles, à savoir p de 
17. 

module p, q - p de module p', r - q de mo.dule p". 
On pourra continuer ainsi t an t  que l'on trouvera des valeurs de P 

satisfaisant à l'inégalité 

et, par conséquent, on peut énoncer les conclusions suivantes : 

(l) Nous avons utilisé, pour la transformation des déterminants D;j,p e t  des 
équations (18'), les relations linéaires qui permettent d'exprimer les coeffi- 
cients a,/,, . . ., arn+q en fonction de a ,,,, . . . , et  des b. 

Les relations analogues qu'il convient dlemployer.ici sont celles qui donnent a,,,p 
en lonction linéaire de a,, . . ., a,,,,, b,,, . . ., hm+q-Ii-l, cil,, . . ., ~,~+p-,-~ (cm dési- 
gnant un coefficient du produit fSr), e t  de même les substitutions des opérations 
suivantes introduiraient 4, 5, . . . séries de coefficients. 

Au reste, il  faut remarquer que ces relations ne servent qu'A la démonstration. 
Elles n'interviennent pas dans le calcul des polynomes T. 
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[II 1 Le rapport - ne v a  jamais e n  d iminuant .  
11. 

S i  pour P = Po,), ce rapport prend une valeur 

z x 
supérieure à la fonction f (x) est méromorphe à l'intérieur d'un 

IP~)- ,  
cercle de rayon F(") ;  elle y admet e n  tout P",) pôles (chaque pôle étant 
compté avec son degré de multiplicité). 

f ( x )  n'admet qu'un seul pôle x = 5 sur le cercle de rayon piiJ et  le 

polynome J"") est égal au produit (1 - ) Or, dans le 

polynome %('", le coefficient de la plus haute puissance de x 

L'affixe du pôle unique est donc donnée par la formule 

et  les erreurs commises en s'arrêtant aux valeurs successives de m 
diminuent comme les termes d'une progression géométrique décrois- 

o!N 
sante ayant pour raison -&. 

22. Si nous envisageons la suite des quantités l , ,  12, . . ., l,,, . . . , 
nous sommes conduit à distinguer les cas suivants : 

I O  A partir d'un certain moment, 1, devient nul. La fonction n'a 
dans tout  le plan qu'un nombre limité de pôles. Elle est égale au 
quotient d'une fonction holomorphe par un polynome entier. 

20 Le rapport A tend vers o lorsque P augmente indéfiniment. 
4-, 

-Notre fonction n'a que des pôles dans un cercle de rayon aussi grand 
qu'on le veut. Elle est donc méromorphe dans tout  le plan. 

Nous avons d'ailleurs tous les éléments nécessaires polir former 
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la fonctioil holomorphe G(.T) qui admet pour zéros les pôles de f (x) 
avec le même ordre de multiplicité. 

E n  premier lieu, les modules des pôles successifs sont les va1eui.s 

de 2- Le genre de la fonction G ( x ) ,  s'il existe, sera un nombre y 

tel que la série 2 (-)'soit convergente. 
LP -1 

Si ce nombre est égal à 1, la fonction G (x) sera la limite du produit 
convergent 

x,, étant l'affixe du  nie""" pôle, et par  conséquent la limite, pour A 
infini, du polynome 

P(1) 

Si le nombre y est supérieur à I ,  on sait qu'il faudrait multiplier 

chacun des 

"c 
Or, la somme 2 ( ' + r 2  + . . . + constitue les y - r pre- 

Z n  I l  
11 = 1 

P 1. 

1 d 
miers termes du développement de 2 ( .EL) = dz - log 3 (x). 

12 = 1 

La fonction G(x) sera donc la limite, pour h infini, de l'expression 

où Qi (a) désigne l'ensemble des y-. I premiers termes dans le 
d 

développement de ds log q("' (x) suivant les puissances croissantes 

de x. 
Si enfin il n'existait pas de genre fini, il faudrait calculer les affixes 

des différents pôles et  appliquer telle quelle la méthode de 
M. Weierstrass. 

Dans ces différents cas, on peut d'ailleurs obtenir le développe- 
ment taylorien de G (.). 
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La fonction G(x) est en effet la limite de fonctions holomorphes. 

où les coefficients a",' peuvent être considérés comme donnés par la 
formule 

C désignant un contour fermé décrit autour de l'origine et  que nous 
pourrons supposer, pour fixer les idées, intérieur au  cercle de conver- 
gence primitif. 

Sur ce contour, G',  ( 2 )  tend uniformément vers sa limite G ( z )  
quand h augmente indéfiniment et par conséquent, dans les mêmes 
conditions, a:: a pour limite a,],. 

La fonction G(x) étant ainsi calculée, le produit f(x) G(x) sera 
une fonction F(x) holomorphe dans tou t  le plan, e t  dont la multi- 
plication des séries f et  G nous fournira d'ailleurs le développement; 
de sorte que nous aurons l'expression de la série donnée sous forme 
du quotient de deux fonctions entières 

30 Le rapport *reste invariable à partir d'une certaine valeur Pkl. 
LP-I 

f (x) est alors le quotient par un polynome d'une fonction régu- 
lière dans un cercle de rayon p'", mais présentant sur ce cercle 
des singularités autres que des pôles. C'est à l'étude de cette dernière 
fonction (dont on peut avoir le développement de Taylor) qu'est 
ramenée l'étude de la proposée. 

h Enfin, il peut arriver que le rapport - tende vers une limite 
LP.-, 

différente de O, de sorte que les rayons pk' tendent vers R. La 
fonction f ,  méromorphe dans chacun des cercles pii] ,  admet une 
infinité de pôles dans le voisinage du  cercle de rayon R. 

Nous pourrons chercher à former une fonction G(x) qui admette 
pour zéros les pôles de f (x), en appliquant la méthode de MM. Weier- 
strass e t  Mittag-Lemer. 
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Nous prendrons d'abord une suite de nombres positifs al'.) qui 
tendent ( ' )  vers O ;  puis une suite de quantités positives ~ 0 , )  telles 
que la série XE'"' soit convergente. Si V'")(x) désigne alors le poly- 
nome qui a pour racines les affixes des pôles situés sur le cercle de 
rayon pli), autrement dit le quotient 

cl 
-log V"J(x) sera développable en série uniformément convergente dx 

dans le cercle de rayon p('" - cc"), et l'on pourra en rétrancher un 
d 

polynome Q(')(x) tel que la différence &log V("(x) -Q("(x)  

soit, à l'intérieur de ce cercle, moindre que E ;). 

D'ailleurs, p '. - cc i )  tend vers R, puisque a tend vers O ;  

et, par  suite, un point quelconque x pris à l'intérieur du  cercle de 
rayon R sera, à partir d'une certaine valeur de ?., intérieur à tous 
les cercles de rayons p - a''.) . IL en résulte que la série 

sera convergente 
pourrons prendre 

(29) 

à l'intérieur du cercle de rayon R et que nous 
pour notre fonction G(x) le produit 

G est donc une limite de fonctions holomorphes G(',i(x), obtenues 
en prenant de plus en plus de facteurs dans le produit infini (29). On 

[P démontrera d'ailleurs, ainsi qu'il a été expliqué pour le cas où - 
IL,  

tend vers O ,  que chaque coefficient de G(x) est la limite, pour A 
infini, du coefficient de même rang dans G",)(x), et  l'on pourra 
ainsi développer G en série. 

La multiplication des fonctions f et G fournira une fonction F 

(l) Les pôles étant ici distribuCs en nombre infini dans le cercle de  rayon R et  
non point dans tout le plan, nous sommes obligé de modifier Iégerement la méthode 
de M. Weierstrass, qui laisse les quantités a! finies. 
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holomorphe également dans le cercle de rayon R. L'étude de la 
fonction donnée est donc ramenée à celle de deux fonctions F et G ,  
holomorphes dans le cercle R, mais présentant sur ce cercle des 
singularités non polaires, e t  dont on peut obteiiir les développements. 
f sera donnée par  le quotient de ces deux fonctions. 

désigne une fonction régulière à l'intérieur d'un certain cercle et 
ne s'annulant pas à l'origine, de sorte que Co est différent de O, les 
résultats précédents nous fournissent une méthode pour calculer 
les zéros de $ (2) à l'intérieur de ce cercle; car les zéros de S (z) sont 
les pôles de la fonction 

C'est à cette manière de procéder que revient, au  fond, la formule 
de Bernoulli, qui donne la racine de plus petit module comme limite 
du rapport de deux coefficients consécutifs dans le développement 
de la dérivée logarithmique. Il suffit, en effet, pour obtenir cette 
formule, d'appliquer à la dérivée logarithmique la proposition d u  
no 14. 

M. Runge ( ')  a généralisé la formule de Bernoulli en obtenant 
sous une forme analogue la v'""" racine d'un polynome (en suppo- 
sant les racines rangées par ordre de module croissant). Les méthodes 
données dans les Chapitres précédents conduisent à des résultats 
équivalents, mais applicables à une fonction quelconque dans tou t  
cercle où elle est régulière. E n  supposant calculés les coefi- 

cients a,, . . . , a ,,,, . . . de 2- la racine de rang P ',', si elle est seule 

de son- module, sera donnée par  la formule (28). Si plusieurs racines 
ont le même module, on les obtiendra ensemble comme racines d'une 
équation algébrique formée en égalant à O le quotient de deux 
polynomes CC consécutifs. 

(l) Acta mathematica, t. VI,  p. 3 I 6. 
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Le calcul des coefficients a,, et des déterminants D,,,, à l'aide 
des coefficients C de la fonction donnée peut d'ailleurs se faire de 
la façon suivante. 

En développant, suivant les puissances croissantes de x, le 
produit f(x) F(x), qui est égal à 1, nous aurons, pour déterminer 
les coefficients a, les équations 

De ces équations nous tirerons 

C., Ç" O O ... O 

... Ci C , C ,  O O 

. . . . . . . . . .  O 

C ,,,-, . . . . . . . .  Co 
. . . . . . . .  

(3a)  
C l ,  C ,  

in = 
(- , )Il1 Cyt1 

24. Pour calculer les déterminants D,,,,), nous utiliserons les 
formules (20) et (21). 

Dans ces formules, on suppose que la fonction f (x) a été multipliée 
par un polynome 

I + A\,','x +. 
tel que le produit 

manque des termes en xl"+ll, xlll+p-' Içl>l+'I>- l 
9 , et la quantité 

est égale au coeficient de x~'~+'P. 

Nous égalerons donc le produit f (3) ~a ' , , zx t l l ,  non plus à I, mais 

à I + Al; x + ...  + AiL'xp, en faisant 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



FONCTIONS ANALYTIQUES. 

et nous aurons les équations 

I = C,a\, 
o=Cp+,a \  +Cp a;+ ...+ Coab+,, 

O = C,+, a;, ; Cp+, a', + ... + C ,  a;+, + Cou;+, , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O = C,,l+lr.la\ +. .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  .+ Co a:,z+lp17 
~ = C , , + ~ a i  + ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . T C Z a : f z + p l ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  O = a',, +. .+ C,a;,,+ ,,-,, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  O = Cini-np a',, + C p t l  + HCO 

Nous n'avons pas écrit les équations obtenues par la comparaison - 

des coefficients de x, x" ..., xP, car elles ne serviraient qu'à donner la 
valeur des paramètres auxiliaires A:)',', A::', ..., A::'. Les m + p + 1 

équations-restantes donnent 

en posant 

(35) 

Ainsi la quantité CiP Dm,p 

,,,,, + P M  
ne change pas quand on augmente 

( -1)  El,, , ,, 
ou diminue p d'une unité, m restant le même. Or, pour p = O, elle est 

(- 1)'" égale à F, d'après la formule (32). On a donc 
O 

Telle est l'expression de Dm,,, qu'il suffha de reporter dans la 
formule (28) pour calculer la racine 5. 

nk - 
25. Au lieu de considérer la limite supérieure de r/la,,,l, pour 
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déterminer le rayon de convergence, il revient au  même, ainsi que 
nous l'avons déjà remarqué (no 5) ,  de chercher la limite supérieure 

La recherche des discontinuités polaires situées sur le cercle de 
convergence peut, dès lors, être regardée comme un cas particulier 
du  problème suivant, que nous allons traiter et  dont la solution 
nous sera utile plus tard : 

Étant données la  série 

et une fonction positive 
N = y ( / n ) ,  

qui augmente constamment et indéfiniment avec m, mais de telle façon 

L y ( m +  ') tende vers i ,  soit w la  limite supérieure pour m infini ,  que Lg ( rn )  

Exprimer qu'en multipliant la série ( 2 )  par u n  polynome de degré p 
convenablement choisi 

o n  peut diminuer la  valeur de cette limite supérieure, c'est-à-dire 
qu'en opérant sur la nouvelle série 

L 1 O,,, / comme sur la première et formant la limite supérieure de -Lni, 
o n  trouvera une quantité w' plus petite que o. 

Afin de simplifier l'écriture, nous conviendrons de représenter 
indistinctement par  la lettre 8 divers nombres de module inférieur 
à 1, et par la lettre E différents nombres infiniment petits pour 
m infini. Nous pourronsSécrire, avec cette nouvelle notation, 

Dans cette égalité, remplaçons m successivement par mo, m I ,  . . . , m,,, 
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OÙ m,, m l ,  ..., ml, sont p + I entiers tous très grands. Nous aurons 

Nous considérerons maintenant le déterminant d'ordre p + I 

Chaque colonne de ce déterminant correspond, comme on le voit, .... à l'un des indices mo, ml,  . . . ,  ml,. Le mineur relatif a l'élément a +,(, 
pris dans la colonne correspondant à l'indice mi, étant désigné par 

lanolation b-, la formule (37) montre que notre déterminant peut d ( i ,  k )  

se mettre sous la forme 

Il y aura donc au moins une valeur de i pour laquelle on aura 

d'où la conclusion suivante : 

... S i ,  pour chaque déterminant A i  o n  prend la plus petite des 

.... . la limite supérieure, pour m,, m ,  in f in i s  

(no 3) du résultat a ins i  obtenu ( l )  devra être plus petite que w ,  au plus 
égale à o'. 

(l) Nous considérons tous les quotients 
A 

au lieu de nous en tenir? 

(&) 
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26. Réciproquement, supposons que cette condition soit vérifiée 
pour une certaine valeur de p, et que l'on arrive, en suivant la 
marche indiquée ci-dessus, à une limite supérieure moindre que o. 
Nous pouvons admettre que cette valeur de p est la plus petite 
pour laquelle il en soit ainsi, et 
déterminants 4j:;f!.,mp-i à indices 

tels que chacun des quotients 

que par conséquent il existe des 
tous aussi élevés qu'on le veut, 

A P - 1 )  

soit supérieur à Mr-". 

- 
Pour abréger, nous donnerons à ces déterminants le nom de déter- 

- .  

minants principaux. Ainsi, l'on a, pour un déterminant principal, 

Au lieu du déterminant A@ ' ) ,  nous introduisons un déterminant m, 
défini de la façon suivante : 

Au-dessous du déterminant AilJ-'1, écrivons la ligne a,,,u+,,, . . . , a,,,/, ,,,. 

Nous formons ainsi un tableau rectangulaire 

sera le plus grand .déterminant déduit de ce tableau rectangu- 
laire par la suppression d'une des lignes, soit la ligne de rang h. 

Le nombre h ne pouvant avoir que p + I valeurs, il est clair 
qu'on pourra toujours trouver des déterminants principaux à indices 
augmentant tous indéfiniment, et pour lesquels h ait la même valeur. 
Provisoirement, nous ne nous occuperons que de déterminants 
principaux choisis de cette façon, c'est-à-dire pour lesquels h aura 
une valeur déterminée, la même pour tous. 

Le mineur de CD relatif à l'élément ami+,, pris dans la colonne 

comme notre raisonnement nous l'indiquait, à ceux pour lesquels le nombre k est 
égal à p. Il est clair que la conclusion donnée dans le texte subsiste a fortiori dans ces 
nouvelles conditions. 
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dm correspondant à l'indice mi, sera encore désigné par la notation m, 
L e  déterminant jouira de l a  même propriété que le déterminant A(p-') 

et l'on aura aussi 

dm 
Considérons, en effet, l'un des mineurs - d ( i ,  k )  que nous pouvons 

supposer différent de O ,  sans quoi le quotient correspondant serait 
infini, ce qui est une manière de vérifier l'inégalité (40). Nous pouvons 
déterminer des paramètres Aj  ( j  prenant toutes les valeurs dc O à p, 
les valeurs h et k exceptées) par.les p - I équations 

UJ 
et, si Q désigne le quotient ,- da . , on aura 

mais, d'autre part, 03 étant différent de O, on peut déterminer les 
coefficients u, ,  a,, .... ah+,, % - 4 ,  . . . .  up par les p équations 
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et même, à cause des hypothèses faites sur le déterminant ~ 2 ,  tous 
les coefficients a seront plus petits que I en valeur absolue. Le coefi- 
cient ac, est d'ailleurs différent de O, sans quoi le déterminant Ali'-') 

serait nul; en sorte que nous pouvons résoudre les équations (43) 
.... par rapport à a,,+,, ami,, a ,,p-,+p respectivement. Ces valeurs, 

transportées dans les équations (41) e t  (42),  donnent les relations 

Les coeficients ph et (J.,;, ayant respectivement pour valeurs 

sont liés par la relation 

d'oU résulte que l'un au moins de ces coefficients plL et est supérieur 
1 A P-11 

à - 9  puisque al( est plus petit que I. Or, les deux quotients 
2 

A P - 1 )  

égaux respectivement, d'après les équations ( 4 4 ) ,  

Q Q à - et - 9  sont supérieurs à My-'. 11 en est donc de même pour Q, 
P h  Pk 

ainsi que nous l'avions annoncé. 

27. Cela posé, au tableau rectangulaire (39), adjoignons une 
dernière colonne composée des éléments 

rn, désignant un indice très grand, mais plus petit que chacun des 
indices m,,, ..., m,+,. Nous obtenons un déterminant Am) ,,,,...,,,,,,. Par 
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d A  J1 

hypothèse, ce déterminant contient un mineur - tel que le 
d ( l ,  Ic)  

A P) 
quotient [ dd , soit plus petit que Mo'+=, 

Si d'abord i est égal à p, on peut supposer, d'après la manière 
dont nous avons formé le déterminant 03, que le mineur en question 
n'est autre que m. 

Supposons maintenant que i soit différent de p. On peut d'abord 
prendre k = h ;  car, si k est différent de h, l'identité bien connue 
entre les mineurs d'un déterminant nous donne 

égalité dans laquelle les remarques précédentes permettent de rempla- 
dAW' da 

,- 
d A  Pi 0 u:, 

A'"', d(i, L-i respectivement par 0 - d ( i ,  k )  My"', Ba, ~ w - ~ $  L ce 

qui conduit à 

ùA P dAipi 
Nous pouvons donc substituer le mineur --T- au  mineur -- 

dA J> 
d ( z ,  k )  d ( i ,  k )  

Mais au mineur - on peut substituer le déterminant a. E n  
d t l ,  X-) 

effet, l'élément a,,p peut se mettre sous la forme OM;", et l'on peut 
écrire sous cette même forme les coeficients a ,,2p +,, . . ., a,np+P, à cause 

dA P) des hypothèses faites sur la fonction .g(m). Le déterminant - 
d ( i ,  h )  

étant  égal à 

d A  lJ il existe au  moins un indice j tel  que - soit moindre que 
d ( i ,  h )  

d  u:, d a  1 ( hl:+'. Or, m est supérieur à dm My)-'. On a donc 
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e t  cette inégalité, comparée à l'hypothèse 

d'où, a fortiori, 

puisque nous avons supposé mi plus grand que ml,, e t  par suite Mi 
plus grand que Ml,. 

dAlp 
E n  un mot, on peut toujours supposer que le mineur (m n'est 

autre que 0. 
Si nous envisageons le système des paramètres a,, Er, . . . , ~ J L - ,  , 

a,,+, , . . . , a,,, définis par les équations (43 ) ,  cette inégalité (46) 
montre que, pour tout  indice n plus petit que chacun des entiers mo, ..., 
rnP-,, on a 

28. Soit, à présent, un second déterminant principal 
les indices n,, n, ,  . . ., n,-, étant tous très grands, mais cependant 
inférieurs aux indices m,, . . . , m ,-,. A ce déterminant A&:! ...,,Lp-l 

correspond un  déterminant a' se déduisant du  nouveau détermi- 
nant  comme 0 se déduisait de l'ancien, en faisant intervenir un 
indice h que nous supposerons être le même dans les deux cas, 
conformément à ce qui a été dit plus haut. On peut, avec cette 
nouvelle série d'indices, former un système d'équations analogues 
aux  équations (43) 

Si maintenant, dans l'équation (47 ) ,  nous remplaçons n successi- 
vement par  no, n, ,  . . . , n,,, nous obtenons p nouvelles équations 
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que le système (43') permet de mettre sous la forme 

(ac-aO)a,, +(a,-cc',)an0+, f... 

+ (an-, - &) an,+li-, + (UA+, - a;,,) an,+r,,, i . . . + idp - a;) an,+p = N'"+' u 7 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
(010 - 4,) + ( E ,  - a', a,,p-,+, t- . . . 
+ - a L 1 )  a5-i+7,-.l + (an+, - a',+,)a,p-,+~l+i + . . . + (a, - a;)a5-,+,.'= BN;!?. 

Résolvons ces équations par rapport à a, - ai, a, - a',, . . . , a ,  - a; 
en ayant égard aux relations 

1 d o '  6 
13 

nous voyons que, si no est le plus petit des entiers n,, . . . , n ,,-,, on a, 
pour chaque valeur de )., 

0 
( 4 9 )  a;,- a! - -. 

1% - w-W.+€ 
U 

Cette conclusion a été établie en supposant que tous les n sont plus 
petits que chacun des m. Mais elle subsiste pour tout système de 
valeurs suffisamment grandes des m et des n. Car on peut prendre un 
déterminant principal auxiliaire formé avec des indices plus grands à 
la fois que les m et que les n. Si a:, . . . , ac: ,-,, a:,+,, . . ., at, désignant 
les quantités analogues aux a et aux a' calculées à l'aide de ce nouveau 
déterminant principal, l'équation (hg), ayant lieu pour les diffé- 
rences al - ccj, d'une part et ai - ai d'autre part, est aussi vérifiée 
par cc,, - ai. 

11 en résulte que mA tend vers une limite quand les indices m,, . . . , 
m,, augmentent tous indéfiniment sans que le déterminant 

cesse d'être un déterminant principal. 
La limite de ah étant désignée par - A("-i', on a, pour n très 

grand, la relation 

(50) Ail1! a, + A atl f l  +. . . + Ai0)a,,+[, + an+~= 6 

car la quantité N""+', étant supérieure à 

d'après la formule (47), est aussi supérieure à sa limite. 
On en conclut tout d'abord que A(" n'est pas nul, sans quoi, en 

raisonnant sur la formule (50) comme nous avons raisonné au no 25 
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sur la formule (37), on démontrerait pour le déterminant A("' une 
conclusion analogue à celle que nous y avons établie pour le détermi- 

A IJ-f 
nant Ai''', ce qui serait contraire à nos hypothèses. Le rapport 

tend donc vers une limite finie et différente de O, et, par conséquent, 
la relation (46) subsiste en y remplaçant par A"+-. Comme toutes 
les propriétés précédentes découlent de cette relation combinée 
avec la formule (40), on peut substituer, dans les considérations que 
nous venons de développer, le déterminant A P I '  au déterminant CD, 
et supposer h = p. Dans ces conditions, la relation (50) devient 

- ~ K w ' + E .  *4 P an + Ar/+' a,,+% -t . . . + A ' l an+!*% + 

Cette relation n'étant autre que la relation (37)' nous avons 
démontré que la condition nécessaire trouvée au  no 25 est aussi 
su fisante. 

Pour obtenir les coefficients A, on voit qu'il faut choisir des déter- 
minants principaux à indices de plus en plus élevés et résoudre les 
équations (43) correspondantes. 

Nous nous étions borné aux déterminants principaux pour 
lesquels l'indice h avait la même valeur; mais cette restriction n'a 
plus de raison d'être, puisque nous avons v u  qu'on peut toujours 
supposer h = p. 

En prenant comme valeurs approchées les quantités a calculées 
à l'aide d'un déterminant principal quelconque, on commet sur 

1 
chaque coefficient une erreur moindre que -9 si na, est le plus 

O 

petit des indices qui servent former le déterminant principal. 
Dans le cas où le nombre p est égal à I ,  les déterminants A'"-' se 

réduisent aux coefficients a,,, eux-mêmes. Si l'on écrit le polynome YT 
J2 ~ 1 1 1  

sous la forme tT = I - -, on voit que xo est la limite de - mais 
Xo an+j 

en se bornant aux  valeurs principales de a,,,, c'est-à-dire à celles 
L l a,,, ! pour lesquelles le rapport I;M est très voisin de m. Si l'on ne prenait 

pas cette précaution, on pourrait ne plus arriver au résultat cherché, 
ainsi que nous le constaterons sur un  exemple. 

Dans le cas simple par  lequel nous avons commencé e t  qui corres- 
pond à l'hypothèse (m) = en', cette difficulté ne se présentait pas; 
nous avons v u  que tous les déterminants A("-') à indices consécutifs 
étaient des déterminants principaux. 
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29. Les paramètres p et a peuvent s'exprimer par des quotients de 
déterminants. On a déjà, en effet, 

et la résolution des équations (43) donne la valeur de a h .  

Ces expressions, reportées dans l'égalité (45), donnent une relation 
qui peut s'énoncer, d'une façon générale, sous la forme suivante : 

Soit donné un tableau rectangulaire 

a , ,  b , ,  . . . , Z , ,  
as ,  62, . . . ,  z,, 

(51) a:! 7 O:,  , . . . 2 13 7 

. ., . .) . . . , . . , 
apt l ,  Op*, . . , lp+,,  

comprenant p colonnes et p + I lignes. En supprimant la première 
ligne, on forme un déterminant d'ordre p 

En supprimant la seconde ligne, on forme de même le déterminant 

A % ? =  

a,  O, . . . I, 
a,, 13 , , . . .  1, 
. . . . . . . . . 
aptl . . ... IP+,  

où nous avons interverti les lignes de façon que le déterminant A, , ,  
se déduise du déterminant A,, ,  par une permutation circulaire effec- 
tuée entre les lignes première, seconde et troisième du tableau (51). 
Enfin, la suppression de la troisième ligne fournit pareillement le 

A 3 . , =  

déterminant 

A , , , =  

a,, b , . . .  1, 
a, b., . . . 1, 
a,  b, ... Z, 
. . . . . . . . . 
a/,+-, - . . . . Lp+, 
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Supprimons maintenant la deuxième et la troisième ligne, en 
même temps que la première colonne ; puis la troisième et la première 
ligne; puis les deux premières; nous obtenons les trois déterminants 

1 p .  . . . . . l,,., 1 
Cela posé, on aura 

d'ordre p - I 

Ce fait peut se ramener à un autre bien connu, en mettant à gauche 

3 1  5 

du tableau (51) une colonne formée tout entière de zéros, à l'exception 
du troisième élément qui sera égal à I. On obtient ainsi un déter- 
minant 

6, cl . . . 4 
6, c , . . .  1, 
. . . . . . . . . 
bpi-., . . . . . l p + 3  

O a, 6 ,  . . . 1, 

O a,  O2 . . . I ,  
I a:, O:, . . . 1, 

O a,  . .  . . .  1,- 
. .. . . . . . . . 
O a,,, . . . . . /,+., 

> 

égal à A , , , .  Les mineurs relatifs aux deux premiers éléments nuls 
sont respectivement A,,, et A, , ,  , tandis que les mineurs correspondant 
aux éléments a, et a, sont ô, et - 3 , .  Entre ces quatre mineurs 
existe bien la relation 

- 4 . 3 8 1  - A 3 , 3 % 2 = A i , 9 & ,  

car la suppression des deux premières lignes et des deux premières 
colonnes donne le déterminant 8,. 
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30. On peut étendre la relation précédente à une substitution 
circulaire de n + I lettres, n  étant un entier quelconque au plus 
égal à p. Dans ce cas, il faudra, pour former le déterminant A, 
supprimer la ( n +  1)'""" ligne, et, pour obtenir le déterminant 8, 
supprimer les n premières lignes en même temps que les n  y I pre- 
mières colonnes du tableau (51) .  La somme des valeurs que prend le 
produit A;, lorsqu'on permute circulairement les n + I premières 
lignes du tableau (SI) ,  est encore nulle si n  est pair. Lorsque n  est . 
impair, il faut, pour obtenir une somme nulle, faire précéder les 
termes alternativement du signe + et du signe -. En un mot, 
dans tous les cas, on multipliera chaque valeur par + I ou par - I 
suivant que la substitution qui a servi à l'obtenir appartient ou non 
au groupe alterné, et la somme 

sera identiquement nulle. 
I I A D A M A I ~ U .  - JUBILI. 
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Tout d'abord ceci a lieu pour n = 2, ainsi que nous venons de le 
voir. Pour p = n, le déterminant 8 se réduit à un seul élément, et 
il vient 

S, .= 
... l a., I l  / ,  

- a, . . .  f *  /* 
I -n - i  ' . . - -  . . . . . . .  , = o .  

7- 

1 a,,,., ... f,,,, Ill, 

a,, ... 

a,,+, . . .  
a, ... 
. . . . .  

. .. 

Par conséquent, si l'on veut démontrer notre proposition pour 
certaines valeurs de n et de p, on peut la supposer établie, d'une 
part pour les sommes S ,,,,-,, d'autre part 'pour les sommes S ,,-,.,- ,. 

Or, la somme S,, , ,  est une fonction linéaire et homogène de a , ,  ..., 
U/l+ 4 . 

a ,  est multiplié par la somme 

O, . . .  I* 
O:: ... 1, 
. . . a . . .  

bIL . . .  Il, 

bll+2 . - - f,,+= 
. . . . . . . . . . .  
bP+, . . Il,+, 

qui est précisément une somme S,+, ,,, ; et il en est de même pour a., 
a>, ..., a,,. 

Considérons maintenant un élément a dont l'indice soit supérieur 
à n f 1, soit a,,, par exemple. Pour avoir le coeficient de a,,,,, il 
faudra supprimer la dernièce ligne et la ~ remiè re  colonne dans le 
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déterminant 1 et dans ses transformés. La dernière ligne d u  
tableau (51) continuera à être représentée par les éléments hl,+, , . . . , Il,+, 
qui figurent dans le déterminant ô. On pourra développer encore 
par  rapport à ces derniers éléments et l'on trouvera, pour le coefi- 
cient de chacun d'eux, une somme S,,, ,+,. 

Ces différents coelficients pouvant être supposés nuls, ainsi qu'il a 
été remarqué précédemment, il en est de même pour S,,,,,, comme 
nous voulions le démontrer. 

On même aller plus loin et, au  lieu d'opérer simplement 
la substitution circulaire précédente, effectuer successivement toutes 
les substitutions d'un groupe de degré n + I contenant cette substi- 
tution. La  somme des valeurs du produit Ai, précédées chacune 
du signe + ou du signe -, suivant que la substitution correspon- 
dante serait ou non alternée, s'annulerait toujours. Car, si l? désigne 
le groupe formé par les puissances de notre substitution circulaire, 
on sait que les substitutions du groupe donné seront données par  un 
tableau de la forme 

r, T , r ,  T2r, . . . ,  Trp1I', 

où 1, T, ,  . . . , T,, désignent r substitutions. Or, en appliquant à notre 
produit 1; les substitutions T, r, on obtient la transformée de S,,,, 
par la substitution T (multipliée par + I ou - I suivant que T, 
est alternée ou non), et ainsi des autres. Ces différentes transformées 
étant nulles, puisque l'égalité S,,., = O est une identité, notre conclu- 
sion est établie. Par  exemple, la somme considérée sera nulle pour 
tout  groupe transitif de degré premier, car un pareil groupe contient 
toujours une substitution circulaire. 

Enfin, au lieu du déterminant 8, on peut considérer un détermi- 
nant  A' obtenu, non plus en supprimant n-I colonnes du tableau (SI), 
mais en lui laissant toutes ses colonnes et  lui ajoutant n - I lignes 
composées d'éléments arbitraires. Car ce déterminant est égal à une 
somme de déterminants Ô multipliés par des coefficients qui ne 
dépendent que des lignes ajoutées et, par suite, les concllisions 
obtenues pour le produit A i  s'appliquent au produit M'. 
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SUR LES 

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS ENTIERES 
E T  EX P A H T I C U L I E H  

D'U1E POYCTIOH CONSIDÉREE PAR RIEMANN (') 

(Journal de Mnlhbn~ntiques, Iie sirie, t. IX, 1893.) 

1. La décomposition d'une fonction entière F(x) en facteurs 
primaires, d'après la méthode de M. Weierstrass, 

a conduit à la notion du  genre de la fonction F. 
On dit  que F est du  genre E si, dans le second membre de l'équa- 

tion (1), tous les polynomes Q, sont de degré E, et que la fonction 
entière G ( x )  se réduise également à un  polynome de degré E au  
plus. 

Dans un article inséré au  Bulletin de la Société mathématique de 

(l) Les principaux résultats contenus dans le  présent Mémoire ont été présentés 
i l'Académie des Scieiices dans un  travail couronné en 1892 (Grarid Prix des Sciericcs 
iiiathéniatiqucs). 
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France ('), M .  Poincaré a démontré une propriété des fonctions de 
genre E. L'énoncé auquel il est parvenu est le suivant : 

D a n s  une  fonction entière de genre E, le coefficient de rl", multiplié 
par l a  racine (E + 1)'"''' d u  produit des m premiers nombres, tend 
vers zéro quand m croît indéfiniment.  

J e  me propose de compléter ce théorème en étudiant, d'une façon 
générale, les relations qui lient les propriétés d'une fonction entière à 
la loi de décroissance des coefficients et, particulièrement, en démon- 
t rant  la proposition inverse : 

1 Si le coelficient de x''~ est moindre que - 
1' 

la  fonction est, e n  
(nt ! )). 

général, de genre moindre que A. 

PREMIÈRE PARTIE.  

RELATIONS ENTRE LA LOI  D E  DÉCROISSANCE D E S  COEFFICIENTS ET 

L'ORDRE DE GRANDEUR DE LA FONCTION POUR LES GRANDES 

V A L E U R S  D E  L A  VARIABLE.  

2. Le développement taylorien d'une fonction entière est caracté- 
risé (') par cette circonstance que la racine mi"" du coefficient de xr" 
tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. 

Si donc une fonction entière F (x) est donnée par  le développement 

( 2 )  F(x) = a,, + a , x  +. . .+ c r , , ~ " ' + .  . . , 

le module de a,,, peut être représenté par 
1 

t Y(")]"' 
où 9 (m) est positif 

et  infini avec m. 
Pour obtenir une quantité supérieure' au  module de F(x), nous 

remplacerons chaque terme de la série (2) par son module, de sorte 

(l) Année 1883, p. 136 e t  suiv. 
(2) HADAMARD, Essai sur l'étude des jonctions données par leur développement de 

Taylor, no 6 (Journ. de Math., 4* série, t. VIII). 
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L 

que nous pourrons considérer a,,. comme égal à m ( , , L > l u .  e t  x comme 

réel et  positif. 
Nous supposerons, en outre, que y(m) est une fonction continue 

A" 
et croissante, avec cette condition que L?(rn) + , soit, à partir 

d'une certaine valeur de m, constamment croissant, quel que soit 
le nombre k. 

Dans les cas usuels, ces hypothèses se trouvent vérifiées d'elles- 
mêmes ; mais on peut les supposer vérifiées dans le cas le pIus général, 
à la condition de remplacer, d'une manière convenable, certains 
coefficients a, par des nombres plus grands, ce qui est permis, 
puisque nous agrandissons ainsi la somme de la série (2).  

En  un mot, on peut déterminer une fonction ~ ( m )  au  plus égale, 

pour les valeurs entières de m, au module de ' (l'égalité ayant lieu 
a,,, 

pour une infinité de ces valeurs) et telle que la fonction 

satisfasse aux conditions que nous venons d'indiquer. 

3. A cet effet, soit alne le premier coefficient non nul. La  quan- 
m-,no /am 

t h é  1 v G(, diminuant indéfiniment A mesure que m augmente, 

doit prendre nécessairement une valeur plus grande que toutes les 
autres. Soit m, l'indice correspondant, Pour les valeurs entières de m 
comprises entre m, e t  m l ,  nous prendrons comme valeurs de ~ ( m )  
les termes successifs d'une progression géométrique ayant pour 

1 
premier terme - et pour dernier -!-> dont la raison sera, par 

am,, l l a,,, 

suite, 1 ce qui revient (en faisant intervenir non seulement 

les valeurs entières de m, mais les valeurs fractionnaires ou incom- 
mensurables) à prendre pour ~ ( m )  une certaine exponentielle de la 

forme e""'-b, où l'on aura a = 1 -v$ 1 , 
. . 

Soit de même m, l'indice plus grand que ml  pour lequel la quan- 

t i té (n'-vz 1 prend la plus grande valeur. Entre m = m, et m = m,, 

on prendra pour valeurs de ~ ( m )  les termes successifs d'une progres- 
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1 I 
sion géométrique ayant pour premier terme !Xi e t  pour dernier -. I ~ I I I *  

La raison de cette progression, à savoir /'"-L/g 1, sera plus grande 

que la précédente, car l'inégalité 

On considérera ensuite la valeur m, de m pour laquelle 

sera le plus grand, et l'on continuera ainsi indéfiniment. 

4. Au reste, ces opérations peuvent se ramener à la construction 
bien connue du  polygone de Newton. 

Pour cela on considérera m comme l'abscisse d'un point M ( f ig .  1) 

dont l'ordonnée sera fournie par la valeur correspondante de L 121 

Nous aurons ainsi une suite indéfinie de points représentant les 
différents coefficients de notre série. 

Prenons alors une demi-droite, tou t  d'abord parallèle à la partie 
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négative de l'axe des y, et que nous ferons tourner autour du  premier 
point représentatif dans le sens trigonométrique jusqu'à ce qu'elle 
passe par un ou plusieurs des points suivants. Ce sera le premier 
côté AB de notre polygone. Pour obtenir le second, nous considé- 
rerons une droite issue du point B et que nous ferons tourner autour 
de ce point, etc. 

Continuant ainsi à la manière ordinaire, nous tracerons une ligne 
brisée convexe ABC. . . d'une infinité de côtés, qui passera par une 
infinité de points représentatifs et  laissera tous les autres en dessus. 
Les coefficients angulaires des côtés pourront être d'abord négatifs ; 
mais, à p'artir d'un certain moment, ils deviendront nécessairement 
positifs et même de plus en plus grands. 

L'ordonnée de cette ligne brisée représente le logarithme de la 
fonction ~ { m )  définie au numéro précédent, et  le coefficient angulaire 
de OM donne la valeur de L?(m).  

5. Nous voyons tout d'abord que -/ (m) est une fonction crois- 

sante, et de manière que le rapport n ( m  + " soit aussi croissant. 
x ( ? ~ L )  

11 en résulte que la fonction p(m), laquelle a une dérivée, sauf en des 
points isolés ('), est elle-même constamment et  indéfiniment crois- 
sante. 

En outre, mo étant un entier quelconque, la fonction L y  (m)  est, 
entre m = m, et m = mo + 1 ,  de la forme am- b, où 

6 A 
L;(m) étant par suite de la forme a- ,,1, la quantité Ly + sera 

croissante si b > k. Ceci devant être vrai quel que soit le nombre k, 

(') Si l'on voulait que x et par suite w aient une dérivée pour toute valeur de m 
(ce qui n'est pas nécessaire pour la suite), il sufiirait de circonscrire au  polygone ABC. . . 
une courbe convexe, ce qui est évidemment possible, par exemple à l'aide d'arcs de 
coniques se raccordant entre eux aux sommets successifs. On verrait aisément que 
lei autres propriétés des fonctions x e t  y subsisteraient dans ces nouvelles conditions. 
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pourvu que l'on prenne m, assez grand, nous avons à montrer que b 
augmente indéfiniment avec m,. 

Or, b est constamment croissant, car l'inégalité 

est équivalente à l'inégalité 

D'ailleurs, si b restait inférieur à une quantité fixe k, on aurait 

et, comme le second membre est le terme général d'une série conver- 
gente, y serait fini pour m infini, ce qui est contraire à nos hypothèses. 

La fonction y, définie comme il vient d'être dit, remplit donc les 
conditions que nous nous sommes imposées. Nous remarquerons que, 
moyennant ces conditions, ')i étant un nombre fixe supérieur d'aussi 
peu que l'on veut à l'unité, on a,  pour les grandes valeurs de m, 

car la fonction 
A 

L y ( t m )  - Lcp(rr2) + - 

considérée comme fonction de t, est croissante, d'après nos hypo- 
thèses, à partir de  t = 1, si m a été pris suffisamment grand. fi tant 
nulle pour t = 1, elle sera positive pour t = A, d'où résulte 

6. Cela posé, soit #(x) la fonction inverse de y, qui est également 
une fonction positive, continue et croissante d'une variable positive. 

J e  dis que F(r) croît moins vite pue xEJ'", le nombre E étant 
positif, mais aussi petit qu'on le veut. 

Pour le démontrer, soit x' un nombre supérieur a x. Dans la série 
qui représente F(x'), considérons le dernier terme qui soit plus 

I I . ~ D A ~ I A R I ~ .  - J G ~ I I I . ~ : .  8 
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grand que 1, c'est-à-dire tel que ? ( m )  < x'. Son rang mo sera le plus 
grand entier contenu dans +(XI). 

Ayant isolé les m, premiers termes pour en foriner un premier 
groupe, nous séparerons un second groupe allant depuis m = mo + I 

jusqu'à la plus grande valeur de m qui satisfasse à l'inégalité 

valeur qui sera désignée par m , .  

Le nombre m0 augmentant indéfiniment avec q le rapport 3 tend 
n2n 

vers l'unité, car l'inégalité (4) montre que ce rapport ne saurait 
demeurer supérieur à aucun nombre h plus grand que I .  

Enfin un troisième groupe comprendra ce qui reste de la série 
depuis le terme de rang m, + I jusqu'à l'infini. 

zf "'0 

Dans la combinaison F (d) - (_) F (s), les no premiers termes 

donneront une somme négative. Quant aux termes suivants, le 
terme en x"""~ donnera 

- /<L ( Z )  
Remplaçons (2 )  = e par la quantité plus petite I - h L (t ) ; 

nous voyons qu'il nous reste le produit de L par une somme de ( 4) 
termes de la forme ha ,,," 

Considérons d'abord les termes d u  deuxième groupe, a,no+,lx'"'~+" 
(m ,  - m,)?. 

étant inférieur ài , la  somme correspondante sera moindre que 

Or, nous pouvons supposer que F ( x f )  est supérieur à 

sans quoi le théorème serait démontré; et nous allons voir que, dans 

ces conditions, le rapport (ml - m0Y 

F ( x ' )  
tend vers zéro. 

'> l?l.l 
D'abord il nous sufi t  de nous occuper de 2 

F ( x f )  
puisque - tend 

mo 
m ? ' ( m )  vers I .  Or, la quantité - 

cp(m) 
est, à partir d'un certain moment, 
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3 3 
plus grande que n, puisque la fonction Ly(rn) +, est croissante. 

J- d m  
Par  suite, l'intégrale e est plus grande que Am" A étant une 

0 rnQ'(nl) rl" m(Jl% 

constante différente de o. F(xl) étant supposé plus grand que e 
mi 

le rapport tend bien vers zéro. 
(.x') 

Dans les termes du  troisième groupe, al,~o+hxlnzo+b est moindre 

que (*)mo+il Ces termes donnent donc une somme inférieure 

m 

à la somme 2 h 
I ,, = (m, + 1)" laquelle est, comme la précé- 

il=. ( I t n 1 ; )  

dente, de la forme €F(xl); de sorte que l'on peut écrire 

Prenons les lo&rithmes, divisons par L(:) et faisons tendre z' 

vers x, nous aurons 

ce qui, en intégrant, donne bien ( ' )  

A étant fini. 
Par  exemple, pour la fonction 

lqu i  est une moitié d u  développement d'une fonction O ( i )  où l'on 

(l) Plus exactement, nous voyons que, pour les valeurs de x plus grandes qu'une Je ,lx 
certaine limite, ou bien F(x) est moindre que e , ou bien on a l'inégalité (5). 
Ceci sufit manifestement pour que l'inégalité (6) soit constamment vérifiée. 
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2 lZ  - 
aurait posé e ' = a], on a 

1 
(en désignant par r le module -) ; d'où' 

Q 

E n  appliquant le théorème précédent, on voit que ,$(%) augmente 
L.r  d . f  1.S.c 

indéfiniment moins vite que eJ"''= ez, ce qui est bien conforme 
aux résultats fournis par la théorie des fonctions elliptiques ('). 

7. Envisageons en particulier le cas où l'on a 

u étant un  nombre positif quelconque. 
Les formules connues pour l'approximation de la fonction l7 nous 

montrent que cette expression est de la forme 

k étant fini, de sorte que nous pouvons prendre 

11 étant  une constante. 
I + (x) sera de la forme 112" et l'intégrale IV':+ dx aura la 

même forme. Nous arrivons donc à l'énoncé suivant : 

(') Les formules connues correspondant à l'addition des périodes dans la fonction 6 
donnent 

La limite donnée par le théorème précédent est donc un pieu trop élevée, ce dont il 
sera rendu compte plus loin. 
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Si  le coefficient de x1'"st moindre que -2- 
(112 ! ) %  

la fonction croît moins 
1 - 

vite que eltxa, où H est une certaine constante. 

8. Au reste, dans ce cas particulier, on arriverait à la même conclu- 
sion par la comparaison directe des deux séries 

(laquelle, en vertu des propriétés de la fonction 1', peut être substituée 
z l n  

dans notre raisonnement à ) et 

I L  
E n  posant = m' e t  comparant les parties des deux séries qui 

correspondent aux valeurs de m et de m' comprises entre les mêmes 
limites, on reconnaît aisément que, pour a > 1, on a 

1 

Y < 
4 l?(rna + I )  

et, pour cc < 1, 

6) 1 où, bien entendu, E désigne le plus grand entier contenu dans ;. 
Enfin, si a est un nombre entier, on peut mettre ce résultat en 

évidence par  l'emploi de la formule 

où Fa-, est une fonction finie. 
On peut démontrer cette formule en partant de la remarque 

suivante : 

Si 
I ; (x)=a,+ a.,&+. . .+ a,,,xnL+. . . 

et ... 

f2(x2:)= bu+ D l &  y-. . A- I>,lidlL+. . . 
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désignent des séries entières, la valeur de la série 

sera donnée par l'intégrale définie 

1'. désignant un exposant quelconque compris entre o et  I .  

D'après cela, supposons la formule (9) démontrée pour une certaine 
valeur de  m. Nous pourrons, dans l'égalité ( I O ) ,  faire .f, (x) = e", 

.xItZ 1 

/ 2  (4 = 2 r;ni>. avec p. = - U + I  Cette égalité prendra bien alors 

la forme 

La  formule (9) conduit d'ailleurs précisément a l'évaluation 
JIIL 

précédemment obtenue pour la série Z mi car l'intégrale qui 
1 

figure au  second membre est évidemment plus petite que ex'."', 
où M est le module maximum de Fa-, . 

9. Inversement, on peut chercher la loi de décroissance des coefi- 
cients, connaissant la loi de croissance de la fonction pour les grandes 
valeurs de s. 

Dans son Mémoire précédemment cité, M. Poincaré résout cette 
question pour le cas particulier des fonctions que nous venons de 
considérer aux deux numéros précédents, en introduisant une 
fonction entière auxiliaire ( ' ) ,  

(l) Nous transformons, par un changement de variable, l'expression de M. Poincaré. 
Sous cette nouvelle forme, les fonctions ( I I )  e t  (12) présentent une remarquable 
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l'intégrale étant prise sur la partie positive de l'axe réel ou suivant 
un chemin équivalent. 

On peut étendre cette méthode au cas le plus général où, par 
exemple (V étant une fonction quelconque positive et indéfiniment 
croissante avec la variable), la fonction F est supposée croître moins 
vite que eV"'. Il faudra de même considérer l'intégrale 

O 
dans laquelle O est une fonction de t telle que le rapport i soit infini 

avec t, par exemple tLt ou tlfE. 
Cette intégrale est finie, quel que soit x, et représente une fonction 

entière. Il en résulte immédiatement que les coefficients a, de F(x) 
sont plus petits que les inverses des quantités successives 

Pour voir la loi de décroissance de a,,,, il suffira donc d'étudier la 
manière dont varie la quantité (13) lorsque m augmente indéfini- 
ment. 

Mais on peut arriver au même résultat plus directement par la 
simple considération des intégrales définies qui fournissent les coeffi- 
cients lorsqu'on donne les valeurs de la fonction 

Si, en effet, on prend pour le contour C une circonférence de rayon R, 

analogie avec les expressions que j'ai considérées dans u n  Mémoire précédent (Essai 
sur  l'étude des fonctions données par leur &veloppement de Taylor, noB 35-37). E n  cet 
endroit, l'intégrale est prise entre les limites O e t  I : la  fonction ainsi obtenue n'admet 
alors d'autres points singuliers que ceux de F, et  il n'est besoin que d'hypothèses 
très simples sur l a  fonction désignée par V ( t ) .  Dans le cas actuel, l'intégrale, étant 
prise entre O e t  ûo, est en général infinie; mais, toutes les fois qu'elle est finie, elle 
représente une fonction entière, ainsi qu'on le verrait par une discussion analogue 
à celle que j'ai présentée à l'endroit cité. 
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on voit que a,,, est moindre que 

10. Dans cette expression, le rayon R est entièrement arbitraire. 
Faisons R = U(m), en désignant par U la fonction inverse de V ;  

[ I L  - e 
nous voyons que 1 da,!. 1 est inférieur à Lm. 

I 

Pour V ( R )  = R", ceci donne bien le résultat obtenu par M. Poin- 
112 - e 

caré, et d'après lequel 1 \la, 1 < 
On voit encore, par ce procédé, que, dans le développement de e"", 

et, en général, la série qui donne le développement de 

(le nombre des exponentielles superposées étant p) a ses coefficients 
plus petits que ceux de la série 

(le nombre des signes L étant p - 1). 

11. Mais cette manière d'opérer donne pour a,,, une limite t rop 
élevée. Pour obtenir une limite plus approchée, posons 

et  cherchons le minimum de l'expression (14). Il vient, en prenant 
la dérivée + ( H )  = D l ,  

ou bien (.g étant la fonction inverse de $) 
l i = c p ( ~ n )  
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et, pour cette valeur de R, l'expression (14) devient 

1 - 

Supposons que la fonction S(x) croisse plus vite que x". La 
fonction y(m) croît moins vite que ma, de sorte que l'on a 

Il peut arriver que la fonction Jy augmente plus vite que n'importe 
quelle puissance de x. Dans ce cas, on peut considérer oc comme 
infiniment petit et écrire 

Ceci peut être considéré comme la réciproque du  théorème 
démontré au  no 6. On peut donc dire que, dans ce cas, ce théorème 
donne la véritable relation cherchée. 

Si la fonction $J croît plus lentement que toute puissance de la 
variable, et par suite y plus vite que n'importe laquelle de ces puis- 
sances, les transformations précédentes de l'expression (15) ne sont 
plus applicables. 

Si y(m) est à croissante moins rapide que celle de e"", on aura 

d'où résultera 

nL - 
et 1 da,,, 1 est moindre que A. , C'est le cas de la fonction P(x) - 

q ( n ~ ) ~ + l  , , 

étudiée au  no 6. 
Enfin, si la fonction ? est, pour les grandes valeurs de m, supérieure 
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I I L  - 
à toute fonction de la forme en", on peut affirmer en tout  cas que 1 \ a,,, 1 

1 
est inférieur à - a  

E n  effet, l'expression ( 15 )  peut s'écrire 

Or, f étant une fonction quelconque à dérivée croissante, on a 

car / ( m )  - f (:) est de la forme ff(; + y).  En  intégrant ( l ) ,  

il en résulte 

E n  posant f ( m )  = L?(m) ,  on obtient bien 

12. Nous allons maintenant nous occuper d'une certaine classe 
de fonctions qui jouent un grand rôle dans l'étude des fonctions 
entières : je veux parler des fonctions de la forme e"'", où G est 
lui-même une fonction entière. 

Le module d'une pareille fonction dépendant de la partie réelle 
de G(z), nous présenterons tout  d'abord quelques remarques sur 
la partie réelle d'une fonction entière. 

Soit 

une Fonction holomorphe dans un cercle C ayant pour centre l'origine 
et pour rayon R ;  P la partie réelle de cette fonction au  point x = Re'" 

(') Nous négligeons la constante d'intégration, qui donne dans le résultat final 
un facteur constant. 
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de ce cercle. Le coeficient a,, sera donné par la formule 

Faisons croître R indéfiniment et  supposons que P reste algébri- 
quement (ainsi il faut remarquer qu'il n'est supposé sur les 
valeurs négatives de P) inférieur à Ri, où 1, est un certain exposant 
positif, soit 

J e  dis que F est un polynome de degré au plus égal à A. 
Partageons, en effet, la circonférence du  cercle C en deux parties : 

l'une C,,  formée par l'ensemble des arcs où P est positif; l'autre C.,, 
comprenant tous les arcs où cette quantité est négative. Soient 1, 

l 9 i n t é g r a l e S ~  dB considérée le long de C ,  ; I2 l'intégrale - P dO 

prise le long de C2. 
S 

1 
Le rapport GL tendra vers zéro pour m > l., d'après les hypot,hèses 

1, faites sur P ; et il en sera de même pour G, car la différence 1, - 1, 

est une constante, à savoir la partie réelle de 2na,. 

Or, la formule (16) montre que le module du  coeficient a,,, est 
1, + I? 

inférieur à ,- Ce coeficient ne peut donc être que nul. 

En  particulier, pour 1, = 1, on voit que, si la partie réelle d'une 
fonction croît moins vite que le rnodule de la variable, la fonction 
se réduit à une simple constante. 

13. Nous avons supposé que l'inégalité (17) avait lieu pour toutes 
les valeurs suffisamment grandes de la variable; mais nous remar- 
querons que cette hypothèse n'est point complètement nécessaire. 
Les raisonnements précédents sont valables dès que l'on peut trouver 
une suite infinie de circonférences C dont les rayons aillent en 
augmentant indéfiniment et sur lesquelles l'inégalité (17) soit vérifiée. 

14. Revenons maintenant aux fonctions considérées au no 7. 11 
sera préférable ici d'introduire, au  lieu du nombre a, son inverse, 
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que nous désignerons par la lettre A, de sorte que l'on aura, pour les 
grandes valeurs de x 

(18) 1 F ( s )  1 < e ~ ~ ~ l ' .  

Supposons qu'une pareille fonction soit de la forme eCx' : la 
partie réelle de G (x) devra rester algébriquement plus petite que H 1 x 
et, par suite, la fonction G(x) ne peut être qu'un polynome. E n  parti- 
culier, si A est plus petit que r, la fonction G doit se réduire à une 
constante. 

Ainsi, lorsqu'une fonction F(x)  est de la forme et;'"', les coefficients 
I 

de son développement ne peuvent pas décroître plus vite que -, 
( rn! Y 
\ ,  

à moins que G (x) ne soit un polynome. 
Il en serait de' même si F ( x )  était de la forme Y ( x )  eG"' (la 

lettre $' représentant un polynome quelconque) ; car la multiplica- 
tion ou la division par un  polynome n'altèrent pas le fait exprimé 
par l'inégalité ( I 8). 

15. Les résultats précédents présentent cette particularité de ne 
pas changer si l'on ajoute à la fonction F (x )  un polynome quel- 
conque; aussi peuvent-ils servir à démontrer, du moins pour les 
fonctions qui satisfont a la condition (8) (no 7), le théorème connu 
de RI. Picard ( ' )  sur les fonctions entières. 

Considérons d'abord une fonction entière F dont les coefficients 
vérifient la condition (8) avec cc > I .  Le nombre IL sera plus petit 
que I et il sera impossible que F soit de la forme Te';'"", du moins 
si G ne se réduit pas à une constante. L'kquation F = O admettra 
donc une infinité de racines, et  il en sera évidemment de même pour 
l'équation F (x) = P (x), où P est un polynome quelconque. 

C'est par exemple le cas de la fonction $ définie par  l'égalité (y) ,  
(no 6). 

16. Supposons maintenant cr. quelconque, et  soit E l'entier inimé- 
I 

diatement supérieur a ;. L'identité 

(') Annales scientifiyim de l'École Normale sicpbrieure, 2e s h i r ,  t. IX, 1880. 
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pourra avoir lieu, mais G devra être un polynome de degré E au plus. 
Or, dans ces conditions, l'identité (19) ne peut avoir lieu de deux 

façons différentes, car c'est un fait bien connu que l'équation 

où P, P i ,  . . ., Y ,  9,, . . ., G, G ,  sont des polynomes, n'admet pas 
d'autre solution que ses solutions banales. 

On peut même ajouter que si F , ,  F?, F,, . . . sont des fonctions 
entières dont les coefficients vérifient toujours la condition (8) et  qui 
n'ont chacune qu'un nombre fini de zéros, la somme F, + F, + F,,+ ... 
aura nécessairement un  nombre infini de racines, à moins que F,, 
F?, . . . ne soient identiques à des facteurs constants e t  à des poly- 
nomes près. Cela résulte de la même proposition relative à l'équa- 
tion (20). 

17. La fonction F étant donnée, on peut résoudre l'équation(19) 
dès que l'on connaît le degré de P (x). Il suffira pour cela de diffé- 
rentier un  nombre de fois supérieur à ce degré. Le second membre 
prendra la forme Qec (où Q sera un nouveau polynome), et, par  
conséquent, devra admettre un nombre fini de racines. Si l'on a - 

obtenu ces racines, on connaîtra les polynomes Q et G,  et la résolu- 
tion d'équations linéaires fera connaître 9. 

E n  faisant, par exemple, P constant, on pourra, par ce procédé, 
reconnaître si l'équation 

F = n + Z e c  

est possible, et  de la résoudre s'il y a lieu. On n'aura qu'une seule 
dérivée à prendre, et  il viendra 

E n  égalant, dans cette identité, les coefficients de chaque puissance 
de x, on aura une série d'équations linéaires auxquelles devront 
satisfaire les coefficients de 9. 

Dans un grand nombre de cas, on pourra reconnaître immédia- 
tement que l'équation (19) est impossible. 

Faisons, par exemple, 
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D'après les propositions connues relatives à la fonction ï, le 
polynome G devrait être du  premier degré, ce qui est contraire à ce 
ait que la fonction F croît comme 1 x 1 L 1 x 1. Donc les équations 

ont toujours une infinité de racines. 
En général, pareil fait se produira toutes les fois que F augmentera 

i.p+f 
plus vite que ekrE et moins vite que ek , quelque grand que soit k. 

18. Les considérations précédentes démontrent le théorème de 
M. Picard pour toutes les fonctions satisfaisant à la condition (8). 
C'est, d'après le théorème de M. Poincaré, le cas de toutes les fonc- 
tions qui ont un genre fini. 

On peut étendre une partie de ces conclusions à des fonctions de 
genre infini au  moyen d'un raisonnement devenu classique dans 
cette théorie. On sait, en effet, que, si la fonction 

qui n'a aucun zéro, était telle que l'équation F(x) = I n'admette 
non plus aucune solution, on en conclurait immédiatement que les 
mêmes propriétés appartiennent à la fonction 

Si, d'ailleurs, F croît moins vite que e'?."', on peut déduire de 
notre théorie que FI croîtra moins vite que +(x). 

Formons alors la suite des fonctions 

Si la fonction donnée F est dépassée par  une fonction f,,, de cette 
suite, il suffira d'appliquer m fois le raisonnement précédent pour 
ramener F à vérifier la condition (8). 

Mais, même à l'aide de l'extension précédente, la démonstration 
ne s'applique pas à une fonction quelconque; car on peut former une 
fonction entière croissant plus vite que n'importe quelle fonction f,,,. 
On pourra, par exemple, procéder de la façon suivante : 
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Ayant pris une suite de nombres E ~ ,  En ,  . . ., E,,, . . . qui tendent 
vers zéro, on appellera ml  le plus petit entier tel que la racine m,"""" 
du coeficient de xnL dans f ,  (x) soit plus petite que E , ,  puis m, le 
plus petit entier tel que la racine m,'""" du coefficient de x"" 
dans f ,  (x) soit plus petite que E,, et ainsi de suite. 

En  écrivant les termes de f ,  jusqu'au rang m2 - 1, puis les termes 
de f ,  depuis le rang m, jusqu'au rang m, - 1, puis les termes de f ,  
depuis le terme de rang m, jusqu'au terme de rang m., - 1, . . ., 
on obtiendra une fonction entière qui jouira manifestement des 
propriétés demandées. 

DEUXIÉME PARTIE. 

RECHERCHE DE L 'ORDRE D E  G R A N D E U R  DES RACINES  ET D U  GENRE.  

19. Les résultats obtenus dans notre première Partie permettent 
de compléter les conclusions de M. Poincaré, dans le cas des fonctions 
de genre zéro. 

Soit, en effet, 

une fonction de genre zéro, et  y (p) une fonction positive et  croissante 
telle que le module p,, de x,, soit supérieur à p (p). Nous supposerons 
de plus que (p) soit supérieur à p" (où a est un nombre plus grand 

Y ( P )  que 1), et cela de telle manière que le rapport - soit croissant, 
FE 

'P(P, mais le rapport - décroissant. 
P"" 

Le module de F ne peut dépasser la quantité 

où R est le module de x. 
Pour évaluer F,, prenons les dérivées logarithmiques des deux 

membres de l'équation (21); nous trouvons 
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Soit $ la fonction inverse de p et, dans le second membre, isoloris 
Jy( R I  les p ,  = $ (R) fiemiers termes. Leur somme sera moindre que -. H 

Quant à la somme des termes qui restent, elle est inférieure à 

Cette dernière quantité s'évalue à l'aide des procédés employés 
dans la théorie élémentaire des séries. On la remplace tout  d'abord 
par la somme 

où t est un nombre quelconque plus grand que I .  D'ailleurs, les 
hypothèses relatives à la fonction donnent 

où (a' = a - E ) .  La série (23) est donc moindre que 

tZ'-' ( t  - 1  ) 
Le second facteur tx,-l - a pour limite 2- a'- 1 

lorsque t tend vers 1, 

de sorte que la série (23) peut être remplacée par 

Il vient donc ( ' )  
d n+E $(ri), 

- L F , ( H )  < - - 
dH a - I  11 

(l) La limite ainsi obtenue est trop élevée. On peut, dans la plupart des cas, en 
obtenir une plus approchée en formant un second groupe avec les termes de la serie (22) 

1 
1 

dont le rang est compris entre + (R) et  2"Jy (R), lesquels sont tous plus petits que - . 
a R '  

puis un troisième groupe allant du rang 2 " $ ( ~ )  au rang 3 " $ ( ~ ) ,  les termes étant 
1 

alors plus petits que -. Après séparation d'un certain nombre de ces groupes, on 3 R  
calcule le reste de la série comme il a été expliqué. On trouve ainsi pour la skie (22) 
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ou 

20. Ainsi le module de F ne peut croître plus vite que le second 
membre de l'inégalité précédente. 

Si maintenant nous appliquons les conclusions du no 11, en 
supposant, pour fixer les idées, que a soit fini, nous voyons que la 
racine mi"lc ea du coefficient a,, est moindre que 3 ce qui 

m j  
M C E  

(G)" + & 
peut encore s'écrire puisque ~ ( m )  croît moins vite 

que mu". 

21. Nous allons maintenant nous occuper de la question inverse 
et  chercher comment on peut obtenir la loi de distribution des 
racines quand on connaît la loi des coefficients. 

Cette recherche repose sur les formules que j'ai données dans un 
précédent travail ('), et qui permettent de calculer les zéros successifs 
d'une fonction à l'aide des coefficients de son développement. J e  
vais tout  d'abord résumer succinctement la marche suivie pour 
arriver à ces formules, en renvoyant pour les détails au Mémoire 
dont je viens de parler. 

en laissant de côté le facteur - '(''1 les limites R 

Pour a = 2, le coefficient de - ' f )  serait (au terme E prks) 

au lieu de 2 .  

(l) Essai sur l'étude des fonctioru données par leur développement de Taylor, rre et 
2" Parties (Journ.  de Math., 4e série, t .  VIII,  1892). 

IIADAMARD. - J U B I L Y .  10 
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On commence par introduire une définition, celle de la l imite 
supérieure d'une suite telle que 

pour m infini (les u étant des nombres réels). 
C'est la plus petite quantité qui ne soit pas dépassée, ou du moins 

soit infiniment peu dépassée par les termes de la suite (25) à indices 
infiniment grands; ou encore, cette limite supérieure 1 est le plus 
grand nombre jouissant de cette propriété que dans la suite (25) 
on puisde trouver une série indéfinie de termes tendant vers 1. 

Dans un grand nombre de cas, 1 est la seule quantité satisfaisant 
à cette dernière condition. Alors 1 est, pour la suite (25), une limite, 
au sens ordinaire du mot. Nous exprimerons souvent ce fait en 
disant que les termes de la suite (25) tendent régulièrement vers 1. 

La notion de limite supérieure fournit d'abord une expression du  
rayon de convergence d'une série entière quelconque 

Il sulEt, en effet, de former la suite 

a ,  , ..., ("\'a,,,J, . . . .  

Soit 1 la limite supérieure (supposée finie) de cette suite. Le rayon 
1 

cherché est donné par la formule = 

22. Proposons-nous maintenant d'exprimer que les points singu- 
liers situés sur le cercle de rayon p sont des pôles au nombre de P 
(chaque pôle étant  compté avec son degré de multiplicité). 

S'il en est ainsi, on pourra débarrasser la fonction de ces pôles 
en la multipliant par un polynome de degré P 

et la nouvelle série ainsi obtenue 

sera convergente dans un cercle de rayon p' > f, de sorte qu'on 
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où 0 est de module inférieur à I et E un infiniment petit. 
Réciproquement, s'il existe des nombres A('), A'?', . . . , A"' jouissant 

de la propriété précédente, la fonction donnée ne pourra posséder 
sur le cercle primitif d'autres points singuliers que des pôles, 
dont les affixes seront racines de l'équation 

Elle admettra bien t.ous ces pôles s'il est impossible de trouver un 
polynome de degré moindre que P et remplissant les mêmes condi- 
tions 

23. Considérons alors le déterminant symétrique d'ordre p + I 

p étant  un entier quelconque. Nous désignerons par l,, la limite 
rn- 

supérieure de \ilD,,,, ,, 1 pour m infini (p restant fixe). 
Tout d'abord, quels que soient les points singuliers de notre 

fonction sur son cercle de convergence, l,, ne peut dépasser ( b )"' , 
d'après ce qui a été supposé sur l'ordre de grandeur de a,,,. 

Mais, si le polynome Y, existe, nous trouverons pour 1, une valeur 
nécessairement moindre que la limite précédente. Car on pourra, 
dans la dernière colonne du  déterminant (28), remplacer les a par  

les b de même indke, lesquels sont inférieurs à 

donc 

~ I I  5 +,. 
P P 

' ( 2 s )  Dm.p== 

24. Inversement, supposons que l'inégalité 

a ,  al,,+, . . . al,,+, 

a,,, a,,* . . . a,,,+,+, 
. , . .  . , . .  . . .  . . a .  . .  
am+/) nln+,+, . . . al l t+ / l  
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soit vérifiée pour p = P, mais non pour aucune valeur moindre de p. 
1 

E n  particulier, la quantité ri 1 D,,,, ,-, 1 a pour limite supérieure 
On démontre tout d'abord qu'elle tend régulièrement vers cette 

limite; puis on détermine les coefficients A:,!, . . . , A,: par les équations 

Si l'on fait augmenter m indéfiniment, on constate que AL,, Art,, ... 
A!' tendent respectivement vers des limites A l ,  A '  , ..., A r ,  
lesquelles vérifient les équations (26) en prenant pour ;' la valeur 

fournie par l'équation L,, = 2-. 
pp p r  . . 

La fonction, considérée sur le cercle d e  rayon F, admet donc au  
plus P pôles, les racines de l'équation (27). Elle les admet d'ailleurs 
tous, sans quoi l'inégalité (29) serait vérifiée pour p < P. 

Soient x = X I ,  x = x,, . . ., x = x,,, . . . les différents pôles de 
notre fonction, rangés par ordre de module croissant (les pôles de 
module égal étant rangés dans un ordre arbitraire) ; p ,, F-, . . . , F,,, . . . 
leurs modules. Les P premiers de ces modules seront tous égaux à ;, 
de sorte que l'on aura, pour toutes les valeurs de p inférieures à P, 
l'équation 

25; Considérons maintenant les valeurs de p supérieures à P. 

Pour une quelconque de ces valeurs, 1,) sera au  plus égal à p,,,,,t-,,+,, 
. . 

et cela quels que soient les points singuliers situés sur le cercle de 
rayon F', ainsi qu'on le voit en transformant à l'aide des équations (26) 
les p - P + I dernières colonnes du déterminant (28). 

Mais si ces points singuliers sont des pôles au nombre de P', une 
nouvelle réduction se ~ r o d u i r a  pour p = P + P r ;  car il existera 
un polynome de degré P + Pt, 
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tel que la série F, = 9'F = Ec,,,xrn ait un rayon de convergence p" 
supérieur à p'. Comme dans le déterminant Dl,,,,p,, on peut remplacer 
les éléments de la dernière colonne par les c de même indice, on 

1 
voit que I,,,, ne peut être supérieur à -- 

,op P / ~  P" 
Inversement, considérant la suite des valeurs de p à partir de p = P, 

on en rencontrera d'abord un certain nombre (qui peuvent d'ailleurs 
I 

se réduire à une seule, p = P) pour lesquelles l,, est égal à pPpi,,-,,+,- 

Si après cette série de valeurs en survient une, p = P + pi, pour 

laquelle 11, soit égal à A 
P~'P"'P" 

, où FI' est supérieur à p', cette circon- 

stance dénotera, comme on le démontre à l'aide de raisonnements 
analogues aux précédents, la présence de P' pôles sur le cercle de 
rayon F'. 

Les modules p,,,, . . ., p,,(-sont donc égaux tous à p', et, par  suite, 
on aura pour les valeurs de p comprises entre P et P + Pr inclu- 
sivement 

1 1 - - 
p , p  ?...PI, pPpf~ l - 'B '  

c'est-à-dire l'équation (30), d'après ce que nous savons sur les 
nombres l , ,  . . ., Z ,+,.. 

Ayant ainsi étudié les valeurs de l,, jusqu'à p == P + P', on consi- 
dérera les valeurs suivantes, et  ainsi de suite indéfiniment. 

On constate tout d'abord par ce procédé que le rapport - ne 
Il, 

va jamais en diminuant. La condition nécessaire et sufisante pour 
que notre fonction soit n-iéromorphe dans tout  le plan est que ce 
rapport augmente indéfiniment. S'il en est ainsi, les raisonnements 

précédents, appliqués aux valeurs de p pour lesquelles le rapport 
11, 

présente une croissance, permettent de calculer les afixes des diffé- 
rents pôles. Mais nous n'avons besoin, pour ce qui va suivre, que des 
modules de ces pôles. 

A ce point de vue nos conclusions peuvent se résumer dans l'énoncé 
suivant : 

L 'équa t ion  (30) est générale. 
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26. Ayant appris à calculer les pôles d'une fonction F (x) donnée 
par un développement taylorien quelconque, nous sommes à même 
de résoudre le même problème pour les zéros d'une telle fonction, 

1 
car ces zéros ne sont autres que les pôles de la fonction -. F(X) 

Le calcul des coefficients d'une fonction à l'aide des coefficients de 
son inverse n'offre aucune difficulté. 

Soit, comme précédemment, la fonction 

dans laquelle seulement a,, est supposé différent de zéro. On multi- 
pliera cette série par la série 

et, en égalant à zéro les coefficients de la série produit, à partir du 
second, on déterminera C o ,  C, ,  ..., etc. Des valeurs ainsi trouvées 
on déduit aisément l'expression du  déterminant D,,,,,, formé, conime 
nous l'avons expliqué, à l'aide des coeflicients de la série f(x). 
On trouve ainsi pour ce déterminant la valeur 

et l'équation (30) devient, en y changeant p en p + I ,  

où l'on a posé 

. . .  FI ,  P 2 ,  - - - 3  PP, désignant cette fois les modules des zéros de F (z). 
Telle est la formule dont nous avions besoin de rappeler la démons- 

tration et qui va nous servir de point de départ. 

( 3 1 )  El,Ll,= 

27. Supposons que F(x) soit une fonction entière et  que le coeffi- 

. . .  a,,, a,, a , , o  O 

. . .  a , ,  a,,,, a, a,, o O 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  
aiiL+ ,,-, . . . . . . . . . . .  ff ,l 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a,,,,?,, . . . . . . . . . . . .  a,,,, 
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T 1 
cient a,,, soit moindre que - - - 

~ ( m )  - y ( n ~ ) " '  
où y (m) est une fonction 

positive indéfiniment croissante de m. Nous admettrons en outre que 
;d(??t i- 1) 

le rapport est constamment croissant, hypothèse toujours 
31 ( "1  

légitime, d'après ce qui a été expliqué aux nos 3-5. 
Nous aurons un maximum du déterminant El,,,,,, défini par la 

formule ( 3 1 ) ~  en y considérant tous les termes comme positifs et  

remplaçant chaque coeficient a,?, par la valeur correspondante de 2- 
X( " 2 )  

autrement dit en imaginant que dans le déterminant 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I z ( J / ~ +  a l " )  Z(Z) + 1 )  

on convienne de prendre tous les termes avec le signe +. 
Dans le déterminant (33), l'élément a;,,, correspondant à la 

colonne de rang i et à la ligne de rang k est égal à zéro si i - k > pf I 

. dans le cas contraire. Le nombre des termes et àxlp+i; / , -r)  est 

J e  dis que le plus grand terme est celui qui correspond à ladiago- 
nale principale. 

Effectivement, tout autre terme que celui-là présente au moins 
une inversion, suivant la locution usitée dans la théorie élémentaire 
des déterminants. Il contient donc en facteurs deux éléments ai,l,, a,,, n- 

tels que i < i', k < k'. Si à ce produit on substitue le produit ai,k, ai,,xr 
on obtient un autre terme du déterminant, et  ce nouveau terme 
est plus grand que le précédent. Ceci résulte de ce que le rap- 
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ai+i x- - x ( p +  I + k -  i )  port -1 - 
a i . k  ~ ( p +  ~ + k - i -  1) 

est croissant avec k ,  d'après les hypo- 

thèses faites sur la fonction X. Il en est de même des rapport, 
ai+?,k ai1, k 
- 7  . ' .>  - et, par suite, de leur produit 5%. On a donc bien 
ai+,,x ai,-, ,k a i , k  

Le plus grand terme est donc celui qui ne renferme pas d'inversion, 
c'est-à-dire le terme principal. 

Il en résulte 

I 
Mais le produit p, p, . . . p,,, est égal à -. Le plus grand facteur 

11, 
p+l - 

de ce produit, à savoir le dernier, est donc au poins égal à b (1, ' 
c'est-à-dire, à un facteur près qui tend vers l'unité pour p infini, au  
moins égal à y ( p  + I ). 

Le raisonnement précédent ne s'appliquerait plus si la fonction 
s'annulait à l'origine. Mais on ramenerait ce cas au cas général en 
divisant par une puissance convenable de z et en raisonnant sur la 
fonction ainsi débarrassée de ses racines nulles. 

Nous avons également supposé que l'inégalité 

etait vérifiée, quel que soit m. Mais il sufit  manifestement qu'elle ait 
lieu pour les grandes valeurs de l'indice; car on ramènerait les 
premiers coefKcients à vérifier la même inégalité en divisant toute  
la série par  un certain nombre constant, ce qui ne changerait pas 
les racines. 

; ~ ( n t + ~ )  La condition que le rapport soit croissant peut également 
X ( 11' 

n'être vérifiée que pour les grandes valeurs de m ;  car on pourra 
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remplacer, s'il y a lieu, les valeurs de ~ ( m )  jusqu'à un certain rang 
par d'autres qui satisfassent à cette condition. 

Nous arrivons donc à cette conclusion : 

1 
T H É O R È M E .  - Si le coefficient a ,  décroît plus vite que - 

y ( m  )RI '  

l u  racine a u n  module supérieur à ( 1  - E )  pj(p), où E est infini-. 
ment petit pour p infini. 

En  un mot, les modules des racines vont en croissant plus vite 

Par exemple, les racines de la fonction 

considérée au no 6, croissent au moins aussi vite que q". 11 en est 
de même pour les racines de l'équation 5 ( x )  = &(a), où (8 est une 
fonction rationnelle quelconque. 

28. Venons maintenant à notre objet principal et proposons-nous 
d'étudier le genre d'une fonction donnée par son développement en 
série entière. 

Pour cela, nous appliquerons le résultat que nous venons d'obtenir 
aux  fonctions, étudiées au no 7, pour lesquelles on a 

~ ( m )  = ( J J L ! ) ~  

et, par suite, 
y (nz ) = n P .  

Comme précédemment, nous introduirons; au  lieu du  nombre a, 
son inverse, que nous désignerons par la lettre 7,. 

Nous savons donc que le module p,, de la pi"' racine croît, lorsque 
- 

p augmente indéfiniment, plus vite que pÀ. Si 1, n'est pas entier, et 

que E + I  soit l'entier inmédiatement supérieur, la série 2 2- est PP' 
convergente. Nous en conclurons plus loin que la fonction est du 
genre E. 

Lorsque A est un entier, il y a doute. C'est à cette hypothèse que 
i inu~\ ianu.  - J U B I L É .  11 
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se rattache l'exemple dont parle M. Poincaré dans son Mémoire (') 
et relatif à la fonction 

Il faudrait, dans les cas de cette espèce, étudier directement la 
1 

convergence de la série Z -. ? ( P Y  
P 

Quoi qu'il en soit, nous supposons que, le coelhient a,,, étant 

moindre que 4 7  nous désignerons par  E + I l'ent'ier immédiate- 
( nL ! )i. 

ment supérieur (et non égal) à A, de sorte que la série 2 -& soit 
II . r 

certainement convergente. Nous pourrons former, d'après la méthode 
de M. Weierstrass, la fonction 

où x,, x2, . . ., x,,, . . . sont les racines successives et  Q,(z)  est le 
polynome 

obtenu en prenant dans le développement de - L (1 - z )  les E pre- 
miers termes. 

1 
(l) M. Poincaré démontre, non seulement que a,,, est plus petit que mais 

(m!)"  
1 

que le produit a,,,(m!)l tend vers zéro. On peut même déduire de sa démonstration 

que la racine mlhe de ce produit tend vers zéro; car a,,,(rn!)l se présente comme 
mième coefficient d'une série entière. 

I - 
Inversement, si la racine mihlle dear,,,(m!)l tend vers zéro, nous savons que pl, est égal 

L 
au produit de pi  par une quantité qui augmente indéfiniment. La série 

donc telle que ses termes soient avec ceux de la série harmonique dans un rapport 
infiniment petit pour p infini. Mais une telle séria n'est pas riécessairernent conver- 
gente, et  le contraire SP produit précisément dans l'exemple donne par M. Poincaré. 
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La fonction donnée F(x)  sera égale au  produit de @(x) par  un 
facteur de la forme eG'"'. Puisque nous avons déjà démontré que les 
polynomes de la formule ( 1 )  sont de degré E, tout  se réduit à établir 
que G ( x )  est un polynome de degré au plus égal à E. 

29. Or, je vais faire voir qu'on peut décrire, avec l'origine comme 
centre, des cercles aussi grands qu'on le veut sur lesquels la fonction @(x) 
reste constamment supérieure à e- , x p + e  

Les rayons de ces cercles seront déterminés ainsi qu'il suit : 
I 

Les modules p,,, d'après nos hypothèses, croissent plus vite que 
Admettons en outre que la quantité pi-p augmente indéfiniment, 
ce qui peut évidemment se faire en donnant, s'il y a lieu, un petit 
accroissement à 1,. 

Puisque pi- p augmente indéfiniment, il existera une infinité 
d'entiers p pour chacun desquels cette quantité prendra une valeur 
plus petite que toutes les valeurs suivantes. Soit p, un tel entier, 
de sorte qu'on ait, pour h > O, 

(36)  pio+* - ,$, > h . 

Nous déterminerons R par la relation 

de sorte que l'inégalité (36) pourra s'écrire 

Pour chaque valeur de l'entier p,,, nous aurons ainsi une valeur 
de R ;  nous obtenons donc bien une suite de cercles dont les rayons 
vont en augmentant indéfiniment. J e  dis que ces cercles satisfont 
à la condition indiquée. 

30. Pour plus de clarté, je considérerai d'abord le cas où h est 
plus petit que I (l'égalité étant exclue), de façon qu'on a E = o. Les 
facteurs exponentiels disparaissant, la formule (35) se réduit à 
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et, lorsque le point x décrira le cercle de rayon R, le module de @(x) 
restera supérieur à la quantité 

Nous évaluerons cette expression en partageant les facteurs qui 
la composent en trois groupes. Le premier II, comprendra tou t  ce 
qui figure sous le premier signe II, 

Le nonibre p ,  de ces facteurs est, nous le savons, moindre que R"-f 
Le plus petit est le dernier, égal à 

It [ , - 1 =  , - 1, 

par  conséquent supérieur à puisque h est plus petit que I. 
2 RI. 

Si nous envisageons les autres facteurs du  produit (39), la 
formule (38) nous montre que l'on a 

Nous composerons le produit II, avec tous les facteurs pour 

lesquels h -f  est plus petit que R" Le nombre de ces facteurs est 

moindre que Ki+ f .  Le plus petit est le premier, au  moins égal 

pour R infini). 
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Les facteurs restants, qui forment le produit II,, peuvent se 

mettre sous la forme I -u, où u = 
1 , est plus petit que I -  

3, 

Or, sous cette condition, on voit aisément que I - u est supérieur 
à e-~l l  . Chacun des facteurs du produit II, est donc plus grand que 

1 11 (, + j?) -- - 
la valeur correspondante de e , OU, plus simplement, de e "y 

D'après ces remarques, on voit que le produit TI, est supérieur 

à (&)Ri, ou (comme zRÀ croît moins vite que eR', si petit que 

soit E) supérieur à e-"'+'. 
Une évaluation semblable s'applique au produit II,. 
Quant au produit II:,, il est plus grand que ë R " ,  où CJ est le reste 

de la série 2 4 arrêtée au terme qui a pour rang l'entier ho immé- 
h  ̂

diatement supérieur à Ri + :. Or, le reste d'une pareille série est de 
1 

l'ordre de h;-I ou de Rb', de sorte que TIa est aussi moindre que e . 
Nous trouvons donc bien, ainsi que nous l'avons annoncé, 

31. Pour généraliser cette proposition, au cas d'un genre quel- 
conque, nous remarquerons que, pour u < 1, la quantité (1 - u) ea~("' 
est supérieure à I - uE+I. C'est ce qui résulte des deux développe- 
ments 

Les termes de la série (42) sont constamment décroissants en 
valeur absolue. Le premier terme de la série (43) sera donc (en valeur 
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absolue) supérieur à l'ensemble des E + I premiers termes de la 
série ( 4 2 ) ;  le deuxième terme de (43) à la somme des E + I 
suivants, etc. 

1 
D'après cela, au lieu des facteurs I - , qui conipo- 

saient tout  à l'heure les produits II? et II:,, nous aurons à considérer 

1 
des facteurs de la forme E + ~  1 

E + r 
Pour les valeurs de h inférieures à R" f f> nous remplacerons - 

A 
par  l'unité, et  nous trouverons pour le produit TT2 de ces facteurs 
la même évaluation que précédemment. 

Quant aux facteurs suivants, nous constaterons comme plus haut  
~ E + l ~ r  

que leur produit est supérieur à e- , où G' est le reste de la 

série &, arrêtée au  terme de rang ho. 
h T  

Ce reste étant comparable à -&, le produit II:, est encore -- 
n o ) .  l 

supérieur à e-"liE. 
Au produit II, correspondra un produit de facteurs polynomes et 

de facteurs exponentiels. Les premiers sont en nombre au  plus égal 

à ~ j k - 5 -  Le plus petit est supérieur à 
1 - , 1, quantité 

2 - 

k 
de la forme - 3  où k est fini. Leur produit satisfait donc encore aux 

RI 
conclusions précédentes. 

Les facteurs exponentiels sont respectivement plus grands que les 
-(;+;+...+f 

quantités e E 
R ), où u = - est plus grand que I. Nous dimi- 
PI) 

nuerons encore une telle quantité en supprimant les dénominateurs 
d u  polynome Q,. Le plus grand terme de ce polynome devient 
alors le dernier et nous pourrons remplacer tous les autres par  
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celui-là. Nous trouvons donc un produit plus grand que I'exprcssion 

1 

p,, étant de l'ordre de JI", la série ', est divergente; mais sa somme, 
PP 

lorsqu'on la limite au  terme de rang p,, n'augmente pas plus vite 
E 1-: 

que p 'S. 

En  prenant p,  = R' et substituant dans l'expression (&), on 
arrive pour cette dernière au  même résultat que pour les précédentes. 

32. Notre proposition auxiliaire est donc démontrée. Sur chacun 
des cercles de rayon R, l'inégalité 

1 @(z) 1 > e-R'+' 

est vérifiée. 
Comme on a,  d'autre part, ainsi qu'il a été vu  au  no 7, 

il vient 

Dans ces conditions, nous pouvons appliquer à la fonction e"'"' 
les considérations développées aux nos 12-13, et nous en concluons 
que G (x) est un polynome de degré E au  plus, de sorte que notre 
fonction F est bien du genre E. 

33. Ainsi, nous avons établi que, lorsque le coefficient a,,, est de 

l'ordre de 4, où A n'est pas entier, la fonction La,,zl" est du genre E ,  
( m  !li 

e n  désignant par E + I i'entier immédiatement supérieur à A. La 
réciproque du  théorème de M. Poincaré est donc bien établie pour 'li 
non entier. 

Si 1, est un entier E + 1, il y a doute. Notre fonction peut être d u  
genre E ou du genre E + I. 

A cause de ce cas douteux, les recherches précédentes ne permettent 
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pas encore de résoudre coniplètement la question posée par M. Poin- 
caré dans son Mémoire, et  de décider si le genre se conserve dans la 
différentiation ou dans une combinaison linéaire. Nous pouvons 
seulement affirmer que la dérivée d'une fonction de genre E ou la 
somme de deux pareilles fonctions est en  g/.néral de genrc E ct 
au plus de genre E + I .  

Le cas où les résultats précédents affectent la forme la plus simple 
est celui où, A étant plus petit que 1, le genre est égal à zéro. 

s i n x  
C'est ce qui arrivera, par exemple, pour - si l'on considére cette 

x 

quantité comme fonction de x'. Nous complétons ainsi, comme 
on le voit, la démonstration de la formule 

On sait en effet que, dans les cours de Calcul intégral ( ' ) ,  on 
n'arrive pas à déduire immédiatement cette formule du théorème 
de RI. Weierstrass. Une démonstration spéciale est nécessaire pour 
établir que le facteur exponentiel disparaît. 

Ici, cette circonstance apparaît tout  d'abord, en supposant seule- 
ment connu le développement taylorien de sinz, ou, plus simplement 
encore, en partant de sa relation avec la fonction exponentielle. 

La fonction B(x) du no 6 est également du genre zéro, ainsi que 
ses combinaisons linéaires avec d'autres fonctions analogues ou des 
polynomes, etc. 

TROISIEME PARTIE. 

34. Dans son Mémoire intitulé : Ueber die Anzahl der Primzahlen 
unter einer gegebenen Grosse ('), Riemann utilise les propriétés de 
la fonction 

c 

(l) Voir, par exemple, PICARD, Cours d'Analyse, t. II, p. 151. 
(') RIEMANN, a7uvres cornp!ètes (Éd. Weber e t  Dedekind), p. 136 et suiv. 
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dont l'étude est elle-même ramenée à celle d'une fonction entière 5(x) 
donnée par la formule 

L'analyse de Riemann repose sur ce fait que E(x), considéré comme 
fonction de x" est de genre zéro, fait qui est énoncé dans son 
Mémoire, mais sans démonstration sufisante. . 

Les recherches précédentes vont nous permettre de déterminer en 
toute rigueur le genre de E(x). 

35. Nous aurons tout  d'abord à développer E en série. L'inté- 
grale qui figure au second membre de la formule (45) est de la 
forme E(-I)"C,,,,X"", où l'on a 

On aura donc, en considérant E comme fonction de x2, 

où les coefficients a sont donnés, à l'exception du premier, par la 
formule 

( 4 9 )  
cm a m = ( - +  -c2m-2 1 . 

36. Remarquons tout  d'abord que la série Y ( t )  peut être remplacée, 
à un  facteur fini ( ' )  près, par son premier terme e-"'. On peut 

également faire abstraction du  facteur ci qui est plus petit que I. 

(l) Ce facteur est même très voisin de I .  Il est inférieur à 
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D'ailleurs, si 5 est un nombre positif, mais aussi petit qu'on le 
voudra, l'inégalité 

( 1 0 g t ) ~ ~ '  < eEt 

ou 
e l  

( 5 0 )  i o g t  < e" 

est ~é r i f i ée  à partir de la valeur t = mNE, d u  moins pour les grandes 
valeurs de m ;  car on a bien, pour m sufisarriment grand, 

et  de plus, en prenant les dérivées des deux membres de l'inéga- 
lité (50), on trouve 

el  
1 E -  - < - p 
t m '  

inégalité dont le premier membre est décroissant tandis que le second 
est croissant et qui est vérifiée pour t = mlfE, si m est sufisamment 
grand. 

Si donc, dans la formule ( 4 7 ) ,  nous décomposons l'intégrale qui 
1 

multiplie a en deux, l'une prise entre les limites I e t  mlii, l'autre 
e- T-E I l l1+ c 

entre mlCE et + CO, la seconde sera moindre que 
n-E 

, c'est-à-dire 

infiniment petite pour m infini. 
La première sera manifestement inférieure à 

où Co est l'intégrale 

l + E  " ' ( ~ o ~ M ) ' ~ '  
Cl,, sera donc au plus de l'ordre de (7) 7 3 ce qui donne 

Il faut donc prendre ( ' 1  

(l) La fonction y (m) ainsi définie satisfait manifestement aux conditions indiquées 
au  no 27. 
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D'après ce qui précède, cette formule exprime également la loi 
de croissance des racines de l'équation S(x) = O, considérée comme 
équation en x2. 

Si l'on considère x comme l'inconnue de l'équation, il faut prendre 
la racine carrée de l'expression précédente et  l'on trouve 

en posant 

( 5 2 )  

37. Si nous voulions avoir une limite supérieure des modules des 
racines successives, il faudrait commencer par trouver une limite 
inférieure du module de a,,. Or, on aura une limite inférieure de C,,, 
en prenant l'intégrale entre les limites m4--Qt ml-'' (où E et E' < E 

sont deux nombres positifs très petits). On trouve ainsi 

ce qui peut s'écrire 
( I  - E ) ~  (1ogmP 

C~>z' 2rnnt! 9 

en réunissant tous les facteurs de la forme (1 - E ) " ~ .  

Cm D'ailleurs, le rapport - tend vers zéro ; car dans l'évaluation de 
cm-, 

ce rapport on peut, d'après ce que nous avons vu, considérer l'inté- 
grale prise seulement jusqu'à la limite t = et il v k n t  alors 

Il en résulte que lalnl est, à un facteur constant près, supérieur 
( I  - &lem ( i ~ g r n ) ~ ~ ~  

à cm-2 ou à . 2,.L ( ! 

Nous pourrons alors appliquer les raisonnements des nos 19 et 20 
k'p 2 

en prenant ? ( p )  = (-) 7 où kt est une constante indéterminée. 
\ 1 % ~  
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On a ici oc = 2 - e ,  et l'on trouve 

nul < [( 2 e + r ) log ni 
fi' 

E n  appliquant la réduction indiquée dans la note du  no 19, on 
obtient une limite un peu moins élevée 

Si l'on compare cette valeur à celle qui vient d'être trouvée pour a,,,, 
il vient 

k'= 7,56. . . . 

p,, loep 
Telle est la quantité que - ne saurait dépasser constamment, 

P 
lorsque p grandit indéfiniment. 

Les conclusions auxquelles nous arrivons sont donc les suivantes : 

1 P L e  rapport  - - reste fini et s u  l imite supérieure, pour p infini, 
p,, l o g p  

I e 
est  comprise entre - 7'56 

Riemann donne, entre un module & et le nombre p des racines 
de module plus petit que p, la relation approchée 

Pour comparer ce résultat A ceux que nous venons d'obtenir, il 
faut résoudre cette équation par rapport à p, ce qui se fait aisément 
par la méthode des approximations successives. On trouve ainsi 
comme valeur approchée 

" P  de sorte que le rapport - - devrait tendre vers ,--. Cette valeur 
p l o q ~  

est comprise entre les deux limites précédemment indiquées, de 
1 

sorte que nous ne sommes pas à même de décider si le coeficient 

de la formule (53) est exact ou non. 
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38. Mais, ainsi que nous l'avons dit plus haut, ce point n'est pas 
celui sur lequel repose le raisonnement de Riemann. C'est la déter- 
mination du genre de E(x) qui constitue la question essentielle et  
les recherches qui précèdent en donnent immédiatement la  solution. 

Nous avons, en effet, constaté que, en considérant toujours E(x) 
comme fonction de x', son développement satisfait à la condition (8) 

1 
avec a = 2 - E, et, par conséquent, h = - + E. 

2 

Dés lors, les conclusions du  no 33 nous permettent d'affirmer la 
proposition suivante : 

La fonction 'f(x) (considérée comme fonction de x?) est de genre zéro. 

Elle s'exprime par le produit de facteurs primaires et  d'une simple 
constante, sans aucun facteur exponentiel. 

C'est le résultat que nous nous proposions d'établir. 
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SUR LES PONCTIONS ENTIÈRES 

(Bulletin de la Sociélé matl&t~ntique de Frathce, t. 2'1, 1896.) 

Dans un précédent Mémoire ( ' ) ,  j'ai étudié les relations qui 
existent entre l'ordre de grandeur des coeficients du développement 
d'une fonction entière et l'ordre de grandeur de la fonction pour 
des valeurs infinies de la variable. J'ai reconnu depuis que ces 
relations pouvaient se mettre sous une forme plus simple et en 
même temps plus exacte. Je  vais exposer sommairement les résultats 
auxquels j'ai été conduit à cet égard. 

Soit la fonction entière 

Comme dans le Mémoire cité, je porterai les valeurs de m en 

abscisses et les valeurs de p. = L - en ordonnées. Les ILI coefficients 
. . 

de la série seront ainsi représentés par une série de points auxquels 
je circonscrirai le polygone de Newton P, ainsi qu'il a été expliqué 
loco citato. 

D'autre part, je désignerai par le logarithme du module maximum 
de la fonction sur le cercle de rayon EE (où est un nombre réel 
quelconque). Le lieu du point (& 7 )  est une courbe C qui tourne 
toujours sa concavité vers les q positifs; elle aura en général (niais 
non en tous ses points) une tangente, ce dont d'ailleurs nous n'aurons 
pas à nous servir ('). 

(l) Journal de Mathimatiques pures et appliquées, 1893. 
(2) Dans la Notice sur les Travaus scientifiques de M. Hadamard, 11, 1912, on lit 
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Soit ( E ,  7 )  un point de cette courbe C. Les expressions des coefii- 
cients a,, sous forme d'intégrales définies nous montrent que l'on a 

1 a,,, 1 < e ~ - ~ e  
ou bien 

Le premier membre égalé à O représente, en supposant le plan 
du point (m, p) et le plan du point ( E ,  q) superposés, la polaire du 
point (E, ri) par rapport à la parabole m2-  2 p = o. Cette polaire 
doit donc laisser le point (m, p.) e n  dessus. 

Nous arrivons, par conséquent, à la première conclusion suivante : 

Prenons le contour C I ,  réciproque d u  contour P par rapport à la 
parabole 

la  courbe C est tout entière au-dessus d u  contour C l .  

Soit, d'autre part (p. = m, a - p) un côté du  polygone -P. Le 
point (a, p) est un sommet de C,. Les coefficients a, seront tous 
inférieurs en valeur absolue aux valeurs correspondantes de eB-"lz. 

Remplaçant dans l'équation (1), on obtient, pour < oc, l'inégalit'é 

Considérons la courbe e4 + eë.4 = I.  C'est une courbe tout 
entière comprise dans l'angle des négatifs et des positifs, et 
qui admet ces axes pour asymptotes. Transportons l'origine de ces 

ceci au bas des pages 49 et  50. Cette proposition a reçu récemment plusieurs démons- 
trations (travaux de MM. Faber, Blumenthal). J e  crois devoir indiquer celle que j'avais 
obtenue à l a  date indiquée et qui me parait la plus simple : p et  n étant deux entiers 
positifs quelconques, la fonction [f (x)ln/xP est holomorphe dans une couronne circulaire 
quelconque de centre O : elle ne peut donc atteindre son module maximum que sur 
une des circonférences limites. E n  désignant par p,'nle coefficient angulaire d'une corde 
quelconque de C ou, en cas d'irrationnalité, un  nombre fractionnaire tendant vers ce 
coefficient angulaire, on voit aisément que ceci revient à dire que, de trois points 
quelconques de C, l'intermédiaire est toujours au-dessous de l a  droite qui joint les 
deux autres : ce qui est la proposition à démontrer (Note du Comité de Rédaction). 
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axes successivement aux différents sommets du  polygone Cl  (sans 
changer leur direction). Nous aurons ainsi une série de courbes 
que nous rejoindrons par  des tangentes communes, de manière à 
former un contour mixtiligne C2 dont les côtés courbes se raccordent 
aux côtés droits qu i  les comprennent. La courbe C est tout entière 
en dessous de ce second contour C , .  

Nous avons donc ainsi constamment deux contours, dont l'un 
limite la fonction inférieurement, l'autre supérieurement. D'ailleurs, 
ces deux contours vont en se resserrant indéfiniment et ,  par  consé- 
quent, le contour C I ,  par exemple, représente usymptotiquement la 
courbe C (en définissant convenablement, bien entendu, ce qu'on 
doit entendre par cette locution). 
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LES S É K I E S  E N T I È K E S  

1. Soient deux séries de Maclaurin 

convergentes dans des cercles ayant pour centre l'origine e t  pour 
rayons respectifs k et 1. 

La série 

dont chaque coefficient est égal au  produit des coefficients corres- 
pondants des séries (1) et (2), a son rayon de convergence au  moins 
égal à kl. Nous allons démontrer, plus généralement, que la fonc- 
. . 
tron $ (x) n'a (et cela dans  tout le plan)  d'autres points singuliers que 
ceux que l 'on obtient e n  rnultipliunt les affixes des différents points 
singuliers de f (2 )  par celles des différents points singuliers de ~ ( t ) .  

2. Une expression analytique bien connue de +(x) est la suivante : 
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z et t étant deux nombres fixes quelconques de modules respective- 
ment inférieurs à k et 1 et satisfaisant à la relation 

A l'intégrale (4)' nous allons en substituer une autre donnant aussi 
la valeur de $ (2) et comprenant la pren~ière comme cas particulier. 

Pour cela, x ayant une valeur dé-terminée quelconque, nous ferons 
encore correspondre à chaque valeur de z une valeur de t par  l'équa- 
tion ( 5 ) ;  mais, au  lieu de laisser z fixe, nous supposerons qu'il tourne 
autour de l'origine en décrivant un certain contour C; alors, le 
point correspondant t tournera également autour de l'origine, mais 
en sens inverse, en décrivant le contour I' qui correspond à C; on 
aura d'ailleurs évidemment 

De plus, à une valeur de z extérieure à C, correspond une valeur de t 
intérieure à ï, et inversement. 

Nous supposerons : 

10 Que la fonction f ( z )  est holomorphe à l'intérieur du contour C 
e t  sur ce contour; 

2 O  Que la fonction q~ ( t )  est holomorphe à l'intérieur du  contour r 
et sur ce contour. 

3. Cela posé, formons l'intégrale 

prise le long d u  contour C, dans le sens direct, laquelle équivaut, eii 
vertu de la relation (6), à l'intégrale 

prise (dans le sens direct) le long de r, puisque le sens direct sur 
l'un des contours correspond au  sens rétrograde sur l'autre. 

L'intégrale 1 ne dépend pas du choix du contour C, t a n t  que celui-ci 
vérifie les deux conditions spécifiées tout  à l'heure : autrement dit, 
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si l'on remplace le contour C par un contour C' satisfaisant aux mêmes 
conditions, l'intégrale n'est pas changée. Cela résulte immédiatement 

de ce que la fonction f ( i )  Q (:) est holomorphe entre C e t  C f .  
d 

D'ailleurs, 1 est, pour un choix déterminé du contour C, une fonction 
holomorphe de x. 

Donc 1 est une fonction holomorphe de x t an t  que cette quantité 
et les contours C, ï varient de manière que les conditions du  numéro 
précédent ne cessent pas d'être vérifiées. 

Si enfin le module de x est inférieur à kl, on peut supposer les 
contours C, I' respectivement intérieurs aux cercles de convergence- 
des séries ( I ) ,  (2) et, par conséquent, utiliser les développements de f 
et de Q : il vient alors immédiatement 

1 = 2 i ~ c + ( x ) .  

1 
E n  un mot, l'intégrale xTc fournit la continuation analytique de la 

série (3). 

4. Il reste à examiner pour quelles valeurs de x nous pourrons 
construire les contours C, I' possédant les propriétés demandées. 

Soient S, E deux aires comprenant l'origine, que nous supposerons, 
pour fixer les idées, simplement connexes et dans lesquelles les 
fonctions f ,  p, sont respectivement holomorphes. Donnons-nous 
encore, pour un instant, la valeur de x : le lieu des points z, tels que 
les points t correspondants soient situés sur le contour de E, est 
une certaine courbe fermée c,, et un point t sera à l'intérieur ou à 
l'extérieur de Z, suivant qu'il correspond à un point z extérieur ou 
intérieur à c,. 

Toutes les courbes c ,  correspondant aux diverses valeurs de x 
seront d'ailleurs semblables entre elles. 

Nous appellerons produit des aires S et E, et nous désignerons par 
la notation SE, l'aire lieu des points x tels que la courbe c, soit 
comprise tout  entière à l'intérieur de S : aire qui est limitée par la 
courbe lieu des points x tels, que c ,  touche intérieurement le contour 
de S. 

5. Ce produit ne dépend pas de l'ordre des facteurs; car la défini- 
tion précédente peut évidemment se remplacer par celle-ci : 
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L'aire SZ est formée par les points dont les affixes ne peuvent pus 
être obtenues en multipliant l'affixe d'un point extérieur à S par celle 
d'un point extérieur à Z. 

6. A quelle condition cette aire SZ sera-L-elle connexe ? Consi- 
dérons toutes les courbes cc qui passent par un point déterminé a,  
et  supposons qu'il existe un arc am, intérieur à toutes ces courbes 
(ou pouvant avoir des points communs avec quelques-unes d'entre 
elles) et partant du point a pour aboutir à un point a ,  plus rapproché 

a1 de l'origine que le premier. Alors, si l'on pose x, - x, on voit que 
O! 

la courbe c , ,  sera intérieure a c,, quel que soit x ;  et mênie on pourra 
aller de x à x , ,  par un arc (à savoir l'arc semblable à aul) tel que, 
pour tout  point y de cet arc, la courbe c, soit intérieure à c,,.. 

Si donc le point x est intérieur à l'aire SE, il en est de même de 
tous les points de l'arc xx, ,  et aussi de l'arc x , s 2  joignant le point x ,  

a1 au  point d'affixe x? = ;z, ; et ainsi de suite. E n  un mot, on peut, 

sans sortir de l'aire S X ,  passer de tou t  point x intérieur à cette aire 
à des points infiniment voisins de l'origine. 

Donc l'aire SX est connexe. 
Il est clair, d'ailleurs, qu'on obtiendra une autre condition égale- 

ment sufisante, mais non nécessaire, en substituant, dans ce que 
nous venons de dire, l'aire S à l'aire I: et inversement. 

7. L'aire SE est celle dans laquelle nous pourrons faire varier x 
sans que la définition et les propriétés fondamentales de l'intégrale 1 
cessent de subsister. 

Si, en effet, x est intérieur à cette aire SZ, on pourra prendre pour 
le contour C l'un quelconque de ceux qui contiennent c., à leur 
intérieur, tout  en étant eux-mêmes intérieurs à S. 

Au contraire, si x est extérieur à l'aire SZ, le contour de X corres- 
pond à une courbe c., qui sort de l'aire S et il en sera, a fortiori, 
de même de tout  contour ï intérieur à Z. 

8. Soient décrits, avec l'origine comme centre, un cercle de 
rayon I< > k dans le plan de la  variable z ,  un cercle de rayon L > 1 
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dans le plan de la variable t .  Supposons que, dans ces cercles, les 
fonctions f ( z ) ,  p ( t )  aient chacune un certain nombre de points singu- 
liers que nous supposerons isolés, pour simplifier : soient 

les points singuliers de f (z) ,  

ceux de ? ( t ) .  Nous joindrons les premiers à la circonférence de 
rayon K, les seconds à la circonférence de rayon L, par  des rayons 
ou, plus généralement, par des spirales logarithmiques toutes 
semblables entre elles et  ayant l'origine comme pôle. 

Nous pourrons prendre, pour les aires S et Z, celles qu'on obtient 
en pratiquant, suivant ces spirales, des sections dans les deux 
cercles précédents. L'aire SZ sera alors celle qu'on déduira d'un 
cercle C ayant pour rayon la plus petite des quantités kL et ZK, 
en y pratiquant des sections suivant des spirales logarithmiques 
semblables aux précédentes et  partant des points 

Donc la fonction S est holomorphe à l'intérieur de l'aire ainsi 
définie; comme, d'ailleurs, la forme des spirales logarithmiques 
employées est arbitraire, les seuls points singuliers de $(x), à l'inté- 
rieur du cercle C, sont les points +,. C'est le résultat même que nous 
avions en vue. 

9. Ce résultat peut être considéré comme généralisant, à un certain 
point de vue, celui qui figure dans ma thèse (') et qui se rapporte 
aux points singuliers de la série 

( 8 )  1 Cl,, a ,,,. Y', 

Il présente, comme ce dernier, cette particularité d'être valable 
.- 

(1) Journal de M.  Jordan, 4'3 série, t. 8, nos 35-37, 1892. 
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dans toute l'étendue du plan, tan t  en dehors qu'à l'intérieur du 
cercle de convergence : en un mot, de fournir une propriété d u  
prolongement analytique d'une fonction donnée par son développe- 
ment en série de puissances. 

On doit toutefois observer qu'il lui manque, pour servir à la 
connaissance de ce prolongement analytique, un autre caractère 
important : ce caractère est l'invariance vis-à-vis de la transfor- 
mation par  laquelle on passe du  développement de f ( x )  à celui 
de f ( x  + h) (h  étant une constante quelconque). 

Les difficultés que l'on rencontre dans l'étude des fonctions d'après 
leur développement taylorien tiennent, en effet, à la complication des 
formules qui lient entre eux les coeficients de ces deux développe- 
ments (supposés ordonnés suivant les puissances de s); et l'un des 
problèmes dont la solution serait la plus essentielle pour cette étude 
est la recherche de fonctions des coefficients invariantes, non seule- 
ment vis-à-vis de la transformation que ces formules définissent 
(ce qui ne présenterait aucune dificulté, au  moins pour les petites 
valeurs de h, et serait, d'autre part, sans utilité), mais encore par  
cette transformation, combinée avec l'addition d'un polynome 
quelconque à f (x). 

Malheureusement nous ne connaissons g u h ,  dans cet ordre 
d'idées, qu'un seul exemple d'invariance ou plutôt de covariance : 

c'est celui des dérivées de f (z) et,  plus généralement, ainsi que je 
l'ai remarqué ( ' ) ,  du symbole 

n.: f (.z) = ( x  - .y f ( z )  < / S .  

Quoi qu'il en soit, on serait très probablement conduit à des appli- 
cations intéressantes par l'examen des cas où la série +(x) aurait un 
rayon de convergence supérieur au  produit des rayons de conver- 
gence primitifs k et  1 : ce qui pourra se produire lorsque la quan- 

/IL - 
t i té 1 (laiii 1 ne tendra pas régulièrenient vers I. 

k 

10. E n  terminant, signalons quelques formules analogues à la 
formule (4) et relatives aux séries de la forme a,,,e-'.ntu. 

(l) Loc. c h . ,  no 31, note. 
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Soient 

deux telles séries, absolument convergentes pour certaines valeurs 
de R ( u )  ( ' )  et ed R(u) .  Considérons la quantité 

Comme on a 

le développement de l'expression ( I I )  comprendra deux parties : 
l'une (celle qui correspond à m = m') sera égale à Y ( u  + u ) ,  oil 
l'on a posé 

Quant aux termes restants, qui sont de la forme 

a,,, O,,, e-l;vn"+h''> sin ( A I n  - Ànlc) A 
(ln # m') :  

( l n ,  - )*nt,) A 

ils constituent un ensemble qui tend vers zéro pour A infini; car 
chacun d'eux tend vers zéro et ,  d'autre part, la série qu'ils forment 
est uniformément convergente quel que soit A, puisque ses termes 
sont plus petits en valeur absolue que ceux de la série 

laquelle est absolument convergente, d'après les hypothèses faites 
sur F e t  Q>. 

(1) R ( u )  désigne la partie réelle de u. 
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Si donc nous appelons valeur moyenne de f ( w )  l'expression 

On aura ainsi 

Val. moy. [ < ( i l  + wij  < ( O - wij] = <(il + v ) ,  

< étant  la fonction de Riemann; et, plus généralement, le symbole D 
représentant une différentiation, 

Les fonctions 

ont des développements identiques à celui de '5, aux signes des 
termes près. On aura donc 

< [ 2 ( u +  wi)l<[?(u- tvi)] 
= Val. nioy. = < ( i l  + v )  t ( LL + wi) ( v - w i )  

et autres formules analogues. 
En particulier, pour u réel, il vient 

11 est intéressant de remarquer que le second membre dc cettc 

dernière formule reste fini, pour u compris entre et I ;  et l'on peut 

se demander si la formule ne subsisterait pas pour ces valeurs de u ;  
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CP qui exigerait, b i ~ n  entendu, la réalité de racines dans l'équation ( ' )  

Cenon, 18 aoct  1897. 

(l) Il est probable qu'il ne faudrait pas chercher à démontrer la réalité des racines 
de l'équation (15) par des considérations de cette espèce, non plus que par toute 
autre voie reposant sur la décomposition de <(u)  en produit. Cette décomposition 
ne permet, en effet, d'utiliser que les propriétés suivantes de la  fonction c: 

IO c(u) [pour R (u)  > 11 est le produit de facteurs de la forme -: - P-" , où les 

nombres p sont positifs et croissent indéfiniment; 

2O C(u) est uniforme dans tout le plan e t  égal au quotient, par 
2 

d'une fonction entière de genre zéro par rapport à 

OP, rien ne porte à croire qu'il n'existe pas une infinité de fonctions satisfaisant 

aux conditions précédentes, sans avoir leurs zéros situés sur la droite R(u) = 5. 
'2 

Bien entendu, il se peut que les racines de l'équation (15) soient réelles sans que 
la formulr (14) soit vraie et sans même que son premier membre ait un sens. 
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SUR 

LA GÉNÉRALISATION 

DE LA 

NOTION DE PONCTION ANALYTIQUE 

[Bulletin de la SociPté matl~ématique, 1912 (Comptes rendus des s6aiices. p. 18-29).] 

Indépendamment des extensions qu'on peut apporter à cette 
notion dans les voies indiquées par M. Borel, il en est d'autres 
auxquelles on est conduit par les analogies que suggère l'étude des 
équations aux dérivées particlles. 

Si, en effet, on considère d'abord l'équation de Laplace 

et  si l'on se pose, pour cette équation, le problème de Cauchy, 
c'est-à-dire si l'on cherche à déterminer une solution de l'équation 
par les conditions 

dV v =  f(.Y), &=,:"(Y) (po"'.x=<)), 

on constate que le problème n'est pas toujours possible et que, si 
l'on donne la fonction f (y), la seconde fonction g(y) est déterminée 
à une fonction a,nalytique près. 

Or, M .  Holmgren s'est posé un problème tout  semblable pour 
l'équation de la chaleur. Se donnant la fonction f ,  il constate encore 
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que la fonction g est de la forme 

où le terme g, est déterminé du moment qu'on se donne f ,  tandis 
que g, reste arbitraire dans une certaine mesure. . 

Les conditions auxquelles on doit satisfaire sont : 

I O  Que toutes les dérivées &'(y) de g, existent; 
20 Que leurs valeurs absolues soient inférieures à une certaine 

fonction de l'ordre n de dérivation. 

Mais la limitation ainsi apportée à la grandeur d.e 1 & ' ( y )  1 est 
moins restrictive que celle qu'entraînerait l'analyticité. On peut dès 
lors se demander si elle partage avec elle la propriété de déterminer 
le prolongement d'une fonction, c'est-à-dire si une fonction dont 
on sait qu'elle doit satisfaire aux conditions de M. Holmgren et qui 
est donnée dans un certain intervalle est, par cela même, connue dans 
un intervalle adjacent au  premier. 

La réponse est négative : on peut, sans troubler les conditions en 
question, prolonger une fonction de toutes sortes de manières. 

Il y aurait lieu, on le voit, de rechercher quelles conditions de 
grandeur, imposées aux dérivées successives d'une fonction de 
variable réelle, entraîneraient la détermination du  prolongement de 
cette fonction et si même les conditions reqiiises pour l'analyticité 
ne seraient pas nécessaires pour qu'il en soit ainsi ('). 

D'autres types d'équations aux dérivées partielles seraient, d'autre 
part, intéressants à examiner au même point de vue. 

( l)  Note du Comité de Rédaction : Cette question a donné lieu à d'importants 
travaux de MM. Denjoy, Borel et Carleman. 
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SUR L A  DISTRIBUTION 

DES 

ZÉROS DE L A  FONCTION &> 

(Bulletirt de l a  Societi mathématique de France, 1. 24,  ~Sg l i . )  

1. - SUR LES ZÉROS D E  LA FONCTION [ ET DE QUELQUES FONCTIONS 

ANALOGUES.  

1. La fonction i ( s )  de Riemann est définie, lorsque la partie 
réelle de s est plus grande que 1, par l'équation 

où p désigne successivement les différents nombres premiers; les 
logarithmes sont népériens. Elle est holomorphe dans tout  le plan, 
sauf au  point s = 1, qui est un pôle simple. Elle ne s'annule pour 
aucune valeur de s dont la partie réelle soit supérieure à I ,  puisque 

(l) Les résultats fondamentaux du présent Mémoire ont été communiqués P 
l'Académie des Sciences, dans la &ance du 2.2 juin 1896- 
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le second membre de l'équation ( 1 )  est fini. Mais elle admet une 
infinité de zéros imaginaires dont la partie réelle est comprise entre O 

et I .  Stieltjes avait démontré, conformément aux prévisions de 

Riemann, que ces zéros sont tous de la forme + ti (le riombre 1 

étant réel); mais sa  démonstration n'a jamais été publiée, et  il 
n'a même pas été établi que la fonction n'ait pas de zéros sur la 
droite ( ' )  A(s)  = I .  

C'est cette dernière conclusion que je me propose de démontrer. 

2. Faisons d'abord tendre s vers I par valeurs réelles et décrois- 
santes. Le logarithme de 5(s )  ou, à une quantité finie près, la 
série 

augmente indéfiniment comme - log (s - 1 ) .  

Remplaçons maintenant s par  s + ti et  imaginons que le point 
d'affixe I + ti soit un zéro de c. Alors la partie réelle de log (s + ti), 
c'est-à-dire (à une quantité finie près) la somme 

devra croître indéfiniment par valeurs négatives comme log(s - I ), 
c'est-à-dire comme - S, lorsque s tendra vers I (t restant fixe). 

3. Cela posé, soit a un angle que nous supposerons petit ;  parmi 
les différents nombres premiers, distinguons deux catégories : 

IO Ceux qui satisfont, pour quelque valeur entière de k, à la 
double inégalité 

( z ~ + I ) E - t l  [ z l i + ~ ) ~ + a  i logp ( 
t t 

Les parties des sommes S ,  et P, [c'est-à-dire des séries (2) et (3) 
bornées à leurs n premiers termes] correspondant à cette première 
catégorie de nombres premiers seront désignées par  S;, e t  Pi,. 

-- 

(l) :K (s) désigne, cornrrie d'habitude, la partie réelle de s. 
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2O Les noinbres premiers restants, c'est-à-dire ceux ne vérifient 
la double inégalité (4) pour aucune valeur de k, donneront, dans 
les sommes SI, et P,,, les parties Sn e t  Pi. 

Considérons le rapport F,, = -, lequel est compris entre o et  I : 
Sn 

lorsque n augmentera indéfiniment, ce rapport aura? soit une limite, 
soit des limites d'oscillation. Si T(I + t i )  était nul, cette o u  ces 
limites devraient tendre vers I avec S. Autrement dit, p étarit un 
nombre quelconque plus petit que 1, on pourrait faire corrcspoiidrc 
à toute valeur réelle de s supérieure à 1, mais sufisai~iment voisine 
de 1, une valeur de n à partir de laquelle on aurait 

On peut, en efSet, Ccrire évideirirncii~ 

(les iliCgalilés a y u ~ i t  leur seris alg6l)riquc). Si dolic: 011 avait 

il en résulterait 

où O = + (1 -- F )  cos a est un riombre Iixc plus pctit quo 1 ; e l  si 
cela avait licu pour ulrc ilifiiiité de va1eui.s de n, 011 pourrait passer 
à la limite et écrire 

1'2- - OS, 

ce qui serait en coiiti.adiction avcc l'hypotlibse c ( i  + ti) = O, 

ainsi qu'il a été remarqub au nuinéro précéderit. 
L'égalité C ( I  + ti) = O cxige donc bicii que 1ü ou 1cs liiiiitcs 

de pl, tendent vers I avcc S. 

4. Changeons alors t en 2 t, dans la s h i c  (3) ct soit Q la riouvellc 
série ainsi ob-tenue : les termes qui foririaicnt, daris la série (3) ,  
les sommes Pi,, Pi, Pl, = Pi, + PN donneront, dans cette nouvelle 
série, respectivement lcs sorrirnes QI,, C): ,  QI, = 01, + Q): ct  l'on 
aura, c.et,tc Fois, 

O;, S:, COS a c! . pl, FI, cos.zz,  

q',=- s;,2- ( 1  -p l )  s,, 
liai~'\u.\lllJ. - .1uuii.ii. 1 ;, 
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et, par  conséquent, 

Q n z S n [ p n ~ 0 ~ 2 ~  - ( t - p n ) ] ;  

d'où, moyennant l'inégalité (5) supposée vérifiée pour n suffisamment 
grand, 

Q.1 e'sn, 

0' désignant le nombre p cos 2 a - ( 1  - p), lequel est positif si nous 
1 

avons pris I > p > + cos2a  - 
Or, ceci donnerait Q?FI1S et, par suite, Q augmenterait indéfini- 

ment par valeurs positives; de sorte que le point d'affixe I + 2 ti 
serait un infini de [(s), ce que nous savons n'avoir pas lieu. 

L'impossibilité de l'hypothèse C ( I  + t i)  = O est donc mise en 
évidence. 

5. Il est remarquable que cette démonstration ne repose que sur 
les propriétés les plus simples de [(s) : nous nous sommes, en effet, 
exclusivement servi des remarques suivantes : I O  le logarithme 
de notre fonction est développable en série de la forme X a n e - ) ~ * ~ s ,  

les nombres a,, étant tous positifs; 20 la fonction est uniforme sur 
la droite qui limite la convergence de cette série et  ne présente 
sur cette droite qu'un seul pôle simple. . 

Toute fonction satisfaisant à ces conditions sera donc différente 
de O sur la droite limite. 

Ainsi, dans la démonstration précédente, c'était uriiqueriieiit 
pour simplifier l'écriture que nous avons réduit le second rrieriibre 
de l'équation ( 1 )  à la série S : la démonstration se serait également 
appliquée au développement complet de log (s). De même, les 
nombres premiers ayant été distribués d'une façon quelconque en 
deux catégories, les nombres de la preirriére catégorie étant désignés 
par  p', ceux de la deuxième par  p", si la fonction représentée 
(lorsque la partie réelle de s est supérieure à 1 )  par  le produit 
infini 
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est holomorphe sur la droite limite &(s) = 1, elle est différente 
de O sur cette droite ( l). 

E n  effet, le logarithnie du  produit 

est représenté par une série à coefficients positifs; ce 
produit satisfait donc aux  conditions ci-dessus indiquées. 

Ce cas est, par  exemple, celui de la fonction de Schlorriilch 

6. Plus généralement, nous allons étendre la proposition qui 
précède aux séries introduites en Arithmétique par Dirichlet, et  
dont nous devons tout  d'abord rappeler, en les complétant sur 
certains points, les principales propriétés. 

Ces séries appartiennent à la catégorie des séries de la forme 

2 2 périodiques, c'est-à-dire dont les coellicients a., se reproduisent 

de k en k. L)e telles séries sont évidemment des combinaisons linéaires 
des k fonctions 

& ( s j = i  
1 

t . .  ., 
a" (/i+ a ) " i  ( i k +  ' 4 ) "  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . > 

étudiées par MM. Hurwitz ( 2 )  et Cahen (y). Ces fonctions sont 

- (l) S a d  petit-êtrç au point s = I ;  nais cette circulislancc- iir YC préstmtera pas 
dans la suite. 

(2) Zeitschrift fiir Mnthematik urtd Ph,ysik, t .  XXVI1, 1882, p. 86-iua. 
(3) Thèse ds Doctorat, 189;, e t  111&~(6kcs de Z 'ÉCO~ l~orrnak supérie~re, 3'3 s é r k ,  1 .  ?( 1. 
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uniformes dans tout le plan, avec le seul pôle simple s = I et  le 

résidu correspondant i., ainsi qu'il résulte de l'expression 

l'intégrale étant prise le long d'un contour C partant de + et y 
revenant après avoir tourné dans le sens trigonométrique autour 
de l'origine, et - x étant considéré comme ayant (pour x réel et 
positif) l'argument - iz dans la première partie du  chemin d'inté- 
gration et, par suite, l'argument f ix dans la seconde. 

L'intégrale qui figure dans la formule précédente est une fonction 
entière de s, et  les théorèmes généraux donnés dans mon Mémoire 
Sur les propriétés des fonctions entières ( ' )  permettent d'en déter- 
miner le genre. A cet effet, on peut, par exemple, diviser le contour C 
en deux parties : l'une Cf partant  du  point x = I e t  y revenant 
après circulation autour de l'origine; l'autre C" comprenant les 
deux traits de I à + a; les intégrales prises suivant ces deux traits 
ne diffèrent entre elles e t  de l'intégrale 

que par les Iacteurs exponeriticls e-i"" pour la preniibre, ci"" pour la 
seconde. Or, le coelricient de s" dans l'intégrale (g), qui a pour 
valeur 

est (puisque r est un  entier plus grand que O )  au  plus coinparable 
au  coeficient correspondant de la fonction 

qui intervient dans l'étude de la fonction e t  dont l'ordre de graii- 
deur pour s infini cst celui de 1'. Quant à l'intégrale prise le long 
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de C', le coefficient d e  su, qui a poiir valeur 

I i  " 
y est ail plus de l'ordre de - 1.2.. . I L  

, en désignant par K le module 

maximum de log x sur le contour en question. On voit donc que 
la fonction considérée est de genre I : le nombre de  zéros de cette 
fonction, compris dans le cercle de rayon R, est de l'ordre de R log R. 

7 .  Lorsqu'on change s  en I - s ,  les nouvelles valeurs des fonc- . 

tions 5 s'expriment en  fonction des anciennes par les relations 
établies par M. IIurwitz ( ' )  et que l'on peut prendre sous la forme ('1 

8. Pour définir ses séries, Dirichlet ( 3 )  part de  la décomposition 
d u  nombre k en facteurs premiers 

(11) l i = z h p ~ p ' a ' . . .  (AIo;a,ml , . . .  > O ) ,  

et, à tout entier n premier avec k, fait correspondre les indices 

définis par  les congruences 

(1) HURWITZ, l m .  cit., p. 93. 
(2) CAHEN, loc. c i t . ,  no' 47, 53. 
(3) Abhandlungen der Berl. Arad., r 837 ; traduit par Terquem, Journal de Liouville, 

I R  série, t. IV, 1839. Nous nous conformons aux notations employées dans les Vol.- 
lesungen iiber Zahlentheorie, éditées par Dcdekind,-édition de 1863, supplément VI. 
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où g, g', . . . sont des racines primitives pour les modules respec- 
tifs pm, p'm' ,  . . , , Les nombres cc et sont ainsi définis aux modules cr 
rt b près : les nombres a et h ayant. tous deux la valeur I ,  si A = O ,  i , 

1 
ct prenant les valeurs a = a, b = - ? (2;,), si h 2 2. Pareillement, 

2 

les nombres y, y', . . . sont définis relativement aux modules . = $ (p), cf= Y (p'), . . 7 

où p, est la fonction bien connue qui exprime combien il y a de nombres 
premiers à un entier donné et inférieurs à lui. 

Rkciproquement, la connaissance des indices cc, p, y, y', . . . fait 
connaître le nombre n, au module k près. Autrement dit, aux ?(k) 
valeurs de n premières avec k et incongrues entre elles suivant le 
module k correspondent, d'une façon univoque, les 

abcc'. . . = p ( k ) ,  

systèmes de valeurs de cc, p, y, y', . . . incongrus entre eux suivant 
les modules a, b, c ,  c', . . . . 

Désignant par 6, Y,, (O, o', . . . respectivement une racine aieme, 
une racine blhne, une racine clerne, une racine c""'"~, . , . de l'unité, 
autrement dit posant 

1 S = * 1 ,  

Dirichlet introduit la fonction 

O ,  si ra n'est pas premier  avec k ;  
+,,ln) 

6 ~ ~ P c l i ~ m ' Y ' .  . . , si n est  premier  abec k ,  

X ,  P, y, y', . . . étant les indices de n [l'indice v a pour but de distin- 
guer les unes des autres les p (k) fonctions S correspondant aux 
différents choix possibles des racines 9, q, ( O ,  CO', . . .]. 

Il forme ensuite la série (périodique au sens indiqué ci-dessus) 
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&ale au produit infini 

dans lequel q doit être remplacée successivement par  tous les 
nombres premiers. 

Les séries L., se répartissent en trois catégories : la première 
comprend une seule série L I ,  celle qui correspond à 

la seconde co~nprend toutes les séries L, pour lesquelles les 
nombres 0, 7 ,  . . . sont égaux à + I ou à - I (à l'exception de L I )  ; 
la troisième, les séries correspondant aux cas où l'un au  moins de ces 
nombres est imaginaire. Ces dernières sont conjuguées deux à 
deux; la série 

déduite des racines 0, 3, o, o', . . ., est conjuguée de la série 

1 1 1  1 
déduite des racines - 7 - 7  ;7 ;;i 7 . . . - 

9 ri 

La série L ,  admet, comme seule singularité, le pôle simple s = I .  

Quant aux autres séries L, elles sont holomorphes dans tout  le plan 

( 
1 

parce que la somme 2 +%, (r)  des résidus au  point s = I est nulle . ) 
Dirichlet démontre qu'elles sont toutes différentes de O pour s = I .  

9. De la relation générale (IO), M. Hurwitz a pu déduire que 
certaines séries de seconde catégorie se reproduisent, à un facteur 
près, par  le changement de s en (1 - s) à la façon de la fonction C. 

Cette proposition est un cas particulier d'un théorème démontré 
par M. -Lipschitz ( l ) ,  e t  qui est le suivant : La série L,(s) est (à un 
facteur exponentiel et trigonométrique près, analogue à celui qui se  
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IO A > 3, p. impnir ; 
2 O  7 # p - I ,  si n = I ; 5 non dio is i  ble pur p ,  si n > I ; 
3 O  7' # p' - 1 ,  si n' = I ; 7' non divisible par si  n' > I ; . . . . 
Cc théorème nous fournit un renseignernent important sur la 

distribution des zéros de L,(s). Puisque cette fonction n'a aucun 
zéro imaginaire dont la partie réelle soit plus grande que s, elle 
n'en a non plus aucun dont la partie réelle soit négative : les zéros 
imaginaires sont compris dans la même bande que ceux de :(s). 
Ils sont même, comme ceux de <(s), disposés symétriquement par 

rapport à la droite J?(s) = ! puisqu'à tout  zéro u correspond un 
2 

zéro a' (différent ou non du premier) tel que cc et I - a' soient 
imaginaires conjugués. 

Toutefois, cette conclusion n'est pas encore démontrée dans les 
cas où la relation de Lipschitz ne s'applique pas; mais on ramène 
ces cas aux autres par les remarques suivantes : 

I O  Si une racine (O,  par exemple, est égale à 1, on aura 

la série L: étant composée en partant du  nombre k supposé débar- 
rassé du  facteur p". La même circonstance se produit pour le facteur 2 

lorsque l'exposant IL est égal à I .  

2 O  Si l'entier r est divisible par ph,  la série peut se composer en 
partant de l'entier k, divisé par  ph, la racine primitive g de p" 
étant une racine primitive de p"-". La nouvelle valeur de z ne 
contiendra plus p en facteur. 11 en est d e  même pour le facteur 2 

lorsque l'entier IJ. est pair, et aussi lorsque 7, = 2, 8 = r .  
30 Le raisonnement de l'auteur est encore valable pour 7, = 2, 

2 i . i ~  

O = -  1, en prenant pour l'expression ( ' )  (O, <C; e ~ )  la valeur 

!') Loc. cil., p. 11,!,, fortiiiilc (9). M. Lipschitz désigne par la lettre + 1û qiianti16 
que nous nommons 'q, 
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Notrr: concliision cst donc 6tahlie pour toutes les séries L,. On 
poiwrai~ d h  lors dOvcIopp~r, sur h distribution des zéros de Lv, 
une théorie analogue à celle de M. von Mangoldt ( ' ) .  La seule 
remarque sur laquelle se fonde cet auteur, outre les propriétés 
coinniunes à b(s) et aux séries L,, est que l'argument de C(s) reste 
fini lorsque le poirit d'afixe s décrit la droite & ( s )  = a > I. Or, 
cette propriété appartient également aux fonctions L,. On pourrait 
donc compléter l'analyse présentée à cet égard (') par Piltz. 

10. L'équation fondamentale utilisée par  Dirichlet pour la démons- 
tration de son théorème, est 

oii rn est un entier quelconque premier avec k et où les signes 29 
2''' -., s'étendent, le premier aux nombres premiers g tels 

que q = m (mod k), le second aux nombres premiers q tels 
que q k  m (mod k), etc. Pour m = 1, ceci donne 

Donc les séries de Dirichlet n'ont aucun zéro sur la droite :fi ( s )  = 1, 

car la fonction n L , ( s )  satisfait aux conditions énumérées au  
v 

no 5. 

11. Nous sommes bien loin, comme on le voit, d'avoir démontré 
l'assertion de Riemann-Stieltjes; nous n'avons même pas pu exclure 
l'hypothèse d'une infinité de zéros de S(s) s'approchant indéfiniment 
de la droite limite. Cependant le résultat auquel nous sommes 
parvenu suffit., à lui seul, pour démontrer les principales consé- 

(1) Journal de Crelle, t .  114. 
(*) Hahilitationschrift, IEna, 1884. 

IIADAMARI).  - J U B I L B .  
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quellces nrithirib~iques que 1'011 a,  jusqu'ici, essavé clc tirer des 
propriétés de C (s ) .  

Toiit d'abord on peul i~eni:irqiieib que I'i?quatioii 

fournit déjà quelques reriseignenwnts sur la distribution des nombres 
premiers. Soit, en effei;, a un nombre plus grand que 1, e t  désignons 
par Ni, le nombre des nombres premiers coinpris entre a'. et al+'. 

N i  Le premier membre de 1'4quation prbrédente est compris entre 2 ;, 
h 

1 
log - 

N i  x 
et 2 En  posant a& = x e t  remarquant que s - I = - log a 

peut être ici remplacé par I -x, on peut écrire, à une quantité 
finie près, pour x plus petit que 1, mais tendant vers I 

d'où l'on déduit que, E étant un nombre positif aussi petit qu'on 
veut, on aura une infinité de fois 

et  une infinité de fois 
( I  + 8 )  aX+l 

N'< A + r  

conclusions analogues à celles que donne, par exemple, M. Poin- 
caré dans son Mémoire sur l'extension aux nombres premiers complexes 
des inégalités de M. Tchebicheff ('), et qui sufiraient, comme elles, 
à établir que si le rapport d'un nombre x à la somme des logarithmes 
des nombres premiers plus petits que lui a une limite, cette limite 
ne peut être que I .  

D'autres inégalités pourraient sans doute être tirées de ce fait 
que, quel que soit le nombre réel t différent de O ,  la quantité 

2; cos ( t  logp) reste finie lorsque s tend vers 1. 

(l) Journal de M .  Jordan, /ie série, t. VIII, 1892. 
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22. Dans son Mémoire prbcédenirnent rité, AI .  Cahrri pr6scrii.e 
une démonstration du thborème Bnoiicé par  Halph~ii  : Lo~, somme 
(les logurithnres des nomhr~s  p w ~ r i i e r s  in fh- i~urs  r i  n. P.SI rrsywptoiiqut! 
ù s. Toutefois son raisonnemeil-L clépond de I;I proposilion de Stieltjes 

sur la réalité des racines de ? ( b  + t i )  = o. Nous allons voir qu'en 

modifiant légkreiiient lYanalyse'de l'auteur on peut établir le même 
r6sultat et1 toute rigueur. - 

u + m i  x= A cet effet, au  lieu de partir de l'intégrale ' i  2in P r - m ;  -da, z 
.. 

kgale à I ou à O suivant que z est plus grand ou pliis petit qiic 1 ,  

rioils considérerons l'intégrale plus générale 

Dans cette intégrale, comme dans la première, n: est une quantité 
positive ainsi que a ;  p est positif. 

Lorsque (1 est un  entier, cette intégrale s'évalue par les mêmes 
méthodes que J, ou s'en déduit, par  une intégration par parties, 
déduite de l'identité 

La partie tout  intégrée disparaît à l'infini et il vient 

La même formule peut se démontrer pour !J. non entier, auquel 
cas il est entendu que z o o i t  recevoir la détermination qui est 
réelle et  positive pour z = o. Pour x < 1, on intégrera le long d'un 
rectangle ayant un de ses côtés sur la droite ;A(z) = a et situé dans 
la région A ( z j  > a, le second côté du  rectangle augmentant indéfi- 
niment comme la puissance p""""o < (1' < IL) du premier. Le 
résultat est alors évident. 

Pour x > 1, on commencera par  supposer p < I. On intégrera 
alors le long d'un contour ABCDEFGHA ( f ig .  1) composé encore 
d'un rectangle ayant un  côté AB sur la droite & ( z )  = a,  mais 
situé dans la région J l ( z )  < a et interrompu sur son côté DA par  
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u n  lncct qui va h I'oi3iginc ct  cn rcvierit en suivant la partir nPgativc 
dc l'axr i~iingiiiai~c. Si lc côté BC augmente indéfi iiinicnt coiniiio 
la puissance p'""'"o < p' < y) de AB, l'intégrale prise Ir long dcs 
côtés qui s'éloignent à l'infini disparaît et  il restc 

in Or, sur le chemin HG, l'argument de z est et, sur le 

Fig. 1. 

3 in 
chemin FE, 7. Il viènt donc bien 

Cette formule, établie pour IJ. < 1, s'étendra au  cas de (J. > I 

par une intégration par parties déduite de l'identité 

13. Parallèlement à la voie suivie par  M. Cahen, nous applique- 
rons la formule (17) à l'intégrale 
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où a est un  nonhre  quelconque plus grand que I. E n  vertu d u  déve- 

notre formule donne 

le signe 2: s'étendant aux nombres premiers plus petits que q le 
1 

signe 2' aux nombres premiers plus petits que 2, etc. 

14. L'avantage que nous trouvons à prendre p. > I réside dans' 

la convergence de la série -f-9 où a désigne successivement les 
l lP 

zéros de C(z), convergence sur laquelle reposent, comme nous allons 
le voir, les raisonnements qui vont suivre. 

Fig. 2. 

Dans ces conditions, en eflet, nous pouvons séparer de l'ensemble 
des racines a un  nombre M de ces quantités assez grand pour que 

7 1 
la somme 2-7 étendue aux racines restantes, soit plus petite l a lP 

qu'un nombre positil quelconque E .  Aucun des a n'ayant sa partie 
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réelle égale à 1, nous pourrons ( f ig .  2) tracer une parallèle CD à 
l'axe imaginaire, laissant à sa droite la parallèle A ( z )  = I et  à sa 
gauche les hl premières racines a. Des poin'ts C, D de cette droite, 
nous ferons partir des parallèles CE, DI?- à l'axe réel, parallèles 
comprenant entre elles les M racines en question, ne passant par 
aucune autre racine, et  que nous prolongerons jusqu'à rencontre 
en E, F respectivement avec deux droites OEG, OFH issues de 
l'origine et  situées respectivement dans les deux angles formés par  la 
partie négative de l'axe réel avec les deux directions de l'axe imagi- 
naire. Enfin, nous fermerons le contour d'intégration ABGECDFHA 
( f ig .  2) par deux parallèles variables BG, Ali à l'axe réel (parallèles 
comprenant, bien enteridu, CE e t  I l [ "  entre elles), rejoignant cri A, H 
la droite & ( z )  = a. 

15. J e  dis, en premier lieu, que l'on peut éloigner les parallèles BG, 
AH à l'infini, de telle façon que la partie de l'intégrale SU relatives 
à ces droites tendent vers zéro. 

On peut suivre pour cela une marche analogue à celle qui est 
exposée dans mon Mémoire sur les propriétés des fonctions entières ('). 
La méthode qui va suivre diffère légèrement de celle-là; elle nie 
paraît plus avantageuse. 

Soit A un non~bre  plus grand que l'iiriité. 'l'raqons des parallèles a 
l'axe réel à des distances de cet axe représentées par A3,  As, ..., ha',, .... 
Le nombre (7 des racines cr, dont les coordonnées sont coniprises 
entre A3i.et A3À+3 est au  plus égal à K i A " ' ,  le norrihre K étant  fini (Y), 
ct il en sera de même a fortiori de l'intervalle (A3'.+', A3j>+'); dc 
sorte que si l'on range les racines a par  ordre de coefficients de i crois- 
sants, il en existera au  moins deux consécutives pour lesquelles - 
les . coefficients de i différeront d'une quantité supérieure 

&JA+?- i - \ f i+ i  A ( A - r )  
à l,j,vu. 1\ A 
-- - -- -- - - 

(l) Loc. cit., no 29 et suiv. 
(7 Chaque racine est, bien entendu, comptée un noiri1)re de fois égal à son ordrc 

ilr niiil 1iplicitE. 
(7 Il  csl clair qii'oii pwL sc disl,cliscr ilvs prFcaiitioiis clLich noirs preiioils ici cri 

uiilisalii 1~'s  ~~ésii11ats ~ I J L ~ ~ I L I S  par RI. von hlaiiguldt sur la clistributioii des quantités a; 
la iiii.ili«d~~ du i c > s t c -  a I'üvuiitagc dc s'app1iqiii.i. cliaqiie fois qu'on ronnait lr genre 
de la loiiction éludi8e. 
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Nous tracerons, à égale distance de ces deux racines, une paral- 
lèle à l'axe réel dont l'ordonnée sera désignée par  z,, et cette 
ordonnée aura, avec celle de toute  racine a, une différence supérieure 

A ( L i  - 1) 

à a K A  ' 

Or, on a 

les a désignant les zéros, les P les pôles (réels et  négatifs) de 5, 
et  C étant  une constante. Lorsque z varie sur le segment BG de 

; - p  la parallèle d'ordonnée z,, le rapport - P reste supérieur à un 

nombre fixe, indépendant de P, et il en est de même pour le rap- 
;-a 

port 9 si l'ordonnée de a est extérieure à l'intervalle (A'", A3"3). 

Les parties correspondantes du  second membre de l'équation ( 2 0 )  

donnent donc le produit de z par une sonirne finie 

soninles 2 i3 sont finies). 

Quant aux teriries cor re~~o 'ndant  aux racines cr comprises entre 
les parallèles d'ordonnées A:". e t  A'',+" , elles donneront, d'après ce 

2KAAs 
qui a été dit plus haut,  une somnie moindre que K i .  AJi  A (  - [ ,  , 
quantité de la forme K'z, log z ,  (06 K' est un riouveau riornhre fini). 

On aura donc 

d'où en reportant dans notre intégrale 

quantité infiniment petite pour  z,, infini. 

16. L'intégrale p i s e  le long dr la clroile incl&finie AB peut doiic 
être reinplacée par I'iritégrale prise le long du contour inde- 
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fini HFDCEG, augmentée de la somme des résidus relatifs au 
pôle z = I et  aux zéros oc non compris entre les parallèles CE, DF. 

Le résidu relatif au  pôle z = I est - x. 
Les résidus relatifs aux zéros de oc non compris entre CE e t  D F  

ont une somme moindre que ix, où E a été choisi aussi petit qu'on 
veut, et  cela indépendamment de x. 

Quant à l'intégrale prise le long du contour HF'DCBG, elle est 
infiniment petite relativement à x. Cela est évident pour la partie 

finie FDCE, où il suffit de remarquer que $ '% est fini. Sur les T(-) 
a - a  parties infinies EG, FH, les rapports 1 a 1, 19 1 sont supé- 

rieurs à un nombre fixe, et, par conséquent, la quantité 

est finie. L'intégrale sur un de ces chemins est donc: moindre 

que KI 1 & -  / 1 dz ' (le nombre K étant fini), c'est-à-dire qu'une 

quantité finie, décroissante quand z croit. 
$,(x) est donc asymptotique à x, car, pour reiidrc la diIf&- 

rence [x - $,(x)] moindre que. r,x, il suilira de choisir r < :, puis x 

assez grand pour que l'intégrale S '0 soit inférieure à ; x. 
IlFDLhG '2 

17. Dans l'exprcssio~i (19) de $,(x), nous lero~is abslractioii dcs 

termes compris sous les signes 2 autres quo le Le riornhre 
log x 

de ces signes est, en effet, moindre que 6, et la plus grande des 

sommes correspondantes est la preniikre, inîkricure c l l c - ~ & ~ i ~ e  

à log I'(I + d) 1 0 p x ,  par conséquent (à un Eaetcur h i  prbs) 
1 I 

à x ' log~"~ .  NOUS négligeons donc une quan-~i té  moindre quc  log!^' 'z; 
et le résultat obtenu ci-dessus peut s'énoriccr ainsi : lu somrrie 

1 y0 - 2 logp log"' -, étendue aux nonibrss pre tn im infL:rieurs il x, 
1 (y.) 1' 
es2 asymptotique ci x. 

Ce résultat (oii il rst  viii,e~idu yiie iious devons suyposel. p. 1 )  

différe de l'énoncé d'llalpheii : la sorriirie des logarithrties des t~ornbres 
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premiers infërieurs ci x esl asymptotique & z. Nous allons voir qu'il 
le comprend comme cas particulier. 

18. Pour cela, prenons IJ. = 2, ce qui doline 

.ri &Larit (pour x assez grand) inférieur cn valeur al~solue i tel iionihre 
qu'on voudra. 

Dans cette relation, changeons x en X ( I  + h )  et retranchons 
membre à membre : il vient 

:* 
égalité dans laqucllc le signe 2 P ( p )  désigne la somme des valeurs 

a 

de la fonction F pour les nombres premiers cornpris entre a et p. 
Pour les nombres premiers qui figurent sous le second signe 2 ,  

X ( I  + I l )  la quantité est coriipiise ciitrc r ct I + h : on peut donc 
P 

kcrire, cil divisant par log(1 + IL), 

x 
Dans cette dcrnibre, nous charigerons x en - : elle deviendra 

1 + IL 

Les formules ( 2 1 )  C.L (22) dé~nonti~~ri l ;  l ' é ~ ~ u ~ i c é  d'llülphen. 0 1 1  

vuit, cri eflet, q u e Z  logp sera coiiipris eritre 2 ( 1  + g) e t  x ( i  - ;.), 
6 
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si l'on a choisi h tel 

JACQUES HADAMARD. 

puis 3 assez grand pour que q < log(1 + h ) .  

19. Les résultats qui précèdent s'étendent d'eux-mêmes aux 
séries de Dirichlet. On considérera l'intégrale 

où ;J. est un noinbrc plus grand que 1, les autres lettres ayant  lc 
même sens que dans les nos 8-10. Cette intégrale représente, à 
une quantité près infiniment petite relativement à x, le produit 
de p(k) par la somme des logarithmes des nombres premiers q 
congrus à m, suivant le module k et  plus petits que x, multipliés 

respectivement par les valeurs correspondantes de log'+-' 
G' 

Or, on peut raisonner sur cette intégrale exactement comme 
nous l'avons fait sur l'intégrale (18)' car les propriétés de :(.Y), 
que nous avons utilisées e t  qui sont relatives à la distribution des 
zéros et  au genre, ont été démontrées pour les séries de Dirichlet. 

La quantité qui figure sous le signe dans l'intégrale (23) a S 
pour pôle simple z = I ,  pôle de - L ' i Z ) ,  e t  le résidu correspon- 

IJl (.z ) 
C 

dant - - = - x; les résidus relatifs aux autres pôles donnent qJ 1 ( 7 n  

une soirime qu'on peut considérer comme négligeable vis-à-vis de z, 
ainsi que l'intégrale prise le long du contour GECDFI-I, comme 
il a été expliqué. 

Donc l'intégrale ( 2 3 )  est asymptotique à x. En suivant la même 
marche qu'au numéro précédent nous reconnaissons que ln somrnc 
des logarithmes des nombres premiers inférieurs ci n; et cu~upris clans 
une progression ~crithuiétiqua déterminée dc raison k est usymptotiquc 
5 
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L'équation générale 

qui, coninle nous venons de le voir, comprend la relation corres- 
l~oiidant à p. = I ,  ne paraît pas pouvoir se déduire inversement 
de celle-ci; il serait intéressant de rechercher quels renseignements 
cette équation fournit sur l'ordre de grandeur de p,  c'est-à-dire 

x 

de l'erreur commise en remplaçant 2 log q par sa valeur asympto- 
O 

tique. 

20. En  bermiriant, je s ipa le ra i  I'applicatioii possible de la même 
méthode aux séries de Weber (') et de Meyer ('), par lesquelles oii 
étend le théorème de Dirichlet sur la progression arithmétique aux 
formes quadratiques. Une fois démontré que ces séries sont uniformes, 
la relation ("), analogue à celle donnée précédemment au  no 10, 
prouvera qu'elles ne s'annulent pas sur la droite 29 ( s )  = 1 .  

Dan's le cas où le déterminant est négatif, et où l'on considèrv 
la forme quadratique seule (sans faire intervenir de progression 
arithinétique), une formule donnée par  Weber (9 fournit la démoris- 
.tration demandée; en même temps, elle fait connaître le genre dc 
ces séries et fournit la relation correspondant au  changement de s 
en I - S .  Les méthodes exposées dans le présent Mémoire sont donc 
dès à présent applicables à ce cas particulier. 

NOTA. - Pendant la correction des épreuves, je reçois romniuni- 
cation des recherches que M. de La Vallée-Poussin consacre au 
inêriie sujet dans les ,.lnnrrZes de la Société scientifique de Bruxelles (7. 
Nos raisonnements, trouvés d'une façon indépendante, ont quelques 

(l) n111th. nni~cilrri, t. xS,_p. 301. 
('1 ,Irmiwal de Crelle, t. 103, p. 98; cf. BACHMANS, Artnlytische Zalilentheoiie, Ch. X 

('i'eubrieib, Leipzig, 1894). 
(3) RACIIMANN, loc. c i t . ,  p. n g r ,  ligue 6, forniule (35). 
!4) BACHMANN, loc. c d . ,  p. 302, ligne 4. 
(5) TOIIIC XX, ze Partic, i 896. 
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points communs : il est remarquable, en particulier, de constater 
que M. de La Vallée-Poussin a été conduit, lui aussi, à employer 
comme intermédiaire le fait que la fonction [ n'a pas de racine de 
la forme I + ti, quoique les procédés de démonstration soient tout 
a fait différents. J e  crois qu'on ne refusera pas à ma méthode l'avan- 
tage de la simplicité. 

Les critiques, adressées par M. de La  Vallée-Poussin aux démoiis- 
a+= i cl; 

trations fondées sur l'emploi de l'intégrale x> n'intéressent I A . ,,--, . . .. 

point la nôtre, fondée sur l'intégrale 

grâce au  fait que cette dernière garde un sens, même lorsqu'on 
remplace- chaque élément par son module. 
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UNE PROPRIETE DE LA FONCTION :<$> 

ET 

DES SERIES DE DIRICHLET 

(Coagrcb d e  I'Associntion franqaise pour I'Avancernent des sciences, La Roçlielle, 1928.) 

Les travaux de M. Landau et de ses continuateurs ('), parmi 
lesquels il faut nommer en première ligne M. W. Schnee, ont, comme 
on le sait, notablement précisé et étendu les conditions de validité 
d'une formule, analogue à celle de Parseval, obtenue précédemment 
par nous (7 et permettant de multiplier terme à terme deux séries 
de Dirichlet de la forme la plus générale 

\ 12 

Cette formule s'écrit 

où p, y sont deux nombres réels ou même complexes, de parties 
réelles convenablement choisies. (Les travaux auxquels nous avons 
fait allusion tout à l'heure ont eu précisément pour objet d'étendre 

(l) Voir  le Traité classique de hl. L A N ~ A U  : Lelwhucl~ iiher die TTerteilimg der 
Prirnrahlen,  t .  I I ,  n08221 et suiv. 

(2) Acta Mnthematicu, t .  X X I I ,  1899, p. 55-63. 
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le résultat, non seulement au  cas où l'une des abscisses p, y appar- 
tient au domaine de convergence simple de la série correspondante, 
l'autre étant  dans le domaine de conve~geiice absolue, mais mêmr 
à certains cas où, de part  et d'autre, il n'y a que convergence simple.) 

Mon intention n'est d'ailleurs pas d'aller plus loin dans la voie 
déjà si remarquablement parcourue, mais d'attirer l'attention sur 
une particularité intéressante qui se présente lorsque, pour la 
seconde des séries (1), on prend l'expression bien connue 

formule) 

( 5 )  .- 

Ce résultat 

Soit, d'abord, f ( s )  pris lui-même simplement égal à {(s). On voit 
immédiatement que l'on a (SOUS les conditions de validité de la 

peut être considéré comme un simple cas particulier 
du fait général que toute fonction représentée par une série de la 

1 0  
forme 2 $ se reproduit purement et  simplement lorsqu'on la 

. . 

(( compose N, par la formvle (2), avec 5(s).  Mais il exprime aussi 
une propriété fonctionnelle appartenant à la fonction [ (s), laquelle 
figure seule t an t  dans l'un que dans l'autre membre de la formule. 

Mais, au lieu de regarder le premier membre de (3) comme repré- 
sentant une sorte d'opération fonctionnelle exécutée sur g(s) à 
l'aide de la fonction f (s) = T(s), on peut se placer au  point de vue 
inverse et, dans ces conditions, la formule se généralise d'une manière 
remarquable en prenant, pour f ( s ) ,  l'une quelconque des séries 
(( s~éciales  N de Dirichlet 

à l'aide desquelles l'illustre géomètre a démontré son célèbre théo- 
rème sur la progression arithmétique. La  seconde fonction introduite 

dans (2) étant encore g (s) = il vient 
S(s) 

5' - I i m ~ ~ , ~ ~ ~ ~ + t i ,  x ) F ( y - ~ i ) d t =  
n k ,  3, p'" P'Y 

m p 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



THEORIE DES NOMBRES. 

c'est-à-dire, coninîe on sait, 

relation qui, comme on le voit, lie les séries (5) à la fonction de 
Riemann. 

Bien qu'il m'ait été jusqu'ici impossible d'en tirer aucun progrès 
positif, une telle relation nie semble digne de l'attention de ceux qui 
s'intéressent à la théorie analytique des nombres premiers. J e  ne 
saurais dire, quant à présent, dans quelle mesure elle peut conduire 
à un prolongement analytique des fonctions qui y figurent ni dans 
quelle mesure elle les caractérise. Il serait également intéressant de 
rechercher moyennant quelles modifications elle pourrait s'étendre 
aux autres transcendantes analogues que les divers chapitres de la 
théorie ont successivement introduites ( ' ) .  

( l)  Note du Comité de &action : Il nous a semblé utile de reproduire ce travail 
dans lequel on trouve encore un exeinplr de l'art avec lequel M .  Jladamard soiilève 
cles questions nouvelles. 
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QUESTION RELATIVE AUX DÉTERMINANTS 

1. Étant  donné un  déterminant 

n , O  , . . .  l., 

a? h1 . . .  1, 
.. .. . . .  . .  
a,, hl, . . . 1,) 

dans lequel on sait que les éléments sont inférieurs en valeur absolue 
à une quantité déterminée A, il y a souvent lieu de chercher une 
limite que le module de A ne puisse dépasser. 

On voit immédiatement que A est inférieur à I . 2 . 3 .  . . nA". 
Mais il est clair que cette limite est trop élevée; car elle ne pourrait 
être atteinte que si tous les termes du  déterminant avaient le mêmc 
signe, ce qui est manifestement impossible. 

J e  me propose en conséquence de rechercher le maximum du 
déterminant A dans les conditions indiquées. 

2. Sans rien supposer d'abord sur les modules des éléments a , ,  . . . , 
b , ,  . . ., désignons par a:, . . . , b f ,  . . . leurs conjugués dont le déter- 
minant A, sera le conjugué de A. Prenons, dans le déterminant A, 
p lignes quelconques pour en former un tableau rectangulaire (T), 
(T,) étant le tableau coi~respondant d u  déterminant A,,  ; considérons 
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Si 11 = T L ,  ce produit doiiiicra A i , ,  c'cst-à-dirc le carré du  module 
de A ;  pour p < n, il fournira de même la somme des carrés des 
riiodules des différents déterminants que l'on déduit du tableau (T). 
Dans tous les cas, la quantité ainsi obtenue sera essentiellement 
réelle et  positive ( ' ) .  

Pour former le produit Pl,, d'après les règles de la multiplication 
des déterminants, il faudra multiplier chaque ligne de (T) par  
chaque ligne de (T,). Si l'on a choisi deux lignes correspondantes, 
par exemple les deux lignes de rang h, le résultat SI, donnera la 
somme des carrés des modules des éléments al,, b,,, ..., II,. Si, au  
contraire, on a pris deux lignes de rangs différents h et h', on trou- 
vera l'expression 

... ( 2 1  sl,,ht= alta& + t)l1 b )  t + I n  Ilqf .  

'Nous remarquerons que s~,,,~, est conjugué de  SI,,^,. 

Les quantités s,, et s ~ ~ , ~ ,  seront les éléments du  déterminant P,. 
Si, par  exemple, les lignes qui composent le tableau (T) sont les 
p premières, on aura 1 SI .Ti,< . . .  Sl, / l  1 

et, si nous isolons la partie qui contient en facteur un élément 
principal, le dernier par exemple, nous pouvons écrire 

où QI, sera le déterminant 

(1) Nous n'avons pas t i  prendre en considération le cas de Pl,= O, Ir déterminant A 
étant alors nul et,  par suite, ne présentant aucun intérêt dans la question actuellc. 

I l h n l N A H n .  - ~~'1111.~:. 18 
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138 JACQUES HADAMARD.  

1,e niineiir dc cc dC.tcrminant, relatif à l n  hi"""' ligne e t  à la 

principaux soiil dcs expressions QI,, saur Ic  dcimier qui cst iiiio 
expression Pl,-, . Quant aux autres niineurs, nous remarquerons 

(1 O,, seulement que --- Ù Q P  
d ( h ,  h')  est conjugué de -. d ( h l ,  Ili 

3. Cela posé, il est facile de déniorilrcr que le déterminant QI, 

est négatif ou nul, le dernier cas ne pouvant se présenter quc si 
tous les éléments de la dernière colonne sont égaux à zéro. 

Il suffit pour cela (h étant un quelconque des nombres 1, 2, . . ., 
dQ), w,, w,, O,, p - 1) de considérer les quatre mineurs - 9-9 - y-. d(h, k i drp. 1)'  d ( h . p )  d ( p ,  hl 

L'identité bien connue qui existe cntre ces mineurs nous donne une 

Les P étant positifs, nous voyons donc bien que QI, est nécessaire- 
ment négatif ou nul si cette conclusion a été démontrée par 
Nous pouvons dès lors l'admettre pour toute valeur de p ,  car elle 
est évidente pour Q I ,  égal à O, et Q-, égal à - I s , , ~ ~ ' .  

De plus, QI, ne saurait être nul si Q,,-l l'est, c'est-à-dire (en 
admettant toujours que notre conclusion est établie pour Q,-,) 
si tous les éléments de la dernière colonne sont nuls à l'exception 
du  h'""". Mais comme h est variable dès que p est au  moins égal 
à 3, il ne peut y avoir aucun élément de la dernière colonne diflérerit 
de zéro. 

4. Revenons maintenant au déterminant P, : nous sommes en 
mesure d'établir que ce déterminant est inférieur ou au plus égal 
à son terme principal s, s - .  . . s,, l'égalité n'ayant lieu que si tous 
les éléments non principaux sont nuls. 

E n  effet, nous pouvons admettre que le fait est vrai pour P, ,, 
et dès lors l'équation (3)  démontre l'inégalité Pl, < s ,  s, . . . s,,, 
puisque Q,, est négatif. 

De plus, P, ne peut être égal à s ,  s2  . . . s,, que si, d'une part, P,-, est 
égal s,s, . . . s ,  , et que, d'autre part, on ait QI, = o. D'après cc 
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que nous avons vu plus haut,  cette double condition exige que tous 
les éléments non principaux soient nuls. 

En particulier, pour p = n, on î i  

Lorsque les modules des éléments sont au  plus égaux à I ,  les s,, ont 
Il - 

pour valeur inaxiniuiii n, et par suite 1 A 1 est au  plus égal à n'. 
On voit que la valeur maximum du déternlinant du  n"'""' ordre 

cst loin d'augmenter aussi rapidement que le produit 1 . 2 .  . . n. 
1)'après la forniule d'approximation de la fonction i', cllc rroît un 
peu plus vite que la racine carrée de ce produit. 

5. Pour que A atteigne son maximum, il faut, en premier lieu, 
que tous les éléments aient pour module I ; puis que tous les SI,, ,,. 
soient nuls (h  # h'). 

En  écrivant l'équation SI,.,,. = O pour toutes les valeurs de h', 
l'entier h restant fixe, on a un système d'équations linéaires e t  
homogènes par rapport aux éléments de la h'""'" ligne, d'où résulte 
que chaque élément est proportionnel à la quantité conjuguée du  
mineur correspondant. Les formules relatives aux déterminants 
adjoints montrent même que les mineurs d'ordre k sont propor- 
tionnels aux mineurs complémentaires d'ordre n - k. 

Nous sommes ainsi conduit aux  déterminants appelés inverse- 
ment orthogonaux par M .  Sylvester ( ' )  et dont un exemple simple 
est fourni , pour une valeur quelconque de n, par le déterminant de 
Vandermonde formé avec .les racines de l'équation hinome xn = I .  . . 6. Pour n = 3, ainsi que l'a encore remarqué ILI. Sylvester, 
toutes les autres solutions se réduisent à celle-là, à des change- 
ments près que l'on peut appeler insignifiants, à savoir : permu- 
tation des lignes ou des colonnes; multiplication de tous les éléments 
d'une même ligne ou d'une même colonne par un même facteur. 
Mais il n'en est plus de même pour les valeurs de n supérieures à 3 
et la formation d'un déterminant maximum comporte même 
beaucoup plus d'arbitraire que ne l'a supposé le géomètre anglais. 

(') Philosophical Magazine, t. XXXIV, 1867, p. i61-475. 
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Reprenons en rffct la méthode indiquée dans son filémoire ( ' )  
pour construiw un d6tarniiriant rnaximuin d'ordre n i  n ,  q~iaiid 011 

suppose connus deux déterniinan~s maximum A ,  et 1, d'ordre n ,  
c t  n2 respectivrment : on &rit nz fois le déteriiiiiiant A l ,  savoir 
n2 fois en ligne horizontale sur n2 fois en ligne verticale, forniarit 
ainsi un tableau (TG). Puis dans le déterminant .il qui occupe dans 
ce tableau le hi""' rang en ligne horizontale et  le ki""' en ligne verti- 
cale, on multiplie tous les éléments par l'élément du  détermi- 
nant A, dont les indices sont h et k. Le tableau ('2;) ainsi modifié 
donne un déterminant maximum, car les relations = o sont 
vérifiées. 

Mais ces relations ne cessent pas d'avoir lieu si, dans tous les 
déterminants A ,  de la ~ r e m i è r e  colonne, on multiplie une ligne 
déterminée par u n  certain nombre de module I. Or, le nouveau 
déterminant obtenu par cette opération (que l'on peut évidemment 
varier de plusieurs façons) n'est pas réductible au précédent par 
les changements insignifiants dont nous avons parlé. 

Par  exemple, pour n = 4, M .  Sylvester indique les deux types 

Notre méthode conduit au  déterminant 

lrquel donne bien les déterminants (4) et ( 5 )  pour a = I et n = i, 
mais en est essentiellement distinct pour iinc valeur quelconque de 8. 
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7. Lorsque n est une piiissance de 2, le procédé dont nous venons 
de parler permet d'obtenir un déterminant maximum à éléments 
réels. Peut-on trouver de tels déterminants pour d'autres valeurs de n ? 

Dans ce cas, chaque élément devra être égal à t 1, et cela de 
telle façon que, considérant deux lignes quelconques et  comparant 
Ics éléments correspondants, il y ait autant de concordances que 
de discordances de signes ('). 

On voit aisément que ceci ne peut avoir lieu que pour n multiple 
de 4. E n  effet, si l'on ramène les éléments de la première ligne à 
être des 1, la seconde ligne devra contenir autant de + I que de - 1, 

ce qui exige déjà que n soit pair : n = 2 n'. Si l'on suppose alors 
dans la seconde ligne les n' premiers éléments positifs et  les autres 
négatifs, la somme des n' premiers éléments de la troisième ligne 
devra être nulle; donc n' doit être à son tour un nombre pair. 

D'ailleurs il existe en effet des déterminants maximum réels 
pour des valeurs de n non puissances de 2. Pour n = 12, par exemple, 
on arrivera au résultat de la façon suivante : 

On groupera les colonnes 3 par 3 en quatre séries. 
La première ligne étant composée de 1, la seconde comprendra 

des I dans les deux premières séries et des - I dans les deux 
dernières; la troisième ligne aura ses quatre séries composées alter- 
nativement de + I e t  de - 1. Dans les neuf lignes suivantes, la 
première e t  la dernière série comprendront chacune deux éléments 
positifs et  un négatif; la seconde et la troisième deux éléments 
négatifs et  un.  positif, d'après le Tableau suivant : 

les numéros i~idiquaiit dans chaque série le rang de l'élément qui 
est seul de son signe. 
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Il existe aussi un déterminant maximum réel pour I I  = 20. Pour 
- 

l'obtenir, ayant encore partagé les colonnes en quatre séries de 
cinq chacune, on composera les trois premières lignes comme dans 
le cas précédent. La quatrième ligne aura, dans la première et la 
dernière série, tous ses éléments positifs, sauf le premier; dans la 
deuxième et la troisiérne, tous ses éléments négatifs, sauf le premier.. 
Chaeiriic des seize lignes qui restent cornprendra, dalis la première 
et la dernière série, deux éléments négatifs; dans la deuxième et la 
troisième, deux éléments positifs, d'après le Tableau suivant : 

Il y a donc lieu de se demander quelles sont les valeurs de n pour 
lesquelles existent des déterminants maximum à éléments réels ('). 

De plus, on peut rechercher, pour les autres valeurs, quel est le 
plus grand module que puisse atteindre le déterminant lorsqu'on 
impose aux éléments la condition d'être réels (9. 

(l) Les déterminants iiiaxirnuin que nous venons de fornier pour n = 12 e t  12 = 20 

mettent encore une fois en évidence l'arbitraire que comporte la  question actuelle; 
car il est clair que ces nouveaux déterminants niaximuni ne peuvent se déduire des 
procéd(is donnés au no 6. 

(7 Nute du Comité ( le  i d w t i o r ~ .  I)I*s dé11101is traiions iioiivel les dii théorélue sur le 
iriaximum du iiiodulc d'un déterminant ont &te d o n d e s  notanimeil1 par Wirtinger 
(Bull.  des Sci. math., 1907, p. 1 7 5 ) ~  Kneser (Die Intsgralgleicliungen, I:)I I ,  p. za7- 
231)' L. K. IIua ('l'o1~oli.u Math. J., vol. 41). 
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LES TRANSFORMATIONS PONCTU ELLES 

(Bulletin de In Société ~~~athdmnt ique  de France, t .  34, 1906.) 

1. Soient données les équations 

qui peuvent être considérées comme faisant correspondre à un 
point quelconque (x, ,  x,, . . ., x,,) d'un espace el, à n dimensions, 
un point (X, ,  X,,. . ., X,,) d'un espace analogue El,, point que 
nous nommerons ici l'image du  premier. 

Ces équations sont-elles résolubles en x ,  , x-, . . . , x,, ? A tout  
point de El,, peut-on faire correspondre d'une manière univoque 
un point de e,, auquel il serve d'image? 

Il est clair que la question est double. Les valeurs de X I ,  X,, ..., XI, 
étant données, elle consiste à se demander : 

1. Si les équations ( 1 )  admettent toujours (en x,,  x-, . . ., x,,) 
une solution ; (possibilité) 

II. S'il est impossible que ces équations admettent plus d'une 
solution. (unicité) 

IIADA>IARD. - J U B I L E .  19 
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Les méthodes du Calcul différentiel conduisent à en chercher la 
solution dans les propriétés infinitésimales des fonctions f qui défi- 
nissent la transformation. Une condition nécessaire bien connue 
est (en supposant que les fonctions f , ,  j 2 ,  . . ., f,,_admettent des 
dérivées premières continues) que le déterminant fonctionnel 

soit de signe constant. 
Cette condition prise au  sens étroit est d'ailleurs sufisante loca- 

lement, c'est-à-dire que, a ( a , ,  a,, . . . , a,,) étant un point de e,, où 
le dkterminant (2) n'est pas nul et A (A, ,  AY, . . ., A,,) son image, 
on peut, autour de ce dernier point, décrire une sphère assez petite 
pour qu'un point quelconque pris à son intérieur soit l'image d'un 
point et  d'un seul voisin de a. 

2. On a admis que la condition précédente était sufi-  
sante d'une manière générale, c'est-à-dire que, si elle était vérifiée 
quels que soient a , ,  a ,  . . . , a,,, elle entraînait, quels que 
soient X I ,  X?, . . ., X,,, une réponse affirmative aux questions 1 
et II. 

Il est pourtant clair, dès le cas d'une variable (n = 1), que l'on 
n'est pas ainsi assuré de remplir la condition 1. Si la fonction X = f ( x )  
admet une dérivée première f' toujours positive, l'équation 

considérée comme équation en x, n'admet jamais plus d'une solution, 
mais on peut choisir X de manière qu'elle n'en admette aucune, à 
moins que les deux intégrales 

ne soient infinies. 
Pour n supérieur à 1, il est visible qu'il ne suflit pas de remplacer 

la dérivée f '  par le déterminant fonctionnel (2). Par  exemple, pour 
la transformation 

1 j '  Y = qJ'(z) y ( y ) ,  
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le déterminant fonctionnel est f f ( x )  S(x) ?'(y); on peut, en le 
supposant supérieur à un nombre positif fixe et  même indéfiniment 
croissant (et cela d'une manière aussi rapide qu'on le veut) avec x 
ou y, admettre néanmoins que les intégrales (3) sont finies e t  que, 
par conséquent, X n'est pas susceptible de prendre toutes les valeurs 
réelles. Une aire, indéfiniment étendue dans tous les sens, du plan 
des xy, a alors pour image une aire qui s'allonge indéfiniment dans 
le sens parallèle à l'axe des Y, mais qui reste comprise entre deux 
ordonnées fixes. 

3. La quantité qu'il convient d'introduire ici, à la place du  déter- 
minant fonctionnel, est évidemment l'axe mineur de l'ellipse ou 
de l'ellipsoïde de déformation, c'est-à-dire la plus petite valeur d u  
rapport 

d Y : + d X $ +  ...+ d)iz 
dx; + dx; +. . .+ dz:,' 

et la condition qu'il y a lieu de se donner à cet égard est : 
[Condition (C)], que, pp désignant le minimum de p sur la sphère 

de l'espace el,, l'intégrale 

soit infinie. 
Si cette condition est remplie, une ligne de longueur infinie tracée 

dans e,, ne pourra pas avoir pour image une ligne de longueur 
finie. 

4. Mais la question est loin d'être ainsi résolue. Car, contraire- 
ment à ce qui arrive dans le cas d'une variable, on sait que le non- 
évanouissement d u  déterminant fonctionnel, dans une région finie, 
quelconque de el,, n'assure même plus l'unicité. Les fonctions 

(1 ' )  1 X.,= fi(% -G), 

x2= f 2 ( x 1 ,  x21, 

étant définies dans une région déterminée (a) du plan des x , ,  x, et  
ayant, dans toute cette région, leur déterminant fonctionnel positif 
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et non nul, une aire s intérieure à o, limitée par une courbe ferniée 
unique (sans point double) y, peut avoir pour image une aire se 
recouvrant partiellement elle-même, y ayant pour image une courbe 1' 
à points doubles, analogue à celle qui est représentée figure I ( l ) .  

Un même point de cette aire peut alors être l'image commune de 
plusieurs points de S. 

E n  un mot, les données précédentes ne fournissent aucun rensci- 
gnement sur la résolubilité des équations (1'), sauf à l'intérieur 
de cercles suirisamment petits - dont les méthodes classiques ne 
font même pas connaître explicitement le rayon (2 ) .  

5. Le fait que je me propose d'établir, et  qui peut être de quelque 
utilité dans la discussion d'équations telles que ( I ) ,  est que les 
propriétés infinitésimales des fonctions f sufrisent au  contraire à 
étudier leur inversion, s i  elles sont connues dans tout l'espace el,. 

L'énoncé est le suivant : 

Si IJ. est différent de zéro (7 en tout point de e,, et si, en oulre, la 
condition (C) (no 3) est remplie, les propriétés 1 et II ont lieu : autrement 
dit, l'inversion des équations ( 1 )  est possible et univoque. 

Ainsi, une transformation définie à l'intérieur d'une aire peut 
présenter à l'intérieur de cette aire la singularité décrite au no 4. 
Mais, dans ce cas, la transformation ne saurait être, de quelque 
manière que ce soit, prolongée indéfiniment en dehors de 0, si l'on 
impose (&) ,  (outre p# O) la condition (C). 

(l) Voir, par exemple, go un sa^, Coirrs d'Analyse, t .  1, p. agg. - Plusieurs autrurs 
(LIPSCHITZ, Lehrbitcl~ der Analysis, t. II;  KNESER, Math. Ann., t. XLV; ARZELA: 
Rendic. Ac. Bologne, 24 mai 1903) se sont eflorcbs de reinédier 5 cette défectuosité, 
moyennant l'introduction d'autres hypothèses. 

(2) Ce rayon est calculé pour n = I par M. GOUHSAT, loc. c i t . ,  p. 41. 
(3) La quantité p est nulle ou différente de zéro en même temps que le déterminant 

fonctionnel. 
c4) Il est à peu près évident que cette dernière restriction (ou une autre analogue) 

est nkessaire, e t  que la rondition ,U # rj, nième vérifiée dans tout  le plan, ne sufi t  
pas à assurer I'unicitc. 

Soit, par excrnple. 
\, = R cos@. IL= R siil O, 
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J'ai indiqué, dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences 
(séance du  8 janvier 1906)' une méthode pour démontrer lapropriété 
précédente, méthode dont je donnerai le principe un  peu plus loin. 
J'ai reconnu depuis que la démonstration pouvait se faire d'une 
manière tout  élémentaire : qu'il sufisait de reprendre, avec d'insi- 
gnifiantes modifications, un raisonnement classique de théorie des 
fonctions (le raisonnement non modifié est celui qui servirakt à 
démontrer le théorème dans le cas de multiplicités fermées telles 
que la sphère). 

6. Supposons toujours que les n quantités X , ,  Xs, . . ., X, soient 
des fonctions de x,, x,, . . ., x,,, fonctions dont le déterminant fonc- 
tionnel n'est jamais nul. Tout point a ( a , ,  a,, . . . , a,,) de l'espace e,, 
est le centre d'une sphère 

telle que deux points distincts pris à l'intérieur de cette sphère ne 
puissent avoir la même image dans l'espace E,, ; et l'image ( A , ,  A?, . . . , 
A,,) de a est le centre d'une sphère 

telle que tout  point X intérieur à cette sphère soit l'image d'un 
point et d'un seul intérieur à (6), point qui varie continûment 
avec X. 

avec 

où k est un nombre plus grand que I .  L'image du cercle z: + xi = p b u r a  la forme 
1 

rrprésmtée figure I dPs que t h  p dépassera la valeur -. 
k 

Il en sera encore d~ même si, avec la même ~ a l e u r  de R, on fait 

@ = e ~ o ? P ' i i  - e-'n'ql.ci) = Sh [z ( 2y 

[la fonction Q (x,) étant toujours plus grande que I e t  croissant, pour xi trés grand 
e t  négatif, pliis vite que e-Lr*, par exemple g = Ch ( 3  xi)]; et  dans ce cas le déterminant 
fonctionnel sera indéfiniment croissant. Tl serait constarnnient égal à I si l'on 
faisait O = x,e-'"1 (toujours avec R = fi). 
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Si, en quelque point de l'espace, d était infini, le théorème serait 
démontré. Nous supposons donc qu'il n'en est pas ainsi. 

D'après des raisonnements connus, d et, par suite, D sont des 
fonctions continues de a , ,  a? ,  . . ., a,,. Lorsque le point a prend 
toutes les positions possibles à l'intérieur de la sphère de rayon p 
qui a pour centre l'origine des coordonnées, d et - D  ont chacun un 
certain minimum (différent de zéro), fonction de p. 

De même, d e t  D ont un minimum différent de zéro sur une ligne 
finie quelconque 1 décrite par  a dans l'espace e,,. 

7. Supposons que 1 soit une ligne continue allant d'un point a 
à un point b de e,,, et que, d'autre part, son image L dans E,, soit 
fermée, c'est-à-dire qu'un même point A serve d'image à a et à b. 
Alors on pourra affirmer que cette ligne est également fermée 
dans e,,, c'est-à-dire que le point a coïncide aVec b, si l'on sait que 
la valeur de D correspondant à un point c de Z et à son image C est 
supérieure à la plus grande distance de C à un point de L. 

8. Cela posé, admettons qu'à deux points distincts a et b de e,, 
corresponde la même image A. Joignons ab par une ligne Z (continue 
et sans point double), celle-ci aura pour image une ligne L, partant 
du point A et y revenant. On peut supposer (ce qui n'est d'ailleurs 
pas indispensable) que L n'a aucun point double, autrement dit, 
qu'elle ne contient aucun point A' qui serve d'image commune à 
deux points a', b' de Z, sans quoi il suffirait de substituer A' à A 
en ayant soin, s'il y a plusieurs points A', d'en choisir un pour 
lequel l'arc compris, sur lj  entre a' e t  b' soit le plus petit possible ( ' )  ; 
ou encore, on pourrait évidemmen~ faire disparaître le point double A' 
en modifiant 1. 

Soit Do le minimum de D sur Z. f 

Prenons un point fixe arbitraire O (par exemple l'origine des 
coordonnées) dans E,, et désignons par  Lt (où t est un nombre compris 
entre zéro et  un) l'homothétique de L relativement à O avec le 
rapport d'homothétie t ;  et, de même, par Ct l'homothétique, dans 

(l) Ceci aurait un sens, même si les points A étaient en nombre infini, l'ensemble 
qu'ils forment étant manifestement ferm6. 
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les mêmes conditions, d'un point quelconque C de L (image d'un 
point c de 1). Soit encore h le maximum de la distance OC. Deux 
points quelconques de L seront alors à une distance inférieure à 2 1, 
et, par conséquent, d'après le no 7, on devra avoir, la ligne 1 étant 
ouverte, 

Donnons à t une valeur quelconque comprise entre l'unité et  le 
nombre t ,  (positif, d'après l'inégalité précédente) qui vérifie la 
relation 

Do a ( ~  - t , )  = -. 3 

Tout point Cl de L, sera à unc distance de son homothétique C 
D 

moindre que 2 et, par conséquent, sera l'image d'un point parfai- 3 
tement déterminé de e,,, intérieur à la sphère ri analogue à (6) qui 
a pour centre c. 

Seront également à une distance du point C moindre que Do,  
les points de I,, homothétiques des points situés sur un certain arc 
de L, à savoir l'arc continu qui comprend le pcrint C et dont tous 

les points sont à une distance de C moindre que 2 Tout l'arc 

ainsi obtenu de Lt correspondra donc à un certain arc de courbe 
de en intérieur à o. 

Chaque point Ct de Lt peut ainsi être déduit, non seulement du  
point homothétique C, mais d'une infinité d'autres points de 1, 
(points suffisamment voisins du premier) et  l'on a, par conséquent, 
une infinité de moyens de trouver le point correspondant de e, , ;  
mais, en vertu d u  no 7 et des hypothèses faites sur t ,  toutes ces 
déterminations conduiront au même résultat. 

En  un mot, à chaque ligne L,, pour I 2 t 2 t , ,  correspondra une 
ligne continue 1, de e,,, laquelle variera d'une manière continue 
avec t. Comme 1, ne sort pas d'une région finie de  l'espace e,,, D, sur 
ces différentes lignes l , ,  ne sera jamais inférieur à un certain mini- 
mum D'. 

Il en résulte que la ligne lt ne se ferme à aucun moment, car ses 
deux extrémités, autrement dit les deux points qui ont pour image A,, 
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varient continûment et ,  par conséquent, ne sauraient coïncider sans 
que leur distance soit au préalable devenue inférieure à D', ce 
qui est impossible. 

9. Soit D ,  le minimum de D sur L,, : on aura, puisque L,, ne 
se ferme pas, l'inégalité analogue à (8) 

Déterminons un nombre t ,  par la relation 

t2 sera positif et  nous trouverons par des raisonnements tout  
semblables aux précédents, pour toute ligne L, telle que t ,  > t  2 t , ,  
une ligne correspondante 1, continue et ouverte de l'espace e,,, 
ligne qui variera continûment avec t .  Il résultera de là, en parti- 
culier, l'inégalité 

2 À t 2 ? D , ,  

Il2 étant  le minimum de D sur l t2.  
On déterminera alors t ,  par la relation 

et ainsi de suite. D'une manière générale, t,, sera déterminé par  la 
relation 

(9 )  
D,J-, l . ( t  ,>-, - t , , )=-  

3 

(D,,-, étant le minimum de D sur l,? ,) et sera positif en vertu de 
l'inégalité 

21.t  2 n 

Pour toute valeur de t comprise entre I et t,,, la ligne l , ,  ayant 
pour image L,, sera définie : ce sera une ligne continue, variant 
continûment avec t et qui restera toujours ouverte. 

10. Cela posé, il va  être aisé de faire apparaître une contra- 
diction. On ne pourrait, en effet, imaginer que deux hypothèses : 
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I O  Toutes les lignes llr resteront, quel que soit p, à distance finie, 
c'est-à-dire intérieures à une sphère fixe ayant pour centre l'origine 
des coordonnées dans l'espace el,. 

Il y a contradiction, car, dans ces conditions, Dl, resterait supé- 
rieur à un nombre fixe et  les quantités t, définies par les relations 
successives (9) ne pourraient pas être toutes positives. 

20 La quantité p = \ix: +xi +. . . +xn prend, sur la ligne Ztp, 
des valeurs très grandes pour des valeurs très grandes de p. 

Mais cela aussi est impossible. E n  effet, un point quelconque de LI, 
est relié à son homothétique pris sur L par une ligne continue (une 
portion de rayon vecteur) de longueur inférieure à 1. Donc le point 
correspondant de l'espace e ,  est intérieur à la sphère qui a pour 
centre l'origine et dont le rayon R est donné par  la relation 

;lp étant, comme nous l'avons dit, le minimum de p sur la sphère (4). 
Donc, il est inadmissible que les points a et b, qui ont une même 

image A, soient distincts. C'est ce que nous voulions établir. 

11. Le mode de démonstration que j'avais adopté dans la  Note citée, et qui était 
relatif au seul cas de n = 2, était plus compliqué, mais il avait l'avantage de montrer 
comment se comporte le prolongement d'une transformation telle que ( I ' ) ,  à partir 
du moment où elle a cessé d'être biunivoque; comment ce prolongement, possible 
tout d'abord, doit fatalement se heurter à une impossibilité a mesure qu'on voudra 
l'étendre indéfiniment. 

Soit n = a,  de sorte que el, et El, sont des plans. Supposons toujours que le déter- 
minant fonctionnel des seconds membres des équations 

soit positif e t  non nul, e t  considérons la courbe rp, image du cercle yp (.z: + = p"), 
cercle dont le rayon sera, pour la commodité du langage, considéré comme représentant 
le temps. C'est une courbe fermée dont la tangente varie continûment e t  à la courbure 
de laquelle on peut assigner une limite supérieure dès qu'on connaîtra une limite 
supérieure de p. X, e t  X, étant donnés, le nombre des solutions des équations (1') 

i l'intérieur de yp est égal à l'indice (au sens de Gauss) du point (XI, X2) par rapport 
à ïp. L'indice d'un même point va toujours en croissant lorsque O croît. 
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Si, à partir d'une certaine valeur p, de p, cet indice peut devenir supbrieur à 1, 
la ligne rp devra présenter des points doubles. C'est la forme représentee figure I 

et  (au moins pour p peu supérieur à po) rl, délimitera au moins une aire intérieure 
telle que .k (fig. 1 ) .  

' Appelons boucle le contour fermé partiel formé par la partie de rp qui part d'un 
point double (sommet de la boucle) et y revient. Tout point double partage rp en 
deux boucles. Une boucle sera dite simple si, considérée en elle-même, elle n'admet 
aucun point double. L'aire -b, est limitée par une boucle simple de sommet m ( f i g .  1). 

Fig. 1. 

Les tangentes en un point double déterminent quatre angles (qui peuvent être 
égaux à O ou à 7 ~ )  e t  les arcs dr courbrs correspondants, au  voisinage de ce point, 
déterminent quatre angles curvilignes. Nous appellerons extirieur celui de ces quatre 
angles où l'indice (relatif au contour coinplet) est le plus petit: intirirur, celui où 
il est le plus grand (ces deux indices extrêmes différant de deux unités); latiraux, 
ceux où il a la valeur intermédiaire, l'un de ces lateraux étant à droite et l'autre à 

par rapport à un? flèche allant de l'angle extérieur à l'angle intérieur. 
Les d rus  boucles que détermine le point double ont pour angles aux sommets, 

l'une l'angle extérieur, l'autre l'angle intérieur, à l'exclusion des lateraux (comme 
on le reconnaît en remarquant que l'indice relatif au contour total est 6gal A la somme 
des indices relatifs aux deux boucles). Nous les appellerons l'une e.~tirieure,'l'autre 
intérieure, suivant la nature de leurs angles aux sommets. 

Ida boucle qui délimite l'aire a$, ( f ig .  I )  est, dan? cettv terminologie, une boucle 
simple extérieure. L'indice y est plus petit q u ~  dans les régions voisines. 

Nous allons prouver que, sur notre contour mobile, une telle boucle extérieure 
est indestructible. Tous les contours rp, pour p > p,,, admettront de telles boucles 
extérieures, et ces boucles successives seront intérieures les unes aux autres. 

Pour le démontrer, supposons d'abord que les f soient des lonctions analytiques, 
n'ayant pas i distance finie de points singuliers. Dans ces conditions, rp ne pourra 
présenter qu'un nombre fini de points doubles, e t  le nonibre ou la disposition de ceux-ci 
ne  changeront qu'un nombre fini de fois dans un temps fini (c'est-à-dire dans un 
intervalle fini de variations de p). 
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D'une manière générale, les points doubles d'un contour fermé régulier qui se 
déforme ne peuvent apparaître ou disparaître que de deux îacpns : 

I O  Par une boucle infiniment petite : tel est le cas d'un liina(>on de Pascal, consi- 
déré comme polaire d'un cercle par rapport à un point, lorsque ce dernier passe de 
l'intérieur a l'extérieur du cercle ou inversement. 

Cette hypothèse est à rejeter ici, car la boucle infiniment petite aurait sa courbure 
infinie, ce que nous avons remarqué être impossible. 

a0 Par un  biangle infininient petit, un biangle étant un contour fermé partiel de rp 
qui présente deux points anguleux (soinmets du biangle), points doubles de Tp : 
par exemple, le contour de la figure I présente un  biangle de sommets m, n. 

[In biangle peut être extérieur, ou intérieur, ou latéral, suivant la  nature de ses 
angles aux sommets! nature qui est la même pour les deux sommets si le biangle 
est infiniment petit, e t  qui np change pas par une déformation continue. 

Il est impossible que les deux sommets d'un biangle latéral soient les deux seuls 
points doubles du contour (puisqu'on aurait ainsi des boucles latérales). Si l'on enlèvc 
du contour un  biangle extérieur, il reste deux bouclrs intérieures, et inversement. 

Enfin, dans le cas qui nous occupe, où le contour va toujours en s'étendant e t  les 
indices toujours en augmentant, un  biangle qui naît ne peut pas être extérieur, e t  
un biangle qui disparaît ne peut pas être intérieur. Cela tient à ce que, dans le premier 
cas, l a  région qui prend naissance doit avoir un indice plus grand et dans le second, 
la  région qui disparaît, un indice pliis prtit que l'une au inoins des régions avoi- 
sinantes. 

12. Cela posé, reprenons la boucle simple extérieure dont nous avons note l 'exist~nce 
pour p très peu supérieur Q p, : 

I O  Si le point double m, somnirt de la boucle, ne disparaît pas, et si aucun autre 
point double ne naît sur le contour de la  boucle, celle-ci ne cessera pas d'être simple 
e t  extérieure. De plus, toutes les boucles successives ainsi obtenues seront intérieures 
les unes aux autres, puisque le contour se déplace toujours yers le côté où l'indice 
diminue. 

a0 Si, à partir d'une certaine valeur p ,  > p,, la boucle, jusque-lh simple, présente 
deux points doubles ('), ceux-ci ne peuvent naître par biangle latéral (puisqu'ils ne 
pourraient alors être les premiers), ni par biangle extrrieur (lequel ne peut que dispa- 
raître et non pas naître). Ils formrnt donc u n  biangle intérieur e t  donnent, par consé- 
quent, lieu A deux boucles extérieures. Celle de ces boucles qui ne contient pas le 

!l\ . . Nous supposons, pour plus de commodité, que deux apparitions ou disparitions 
de points doubles ne peuvent se produire à la fois pour une même valeur de p. 11 est 
clair qu'il n'y a là qu'une simplification de l angag~ ,  dont le raisonnement est indépen- 
dant en réalité. 
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point m (soi r i~ne~ de la boucle primitive) est siiiiple : ce srra elle que l'on considérera 
pour p > p, aux lieu e t  place de la preniièrc.. 

30 Si, pour une valeur pi > p,,, le point double m disparaft, cela ne peut être que 
par biangle latéral (puisque l'angle extt+c'eur en m correspond b une boucle simple). 
Si ce biangle devient infiniment petit, c'est que l'une des branches qui w croisent 
en m,  après être sortie de la boucle, y pénètre à nouveau immédiatement ( f ig.  a)  ('). 
Mais il est clair doit en sortir ultérieurement et son point de sortie le  plus 
rapproché ml ( f ig.  2) est le sommet d'une nouvelle boucle simple extérieure (y). 

Donc, l'indestructibilité de la boucle siniple extérieure est assurée dans tous les cas. 

Fig. 2 .  

13. Jusyu'à cc. point, d'après ce qui précède, not,re raisonnement n'est nullement 
un raisonnement par l'absurde. 11 exista des transformations planes, à déterminant 
fonctionnel constamment positif, e t  pour lesquelles la déformation du contour Tp 
présente les phénomènes que nous venons d'étudier. 

Supposons maintenant que p augmente indéfiniment. Nous aurons une série de 
boucles simples, intérieures les unes aux autres. Il existera, dès lors, au  moins un 
point P du plan des Xi, X?, qui sera intérieur à tous ces contours. 

Or, dans ces conditions, les points d'intersection de ceux-ci avec une droite issue 
de P décriraient sur cette droite un segment (ou une serie de segments) de longueur 
finie, correspondant à une augmentation indéfinie de p, contrairement à l'hypothèse. 

La contradiction est donc mise en évidence, e t  la boucle primitive ne peut prendre 
naissance. 

(') La ligne pleine représente la forme du contour pour p < pz et la ligne ponctuée 
cette même forme pour p > pz. 

(y On peut constater directement que rp ne peut avoir de boucle sirnple intérieure. 
Car, comme précédemment, une telle boucle ne pourrait commencer i exister que : 
1 0  si elle naît, son sommet apparaissant par u n  biangle, mais alors ce biangle serait 
intérieur e t  la boucle extérieure; a0 si, une fois formée, elle devenait simple par dispa- 
rition de points douLles sur son contour, mais cette disparition ne se ferait que par 
biangle extérieur, e t  supposerait, contrairement à l'hypothèse, une boucle sirnple 
intérieure préexistante. 
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14. Le raisonnement précédent serait mis en défaut pour des transformations non 
analytiques, parce que les points doubles pourraient être en noirilire infini ou se 
modifier une infinité de fois dans un teirips fini. 

Mais on peut le rétablir par des conventions convenables. 
Soit, coinirie tout  I l'heure, p le rayon vecteur, e t  soit CI l'angle polaire du plan 

des x,! G. Soient a un angle du preniicr quadrant pris une fois pour toutes (par 
exemple a = IoO)? E un nombre positif. Si ce dernier est suffisairiment petit [la limite 
supérieure de ce nombre pouvant être assignée lorsqu'on connaît une limite supé- 
rieure (p) de p l  : 

a. Tout point doulile de rp, correspondant à deux valeurs O,, Oz de 0, e t  pour 
lequel les deux branches se coupent sous un angle compris entre a e t  n - a, est isole, 
en ce sens qu'il ne peut, ni sur le niêine contour I'? ni sur ri,,, pour p - p' 1 > E 

exister plus d'un point double correspondant à deux valeurs S ' , ,  O, de 0 telles 
que 18, - 9; 1 < 8, 19, - 9;  1 < 8, où 8 est une quantité que l'on peut assigner en 
fonction de (p). 

Le point double en question de 1'?, correspond i un point double parfaiteiiient 
diiterniiné de rp. 

h. Si, au  contraire, l'angle au point double est compris entre O et a ,  ou entre ~i 

et 71 -a, il pourra arriver que, dans un certain intervalle de variation de 8 autour 
de l'une des deux valeurs de l'angle polaire correspondant h ce point (dépendance du 
point double), les deux branches restent à une distance moindre que E .  

Le point double en question pourra alors appartenir A une se'rie de points doubles, 
en appelant série un ensemble de p0int.s doubles qui sont dans la dépendance les uns 
des autres. 

Toute série (même d'une infinité) de points doubles a d'ailleurs deux points doubles 
extrêmes déterminés. Elle sera, au point de vue du raisonnement, entièrement assimi- 
lable à u n  seul point double ou i deux, suivant que les deux portions de contours qui 
se croisent changeront ou non de côté l 'une par rapport à l'autre au passage de cette 
série. Dans le second cas, on pourra toujours dire si cette série est assimilable à un 
biangle extérieur, intérieur ou btéral .  

Enfin, on pourra définir les conditions dans lesquelles un  point double P' (ou une 

série de points doubles) de rr., ( O  < p l -  p < E )  sera dit dbriver d'un point double P 
de 1', (ou d'une série de points doubles). . - 

Moyennant ces conventionsl rien n'einpêclicra de raisonner coninie nous l'avons 
fait pour les transformations analytiques. 

15. Notre conclusion est, comme on le voit, liée de la manière 
la plus absolue à ce fait que la transformation est considérée dans 
le plan complet ('). Elle ne subsisterait plus nécessairement dans 

rn - 
(1) Ajoutuns que l'unicité peut cesser dès c p r j o  pp dp est fini, si len~eiiient que 
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une région limitée par une ligne quelconque A ,  à moins que l'on 
ne possède d'autres données; que l'on ne connaisse, par  exemple, 
la propriété d'unicité pour les points qui correspondent à des points 
de r i .  

La conclusion est évidente sur la sphère (notre démonstration 
se confondant alors, comme nous l'avons dit, avec une démons- 
tration classique). 

Par contre, elle ne subsiste pas sur les variétés multiplement 
connexes, telles qu'un tore, ou un cylindre de révolution indéfini. 
Sur ce dernier, par exemple, si z et 0 sont (avec le rayon a du cylindre) 
les coordonnées semi-polaires, la transformation 

( p  étant un entier quelconque) n'est pas biunivoque, quoique ;J. soit 
constant. 

16. Quant à la possibilité de l'inversion, elle résulte de considé- 
rations toutes semblables à celles qui ont été précédemment déve- 
loppées, mais plus simples encore et presque évidentes. 

Soient O l'origine des coordonnées de El,, correspondant, pour 
simplifier, à l'origine des coordonnées O de e , , ;  A un point quelconque 
de E,,. Joignons OA. Le cercle (7) de centre O intercepte sur OA 
un segment OO,, qui est l'image d'un arc de courbe oo, de e,,. Le 
cercle (7) de centre O ,  intercepte un segment de O,  O,, image d'un 
arc O ,  O? de e,,, et ainsi de suite. 

Si les points successifs O,, restent à distance finie, les segments 0,,0,,+1 
sont tous plus grands qu'une longueur fixe. Mais, dans le cas contraire, 
nous savons que la ligne 00,0,. . .O,,. . . doit également avoir une 
longueur infinie. 

p décroisse, à cette condition près. 11 sufira, par exemple, de prendre (en employant 
la même notation que dans la note de la page 148) O = x:, en choisissant pour R une 
fonction constamment croissante de x, coïncidant, pour les valeurs négatives de x,, 
avec 

~ i s ) =  a +Jmpp dp (a  > O ) .  
-si 
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Donc, en toute hypothèse, l'un des segments O,, O,,,, comprend 
le point A, et celui-ci est l'image d'un point de e,,. 

17. Remarquons, pour finir, que les hypothèses de dérivabilité 
faites en commençant sur nos fonctions f i  ne sont nullement néces- 
saires. Il suffit de supposer ces fonctions contirtues, et d'imposer 
les conditions suivantes : 

A. Tout '  point a de e,, est le centre d'une sphère a, telle que 
deux points distincts intérieurs à cette sphère ne puissent avoir la 
même image. 

B. L'image de tout  point a de el, est (dans E,,) le centre d'une 
sphère telle que tou t  point intérieur à cette sphère soit l'image 
d'un point intérieur à a,. 

C. Une ligne joignant l'origine à un point indéfiniment éloigné 
dans e,, ne peut avoir pour image une ligne rectifiable et de longueur 
finie de E,,. 

Les deux premières reviennent à dire que le résultat que l'on se 
propose de démontrer est supposé vrai localement, c'est-à-dire au  
voisinage d'un point quelconque. 
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AUX DERIVEES PARTIELLES 
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SUR 

L'ITÉRATION ET LES SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES 
DES 

(Bulletin de la Société inuthématique de France, t. 29, rgor.)  

Les travaux de M. Poincaré ont montré comment une solution 
périodique d'un système d'équations différentielles quelconqiies 
était, en général, entourée d'un cortège de solutions asymptotiques. 

Dans certains cas, toute solution sufisamment voisine de la 
solution périodique est par cela même asymptotique. Dans d'autres, 
I'asymptotisme n'a lieu que pour les trajectoires situées sur certaines 
surfaces passant par la courbe fermée qui sert de point de départ. 
Pour former les équations de ces surfaces, M. Poincaré emploie des 
développements en séries entières, établis en supposant les équations 
données analytiques. 

Il m'a paru intéressant de traiter la même question au  point de 
vue exclusivement réel e t  sans faire intervenir l'analyticité des 
données. J e  me bornerai d'ailleurs aux cas les plus simples et aux 
résultats les plus immédiats. 

Le problème revient, comme on sait, à celui de l'itération à 
plusieurs variables. Soit donc 

xi= f(x, y)=ax+Dy+ ..., 
y,=y(x, y)= cx+.dy+ ... 

une transformation ponctuelle 
supposerons que l'équation 

du plan, conservant l'origine. Nous 

d - s  
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ait ses racines s, sr réelles et  distinctes. Alors, moyennant un change- 
ment de coordonnées, la transformation s'écrira 

o z , =  f(z, y )  = S  x + Fjx, y ) )  
.?,,= 'P(x: 3') =s'y + a(", y), 

F et (1) étant des fonctions dont les développerrients (formels) 
commencent par des termes du second degré. Nous admettrons 
que F et @ ont des dérivées partielles dans un certain doniaine 
en-tourant l'origine, ces dérivées partielles étant continues et, en 
particulier, tendant vers zéro avec x et y. Enfin s, supposé plus 
grand que s' en valeur absolue (l'égalité étant exclue), sera positif 
et plus grand que I .  

Le point (x , ,  y , )  est dit le conséquent de (x, y) et celui-ci 17unté- 
cédent de (x , ,  y , ) ;  le point (a,, y,), conséquent de (x, ,  y , ) ,  est dit 
le second conséquent de (x, y), etc. 

Une circonférence de rayon suffisamment petit, décrite avec 
l'origine pour centre, aura pour conséquente, moyennant les hypo- 
thèses faites sur s et  s', une sorte d'ellipse allongée suivant l'axe 
des x ;  celle-ci aura, à son tour, pour conséquente une courbe de 
forme analogue, mais plus allongée encore, et ainsi de suite. Dès 
lors, il est à présumer que toute la partie du plan entourant l'origine 
ira en s'amincissant indéfiniment et tendra vers une courbe unique. 
C'est ce que nous allons vérifier. 

A cet effet, traçons, en partant de l'origine, un arc de courbe C 
non tangent à l'axe des y, arc sur lequel y sera bien déterminé 

clsl en fonction de x et partout inférieur en valeur absolue à un  

certain nombre ci. Il est aisé de voir, étant données les hypothèses 
faites sur les fonctions f et p, que la conséquente de la courbe C 
jouira de la même propriété, du  moins si l'on se restreint (comme 
nous allons le faire,) à un  certain domaine D entourant l'origine. 
Toutes les conséquentes successives seront donc coupées par une 
parallèle quelconque à l'axe des y en un seul point e t  les cocficients 
angulaires de leurs tangentes et, par conséquent aussi, de  leurs 
cordes quelconques, seront tous moindres que a. 

Soit C' une seconde courbe remplissant les mêmes conditions que C. 
Si nous coupons ces deux lignes par une même droite x = const., 
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1 .Y - 3.) l aura, la différence y - y' sera nulle avec x et le rapport 

dans le domaine D, un certain maximum p. 
Soient maintenant C, ,  CI, les conséquentes de C et de C'; F, la 

E* quantité analogue à p déterminée à l'aide de C, et de C',. Le rapport ;1? 
1 

est inférieur à un nombre fixe o plus petit que 1 ,  à savoir un nombre 
l s ' l  supérieur d'aussi peu qu'on veut à -, si le domaine D a été pris 

S 

sufisamment restreint,. 
Désignons, en effet, par Y; Y' les ordonnées de C et de C' corres- 

pondant à une même valeur X de l'abscisse (X étant supposé 
positif pour fixer les idées); y , ,  y',, les ordonnées analogues de C, 
et de Cfl. Les points (X, y , )  et  (X, y',) seront les conséquents de 
deux points (x, y) et (x', y') respectivement situés sur C et sur C, .  

De l'hypothèse faite sur C résulte 

et  des hypothèses faites sur F et 

-q pouvant être pris aussi petit qu'on veut avec les dimensions d u  
domaine D. 

Ces deux inégalités montrent que x, et pareillement x', sont 
X 

tous deux plus petits que 
s - r ] ( r + a ) '  

Si enfin y: est le point de CJ1 correspondant à l'abscisse x, on a 

D'autre part, puisque les dérivées de F e t  @ sont toutes en valeur 
absolue plus petites que r,, on peut écrire 

et, par  suite, en vertu de  (4) et  de ( 5 ) ,  

s-ri  
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puis 

JACQUES HADAMARD. 

Les inégalités (2) à (7) donnent bien, ainsi que nous l'avions 
annoncé, 

(8)  

E étant limité en fonction de 7 et de ar et tendant vers zéro avec -q. 
Il est aisé de déduire de là que les conséquentes successives de C 

tendent vers une  courbe limite e. Supposons, cn effet, que Cf coïncide 
avec C ,  : alors C', ne sera autre que la seconde conséquente C, de C. 
Le segment intercepté, sur l'ordonnée correspondante à l'absrisse X, 
entre C e t  C l  étant  plus petit que PX,  celui qui est intercepté entre C ,  
et C2 sera plus petit que p X ;  celui qui est intercepté entre Cq et  C,, 
plus petit que p ' X ,  . . .. Ces segments formeront donc une série 
convergente. 

De plus, la courbe C O blenue est indépendante d u  choix de la courbe C ,  
puisque si C' est une autre courbe quelconque (issue de l'origine et 
non tangente à l'axe des y),  C',, Ci,  . . ., C:,, . . ., ses conséquentes 
successives, le segment intercepté sur une ordonnée quelconque 
entre Cl, et C:, tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. 

La courbe e est évidemment invariante (c'est-à-dire coïncide 
avec sa conséquente), et  l'on voit, de plus, que c'est la seule courbe 
invariante qui aboutisse à l'origine, s'y comporte régulièrement et 
ne soit pas tangente à l'axe des y. 

On remarquera que ces différents résultats ne  supposent nulle- 
ment 1s' 1 < I .  Si l'on ajoute cette nouvelle hi-pothèse, il arrivera 
que les antécédentes d'une courbe quelconque issue de l'origine (et 
non tangente a l'axe des x )  tendront également vers une position 
limite déterminée e', laquelle sera tangente a l'axe des y. 

Les deux courbes ~3 et e' seront alors les lieux géométriques, 
l'une des points dont les antécédents successifs tendent vers l'origine, 
l'autre des points dont les conséquents successifs tendent vers 
l'origine. Ce sont elles qui interviennent dans la théorie des solutions 
asymptotiques. 
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LES 

SURFACES A COURBURES OPPOSÉES 
ET 

LEURS LIGNES GÉODÉSIQUES 

( Jou~mz l  de Matl~émntiques, 5' skie, t. IV, 1898.) 

Dans un Mémoire précédent ('), nous avons appliqué les considé- 
rations élémentaires de maximum et de minimum à l'étude des 
géodésiques réelles sur des surfaces quelconques et  considéré, en 
particulier, un cas où les énoncés obtenus prennent une forme parti- 
culièrement simple : celui des surfaces à courbure partout positive. 
J e  me propose actuellement de traiter, en me plaçant au même 
point de vue, c'est-à-dire en restant dans le domaine réel et faisant 
complètement abstraction de la nature analytique de la surface, 
le cas où la courbure est partout négative. Dans ce nouveau cas, 
il est possible d'arriver à des résultats beaucoup plus complets que 
dans le premier et  d'établir sans dificulté une discussion générale 
des géodésiques. 

Les principes mis en œuvre sont d'ailleurs les mêmes que dans 
le Mémoire précédent. Toutefois, j'ai reconnu que le théorème de 
Gauss sur les polygones géodésiques est susceptible de remplacer, 
dans la plupart des démonstrations, les considérations de Calcul 

(l)  Ce Journal, même série, t. III, 1897, p. 331-388. 
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différentiel dont je m'étais servi à cet endroit; de sorte que, dans 
presque toute la suite de ce travail, nous disposerons de deux voies 
toutes deux extrêmement élémentaires, pour établir chacune de 
nos propositions. Une seule théorie exige d'être approfondie d'une 
façon spéciale pour servir de base au travail actuel : c'est I'Analysis 
situs ( ' ) ,  laquelle, ainsi qu'on devait s'y attendre après la lecture des 
travaux de M. Poincaré, joue un rôle essentiel dans tout  ce qui va 
suivre. 

Si la méthode employée est simple, par contre les résultats 
auxquels nous parviendrons sont compliqués, ou du moins, très 
différents de ceux que l'on est habitxé à rencontrer. C'est cette 
complication même qui est instructive, en mettant en évidence ce 
qu'a d'exceptionnel la simplicité des discussions obtenues par l'inté- 
gration directe, dans les cas où elle est possible, et en montrant 
combien ces discussions simples donnent une idée fausse de ce qui 
se passe dans le cas général. 

1. Les surfaces que nous considérerons seront supposées dépourvues 
de singularités à distance finie. Une telle surface est divisible en 
régions empiétant les unes sur les autres de manière que tout point 
de la surface soit intérieur au  moins à l'une d'entre elles, et  telles 
que les points d'une quelconque de ces régions aient leurs coordon- 
nées cartésiennes exprimables à l'aide de deux paramètres cc, P et 
cela régulièrement, c'est-à-dire par des fonctions continues et déri- 
vables au moins jusqu'à un ordre déterminé, les déterminants fonc- 
tionnels 

n'étant pas tous nuls. Cette dernière condition revient d'ailleurs à 

(l) J e  tiens à exprimer toute ma gratitude à M. Brunel, que sa connaissance 
profonde de cette partie de la Science a mis à même de me fournir une aide précieuse, 
particulièrement en démontrant le théorème que j'invoque au no 33. 
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celle-ci : qu'ayant mis l'élément linéaire sous la forme 

E d d +  z F d x  ri? + G@', 

la quantité EG - F2 doit être différente de zéro. 
Aux paramètres a, p on peut d'ailleurs substituer d'autres para- 

mètres a,, p4 donnés par  les relations 

pourvu que, dans la région considérée, les fonctions ; et $ soient 
continues et  dérivables, le déterminant fonctionnel de (a, fi) par 
rapport à (ci,, Pi) étant différent de zéro : condition qui sera v6rifiée 
si, en remplaçant a, P par  leurs valeurs ( 1 )  dans l'élément linéaire, 
de manière que celui-ci prenne la forme 

E, cla:1-2F.~da. ,d~,+G, d(S:, 

le nouveau discriminant E, G ,  -FI est différent de zéro puisqu'on 
EIG.,- F: - 

a - [;:: ;:Il2 1- EG - F' 

1 
Rappelons que, dans ces conditions, si ci:', @',O' sont les valeurs 

de or , ,  p l ,  correspondant aux  valeurs ci , P"" de a,  p, à tout  système 
de valeurs a, (3 suffisamment voisines de a:', p," correspondra un 
système de valeurs de a , ,  pl  très voisin de a,"', Sy' et un seul; de 
sorte que si l'on fait varier le point (a, 13) continûment sur un  chemin 
déterminé, compris tout entier dans la région, les quantités a , ,  p4 
varieront aussi continûment et  seront déterminées sans ambiguïté 
par cette condition, en u n  point quelconque de ce chemin (en suppo- 
sant données leurs valeurs initiales); et  si, de  plus, a,  13 sont déri- 
vables par rapport à la variable dont ils dépendent, il en sera de 
même de a.,, pi. 

2. Nous ne supposons pas, d'ailleurs, que nos surfaces soient 
algébriques ni même analytiques; toutefois nous ferons, chemin 
faisant, sur la forme générale de ces surfaces, des hypothèses simples 
qui sont toujours vérifiées sur les surfaces algébriques. 

3. En  outre, nos surfaces seront à courbure partout négative : les 
points de courbure nulle, s'il y en a, seront isolés et  en nombre fini, 
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de sorte que l'on pourra prendre un nombre positif E assez petit 
pour que, dans une portion limitée quelconque de la surface, la 
courbure soit partout plus petite (algébriquement) que - E ,  a l'excep- 
tion d'un certain nombre d'aires dont toutes les dimensions seront 
inférieures à une quantité donnée quelconque. On verra, d'ailleurs, 
aisément que nos théorèmes fondamentaux subsistent dans des 
conditions un peu plus générales; il peut exister certaines lignes de 
courbure nulle ou même des régions oii l a  courbure est positive, 
pourvu que ces régions soient sufisamment restreintes et que la 
courbure y soit sufisamment petite. 

4. A l'inverse des surfaces a courbure positive et  non infiniment 
petite, lesquelles sont toujours fermées, les surfaces dont il est 
question actuellement ont nécessairement des nappes infinies. Cette 
proposition s'établit immédiatement en remarquant que si la 
coordonnée x, par exemple, avait un maximum ou un niinimum en 
un point de la surface, la courbure en ce point serait positive ( ' ) .  

5. Plus généralement, on voit que, pour une portion limitée quel- 
conque S' de la surface, le maximum et le minimum de la distance à 
un  plan déterminé quelconque ont lieu sur les contours limites, de 
sorte qu'un plan ne peut couper S' sans couper ceux-ci. 

Cette remarque, qui présente une certaine analogie avec les faits 
qui se rencontrent dans la théorie des fonctions harmoniques, 
paraît imposer à la forme des surfaces à courbures opposées, des 
lois assez précises. Nous aurons à l'utiliser un peu plus loin. 

6. Il est intéressant de remarquer que l'existence de nappes infinies 
peut également s'établir en partant de la relation de Gauss-Bonnet 

Rapportons à cet effet la sphère de rayon I à un système de méri- 

(l) Le raisonnement semble être mis en défaut par  les points de c o u r h u r ~  niillc. 
11 est aisé de voir que le maximum ou le minimum ne peuvent avoir lieu même cn 
ces points, du moins qu'ils sont isolés. 
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diens et de parallèles de pôles a, a' (ces pôles n'ayant point de situa- 
tion exceptionnelle par  rapport à la représentation sphérique de la 
surface considérée); si nous entourons les points a,  a '  de deux paral- 
lèles infininient petits s, s', ces parallèles serviront de représentation 
sphérique à un certain nombre de courbes très petites S,, S2, . . ., S,,, 
entourant autant de points A , ,  A" . . ., A,, de la surface donnée; 
soit 2 ce qui reste de la surface donnée quand on enlève les petites 
aires intérieures aux courbes S , ,  Sa, . . ., S,,. E n  tout  point de 2, 
nous prendrons, suivant la méthode de M. Darboux, un trièdre 
attaché à la surface, en lui donnant pour axe des x la tangente 
correspondant à la tangente parallèle au  parallèle sphérique, c'est- 
à-dire hconjuguée de la tarigente parallèle à la tangente (T) au  méri- 
dien sphérique. Si la courbure est partout négative et non nulle, nous 
aurons ainsi un trièdre mobile vérifiant, sur toute la surface E, les 
conditions moyennant lesquelles a lieu la relation (2 ) .  Or, en appli- 

quant celle-ci à l'aire X, nous devrons faire d'abord d o  = O, sur S 
tous les contours limites, puisque la tangente en chaque point de 
ceux-ci est l'axe des x d u  trièdre correspondant. D'autre part, 

l'intégrale J'z, prise le long d'un contour infiniment petit tel que Si, 
considéré comme limitant l'aire 2,  est approximativement égale à 

l'intégrale -S$ étendue à la projection d'une aire infiniment 

petite sur son plan tangent, c'est-à-dire à - 2 K. L'équation (2), 

où le premier membre est positif et le second négatif, met alors en 
évidence la contradiction. 

7. Relativement aux nappes infinies dont nous venons de constater 
l'existence, nous allons faire une des hypothèses que nous avons 
annoncées au n o  2. 

Soit encore S' une partie finie de la surface, limitée par certaines 
courbes fermées C , ,  C,, . . ., C,,. Nous supposerons que, s i  ces courbes 
ont été convenablement choisies, on peut les faire varier continzlment 
de manière à les éloigner toutes à l'infini (par conséquent à faire 
tendre S' vers la surface entière S), sans que, dans cette variation, 
la  surface S' cesse de rester identique à elle-même, au  point de vue de 
la Géométrie de situation. 

Il est clair que, dans ces conditions, ce qui reste de S après enlève- 
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ment de S', se compose (du moins si les courbes C ont été convena- 
blement choisies) de n parties infinies indépendantes entre elles, les 
nappes infinies, chacune de ces nappes étant limitée par  une des 
courbes C et pouvant être considérée comme engendrée par le mouve- 
ment de cette courbe lorsque, partant de sa position initiale, elle 
s'éloigne à l'infini. 

Moyennant l'hypothèse précédente, nous pourrons appliquer à 
notre surface I'Analysis situs ordinaire, les propriétés topologiques 
de S étant, par  définition, celles de la surface S' à un moment quel- 
conque de sa variation. 

8. E n  particulier, une nappe infinie devra être considérée, au  
point de vue topologique, comme Iimitée, d'une part par  la courbe C 
correspondante dans sa position première; d'autre part, par  cette 
même courbe dans une position très éloignée. Nous noterons ce fait, 
essentiel pour la suite, qu'une telle aire a son ordre de connexion 
égal à 2. Elle équivaut, pour la Géométrie de situation, à une 
couronne circulaire. 

On voit, de plus, qu'à chaque nappe infinie correspond un bord de 
la surface ('), 

On connaît certaines surfaces à courbures opposées pour lesquelles 
l'hypothèse du no 7 n'est pas vérifiée. Telle est, par  exemple, la 
surface minimum de Neovius (7, qui présente une infinité de trous 
équidistants les uns des autres dans trois directions rectangulaires. 
Nous écarterons de telles surfaces, auxquelles, d'ailleurs, la théorie 
qui va suivre pourrait sans doute se généraliser sans trop de difficulté. 

9. La représentation sphérique de S se composera en général de 
plusieurs feuillets. Elle sera topo1.ogiquement équivalente à S si 
celle-ci est à deux côtés, puisqu'il y aura entre elles correspondance 
univoque. 

La courbure gardant un signe invariable, les feuillets (ainsi que 

(l) Il est bien entendu que nous n'établissons aucune connexion entre deux nappes 
infinies qui se rejoindraient si l'on ramenait la plan de l'infini à distance finie par 
une transformation homographique. Ainsi, à notre point de  vue: la surface gauche 
de révolution sera diie avoir drun n a p p ~ s  infinies. 

(2) Helsingfors, 1883. 
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cela arrivait déjà dans le cas de la courbure positive) ne se raccor- 
deront par aucun pli ni aucun autre mode de connexion, tel que 
les aires changent de sens quand on passe d'un feuillet à l'autre. 
Ils ne présenteront même aucun raccordement ni aucune autre 
singularité tant  que la courbure sera négative. Il n'en sera pas de 
même si la courbure s'annule en certains points particuliers : par 
exemple, si en un point O (supposé, bien entendu, non singulier sur 
la surface), les deux courbures s'annulent, il est aisé de voir qu'à 
ce point correspond, pour la représentation sphérique, une ramifica- 
tion riemanienne. 

10. A chaque bord C de la surface limitée S' correspondra un  
bord c de la représentation sphérique. Mais il y a plus : si le nombre 
des feuillets de cette représentation sphérique est fini (ce qui lui 
assigne une aire finie), elle a un  bord bien déterminé correspondant 
à chaque nappe infinie de la surface illimitée S. Car, puisque le 
signe de la courbure est invariable, si la courbe C va toujours en 
s'éloignant, l'aire limitée par c ira toujours en s'étendant : cette 
courbe coupera donc une ligne quelconque en des points qui se 
déplaceront dans un sens invariable sans pouvoir s'éloigner indéfini- 
ment. Elle tendra, par conséquent, vers une courbe limite P. 

Celle-ci peut d'ailleurs fort bien se réduire à un point : c'est ce 
qui arrive, par exemple, pour une surface de révolution dont la 
méridienne a une direction asymptotique perpendiculaire à l'axe. 

L'aire sphérique délimitée par la courbe c ayant une limite, il 
en est de même pour l'intégrale 

étendue à la courbe C, sur la surface donnée. 

11. On obtient des relations dont l'étude présenterait peut-être 
quelque intérêt en prenant pour direction de  l'axe des x d u  trièdre 
mobile, considéré au n o  6, la direction de la tangente (T) au  méridien 
sphérique et non la direction conjuguée. Rien ne sera changé dans 
les diverses quantités qui figurent dans la relation (2), à l'exception 
de l'angle o qui est changé en un autre angle o,. Si l'on retranche 
membre à membre la nouvelle relation ainsi obtenue de la primitive, 
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il vient 

( 3 )  J d ( o  - w,) = 0, 

l'intégrale étant étendue, d'une part  aux contours infiniment 
petits S,, S I ,  . . ., S,,, dont il a été question au  no 6, d'autre part  
aux nappes infinies. 

Cette équation ne contient évidemment que des nombres entiers, 
chaque intégrale étant un  multiple de 2 TC, puisqu'elle exprime la 
variation de l'angle que fait la tangente (T) avec sa conjuguée. 

Le long de chaque contour Si, cette variat,ion est égale à --4r., 
puisque la tangente à ce contour tourne de - 2 i. et que la tangente (T) 
tourne en sens contraire de la première. 

On voit que la conclusion serait toute différente si, au point A;, 
la courbure était positive. Alors, en effet, les deux tangentes tourne- 
raient dans le même sens et la variation serait nulle. Si donc on 
appliquait la formule (3) à une surface à courbure de signe variable, 
il n'y aurait à tenir compte que des contours Si tracés autour de 
points où la courbure est négative. Mais, par contre, il conviendrait 
d'ajouter des termes correspondant à certains points de courbure 
nulle, ceux pour lesquels la direction de courbure nulle est parallèle 
à (T). On constate aisément que les points paraboliques doivent être 
divisés en deux classes et qu'à chaque point où une direction de 
courbure nulle est parallèle a (T) correspond, dans le premier membre 
de la formule (3),  le terme +- 2 .i;, suivant la classe à laquelle appar- 
t ient ce point. 

Des termes additionnels doivent également être introduits dans 
la formule si la représentation sphérique présente les singularités 
indiquées au  no 9. 

12. Les remarques des nos 9-11 ne nous seront pas nécessaires 
au  point de vue de la théorie des lignes géodésiques. Il n'en est pas 
de même d'une distinction essentielle qu'il nous reste à établir 
relativement à la forme des nappes infinies. 

Considérons encore une telle nappe comme engendrée par le 
déplacement d'une courbe mobile C. En  général, quelle que soit la 
loi de variation de cette courbe sur la surface, sa longueur totale 
augmentera indéfiniment à mesure qu'elle s'éloignera. C'est ce qui 
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a lieu pour les nappes infinies du  paraboloïde hyperbolique, de l'hy- 
perboloïde à une nappe, de l'alysséide, etc. De telles nappes infinies 
seront dites évasées. 

Au contraire, nous nommerons nappes non évasées celles sur 
lesquelles on peut faire occuper à la courbe C une série de positions 
de plus en plus éloignées dans chacune desquelles son périmètre 
reste inférieur à une limite déterminée ('). Telle est, par exemple, 
une surface de révolution dont la méridienne a une asymptote 
parallèle à l'axe. 

13. Dans l'exemple précédent, on voit qu'il existe une direction 
asymptotique. La remarque fondamentale du  no 5 va  nous permettre 
de montrer qu'il y a là un fait général. 

Soit, en effet, C o  la position primitive de la courbe C, 

la même courbe dans une série de positions, très éloignées pour v 
très grand, telles que les longueurs des courbes C, soient toutes 
inférieures à une même quantité donnée. 

Plus généralement, il nous suffira de supposer que l'angle maximum 
sous lequel une courbe C,  est vue de l'origine soit nul pour v infini. 
Dans ces conditions, en effet, il existera au moins une direction Ô 
telle que la droite joignant l'origine à un point quelconque de C, 
fasse avec 2 un angle plus petit qu'un angle quelconque donné y, 
et cela pour une infinité de valeurs (convenablement choisies) de v, 
valeurs que nous considérerons à l'exclusion des autres. Mettons 
que cette direction soit la verticale ascendante. 

Soit T' un cylindre vertical convexe qui contient C o  à son intérieur ; 
nous le limiterons par une section droite qui laisse C o  en dessus e t  
nous ferons tourner chaque plan tangent au cylindre, autour de 
son intersection avec le plan de section, d'un angle très petit z, 
vers l'extérieur. La courbe C o  sera d u  même côté que ï par rapport 

(l) Cette série de positions n'est pas nécessairement continue : nous n'excluons 
pas l'hypothèse où la courbe C, dans son inouvenient, aurait tantôt une longueur 
très grande et tantôt une longueur finie. Il apparaîtra que cette hypothèse est 
inadmissible. 
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à chacun des plans ainsi obtenus, et  il en sera de même de la courbe C, 
pour 7 > E. Donc la nappe infinie est d'un seul côté d'un quelconque 
de ces plans et, comme ceci a lieu quelque petit que soit E, toute la 
nappe infinie est intérieure à r : 8 est donc une direction asympto- 
tique. On peut même ajouter que les cylindres verticaux convexes, 
circonscrits aux positions successives de la courbe C, sont tous 
intérieurs les uns aux autres, de sorte qu'ils tendent vers une position 
limite . 

En particulier, si les projections horizontales des C, sont des 
courbes convexes, il y a un cylindre asymptote. Il est probable que 
le même résultat doit p.ouvoir se démontrer lorsque ces projwtions 
présentent des arcs concaves. 

14. Il en est de même pour une propriété voisine, mais qui 
concerne le plan tangent. 

Soient (C) une section horizontale de la nappe infinie non évasée, 
M un point de (C) situé sur le contour convexe de la. courbe, c'est- 
à-dire tel que la tangente (t) en ce point laisse toute la courbe d'un 
seul côté que nous appellerons, pour abréger, le côté intérieur. 

Le plan vertical V qui projette horizontalement (t) coupera néces- 
sairement Co (puisque le point M est intérieur à tout  cylindre vertical 
convexe contenant cette courbe), et  la tangente (t) divise ce plan 
en deux demi-plans, l'un V' inférieur, l'autre V" supérieur. Nous 
ferons touiner le demi-plan V' autour de ( t ) ,  vers l'extérieur, d'un 
angle tel qu'il vienne à toucher C o  et le plus grand possible d'ailleurs : 
cet angle sera évidemment très petit si la courbe (C) a été prise très 
éloignée. Le plan P ainsi obtenu laisse d'un seul et même côté les 
courbes (C) et Co et  par  suite aussi toute la portion de surface 
comprise entre elles. Donc le demi-plan tangent inférieur en M 
[nous voulons dire la portion du  plan tangent en M située au-dessous 
de (t)] est, par rapport à P, du côté intérieur. 

Mais, d'autre part, le demi-plan tangent supérieur est, comme nous 
le savons, à l'intérieur de V". 

Donc le demi-plan tangent inférieur est compris dans le dièdre V'P 
et, par conséquent, l'angle de ce plan avec la verticale tend vers zéro. 

Il ne paraît pas douteux que ce fait ne subsiste même lorsqu'on 
choisit le point hI sur une partie rentrante de (C). E n  tout  cas, 
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nous pouvons admettre qu'il en est ainsi; cette hypothèse est une' 
de celles que nous nous sommes réservé le droit de faire, puisque, 
sur une surface algébrique, l'angle du  plan tangent avec la droite 
qui joint l'origine au  point de contact tend vers zéro. 

Le bord de la représentation sphérique, correspondant à une nappe 
infinie non évasée, se compose d'un grand cercle ou d'une série 
d'arcs appartenant à un même grand cercle. 

15. Il résulte de là que la limite vers laquelle tend (no 10) l'in- 

tégrale f $ prise le long de la courbe C, lorsque celle-ci s'éloigne 

indkfiniment, est nulle. 
Pour le voir, on prendra comme courbes C les sections horizon- 

cls (ZS 
tales. Dans l'expression - = - sin n (' ) ,  l'angle a, compris entre la 

i0$ ? 
normale en un point M de C et le plan horizontal, n'est autre que 
la hauteur (au sens astronomique du  mot) de la représentation 

ris 
sphérique m de hl, pendant que le facteur - est égal à l'angle élémen- 

P 
taire dont tourne la tangente horizontale à la surface, c'est-à-dire 
à la variation élémentaire de l'azimut 8 du point m. 

L'intégrale J2 est donc égale à sinmdo, c'est-à-dire à l'aire S 
comprise entre la courbe c et  le grand cercle horizontal, aire qui est 
infiniment petite dans les conditions actuelles. 

Les nappes non évasées se présentent dans la théorie actuelle 
comme un cas singulier, une sorte de cas limite offrant des parti- 
cularités e t  des difficultés analogues à celles qu'introduisent les 
racines multiples de l'équation caractéristique dans la réduction des 

substitutions linéaires. En raison de ce fait que la limite de - est SL 
nulle, on doit les considérer comme ayant une géodésique fermée 
rejetée à l'infini. 

16. La nature de la surface, au  point de vue de la Géométrie de 
situation, dépend, comme on sait, du nombre des bords (c'est-à-dire, 

(l) DARROUX, Leçons, Livre V. 
H A D A M A R D .  - J U B I L L .  
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'pour nous, des nappes infinies) et du nombre des trous, caractérisés 
par les contours fermés qu'on peut tracer sur elles sans la démembrer. 

Les surfaces à courbures opposées généralement connues ont 
toutes leur ordre de connexion égal à I (paraboloïde hyperbolique) 
ou à 2 (hyperboloïde à une nappe). 

Mais on peut former des surfaces à courbures opposées ayant un 
nombre quelconque de nappes infinies. Telles sont, entre autres, les 
surfaces représentées par des équations du type 

O , ô  , . . .  d,,, 
;=klog \ 7 

O, à:, . . . O,, 

n \ ? ?, \ *  I I  
où (k étant une constante) les quantités O , ,  c,, . . . , c,,,; r~ ,, G 2 ,  . , . , G,, 
sont les distances du point (x, y), projection d'un point quelcorique 
de l'espace sur un plan horizontal pris comme l'un des plans coor- 
donnés, à autant  de points fixes P , ,  P2, . . ., I',,,; P',,  Pi, . . ., P), 
de ce plan. Cette surface est à courbures partout opposées, car le 
second membre est la partie réelle d'une fonction de la variable 
complexe x + iy; elle a d'ailleurs m + n + I nappes infinies, 
dont m dirigées du côté des z positifs, n du côté des z négatifs, et  
une s'étalant dans le sens horizontal. Par  exemple, la surface 

correspondant à m = n = 1, a la forme générale représentée par la 
figure I .  Elle possède un plan de symétrie, le plan vertical mené 
par PP ' ;  un axe de symétrie, la perpendiculaire au milieu de PP' et 
un centre de symétrie. A ce dernier point correspond, sur la sphère, 
un point O qui est une raniification riemanienne de la représentation 
sphérique (9); effectivement, celle-ci se compose de deux feuillets 
correspondant aux deux moitiés de la surface, séparées l'une de 
l'autre par l'axe de symétrie et qui se croisent suivant l'arc de grand 
cercle qui va du pôle supérieur au point 0; elle présente trois bords, 
l'un (correspondant a la nappe horizontale) constitué par un contour 
infiniment petit tournant deux fois autour du  pôle supérieur, les 
deux autres t,racés, dans chacun des feuillets, suivant le grand cercle 
horizontal. 

Les nappes infinies verticales ne sont pas évasées; si l'on désirait. 
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qu'elles le devinssent, il suffirait d'augmenter le rayon de chaque 
section horizontale d'une quantité proportionnelle à zl' (p étant un 
nombre impair) sans changer le centre de cette section. La même 
opération pourrait s'appliquer à la surface plus générale (4);  les 

Fig. r .  

nappes situées d'un même côté du  plan horizontal se rencontre- 
raient; mais ceci ne constitue pas une singularité de nature à empê- 
cher nos raisonnements d'être valables : il suf3ra de regarder comme 
entièrement indépendantes l'une de l'autre les nappes qui se croisent. 

17. Un cas limite de la surface (4') est évidemment la suivante : 

k z  k 
s = --- = partie réelle de 
9 + Y x + Ly 

Mais cette dernière peut être envisagée à un  point de vue tout  
différent : son équation résulte, en efiet, de l'élimination de u entre 
les relations 

dont la première (3, y, u étant  comme des coordonnées cartésiennes) 
représent-e un cône, c'est-à-dire une surface de courbure nulle. Ceci 
conduit à envisager, plus généralement, la surface résultant de 
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l'élimination de u entre les relations 

Si l'on designe, comme d'ordinaire, par p, y, r ,  s, t les dérivées 
prenières et secondes de z, par p', q', r', s', t' les dérivées corres- 
pondantes de u, il vient aisément 

par conséquent on voit que la surface considérée est à courburr 
négative, si : I O  la surface (8) est a courbure nulle ou négative; 20 la 
courbe plane représentée par l'équation u = const. tourne partout 
sa coiicavité du côté des u croissants ou du  côté des u décroissants, 
suivant que la fonction 7' est elle-même croissante ou décroissante 
en valeur absolue, c'est-à-dire suivant que la courbe représentée 
(en coordonnées rectilignes z et u par l'équation (9) tourne sa 
concavité du  côté des u négatifs ou du  côté des u positifs. 

Si, par exemple, la fonction u = f (x, y est celle qui est définifs 
par l'équation (6), les courbes u = const. tournent leur concavité 
vers les u décroissants en valeur absolue. Il sufira donc que l'équa- 
tion (9 )  représente une courbe tournant partout sa convexité vers 
l'axe 11 = O ;  nous pourrons, par exemple, d'une infinité de manières, 
prendre 

I I  = R (  s ) ,  

R étant une fraction rationnelle convenablement choisie. La surface 
algébrique ainsi obtenue aura autant  de nappes infinies que la 
fonction R a de discontinuités, plus deux; et  toutes ces nappes 
seront évasées si cette fonction devient infinie en même temps que z. 

La surface aura, il est vrai, une ligne de courbure nulle. On fera 
disparaître cet inconvénient en déplaqant chaque section z = const. 
parallèlement à l'axe des z, d'une quantité égale à une fonction 
convenablement choisie de z. 

18. Sous venons d'obtenir des surfaces à courbure négative préseii- 
tant un nombre quelconque de nappes infinies; le procédé suivant 
va nous fournir, au contraire, des surfaces offrant un nombre plus 
ou moins grand de trous. 
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Soient U = O, V = O les équations de deux surfaces à courbures 
opposées. L'équation 

représente une surface composée de deux surfaces partielles, l'une 
située dans la région U > O, V > O ;  l'autre dans la région U < O ,  

V < o. Comme nous n'avons à nous occuper ici que de swfaces 
connexes, nous ne considérerons qu'une seule de ces deux surfaces 
partielles : la première, par exemple, et même une partie connexe 
de cette première. Nous aurons ainsi une surface qui sera évidemment 
à courbures opposées en tout  point situé à distance finie et  non dans 
le voisinage d'une courbe d'intersection des deux surfaces primitives, 
et que l'on pourra même supposer à courbures opposées à l'infini 
en prenant, au besoin, pour E ,  non pas une constante, mais une 
fonction toujours positive et diminuant plus ou moins rapidement 
lorsque x, y, z augmentent; par exemple 

i-, étant une constante très petite. 
Pareillement, si les surfaces U = O, V = o on1 des points de 

courbure nulle, on fera figurer dans E OU dans Y, un  facteur s'annu- 
lant en ces points ainsi que ses dérivées, jusqu'à un ordre conve- 
nable. 

Reste le voisinage d'une courbe d'intersection des deux surfaces 
primitives. On constate aisément que la courbure de la surface ( I O )  

reste négative même aux environs d'une telle courbe, si celle-ci 
tourne sa convexité vers la région U > O, V > O, c'est-à-dire si sa 
tangente passe dans cette région. 

Considérons, par exemple, les deux hyperboloïdes 

qui se coupent suivant une hyperbole. La partie de la surface UV = c 
située dans la région U > O, V > O est à courbure négative. Sa 
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.forme générale est représentée figure 2 ;  elle a deux nappes infinies 
et  un  trou. 

E n  associant de même un nombre quelconque d'hyperboloïdes 
égaux ayant un axe transverse suivant une même droite, on aurait 
une surface à un nombre quelconque de trous, avec deux nappes 
infinies. 

Fig. 2. 

On obtient un  résultat analogue en associant la surface 

~ = k l o g Ô , Ô  ? . . .  d,,, 

[cas particulier de la surface (4)] avec sa symétrique par rapport 
à un plan parallèle au plan des xy et de z positif. On a ainsi deux 
nappes infinies et m - I trous. 

Enfin, on peut obtenir un nombre plus élevé de nappes infinies, 
jointes à des trous, en combinant la surface 

avec ses symétriques successives par rapport 
de plans parallèles. 

a un certain nombre 
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19. On obtient encore une surface à courbures opposées e t  à plus 
de deux nappes infinies en partant,  comme l'indique M. Brune1 ('), 
de l'hyperboloïde de révolution à une nappe, coupant cette surface 
par les différents plans qui passent par un diamètre déterminé Oy 
du  cercle de gorge et faisant tourner chaque section, autour de Oy, 
d'un angle égal à la moitié de l'angle y que fait son plan primitif 
avec le plan équatorial. 

Plus généralement, au lieu de diminuer l'angle que fait une 
section quelconque avec le plan équatorial dans le rapport de I à 2, 

on peut diminuer ce même angle dans le rapport de I à p (p entier) ; 
la nouvelle surface ainsi obtenue est représentée paramétriquement, 
en fonction de y et d'un rayon vecteur p ,  par les formules 

J2 = r, s1n , P, 
).== cl3+ p'cos2pq3, 

z = p  coscp. 

L'équation du  plan tangent sera 
y d ~  

( d x s i n ?  + d;  c o s y )  coszpcq + p ( d z  sin? - dxcoscp) sinapcp - -- = O, 
P 

et les quantités D, D', D" de Gauss (7 pourront être prises égales à 

coszpg,  a2 cos apg, 
D = -  --- (' -- "5 coszpP) = - 1 

P PY" 

(l) Procès-verbaux des Séances dc la Société des Sciences physiques et naturelles 
de Bordeaux, séance du mars 1897. 

(2) Lecons sur la Thborie des sztrfaces, Livre V, Chapitre II ,  e t  Livre V I I ,  Chapitre III.  
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La surface est donc à courbures partout opposées. Elle admet 
comme seuls points singuliers (à distance finie) les points x = z = O ,  

y = t a ;  mais, ainsi qu'on s'en assurera sans dilGculté, ces singu- 
larités ne sont point de nature à empêcher la validité des raisonne- 
ments qui vont suivre. Enfin, cette surface possède 2 p nappes 
infinies. 

20. Ayant reconnu, dans les numéros précédents, l'existence de 
surfaces à courbures opposées et  à connexion quelconque, nous 
avons à rappeler les principes qui gouvernent l'étude des lignes 
tracées sur de tellis surfaces : principes posés par M. Jordan dans 
un Mémoire bien connu ( ' ) .  

Sous  dirons que deux contours fermés tracés sur la surface appar- 
tiennent à la même espèce s'ils sont réductibles l'un à l'autre par 
une déformation continue, effectuée sur cette surface. 

L'énumération des différentes espèces de contours fermés repose 
sur la considération des contours élémentaires. Ceux-ci sont de deux 
sortes : 

I O  Ceux qui équivalent respectivement aux différents bords de 
la surface; 

2 O  Ceux qui correspondent par paires aux différents trous (s'il 
en existe). 

Les premiers joueront, à notre point de vue, un rôle spécial. Kous 
les désignerons sous le nom de contours s imples .  

On sait que, dans beaucoup de questions, le choix des contours 
élémentaires comporte un certain degré d'arbitraire, ces contours 
pouvant être remplacés par d'autres en nombre égal, tels que chacun 
des deux systèmes puisse se déduire de l'autre. Il en sera encore 
de même ici, mais non pas pour ce qui concerne les contours simples. 
11 reste entendu que chacun de ceux-ci équivaut à un bord dét~rni in6 
(correspondant à une nappe infinie déterminée) de la surface. 

(l) Ce Journul, année 1866. Comme le  fait M. Jordan, nous supposerons, pour 
simplifier, nos surfaces à deux cotés. 
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Un contour quelconque est réductible à une suite de contours 
élémentaires parcourus dans des sens déterminés et dans un ordre 
déterminé, autrement dit représentable par un symbole (produit) 
de  la forme 

I I  1 )  ABC.. . . 
chacune des lettres (facteurs) A, B, C, . . . étant le symbole Ci d'un 
contour élémentaire ou le symbole C;' d'un contour C; décrit en 
sens inverse, et ces symboles étant ou non distincts les uns des 
autres : expression qui peut encore s'écrire 

chaque indice étant, cette fois, distinct du précédent et du suivant 
et les exposants m, m', . . . étant des entiers positifs ou négatifs, 
mais qu'on peut supposer non nuls (sauf dans le cas où l'espèce 
considérée est celle des contours réductibles à un point). 

Le symbole C"' (C  étant un contour quelconque), qui représente le 
contour C décrit m fois dans un sens déterminé si m est positif et 
ce même contour décrit 1 ml fois en sens inverse si m est négatif, 
sera dit correspondre à un rr~ultiple de C. 

21. Les contours élénientaires ne sont pas tous indépendants. II 
existe entre eux une relation, et une seulc, qui permet de regarder 
l'un quelconque des contours élémentaires comme une combinaison 
des autres et, par conséquent, de l'éliminer de l'une quelconque des 
expressions (1 1) ou (1 2). 

C'est ainsi que, dans le cas de la connexion simple, il n'y a aucuii 
contour non réductible à un point; et que, sur une surface à connexion 
double, les contours élémentaires se réduisent à un seul. 

Mais, une fois l'un des contours éliminé comme il vient d'être dit, 
l'expression (12) est parfaitement déterminée 13 une permutation circu- 
luire près. 

22. Il nous arrivera, dans certains cas, de rie pas considérer comme 
essentiellement distincts d'un contour déterminé ses différents 
multiples. A ce point de vue, une surface à connexion double n'aurait, 
comme on le voit, qu'une seule espèce de contours non réductibles. 

H A D A M , \ R V .  - JUBILÉ.  ab 
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Au contraire, si l'ordre de connexion dépasse deux, les contours 
essentiellement distincts les uns des autres sont en nombre infini. 

Par  contre, il n'y a qu'un nombre fini d'espèces de contours dont 
la longueur soit inférieure à une longueur donnée quelconque. 

23. Soient maintenant a, b deux points quelconques de la surface. 
Nous dirons que deux chemins qui vont de a en b appartiennent 

au même type si l'on peut passer de l'un à l'autre par une déformation 
continue dans laquelle les points a, b restent fixes. 

Nous employons le mot type au lieu du mot espèce, qui nous a 
servi pour les contours fermés, afin d'éviter certaines confusions, en 
particulier dans la circonstance suivante : 

Supposons que le point b coïncide avec le point a. Les cheniins 
que nous aurons alors à comparer seront des contours ferniés partant 
du point a e t  y aboutissant. 

Or, une infinité de ces chemins peuvent être de même espèce, 
lorsqu'on les considère comme contours fermés, tout en étant de 
types différents, si on les considère comme lignes joignant le point a 
à lui-même. 

La déformation continue par laquelle on passe d'un de ces cheniins 
à l'autre peut, en effet, être telle que le point a ne puisse rester fixe 
pendant cette déformation, mais décrive forcément un contour non 
réductible à un point ( ' ) .  

24. Les différents types de chemins joignant entre eux deux points 
(différents ou non) a et b se représentent par des symboles de la 
forme (1 1) ou (12); mais ces symboles se distinguent de ceux qui 
servent aux contours ouverts par cette circonstance que la permu- 
tation circulaire des facteurs n'y est pas légitime. Cette différence 
met bien en évidence le fait que nous venons de signaler au numéro 
précédent. 

25. Il y a une infinité de types d c  chemins joignant deux points 
(du moins sur une surface à connexion multiple); mais, les types 

(') Cette remarque ne s'applique pas au cas o i ~  l'espèce en question est celle des 
contours réductibles à un point. 
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auxquels correspondent des chemins de longueur finie sont en  nombre 
fini. 

26. Donnons-nous enfin, sur la surface, un point a et une ligne L. 
Nous dirons que deux chemins ab, ac, qui partent du point a pour 
aboutir à la ligne L, sont du même type, si l'on peut passer de l'un 
à l'autre par une déformation continue dans laquelle l'extrémité a 
reste fixe, pendant que l'autre extrémité décrit la ligne L. Cela 
revient manifestement à dire que le deuxième chemin uc forme, 
avec l'arc cb de la ligne L, une ligne allant de a en b et du  même type 
que le premier chemin ab. La notion que nous venons d'introduire 
n'offre donc rien d'essentiellement nouveau : on représentera un 
type de chemin allant de a à la ligne L par le symbole d'un type de 
chemin allant de a à un  point déterminé b de L. 

Il y a toutefois une remarque importante à faire lorsque la ligne L 
est fermée. Dans ce cas, en effet, il existe une infinité de manières 
différentes d'aller du point b à un autre point c de cette ligne sans 
la quitter. Si cette ligne est réductible à un point, tous les arcs ainsi 
obtenus sont équivalents. Mais il n'en est pas ainsi dans le cas général 
et  l'on voit qu'on ne doit pas considérer le type comme modifié si 
l'on fait suivre son symbole d u  symbole de L (pris en traitant L comnie 
une ligne joignant le point b à lui-même) ou d ' u n  de ses multiples. 

27. En particulier, sur une surface à connexion double tous les 
chemins qui vont d 'un  point donné à une ligne jermée donnée (sans 
point double) sont réductibles les uns  a u x  autres. 

28. Supposons que le point a se déplace sur une ligne déterminée h 
aboutissant en un point a'. A chaque type de chemins allant de a 
à L correspondra évidemment un type déterminé de lignes joignant a' 
à L, type qui dérivera du premier par continuité. 

Si la ligne L' est fermée, de manière que le point a' coïncide avec a,  
rien ne permet d'affirmer que le type ainsi dérivé coïncidera avec 
le type primitif. Cette circonstance se produira toutefois dans 
deux cas : 

10 Si la ligne fermée L' est réductible à un point; 
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20 Si cette ligne est de même espèce que L, le type considéré 
étant celui du chemin que suit le point a lorsque L' vient, par une 
déformation continue, coïncider avec L. 

III. - S H É O R È M E S  F O N D A M E N T A U X .  LIGNES G É O D É S I V U E S  F E R M E E S .  

29. Une géodésique de la surface est bien déterminée par uii de 
ses éléments, c'est-à-dire par un point R.1 (dont les coordonnées curvi- 
lignes sont a, P) et l'angle o que fait la tangente en ce point avecb 
l'axe des x du trièdre (T) attaché à la surface en ce point; a, p et o 
seront dits les coordonnées de l'élément. Nous pourrons supposer que, 
dans une région déterminée où nous ferons varier cet élément, la 
surface soit représentée régulièrement à l'aide des coordonnées a ,  P 
et que la position du trièdre (T) y varie continûment. 

Dès lors si, sur la géodésique considérée, nous portons, à partir du 
point M, une longueur MM' = u, les coordonnées de l'élément situé 
en hi' (lesquelles ne seront pas nécessairement rapportées au même 
système que celles du point X I )  seront des fonctions de a, @, o, u : 
fonctions continues et dérivables, au moins jusqu'à un certain 
ordre. 

Supposoris que le point h l  varie sur une ligne déterminée L, les 
coordonnées de ce point étant des fonctions d'un paramètre u, et 
que la géodésique issue de ce point soit constamment orthogonale à L. 
Les coordonnées, curvilignes ou cartésiennes, du  point hl' seront des 
fonctions continues et dérivables de ZL et de u; à des variations 
infiniment petites de ces quantités correspondra pour hl' un dépla- 
renient infiniment petit de longueur 

C étant encore une fonction dérivable de u et de u. On sait que cette 

quantité est liée à la courbure K - 4 de l n  surface par l'équation 
RR 

Cette dernière entraîne une conséquence fondamentale pour notre 
objet. Sur les surfaces a courbures opposées, en supposant (ainsi 
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qu'on peut le faire) C positif, il vient 

30. Les quantités u, v sont-elles, à leur tour, au  moins dans une 
région suffisamment petite, déterminées par la position du point M' ? 
Autrement dit, toute variation infiniment petite du premier ordre 
de ces quantités entraîne-t-elle un déplacement, infiniment petit du 
premier ordre, de ce point ? Les principes rappelés au  no 1 montrent 
qu'il en sera nécessairement ainsi toutes les fois que C sera différent 
de zéro. La région de la surface qui entoure le point M' sera alors 
représentée régulièrement par les coordonnées u, u : celles-ci pour- 
ront être considérées comme variant continûment lorsque le point hl' 
se déplacera continûment en décrivant un chemin quelconque et 
seront déterminées sans ambiguïté par cette condition. 

31. Supposons, en premier lieu, que la ligne L se réduise à un 
point a : v sera l'angle que fait, avec l'axe des x du trièdre attaché 
à la surface en a, une géodésique issue de ce point;  u, qui sera essen- 
tiellement positif, représentera un arc porté, à partir du  point a, 
sur cette ligne (coordonnées polaires géodésiques). On aura, en a,  

donc, pour toute autre valeur de u, 

Voilà donc un cas où la condition C # O est nécessairement vérifiée 
et nous pouvons dès lors établir notre premier théorème fonda- 
ment al. 

THÉORÈME. A chaque type de lignes joignant deux points a 
et b, correspond un arc de géodésique appartenant ù ce type, et il n'en 
correspond qu'un seul ('). 

(') La proposition d'après laquelle, sur  une surface à courbure nr'eative, deuz géorli- 
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I O  Considérons un point m qui va  de a en b par une ligne quel- 
conque ,\ appartenant au type donné. Dans toutes les positions 
successives de ce point, la géodésique a m  sera déterminée sans 
ambiguïté par la double condition de varier continûment et d'avoir 
une longueur infiniment petite lorsque le point m est infiniment 
voisin de a. 

Le point m venant en b, on obtient la géodésique cherchée. 

20 Observons que toute géodésique répondant à la question peut 
s'obtenir par le procédé qui vient d'être expliqué; il suffira évidem- 
ment, à cet effet, de prendre pour la ligne A cette géodésique elle- 
même. 

Or, les valeurs que prennent les coordonnées u, v du point m,  
quand ce point vient en b, varient continûment lorsqu'on déforme 
continûment la ligne A ;  elles ne changent donc en aucune façon, 
car le point b ne peut avoir, relativement au point a, plusieurs 
systèmes de coordonnées polaires géodésiques infiniment voisins les 
uns des autres. 

32. La première partie de la proposition précédente serait évidente 
si l'on admettait que la longueur d'un chemin joignant ab et apparte- 
nant au type donné a nécessairement un minimum. 

Quant à la seconde, il est à observer qu'on pourrait la démontrer 
en employant le théorème de  Gauss sur les polygones géodésiques, 
moyennant certaines précautions nécessaires pour l'application de 
ce théorème aux contours géodésiques qui présentent des points 
doubles. 

Considérons, par exemple, le polygone abcd représenté figure 3. 
11 est clair qu'un tel polygone peut être considéré comme une somme 

siqucs infiniment voisines ne peuvent se couper deux fois, proposition énoncée par 
Jacobi (Vorles. über Dynamik), a été démontrée par plusieurs géornèires. Voir à ce 
sujet le Mémoire de M. VON M A N G O L ~ T  (Joulxal de Grelle, t. 91, 1881, p. 23). 
M. Von Mangoldt donne, d'après MM. Thomson et Tait, la démonstration, à l'aide 
du théorème de Gauss, de ce fait que, si la surface est à connexion simple, deux 
géodésiques qui se coupent sous un  angle fini ne peuvent pas non plus se couprr à 
nouveau; il remarque (p. 2 8 )  que cette conrliisinn nJwt  pas n6cessairement exacte 
s'il y a connexion iniilt,iple. 
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de polygones géodésiques ordinaires et que le théorème de Gauss 
peut lui être appliqué sans aucune dificulté, sous la simple condition 
de compter deux fois la courbure totale du quadrilatère cray$ ( f ig. 3) .  
Un fait analogue aura lieu pour tout polygone géodésique réductible, 
quels que soient ses points doubles. On devra alors multiplier respec- 
tivement les courbures totales des différentes régions que détermine 
ce contour par des entiers convenablement choisis, qui ne sont 
autres que les indices de Gauss relatifs à ces régions. 

Fig. 3 .  

Nous raisonnerons exclusivement, dans ce qui va suivre, sur des 
contours tels que les indices des différentes régions qu'ils délimitent 
soient tous positifs, autrement dit, sur des aires polygones formées 
de parties additives, que l'on peut regarder comme des sommes de 
polygones ordinaires. 

33. Pour démontrer que deux points a,  b ne peuvent être joints 
par deux géodésiques différentes du  même type, autrement dit, 
qu'un biangle géodésique réductible à un point ne peut exister sur une 
surface à courbures opposées, nous remarquerons que cette conclu- 
sion est évidente s'il s'agit d'un biangle formé de parties toutes 
additives, car alors l'égalité qui exprime le théorème de Gauss aurait 
pour premier membre une quantité positive ( l a  somme des angles 
d u  biangle) et  pour second membre une courbure totale négative. 

Mais, d'autre part ,  d'après un  théorème démontré par M. Brune1 ('), 
si les indices relatifs à un contour réductible ne sont pas tous positifs, 
celui-ci est décomposé, par  l'un au moins de ses points doubles c, 

(') Procès-verbaux de la Societé *des Sciences pltysiqz~rs rt nntirrelles de borde nu:^, 
séance du ler juillet 189;. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



192 JACQUES HADAMARD. 

en deux contours partiels, tous deux réductibles. L'un au moins 
de ces derniers ne comprendra pas les deux sommets a, b du biangle 
et sera, par conséquent, soit un nouveau biangle réductible, soit 
un monangle ou biangle dont un angle est égal à T. Nous sommes 
donc ramené au cas précédent. 

34. Supposons, en second lieu, que la ligne L, mentionnée aux 
nos 29-30, soit une géodésique, de sorte que, u étant la distance 
normale géodésique d'un point M à L (comptée en grandeur et  signe 
suivant son sens), on ait, pour u = O ,  

et, par coriséquent, pour toute valeur de u différent de zéro, 

La première inégalité montre encore que la surface est représentée 
régulièrement par les coordonnées u, v et  nous permet, moyennant 
des raisonnements identiques à ceux du no 31, d'énoncer notre second 
théorème fondamental. 

THÉOHÈME. - A tout type de lignes joignant un point donné N 
une géodésique donnée, il correspond une géodésique normale de ce 
type et il n'en correspond qu'une seule. 

35. La première partie de ce théorènie est évidente, une fois établi 
le théorème du no 31. La seconde peut encore s'établir à l'aide du 
théorème de Gauss. Il suf i t ,  à cet effet, de remarquer que la géod6- 
sique du type considéré, qui joint le point donné a à un point 
variable m de la géodésique donnée L, tourne toujours dans le 
même sens lorsque ce point décrit L (le contraire entraînant mani- 
festement la production d'un biangle réductible). Il en résulte 
qu'un triangle géodésique est toujours formé de parties additives 
et, par suite, ne peut être birectangle, d'après le théorème de Gauss. 

36. Les coordonnées u, v d'un point, rapportées à une géodésique, 
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étant des fonctions bien déterminées de la position de ce point et  
d u  type du  chemin qui joint ce point à un point déterminé, les 
raisonnements donnés a u  no 521 (t. II, Livre V) des Leçons sur  la 
Théorie des surfaces, de M. Darboux, s'appliquent d'une façon 
entièrement générale et montrent qu'un arc de géodésique est plus 
court que tout autre chemin terminé aux mêmes points et de même type. 

37. Si maintenant, au  lieu de l'inégalité ( I ~ ) ,  qui nous a servi à 
établir notre second théorème fondamental, nous envisageons l'inéga- 
lité ( I B ) ,  celle-ci nous montre, par une conséquence tout  analogue 
à celle qui s'offre dans le cas des surfaces à courbure positive ('), 
que lorsqu'un point décrit une géodésique LA', sa distance normale 
(d'un type déterminé quelconque) à une géodésique L ne peut avoir de 
maximum et croît indéfiniment en valeur absolue, s i  elle est croissante 
à quelque moment. 

Ce fait essentiel va tout  d'abord nous permettre d'énumérer 
complètement les géodésiques fermées. 

THÉORÈME.  - A chaque espèce de contours fermés correspond 
une géodésique de cette espèce, et i l  n'en correspond qu'une seule. 

11 n'y a exception que pour les contours simples correspondant aux 
nappes infinies non évasées. 

10 On peut joindre un point quelconque a de la surface à lui-même 
par une ligne géodésique appartenant à l'espèce donnée. Cela se peut 
même d'une infinité de façons, puisqu'à cette espèce correspondent 
une infinité de types de lignes partant du  point a et y aboutissant; 
mais, parmi tous les chemins ainsi obtenus, il n'y en a qu'un nombre 
fini dont la longueur ne dépasse pas une limite déterminée quel- 
conque (25). Donc, il existe un de ces chemins dont la longueur est 
minimum. Soit 1 ce minimum, Z est une fonction continue de la 
position du  point a, laquelle a par conséquent un  minimum lorsque 
ce point varie sur la surface limitée S'. 

Mais, en général, 1 augmente indéfiniment lorsque le point a 
s'éloigne indéfiniment. 

(1) Voi r  le Mémoire cité : Sur certaines prop~iét4.s clos trajectoires en Dynamique 
(cc Journal, 5e série, t .  I I I ,  no 18, 1597, p .  346.347).  

HADAM.4RD. - J U B I L B .  25 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I 9 4  JACQUES HADAMARD. 

Donc, 1 a un minimum sur la surface entière S et ce minimum 
donne la géodésique fermée cherchée. 

Le raisonnement n'est en défaut que si 1 n'augmente pas indéfini- 
ment avec l'éloignement du point a, ce qui ne peut se présenter que 
pour les contours correspondant aux nappes infinies non évasées. 
Nous verrons plus loin qu'il y a réellement exception dans ce cas. 

2O Supposons qu'il y ait deux géodésiques fermées L, L' apparte- 
nant à l'espèce donnée. Soient m' un point quelconque de L', u sa 
distance à L, comptée suivant le type du chemin que décrit ce 
point lorsque L' vient coïncider avec L par une déformation continue. 
Nous savons (28) que la distance u reprend sa valeur initiale lorsque 
le point M' revient à sa position primitive après description de la 
ligne L'. Cette distance devrait donc avoir un  maximum en valeur 
absolue, ce dont nous avons démontré l'impossibilité. 

Pour obtenir le même résultat par l'application d u  théorème de 
Gauss, on remarquerait que les géodésiques abaissées, normalement 
à L, des positions successives du point M' ne sauraient s'entre- 
croiser, sans quoi il se produirait un biangle réductible ou un triangle 
birectangle réductible; autrement dit, les deux géodésiques L et L' 
pourraient être considérées comme délimitant une aire formée de 
parties additives. L'application du théorème de Gauss à cette aire 
conduirait à une contradiction. 

Remarque I .  - Il résulte, soit du  no 31, soit d'une démonstration 
analogue à la précédente, qu'il n'existe pas, sur  les surfaces à courbures 
opposées, de géodésiques fermées réductibles. 

Remarque II. - La géodésique fermée correspondant à l'espèce eJJ1 
n'est. évidemment autre que la géodésique fermée d'espèce 3, 
parcourue 1 m 1 fois dans son sens primitif ou en sens inverse, suivant 
le signe de m. 

Ainsi, au point de vue de l'obtention des géodésiques fermées, 
nous n'aurons pas à considérer d'espèce qui soit multiple d'une 
autre. 

En  particulier, une surface à connexion double n'admet qu'une 
seule géodésique fermée. 

Au contraire, si l'ordre de connexion dépasse deux, les géodésiques 
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fermées sont en nombre infini. Cette infinité est d'ailleurs évidemment 
dénombrable. 

38. On peut remarquer que ces géodésiques fermées en nombre 
infini forment un  ensemble condensé en soi, au  sens de Cantor; 
c'est-à-dire qu'étant donnée une géodésique fermée L, d'espèce a, 
il existe une infinité d'autres géodésiques fermées ayant au  moins 
un  élément aussi voisin qu'on veut d'un élément déterminé quel- 
conque de L. 

IV. - GÉODÉSIQUES ASYMPTOTIQUES. 

39. D'après le no 37, si L,E,L' sont deux géodésiques, lorsqu'un 
point m' se meut indéfiniment (dans un sens déterminé) sur L', 
sa distance à L, relative à un type  déterminé quelconque, ne peut 
varier que d'après les trois lois suivantes : 

10 Croître constamment depuis - oo jusqu'à + x, ou décroître 
constamment de + m à - m  (on peut dire alors que les deux lignes 
se coupent suivant le type considéré) ; 

20 Partir de - x et y revenir après un minimum de valeur absolue; 
30 Partir de - 30 pour tendre vers zéro sans jamais changer de 

signe ni de sens de variation (ou la-variation A inverse). 

La possibilité des deux premiers cas est évidente. Celle du troisième 
s'établit par  les considérations bien connues qui s'offrent dans la 

Géométrie non euclidienne. Soit a' un point de la surface, A une 
géodésique joignant ce point à un point a d'une géodésique L. Consi- 
dérons un point m qui s'éloigne indéfiniment sur L, dans un sens 
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déterminé, à partir du  point a ( f ig .  4) et traçons la géodésique a'm' 
A 

du type A. L'angle mata va constamment en croissant; il reste 
constamment inférieur à une limite déterminée, à savoir l'angle 
extérieur en a du triangle ma'a. Donc atm tend vers une limite L'. 

La géodésique L' présente évidemment avec L la relation indiquée 
en dernier lieu. Nous dirons qu'elle est asymptote à L. Nous voyons 
qu'à chaque type de lignes allant d'un point à une géodésique 
correspondent deux asymptotes de ce type;  on peut considérer ces 
dernières comme les géodésiques qui, appartenant au type en question, 
joignent le point donné aux points à l'infini sur la géodésique donnée. 

40. Réciproquement, si deux géodésiques L, L' sont asymptotes 
l'une à l'autre, c'est-à-dire si leur distance mutuelle comptée suivant 
un type déterminé (par exemple celui d'une certaine ligne joignant 
entre eux deux points a, a' pris sur ces géodésiques) tend vers zéro, 
la ligne L' est l'asymptote à L menée par a' à l'aide de la méthode 
précédente. 

Soit, en effet, mm' une ligne joignant deux points pris respective- 
ment sur L, L' et  dont la longueur A tend vers zéro a mesure qu'elle 
s'éloigne indéfiniment ( f ig .  4). Les deux points m, m' sont supposés 
se déplacer d'une façon continue et la ligne mm' dériver par  conti- 
nuité de la ligne donnée aa'. Il en résulte que le quadrilatère aa'mm' 
est réductible. 

Joignons les deux points a', m par la géodésique qui, considérée 
comme ligne allant d u  point a' à la ligne mm', est du  type  a'm'. 
L'angle a des deux lignes a'm', a'm est infiniment -petit, car (u et  u 
désignant des coordonnées polaires géodésiques rapportées au  
point a, C2 le coefficient de do2 dans l'élément linéaire relatif à ces 
coordonnées) on a 

à cause de l'inégalité C > u, établie au no 31. 
Donc a'm' est bien la limite de a'm; ce qui démontre la conclusion, 

car la réductibilité du  quadrilatère aa'mm' et celle du  triangle a'mm' 
entraînent celle du triangle a'am. 
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COROLLAIRES. - S i  une  géodésique L' est asymptote à une  géodé- 
sique L, réciproquement celle-ci est asymptote à la première suivant 
le même type. 

D e u x  géodésiques asymptotes à une  même troisième sont asymptotes 
entre elles. 

41. Au contraire, les asymptotes menées par un même point à 
deux géodésiques non  asymptotes l 'une à l'autre ne  peuvent coincider. 

Toutefois, cette dernière proposition n'est exacte que moyennant 
une convention spéciale. 

Lorsque nous comparerons entre elles les géodésiques issues d'un 
même point a ,  nous aurons dorénavant égard à leurs éléments en a ,  
et nous dirons qu'il y a deux géodésiques distinctes s'il y a deux 
éléments distincts; de sorte qu'une seule e t  même géodésique pourra 
figurer à double titre dans l'énumération des géodésiques issues de a ,  
si elle a un point double en a. 

Deux  points a ,  a' étant joints par une  ligne déterminée, les a symp-  
totes menées par a ,  suivant le type aa', à deux géodésiques distinctes 
issues de a ne peuvent coïncider. 

42. Deux asymptotes menées d'un même point a à une même 
géodésique L,  mais différant par le type, peuvent-elles coïncider? 

Supposons qu'une ligne a x  soit asymptote à la géodésique L' de 
deux manières différentes et  soient mm', m m "  deux lignes de types 
différents joignant le point m de a x  à L', variant d'une manière 
continue et tendant vers zéro à mesure que. le point m s'éloigne 
indéfiniment. La  ligne m ' m m " ,  jointe à l'arc m'm" de L', forme un 
contour fermé d'espèce invariable E, puisque ce contour se déforme 
continûment 

De considérations développées un peu plus loin (nos. 53-54) et qui 
ne supposent en rien les présentes ( ' ) ,  il résulte que L' est asymptote 
à la géodésique fermée L; d'espèce e. 

Réciproquement, dans ce cas, il y a effectivement coïncidence, 

(l) Toutefois il est supposé en cet endroit, et  par conséquent ici, que 1,' ne sort 
pas d'une portion finie de la surface. 
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car les asymptotes de L' sont les mêmes que celles de L',,, lesquelles 
ne changent pas quand on multiplie les types par le symbole de 
l'espèce e. 

Si la ligne L' est elle-même la géodésique fermée d'espèce e, une 
meme asymptote ne peut provenir de deux types différents, puisqu'ici 
deux types différant entre eux par  le symbole L' doivent être regardés 
comme identiques. 

43. Nous avons étudié au  Chapitre précédent les géodésiques 
fermées. Les considérations actuelles nous condüisent à envisager 
les géodésiques asymptotiques aux géodésiques fermées. On voit 
qu'une telle géodésique L sera déterminée lorsqu'on aura donné : 

I O  L'espèce de la géodésique fermée correspondante L,; 
20 Un point a de L ;  
30 Un type de lignes allant du  point a à L,. 

Nous réunirons dans une même catégorie les géodésiques ferniées 
et leurs asymptotes. Les premières peuvent évidemment, en effet, 
être regardées comme un cas particulier des secondes. 

Cette réunion est d'ailleurs imposée par  les corollaires d u  no 40, 
lesquels nous conduisent à ranger dans une même classe les géodé- 
siques asymptotes entre elles. 

44. L étant de nouveau une géodésique quelconque, reprenons le 
triangle aa'm ( f ig .  4) considéré au  no 39, aa' désignant, pour fixer 
les idées,. une géodésique normale a L, soient A la longueur aa', 
1 l'arc am (ou, si L est fermée, celui des arcs am qui correspond à 
une position actuellement considérée de la géodésique variable atm). 

Donnant d'abord à 1 une valeur déterminée am,, nous aurons 

Supposons. que, dans toute l'étendue du triangle ama', la courbure 
soit inférieure en valeur absolue à une limite déterminée, ce qui 
aura lieu nécessairement si ce triangle est dans une partie finie de la 
surface. Si alors u, u désignent, comme au  no 34, des coordonnées 
géodésiques rapportées à L, la quantité C sera, en vertu de l'équa- 
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tion ( 1 3 ) ~  inférieure à f (et" + e "). Ceci fournit une limite supérieure 

de l'aire du triangle et, par suite, de sa courbure, laquelle est plus 
petite que 

! ( + e-ki 1 / ), . 
2 

il en sera encore de rnême pour la courbure du  triangle géodé- 
sique aa'm,  ou ml est un point de  l'arc am.  D'autre part ,  si m, est 
situé a u  delà de m,, il sufltira, pour obtenir la courbure du  
triangle aa'm, ,  d'ajouter a la courbure d u  triangle aa'm, celle du ,'--'. 
triangle a 'm,  m l ,  laquelle est inférieure à l'angle a m ,  a'. 

Donc la courbure d u  triangle aa'm, est inférieure à une quantité 
fise que l'on peut assigner dès que l'on connaît 1, sans connaître lu 
position d u  point a n i  celle de la géodésique L (pourvu que le premier 
soit dans une région finie de la surface) et qui tend vers zéro avec 1,. 

II en est de même, par conséquent, pour la différence entre 
i\ l'angle a a y  (fig. 4 )  et l'angle que Iait l'asymptote L' avec au' : car 

cette différence est la limite de la courbure qui vient d'être étudiée. 

45. A ce résultat nous en rattacherons un autre qui nous sera 
utile plus loin. 

Soient m, m' deux points très voisins l'un de l'autre ( f i g .  5). De 

ces deux points, abaissons sur une géodésique quelconque L des 
géodésiques normales 1, Z' qui dérivent l'une de l'autre lorsqu'on va 
de rn en m' par le chemin très petit qui joint ces deux points. 
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On peut assigner à l'angle que font entre elles les tangentes 
menées à 1, 1' respectivement aux points m, m' une limite supérieure 
dépendante de la distance mm' e t  tendant vers zéro avec cette 
distance, mais indépendante du choix de la géodésique L et des 
points m, m', pourvu qu'on sache que ceux-ci sont dans une région 
finie et déterminée de la surface. 

E n  effet, la différence des angles que font respectivement 1, 1' 
avec la géodésique très petite mm' est plus petite que la limite 
supérieure trouvée au  numéro précédent. 

V. - GÉODÉSIQUES Q U I  S 'ÉLOIGNENT A L'INFINI. 

46. Nous savons qu'à chaque nappe infinie a?; correspond un 
contour simple, et  par conséquent (si cette nappe est évasée, ce 
que nous supposerons) une géodésique fermée y;. 

C'est cette ligne que nous prendrons désormais pour position 
initiale de la courbe Ci dont il a été question en commençant (no B), 
position initiale qui limite la nappe Xi. 

Ainsi qu'il a été remarqué (no 27), il n'existe sur xi qu'un seul 
type de lignes allant d'un point quelconque m à la courbe limite y,, 
de sorte que la distance géodésique u du point m à cette courbe est 
une fonction parfaitement déterminée et univoque de la position de ce 
point. 

Comme cette distance ne peut avoir de maximum sur une géodé- 
sique et doit croître constamment et indéfiniment si elle est croissante 
à un moment quelconque, une géodésique qui a pénétré dans la nappe Y L ~  

ne peut plus en ressortir : elle s'éloigne forcément à l'infini sur cette 
nappe, et cela régulièrement (c'est-à-dire sans alternatives de retour 
à distance finie). 

47. De ce qui précède résulte que, si une géodésique s'éloigne à 
l'infini, il en est de même de toute une géodésique infiniment voisine 
de la première. 

48. Soit une géodésique issue d'un point 0, non situé sur la 
nappe xi, et qui pénètre dans cette nappe en coupant yi en un point m. 
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Lorsque ce point se déplace continûment en décrivant y; dans un 
sens ou dans l'autre, la géodésique Om tourne autour du point O 
sans cesser de s'éloigner à l'infini sur la nappe 3 ~ ~ .  

En  supposant que le point m se meuve indéfiniment dans un sens, 
puis dans le sens opposé, on voit que Om occupera successivement 
toutes les positions comprises dans l'angle A que font entre elles 
les deux asymptotes menées par le point O à y; e t  d u  type de O m .  

Les angles A vont jouer un rôle fondamental dans les considéra- 
tions qui seront présentées un peu plus loin. Ils sont en nombre 
infini autour d'un même point, si l'ordre de connexion de la surface 
est supérieur à 2. 

Deux propriétés de ces angles nous seront principalement utiles : 

I O  Les côtés d ' u n  angle n sont des géodésiques qui  restent à distance 
finie (ce sont des asymptotes à une courbe yi); 

2O D e u x  angles J G ~  différents ne peuvent avoir un côté commun  
(41, 42). 

49. Supposons que toutes les nappes infinies soient évasées : 

alors à chacune d'elles correspondra une géodésique fermée y. 
Ces n lignes n'ont évidemment, d'après ce qui précède, aucun point 
commun. Elles divisent la surface en n nappes infinies e t  une partie S' 
limitée en tous sens. C'est cette dernière que nous nommerons 
dans ce qui va suivre, la partie finie de la surface : en sorte que cette 
locution aura pour nous dorénavant un sens parfaitement précis. 

Nous voyons que, si u n e  géodésique quelconque ne s'éloigne pas à 
l ' in f in i  régulièrement sur  u n e  nappe  déterminée, elle reste constamment 
comprise dans l a  partie finie de l a  surface. 

50. Nous dirons quelques mots du cas où les nappes infinies ne 
sont pas toutes évasées. Dans ce cas, les conclusions précédentes 
ne subsistent plus. 

Soient, en effet, xi une nappe non évasée, si l'espèce de contours 
simples correspondante. 

Il n'existe pas de géodésique fermée de cette espèce ci; car, s'il y 
en avait une et qu'on rapportât  les points de at, aux coordonnées u, v 
relatives à cette géodésique, la quantité C augmenterait indéfini- 
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ment avec u, et il en serait, par conséquent, de même de l'intégrale 

étendue à une courbe indéfiniment éloignée d'espèce C;. 
Le même fait résulte, d'ailleurs, du  théorème de Gauss appliqué 

à l'aire comprise entre la géodésique supposée et une courbe indéfirii- 
ment éloignée d'espèce e;, si l'on part, conformément à ce qui a 

été dit au  no 15, de ce que l'intégrale - étendue à cette dernière 

courbe est infiniment petite. 
J'; 

Cette dernière démonstration a l'avantage de mettre clairenient 
en évidence ce fait que l a  géodésique fermée située s u r  la n a p p e  non 
évasée doit être considérée comme rejetée à l'infini. 

51. On voit aussi (ce qui était à peu près évident d'après les 
remarques faites au  no 13) que l'on peut faire varier la courbe C 
considérée en cet endroit de manière que son périmètre aille con- 
stamment en décroissant. Autrement dit, (a) étant une position 
quelconque de cette courbe, il existe au  delà de (2 )  des courbes de 
même espèce et de périmètre plus petit que celui de toute autre 
courbe analogue située en deçà de (2). Dans le cas contraire, en 
effet, 1;s raisonnements du no 37 continueraient à s'appliquer et 
montreraient l'existence d'une géodésique fermée d'espèce (z). 

On en conclut que, si e' est un contour quelconque distinct de 2, 

la géodésique fermée d'espèce 2 e' (laquelle a forcément 'des parties 
à distance finie) s'éloigne autant qu'on veut sur la nappe non évasée 
si l'on prend le nombre n assez grand. 

En  un mot, la distinction que nous avons pu faire, en général, 
entre les nappes infinies et la' partie finie de la surface cesse d'être 
possible dans ce cas spécial. 

Nous nous bornerons à ces indications sur les nappes non évasées, 
et, dans tout  ce qui va suivre, nous exclurons expressément leur 
existence. 

52. Les considérations qui précédent permettent d'étudier la 
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distribution des géodésiques lorsque la surface est à connexion 
simple ou double. 

Si, en effet, l'ordre de connexion est égal à 1, il ne peut y avoir 
de géodésique fermée, et  la distance d'un point hi à un  point fixe 
quelconque O (distance qui est une fonction parfaitement déterminée 
de la position de M) augmente indéfiniment lorsque M décrit une 
géodésique. Toutes les géodésiques s'en vont, par conséquent, à 
l'infini, et  la  distribution est entièrement analogue à celle des droites 
d'un plun ('). C'est un résultat qu'on peut vérifier aisément sur le 
paraboloïde hyperbolique. 

Supposons, maintenant, que l'ordre de connexion soit égal à 2 .  

Alors il n'y aura qu'un contour élémentaire, le contour simple 
correspondant à l'une quelconque des nappes infinies : la géodésique 
fermée correspondante divise la surface en deux nappes infinies. 
La partie finie de la surface n'existe pas. Donc toutes les géodésiques 
s'éloignent à l'infini, sauf celles qui sont asymptotes à la géodésique 
fermée : ces dernières passent, au  nombre de 2, par chaque point 
de la surface. 

C'est en particulier ce qui se passe sur l'hyperboloïde à une nappe, 
et  notre résultat est conforme à celui qu'obtient Halphen sur la 
surface gauche de révolution. 

On remarquera que la nature du résultat obtenu tient : IO à ce 
qu'il n'y a qu'une seule espèce de contours fermés essentiellement 
distincts; 20 en particulier, à ce que les contours simples correspon- 
dant  aux deux nappes infinies sont équivalents. 

Au contraire, si l'ordre de connexion dépasse 2 : 

IO Les contours fermés essentiellement distincts sont en nombre 
infini ; 

20 Les contours simples relatifs aux différentes nappes infinies 
sont tous distincts les uns des autres. 

Grâce à cette double circonstance, les résultats obtenus en général 
vont être fort différents de ceux qui s'offrent dans les deux cas par- 
ticuliers que nous venons d'examiner. 

(l) Plus exactement, d'un plan non euclidien. 
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VI. - GÉODÉSIQUES DE TROISIÈME CATEGORIE; 
CLASSIFICATION GÉNÉRALE.  

53. Ainsi que nous l'avons dit' au  no 51, nous supposerons que 
les nappes infinies sont toutes évasées. 

Nous avons, dans les Chapitres précédents, considéré deux classes 
de géodésiques : celles qui sont fermées ou asymptotiques aux géodé- 
siques fermées, et  celles qui s'éloignent indéfiniment. Nous allons 
maintenant étudier les géodésiques qui ne rentrent dans aucune des 
deux catégories précédentes. 

Envisageons une géodésique L, définie par un élément initial (soit 
un point O et la tangente en ce point). Si cette géodésique ne s'éloigne 
pas à l'infini, elle reste constamment comprise dans la partie finie 
de la surface. Dès lors on peut évidemment trouver sur cette ligne, 
d'une infinité de façons, deux éléments voisins, autrement dit deux 
points m, m', tels que : 

IO L'arc mm' compris entre ces deux points, sur la ligne L, soit 
supérieur à une longueur déterminée quelconque A ;  

2 O  La plus courte ligne géodésique 1 qui joint ces deux points soit 
inférieure à une quantité quelconque donnée E ;  

30 L'angle des deux tangentes en m, m' soit également inférieur à E. 

La ligne 1 forme, avec l'arc mm' de L, un contour fermé e, lequel 
n'est pas réductible à un point, puisque c'est un biangle géodésique. 
Soit L,, la géodésique fermée d'espèce e. 

Considérons la distance normale u d'un point quelconque de L 
à la ligne L,, distance comptée suivant un type tel qu'elle revienne 
à sa valeur primitive lorsque ce point décrit le contour 3 (28). 
La différence des deux valeurs de u au  point m et au point m' est 
très petite, et il en est de même (45) 

du 
Je  dis que u et ;i; sont très petits 

l'arc mm'. 

de ladifférence des deux valeurs 

en  valeur absolue tout le long de 
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Pour le démontrer, supposons d'abord que u change de signe sur 
l'arc mm' de L et, par  conséquent, aussi sur la ligne 1 : u sera très 
petit en m et en ml, donc aussi tou t  le long de l'arc mm'. D'ail- 

d2 c l  du 
leurs, a étant  infini - sera également très petit, en vertu d'un 

ds 

lemme démontré dans le Mémoire précédemment cité ( ' ) .  
Supposons, en second lieu, que u garde u n  signe invariable sur 

d?u  
le contour; alors il en sera de même de Z; comme la différence des 

du d2 u 
valeurs de - en m et ml est très petite, devra être très petit 

ds 

en valeur absolue (sauf tout  au plus pour des arcs de longueur totale 
du 

très petite). D'ailleurs, est aussi très petit, car u varie toujours 

dans le même sens; ce fait résulte de ce que la variation de u est 
très petite et, si u a un  minimum, de ce que les deux valeurs initiale 

du 
et finale de z7 lesquelles sont très peu différentes, comprennent 

entre elles zéro. 
Dès lors, l'équation de L, rapportée à la géodésique L,, 

r dC 
montre que doit être très petit. L'équation 

prouve aisément qu'il doit en être de même de u, si la courbure 
(prise en valeur absolue) ne descend jamais au-dessous d'une limite 
déterminée, ou du moins ne devient très petite que dans des aires 
sufisamment petites dans toutes leurs dimensions et  séparées par 
des intervalles non très petits. 

Notre conclusion est donc démontrée dans tous les cas. . 

54. Si u continue à décroître en valeur absolue, notre géodésique 
est asymptote à L,; sinon, nous devons supposer que u a un certain 
minimum, après lequel L s'éloigne à nouveau de Lo. 

(l) Sur certaines propriétés des trajectoires en Dynamique, no 4, p. 334. 
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D'après cela, si, outre les deux catégories de géodésiques rencon- 
trées dans les Chapitres précédents, il en existe une troisième, 
chacune des lignes de cette dernière catégorie correspondra à une 
série infinie de géodésiques fermées L,, L I ,  . . . , Li, . . . , de chacune 
desquelles elle s'approchera successivement pour l'abandonner 
ensuite; elle serrera ces géodésiques successives de plus en plus près, 
et  cela sur des longueurs de plus en plus considérables. 

En un mot, la géodésique en question possède la propriété indiquée 
par M. Poincaré ( ' ) ,  à savoir que les équations du problème admettent 
(( une solution périodique (dont la période peut, il est vrai, être 
très longue), telle que la différence des deux solutions soit aussi 
petite qu'on le veut, pendant un  temps aussi long qu'on le veut M. 

55. La suite des géodésiques Li suffit-elle à définir la géodésique L ? 
Pour nous en rendre compte, considérons, sur L, un point m séparé 

du point O par  un arc très grand et, d'autre part, très voisin d'un 
point m' d'une des géodésiques L;, de manière que les tangentes 
menées en ces deux points aux deux lignes fassent un  angle très 
petit. Joignons Om' par  la géodésique qui équivaut à l'arc Om joint 
à la ligne infiniment petite mm'. Cette géodésique fera avec L un 
angle très petit, comme on le démontre par le raisonnement déjà 
invoqué au  no 40. Elle fera aussi un angle très petit avec L; et, par 
suite, aussi avec l'asymptote menée du point O à cette ligne, suivant 
le même t,ype; car la différence des angles que font Om, Om' avec mm' 
est sensiblement égale à la courbure totale du triangle Omm', 
laquelle est très petite (44), et, d'autre part, les angles de L et de Li 
avec mm' sont aussi très peu différents. 

Donc L est la limite d'asymptotes menées du point O aux lignes Li. 
On voit, par  conséquent, que, s'il existe une géodésique de la 

troisième catégorie, on devra, pour l'obtenir, considérer : 

10 Une série de géodésiques fermées Li correspondant à des 
espèces de plus en plus compliquées; 

20 Un point O ;  
30 Une série de types Gi de chemins allant respectivement du 

point O à chacune des lignes L,. 

(1) Les méthodes nouvelles de la Mécanique  céleste, t. 1, p. 82. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Les asymptotes menées du  point O à chacune des lignes Li, 
suivant le type  Gi correspondant, tendront (du moins si les Li, Gi ont 
été choisis convenablement) vers une position limite qui sera la 
géodésique demandée L. 

On remarquera que toute  géodésique asymptote à L sera définie 
par la même suite de symboles Li, G;, le point O changeant seul; 
de sorte que cette suite de symboles, lorsque le point O reste indé- 
terminé, définit une classe de géodésiques, en prenant ce mot avec 
le sens qui lui a été donné au  no 43. 

56.. Il reste à savoir si les trajectoires dont nous venons de supposer 
l'existence se présentent véritablement. 

La réponse à cette question est afirmative; nous allons constater, 
en  effet, que les géodésiques fermées e t  leurs asymptotes ne peuvent 
constituer à elles seules la totalité des géodésiques qui restent à 
distance finie. 

Soit O un  point que nous supposerons, pour fixer les idées, situé 
dans la partie finie de la surface; nous désignerons par E I'ensemble 
formé par les directions initiales des lignes géodésisues qui en 
partent ( ' )  et ne s'éloignent pas indéiiniment. 

D'après ce que nous avons vu précédemnient, cet ensemble est 
formé par les lignes qui ne sont intérieures à aucun des angles que 
nous avons désignés (45) par la lettre A, les côtés de ces angles 
faisant partie de l'ensemble. 

J e  dis qu'un tel ensemble est parfait : 

IO Toute ligne qui appartient à l'ensemble E appartient aussi à 
son dérivé. 

E n  effet, si une géodésique L appartenant à l'ensemble E sert de 
côté à un angle tel que toutes les directions intérieures à cet angle 
soient celles de géodésiques qui s'éloignent indéiiniment, cet angle 
ne peut être qu'un angle c l , .  Mais alors, de  l'autre côté de L se trou- 
veront des lignes appartenant à l'ensemble E : le contraire exigerait, 
en effet, que L serve de côté commun à deux angles n différents, 
ce qui ne peut être (48). 

jl) II est clair que nous adoptons ici ia conv~nt ion  du no 41. 
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2 O  Toute  ligne qu i  n'appartient pas à l'ensemble E n'appartient 
pas à son  ensemble dérivé. 

C'est ce que nous avons remarqué au  no 47. 
Donc l'ensemble E est bien parfait et, comme tel, de seconde 

puissance. 
Or les asymptotes menées par le point O aux différentes géodé- 

siques fermées forment un ensemble numérable. 
Donc l'existence des géodésiques de l a  troisième catégorie est démontrée. 

57. La génération de l'ensemble E rappelle évidemment celle de 
ces ensembles rencontrés par M. Poincaré, introduits plus explici- 
tement dans la Science par  M. Bendixson, puis étudiés par  M. Cantor 
et qui, tout en étant parfaits, ne sont condensés dans aucun intervalle. 
Les angles JG, jouent ici le rôle des intervalles nommés (a,,, h,) par 
M. Cantor ('). 

Nous allons montrer que l'ensemble E appartient effectivement 
à la catégorie dont nous venons de parler. 

Pour cela, soit P un second point quelconque de la surface et  
désignons par e l'ensemble des directions initiales des différentes 
géodésiques qui vont du  point O au  point P. 

Je.  d i s  que l'ensemble c a pour dérivé E .  

Tout d'abord, une géodésique L, issue du  point O e t  qui s'éloigne 
à l'infini sur une nappe quelconque xi, n'appartient pas au  dérivé 
de E. Prenons, en effet, sur cette ligne un arc déterminé Om = 1 : 
une géodésique sufisamment voisine de L, mais non coïncidente 
avec elle, qe passera, assurément pas, par le point P, de manière 
que l'arc OP soit inférieur à 1. Mais le point P ne peut pas non plus 
être l'extrémité d'un arc supérieur à 2, porté sur une géodésique 
voisine de L, si l'arc 1 a été pris assez grand pour que son extrémité m 
soit sur la nappe ai et (dans le cas où le point P serait également 
sur cette nappe) à u'ne distance de y; plus grande que celle de P. 

Nous avons maintenant à démontrer la conclusion réciproque, 
à savoir que si la géodésique L est tou t  entière à distance finie, il 

(l) Acta mcathematica, t .  IV, 1884, p. 3 8 1 .  
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existe des géodésiques faisant avec elle, en O, un angle aussi petit 
qu'on veut et passant par  le point P. 

Supposons d'abord que L soit asymptote à une géodésique fermée <, 
d'espèce 2 (ce cas comprenant celui où L serait elle-même une 
géodésique fermée). L est la limite de géodésiques joignant O à un 
point déterminé quelconque m de JL et dérivant de l'une d'entre 
elles par un nombre de plus en plus grand de circulations du point rn 
suivant c : soit L(" la géodésique Om correspondant à k circulations 
et dont la longueur 1, augmente indéfiniment avec k. Imaginons 
que le point m se rende en P par un chemin déterminé une fois pour 
toutes e t  de longueur 1 : la géodésique OP qui, dans ce déplacement, 
dérive par continuité de Lfh- ' , jait  avec celle-ci (40) un angle inférieur 

I . 1 a -- Elle est donc infiniment voisine de L et, par suite, de L 
A t -  / 

pour k infini. 
La conclusion demandée est ainsi établie si L est fermée ou 

asymptote à une géodésique fermée. Dès lors, elle s'étend d'elle-mênit. 
aux géodésiques de troisième catégorie, puisque celles-ci sont des 
limites de lignes telles que la ligne L qui vient d'être considérée. 

Le théorème est donc complètement démontré. 

58. Les considérations précédentes nous permettent de prouver, 
comme nous l'avons annoncé, que l'ensemble E, quoique parfait, 
n'est condensé dans aucun intervalle : c'est-à-dire que, près de toute 
ligne appartenant à cet ensemble, se trouvent une infinité de lignes 
qui n'y appartiennent point. 

11 sufit  en effet, dans le raisonnement précédent, de prendre le 
point P sur une nappe infinie, puisque toutes les géodésiques qui 
passent par un tel point s'éloignent indéfiniment. 

Il est donc bien prouvé que i'ensemble E est un ensemble parfait, 
qui n'est nulle part continu. 

Mais de ce que nous venons de dire se dégagent des conclusions 
plus étendues à certains égards. Nous voyons, en effet: 

10 Que, dans le voisinage d'une ligne L faisant partie de l'ensemble E, 
on trouve des géodésiques allant à l'infini sur telle nappe infinie qu'on 
veut, puisque le point P peut être pris sur n'importe quelle nappe 
infinie ; 
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20 Que, dans le voisinage de cette même ligne, existent aussi 
d'autres lignes restant à distance finie, en particulier des asymptotes 
à toutes les géodésiques y;, puisque ces asymptotes servent de côtés 
aux angles et des géodésiques de troisième catégorie : celles-ci 
sont, en effet, distribuées dans tout  angle contenant des éléments 
de E, puisque les asymptotes aux géodésiques fermées ne forn-ient 
qu'une partie numérable de l'ensemble parfait E. 

En  un mot, tandis que toute géodésique qui s'éloigne à l'infini 
est entouré d'un continuum de géodésiques jouissant de la même 
propriété, au  contraire, tout changement, si minime qu'il soit, apporté 
ci la direction initiale d'une géodésique qui reste à distance finie sufit 
pour amener une variation absolument quelconque dans l'allure finale 
de lu courbe, la géodésique troublée pouvant affecter n'importe 
laquelle des formes énumérées précédernment. 

59. Les circonstances que nous venons de rencontrer se rctroii- 
veront-elles dans d'autres problèmes de Mécanique 2 Se présente- 
ront-elles, en particulier, dans l'étude des mouvements des corps 
célestes ? C'est ce qu'on ne saurait affirnier. Il est probable, cepen- 
dant, que les résultats obtenus dans ces cas difliciles seront analogues 
aux  précédents, au moins par leur complexité. 

S'il en était ainsi, il importe.de remarquer que l'un des principaux 
problèmes de la Mécanique céleste, la question de la stabilité du 
système du  monde, même sous son aspect théoriqiic (c'est-à-dire 
réduite au mouvement de n points matériels s'attirant suivant la 
loi de Newton), cesserait d'avoir un sens. 

Certes, lorsqu'un système se meut sous l'action de forces données 
et que les conditions initiales du  mouvement ont des valeurs données, 
au  sens mathématique du mot, le mouvement ultérieur et, par consé- 
quent, la manière dont il se comporte, lorsque t augmente indéfini- 
ment, sont par cela même connus. Mais, dans les problèmes astro- 
nomiques, il ne saurait en être ainsi : les constantes qui définissent 
le mouvement sont données physiquement, c'est-à-dire avec des 
erreurs dont l'amplitude se réduit à mesure que la puissance de nos 
moyens d'observation augmente, mais qu'il est impossibl~ d'an- 
nuler. 
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Si l'on ne suit les trajectoires que pendant un temps déterminé, 
quelconque d'ailleurs, on peut imaginer que les erreurs sur les 
données initiales aient été rendues assez minimes pour ne pas altérer 
sensiblement la forme de ces trajectoires pendant le susdit intervalle 
de temps. Ce qui précède nous montre qu'il n'est en aucune faqon 
légitime d'en tirer une conclusion analogue relativement à l'allure 
finale de ces mêmes courbes. Celle-ci peut fort bien dépendre (et, 
dépend, en effet, dans les problèmes relativement simples auxquels 
est consacré le présent Mémoire) de propriétés discontinues, arithml- 
tiques des constantes d'intégration. 

60. De quelle nature sont ces propriétés ? Pour nous borner aux 
cas que nous avons traités, dans quelle voie doit-on chercher à 
compléter la discussion que nous avons donnée des géodésiques sur 
les surfaces à courbures opposées et à connexiori rnilltiple ? Lia 

question qui se pose à cet égard est la suivante : 
Nous avons v u  que les géodésiques issues d'un point quelconque O 

sont : 

10  Les géodésiques fermées ou leurs asymptotiques, dont chacune 
est caractérisée par une espèce ô de contours fermés, un type G de 
lignes joignant le point O à la géodésique fermée d'espèce ;'; 

20 Les géodésiques qui vont à l'infini, distribuées dans les diffé- 
rents angles : chacun de ces angles est caractérisé par une nappe 
infinie et un type de lignes menées de O à la géodésique fermée 
correspondant à cette nappe; 

30 Les géodésiques de la troisième catégorie, qui sont des limites 
de celles que nous avons nommées en premier lieu. 

11 y aurait lieu d'étudier l'ordre circulaire dans lequel ces lignes 
sont rangées autour de O. 

Il  est d'ailleurs clair qu'il suf i t  de trouver la distribution des 
géodésiques de la première sorte, car entre celles-là viendront 
évidemment se placer d'eux-mêmes les angles a d'une part, les 
géodésiques de la troisième catégorie de l'autre. 

61. L'étude de cet ordre circulaire est d'ailleurs simplifiée par 
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cette circonstance que cet ordre ne dépend pas de la position du 
point O. 

E n  effet, lorsque ce point se déplace, deux lignes de symboles 
différents ne peuvent coïncider et, par conséquent, leur ordre reste 
invariable. 

Il résulte presque évidemment de ce fait que, si deux symboles 
correspondent à deux géodésiques infiniment voisines, issues d'un 
point O, ils donneront encore deux géodésiques infiniment voisines 
en un second point 0'; e t ,  effectivement, l'on peut démontrer 
directement que les asymptotes menées du  point O' (suivant le 
type d'un chemin 00' déterminé) à deux géodésiques très voisines 
issues du point 0, sont aussi très voisines l'une de l'autre. 

Supposons maintenant que le point O revienne à sa position 
primitive après s'être déplacé le long d'un certain contour fermé 
non réductible. Notre ordre circulaire ne sera pas altéré par cette 
opération, qui consiste à multiplier tous les types G envisagés tout  à 
l'heure par celui du contour en question (considéré comme joignant 
le point O à lui-même). 

Ainsi l'on devra trouver, entre les symboles énumérés en I O  

(numéro précédent), un ordre circulaire qui ne change pas lorsqu'on 
multiplie tous les types par un même facteur quelconque. La détermi- 
nation générale des ordres jouissant de cette propriété est, par 
conséquent, un problème dont la solution importerait à notrc 
objet. 

62. Quant à la méthode que nous avons employée, on peut la 
considérer comnie une application de deux principes posés par 
32. Poincaré dans ses études sur les équations différentielles. 

En  premier lieu, nos conclusions mettent en évidence, une fois 
de plus, le rôle fondamental que joue dans ces questions 1'Analysis 
situs. Qu'il soit absurde d'étudier des courbes intégrales tracées 
dans un domaine déterminé sans faire entrer en ligne de compte la 
forme même de ce domaine, c'est une vérité sur laquelle il peut 
sembler inutile d'insister longuement. Cette vérité est cependant 
restée insoupqonnée jusqu'aux travaux de M. Poincaré. 

En  second lieu, l'importance que ce géomètre a reconnue aux 
solutions périodiques, dans son Traité de Mécanique céleste, s'est 
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manifestée également dans la question actuelle. Ici encore, elles 
se sont montrées la seule bréche par laquelle nous puissions essayer 
de pénétrer dans une place jusqu'ici réputée inabordable ( ' ) .  1) 

D'une façon plus précise, elles ont joué pour nous le rôle d'une 
sorte de système de coordonnées auquel nous avons rapporté toutes 
les autres géodésiques. 

(l) Les mithodes nouvelles de ln Méccsniqus cc;leste, 1. 1, p. 82. 
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S U R  L E S  PROBLÈMES 

AUX 

D É R I V É E S  P A R T I E L L E S  

L E U R  SIGNIFICATION PHYSIQUE 

(( La Pliysique ne nous donne pas seulenierit l'occasion de rbsuirdre des pr«ldL:iiies ..., 
elle nous fait pressentir l a  solution. z - POINCARÉ. 

Les principaux prollènies que les gkomètres ont été conduits à 
se poser relativement aux équations aux dérivées partielles se 
ramènent à deux types généraux : le problènie de Dirichlet et  
ses analogues, dans lesquels la fonction inconnue, définie dans un 
certain domaine, doit vérifier, en chaque point de la frontière de 
ce domaine, une certaine condition (en supposant, pour lixcr les 
idées, l'équation du  second ordre); le problènie de Cauchy, dans 
lequel les conditions a remplir en chaque point de la frontière s o ~ i t  
au nombre de deux, l'une donnant la valeur de la foric*tion en ce 
point et l'autre la valeur d'une de ses dérivées premières. 

Les deux problèmes ainsi posés se sont présentés dans toute 
sorte de questions de physique mathématique. Il'autre part, on a 
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pu trouver des cas trés étendus dans lesquels l'un ou l'autre de ces 
problèmes se présentait comme parfaitement bien posé, je veux dire 
comme possible et  déterminé. 

11 est remarquable que ces deux circonstances soient intimement 
liées l'une à l'autre, et cela d'une manière assez étroite pour que 
deux problèmes tout fait analogues en apparence puissent être 
l'un possible et l'autre inipossible, suivant qu'ils correspondent ou 
non à une donnée physique. 

Relativement à l'équation de Laplace 

c'est le prohlème de Dirichlet (ou l'un de ses analogues) qui se 
présente dans les applications physiques. De fait, le problème de 
Dirichlet est un problème possible et déterminé. Considérons, au  
contraire, le problème de Cauchy relatif a l'équation (A) ,  c'est-à-dire 
celui qui consiste à déterminer pour x z o  une solution de cette 
équation telle que l'on ait, pour x = O, 

u,, et u; étant deux fonctions données de y, z .  Ce problème, dépourvu 
de signification physique, est toujours possible lorsque u,, et u;, sont 
des fonctions analytiques. Mais on sait aujourd'hui qu'il en cst 
tout  autrement dans le cas général. 

D'une manière plus précise, si 1'011 suppose donnée tout  d'abord 
la fonction u,,, la fonction u;, est déterminée à une foriction analytique. 
prés, et la fornie générale de u',, pourra s'obtenir aisénierit par le 
moyen suivant : 

La fonction u,, étant d é h i e  dans une certaine région du plan de yz, 
envisageons un cercle C de ce plan, entièrement situé dans la région 
en question, et la demi-sphére S qui a cc cerclc comme grand cercle 
et est située du côté des x positils. 

La fonction inconnue u pourra ê ~ r e  considérée comme déterminée 
par les valeurs qu'elle prend dans le cercle C (savoir les valeurs u,) 
et  sur la surface hémisphérique S, et l'on peut former l'expression 
de u à l'aide de ces quantités, car le volurne S est un de ceux pour 
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lesquels la solution du problème de Dirichlet est connue. Il  est 
aisé de voir que la partie qui correspond aux valeurs de u sur S 
représente toujours une fonction de x, y, z analytique aux environs 
de tout point intérieur au cercle C, de sorte que l'on a ce résultat : 

Soit \V le potentiel d'une double couche distribuée sur le plan 
de yz, l'épaisseur de cette double couche en chaque point étant 
représentée par u,. Le problème de Cauchy n'est possible que si 
l'on a 

ét.ant une Fonction analytique de y et  de z. 
Considérons maintenant l'équation du son 

L'étude de la propagation d'u son conduit à poser, pour cette 
équation, le problème de Cauchy, ce problème étant, ici, le suivant : 
(( Déterminer pour t :  O une solution u de l'équation précédente, 
telle que l'on ait, pour t = O, 

G,  U r  étant des fonctions données de 2, y, z. N LTn tel problénie est, 
en général, possible et déterminé. Sa solution est donnée par la 
forniule de Poisson 

où (U)  et (Ur)  sont les valeurs nloyeniies de U et de I" sur la s p h è i ~  
de centre z, y, z et de rayon t .  

Mais il faudrait se garder d'énoncer cette coriclusion sous la i'orriie 
suivante : (( Le probléme de Cauchy, relatif à l'équation (B), es1 
possible et déterminé. )) 

En efi'et, si cette conclusion est vraie pour le prohlèrne que nous 
venons de considérer, dans lequel on prend t pour variable principale, 
elle est, au  contraire, inexacte, pour la même équation (B), lorsque 
lavariable principale est x, y ou z, c'est-à-dire pour le probknie suivant : 
(( Trouver, pour z > O, une solution u de l'équation (B) telle que l'on 
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ait, pour x: = o, 

u,, et  u',, étant des fonctions données de y, z et  t. » 
Prenons, en effet, un cas particulier, celui où les fonctions u,, u', 

sont indépendantes de t .  Dans ce cas, si la solution cherchée u est 
unique, elle sera certainement indépendante de t .  Mais alors l'équa- 
tion (B) se réduit à (A) et, d'après ce qui précède, le problème de 
Cauchy sera, en général, impossible. 

Reste à savoir s'il ne peut pas exister une infinité de solutions u 
O,L 

prenant, ainsi que &, les mêmes valeurs pour z = o. 11 est clair 

que cette question revient à la suivante : L'équation (B) peut-elle 
admettre une solution u, définie pour x > o et s'annulant ainsi 

O,, 
que ac pour x = O (sans que u soit identiquement nul). 

Une telle solution u sera définie seulenient pour les valeurs positives 
de x. Mais on pourra étendre sa définition aux valeurs négatives de 
cette variable, en posant 

et une telle extension respectera la continuité de u e t  de ses dérivées 
pour x = o. 

Dés lors, on pourra considérer la fonction u comme définie par 
ses valeurs U et les valeurs Ur de sa dérivée par rapport à t, pour t = O, 

et la représenter par la formule de Poisson, précédemment rappelé(.. 
Pour que l'expression ainsi écrite vérifie les conditions initiales 
données, il faudrait que l'on ait, pour x = O, 

Mais (U) et  (Ur)  sont évidemment des fonctions paires de t. Par  
conséquent, dans chacune des deux relations précédentes, les deux 
termes du premier membre devront être nuls séparément. Si l'on 

O 
remarque encore que l'égalité [(U) .t] = o entraîne (U) = O ,  si 
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l'on suppose (comme c'est le cas ici) U fini pour t = O ,  on voit q u e  
l'on est ramené au problème suivant : 

Comment doit être choisie une fonction continue V\x, y, z) pour 
que l'intégrale double 

étendue ù la surface de ln sphère S qui a pour centre [O, y,,, z , , )  et pour 
rayon t (autrement dit d'une sphère quelconque ayant son centre dans le 
plun x = O ) ,  soit nulle, quels que soient y,,, z ,  el t ? 

L'une quelconque des fonctions 

devra vérifier la condition qui précède. 
Pour résoudre le problème que nous venons de poser, laissous 

d'abord la fonction V qiielconque et désign:~ils par @(y,,, z,,, t )  la 
quantité (3) .  Kous pouvons remarquer tout d'abord que la connais- 
sance de la Ionction (1) entraîne celle de la fonction 

où l'intégrale est étendue au  volume de la sphère X. 0 1 1  a 

Or, on p e i ~ t  écrire 

l'intégrale double étant toujours étendue à la surface de 1. C'est, cri 

efyet, ce que l'on reconnaît en considérant la différence des deiix 
intégrales 

$(,I . , , ,  z,,, t ~  e t  $ ( L v o + A , ~ . l , .  2 , ) .  1 1  

(lesquelles sont deux intégrales triples étendues à deux sphéres 1 
et  S' de même rayon, mais de centres différents), comme la diffé- 
rence algébrique de deux intégrales étendues, l'une a la région 
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extérieure à X et intérieure à X', l'autre à la région extérieure à Y et 
intérieure à Z. Il est essentiel d'observer que ce raisonnement ne 
suppose pour V d'autre propriété que d'être continue. 

On aura de même 

D'après cela, si la fonction V est choisie de manière a annuler identi- 
quement @(y,, z,, t ) ,  elle annulera aussi les quantités 

Mais on peut raisonner sur ces dernières cornnie sur la première 
et, en continuant ainsi, on voit que l'intégrale 

est nulle quels que soient les entiers positifs h et k .  
Or, la fonction 

(le-pP (Y->, ' I ~ ~ z - 2 ,  

est (quels que soient les nombres y , ,  z, et  p.) développable en série 
entière par rapport à y - y ,  et z - z ,  et uniformément convergente. 
Si, comme nous le supposons, V est partout fini, on pourra donc 
écrire 

Mais, si nous faisons tendre p vers + c ~ ,  la liniite du  premier menibre 
(en supposant que la droite y = y , ,  z = z , ,  coupe E et désignant 
par + x l'abscisse du  point d'intersection) est, à un facteur indiffé- 
rent près, 

1 (LI. ,?.,, Zi) + \ ( - XI. . l , l ,  :l ). 

Ceci devant être nul pour tous les systèrnes de valeurs de z,! y , ,  z, ,  
la fonction V doit être impaire  par rapport à z. 

Inversement, s'il en est ainsi, l'intégrale (3)  sera bien nulle. 
Revenons maintenant à nos fonctions U, Ut.  Il résulte de ce qui 

précède que U est impair par rapport à x, et qu'il en est de même 
du 

de =. 
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6 u 
Or, si - est une fonction impaire, U est une fonctioii paire. 

oz 
Donc U est identiquement nul. 

D'autre part ,  le même raisonnement s'applique à la quantité U'. 
Ces deux quantités faisant connaître la solution cherchée u, en 
vertu de la formule de Poisson, nous avons démontré la proposition 
suivante : 

La seule solution de l'équation ( B ) ,  qui, pour x = O ,  satisfasse aux 
conditions u, = u', = O ,  est identiquement nulle. 

Autrement dit, le prohlènie de Cauchy relatif à l'équation B , 
avec z = O comme multiplicité initiale, ne peut être indéterminé. 
Il en résulte, comme nous l'avons vu ,  qu'il est en général impos- 
sible. 

Ceci nous fournit la conclusion que nous nous proposions de 
mettre en évidence, je veux dire la profonde différence qui existe 
entre le problème de Cauchy relatif à l'équation iB), la multiplicité 
initiale étant t = O ,  et le problème analogue pour le cas oii les 
données initiales sont relatives à x = o. La théorie de ce second 
problènie, bien loin d'être identique à celle du premier, se rappro- 
chera, nous venons de le voir, de la théorie des équations à caracté- 
ristiques imaginaires ( ' ) .  

(l) h v a n t  de livrer le présent article à l'impression, j'ai connaissaiice ( I ~ A M E L ,  
Ueber die Geometrieen in denen die Geraden die iïiirzesten sind,  p. 7 3  e t  sui\ .; Gottiii- 
geii, I$)OI) d'une iiiéthode proposée par M. IIolnigreri polir nioiitrw l'iiiiicité d e  la 
solution de certaines équations aux dérivées partielles, rt qui s ' app l iq~era i t  aisénient 
a u  problènie que nous venons de traiter.  L,a rriéthode donii6e dans le t e s t e  a été 
indiquée dans ma .l'otite sur mes ti.avail.r scientifiquris (Caiitliier-Villars, Paris, 
février 1901). 

,Vote d u  Comité de rédaction. - On pourra comparer les résultats de ce 'rléiiioire 
e t  du  suivant  ii ceux de M. Picard (Journal  de M u t h  , i e  série, t. VI ,  1890, p. 170) .  
Voi r  aussi E. P I C A R D  : Leçons sur ( p e l q r m  t y p m  simples d'éqiuttior~s aux dérivés 
partielles, 1927, p. 206-208. 
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QUELQUES CAS D'IMPOSSIBIL~TE 

P R O R L E M E  D E  C A U C H Y  

( l n  Memoriam N .  1. LobactwsA-i. \ni. I I .  i p 6 . j  

Les travaux de Cauchy et,  sous une forme plus claire et plus 
aisément accessible, la fameuse démonstration de Sophie Kowalewski 
ont établi un théorème fondamental d'existence pour les équations 
aux dérivées partielles. E n  se bornant, pour prendre le cas le plus 
intéressant, à une équation du second ordre, et en appelant x, x , .  . . ., .x,, 
les variahlm indépendantes, ce théorème peut s'énoncer de la manière 
suivante : 

L'équation awc dérivées partielles 

dans laquelle le second membre contient ou  peut contenir toutes les 
variables indépendantes, la  fonction inconnue, toutes ses dérivées d u  
premier o u  du  second ordre, à l'exception de celle qui figure a u  premier 
membre, et est holomorphe par rapport à ces quantités, admet une 
solution holomorphe en  x, et une seule, satisfaisant a u x  conditions 
initiales 

z =  f(.q, - . . ,  Zn) ,  
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pour x=o, f et g étant des fonctions holomorphesd onnies (') dex, ,x,, ..., x,,. 
Plus généralement, a u  lieu de l'hyperplan .2: - o. on peut ronsi- 

dérer une hypersurface 

et, en chaque point de cette hypersurface, se donner la valeur de 
l'inconnue z et d'une de ses dérivées premières [convenablenient 
choisie, c'est-à-dire dans une direction non tangente à (y)]. Le 
problème de Cauchy consistera à trouver une fonction z des variables 
indépendantes z satisfaisant non seulement à l'équation aux dérivées 
partielles (équation (( indéfinie N) pour toutes les valeurs des n,;, 
mais en outre, en tous les points de (y), aux (( conditions définies n, 
- ici « conditions de Cauchy », - dont nous venons de parler. 

S'il n'y a que deux variables indépendantes x et y, considérées 
comme coordonnées rectangulaires d'un point du plan, les c~onditior-is 
de Cauchy sont relatives à une certaine courbe (y) du  plan des x, y, 
et reviennent à dire que la surface représentative de la fonction z 
cherchée doit passer par une certaine courbe (I') de l'espace, - 
projetée suivant (y), - e t  être inscrite suivant cette courbe, à une 
développable donnée. 

E n  général, les données ainsi spécifiées, jointes û l'équation aux 
dérivées partielles, permettent de calculer, en un point quelconque 
de la multiplicité initiale (y), les dérivées secondes et plus générs- 
lement les dérivées des ordres successifs de la fonction z cherchée. 
Ce calcul est bien connu pour une équation linéaire par rapport 
aux dérivées secondes r, s, t ou, un peu plus généralement, pour 
une équation de ATonge-Ampère, linéaire par rapport à r, s, t, rt - s' : 

c'est celui qui est exposé dans les Leçons sur la Théorie des surfaces 
de Darboux (7 et dans les Leçons sur l'intégration des éqiccttions au.% 
dérivées partielles du second ordre de M. Goursat (:'). 

Si, au  contraire, et cela en tout  point de (y), la recherche des 
valeurs numériques des quantités en question devient un problème 

(l) Il y aurait lieu de préciser les domaines dans lesquels les fonctions F, f, g sont 
supposées holomorphes; mais ce point est sans intérSt pour la suite du présent article. 

(2) Tome III, Livre VII, Chapitre V. 
(3) Tome 1, nw 41-45. 
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indéterminé, c'est que (y) ou, plus exactement le système de données 
de Cauchy ainsi considérées, est caractéristique, L,a condition pour 
qu'il en soit ainsi est, pour l'équation 

( R ,  S, T, H fonctions de 2, y, z, p ,  q )  

Pour une équation de forme quelconque, la condition est de même 
forme, mais R, S, T désigneront les dérivées partielles du  dernier 
membre de l'équation par rapport à r, s, t respectivement. L'exten- 
sion de ce résultat, c'est-à-dire la formation de la condition analogue 
à (2), pour une équation à un nombre quelconque de variables 
indépendantes, se fait d'elle-même. 

Le théorème de Cauchy-Kowalewski se transporte immédiatement 
moyennant une transformation .ponctuelle, à une multiplicité 
initiale (y) quelconque (c'est-à-dire ne correspondant pas en général 
à x = O) : il exprime alors que le problème de Cauchy correspondant 
est possible et déterminé du moment que les données n'en sont pas 
caractéristiques. 

Ce théorème, qui s'établit par la méthode bien connue des séries 
majorantes, - le Calcul des limites de Cauchy, - apparaît immé- 
diatement comme l'analogue exact de celui par lequel le grand 
géomètre a fondé la théorie des équations différentielles ordinaires. 

Mais on sait que ce dernier a reçu, tan t  de Cauchy lui-même que 
de ses successeurs, des démonstrations appartenant à deux catégories 
différentes. Les unes prennent comme point de départ le calcul des 
limites : elles supposent alors l'équation différentielle analytique; 
les autres (méthode de Cauchy-Lipschitz, méthode de M. Picard) 
procedent par approximations successives : on peut les développer 
en restant exclusivement dans le domaine réel et, dans ce cas, ne 
supposer en aucune façon l'analyticité de l'équation. Le théorème 
fondamental de la théorie des équations différentielles ordinaires 
est donc établi sans qu'on ait, à beaucoup près, à faire cette hypo- 
thèse -en réalité, moyennant des conditions très simples et très peu 
restrictives concernant la forme de l'équation. 
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Que deviennent ces conclusions lorsqu'on passe des équations 
différentielles ordinaires aux équations aux dérivPw partielles 3 

L'existence des caractéristiques constitue évidemment une première 
particularité entièrement nouvelle et propre à cette seconde théorie. 

Supposons maintenant que (y) ne soit pas une caractéristique. 
Si, en outre, toutes les données de la question sont analytiques, 
c'est-à-dire si le premier membre de l'équation aux dérivées partielles 
est holomorphe par rapport à toutes les quantités qui 1- figurent, 
du moins pour toutes les valeurs que ces quantités sont susceptibles 
de prendre, en vertu des conditions initiales données, le long d'un 
certain arc de (y) et s'il en est de même pour le premier membre de 

l'équat,ion de (y) avec, par exemple, 2 > O le long du uiênie arc, 

ainsi que pour les fonct.ions 

qui expiment ,  dans ce cas, les données de Caurhy, la démonstration 
de Sophie Kowalewski établit que le problème admet une solution 
holomorphe et n'en admet qu'une seule. 

Cette démonstration est, comme on sait, fondéc sur l'einploi du 
calcul des limites. 

On a souvent adniis, plus ou moins implicitement, qu'un tel 
résultat subsiste lorsque les données ne sont plus analytiques; et 
l'on a même essayé de l'établir par des rnéthodes d'approximations 
successives inspirées de celles qui s'appliquent aux équations diffé- 
rentielles ordinaires. De telles méthodes, à la suite des travaux de 
M. Picard, se sont montrées effectivement fécondes pour l'étude de 
certains cas étendus et importants du problème. Mais dans le cas 
général, elles étaient par avance vouées à un échec certain, car le 
résultat qu'elles avaient pour but  de démontrer est inexact. 

Une partie semble, jusqu'à nouvel ordre, devoir en subsister. 
On peut encore dire que Ir problème de Cauchy (les données étant,  
bien entendu, supposées non caractéristiques) a ,  au plus, une solution. 
C'est ce qui a été établi, du moins pour l'équation entièrement 
linéaire, c'est-à-dire linéaire par rapport à z ,  p, q, r, s, t, par 11. I-Tolm- 
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gren ( ' )  lorsque les coefficients sont supposés fonctions analytiques 
et  holomorphes des variables indépendantes. La  démonstration n'a 
pas pu jusqu'ici être étendue au  cas des coeficients non analytiques, 
ou à l'équation non linéaire, de sorte que, rigoureusement parlant, 
la question rest.e encore ouverte. 

Par  contre, on peut affirmer que pour les équations à caractéris- 
tiques imaginaires (cas elliptique), soit RT - S2 > O, O U  à caracté- 
ristiques confondues (cas parabolique, RT - S2 = O),  le problème 
de Cauchy est en général impossible lorsque les données ne sont 
plus supposées analytiques. 

Considérons la plus connue des équations du  type elliptique, 
l'écruation des potentiels 

Il est tout  d'abord une sorte de problème de Cauchy correspondant 
à cette équation,. et dont l'impossibilité est bien connue. C'est la 
question qui consiste à déterminer une solution z de l'équation dans 
une aire déterminée du plan de manière à ce que z d'une part, et 
sa dérivée normale de l'autre, prennent des valeurs assignées d'avance 
en chaque point de la frontière. On sait que, si la solution cherchée 
doit être régulière dans toute l'aire en question, on n'a le droit de 
choisir arbitrairement, le long de  la frontière, qu'une seule des 
valeurs numériques précédentes, celle de z (problème de Dirichlet) 
ou celle de la dérivée normale (problème de Neumann); et, de fait, 
il est aisé de former une infinité de relations auxquelles doivent 
satisfaire les données de Cauchy le long du contour frontière pour 
qu'une solution de l'espèce considérée puisse subsister. 

Mais ceci n'est pas une réponse décisive à la question posée. Nous 
venons en effet de nous placer dans des conditions très différentes 
de celles que considère le raisonnement classique de Sophie Kowa- 
lewski, puisque nous venons de parler d'une solution définie, non 
seulement aux environs de tout  le contour qui porte les données, 
mais dans toute l'aire limitée par  ce contour, en l'astreignant à 
être dépourvue de toute singularité dans tout l'intérieur de cette aire. 
Le théorème fondamental de Cauchy-Kowalewski ne prétend au 

(l) Offersigt af Kongl. Vetensk. Akad. Forh., g janvier rgor, p. 91-105. 
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contraire, définir la solution que dans un voisinage convenablement 
choisi de la multiplicité initiale et  même (') d'une portion, elle-même 
suffisamment petite, de cette multiplicité initiale. 

Il convient donc de prendre la question sous ce même point de 
vue, et de la poser exactement comme Cauchy, à ceci près que les 
données ne seront plus supposées analytiques. Cherchons donc, 
pour l'équation (3) ,  une solution z qu'il ne nous incombera de définir 
que pour les valeurs sufisamment petites de x et pour les valeurs 
de y comprises dans un  intervalle suffisamment petit (y,, y,). C'est 
en particulier, seulement dans cet intervalle (y,, y*) de variation 
de y que seront imposées, pour x = O ,  les conditions de Cauchy 

Ce n'est pas tout  : les problèmes de cette espèce exigent, pour 
être posés d'une manière nette, des spécifications complémentaires 
sur lesquelles les auteurs n'ont peut-être pas toujours assez insisté, 
malgré les remarques fondamentales que contient sur ce point la 
Thèse de M. Painlevé ( 2 ) .  

Se proposera-t-on de trouver une solution z définie des deux: côtés 
de la droite x = O ,  de telle manière que le segment considéré de cette 
droite (ou, si l'on veut, tout  segment strictement intérieur a celui-là) 
soit intérieur au domaine d'existence de z ?  Dans ce cas, la question 
serait immédiatement jugée dans le sens de la négative. On sait, 
en effet, que, à l'intérieur de son domaine d'existence, une fonction 
harmonique est analytique par rapport aux variables dont elle 
dépend. Dans ces conditions, il est clair que le problème de Cauchy 
tel que nous venons de le poser est nécessairement impossible si les 
fonctions f et g ne sont pas toutes deux analytiques. 

La question n'existe donc qu'en ce qui concerne une solution 
définie d'un seul côté de la droite x = O, laquelle sera en général 
frontière de son domaine d'existence. On voit donc que tout  système 

(l) Rappelons toutefois que, à cet égard, le résultat a été complété par les recherches 
de M .  GOURSAT (Bull. Soc. Math. franç., t. XXXIV, 1906, p. 85-108). 

(2) Sur les lignes singulières des fonctions arulytiques, 1887, p. 19-21. 
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de données de l'espèce précédente pose deux problèmes de Cauchy, 
l'un dans la région x > O, l'autre dans la région x < o. 

De plus, le sens des conditions aux limites imposées à z doit 
Rvidemment être précisé. Celui qu'il faut attribuer aux  mots : 
(( z doit prendre les valeurs f ( y )  pour x = O D, l'a été par M. Painlevé 
dans le travail cité, et  nous conviendrons qu'une précision analogue 

dz s'applique à la fonction - Si nous entendons les choses ainsi, les 
dx 

du 
fonctions z et devront être continues par rapport à l'ensemble des 

deux variables x et y dans le domaine O < x < LX (ou O > x > - cc), 
y, + E < y < y,-E, a et E étant des nombres positifs convenable- 
ment choisis. Ceci implique en particulier que les fonctions f e t  g 
devront être données continues. 

Quant aux dérivées d'ordre supérieur, leur existence peut. être 
ou non supposée à la frontière, c'est-à-dire sur la droite x = O 

elle-même; mais pour x non nul, l'existence même de l'équation, 
à moins de nouvelles conventions sur le sens qu'il faut lui attribuer, 
suppose implicitement 

Quoi qu'il en soit de 
l'ai montré récemment 

l'existence de deux au  moins d'entre elles, 

cette dernière condition, on peut, coinine je 
( ' ) ,  décider la question, pour notre équation 

du  potentiel, d'une manière tou t  à fait intuitive et  qui ne fait inter- 
venir au  fond que le principe mentionné tou t  à l'heure de l'analyticité 
des solutions. Ce principe a, en effet, été précisé (7 de la manière 
suivante : 

Si deux fonctions harmoniques z,, z,, définies respectivement dans 
deux domaines D ,  , Da adjacents l 'un à l'autre suivant un arc frontière 
commun L,  ont en  chaque point de cet arc même valeur numérique et 
même dérivée suivant la  normale à L, elles forment par leur ensemble 
une fonction harmonique unique, régulière (et, par conséquent, 
analytique) dans le domaine Dl + D,. 

(l) Lectures on Cauchy's problem in linear partial differential equatiom, New-Haven- 
London, 1923, Chap. 1. 

(2) Voir DUHEM, Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique, t. 1, p, 168-1613. 
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Or, il ressort déjà de là que, si les fonctions f ( y )  et g ( y )  ne sont 
pas toutes deux analytiques, il ne peut jamais arriver que le problème 
de Cauchy correspondant soit à la  fois possible des deux  côtés de la  
droite frontière x = O, puisque, alors, l'ensemble des deux solutions 
obtenues relèverait nécessairement du théorème que nous venons 
d'énoncer. 

C'est déjà dire que l'impossibilité du  problème est le cas général 
puisque, des deux problèmes tout analogues qui se posent respecti- 
vement des deux côtés de notre droite (ou même d'une ligne quel- 
conque), il y en a au  moins un pour lequel cette impossibilité se 
présente. 

Peut-on établir en toute rigueur qu'elle a lieu, sauf dans des cas 
à déterminer, pour chacun des deux problèmes en question, et  non 
pas seulement pour l'un d'entre e u x ?  C'est ce qui est aisé dans le 
cas où nous venons de nous placer, celui où la multiplicité initiale 
est la droite x = o.  Supposons d'abord que l'une des fonctions f ,  g soit 
nulle. Si c'est, par exemple, la première, c'est-à-dire si z doit être 
nul avec x, cette quantité, supposée définie pour x = O, pourra 
l'être également dans la région x + O l'aide de la relation 

a (  - .z, y) = - s (c, y )  

et ce prolongement se fera avec continuité de z et  de sa dérivée 
par rapport à x. Nous sommes dès lors ramené au cas précédent, 
et  l'on voit que, lorsque f est nu l ,  le problème de Cauchy (et même 
chacun des deux  problèmes de Cauchy)  est impossible dès que g n'est 
pas analytique. 

Soit maintenant' f quelconque (non analytique, sans quoi la 
réponse serait évidemment encore la même) nous pouvons immédia- 
tement indiquer une fonction harmonique qui se réduise à f ( y )  

pour x = O, à savoir, au  facteur 5 près, le potentiel logarithmique 
Tt 

de double couche de densité f étalée sur notre droite. Toute autre 
solution de l'équation prenant sur cette droite les mêmes valeurs 
se déduit de la première par addition d'une fonction nulle avec x, 
donc, comme nous venons de le voir, d'une fonction analytique en x 
et y dans le voisinage de x = o. 

Ainsi, pour la  possibilité d u  problème, la  fonction g(y)  doit être le 
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1 
produit de ; par  la dérivée normale du potentiel logarithmique de double 

couche de densité f, ou ce produit augmenté d'une fonction analytique 
de y. 

Ce résultat, avec sa démonstration, s'étend de lui-même au i 
remplacement près des potentiels logarithmiques par les potentiels 

newtoniens et du facteur: par A) à l'équation des potentiels dans 

l'espace, ou même dans un espace à un nombre quelconque de 
dimensions. 

Dans le plan, il s'étend également sans difficulté au cas où la 
droite x = O est remplacée par un arc analytique régulier quelconque : 
il suffit évidemment de passer de cet arc à une droite par une trans- 
formation conforme. Sur un tel arc, la distribution des valeurs de 

dr 
la dérivée normale (In devra donc être analytique s'il en est ainsi 

pour les valeurs de z lui-même; dans le cas contraire, on peut, par 
exemple, adjoindre à l'arc donné un autre arc de même extrémité 
de manière à délimiter une certaine aire S, résoudre, pour cette aire, 
le problème de Dirichlet avec les valeurs données de z sur l'arc 
donné et des valeurs arbitraires sur le reste du  contour; on aura 
ainsi une distribution possible de valeurs de la dérivée normale et, 
d'après ce qui précède, toute autre distribution rendant le problème 
possible (même d'un côté de l'arc donné) se déduira de celle-là par 
l'addition de valeurs distribuées analytiquement. 

Par  contre, ce mode de démonstration ne s'étendrait pas à ilne 
surface analytique de l'espace, puisque, en dehors du cas d'une 
sphère, une telle surface ne peut pas être ramenée à un plan par 
transformation conforme. 11 ne s'étendrait pas, même dans le plan, 
à une équation d u  type  elliptique autre que celle du  potentiel. La 
première partie de notre raisonnement subsistant alors seule, nous 
pouvons seulement affirmer que, si l'une des données est distribuée 
analytiquement, et non l'autre, le problème de Cauchy n'est possible 
tout a u  plus que d'un seul côté de ln frontière (analytique) donnée. 

Mais on peut arriver a exclure même cette possibilité unilatérale 
en s'inspirant de la première méthode que nous avons proposée ( ' )  

(l) Bulletin de 1' Université de Princeton, t .  XII& 1902 ,  
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pour résoudre cette question. L'équation aux dérivées partielles étant 
une équation linéaire quelconque du second ordre appartenant au  
type elliptique et à coefficients analytiques, complétons encore la 
frontière donnée (y) (convenablement limitée en tous sens, au besoin) 
par une autre (y'), de manière à délimiter un domaine fini D. Si, 
comme nous avons le droit de le supposer, ce domaine est suffisam- 
ment peu étendu dans toutes ses dimensions, une fonction z prenant 
des valeurs données sur (y) sera déterminée si l'on se donne en outre 
ses valeurs sur (y'). La théorie du problème de Dirichlet ainsi posé 
est aujourd'hui fort avancée, et  des recherches de ces dernières 
années, exposées dans un récent article (') dont je dois l'obligeante 
communication à M. Lichtenstein, ressort la possibilité de lui faire 
suivre une marche tout  analogue à celle que l'on doit aux travaux 
de Neumann et de M. Fredholm dans la théorie du potentiel ordinaire. 
Si [en particulier, dans un travail de M. Sternberg annoncé dans 
l'article ci-dessus mentionné de M. Lichtenstein (p. 1300) et  dont 
je n'ai pu prendre connaissance jusqu'ici], cette analogie a pu être 
rendue complète, c'est-à-dire si le problème est ramené à la résolution 
d'une équation intégrale de Fredholm 

ayant pour noyau, à un facteur numérique k près dépendant du 
nombre des dimensions, la dérivée transversale (') de la solution 
élémentaire (:') u de l'équation, la démonstration que nous avons 
en vue s'ensuit sans dificulté, par la voie indiquée dans mon hléinoire 
S u r  le problème d'analyse relatif à l'équilibre des plaques élastiques 
encastrées (7. Le noyau étant analytique par rapport aux coordon- 
nées qui définissent la position du point hl, la formule de Fredholm 
montre qu'il en sera de même de la solution de l'équation intégrale, 
c'est-à-dire de la densité du potentiel de double coiiche 

- - 

(1) Encyklopiidie der Math. Wiss., ae édition, 1924. 
(y Dérivée conormale de M. D'ADHÉMAR. Voir nos Lectures on Cauchy's problem, etc., 

Livre II, Chap. II, no 40. 
(7 Lectures on  Cauchy's problem, etc., Livre II, Chap. III. 
(4) Mémoires présentés par divers savants à Z1dcafdimie des Sciences, t .  XXXIJI, 1908. 
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qui, M étant  pris quelconque dans D, représentera la solution du  
problème de Dirichlet. 

Le raisonnement par  lequel M. Bruns ( ' )  démontre l'analyticité 
d'un potentiel de double couche étendue sur une surface analytique 
et à densité analytique, donc aussi l'analyticité de sa dérivée normale 
en un point de la couche attirante, s'étend de lui-même à toute 
expression telle que (4) déduite d'une équation linéaire à coefficients 
analytiques. 

Un problème de géométrie bien connu relève du  problème de 
Cauchy pour une équation du  type elliptique : c'est celui qui consiste 
à trouver une surface minima Z passant par  une courbe donnée et 
inscrite suivant cette courbe à une développable donnée. 

La solution bien connue de Schwarz (') suppose bien les données 
analytiques, puisqu'elle repose sur l'extension au domaine complexe 
de fonctions supposées données dans le domaine réel. 

E n  fait ,  le problème, conformément à la solution antérieure 
donnée par 0. Bonnet (y se ramène immédiatement au  problème 
de Cauchy pour l'équation (3). La représentation sphérique de la 
surface cherchée en constitue une représentation conforme et, 
si 5, y désignent des coordonnées isothermes sur la sphère (par exemple 
les coordonnées rectangulaires d'une projection stéréographique de 
cette sphère), les coordonnées rectangulaires x, y, z de la surface 
minima Z sont des fonctions harmoniques de et de q. A la dévelop- 
pable donnée à laquelle 2 est assujettie à être inscrite correspondra, 

(l) Journal de Crelle, t .  LXXXI, 1877, p. 3 4 9  Voir aussi notre Mémoire ci-dessus 
cité sur l'équilibre des plaques élastiques. 

(2) SCHWARZ, Miszellen aus dem Gehiete der Minirnalfl~chen, Journal de Crelle, 
t. LXXX, 1878, p.,280 (Gescammelte Abhandlungen, t .  1, p. 168). Voir les Leçons sur 
la théorie des surfaces, de DARBOUX, t .  1, Livre III, Chap. VIII. 

(3) La solution d'O. BONNET (Comptes rendus Acod. Sc., t. XL, 1855, p. 1107 et 
t. XLII, 1856, p. 532; voit  DARBOUX, b c .  cd. )  ainsi qu'il était naturel au temps ou 
elle a été obtenue, repose sur le calcul de deux fonctions l'une de t, l'autre de ri,  sans 
spécifier explicitement si ces quantités sont connues sur une ligne du plan complexe 
ou dans toute une aire finie de ce plan. E n  fait, c'est le second cas qui est réalisé : 
la solution d'O. Bonnet s'applique à l a  recherche d'une surface minima remplissant 
les conditions données en tout point réel ou imaginaire de l a  ligne (c). 

La solution de BJORLING (Griinert Archivs, t .  IV, 1844) appelle les mêmes obser- 
vations, avec un peu plus de  complication dans les calculs. 
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sur la sphère, une ligne connue (y); à chaque point de celle-ci corres- 
pondront des valeurs connues de x, y, z et aussi des valeurs connues 
de leurs dérivées suivant une direction normale à (y) e t  tangente 
à la sphère : ces dernières se déduiront des quantités analogues prises 
sur la surface minima [à savoir des cosinus directeurs de la normale n 
à la ligne donnée (c) tracée dans le plan tangent à la développable] 
en tenant compte du rapport de similitude de la représentation 
conforme au  point considéré, lequel est égal au  rapport des arcs 
correspondants de (c) et  de (y). Ainsi, x, y, z, fonctions harmoniques 
de E et de q seront définies par  des conditions de Cauchy données en 
chaque point de (y). 

Dès lors, d'après ce qui précède, si cette ligne (y) est analytique, 
c'est-à-dire s i  le cône directeur de la développable est analytique, il 
faudra, pour la possibilité du problème, que la Zigne (c) le soit également 
[moyennant quoi il en sera de même pour la correspondance entre 
ces deux lignes et, par conséquent, pour x, y, z considérés comme 
fonctions de l'arc de (y)]. 

Toutes les circonstances que nous avons notées en parlant précé- 
demment du problème de Cauchy pour les fonctions harmoniques 
doivent évidemment se retrouver dans le problème actuel qui se 
ramène au premier. Si donc les lignes (c), (y) sont fermées, la première 
devant constituer le contour d'une portion régulière de la surface, 
il n'est pas étonnant que le problème correctement posé - à savoir 
le problème de Plateau - soit à celui qu'a résolu Schwarz ce qu'est 
le problème de Dirichlet au  problème de Cauchy. Dans ce cas, égale- 
ment, il est clair qu'on pourra écrire, abstraction faite de l'analyticité 
telle que nous venons de la constater, une infinité de conditions de 
possibilité déduites des équations générales 

dans lesquelles V est n'importe quelle fonction harmonique et 
régulière en E ,  y et dont les premiers membres, intégrales curvilignes 
étendues à la projection stéréographique (32 désignant la normale 
et G l'arc de cette projection), peuvent également être consid6i.b~ 
comme relatifs à (y) elle-même et peuvent aussi s'écrire 
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puisque la projection stéréographique, l'aire sphérique et la portion 
de surface minima dérivent les unes des autres par des transforma- 
tions conformes et que, dans chacune de celles-ci, ds et dn sont 
multipliés dans le même rapport. Les plus simples de ces conditions 
ne sont autres que les relations d'équilibre 

fournies par la théorie de la capillarité pour une système de tensions 
superficielles distribuées uniformément le long de (c). On voit que, 
plus généralement, X, Y, Z désignant les coordonnées rectangulaires 
d'une seconde surface minima en correspondance par plans tangents 
parallèles avec la première, si (C) désigne, sur cette seconde surface, 
la ligne qui a même représentation sphérique que (c), on a [en tenant 
compte cette fois du rapport de similitude entre les deux surfaces 
minima, égal au rapport d'un arc dS de (C) à l'arc correspondant ds 
de (c), et en désignant par N la normale à (C) située dans le plan 
tangent à la seconde surface] 

Toutefois, ces dernières relations supposent non seulement que les 
contours (C), (c) tracés sur les deux surfaces ont même représenta- 
tion sphérique, mais encore qu'il en est de même des aires limitées 
respectivement par ces contours. Si donc parmi les diverses aires 
sphériques (à un ou plusieurs feuillets) qui ont une frontière commune, 
on ignore celle qui doit servir de représentation sphérique à 
la portion de surface cherchée toute surface minima lieu du 
point (X, Y, Z) fournira plusieurs systèmes (5) (parfois en nombre 
infini) dont l'un doit être vérifié le long du contour donné. 

Le problème de la déformation des surfaces dépend, comme on 
sait, non d'une équation linéaire, mais d'une équation de Monge- 

H A D A L ~ D .  - JUBILÉ. 30 
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Ampère 

( 6  A(r t  - s ' ) + B r +  z C s + B f t + D = o  

(A ,  B ,  B', C, D fonctions de x, y, z, p,  q) .  
Le type auquel appartient une équation de cette espèce dépend 

du signe de la quantité 

( A t  + B )  ( A r  + B r )  - ( A s  - C)'= R B f -  Çt- AD. 

Pour l'équation spéciale dont dépend la transformation, les carac- 
téristiques n'étant autres que les lignes asymptotiques, sont réelles 
et distinctes alors, et alors seulement, que la courbure totale est 
négative. L'équation appartient au  type elliptique, soit 

si, au  contraire, l'élément linéaire considéré est celui d'une surface 
convexe. C'est donc dans ce dernier cas que nous nous placerons ici. 
M. Serge Bernstein ( ' )  a démontré l'analyticité des solutions d'une 
équation du second ordre du  type elliptique (à coefficients analy- 
tiques) sous la condition que la solution considérée admette des 
dérivées partielles jusqu'au troisième ordre bornées. 

Soit dès lors, pour une telle équation, un problème de Cauchy 
relatif à une ligne frontière analytique, les données étant dérivables 
jusqu'au troisième ordre et astreignons la solution à avoir, jusqu'au 
troisième ordre, des dérivées bornées, ce qui entraîne que les dérivées 
premières et secondes doivent être continues jusques et  y compris 
la ligne frontière, chacune d'elles, r ou s, par exemple, devant 
prendre (au sens précédemment précisé) une valeur parfaitement 
déterminée en chaque point de cette ligne. S'il en est ainsi, les 
égalités 

d p = : r d x + s d y ,  d q = s d x + t d y  

devront avoir lieu sur la ligne en question elle-même. Or, ce sont 
elles qui interviennent dans le calcul précédemment rappelé (DAHBOUX, 
GOURSAT, loc. cit.) : jointes à l'équation, celle-ci étant supposée du 

(l) Voir Math. Anri., t. 59, 62, 69 ;  Communication de la Société Math. de Kharkow, 
t. X I ;  C.  R. Acad. Sc., Paris, 13 mai 1907. 
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type  (6) qui nous intéresse ici, elles déterminent d'une façon parfai- 
tement univoque les valeurs de r, s, t puisque, par  hypothèse, il 
ne peut s'agir d'une caractéristique. 

Supposons maintenant que le problème de Cauchy en question 
puisse être résolu, dans les conditions indiquées, de chaque côté de 
la ligne frontière (y) donnée : on voit que les deux solutions ainsi 
définies de part et  d'autre de (y) se raccorderont le long de cette 
ligne avec continuité des dérivées premières et  secondes. D'après 
le résultat de M. S. Bernstein, elles ne formeront dès lors qu'une 
seule fonction analytique, ce qui est impossible si les fonctions 
qu'expriment les données de Cauchy ne sont pas elles-mêmes analy- 
tiques. Ici encore, on peut afirmer que l'un au  moins des deux 
problèmes partiels sera, en général, impossible (du moins sous les 
conditions imposées aux dérivées secondes e t  troisièmes), e t  il est 
évidemment à présumer qu'ils le seront en général tous les deux, 
mais sans que, cette fois, nous ayons le moyen d'apporter plus 
qu'une présomption e t  d'indiquer des conditions nécessaires de possi- 
bilité unilatérale. 

Le problème de Cauchy est, comme on le sait ('), celui auquel on 
est conduit lorsqu'on cherche à déformer une surface de manière 
à ce qu'une ligne donnée tracée sur celle-ci vienne sur une ligne 
donnée de l'espace. Les considérations précédentes s'appliquent en 
particulier aux deux cas les plus intéressants étudiés jusqu'ici 
spécialement, - celui de la sphère et  celui du paraboloïde de révo- 
lution - puisqu'il s'agit, dans chacun d'eux, de surfaces convexes 
(du moins si la sphère ou le paraboloïde sont réels). 

M. Lichtenstein (') a amélioré le résultat de M. S. Bernstein par 
l'adoption d'hypothèses moins restrictives relativement aux dérivées, 
mais seulement pour des équations provenant du calcul des variations, 
lesquelles, en particulier, sont forcément linéaires par rapport à r, s, t, 
sans terme en rt - s'. La question de savoir si, pour l'équation de 
Monge-Ampère, on peut démontrer encore l'impossibilité du problème 
sans imposer à la solution toutes les conditions auxquelles nous 
l'avons astreinte, reste donc réservée. 

(1) DARBOUX, Leçons, t. III, Livre VII, Chap. V, no 718. 
(l) Bull. Ac. Sc. Cracovie, 1913, p. 915. 
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Pour terminer, après avoir rappelé que des circonstances de même 
nature se présentent pour les équations du  type parabolique et 
même pour les équations du  type hyperbolique ( ' ) ,  correspondant, 
les premières à la théorie, déjà si parfaite, des fonctions quasi 
analytiques, les secondes, au contraire, à des questions non encore 
élucidées et qui sont propres aux fonctions de plusieurs variables 
sans analogues pour une variable unique, rappelons aussi qu'elles 
ont leur répercussion sur les propriétés de la solution du problème, 
même lorsque celui-ci est possible. 

L'exemple le plus simple nous sera fourni par  le problème des 
surfaces minima, é tant  donné qu'il se ramène à l'équation des 
potentiels logarithmiques, que j'ai traitée, à ce point de vue, dans 
mes Leçons de  Yale ('). Le résultat obtenu en cet endroit entraîne 
la conséquence suivante : soient données successivement deux 
courbes (c), (c') analytiques et, par  chacune d'elles, une développable 
également analytique, de sorte que, les formules de Schwarz étant 
applicables, e t  le problème de Cauchy qu'elles résolvent, possible 
dans les deux cas, on définit ainsi deux portions E, E' de surfaces 
minima. Supposons que les deux développables aient même cône 
directeur et correspondent, par conséquent, à une courbe sphérique 
unique (y), les deux courbes (c), (cf)  ayant entre elles des écarts 
très légers et d'allure sinusoïdale. Si imperceptibles que soient ces 
écarts, si étroit que soit le voisinage des deux courbes, e t  il peut 
s'agir d'un voisinage d'ordre (au sens de Zermelo) aussi élevé qu'on 
voudra, les formes des deux surfaces 2, 2' obtenues pourront être 
complètement différentes, sans le moindre rapport entre elles : il 
suffira que les oscillations relatives des deux courbes aient une 
période suffisamment petite. 

p) Lectures on Cauchy's problem, Livre 1, Chap. II, no 16 e t  Livre IV, Chap. 1, 
nos 158-161. 

(2) Lectures on Cozichy's problem, Livre 1, Chap. II, no 18. 
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SUR UNE MÉTBODE 

DE 

C A L C U L  D E S  VARIAT 

(Comptes rendus, t. 143, 1906, p. 1127-rrzg.) 

Les importantes méthodes que l'on doit à M. Hilbert pour l'étude 
des problèmes du Calcul des variations permettent d'affirmer, dans 
des cas très étendus, l'existence de la solution. M. Hilbert n'a, 
d'ailleurs, pas visé d'autre but et n'a pas entendu fournir un procédé 
de calcul si théorique soit-il. 

Je voudrais indiquer ici, pour arriver au même résultat, une autre 
manière d'opérer qui n'abdique pas toute prétention à cet égard. 
Elle ne constitue certes pas plus une méthode pratique de calcul 
que ne le font les autres démonstrations d'existence classiques en 
calcul intégral. Mais, au moins dans certains cas, elle ne leur est 
pas inférieure sous ce point de vue : elle permet, à la rigueur, le 
calcul numérique et, en tout cas, l'étude analytique des solutions. 

J e  m'adresserai à l'exemple le plus simple, celui de l'intégrale 

La variation première est, en employant la transformation de 
du Bois-Reymond et désignant par h une constante arbitraire, 

le symbole 6 désignera ici une dérivée partielle par rapport au para- 
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mètre auxiliaire 

( 2 )  

p étant positif 

JACQUES HADAMARD. 

a. Posons 
x 

6y1=- pQ, @ =i Sy'rl*., 

(nous le supposerons, pour le moment, constant) 
et h étant déterminé de manière à rendre Q nul pour x = a. 

Si la fonction f admet, comme nous le supposons, des dérivées 
successives satisfaisant à la condition de Lipschitz, le système (2) 

s'intègre sans diniculté, par approximations successives, à la fason 
des équations différentielles ordinaires, en supposant que l'on donne 
la courbe initiale, c'est-à-dire la valeur de y, en fonction de x 
pour a = o. 

Si cette valeur initiale admet une dérivée seconde par rapport à x, 
il en est de même de la valeur de y pour une valeur quelconque 
de a, et l'on a (pour [; constant) 

Quant à 21, il a la valeur toujours négative 

Bornons-nous maintenant aux fonctions positives f qui (outre les 
hypothèses de régularité précédentes) vérifient les conditions 
suivantes : 

1. A est positif et, même pour y' = + cc, admet une limite 
inférieure positive. 

<P 2. Le rapport admet une limite supérieure déterminée (même 
J 

pour y' =+ GO). 

11 en est ainsi, par exemple, pour f = 1 [A(x )  y'' + 2 Byy' + Cy2]. 

1. Supposons encore que : 

3. L'expression 
d ' f  la (A Byh + z - SJ. SJ.' + -;f dy ') d r ,  

O dy dy' dy- 

c'est-à-dire la variation seconde débarrassée des termes en Sgy,  8' y', 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL DES VARIATIONS ET CALCUL FONCTIONNEL. 24 1 

est toujours positive et  même (conformément aux conclusions bien 
connues de Scheeffer et  de Kneser) dans un rapport non infiniment 

petit avec son premier terme L"A Zy" dx. 

Alors Z'I sera toujours positif et supérieur w - K 21, K étant un 
nombre fixe. 

Donc, pour a infiniment grand, 21 tend vers zéro suivant. une 
loi exponentielle, et l'on trouve qu'il en est de même (quel que 
soit x) pour ?yf, grâce à ce fait (conséquence de l'hypothèse 2) 

que [y"' dx et l y "  ds restent finis. 
" .  

Ainsi y e t  y' tendent, pour u = + x:, vers des limites qui vérifient 
les conditions du  problème. - On a même une limite supérieure de 
l'erreur commise, t an t  sur  y que sur y', en s'arrêtant à une valeur 
déterminée de a. 

On déduit de là que la solution du problème est unique, ce qui ne 
ressortait pas des méthodes classiques. 

II. Si l'on abandonne l'hypothèse 3, on constate encore que ?y' . . 
tend uniformément vers zéro; mais on ignore, a przorz, suivant 
quelle loi. Néanmoins, la fonction y' tend encore, soit vers une limite 
déterminée, soit vers une infinité de limites qui toutes annulent la 
variation première. Ce second cas serait évidemment exceptionnel; 
il ne pourrait se présenter que s'il passait une infinité d'extrémales 
par  les deux points donnés. Il est d'ailleurs à présumer que même 
alors (au moins en ne prenant plus la quantité constante p e t  en la 
choisissant convenablement) la limite serait unique; et  que, en 
général, l'hypothèse 3 serait vérifiée pour u suffisamment grand. 

L'hypothèse 1, au moins pour y' fini, est évidemment dans la 
nature des choses. Quant à l'hypothèse 2 et à l'hypothèse 1 pour 
y' infini, elles deviendront inutiles lorsqu'on l'intégrale sous 
forme paramétrique. 

Au reste, il conviendra d'étudier de plus près l'application de 
cette méthode, non à des exemples justiciables, comme le précédent, 
de procédés élémentaires, mais à des problèmes moins aisés à élucider 
directement. 
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SUR LA VARIATION 

DES 

I N T É G R A L E S  D O U B L E S  

Il avait été impossible, jusqu'ici, pour le cas des intégrales doubles, 
de démontrer que les solutions des problèmes de calcul des variations 
à données analytiques sont également analytiques, et même de 
démontrer, pour ces solutions, l'existence des dérivées secondes, 
c'est-à-dire de réfuter l'objection bien connue de du Bois-Reymond. 

Dans une élégante Note publiée aux Comptes rendus du 29 avril ( ' ) ,  
M. Goldzieher s'est a t taqué à ces deux questions si intéressantes, 
dont la seconde, en particulier, est fondamentale, puisqu'elle vise 
la mise en équation d u  problème proposé elle-même. 

hlalheureusement, cette double question est moins simple qiic Ic 
travail de M. Goldzieher ne permettrait de l'espérer. 

Cela t,ient à ce que l'inégalité 

ne su fit pas cru but proposé. 
E n  ce qui concerne l'analyticité des solutions, le fait est bien 

connu : il revient à dire que les équations du second ordre à caracté- 
ristiques réelles admettent des solutions non analytiques. 

(l) Page 887. 
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Mais il en est de même en ce qui concerne l'existence des dérivées 
secondes. Soit, par exemple, 

La variation première o'I s'annulera toutes les fois que la fonction z 

sera de la forme 
;=f(.r:+y) i - y ( x - 7 . ) .  

f et y admettant des dérivées premières, mais non nécessairement des 
dérivées secondes. 

E n  un mot, cette variation peut s'annuler sans que la fonction 
inconnue vérifie l'équation du second ordre correspondante. 

L'objection de du Bois-Reymond est fondée en fait. 
Pour la réfuter, il faut nécessairement admettre, non seulement 

l'inégalité (b), mais l'inégalité plus restrictive 

On serait alors conduit, comme on le voit en prenant le cas parti- 
culier de F = y" qq", a généraliser les délicates recherches que l'on 
doit à M. Goursat sur le théorème fondamental de la théorie des 
fonctions analytiques. 

L'insuffisance de la condition ( b )  montre que les dificultés dont 
a su triompher M. Goursat se retrouvent toutes dans la question 
actuelle. 
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ORDINARY RESTRICTED EXTREMA 
IN 

CONNECTLON WITH POINT TRANSFORMATIONS 

(Bulletin of the Antericura Matl~emr~tical  Society, 1929. ) 

1. Restricted Minima in a Plane. - The question which 1 shall 
examine concerns the maximum or minimum of f (x ,  y ) ,  when 
the variables z and y are not independent, bu t  subjected to  the 
condition 

so that  the point (x, y) must describe the curve represented by the  
preceding equation. 

This is what was called, formerly, a relative extremum, but  what 
1 proposed t o  cal1 a restricted ( ' )  extremum, because the  term 
(( relative 1) is used with another meaning. Indeed, the extrema 
which we consider, as every extremum treated by the methods 
of differential calculus, are relative, tha t  is, they are extrema only 
in cornparison with neighboring values of f .  

(l) The author informs the editors that  he, together with David Hilbert and 
others, had previously agreed that  a change of nomenclature is desirable, to replace 
the older term relative extrema. The agreement is to use extremum libre ou  lie! 
in French, and freies oder gebundenes Eztremum in berman. The author had used 
boltnd in English, and the  editors have suggested the word restiictrd. T H E  EDITORS. 
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The first part  of the question, namely, the investigation of 
stationary values of f on the curve (g), is quite classic. It is usually 
solved, with the help of the Lagrange multiplier 1, by means of the 
simultaneous eqiiations 

where p and q are the partial derivatives of f ,  and p l  and q ,  are those 
of g. IIowever, we shall use here the  condition with 1 eliminated, 
t ha t  is, 

so t ha t  j is the jacobian of f and g. A point n~(x,,, y,,) of (g )  a t  
which f is stationary or1 (g) necessarily belongs to the curve defined 
b y  (j). We shall suppose, throughout this paper, tha t  m is an 
ordinary point of (g) and of (j). At  m, the curve f (x, y) = f (x,, y,,) 
is tangent t o  (g). 

This settles the question of stationary values. But  there remains 
the question whether such a value, when once found, is a maximum 
or a minimum. This, of course, can be answered easily if we begin 
b y  imagining tha t  x and y, the coordinates of an  arbitrary point 
of (g), are expressed in terms of a variable parameter u. A maximum 

d'f 
or a minimum will occur, according to  the sign of z, Then, 

expanding the latter derivative and taking account of the fact 
t h a t  

rig=I~id"t .+qId~l ,=»,  dtg=o,  

since the point (s, y) must describe the  cirrve (g), it is easily found 
tha t  the sign involved is t ha t  of 

where r, s, t denote second derivatives of f ,  and r , ,  s, ,  t ,  denote 
second derivatives of g, 

But  it is worth while to notice that an  equivalent, completely 
different solution may be obtained by the study of the point trans- 
formation 

( T )  Y =  f (2, y ) ,  k-=g(x ,  y ) ,  

in the neighlnorhood of m. 
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At  rn itself, the jacobian j of t ha t  transforrriation vanishes, aiid 
the curve (j) divides the plane (or, more exactly, the region surrouri- 
ding m) into two parts o and G', the first of which will correspond 
to j > O, the second t o  j < o. Now, we ltnow ( ' )  i;hat, in the XY 
plane, these two regions will have images located on one and tlie 
same side of the line (J) which corresponds t o  (1) : we can Say that ,  
in the vicinity of the point M, which is the image of m, the images 
of o and G' only give one area R, limited by (J). 

In order t o  solve the given question, we need only inquire whether 
a direction issuing from M and having a, P for its directing cosines, 
is directed towards the  inside of R .  

Let us cal1 direction purameters of a direction, any two quantitics 
proportional t o  the direction cosines of tha t  direction, cvith a positive 
coefficient of proportionality. In particular, the nornial to  ( j )  a t  m,  
directed towards the inside of o, will admit of direction parameters 
eqiial t o  the partial derivatives of j. 

Then let us consider the direction tangent t o  ( j ) ,  directed with 
respect to o. It will admit of the direction parameters Q, - P, 
so tha t  an  infinitesimal displacement (dx, dy) of m on (g) in the 
direct sense will satisfy the relations 

Hence the corresponding displacement in  the XY plane will l x  
such tha t  

( 3 )  
tlX - nv 

p - $71) - p , Q  - q , l >  > O .  

The latter displacement will be tangent to  (J), in the direct sensc 
with respect t o  R. 

Therefore a necessary and suficient condition tha t  a direction 
issuing from M and not tangent t o  (J) be directed towards the 
inside of R, is tha t  it shall determine, with the direction defined 

- 

(l) See my Cours d'Analyse, vol. 1. 
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Ly (3) ,  an  angle with a positive sine. If a and P denote the direction 
cosines of such a direction, this condition may be written in the 
form 

i 't) ;3(pC) - QI') - a ( p i ( )  - y.,l'l > o .  

The application t o  restricted maxima or minima of f on the line (g) 
is obvious. Let us consider an arc of the latter line, which shall 
contain m and be suficiently small. Its image in the  XY plane 
will he a portion of a parallel t o  the  W axis, which must lie inside R. 
I I  we take its origin a t  hl, its direction cosines, which are + I and O, 

must therefore, satisfy the condition (4). We see, then, tha t  the 
proper sign is plus if we have 

( 5 )  1 4 Q - q i l ' < %  

and minus if 

(5') p , Q - - q . , P > o .  

In the first case, X, negative, the value of f a t  m, which is the 
ühscissa of M, will be a restricted minimum of f under the given 
conditions; in the  second case, a maximum. 

Similarly, the curve f (s, y )  = f (x,,, y,), which goes through m, will 
have for its image a portion of the  straight line X = X,, and the 
direction from M thus defined will be parallel to  the positive Y axis 
or t o  the negative Y axis, according t o  the sign of the quantity 

This quantity and the quantity p i  Q q r P  have the  ratio - 1, 
on account of ( 1 ) .  The fact tha t  a restricted maximum of f when 
g is constant coincides with a maximum or with a minimum of g 
when f is constant, according t o  the sign of 1, is classic. 

It is easy t o  verify by  direct computation tha t  the  condition 
thus obtained is the same as tha t  which would result from the 
expression (2).  The remarkable thing is t ha t  the latter can be 
expressed in terms of the  first derivatives of f ,  g, and j. 

2. The Case of a Curve in  Space. - Let us consider the ciirves 
defined hy the equations 
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and a stationary value, let us say a t  the (ordinary) point m(x,,, y,,, z , , ) ,  

of f (x, y, z )  on tha t  curve. 
At m, the jacobian 

d& d g  dg:., - - -  
032 d,. dz  

must vanish. Again, we shall suppose tha t  m is an ordinary point 
of the surface j = O, so tha t  not the three derivatives 

are zero. Such a surface ( j )  will divide the space near m into two 
regions w, w', the first of which will correspond t o  j > o. Let us 
consider the point transformation defined by 

Around M (the image of m), o and o' will have a commoriimage R, 
on one side of the surface (J) which corresponds to  j. Let us find 
a necessary and suflicient condit'ion tha t  the direction from hI 
with the direction cosines a, p, y be directed towards the inside 
of R. Let (ch, dy, dz), (zx, Sy, ij'z) be two directions from m, tangent 
t o  ( j ) ,  so tha t  

These two directions, in the above order, will define a direct orien- 
tation on s, a t  m, if the common value of the above ratios is positive. 
In the XYZ space, the corresponding directions will be 

dX= p d x +  q d y +  r d : ,  

d Y = p l d x + q i d y + r l d s ,  

dZ = p 2  d x +  qi d y +  r,dz,  
ôX = p Oz+ q  8y+ r  62, 

6Y =pl ôx + ql ôy + ri ô;, 
6Z=pzdx  + q2 d y c r ,  6;, 
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so that  the  tangent line t o  s a t  h l  will have direction cosines A, B, C, 

Kow, our direction (cc, p, y) will be directed towards R if i t  gives 
with (7) a direct trihedron, tha t  is, if 

Such will lie the case for a parallel t o  the positive X axis if 

or, on account of (6) and ( 7 ) ,  

An analogous solution for extrema on a surface would be interesting 
t o  find. 

3. Conclusion. - Let us corne back t o  the case of the  plane. 
The above argument rests on the properties of the transformation 
a t  a point where its jacobian vanishes, which is especially interesting 
to  study from the  geometric point of view, as will be done in a 
paper by Professor Julia t o  appear shortly in the Bulletin des Sciences 
Mathématiques. The fundamental fact is that ,  a t  such a point m, 
any two curves of the x y  plane will, in general, have images which 
will be tangent t o  each other; bu t  there is an  exception, concerning 
a certain peculiar direction a t  m. Any curves tangent t o  t ha t  
special direction will have ordinarily in the XY plane, an image 
tha t  has a cusp, or sometimes a terminal point ('). The latter 
case (a particular case of the former). occurs precisely for our 
curves f (x, y) = f ( 9 0 ,  yu), g (x, y) = o. 

(') The words terminal point are suggested by the editors as a translation of the 
French term point d'arrêt. 
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LES OPERATIONS FONCTIONNELLES 

Les opérations fonctionnelles linéaires, c'est-à-dire les lois suivant 
lesquelles on peut, a toute fonction f ( z )  définie dans un inter- 
valle a < x < b, faire correspondre un nombre U ( ' ) ,  de telle façon 
qu'on ait (quels que soient les nombres c l ,  ci et  les fonctions f , ,  f ,)  

L cc, f,+c: f,, =c ,L( f , )  + c 2 C (  f,) 

ont kté  étudiées principalenient par MM. Volterra, . Pinchelh, 
Bourlet. 

Ces savants ont été conduits à exprimer les opérations en question 
par des séries de la forme 

Un tel déveloypenient, dans lequel x, est un nombre arbitraire, est, 
par suite, possible d'une infinité de façons. II ne saurait être valable 
(sauf dans des cas exceptionnels) que pour des fonctions analytiques : 

(l) J e  me place ici au point de vue adopté par M. Volterra dans ses études sur 
les fonctions de lignes, et qui me paraît préférable ii celui de hlM. Pincherle e,t Bourlet. 
C'est, me semble-t-il, introduire un élément parasite dans la question que de consi- 
dhe r  U comme une fonction de la même variable x qui figure dans f .  Rien n'empêche, 
lorscpi'on raisonne coiiime j e  le fais dans le texte, de faire dépendre U non seulcinent 
de la forme de la fonction f ( x ) ,  inais aussi d'un certain nombre de paramètres, d m t  
l'un sera, le cas échéant, désigné par r, comme la \,ariaHe qui figure dans f .  
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cricore a-t-il, en général, un champ de convergence limité, même 
dans ce domaine particulier. 

On peut, comme on sait, arriver à un résultat plus précis en 
remplaçant f ( x )  par son expression à l'aide de l'intégrale de CaUchy, 

en désignant par ?(ru) le résultat de l'opération U, appliquée à la 
1 

fonction - 
X" - x et désignant par C un contour fermé qui enveloppe 

le segment de droite ab. 
lloyennant quelques propriétés simples supposées à la fonc- 

tion ~ ( z ) ,  on trouve pour U une somme de termes de la forme 

( 2 )  

et d'expressions analogues à (1), nlais dans lesquelles les coeffi- 
cients a,,, . . ., a,,, ou bien sont en nombre fini, ou bien décroissent 
comme les coeficients du développement d'une fonction entière. 

Contrairement à la première, une telle réduction, si elle est 
possible, ne l'est que d'une seule façon. Elle peut s'appliquer 
lorsque f ( z )  n'est pas analytique, mais sans que le raisonnement 
précédent permette de rien afirmer dans ces conditions. 

Il m'a paru nécessaire de traiter la question en faisant complè- 
tement abstraction de l'analyticité de f (x) .  C'est à quoi l'on arrive 
facilement en suivant une voie tracée par Weierstrass et  Kirchhoff 
et introduisant une fonction F(x) ,  laquelle n'aura qu'un nombre fini 
de maxima e t  de minima, et  telle que 

par exeniple, F ( x )  = a ."'. 
\ n  

Si l'on part  alors de l'identité connue 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



252 JACQUES HADAMARD. 

et si l'on suppose (comme l'ont fait les auteurs précéderriment cités) 
que l'opération U est continue (au sens de M. Bourlet), il sufiira de 

pour montrer que notre opération peut se mettre sous la foriiie 

La condition nécessaire et sulKsante pour que U ait la foriiie (2) ,  

+(x)  étant fini et continu, est que @(z,,, p.) tende uniformément 
vers +(x), lorsque ;J. augmente indéfiniment par valeurs positives ou 
négatives (mais réelles). 

11 est un peu moins aisé d'exprimer que U est de la forme ( 1 )  

ou est une somme d'expressions (1) et d'expressions (2). 
La méthode s'étend d'elle-même au  cas oii U dépendrait d'une 

fonction f (z, y, . . .) de plusieurs variables. 
On trouverait encore 

U [ f (x ,  I,, . . .,]= i im f (x ,  .,,, . . .) @ L X ,  j,, . . . , p )  r l x d ~ . .  . .. . 
u= , 

Aux expressions analogues à (1)  ou à (2)  viendraient, bien 
entendu, se joindre (dans le cas de deux variables par exemple) des 
intégrales simples, prises le long de lignes et  portant sur f et ses 
dérivées. L'étude de telles opérations, au  point de vue où nous 
nous plaçons, conduit à des résultats assez curieux, dans le détail 
desquels je n'entrerai toutefois pas ici. 

J e  terminerai en indiquant un exemple de fonctions de lignes 
ou de surfaces, dont la variation infinitésimale a la forme (2),  dans 
le premier cas, la forme analogue exprimée par une intégrale double 
dans le second, et  auxquelles s'appliquent par conséquent des 
raisonnements tout  semblables à ceux du  calcul des variations, 
quoiqu'elles soient bien plus générales que celles dont traite ce 
calcul, même sous la forme étendue que lui a donnée Mayer. 

Considérons une surface fermée S, deux points intérieurs A, B, 
et soit g$ la fonction de Green relative à ces deux points et  à cette . 

surface. Quelle sera la variation de g{ lorsqu'on déformera infinité- 
simalement S, sans changer les deux points ? 
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Si h est la distance normale de la surface déformée à la surface 

Il est clair que le résultat serait exprimé par une intégrale simple 
tout analogue s'il s'agissait du problème de Dirichlet plan. 

Il se présenterait sous une forme plus compliquée si gB était la 
fonction de Neumann, relative au problème hydrodynamique. On 
aurait alors 

1 1 
où c est la courbure moyenne - + p et A ,  le paramètre différentiel R 
du premier ordre de Beltrami sur S. 
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MÉMOIRE SUR LE PROBLÈME D'ANALYSE 

RELATIF A L'ÉQUILIBRE 

DES 

PLAQUES ELASTIQUES ENCASTREES 
( E X T R I I I ' )  

(\l6moires pr6sent6s par  divers sal-ants Ctrangers à I'Acadimie ries sciences, t .  Y X X I I I ,  no i ,  rqr , \ . )  

Reprenons, d'autre part, la formule ( 1 )  ou, ce qui revient ai l  même, 
la formule 

( '6) 
à11 s r p f ;  - ri) = ~ Ô ~ ~ A ~ ~ A ~ ; ; _ ~ ~ . ~  rJ z ( I l ,  

c t  introduisons-y la fonction 

Y(  4> B )  = &A., A,, 1'1;. 
1. 

Nous trouvons simplement (en mettant en évidence le paranlktre cc 
dont dépend la défoi~mation du contour) 

(l) I", r sont les fonctions dc Green pour 9Au = O ,  relatives à deux contours, lc  
premier contenant le second. 
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Dans cette équation, qu'on peut appeler une équation intégrale 
mixte, nous supposerons que le contour variable C, va en SC rétré- 
cissant constamnient (de sorte que, pour a > a', le contour C, est 
intérieur à C,,) et que le mouvement de ce contour est connu. Elle 
contient alors la seule lonction inconnue Y (A, B, a) laquelle doit être 
définie (dans les cas qui nous occupent) sous la condition que les 
points A e t  B soient intérieurs (au sens large) à C,. 

La  portée de ce résultat est singulièrement augmentée si l'on 
remarque que nous connaissons d'autres solutions de la  même équa- 
tion (26). 

Soit ;; la fonction de Green pour le problème de Dirichlet ordinaire 
relatif au  contour Ca. Désignons par n, la normale intérieure menée 
par le point A au  contour C, qui passe par ce point. 

Considérons la fonction 
r d d  

4Ll(4, B , c r ) = -  - - 
27i drza drzri <6? .;. 

Effectuons les différentiations (indépendantes et, par conséquent, 
d d 

perniutables) -, - dans la formule dnbi drzli - - 

Nous voyons que la fonction J y ,  est encore une solution de l'équa- 
tion (26). 

t,, étant la tangente menée en A au  contour C, qui passe en ce point, 
et y, la fonction de Neumann. Nous aurons ainsi une troisième solution 
de l'équation (26), comme le montre la formule 

I cly* cly:: 1 + - (y? + y:) - 
2 71 d.s ds CR 

où la quantité C représentc la longueur du  contour et  R le rayon de 
courhure. 
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Mais la formule (2) n'est pas particulière à l'équation de Laplace. 
Toute équation du type elliptique (supposée, pour plus de netteté, 
identique à son adjointe) et de la forme 

admet une fonction de Green G, qui donne lieu à la formule (2 . 
Donc la quantité 

vérifiera encore notre équation fonctionnelle. 
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S U R  LA METHODE EN G E O M E T R I E  

-(Lecons de Géométrie plane, 1898.  Extrait d e  la Note A . )  

Nous voudrions rassembler, sous ce titre, quelques conseils que 
nous croyons utiles pour l'intelligence des mathématiques en général 
e t ,  en particulier, pour la résolution des problèmes. 

L'élève doit, en effet, se persuader qu'il ne pourra recueillir 
quelque fruit de ses études mathématiques, ni même les poursuivre 
sans efforts exagérés et se faire une idée juste de ce qu'est la géomé- 
trie, s'il ne parvient non seulement à comprendre les raisonnements 
qui lui sont exposés, mais encore à en construire d'autres par  lui-même, 
à trouver, dans une mesure plus ou moins étendue, des démonstra- 
tions de théorèmes ou des solutions de problèmes. 

Contrairement à un préjugé trop enraciné, ce résultat peut être 
atteint par tout  le monde, ou du  moins par tous ceux qui s'astrein- 
dront à réfléchir et à diriger méthodiquement leurs réflexions. Les 
préceptes que nous allons indiquer relèvent d u  bon sens le plus 
vulgaire. Il n'est pas un d'entre eux qui ne puisse sembler au lecteur 
une pure banalité. Cependant, l'expérience le montre, l'oubli de 
l'une ou de l'autre de ces règles évidentes est la cause à peu près 
unique des dificultés qui se présentent dans la résolution des 
problèmes élémentaires; et il en est encore ainsi, plus souvent qu'on 
ne serait tenté de le croire, dans des recherches ayant pour objet 
des parties plus ou moins élevées de la science mathématique. 
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Démontrer un théorème, c'est passer, par la voie du  raisonne- 
ment, de l'hypothèse à la conclusion. 

Dans le théorème (Livre 1, no 36) : 

Tout point situé sur la bissectrice d'un angle est éplement  distant des deux côtés 
de cet angle. 

T,'hypothèse e t  la  conclusion sont : 
A 

Ilypothèse : Si le point M est situé sur la l-,issectricc de l'angle BAC ! f ig.  35). 
Conclusion : Alors il sera égalerrient distant de AR et de AC. 

Nous avons à déduire celle-ci de celle-là, à transformer les propriétés 
énoncées dans l'hypothèse de manière à en dégager celles qui consti 
tuent  la conclusion. 

Il est évidemment nécessaire, avant tout,  de suvoir très exacte- 
ment quelle est l'hypothèse et quelle est la conclusion d'un théorème 
que l'on veut démontrer : l'élève devra donc, tout d'abord, s'exercer 
à les énoncer sans aucune hésitation. 

Mais il y a plus, et nous pouvons faire dès à présent une première 
remarque importante. Dans toute démonstration, on se propose de 
faire voir que la conclusion a lieu en supposant vraie l'hypothèse. 
Si l'on ne considérait pas celle-ci comme certaine, rien n'assurerait 
plus l'exactitude de celle-là. Ainsi, dans l'exemple cité au  numéro 
précédent, si le point ICI n'était pas sur la bissectrice, nous savons 
(no 36) qu'il ne serait pas équidistant des deux côtés. 

Or il est clair qu'il ne servirait à rien de supposer qu'un fait a 
lieu, si le raisonnement ne portait pas trace de cette supposition, 
si ce fait n'était pas utilisé à un moment quelconque. Nous voyons 
donc qu'il faut faire intervenir dans le raisonnement l'hypothèse et 
même, en général, toute l'hypothèse. 

Nous reviendrons un peu plus loin sur la règle précédente. Aupa- 
ravant, nous devons en formuler immédiatement une autre tout  à fait 
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analogue, mais sur laquelle il y a lieu d'appeler tout spécialement 
l'attention, car elle est, malgré son absolue nécessité, une de celles 
qui sont le plus fréquemment méconnues. Elle est relative à la 
définition des termes employés. 

D'une payt, en effet, il est évident qu'on ne saurait raisonner sur 
des notions qui n'ont pas été définies; et, d'autre part, comme tout  
à l'heure, il est clair qu'il revient au même d'ignorer une définition 
ou de ne pas la faire intervenir dans le raisonnement. 

Fig. 1. 

Nous voyons donc qu'il convient, avant tout,  de se reporter à la 
définition de toute notion en présence de laquelle on est mis. 

EXEMPLE. - Soit encore le même théorème : 

Tout point situé sur la bissectrice d'un angle est également distant des deuz côtés 
de cet angle. 

Nous devrons nous poser, dès l'abord, lm questions suivantes : 

Qx'exprime-t-on en disant que la droite MA ( f ig .  1 1  est bissectrice ? 

RÉPONSE. - Qu'elle divise l'angle A en deux parties égales. 

Qu'est-ce pue la distance du'point RI à la droite AB ? 

RÉPONSE. - C'est la longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point sur 
cette droite. 
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Et notre énoncé deviendra : 

i 
/-\ A 
MAD = MAE; 
MD est perpendiculaire sur AD; 
ME est perpendiculaire sur AE. 

Conclusion : MD = ME. 

Nous espérons, par cet exemple, avoir fait sufisamment comprendre 
le sens de cette règle, que Pascal met à la base de toute logique : 

Il faut substituer les définitions à la  place des définis ( ') .  

La définition d'un même terme peut souvent revêtir plusieurs 
formes, entre lesquelles on doit choisir la plus commode pour le bu t  
que l'on a en vue. Ainsi, on peut encore définir la bissectrice de 
l'angle AM comme la droite qui fait avec l'un des côtés, dans un 
sens convenable, un angle égal à la moitié du premier. 

Cette manière de formuler la définition ne serait pas avantageuse 
pour le théorème précédent; c'est elle, au  contraire, qui nous a 
servi à démontrer, par exemple, le théorème du no 16 (Livre 1). 

Certains théorèmes permettent de remplacer, de la même façon, 
une définition par une autre équivalente. C'est ainsi que la définition 
primitive des parallèles (no 38) n'est plus employée à partir du  no 39, 
où l'on apprend à la remplacer par la suivante, qui revient exacte- 
ment à la première : Deux  parallèles sont deux  droites qui  forment 
avec une même sécante deux  angles alternes-internes égaux ( o u  deux  
angles correspondants égaux,  ou  deux angles intérieurs d u  même côté 
supplémentaires).  

La règle énoncée plus haut  est peut-être la plus importante de 
celles dont nous avons à nous occuppr ici. La portée en apparaîtra 
si l'on songe qu'un grand nombre de constructions auxiliaires, 
quelquefois arbitraires en apparence, en sont une conséquence 
directe. 

Pour n'en citer qu'un exemple, c'est ainsi que, dans le commen- 

(') Il est même nécessaire, en général, d'utiliser toutes les parties de la définition, 
lorsqu'il y en a plusieurs; on peut répéter, à ce sujet, ce que nous disons un peu plus 
loin, relativement à l'hypothèse (no 275). 
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cement d u  IIe Livre, lorsqu'on a à raisonner sur un point quelconque 
d'une circonférence, on commence toujours par joindre ce point 
au  centre. Le lecteur qui aura réfléchi aux remarques précédentes 
comprendra que. cette construction n'a rien d'artificiel et doit 
apparaître immédiatement comme nécessaire. Elle dérive en effet 
de la définition de la circonférence, d'après laquelle, pour exprimer 
qu'un point h l  appartient à une circonférence de centre O, on doit 
exprimer que la distance OM est égale au  rayon de cette circon- 
f '  erence. 

A partir du Chapitre IV (nos 73 et suiv.), on voit les choses changer : 
il n'arrive plus toujours que l'on joigne au  centre d'une circonfé- 
rence les points de cette ligne sur lesquels on doit raisonner. C'est 
que nous avons appris alors à remplacer la définition primitive de 
la circonférence par une autre, celle qui a été donnée au no 82 bis 
et  d'après laquelle, pour exprimer qu'un point M appartient à une 
circonférence, on peut le joindre à trois points A, B, C de cette 
courbe et exprimer que le quadrilatère ABCM remplit l'une des 
conditions d'inscriptibilité énumérées au  no 81. Dès lors, dans tout  
raisonnement où intervient une circonférence, on a le choix entre 
les deux définitions : c'est l'une ou l'autre qui est employée, suivant 
les circonstances ( ' ). 

Après avoir pris la précaution dont nous venons de parler, il 
s'agit, comme nous l'avons dit, de transformer les données de l'hypo- 
thèse de manière à mettre en évidence la conclusion. 

Dans les cas les plus simples, on aperçoit immédiatement un 
théorème permettant d'opérer cette transformation. 

EXEMPLE. - L'hypothèse dont il est question au no 271 fournit immédiatement 
la conclusion correspondante par l'intermédiaire d'un cas d'égalité des triangles 
rectangles. 

Dans d'autres cas, au  contraire, il faudra passer par un ou plusieurs 
intermédiaires. On pourra chercher, par exemple, à donner à l'hypo- 
thèse une autre forme se rapprochant le plus possible de la conclusion. 

( ' )  D'autres définitions, équivalentes aux premières, se rencontrent dans la suite, 
par exemple, livre III, no 131. 
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EXEMPLE. - Soit à démontrer le théorème (no 25) : 

Dans tout triangle, à un plus grand côté est opposé un plus grand angle. 

Ayant à exprimer que AB est plus grand que AC, nous prenons sur AB la lon- 
gueur AD = AC, de sorte que le point D est entre A e t  B. L'hypothèse e t  la conclusion 
sont donc : 

AD est le prolongement de DB; 
(1) HypothPse { 

AD = AC. 
n A 

Conclusion : ACB > ABC. 

Le triangle isoscèle ADC, dans lequel les angles à la  base sont égaux, permet alors 
de donner à l'hypothèse la  nouvelle forme 

( DA est le prolongement de DB; 
(II) Hypothèse 1 ADC =il&. - 

~ n n n  
Conclusion : ACB = ADC + DCB > ABC, 

ou, plus simplement, 

(III! Hypothèse : Dx est le  prolongement de DB (fig. a). 
n n A  

Conclusion : xDC f DCB > xRC, 

Fig. 2. 

x 

ce qui est évident, d'après le théorème sur l'angle extérieur au triangle (même 
numéro). 

Nous sommes, on le voit, arrivés a un résultat pap une série de 
transformations successives. 

C'est dans chacune de ces transformations qu'il convient parti- 
culiéreinent de ne pas nbgliger l'application de notre première 
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règle (no 270) et d'examiner si a u c u n e  partie de l'hypothèse n'est 
r e s t é e  inu t i l i s ée  ou n'a été abandonnée. On s ' a s s u r e r a  qu'il e n  est 
ainsi en c h e r c h a n t  si la n o u v e l l e  hypothèse revient e x a c t e m e n t  à 
l ' anc ienne ,  lui est entièrement équivalente. 

EXEMPLE. - Dans l'exemple précédent, la  forme (II)  de l'hypothèse est absolument 
équivalente à la  forme (1) : c'est-à-dire que si l'hypothèse (1) est vérifiée, il en est 
de même de l'hypothèse (II) et réciproquement. En effet, la seule différence consiste . - 

n n 
en ce que l'égalité AC = A D  a été remplacée par ADC = ACD. Or, nous savons 
que l'une quelconque de ces deux conditions entraîne l'autre. L'hypothèse (II)  peut 
donc êtrr absolument substituée à la première : se donner l'une ou se donner l'autre, 
revient au même. 

Quoiqu'il puisse arriver qu'un é l é m e n t  de l ' h y p o t h è s e  soit aban- 
donné s a n s  inconvénient ('), ce n'est pas ce qui a lieu en général (') ; 
et lorsqu'on se trouvera arrêté dans le cours d'une démonstration, 
on  devra se d e m a n d e r  si cette imposs ib i l i t é  d'arriver au but n ' e s t  

pas due à ce qu'on a perdu, chemin f a i s a n t ,  une partie de l'hypo- 
t h è s e  donnée. 

EXEMPLE. - Soit à démontrer le th6orème suivant : 
n n 

M étant un point dans le plan d'un triangle ABC, on fait l'angle BAP = MAC 

(') C'est ce qui arrive pour I'hypot,hèse (III) du même exemple, par rapport à 
l'hypothèse (II). Celle-ci est, en effet. exactement équivalente à 

Dx est le prolongement de DB; 
il existe sur Dx un point tel, que le triangle qui a ce point pour sommet et DC 

pour base ait ses angles a la base égaux. 

Car ce dernier point pourra évidemment btre appelé le point A. Mais ce point peut 
ne pas exister, même si l'hypothèse ( I I I )  : 

(III)  Dx est le prolongement de DB 

/\ 
est vérifiée. Il faut, pour qu'il existe, que l'angle xDC soit aigu, d'après le théorème 
sur l'angle extérieur. 

Donc l'hypothèse (III)  peut avoir lieu sans que l'hypothèse (II)  soit vraie. 
(y On s'attache précisément à donner aux énoncés des formes telles, que l'hypothèse 

ne contienne aucun élément inutile. Dans les recherches plus élevées, et siiriout dans 
les applications des mathématiques, la plus grande difficulté consiste souvent à 
reconnaître quelles sont, parmi les données de la question, celles que l'on doit utiliser. 

IIAD.\ \ IARD.  - .IL'RILI':. 24 
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n f i  
(f ig .  3)  et l 'on prend la longueur AP = ARf; o n  fait  de même CBQ = MBA, BQ = BM 
A A 

et ACR = MCB, CR = CM. Les points M, P ,  Q ,  R sont sur un même cercle; 

autrenient dit 
n /'. 
BAP = MAC; AP = AM; 

ACR = MCR; CR = CM. 

Conclusion : M, P, Q, R sont sur un  même cercle. 

Soit d, la bissectrice de l'angle A : les deux côtés AB, AC sont sym6triques par 
A -  

rapport à cette droite, et à cause de l'hgalité des angles BAP, MAC, il en est de même 
de AM, AP. Donc le point P est le symétrique de M par rapport à d,; de niêrne, Q est 
le symétrique de M par rapport à l a  bissectrice d, de l'angle B; ct R, le  syrnétriqiie 
de M par rapport à la bissectrice $ de l'angle C. Nous sommes donc tentks de trans- 
former ainsi l'hypothèse : 

P est le symétrique de hl par rapport à la droite d l ;  

( I I )  HypothPse Q )) n 4 ; 
1 R )) )1 d,. 

Conclusion : M, P, Q, R sont sur un même cercle. 

Or, si l'on partait de cette forme de l'énoncé, il serait irnpossible d'arriver à une 
démonstration; en effet, la proposition, ainsi formulbe, est fausse. 11 n'est pas vrai 
qu'un point quelconque M et ses symétriques P, Q, R par rapport à trois droites 
quelconques soient sur un même c~rc le .  C'est ce dont on se rend compte à la siinple 
inspection de la  figure 4;  ou encore, en remarquant que trois points quel- 

conques P, Q, R peuvent être regardés comme les symétriques d'un point quelconque M 
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par rapport à trois droites dl, dB, d,, à savoir les perpendiculaires aux milieux 
de MP, MQ, MR. 

Nous avons donc cornmis une faute en substituant la  forme ( I I )  de l'énoncé, à 
la forrrie (1). Cette faute tient à ce que les trois droites dl, d2, d3 ne sont pas quel- 

Fig. 4. 

conques : ce sont les bissectrices des angles du triangle donné et, comme telles, elles 
concourent en un même point. La forme correcte de  l'hypothèse transformee est 
donc (l) 

( P est symétrique de'M par rapport à la droite dl 

(II') Hypothèse 1: 
( les droites d , ,  d,, d l  concourent en un même point O 

et conduit immédiatement au résultat, car on voit immédiatement que les quatre 
points M, P, Q, R sont sur une même circonf6rence de centre O. 

Au lieu de transformer l'hypothèse pour la rapprocher de la 
conclusion, il y aura souvent avantage à opérer d'abord sur celle-ci, 
et à s'efforcer de remplacer la conclusion primitive par une autre 
qui entraîne la première e t  qui se déduise plus aisément de l'hypo- 
thèse. 

EXEMPLE. - Soit i démontrer le théorème (Ex. 72). 

Si d'un point M, situé sur la circonférence circonscrite à un triangle ABC, on abaisse 
des perpendiculaires MP, MQ, MR sztr les trois côtés, les pieds de ces perpendiculaires 
sont en ligne droite. 

Nous démontrerons que les points P, Q, R (fig.  5 )  sont en ligne droite si nous 

( ' )  Cette nouvelle hypothèse peut être substituée à l'ancienne : trois droites concou- 
rantes peuvent, en général, être regardées comme les bissectrices des angles d'un 
triangle (Ex. 38). 
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/".fi 
démontrons que, en joignant PQ, PR,  les angles BPR, CPQ, qui ont la position 
d'opposés par le sommet, sont égaux. Donc, l'hypothèse étant 

Les points A, B, C, M sont un  même cercle; 
Hypothèse 

MP, MQ, MR sont respectivement perpendiculaires sur BC, CA, AB, 

nous pouvons donner à la conclusion la  forme 

n /2 
Conclusion : BPR = CPQ. 

Fig. 5. 

nn 
Mais (si), en raison des angles droits BRM, BPM, le quadrilatère BRPM est 

A A 
inscriptible e t  donne BPR = BMR; de même le quadrilatère CQMP est inscriptible 

n A 
e t  donne CPQ = CMQ. Il nous suffira donc d'établir (moyennant la  même hypothrse) 
la conclusion 

n n 
Conclusion : BMR = CMQ. 

La conclusion primitive a donc été remplacée par une autre, dont la démonstration 
est plus simple e t  sera trouvée aisément par le lecteur !l\. 

Il est clair que, dans cette nouvelle manière de procéder, on devra 
prendre une précaution analogue à celle que nous avons recommandée 

(l) Nous avons raisonné en admettant que l a  disposition de la  figure était celle 
qui est représentée ( f ig .  5 ) .  Il conviendra de modifier la démonstration de manière 
à la rendre indépendante de cette disposition : ce qui est aisé à l'aide des remarques 
du no 82. Toutefois, dans le problème actuel, on peut toujours se placer dans le cas 
auquel se rapporte notre raisonnement; il suffira de changer, au besoin, l'ordre des 
lettres A, B, C. 
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dans la première, et  s'assurer que l'on ne cherche pas à démontrer 
plus que la conclusion donnée, à moins que l'on n'ait des raisons 
de croire que cette conclusion plus étendue que la première est 
encore exacte. 

Il convient, à présent, de revenir sur une remarque importante 
que nous avons dû  laisser de côté en commençant et  que, cependant, 
l'on doit appliquer dès la lecture de l'énoncé donné. 

Il est à observer, en effet, que beaucoup de théorèmes sont suscep- 
tibles d'être énoncés sous plusieurs formes différentes. Nous en 
avons signalé des exemples dans le texte. 

EXEMPLE 1. - NOUS avons remarqué au no 32 que la proposition : 

Tout  point équidistant cle deux points A, B est sur la perpendiculaire ctu milieu de AB 

peut encore s'énonccnr : 

Tout  point qui n'est pas sur lu perpendiculaire a u  milieu de AB est inégalement 
distant de A et de B. 

Nous avons vu  qu'il y a là une remarque générale : la proposition 
contraire d'une proposition quelconque équivaut à la réciproque de 
la même proposition. 

C'est dans le même ordre d'idées que rentre le mode de démons- 
tration dit par l'absurde et qui consiste à montrer qu'en supposant 
en même temps l'hypothèse vraie et  la co~içlusion fausse, on est 
conduit à une contradiction. 

EXEMPLE II. - L'énoncé (no 23) : 

L a  bissectrice de l'angle a u  sommet d 'un triangle isoscéle est perpendiculaire à la 
buse et la divise en  deux parties égales 

revient, nous l'avons vu (l), à l'un quelconque des suivants : 

L a  hauteur abaissée d u  sommet tombe a u  milieu de la base et divise l'angle a u  sommet 
e n  deux parties égales; 

La perpendiculaire élevée au milieu de la base passe par. le sommet et est bissectrice 
de l'angle a u  sommet; etc. 

(l) Rappelons (cf. no 41) que l'équivalence de ces différents énoncés tient à ce 
qu'il n'y a qu'une bissectrice de l'angle au sommet, qu'une hauteur, qu'une perpen- 
diculaire au rriilieu de la base, etc. 
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Il est clair que cet exemple, comme le précédent, représente un 
fait général; nous avons retrouvé le même fait, par exemple, au  
no 62, Livre II. D'ailleurs, on le rencontre dès les premiers commen- 
cements de la géométrie. La  démonstration du no 41 (réciproque du  
théorème du no 38) n'est évidemment qu'une remarque de cette 
espèce. 

Ces deux catégories générales de cas où un énoncé peut être 
remplacé par un autre équivalent ne sont d'ailleurs pas seules; la 
réflexion devra, dans chaque circonstance particulière, faire trouver 
les différentes fornies que peut prendre une même proposition. Il 
est évidemment essentiel de les passer en revue, afin de choisir celle 
qui se prête le mieux à ' la démonstration, en un mot de se poser la 
question de manière ù en  rendre la solution le plus aisée possible ( ' ) .  

Cette dernière observation termine l'exposé des règles fondamen- 
tales que nous nous proposions d'indiquer. Il sera utile d'étudier, 
au point de vue de l'application de ces principes, les démonstrations 
données dans le texte et de se poser, par exemple, des questions 
telles que les suivantes : 

Pour démontrer le théorème sur les médianes d'un triangle (56)' nous avons pris 
les milieux de BG et  de CG ( f i p .  53). Devait-on logiquement songer h cette construc- 
tion ? - Pourrait-on la remplacer par d'autres (') ? 

- Peut-on remplacer l'énoncé du no 55 (droite qui joint les milieux des 
côtés d'un triangle) par un autre équivalent ? - Pourrait-on démontrer directement 
ce dernier énoncé ? 
- Dans l'Exercice 8, les deux parties de la conclusion à démontrer supposent-elles 

toutes deux le point donné intérieur au  triangle ? - La r6porise à cette question 
indique-t-elle quel théorème doit-être invoqué pour la démonstration de chacune 
des deux parties ? 
- Dans les démonstrations du no 27, i quel moment est-il fait usage de ce fait 

que le polygone enveloppk est convexe ? 
Etc., etc. 

(') u On doit donner au problème une forme telle qu'il soit toujours possible de le 
résoudre. 3, (Abel.) 
(7 Une de celles-ci est donnée dans l'Exercice 37. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S U R  

QUELQUES APPLICATIONS 

DE 

L'INDICE DE KRONECKER 

(Extrait de la Kote  parue dans  1'Intr.oduc~iora à la  théorie des foiactions d'une v~wiable ,  
d e  W. J .  Tannery.) 

APPLICATIONS. 

Théoréme de Schoenflies. - La démonstration donnée précé- 
demment du théorème de M. Jordan nous apprend, non seulement 
qu'une courbe fermée sans point double divise le plan en une région 
extérieure et une région intérieure, mais aussi que l'ordre d'un point 
par rapport à la courbe est égal à O dans la première de ces régions, 
et  à t I dans la seconde. 

Ceci suffit, comme on va le voir, pour démontrer un important 
théorème de M. Schoenflies, qui s'énonce ainsi : 

Soient 

deux fonctions de x et de y, bien définies et  continues à l'intérieur 
et  sur la circonférence du cercle 
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Supposons que les égalités 

ne puissent être vérifiées simultanément dans le cercle en question 
sans que l'on ait x = x', y = y'. 

Soit C la courbe décrite par le point (X, Y) lorsque (x, y) décrit 
la circonférence du cercle. 

Alors les équations (24)  où  X, Y seront considérés comme donnés, 
auront une  solution (évidemment unique d'après l'hypothèse) toutes 
les fois que le point ( X ,  Y )  sera pris à l'intérieur de C .  

Ce théorème résulte immédiatement des propriétés dc l'ordre e t  
de l'indice établies dans ce qui précède. 

En  effet, un point (X, Y) intérieur à C est caractérisé par ce fait 
que son ordre par rapport à C est égal à + I .  

Ceci revient à dire que l'indice du système [ f  (x, y) - X, g ( x ,  y)-Y) 
a cette même valeur et est par conséquent différent de o. 

Donc les équations (24) ont à l'intérieur du  cercle ( 2 5 ) ,  une solution 
commune. c. p .  F. D .  

J e  vais maintenant me servir, comme je l'avais annoncé, du 
théorème de Jordan dans l'espace à plus de deux dimensions. J e  
vais même supposer ce théorème démontré avec un complément 
qu'il est naturel de lui donner d'après les considérations qui précèdent. 
J'admettrai non seulement qu'une surface fermée sans point double 
divise toujours l'espace à n dimensions en une région extérieure 
e t  une région intérieure, mais encore que l'ordre de tout  point 
intérieur est égal à * I .  

Dans ces conditions, le théorème de Schoenflies est démontré pour 
un nombre quelconque de variables. 

Autrement dit, soit 

un système de relations définissant les quantités X comme fonctions 
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continues des x dans un  certain volume u de l'espace à n dimensions : 
volume que je supposerai, pour simplifier (quoique cette hypothèse 
ne soit pas essentielle), limité par une surface d'un seul tenant. 

Supposons que, dans le volume en question, on ne puisse pas 
avoir simultanément 

si l'on n'a pas x, = x',, 2, = xi, . . . , x,, = x',,. 
Soit alors S la surface (nécessairement fermée et sans point 

double) que décrit le point X lorsque le point x décrit la frontière s 
de o. Les  équations (24') auront une  solution toutes les fois que le 
point X sera à l 'intérieur de S .  

La démonstration donnée pour le cas de deux variables subsiste 
en effet sans modification une fois admises les propositions ci-dessus 
indiquées. 

On peut même remarquer qu'elle suppose seulement, pour démon- 
trer l'existence d'une solution au moins, l'impossibilité des rela- 
tions (26) entre deux points distincts de la frontière S .  

On voit par ce que nous venons de dire que le théorème de 
M. Schoenflies n'est pas distinct au fond de celui de M. Jordan. 

La  portée de ce théorème est d'ailleurs très grande : elle appa- 
raîtra si on le compare aux résultats classiques de la théorie des 
équations du  premier degré. 

Considérons un système d'équations linéaires dans lequel le 
nombre des inconnues est égal à celui des équations. 

Quoiqu'un tel  système admette en général une solution et une 
seule, il peut arriver qu'il soit impossible ou bien indéterminé. 

Mais la condition pour que le système admette une solution, 
quelles que soient les valeurs attribuées aux seconds membres, 
n'est pas distincte de celle qui exprime qu'il ne peut en avoir plus 
d'une. 

Le théorème de M. Schoenflies nous apprend que cette dernière 
condition entraîne encore la première, du  moins dans une portion 
convenablement choisie de l'espace, lorsqu'au lieu d'équations 
linéaires on envisage des équations tout  à fait générales de la 
forme (24'). 
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La remarque suivante découle immédiatement du théorème de 
Schoenflies. 

Supposons qu'entre deux volumes V, V' de l'espace à n dimensions 
(limités chacun par une surface d'un seul tenant) existe une corres- 
pondance parfaite et continue. J e  dis que s'il en est ainsi, a u x  points 
intérieurs à V correspondront des points intérieurs à V' et au.x points 
frontières de V, des points frontières de V'. 

Supposons en effet que le point P, intérieur à V, corresponde à 
un point Pr, situé sur la frontière Sr de V'. De son côté, s'il en est 
ainsi, la frontière S de V correspondra à une surface Sr (fermée 
et sans point double) à laquelle P n'appartiendra pas. D'après le 
théorème de M. Jordan, S' délimite un volume V', tout  entier 
intérieur à V, et auquel par conséquent P' est extérieur ( ' ) ,  de sorte 
que les points P, intérieurs a S, ne correspondraient à aucun point P' 
intérieur à S'. 

Il y a donc contradiction avec le théorème de Schoenflies, et notre 
conclusion est déniontrée. 

Les considérations précédentes permettent également de démon- 
trer, pour le volume de la sphère, à un nombre quelconque de dimrn- 
sions, le théorème de Brouwer. 

Le volume de la sphère à n dimensions ayant pour centre l'origine 
et  pour rayon l'unité, est l'ensemble V des points qui vérifient 
l'inégalité 

( 2 7 )  zy +,z; +...+- &;:&la 

Le théorème que nous allons démont,rer est le suivant : 

Toute  transformation parfaite et continue d u  volume V e n  lui-nzême 
laisse a u  moins un point invariant,  soit à l'intérieur, soit sur la frontière. 

8 ,  

Soient en effet, x,, x2, . . ., x,,; x,, x,, . . ., xi, les coordonnées de 
deux points correspondants. Considérons les n fonctions 

(l) Le fait qu'un point P' de S' est nécessairement extérieur à toute surface S 
intérieure à V' résulte de ce qu'on peut joindre P' à l'infini par un chemin continu 
n'ayant avec V' ou S' d'autre point commun que Pr (ce qui, h son tour, doit être 
considéré coriiiiie faisant partie du thborème de Jordan). 
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en supposant d'abord que le point (x,, . . ., x,,) décrit la frontière de 
la sphère. 

Si ces n fonctions s'annulent siniultanément, le théorème est 
démontré. Sinon, le système de fonctions que nous venons d'écrire 
a même indice que le système (x,,  . . . , x,,), car on a constamment ( ' )  

x;(q - x', ,.+ x2(x1- x;) +-. . .i- s,,jx,,-- LL.:,) > O. 

Comme ce 
à la surface 
un point int 

dernier indice (c'est-à-dire l'ordre du  centre par rapport 
de notre sphère) est différent de O, il existe forcément 

;érieur où les fonctions (28) sont simultanément nulles. 
C .  Q .  F. D.  

(l) Cette inégalité est, en vertu de l'identité bien connue de Lagrange, une consé- 
quence des équations 
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;II PLUSIEURS DIMENSIONS 

La notion de ligne droite trouve son extension naturelle à un 
élément linéaire quelconque dans la notion de géodésique. 

11 n'en est pas de même de la notion de plan. Il n'arrive pas, en 
général, que les géodésiques d'un élément linéaire puissent former 
des familles à plusieurs paramhres distrihuées chacune sur une 
surface unique. 

On peut se proposer de rechercher les variétés qui admettent de 
telles surfaces géodésiques, c'est-à-dire des surfaces jouissant de 
cette propriété que la géodésique qui joint deux points quelconques 
de l'une d'elles y est contenue tout entière. 

Dans le cas de trois dimensions, cette recherche n'offre d'ailleurs 
aucune difficulté. Si, en premier lieu, nous cherchons les surfaces 
géodésiques dépendant d'un paramètre (et dont il passera, par 
conséquent, une par chaque point de la variété), nous pourrons 
prendre, pour coordonnée z ,  celle qui reste constante sur les surfaces 
en question, et choisir les deux autres coordonnées x et y de manière 
que les lignes x = const., y =.const. soient orthogonales à ces 
surfaces. L'élément linéaire sera alors 

( I )  th'= \ d z '  + E d.r2 + *z F dr ((1. + i ;' $),!. 

La propriété demandée s'expriniera évidemment par ce fait que, 
dl ; d1 

sur toute géodésique, sera nul en même temps que ;i; (e t  cela, 

quels que soient x' = - et Y = - 
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d' ; 
Or, l'inspection de l'équation qui fait connaître z" = - montre 

ds' 

iirirnédiatement que ceci a lieu dans l'hypothèse où E, F, G sont 
indépendantes de z et dans cette hypothèse seulement. 

Nous avons donc ainsi toutes les variétés admettant une série 
simple de surfaces géodésiques. 

Pour voir quand ces surfaces géodésiques forment des catégories 
plus étendues, nous pourrons réduire l'élément linéaire à la forme 

IL étant fonction de x et de y. Si nous désignons par z =: f (x ,  y )  
l'équation d'une surface géodésique, par p, q, r, s, t les dérivées 
premières et  secondes de f ,  et que nous écrivions que l'équation 

devient une identité lorsqu'on y remplace x", y" ,  z" par leurs 
valeurs tirées des équations des géodésiques et  z' par pz' + qy', 
il vient 

système dont l'intégration s'effectue aisément par les méthodes 
, dr  cls 

classiques. Les équations obtenues en égalant à zero - - - 
$Y dm 

ds d l  et - - - se réduisent à 
dy dx 

d'A r dA dA di 1 0 ~ 1  p =  - - - - - 2 2  
d x  (3,. î A dx dy dx dy 
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Lorsque M = 1'4 = 1' = O,  les équatioris 13) lie détermiiierit 
iiullement la direction du  plan tangent à la surface cherchée. 11 
peut alors passcr (e t  il passe en effet) une surface géodésique par 
deux géodésiques concourantes quelconques. C'est le cas de l'espace 
ordinaire, euclidien ou non, et de lui seul, ainsi qu'il est aisé de 1c 
constater par l'intégration des équations M = N -- P = o. 

S'il n'en est pas ainsi, les fonctions cherchées se trouveront 
parmi les solutions communes aux équations (3) .  Si, par un poi1i.i: 
quelconque, il doit passer une infinité de surfaces géodésiques 
(c'est le seul cas que nous étudierons), les premiers membres de ces 
équations doivent admettre un facteur commun. Ceci exige (corrinie 
on s'en assure aisément) que hl, P et l\j soient en progression géomé- 
trique, autrement dit  

moyennant quoi les équations (3) donnent uniquement 

Si maintenant, dans les équations 

qui résultent de la différentiation de la préckdentc, oii reiiiplace r, s 
et t par  leurs valeurs (3) et qu'on veuille que les équations o h t e n u ~ s  
soient des conséquences de l'équation (6), on aura tout  d'abord 

( 7 )  

puis 

Or, si l'on différentie ces dernières équations pour reporter le 
i.ésultat de la différentiation dans les équations ( 5 ) ,  celles-ci se 
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réduisent toutes deux à 

étant,  par c.oriséquent, le produit d'une fonction de x par une 
fonction de y, on peut, moyennant un changement de variable, 
supposer ; = - I .  Après quoi l'on trouve 

Autrement dit (en revenant à des coordonnées réelles), l'élément 
linéaire cherché a nécessairement la forme 

ou, plus simplement, 

ds'; désignant un élément linéaire à deux variables y, z .  

Effectivement, sur les géodésiques de l'élément linéaire (8), 
y et z varient comme sur les géodésiques de ds',  de sorte que l'on 
a des surfaces géodésiques dépendant de deux paramètres, une 
géodésique quelconque étant contenue dans une (et, en général, 
dans une seule) de ces surfaces. 

Le problème n'a donc, comme on voit, que des solutions assez 
banales. Il serait toutefois intéressant de faire une recherche analogue 
lorsque le nombre m des dimensions est supérieur à 3. Là, en effet, 
le problème se complique, puisque les surfaces géodésiques sont 
alors remplacées par des multiplicités à p dimensions (p  étant 
un nombre auquel on devra donner successivement toutes les 
valeurs de 2 à m - J )  et que ces multiplicités peuvent à leur tour 
dépendre d'un nombre variable de paramètres. La solution résulterait, 
sans doute, aisément des méthodes de calcul différentiel absolu 
de MhZ. Ricci et Levi-Civita, si t an t  est que ces auteurs ne l'aient 
pas déjà obtenue. 
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SUR LES POINTS DOUBLES 
UES 

L I E U X  G É O M É T R I Q U E S  
SUR 

LA CONSTRUCTION P A R  R É G I O N S  

1. Soient 

(Nouvelies Anr~nles de rnntl~émaliques, .je série, i .  1, r g ~ i . )  

les équations des deux courbes planes C, C ,  dépendant d'un même 
paramètre variable u. Le lieu L décrit par les points communs 
à ces deux courbes, lorsque u varie, s'obtient en éliminant u entre 
les deux équations précédentes. 

Nous supposerons d'ailleurs ces équations algébriques et entières. 
Peut-on trouver, en opérant directement sur les équations (1), (I ') ,  

les points doubles de la ligne L ? 
C'est ce que donne aisément une méthode connue, si je ne me 

trompe, depuis Hermite et qui repose sur la méthode d'élimination 
par les fonctions symétriques. Soient, u,, ur?, . . . , u,, les racines de 
l'équation ( I ) ,  supposée de degré p en u : le résult.at de l'élimination 
de u entre nos deux équations, c'est-à-dire l'équation du  lieu cherché, 
est 

1, c ' ~ .  3.) = 0 
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Un point (x,, y,) de L - pour lequel, par conséquent, les équa- 
tions ( I ) ,  (1') admettront une racine commune u ,  - sera double 
s'il satisfait, en outre, aux deux relations 

O L 
Or -, par exemple, peut se calculer d'après l'expression (2)  de L, d x  

si du moins le théorème des fonctions implicites s'applique à la diffé- 
rentiation de la fonction u ,  (x, y), ce que nous supposerons tout  
d'abord. On aurait, en thèse générale, p termes, puisque u est un 
produit de p facteurs; mais ici un seul terme est différent de zéro, 
celui qu'on obtient en faisant porter la différentiation sur le premier 
facteur. Donc, on doit avoir 

df, du., ( + ) 2 f 1 .  . .  J.,(s,J,  u,, i=o 

et, de même, 

On voit que ceci peut se produire de deux manières : 

IO Ou bien 

( 3 )  j , ( x ,  J , ,  ~ l ~ ) j : ~ ( z ,  ),, L l ; ; ) .  . . j : , ( x )  .)., u,,)=o, 

c'est-à-dire que .  les équations (1), (1') ont a u  moins D E U X  racines 
communes ; 

2O OU bien on a, à la fois, 

du d u ,  
Si l'on tient compte des valeurs de 2' -, telles qu'on les tire 017 

de l'équation (1), on voit que la condition pour qu'il en soit ainsi est 
~IADAXARD. - JUBILÉ. 36 
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donnée par la double proportion ( '  ) (dans laquelle nous avoiis suppriiiié 
à la lettre u l'indice I devenu inutile) 

laquelle doit 
Le cas où 

à l'equation 

comme on le 

être vérifiée en niême temps que (1) et (1'). 

le théorème des fonctions implicites serait inapplicable 
(1 )  ne change rien aux conclusions précédentes. C'est, 

dS sait, celui où - = O ,  c'est-à-dire où ( x  étant remplacé d u ,  

par x,, et y par y,,) u ,  est racine double de (1).  Si, pour l'équation (1'), 

ui est racine simple, on pourra recommencer les raisonnements 
précédents en intervertissant les rôles des polynomes f ,  f , .  Dans le 
cas contraire, les équations données ont deux racines communes 
égales entre elles, ce qui est un cas particulier de notre hypo- 
thèse IO [équation (3)  avec u ,  = u , ] .  

2. Ce qui précède apparaît d'ailleurs irriniédiatenierit au point 
de vue géométrique, en considérant u conime une troisième coor- 
donnée cartésienne. (1)  et  (1') représentent alors deux surfaces 
et L est la projection de leur intersection sur le plan des xy. Cette 
projection peut effectivement, comme on le sait, avoir deux sortes 
de points doubles : points doubles (( apparents n (ou (( par projection N) 
et points doubles véritables dans l'espace. La première catégorie 
correspond à la relation ( 3 ) ,  la seconde aux relations (4) [puisqu'alors 
les deux surfaces ( I ) ,  (1') sont tangentes entre elles]. 

3. J e  prendrai cornme exemple d'un calcul de cette espèce le 
problème suivant, proposé autrefois en Mathématiques spéciales : 

Lieu des points communs ù deux coniques C, C ,  qui varient en restant 
constamment semblubles entre elles, chacune d'elles ayant, d'autre part, 
ses foyers fixes. 

()JI 
(l) En coordonn6es hoinoghes,  on aurait  un q u a i r h n e  rapport - . kgal i d z  - d: 

la valeur commune des trois premiers: lm équations (4) ainsi modifiées perniettront,  
coinrne il es t  connu, de  traiter le cas des points à l'infini. 
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Si la conique C était rapportée à ses axes, les demi-longueurs de 
-. 

1- ceux-ci étant c \ l u  et c l  u - I, son équation serait 

Cette même équation représentera la conique rapportée à deux 
axes rectangulaires donnés d'une manière quelconque, si l'on pose 

où 0, p ,  q sont trois constantes données. De même l'équation de 
la seconde conique pourra s'écrire 

[u étant le même que dans l'équation ( 5 ) ,  de manière à exprimer la 
similitude des deux courbes], avec 

X , = X C O S ~ , - ~ ~  sin 9,- y,,  

Y , = x  sinB1+y cos8,- y,. 

L'élimination de u entre ( 5 )  e t  (5') pourrait s'effectuer en rendant 
I I  

entier. Mais on peut aussi résoudre par rapport à -, - 
U U - 1  

, et 

exprimer que la différence des inverses des quantités ainsi. obtenues 
est I. Il vient ainsi 

Le lieu est donc une courbe L du sixième degré. On voit irnmé- 
diatement qu'elle se prête au mode de construction K par régions », 
lequel conduit, ici, à tracer les courbes 

Les deux sont un cercle G et une hyperbole &pila- 
tére H, toutes deux passant par les centres 0, Oi des deux coniques 
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,984 JACQUES HADAMARD. 

génératrices, par le point de rencontre A des axes focaux e t  le p i l i t  
de rencontre B des axes non focaux. Le cercle a son centre au  rriilieu 
de AB; l'hyperbole a son centre au  milieu de 00, e t  ses asymptotes 
parallèles aux bissectrices des angles OAOl, OBOl. I' = O est un 
cercle par rapport auquel O, O, sont inverses l'un de l'autre. 

' ~ n f i n  D l ,  Dl? D',, D'., sont quatre droites dont la disposition, ainsi 
que celle des trois coniques précédentes, est représentée figure I .  

La courbe L, qui a pour asymptotes (réelles) celles de l'hyper- 

bole 1-1, a, d'après la forme même de l'équation ( 7 ) ,  les points 
doubles A (commun à G, FI, D,, Il,), B (commun à G, II, O , ,  D',) 
et  les quatre autres P (commun à G, ï, D , ,  D,), Q (commun à G, r, 
D', , Db), Pi (commun à H, ï, D l ,  Di), Qi (commun à H, ï, D',, D,). 

Soit, en tout,  huit points doubles, car il faut encore compter 
comme tels les points circulaires à l'infini. 
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4. Les points doubles ainsi trouvés sont-ils les seuls ? 
C'est ce que la méthode précédente v a  nous permettre de décider. 

Kous allons voir qu'il en est bien ainsi dans le cas général, c'est-à-dire 
pour un choix arbitraire des données. Au contraire, des points doubles 
supplémentaires apparaîtront dans des cas spéciaux, caractérisés 
par  une relation entre les données. Mais il est entendu que je laisserai 
de côté tous les cas encore plus particuliers, c'est-à-dire ceux dont 
la réalisation exigerait deux relations ou plus entre les données. 

Les branches infinies de la courbe étant connues par les remarques 
qui précèdent, nous nous bornons aux points à distance finie. Nous 
avons à chercher : 

I O  Les points doubles qui, au  point de vue du  raisonnement précé- 
dent, apparaissent par projection. Il faut, pour cela, que les deux 
polynomes (I), ( I ' ) ,  c'est-à-dire les deux polynomes en u obtenus 
en multipliant par u (u  - 1) les quantités ( 5 ) ,  ( 5 ' ) )  soient identiques 
à un facteur constant k prés, puisqu'ils sont du  second degré. Les 
quantités ( 5 ) ,  (5') elles-mêmes doivent donc ne différer l'une de 
l'autre que par ce même facteur k, ce qui exige 

Or, ceci donne précisément (à distance finie) les points doubles 
déjà obtenus. 

2O Les points doubles qui se présentent comme K véritables n. 
Nous les trouverons en écrivant les relations (4). En  tenant compte 

des expressions (6 ) ,  (6'), l'égalité des deux premiers rapports donne 
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286 JACQUES H A D A M A R D .  

Or les relations ( I O )  donnent 

k = O (ou k = CO) ne donnerait rien [les équations ( I O )  exige- 
raient XI  = Y, = O ,  ce qui est incompatible (') avec ( 5 ' ) ] .  On doit 
donc prendre 

X . =  1 ,  

moyennant quoi la relation ( 1  1') est vérifiée d'elle-même. 
Pour k = 1, les relations (4) expriment que l'équation 

représente une surface ayant un point conique au point double 
cherché et que, en particulier, la conique obtenue en laissant u 
constant se compose de deux droites se coupant en ce point. 

Cette conique est toujours une hyperbole équilatère ayant, 
comme H, ses asymptotes également inclinées sur BO et BO,.  Il y a 
avantage, pour cette partie du calcul, à prendre pour axes les hissec- 
trices des angles formés par  BO, BO,, de manière que 

X = s c o s b - y s i n S ,  X , = ~ c o s b + y s i n S  

Y = ( x - a )  ~ i n S + ( ~ ~ , - F ) c o s S ,  

Y,= ( y  - F) cos0 - (x - a )  sin 9. 

(l) Le relation ( 1  1') aurait lieu en même temps que ( I I )  si les deus membres en 
étaient simultanément nuls, c'est-à-dire si l'on avait, à la fois, 

(les signes à prendre dans ces deux inégalités étant indépendants l'un de l'autre). 
Mais, s'il en était ainsi, ( 5 )  donnerait pour la valeur commune des deux mernbros 
de l a  première égalité précédente, la valeur k c, e t  (5') pour les deux membres de la 
seconde, la valeur commune iz c,. Un tel point double (imaginaire, d'ailleurs comme le 
serait toute la figure dans ce cas) rentrerait encore dans la catégorie déjh étudiée 
puisqu'il appartiendrait à la fois h deux des droites (9). 

(') Cette incompatibilité disparaîtrait pour u = O ou IL- I = O .  Mais alors on 
aurait aussi X = O ou Y = O ,  de sorte qu'on retomberait sur l'un des points A, B. 
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a et p désignant les coordonnées d u  point A par rapport aux axes 
ainsi choisis. Dans ces conditions, l'équation de la conique (12) 

s'écrit, pour u = uo, 

et son centre (une fois trouvée la valeur u, qu'il faut donner à u) 
est le point 

Le point douhle cherché CO est donc sur la droite AB et la divise 
dans le rapport uo, soit - 

o B = r c , b H .  

On vérifie à nouveau sans diacul té  que ce choix du point o 
annule également la dérivée par  rapport à u. 

Il nous reste à écrire que les coordonnées de CO vérifient, non pas 
seulement l'équation (12), mais les deux équations ( 5 ) ,  ( 5 ' ) .  Comme 
les valeurs de X, Y, X , ,  Y ,  en o s'obtiennent (au signe près) en 
multipliant par u ou u.- I les longueurs OA, OB, O,  A, O,B,  il 
vient ainsi 

-9 - 2  -., -., 
(I.<) I A -  O . u,, .  4 B  - O ,  B = v : .  

La condition pour que le point double existe est donc 

condition sufisante en même temps que nécessaire, car si elle est 
remplie, les deux équations (14) sont compatibles en u,,, après quoi 
le point (13) satisfait à toutes les conditions imposées au point (o. 
En  tenant compte de (14)' on constate aisément que ce point est 
le pied de la hauteur du triangle AP'B (ou AQ'B). 

5. Le mode de construction par régions, si siniple et si intuitif, est, 
comme on le sait, une méthode incomplète. Il fournit sur la courbe 
proposée un certain nombre de renseignements, mais non tous ceux 
dont on a besoin pour la connaissance, même qualitative (celle 
dont il s'agit en ce moment), de sa forme. Par  exemple, il peut y 
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avoir des régions où la méthode permet le passage de la courbe, sans 
prouver qu'elle doit y passw (Exemple : la région numérotée 4 
sur la figure 1). 

Peut-on obvier A cet inconvénient ? 
Pour cela, il importe d'en pénétrer la raison, et  cette raison est 

facile à indiquer. 
Pour construire la courbe 

la méthode des régions consiste : 

I O  A discuter le signe de chacun des deux membres, de manière 
à éliminer toutes les régions du  plan où ce signe n'est pas le même; 

20 A déterminer les points communs aux deux lignes (D(x, y) = O, 

Y ( x ,  y) = O, points qui appartiennent nécessairement à la courbe 
étudiée. 

Or, les éléments ainsi notés ne sont pas particuliers à la seule 
courbe (15) : ils lui sont évidemment communs avec toutes les 
courbes 

c 16) aJ(.x., ,T l  = 1'4-1î(z, ,,, ,. 

2, désignant une constante positive quelconque (ou même une quantité 
variable, pourvu qu'elle soit toujours positive pour x et y réels). 
La méthode ne saurait donc déceler d'autres propriétés que celles 
qui sont communes à toutes les courbes (16). 

Par  contre, nous pourrons compléter les indications ainsi acquises 
si nous arrivons à étudier la manière dont se forme cette courbe (16) 
lorsque ;? varie de O à + m. 

Pour A = O, on a @(x, y) = O ,  et pour IL = m, U'(x, y) - O, lignes 
dont, par hypothèse, la forme est bien connue. 

D'autre part, si l'on a construit un arc de la courbe 

O,,, étant une constante) sur lequel n'existe aucun point singulier, 
de sorte que 5 y admet des dérivées partielles continues et  que $1, 9', 
ne s'y annulent jamais simultanément, on pourra affirmer que la 
courbe 

:T( .c ,  =i.,,+ E .  
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E étant un nombre positif ou négatif très petit, présente un arc 
brès voisin d u  preniier et  de forme tout analogue : c'est une consé- 
quence immédiate du théoréme des fonctions implicites. 

Un changement d'aspect de la courbe 9 (x, y) = A, lorsque À varie, 
ne peut donc avoir lieu que : 

10 Au voisinage des points où 5 cesse d'avoir des dérivées conti- 
nues. Si nous nous bornons au cas où la fonction Is; est rationnelle 
(ou se comporte comme une fonction rationnelle), ces points sont 

O CD 
ceux où d se présente sous la forme - 9  soit, pour 3; = -;y les points 

O '1 
communs à @ = O, iIr = O ;  

2 O  AU voisinage des points où 5:, = 5' Y = o. 

Le premier cas se discute par les méthodes classiques d'étude 
d'une courbe autour d'un de ses  point,^. Dans le problème parti- 
culier considéré dans ce qui précède, les points communs aux 
lignes @(x, y) = O, P'(x, y) = O sont tous douhles pour chacune 
d'elles; ce sont, pour la coiirbe (16), des points doubles permanents, 
c'est-à-dire points doubles quel que soit À. En un tel point (x,,, y,,), 
il y aura deux tangentes, définies en égalant à zéro un polynonie du 
second degré du type 

(a ,  b, c, a', b', c' étant des coeficients numériques); et, dans la 
région du plan qui avoisine ce point, un changement de forme de la 
coiirbe pourra avoir lieu au  cours de la variation de A,  par suite du 
changement de signe du  discriminant de ce polynome, le point (x,, y,,) 
passant alors du  pôle de point double réel à celui de point isolé par 
l'intermédiaire d'un rebroussement. 

Dans le second cas, le point considéré est point double accident& 
c'est-à-dire point double pour une valeur déterminée À, de A et 
pour celle-là seulement. Pour A = A,, + E, la courbe aura sensible- 
ment, ail voisinage de ce point, la même forme que la conique 

a, b, c étant encore des constantes convenablement choisies; autre- 
ment dit, si b' - nc < O ,  elle passera ( E  changeant dc signe) du réel 
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(très petit ovale autour du point considéré) à l'imaginaire. Si, au  
contraire, le point double correspondant à 7. = À, est à branches 
réelles (et distinctes), la courbe aura, près de ce point, sensiblement 
la forme de deux petits arcs d'hyperbole dont chacun, lorsque E chan- 
gera de signe, se coupera en deux, chaque moitié allant se raccorder 
avec la moitié correspondante de l'arc opposé. 

Si donc on sait étudier ces points doubles - comme, d'autre 
part, les mêmes considérations permettent de dessiner la forme de 
la courbe pour 4// très ~ e t i t  ou très grand on possédera, pour 
cela même, tous les renseignenients nécessaires. 

6. Appliquons à la courbe ( 7 ) .  Sous  devons niiiltiplier le second 
membre de son équation par A ;  mais, à cause de l'homogénéité 
que présentent ses deux membres par rapport à c et c,,  nous voyons 

que cela revient à changer c, c ,  en c \ i, c ,  JX. Nous obtiendrons donc 
la famille de courbes correspondant à (16) en imaginant que, dans 
l'énoncé de notre problème, nous commencions par ne nous donner 

(outre les positions des quatre axes) que le rapport > des distances 

focales, et  faisant varier ensuite ces dernières, simultanément et 
proportionnellement l'une à l'autre, .de O à m. 

La connaissance du rapport 5 suffit d'ailleurs à construire toutes 
C 

les lignes séparatrices (8), (9) ( f ig .  1 ) .  On ombrera, à la manière 
ordinaire, de deux en deux les régions déterminées par ces lignes. 
La disposition étant celle qui est représentée figure 1, si, en outre, 
le point de rencontre A des axes focaux est bien celui qui est désigné 
ainsi sur la figure, les régions négatives, c'est-à-dire celles où les 
deux membres de (7) auront des signes contraires et  où, par consé- 
quent, la courbe ne pourra pas passer, seront celles que nous avons 
ombrées, les régions permises à la courbe autour de A étant celles 
qui contiennent les directions Y = O, Y, = O ,  tandis que l'inverse 
a lieu autour du point B où se coupent les axes non focaux. Le point 
double B est d'ailleurs à tangentes réelles pour toute valeur positive 
de 7. tandis que A, qui est à tangentes réelles pour 7, = O ,  m, est 

- 
* - r  OA? O,A~ point isole entre les deux valeurs h = et h = 7 

Cd 
ces dernières 

correspondant à des points de rehroussement. C'est ce qu'on recoii- 
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naît immédiatement sur l'équation ( 7 ) ,  en se plaçant successivement 
au voisinage du  point (Y = Y I  = O) et du  point (X = X I  = O ) ,  et 
c'est ce peut dYnilleurs voir géométriquement d'après l'énoncé 
du  problème il). 

Fig. 2. 

Quant aux points P, Pt, Q, Q', ils sont toujours à tangentes 
réelles (') pour toute valeur réelle de h. Enfin, il en est de même ( 3 )  

d u  point o. 
Dans ces conditions, au cours de la variation de i,, il ne se produira 

de changement de forme (toujours au  sens qualitatif du  mot) que 

(1) Le point R correspond au cas ou les coniques variables c, cl se réduisent à'deux 
hyperboles infiniment aplaties suivant leurs axes non transverses (u = 1). Le point A 
correspond à u = O, c'est-B-dire au  passage d'ellipses infiniment aplaties chacune 
suivant son segment focal à des hyperboles infiniment aplaties suivant les prolonge- 
ments de leurs segments focaux. De telles courbes ont leurs points d'intersection réels 
si A est intérieur aux deux segments focaux ou extérieur à tous deux; imaginaires, 
s'il est intérieur à l'un e t  extérieur à l'autre. 

(') Il en est ainsi, quelle que soit la  disposition de figure. En  tenant compte d e  
ce que G, H, I' sont, à des facteurs constants près,identiquement égaux à DID\- Il', D2, 

_Dl, D', - Dl&, D,D', + D,Di7 on voit que, en P, par exemple, le faisceau des tangentes 
est, quel que soit 'h, de la  forme D';' - D; f mDID, = o. 

(') Les tangentes en w à la  courbe lieu du point (3, y, u) dans l'espace s'obtiennent 
en coupant par le plan tangent à la surface (5) ou ii l a  surface (5') le cône tangent 
à (12'). Or, en posant, dans cette dernière, u = uo + u', x = ocuo + d, y  = puo+ Y ' ,  
on voit que ce cône tangent se décompose en deux plans a'= zut, y' = pu'. Dans le 
plan des ay, les tangentes sont symétriques des droites (12)  par rapport à AB. 
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dans les régions numéro-tées 1, 2. 3, 4 sur la figure r .  Elles corres- 
pondent aux valeurs successives 

du paramètre h. La figure 2 montre les dispositions successives de 
la courbe dans la région 1, pour ). < h ,  (trait ponctué), h = i,, (trait 

Fig. 3. Fig. 3 bis. 

plein), h, < I L  < i,, (trait mixte). La boucle de sommet A diminue 
ensuite jusqu'à ce qu'on ait 1, = ji, (rebroussement dans la région 2). 

Le point A reste point isolé jusqu'à 7, = A,, et les changements de 
forme qui se produisent à partir de ce moment intéressent les régions 3 
et 4. Les formes présentées par la courbe, dans ces régions, pour ii < i.:, 
et 1, > h, sont représentées figures 3 et 3 bis. 

Bien entendu, si les rôles des points A et R - autrement dit 
ceux des axes focaux et non focaux -- étaient intervertis, la figure 
gardant par ailleurs la disposition représentée figure I ,  le point o 
n'interviendrait pas, la valeur correspondante de h étant négative, 
et les seuls changements de forme seraient diis aux changements dc 
nature du point double B (devenu A) .  

Note du  Comité de rédaction. - Ce travail montre l'intérêt que hl. Hadamard 
porte à l'Enseignement secondairp. On trouvera de nombreuses notes analogues 
dans les i\'oitvelles ,Innrtles e t  dans l'Enseignement scientifique (voir la liste drs  
travaux). 
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i i l d d i t i o n  ci l'article : Sur les récents progrès de la géométrie anallagmatique) 

( Nouvelles A~inales d e  n~nthémntiques, 6' sbriv. t .  11, 193";. ) 

A la suite de l'article sur les récents progrès de la géométrie 
anallagmatique (article qui sera désigné dans ce qui suit par 
l'abréviation A), M. Cartan m'a communiqué plusieurs complé- 
ments remarquables. J'indique ici le plus simple d'entre eux. 

Parmi les diverses congruences paratactiques qui ont même 
sphère imaginaire principale ('), distinguons deux espèces (2 ) ,  

suivant que les sens qui se correspondent sur deux cercles de la 
congruence sont dextrorsum ou sinistrorsum, l'un par rapport à 
l'autre. Dans ces conditions, deux congruences paratactiques de même 

(l) Je substitue ici cette dénomination A celle de sphère (( fondamentale D enlployée 
précédemirient : le  mot de sphère principale avait été employé par les auteurs qui se 
sont occupés de cette question ou de la cyclide de Dupin, e t  il n'y a pas de raison de 
l'abandonner. 

(7 Cette distinction se rattache i t  une autre relative aux génératrices de la sphère 
imaginaire principale et qui avait été antérieurement, entre M. Cartan e t  nous-même, 
l'objet d'un échange de vues. Au lieu que sur une sphére réelle, deus  génératrices 
imaginaires conjuguées sont toujoiirs de systèmes différents, sur une sphère imaginaire 
pure, deux génératrices canjuguées sont du même système, de sorte qu'il doit être 
évidemnient possible de rattacher à des constructions rielles la  distinction entre 
les deux systèmes de génératrices : et c'est à quoi répond préc ishent ,  comme l'avait 
remarqué M. Cartan, l a  distinction indiquée dans le  texte. 

Beaucoup d'autres interprétations seraient encore possibles dans le même but, 
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sphère principale et de même espèce se coupent sous un angle constant 
e n  tout point de l'espace. 

M. Cartan rattache ce théorème aux interprétations imaginaires 
que l'on peut donner des figures anallagmatiques réelles que nous 
considérons. Proposons-nous, conformément au programme que nous 
nous étions tracé précédemment, d'en donner une démonstration 
directe et, tout  d'abord, d'établir le suivant dont il découle immé- 
diatement : 

D e u x  opérations paratactiques de même sphère principale et d'espèces 
différentes sont toujours permutables. 

On peut considérer ce dernier fait comme démontré par celui 
que nous avons établi dans notre précédent article (A, 34), relati- 
vement aux diverses positions que prend un cercle C lorsqu'on lui 
applique le groupe d'opérations paratactiques défini par une 
congruence dont un cercle C coupe Cr en deux points opposés. Nous 
avons constaté, en effet, que ces positions successives font partie 
d'une seconde congruence paratactique, permutable avec la première 
et (ce qui revient d'ailleurs au même) ayant avec elle deux cercles 
conjugués communs. 

Or, deux congruences paratactiques d'espèces différentes et  de 
même sphère principale, peuvent toujours être considérées comme 
définies de cette façon : car une congruence paratactique est définie 
par sa sphère principale, son espèce et un de ses cercles. Dans ces 
conditions, la proposition devient évidente. 

Au reste, on peut (et  cette méthode pourrait, au  fond, remplacer 
celle de notre no 34 précédent) déterminer directement les deux 
cercles conjugués communs aux deux congruences. Par  les deux 
points opposés a ,  a, communs à C et à Cr ,  nous pouvons en effet 
faire passer un cercle r et un seul qui soit perpendiculaire à tous 

si l'on ne s'astreignait pas à leur donner une forme anallagmaticp. C'est ainsi que 
n'importe quel paraholoïde hyperbolique équilatère de paramètre a ayant son sommet 

cn O coupe la sphère imaginaire de centre O e t  de rayon o \, suivant quatre gCnéra- 
trices appartenant respectivement aux deux systèmes. Or, sur le paraboloïde, les 
deux systèmes se distinguent I'un de I'autre, dans le domaine réel, par le sens dans 
lequel tournent les génératrices de I'un d'eux autour d'une génkratrice déterminée 
quelconque de l'autre. 
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deux. Ceci fait, une série de cercles paratactiques a C et, de même, 
une série de cercles paratactiques à Cf ,  pourront s'obtenir par la 
construction du no 18 (article précédent), laquelle fait intervenir 
un  angle arbitraire O, celui dont tourne autour de r une sphère 
variable passant primitivement par C ou par Cf. L'angle O est 

d'ailleurs déterminé lorsqu'on se donne l'un des points opposés m, ii 
- - 

où le cercle variable coupe l? (il est lié au rapport anharnionique a a m m  
par  la relation mentionnée au  no 5 de notre précédent article). 
Cela posé, si les deux congruences auxquelles appartiennent respecti- 
vement C et C' sont d'espèces différentes, la rotation de la sphère 

variable s'effectuera, pour un même déplacement des points m, m 
en sens contraires, et l'on pourra, par conséquent (de deux manières 
différentes), disposer de l'angle 8 de manière que la construction 
a laquelle nous venons de faire allusion donne le même cercle de 
part  et d'autre. 

A l'aide du résultat que nous venons d'obtenir, celui de M. Cartan 
s'obtient sans dificulté. Soient, dans l'espace où l'on considère 
deux congruences paratactiques (e) ,  (e') de même sphère principale 
et  de même espèce, deux points quelconques a ,  b, non opposés 
entre eux, et par chacun desquels nous ferons passer des cercles 
qui appartiennent respectivement aux deux congruences. Par a et b ,  
d'autre part ,  il passera un cercle orthogonal a la sphère principale 
et  qui pourra servir à définir une congruence paratactique d'espèce 
opposée à la première. Puisque, dans ces conditions, il y a permu- 
tabilité, l'opération paratactique résultant de cette construction, 
et qui permet de passer du point a au  point b, transforme la figure 
tracée en a en la figure correspondante relative à b. c. Q .  F .  D .  

Le résultat précédent fournit la solution d'une question que 
nous avions laissée ouverte (A, no 39, note). A cet effet, on en déduira 
d'abord la remarque suivante : 

Soient (é), (Cf) deux congruences paratactiques de même sphère 
principale et  de même espèce. Autour d'un cercle C quelconque 
de  la premiére, faisons tourner la seconde d'un certain angle O ,  
de manière à obtenir une troisième congruence analogue à la premiére. 
La congruence (eV) ains i  obtenue est indPpendante d u  ch0i.c d u  cercle C 
dans  la première congruence. 
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Prenons, en effet, deux positions successives quelconques ( C l ,  CZ) 
de ce cercle dans la congruence à laquelle il appartient et, sur C l  
et C ,  respectivement, deux points a , ,  a 2  par lesquels nous ferons 
passer les cercles C',, C:, qui appartiennent à ((3') et qui coupent 
les prenliers, d'après ce qui vient d'être démontré, sous un même 
angle a. Si maintenant. nous faisons tourner de l'angle 0, C', autour 
de C l  et  Ci  autour de C2, nous obtenons deux cercles Cy et C4 tels 
que les trièdres ainsi formés en a, et  en a,, par  les tangentes aux 
différents cercles qui partent soit de l'un, soit de l'autre de ces 
points, soient égaux. Appliquant enfin à nouveau le résultat de 
M. Cartan aux deux congruences données et à celle (de même sphère 
principale et  de même espèce) qui est définie par le cercle C:, on 
voit que cette dernière contient nécessairement C: : ce qui est le 
fait à démontrer. 

On voit donc que le fait de faire tourner d'un angle 0 (en un sens 
donné) une congruence parataclique autour d'une autre (de même 
sphère principale et de même espèce) a un sens bien déterminé ( ' ) .  

Cela posé, soient pris deux points déterminés quelconques a, b de 
l'espace et prenons les symétriques a', b', de chacun d'eux par 
rapport aux différents cercles d'une congruence paratactique ((3) 
donnée. Il s'agit de trouver l'opération qui transforme l'une dans 
l'autre les deux figures (sphériques) décrites l'une par a', l'autre 
par  b'. 

Pour cela, nous n'avons qu'à observer qu'il existe une opération 
paratactique bien déterminée (en laissant de côté le cas où a et b 
sont opposés, dans lequel la réponse à la question posée est immé- 
diate), de même sphère principale e t  de même espèce que (e) ,  qui 
change a en b. L'opération demandée s'obtient en faisant tourner 
la précédente de .rr autour de ((3). 

Mais il semble que chaque propriété de la figure vraiment merveil- 
leuse, découverte par E. von Weber et M. A. Bloch, ouvre la voie 

(l) Pour 6 = T, la démonstration peut se donner sous une autre fornie. Prenons 
d'abord la symétrique (P,,) de la congruence (Cf) par rapport à un premier cercle C,, 
de (c"). La symétrique par rapport à un autre cercle analogue arbitraire C se déduira 
de la première par une double symétrie relative à Co e t  à C, c'est-à-dire (A, no 26) 
par une transformation paratactique, laquelle est d'espèce opposée à celle que définit (e) 
et, par conséquent, d'après ce que nous venons de voir, permutable avec elle. 
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à d'autres résultats plus curieux encore. La solution que nous 
venons d'obtenir appelle une généralisation évidente. Elle s'étend 
d'elle-même au cas où les p0int.s a', b', au  lieu d'être les symétriques 
de a,  b par rapport à un cercle variable C de la congruence (e), 
se déduisent des prerniers par une rotation d'un angle donné quel- 
conque 8 autour du  cercle C. Le point b', dans ces nouvelles condi- 
tions, se déduit encore de a' par une opération sphérique que l'on 
peut assigner, transformée par la rotation dont il s'agit de celle qui 
change a en b. 

On est conduit naturellement à se demander quels sont les lieux 
ainsi décrits par les points a', b'. Ce sont encore des sphères. La 
première démonstration donnée à cet égard pour le cas de 8 = r, 

(A, no 36) reste en effet valable pour le cas actuel. oc et cc étant les 
0 

transformés de a et  de son opposé par l'opération d'angle -, le 
a 

point a' sera l'in verse de a par  rapport à une sphère variable passant - 
par a et a et  décrira, par conséquent, la sphère qui passe par a 

et par  rapport à laquelle a et sont inverses l'un de l'autre. 
Il resterait à comparer entre elles les diverses figures ainsi obtenues 

lorsque 8 varie. 
On remarquera que si, après avoir construit a' par rotation de a 

autour de C, on fait tourner à son tour  ce point a' du même angle 0 
autour du  conjugiié de C, on obtient un point a ,  indépendant du 
choix de C dans la congruence, à savoir le transformé de a par 
l'opération d'angle 8. Le lieu du point a' ne change donc pas si 
l'on remplace a par a, en renversant en même temps le sens de l'angle 
de rotation. C'est une sphère qui peut, d'après cela, être définie 
conime passant par les points a,  a ,  et orthogonale en ces points au  

- 
cercle de la congruence qui les contient. Les points a, a peuvent 
être considérés comme les <( milieux N, en un sens généralisé, des 
deux arcs déterminés sur ce cercle par a et a ,  (ils en seraient les 
milieux au  sens ordinaire d u  niot, si le conjugué du  cercle en question 
était une droite). 

II était évident a priori Que l'opération qui change a' en b' dans 
l'un ou l'autre des cas que nous venons d'étudier, devait être para- 
tactique. La sphère principale de la congruence donnée permet, en 
effet, de définir m e  géométrie riemannienne dans laquelle les diverses 
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transforn~ations sphériques intervenant dans nos raisonnements 
représentent les déplacements; et l'opération cherchée doit évideni- 
ment présenter cette propriété que la distance riemannienne d'un 
point à son transformé est constante. Or, cette propriété appartient 
aux transformations paratactiques et  a celles-là seulement (comme 
on le voit en prenant le point à transformer successivement sur 
chacun des axes conjugués de la transformation ( ' ) .  

Ceci, combiné encore avec le résultat de M. Cartan, permet 
d'établir le fait (évident lorsqu'on fait intervenir les génératrices 
de la sphère principale) que les transformations paratactiques de 
même sphère principale et de  même espèce forment un groupe. 

Appliquons, en effet, à un point quelconque a une première 
transformation paratactique qui le change en a', puis à celui-ci 
une seconde transformation qui le change en a". Les distances 
riemanniennes aaf,  d a "  sont constantes, e t  il en est de même de 
l'angle en a', d'après la proposition de M. Cartan. Or, le triangle aata"  
obéit aux lois de la géométrie riemannienne, qui sont celles de la 
géométrie sphérique. 

Donc la distance riemannienne auf' est aussi constante et la 
transformation correspondante est nécessairement paratactique (et 
de même espèce que les premières, en vertu de la continuité). 

Il pourrait d'ailleurs être intéressant d'étudier de plus près la 
composition des transformations paratactiques de même espèce; et 
ceci introduirait sans doute les propriétés des cercles conjugués 
telles que nous les avons considérées dans tout ce qui précède, 
propriétés qui méritent, elles aussi, de retenir l'attention quoiqu'elles 
soient connues a titre de résultats de géométrie non euclidienne. 

C étant un cercle quelconque orthogonal à la sphère principale E, 
son conjugué est, nous l'avons vu, déterminé entièrement par le 

(1) Si un seul de ces axes était réel, il aurait sur lui deux points invariants, de sorte 
que la propriété ne pourrait avoir lieu. Dans une transformation quelconque à axes 
r é ~ l s  mais à angles différents et +, la distance riemanienne ;i d'un point a à son 
transformé est donné par 

chn désignant par r l'angle qui a pour tangente le rapport kdes puissances réduites (A, 32) 
du point n aux deux axes. 
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fait qu'il est : 10 axial au  premier; 20 orthogonal, lui aussi, à la 
sphère principale. Supposons maintenant qu'on ne donne pas le 
cercle C, mais qu'on en connaisse seulement le point a ou, ce qui 

revient au  même, deux points opposés, a, 2. Le conjugué C' sera 
sur une sphère connue à savoir celle qui est orthogonale à 2 et 

par rapport à laquelle a et a sont inverses l'un de l'autre. 
La  dualité ainsi obtenue, correspondant à la transformation par 

polaires réciproques, possède une propriété remarquable que ne 
possède pas cette dernière à savoir que deux droites rieman- 
niennes C , ,  C, (c'est-à-dire deux cercles othogonaux à 2;) cosphé- 
riques entre elles, se coupent sous le même angle que leurs trans- 
formées. A t,rois cercles passant par un même point (et par  son 
opposé) et y formant un trièdre, correspondent trois cercles formant, 
sur une même sphère, un triangle sphérique, dont les éléments 
sont ceux du trièdre supplémentaire du  premier. 

Note du Comité de  Rédaction. - On trouvera dans la nouvelle édition des Leçons 
de Géométrie un exposé très complet sur la  géométrie anallagrnatique. 
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LES GLISSEMENTS DANS LES'FLUIDES 

( U o t e  I I  des Lecoizs sur. la Propagation des ondes et les équations 
de  l'Hydrodynamique, 1903 .) 

flous avons vu, au  Chapitre V, que, outre les ondes (lesquelles 
n'existent que dans les fluides compreçsihles), les fluides quelconques, 
compressibles ou non, peuvent présenter des discontinuités station- 
naires. On sait d'ailleurs que celles-ci peuvent être absolues, c'est-à- 
dire que deux portions du fluide peuvent glisser l'une sur l'autre à la 
façon de  deux corps différents. 

Depuis Helmholtz, qui, le premier, a attiré l'attention sur cette 
catégorie de mouvements ( ' ) ,  ceux-ci jouent un rôle important dans 
plusieurs théories hydrodynamiques ; leur existence est invoquée pour 
expliquer diverses circonstances paradoxales, telles que l'écoulement 
des liquides en présence de parois anguleuses, ou encore le résultat 
connu sous le nom de paradoxe de d'Alembert (absence de résistance 
opposée par un liquide à un solide symétrique par  rapport à un 
plan perpendiculaire à la direction du  mouvement). 

De telles explications souffrent toutefois une ohjection commune 
à laquelle nous avons déjà Iait allusion dans le texte (Chap. V). Les 
glissements dont nous venons de parler sont, en effet, possibles, en 
ce sens que rien (en l'absence de viscosité) ne s'oppose à leur persis- 
tance, une fois qu'ils se sont prodiiits entre deux régions quelconques 
du  fluide; mais nous allons voir que leur naissance est impossible, 
du  moins dans les conditions où se place l'Hydrodynamique ration- 
nelle. 

(l) Monntsber. d ~ i .  RrrI. -4c. der M7issensch., 23 avril 1868. 
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Si même, sur une surface de glisse men^, la vitesse de glissement 
est nulle en un point déterminé à l'instant t,, elle restera nulle ent,re 
les mêmes molécules à tout  instant ultérieur. 

Il est toutefois essentiel de tenir compte de la restriction que nous 
avons apportée à notre énoncé il y a un instant. On rencontre, en 
effet, dans l'étu& des fluides naturels, des cas qui échappent au  
raisonnement que nous allons présenter, comme à tous ceux qui 
reposent sur les équations classiques de l'Hydrodynamique telles 
que nous les avons écyites dans le texte (Chap. III et  V) e t  où, par  
conséquent, rien n'exclut plus la production de discontinuités 
absolues au cours du  mouvement. 

Tels sont ceux dans lesquels, la pression s'annulant, des cavités 
se creusent momentanément dans la masse fluide considérée. Ces 
cavités se referment en général par des remous dans lesquels les 
molécules appartenant à des régions différentes se mélangent entre 
elles, de sorte qu'il devien~ impossible d'adinettre en aucun point 
l'hypothèse de continuité du no 45. 

Ce que nous allons prouver est donc simplement qu'une telle 
singularité (ou toute autre analogue, pourvu que les hypothèses 
qui servent de base à l'hydrodynamique rationnelle cessent d'être 
vérifiées) ( ')  est nécessaire pour qu'un glissement se produise 
dans une période quelconque di1 mouvement, s'il n'en existait pas 
avant cette période. 

L,a démonstration repose sur ce fait, constaté au no 244, que 
(moyennant les hypothèses fondamentales en question) à chaque 
instant d'un glissement relatif, le saut d'accélération est normal 
à la surface S, le long de laquelle la discontinuité a lieu. 

Proposons-nous de former les équations différentielles qui expriment 
cette condition. 

Reprenant les mêmes notations qu'au no 249, nous désignerons 
par  5, y des coordonnées curvilignes prises sur S, considérée dans 

(l) Les équations générales de l'Hydrodynamique sont également modifiées dans 
le cas du frottement; mais celui-ci ne parait pas pouvoir être invoqué pour expliquer 
la naissance des glissements, car il a pour effet, au  contraire, de détruire ceux qui 
poiirrai~nt exister initial~ment. 
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son état  initial Su. Les coordonnées cartésiennes x, y, z d'une molécule 
de S appartenant à la région 1 seront des fonctions de 5, .ri et du  
temps t : 

.z = x(Z, q ,  t ) ,  

(1)  
\ 3 ,=3 , ( t ,  ri. t h  

- -  z ( i ,  3, t ) .  , ..- 

Il en sera de niême des coordonnées x', y', z' d'une molécule de S 
appartenant à la région 2 ;  mais les expressions seront différentes 
dans les deux cas. Puisqu'il y a glissement le long de S, la niolécule 
de la région 1 qui avait, dans l'état initial, les coordonnées curvi- 
lignes E ,  3 coïncidera, à l'instant t ,  avec celle de la région 2 qui 
avait dans l'état initial, les coordonnées E', .ri' (en général différentes, 
des premières). Si if et Y,' sont donnés, 5 et q seront des fonctions 
de t ,  qu'il suffira de substituer dans les équations ( 1 )  pour avoir le 
mouvement de la molécule (x', y', z ' ) .  

Ce sont ces fonctions que nous avons à étudier. 
L'accélération de la molécule (x, y, z) s'obtiendra en différentiant 

deux fois les formules ( 1 )  par rapport à t ,  sans faire varier E et T,;  

elle aura pour composantes 

L'accélération de  la molécule (x', y', z') s'obtiendra en substituant, 
au contraire, à 5, q, leurs valeurs en fonction de t : elle aura pour 
composantes : 

(pylif d3/diZ ùrd2.11 
- - J d2  y ci, d2 j*  cl: cl0 O?,?, dr - -+-- -+ - -+ -  

dl' 01% &'  dl' dn dl. ( a )  +' + (&) 

dTZ dzd" r i ? = " &  2 - - - - 
di2 

+ 
3: + & o;;jz) + 0; or, dl d l  or,- 

-'- 
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dZL 

II sutrira de faire passer dans les premiers membres les ternies zj 
4' y ,y?, - 
dlr pour obtenir, aux seconds mernbres, les composantes du 

saut d'accélération Nous écrirons que le segment ainsi obtenu est - 
normal à S en écrivant qu'il est perpendicdaire aux deux directions 

Ceci donne les deux relations 

où les signes T signifient qu'il faut  remplacer, dans les dérivées 
partielles, n: par y, puis par z et  ajouter les trois expressions ainsi 
obtenues. 

Nous  voyons s'introduire ici les coeficients 

de l'élément linéaire 
Ir: d;' a! cli dfi r G d-r,= 

de la surface S à l'instant considéré : ce sont eux qui figurent comnic 
coefficien-ts des dérivées secorrdes de 5 ~t ?, dans les équations précé- 
dentes. 

D'autre part, leurs dérivées partielles permettent d'exprimer les 
t (1': (la , dui ' 5 

coefficients de (3) . a -$ ( I I  9 s a v o i ~  
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d: d.4 
Elles permettent également d'exprimer deux des coefficients de $ 9  di : 

cn, 
celui de $ dans la première équation : 

& et celui de ;ii dans la seconde 

Mais il n'en est pas de même des deux coefficients restants 

Leur somme seule peut se calculer à l'aide des coefficients (3) : 
dF 

elle est égale à,. 

Il était d'ailleurs évident a priori que, dans les équations (2), 

devait s'introduire un élément distinct de la forme de la surface S. 
En  effet, le mouvement d'une molécule (x', y', z') peut être considéré 
comme résultant du mouvement de la surface S prise dans la 
région 1 [c'est-à-dire celui des molécules (x, y, z)], et du mouvement 
de (x', y', 2') par rapport à (r ,  y, z) : le premier de ces mouvements 
pouwant être regardé comme un mouvement d'entraînement et  le 
second comme un mouvement relatif. Or on sait que, dans la théorie 
des mouvements relatifs, les accélérations ne se composent pas 
linéairement comme les vitesses : si, par exemple, le mouvement 
d'entraînement était celui d'un système invariable, on aurait à 
tenir compte de l'accélération complémentaire de Coriolis, laquelle 
dépend de la rotation instantanée de ce système. On doit donc 
s'attendre à l'intervention d'une rotation de cette espèce dans la 
question actuelle, e t  même le théorème de Coriolis auquel nous 
venons de faire allusion nous indique la partie de cette rotation qui 
jouera vraisemblablement un rôle. Si, en effet, la rotation en question 
était tangente à S, comme il en est de même de la vitesse relative, 
le théorème de Coriolis (en le supposant applicable) donnerait une 
accélhration complémentaire normale. Comme l'évanouissement des 
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composantes tangentielles du saut d'accélération nous intéresse seul, 
nous ne devons avoir à ii~iliser que la composante normale de la 
ro tation. 

Il est aisé de voir que les choses se passent effectivement. ainsi : 
il suffit de décomposer le mouvement de S en une déformation piire 
e t  une rotation, comme nous l'avons fait aux nos 51 et 62. Il est . . 
vrai qu'au lieu d'une déformation de l'espacc, nous n'avons ici 
que la déformation d'une surface; niais, pour ramener ce dernier 
cas au premier, il suirit d'imaginer que la surface S entraine avec 
elle ses normales, chacune de celles-ci se déplaçant coninic une droite 
invariable. On pourra alors, en désignant par le symbole d les différen- 
tielles qui correspondent à des déplacements dans l'espace à l'instant 
considéré, par u, v, (Y, les coniposantes de la vi-tesse di1 point (n-, y, z, 
et par i;i une forme quadratique rn d.r, dy, d z ,  écrire les éq~tations 
.du no 62 sous la formc 

et, par conséquent, en prenant dx, dy, dz proporiionnels successivr- 
, d.x $1, dz oz $1, dz 

ment a- , ,  - -e t  à-3 0; d i '  0; - >  on aura 
d-r, d.6: d-r, 

et les équations analogues oii est remplacé par -ri. 

~liiltip!ions maintenant les trois premières de ces équations resper- 
d.r  $1, d-: Oz dl, Oz 

i iveirient par -- , - , -; Irs trois derni6rrs par - -, - 9  et retrari- 
0.6 d-r, d-fi d; cf: d5 
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clions la somme des trois derniers produits de la somme des trois 
premiers. Les termes qui dépendent dcs dérivées de y s'élimineront 
et il restera 

( Y  (1 

en désignant par R la composante normale de la rotation (p, q,  r). 
Donc enfin, les équations (2) s'écrivent 

Lorsque la surPace S est fixe ainsi que les molécules de la région 1 
situées sur cette surface, les deux équations que nous venons d'obtenir 
se réduisent a celles qui définissent le mouvement d'un point sur S, 
en l'absence de force accélératrice; ce qui était évident a priori, 
puisque ces dernieres s'obtiennent en  exprimant que l'accélération 
est normale. 

Dans tous les cas, si le mouveriient du milieu 1 est donné, celui 
des niolécides z', ZJ', z' est déterminé par les équations (5) lesquelles 
sont de la même forme que les équations de la dynamique à deus  
degrés de liberté, en ce sens que les dérivées secondes de 5 e t  de Y, 

sont exprimées par des polynomes du second degré par rapport aux 
dérivées premières ( ' ) .  

(l) Si l'on substituait a l'une des portions du fluide une paroi solide animée du 
iiiênie mouvement, le mouvement des niolécules d~ la partie fluide ne serait pas 
changé. 11 n'en résulte pas, bien entendu, que les équatioris (5) soient applicables au 
mouvement superficiel d'un fluide limité par une paroi quelconque. Il n'en est ainsi 
que dans le cas où le mouvement de cette paroi est celui qu'elle prendrait d'elle- 
même si on la supposait fluide, de niême natiire que le milieu qui la touche e t  soumise 
aux pressions d~ ce milieu. 
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D'autre part, les équations (5) étant toujours résolubles par  
rapport à ces dérivées secondes (puisque EG- F2 est toujours 
positif) et admettant la solution - const., q = const., il résulte 
des théorèmes généraux relatifs aux équations différentielles que E 
et Y, sont forcément constants si, à un instant déterminé quelconque t ,  
leurs dérivées sont nulles, c'est-à-dire si, à cet instant, il n'y a point 
de suut de vitesse. 

Ceci pourra d'ailleurs avoir lieu en tous les points de la surface S 
- et alors celle-ci ne sera pas une discontinuité absolue; -- OU 

seulement en certains points de cette surface, e t  alors les molécules 
de la région 1 situées en ces points coïncideront, dans toute la suite 
du niouverrient, avec les molécules correspondantes de la région 2. 
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P R I N C I P E  D E  H U Y G E N S  

YROLOfiGEMENT ANALYTIQUE 

(Bulletiia de la  Sociéti rnathéinatique de t;rriiice, t. 52, 1 9 2 4 . )  

Le principe de Huygens a, comme oii le sait ( ' ) ,  reçu plusieurs 
acceptions dont la diversité a même été la principale cause des 
obscurités qui ont pendant longtemps régné sur ce sujet. 

Huygens, - raisonnant en particulier sur le cas d'un signal 
lumineux émis sensiblement en un point indiqué O et à un  instant 
unique t , ,  - détermine l'effet produit par ce phénomène initial en 
un  point -4 à un instant ultérieur t' en prenant comme intermé- 

(') 1-oir notre précédent article S u r  l'intégrale résiduelle (Bulletin de la Société, 
t. XXVIII, 1900, p. 81). Nous sommes revenu sur ces distinctions, pour les préciser 
dans une conférence faite à la Société mathéniatiqur suisse à Zurich, en 1917. A leur  
sujet, e t  pour les différents résultats e t  formules do la  théorie des équations linéaires 
aux dérivées partielles utilisés ci-après, voir nos Lectures on Cauchy's problems i i ~  
lineur purtial differential equations, Yale-Camhridge, 1923. (Les reiivois à cet ouvrage 
seront, dans ce qui suit, indiqués par  la le t t re  Y.) 

Note du Comité de Rédaction : Les leccteurs français pourront aussi s r  reporter à l a  
t radurt ion des Lectures parue chez Hermann.  
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diaire l'état de choses qui s'établit à un instant quelconque t ,  
pris dans l'intervalle (to, t'). Si l'on admet qu'à cet instant t , ,  l'effet 
de la perturbation est localisé sur la surface d'une sphère de centre O 
et de rayon u j t ,  - t , , ) ,  on est conduit, classiquement, à représenter 
la perturbation en A par une certaine intégrale étendue à la surface 
de cette sphère; et c'est cela qui, depuis les travaux classiques 
de M. Volterra, est souvent considéré comme constituant le prin- 
cipe de Huygens. 

On sait aujourd'hui que les deux derniers faits que nous venons 
d'énoncer sont loin d'être évidents et ne peuvent être admis sans 
un examen très approfondi. Il n'en est pas de niême du  premier 
point de départ, lequel s'impose à nous comme une des bases 
fondamentales de la connaissance. Le principe même du détermi- 
nisme scientifique, savoir : 

De l'état de I'uniuers à l'instant t,, on peut déduire l'état à un instant 
ultérieur t', 

entraîne le complément suivant : 

Cette déduction peut s'opérer par I'intermédiaire de n'importe 
quel instant t ,  tel que t,, < t ,  < t', l'état en t, permettant de calculer 
l'état en t , ,  et celui-ci l'état en t'. 

C'est au  ~ r i n c i p e  de Huygens ainsi formulé qu'est consacré le 
présent travail. 

Mathématiquement, il se traduit par l'existence de certains 
groupes d'opérations ordinaires ou fonctionnelles. 

C'est ce qui a été remarqué, pour la première fois, par hl. Picard ( ' ) ,  
pour le cas où l'état du  système est caractérisé par une seule quantité y 
définie en fonction du  temps par une équation différentielle ordi- 
naire. Si, par exemple, celle-ci est du  second ordre et, pour prendre 
le cas le plus simple, ne contient pas explicitement la variable 
indépendante t, son intégrale générale sera de la forme 

et, en particulier, les valeurs de y et de y' pour t = t ,  $- h seront 

(l) Rendic. Cire. Mat. Palermo, 1895. 
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de la forme 

Il est clair que les transformations ainsi écrites, celles par lesquelles 
on passe des valeurs y,,, y(, aux valeurs y , ,  y',, forment un groupe 
à un paramètre h, et même un groupe dont toutes les substitutions 
sont échangeables entre elles : le produit des substitutions corres- 
pondant aux valeurs h e t  k du paramètre donne la substitution 
correspondant à la valeur h + k. 

M. Le Roux ( ' )  a signalé l'analogue de ce fait dans la théorie des 
équations aux dérivées partielles. Soit, par exemple, une équation 
linéaire aux dérivées partielles du second ordre à une seule incon- 
nue (') u et a trois variables indépendantes a, y, t .  Supposons-la 
hyperbolique et telle qu'une solution en soit bien déterminée par les 
données de Cauchy relatives à la multiplicité t = t ,  = const., 
c'est-à-dire par les conditions 

Dans ces conditions, si l'on pose 

(1) t ,= C o + -  h ,  

les quantités analogues à f et à g, mais relatives à t = t , ,  

seront déterminées lorsqu'on se sera donné: les fonctions f et g: 
c'est-à-dire qu'elles seront de la forme 

(l) Journ. de Math., 5e série, t .  IX, 1903, p. 403-455; particulièrement no 22, 
p. 434. 
(2) M. LE ROUX (.!OC. cd. )  traite le cas général d'un nombre qiielconque d'équations 

à un nombre quelconque d'inconnues. 
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U et V étant des fonctionnelles ( ' )  de f ,  g ,  lesquelles sont aussi 
fonctions de s, y, t , , ,  h. 

S'il se trouve que les coelricients de l'équation sont indépendants 
de t ,  on peut simplifier les équations précédentes en faisant abstrac- 
tion de l'équation ( r )  et supprimant, dans les équations (z), la 
mention de la quantité tu .  La transformation porte alors exclusive- 
ment sur les fonctions f et. g (à l'exclusion de la quantité t , ,) .  

Laissant de côté ce cas particulier, il est clair que les surfaces 
t = const. peuvent être remplacées, dans ce qui précède, par n'im- 
porte quelle autre catégorie de surfaces, pourvu qu'elles soient 
propres à la définition d'une solution de l'équation aux dérivées 
partielles par les données de Cauchy. Tout couple de pareilles 
surfaces S définit une transformation fonctionnelle T telle que 
celles que nous venons de considérer et  toute famille de surfaces 
semblables un groupe de transformations T. 

Les surfaces S propres à porter des données de Cauchy, de manière 
à définir une solution de l'équation, sont celles dont le plan tangent 
coupe un cône caractéristique (ayant pour somniet un point infini- 
ment voisin) suivant une ellipse. Un cas limite est celui de surfaces 
caractéristiques : dans ce cas, les données de Cauchy peuvent (') 
(sans perdre leur caractère de données de Cauchy) être réduites 
à une seule, - la valeur de l'inconnue u en chaque point. Le passage 
d'une surface caractéristique à une autre se traduira encore par 
une transformation fonctionnelle, cas limite de T, que nous dési- 
gnerons par  T,, et à toute famille de caractéristiques correspondra 
un groupe de transformations T,,. 

Mais, d'autre part, on sait ( " )  que le prohléme de Cauchy n'est 
nullement le seul qui puisse se poser relativement à une équation 
aux dérivées partielles du  type considéré. Les données peuvent 
être portées par deux portions de surfaces différentes limitées 
toutes deux à leur intersection, dont l'une S aura, par rapport 
au  cône caractéristique, la situation sus-indiquée, -- et portera 

(l) Voir nos Leçons sur le Calcul d ~ s  \'arirctions ou les L e p n s  d'Llnc~lyse for~ctionnello 
de M. Paul LÉVY. 

(%) Cf. Y ,  no 113. 
(3) Voir Les problèmes cairn: limites dans lu thiorie des équations u u . ~  dérivées partielles 

(Journ. de Phys., 1906, e t  Y ,  Livre 1, nos 23 et suivants.) 
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des données de Cauchy, tandis que l'autre L ne vérifiera pas la 
même condition (le plan tangent en un quelconque de ses points 
coupant un cône caractéristique voisin suivant une hyperbole) : 
sur cette dernière, les données devront être du  genre de Dirichlet, 
par exemple, les valeurs de l'inconnue en chaque point. C'est ce 
qui porte le nom de problème mixte. 

Il est clair qu'un tel problème donne lieu, sous le point de vue 
qui précède, à deux catégories de transformations, l'une corres- 
pondant au changement de la surface S et analogue dans une certaine 
mesure à T, l'autre correspondant à un changement de X et que 
nous pouvons appeler transformation U. 

On obtient encore le problème mixte, sous une autre fornie 
(équivalente à la première, comme il est aisé de s'en convaincre, 
moyennant la résolution d'un problème de Cauchy), en rempla- 
çant S par une portion de surface caractéristique S, (toujours limitée 
à son intersection avec L). Une solution u de l'équation peut alors 
être considérée comme déterminée par les valeurs qu'elle prend 
sur S, et celles qu'elle prend sur 1. 

Ceci donnera encore lieu à deux sortes de transformations : les 
unes, correspondant au changement de S,, ressembleront ainsi 
aux transformations T,,; les autres correspondront à un changement 
de Z et seront encore appelées transformations U. 

Le calcul de la solution du  problème de Cauchy ou du  problème 
mixte à l'aide des données s'effectue, comme l'on sait, par des 
intégrales définies faisant intervenir certaines quantités auxiliaires 
convenables (solution élémentaire, fonction de Riemann, fonction 
de Green, etc.), le fait que les transformations telles .que T, T, 
ou U forment des groupes se traduit  par des équations intégrales 
auxquelles satisfont les quantités en question. 

J'ai formé, dans un travail précédent ( ') ,  celle qui correspond à 
l'équation classique de Laplace 

et  à la transformation T,, équation intégrale vérifiée par la fonctioii 

(l) Bulletin de la Société, t. XXXI, 1903'. 
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de Riemann u(x ,  y ;  J',  y'). Si (x', y'), (a, y) saut deux points dii 
plan; .z = x, une caractéristique de I'uii drs systèmes passant entre 
ces deux points, on a 

Il est clair que toutes les autres formes d'équations hyperboliques 
(et même paraboliques) et  toutes les transforniations ci-dessus consi- 
dérées qu'on peut leur appliquer fournissent des relations analogues. 

Les équations du type elliptique elles-mêmes permettraient d'en 
obtenir. Soient C, Cf deux contours dont le second soit intérieur 
au premier; G ( s ,  y ; E ,  q),  G' ix, y ;  E, q )  les deux fonctions de Green 
correspondantes; on aura pour deux points M, N intérieurs à C', 

ce qui peut nianifesternent être considéré comme une transfoi'niatiori U. 
Il est clair que des faits analogues se présenteront quel que soit 

le nombre des variables indépendantes. Nous formerons, un peu 
plus loin, les relations correspondantes. 

De telles relations expriment des propriétés analytiques de quan- 
tités telles que la fonction de Riemann. J'ai montré, dans le travail 
cité, il y a un instant, qu'on obtient effectivement ainsi, dans les 
deux cas classiques de l'équation des télégraphistes et de l'équation 
d'Euler et de Poisson, de véritables théorèmes d'addition intégraux 
pour la fonction de Bessel et  pour la fonction hypergéométrique. 
Le premier de ces théorèmes avait déjà été obtenu directement 
par M. Caillier, de Genève, qui en avait fait la base d'une nouvelle 
et très élégante théorie de la fonction de Bessel ( ' ) .  A ma demande, 
le profond géomètre, dont la Science ne saurait trop déplorer la 
perte prématurée, voulut bien étudier de même le théorème relatif 
à la série hypergéométrique ('), et obtint, par voie directe, une série 

i l)  Bull. Sciences math., zU série, t,. 33, 1899, p. 26-48 et  luémoires de la Société 
de Physique de Genève, 1904. 

,2) Bull. Sciences math., 2 e  série, t. 30, p. 20-30 e t  L'enseignement mathématique, 
t. 21, 1920, p. 255-239.  
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de formules qui comprennent celle que j'avais écrite comme cas 
particulier. 

Ce sont, sernble-t-il, des considérations du  même genre appliquées 
à l'équation de la chaleur, qui ont conduit AI. F. Bernstein au  
remarquable théorème intégral relatif à la fonction thêta dont il a 
développé les conséquences dans les Sitzungsberichte de l'Académie 
de Berlin et les Proceedings de l'Académie d'Amsterdam ( ' ) .  

On sait, d'autre part, que la belle théorie de la composition des 
noyaux développée par M. Volterra conduit à de tels théorèmes 
d'addition, et il serait intéressant de  rechercher les relations qui 
cxistent entre les deux ordres de résultats. 

II. 

Dans le travail actuel, je me propose d'appliquer ces relations 
intégrales, non à l'obtention de nouvelles propriétés analytiques 
des expressions dont il s'agit, mais à la connaissance de leur domaine 
d'existence, et  à leur prolongement analytique. 

Considérons d'abord, pour prendre le cas le plus simple, l'équa- 
tion de Laplace (e) et la fonction de Riemann correspondante. Cette 
dernière est définie autant  qu'on le sait (outre l'équation aux déri- 
vées partielles à laquelle elle satisfait) par la connaissance de ses 
valeurs le long des deux caractéristiques issues du  point (x', y'). 
Dans les Leçons classiques de Darboiix ('), ceci conduit à la calculer 
par l'application de la série de Taylor et du  calcul des limites, 
c'est-à-dire dans un domaine forcément plus restreint qu'il ne convien- 
drait. Même si les coefficients de l'équation (et par conséquent 
aussi les exponentielles qui font connaître les valeurs de la fonction 
de Riemann sur les deux caractéristiques précédemment mention- 
nées) sont dépourvus de toute singularité réelle, la différence 
d'abscisses et la différence d'ordonnées entre les deux points dont 
dépend cette quantité ne peuvent dépasser, dans ces conditions, 
une certaine quantité 1 (en général en relation avec les singularités 
imaginaires des coefficients). 

(l) Sitzungsber., Berl., t. XL, ~ g a o ,  p. 7 3 5 :  Procredinps, Amst.,  t. XXJII, r p r ,  
p. 817. 

(') Tome 11, Livre IV, no 364. 
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Cette dificulté, il est vrai, n'existe plus aujourd'hui, grâce à la 
méthode des approximations successives de M. Picard, laquelle 
permet de résoudre le même problème par des opérations conver- 
gentes dans tout  rectangle (parallèle aux axes) où les données sont 
elles-mêmes régulières ( ' ) ;  mais, dans ce cas simple, il n'est pas 
sans intérêt de remarquer qu'elle pouvait être levée ( 2 )  par l'emploi 
de la formule intégrale ( 3 ) ;  celle-ci permet évidemment, une fois o 
définie dans un  certain carré de côté 1, de la définir dans un carré 
voisin analogue, et  de continuer ainsi dans toute région où les 
données de la question restent régulières et où, par conséquent, 
comme l'on sait, 1 a un minimum différent de zéro. 

La question se présente moins simplement lorsque le nombre des 
variables indépendantes dépasse deux, du  moins dans le cas hyper- 
bolique auquel je m'attacherai particulièrement (:') . Il faut alors 
introduire la solution élémentaire, analogue au potentiel élémen- 

1 
taire r 

E n  ce qui concerne la formation et l'usage de cette quantité, je 
renverrai le lecteur à trois Mémoires précédents publiés dans les 
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure et  dans les Acta 
mathematica ( ' j ,  ainsi qu'aux Lectures on Cauchy's problem. On a 
d'abord à construire le conoïde caractéristique (') ayant pour 
sommet le point arbitraire a(al,  a2, . . . , a,,,) de l'espace à rn dimen- 

(l) Cette méthode figure dans l a  deuxième édition du Tome II de Darboux 
(no 365), voir aussi le fasc. 1 des Cahiers Julia par M. E. Picard. 

(2) La seule autre démonstration proposCe dans ce but à notre connaissance est 
celle de M. Andrae (Thèse, Gottingue, 1903, p. 8-10), laquelle ne nous parait d'ailleurs 
pas irréprochable. 

(7 Le cas elliptique est justiciable des recherches de E. E. LEVI (Circolo di Palermo) 
et  de Hilbert (Grundaüge, 6e Partie). 

(4) Annales SC. Éc. Norm. sup., 3e série, t. XXI, 1904, et  t .  XXII, 1905 (ces deux 
Mémoires seront désignés dans ce qui suit par AEl et AE,). Acta mathematica, t .  XXXI, 
1908 (désigné dans ce qui suit par AM). Les notations de AM diffèrent de celles de AE, 

1 
ou AE2 par l'introduction du facteur = dans la solution élémentaire v ;  celles de Y 

\ l A l  
(et du présent travail) diffèrent des précédentes par le changement de 'T en -t'. 
D'autre part, en vue de notre objet actuel, nous avons dû changer la notation en cr 
qui regarde les dondes  de Cauchy. 

(6) AE, no 6; Y, L i ~ r e  II, Chap. III, no 58. 
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sions et même, d'une manière plus précise, le premier membre L 
de son équation. Si 

est l'équation aux dérivées partielles (les Ai,,, les B;, C et f étant des 
fonctions données de nos variables indépendantes x , ,  x,, . . ., xi,,), 
A désignant la forme quadratique (( caractéristique » 

la forme réciproque (forme adjointe de A,  divisée par le discri- 
minant A de A) ,  ï n'est autre que le carré de la distance géodésique 
entre le point a et le point arbitraire x (x , ,  . . . , x,,,) comptée relati- 
vement à l'élément linéaire 

Cette quantité ï a donc, suivant les puissances des m quan- 
tités (xi - a;), un  développement qui commence par des termes 
du  second ordre (termes qu'on obtient en remplaçant les Ei 
par (x; - a;) dans la forme quadratique H). Elle satisfait à I'équa- 
tion aux dérivées partielles 

dl' dl? 
. - ;  OX, . . ,  L,,,l-qr. 1 - 

La quantité ï étant ainsi formée, deux cas sont à distinguer : 

10 Si m est impair, la solution élémentaire de pôle a est, parmi 
les solutions de l'équation aux dérivées partielles, ou plutôt, lorsqu'on 
la considère comme fonction des x, de l'équation adjointe 

celle qui a la forme 
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où le numérateur V est régulier au voisinage d u  point a et y prend 
I .  la valeur = 

L 

2 O  Si m est  air, soit m = 2m, ,  la solution élémentaire n'est plus 
en général de  la forme ( 5 ) ,  mais bien de la forme 

1 
les fonctions V et '33, dont la première prend encore la valeur - \m 
au point a,  étant régulières. Cette condition, ici encore, détermine 
entièrement la fonction '7; mais il n'en est pas de même de V auquel 
on peut ajouter le produit de la fonction (régulière dans ce cas) r"'. par  
n'importe quelle solution régulière de l'équation. 

Quelle que soit la parité de m, l'expression ainsi formée satisfait 
à la relation d'échange ( '), c'est-à-dire que, par l'échange simul- 
tané de l'équation donnée (privée de second membre) avec son 
adjointe et  du point x avec le point a, elle ne change pas (à l'élément 
arbitraire près qu'elle comporte dans le cas de m pair). Il en résultc 
que, considérée comme fonction du  point a, elle satisfait., si m est 
impair, à l'équation proposée (E) avec f = o. Si m est pair, cette 
même propriété (ainsi que celle de vérifier l'équation adjointe 
lorsqu'on la considère comme fonction des x) appartient à la fonc- 
tion V, coefficient du  logarithme, laquelle peut d'ailleurs être iden- 
tiquement nulle, comme il arrive dans le cas de l'équation classique 
des ondes sphériques. 

Les solutions élémentaires ainsi définies permettent de calculer 
la solution d u  problème de Cauchy, lorsqu'on les introduit dans la 
formule fondamentale, à savoir celle qui, pour deux solutions régu- 
lières, l'une u de l'équation (E), l'autre v de l'équation (&), 

du du 
Dans cette formule, d; et désignent respectivement les déri- 

(') Cf. DARBOUX, ZOC. cit., no 359 de la deuxième édition. 
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vées de u et u suivant la direction transversale à S (direction conor- 
male de M .  d7Adhémar), direction conjuguée du  plan tangent à S 
par  rapport au cône caractéristique représenté par l'équation tangen- 
tielle A = o ou l'équation ponctuelle H = o. Plus précisément, la 

d 
dérivation - est définie par les formules 

d'i 

OU n I ,  n2, . . . , ni,& désignent les cosinus directeurs de la normale à S, 
si dS désigne à la manière ordinaire l'étendue de l'élément d'hyper- 
surface. hlais, comme ce sont seulement les produits n i d s  qui 
interviennent dans les formules, on peut tout  aussi bien prendre 
pour les r,; des quantités proportionnelles aux cosinus directeurs 
en question, à condition de modifier en conséquence la valeur de d S  
par  l'intervention d'un facteur convenable. Par  exemple, si G ( x )  = o 

d G 
est l'équation de S, on peut prendre x i=  - à  condition de rempla- 

dx-i 
dT 

cer d S  par la quantité dSG ou encore (quotient de l'élément de 

volume d T  par d G )  dont on obtient la valeur en divisant l'élément 
dG 

d'hypersurface dS par la dérivée normale d;l gradient de G. 

Ces conventions interviennent également dans le calcul de la 
quantité L, dont l'expression est 

Le symbole SSS qui se réduirait a i JJJ si l'on avait m = 3 1 
désigne une intégration m-uple dans ilne portion T d'espace (dans 
toute laquelle la régularité de u et de u est pour le moment supposée) 

limitée par une hypersurface S ;  le symbole SS qui, dans l'espace ( 
ordinaire, se réduirait à Il) représente une intégration (rn - 1)-uple 

suivant S. 
Si maintenant, m étant d'abord supposé impair, (m = 2 ml + 1) 

au  lieu de supposer la fonction u régulière, on la remplace par la 
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solution élémentaire (5) de pôle a et que, en même temps, le 
domaine d'intégration soit limité d'une part  par S, d'autre part 
par le conoïde caractéristique r de sommet a (voir la figure schéma- 
tique ci-dessous), la valeur commune des deux membres n'est plus 
nulle, mais fait, au contraire, connaître celle de u,,, savoir (le coefi- 

Fig. 1 .  

a 

cient I(Z,,-, du premier membre représentant l'aire de l'hypersphère 
de rayon I dans l'espace à m - 2 dimensions) 

où u e t  u' représentent les valeurs (supposées données) de u e t  de 
du 

sa dérivée transversale en un point arbitraire de S et où l'inté- 

grale S S  est étendue à la portion S de intérieure au  conoïde 
caractéristique. 

Toutes ces intégrales (sauf, si m = 3, le premier terme du second 
membre) doivent, dans la formule précédente, être entendues au  
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sens que j'ai expliqué dans mes Mémoires précédents ( '). La quan- 
t i té u étant [d'après (5)] infinie le long du  conoïde caractéristique, 
et cela (du moins pour m 2 5 )  d'ordre supérieur à I (mais toujours 
fractionnaire) les intégrales en question n'ont, au point de vue 
classique, aucun sens. Si on limite le domaine d'intégration par  
I'hypersurface r = E, l'intégrale ainsi obtenue augmentera indéfi- 

niment avec 1. Mais j'ai montré, aux endroits cités, qu'il convient 

de lui ajouter une intégrale de frontière convenable, - savoir 
s'il s'agit de l'intégrale S S S qui constitue le premier terme, une 
intégrale ( m  - 1)-uple SS étendue à 1' = E ;  s'il s'agit du  second 
terme S S, une intégrale (rn - 2)-uple S étendue à l'intersection 

1 
de 1' = E avec S - devenant également infinie avec ; dans des 

conditions telles que le résultat total tend vers une limite parfai- 
tement déterminée lorsque E tend vers zéro. C'est cette manière 
d'opérer qui est exprimée par le symbole 1-. 

Les intégrales ainsi généralisées n'ont pas les propriéth habi- 
tuelles qui s'expriment par des inégalités. Au contraire, on peut 
généralement leur appliquer toutes les égalités auxquelles satisfont 
les intégrales ordinaires. Mentionnons en particulier ce que devient 
pour elles le calcul classique d'une intégrale multiple par quadra- 
tures superposées (7, c'est-à-dire par séparation des variables en 
deux groupes, les unes s,, x, . . . , x,, étant d'abord laissées constantes 
pendant qu'on effectue une première quadrature par  rapport aux 
variables restantes x,)+,, . . ., x ,,,. Ce mode de calcul est légitime, 
tout  comme pour les intégrales ordinaires, t an t  que la multipli- 
cité x, = const., x, = const., . . ., x, = const. coupe toujours la 
multiplicité (ici le conoïde caractéristique) le long duquel la fonction 
à intégrer devient singulière, sous un angle fini. Si, au  contraire, 
cet angle est susceptible de tendre vers zéro, il faut (:'),au moins 
dans la partie correspondante du  domaine d'intégration, changw 
de variables de manière à éviter cette circonstance. 

(l) AE,; AM; Y, Livre III, Chap. 1. 
(2) Y, Livre III, no8 88 et  suivants. 
(3) Pour un exemple de cette manière d'opérer, voir Y, Livre IV, nos 138 et suivants. 
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Le problème relatif à m impair est ainsi complètement résolu 
par la formule (6), si l'on sait former la solution élémentaire v.  

Lorsque les coeficients sont analytiques, le numérateur V de 
cette quantité se développe ( ' )  en une série ordonnée suivant les 
puissances de ï, laquelle converge tan t  que les deux points qui y 
figurent sont suffisamment voisins, ou même ( Y ,  no 180, p. 290) 
dès que r est suffisamment petit. 

On peut également (') obtenir la solution du problème de Cauchy 
et définir la solution élémentaire par un usage convenable des 
équations intégrales. Cette dernière méthode est valable dans tout  
domaine où la géodésique joignant nos deux points et ,  par consé- 
quent, la distance géodésique de ces deux points peuvent être 
considérées comme déterminées d'un manière complètement univoque. 

Il n'en est pas de même de la première méthode, c'est-à-dire de 
l'expression de V sous forme de série entière. La restriction apportée 
à la valeur absolue de r est évidemment essentielle, dans le cas 
général, pour la convergence de cette série. 

Par  contre, une première expression de V (et,  par suite, de v )  
étant ainsi acquise pour le cas de deux points sufisamment voisins 
l'un de l'autre, les principes posés dans ce qui précède vont nous 
permettre d'en effectuer le prolongement dans des domaines pour 
lesquels cette condition de voisinage n'est plus vérifiée. 

Supposons, pour fixer les idées, que la dernière variable x,,, soit 
une variable-temps au sens de la théorie de la Relativité et les m - I 
premières des variables d'espace, de sorte que toute ligne x ,  = const., 
x2 = const., . . . , x,,+, = const. soit intérieure au conoïde caractéris- 
tique ayant pour sommet l'un quelconque de ses points et que 
toute surface x,,, = const. ait, au contraire, son plan tangent en un 
point quelconque extérieur au cône caractéristique correspondant 
et soit coupée, au moins dans la région où l'on opère, par un conoïde 
caractéristique quelconque suivant une multiplicité fermée (:'). 

(l) AE, nos 9-10; Y, Livre II, nm 61 e t  suivants. 
(') C. R. Acnd. Sc., t. CLXX, p. 149; Y, Livre IV, no 183 e t  suivants. 
(3) Il  es t  sous-entendu qu'il s'agit d'une équation appartenant au  t y p  hvper- 

bolique normal (Y,  Livre 1, no 22), c'est-à-dire telle que la  forme caracteristique se 
compose d'un SPUI carrh positif ~t de rn - I carrés nepatifs, les régions intirieures 
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Convenons aussi d'employer indifféremment la notation x,,, ou la 
notation t pour désigner la dernière variable. La région de validité 
du développement de V en série entière par rapport à ï peut être 
considérée comme caractérisée par le fait que la différence des t 
correspondant respectivement aux deux points intéressés soit 
inférieure en valeur absolue à un certain nombre positif 1 (cette 
condition étant sufrisante pour en entraîner d'autres analogues 
relativement aux m - I autres coordonnées, en vertu de la condi- 
tion ï 2 O ) .  

Soit un premier point, que nous désignerons par la notation O 

et que nous prendrons comme sommet d'un premier conoïde caracté- 
ristique I', (voir la figure ci-après). Coupons ce conoïde par une 
première surface S , ,  par exemple une surface t = const., - déli- 
mitant avec lui une portion fermée T d'hyperespace, entièrement 
intérieure à la région où le développement en série de la solu- 
tion élémentaire qui a son pôle au point O est convergent, - ce 
qui arrivera, par exemple, si S, est la surface t = const. = t , ,  
avec 1 t ,  - t,, < 1. La valeur d'une solution régulière quelconque u 
de l'équation (E) au  point O sera exprimée à l'aide des valeurs u ,  

du 
et u, = - de u et  de sa dérivée transversale en un point quelconque 

dv 

de SI (ou, plus exactement, de la portion 5 de SI intérieure à r,) 
par la formule ( '  ) 

dans laquelle v o l  est valeur de la solution élémentaire formée avec 

à un conoïde caractéristique T = O btant, dans ces conditions, celles qui corres- 
pondent B r > o. L.es hypothèses géométriques ainsi énoncées ne sont d'ailleurs pas 
les seules nécessaires à la validité du raisonnement e t  il y aurait lieu de préciser ces 
dernièies : c'est ce dont je me dispenserai cependant pour le moment, ces hypothèses 
étant sufisantes pour toutes les équations h coefficients constants e t  pour toutes les 
équations qui ne diffhent pas trop des équations i coefficients constants. 

(l) Il nous arrivera, pour simplifier, de surmonter du symbole r le numko  d'une 
formule au lieu d'en affecter toutes les intégrales qui, y figurent. 
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les deux points ( ' )  O, I e t  dT, l'élément de volume d z , ,  dz,, . . ., dz,,, 
décrit par le point I .  

Coupons maintenant le même conoïde ï, par une seconde surface 
analogue S, (voir figure ci-après), sur laquelle r, découpe une - 
portion S, limitée en tous sens, de manière à enfermer un volume 

limité T2. Il n'arrivera plus, en général, que les points de S, soient 
dans la région de validité du développement de o,, mais il pourra 
arriver que ceux d'entre eux qui sont intérieurs au conoïde caracté- 
ristique ayant pour sommet un point quelconque I de S ,  soient 
toujours dans la région où converge le développement en série de la 
solution élémentaire ayant pour pôle ce point I : pour qu'il en soit 
ainsi, il nous suffira, par exemple, si S, a pour équation t - t , ,  
de supposer que S, a pour équation t - const. - t .) ,  avec 1 t ,  - t ,  > 1, 
mais 1 t 2  - t ,  , < 1. 

Si cependant nous imaginions que, par un procédé quelconque, 
la définition de u, soit connue dans tout  T? ,  , nous pourrions consi- 

du 
dérer u comme défini par les données de Cauchy u, et u' = d;;, 

relatives à Si, cette définition étant valable au point O ;  et u,, serait 
donné par  la formule 

k ( - 1 ) f 1 L ' 5 5 Q  ,,L- ;:u,=- SSS.r,v,,, f dT 

Mais, en tout cas (que nous puissions ou non parler de v,?), moye~inarit 
,es hypothèses énoncées ci-dessus, la définition de u à l'aide des 

données relatives à S, s'appliquera en tout  point de 5 , .  Donc pour 
un tel point, on aura 

( ' )  Dans ce qui suit, la  quantité o affectée des indices de deux points satisfera à 
l'équation donnée (E) (privée du  second membre) par rapport aux coordonnées du 
point correspondant au premier indice et à l'équation adjointe (6) par rapport aux 
coordonnées du  second point. 
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où $ est la portion de S,, T. la portion de T, intérieure au conoïde 
de sommet I ; et, pareillement, nos intégrales généralisées admettant 
la différentiation sous le signe intégral, u' sera donné par  la formule 

- 
Reportant ces valeurs dans 1(7~) nous aurons l'expression de u,, 

par des intégrales où figureront, outre la valeur f en un point quel- 
conque de T, : 

I O  La valeur de la même fonction en un point quelconque 2 de 
la région T. - T, comprise à l'intérieur de I', entre les deux 
surfaces S,  et S, ; 

2 O  Les valeurs de u, et de ui en un   oint quelconque de 3,. 

Fig. 2. 

Les valeurs de f dans T ,  entreront par l'intégrale m-uple 
correspondante - S S Sr,, laquelle ne subira pas de transformation. 
Quant aux valeurs de f dans T, -T,,  de U, et de u? sur S,, elles figure- 
ront par des intégrales ( 2  m)-uple, (2 m - 1)-uple et (2 m - z)-uple 
étendues t an t  à la variation du point 2 qu'à celle du point I .  - 

D'après 1 (B),  o,?, s'il existe, n'est autre, au facteur (- r)""iiQ,,,, 
près, que le coefficient de ---f, dT, ou celui de u, dS, dans l'expres- 
sion ainsi obtenue. Les deux résultats concordent e t  donnent 
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La sommation est étendue cette fois à tous les points de S ,  dont 
le conoïde caractéristique contient un point 2 déterminé, c'est-à- 
dire à tous ceux qui sont intérieurs au  conoïde (nappe ascendante, 
si la nappe de r,, à l'intérieur de laquelle nous opérons est descen- 
dante) de sommet 2. Suivant les cas, ce domaine d'intégration 
comprendra donc toute la trace du  conoïde de sommet 2 sur S, 
(comme le montre la figure de droite) ou une partie seulement 
de cette trace, le conoïde ayant été partiellement arrêté à sa 
rencontre avec ï, (figure de gauche) ( ' ) .  

Inversement si, dans toute la région située au delà de S, à I'inté- 

rieur de r,,, nous définissons la quantité v,, par la formule ($), 
il résulte de tout ce que nous venons de dire que cette définition 
ne sera jamais en contradiction avec celle de la solution élémentaire 
supposée connue par ailleurs, et  qu'elle en constituera donc légiti- 
mement le prolongement analytique. 

Il y aurait, il est vrai, des réserves à faire sur le calcul précédent 
en ce qui regarde tout  point de S, tel que la trace de son conoïde 
sur S,  soit tangente à celle de ï,, puisqu'un contact de cette espèce 
peut mettre en défaut, comme nous l'avons vu, la légitimité du  
calcul par quadratures superposées et par conséquent celle de l'inter- 
version des intégrations. Autrement dit, si par l'intersection de S i  
et  de I', nous menons une caractéristique (distincte de r,) de notre 
équation, c'est-à-dire une surface G (x) = O solution de l'équation 
aux  dérivées partielles du  premier ordre 

notre calcul peut être mis en défaut le long de l'intersection de 

cette nouvelle caractéristique avec S2. Il y aurait évidemment lieu 
de discuter de plus près ce qui se passe à ce niveau. J e  n'entre- 
prendrai cependant pas ici cette discussion, mon but étant simple- 

(l) Précédemment (Y, no ISZ) j'avais étudié cette question du prolongement, niais 
cn raisonnant sur la fonction régulière V et non sur u. Les calculs obtenus en se p l a ~ a n t  
sous ce point de vue, sont analogues à ceux du texte, mais iinpliqiient la connaissance 
de V, au delB même de S,, sur la surface de I',, ce qui ne permettrait pas d'en tirer 
les conclusions dévelopées ci-après. 
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nient pour le moment de montrer l'existence du prolongement 
analytique demandé. A cet égard, les raisonnements précédents 
sufisent en toute rigueur, si l'on prend soin de prendre pour f,, u?, u', 
des quantités s'annulant dans toute une région (si petite soit-elle 
d'ailleurs) au  voisinage de la caractéristique G = o. Le prolonge- 
ment analytique pourra d'ailleurs être calculé même dans cette 
région : il sufira évidemment de modifier en conséquence la surface 
(arbitraire) S I .  

Un tel prolongement pourra d'ailleurs éventuellement être recom- 
niencé un plus ou moins grand nombre de fois, les valeurs calculées 
sur S, permettant de même le calcul sur une surface analogue 
plus éloignée S3, et  ainsi de suite. 

III. 

Mais ici se présente une circonstance nouvelle et qui peut, à 
mon sens, conduire à des conséquences analytiques remarquables. 

Le calcul de la solution élémentaire v, ,  tout  d'abord par déve- 
loppement en série, repose essentiellement sur celui de la distance 

géodésique JÏ? entre les dehx  oints considérés. Soit menée, par  
le point O, une géodésique arbitraire dont la direction initiale 
dépendra de m - I paramètres, h l ,  A,, . . ., A ,,,-,, et soit pris sur 
cette ligne un point I : les coordonnées xi de ce point seront fonctions 
de Il, . . . , hl,,-, et  d'un paramètre ( ' )  s déterminant sa position sur 
la géodésique. On  ne pourra prendre le point I que dans la région où 
les équations ainsi écrites seront résolubles par rapport à h l ,  . .., A,,-, , S.  

Il faudra donc, à titre de condition nécessaire sinon sufisante, 
que le déterminant fonctionnel 

soit différent de zéro (le point O excepté). Non seulement il en est 
ainsi pour le calcul par série entière, mais également pour la seconde 

(l) Par exemple, l'arc or, au sens ordinaire du mot. On ne peut pas employer l'arc 
compté à partir de l'élément linéaire H, parce qu'il s'annule identiquement le long 
de L. 

HADAMARD. - J U B I L ~ .  i 2  
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expression que nous avions également obtenue par la solution d'une 
équation intégrale. L'un et l'autre impliquent en effet la formation 
de la quantité I', et celle-ci cesse d'être bien définie lorsque la condi- 
tion ci-dessus énoncée n'est plus vérifiée ( ' ) .  

Or, dès qu'on abandonne le cas où les formes quadratiques A 
et H sont à coeficients constants, il n'y a, comme on le sait, aucune 
raison pour que cette condition ait lieu constamment et au contraire, 

f 
le point O admet en général, sur chacune des géodésiques qui en 
sont issues, un foyer conjugué, lequel est précisément défini par 
la condition J = o. 

Il n'est même plus exact, aujourd'hui, de dire que de tels éléments 
linéaires à coefficients variables n'ont pas un intérêt physique 
sufisant pour justifier leur étude approfondie. 

Enfin, s'il est vrai que les milieux à indice de réfraction continû- 
ment variable ne se prêtent pas assez bien à l'expérimentation pour 
permettre d'observer les singularités dont il s'agit, il n'en est pas 
de même des systèmes de rayons réfléchis, pour lesquels ces singu- 
larités sont d'expérience courante, et qui relèvent pourtant, comme 
on va le rappeler dans un instant, de considérations toutes semblables 
aux précédentes. 

Or, pratiquement, les singularités ainsi observées dans la forme 
des ondes lumineuses ne donnent lieu à aucune dificulté particu- 
lière dans l'étude de la propagation ('), au  lieu que les problèmes 
d'Analyse correspondants semblent, comme nous venons de le 
voir, mettre en défaut nos méthodes de calcul. 

Le fait  analytique remarquable qui ressort des considérations 
précédentes est que, en réalité, la solution élémentaire est encore 
définissable et  peut être appliquée à la résolution du problème de 
Cauchy, là même où le déterminant désigné plus haut par J n'est 
plus différent de zéro. 

Supposons, comme précédemment, que la solution élénientaire O, 
ayant son pôle au point O ait pu être définie dans tout  le volunie 

(l) Le premier terme du développement de V suivant les puissances de I' devient, 
d'autre part, imaginaire, lorsque J change de signe [cf. Y., no 169, formule (72)]. 

(') Notons toutefois, sous ce point de vue, les changements brusques de phases 
au foyer des systèmes optiques étudiés par M. Gouy. 
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désigné plus haut par T l  jusques, et y compris, la surface S I .  Traçons 
encore une seconde hypersurface Sa  extérieure à T, e t  délimitant 
avec 1', un nouveau volume T,. Entre S, et S,, les géodésiques 
issues du point O pourront fort bien présenter des foyers conjugués, 
et  par  exemple, le conoïde ï, pourra offrir des points et des lignes 
singulières; mais nous admettrons, comme plus haut,  que SI et S2 
sont assez voisines pour que la valeur de u , ,  soit définie relative- 
ment à un point quelconque S I  combiné avec un point quelconque 
de S, (pourvu que chacun de ses points soit intérieur au  conoïde 
issu de l'autre). 

Dans ces conditions, la formule (9) fera connaître la valeur de vu, 
(et cela moyennant une petite déformation de S I ,  même aux points 
situés sur la carctéristique précédemment désignée par G = O) et 
l'expression ainsi formée de v ,  permet encore la résolution du 

problème de Cauchy par la formule 6. 
La quantité v O 2  ainsi obtenue n'est d'ailleurs différente de zéro 

que si le conoïde de sommet 2 a une partie commune avec S I  : cette 

condition définit une portion de S,. 
Soit maintenant S, une nouvelle hypersurface située de manière 

analogue aux précédentes et, plus précisément, de manière à enclore, 

avec tout  conoïde ayant son sommet sur S,, un  volume limité en 
tout  sens. Si, en outre, nous la supposons assez voisine de S2 pour 
que, dans chacun des volumes dont nous venons de parler, la solution 
élémentaire ayant son pôle au sommet du  conoïde correspondant 
soit définie, la méthode précédente permettra encore de prolonger 
la définition de la fonction v,, (si du  moins les singularités de v u ,  
permettent l'exécution de nos intégrations) ; et ainsi de suite. 

Ainsi se trouve établi ce résultat que l'interprétation physique 
nous faisait prévoir, niais qui reste si paradoxal au  point de vue 
analytique. Il y aurait lieu, d'ailleurs, à tous points de vue, de le 
compléter par  l'étude de l'allure de la fonction u,  au  voisinage des 
singularités du  conoïde ï,. 

IV. 

L'étude de la réflexion dépend, au point de vue mathématique, 
de ce que nous avons appelé le problème mixte. 
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La surface qui porte les données se composera cette fois de deux 
parties, l'une S, de la même nature que celles qui se sont présen- 
tées jusqu'ici, c'est-à-dire obtenues en ne faisant varier que des 
coordonnées d'espace e t  telle par conséquent que son plan tangent 
soit toujours extérieur au  cône caractéristique ayant pour sommet 
le point de contact : surface Ç qui sera d'ailleurs limitée à une 
certaine frontière (variété m -- 2 fois étendue) Ln; l'autre 1, engen- 
drée au  contraire par la frontière en question (qui lui est ainsi 
commune avec S) lorsqu'on y fait varier une coordonnée-tenips, 
de sorte que, contrairement a ce qui arrivait pour S, son plan tangent 
est toujours sécant au  cône caractéristique au point de contact. 
Nous désignerons par u'L la portion d'espace à m dimensions ainsi 
limitée par S et 1. 

Sur S, on se donnera comme précédemment les données u et u' 

de Cauchy; sur Z, la seule valeur de u. 
Nous avons donné, au Congrès interna&nal des hiathématiciens 

à Strasbourg ( ' ) ,  une méthode propre à résoudre ce problème mixte. 
Outre la solution élémentaire v ,  ayant pour pôle un point arbi- 
traire O du  domaine (voir les figures ci-après), il convient d7intro- 
duire une autre fonction v,, également solution de l'équation 
adjointe dans le domaine T où elle est définie. Ce domaine s'obtient 
en coupant S par le conoïde caractéristique ï, ou plutôt par sa 
nappe qui est tournée vers S et  que nous appellerons, pour abréger, 
nappe descendante, puis traçant, par  la multiplicité d'intersec- 
section @, une seconde caractéristique G (sorte d'onde réfléchie) (=)  : 
il est compris entre X et G, ou, d'une manière plus précise, c'est 
la partie du domaine primitif qui est séparée du point O par G. 

m-2  La fonction v,, infinie d'ordre le long de G, est déterminée 

par la condition d'être en outre égale à v ,  en tous les points de X, 
de sorte que la somme algébrique 

(l) Pages 499-503 des Comptes rendus du Congrès. 
(') Il s'agit, ici encore, d'une onde rétrograde, c'est-à-dire obtenu(. en remontant 

le cours du temps e t  qu'on peut considérer comme déduite d'uni. onde ordinaire par 
le principe du retour inverse. 
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(analogue à la fonction classique de Green) s'annule le long de 
cette dernière surface. Si maintenant on convient que (u),, défini 
cornnie il vient d'être dit dans 7, doit être pris simplement égal à o ,  
dans le reste de la région T (portion de fl intérieure à la nappe descen- 
dante de l',), la solution du problème mixte est donnée par la formule 

où les intégrales sont étendues respectivement à T et aux portions 
de S et de 2 comprises à l'intérieur de la nappe descendante de ï,. 

L'existence de (v),, résulte de développements donnés ultérieure- 
ment ('), du moins (les coeficients étant supposés analytiques 
ainsi que la multiplicité 5) en tout  point sufisamment rapproché 
de P. La méthode n'est donc applicable, jusqu'à nouvel ordre, que 
si toute la région satisfait à cette dernière condition ('), ce qui 
exigerait que le point zéro ne soit lui-même pas trop éloigné de S ("). 

A cette objection, qui restreindrait gravement la portée de notre 
méthode, il peut être répondu exactement comme nous venons de 
le faire en ce qui concerne le problème de Cauchy. Le point O et 
la multiplicité 2 étant donnés, de sorte que la multiplicité peut 
être construite, soit S, une première position de S assez rapprochée (.') 

(1) AEI, no0 1-3 : Y, Livre II, no 53. 
(2) Dans l a  communication citée plus haut, au Congrès de Strasbourg (in fine), 

j'ai proposé un autre mode de calcul de la quantité V, sous forme d'une intégrale 
analogue à u n  potentiel de double couche, de manière à échapper à la restriction 
constat,ée dans le  texte. .Je dois toutefois ajouter que l'équation intégrale à laquelle 
on est ainsi conduit présente des difficultés particulikres e t  nécessiterait une étude 
spéciale. 

(3) Soit G une caractéristique menée par la frontière commune à S e t  à Z (onde 
au  sens ordinaire du mot, c'est-à-dire se propageant vers les t,emps croissants) e t  
limitée à ses lignes multiples. Le point O, s'il est au delà de G, ne devra pas en être 
trop éloigné. 

14) Il est bien entendu en ce moment que la  possibilité pour C de rencontrer S 
(ou SI\, - surface i l aqu~ l l e  elle serait alors arr6tée - n'est nullement exclii~. 
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de C en tous ses points pour permettre l'application de la méthode 
précédente, c'est-à-dire pour permettre la définition de (v ) , .  Soit S, 
une autre position de S, plus éloignée du point O que S I  e t  dont, 
par exemple, chaque point se déduira d'un point correspondant de S, 
en diminuant la coordonnée-temps d'une certaine quantité constante 
ou variable Z. Si S, est assez voisin de S I ,  c'est-à-dire si 1 admet 
un  maximum sufisamment petit, on pourra définir, en tout point 2 

de S,, la fonction (o), analogue à (o), obtenue en partant d'un point 

arbitraire de SI (toujours avec la condition que chacun des points I 
et 2 soit intérieur au  conoïde ayant l'autre pour sommet). On 
pourra écrire des relations toutes semblables à (7 ) ,  (S), (g), (g'), 
au  changement près de toutes les quantités o en (o). On pourra 
donc aussi écrire la formule correspondant à (9) : 

laquelle résout le problème. 
L'opération pouvant être recommencée un plus ou moins grand 

nombre de fois, e t  1 ayant, d'après les raisonnements connus, un 
minimum positif dans toute  région où les données sont régulières, 
on peut progressivement atteindre tout  l'intérieur d'une telle région. 

Ici encore, rien de tout  cela ne suppose la régularité de la surface S 
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dans toute la région où l'on opère. La quantité ( v )  sera donc définie 
e t  la formule ( I I )  applicable, même si, sur les rayons réfléchis, 
il y a des foyers conjugués d u  point o. L'étude de l'intégrale (3') 
permettrait de se rendre compte de l'allure de la fonction au voisi- 
nage de singularités de ce genre. 

Nous nous sommes jusqu'ici borné au cas de m impair. Les 
valeurs paires de m. donneraient lieu à des calculs sensiblement diffé- 
rents présentant des dificultés nouvelles et, par contre, un intérêt 
nouveau, ainsi que le montrerait déjà l'étude du  cas classique des 
ondes sphériques. 

Nous nous contenterons, dans le travail actuel, d'indiquer les 
principes à l'aide desquels le calcul doit être abordé, c'est-à-dire 
ce qui concerne la résolution du problème de Cauchy et du problème 
mixte. 

J'avais précédemment ( ' )  obtenu la résolution du problème de 
Cauchy pour m = 2 m ,  par ce qu'on peut appeler une (( méthode 
de descente », c'est-à-dire en ramenant l'étude de l'équation (E)  
à 2 m ,  variables à celle d'une équation à une variable de plus 

(El) 9, ( L I  

dont l'adjointe est 

( 81) gliv 

Soit ( a , ,  a,, . . . , a ,,,, c) un point arbitraire de l'espace à m + I dimen- 
sions, c désignant la valeur prise en ce point par  la coordonnée 
supplémentaire z. La forme caractéristique relative à la nouvelle 
équation (Er)  étant 

le conoïde caractéristique dans l'espace à m + I dimensions a pour 

(1) AM, 5e Partie; Y ,  Livre IV. 
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équation 

ou le premier membre ï' vérifie, bien entendu, l'équation 

A la multiplicité m - I fois étendue S de l'espace à m dimensions 
correspondra, dans le nouvel espace, la multiplicité cylindrique S' 
qui a S pour section droite, c'est-à-dire celle qu'on obtient en 
associant aux coordonnées x d'un point arbitraire de S, successi- 
vement, toutes les valeurs réelles de z .  Le problème de Cauchy, 
posé pour l'équation (E)  relativement à la multiplicité S, est entiè- 
rement équivalent à celui qu'on peut se poser relativement à l'équa- 
tion (El) et  à la n~ultiplicité S', les données u et  u' en un point 
quelconque de S' étant (quel que soit z) les mêmes qu'au point 
correspondant de S. E n  opérant ainsi, nous avoiis obtenu, dans les 
travaux cités, la forniule 

qui donne la valeur de u au point O et  dans laquelle [les éléments T, V, 77 
de la formule (5') étant pris relativement à ce point] on désigne 
par y la portion de surface l? = const. = y > O intérieure à la 
nappe du conoïde qui coupe S et limitée à son intersection avec S, 
cette intersection elle-même étant désignée par  o.:. 

Passons maintenant au problème mixte. 
La solution en ayant été donnée plus haut par la formule (1 1) ,  

pour une équation à 2 m, + I variables, le problème est, ici encore, 
virtuellement résolu, pour l'équation à 2 ml  variables, par  la méthode 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de descente. La question est de savoir si le calcul ainsi conduit 
pourra être poussé jusqu'à l'obtention d'une formule analogue 

à (14). 
Pour cela, remarquons d'abord que si l'on introduit, non plus le 

premier membre de l'équation du conoïde caractéristique, mais une 
solution quelconque G de l'équation 

la quantité 
(ff= G - (; - ,.)? 

représentera encore une solution de l'équation (4').  Si ces deux 
fonctions sont telles que, égalées à zéro, elles représentent des 
surfaces régulières, on pourra, pour l'équation (Et)  ou pour son 
adjointe (&'), former une solution v' de la forme 

et cela en se donnant arbitrairement les valeurs de la fonction 
régulière V' le long d'une multiplicité 2 sécante à S' par exemple, 
une multiplicité cylindrique (au sens précédemment indiqué) dont 
la section droite soit sécante à S. 

v' étant ainsi choisi, l'intégrale 

(c ,  constant) donnera ( ' ) ,  pour l'équation correspondant à m variables, 
une solution de forme analogue à ( 5 7 ,  mais avec remplacement 
de r par G. 

Ce sont ces principes que nous avons appliqués, dans les travaux 
cités, au conoïde caractéristique et à la solution élémentaire. Mais 
(en tenant compte des remarques précédentes) on peut tout  aussi 
bien les appliquer à une caractéristique quelconque G, par exemple 
à celle que nous avons ainsi désignée dans la résolution du problème 
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mixte. Il suffira, pour cela, d'avoir défini 1; premier membre G de 
l'équation de cette caractéristique comme étant la solution de 
l'équation (4 bis) (distincte de ï) qui prend des valeurs égales à 
celles de ï en tous les points de la multiplicité X : moyennant quoi 
la fonction 

c,'= G - (; - c)*  

fournira une solution de (4') prenant les mêmes valeurs que I" en 
chaque point du cylindre droit Y de base X. Soient ensuite v' la 
solution de (6.;') qui prend sur Z' les mêmes valeurs que la solution 
élémentaire v' et qui est infinie suivant G' : l'expression v d6duite 
de v' par la formule ( 15 )  pourra être considérée comme définie 
(à une quantité régulière près) par les conditions : 

a. D'être solution de l'équation adjointe (6:) à m variables; 
1 - 

i,, - '! 

b. D'être une somme de deux termes, l'un en G', l'autre en log G, 
les coefficients étant des fonctions régulières; 

c.  De prendre, sur 2,  les mêmes valeurs que v, ce qui implique 
des conditions correspondantes pour chacun des deux coeflicients 
dont il vient d'être question ('). 

En  désignant encore par (v)  la différence v - V ,  cette quantité (v) ,  
également solution de l'équation (B) ,  sera encore de la forme (5 ' )  
(au remplacement près de r par G) le long de G. 

Elle sera régulière dans 7 ,  sauf sur la surface de discontinuité G. 
Les deux coeficients (V)  et (O), qui correspondent aux coeficients V 
et 'T7 de la formule ( 5 ' ) ,  et qui sont encore des fonctions régulières 
aux environs de P, s'annuleront le long de Z : le second d'entre eux 
sera d'ailleurs pour son compte une solution de l'équation (6). 

Ces principes une fois posés, il est clair que la (( descente )) 

de (u ' )  = u' - v' à ( v )  donnera lieu exactement aux mêmes calculs 

( ' 1  Le premier V de ces deux coefficients n'est diifini qu'à des termes de l'ordre 
nt-$ 

de G~ = Cr"'-' près, ses valeurs et  celles de ses ml  - 2 premières dérivées 
aux divers points de G ayant seules à intervenir. Les conditions que cette quantité 
doit remplir le long de G doivent donc s'entendre seulement à l'ordre m ,  - I près. 
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que celle de v' à u. La solution du problème mixte sera donc donnée 
par une Iormule identique à (14), à ceci près que "$ devra être 
remplacé par ('V) dans toute la région T et dans toute la région corres- 
pondante de S, pendant que, d'autre part, on devra ajouter des 
termes en (V) analogues aux termes déjà calculés en V (intégrales SS 
le long de G et intégrales S le long de l'intersection de G avec S). 

La méthode de descente nous permet donc de résoudre le problème 
mixte à 2 m ,  variables, tout  comme elle avait fourni précédemment 
la solution du  problème de Cauchy. 

Il n'en reste pas moins qu'une telle méthode, basée sur l'inter- 
vention d'une coordonnée supplémentaire complètement étrangère 
à la question, présente, au  moins à première vue, un caractère 
assez artificiel. J e  me suis donc proposé d'établir, sans l'emploi de 
ce détour, la formule (14) et celle qui lui correspond pour le problème 
mixte; je vais montrer que c'est, en effet, chose relativement aisée. 

Soit G = O une caractéristique de l'équation, que nous suppose- 
rons, pour commencer, régulière : c'est-à-dire que, non seulement 
le premier membre G de son équation devra être une fonction régu- 
lière des coordonnées (fonction admettant des dérivées continues 
jusqu'à l'ordre qui interviendra dans les raisonnements et les calculs) 
mais que, en outre, il n'existera dans la région où l'on opère aucun 
point (point singulier) où ses m dérivées du premier ordre s'annulent 
simiiltanément. L'équation caractéristique 

A("" 9 -; dG x,, . . . ,  x,,, = O  
, /lx, (,+JIIL .) 

devant être vérifiée tou t  le long de cette surface, on devra avoir 
identiquernent 

A ,  étant une fonction régulière des x. Notons tou t  de suite qu'il 
en résulte, pour la dérivée transversale a une surface G = const., 

dG 
en prenant z; = - ' 
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Soit, d'autre part, 
v 

1, = - - *;' log C ,  
GIJ 

p étant un entier positif pendant que V, "çi sont des fonctions régu- 
lières, une solution de l'équation (&), ce qui implique que $7 est 
lui-même une solution de cette équation. Soient T (figure ci-dessous) 
le volume compris entre la surface précédente et une seconde 
surface S et situé, pour fixer les idées, du  côté G > O ;  et T.: le 
domaine obtenu en coupant S, non  lus par G.= O ,  mais par  la 
siirface voisine G = const. = y > o. Appliquons la formule fonda- 

mentale (F) à une solution u (régulière) de l'équation (E) et, d'autre 
part, successivement aux deux solutions u et '77 de l'équation 
adjointe. L'introduction de '37 donne d'abord, en désignant toiijoiirs 
par 14' la dérivée transversale de u en un point arhitraire de S, 

formule dans laquelle nous avons rassemblé--au premier membre 
les termes de volume et les termes relatifs à S, en mettant à part, 
au contraire, dans le second membre, ceux qui sont relatifs à la 
surface G = y. Si nous considérons encore IL et u', le long de S, 
comme des données de la question, ce second membre reste la seule 
quantité inconnue. 

Nous en désignerons la valeur par m. 

Pour obtenir une expression de cette inconnue, ou plutôt de sa 
valeur limite, m,,, pour y = O, écrivons, toujours dans T.:, la 
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îoririule fondamentale, la solution introduite de l'équation adjointe 
étant,  cette fois, v, et dérivons par rapport à y (ou, si l'on veut, 
appliquons la formule dans la portion de T comprise entre deux 
surfaces voisines G = y et G = y + dy, et passons à la limite 
pour dy = O).  Chaque élément de volunle donnera, comme coeffl- 
cient de d i ,  l'élément d'intégrale (m - 1)-uple désigné précé- 

dT* 
demment par - et, de riiême, chaque élément de la surface S cl-( ' 
donnera, conime coefficient de dy l'élément (nt - 2)-uple, convenahle- 
nient compté, de la variété de a.;, intersection de S avec G = y, 

dS 
éléiiient désigné par On trouve donc, en tenant compte de (16) 
l'égalité 

où, en rnême temps que la quantité m déjà introduite, iigurcrit les 

(v désignant la transversale à S), et  

( v désignant la transversale à G = y, calculée en prenant ni= - . 
dxi dG ) 

On voit d'abord, comme il fallait s'y attendre, que les coefficients 
de log y sont égaux de part  et  d'autre [c'est la relation obtenue en 
dérivant, par rapport à y! les deux membres de (18)l. Mais de 
plus, comme dans les conditions où nous nous plaçons jusqu'ici, 
les fonctioris P, m,, n sont développables suivant les puissances 
de y (au nioins jusqu'à l'ordre qui nous intéressera), on voit aussi 
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que a,, est le coeficient de l'unique terme en A qui existe ccu second 
Y 

membre. 
Donc on a 

Telle est, à la limite (c'est-à-dire pour y = O), la valeur du  second 
membre de (18). L'élimination de m, entre (18) et (20) fournit 
une relation entre les valeurs de u et de u' sur S (confirmant, comme 
on le sait déjà par  ailleurs, que, dans la disposition de figure actuelle, 
ces valeurs ne peuvent pas être données arbitrairement). 

Prenons, maintenant, pour G = O ,  non plus une caractéristique 
régulière, mais un conoïde caractéristique, de sorte que G n'est 
autre que l? et que, par conséquent, la quantité précédemment 

m - 2 
désignée par A a la valeur constante 4   en da nt que p a la valeur 

Les considérations précédentes vont se trouver modifiées par la 
singularité qui apparaît au  sommet d u  conoïde. Ceci ne change rien 
à l'évaluation du  premier membre de ( ~ g ) ,  mais, au,second membre, 
le terme de coeficient r;r n'est plus le seul qui fournisse un terme 

en (c'est-à-dire qui, avant dérivation, soit en log y). 
Y 

Pour le voir, on peut, soit abstraire du domaine d'intégration le 
voisinage du sommet du conoïde en coupant par une petite surface 
auxiliaire S, et évaluer (asymptotiquement) les termes correspon- 
dants ainsi ajoutés au  premier membre de ( ~ g ) ,  soit laisser la 
surface l? = y complète et étudier directement le changement à 
apporter au  second membre. Nous adopterons cette seconde manière 
d'opérer. 

Les choses apparaissent d'ailleurs sous un jour assez notablement 
différent suivant que m est égal à 2 ou supérieur a 2. 

IO Prenons d'abord m = 2, c'est-à-dire le cas classique de Rienianri. 
L'équation étant comme d'habitude réduite à la forme de Laplace (e), 
le conoïde se réduit à un angle droit, dont nous prendrons le sommet 
pour origine des coordonnées et  les lignes r = 4 xy = const. seront 
des hyperboles équilatères. Comme on a ici (ainsi qu'il est bien 
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connu dans l'étude de la méthode de Riemann) ( ' ) ,  

et que p est nul, on voit que le terme en P ne donne. lieu qu'à des 

Fig. 5. 

termes finis et  à dérivée finie (') pour y = o. Par  contre, sur l'hyper- 
bole ï = y, on a 

et  n, représente, au signe près, l'intégrale curviligne 

étendue à l'arc mn intercepté sur l'hyperbole par la multiplicité 
- ici la ligne - S. 

On voit immédiatement qu'on peut réduire UV à sa valeur à 
dT l'origine : en effet, en raison de la double forme (21) de l'élément -, 
C~Y 

tout  terme contenant en facteur soit x, soit y donnera un résultat 

I l )  Sur le signe à prendre dans ces formules (et qui dépend de l'orientation de la 
ligne S par rapport aux axes coordonnés), voir Y, Livre II, no 42. 

(=) Voit' la note suivante. 
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fini et  régulier ( ' ) .  Cette quantité, qui se réduit à u,, si l'on preiid 
égale à l'unité la valeur initiale de $3, sera multipliée par 

en désignant par x,, y ,  ; xY, y? les coordonnées des points T H ,  n.  
La différence des deux valeurs (18) et (2) de n, n'est donc plus 

nulle, mais égale à u,, dont elle fait connaître la valeur, de sorte 
qu'on retrouve ainsi ( 2 )  la formule classique. 

2 O  Soit maintenant m supérieur a 2. Nous emploierons, comme 
nous l'avions déjà fait précisément (Y,  no 141) (:'), le changenient 
de variables (introduction des N variables normales N de Lipschitz) 
qui réduit A à une forme quadratique à coefficients constants, et  
par conséquent (moyennant une substitution linkaire) à la forme 

r = - ~ < 2 - : 2 -  P z  
,111 1 ,'> . . - - ;Ill-l 

( E , ,  E 2 ,  . . : , SrriL é tant les nouvelles variables), ce que nous écrirons 
encore plus brièvement r =  l ?  - r!, 

en désignant par t la dernière variable El,, et par  r' la somme des 
carrés des variables restantes. Cette forme donnée à î implique 

(l) Ce sera une intégrale curviligne où, sous le signe J ,  le coeMicient de dx ou dy 
sera borné ainsi que ses dérivées. La dérivée d'une telle intégrale s'obtient irnmédia- 
tement par transformation en une intégrale double, et l'on voit ainsi qu'elle est dans 
un rapport fini avec la dérivée de l'aire interceptée dans notre hyperbole par une 
ligne fixe. 

(') L'étude du premier membre de (19) présente, elle aussi, quelques différences 
avec le cas de m > 2 : voir Y, no 150. 

(7 Cette manière d'opérer - comme d'ailleurs le raisonnement fait i l'endroit 
cité dans le texte - n'est, strictement parlant, légitime que si l'on connait l'effet 
du changement de variables sur tous les calculs exécutés. Il y aurait eu lieu, r't cet 
effet, d'écrire ces calculs sous forn~e entièrement invariante, ce qui aurait été obtenu 
si l'on avait pris comme élément de volume de l'espace non la quantité da, dx, . . . da,,,, 

1 
mais bien son produit par = , ainsi qu'il est bien connu dans les recherches actuelles 

i' I A  
de géométrie généralisée. Les modifications à faire subir aux formules, e t  sur lesquelles 
je compte revenir a l'occasion, seraient aisées à indiquer (cf. Y, p. 91,  note, et p. 582, 
note). 
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que, à l'originc des coordonnées, la quantité A(P1, Pz, . . ., P,,,) 
se réduit à 

( 2'3 ) A ( P , , , P 1 ,  .... Pl,,; 0 . 0 ,  . . . !  o)=PM,-P:- . . . -  P,',,-, 

et par conséquent, au  voisinage de l'origine, à une forme quadratique 
très peu difiérente de celle-là. 

Les nouvelles variables indépendantes t , ,  . . ., 5 ,,,-, peuvent 
elles-mêmes s'exprimer en fonctions de r et de m  - 2 paramètres 
angulaires ?,, . . . , ,,,-, : l'élément de volume sera donc 

[clQ,,+, étant l'élément de surface d'hypersphère de rayon I dans 
l'espace à ( m  - I )  dimensions] et l'on en déduit aisément (Y, loc. 

dT 
cit.) que l'élément désigné plus. haut par - a l'expression 

d-Y 

dans laquelle il convient ici de noter que, dans le cas actuel, l'expo- 
sant de r est positif et  même au  moins égal à I .  

Dans ces conditions, en opérant comme plus haut ou comme nous 
allons le faire dans un instant, il est aisé de voir que le terme mi 

1 
ne fournit dans la dérivation aucun terme infini avec ;. Par contre, 

1 

il en est autrement du terme en P. Dans ce dernier, la quantité 
qui figure entre crochets sous le signe SS est une fonction régulière; 
sa valeur à l'origine est d'ailleurs uniquement donnée par son 
dernier terme - p A,uV, car dans tous les autres interviennent les 

dr 
dérivées n; = lesquelles sont nulles au sommet de notre conoïde. 

dSi 
Si donc nous commençons par multiplier par  dQI,,-, et intégrer par 
rapport a y , ,  . . . , ,,,+,, le résultat sera une certaine fonction @(r ,  t )  
régulière (et paire par rapport à r) qui prend, pour r = t = O ,  la 
valeur 
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l'intégrale étant prise, dans le plan des rt, le long d'un arc de l'hyper- 
bole ta - r' = y, que l'on peut supposer limité par la ligne t = h. 

Si, sous le signe , on réduit à> à son terme initial (d), celui-ci sera 
- 

multiplié par l'intégrale 

Or cette dernière est (cf. Y, p. 151)  de la forme 

(Cl,,,-, étant le coefficient numérique désigné plus haut),  dans 
laquelle P(y)  est une série entière en y. Comme on doit diviser 
par y'+', ceci donne un terme de la forme qui nous intéresse et 
dont le coeficient est la quantité ( 2 3 ) .  

Il est aisé de voir que ce terme est seul de son espèce dans le 
cas où les données sont analytiques et où, par conséquent, @(r ,  t) est 
de la forme 

@ ( r ,  t )  =@,(r,  t 2 )  -t t02(r ,  t 2 ) ,  

a, et désignant des séries entières en r et  t 2  : il suf i t  de traiter 
d'une manière analogue à la précédente chaque terme des développe- 
ments ainsi obtenus. 

Si l'on veut supposer seulement que les quantités sur lesquelles 
on opère sont régulières, c'est-à-dire dérivables jusqu'à un ordre 
sufisamment élevé, on raisonnera comme à l'endroit précédemment 
cité (Y,  no 141), en formant les dérivées successives de l'intégrale ( 2 4 )  

jusqu'à l'ordre m,  - I .  Il apparaîtra ainsi, par l'emploi de la formule 
de Taylor, que la quantité 

1 
se présente sous la forme de termes en 2- 1 7, . . ., 5 à coefficients 

Y1'l' r"" Y 
constants et de termes finis augmentée d'un terme en log y dont le 
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(- [p 
coefficient a pour limite ( 2 3 )  au coefficient numériqiie - 

4 cmi-, 
près. D'une manière ou de l'autre, on retombe bien sur la formule (14) ; 
et l'on obtiendrait évidemment de même la formule qui résout le 
problème mixte. 

J e  renvoie à un travail ultérieur l'examen des conséquences de 
cette formule au point de vue développé plus haut  e t  je me conten- 
terai, en terminant, de noter la notable différence qui, dans le 
calcul précédent, parait séparer les cas de m = 2  et de m 2 4. Il 
serait impossible de concevoir que les deux calculs correspondants 
se ramènent en réalité à une même norme, si l'on ne connaissait 
les liens qui rattachent l'une à l'autre les fonctions V et 77,  tels 
qu'ils apparaissent lorsqu'on déduit le cas de m = 2  m l  de celui 
de m = 2 rn, + I par voie de (( descente ». La méthode de descente, 
dont nous nous étions servis précédemment, se montre donc, en 
fin de compte, beaucoup moins artificielle qu'elle ne le semblait 
au  premier abord et nous apparaît comme liée à la nature des choses. 

E n  terminant, je reviendrai un instant sur le caractère paradoxal 
que présente la formule (9) par laquelle nous avons, dans le cas de 
m impair, exprimé la quantité v,, : il apparaît, en effet, que cette 
quantité - laquelle est, si les coefficients sont analytiques et les 
points O ,  2 suffisamment rapprochés, une fonction analytique des 
coordonnées du point 2  - est représentée par une intégrale dans 
laquelle le domaine d'intégration peut avoir plusieurs formes diffé- 
rentes suivant la situation respective des points O ,  2 et de la variété SI. 

Prenons le cas le plus simple, celui de l'équation des ondes cylin- 
driques 

d ' ~ i  d'u d' LL 
- + - - - ; - = O ,  
dx' dyi d t -  

la surface S I  étant un plan t = const. Le nombre rn est alors égal à 3 
et la solution élémentaire est 

On devra alors considérer les deux conoïdes (c'est-à-dire, ici, 
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les deux cônes) caractéristiques de somrnets respectifs O et 2, 

lesquels couperont le plan SI suivant deux cercles C,,, C2 de 
centre P (xo, y,,), Q (x., y2) et de rayons h = 1 t,, - t ,  , k = 1 t ,  - t2  . 
L étant nul, v,, sera donné par l'intégrale double 

Cette intégrale devra être étendue au domaine 1) formé des poiiits 
intérieurs à la fois à C l  e t  à CS. Mais ce domaine n'aura pas toujours 
la même forme, puisque les cercles C l  et C, seront tantôt intérieurs 
l'un à l'autre - ce qui représente déjà deux cas possibles - ou 
sécants. 

Malgré cela, l'intégrale correspondante a toujours la valeur vu.. 
Pourrait-on constater autrement que cette intégrale donne toujours 

la même fonction analytique de x,,, y,, x-, y,, h, k ?  
C'est ce qu'on pourrait aisément établir par une méthode analogue 

à celle que j'ai indiquée précédemment (l', no 94, p. 149) en ce 
qui concerne une intégrale double analogue, à savoir celle qui serait 
étendue à la région D, formée des points intérieurs à l'un des cercles 
et extérieurs à l'autre : il sufirait de considérer x , ,  par exemple, 
comme une quantité cornplexe x ,  f ix',, dont la partie imaginaire x', 
serait prise comme troisième coordonnée, et d'intégrer, dans l'espace 
ainsi constitué, le long d'un ellipsoïde de révolution infiniment 
aplati qui ait pour équateur un cercle I' comprenant C l  et  C, à son 
intérieur. 

Pour transporter cette argumentation au  cas qui nous intéresse, 
il faudrait prendre le cercle r constamment intérieur à la région D 
et,  pour cela, dans le cas de deux cercles sécants, le faire passer 
par les points d'intersection. Il n'est nullement évident que l'inté- 
grale ainsi calculée doit rester une fonction analytique unique soit 
que les cercles C l ,  C, soient sécants, soit qu'ils soient intérieurs l'un 
à l'autre, et une étude spéciale serait nécessaire à cet égard. 

Quant au calcul direct de l'intégrale, il ne faudrait pas croire 
qu'il soit exempt de dificulté. Les systèmes de variables auxquels 
on est le plus naturellement tenté de songer conduisent tous à 
faire intervenir des intégrales elliptiques. 
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L'intégrale (22) est liée à l'intégrale 

par la relation 

( 2 4 )  

et, u,, étant connu, ceci peut être considéré comme une équation aux 
dérivées partielles qui déterminera 1 si l'on y joint la condition 
que 1 s'annule, d'une part, lorsque l'un des cercles se réduit à un 
point et, de l'autre, lorsqu'ils sont tangents extérieurement. On 
voit ainsi que 1 a une expression différente suivant que les cercles 
sont intérieurs ou sécants. Ce n'est que pour la combinaison (24) 

qu'il en est autrement. 
Ici encore, de même que dans les cas précédemment cités de 

l'équation des télégraphistes ou de l'équation d'Euler-Poisson, 
notre principe conduit à des identités qui resteraient assez cachées 
sans son usage. 
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L A  PROPAGATION DES ONDES 

( A c t a  rnntl~eniatica, t. 54, r$o.) 

Les considérations qui vont suivre se rattachent indirectement 
à l'œuvre de Fredholm par l'intermédiaire de nos recherches anté- 
rieures sur les équations aux dérivées partielles, telles qu'elles ont 
été exposées notamment dans ce Journal ( '), les Annales Scienti- 
fiques de l'École Normale supérieure, le Bulletin de la Société Mathé- 
matique de  France (y ,  les -4tti. Soc. It. per il Progressa delle Scienze (:'), 
et récemment dans le Journal de Mathkmatiyz~es ('). 

C'est, on le sait, à Fredholm (') que l'on doit l'une des premières 
et  des plus fécondes impulsions dans la recherche des solutions 
élémentaires des équations linéaires aux dérivées partielles, c'est- 

(1) T. XLIX, p. 203-244 (Mémoires publiés en l'honneur de G. MITTAG-LEFFLER). 
(2) Ann. Sc. Éc. Norm. sup., 3e série, t. XXI, 1904, p. 535-566; t. XXII, 1905, 

1905, p. 131 -141 ; Bull. Soc. Math. franç., t. LII, 1924, p. 141 -178. Voir aussi nos Lectures 
on Cauchy's prohlem, London-New Haven, 1923 (une traduction française est sous 
presse). 

(3) X I I l e  Congl-ès, Naples, 1924. 
(4) T. VIII, 1929, p. 197 (Mémoires publiés en l'honneur de MM. PICARD et  APPELL). 
(5) Acta, t. XXIII, 1900, p. 1-42. Ces recherches fondamentalés de Fredholm ont 

été reprises dans d'importants travaux r6cents tels que ceux de MM. LEROUX, ZEILON, 
FIERGLOTZ. 
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à-dire dans la généralisation à ces équations du potentiel élémentaire 

classique :- Son analyse s'applique à toute équation linéaire à trois 

variables indépendantes et  à coefficients constants, quel que soit 
son ordre, pourvu que tous les termes en soient du même ordre, et 
aussi aux systèmes d'équations à coefficients constants qui inter- 
viennent dans l'étude de l'Élasticité en milieu homogène anisotrope. 
L'équation du  second ordre à coefficients analytiques quelconques 
a été traitée pour le cas de deux variables indépendantes, grâce 
aux travaux de MM. Picard, Hilbert et  Hedrick, Sommerfeld ('), 
puis, pour une première forme, d'équations à trois variables, par  
M. Holingren ('). Nous avons réussi (7 à former la solution élémen- 
taire pour l'équation la plus générale du second ordre à coefficients 
analytiques, ou même non analytiques ('), de manière à permettre 
l'intégration de toute équation de cette forme. 

Par  le fait même du rôle qu'elle joue dans ce dernier problème, 
la solution élémentaire intervient nécessairement dans toutes les 
études que le géomètre peut entreprendre sur le célèbre principe 
de Huygens. Sous sa forme la plus simple (celle que nous avons appelée 
précédemment forme A ou K majeure D de Huygens), ce principe 
se traduit  par une sorte de théorème d'addition auquel elle satisfait; 
mais la formule d'addition dont il s'agit a la forme d'une equation 
intégrale, se rattachant ainsi à la grande idée introduite dans la 
science par Fredholm. Nous nous sommes proposé, dans les travaux 
cités plus haut,  d'écrire cette formule pour les premières valeurs 
du  nombre m des variables indépendantes et ,  dans le dernier d'entre 
eux, nous avons porté notre attention sur le cas de m = 3. On a 
alors l'avantage de pouvoir serrer de près sans dificulté, les figures 
étant construites dans l'espace ordinaire, le côté géométrique de la 
question. 

(l) PICARD: C. R. Acad. ,Sc., 6 aoû t  1891 e t  5 juin 1900; HILBERT, Leçons de Gottingue, 
1901 (non p h l i é ) ;  HEDRICK, ThPse, Gottingue, 1906; SOMMERFELD, Encycl. der Math. 
W ~ S S ,  114JC,  1900. 

(2) Arkiv for Mat., Astr. och Ph-., t. 1. 
(3) LOG. cd., p. 2(k7, note 2. 
(4) C. R. Acccd. Sc., t. CI,XX, 1920, p. 149. Voir aussi l'ouvrage cité e t  E. E. LEVI, 

Circolo Mat .  d i  Palevmo, t. XXIV, rgo7, p. 275. 
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C'est uniquement à cette étude géométrique que nous consacrons 
le présent travail. Nous y abordons, sous ce seul point de vue 
d'ailléurs, l'étude des ondes à caustiques, dont la nature nous offre 
de continuels exemples, sans' que leur influence sur nos calculs d'inté- 
gration ait pu être formulée jusqu'ici ( ' ) .  L'étude géométrique que 
nous entreprenons en ce moment est, à cet égard, un  préliminaire 
indispensable. 

É tan t  donné l'objet spécial ainsi visé, nous nous sommes bornés 
aux singularités de type courant, introduisant toutes les hypothèses 
qui peuvent nous être utiles, pourvu qu'elles soient réalisées dans 
les exemples concrets que nous offre (au nombre des dimensions 
près, puisque nous allons raisonner sur des phénomènes plans) la 
propagation de la lumière. Il y aurait assurénient place pour une 
étude plus précise de  ces hypothèses et, par conséquent, du degré 
de généralité de nos résultats. 

Ajoutons que la plus grande partie de celle-ci a été résumée dans 
une récente communication adressée au Congrès des hfathématicicns 
slaves (réunion de Varsovie, septembre 1929). 

1. s o u s  partons d'une faniille de surfaces à deux paramètres 

(11  ; = F ( . r .  ?., x .  3 )  

qui peut être considérée comme intégrale compléte d'une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre (C). Cette dernière elle-même, 
dans les applications qui nous intéresseront, sera du second degré 
et  proviendra d'une équation linéaire d u  second ordre (E)  dont elle 
définira les caractéristiques. Nous adopterons d'ailleurs toujours 
la terminologie correspondant à cette dernière hypothèse, c'est-à-dire 
que nous appellerons (( caractéristiques N les solutions de l'équation (C) 
et  (( bicaractéristiques N, les caractéristiques de (C). 

Nous portons tout  d'abord notre attention sur une caractéristique 
particulière I',, ainsi que sur une certaine hicaractéristique h appar- 
tenant à ï,,. L'intégrale cornplète (1) sera supposée dépourvue de 

(') Rappelons cependant les résultats bien connus de Gouv (Annales de Chimie et 
Physique, 6e série, t. 24, p. 145). Voir, à leur sujet, Ju~rus, Arch. ,VPerl., t. 28; ZEEMAN,  
Ibid., 2e série, t. 5 ,  1901 j SAGNAC, ROLTZMANN, F~stschr., 1904. 
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singula~.ités. Mais il n'en sera pas de même de la surface ï,, qui 
s'en déduit par la construction connue de Lagrange, c'est-à-dire 
comme une enveloppe, et  ce sont précisément les singularités de ï,, 
qui vont nous intéresser. On ne diminuera d'ailleurs pas la généra- 
lité en admettant que la relation entre a et qui, d'après la méthode 
de Lagrange, engendre ï, n'est autre que P = O, et que la bicaracté- 
ristique A correspond à cc = O, de sorte que les équations 

définissent la bicaractéristique h lorsqu'on y fait a = o et la surface I',, 
lorsqu'on élimine a entre elles. 

D'un point quelconque (') (x,, y,, z 2 )  pris sur A, comme sommet, 
construisons le conoïde caractéristique, c'est-à-dire la solution de (C) 
obtenue en liant ac et @ par la relation 

Ainsi qu'il est bien connu, ce conoïde ï, se raccorde à r, tout  
le long de la bicaractéristique. Ceci correspond, en somme, au  fait 
que, (2) et (2') étant vérifiées pour a = O, x = x2, y = y%, z = z2, 

dP pendant que - est différent de zéro ('), la relation (3) donne = o 
dP 

pour cc = O, de sorte que l'équation 

qu'il faut lui adjoindre pour définir le conoïde ï2, est vérifiée en 
même temps que (2') en chaque point de A. 

Nous couperons les deux surfaces ï, et ï, par  une même surface 
arbitraire Si, sorte d'écran (') sur lequel elles seront représentées 
par leurs traces. L'équation (C) étant supposée du second degré, ou, 

(l) Notation adoptée dans un but de concordance entre le Mémoire actuel et les 
précédents. 

(2) S'il en était autrement, on serait en présence d'une intégrale singulière de l'équa- 
tion (C), hypothèse que nous excluons. 

( ) C'est le rôle qu'elle jouerait dans l'interprétation optique des considérations 
actuelles. 
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plus généralement, le cône (enveloppe de plans) qu'elle définit en 
chaque point étant supposé convexe, S, sera supposé être une ((surface 
d'espace D, c'est-à-dire que son plan tangent en chaque point sera 
extérieur au  cône défini par  l'équation au  même point : il en résulte 
qu'un plan parallèle à celui-là coupera suivant une courbe fermée 
le cône analogue ayant pour sommet un point infiniment voisin 
quelconque. Dès lors, pour des raisons de continuité, il en sera de 
même lorsqu'on remplacera le plan tangent par la surface S, elle-même 
et le cône par le conoïde caractéristique de même sommet. Nous 
admettrons non seulement qu'il en est ainsi, mais qu'il continuera 
à en être de même lorsque le sommet du conoïde occupera sur la 
bicaractéristique h les diverses positions que nous serons conduits 
à envisager pour lui : ceci est évidemment une condition que nous 
pouvons imposer à notre écran S,. 
ï, se raccorde, tout  le long de A, avec l'intégrale coniplète G 

qui est représentée par l'équation ( 1 )  lorsqu'on fait, dans cette 
dernièré, a = = o. Nous pouvons d'ailleurs admettre que G est 
le plan des xy ; la ligne bicaractéristique A, l'axe des x et l'écran S,, 
un plan x = x ,  parallèle a u  plan des yz. 

2. Le point 2 - c'est-à-dire le point (x,, y,, z , )  - étant d'abord 
placé au  point O d'intersection de h avec l'écran, déplaçons-le progres- 
sivement sur h dans un sens déterminé que nous considérons comme 
positif. La courbe fermée y,, trace du conoïde correspondant, d'abord 
infiniment petite, se déformera progressivement tout  en restant 
tangente, à l'origine, à la trace y, de la surface ï,. Proposons-nous 
d'étudier l'influence que le déplacement d u  sommet 2 exerce sur  
les relations mut,uelles des deux courbes. 

Plus spécialement, notre caractéristique r,, enveloppe de la 
famille de surfaces (z), pourra admettre une arête de rebroussement A, 
même si, comme nous le supposerons, chacune des surfaces (2) et, 
d'une manière générale, l'intégrale complète (1) est dépourvue de 
singularités. Cette arête ou, comme nous l'appellerons encore, cette 
caustique, est tangente, comme on le sait, à une série de bicaracté- 
ristiques successives. Nous allons voir que si elle l'est à 1, e t  si le 
point 2 vient coïncider avec le point de contact, les deux courbes y,,, y, 
auront entre elles, à ce moment-là, un contact de second ordre. 
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Le point de contact de h avec la caustique s'obtient en adjoi- 
gnant à (2), (2') la troisième équation 

(i") 

D'autre part, sur la surface du conoïde, c'est-à-dire en considérant a 
dP et p comme liés par la relation (3),  la valeur de est donnée 

d"p 
par p' et celle de a par la condition (où a, y, z sont encore remplacés 

dF 
Écartons toujours l'hypothèse où ;ia s'annulerait au point 2 en 

dF 
même .temps que - -  Nous voyons que pour toute position de ce da 

point sur la bicaractéristique A, la relation (3) donne 

et que, lorsqu'il vient au point de contact de h avec l'arête de rebrous- 
sement, elle donne en outre 

d'p 
- = o .  
da' 

D'après cela, si nous figurons, dans le plan des cep, la ligne L 
représentée par l'équation (3), nous voyons qu'à l'origine des coor- 
données de ce plan, elle a un contact du second ordre avec l'axe des u 
(autrement dit, en général, un point d'inflexion). 

Or, ainsi qu'il est bien connu, entre cette ligne L et la section 
qui nous intéresse, les relations (3), (3') établissent une transfor- 
mation de contact ( ' ) ;  et, d'autre part, on sait qu'une transforma- 
tion, si elle se présente régulièrement (au sens qui va être précisé 
dans un instant), conserve les ordres de contact. Il est aisé de vérifier 

(l) On sait le parti que M. VESSIOT a déjà tiré de cette circonstance pour l'étude 
des ondes. 
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que les choses se passent bien ainsi. Soit, pour abréger l'écriture, 

l'équation qu'on déduit de ( 1 )  en y remplaçant P par sa valeur en 
fonction de a, soit p = g (cc) - en fait, par celle qu'on obtient en 
résolvant, par rapport à P, l'équation (3). Les dérivées partielles 
successives de la fonction @ par rapport à a contiendront seulement, 
outre celles de F, les dérivées de même ordre au plus de par rapport 
à a. L'équation (3') qui, jointe à (3), définit le conoïde s'écrit 

et le fait classique du contact entre l'enveloppe et l'enveloppée qui 
en résulte, s'exprime, en ce qui regarde leurs traces sur S,, c'est-à-dire 
y faisant x = x,, par la relation 

La valeur de 5% est donc indépendante de la valeur que prend 
cty 

la dérivée * telle qu'on la tire de l'équation implicite (5 ) .  Mais 
dy 

pour que la transformation de contact qui permet de passer de 
l'équation (3) à (2) soit dite se comporter régulièrement, il importe 
de s'assurer que cette dernière dérivée n'est ni nulle ni infinie 
pour y = z = a =  o. Or, en vertu de l'équation 

qui la fournit, la première circonstance se présenterait pour 

(8)  

la seconde pour 

( 5 " )  

d'a, -- 
du dv - O' 

d a  
L'un e t  l'autre cas seront exclus. Le premier donnerait, puisque d; 

est supposé identiquement nul en x pour y = O ,  un point singulier 
de la ligne (5 ' ) ,  c'est-à-dire de la bicaractéristique considérée comme 
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définie par cette équation. Celle-ci, s'il se produisait, définirait 
en général, dans le plan des xy, outre l'axe des x, une seconde ligne 
coupant cet axe au  point x = x , .  La  seconde hypothèse ( 5 " )  signi- 
fierait que le point (x, O, O) appartiendrait à l'arête de rebroussement 
du  conoïde I',. Nous supposerons toujours le point 2 assez rapproché 
de l'écran S, pour qu'une telle circonstance ne puisse pas se produire. 

; 
Ceci acquis, la dérivée seconde n'est autre que la dérivée 

totale, par rapport à y, de l'expression (5), soit [en tenant compte 

de (5'11 

du 
Dans cette formule, la quantité -, est fournie par (7). E n  résumé, 

. ?  
les dérivées partielles de Q, par rapport à a qui figurent dans le 

8 5  
calcul de - sont les dérivées première et  seconde, et tels sont, 

dJ' 
par  conséquent, les ordres des dérivées de p par  rapport à a qui 

dcp d2'B 
interviennent dans ce calcul. Si donc et sont nuls à l'origine, 

d2z  
la valeur initiale de p sur la trace du conoïde défini par les 

équations ( 5 ) ,  (5') sera bien la même que sur la trace de la surface I',,, 

3. L'enveloppe I',, qui est singulière tout  le long de la caustique, 
peut présenter (et, dans les cas que nous examinerons plus loin, 
présente nécessairement) en des points isolés, une singularité plus 
élevée : il en est ainsi pour tou t  point où l'on a, outre (2), (2') et (2") 

Un tel point, ainsi qu'il est connu et que nous le constaterons à 
nouveau un peu plus loin, est, pour la caustique A, un point de 
rebroussement. Mais avant de le considérer en lui-même, restons 
encore au  point de vue où nous venons de nous placer e t  examinons 
l'effet qui en résulte en ce qui concerne les relations des deux 
courbes (y,) et (y,), traces de r, e t  du  conoïde J?? sur l'écran S,. 

Lorsqu'au point 2, sommet du conoïde, les relations (2), (z'), 
( 2 7 ,  (2'") sont vérifiées simultanément, les deux lignes y, et y2 ont, 
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au  point y = z = O, un contact du  troisième ordre. C'est ce qu'on 
voit par un  raisonnement tout  semblable à celui qui précède. En  
premier lieu, la différentiat.ion totale de la reIation (3) donne évidem- 
ment une nouvelle relation où tous les termes contiennent un  

dp d2p 
facteur - e t  sauf deux : nous n'aurons donc à écrire que ces 

da da 

deux derniers, savoir 
I F  d F d : ' p  - + - -  
da3 r19 da': 

0 3  F dl; 
et,  d'après (z'"), on a,  en (z?, y,, z 2 )  et pour a = O, = O, avec - # o. OP 

La ligne L, lieu du  point (a, P) et la droite P = O, ayant ainsi un 
contact du troisième ordre, il doit en être de même des lignes (y,), (y,) 
qui, nous l'avons déjà noté, leur correspondent par une même 

d3 5 
transformation de contact. C'est ce qui résulte bien du calcul de-, br 
à l'aide de (5) et  de ( 5 ' ) .  Cette dérivée, d'une manière analogue 
à (g), s'exprime en effet par les dérivées partielles de d, lusqu'au 
troisième ordre et les dérivées de cc par rapport à y jusqu'au second, 
le coefficient de la dérivée troisième étant nul d'après (5'). Or, ces 

dl' a 
dernières dérivées 9 qui se déduisent de ( 5 ' ) ,  n'introduisent elles- 

mêmes, pour h = 1, 2, que les dérivées de @ jusqu'au troisieme 
ordre et, par  conséquent, les dérivées de g jusqu'au troisième ordre. 

Inversement, si les lignes y, et  y2 tracées sur l'écran SI ont entre 
elles un contact du  troisième ordre, la même relation existe entre 
les deux lignes qui leur correspondent dans la transformation de 
contact, à savoir l'axe des cc et la ligne L définie par l'équation (3), 

dzp 
de sorte que est nul à l'origine sur cette dernière : la relation (2'") 

est donc vérifiée au point 2. 

4. Une premibre conséquence, aisément vérifiable sur les modèles 
de surfaces enveloppes de l'espèce que nous étudions en ce moment, 
ressort de ce que nous venons de trouver : la caustique ne peut pas 
être la première singularité 'qui se présente lorsqu'on se déplace sur 
la surface r, - par exemple sur une bicaractéristique quelconque, 
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à des bicaractéristiques exceptionnelles près - en partant de la 
courbe y,,. Avant d'arriver à cette caustique, on rencontre d'abord 
nécessairement une l igne double de la surface. 

Considérons en effet, à mesure que le point 2 se déplace sur la 
bicaractéristique l., la déformation correspondante de la courbe y-, 
trace du conoïde qui a ce point pour sommet. Initialement, y, sera 
une courbe fermée très petite tangente à y, et entièrement située 
d'un même côté de cette dernière ligne. 

Au contraire, lorsque le point mobile 2 sera parvenu au point 
de contact de A avec la caustique, nous venons de voir qu'il y aura 
entre y, et y, un conlact du second ordre et, s'il s'agit d'un point 
ordinaire de la caustique, du second ordre seulement. Dès lors, 
en un tel point de contact, les deux courbes devront se traverser, 
toute une partie, non infiniment petite, de la ligne y, ayant changé 
de côté par rapport à y,. 

Le passage direct entre une telle disposition et celle qui se présen- 
tait  au point de départ est impossible. Il est nécessaire que, préalable- 
ment, la courbe y, tout en restant tangente à y, au pied de la bicarac- 
téristique 1, l'ait traversée par ailleurs et que, tout d'abord, elle 
lui ait été tangente en un point distinct du premier. A ce moment, 
le point 2 devait appartenir à une seconde bicaractéristique tracée 
sur r, et, par conséquent, se trouver sur une ligne double de cette 
surface. 

Ce raisonnement ne souffre d'exception que si la position finale 
du point 2 correspond à un contact du troisième ordre entre y, et y,, 
c'est-à-dire à la singularité considérée au numéro précédent; dans 
ce cas, les deux courbes y, et y, geuvent ne pas se traverser au 
moment où l'ordre du contact s'élève. 

5. L'une des difficultés des questions que nous avons à traiter 
provient assurément de la forme géométrique assez compliquée que 
présentent des surfaces telles que ï,, au voisinage de singularités 
telles que celles dont nous venons de parler. Mais il existe aujourd'hui 
des modèles en fils bien connus de surfaces de cette espèce, visibles 
dans toutes les collections de Géométrie. Le plus classique est la 
surface de pente constante passant par une ellipse. 

Par contre, on ne connaissait, jusqu'à ces derniers temps, aucun 
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exemple analogue dans lequel la surface r, soit elle-même un 
conoïde, cas le plus intéressant de tous au poi'nt de vue de notre 
étude générale, parce que c'est celui de l'onde directe issue d'un 
point unique e t  qu'il se présente nécessairement lorsqu'on veut 
résoudre le problème de Cauchy, à l'exclusion des problèmes mixtes 
(donc de la réflexion), pour une équation aux dérivées partielles du  
second ordre. Dans les cas classiques où l'on sait intégrer l'équation 
des géodésiques et, par conséquent, déterminer le conoïde caracté- 
ristique, celui-ci ne présente pas d'arête de rebroussement. A vrai 
dire, indépendamment des équations à coefficients constants pour 
lesquels les conoïdes caractéristiques sont des cônes ordinaires, on 
ne peut guère citer, au  moins à première vue, que le cas où l'élément 
linéaire initial est l'élément non euclidien de Lobatchewsky ou de 
Riemann : mais alors les conoïdes caractéristiques sont dépourvus 
de singularité autre que leur sommet (géométrie de Lobatchewsky) 
ou présentent (géométrie de Riemann) une singularité tout  excep- 
tionnelle et aberrante à savoir un second point conique antipode 
du  sommet. 

Cette lacune a été complétée dans un récent travail de RI. Galbrun ( ' )  
consacré à la propagation d u  son dans une atmosphère en mouve- 
ment. Le phénomène est d'ailleurs étudié dans l'espace ordinaire 
et, par conséquent, dans l'espace-temps à quatre dimensions : 
l'équation des caractéristiques, telle qu'on la déduit des équations 
dynamiques d u  problème, est 

où II (x, y, z, t )  est le premier membre de l'équation d'un front 
d'onde : u, o, c, des fonctions données de la variable z. Il est aisé 
de se placer dans les conditions qui nous intéressent actuellement, 
c'est-à-dire dans l'espace-temps à trois dimensions, en considérant 
les solutions indépendantes de y et  supposant nulle, à cet effet, 
la quantité o. 

(l) Journal de Mathématiques, t. VII, 1928 (voluinc dédié à MM. APPELL e t  PICARO), 
p. 289-318). 
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Les bicaractéristiques ou rayons sonores se déterminent par  
quadratures ('). 

La discussion de leur forme (voir le Mémoire cité de hl. Galbrun) 
met en évidence deux catégories, suivant que l'altitude y varie ou 
non toujours dans un même sens; et  si l'on compare ceux de ces 
rayons qui partent d'un même point à un même instant, on consta- 
tera que ceux d'entre eux pour lesquels l'altitude présente un 
maximum touchent une même courbe, caustique de la surface 
d'onde. 

Pour certains d'entre eux se présente même la singularité supé- 
rieure dont il a été question aux numéros précédents, à savoir un 
point de rebroussement de la caustique. 

6. Dans une discussion qu'il se contente de résumer sommairement 
dans le travail cité, mais dont il a eu l'amabilité de me communiquer 
le détail, M. Galbrun étudie la forme de la surface autour d'un point w 
de cette nature. Les résultats d'une telle étude ont d'ailleurs (voir 
le travail cité) des conséquences importantes au point de vue des 
phénomènes sonores. Géométriquement (du moins dans le cas 
simplifié où nous nous plaçons ici en faisant abstraction de l'une 
des variables), ils mettent en évidence une forme tout  analogue à 
celle que l'on constate dans les mêmes conditions (c'est-à-dire au  
voisinage des points w )  sur la surface de pente constante menée 
par une ellipse, et  qui, pour les surfaces algébriques, a été décrite 
par  G. Fontené ('). 

II est aisé de voir que cette forme - sorte de trièdre à deux dièdres 

(1) L'équation (C) admet l'intégrale complète 

aux constantes arbitraires a,  p, y, ô, d'où l'on déduit immédiatement les équations 
des bicaractéristiques cherchées [équations ( d ) ,  (28) de M. Galbrun]. C'est cette 
intégrale (en y annulant la  fonction v et  la constante y), qui, résolue par rapport a z, 
donnerait, en l'espèce, l'équation (1) qui nous sert de point de départ. 

(2) NOILY. Ann. de Math., 1907, p. 433 e t  suiv. Voir particulièrement page437 et la 
figure correspondante. 
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nuls ayant son sommet au point o- s'applique au cas général d'une 
enveloppe telle que nous l'avons considérée dans ce qui précède. 

Si la famille de surfaces (2) est telle que, pour x = y = O, a = O? 

on ait, outre F = O, les relations (2'), (27 ,  (2"'), on peut, par un 
changement de variable régulier exécuté sur le paramètre a, combiné 
avec une transformation ponctuelle régulière sur le point (x, y, z), 
écrire son équation générale sous la forme 

L'équation (2') s'écrit 

et peut se résoudre par rapport à y sous la forme 

le premier membre de (1 1') ne différant d'ailleurs de y - $ (x, a) 
que par un (( facteur unité », c'est-à-dire par un facteur développable 
(au moins jusqu'à un certain ordre) suivant les puissances de s, y ,  a 
avec un terme constant différent de zéro. Les équations (1 1) et (1 1') 

ou (12 )  définissent notre enveloppe. Celle qu'il faut leur adjoindre 
pour définir la caustique s'écrit 

Les valeurs de x, y, z, telles que les fournissent successivement, en 
fonction de cx, les équations (1 1 "), (1 I'), ( 1  I), commençant respecti- 
vement par des termes en a2,  a3, a4, on voit bien, tout d'abord, 
que la caustique présente un rebroussement à l'origine. 

Donnons maintenant à x une valeur déterminée très petite et 
étudions la section correspondante de la surface. Soit d'abord x > o. 
Pour a infiniment petit, il apparaît sur les équations (12) et ( I I )  
que z aura le signe + et y le signe de a ;  que, en outre, y  est fonction 
croissante de a dans un certain intervalle de valeurs de a autour 
de zéro, intervalle limité par les deux valeurs a, > O  et a, < O de a 

4 pour lesquelles s'annule. 
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Lorsque a atteint et dépasse en croissant la valeur a, (ou, en 
cl v 

décroissant, la valeur a,), s'annule et change de signe, et il en 

est de même de la quantité 

rlz 
- est d'ailleurs, d'après cette dernière équation, fonction crois- 
d y  

sante de a pour x et a assez petits, de sorte que, aux deux points r , ,  
r ,  correspondant à a, = a.?, a (points de la caustique) prennent 
respectivenient naissance deux nouveaux arcs entièrement situés 
au-dessous de l'arc primitif (figure ci-dessous). Sur chacun d'eux, y, 

d'abord décroissant en valeur absolue, continue à varier dans un 
sens constant : il croîtra sur l'un de ces nouveaux arcs au moins 
jusqu'à une certaine valeur positive fixe y ,  et décroîtra sur l'autre 
au moins jusqu'à y = - y , .  Si x a été pris assez petit en valeur 
absolue pour que les y de l'arête de rebroussement soient compris 
entre - y ,  et + g , ,  les deux arcs en question devront se couper, 
La figure ainsi obtenue est bien celle à laquelle est arrivé M. Galbrun 
et conforme à ce que l'on constate sur le modèle connu de surîacc à 
pente constante. 

Pour x < O ,  les choses sont plus simples : dans un certain inter- 
valle de valeurs du paramètre, a est toujours négatif et y du signe 
de - a, de sorte qu'on a une nappe d'apparence régulière située 
au-dessous du plan des xy. 

L'arc primitif, tangent au plan des xy, engendre, lorsque x varie 
en restant positif, une première face (face suphrieure) du trièdre, 
caractérisée, comme on le voit, par le fait que le premier merribre 
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de (1 1") est positif; les deux autres arcs, sur lesquels dB est négatif, 

engendrent, pour x > O, deux faces intérieures se coupant suivant 
u n e  ligne douhle et continuant, de part  et d'autre de l'axe des x, 
la nappe unique qui correspond à x < o. 

Chaque bicaractéristique voisine de l'axe des x a,  avec l'arête 
de rebroussement, un point de contact dont l'abscisse x', toujours 
positive, est donnée par  (II"). La face supérieure du  triedre est 
engendrée par les arcs de bicaractéristiques correspondant à x > x'; 
les arcs correspondant à x < x' engendrent respectivement les deux 
faces inférieures et, pour z < O, la nappe sans singularité. 

On voit, en particulier, conformément à ce que nous aurons à 
constater dans un instant, qu'un point tel que o appartient à une 
ligne double de la surface, ligne qui s'arrête en ce point. Il appartient 
d'ailleurs à la catégorie connue des (( points pinces ». 

7. Sur la surface S,, qui est toujours supposée surface d'espace, 
soit tracée la courbe y,, supposée fermée, délimitant, sur S , ,  une aire 
déterminée, et prenons pour ï, l'une des deux nappes caractéris- 
tiques qui passent par  cette courbe. Supposons que chacune des 
bicaractéristiques tracées sur Il, donne un point de l'arête de rehrous- 
sement et ,  par conséquent, d'après ce qui précède, un point de la 
ligne double, de sorte que l'une et l'autre de ces lignes sont fermées. 

Existera-t-il sur la première d'entre elles des points de rebrousse- 
ment ? 

Au premier abord, il n 'y a aucune raison pour qu'il en soit ainsi. 
Prenant une courbe fermée A arbitraire - donc, en général, dépour- 
vue de points de rebroussement -, rien n'empêche de mener, par 
chacun de ses points, une surface I', ayant avec elle un contact du  
second ordre. L'enveloppe de ces surfaces aurait A pour arête de 
rebroussement. 

11 en est autrement lorsque la surface variable vérifie une équation 
aux dérivées partielles de la catégorie considérée dans ce qui précède, 
c'est-à-dire dont le cône caractéristique en chaque point est convexe. 
C'est ce que nous allons montrer moyennant une précision apportée 
sur un point à nos hypothèses géométriques précédentes. Nous 
supposerons que S, fait partie d'une famille à un paramètre composée 
de surfaces, qui toutes sont surfaces d'espace en chacun de leurs 
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points et dont il passe une et une seule par chaque point de la région 
considérée ('). 

Cette hypothèse permet évidemment de distinguer, sur chaque 
cône caractéristique et sur chaque conoïde caractéristique, une nappe 
positive et une nappe négative, chacune de ces nappes variant 
d'une manière continue avec la position du sommet, et d'assigner 
de même, sur chaque bicaractéristique, un sens positif. 

Soient alors considérées, en un point quelconque 2 de ï, situé entre 
la ligne y, et la ligne double, la bicaractéristique correspondante h 
et la bande infiniment petite de surface voisine de cette bicaracté- 
ristique. Nous serons conduit à distinguer, sur cette bande ou 
sur toute autre surface caractéristique tangente, un côté droit et 
un côté gauche, à savoir ceux que distinguerait un observateur 
placé suivant le sens positif de la bicaractéristique et regardant 
l'intérieur de la nappe positive. 

En particulier, il en résulte un  choix déterminé de sens direct sur 
la ligne y,. 

Si, au point 2, deux surfaces caractéristiques se coupent et si, 
sur la tangente à la ligne d'intersection, on fait choix d'un sens, il 
est clair que la demi-droite ainsi considérée sera de côtés différents 
par rapport aux deux directions bicaractéristiques. 

Or, c'est précisément ce qui se produira en un point 2 pris arbi- 
trairement sur la ligne double de notre surface ï, et par lequel 
passent deux bicaractéristiques issues respectivement de deux 
points I e t  I' de y,. 

Tant que les deux points I et 1' et, par conséquent, aussi les deux 
plans tangents au point 2 seront distincts, il existera, en vertu du 
théorème des fonctions implicites, un arc de ligne double comprenant 
ce point à son intérieur et le long duquel on pourra cheminer dans 
un sens déterminé quelconque. Il résulte de ce qui précède que, 
dans ce cheminement, les deux points I et 1' se déplaceront en sens 
contraires. 

Un tel cheminement ne pourra être arrêté que par l'une des deux 
circonstances suivantes : 

(') Dans toutes les applications de Physique mathématique, les surfaces t = const. 
t désignant le temps, possèdent la propriété dont il s'agit. 
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10 Ou bien le point 2 s'éloignera à l'infini sur la nappe de surface ru ; 
2 O  OU bien les points I et 1' viendront à coïncider. 

Nous avl.iris, par hypothèse, exclu le premier de ces deux cas. Dans 
le second, le conoïde caractéristique de sommet 2 a, avec la ligne y", 
quatre intersections confondues, ce qui montre que 2 est un point 
de rebroussement de la caustique. 

C. Q. F .  D ,  
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LA PROPAGATION DES ONDES 
ET 

LES CAUSTIQUES 

( Commentarii .Mathematici Helvetici, vol. 5 ,  1932. ) 

Le présent travail fait suite à ceux que nous avons publiés sur le 
principe de Huygens - ou, plus exactement, sur la majeure de 
Huygens D - pour les équations à trois variables indépendantes, et 
particulièrement (') à ceux qui ont été insérés au Journal de Mathk- 
matiques en 1929 et aux Acta Mathematica en 1930 ("), lesquels seront 
respectivement désignés par les abréviations J. M. et A,. 

Le premier de ces deux Mémoires était consacré a u  théorème 
d'addition intégral qui résulte de la majeure de Huygens, dans 
l'hypothèse où, entre leurs points extrêmes, les ondes considérées 
ne présentent aucune singularité, autrement dit, n'ont pas de points 
communs avec une caustique. Nous nous proposons, dans ce qui 
va suivre, d'examiner ce qui se passe lorsqu'on renonce à cette 
hypothèse. 

(l) Voir aussi Bull. Soc. Math. franç., t .  LII, 1ga4, p. 141. 

(2) Journ. de Math., t .  VI11 (volume publié en l'honneur de MM. APPELL et PICARD, 
1 9 2 9 ) ~  p. 197; Acta Math., t .  LIV (volume publié en hommage à FREDHOLM, 1930, 
P. 947). 
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L'onde rétrograde issue d'un point O et relative à une équation 
linéaire du second ordre hyperbolique 

ou plutôt la nappe conique r, qui la représente dans l'espace à trois 
dimensions sera donc, comme précédemment, coupée par deux 
surfaces successives S , ,  S2 ( f i g .  1) ayant toutes deux, en chacun de 
leurs points, une orientation d'espace et qui délimiteront avec elle 

Fig. I .  

O 

deux régions bornées de l'espace. Dans la première de ces deux 
régions, on admettra encore, comme nous l'avions fait jusqu'ici, 
que tout point peut être joint au point O par une géodésique bien 
déterminée de l'élément linéaire 

qui correspond à l'équation ('), de sorte que le déterminant fonc- 
tionnel désigné par J dans nos Leçons de Yale (') sera différent de 
zéro dans la région en question, partout ailleurs qu'au sommet du 
conoïde et que la quantité r,, carré de la distance géodésique à ce 

(l)iVoir nos Lectures on Cauchy's problem, Cambridge New Haven, no8 55 a 56, 
1932, p. I 17-1 19 (traduction française, Paris, Hermann). 

(2) Lectures on Cauchy's problem, Livre II, no  57 bis, p. 122-123 de l'édition fran. 
çaise. 
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sommet, aura partout une valeur déterminée. C'est ce que nous 
appellerons l'hypothèse a. 

Nous continuerons également à admettre une hypothèse analogue 
- dite hypothèse P - en ce qui concerne la nappe de conoïde rétro- 
grade issue d'un point queIconque I de s,, dans toute la région 
limitée par  cette nappe et la surface SI ,  et,  de même ('), pour la 
nappe directe de conoïde ayant pour sommet un point quelconque 2 

de S2 dans toute la région délimitée par cette nappe et la surface SI. 
Par  contre, nous avions également admis, dans nos travaux 

antérieurs, et  en particulier, dans J. M., que les choses se passaient 
de même pour le conoïde rétrograde de sommet O, jusques et y 
conipris sa rencontre avec S,. C'est cette dernière hypothèse - dite 
hypothèse y - qui ne sera plus maintenue dans le travail actuel. 
Au niveau de la surface S2, le déterminant fonctionnel J (toujours 
formé à partir du  point O) sera susceptible de s'annuler, et la quan- 
t i té  r,, pourra cesser d'être une fonction bien déterminée et régulière 
des coordonnées du  point 2. Si ces circonstances se produisent à 
l'intérieur du conoïde ï,, elles ne donnent lieu, comme nous le 
verrons ( c f .  12), à aucune dificulté; nous aurons, au  contraire, à 
les étudier spécialement lorsqu'elles intéressent la nappe conoïdale 
elle-même, représentative de l'onde rétrograde issue de O, c'est-à-dire 
lorsque celle-ci ou, plus généralement, une onde incidente (') quel- 
conque (voir plus loin, no 7) présente une caustique qui rencontre la 
surface S,. Nous devrons, à cet effet, utiliser l'étude géométrique 
qui a été faite de ce nouveau cas dans le Mémoire A, ,  Mémoire dont, 
en conséquence, les résultats serviront de base à ce qui va  suivre. 

Nous avons même à compléter sur quelques points ces remarques 
géométriques. Les notations de A,, et de J. M. n'étant pas les mêmes, 
je préfère, pour plus de clarté, commencer par donner, en me plaçant 

(l)  Ces deux parties de l'hypothèse P sont, dans une certaine mesure (mais dans 
une certaine mesure seulement), équivalentes l ' m e  à l'au.tre, en ce sens que le déter- 
minant fonctionnel analogue à J, formé à l'aide des deux points I e t  2, est le même 
à un  facteur près différent de zéro, quel que soit celui de ces deux points que l'on 
considère comme point de départ, ainsi qu'il résulte du no 170 de nos Lecons sur le 
problème de Cauchy (p. 374-377 de l'édition française). 

(2) Comme nous l'avons dit ( Journ .  de Math., note de la page 220), il s'agit d'une 
onde incidente rbtrogradc. 
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dans la première d'entre elles, les indications coniplémentaires pour 
lesquelles elle convient particulièrement. 

1. Prenons donc tout  d'abord, comme dans A,, pour axe des x 
une bicaractéristique située sur l'onde incidente T,; pour plan des x, y, 
une caractéristique régulière admettant cette bicaractéristique, - 
de sorte qu'on peut écrire une intégrale complète régulière 

telle que le second membre s'annule identiquement en x, y pour 
a = p = O -, l'onde incidente 17, étant la détermination de l'inté- 
grale générale que l'on obtient en prenant a variable et /3 identique- 
ment nul et, par conséquent, en éliminant cc entre les équa- 
tions z = F(x,  y, cr, o) et 

De plus, la bicaractéristique définie par les deux équations 
précédentes pour cc = O, est supposée être l'axe des x. 

Une autre caractéristique se raccordant avec les premières tout 
le long de cet axe s'obtiendra comme enveloppe de la surface 

obtenue en reniplaçant, dans l'intégrale complète, P par  la fonction 
(nulle à l'origine airisi que sa dérivée) 

Entre deux surfaces de cette espèce, correspondant à deux choix 
din'érents de la fonction (2), le contact est. du même ordre tout  le 
long de la bicaractéristique et du même ordre que celui d u  contact 
entre les deux courbes (2).  On peut même préciser d'une manière 

& z 
assez remarquable la manière dont la courbure ;i;;- dépend de x 

ou, plutôt, dépend simultanément de x et du choix de la fonction g. 
Celle-ci interviendra par sa dérivée seconde initiale ((O) - et 
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les quantités A, B dépendant de s, mais non du choix de la fonction g. 
E n  effet, la combinaison des deux formules (7) et  (9) du  Mémoire A* 

d'x 
donne, pour la valeur 

dv- 

Ici, le premier terme est nul, puisque, dans notre système de 
coordonnées actuel, z = 6> est représentée par  un plan. D'autre part, 

d 2 @  d" 
toujours en raison de & ( O )  = O, la valeur de se réduit à - da (57" 

d2Q, d'F dF 
celle de - à - + - g", d'où 

du? da' d B  

ce qui donne bien, pour la courbure en question, une expression de 
la forme (3). 

Au reste, le même fait ressort de la théorie générale des caracté- 
ristiques. Celle-ci nous apprend ( ' )  que pour une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre 

( q ' i l  convient à cet effet de remplacer par  l'équation 

que l'on en déduit par une différentiation , la variation de r le long 1 
d'une bicaractéristique obéit à une équation de Riccati. E n  l'espèce, 
cette équation admettrait une solution nulle, c'est-à-dire se réduirait 

(l) GOURSAT, Ann. Fac. Sc. Toulouse, ze série, t .  VIII,  1906, p. 427 e t  suiv. 
particulièrement no 6, p. 438-439 Voir notre Cours dlAnaZyse, t. II, no 355, 1930, 
p. 456 (Paris, Hermann). 
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à une équation de Bernoulli, dont l'intégrale générale est bien de  la 
forme (3). 

cl? 5 
Pour a différent de zéro et voisin de zéro, la valeur de d;o 

dépendra encore homographiquement de p. : elle sera donnée par  la 
formule (3'). 

2. Comparons en particulier, à ce point de vue, l'onde incidente r,, 
avec le conoïde direct ayant pour sommet un point 2 pris sur la 
courbe de section i ' )  i de cette onde par  la surface S-. Pour ce 
conoïde, la fonction g est donnée par l'équation 

s l = F ( + ,  y?, a ,  (3 )=F( .~~ ,y - ,  a: g ) ,  

encore vérifiée en 

ceci donne encore 

x2, y?, z2 étant les coordonnées de ce point 2. L'équation (1) étant 
- dF 

ce point, tandis que est différent de zéro ('), 
g' = O;  puis g" est donné par 

Si le point 2 appartient à une caustique de l'onde T,, ce que nous 
supposerons avoir lieu pour cc = O,  il satisfait à la relation 

ce qui donne, pour g", la valeur zéro. A partir de cette position, 
déplaçons le point 2 sur la courbe de section i, supposée non tangente 
a la bicaractéristique, cc prenant alors une valeur différente de zéro 
que nous considérerons comme infiniment petit principal. On voit 
que la nouvelle valeur de g" sera un infiniment petit du  même ordre 

d'F 
que celle de Or, si dans le plan des x, y, nous considérons la 

Oa- 
famille de courbes 

(l) Nous réserverons cette dénomination à la courbe dont il s'agit, par opposition 
aux autres traces (trace de ro sur SI; traces de conoïdes ayant leurs sommets sur S, 
ou sur S2) dont elle est l'analogue d'après sa définition en raison du rôle spécial 
qu'elle jouera dans ce qui va suivre : en particulier elle seule aura des singularités, 

(*) -d2, note de la pagc. 250.  
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'en l'espèce, f représente la dérivée g)' donnant l'axe des x pour a = O \ 
de sorte que l'on aura, pour a voisin de zéro, 

le coefficient f i  de a étant nul au point de contact avec l'enveloppe de 
la famille (4) (point que nous pourrons par exemple prendre comme 
origine) et si, d'autre part, les deux autres coeficients f,, f a  sont 
différents de zéro au même point, la forme de l'équation f = O 

montre que, sur un chemin issu de l'origine et non tangent à l'axe 
des x (de sorte que x est un infiniment petit de l'ordre de y au moins), 
y est un infiniment petit d'ordre 2 exactement en a et 

un infiniment petit du premier ordre. Appliquant ceci à la projection 
de notre figure de l'espace sur notre plan des x, y, nous voyons 

d? F 
que - 

duP 
et, par conséquent, g " ( u )  seront des infiniment petits du 

premier ordre exactement. Il en sera de même dès lors, d'après 

(,d;?,)>st différent l'expression (3) dans laquelle le numérateur - 

de zéro ('), pour la différence qui existe, sur la surface SI, entre les 
courbures des traces de l'onde et du conoïde direct ayant pour 
sommet le point 2 variable sur la courbe de section 7 .  

Quant aux deux hypothèses f ,  = O, f ,  = O, la première est exclue 
d'une manière analogue à ce qui a été dit (') dans A,, comme impli- 
quant, au point 2, une singularité de la b icarac tér i~t i~ue;  la seconde, 

d3F 
soit - = O, signifierait (cf. A,, nos 3, 6) que la surface S2 passe par 

da 

un point de rebroussement de la caustique. 

3. Nous ferons maintenant porter notre comparaison sur le 
conoïde direct ayant pour sommet le point 2 de l'axe des x - appar- 

(l) A,, p. 253. 
(2) Page 253. La remarque faite en cet endroit concerne le point I ,  mais s'applique 

sans modification au point 2.  
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tenant ou non à la caustique - et sur le conoïde rétrograde ayant 
pour sommet le point I d'abscisse un peu inferieure ( ' )  à celle de 
la surface écran S , .  Si, tou t  d'abord, le point 2 est lui-même très 
voisin de S, ,  mais du côté positif, les traces de ces deux conoïdes 
sur S,  seront deux petites ovales extérieures l'une à l'autre. Lorsque 
nous déplacerons ensuite continuellement le point 2 le long de l'axe 
des x, dans le sens positif, jusqu'à l'amener sur S,, il n'arrivera 
pas que la valeur correspondante de gV(o) devienne égale à celle 
qui convient au conoïde de sommet I : car, comme on le voit en 
raisonnant sur ce dernier conoïde comme nous l'avons fait sur r,, 
cela signifierait qu'il admettrait une caustique passant par le point 2, 

contrairement à l'hypothèse P. Il n'arrivera pas non plus que les 
traces des deux conoïdes soient tangentes en un second point, car 
ils auraient alors une seconde bicaractéristique commune (7 joignant 
le point I au point 2, ce qui serait encore contraire à l'hypothèse P. 
Ces deux traces resteront donc, jusqu'au bout, tangentes extérieu- 
rement l'une à l'autre. 

Dans ces conditions portons, dans S,, sur une ligne partant de 
l'origine et non tangente au  plan des x, y - par exemple sur l'axe 
des z, si S, a pour équation x = O -, et cela dans le sens positif, 
qui sera supposé dirigé vers l'intérieur de la petite aire découpée 
par le conoïde de sommet I ,  une petite longueur qui sera considérée 
comme l'infiniment petit principal. D'après l'hypothèse P, l'extré- 
mité Ï de cette longueur pourra être jointe au point 2 par  une 
géodésique faisant avec le conoïde, au sommet 2 de ce conoïde, un  
angle du même ordre que la distance du point I à la trace d u  conoïde 
en question, c'est-à-dire d u  premier ordre. Une telle géodésique 
sera d'ailleurs extérieure au  conoïde (géodésique d'espace) et donnera, 
par conséquent, pour la quantité H, une valeur négative et infini- 
ment petite du  premier ordre seulement. Comme la valeur de H 

(l) Le sens positif sur l'axe des x est supposé comme dans Al, le sens rétrogradc, 
celui qui va de SI a Sz. 

Par un élément de contact sur SI, passent deux bicaractéristiques, mais on a vu 
dans Journ. Math., 10, comment il y a lieu de choisir entre elles, et  ce choix est 
manifestement le même pour les deux conoïdes, puisqu'il s'agit de directions toutes 
deux très voisines de la bicaractéristique primitive. 
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est constante le long de cette géodésique, celle-ci sera également, 
au  point 1, extérieure au conoïde correspondant et fera, avec la 

direction de toute géodésique I=' issue de i. et intérieure à ce conoïde, 
un angle qui ne pourra être infiniment petit d'ordre supérieur au, 

premier. Donc encore, le point 2, trace de la géodésique s" sur S,, 
sera à u e distance du  point 2 qui -toujours d'après l'hypothèse P - 
ne pourra être infiniment petite d'ordre supérieur au  premier. 

Au point 2, sur la surface S,, que nous pouvons supposer être aussi 
un plan x = const., le sens positif sur l'axe des z sera encore dirigé 
vers l'intérieur du  conoïde de sommet I .  Il sera également dirigé 
vers l'intérieur du conoïde de sommet I, infiniment voisin du premier. 
Ces deux conoïdes ne sauraient se couper au voisinage du point 2 

considéré : car leur intersection serait le sommet d'un conoïde direct 
infiniment voisin de r2 et dont la trace sur S, passerait par  les points I 

et I, alors que toute corde d'une telle trace, infiniment petite et 
infiniment voisine du  point 1, ne peut avoir qu'une direction infini- 
ment voisine de celle de l'axe drs y. Dès lors la ligne y ,, trace sur S, 
du conoïde de  sommet Ï, sera du côté des z positifs par rapport à 
la trace y,  du conoïde de sommet 1, c'est-à-dire sera tou t  entière 
intérieure a ce conoïde; e t  il en sera de même du  p0in.t 2. 

- 
La géodésique 1, 2 sera donc une géodésique de temps : elle 

correspondra à une valeur de H positive et infiniment petite du 
premier ordre seulement. Donc la trace sur S I  du conoïde de sommet 5 
passera dans la région z > O, à une distance infiniment petite du 
premier ordre (et non d'ordre supérieur) du point I. 

On voit que ces considérations, qui peuvent paraître évidentes 
par elles-mêmes dépendent de la seule hypothèse P et ne sont pas 
influencées par les singularités possibles de I',. 

Ces points notés, nous reprendrons, en les simplifiant un peu ( ' ) ,  
les notations de J. M. 

(l) L'onde r,, dont l'équation, dans la notation de A,, était d~ la forme z = y2 + (x,y) 
aura pour équation, dans le système de coordonnées qui sera considéré au no 11, y = O ;  

sur cette surface, notre bicaractéristique initiale (axe des s du Mémoire -4,) sera définie 
par l'équation complémentaire x = o. Enfin, l'écran SI (x = xl dans la notation 
de Ag) pourra être pris, dans ce qui va suivre, comme plan des x, y, en définissant, 
par exemple, z comme une distance transversale à SI, mesurée avec la forme métrique H. 
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II. 

4. Conformément à ce qui a été fait dans J .  M. et dans nos autres 
travaux précédents sur le principe de Huygens, nous continuerons 
à prendre comme point de départ la formule ( ' )  

qui résout le problème de Cauchy, en exprimant la valeur de l'inconiiuc u 
au point O en fonction des valeurs u ,  de cette inconnue et 
des valeurs u', de sa dérivée transversale en tous les points de la surface 
S I ,  la portion utile (') de cette surface, celle à laquelle est étendue l'inté- 
gration, étant celle qui est comprise à l'intérieur du  conoïde carac- 
téristique r, de  sommet o. Comme dans le Mémoire J. M., les trois 
termes de cette formule seront respectivement désignés par ( a ) ,  ( b ) ,  (c), 
ce dernier terme étant toujours d'une étude plus simple que les 
premiers, de sorte que les résultats qui le concernent peuvent être 
écrits sans qu'il y ait lieu d'insister sur leur démonstration. La 
quantité 

est la solution élémentaire, solution de l'équation (E) par rapport 
aux coordonnées du  point O e t  de son adjointe (E) par rapport 
aux coordonnées du point I .  Dans le terme (b),  on doit différentier 
par rapport à l'intégrale double 

étendue successivement à la portion (') de S', comprise dans le 
conoïde ï, et à la portion analogue d'une surface SI  menée à une 

(l) Nous nous dispenserons, pour simplifier, d'affecter de l'indice I la lettre -J, 

pour désigner la  transversale à SI, la notation .J, étant  toujours employée pour 
désigner la transversale à Si. 

(,) Comme dans nos travaux précédents, ce sera cette région qui sera plus spécia- 
lement désignée par la notation SI, la même convention étant faite en ce qui regarde SB. 
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distance transversale constante très petite v de S , ,  les valeurs de u 
étant prises les mêmes en deux points correspondants I et  I' de S, 
et  de S;, c'est-à-dire en deux points qui sont projection transversale 
l'un de l'autre. La même convention s'applique à l'élément de 
surface dS, ; au contraire, la quantité u doit être calculée pour les 
points O et I dans un cas, pour les points O et 1' dans l'autre. Le 
terme (a )  peut d'ailleurs, comme nous l'avons fait dans J. M., se 
mettre également sous la forme d'une dérivée par rapport à Y, celle 
de l'intégrale 

avec la convention, contraire à la précédente, que la valeur de u 
est prise différente au  point I et au  point I', tandis que la valeur 
de cl est la même en ces deux points (ainsi que l'élément de surface). 

5. Il n'est pas sans intérêt pour nous de préciser une manière 
dont peut s'effectuer, dans le terme (b) ,  la différentiation de l'inté- 
grale (5) sans que la singularité de la solution élémentaire le long 
d u  conoïde caractéristique donne lieu à aucune dificulté. C'est à 
quoi nous arriverons aisément en considérant un point arbitraire 
de S ,  comme défini par la géodésique L qui le joint au  point o. Eri 
vertu de l'hypot,hèse a faite sur la situation relative de ce point et  
de la surface S , ,  les deux paramètres 5, *q qui définissent la direction 
d'une géodésique au  départ de O pourront être considérés comme 
coordonnées curvilignes sur S , ,  l'élément de cette dernière surface 
étant de la forme 

avec K # o. Il est clair que, dans un  pareil système de coordonnées, 
la trace du conoïde caractéristique de sommet O aura la même 
équation, quelle que soit la surface de section S , .  

6. Plus précisément encore, nous pouvons écrire 
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étant du  premier degré en dxl, d.r2, dx", avec des coelGcients fonctions 
régulières des x, au  moins dans ilne petite région autour de la posi- 
tion considérée du sommet du conoïde o. Si alors nous posons 

czxi 
où les .T' sont des valeurs de - au  sommet, nous pourrons, à ds 

chaque système de valeurs de 5, q ,  faire correspondre des valeiirs 
déterminées (et non plus seulement des rapports mutuels) des x - 
par exemple, en prenant 

ces valeurs des x étant fonctions régulières de F ,  r~ et des x. Dans 
ces conditions, la quantité ï,, sera le produit d'un facteur différent 
de O t an t  sur S I  que sur Si  par la quantité I - 5' - -q2, toujours la 
même quelles que soient non seulement la surface de section SI, 
mais même la position du sommet o. Ce facteur étant le seul qui 
donne lieu à singularité dans la quantité 

une différentiation quelconque effectuée sur vo l  n'élèvera pas l'ordre 
de la singularité puisqu'elle n'affectera que le numérateur régulier V,, , . 
Il ne se présentera donc aucune dificulté dans la différentiation de 
l'intégrale (5) par rapport à v et même, un nombre de fois quelconque, 
par rapport aux coordonnées du sommet du conoïde (telle qu'on 
aura à l'appliquer à la quantité u ,  définie par la formule (F , ) ,  pour 
la substituer dans (F) ( c f .  no 8). 

7. Nous avons, jusqu'ici, considéré uniquement une onde rétro- 
grade émanant d'un point fixe de l'espace-temps. Mais des circons- 
tances plus générales peuvent se présenter, par exemple dans le 
cas d'une réflexion. Analytiquement, ce phénomène se traduit 
par la résolution d'un (( problème mixte )) et introduit ( ' ) ,  outre la 

(l) Voir Le problème de Cccurhy, Appendice I I ,  p. a23 (Paris, Hermann). 
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fonction u, une autre fonction ( u ) ,  singulière sur l'onde réfléchie, 
c'est-à-dire sur une caractéristique qui n'a plus de point conique, 
laquelle caractéristique découpera, sur une surface telle que SI, 
une certaine région intérieure, Il y aura encore lieu de différentier 
par rapport à Y (c'est-à-dire par rapport à la substitution de S', à S,) 
une intégrale double étendue à une région de cette espèce : la méthode 
précédente permettra d'éviter -toute dificulté dans cette différen- 
tiation si l'on a, dans la portion d'espace intérieure à la caractéris- 
tique dont il s'agit et  au  moins au voisinage de SI, défini des coor- 
données curvilignes F, y, s satisfaisant aux conditions suivantes : 

E = const., 7 = const., ces deux constantes satisfaisant à une 
relation 

( 7 )  V(57 Y I ,  = O ,  

représentera une bicaractéristiyue située sur î,, ; 
Pour !Pr(E, rj) > O,  ces mêmes équations = const., -q = const., 

définiront une géodésique $ orientée dans le temps ou même de 
longueur nulle, ligne qui, ne pouvant être nulle part  tangente à la 
surface d'espace S , ,  sera supposée la couper à l'intérieur de l'air? 
délimitée par r,. 

Dans toute région où l'onde incidente (onde issue d'un point 
d'univers unique O ou onde provenant de réflexions ou de réfrac- 
tions antérieures) sera dépourvue de caustique, une pareille 
congruence $ et de pareilles coordonnées pourront être définies. 

Remarque. - Lorsqu70n opérera comme il vient d'être dit dans ce 
numéro ou dans l'un des deux précédents, on devra, dans la diffé- 
rentiation de u,, ainsi que dans celle du  facteur K qui figure dans 
l'expression (6) de dS, ,  tenir compte de ce que le calcul de ces deux 
quantités introduit la projection transversale, sur S,,. d'un point 
arbitraire 1' de S',. Soient x ' ,  x2, x1 les coordonnées de cette projec- 

3xi 
tion; - leurs dérivées lorsque le point I '  ainsi projeté variera en 8-u 
fonction de v sans changement de 5, -1 (de sorte que 1' sera l'inter- 
section de s', avec la géodésique ou la ligne $ qui viennent d'être 
considérées). On devra avoir 
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les ri; étant les paramètres directeurs du  plan tangent à SI  ; et, d'autre 
part, d'après la relation qui existe entre les points I et  I', 

les dérivées xi étant, cette fois, prises au  point 1' e t  p désignant la 
cls 

dérivée du : cette dernière quantité p se déterminera en portant 

les valeurs précédentes dans (S), son coeficient dans l'équation ainsi 
obtenue étant différent de zéro puisque la ligne E = const., rI = const. 
n'est pas tangente à S,.  Les dérivées finies et réguliéres ainsi obtenues 
pour les coordonnées spatiales de la projection permettront de calculer 
les dérivées des coordonnées curvilignes correspondantes sur S,, 
dérivées que l'on pourra, à leur tour, différentier par rapport à E ,  q, 
de manière à en déduire la dérivée, par rapport à v,  du déterminant 
fonctionnel et  du facteur K qui permet d'exprimer, à l'aide de dE dul, 
la projection transversale de l'élément superficiel dSr1 décrit par le 
point. 1'. Ce sont ces dérivées, toutes régulières, qui serviront à 
différentier l'intégrale (5) dans les conditions indiquées. 

8. Kous aurons, comme dans J. M., à combiner la formule (F) 
avec la formule analogue 

dans laquelle le point O est remplacé par un point I de S, (ou par 
un point 1' de Si), S, étant remplacé par S2  OU Si; et, comme dans 
ce Mémoire, ceci conduira à introduire, outre les traces de l'onde 
incidente ï, sur S I  ou sur S', : 

La nappe rétrograde ï, de conoïde ayant pour sommet un point I 

OU I', et  sa trace y l  sur S, ou Si ; 
La nappe directe r, de conoïde ayant pour sommet un point 2 

ou 2' de S, ou de Si, et sa trace y, sur S I  ou S', . 

Dans les hypothèses où nous nous plaçons, les nappes conoïdales 
de ces deux catégories, limitées à S, ou Si, l'autre à S, ou S'I, ne 
présenteront pas de caustiques. 
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La condition que la trace de la seconde d'entre elles sur S ,  ait 
des points intérieurs communs avec celle de ï, définit la région de S2 
ou de Si intérieure à l'onde. Lorsque le point 2 sera sur l'onde elle- 
même, les deux traces seront tangentes extérieurement ( '). Elles 
seront tangentes intérieurement lorsque le point 2 appartiendra à 
ce que nous avons appelé dans notre travail précédent, 1' (( onde 
interne » et que nous préférerons, dans celui-ci, désigner par  le 
terme plus topique de (( pseudo-onde ». Comme il a été expliqué 
antérieurement, en effet, cette pseudo-onde ne doit intervenir 
qu'en apparence, et  ne donner lieu, tous calculs faits, a aucun 
phénomène particulier. 

9. Les circonstances que nous venons de mentionner sont celles 
qui se présentaient dans nos Mémoires antérieurs. Mais dans nos 
hypothèses actuelles, des circonstances nouvelles vont apparaître, 
conformément aux résultats obtenus dans A,. Lorsque le point 2 

appartiendra à une. caustique de l'onde, les deux traces auront entre 
elles un contact du second ordre ( 2 ) .  

Il résulte également de A, que la surface SY (du moins lorsqu'elle 
commence à s'écarter de S, ,  voir plus loin no 10) ne peut pas rencon- 
trer la caustique sans rencontrer également une ligne double de 
la caractéristique ï,. Il y a lieu de reprendre ici la discussion des 
relations de contact entre les deux traces en faisant varier le point 2 

non plus le long d'une bi~a~actér is t ique,  mais le long de la section z 
de l'onde par la surface Sa, laquelle comporte (au moins) un point 
double et deux points de rebroussement. Cette section étant repré- 

(') Ceci reste valable même lorsqu'on abandonne l'hypothèse y (quoique, dans 
certains cas de figure, tels que ceux qui sont représentés sous les nO"V-VI sur la  
figure 3, les deux aires découpées dans SI par T,, e t  par r2 pénètrent l'une dans l'autre 
au  voisinage du point de contact), en ce sens que, sur une ligne menée par ce point 
e t  non tangente aux traces, les deux segments respectivement intérieurs aux aires 
en question n'ont d'autre point commun que leur extrémité. 

Au contraire, si le point 2 était sur la  pseudo-onde, les deux segments dont il 
s'agit seraient de même sens e t  se recouvriraient. 

(2) Si SI passait par un  point de rebroussement de la caustique (cf.  A,, 3)' les deux 
traces correspondantes auraient un  contact du troisième ordre. Cette disposition 
étant exceptionnelle, nous ne jugeons pas utile d'en entreprendre l'étude. 
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sentée figure 2, nous avons représenté schématiquement, figure 3, 
les formes successives de la courbe T e ,  trace de ï,, la trace de I', 

Fig. 2 .  

étant figurée ( ' )  par l'axe des x. Sur un premier arc décrit par  le 
point 2, ce point étant,  par exemple, en 1 ( f lg.  3) ,  les deux traces 
tangentes sont dans la position relative normale, c'est-à-dire celle 

qu'on rencontrerait seule s'il n'y avait pas de caustique ( 2 ) .  La 
première particularité qui se présente est nécessairement, comme 

(l) Les figures successives 1 à IX doivent être en réalité envisagées corririie déca- 
lées les unes par rapport aux autres, le point m se déplaçant continûment (de gauche 
à droite dans la disposition adoptée dans nos dessins). 

(2) Il se peut (c f .  10) que de tels points 1 n'existent pas, aucune position du point 2 
sur la courbe de l a  section 7 ne donnant lieu à des traces complètement extérieures 
l'une a l'autre. Mais cette circonstance ne peut pas se présenter lorsque S2 s'écartant 
progressivernent de SI commence a rencontrer la caustique. 
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nous l'avons constaté dans A,.  la présence d'un second point de 
contact (cas II ,  f ig. 3) : ceci correspond au  premier passage du 
point mobile 2 par le point double I I  de la section. Puis (position I I I  
du  point mobile), la trace y,, toujours tangente extérieurement en 
un premier point de contact m, pénètre par ailleurs dans la région 
intérieure y > o. On arrive ainsi à un point de rebroussement IV 
de la section, l'osculation des deux traces étant atteinte par le fait 
que le premier point d'intersection rn, de ees deux lignes dans le 

&y 
cas I I I  vient coïncider avec rn, pendant que la dérivée seconde 

en m, primitivement négative, augmente jusqu'à la valeur zéro. 
Cette dérivée seconde devenant ensuite positive, la disposition devient 
celle du  cas V, c'est-à-dire que la seconde trace y, a deux régions 
différentes communes avec la première. Les déformations se succèdent 
ensuite dans l'ordre inverse. Le point d'intersection le plus à droite 
des deux traces venant à son tour coïncider avec m, on a une nouvelle 
osculation, correspondant au second point de rebroussement VI ;  
puis, à nouveau, pour toute position telle que VII, une seule aire 
intérieure commune aux deux traces; puis, nouveau passage VI11 
par le point double (de sorte que la figure VI11 n'est autre que la 
figure II ,  à la dénomination près du point m) après quoi on retrouve, 
en IX, la position normale. 

Il est à remarquer que la courbe de section que nous avons tracée 
figure 2 (a,, région extérieure) aurait pu aussi, semble-t-il, être 
conçue avec la disposition représentée figure 2 bis, différant de la 

Fig. 2 bis .  

première par le fait que le triangle compris entre le point double et 
les deux points de rebroussement est extérieur. Mais la discussion 
précédente permet de décider d'une façon certaine entre ces deux 
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h y p o t h è s e s  e t  d'éliminer la s e c o n d e  d ' e n t r e  elles. U a n s  cette dernière, 
e n  effet ,  il y a u r a i t ,  a u  v o i s i n a g e  d e s  p o i n t s  d e  r e b r o u s s e m e n t ,  d e s  

p o i n t s  entièrement e x t é r i e u r s  à l ' o n d e  : pour d e  telles positions di] 
point. 2, les deux traces s e r a i e n t  e n t i è r e m e n t  e x t é r i e u r e s  l'une à 
l'autre. Or, c 'es t  ce qui ne peut se p r o d u i r e  au v o i s i n a g e  d e s  p o i n t s  IV 
ou VI, en vertu de la forme d e s  figures IV et VI qui c o r r e s p o n d e n t  à 
ces points. Au contraire, l e s  f igu res  e n  q u e s t i o n  m o n t r e n t  qu'il 
existera, s u r  Si, des p o i n t s  - en l ' espèce  c e u x  qui sont c o m p r i s  

dans le triangle LC, ( f ig .  2) délimité a i n s i  e n t r e  t r o i s  a r c s  de la c o u r b e  i- 

(( doublement i n t é r i e u r s  1) à l ' onde ,  c ' e s t - à - d i r e  t e l s  q u e  la t r a c e  d u  

c o n o ï d e  d i r e c t  ayant p o u r  somnie t .  l ' un  d ' e u x  ait deux r é g i o n s  

d i f f é ren te s  i n t é r i e u r e s  à y,. 

10. Tous ces détails peuvent être aisément vérifiés sur l'eseniple des ondes 
cylindriques ordinaires, c'est-à-dire sur les rriodèles en fils dc surfaces à pente 
constante ou, ce qui revient au même, sur les figures de courbes parallèles à une 
courbe fixe. Nous figurons un peu plus loin ( f ig. 5) la disposition correspondant à 
une onde dont le front, à l'instant 1 (l) coïncide avec une ellipse de demi-axes a, b 
et qui - comme il est nécessaire pour trouver une caustique - sr  propage, lorsqu'on 
fait décroître le temps t ,  vers l'intérieur de la courbe, de sorte que la région'du plan SI 
qualifiée d'intérieure à l'onde sera la région extérieure à l'ellipse. 

SB sera également un plan t = const., de sorte que la section de l'onde par S2 
s'obtiendra en portant, à partir du pied de chaque normale à l'ellipse, une longueur 
constante L dans le sens intérieur. Conforrnérnent à ce qui a été dit au no 7 nous 
serons conduit à faire passer non seulement par les points situés sur I'ellipse, niais 
par les points extérieurs, c'est-à-dire intérieurs à notre onde, des géodésiques - 
c'est-à-dire des droites - f projetées, par exemple, sur les plans t = const. suivant 
les normales à l'ellipse. Si, conime il a été admis au no 7,nous supposons encore ces 
géodésiques de longueur nulle, c'est-à-dire de même pente que celles qui sont issues 
des points de la courbe, nous voyons que la correspondance entre les régions intérieures 
à l'onde situées sur SI e t  sur S, se fera, en projection sur t = const., par segments 
de longueur constante L portés sur les normales à I'ellipse. Cette correspondance 
sera univoque à partir de SI (la normale qui sert à la  réaliser étant, de convention 
expresse, la plus courte, celle qui ne passe pas à l'intérieur de l'ellipse entre son 
point de départ et son pied); mais elle ne le sera pas à partir de S,, dès que L dépassera 

le rayon de courbure minimum de l'ellipse rayon de courbure au  sorriniet du grand 

axe, soit y )  : à partir de ce moment, l'aire triangulaire a, prendra naissance e t  
a 

(l) Sous le point de vue auquel nous nous plaçons, comme dans tout  ce qui précède, 
i l  s'agit d'une propagation rétrograde, c'est-8-dire vers le passé. 
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tout  point situé à l'intérieur de cette aire (l) aura, dans SI, deux homologues diffé- 
rents. La trace y, correspondant à un te l  point, c'est-à-dire le cercle de rayon L 
ayant ce point pour centre, coupera la conique en quatre points de manière à déter- 
miner, extérieurement à elle, deux aires distinctes. 

Ajoutons que les choses se passent d'une manière u n  peu différente, si l'on fait 
encore croître la constante L. Pour des valeurs suffisamment grandes de cette quantité 
le point double de la courbe de section disparaît, la région extérieure que nous avons 
précédemment dénommée cessant d'exister : autrement dit, aucun point z n'est 
centre d'un cercle de rayon L entièrement intérieur à l'ellipse (c'est-à-dire extérieur 
i l'onde). C'est ce qui se produit évidemment à partir du niornent ou 1, dépasse le 
demi-petit axe (2). Dans cc cas, Se peut rencontrer la caustique saris rencontrer dc 
ligne double de la  surface. 

11. C'est sous le bénéfice de ces données géométriques que nous 
allons reprendre (cf. J. M.) l'étude d'une intégrale telle que 

et de sa différentiation par rapport à v.  J e  me propose même de 
?eprendre cette étude dès le commencement, c'est-à-dire tout  d'abord, 
comme dans J. M., en l'absence de caustiques : la méthode de calcul 
employée dans J. M. peut en effet être notablement simplifiée et ,  
pour le cas primitivement traité où les caustiques n'interviennent pas, 
les résultats deviennent à peu près intuitifs moyennant une simple 
interversion de l'ordre des intégrations, la première d'entre elles 
ayant lieu par rapport à la variable que nous avons appelée y. 

Rappelons que nous avons, dans J. M., appelé fonction-unité 

( 
bS 

(l) La même propriété appartiendra d'ailleurs toujours pour L < - à d'autres . j 
points de la figure. E n  fait, l a  forme de la  u surface de Riemann n qui correspond à SI 
de par la  transformation considérée est facile à indiquer immédiatement, car elle 
n'est autre que celle de la surface d'onde To elle-même (convenablement arrêtée à 
la courbe de section r ,  puisque SI est arrêtée à l'ellipse). Cette surface affecte donc 
au  voisinage du point de rebroussement de la  caustique, la forme décrite dans As 
(no 6) : elle recouvre trois fois le triangle C compris entre les deux branches de la 
développée et l'arc IV-VI de la courbe de section, deux fois la région a,. Mais nous 
n'avons à tenir compte, en ce moment, que du cas où deux images, sur S,, d'un même 
point de S2 sont près de se conîondre, et ce cas est celui que nous considérons dans 
le texte. 

(2) Pour L = b, la courbe de section 7 présente un auto-contact, au centre de 
l'ellipse. 
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toute fonction régulière non nulle au  voisinage de laquelle nous nous 
plaçons, de sorte que toute puissance positive ou négative, entière 
ou fractionnaire d'une telle unité est encore une unité. Ajoutons 
que de telles fonctions-unités, lorsqu'elles figurent comme coefi- 
cients dans l'équation d'une courbe, se comportent, au  point de vue 
de la forme de celle-ci, comme des constantes. Les courbes 

où a, b, fonctions de x et de y, sont des unités, ont sensiblement au 
voisinage de l'origine, la première la forme d'une parabole; la seconde, 
celle d'une parabole cubique; la troisième, celle d'une parabole 
semi-cubique ; etc. 

11 bis. Dans J. M., nous avons été conduit à écrire les équations 
de nos deux traces, au  moins lorsqu'elles sont tangentes ou près 
d'être tangentes, sous la forme ( ' )  

et, par conséquent, par un usage convenable des facteurs-unités, 
l'intégrale (9) sous la forme 

la fonction f contenant, indépendamment de x, y et la fonction Y, 
indépendamment de x, les paramètres v ,  v ,  et les coordonnées du  
 oint z sur la surface S2 ou SI,. Au voisinage du  contact extérieur, 
c'est-à-dire lorsque le point 2 sera voisin de l'onde incidente tout  
en lui étant intérieur, le signe à prendre sous le radical, dans la 
formule (q') sera - et l'aire d'intégration sera définie par 

o ~ y ~ k ( ~ C . ) ,  

x variant lui-même dans un intervalle (x', x") dont les extrémités 
ont pour abscisses deux racines de l'équation Y(%) = o. Or, on peut 
écrire 

(l) La notation Y n'a pas le même sens que dans J.M. 
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f ,  étant elle-même une fonction régulière, donc bornée ainsi que les 
différentes dérivées que nous aurons à en considérer. Réduisant 
d'abord cette expression de f à son premier terme, nous voyons 
immédiatement que la quadrature par rapport à y donne le résul- 
tat x f ,  (x) et, par conséquent, la quadrature double, le résultat 

Si la lonction f ,  contient les paramètres (principalement le para- 
niètre V )  par rapport auxquels on veut différentier, la dérivée corres- 
pondante sera, par hypothèse, elle-même régulière et son intégrale 
dans l'intervalle (x', x") restera bornée, ou sera même infiniment 
petite avec l'amplitude de l?intégrale. Nous n'aurons donc à consi- 
dérer que les termes aux limites 

dl 
et nous voyons que la dérivée dv ne pourra devenir infinie que (au 

plus) de l'ordre des dérivées 

dx' cZxl' - -. 
dv ' dv 

Quant au  second terme de l'expression ( I I ) ,  en vertu de la formule 

sa différentiation n'introduira aucun terme aux limites analogue 
à (12) et  (puisque les quantités sous les signes d'intégration sont 
supposées régulières) donnera un résultat nécessairement borné, dont 
nous n'aurons pas à nous occuper. On voit d'ailleurs qu'il en serait 
encore de même si l'on soumettait la portion correspondante d'inté- 
grale à un nombre quelconque de différentiations successives. 

12. Ceci s'applique encore lorsque les deux traces qui limitent 
l'aire d'intégration sont franchement sécantes, c'est-à-dire sécantes 
sans être au  voisinage du  contact. On-peut alors, moyennant une 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3811 JACQUES HADAMARD. 

transformation ponctuelle qui ne change pas l'axe des x, mettre leurs 
équations sous la forme ( I O )  et ,  d'autre part, les deux dérivées (12) 
seront finies. Un calcul très analogue s'applique d'ailleurs aux cas 
où l'une des traces est entièrement et  (( franchement )) intérieure à 
l'autre et limite seule l'aire d'intégration, de sorte que l'on a ainsi, 
sous forme manifestement bornée, la dérivée, par rapport à v ou 
à tout  autre paramètre, d'une intégrale du type (9) toutes les fois 
que le point 2 est franchement intérieur à l'aire utile S2. 

13. On pourrait appliquer une marche analogue au cas du contact 
intérieur, qui correspond, comme nous l'avons dit, à celui où le 
point 2 est sur la ~seudo-onde,  cas dont nous savons d'ailleurs, 

Fig. 4. Fig. 5 bis. 

a priori, qu'il ne donne lieu à aucune singularité. Au voisinage d'un 
tel contact intérieur, les deux traces peuvent être considérées comme 
ayant l'une des deux dispositions relatives représentées figure 4 
ou figure 4 bis, l'aire d'intégration' é tant  du  côté ombré sur l'une 
ou l'autre de ces figures e t  le signe à prendre sous le radical, dans 
la formule ( g r ) ,  étant +. Comme dans J. M., nous limiterons l'aire 
par une parallèle y = b > O à l'axe des x, toute la partie située audelà 
de cette parallèle donnant un résultat régulier, et par deux paral- 
lèles x = a , ,  x = cc2 à l'axe des y situées de part  et d'autre du point 
de contact. L'ordonnée b e t  les abscisses a , ,  cc, étant supposées 
constantes, toute la partie de l'aire d'intégration extérieure au  
rectangle ainsi délimité donnera un  résultat régulier. D'autre part ,  
puisque la courbe y = Y (x) est supposée passer au  point considéré p 
pour les valeurs initiales des paramètres dont elle dépend, les deux 
côtés x = a , :  x = cc? parallèles à l'axe des y auront pu être choisis 
assez voisins du point p pour que les ordonnées correspondantes 
de la courbe soient inférieures à b, le côté du  rectangle qui appartient 
à la droite y = b étant, par conséquent, entièrement compris dans 
I'airc d'intégration, et cela pour toute; Ics valeurs des paramètres: 
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1 

sufisamment voisines des valeurs initiales. La primitive de 
\/Y(Y - Y )  

étant 

le résultat de l'intégration correspondante effectuée entre la limite 
supérieure b et une limite inférieure égale à la plus grande des deux 
quantités O ,  Y est., en toute hypothèse, 

zlog(\lb +\!b - Y ) - -  log I Y  1. 

Cette quantité doit être multipliée par f ,  (x) dx et intégrée de a, à a,. 

Le premier terme, différentié ou non par rapport aux paramètres, 
ne donne lieu à aucune singuIarité, de sorte que toute la question 
porte sur la différentiation de l'intégrale 

Le calcul étant ainsi dirige, on voit qu'il s'appliquerait, non seule- 
ment aux deux dispositions des figures 4 et 4 bis, mais aussi (cf. 
J. M., 9) aux deux dispositions représentées figures 4 et 5 de S. M .  

Fig. 5. 

On peut toujours (l) supposer qu'on est dans l'un des deux premiers 
cas; mais on voit que cette remarque est en somme inutile. 

(3) Dans le calcul qui nous intéresse, l'une des quantités oo,, vu (tantôt l'une, tantôt 
l'autre) dépend des seules coordomées du point 1, pendant que l'autre dépend égale- 
ment des paramètres. D'autre part, les dispositions des figures 4 ,4  bis, correspondent 
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Nous n'insisterons pas ici d'ailleurs sur ce cas du contact intérieur, 
la méthode actuelle n'offrant pas alors, sur celle qui a été suivie 
dans J. M. (8, 9)' le même avantage que tout  à l'heure. 

14. Les systèmes de coordonnées que nous adopterons sur S, , SIl, Si 
(le cas de S', étant, comme nous le verrons, hors de question) ne 
seront pas exactement ceux qui nous ont servi dans J. M. Le premier 
d'entre eux (J. M., 11) sera toutefois conservé : nous supposerons 
donc que, par  tout  point situé sur S, ou voisin de S I ,  on mène une 
géodésiaue transversale à S, jusqu'à la rencontre avec la caracté- 
ristique ï, : ce sera la longueur de l'arc géodésique ainsi délimité, 
mesurée avec la métrique H, et prise positivement lorsque cet arc 
est intérieur à l'onde qui sera la coordonnée y, de sorte que les 
valeurs de cette coordonnée en deux points correspondants (c'est-à- 
dire projections transversales l'un de l'autre) pris sur S ,  et sur Srl 
diffèrent entre elles purement e t  simplement de la quantité cons- 
tante  Y. Nous donnerons d'autre part, à deux pareils points corres- 
pondants, la même coordonnée x. Celle-ci pourra, à cela près, être 
définie arbitrairement. 

Pour les paramètres 5, q introduits aux nos 5 ,  6 et qui, dans le 
cas d'une onde rétrograde incidente émanée d'un point fixe O ,  

définissent une géodésique issue de ce point, nous pourrons prendre 
les coordonnées x, y du point en lequel cette géodésique (ou, dans 
le cas du  no 7, la ligne B de la congruence considérée) rencontre S I  
[de sorte que le premier membre de ( 7 )  se réduira à 71. Ces mêmes 
quantités E q, serviront de coordonnées sur S,, d'après la méthode 
du  no 7. Il est bien entendu que la correspondance entre ce système 
de coordonnées et la position d'un point de S, n'est pas nécessaire- 
ment biunivoque. Elle l'est dans le cas qui a fait l'objet de J. M.; 
elle ne le sera plus si nous admettons l'intervention des caustiques. 
Nous pourrons toujours exprimer, en fonction de E ,  ri, des coordon- 

au cas où celle des deux aires vol 5 0, vI2 5 O qui est ramenée y 5 O est celle qui 
comprend l'autre entièrement ou presque entièrement à son intérieur. Ce résultat 
ne peut pas toujours être obtenu par une transformation ponctuelle fixe. Mais il 
n'y a aucun inconvénient, pour le calcul, à introduire une transformation ponctuelle 
dépendant du paramétre, pourvu que cette dépendance soit régulière. 
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nées curvilignes A l ,  1, choisies sur S, et  aptes à représenter cette 
surface d'une manière régulière; mais, dans le cas des caustiques, 
le déterminant fonctionnel de ces expressions sera susceptible de 
s'annuler et, avec lui, le facteur K., qui. figure dans l'expression de 
l'élément superficiel 

de la surface. 
C'est, en particulier, ce qui aura lieu aux  points de  rebroussement 

de la courbe de section 7 ,  numérotés I V  et VI  sur la figure 3, puisque 
le courbe représentée sur cette figure correspond, de par  la corres- 
pondance dont il s'agit, à la trace ï, sur S I ,  trace qui  est dépourvue 
de singularité. 

15. La  méthode indiquée au no 11 bis amène, nous l'avons dit, 
à une forme très simple l'évaluation de l'intégrale (9) et de sa dérivée 
pour le cas traité dans J. M., celui où il n 'y a pas de caustique et 
où, par conséquent, pour chaque position du  point 2 sur la courbe 
de section 7, les deux traces sont tangentes au premier ordre seule- 
ment. Le point de contact ayant une abscisse x précisément égale, 
dans nos notations, à la coordonnée 5 qui définit la position du  
point 2 sur T, la quantité Y qui représente l'ordonnée d'une de ces 
traces (l'autre ordonnée étant nulle) sera (pour un contact extérieur) 
de la forme 

( 1 3 )  Y =  A ( x - ~ ) ~ ,  

le coefficient A, fonction régulière de x, étant positif et non nul - 
donc ce que nous avons appelé une unité - pour x voisin de 5. 

Si, à partir de la position que nous venons de considérer, on donne 
au point 2 un petit déplacement quelconque, la nouvelle expression 
de l'ordonnée Y deviendra 

le coefficient A ayant, en général, changé de valeur et  les coefi- 
cients A , ,  A, étant également fonctions de E ,  r,, mais contenant 
nécessairement .II en facteur, puisque, pour toute valeur de 5,  Y a, 
lorsque 7 est nul, la f o r g e  (13).  
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15 bis. Dans le cas que nous considérons actuellement, le coefîi- 
dY 

cient b, de r j  dans la formule (14), c'est-à-dire la dérivée - pour x = E, 
d n  

.q = O, est nécessairement positif. E n  effet, une valeur positive très 
petite de -ri correspond à un point 2 intérieur à notre aire S2, auquel 
correspond une trace y,, qui passe à l'intérieur de y,, de sorte que 
le coefficient en question ne peut être négatif; il ne peut non plus 
être nul, c'est-à-dire que la trace y, du nouveau conoïde de sommet 2 

ne pourra pas contenir un point ayant avec notre point (E, O) une 
distance infiniment petite du  second ordre (par rapport à r j  pris 
comme infiniment petit principal, E restant invariable) : c'est ce 
que nous avons v u  au  no 3. 

16. Voyons maintenant comment l'expression (14) sera modifiée 
lorsque nous ferons varier v ,  c'est-à-dire lorsque nous couperons les 
caractéristiques r, et I'- non plus par la surface S , ,  mais par la 
surface S; à distance transversale constante de la première. Dans le 
système de coordonnées x, y adopté, la nouvelle trace de l'onde 
incidente r, aura encore pour équation y = O (et, en projection 
sur S,,  y = Y). Celle du  conoïde î, sera tangente à la première au  
point x = 6, y = O et aura, par conséquent, une équation de forme 
analogue à (13). Pour rj différent de zéro, elle sera complétée, comme 
tout  à l'heure, par  des termes de 3, soit 

et ,  en  projection transversale sur S,, par le terme additif v. 

Les nouveaux coefficients b,, 6 ,  (ce dernier positif) sont, aux 
facteurs numériques près, ceux de la formule de Taylor : ils 
contiennent (en général) ''1, V ,  mais non x, qui y est remplacé par 

la valeur 5. Au contraire, le coefficient A contient en général (réguliè- 
rement) x. Par  contre, puisque nous continuons à admettre l'hypo- 
thèse y, ce coefficient est une unité, qui admettra même une borne 
inférieure positive pour toutes les positions d u  point 2 le long de 
la ligne v et dans le voisinage de cette ligne. 

Comme nous l'avons vu  dans J. M .  (13), les deux traces sur Sr, 
ne sont pas à combiner entre elles, mais avec les traces primitives, 
après projection transversale sur S , .  Dans le calcul du terme (au) 
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interviendra l'intégrale 

étendue a l'aire comprise entre les lignes 

pour le terme (ba) ,  l'intégrale 

étendue à l'aire comprise entre les lignes 

17. D'après ce qui a été établi au  no 11, les dérivées des inté- 
grales (15) ,  (15') par rapport à v ,  sont du même ordre de grandeur 
que celles des abscisses des points communs aux courbes (16) ou a.ux 
courbes (16'), c'est-à-dire des racines de chacune des équations 

Pour différentier les fonctions implicites ainsi définies, on dispose 
de deux méthodes classiques : 

Ou bien appliquer le théorème des fonctions implicites, soit, pour 
l'équation (1 7) par exemple, 

dY 

Ou bien imaginer que l'on forme, si l'on peut, l'expression expli- 
cite de x. 

C'est, en réalité, la seconde de ces deux méthodes que nous emploie- 
A A I > A M ~ R D .  - J U B I I . ~ ~ .  50 
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rons. Mais la première va nous permettre de simplifier le calcul et  
de le rendre possible (') 

Les premiers membres des équations (17), (17') et, par conséquent, 
les racines que nous avons à étudier, dépendent en eflet de Y de 
deux manières, à savoir par  la présence du  terme explicite t v et 
par  l'intervention du  paramètre v dans les divers coeficients. Au 
numérateur de (18), cette deuxième dépendance se traduit  par  des 
termes tous infiniment petits : en les négligeant, on n'altérera donc 
point sensiblement la dérivée cherchée. 

Le dénominateur de (18) ne fait entrey la variabilité des coefli- . . 
0 1 

cients en fonction de v ,  x, que par l'intermédiaire du terme en 

Ce dernier terme, à son tour, en raison de la présence du  facteur (x-E), 
est infiniment petit vis-à-vis de la quantité A, que nous savons être 
bornée inférieurement. 

Ainsi, dans la différentiation qui nous intéresse, nous pouvons 
traiter tous les coefficients A, b comme des constantes, en commettant 
simplement ainsi sur le résultat une erreur relative infiniment petite, 
sous la condition de faire subir une altération convenable, elle aussi 
infiniment petite, au  coeficient A. Les évaluations que nous nous 
proposons d'obtenir pour la dérivée n'en seront pas affectées si 
elles ne font intervenir que la borne inférieure de A. 

Or, la résolution de l'équation du second degré (17) donne 

et, en dérivant par rapport à et faisant v = O, on trouve immédia- 

tement un résultat de l'ordre de grandeur de 5' ce qui est Lien le 
d i  

résultat que nous devions attendre [puisque i a  somme algébrique 
des dérivées que nous venons d'évaluer (') doit fournir, à un terme 

(l) L'emploi du théorCrne de factorisation permettrait de surmonter la même 
difficulté (voir, plus loin, no 19). 

(2) Les infinis qui interviennent dans les deux premiers termes sous le signe 

de (19) s'ajoutent. 
SS 

Le contraire a lieu au niveau de la pseudo-onde, par un mécanisme semblable à 
celui qui intervenait dans notre travail des Acta Mathematica, t. 49, no 21, p. z @ .  
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borné près, la valeur de v O i ]  e t  qui sufit  à justifier, comme nous 
l'avons vu  dans J .  M., les transformations effectuées dans ce Mémoire 
et à établir la formule 

18. Abandonnons maintenant l'hypothèse y et  admettons par 
conséquent que la courbe de section 7 présente un ou plusieurs 
points de rebroussement, intersections de S2 avec une caustique. 
Les propriétés géométriques de la figure seront alors celles qui ont 
été décrites au  no 9. Nous continuerons d'ailleurs à rapporter les 
points de S, aux coordonnées E, 3 considérées au no 14; seulement 
celles-ci n'auront plus, avec les points qu'elles représentent, une 
correspondance parfaitement biunivoque : un point de S, pourra 
avoir, suivant les cas, soit un, soit plusieurs systèmes de' coor- 
données. 

Cette circons-tance ne change d'ailleurs, en général, rien d'essen- 
tiel aux calculs précédents ou aux considérations de J. M. Les 
points 2 qui auront deux systèmes de coordonnées 4,  rj seront les 
sommets de conoïdes interceptant à leur intérieur, sur S , ,  des régions 
ayant en commun avec celle qui est intérieure à l'onde incidente, 

- 
deux aires distinctes : une intégrale telle que IO?, 1 0 2  ou devra 

alors être étendue successivement à ces deux aires; sa différentiation 
fera intervenir non plus deux, mais quatre quantités de la forme (13) ; 
mais celles-ci continueront à relever de l'étude précédente. 

Les seuls points qui exigent une étude nouvelle sont les points 
de rebroussement. Nous considérerons, par exemple, le point IV de 
la figure 2, qui pourra évidemment être supposé correspondre à 
l'origine des coordonnées dans le plan des Sv, pendant que le point rn 
correspondant sera l'origine des coordonnées sur S , .  Nous limiterons 
l'aire d'intégration, sur S,, à sa portion intérieure à un petit rectangle 
fixe ayant pour base, sur l'axe des x, un segment (E,, E2)  pris autour 
de l'origine. 

La formule de Taylor utilisée pour représenter l'ordonnée Y 
devra, pour 4: voisin de zéro, comporter un terme de plus, soit 
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x ne figurant plus, cette fois, dans le coeficient A, mais dans le 
coeficient H. Ce dernier sera différent de zéro même pour k = O, 

sans quoi (A,, 3) le point IV considéré serait un point de rebrousse- 
ment de la caustique, et  nous excluons le cas où S, passerait par 
un tel point de rebroussement. Si nous avons pris comme sens positif, 
sur l'axe des x, le sens de gauche à droite sur la figure 3, le coenicient 
en question sera positif pour toutes les valeurs de E qui nous inté- 
ressent actuellement. 

Le coeficient A (courbure au  point de contact) s'annulera au  
contraire, pour 5 = o. Ce zéro, par rapport à la variable indépen- 
dante E, est simple ('), en vertu de ce qui a été dit au  no 2. Nous 
écrirons donc 

Y = H ( x  - !):!+ a t ( x  - t)?, 

le nouveau coeficient a étant une unité et  étant d'ailleurs positif, 
puisque d'après les figures III-V ( f i g .  3) ,  la concavité de la ligne y, 
passe du  côté négatif au  côté positif de l'axe des x lorsque E passe 
par la valeur zéro en croissant. 

Conformément à ce qui a été dit au no 1, l'équation qui vient d'être 
écrite conserve sa forme, non seulement pour v = O, mais (7 lorsqii'on 
fait varier V. 

Pour y différent de zéro, mais v nul, la valeur de Y s'écrira 

Grâce aux remarques faites au  no 3, nous pouvons affirmer que 
le résultat du no 15 bis subsiste dans les conditions actuelles, c'est-à- 
dire que le coef ic ient  b,, est encore di f férent  de  zéro et même positif. 

Si enfin l'on fait également varier v, on aura (en projection sur S,  
e t  avec modifications des divers coeficients), pour équation de la 
trace du conoïde 1',, 

(l) S,, surface d'espace, n'est certainement pas tangente à la bicaractéristique. 
(2) Le zCro de la fonction A(i)  serait, au contraire, variable avec v2. 
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de sorte que les deux équations en x seront 

Dans ces deux équations, on peut simplifier l'expression des 

coefficients A, A de (x -E)' par un  changement de variable de la 
forme 

qui laisse fixes les points de l'axe des E .  Il est clair, en effet, qu'on 
peut choisir un tel changement de variable de manière à réduire A 

à a i et A à% .i. Dans le second cas, les coefficients du  changement 
de variable dépendent de v ;  mais, cette dépendance étant régulière, 
elle n'apporte pas d'obstacle aux calculs qui vont suivre. 

19. Les divers coeflicients des équations (21), (21') sont encore des 

fonctions de 5, 3, de v (pour la première d'entre elles) e t  -pour H, H 
dx 

-de x. Mais, comme au  no 17, nous pouvons, dans le calcul de -, 
du 

faire abstraction de cette dépendance et considérer les H, A, B, b 
comme des constantes. 

Toutefois, en vue de la suite que nous aurons à donner à ce calcul 
aux noS 20, 22, il est préférable de ne pas user de cette faculté en ce 

qui regarde la dépendance de H (ou de H )  par  rapport à s e t  d'appli- 
quer, relativement à cette dernière variable, le théorème de facto- 
risation. Donc, dans l'équation ( 2 1 7 ,  nous remplacerons H par son 
développement suivant les puissances de (x - E ) ,  soit 

où cette fois, H, Hf, H", . . . sont indépendants de -x et, opérant 
suivant la méthode de M. Goursat ('), nous mettrons le premier 
membre de (21') SOUS forme du produit d'un facteur unité par le 
polynome 

1 1 ( ~ 1 ) = ( x - ~ ) : ' + L , ( ~ - ~ ~ ~ i ' G . ,  (a- E ) i - U , ,  

(l) Bicll. Soc. math. franç., t.  XXXVI, 1908, p. 209. NOUS sommes revenus sur 
ce sujet dans le iiiêilic recueil, t. XLVII, 1919 (Comptes rendus des séariccs, p. 44). 
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les quantités U , ,  U,, U:, étant déterminées par les équatioiis 

b o n - v -  IIUo- I I ' U o U ~ - I l " U " ( U ~  - U , )  - . . . = = O ,  

b,n - H U , - 1 I 1 ( U , - U , L , ~ + I I " ( U , U ? + U ~  - U , U i ) - t .  . . = O ,  

a - U -  1 I 1 ( U - )  - I ( o - -  L U )  . . . = o .  

L'examen des termes du premier ordre de ces équations montre 
que U,,, U, ,  U, peuvent s'écrire 

où, toutefois dans la forme donnée à U,, on suppose encore effectuée 
une transformation convenable d u  type (22). Les termes remplacés 
par des points sont d'ordre supérieur; et  il est encore à noter que 
ceux qui figurent dans U,, contiennent tous en facteur celui qui est 
explicitement écrit. 

Nous traiterons l'équation I I ( s )  = O à la manière classique, en 
faisant d'abord disparaître le terme du  second degré par  le change- 
ment d'inconnue 

( 2 4 )  
u x = - ' + X .  
3 

La nouvelle équation sera 

X q - P X + Q = o  
avec 

(le terme en U, Ua pouvant être incorporé aux termes en .q et  en 3,) 

de sorte que le discriminant 

( 26 )  1'1- A = -  (4P" 2 7 7 % )  
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se réduit, pour v = O ,  à 

Le calcul relatif à l'équation (21) différerait uniquement du  précé- 
dent par le changement de signe de v et  le changement de H, A, b,, b,  - - - -  
en H, A, b , ,  b o .  

L'équation admet trois racines réelles pour A > O et  une seule 
pour A > o. 

Comme il fallait s'y attendre, la valeur initiale A, du discriminant, 
celle qui correspond à v = O ,  renferme -q en facteur. L'autre facteur, 
égalé à zéro, représente également, sur S-, un lieu de points 2 tels 
que la trace y, correspondante soit tangente à l'axe des x : autrement 
dit, il donne à nouveau ( ' )  une partie de la courbe de section 7, 

qui, nous l'avons vu, a, dans le plan des ET,, deux arcs images passant 
à l'origine. Le fait que ce second lieu ait avec le premier, à l'origine, 
un  contact du second ordre ressort bien de l'interprétation que nous 
venons d'en donner. Prenons, par exemple, le cas, déjà considéré 
au  no 10, de la propagation d'ondes cylindriques ordinaires avec 
front initial suivant une courbe régulière quelconque telle qu'une 
ellipse, c'est-à-dire la transformation ponctuelle par segments de 
longueur constante L normaux à la courbe. Nous avons figuré ( f lg .  5) 
l'ellipse, sa développée, projection de la caustique, e t  sa transformée, 
c'est-à-dire la courbe 7. Au voisinage d u  point de rebroussement IV 
de cette dernière, c'est-à-dire du centre de courbure en un point m 
de l'ellipse où le rayon de courbure est L, une normale en un point m', 
distant de m d'un arc qui sera pris comme infiniment petit principal, 
passera à une distance du point IV qui sera infiniment petite du 
second ordre et, par conséquent, le segment intercepté sur cette 
normale par la courbe .i sera, en vertu des propriétés connues du 
point de rebroussement, un infiniment petit du troisième ordre : 

or, c'est ce segment qui est à reporter, avec un décalage égal à L, 
pour obtenir celui qui est compris entre l'ellipse, front initial, et  
la seconde courbe qui a même image qu'elle dans la figure S,. 

(1) La trace de ~seudo-onde satisfait à la  même condition, mais ne passe pas au  
voisinage de l'origine. 
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Le même fait apparaît à l'inspection de la figure 3 (figures partielles 
III et  IV). Si, en effet, on tient compte de ce que Y est une fonction 
croissante de q, on voit que l'unique possibilité d'une trace y- 
coupant l'axe des x en trois points voisins de l'origine se présente 
pour E voisin de zéro et négatif, b ,  u) étant  inférieur à la valeur de Y 
qui correspond à -q = O, laquelle est de l'ordre de t3. 

La région (voisine de l'origine) dans laquelle devra être situé le 
point (5, rj) pour que les trois racines de l'équation cubique soient 
réelles est celle qui est comprise entre l'axe des x et la ligne infiniment 
voisine R = o. 

20. Pour v voisin de zéro, mais différent de zéro, la ligne 4 = O du 
plan des xy aura une forme infiniment peu différente de la précédente 
En tout  cas, la forme de l'expression (26)) où le coeficient de rj3 est 
essentiellement différent de zéro et  négatif, montre que si l'on a 
tracé une parallèle à l'axe des x à une distance positive, suffisamment 
petite, mais choisie une fois pour toutes, p de cet axe et pris sur cette 
droite, également une fois pour toutes, un  segment ( E , ,  t2)  sufisam- 
ment petit, la quantité A sera positive sur ce segment pour toutes les 
valeurs sufisamment petites de v. Pour de telles valeurs de v et pour 
toute valeur de comprise entre E ,  et t,, le nombre des racines de 
l'équation A = O voisines de zéro pourra être de zéro ou de deux; 
mais p sera toujours supérieur à la plus grande d'entre elles. 

La forme de la ligne A = O dépend de la situation relative des deux lignes P = 0, 

Q = O, dont la première (cf. 12) est sensiblement une parabole (du moins si cl n'est 

Fig. 6. Fig. G bis. 

pas nul) et dont la seconde peut, au point de vue de son intersection avec la première, 
h, v 

être assimilée à une parallèle à l'axe des E,, savoir o = -. Ces deux lignes se coupent 
Co 

ou non au voisinage de l'origine (pour les ~ e t i t e s  valeurs de V )  suivant les signes 
c h  

comparés de v et du coefficient k = -L!i + 4. D'ans le premier cas, les deux points 
Co 
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d'inter-sectioii seront, d'après la fornie de l'expression (a6), des points de rebrousse- 
nient de la ligne en question ( f ig .  6). Il résulte de ce qui précède que, pour O tendant 
vers zéro, l'une des deux branches aboutissant à un tel  rebioussement tendra vers 
un segment de l'axe des 6 et l'autre vers un  arc de la courbe R = o. 

Si, au  contraire, les deux courbes P = O, Q = O sont sans point coinmiin dans la 
rbgion considérée, la ligne A .= o comprend (fi,. 6 bis) deux branches entièrement 
séparées, de part e t  d'autre de Q = n. 

Ces deux figures 6 et 6 bis devraient, naturelleiiient, être échangées l'une avec 
l'autre si l'on raisonnait sur l'équation (21); et, d'autre part, on qe doit, dans chaque 
cas! rn retenir que la partie nulle, c'est-à-dire celle qui est située dans la  région ri 2 o. 

On formera d'ailleurs l'équation du second degré qui donne, dans 
le plan des t.q et au voisinage de l'origine, les deux ordonnées de la 
courbe 9 = O, en appliquant (par rapport à .ri) le théorème de facto- 
risation à l'expression (26). Il est préférable d'introduire l'inconnue 0, 
en fonction de laquelle (25') permet de développer q : reportant 
daiis ( as ) ,  P prend la forme P = MQ + N, oii RI est une série entière 
en Q, p n d a n t  que 

~ ( a g  )? A =  - i h ,  v - -  - i - h , v  4 . .  
3 H 

es t  le terme indépendant de (1, c'est-à-dire la  obtenu^ e i ~  

r~~~i ip laçar i t  -ri par sa valeur en fonction de 5, Y tirée de l'équa- 
tion Q = o. Dans l'expression A = 27 Q" LI ( J I0  + S):',  le  théo- 
rèmc en question fera apparaître le facteur 

où s,,, s ,  contiennent respectivenient N h t  IÜ' en facteur, le preriiirr 
avec un coefficient initialeinent égal à I .  

Les abscisses des points de rebroussemerit sont données par l'équa- 
lion N = O ,  et il apparaît hien qu'elles sont réelles ou imaginaires 
suivant le signe du premier terme de (27). 

21. La quantité (26) est toujours négative et la raoiiie réelle uiiiyue 
lorsque les racines du  polynome du second degré (28) sont imagi- 
naires. 

Si, au coritraire, les racilies de ce polyriorric. et, par vo~iséqueiit, 
les valeurs correspo~idantes .ri1, q" de .ri sont réelles, les racines de 
l'équation du troisième degré sont toutes trois réelles lorsque .q est 

II.\IJ.\\I i i r i~ .  - ruui1.6. -5 I 
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compris entre .q' et .ri". Pour des valeurs de .q satisfaisant à cette 
condition, nous aurons, conformément à la méthode de résolution 
classique, à introduire un angle (O par les deux relations concor- 
dantes 

ce qui donne (en diiférentiant, comme nous savons en avoir le droit, 
sans tenir compte de la variabilité des coeficients) 

après quoi, les racines de l'équation seront 

Ici encore, la dérivée de P n'a pas à entrer en ligne de compte: 
dQ et, puisque la dérivée d; est exactement ou sensiblement égale à 1, 

on voit que les dérides des racines (zg) sont de l'ordre de \/? v ,  

c'est-à-dire de 

La contribution de cette région du plan des eu, (pour une valeur 
déterminée de V )  à l'intégrale destinée à représenter v o 2  s'obtient 
en mult.ipliant par 

k, d< dur 

et intégrant : cette contribution est finie, comme on le voit sans 

même avoir besoin de tenir compte du numérateur \I- de l'expres- 
sion (28) ni du facteur K, (que nous avons vu s'annuler pour ! = -q =O), 

puisque l'intégrale a la valeur n. La convergence 

est, de plus, uniforme pour toutes les valeurs (sufisamment petites) 
de v .  

22. Dans la région 4 > O, nous aurons, pour notre équation du 
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troisikme degré, la racine unique 

T , ,  T, étant les racines de l'équation du second degré 

L'un quelconque des deux termes ainsi écrits a pour dérivée 
(en vertu de l'équation précédente, et en continuant à ne considérer 
comme variable que le terme Y explicitement décrit) 

dérivée que nous aurons à intégrer soit dans l'intervalle (O, P) (si 
les ordonnées .ri', -4" de la courbe A = O sont imaginaires), soit dans 
la partie de cet intervalle extérieure à (q', 7"). Ici encore, il nous 
sufira de noter que la dérivée que nous venons de former ne contient 

d'autre dénominateur que di ou, ce qui revient au même, la 
racine carrée du polynome (28). Or, la primitive, par rapport à Y,, 

ou (ce qui revient au même, à des facteurs bornés près) par rapport 
à Q, de 

1 

\ 0 ' i  s,  () + s,, 
est 

S ., 
C ~ Q  + - a t ~ Q ' + S , Q + S ~  ) 

expression où les signes se correspondent, mais peuvent toujours 
être choisis de manière que, dans l'argument du logarithme, les 
deux termes aient le même signe. Si l'on prend cette précaution, le 
logarithme portera sur une quantité bornée supérieurement (son 
maximum ayant lieu pour 3 = p ou pour -q = O) et dont la borne 
inférieure ne sera autre que la racine carrée du discriminant Il du 
polynome (28). Or, D = & (s i  - 4s,) ne diffère que par un facteur 
unité de Na, de sorte que noirs n'avons finalement à opérer que sur 

l'intégrale [ I O ~ N B ,  laquelle est bien convergente, et cela unifor- 
J 

mément pour toutes les valeurs de v.  
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De cette uniforme convergence, tan t  dans la région A > O que 
dans la région A < O, il suit, comme on sait, que la différen- 
tiation par rapport à v ,  sous les signes de quadrature, est légitime, 
et  c'est tout  ce qui nous était  nécessaire pour étendre au cas actuel 
les conclusions des nos 13-15 de J. M. 

23. Les remarques des nos 5-7 permettent de siniplifier les 
considérations de J. M. (16) relatives aux termes obtenus en prenant, 
dans la formule (F,) ,  le terme (b). On va voir que ces termes n'intro- 
duisent aucune dificulté nouvelle et, pour toute disposition de la 
figure, relèvent de ce qui a été dit ci-dessus. 

Dans la formule (F), le terme (a )  est la dérivée, pal. rapport a v ,  

de l'intégrale (5 bis) étendue au  domaine fixe S, (le point 1' étant 
considéré comme défini par sa projection transversale sur S,  et  sa 
distance transversale v à S I ) ;  le terme (b)  est la dérivée de l'inté- 
grale ( 5 ) ,  laquelle est égalenient étendue à un domaine fixe si l'on 
définit le point 1' par v et les coordonnées Cr, 7 du no 5 OU du no 7. 
Moyennant ces choix de variables, les deux quantités à intégrer ne 
contiennent que des singularités indépendantes de v .  

Dans les deux quantités en question, nous avons à remplacer ul  
ou u,, uniquement par  la partie (b)  de sa valeur (Fr), laquelle est 
une dérivée par rapport à IJ,.  Donc les deux termes considérés seront 
de la Çorme 

les intégrales étant étendues a des domaines fixes et  les différentia- 
tions se faisant dans les conditions classiques. Dès lors, l'interversion 
des différentiations, soit 

avec 

se fera également dans les conditions classiques. Or, les intégrales J !,  J 
ne diffèrent de celles qui ont été traitées dans ce qui précède que 
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par le changement de u, en u, et de S, cil Si. La question est donc 
toute résolue à leur égard, e t  i'ensemhle des termes (a,  b), (b,  b), (c, b) 
donnera 

v,?. étant l'expression (19) dans laquelle le point 2 est remplacé 
pal* 2'. 

Ce raisonnement s'applique t an t  au cas traité dans d .  M .  qu'à 
celui qui vient de nous occuper. 

24. La même manière de procéder permet de combler une lacune 
que nous avions laissée subsister dans un précédent Mémoire des 
Acta Mathematica (') consacrée aux équations à quatre variables 
indépendantes. Nous avions résolu pour ces dernières, dans le travail 
dont il s'agit, le problème correspondant à celui que nous avons 
traité dans J. M., c'est-à-dire que nous avions exprimé les parties 
constituantes T,, et V,, de la solution élémentaire relative aux 
points o et 2 en fonctions des quantités analogues V o l ,  V o l ,  $7, ?, V, 2, 

moyennant intégration sur S ,  par rapport aux coordonnées du 
point I .  Mais nous avions a cet effet raisonné exclusivement sur les 
termes contenant les valeurs de la fonction y ,  second membre de 
l'équation donnée, dans la région T, comprise entre S,  et  S,. 

Les termes contenant les valeurs de u; (ou encore de L,, u?) le 
long de S, donnent lieu à des calculs exactement identiques aux 
premiers. 

Mais il n'en est pas de même de  ceux qui contiennent les valeurs 
de u, (sans facteur L) e t  pour lesquels les opérations semblent au 
premier abord plus compliquées. 

E n  réalité, ce dernier cas se ramène au  précédent par  une marche 
tout  analogue à celle que nous venons d'indiquer pour les équations 
à trois variables. Il suffit, en ce qui concerne le passage de S, 
à S , ,  de prendre la formule de résolution du  problème de Cauchy 
sous la forme (29 bis) de nos Leçons de Yale (2 ) ,  soit, puisque m = 4, 

il) Tome XLIX, 1926. 
(2) No 144, p. 31 I de l'édition française. La notation des divers termes est aussi 

voisine que possible de celle de A,; mais nous les avons rangés dans un ordre plus 
logique e t  mieux adapté au raisonnement actuel. 
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ml = 2 ,  
z n u i = ( a )  + ( d )  + (c ' )  + (y )  + ( b ' )  + ( e ' ) ;  

(b ' ,  = -$ JflII% d'l2i 

Les termes (a), (d) sont les mêmes que ceux qui figurent, avec la 
même notation, dans les formules.(2) e t  (2') du Mémoire A,  (Mémoire 
des Acta Mathematica qui vient d'être cité). Les termes I d ) ,  ( f ' )  se 
déduisent des précédents par le changement de Q en ul + L,u,, 
de T 1  en S,, des intégrations quadruples en intégrations triples e t  des 
intégrations triples en intégrations doubles. Mais, de plus, onpasse 
également suivant une loi très simple de ces termes aux termes 
restants (b'),  (et) : on doit remplacer ui + L,u, par  u2 et, d'autre 

d 
part, appliquer la différentiation - en dehors des signes de quadra- 

dv? 

ture. Telle est l'expression u, a laquelle, pour arriver à u, ,  on doit 
appliquer, le long de S,, la formule de résolution, que l'on 
peut d'ailleurs également prendre sous la forme précédente; les 
termes (b'), (e') et aussi, comme précédemment, (c') et (f') (pour la 
partie qui ne contient pas L) seront des dérivées par rapport à v .  
Ici encore, les intégrales ainsi différentiées étant relatives à des 
domaines fixes, si l'on applique à (b') et à ( e t )  la méthode du  no 5 
ou du  no 7. Dans ces conditions, si, après avoir formé les termes 

dont le calcul a été indiqué dans A,  et, d'une manière tout  identique, 
(c'c'), (c'f'), (f'c'), (f'fl), (h'c'), ( b ' f ' ) ,  (e'c'), (e ' f ' ) ,  on passe aux  termes 

ceux-ci seront de fornie tout analogue à (31); et c'est en vertu des 
d 

règles classiques que l'on pourra faire sortir la différentiation d;; 
des signes de quadrature, en l'intervertissant, au besoin, avec la 
différentiation par  rapport à v. 
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Moyennant cette transformation, les expressions soumises a la 
différentiation en v2 sont identiques aux termes (h), au  changement 
près de  u2 + Lau2 en u2, et  relèvent, par conséquent des mêmes 
calculs. 

En  un niot, la valeur de Y',,, fournie par la formule (14) (rio 19) 
du Mémoire cité Al et la valeur de V,, donnée au no 20 du même 
Mémoire permettent de construire la valeur u,, solution du  problème 
de Cauchy, à partir des données portées par S,, absolument comme le 
permettaient %', l ,  Vol à partir des données sur S I .  C'est ce qui ne 
ressortait pas des calculs d u  Mémoire en question. 
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(Recueil mcithémrrliyue de ilfmcou. t .  11, 1934 .  I 

Les études que j'ai consacrées dans ces dernières années au  priii- 
cipe de Huygens ( ' )  m'ont fourni une pre1iii6~e réponse, imparfaite 
encore, à la question de  la diffusion des ondes, c'est-à-dire à la 
question de savoir si l'onde qui propage une perturbation initia- 
lement limitée dans le temps et dans l'espace (mais arbitraire à crlii 
près) laisse ou non, après son passage, une perturbation résiduelle. 
On suppose que le phénomène est régi par une équation linéaire 
aux dérivées partielles du  second ordre. 

La réponse peut être immédiatement donnée lorsque l'équation 
aux dérivées partielles est à un nombre impair de variables indépen- 
dantes. Les équations de cette nature donnent toujours lieu à 
diffusion. 

Dans le cas où le nombre m des variables indépendantes est pair, 
la condition nécessaire et  sufisante pour qu'il n'y ait pas diffusion 
(quelle que soit la forme de la p.erturbation initiale) est que la 
(( solution élémentaire N (7 manque de terme logarithmique. Par  
contre - et c'est en cela que la réponse est incomplète et demande 

(l) Voir mes Lectures on Cauchy's probiem ou la traduction française (Paris, 
Hermann, liv. IV, 1932); Bull. Soc. math. de Frpnce, t.  LII, r y r I .  

(2) Voir l'ouvrage cité, liv. II, 
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H être airdior&e ( ' )  on ignore, pour 1 n  = 4 ,  6, . . ., quelles sont 
toutes les bquatioiis ;tir x dérivées par~,ielles qui sai;isfon~ à cet te 
coiiditioii : on sait seuleii~ent que tel est le cas pour I'équatioll des 
ondes sphériques et ses analogues (donc aussi pour leurs trailsîor- 
niées simples). 

L'exemple sur lequel je voudrais attirer l'attention est relatif au  
cas de m = 2. Dans ce cas, la solution élémentaire ne peut pas 
iiianquer de ternie logarithmique, le coefricient du logarithme n'étant 
autre que la fonction classique qui figure dans la méthode de Riemann. 
I I  en résulte que le phénomène de la diffusion doit exister toujours 
dans ce cas. C'est d'ailleurs lui, on le sait, qui a donné lieu à la 
découverte du phénomène, à l'occasion de l'équation des télégra- 
phistes : il se manifeste par un <( effet nuisible )) que l'expérience a 
révélé avant même qu'il eût été prévu par la théorie. 

)lais qu'arrive-t-il, à cet égard, pour l'équation la plus simple 

/ d2 u 
\équivalente à - = O ) ,  celle qui gouverne, par  exemple, les 

dx ùy 

vibrations transversales des cordes et les vibrations longitudinales 
des tuyaux sonores ? On est habitué à considérer ces phénomènes 
comme le type le plus élémentaire de propagation d'ondes, e t  il 
est inattendu de les voir se comporter de manière moins simple que 
ne le font les ondes sphériques. 

Tel est pourtant nécessairement le cas, d'après ce que nous venons 
de dire. La théorie générale permet sans difficulté de préciser, en 
partant de la forme connue de la fonction de Riemann, identique- 
ment égale à l'unité pour l'équation précédente. Mais il est bien aisé 
aussi de mettre en évidence le résultat sur la solution classique du  
problème, telle qu'elle est connue depuis d'Alembert et Euler. 

Il convient de raisonner exclusivement sur le problkme de Cauchy, 
ce qui oblige à ne considérer que la seconde des deux interprétations 
ci-dessus mentionnées, afin d'éviter l'intervention des extrémités. 
Nous considérons donc un tuyau sonore rectiligne 'et illimité dans 

(') Un jeune géomètre polonais, M. Mattliisson, annonce avoir résolu la  question. 

ii.\oax.\nn. - .IVRII.I?. ;i 2 
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les deux sens dont on donne initialement, c'est-à-dire pour t = O, 
le mouvement, en se donnant, à cet instant, les déplacements (longi- 
tudinaux) et les vitesses initiales, également longitudinales, soit 

Les fonctions g et h étant supposées données pour toutes les valeurs 
&elles de la variable x, on sait qu'on en déduit immédiatement les 
deux fonctions e t  + qui figurent dans l'intégrale générale 

de l'équation ( I ) ,  savoir 

( a i  

a désignant une constante fixe quelconque qu'on peut, dans la 
question actuelle, rendre égale à - m. 

La question qui nous intéresse se pose lorsque les fonctions g(x)  
et h(x) sont supposées identiquement nulles partout, excepté dans 
un petit intervalle déterminé (x', x") : ceci en s'imposant des condi- 
tions de continuité aux extrémités de cet intervalle, par exemple, 
que g et h s'annulent dans ces extrémités ou, plus restrictivement 
encore, s'annulent ainsi que toutes leurs dérivées jusqu'à un  certain 
ordre p. 

Conformément à la discussion générale qui résout un tel problème 
et qui est bien connue en ce qui concerne l'équation des télégraphistes, 
l'étude du phénomène, pour un point donné x = x, d u  milieu e t  à 
un instant donné t = t,, doit distinguer trois cas. 

Preinier cas. - (x,, t , )  est hors d'onde avec la perturbation initiale, 
c'est-à-dire qu'à l'instant t ,  l'effet de celle-ci ne peut pas se faire 
sentir au point x = x, : c'est ce qui a lieu pour 

.c,,< XI- at,, ou xo> x"+ at,,. 

O n  a alors u = o (soit que les termes intégraux qui figurent dans 
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les formules (2)  soielit nuls tous deux, ainsi que l'est la fonction g, 
soit que ces deux termes se détruisent). 

Deuxième cas. - (z,,, t , )  est e n  onde avec la perturbation initiale, 
c'est-à-dire qu'à l'instant t ,  l'une des deux ondes qui propagent cette 
perturbation est en train de passer au point d'abscisse x,,. 

Troisième cas. - (x,, t,) est sous onde avec la perturbation initiale, 
c'est-à-dire qu'à l'instant t,, l'une des deux ondes a déjà passé en XC, 
et a dépassé ce point. Dans ce dernier cas la quantité 

est inférieure à x', mais la quantité 

y,, = A,, + ut ,, 
est supérieure à x". 

Les deux quantités g(X,), g(Y,) seront donc nulles dans nos 
hypothèses, et  il en sera de même du terme intégral qui figure dans 
la seconde formule (2). M a i s  celui qui figure dans la valeur de p(X,) 
est a u  contraire différent de zéro : il se réduit à la constante 

Telle est donc la valeur résiduelle de u, après le passage de l'onde. 
Si, comme nous l'avons supposé, il s'agit d'un tuyau sonore, on voit 
qu'après le passage de l'onde, les molécules aériennes reviennent 
au  repos, mais non pas dans leur position primitive. Toute la portion 
de tuyau comprise entre les deux ondes qui propagent, vers la 
droite et vers la gauche respectivement, la perturbation initiale, 
aura subi une translation d'ensemble, de grandeur C. Cette quantité C 
est en général différente de zéro, même en tenant compte des hypo- 
thèses de continuité faites sur les fonctions g et  h. 

Dans tout  phénomène régi par une équation de la forme (1), les 
ondes doivent laisser après leur passage un effet résiduel constant 
donné par la loi que nous venons d'obtenir. 
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gén. Sr., t .  13). 

85. Sur les Fonrtions entiPres (Comptes rcnrlirs, t. 135, p. 1300). 

1903. 

86. Sur les glissements dans les fluides (Comptes rendus, t. 136, p. 299). 
57. Siir les glissements dans les fluides (Note coinpléinentairc) (Comptes rendus, 

t. 136, p. 5/15). 
88. Sur les opérations fonctionnelles (Comptm rrndus, t.  13G, p. 351). 
89. Sur un problème inixtc ailx dPrivées partielles (Bull. Soc. motlt. Frrrncc, t .  31, 

p. 208-224). 
90. Sur les surfaces i courbure positive (Rid .  Soc. mat/&. Fronce, t .  21, p. 300-301). 
01. L c ~ o n s  sur la propagation des ondes e t  les 6qiiations de l'Hydrodynamique 

(Paris, IIermann). 
92. S I I ~  les équations aux dérivt+s partielles linéaires dii deuxième ordre (Compt~s 

r end~~s ,  t.  137, p. 1098). 
93. LPS sciences dails 1'Ens~ignernent secondaire (Conférence laite à l'École tlcs 

Haiites É t ~ i d ~ s  S O C ~ R ~ C S )  (Paris, Alcan). 

94. RPsolution d'un problème aux limites pour les équations linraircs di1 type 
hyperbolique (Bull. Soc. mat/&. France, t. 32, p. 242-268) .  

95. Recherches sur les solutions fondamentales e t  l'intégration des équations 
linéaires aux dérivées partielles (Ann. Lfc. Norm. sup., 3e série, t .  21, p. 535-5SG). 

96. Sur un point de la théorie des percussions (Nouv. Ann. Mnth., 4e série, t. 4, 
p. 533-535). 

97. Siir les séries de la forme Z n , , e - ' ~ ~ "  (Nouv. Ann. M d . ,  rie série, t. 4, p. 529-533). 
98. Sur les solutions Iondamen~ales des équations linGaires aux dérivées part,iellrs 

( I I I "  Congr. intern. Math., Heidelberg). 
99. Sur les données aux limites dans les Pquations aux dérivées partielles dc In 

pliysique mathématique ( I I Z  Coizgr. intern. math., Heidelberg). 

100. Recherches sur les solutions fondamentales e t  l'intégration des équations linkaires 
aux dérivées partielles (ae Mémoire) (Ann. Éc. ATorm. sup., 3e série, t. 22, 
p. 101-141). 

101. Sur les équations aux dérivées partielles (ae Note) (Comptes rendus, t. 140, 
P 495). 

102. Sur quelques questions de Calcul des variations (Bull. Soc. moth. Frnncc, t. 33, 
p. 73-80). 
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103. Sur la théorie des coniques (Nouv. Ann.  Math., série, t. 5, p. 1 4 5 - 1 5 9 ) .  
104. Lettres sur la théorie des mseinbles (Correspondance avec MM. Borel, Raire e t  

Lebesgue) (Bull. Soc. math. France, t. 33, p. 261-273). 
103. Rerriarque au  sujet d'une Note de M. Gyozo-Zernpl~n (Cornptrs rrnrlzis, t .  141, 

P 7'3). 
106. A propos d'enseignement (Rev. gén. Sc., t .  16). 
1 0 7 .  La théorie des ensenil~lrs (Rev. gén. Sc., t. 1 6  . 
108. Réflrsiniis sur la iiiétliode lieuristique (Rev. p h .  Sc., t. 16). 

109. Sur un théorèiric de M. Osgnod, relatif au  Calriil des variations nttll. SOC. 
mn~li.  Frnnce, t. 34, p. 61) .  

110. Sur la mise e n  équation des problèinrs de Mécaniqiie (iYoiiv. Ann.  Mntlr., 
he série, t .  6, p. 97-100). 

111. Sur les transformations planes (Comptes rznrlus, t .  142, p. 74 . 
113. Sur les transformations ponctuelles (Bull. Soc. rnntli. Franee, t. 34, p. 71-85). 
113. Compte rendu de  Elementary Principles in  Statisticnl Mechanics, de Gilrhs 

(Bull. of the Amer. math. Soc., t. 12, p. 194-210. Réimprimé dans Bull. Sc. 
math., ze série, t .  30, p. 161-179). 

114. 1,es prol~lénies a u x  liinitrs dans la théorie das équations a u x  dérivées partirllcs 
(Conférences faites à la Société mathéiiiatiqiie de France et i la Soriit6 
f r a n ~ a i s e  de  Physique) (Bull. Soc. frnnç Pllys., Journ. Phys. . 

125. Sur  une méthode de  Calcul des variations (Comptes rrndus, t .  143, p. r 127). 
116. La logistique e t  l 'induction complète (Rev. gén. Sc., t .  17). 
217. Les principes de la théorie des ensembles (Reo. gén. Sc., t. 17). 
118. Sur les caractéristiques des systèmes a u x  dérivPes partiellrs (Ritll. Sor. mrttli. 

France, t .  24, p. 48 -52 ) .  
I 19. Sur le principe de  Dirichlet (Bull. Soc. math. Frnnce, t .  34, p. 135-138). 
120. La logistique e t  la notion de nombre entier (Rev. gén. Sc., t .  17). 

1907. 
\ 

122.  Sur quelques questions de Calcul des variations (Ann. Ec. Sorm.  sup., 3e srrir,  
t .  24, p. 203-231). 

122. Sur l'interprétation théorique des raies spectrales (Bull. Soc. franç. Phys.). 
123. Sur l a  variation des intégrales doubles (Comptes rendus, t. 144, p. 1092). 
134. Sur Ir problème d'analyse relatif à l'équilibre des plaques élastiqiim encastrées. 

;\lénioire couronné par  l'Académie (Prix Vaillant) (Mém. Snu. étrctng., t .  33 . 

125. Sur les séries de Dirichlet (Rendic. del Circolo Mntematico, t. 23, p. 326-330). 
13-6. Rectification à la Note N Sur les séries de Dirichlet ,I (Rendic. del Circolo Materna- 

tico, t. 35, p. 39.5-396). 
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127. Théorie des équations aux dlrivées partielles linéaires liyperloliclues e t  du 
' 

problème de Cauchy (Acta Math., t. 31, p. 333-380). 
128. Sur l'expression asyniptotique de la fonction de Bessel (Bull. Soc. math. France, 

t. 36, p. 77-85). 
139. Sur certaines particularités du Calcul des variations ( IV"  Congr. Maili., 

Rome). 
130. Sur certains cas iiitéressaiits du problème biharinonique ( IV"  Congr. Alotli., 

Roine). 
231. Les paradoxes de la tliéorie des ensenibles (Hev. gin. Sc., t. 19). 

133. Sur les lignes géodésiques (à propos d'une Note de M. Drach) (Comptes rendus, 
t. 148, p. 272). 

133. Sur une propriété fonctionnelle de la fonction [(s) de Riemann (Bull. Soc. 
math. France, t .  37, p. 59-60). 

134. Détermination d'un champ électrique (Ann. Chim. et Phys., 8e série, t .  16). 
135. Notions élémentaires sur la géométrie de situation (Ll'ouv. Ann. Math., he série, 

t. 9, p. 193-235). 
13G. La géométrie de situation e t  son rôle en mathématiques (Leçon d'ouverture 

professée au Collège de France) (Revue du mois, t .  8). 

137. Leçons sur le Calcul des variations (Paris, IIermann). 
135. Sur les ondes liquides (Comptes rendus, t. 150, p. 609). 
139. Sur les ondes liquides (2'3 Note) ( l )  (Comptes rendus, t.' 150, p. 772 . 
140. Quelques propriétés des fonctions de Green (Comptes rendus, t. 150, p. 7(Yk). 
141. Sur quelques applications de l'indice de Kronecker (Note additioniielle i la 

deuxième édition de 1'« Introduction à la  Théorie des fonctions d'une 
variable n de J. Tannery) (Paris, Hermann). 

142. Sur un problème de cinématique navale (NOZLV. Ann. Math., 4.e série, t. 10, 
p. 337-361. Réimprirrié dans Rev. mur., avril 1911). 

243. Sur Ics trajectoires de Liouville (Bull. Sc. matli., a e  s'rie, t .  35, p. 106-113). 
144. Relation entre les solutions des équations aux dérivées partielles des types 

parabolique et hyperbolique (Bull. Soc. math. Frunce, t. 39, Cornptcs rendus 
des séances). 

145. Solution fondarilentale des équations linéaires aux dérivées partielles du type  
parabolique (Comptes rendus, t. 152, p. I 148). 

(l) Ces deux Notes sont développées dans un travail ultérieur de M .  Houligand 
(Bull. Soc. math. France: t. 40). 
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. 146. llouveiiieii~ periiianerit lent d'une sphère liquide e t  visclueusc daiis uii liquide 
visqueux (Comptes rendus, t. 152, p. 1735). 

147. Sur l'inégalité 

i laquelle satisfont les variations de la fonction de Green quand on passc 
d'un contour à un contour voisin (Bull. Soc. math. France, t. 30, C'oiriptes 
rendus des séances). 

14% Sur les propriétés des fonctions de Green dans le plan (Bull. Soc. math. Frunce, 
t. 39, CoinPtes rendus des séances). 

149. Le calcul fonctionnel (Recueil de travaux dédiés à la niéiiioire de Louis Olivier. 
Reproduit dans Enseign. math., 1912, p. 1-18). 

150. Propriétés générales des corps e t  domaines algébriques (en collaboration avec 
M. Kürschak) (Encycl. Sc. math., édition française, t .  1, vol. 2, p. 233-385). 

151. hIaurice Lévy (Rev. gén. Sc., t. 22). 
l52. Four lectures on mathematics, données à Colunilia University (New-York) 

en octobre 1911 (Columbia University Press, 1915). 

133. Sur uile questioii relativc aux liquides visqueux (Nule rcctifica~ive) (Corriples 
rendus, t .  154, p. log). 

154. Sur les variations unilatérales e t  les principes du Calcul des variatiuiis (Uzdl. 
Soc. math., Comptes rendus des séances, p. 20). 

155. Sur les extr6rriales du problèiiie isopériiriétrique dans le cas des iiilégrales 
doubles (Bull. Soc. muth., Coinptes rendus des si.aiices, p. 20). 

156. Sur la généralisation de la  notion de fonction analytique (Bull. Soc. rriccth., 
Comptes rendus des séances, p. 28). 

157. Sur la loi d'inertie des formes quadratiques (Bull. Suc. mutli., Coiiip~es rciidus 
des séances, p. 29). 

15s. Propositions transcendantes de la tliéorie des no~iibres (cil collaboratiori avec 
hl. Maillet) (Encycl. Sc. m a h ,  édition française, t. 1, vol. 3, p. 215-387). 

150. Itération des noyaux infinis dans le cas des intégrales doubles (Note addi- 
tionnelle à Fréchet e t  IIeywood, (( L'équation de Fredholm e t  ses applica- 
tions à la Physique niathéniatique )) (Paris, Heriiiann). 

160. Observation à propos de la communication de hl. Bord (( Reliiarquc sui8 la 
théorie des résonateurs N (Bull. Soc. frunç. Phys.). 

I C i l .  Sur la série de Stirling (VI' Congr. intern. Math., Cambridge). 
163. Henri Poincaré (Reo. Métaph. et Mor., t .  21, 617-658; Revue du II&, t. 16, 

p. 385-418). 
163. L'œuvre mathématique de H. Poincaré (Acta Math., t. 38, 1921, p. 203-287'. 
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164. La construction de Weierstrass e t  l'existence de l'rxtreniuni dans le problèine 
isopériinétriqiie [Annali di Mat., 3e série, t .  21 (volume du Centenaire 
de Lagrange), p. 251-2871. 

1G5. Observations à propos d'une Note de RI. Bouligand (Comptes rendus, t. 15G, 
p. 1365). 

1914. 

l'oints pinces, arêtes de rebroussernent et représentation paraniétrique dm 
surfaces (Enseign. math., t. 16, p. 356-359). 

L'infini mathématique e t  la  réalité (Revue du mois). 
Sur la limitation du module des dérivées (Bull. Soc. math. France, t. 42, Coiiiptes 

rendus des séances, p. 68-72). 
169. A propos d'une Note de M. Paul Lévy sur la fonction de Green (Comptes rendus, 

t .  158, p. 1010-1011). 

170. Sur un lîéiiioire de hI. Sundinan (Bull. Sc. mutli., 2e skie,  t. 39, 11. 249, 264). 

17  1 .  Sur les ondes liquidcs (Hencl. Acnd. Lincel, Roinc, Cie série, t .  35, p. 7 1 6 - 7 1 ~ ) .  
152. Sur l'éliniination entre &clua~ioiis différentielles (Nouo. Ann. Math., 4e série, 

t .  17, p. 81-84). 

1919. 

liciiiarcpcs sur l'intégrale résiduelle (Con~ptes rendus, t. 168, p. 533-534). 
Sur les correspondances ponctuelles (Bull. Soc. rrtatlt. France, t. 47, Conlptcs 

rendus des séances, p. 28-29 e t  Kevista Mat. hispccno-umericanu). 
Sur les singularités des séries entières (Bull. Soc. math. France, t. 47, Coiiiptes 

~ c n d u s  des séances, p. 40). 
176. Sur un théorènie fondamental de la  Théorie des foiictions analytiques de pluaieuis 

variables (Bull. Soc. math. Frunce, t. 47, Comptes rendus des slances, 

13. 44-46). 
177. 1)ériionstration directe d'un tliéorèriie de Poincaré sur les périodes des intégrales 

abéliennes attachées à une courbe algébrique qui satisfait à une équation 
dill'érentielle linéaire (Bull. soc. math. France, t. 47, Comptes rendus des séailccs, 
p. 46). 

158. liecherclie du balourd dynamique des obus (Travaux du IJaLoratuiic dJ1l;ssais 
des Arts e t  Métiers). 

1920. 

179. Sur certaines solutions d'une équation aux dérivées fonctionnelles linéaires 
hyperboliques non analytiques (Comptes rendus, t. 170, p. 355-359). 
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180. La solution éléiiientaire des équations aux  dérivées partivllcs (Corriptrs iwr~tlits, 
t. 170, p. 149-154). 

181. Rapport  sur  les t ravaux exaininés e t  retenus par la Coiiiinissioii de Balistique 
de  l'Académie des Sciences (Comptes rendus, t. 170, p. 436-445). 

1S2. Sur l a  solution élémentaire des équations a u x  dérivées partielles e t  s i r  les 
propriétés des géodésiques (Congr. intern. Math.,  Strasbourg, p. 179-184 . 

1S3. Sur le  problème mixte pour les équations linéaires a u x  dérivées particllrs 
(Congr. intern. math., Strasbourg, p. 499-503). 

1S4. 011 sonie topics connected witli linear partial dilrerential cqual io~is  (Proc. 
Bénards illath. Soc., t .  3, p. 39-48). 

185. A propos d'Enseignement secondaire (Rev. intern. Enseign. e t  Bull. Union natur. . 
186. Sur la comparaison des problèmes a u x  limites pour les deux principaux typtJs 

d'équations a u x  dérivées partielles (Bull. Soc. rncctlt. Frunce, t .  49, Comptes 
rendus des séances, p. 28). 

1922. 

157. Lectures on Cauchy's problciii in linear partial diil'ereiitial equatioiis (Caiiilwidph- 
New-Haven). 

18s. L'enseignement secondaire e t  l'esprit scientifique (Kev. 1"runce . 
189. Einstein en France (Rev. intern. Enseign). 
190. Les principes du  Calcul des probabilités (Rev. filétuph. et Alor., t .  39 . 
191. A propos des notions d'homogénéité e t  de dimension (Soc. franç. Phys. e t  Joz~rri. 

Phys.) 
192. Sur un  tliéorèine de Géométrie éléiiientaire (Bull. of. Heclterc. et lnv., décenibre . 
193. Sur la fonction harmonique la plus voisine d'une fonction donnée (ilssoc. 

franç. avanc. Sc.). 
194. Sur une question de Calcul des probabilitGs (-4ss. frunç. uvunc. Sc. . 
195. Les responsabilités des guerres. Comment détprniiner l'agresseur ? (L:ctl~ier drs 

Droits de l'Homme, avril). 
196. l'lic carly scientific work of 11. Poiiicark (Hics Institute pamphlet, t .  !),1,. I I  I -it(3 . 

197. Ida notion de dilli.reritielle dans l'enseigncnierit (Scriptu tle 1'Utciwrsité tla 

.Iérusuleni, t. 1, no 4). 
1!jS. Poiiicaré i la tcoria de les ecuacioiis dilférentials (Confërcnccs 1~roiioiici.c.s 5 

l ' Ins t i tu t  d'études catalanes à Barcelone). 
199. La d o r m e  de  l'Enseignement secondaire (Conférence A 1'Asseiriblée génCralc 

des étudiants, Bull. scient. Étud. Paris) .  
201). Sur les points doubles des lieux géonictricpes e t  sur la construction par régioiis 

(Nouv. Anq.  Math.,  5 e  série, t .  1, p. 364-379). 
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201. La peiisée franpaise dans l'évolution des Sciences exactes (1;rtrnce et Montle). 
202. Sur une formule déduite de la  théorie des fonctions elliptiques (Bull. Soc. muth. 

France, t. 51, p. 295-296). 
-03. Sur les tourbillons et  les surfaces de glissenierit dans les fluides (Comptes  etid id us^ 

t .  177, p. 505-506). 
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205. I'riricipe dr Huygens e t  prolongeirient analytique (Bull. Soc. math. France, 
t. 52, p. 251-278). 

305. Quelques conséquences analytiques du  principe de Huygens ( 1  Je  Réunion de la 
Société italienne pour l 'avancement des Sciences à Naples (Atti della Soc. 
itul. per il progiesso della Scienza, t. 16, p. 164-168). 

-06. Sobre l a  represencion grafica de l'espacio de quatro dimensiones (Heoisia Alut. 
hispano-americana). 

301. Comment je n'ai pas découvert la Relativité ? (Congrès Philosopliie, Naples). 
"S. Le développement de la notion de  fonction (en portugais, Conférences à l'École 

Polytechnique de Rio de Janeiro, rédigées par J. Nicoletis, Revista da Acad. 
Brusileira de Ciencias). 

209. Lç principe de  Huygens (CoiifC?rence pour le cinquantenaire de la Société 
iriathérnatique de France) (Bull. Soc. math. France, t. 52, p. 610-640). 

210. 011 quasi analytic functioris (Proc. Nat. Ac. Sc. of U.S.A., t. 11, p. 447-448). 
211. Sur le calcul approché des intégrales définies (Proc. ,Vat. Ac. Sc. of U.S.A., 

t .  11, p. 448-450, e t  Bull. Soc. math. France, Comptes rendus des séances, 
p. 21-22). 

212, Itération e t  fonctions quasi analytiques (Reo. gin. Sc.). 
-13. Sobre un  tipo de ecuaciones integrales singulares (Hevistu Acad. Madrid, t. 22, 

? 14. Sur Urie série entière en relation avec le  dernier tliéorèiiie de  Veriiiat (Bull. Soc. 
math. France, Comptes rendus des séances, p. 21-22). 

2 15. Sur les équations intégrables par l a  méthode d e  Laplace (Uwll. Soc. math. Frar~ce,  
Coiriptes rendus des séances, p. 33-35). 

316. Sur la Géométrie anallagrnatique (BulZ. Sric. mat?&. France, Co~nptes  rendus des 
séances, p. 35-39). 

217. PrEface de  Gonseth (< Les fondements des ~ a t h é i n a t i ~ u e s  » (reproduit daiis 
&El. Sc. math., ze  série, t .  51, 1927, p. 66-73). 

218. Quelques cas d'impossibilité d u  problème de Cauchy (In mernorium N. 1. Lobat- 
chewsliy, édité par l a  Société mathématique de Kazan, Centenai1,e de Lobut- 
chewskj, t. 2). 

229. Sur  l a  théorie des séries entières (Nouv. Ann.  Math., 6e série, t. 1, p. 161-164). 
220. A propos d u  nouveau programme de  Mathématiques spéciales (Nouv. Ann.  

Math., 6e série, t .  1, p. 257-276 e t  391-393). 
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2 2 2 .  Le principe de Huyghens dans le cas de quatre variables iiidÇpciidaiitcs (.lcltr 

Math. ,  t. 49, p. 203-244). 
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p. 189- 192). 
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l'université Mazaryk à Brno) (Casopis pro pestovoni Mut lwnut icy  a fysiky).  

242. Le principe de IIuygens p u r  les équations A trois variables indépendantes 
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