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Zur Theorie des Saitengalvanometers. Von Pauvr Hewrz. 1

Zur Theorie des Saitengalvanometers.

Von Pavr Herrz in Heidelberg.

Es ist bekannt, wie mannigfuche physikalische und physiologische
Anwendungen?) das von Einthoven erfundene Saitengalvanometer ge-
stattet. Ist es doch mit seiner Hilfe mdglich, elektrische und mittelbar
auch unelektrische Vorginge in ihrem zeitlichen Ablaufe genau zu ver-
zeichnen. Freilich, das Zeitgesetz der untersuchten Erscheinung liBit
sich nur dann mit Sicherheit ermitteln, wenn man vorher die Dynamik
des Instrumentes erforscht hat. Denn in dem photographierten Kurven-
bilde prigen sich nicht nur die &uBeren Vorginge aus, sondern auch die
Ziige, die den Eigentiimlichkeiten des Apparates selbst verdankt werden.
Zwischen beiden Bestandteilen miissen wir sondern; wir haben das auf-
genommene Bild durch mathematische Analyse so zu reinigen?), daB es
die zu messcnde GréBe als Funktion der Zeit erkennen liBt. Mit
anderen Worten, wir miissen das Problem losen: Wie kann man, wenn
der Ort der Saitenmitte in seiner Abhingigkeit von der Zeit gegeben
ist, daraus die #uBere Klemmspannung fiir jeden Augenblick berechnen?
In den Formeln werden natiirlith gewisse Apparatkonstanten vor-
kommen, und es crhebt sich daher die weitere Frage: Wic konnen die
Konstanten des Instrumentes darch Beobachtungen bestimmt werden?
Endlich wird man, ehe man an die Lisung dieser Aufgabe herangeht,
die Vorfrage behandeln: Welche Bewegung fiihrt der Quarzfaden unter
dem Einflusse einer gegebenen #uBeren Potentialdifferenz aus?

Diese Aufgaben sind bereits von W. Einthoven in Angriff ge-
nommen worden. Bei ihrer Bewiltignng geht er von der Anschauung
aus, das Bild der Saitenmitte konne wie ein gediampft schwingendes,
mit einem Ifreiheitsgrade begabtes System behandelt werden. Diese
Annahme liegt auch nahe genug; wir wissen ja schon durch die tig-
liche Erfahrung, daB eine Saite eine hin- und hergehende Bewegung
aufweist, und miissen auch das Vorhandensein eines Dimpfungskoeffi-
zienten erwarten. Denn einmal wird der Widerstand der Luft den
Faden in seiner Bewegung hemmen, und zweitens werden bei seinem

1) Vgl. W, Einthoven, Ann. d. Phys. Bd. 21, S. 685 ff.; archives nérl. (II),
tome 10, S. 468.
2) Vgl. W. Einthoven, Ann. d. Phys. Bd. 21, S. 483.
Zeitschrift f Mathematik u. Physik. 58. Band. 1909. Heft 1/2. 1
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2 Zur Theorie des Sajtengalvanometers.

Fortschreiten Induktionsstrdme erzeugt, die nach der Lenzschen Regel
zuriicktreibend auf ihn wirken. Nun ist aber das Bild der Mitte doch
kein materielles System; daher mub man ihm eine ,scheinbare” Masse?)
zuschreiben. Kinthoven denkt sich also an Stelle der Fadenmitte
einen materiellen Krper, und nennt die Masse, die dieser haben miilte,
um In seiner Bewegung mit jener iibercinzustimmen, die scheinbare
Masse des Saitenbildes. Xbenso kann von einer die Mitte antreiben-
den scheinbaren Kraft und von einer sie hemmenden Gegenkraft ge-
sprochen werden, alles GréBen, denen nur eine iibertragene Bedeutung
zukommt. Diese Konstanten werden experimentell ermittelt und in die
Gleichung des gedimpft schwingenden Korpers eingesetzt, worauf sich
eine in manchen Punkten recht befriedigende Ubereinstimmung zeigt.

So einleuchtend dieses Verfahren, — im wesentlichen eine Interpola-
tionsmethode, — nun auch ist, vom theoretischen Standpunkte kann es
uns nicht befriedigen; denn die Saitenmitte verhidlt sich in manchen
Punkten ganz anders als ein schwingender K&rper von einem Freiheits-
grade. Nehmen wir z B. den Fall an, daB der Quarzfaden plitzlich
von einer konstanten Potentialdifferenz erregt wird. Eine gewisse end-
liche Zeit hindurch mnach Einschaltung der elektromotorischen Kraft
werden die mittleren Teile der Saite alle gleichm#Big stark beschleunigt,
solange némlich, als sich -der EinfluB der festgehaltenen Enden noch
nicht geltend macht. Ebensolunge bewegen sich diese Teile im Zu-
sammenhang, wie ein starrer Korper; es tritt keine Kriimmung des
Fadens auf und somit auch keine quasielastische Gegenkraft. Daher
mub sich eine endliche Zeit das Fadenbild wie ein freifallender Kérper,
nicht aber wie ein durch eine elastische Gegenkraft getriebenes System
verhulten, seine Bewegung mulBl durch rationale und wmicht durch tri-
gonometrische Funktionen bestimmt werden. Diese einfache Uber
legung  zeigt, daB, so brauchbar auch als erste Anniherung die
Einthovensche Methode fiir manche Betrachtungen sein mag, sie
doch mnicht in allen Punkten die Vorginge richtig wiedergeben kann.

Zu einer strengeren Behandlung des Problems kann man nur
dann gelangen, wenn man die Funktionalgleichung fiir die Bewegung
der Saite aufstellt. Diese wird mit der bekannten Gleichung der
schwingenden Saite iibereinstimmen bis auf drei Glieder, die neu hinzu-
treten, erstens ein Glied, das die erregende Kraft darstellt und sodann
die beiden Glieder, welche die Dimpfung zum Ausdruck bringen. Die
auf ein Teilchen wirkende Luftreibung wird offenbar ein der ihm inne-
wohnenden Geschwindigkeit proportionales Glied ergeben, wihrend die

1) a. a. 0., S. 487,
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Von Pavn Herrz. 7 3

elektromagmetische Démpfung von der Bewegung aller Teilchen abhingt,
und somit auf ein Integral fithrt. Wenn man nun die so erhaltene,
mit den Konstanten beider Didmpfungsarten versehene Funktional-
gleichung weiter behandelt, findet man, dafl die Losung recht schwierig
ist. (§12). Wir wollen also von den beiden Dampfungen zunichst nur
eine beriicksichtigen und uns fir die elektromagnetische entscheiden. Uber
die durch Luftreibung gehemmten Schwingungen sind namlich schon
manche Untersuchungen angestellt worden, withrend die fiir das andere
Problem sich ergebende Gleichung, die zudem mathematisch inte-
ressanter ist, wohl mnoch nicht niher behandelt ist. Nun sind zwar
bei den Einthovenschen Messungen die zwei Didmpfungsarten von
der gleichen GréBenordnung, ja die Luftdimpfung tiberwiegt die elektro-
magnetische?), dennoch brauchen wir nicht zu beftirchten, uns mit
einem praktisch nicht zu verwirklichenden Falle zu beschiftigen. Ein-
mal rechnet nimlich Einthoven wiederholt mit der Moglichkeit, das
Instrument in ein Vakuum einzuschlieBen?), sodann kann mun es auch,
wie er die Giite hatte, mir bricflich mitzuteilen, leicht durch Ver-
wendung dickerer Drihte erreichen, daB die elektromagnetische Démp-
fung mehrere hundertmal iberwiegt.

Noch in einem anderen Punkte miissen wir unser Problem ideali-
sieren: Wir setzen nimlich das magnetische Feld vollkommen homogen
voraus. Tatsiichlich ist es durchaus nicht homogen, sondern in der
Mitte schwiicher®), sodaB man sekundire Schwingungen zu erwarten
hat, die sich der Hauptschwingung iberlagern. Aber auch hier diirfte
unsere Vereinfachung gestattet sein. Denn es wird wohl mdglich sein,
durch passende Konstruktion des Magneten die Inhomogenitit weiter
herabzusetzen, auBerdem nimmt ibhr EinfluB bei stirkercr Fadenspan-
nung ab, und endlich a8t sich der Fall des inhomogenen Feldes
kaum behandeln, wenn nicht eine Untersuchung des homogenen voraus-
gegangen ist. '

Die unter diesen Vernachlissigungen gewonnene Gleichung kann
nun nach der Riemannschen Methode integriert werden. Es zeigt sich,
daB stets eine und nur eine Lisung existiert, aber diese gilt nur fiir
das Zeitintervall einer Viertelperiode nach dem gegebenen Anfangs-
zustande. Theoretisch ist damit jedoch sofort die Eindeutigkeit und
die Existenz der Losung fiir alle folgenden Zeiten bewiesen, da man
den nach einer Viertelperiode herrschenden Zustand als neuen An-
fangszustand ansehen kann. Praktisch ist mit dicser Methode des Zu-

1) Einthoven, a. & 0O, S. 508.
2) a. a. 0., S. 687, 689,
3) a. a. O., S. 506.
1'
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4 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

sammenflickens nicht viel gewonnen. Man kann aber von jenen ersten
Ergebnissen ausgehend, eine allgemein giiltige Funktionalgleichung fiir
den induzierten Strom ableiten und eine zweite Gleichung, die daraus
die Bewegung der Fadenmitte zu berechnen gestattet. Alle diese durch
die Riemannsche Methode gewonnenen Resultate kdnnen im AnschluB
an Rayleigh auf einem zweiten Wege durch Entwicklung nach trigo-
nometrischen Funktionen wiedergefunden werden.

Aus den so doppelt bewiesenen Funktionalgleichungen konnen wir
manche Schliisse ziehen. Bei Abwesenheit einer dulleren Potentialdiffe-
renz ergibt sich die Miglichkeit einer Reihe von gedimpft abklingen-
den Schwingungen, und es zeigt sich, daB sich aus ihnen, den Eigen-
schwingungen, jede Bewegung zusammensetzen liBt, die ohne Ein-
wirkung einer erregenden elektromotorischen Kraft vor sich geht. Auch
die bei Anwesenheit einer Huberen Klemmspannung auftretenden Kr-
scheinungen lassen sich néher behandeln; hier interessieren besonders
zwei Fragen: die Wirkung des Wechselstromes und die Wirkung des
Gleichstromes auf unser Instrument. Wir finden, daB unter dem Ein-
flusse eines Wechselstromes der Quarzfaden ebenfalls periodisch schwingt,
und konnen seine Amplitude berechnen und die Phasendifferenz, mit der
er hinter dem erregenden Strome zuriickbleibt. Ein besonders einfacher
Ausdruck ergibt sich fiir das Verhiltnis von Fadenamplitude zur Strom-
amplitude, fiir die Wechselstromempfindlichkeit, wenn sich der Faden
in Resonanz mit dem Strom befindet. Unter diesen Umstéinden ist die
Empfindlichkeit des Saitengalvanometers der magnetischen Feldstirke
umgekehrt proportional; wenn es also gelingt, den Faden in einem
Vakuum einzuspannen und man sehr schwache Felder verwendet, so
wird man iiber ein sehr empfindliches Instrument verfiigen. Weniger
weit reichen unsere Untersuchungen iiber die Vorginge, die sich beim
Einschalten eines Gleichstroms abspielen. Nur wihrend der Zeit der
ersten Viertelperiode gilt eine einfache Formel; aber wenigstens kann
angegeben werden, wann die Saite zum ersten Male umkehrt und in
welchem Verhiiltnis ihre beiden ersten Ausschlige zueinander stehen.
Die wichtige Frage nach der Aperiodizitit muBte dagegen unerledigt
bleiben; denn es lieB sich mnicht ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium fir die Bewegung der Saitenmitte, auf die es doch allein
ankommt, aufstellen; nur fiir das aperiodische Verhalten der ganzen
Saite wird ein nolwendiges Kriterium gewonnen.

Mit diesen Hilfsmitteln 1Bt sich nun auch schon die vorher an-
gedeutete Frage nach der Konstantenbestimmung erledigen. Wir werden
uns hierzu zweier Methoden bedienen: Wie man aus dem logarith-
mischen Dekremente und der gedimpften Periode eines schwingenden
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Von Paur Hzrrz. )

Korpers seine Eigenperiode und seinen Dimpfungskoeffizienten be-
rechnen kann, so lassen sich dieselben Konstanten unserer Saite be-
stimmen, wenn der erste Riickkehrpunkt und das Verhiilinis der beiden
ersten Ausschlige bekannt ist. Eine zweite Methode benutzt die Er-
gebnisse iiber die Wechselstromempfindlichkeit, und endlich konnen
noch einige andere Formeln zur Kontrolle herangezogen werden.

‘Was nun den mathematischen Inhalt der vorliegenden Untersuchung
betrifft, so diirfte er wohl in dem stets wiederholten Hervortreten der
Integralgleichungen bestehen. Durch sie wird der Induktionsstrom in
seiner Abhiingigkeit von der Zeit gegeben, wenn man von der Rayleigh-
schen Methode ausgeht; auf eine Integralgleichung kommt man auch,
wenn man, wie es am SchluB kurz geschieht, beide Dimpfungsarten
berticksichtigt. Auch um die Entwicklung einer beliebigen Funktion
nach den von uns aufgestellten Eigenschwingungen zu beweisen, miissen
wir die Theorie dieser Gleichungen heranziehen. Mit ihrer Hilfe gelingt
es nimlich, aus der Tatsache, daB in einem gewissen Intervalle will-
kiirliche Funktionen nach zwei Scharen von Eigenfunktionen entwickelt
werden konnen, den SchluB zu ziehen, daf in einem doppelt so groBen
Intervall die Intwicklung nach der vereinigten Schar moglich ist.

Fine numerische Vergleichung mit der Erfahrung wird tberall,
wo es moglich ist, versucht werden. Da aber bei den bisher ver-
Offentlichten Einthovenschen Messungen die Luftdimpfung nicht ver-
nachlissigt werden kann, so ist ein Vergleich nur der GréSenordnung
nach moglich, kann aber keine genaue quantitative Ubereinstimmung er-
geben. Auch der letzte Paragraph, der beide Dimpfungsarten beriick-
sichtigt, kann mnicht herangezogen werden, da die dort gefundenen
Formeln viel zu kompliziert sind und hthere Differentialquotienten
enthalten, als es bisher moglich war, der Messung zu unterwerfen.
Eine genave Priifung an der Hand der Erfahrung muB also bis auf
die Zeit verspart werden, wo Messungen im Vakuum oder mit dickeren
Dréhten vorliegen.

§ 1. Die Funktionalgleichung fiir die Saitenbewegung.

Die Saitenmitte wird von Einthoven wie ein materieller Kirper
behandelt, und fiir ihre Bewegungen werden die Gleichungen des
schwingenden Korpers angenommen.!) Wollen wir uns von den darin
liegenden Vernachldssigungen befreien, so miissen wir eine allgemeine
Gleichung fiir die Bewegung der Saite aufstellen, die alle ihre Punkte
in gleicher Weise beriicksichtigt. Um sie zu gewinnen, brauchen wir

1) Ann. d. Phys. (4) 21, 1906 8. 487.
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6 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

aber nur die Uberlegungen von Einthoven?) auf einen mathematischen
Ausdruck zu bringen. Wir nehmen also an, daB auf die Saite eine
antreibende ponderomotorische Kraft wirkt, riicktreibend aber diejenige
ponderomotorische Kraft, die der durch die Bewegung der Saite selbst
erzeugte Induktionsstrom hervorruft.

Indem wir nun unser Problem etwas idealisieren, konnen wir es
folgendermaBen aussprechen: Die gespannte Saite, von iiberall gleicher
Dicke und gleichem Querschnitt, befindet sich tn emem vollkommen homo-
genen magnetischen Felde und kann nur in der aur Feldrichtung senk-
rechten Lbene schwingen®) Die Saitenenden besitzen eine nach bekannten
Gesetzen variierende Polentialdifferenz; wie bewegt sich unter diesen Um-
stimden die Saite? Dabei soll vorliufig noch von der Reibung der Luft
abgesehen werden.®)

Es bedeute?):

t die Zeit
¢ die Lichtgeschwindigkeit
I die Linge
m die Masse
P die Spannung
(in Dynen) - der Saite
w den elektrischen )
Widerstand
die EKntfernung eines Punktes der Saite von einem End-
punkt

8

die Entfernung eines Saitenpunktes auns der Ruhelage
den elektrischen Strom

(in elektrostatischen Einheiten)

die magnetische Feldstirke des #uBleren Feldes in GauB.
die Potentialdifferenz als Funktion der Zeit.

1) A, a. O. S. 504,

2) Tatsichlich ist das Feld inhomogen, nimlich in der Mitte schwicher (vgl.
Einthoven, a. a. 0. 8. 506). Es ist klar, wie diese Inhomogenitiit wirken wird.
Die mittleren Teile der Saite, unter besonderen Bedingungen stehend und unfangs
zuriickbleibend, bilden gewissermaBen fiir sich eine sehr kleine und daher sehr
rasch schwingende Saite, deren Schwingungen sich der Hauptschwingung iiber-
lagern. Diese Stérung nimmt aber, wie Herr Einthoven die Giite hatte mir brief-
lich mitzuteilen, mit der Spannung der Saite immer mehr ab.

DaB die Saite nur in einer Ebene schwingen soll, ist keine groBe Ein-
schrinkung. Wird die Bewegung nur durch den elektrischen Strom hervorgerufen,
go findet von selbst kein Heraustreten aus dieser Ebene statt.

3) Vgl jedoch § 12.

4) Alle GroBen werden im C. G. S. System angegeben und zwar die elektiri-
schen GroBen im elektrostatischen MaBe.

R s
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Von Paor Hertz. T

Nun setzt sich die auf ein Lingenelement dz wirkende Kraft, die

glelch T—a_t_ T dz ist, aus zwei Summanden zusammen: erstens aus einer
mechanischen Kraft?) P ,—, und zweitens aus einer Kraft elektromagne-

tischen Ursprungs, vom Betrage %de.’) Also hat man

m _ Plotn | HIL
(1) PR m3x2+ c m

Da sich aber die Gesamtspannung aus der Klemmspannung E und
der induzierten®) Spannung
St fa
zusammensetzt, so wird
@9 J-L E—-*fa” dw
Aus (1) und (2) ergibt sich:
i

0% 1Po%*q E H dn
2 T m 8w’+mcw wmc’f@t dx
0

oder wenn abkiirzend

3) =
) - F(2)
(5) an: i‘*’ =0

1) Vgl. z. B. Riemann-Weber, Bd. II, 8. 2051

2) Vgl. z. B. Abraham-Foppl, Theorie d. Elektr. 1. Bd., 8. 411, E, J sind
also nicht als absolute GroBen aufzufassen, sondern bald positiv, bald negativ nach
der Ampéreschen Schwimmregel.

3
3) Vgl z B. Kohlrausch, Lehrb. d. prakt. Phys. 1901, 8.560. H [nda ist der
0
magnetische KraftﬁuB Das Vorzeichen folgt aus der Leunzschen Regel.
4) — %2 dz ist der induzierte Strom sowohl nach der Hertzschen als

0

anch nach der Lorentzschen Elektrodynamik. Vgl. Abraham, Theorie d. Elektr.,
Bd. I, $. 321, 2. Aufl. S. 302.
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8 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

gesetzt wird, und die rdumlichen Differentialquotienten durch Akzente,
die zeitlichen durch Punkte bezeichnet werden?!):

14
(6) i—aty = F(t) — b [9da.
Q

Hierzu treten noch die Nebenbedingungen:
1) 7(,0) = (s, ) = 0.

und die Forderung, daB # in bezug auf ¢ und %" in bezug auf z stetig
sein sollen, die aber nur dann befriedigt werden kénnen, wenn im

Aunfangszustande 831 und 9" mit & stetig variicren, D)
ot oz 5

1) Diese Gleichung wurde mir von Herrn Prof. Dr. R. Gang mitgeteilt, der mir
die vorliegende Untersuchung vorgeschlagen hat. Hierfiir sage ich ihm meinen
herzlichsten Dank.

2) Es gehort mit in den Inhalt der fiir unsere Betrachtungen grundlegenden
Newtonschen Bewegungsgleichung, daB sobald %" in berug auf x stetig ist, auch
7} in bezug auf ¢ stetig sein muB. Solange daher # in bezug auf w stetig ist,
werden beide Stetigkeitsforderungen erfiillt und die Betrachtungen des folgen-
den Paragraphen anwendbar sein (wir wollen im Augenblick b = 0 annehmen).
Wiire also #” bis zu einem bestimmten Zeitpunkie exklusive eine stetige Funktion
von z, withrend das fiir diesen Zeitpunkt selbst noch ungewiB whre, so liefe sich 7
doch in der im folgenden Paragraphen gegebenen Weise darstellen. Es miiBte also
in dem betrachteten Zeitpunkte dennoch 7" stetig in bezug auf x sein (vgl. Gl. 19) und
daher nach Newton 7 stetig in bezug auf ¢ sein. Ist andererseits bekannt, dafB
die Stetigkeitsforderungen bis zu einem bestimmten Zeitpunkte inklusive gelten,
go liBt sich wenigstens immer eine Losung geben, bei der sie auch nachher gelten.

Unsere auf die Stetigkeit bezliglichen Nebenbedingungen sind also im wesent-
lichen mit der Forderung gleichhedeutend: ks soll dann, wenn %° in bezug auf
x stetig ist, auch 7; in bezug auf ¢ stetig sein.

Immer muf aber natirlich vorausgeset«t werden, daB im Anfangszustande 7
und 7’ in bezug auf z stetig sind. Ohne das kann auch nicht die Stetigkeit von
7’ in bezug auf x zu spiteren Zeiten erwiesen werden (vgl. die spitere Formel (19),
8. Zeile). Es gibt aber durchaus diskutable Anfangsbedingungen, bei denen das
nicht der ¥all ist (z. B. die in Dreiecksform gezupfte Saite). Doch ist es fir
unsere Zwecke bequem, solche F%‘Llle hier auszuschliefen. Dagegen braucht man
durchaus nicht zu fordern, daB 3737‘ eine stetige Funktion von z ist. Man konnte
vermuten, daB, wenn diese Funktion unstetig ist, unmittelbar darauf eine Un-
stetigkeit von n' auftrite. Das ist nicht; der Fall. (Beispiel: Zur Zeit 0:  — 0;

. 4 . o l 2
n—Ofu.r.'c<2, n:a( —7) furx> Losung:n:O,:E(w—E—{—ai)y
t(z—2) in den Intervallen 0 bi Z—t (l at)b' P tat, Lyoa
=« (yc §) in den Intervallen 18 (; a), E] 8, +a ,;—{—a

bis 7).
Die elektromagnetische Diampfung dndert an diesen Verhiltnissen nichts.
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Von Pauvn Herrz. ]

Es konnte Bedenken erregen, daB wir Einthoven folgend®) den
Strom der gleichzeitigen Potentialdifferenz proportional setzen, also die
Selbstinduktion nicht beriicksichtigen. Solange indes keine kiinstliche
Selbstinduktion in den Stromkreis eingefiigt wird, ist die dadurch be-
dingte Vernachlissigung durchaus gerechtfertigt. Der elektromagnetisch
gemessene Selbstinduktionskoeffizient ist ndmlich )

20 [1n*] — 0715},
resp. 21{In — 1}

wo 0 den Drahtradius bezeichnet, und der obere oder untere Ausdruck
gilt, je nachdem man annimmt, daB der Strom iiber den ganzen Draht-
querschnitt verteilt ist oder nur auf der Oberfliche flieBt. Setzt man
nach Einthoven

21 — 25,4 em?)
0 =15 - 10~* em?)

so erhilt man als Wert fiir den Selbstinduktionskoeffizienten 27 -11,29
resp. 2-1-1104 d. i. einen zwischen 280 und 287 liegenden Wert.
Ferner betrigt fiir Saite 10 der elektromagnetisch gemessene Wider-
stand®) 1015 elektromagnetische Einheiten. Der Quotient von Selbst-
induktion und Widerstand, also etwa 2,8.10-%!sgec. gibt die Zeit an,

wihrend der ein pldtzlich geschlossener Strom das (1—%)fache seines

_endgiiltigen Betrages erreicht. Mit dieser Zeit vergleichen wir die
Dauver der kleinstmdglichen Eigenperiode. Da man bei einem Drahte
von 1,6 ¢ Radius die Empfindlichkeit — in den Einthovenschen
Einheiten gemessen — auf %-(1,75)? erniedrigen muB, um an die Zer-
reifungsgrenze zu gelangen®), so erhilt man fiir die Saite 10 eine
Minimal-Eigenperiode vom 7,2-10-* sec.”) Man sieht: auch bei den
schnellsten vorkommenden Schwingungen erreicht der Strom seinen
endgliltigen Wert in einer Zeit, die #ullerst klein ist gegen die Eigen-

1) A.a. O, S. 505.

2) Maxwell, Elektr., §§ 691 u. 692. M. Wien, Wiedem. Ann. d. Phys.
Bd. &3, S. 928.

3) A.a. 0., 8. 677.

4) A a. 0, 8. 500 (fir Saite 10).

5) A.a. O, 8. 507,

6) Vgl. 8. 680, Zeile 17 v/ oben, Zeile 10 u. 11 von unten.

7) Einthoven, a.a. 0., S. 488, Formel 4; S. 492, Zeile 10 von unten; S. 676,
Formel 30; 8. 677, Zeile 14 von oben.
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10 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

periode der Saite.!) Wir sind also berechtigt, die Selbstinduktion zu
vernachlédssigen und die Gleichung (6) als hinreichend streng anzusehen.?)

Wir wollen einen wichtigen SchluB aus ihr ziehen. Multiplikation
mit % und Integration nach z liefert

i 4 i i
2
3 ) pirde— [ "nd.L—F ﬁdx—b[fﬁdx]
0 0
oder nach partleller Integration wegen (7)3)

8 2atf(r + a?y 2)d;v—Ff17dx—bl:/‘nda7]

eine Gleichung, die den Energiesatz ausspricht. Nehmen wir an, dafl
von einem gewissen Zeitpunkte an F = 0O ist, und bezeichnen wir den

zu dieser Zeit vorhandenen Wert der rechten Seite mit 7)), so ist also
i

81 2’2
2t2f dz <0,

und daher nach ciner bekannten Ungleichung von H. A. Schwarz*)

z = i VaiT,
n =_/’7’dx§l/x'f’7'2d§§ﬂ I/‘/"W,deé \2;15
0 0 0
1
9 W§EV2lT0-

‘Wir sehen: Falls von einem gewissen Zeitpunkte an die Funktion
I verschwindet, so bleibt % an allen Stellen stets unter einer gemein-
samen Grenze.

1) Diese GroBenverhiltnisse indern sich auch durch die Zuleitungen nicht
wesentlich, sicherlich nicht, wenn diese bifilar gewickelt sind; vgl. M. Wien,
a. a. 0., 8. 940.

2) AuBerdem setzt die Gleichung (6) voraus, daB die Schwingungsperiode
groB ist gegen die Zeit, in der sich etwa angebiufte freie Ladungen, die die
Quellenfreiheit des Stromes storen, vernichton resp. an die Oberfliiche gelangen.
Diese Zeit ist noch viel kleiner als die eben betrachtete Relaxationszeit. Wollte
man die ¥Frage streng behandeln, so hiitte man an die Lorentzschen oder Min-
kowskischen Gleichungen anzukniipfen, die bei Abraham, Bd. II, S. 324,
2. Anfl. 8. 308, sehr iibersichtlich zusammengestellt sind.

8) Wegen lim % =14 ,_p; vgl. S. 18 Anm.

z=0

4)H. A. Schwarz, gesammelte Abh. Berlin 1890, Bd. I, 8. 251, siehe auch
E. Schmidt, math. Ann., Bd. 63, S. 440.
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Von Paun Herrz. 11

§ 2. Ungeddmpfte Schwingungen.
Zu einem wichtigen Sonderfall gelangen wir, weun wir b— 0 setzen

(zn verwirklichen durch Einschalten eines sehr groBien Widerstandes,
vgl. Gl. (5)). Dadurch erhalten wir die Beziehung
(10) q—al’ = F(),
die wir die Gleichung der ungedimpften Saite nennen. Obwohl diese
in der Literatur eine eingehende Beriicksichtigung?') gefunden hat, ist es
doch erforderlich, hier kurz ihre Losung zu entwickeln, da wir von ihr aus
den Weg auch zur Theorie der gedimpften Schwingungen finden werden.

Zunisichst verallgemeinern wir (10) ein wenig und betrachten an
ithrer Stelle
1n i —aty = D (t2)
wo El;(t, z) von t und z abhingt.®) AuBerdem soll stets

Nazo =05 7., =0

und soll % in bezug auf ¢ und %’ in bezug auf z stetig sein. Endlich
wird gefordert, daB fiir £ =0, 7 in eine gegebene Funktion y(z) und %

in eine gegebene Funktion % iibergeht.?) y und # kiénnen dabei ganz

beliebig gewihlt werden, nur sollen E—Z und y stetig in bezug auf =z

sein. Zur Losung dieses Pro- Fig. 1.
blemes fiihrt die bekannte Rie- 4z
mannsche Methode.#)

Wir deuten z und ¢ als
Koordinaten einer Ebene (Fig. 1).
Dann ergibt (11) in Verbindung | = A °°TTTTTTTTTTTTTTTTT 1
mit dem Stokesschen Satze und N N {:]

~ . . . 0} P 1
den Stetigkeitsforderungen, die 7 < E‘t'f»

|
;!

Gleichung:
_.f.lz ndz 4 an'dt /\ )
0 A B L X
=—;—l/‘a\>(t,x)do,

wo die linke Seite die rechtsliufige Integration um eine beliebige ge-
schlossene Kurve, die rechte eine Flichenintegration um das von ihr

o~¢

1) Besonders: Donkin, acustics, Oxford 1884, 8. 124 (etwas andere Problem-
stellung); Rayleigh, Theorie des Schalles, deutsch von Neesen, Braunschweig,
1880, Bd. I, S. 195 u. 207; Riemann-Weber, Bd. I, S. 224ff.

2) @ ohne Akzent wird fiir eine anders GroBe aufgespart.

3) ¢ ist also kein Differentialquotient von y, da y reine Funktion von x ist,
gsondern bezeichnet nur eine willkiirliche Funktion.

4) Riemann-Weber, a. a. O.
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12 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

umschlossene Gebiet bezeichnet. Wir wollen jetzt den Punkt z=0
bzw. £ =1, O bzw. L nennen, durch O bzw. L zwei Gerade von den
Gleichungen z — at baw. x =1 — at legen und deren Schmnittpunkt,
der die Ordinate £ = él—a besitzen wird, den Punkt S nennen. Xndlich
ziehen wir durch einen beliebigen Punkt P des Dreieckes SOL, das
wir das Gebiet I nennen, Parallelen zu SO und SIL — solche Paralle-
len mégen jetzt immer Charakteristiken heiBen — die OL in 4 und B
schneiden. Wenn wir dann die zuletzt erhaltene Gleichung auf den
Zug ABPA anwenden, bekommen wir

P P
1. 1, , 1. , t [~
-./ﬂ—arndx—f;fr,dx—}-andt—kf;ndx—%—andt:;fdido,
4B B P

oder da lings der Charakteristiken dz — + adf nach Ausfiilhrung der
Integration und Einfiihrung von y und # auf OL:

1 . 1 (=
(12) rjpzé{yA-}—yB—]--aJydx} + 26'/1(1'%20.
AB

Es ist also bewiesen, daB jede (11) samt den Nebenbedingungen ge-
niigende Funktion in I von der Form (12) sein muB; der Eindeutig-
keitsbeweis ist gefithrt.

Es ist bequem (12) zu zerlegen. Wir schreiben also
(13) n=n+7,
wo

n‘=%{m+y3+%]9dx}
AB

I+at
(14) =y~ et +y@ et + Lfjac)
und e
(15) =g [ Do
FPAEB

ist. Wenn wir fiir cinen Augenblick die Giltigkeit des Existenzsatzes
vorausgreifend annehmen, so konnen wir der Funktion %*(#,2) eine ein-
fache physikalische Bedeutung beilegen: Sie ist unabhiingig von @, hingt
nur vom Anfangszustand ab und gibt diejenige Elongation, die die Saite
bei diesem Anfangszustande aufweisen wiirde, wenn Dimpfung und
antreibende Kraft fehlten. Ts muB also sein:

w
() 7 (0,2) = y(@); ' (0,5) = i(a),
(18) 7(5,0) — ' (41) = O.
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Von Pavr Herrz. 13

Nun ist aber auch der Existenzbeweis leicht zu fiihren. Dureh
Differentiation erhilt man aus (14) (vgl. Fig. 2)

on* 2y oy 1, 1, ]
ax‘:é[(ax)fr(ax)ﬁrgh—ayﬂ
o'’ 1{?11/, y 18y 193\
ozt Tloax® T gy " aizy adwz,l
on* 2y oy . )

(19) ot =’§{—“a%+ﬂa@+yﬂ+y‘ﬂ
zﬂi_l{ By | 2 | 0Y Z
I A A Pl P s PR P
Cn_ 1| a0y Py 0y 03
SxaE_Z{ aaxi'*_aggcz*{”azg-*—a‘wl}'l

Réumliche Differentiation. Zeitliche Differentiation.

Hieraus und aus (14) folgen in der Tat (16) bis (18). Ebenso ist
geometrisch ersichtlich (vgl. ebenfalls Fig. 2):

P P
il i[c’ﬁdt—ifq)dt
ox 2a, a
B A
PA P
AT 1 cP 1 o
(20) .
a@ » o
7=;,qu>dt+; Ddt
B A
7t 0D Y A~ ~
o= [ [la 8,
A

=%{26P—— ¢A—¢B} —*—%6‘(-1“ %$3= 6,:,
d. h. (11) wird tatsichlich befriedigt.

Endlich lassen (13), (19), (20) erkennen, daB % und % fiir £=10
in ¥ und # iibergehen, und (19) und (20), daB 5 und % die gewiinschten

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

Stetigkeitseigenschaften aufweisen, sofern nur das auf S. 13 #iber ¥ Vor-
ausgesetzte zutrifft. .

Damit ist nun auch (10) fiir das Gebiet I geldst (Fig. 1). Es ist
nur notig zu setzen
(21) @ (t,x) = F(2).
Aber auch fiir die andern Teile der Ebene ist es leicht, die Losung zu
finden. Behandeln wir wieder Eindeutigkeitsbeweis und Existenzbeweis
gesondert.

Sei also zuniichst # ecine Funktion, die (11) samt den Ncben-
bedingungen geniigt und zwischen den durch L und O gehenden Senk-

Fig. 3.
L. L.y 0’ L’ L{ Ly
[ A 4

rechten LL’ und OO definiert ist. Wir erweitern dann die Definition

der vier Funktionen 7, y, 7, ' (¢, ): Man denke sich nimlich die ganze
Halbebene durch Senkrechte zerschnitten, deren Abstinde von O und L
ganze Vielfache von [ betragen (Fig. 3). In OO’L L’ sollen nun unsere
Funktionen die urspriinglich gegebenen Werte annehmen, iiber die an-
deren Streifen dagegen so verteilt werden, dal symmetrisch zur Scheide-
linie liegende Punkte (z B. P und P’) entgegengesetzt gleiche Funk-
tionswerte erhalten. Man weist leicht das Zutreffen von (11) samt
den Nebenbedingungen nach'), so daB n sich notwendig durch (13) bis
(15) darstellen 1dBt, wo P wieder einen Punkt in OO’ LL’ bedeuten
kann und fiir y Werte einzusetzen sind, die in leicht ersichtlicher Weise
mit den urspriinglich gegebenen zusammenhingen.

Will man den FEzxistenzbeweis fihren, muB man sich L/ﬁ, ¥, ¥ ge-
geben und % gesucht denken, in der besprochenen Weise die Defini-

1) DaB z. B. 5 mit ¢, # mit & sich auch beim {berschreiten der Scheidelinien
stetig Zndern, folgt aus dem Verschwinden von 7 an diesen Linien.
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Von Pavr Herrz. 15

tion von y und # iiber die ganze Abszisscnachse erweitern und kann
dann zeigen, daB die durch (13) bis (15) gegebene Funktion 7 in der
Tat (11) samt den Nebenbedingungen geniigh. Es interessiert uns aber
nur die so erhaltene Funktion n im Gebiete O O'LL".

Hieraus folgt weiter, daB auch (10) eine und nur eine Losung hat.
Sie wird ebenfalls durch (13) und (15) gegeben, wenn darin einge-

setzt wird
(22) D (t,2) = + F(t)

und in (22) das positive oder negative Zeichen gewihlt wird, je nach-
dem z einem Streifen angehért, der durch Verschiebung um ein gerades
oder ungerades Vielfaches von ! mit dem urspriinglichen Streifen zur
Deckung gebracht werden kann.

Ehe wir weitergehcen, wollen wir noch einige Folgerungen aus den
bisherigen Entwicklungen ziehen. Zunfchst ersieht man aus (19) und
(20), da8 % auch in bezug auf = stetig sein wird. Es ist also

limg=%,—9=0.
=0

Sodann zieben wir einen wichtigen SchluB fiir den Fall, daB F'=0
ist. Es wird dann 7 = %%, woraus in Verbindung mit (14) und den
Festsetzungen tiber y folgt, daB die Bewegung der Saite die Periode
-20—1— besitzen wird. Fiir diese ZeitgrsBe schreiben wir ¢, so daB wir haben

21
(23) v ="l

Endlich kénnen wir jetzt schon den Fall behandeln, daB die un-
gedimpfte Saite, die zur Zeit O ruht, plétzlich von einer zeitlich kon-
stanten Potentialdifferenz erregt wird. In diesem Falle ist 5= 0 und
(13) bis (15), sowie (21) liefern fiir einen Punkt in I):

n =5 It
Man kann noch etwas anders verfahren: Aus (15) und (21) folgt,

daB fiir alle Punkte in I die Funktion % und daher auch 7 von z un-
abhingig sein wird. Somit reduziert sich (10) auf § = F, was inte-

griert ebenfalls 7 = g 2 ergibt. Bezeichnen wir nun die Elongation der
Mitte mit %, d. h. setzen
i —
(24) 7(t5) =% (),
80 haben wir

(25) 7—=1Fg
fiir das Zeitintervall 0 bis %

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

Die Saitenmitte erleidet also eine endliche Zeit hindurch keine
zuriicktreibende elastische Kraft, sondern verhilt sich wie ein frei fal-
lender Korper. Ihre Bewegung wird nicht durch trigonometrische, son-
dern rationelle Funktionen bestimmt. Fiir feinere Untersuchungen ist
es also wmicht gerechifertigt, sie als schwingendes System anzuschen.

Es ist leicht (25) zu vervollstindigen. Aus (20) folgt fiir unsern
Fall

und daraus
(26)

wo das obere Vorzeichen zunichst i— Zeiteinheiten gilt und dann alle

P
7= [Dat
B
n=+F,

%Zeiteinheiten ein Zeichenwechsel stattfindet. Durch Integration er-

hilt man
7 — Ft o<i< b
i=Pl=thg] iy,
(27)
i=F{=T) sy,
=F{—t+51} g%gté;iusw.

Oder geometrisch: Stellt man die GroBe von 7 durch einen Punkt
auf einer Geraden dar, so bewegt sich dieser vertretende Geschwindig-

keltspunkt bestindig mit der Geschwindigkeit 1 zwischen den Punkten — 2t

und + . Er beginnt bei O, wendet sich zuerst nach den pos1t1ven

Werten und wird an den Enden der Strecke stets reflektiert. Man sieht,
daB auch in diesem Falle 7 die Periode = besitzt. Ubrigens LiBt
sich leicht zeigen, daB auch die nicht in der Mitte gelegenen Saiten-
punkte mit der Periode = schwingen.

Nach einer Viertelperiode ist wegen (25)

. 1,12 1 9
(28) 7]=§faf,:§2—Fr.

Denselben Wert besitzt 7 bei einer ruhenden Saite, wie aus Integration

von —ain" =T (vgl 10) hervorgeht. Uberhaupt passiert die Saite zu

den Zeiten 2-la und - dle Ruhelage. Integriert man (27) und stellt

die so entstandene Funktlon als Kurve dar, so bekommt man ein Ge-
bilde, das, obwohl nur aus rationalen Funktionen aunfgebaut, doch die
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Von Pavr Herrz. 17

grolite Ahnlichkeit mit der Sinuskurve aufweist. Insbesondere erhilt

man bei den Abszissen 2L, 3l , 51 usw. Wendepunkte, d. h. zu den
a 2a 2a

Zeiten, in denen die Saite durch die Ruhelage hindurchgeht. Hier-

durch wird es bis zu einem gewissen Grade gerechtfertigt, die Saiten-

mitte als schwingendes System zu betrachten; denn auch bei einem

solchen treten die Wendepunkte beim Passieren der Ruhelage auf.

§ 3. Bewegung der geddmpften Saite im ersten Stadium.

Wir behandeln jetzt die allgemeine Gleichung
13
(6) ii—a'=F—10 [idz,
)

wo b nicht mehr — 0 vorausgesetzt wird. Wieder verlangen wir, daB
n fir £ =0 und w =1 verschwinde, das % in bezug auf , n" in bezug
auf z stetig sei, und daB % und % fiir { =0 in bekannte Funktionen
y und y iibergehen, die beide in bezug auf x stetig sind. Auch Z.‘:
goll m bezug auf z stetig sein.

Wir bemerken, dafl die rechte Seite vonr (6) nur von ¢ abhiingt;
setzen wir also

(29) (1) ~ F—b [§dz,

so lautet unsere Gleichung
(30) 7§ —a'y" = @)

und ist damit auf dieselbe Form wie (10) oder (11) gebracht. Zwar
enthielt dort die rechte Seite eine bekannte Funktion, wihrend @ eine
unbekannte Funktion ist. Aber das kann uns nicht hindern, alle im
vorigen Paragraphen gemachten Schliisse anch als giiltig fiiv (30) an-
zuerkennen, insbesondere auch (13) bis (15) fiir sie aufzustellen, wenn
uns auch dieses System jetzt keine Losung gibt. HEs gelten also wieder

(13) n=n"+7,
(14) n‘=z_‘;-{yA+yB+ ifi/dx},
) AB
(15) b=, f&)do
PAB

Zeitechrift f, Mathematik u. Physik. 58 Band. 1910. Heft 1 3.

[ 3]
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18 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

und nur statt (22) hat man jetzt
(31) Bt ) — & D),
wo iiber das Vorzeichen das frither Gesagte gilt.?)

Hier ist uns %" nach wie vor vollstindig bekannt; von ¥ dagegen
ergibt sich vorliufig nur eine wichtige Eigenschaft, die wir geometrisch
aufsuchen wollen.

Wir beschriinken uns auf das Zeitintervall O bis él& oder O bis —Z-
Dureh § (Fig. 1 u. 4) ziehen wir eine Parallele zur Abszissenachse,
welche die durch O und L gehenden Senkrechten 00" und LL in M
und N schneidet, und nennen M OS das Gebiet I1I, SN L das Gebiet III,
wihrend SOL wie friher I heien mige. Analytisch gesprochen: bei

Fig. 4 gegebenem ¢ liegt die Strecke O bis at

P *L" n 1, at bis I —at in X, I —at bis I
M A & in IIL

y/4 Y/ Seien P; und P, Punkte in I von

P, 1 2P gleicher Hohe (gleichem f) (Fig. 4), und

P denke man sich einen beweglichen Punkt

Z von P, nach P, hiniibergeschafft, so ver-

As

0 B, B;dA. B;B. L schiebt sich das zugehorige Charakte-
ristikendreieck (S.14) PARB von P, A, B, nach P, 4, B,; daher sieht man,
daB ¥ in I von z unabhingig ist und einer reinen Funktion von ¢, wir
wollen sie ¥(¢) nennen, gleichgesetzt werden kann. Befindet sich an-
dererseits P in II etwa in P, und nennt man P, den Schnittpunkt
von P, A, mit OO, so ist bel der durch (15) geforderten Integration
in P, 4,0 nach (31) D(t,z) = — @ (%) zu setzen. Statt dessen kinnen
wir die Integration (15) so ausfiibren, als ob iiherall é;(t, z)= + @)
wire, und dann ein ebensolches Integral, genommen iiber A, B, P, =
2.P,A,0 abziehen. Fir III gilt Entsprechendes. Somit hat man:

in L 9, 2) =) (a)
(32) n Il PG =v@®—v(—2) ®

. ~ l—x
in L. §(t, 2) = () — ¢ (t — T) ()
Hierzu kommt wegen (15) und (20)
0)=0
(33) e
S $(0)=0.

1) Hieraus in Verbindung mit dem vorigen Paragraphen (8. 15) folgt also
auch, daB fiir jede Losung von (6), die die Nebenbedingung erfiillt, auch 7 in
bezug auf x stetig sein wird. Es wird also auch lim 7,__, = 0 sein, wovon auf
S. 10 Gebrauch gemacht wurde.
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und schlieBlich bemerken wir noch, daf wegen (20) ¢ eine stetige
Funktion von ¢ ist.

Die crhaltenen Werte von ¥ wollen wir jetzt in (30) einsetzen.
Wegen (32) ist in allen drei Gehieten

T L8 dty

(34) ot — Y ot T e
Ferner ist
1 at
fzpdleip—fu)(t——) dz — w(t—l;a””)dx
0 —at

<t )

oder wegen (33)
=1 — 2avy,

so daB man erhilt:
Z 1
b [hde = b - [itde + blp — 2aby.
0 0

Hieraus, aus (13) (8. 12), (16) (8. 12) und (34) folgt

i

VY _F@)—b- [ i de — bl + 2aby.

0

Falls also eine Losung von (6) samt seinen Nebenbedingungen vor-
handen ist, wird sie eindeutig durch das Formelsystem gegeben:

i
(35) Fr)=F@t)—b-[irds
(1]
(36) &+ bl — 2aby () = F*(2)
(3) $(0)=0; ¢(0)=0.
¥ stetig in bezug auf ¢ .
in I n=n"+ @)
@ny{ in I n=n+v@0)—v(—2)
in I1I n=n'+¢(t)-¢(t—l:“).

2t
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20 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

Aber (35—3T7) und (33) stellen auch stets eine Losung unseres Pro-
blemes dar. DaB (6) wirklich durch sie befriedigt wird, folgt schon
aus ihrer Herleitung; daB % und % fiir £=0 in y und ¥ {iibergehen,
folgt aus (33) und (17), dafl » fiir z = 0 resp. z = verschwindet,
aus (18) und (32b), resp. (18) und (32¢), daB 5 endlich die gewiinschten
Stetigkeitseigenschaften besitzt, ist klar, weil 3 eine stetige Funktion
von t sein sollte und daher nach (32) % samt seinen Ableitungen
nach 2 und ¢ eine stetige Funktion der Koordinaten ist.l) (33) bis
(37) und (33) stellen also eine und dic einzige Liosung von (6) samt
seinen Nebenbedingungen dar.

Fig. 5. ‘Wollen wir die Losung noch etwas ana-

0 L Iytischer gestalten, so miissen wir den Ausdruck
]

A M) fiir F* amformen. Um [%*dz zu bilden, lasse
i

man einen Punkt P in konstanter Hohe von P,
[auf OO'] nach P, auf [LL'] die ganze Strecke [

durchwandern. Dabei geht dann das zugehorige
A (5.12) von A, nach 4,, das zugehorige B
von B, nach B, (Fig. 5), und man erhilt aus (19) unter Beriick-
sichtigong der fiir y und § geltenden Symmetrieeigenschaften (S. 14)

0 B, 4, L B,

1 i—at
./:if‘d:c = —aly(al) +y( — at) +fyd:v],
0 at

also

(38) F*(t) = F(8) + ba(y(at) + y( — ab))

i—at
—!/_;)da;.
at

Durch unsere Uberlegungen ist Eindeutigkeit und Existenz der Losung

fiir die Zeit —Z- nach dem Anfangszustande bestimmt. Da man aber den nach

: Zeiteinheiten eintretenden Zustand seinerseits als neuen Anfangszustand

ansehen kann, folgt: es existiert eine und nur eine Lisung von (6) fiir
beliebig grofle Zeiten. Diese Methode des ,Zusammenflickens®, die den
Existenz- und Eindeutigkeitssatz sofort aussprechen liBt, kann zwar
auch zur wirklichen Aufstellung der Bewegungsgleichungen angewandt
werden, fiihrt aber da im allgemeinen zu ziemlich verwickelten Formeln.
Es sind also, um die spéteren Stadien behandeln zu koénnen, noch

1) DaB diese Stetigkeit auch beim Uberschreiten der Greuzlinien zwischen
I, Il und III Bestand hat, folgt aus (32) und (33). Aus (13) und (19) und der auf
8. 17 iber % gemachten Voraussetzung folgt jetzt auch, daB 4 in bezug auf x

stetig ist.
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weitere Hilfsmittel erforderlich, die im folgenden Paragraphefi gewonnen
werden sollen. Einstweilen haben wir noch die Saitenbewegung im
ersten Stadium niher zu untersuchen.

Besonders wichtig ist der Fall der Bewegung nach dauernder Ruhe
unter der Einwirkung einer konstanten Potentialdifferenz.!) Unter diesen

Voraussetzungen wird: F*=F, =0, 5 =1 und daher nach (36)
und (33)

(39) {

7+ bly — 2aby — F
0; =0

X R

oder wenn abkiirzend

bl = 2«
(40 { 2ab = p*

gesetzt wird:
(394) { 77+2“7?—ﬂ2_ﬁ=F
7(0)=0; 7=0.

Die Losung dieser Gleichung liBt sich aus ExponentialgroBen e?! auf-
bauen, wo die ¢ Wurzeln der Gleichung

(41) ¢+ 2ag—pt =0
sind. Setzt man:
- ) 2
(42) [ om et Vol + 5
4 = _"“_'Vaz_}‘ﬁ?’
so wird fiir das Intervall 0 bis Z:
— ¥ 1
= rra i 1 T/l L eq,t - 69‘
7 ﬁ{. Ty g @ 4 "}

oder
e (LR T e e S G e E ]

Hier bedeutet also nach (5), (23), (39)

H**
“= Suwmer
(44) N
_2HI/ 1
B="cVum
Aus « und f§ ergibt sich die Periode z nach (23) durch
(45) T— G

1) Einthoven, a. a. O, S, 666 und 668,
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29 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

Es ist hier vielleicht der Ort, ein Wort iiber die GriBenordnung
unserer Konstanten zu sagen. Als Konstanten unserer Gleichung be-
zeichnen wir nach (6) die GriBen @, b und das konstante Verhilinis

% (vgl. 4)) oder auch g, @, 11;‘ Diese drei Werte hiingen auBer von

den unmittelbar meBbaren GriBen, noch von drei Konstanten ab, die
der direkten Messung nicht zugtinglich sind, nimlich von: H, m, P. Wir
werden spiter einen Plan mitteilen, nach dem es miglich sein wird,

a, bl, % resp. H, m, P experimentell zu bestimmen. Die dazu er-

forderlichen Messungen liegen aber einstweilen nicht vor, und so be-
gnligen wir uns damit, die Werte von « und 8 usw. auf Grund der
Schitzungen zu geben, die Einthoven iiber H und m angestellt hat.
Es ist nach ihnen (Saite 10, Platte A 22, 8. 666):

T =282.10-2 sect)

’r —
4,=7_1() 3 sec

o = 365 sec—1! %)
=322 sec—1%)

Ve? 4+ 2 = 487 sec—!

g, =122 sec—!; ¢, = — 852 gec—!
F =150 cmsec—% #)

Setzt man diese Werte in (43) ein, so sieht man, dal der Zeit
t=06-10"3 eine Elongation von 14u zukommt, wihrend Einthoven
bei dieser Zeit eine Elongation von 4,8p fand.?) Der grole Unter-
schied dieser beiden Werte erkléirt sich leicht aus der Vernachlissigung
der Luftdimpfung. AuBerdem sind die benutzten Zablen fiir A und m
nur als Schitzungen anzusehen.

Um genau zu verfahren, miilte mun in den Entwicklungen die
Luftdimpfung berticksichtigen und die Formelkonstanten den Messungen
selbst entnchmen. Dieser Weg bietet groBe Schwierigkeiten, da die
Formeln bei Beriicksichtigung der Luftdimpfung noch verwickelter werden
(§ 12), da sie, ebenso wie (43), nur fir das kurze Zeitintervall O bis

1) Einthoven, a.a. O., S. 448 Formel (2); S. 492, Z. 11 v. u.; 8. 665 An-
gabe ¢ = 535; S. 676 Formel (30); 8. 677, Z. 14 v. o. (fiir die scheinbare Masae
wird absichtlich der in § 8 und nicht der in § 6 angegebene Wert genommen.)

2) 8. 677 Z. 11, 12, 23; 8. 507 Tabelle IV.

3) Vgl. unsere Formel (45).

4) Vgl. unsere Formel (4); Einthoven, S. 665 Z. 11 v. u.; S. 666 Tabelle [V
erste Reihe.

5) S. 666 Tabelle VII; S. 677 Z. 13 v. o.
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Z {etwa 7-107%sec) gelten, und da die Einthovenschen Tabellen

schon nicht mehr die zweiten Differentialquoticnten erkennen lassen.!)
Es bleibt also nur der Weg iibrig, Beobachtungen anzustellen, bei
denen die Luftdimpfung vernachlissigt werden kann, und die Theorie
so auszuarbeiten, dafl sie diesen Beobachtungen die Konstanten zu ent-
nehmen gestattet. Hierauf werden wir spiter einzugehen haben.

§ 4. Formeln fiir beliebig groBe Zeitintervalle.

Wenn wir Formeln zu erhalten wiinschen, die fiir beliebige Zeit-
intervalle gelten, so werden wir nach Moglichkeit diejenigen GroBen
fortzuschaffen suchen, die sich nicht ohne Bezugnahme auf einen Anfangs-
punkt definieren lassen. Von diescr Art ist ¥. Waihrend nimlich die
Saite in jedem Augenblicke ein bestimmtes 7, 7, F', @ hesitzt, kann
von einem bestimmten i erst dann gesprochen werden, wenn gesagt
ist, auf welchen Zeitpunkt als Anfangspunkt wir uns beziehen. Ks ist
aber leicht, an Stelle von o die GroBe von @ einzufithren. Nach (31)

und (15) hat man nimlich fiir einen weniger als ; vom Anfangszustand
entfernten Zeitpunkt

s d*a
(46) o)
Obwohl also ¥ nicht dem Zeitpunkt schlechthin, sondern nur mit Bezug
auf einen Anfangszeitpunkt zukommt, fillt doch ihre zweite Ableitung
bei verschiedener Wahl des Anfangszeitpunktes gleich aus. Daher ist
uns ¢ wichtiger als ¢, und es liegt nahe, (36) zweimal zu differenzieren.
Dadurch bekommt man

- dzd ap d*F*
(44) 7d7ti+bl dE;Qab(D=W.

Zur Differentiation von F™* benutzen wir (38) und die Fig. 2. Dann

finden wir, wenn wir die Summe

a’y  dy __
(48) a CTQJZ + ?ZE = S
und die Differenz

dly dy
(49) C gt " da =

setzen:
(50) & +bld—2ab® = F + ba?{S(at) + D1 — at)}.
1) RegelmiiBigeren Verlanf zeigen die Beobachtungen bei stirker gespannter

Saite (arch. néerl. sér. Il tome 10 p. 456). Dieser Vorteil wird aber durch Ver-
kleinerung der Eigenperiode aufgewogen.
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24 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

Wenn wir die Definitionen (48), (49) der Funktionen S, D auch fiir
negative y und fiir y > [ festhalten, so haben wir nach den Seite 14
ither 4y und ¢ getroffenen Verabredungen
51 { S(—-2)=—D(z) S(z+0)=—D({1—1x)
o) D(—2)=—8() Dz+l)=—S(1—2),
woraus sich ergibt, da S und D die Periode 2/ besitzen werden.

Die Giiltigkeit von (50) ist wieder auf den Fall ¢ <C Z beschrinkt.
Zu weiterreichenden Formeln kann man nur durch wiederholte Anwen-

dung der eben abgeleiteten Beziechungen gelangen.
Wir wollen zuniichst die Saite zur Zeit £t — 0 als ruhend annehmen.

Ferner teilen wir die Zeit in Intervalle von der GréBe z und stellen

die zur Zeit »- Z— vorhandene Lage und Geschwindigkeit der Saite
durch die Funktionen y, und g, dar. Mit andern Worten, es sei
!
n\Z, v ) — Y, (.’1/')
(52) (52 v 24)
. ! .
n (.’L', v %) - yv(x)‘

. . . l
Jetzt darf t>z angenommen werden. Liegt es zwischen o— v und

2% (v + 1), so werde

53 —t—v—t—Ty
gesetzt, so daB stets

(54) 022!
sein muB. Endlich mag

(b5) a dg? + % =5, (z)

y, dy, _ ,
a dxt d_,;_l)v(‘z‘)

sein und mogen die zu y, y als Anfangszustand gehorigen Funktionen
v, ¢ mit 7, (), ¥,(t,) bezeichnet werden. Es sind also die ¢, ¥, Yy
S, D,, ¥,, ¥,, 7, abhiingig von der Wahl des Anfangszeitpunktes, un-
abhingig 7, 7, @, F.

Nach diesen Festsetzungen wird, wenn ¢ > % ist und zwar im Zeit-

T

intervalle n - bis (n 4 1);- enthalten ist, (50) durch

56 &+ blD —20bd = F 4 ba?{S, (at) + D, — at
( ) n n n n.
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zu ersetzen sein. Es muB also unsere Aufgabe sein, S, und D, durch
8,_; und D, _, auszudriicken.

Nun hat man nach (13)

My (x) = ’7:—1<:; x) + av—l (g; .’L‘),
ferner nach (19)

Py g (PYyoy  PUox 1000 18|
Bxt ¥ oad 928 a ICE a a’x,, |
Py { 28;”3;14_ i W R
ox ot 2 o2 ¢ % ox Oy
und nach (32b) resp. (32¢c)
a’/'\v—l 1 . x 32{1’\1—1 1 {—2x
) a,vaf;_;l'éwv—l(tw_— dx? = lev—l (tv-‘a)
5 resp.
Vy_1 1. T oYy, _4 1. l— 2
“ézot ;w"—l (t" - a) dxot —Ew’—l (tV T T a ')’
also nach (50) und (55)
. {
fir z < -

8,@)=5,_i(z+ })
D,@) =D, (5—3)~ 20, 4(n5— %)
=_Sv—1(12—x) —%iijv—l (QZa_%)

60 fir @ >+

D,(#)=D,_, (z— )

S,@ =8 ot g) — ot (%)
=Dy =)= i (o=

Es ist bequem diese Beziehungen durch eine Figur darzustellen. (Fig. 6.)

2
a

Es sei 0°0” die Ordinatenachse unserer stets benutzten z¢-
Fbene und L’L” die Senkrechte im Abstande I von 0'0”. M, N,,

M

. . . T
w_1 N, , usw. seien Horizontalen von den Ordinaten =

47
(r—1) Z usw. (vgl auch Fig. 4), stellen also die Punkte der Saite

zu den Zeiten » %, (n--1) % usw. dar. Es sollen jetzt durch Gerade
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26 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

resp. Geradenziige diejenigen Punkte der verschiedenen M N verbunden
werden, deren S oder I einander gleich sind oder sich nur durch
Summanden ¢ unterscheiden. Nach (57) bekommt man einen solchen
Zug durch folgende Konstruktion: man zeichne einen Zug, der stets

geradlinig verlduft, und den Richtungstangens — 2ld (z. B. « bis 7, ¢

bis %) oder + »2% (y bis §) besitzt, und nur beim Auftreffen auf 00"

oder L' L” geknickt wird, dort aber eine optische Reflexion erleidet
(z. B. bei ¢ und §). Ordnet man nun jedem Schnittpunkte eines Zuges

Fig. 6. mit den M N eine der Funktionen + 8, + D

0 L zu, 5o, dafl den Schnittpunkten auf den nach
le Z'N rechts hin abfallenden Teilen des Zuges (wie
ki * e, B, 1) nur + oder — S zugeordnet wird,
auf den nach links hin abfallenden (wie 9, s)

My, N, nur = D, und so, daB nach jeder Reflexion,
und nur dann, Buchstabe und Zeichen der

7 zugeordneten Funktion sich d@ndern, so unter-

Mmzﬁ 5 A,, scheiden sich in den einzelnen Punkten die
Werte der zugeordneten Funktionen nur durch
die ¥ enthaltenden Summanden. In der Fig. 6
sind den Schnittpunkten eines solehen Zuges
mit den M N die Funktionen beigeschrieben,
die — von den % abgesehen — einander
gleichzusetzen sind (sie zeigt z. B., daB

Sine=8inf=—Din d=—D in e=Siny

abgesehen von den ¥ ist). In zwel sich folgenden Punkten auf den
M N, unterscheiden sich die zugeordncten Kunktionen nur dann um
einen Summanden ¢, wenn zwischen ihnen ein Knickpunkt liegt (wie
9 zwischen § und o), und die Differenz ist, vom Vorzeichen abgesehen,

gleich der im Knickpunkte herrschenden Xunktion —Z ¥, (t,) oder nach

(46) %(D(tv) (wird z. B. M, , B == gesetzt, so ist das in (B7) vor-

kommende —l—-—%;x gleich der Hohe von p tber M, , N, , also

i
Mo D | S

Sy

5 N,

2a
S,=—D,— o
I d a v
Kehren wir zu unserm Ausgangspunkte zuriick. Es sel ein zwi-
T T . .
schen noy und (n + l>Z liegendes ¢ gegeben. Dann merken wir auf

M, N, die Punkte at, resp. [ — af, an, konstruleren von dort aus den
nach rechts und nach links hin abfallenden Zug und erhalten

Sﬂ(aln)—}—Dn(l—atn):—%@(t—é)%—%qi(t—%l)— i—(li(t—?alé)i---
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(da z. B. die beiden ersten Knickpunkte 3 und 3" von der Horizontalen
in der Hohe ¢ den senkrechten Abstand EZ besitzen).

Wann bricht diese Reithe ab? Offenbar in zwei Féllen: Erstens,
wenn die Ordinate der zuletzt betrachteten Funktionen im Intervalle

0 bis —Z- liegt; denn dann sind der Reihe nur zwei GrioBen S;, D, hin-

zuzufiigen, die aber wegen y =0, =0 fortgelassen werden kinnen. Zwei-
tens hort die Entwicklung auch auf, wenn die zuletzt hingeschriebene

Funktion ein Argument im Intervalle E bis ; besitzt. In diesem Falle

hitten wir noch zwei Funktionen S; und D, zu betrachten, die aber
S, und D, gleich sind und daher ebenfalls verschwinden. Unsere
Reihe 1aBt sich also stets in endlicher Form schreiben, und man hat

nach (56)
- [d’:+blcb—2aba)=1'3"—4ab{ @ (t—é)——q?(t—?a‘l)i_. . i(p(,—%l)}
[ o<t -l

wo das Argument der letzten Funktion zwischen O undé liegt. Wir

sind zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung gelangt und miissen
noch die Anfangsbedingungen suchen, denen @ zur Zeit O geniigt. Aus
(46) und (36) folgt:

¢@y=—w¢+2w¢+1m@—yﬁww,
also wegen (33) ’
(54) : @ (0) = F(0).
Ferner ist ] ]
D (0) =—blg+ F(0)

und dabher wegen (33)

@(0) = — bl (0) + F(0)
oder nach (36) und (33)
(60) @ (0) = — bIF(0) + F(0).

(53) und (55) liefern uns die funktionale Abhingigkeit der GroBe @
von ¢ in Form einer Differentialgleichung mit Anfangsbedingungen.
Nur hat die Bestimmung von @ successive zu geschehen, indem man
T
2
fritheren Intervallen kennen muB. AuBerdem mubB — Stetigkeit von F’ und

zu ihrer Berechnung in einem Intervalle _ erst ihre Werte in den
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23 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

F vorausgesctzt — auch Stetigkeit fiir @ und @& gefordert werden, wo-
durch man fiir den Beginn eines jeden Intervalles eine Anfangsbe-
dingung erhilt.')

Aus (58) bis (60) ergibt sich, falls noch nicht ;’ Zeiteinheiten nach
dem Ruhezustand verstrichen sind und ' konstant ist (plétzliches Ein-
schalten einer konstanten Potentialdifferenz)

G+ bld—2abd =0
(61) D(0)=F
D(0) — — blF — —2eF [vgl. (40)],
oder integriert

(62) O g e =) el (42)],

eine Gleichung, die sich dadurch vor (43) auszeichnet, daB sie nicht

nur fir das Zeitintervall 1— nach der Ruhe, sondern fiir das Zeitintervall

;— gilt. Im iibrigen erkennt man aus (43) und (62), was auch aus (46)
folgt, daB im Anfang der Bewegung ist:
dy

g P.

Wir wollen jetzt in (58) é durch ersetzen, und fiir ¢ die Zeit

T
2
t + v substituieren, und endlich von der so erhaltenen Gleichung die
urspriingliche Gleichung (58) subtrahieren. Dann bekommt man

(63) Gt+1)-d@D)+bl[dE+7) - D)
— 2ab| @t +7) —20(t 4 )+ @) | — F(t-+2) + F(§) = 0.

Diese Funktionalbeziehung setzt, im (egensatz zu (58), nicht voraus
daB frither einmal Ruhe geherrscht hat. Um das einzusehen, breche
man zunichst (58) nach zwei Gliedern ab, schreibe also:

D+ bl O—2bl D - F—4ab{g{)(t_ i) _ CD(t— iil)}
+ba’[S,_4(at,) +D,_, (I — at,)].

1) Um zu zeigen, daB & und ® zn jeder Zeit stetig sind, wihle man einen
Hilfsanfangszeitpunkt, der vom gegcebenen Zeitpnnkt weniger alsz Einheiten ent-
fernt ist. Duann miissen y und % in bezug auf & stetig sein (vgl. 8. 20 Anm.).
also in dem zu untersuchenden Zeitpunkte wegen (38) F* und F*. Da v stetig
sein soll, muB wegen (36) i) stetig sein und daher wegen der differenzierten Glei-
chung (36) 7. Hieraus folgt unter Berticksichtigung von (46) die Stetigkeit von
@ und @.
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Liegt jetzt ¢ im Intervalle n - o bis (n+ 1) 2 -, bezogen auf irgendeinen
Anfangszeitpunkt, in dem d1e Salte aber nicht geruht zu haben braucht,

so wende man die obige Formel auf die Zeit £ + = an Man beachte
dabei, dab diese im Intervalle (n + 4) (Ql bis (n + :)) 5, liegh, sodaB an-
stelle von » {iberall # + 4 =zu schreiben ist. Da nun nach (b3)
(t+ 1),4,=1¢, ist, 50 bekommt man

Ot +7) +FUD(E A+ 1) —2abD(t + ﬁ:i«"(t 4 1)
—dab{@(t+)— @)}
+ ba?{S,(at,) + D, (at,)},

wovon man nur (56) zu substrahieren hat, um (63) zu erhalten. Unter
allen Umstinden wird also @ der Gleichung (63) geniigen.

§ 5. Formel fiir die Saitengeschwindigkeit; erster Riickkehrpunkt einer
Gleichstromschwingung,

Fs ist aber nicht unsere Aufgabe ®, sondern 7 und 7 zu berechnen.
Durch Differentiation folgt aus (13)

37 on* 0

1 Ty,

T2

=Y

\'l‘
|
o'

I

. 0
Suchen wir nun -
ct,

o

;zu bestimmen.

Ser P ein Punkt (Fig.1 und 7) von der Abszisse éund beliebiger,

also nicht auf das Intervall O bis % beschrinkter Ordinate. Weiter
ziehe man, wie in Fig. 1 von P aus, die beiden Charakteristiken, die

OL in A und B schneiden mijgen dann ist nach (15)

Fig. 7.
fd)di + qndt 0’ L
/o =

oder wegen der Symmetrieeigenschaften

‘Q)

~
P

von @ , // 1@ FOAN
5 ; — / Q dt AZ M A’l Bz
tz = ) A 0 L B

(31) =zufolge ist aber (Pztcb (z. B. = @ auf der Strecke A4, P,

=— @ auf 4,4,,=+ @ auf 44,). Man sieht leicht, daB, wenn man

von P lings A P herabgeht, zuerst, nachdem die Ordinate um Dla ab-

=
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genommen hat, ein Vorzeichenwechsel stattfindet, und darauf jedesmal

. . . {
dann, wenn die Ordinate aufs neue um je -, abgenommen hat. Da-
her ist

GO +f4’(") a9 f@(ﬂ)d«‘)—{— f@(a)da

t_,

wo p so zu wihlen ist, dab 0 < . —p & < 2 ist. Wir wollen noch

eine andere Formel fiir 4 ableiten. Sei zunichst zur Zeit 0, y — 0 und
y = 0, dann folgt aus (D8) durch Integration, unter € cine Komstante
verstanden,

l—f t—2
f@(o) da—2f¢(a)du+ Z‘f@(ﬂ)dq‘)]
C+d+bld=F+2ab]

t ad
X
g

~ -+ 2 [B(9)ds,

wo
T

2
ist. Nun ist wegen (59) und (60) C =0. Also bekommt man

IA

T
2

t——t A
.
@+ bID —F + 2ab j@(a)da+f¢ @do L. @) do
’—‘2' (— 2727 0

Diese Gleichung auf t—z angewandt, ergibt

q')(t— g)+bz¢(t—£)= F(t-i)

I L4 z k4 z
-7 - PR
Y

+2ab’ftp(3)da jcb(a)da+ =+ @ (9)dv)

-2z PR
4 2 VR

oder nach (69), da 7" =0 ist

—F -3+ 2ab{ — a2 +./‘®(ﬁ)dﬁ}

also e

) 10 [o@0- {0 (=)t (=) +oks P (1)

——
4

-
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Man beachte hierbei die nahcliegende geometrische Interpretation,
welche 1n (65) auf der rechten Seite die Summe der ersten beiden
Glieder gestattet. Ist @ als Kurve gegeben, so stellt jene Summe ein
Flichensegment dar, das von einem Kurvenbogen, einer Horizontalen

von der GréBe % und einer Senkrechten begrenzt wird. Ahnlich 148t

sich dag dritte Glied geometrisch veranschaulichen.

Diese Formel ist nicht auf den Fall beschrinkt, daB zur Zeit O
Ruhe geherrscht hat. Um sie allgemein zu beweisen, gehen wir von
den Gleichungen (13) bis (15) aus. Betrachtet man einen dem zu

untersuchenden Zeitpunkte um 2 Einheiten vorausgehenden Augenblick

als Anfangszeitpunkt im Sinne der XYormeln (13) bis (15), so wird
ya=y0)=0; yz=9y{0=0

[ I
7y == %fydm = 2}&./1'7(15— Z, x)dm,
d. 1. nach (29) 0 '
| v 1 —3) — 2t =3)]

66 gy [F—1) — 0D+ [ 0@ -0 0,

z
t——
4

und daher

also:

worans (6D) durch Differenzieren folgt.

Die bis jetzt entwickelten Formeln gestatten es anzugeben, wann
unter dem KinfluBl einer plotzlich eingeschalteten Potentialdifferenz die
nur elektromagnetisch gediimpite Saite zum ersten Male umkehren wird.

Fiir 0 < t<% fanden wir:

62 b = et 9:')
(62) 27a + ﬁ,(ql 0,
Daher ist:

ftb@‘})dq‘) Const. + 21/'7=
Falls die Zeit ¢, der ersten Umkehr ins Intervall O bis ; fallt, so

bestimmt sie sich aus

(ent— enf).

k4

0 =ﬁz>(a)da —fq;(a)da,

‘ T
tT 4
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392 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

oder
et — 2@9‘("74’) 4+ 1 — ent— 2" (“”1) 4+ 1,
oder:
cm[1 - 2e”9‘1] sl 1 Qe—Q'Z:I,
wird also: \
._'1'1

- ! 2e * — 11

0 e
g¢ * 1

ein Ausdruck, der nur giiltig ist, falls £, <C : ist.

Es ist wichtig, diese Formel auf den Fall schwacher Dimpfung
anzuwenden. In diesem Falle sind nach (40) und (42) ¢, und g, sehr
klein und man erhilt aus (67):

T q1+Q2 2
tl == '2‘ - 717677 T
oder nach (40) und (42):
bl
(68) ti= o (1 — %)

Es ist also in der Tal ¢ < ; Die elektromagnetische Ddmpfung ver-
ringert die erste Halbperiode, falls die Dampfung nur klein ist.

§ 6. Die Rayleighsche Methode.

Wir wollen in diesem Paragraphen die bisher gewonnenen Resul-
tate auf eine neue Weise wiederfinden, indem +wir im AnschluB an
Rayleigh wuns der trigonometrischen Reihenentwicklung bedienen.
Unser Problem besteht wieder in der Lisung der Gleichung

i

(6) ity =F b | qdz,
;

doch werde der Einfachheit halber jetzt vorausgesetzt:
y(x) = (0, 2) = 0T y(x) = 4(0, z) = 0.
Um (6) aufzulésen, machen wir zunichst den Ansatz
,wj .
(69) y = 21, 7, (B)sin 77,
wo wegen der Nebenbedingungen gilt:

(70) 7,(0)=0; #,(0)=0.
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Es ist notig, auch F in eine entsprechende Form zu bringen. Wir
entwickeln dazu die Funktion 1 im Intervalle O bis I, setzen also:

(11) —2 h,sin Ex—v

Hier ist
(12) b= J sin 7% 4z
0

ond daher

h,= 0; [v gerade]
73
(13) [h,,=;4n [v ungerade]
Also ist:
(14) r =2‘g sin?7%,

1,3...

13 1
(fiydx =25}vt/sin”7xdw
0 ]

)

Nach (69) ist:
(75)

oder mach (71)—(73):
4
. 8! :
(16) fndx (y1 + 73 + y + - ) lsmwl”c;
0 i5..7
Setzt man also abkiirzend

avn 2@y
(77) n = T T

welche Definition von = im Einklang mit der in (23) eingefiihrten ist,
und entwickelt (6) nach trigonometrischen Funktionen, so zerfillt diese
Gleichung in die Systemel)

(18) gerade v: -+ nifpy =0

(79) ungerade »:  §, + nfy = il Sbl(?’l + 7’ + ’5 .. )

7[ Ty
Aus (70) und (78) folgt zundchst fiir gerade »:
(80) y,= 0. |gerade v]
Weniger einfach gestaltet sich die Behandlung von (79). Wiihrend
nimlich bei Rayleigh jede Gleichung mnur eine Variable enthilt,

1) Hiermit vgl. Rayleigh, Theorie des Schalles, deutsch von Neesen, Braun-
schweig 1880. 1. Aufl. I Bd., S. 202. Wir waren auch auf obige Gleichung ge-
Zeitechrift £ Mathematik u Physik. 58. Band. 1910. Heft 1 2. 3
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34 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

kommt in (79) in jeder Gleichung jede Variable vor, entsprechend
dem Umstande, dab zwar bei Luftdimpfung die auf jedes Teilchen
wirkende Hemmungskraft von seiner eigenen Geschwindigkeit, bei elek-
tromagnetischer aber von der Geschwindigkeit aller Teilchen abhiingt.
Um die auf der rechten Seite vorkommenden Verinderlichen zu eli-
minieren, setzen wir abkiirzend:

(31) F_?ﬂ(71+fs+,75,...):q)(t)_
Dann lautet (79):
(82) P+ ntp, =42,

und man erkennt aus (81), (75) und (29), daB die jetzt eingefiihrte
Funktion & dieselbe Bedeutung wie die friher benutzte hat.
(82) ergibt integriert, unter Benutzung von (70)%)

t

(83) V= ;—t“%fsinn(t— AP D(D),
0
also ist:
) ¢
(84) b= [ cosn(t— 9) ®(9)d
0

i
5 Vs 7s 4 2 =
(/T +hyl ...)_;ffp(o)d&l ?’COS%U—“&)W
p .
oder nach (81)

(85) F(f) — d(t) = f @(q’))d&sbzzlbos ELLIPEAY

oder kiirzer:

(86) F(t)— o) = f B(3) A9 N(t — 9),

kommen, wenn wir nach dem Beispiele Rayleighs von den zu erweiternden
Lagrangeschen Gleichungen ausgegangen wiren. Sind x; die Kartesischen Ko-
ordinaten eines mechanischen Systems, und erleidet jeder Punkt eine Reibungskraft

— 8 E Z;, so definiere man die Zerstrenungsfunktion B;g— E #3. Dann lauten

. . . . - T 9

die Lagrangeschen Gleichungen in verallgemeinerten Koordinaten: a0 . _or
dtdp dp

=P 61_? woraus, wenn die Fourierschen Koeffizienten als allgemeine Koordi-

op
naten eingefiihrt werden, (78) und (79) gewonnen werden kénnen.
1) Vgl. Rayleigh, 4.a.0. 8, 195. Wegen der Integration s. z. B. Riemann-
Weber, 1900, Bd. I, 8. 145.
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wo

(87) N(u) = 8}12; coS ?%vu

”2
1,35...

gesetet ist. & erscheint also hier als Lisung einer Volterraschen
Integralgleichung.?)
(85) ergibt differenziert

Ft) — &) = DHN(0) + f ;D(q‘f)dﬁN(t — 9)d®
(89) ¢

— () N(0) +ﬁ»’*(a)m@ — 8)de

und nochmals differenziert '
F@—@@z@@N@+N@@@HJ%@W@—mﬁn

Nun ist?) fir z < z: '

x ] 2 /cosx cos3z
e R G UR T h D
also:
1 1 1 n?
(ot getgt =%

d. h. nach (87): .
(89) N(0) = bl.

Somit wird unsere zuletzt erhaltene Gleichung:

F() — d(t) = blo(t) + N(t)@(0) + / fl\'r(«‘))tii(t — 9)do
(90) °

t
—bld () + NDD(0) + [N(t — 9) @(9)d?.
0
Die Funktion N finden wir ans (87):

N(u)=— 808 1L in 272w,
ki v T

13...

Entwickelt man die Funktion 1 statt wie in (71) fiir das Intervall
0 bis I, jetzt fiir das Intervall O bis %, so erhilt man: iZ:% sin Ln}“-
1,3

?

1) Literatur: Volterra, Line. Rend. (V®) 5, 1896, S. 177, 289, Atti di
Torino 31, 1896, S. 231, 286, 389, 429, Ann. di Mat. (I), 25, 1897, S. 139;
P. Hertz, Math. Ann. 65, S. 1; G. Herglotz, Math. Aon. 65, S. 87.

2) Riemann-Weber, Bd. I, 8. 77,

3.
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. . 4 . 2myw . .
allgemein ist - Ev sin-——- = + 1 oder — 1, je nachdem u zwischen
i,5...

(2m—1)% und 2m% oder zwischen Qm% und (2m + 1); liegt, unter m
eine ganze positive Zahl verstanden. Je nachdem das eine oder das

andere der Fall ist, wird also auch N(x) = — 2ab oder =+ 2ab
sein. Somit lantet (90):

fci)(ﬂ)da
F() — o) =bl D) F 2ab B(0) —2ab - __ fq'—,(ﬂ\da

t—u—

T
i---ijqi(ﬁ)dﬂ
’ 0

wo O <t — y—; < »127 ist, oder:
E—o()
=b1d—2ab - {(D(t)—?@(t——;—)ﬁ— 2(1)(t— 25) NI (D(t——y,%)}
da sich die beiden @(0) enthaltenen Glieder in jedem Falle aufheben.
Wir haben also in der Gleichung:
D) + bld(E) — 2abD(0)
— F(t) — 4ab- {@(t——;) _ (D(t— 2%) i---i:p( —-y,;)}

(58) wiedergewonnen. AuBerdem folgt aus (85):

(92) @ (0) = F(0)
und aus (88), (89), (92)
(93) B(0) — F(0) — bLF(0),

worin wir (59) und (60) wiedererkennen.
Es bleibt noch iibrig % durch @ auszudriicken. Nach (69) ist

77=n(%,t)=71—?3+75i~--,

daher: )
(94) 7'_22731_7.’3+7'/5i"'
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also nach (84) und (77)

14
" =%‘f@(ﬁ)dﬁ{i—cos?(t~«?)—%cos3-2r—”(t~a‘})i---},
v

oder wenn
ﬁ(u) —cos—u — +cos 3. —u + -

gesetzt wird:
t
L 4
= ;fdi(ﬂ)dﬁo‘(t— 9).
0

Entwickeln wir eine Funktion f(u), die im Intervalle O bis % ge-
T

geben ist, und zwar im Intervalle 0 bis = — o im Intervalle

. 7 bis

;= —Z’ in eine Kosinusreihe, so findet man als ihre Koeffizienten
die Integrale

3 ¥z

2 2 v
4 2vmk 1 1 .
,,chos T: dEf(E) = 2—1}./lcos ndn — - | cosqdn,
0 [} 7

2

d. b. unsere Funktion ist ¢(»). Mit anderen Worten %6(@0) st =41

. . T .
in den Intervallen mt bis mz+z und mr + §7 bis mz 4+ 7, aber

= —1 in den Intervallen mz +41 bis mt 4 27 (m positiv oder = 0).
Hieraus folgt:

t—i'z t— %—‘u;
(95) 7 —fd)(a)da—fcp(a)dwrf«p(a)da + - +f@(a)da
t—— t—zt g-zg
T ' T T
0<t—y—0'5 <3y

womit (64) wiedergewonnen ist.

§ 7. Eigenschwingungen des Induktionsstromes.

Von besonderer Wichtigkeit fiir Theorie und Praxis ist der Fall,
daB die Saite ohne Einwirkung einer fuBeren elektromotorischen Kraft
schwingt. Wir wollen untersuchen, von welcher Form unter diesen
Umstiinden die Funktion @ ist, die — bei Abwesenheit einer duBeren

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



38 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

Potentialdifferenz — dem induzierten Strome proportional ist. Wenn
F =0 ist, so gilt nach (63)
(96) D(t +7) — D (t) + bI[D(t +1) — D))

—2ab[@(t+7)—20(t+5) + @ ()] =0.

Suchen wir partikuldre Losungen dieser Gleichung. Wir setzen
(97) O = R(er?),

wo das Symbol M den Realteil der ihm folgenden GroBe bedeutet.
Dann muB p der Gleichung geniigen:

(98) pier® — 1) 4 blp(er® — 1)
_9apler 27 L1 —0.

Suchen wir die Wurzeln dieser Gleichung.

Zuerst finden wir, dafl p — O eine Wurzel von (98) darstellt. Man
tiberzengt sich leicht, unter Benutzung von (23), daB (98) bei p =0
eine dreifache Wurzel besitzt. Dementsprechend vermuten wir, daB

(1) 1,¢ ¢

Losungen von (96) sein werden, was sofort bestitigt werden kann. So-

dann sieht man, daB ¢ 7 — 1 in der linken Seite von (98) als Faktor
enthalten ist; also auch die Nullstellen von

z

(99) €T -1=0; dh
@) p—+ 7,

wo v eine positive Zahl ist, sind Wurzeln von (98) (der Fall » =0
wurde schon unter (1) behandelt). Als Losungen von (96) bekommen
wir somit

. 2xty COSEntv
Q N
@) e v
2 3

Funktionen, aus denen sich in Verbindung mit der unter (1) auf-

gefilhrten Funktion 1 jede in bezug auf g periodische Funktionen auf-

bauen laBt.
Um nun noch die tibrigen Wurzeln von (98) zu erhalten, divi-

. . i .
dieren wir durch e 2 — 1, Dann erhalten wir

pz(ep;—}— 1) + blp(ep%-{— 1) —_ 2ab(ep%— 1)=0
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oder

(100) ¢" ¥ [p?+ blp — 2ab] + [p* + blp + 2ab] = 0.
Wir haben also als Wurzeln von (98):

(3) die von Null verschiedenen Nullstellen der (leichung (100) und
als Partikularlosung von (96):

(3) die Funktionen ef»’
von (100) verstanden.

Es ist nun angezeigt, die Nullstellen von (100) niher zu unter-

suchen, Zunichst werden wir erwarten, bei p = O eine doppelte Wurzel

zu finden, da (100) nach Division durch 6’7 — 1 aus (98) entsteht,
und (98) eine dreifache, (99) eine einfache Wurzel bei p — 0 besitat.
In der Tat bestitigh man leicht das doppelte Verschwinden der linken
Seite von (100) bei p = 0.

Da die linke Seite von (100) fiir p — O verschwindet und fiir p =0
mit p bestéindig wichst, so kann (100) keine positive Wurzel besitzen.
Setzt man p = — p”, so kann (100) geschrieben werden:

, unter p, die von O verschiedenen Wurzeln

¢ 2[5 (" — b)) + 2ab] + [ (0" — bI) — 2ab] =0,

eine Gleichung, deren linke Seite fiir p* verschwindet und fiir positive
p" mit p* bestindig wichst. (100) kann auch keine negativen Wurzeln
besitzen; d. h. auBer der doppelten Wurzel O besitzt (100) keine reelle
Wurzel.

Dagegen hat unsere Gleichung, wiec aus den Untersuchungen von
G. Herglotz?) hervorgeht, unendlich viele komplexe Wurzeln. Wir
wollen fiir sehr groBe Nullstellen einen asymptotischen Ausdruck auf-
stellen.?)

Dazu schreiben wir (100) in der Form:

e 144 Leap
(101) = P
1+pblﬁp22ab

oder fiir kleine % entwickelt
(102) T~ 1 +4;2’)+---).

1) Gott. Nachr. 1903, Heft 6, Kap. V. Im Folgenden nehmen wir der Ein-
fachheit halber an, daB (100) keine mehrfachen komplexen von 0 verschiedenen
Wurzeln besitzt. Eine mehrfache Wurzel kann, wenn iiberhaupt méglich, nur an
8ab*?
den Nullstellen von p-(p 4 b+ - “l—

2) Hierzn vgl. A. Sommerfeld, Gdtt. Nachr. 1904, S. 438

— 0 auftreten.
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Hieraus bekommt man durch Logarithmieren:
4ab
p2==m(1+2n)+ -+

21/.7!

LK (1+9n)+8“b+...

24im 8ab

=-(1 +2m)+ F1?1+2m]4-

(103) Pt e T T (L 20)

Aus dieser asymptotischen Form, in der sich die Wurzeln fir
groBe p, darstellen lassen, sieht man, daB auflerbalb eines gewissen
Kreises die p keine positiven Realteile besitzen konnen. Falls also (98)
iiberhaupt Wurzeln mit posttivem Realteile besitzt, so konnen diese
nur in endlicher Anzahl vorhanden sein.

Jede Funktion e™°, ferner %(e™’), 2C.e¢?’, unter C, komplexe
Konstante verstanden, sowie RX 0, e’ gentigen der Funktionalgleichung
(96). Damit ist aber durchaus nicht gesagt, daB es zu jeder dieser
Funktionen wirklich eine Higenschwingung gibt (so wollen wir die
Bewegung der Saite nennen, wenn F' = 0 ist) bei der @ in dieser Weise
von der Zeit abhingt. KEbensowenig konnen wir bis jetzt schlieBen,
daB sich, bel Abwesenheit einer HuBeren elekiromotorischen Kraft, @
in eine Reihe von den unter (1), (2), (3) aufgefiihrten Funktionen zerlegen
liflt. HEs wire dus der Fall, wenn gezeigt werden kinnte, daB sich jede
im Intervall O bis 7 gegebene Funktion in eine solche Reihe zerlegen
laBt. Die Moglichkeit einer derartigen Entwicklung vorausgesetzt,
kénnte man immer, welche Funktion @ auch ist, sie im Intervalle 0
bis 7 in eine Reihe der Funktionen (1), (2), (3) entwickeln, und wiire dann,
weil alle diese Funktionen (96) geniigen und weil (96) eine eindeutige
Losung zulidBt, versichert, daB auch weiterhin iiber das Intervall hin-
aus die Entwicklung mit @ tbereinstimmt. Es kommt also darauf an,
den Nachweis zu ecrbringen: Jede Funktion (iS¢ sich im Infervalle O
bis v in eine Reihe der unter (1) bis (3) aufgefiihrten Funktionen ent-
wickeln.

Um diese Behauptung zu beweisen, stiitzen wir uns auf einen Satz

von Poincaré, aus dem folgt, daB im Intervalle O bis gjede Funktion

nach Funktionen (3) entwickelt werden kann (unter Hinzuziehung von
1,¢). Andererseits kann nach Fourier jede Funktion im Intervalle

2

0 bis © durch die Funktionen (2) linear ausgedriickt werden (unter
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Hinzuziehung von 1. XEs lLiegt nahe zu vermuten, daB dann, wenn so-
wohl die Funktionen (2), als auch die Funktionen (3) zur Verfiigung
stehen, der Entwicklungsbereich griBer sein wird. Es zeigt sich, daB
er gerade doppelt so grofl ist, mithin jede zwischen O bis z gegebene
Funktion sich durch die Funktionen (1), (2),(3) darstellen 1a8t. Die nihere
Ausfiihrung dieser Gedankengiinge mufi dem folgenden Paragraphen
vorbehalten bleiben. Ich wage sie hier mitzuteilen, obwohl sie an
zwei Stellen nicht allen Anforderungen mathematischer Strenge geniigen.

§ 8. Entwicklung von @ nach Eigenschwingungen.
Wir schreiben (100) in der Form

T

(104) 't (p* 4+ blp — 2ab) + (p* + bip + 2ab)e "+ —0,
eine Gleichung, die dieselben Nullstellen wie (100) besitzt. Nach

. z “w . . . . . T
Poinearé?) lilt sich eme beliebige zwischen 0 und ; gegebene Funk-

tion in eine Summe von ExponentialgriBen, XC,e?+* entwickeln, wo die
p, die Wurzeln von (104) bezeichnen, und die C, komplexe Koeffizienten.
Nun ist allerdings zu beachten, daB (104) bei p = O eine Doppelwurzel
besitzt; wenn man aber den Poincaréschen Beweis nachliest, wird
man finden, daB der Satz trofzdem richtig bleibt, daB man nur der
Entwicklung noch eine lineare Funktion g - ¢ hinzuzufiigen hat,
(nimlich §- % * |- pte® ¢). Nicht aber kann man jede Funktion im Inter-
valle 0 bis 7 nach diesen ExponentialgréBen entwickeln. Das wird nur
unter besonderen Umstinden méglich sein, fiir die wir ein Kriterium
aufstellen wollen.

Jede unserer ExponentialgroBen, die wir mit Bezugnahme der auf
Seite 39 gegebenen Aufzihlung kurz die Funktionen (3) nennen wollen,

wird in dern Intervalle % bis = der Integralgleichung:

(105) _/'[bz—2abm¢(t—a)da=—¢(t)_¢(z_g)

geniigen; denn, setzt man ¢ = e?* in (105) ein, erhilt man fiir die p
die Gleichung (100).?) Jede Funktion, die sich also im Intervalle O
bis £ durch die Funktionen (3) ausdriicken 1iBt,” muB im Intervalle

1) Théorie de la chaleur, Paris 1895, 8. 216, § 117.
2) Die Funktionen 1 und ¢ sind nicht TiSsungen von (105). Um von (105) auf
(100) zu kommen, muB man mit p multiplizieren. :
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T . - __ . . . . . .
5 bis © (105) gentigen. Schen wir nun, inwieweit dieser Satz sich um-

kehren 1iBt. Die Gleichung (105), die sich auch

(106) <p(t)=—(p(i—%)—f[bl—?(zb-(t—ﬂ)]q)(ﬁ)dq‘)

t——
2

schreiben 1i8t, muB zu diesem Zwecke ndher untersucht werden. Falls

zwischen O und © bekannt ist und nur zwischen - und 7 vesucht
P 2 5 g

<

wird, kann — (p(t — TQ) als bekannte I'unktion von ¢ angesehen

werden. Nach dieser Auffassung stellt dann (105) oder (106) -eine
Volterrasche Integralgleichung von der Art dar, die ich in den mathe-
matischen Annalen untersucht habe.l) Aus den dort gegebenen Ent-

wicklungen geht hervor, daB, wenn ¢ im Intervalle O bisg gegeben

. . - - - T .
ist, es stets auf eine und nur eine Weise im Intervalle 5 bis 7 so fort-

gesetzt werden kann, dab (105) resp. (106) erfiillt ist.
Wir wollen jetat zwel Funktionen g,(?), g;,(f) durch folgende Fest-

setzungen definieren: zwisechen 0 bis % soll g,(t) resp. g,(t) = 1 resp.
=t seln, dagegen I Intervalleg bis 7z (105) und (106) geniigen. Sei

jetzt von einer Funktion ¢ bekannt, daB sie (105) und (106) geniigt,
dann wissen wir nach dem Poincaréschen Satz, daf sie sich im In-

tervalle O bis ; in der Form

Q= ¢ + ot + A)
darstellen liBt, wo ¢, ¢, Konstanten sind und A(#) aus Funktionen (3)
additiv znsammengesetst ist.” Im] Intervalle O bi % stimmen also
9o+ tg,(0) + A(f) und @ iberein. Da nun unsere beiden Ausdriicke
zwischen O und ; den Gleichungen (105) und (106) geniligen und da

diese Gleichungen nur eine eindeutige Losung gestatten, so muB sich
die Ubereinstimmung auch iiber das urspriingliche Intervall hinaus er-
strecken, d. h. fiir alle positivenf muB ¢ = g, + tg, + 4 sein. Jede Funk-
tion also, die aus go(t), g,(f) und den Funktionen (3) zusammengesetzt ist,
geniigt im Intervalle O bis v (103); wnd jede (105) im Inervalle O bis
v geniigende Funktion gestattet eine Entwicklung nach g,(t), 9,(¢) und

1) Math. Ann, Ann. Bd. 65, S. 1.
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FPunltionen (3). Die zu diesem Satze leitenden Ubcrlegungen sind nicht
ganz streng. KEs wurde stillschweigend vorausgesetzt, dafl, wenn man

¢ im Intervalle 0 bis% entwickelt, diese Fntwicklung auch fiir das

Intervall ; bis © konvergiert. Einen Beweis fiir die Richtigkeit dieser

Annahme habe ich nicht gefunden.

T
2
(105) oder (106) geniigt, eine Funktion ¥ (nach Volterra), so haben

wir zu untersuchen, ob sich jede beliebige Funktion im Intervalle O

Nennen wir eine Funktion, die zwischen

und z der Gleichung

! . R 5 . . N T . .
bis 7 in eine Funktion mit der Periode 3 und eine V-Funktion zer-

legen liBt.
Sei also f irgendeine im Intervalle O bis z gegebene Funktion,
so wird eine Zerlegung

(107) f#) = o) +v()
gesucht, wo @ die Periode% besitzt und v(f) (105) und (106) ge-

niigh. Wir brauchen dabei @ nur fiir das Intervall O bis fézu be-

- . - . . . - T
stimmen; diese Bestimmung gelingt, wenn wir fir einen Wert ¢ > 5

die Bedingungen aufsuchen, daB v (106) befriedigt.

t soll also einen Wert > E Fig. 8.
besitzen und zur Abkirzung %—f—t f— T ot
soll gesetzt werden: | l “ .2
‘ (2] T ('j
z 1 i p
(108) t=1t—35- ; 2y

Dann muB die Funktion » fir Integrationsgebiet

das Argument g—{—t mit einem Integrale verglichen werden, dessen

Variable & nach (106) mit t beginnt (bei ©,, Fig. 8) und mit t +
aufhort (bei @,). Dieses Integral zerfillt in die beiden Teilintegrale

T
2

fund ; aber da im Integranden (%) = f(#) — w(®) vorkommt,

42
2

(LT

t
so kann das zweite Teilintegral, soweit es w enthilt, in ein Integralf
8

verwandelt werden. Somit wird (106)
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Ft+3) + 1O —200)

t+

10|

- f[bz— 2ab(t+5—9)|F(9)do

[3
T
T

+be1— 2ab - (t — )]0 (9)dd +”bz — 2ab - (t + 5 — 9)]o(®)av.

Setzt man zur Abkiirzung
T
t4g

(109) f(t+%)+f(t)+f[bl— 20b- (t+;— ) |F(®)do — 2-£ (1)

und definiert eine Funktion K(t, #) durch die Festsetzungen:

{ K(t,8)=2(t—9)— 3| fur o <t
(109)

K(t,8) = 2(t—9)+1 | fiir > 1,

so kOnnen wir schreiben:

(110) () = at) — bl [ K, 9) o (9) do.

Dies ist einc Fredholmsche Integralgleichung, deren Kern K(t, #)
und deren Parameter & ist. Wie man sieht, ist der Kern unsymme-
trisch und hat bei # =1 eine Unstetigkeit im Betrage 1. s gibt
nun nach Fredholm?) eine ganze transzendente Fanktion (1) von der
Eigenschaft, dafi falls d] nicht gerade einer der Wurzeln von

(111) A1) =0

gleich ist, (110) stets eine und nur cine LOsung besitzt. Da A eine
ganze Transzendente 1st, konnen sich ihre Nullstellen nicht hiufen, d. h.
diejenigen Werte b1, fiir die (110) nicht auflosbar ist, liegen diskret
verteilt. Die Nichtauflisbarkeit von (110) erweist sich somit als eine
Singularitit; wir sind in einem konkreten Fall berechtigt zu vermuten,
daB sie micht vorliegt und daB es eine Losung @ von (110) gibt. Bei
solcher Wahl von 4! kaun, das haben wir jetzt gezeigt, jede Funktion

in Intervalle O bis 7 In eine Funktion mit der Periode % und In eine

1) Acta math. 28, 1903, besonders S. 371 u. 375.
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V-Funktion zerlegt werden. Daraus folgt aber weiter, daB jede Funktion
eine Zerlegung in g,(¢), g, (£), A(¢), w(f) verstattet, wo w nach % periodisch

ist und A(f) aus den Funktionen (3) zusammengesetzt werden kann.

Wendet man dieses Ergebnis auf die Funktionen ¢ und ¢ an, so
findet man, daB es solche Funktionen A4 und w geben muB und solche
Koeffizienten ¢, daB im Intervalle O bis z gilt:

{ t =4, + o 8) + 709 + vea ()
2= A,(8) + 05(t) + 721 96(8) + 7229 (D)

Wiirde jetzt die Determinante der p verschwinden, so gibe es eine
lincare Beziehung zwischen den A4, w, f, und ¢% in denen die beiden
letzten Funktionen nicht beide fehlen difrfen, also:

m b+ myt? 4+ my A, (&) + my A, (8) - mig o, () + mg,(t) = 0.

Diese Gleichung wiirde fiir das Intervall O bis = gelten; da aber alle
darin vorkommenden Funktionen (96) geniigen, so miifite sie fiir ¢=10
bis £ = oo erfiillt sein, was wegen des asymptotischen Verhaltens der
A einen Widerspruch bedeutete. Denn wiren unter den 4 Exponential-
gréllen mit positivem Realteil — solche kénnen nur in endlicher An-
zahl vorhanden sein — so wiirden die 4 stirker unendlich werden, als
¢t oder #*; im andern Falle wiirde aber wieder £ nicht durch die 4 im
Unendlichen aufgehoben werden kénnen.) Da unsere Annahme, die

(112)

Determinante der ¢ sei =0, zu einem Widerspruche gefiihrt hat, so
muf dieser Ausdruck von O verschieden sein. Somit lassen sich g,(¥)
und g,(f) durch ¢, ¢4 4, o ausdrticken.

Daraus folgt aber: Im Intervalle O bis v lifit sich jede Funltion in

eine Reihe, bestehend aus den Funktionen t, 2, und den &' wnd eine

T . - - .
nach & periodische Funktion entwickeln, oder auch, wenn man von dem

Fourierschen Satze Gebrauch macht, im Intervalle O bis v laft sich

jede Funktion nach den Funktionen 1, t, %, €, sin 4—:3, cosirﬂ entwickeln

oder drittens: durch Funktionen €' ausdriicken, wo die p, die Wurzeln
von (98) bedeuten und das dreifache Verschwinden bei p =0 beriicksichtigt
werden muf.

Aus der Zerlegbarkeit einer willkiirlichen im Intervalle O bis © ge-
gebenen Funktion schlieBen wir weiter, daB bel Abwesenheit einer
duBeren elektromotorischen Kraft, @ sich aus Funktionen der an-

1) Hier ist dic zweite Liicke unseres Beweises. Wenn auch ein einzelnes
¢Pv?! fiir sehr groBe t verschwindet, so folgt das noch nicht streng fiir eine un-
endliche Reihe von e’
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gegebenen Art zusammensetzen 188t Tn der Tat ist diese Zerlegung
fiir die Zeitdauer O bis ¢ eben bewiesen worden, und folgt fiir spitere
Zeiten aus der Eindeutigkeit von (90).

§ 9. Eigenschwingungen der Saitenmitte.

Von groBerem Interesse als der induzierte Strom ist fiir uns die
Geschwindigkeit der Saitenmitte. Sehen wir, welche Schliisse wir im
Falle =0 aus der Eniwicklung von @ auf die Darstellung von 7
zichen konnen. Findet irgend ein Vorgang statt, bei dem sich die
Saite ohne Einwirkung einer duBeren elektromotorischen Kraft bewegt,
so 1aBt sich, wie wir sahen, @ durch folgende drei Funktionengruppen
ausdriicken:

1 1, ¢ ¢

¢ . Amity ity
&3] sin—-—, cos——
®) e

Hieraus ergeben sich nach (65) drei Funktionengattungen, aus
denen der Ausdruck fiir % zusammengesetzt werden kann.
Aus den Funktionen (1) erhalten wir die Summanden

z? 1 1, 1 T 8
™) 0 55~ 2ap tis7 — an) T (a2 — 56)
ferner aus den Funktionen (2), wenn » =1 ist,
¢ d4nt\ (27 T T . 4wt
(2) (c05°7%) (se = 5m) T35S
. 4zt T 2z T 4t
(50 ") (o — wpe) Faeos’s

und #hnliche Ausdriicke fiir v > 1.
Endlich ergeben die Funktionen (3) fir 7 die Summanden

3) — {e774% [t + blp, + 2ab] — 2ab)

Es ist zu bemerken, daff der in der geschweiften Klammer befind-
liche Ausdruck nicht verschwinden kunn. Denn wiire

e P4 (p?+ blp + 2ab) = 2ab,
so miiBte gleichzeitig wegen (104)

T (gt + blp — 2ab) — — 2ab
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sein, was multipliziert
(p® + blp)? — 4a2b® — — 402b*
(p*+blp)y*=0

ergibe. Diese Gleichung ist aber nur mdglich fir p — 0 und p = — bl
Der Fall p =0 braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da er auf die
Funktionen (1) fiihrt, wihrend der Fall p = — bl unmiglich ist, da,

oder

wie frither nachgewiesen, (104) keine reellen Wurzeln besitzt.

Nun ist nachzusehen, ob wirklich alle erhaltenen Summanden in 7
vorkommen konnen. Zuniichst folgt aus (9), daB die Entwickelung von
7 weder Kxponentialgrofen mit positivem Realteile noch konstante oder
lineare Glieder enthalten kann. Ebensowenig kionnen von O verschiedene
periodische Funktionen in ibr vorkommen. Denn triiten solche auf, so
miiBte nach sehr langer Zeit @ nahezu periodisch sein, wihrend I'=0
wiire. Ferner wire nach (8)

i
a . 1] 1 5
%aﬁf@f +alyHdr = — . @
0

was fiir @ == 0 offenbar unmdglich ist. Wir finden also, daB die Ent-
wicklung von 7 keinen periodischen Bestandteil enthalten kann®), und
celangen zu dem Ergebnis: Bei Abwesenheit einer Klemmspannung [Qf3t

sich  ous Funktionen ¢™° susammensetoen, wo die p, die Wurzeln von
(100) (nicht von (98)) mit negativen Realteilen bedeuten. Statt der Ent-

wicklung nach den e’ kann man auch eine Entwicklung nach den

Funktionen R (¢™’) bekommen. Damit ist iibrigens noch nicht gesagt,
daB es zu jeder Funktion R (eP»*) wirklich einen Vorgang I'= 0 gibt,
bei dem % in solcher Weise von der Zeit abhiingt.

Besonders erwiinscht wire es, zu untersuchen, welchen Charakter
nach uncndlich langer Zeit die Eigenbewegung der Saite annimmsb. Be-
deutet es doch fiir alle Messungen einen grundlegenden Unterschied,
ob das Instrument oszillatorische oder aperiodische Ausschlige hervor-
bringt. Leider konnte ich kein allgemeines Kriterium aufstellen, nach
dem tber die Bewegung der Sailenmitle entschieden werden kann,
sondern konnte nur zu einer notwendigen Bedingung fiir das gelangen,

1) Sehr wohl ist es aber moglich, daB im Falle F =10, n(x,t) in bezug auf
t die Periode 7 besitzt, z. B. bei solchen stehenden Wellen, bei denen in der Mitte
ein Knoten liegt, und wegen der Symmetrie keiu Strom induziert wird, die Be-
wegung daher so vor sich geht, als ob gar keine Diampfung vorhanden wire. Dz

Jedoch bei x =5 ein Knoten liegt, so ist in solchen Fillen 7 = 0.
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was ich absolute Aperiodizitit nennen mdchte. Wenn von einem be-
stimmten Zeitpunkte an alle Punkte der Saite die gleiche Geschwin-
digkeitsrichtung besitzen und diese stets weiter behalten, und wenn ihre
absoluten Geschwindigkeiten bestindig abnehmen, so soll dieser Vorgang
ein absolut aperiodischer heiBen.

Im Fulle der absoluten Aperiodizitit strebt die Saite der Ruhe-
lage n =0 zu. Es miissen also von einem bestimmten Zeitpunkte an

alle 77 das entgegengesetzte Zeichen besitzen, wie alle 7 und insbesondere
1

auch wie 7. Nun ist nach (29) @ = — bfiydx; daher hat @ dasselbe

0
Vorzeichen wie 7, nimmt aber seinem absoluten Betrage nach bestindig

ab, und dq; muB somit von dem betreffenden Zeitpunkte an das um-

gekehrte Zeichen wie 7 besitzen. Nach (66) ist aber

t

(113) 7 =jlda { @ (9) [(t — &) — ] + O (9 92— l

z
t——
4

Wire nun —— > °, so mibBte a fortiori —— > ¢ — & sein und
Tab 4’ b

2 2t — ) b
—- ] als anch ° it e yon um-
abt zab

gekehrtem Vorzeichen wie 7 sein, was einen Widerspruch gegen die

daher miifiten sowohl dﬁ(ﬁ)[(t — )

Gleichung (113) bedeutete. Die Annahme zZE >Z ist somit unmég-
lich; d. h. absolute Aperiodizitit kann nur dann eintreten, wenn — - <

ist oder wenn blzr ist, oder anders ausgedriickt: Wenn b <; 1sb,
gibt es imwer noch Punkte der Saite, die entweder ihre Geschwindig-
keitsrichtung umkehren oder einen Geschwindigkeitszuwachs erhalten.
Dieselben Schliisse gelten, wenn F nicht — O ist, sondern einen
konstanten Wert besitzt. In diesem Falle fithre man als Hilfsvariable
(114 0 —0—F
_ _ 2
(115) e
1
ein, wo somit @; die induzierte Potentialdifferenz — bfn dx und 7 den
o
Abstand der Elongation von der definitiven Lage nm=§; bedeutet.
Setzt man diese GréBen in (66) ein, so kann man schreiben:

(116) o=y @) [ m@ - 9,

-7
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oder wieder:

a1y g :j)dﬂ{@(a)[(t—ﬁ) _fzb]+[2'fa_bmdj‘@]}

eine (fleichung, an die sich alle fritheren Uberlegungen kniipfen lassen.
Unsere Ungleichung ist also auch im Fall /"= constans ein notwendiges
Kriterium fiir das Eintreten der absoluten Aperiodizitit.

Es ist klar, daB mit unseren Ergebnissen fiir die Praxis nur wenig
gewonnen ist. Denn erstens kommt es nicht sowohl auf die Aperio-
dizitit der ganzen Saite als vielmehr auf diejenige der Saitenmitte an,
und cs ist denkbar, daB sich zwar nicht alle Saitenpunkte aperiodisch
bewegen, trotzdem aber die Mitte aperiodisch ihrer Ruhelage zustrebt.
Zweitens aber hiitte nicht nur eine notwendige, sondern eine hin-
reichende Bedingung abgeleitet werden miissen.

Immerhin dirfte es zur vorliufigen Orientierung Interesse ver-
dienen, den Wert der Kigenperiode mitzuteilen, den die Saite (10) tiber-
schreiten muBl, um {iberhaupt absolut aperiodisch werden zu k&nmen.

Dieser betriigt v — > d. i nach (40) — > und nach 8. 22 ungefshr 2,

oder 2,7-1072 see., eine Zahl, die sick aber nur auf den Fall rein
elektromagnetischer Dimpfung bezieht. Nach den experimentellen Unter-
suchungen Einthovens?) liegt fiir die Bewegung der Saitenmitte die
Grenze der Aperiodizitit bei v= 2,2.10-3 sec., wenn Luftdémpfung und
elektromagnetische Dimpfung vorhanden sind. Alle diese Werte werden
durch die ber der Messung A4 22 auftretende Eigenperiode weit iiber-
schritten.?)

§ 10. Erregung der Saite dorch Wechselstrom.

Ein Hauptanwendungsgebiet des Saitengalvanometers besteht in
der Aufzeichnung periodischer Vorgiinge.?) Um dic funktionale Ab-
hiingigkeit der hier wirkenden #uBeren Kraft von der Zeit genau er-
kennen zu konnen, ist es notig, Klarheit zu gewinnen tiber diejenigen
Verzerrungen des registrierten Bildes, die den Eigenschaften des Appa-
rates selbst verdankt werden. Dafir geniigt es aber, die Deformation
zu untersuchen, die ein rein sinustérmiger Vorgang bei seiner Aufzeich-
nung erfihrt, da aus solchen alle anderen Vorginge zusammengesctzt

1) A. a. 0., S. 509, Tab. VI; 8. 488, Formel 4; S. 492, Zeile 11 von unten;
8. 676, 677, Angabe iiber V.
2) Vgl. 8. 22 der vorliegenden Untersuchung.
3) Vgl. Einthoven a. a. 0. § 9.
Zeitschrift £. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1 2. 4
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werden kionnen. Wirkt auf das Instrument die Spannung ¥ periodisch,
so mufl nach sehr langer Zeit auch @ eine periodisehe Zeitfunktion
geworden sein. Unter der Annahme nun, daB ¥ sowohl als @ perio-
dische Funktionen sind, ist es leicht, ihre gegenseitige Abhingigkeit
voneinander zu untersuchen. Dazu betrachten wir anstelle der bisher
benutzten Funktionen komplexe Funktionen @ und 7, um erst bei den
Anwendungen zu ihren Realteilen iiberzugehen.
Sei also:

2rir

(118) F='Fle 7,

wo somit & die Periode der erregenden Schwingung bedeutet, so kann
man

(119) d=F.

setzen und erhdlt fiir C nach (63)

o L amie smis i
(120) H_fo_’;- [e . 1J+“i’”[e o —1]—2ab [e ° —2¢° +1]}
. 2T
:_4-67; e’ —1]
Also
. iz . 27t71.1 2niz inz
—‘%——[e 7 ——1}-{-%26-72[3 ? —1}——2ab|:e e ——26”—}-1]
PR S IR SO :
47’2 '2:1
—tafe 1]
Da nun

ei?‘:i— 1= (em7t+ 1) (eij:’l— 1)

(;2:1_ 2 ei%qt 1) = (ey‘?— 1)2
i7T

gilt, so erhilt man, fulls nicht e © — 1 =0 ist (Resonanz), durch Di-

vision
|22t 4 oot 1] —2ab-(¢ o —1)
C=— - _—
x| 277
c? [g °+ 1]

(121) e —itang ],

'

Nun ist allgemein

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Piuvr Herre. h1

wie durch Rechnung leicht bestitigt wird und auch geometrisch aus
der beigefiigten Figur folgt (siehe Fig. 9). Daher wird

27w 4w
[ - o ]—Qabztgzﬁ Fig. 9.

C—=—t_°%
4 2
E:'; /—Aﬁ_ﬁ’%l.x,
SN [bl———? btg“
= 4x?
62
.6bl {26 T
=1+i5 {Zoteh, 1
Also

(122) F=@ {1+ ““(mtgé’i—‘)}-

Bedeutet ¢ den Winkel, um den die Phase von @ hinter der von
F zuriickbleibt, und A’ das Verhiltnis der Amplituden von @ und F,

so ist

(123) Fe @ et
F=—=0 —17 (cos & + 7 sin &)
(124) —@@n (1 +itge)

Durch Vergleich mit (122) erhilt man fiir ¢ und A" die Formeln

. , abl
(125) tg e — 2|20 tg P2 1},
(126) A = cos¢.

Diese Gleichungen lassen zwei verschiedene Werte von & zu, die sich
um 180° unterscheiden und daher entgegengesetzt gleiche Werte von 4’
liefern. Somit haben beide Bestimmungen denselben physikalischen
Inhalt.

Ist die Eigenperiode der Saite sehr klein, was bei starker Saiten-
spannung eintritt, so wird &=0, A"=1, d. h. der Induktionsstrom
schwingt in derselben Phase und in derselben Stiirke wie der erregende.
Man kann ¢ stets im ersten oder vierten Quadranten (den Quadranten
der positiven Kosinus) liegend annehmen ond erhilt dann immer posi-
tive Amplitudenverhiiltnisse. Fiir midBig kleine = ist & positiv, d. h

& gegen F verzigert.
Falls v =06 ist, d. h. Resonanz vorliegt, wird s'———z, 4'=0.
I"Ibrigens kann, wenn 7 genau = ¢ ist, jede beliebige Wahl von 4’ und
4*
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¢ zur Befriedigung von (120) filhren; hatten wir doch bei der weite-

2air
ren Behandlung dieser Gleichung sie durch e ° — 1 dividiert. AuBer-
dem reduziert sich (63), wenn F' die Periode v besitzt, auf (96), eine
Gleichung, die durch jede Funktion mit der Periode 7 befriedigt wird.
Ob wirklich solche Schwingungen moglich sind, soll hier nicht unter-

sucht werden. Wir halten uns nur an die bei kontinuierlicher Ande-

. a ’ oo .
rung von t sich ergebenden Werte &' = p A'= 0. Uberschreitet man

. . . . T .
mit der Periode v die Resonanzlage, so springt & auf — 5 im vierten

Quadranten (man konnte auch sagen & befindet sich im zweiten Quadran-
ten bei + %; dann wire 4’ negativ anzunehmen). Jetzt also eilt @ in
der Phase voraus. ’

Wir untersuchen zweitens, wie eine sinusférmige Schwingung von
@ auf die Bewegung der Saite wirkt. Wir verstehen unter F, @ jetzt
wieder reelle Funktionen und suchen

(127) Pn—atl T~ @y sin 7

zu integrieren.

Machen wir dazu den Ausatz

(128) n=Xao,

wo X eine reine Funktion von @ sein soll, so ergibt sich
(129) X —e =

mit den Nebenbedingungen
(130) X(0)= X0 =0.
Durch Integration erhalten wir

. 2% 2w . 2z 27
sm*z[l —cos—l:l — sm-—l[l — ¢os —w]l
aa o - oa - G 4

. @gt a
(181 =gz Tow D)
: sin -

Ga
7 P 1 . 27
oa —2cos__(z+ sin_ (I —z) +sin (I — )
e . 2z o '
sin ]
Ga

1) Von hier ausgehend hitten wir auch auf eine neue Weise die Be-
viehung zwischen @ und I ableiten kionnen. Die Methode des komplexen An-

2ime
S P .2
satzes anwendend, kann man setzen ® = @|e ¢ | also =" 'sﬁ ¢. Nun ha$
man nach (131)
2 2 1 2 .2 . 2ml 2w
'1=1' ?F-Qi;v—[ 1 — cos wl sin 27% _ sin fr—(l—cosi)
G 47 sin 2zl | Ga 6a ga GG
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. L. ! .
Setzen wir hierin z = 3 80 bekommen wir
317 w1 nl
2c0s - hidd
- ®aq* €08 a 251n6a2+ ns
M= In2 . 2%l
sin ——
- ia
2 sin rcll: E 37rl:l
__ @¢? “ 8o %% e, cosy
T 4m? . 2xl
8in ——
()¢
AN PO 1] xl}
3 s 2 s - l?sln s
T 4nm? . 2xl
sin
G

. I\2
4(5111 ”7) sm”Z

L 20a 6a
T 4xn? . owl nl
2sin— cos - -
6a ca

. a
T ent ml
co8 —
(sinm:)2
Y PL 4o,
¢ — R
(132) M= gt nT
cos -
26
oder auch
1— cos ="
- i LA 26
(133) To= gy et
iz T
cos - -
20

Hieraus erkennt man, daB 7 in derselben Phase schwingt wie @. Das
Amplitudenverhiltnis betrigt:

nT
ot 1— o8 5
”
(134) BET T
COB —
20

1
und, wenn man nach z integriert und die Beziehung F'= @ + b -fi)dx be-

achtet °
the 1 Ga T ., ®T
¥ = @(1—}—5»_*7;? —;—(l—cos—;) — I 8in ;—:D
gin =~
tobl26, =t
_ vaoe —1
@(1+ 2w I:-t:mtg,‘lo‘ J)’

womit (122) wieder gewonnen ist.
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Wie man sieht, ist 4” = oo fiir © = ¢: hierdurch allein erklirt es
sich, daB auch im Falle der Resonanz trotz des Verschwindens von &,
ein endliches Amplitudenverhiltnis zwischen F' und % wmdglich ist.
Wir bezeichnen den Phasenriickstand von % hinter 7' mit ¢ und
das Verhiltnis der Amplitude von % zu der von F' mit 4. Dann hat man

(135) e=1¢,

(136) A=4"4",

also nach (125), (126) und (134)

obl (26, =t _1}’

(137) b &= 97 lin B a0
" 1 — cos %
(138) A=ys— . — Cose
C()Sﬂ

Falls nahezu T = ¢ ist, wird tg & sehr groB und nahezu ' Daher
COs &

wird in diesem Falle

coss 1
mT ar obl (20‘ t T 1)
C0S 55 C0S55 ax \ew B s
. 1 o it
@(mﬂ) _@) co 17)'_ o*b1’
i 8 26 .(27: ( s2
also
P T
(139) = 13

Wir erhalten somit auch in diesem Falle einen endlichen Wert
fiir die Amplitude der Elongation.

Fir unendlich kleine 7 ist ¢ — O und 4 — 0. Sehr stark gespannte
Saiten arbeiten also sehr unempfindlich, ergeben dafiir aber auch nur
geringe Verzerrungen des Bildes. Fir miiBig kleine v sind & und 4
positiv, d. h. die Bewegung der Saitenmitte ist gegen den Wechselstrom

o . . - . . k14
verzgert. Ist v wenig Kleiner als ¢, so wird & wenig kleiner als o

T

1p1’
trage von —%—; statt. Uberschreitet = den Wert o, so ist es bequem,

und A4 nahezu — +

d. h. es findet jetzt eine Verzdgerung im Be-

& groBer als —i—% anzunehmen (im zweifen Quadranten, statt >—%

im vierten Quadranten; wir verstehen unter der Verzdgerung einen
solchen Wert ¢, der (137) befriedigt und A4 zu einer positiven GriBe

macht). Nimmt man also & >% an, so wird 4 positiv. Jetzt ist also
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Yon Pauvr. Hertz. 55

die Verzgerung gréBer als ein rechter Winkel; man sieht, beim Uber-
schreiten der Resomanzlage &ndert sich der Schwingungszustand kon-
tinuierlich.

Im Falle der Resonanz selbst betrigt die Phasenverzdgerung einen
rechten Winkel und das Amplitudenverhiltnis ist endlich. Der wirkende
Gesamtstrom ist zwar Gullerst schwach, im Grensfulle = O, dafiic wirkt
aber auch ein #uBerst sehwacher Strom im ho6chsten MalBle erregend
auf die Saite. Schaltet man zwel Saitengalvanometer in einen Wechsel-
stromkreis von der Periode ¢ und besitzt eines der Instrumente eben-
falls die Iligenperiode @, so wird der tatsiichlich im Stromkreis flieBende
(resamtstrom ebenfalls die Periode ¢ besitzen. KEr setzt sich nun zu-
sammen aus dem urspriinglichen Wechselstrom und den in hbeiden
Galvanometern induzierten Strémen. In der isochronen Saite findet
aber eine solche Induktion statt, daB der (tesamtstrom O wird; daher
wird zwar nicht das isochrone, wohl aber das asynchrone Instrument
seine Schwingungen einstellen. Schaltet man also in ecinen Leitungs-
kreis zwei Saitengalvanometer und #ndert die Spannung des einen kon-
tinuierlich, so wird man den Augenblick, in dem es sich in Resonanz
mit dem Wechselstrom befindet, daran erkennen, dal das andere seine
Schwingungen usussetzt.

Bei Arbeiten mit Wechselstrom wird man nun auf zwel Punkte
zu achten haben, auf moglichst grole Empfindlichkeit und mbglichst
geringe Verzerrung des Kurvenbildes. Bel Gleichstrom verstehen wir
unter der Empfindlichkeit ¢, den Quotienten vom definitiven Ausschlag
und der angewandten Potentialdifferenz ¥. Aus der Integration von (10)
folgt fiir die endgiiltige Lage 7, die Beziehung

1:2

(140 Hem DT
Es ist also
 F
(141) =g 7
oder nach (4)
. ©? HI
(142) % = 32 mew"

Unter der Wechselgtromempfindlichkeit ¢, wollen wir das Verhiltnis
zwischen der Elongationsamplitude und der Amplitude der Potential-
differenz F verstehen. Man hat somit nach (138)

1 cos’”
. Hl ¢~ 26
¢ — — . — -— COBE
(14 3> Co mew 4w T ’
Pos
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h6 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

und im Falle der Resonanz:

. HI =

(144) = ow 111
oder

o
(145) "= 4
d. i. nach ()

TC
(146) €= iHI

Um zu bestimmen, welche Werte von z bei konstantem & ein
Maximum der Empfindlichkeit liefern, hat man im allgemeinen eine
nicht sehr einfache transzendente Gleichung zu l6sen. Jedenfalls sieht

. - TT -
man, daB, wenn keine Rlesonanz vorhanden ist, also cos 5— merklich

. . i e . .
von O verschieden ist, ¢, von der Ordnung -~ - — ist. Dagegen ist

8 ew ixn
Hl = e .
mew 4bl° Wenn also o klein gegen vy

ist, hat man im ersten Falle eine weit geringere Empfindlichkeit als

im Falle der Resonanz ¢,—

im zweiten (die GroBenordnung im ersten Fall wire nur dann ver-

gleichbar mit derjenigen im zweiten, wenn ——— sehr groB wire; das
T

cos
26
bedeutet ja aber gerade Annshcrung an die Resonanz). Lalls also o
1c?

d. h. gegen i ist, wird man am empfindlichsten

7! 11
bi? H212
unter Anwendung der Resonanz arbeiten. Nach (40) und der Angabe auf

S. 22 iiber o betrigt fir die Saite (10) diesc Zeit 77;:) see. = 1,4.107%sce

klein gegen

Sie wird auch bei groBerer Dicke der Saite nicht wesentlich anders
ausfallen, da mw bei gleicher Wahl des Materiales konstant ist. Fiir
die erwihnte Saite fanden wir als Minimalperiode 7,2.10~%, ein Wert
der auch ungefihr fiir dickere Saiten gelten diirfte, da diese zwar eine
groflere Masse besitzen (vgl. Formel 3), dafiir aber auch eine stirkere
Spannung P vertragen. Es ist also sehr wohl mdglich, daB die Saite
einem Wechselstrome folgen kann, der mit einer viel kleineren Periode
als 1,410=% schwingt und in diesem Falle liefert die Kesonanz dus
Maximum der Empfindlichkeit. Ubrigens gilt dic Formel (139) auch,
wenn t ein ungerades Vielfaches von ¢ ist. Mhn wird also noch
empfindlicher arbeiten, wenn man T 2u einem moglichst groflen un-
geraden Multiplum von ¢ macht.

In diesen Fillen ist, wie (146) zeigt, die Empfindlichkeit der Feld
stirke umgekehrt proportional. Man wird also die Feldstirke so klein
wie moglich zu wihlen haben. Durch Verkleinerung von I wichst
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;L; d. h. die Zeit, unter der & bleiben muB, damit der Resonanzfall

das Maximum der Empfindlichkeit darstellt. Also auch schon aus
diesem Grunde ist eine méglichst kleine Wahl von H zu empfehlen.
Die Tatsache, daB kleine Feldstirken zu groBen Elongationen fiihren,
konnte iiberraschen und man konnte fragen, warum man dann nicht
tiberhaupt das magnetische Feld ganz ausschaltet. Ls ist aber zu be-
denken, daB die endgiiltigen grofen Elongationen ihr Entstehen den
wiederholten Antrieben verdanken, daB eine bestimmte Zeit notig ist,
bis der definitive Zustand angenihert erreicht ist und daB diese Zeit
mit abnehmender Feldstiirke wichst. Bel unendlich kleinem /A wird
die erwiihnte Zeit unendlich groB, soda der Fall H = 0 auszuschlieBen
ist. Bel Hinzutreten von Tuffreibung wird dagegen, das ist nach dem
Entwickelten sehr wahrscheinlich, ein endliches von O verschiedenes H
das Maximum der Hmpfindlichkeit darstellen), und dieses Optimum
von A wird mit abpehmender Luftdimpfung gegen O konvergieren.

Zweitens ist zu untersuchen, welche Verzerrung ein beliebig ge-
stalteter Strom, dessen Periode ¢, heillen mdge, durch die Registrierung
unseres Instrumentes erleidet. Zu diesem Zwecke zerlegen wir die
Funktion Z' nach Fourier in die Reihe

tv xtv

(147) F=U; + >, sin 2%- v, cos 26—

0 ]

. . 2@ty . . . —
Jede SBchwingung #, sin o wird eine Schwingung 7, zur Folge haben

deren Amplitudenverhiltnis und Phasenverzug nach (137) und (138)
gegeben sind durch

LY L L
(148) tgsv—ﬂn{;mt 2 1}
Ty
L49 4 6:_; 1 — cos oa,
(149) VS Tatet T Tmae 008 &
co8
24,

Die gleichen Formeln gelten fir das Amplitudenverhiltnis 4, und den
Phasenverzug &, der Kosinusschwingung.

Beschriinken wir der Einfachheit halber unsere Befrachtung auf
den Fall der Resonanz, sei also 7 =g6,. Dann liefern die Formeln
(148) und (149) verschiedene Ergebnisse, je nach dem Reste, dem
modulo 4 der Index » kongruent ist.

1) DaB man fir eine bestimmte endliche Feldstirke am empfindlichsten
arbeitet, hat mir R. Gans vorausgesagt.
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Sei 1)
=0 (mod 4).
Dann findet man
b e — — S0l
(150) | o v 2w
A4,=0
2) sel
v =2 (mod 4.
Dann ist
‘tg£v=—%; —;<5(7r
(151) 2
A a

Y meYintet L b

wo die Wurzel das positive Zeichen besitzt.

3) sel
v =1 (mod 4).
Dann wird
k(4
E,‘, = 5
(152) .
4 =1
Ist endlich
4) v == 3 (mod 4),
so wird g, = — %, also tg e, sehr groB. Ferner wird
cos &, = !
Y tg Sv,
R 1
4, = 4mtyt anbl{ 26, . mTv TTY
vom \prm o0 26, o8 260}
} T . T
und weil der Sinus = —1 ist, 4, =, .-

Also hat man in diesem Falle:

(153) IA e
v 4bl
Damit also beim Bestehen der Resonanz die Kurve 7 ein unver-
zerrtes Abbild der Funktion ¥ darstellt, ist es erstens erforderlich, daB
in der Entwicklung (147) das konstante Glied fehlt. Zweitens miissen
fiir alle Partialschwingungen Phasenverschiebung und Amplituden-
verhiltnis gleich sein. s diirfen also in der Entwicklung entweder
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nur nach 1 oder mach 3 (modulo 4) kongruente v vorkommen, also
F mub entweder von der Form:

. 2wt . 10wt . 18wt
lF=ulsmf——+uﬁsm , T tsin :+__,
(154) I 107t 18t
v, €O T‘+”s s—-——l—
sein oder von der Form:
(% 41 . 22wt
IF—’M3SIH ——+—7 ——{—uusm—*—{—---
n
(155) 147 22mt
vy cos - —}- — + v,y COB ———
6

Falls o, klein gegen 2—;; ist,

Schwingungen von ungeradem w.

iiberwiegen in der Abbildung die

§ 11, Erregung durch Gleichstrom; Konstantenbestimmung.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dal eine ruhende Saite
plotzlich durch eine konstante Klemmspannung erregt wird. Die ein-
fachsten auf diesen Fall beziiglichen Ergebnisse haben wir bereits

gelegentlich mitgeteilt. Wir fanden, daB im Zeitintervall O bis z die
Bewegung durch die Formel:

2) - @Vt o) T p7) e VaE Tk
(@) =g~ etV e +(—atVar+ ) 1)

(8.21)
dargestellt wird. Falls die Zeit der ersten Umkehr in das Intervall ;

bis ¢ fallt, so ist sle gegeben durch

0.7
4
(67) f— 1 21

(8.34) % — % _%f

und im Falle kleiner Dimpfung durch:
T bl
(68) Q=E@_§w)

In mancher Beziehung wies die Saitenmitte Ahnlichkeit mit einem
schwingenden Systeme auf, wenn auch die Bedeutung dieser Analogie
keineswegs tiiberschiitzt werden darf Es ist aber jedenfalls niitzlich,
in bezug auf die Saitenbewegung dieselben Fragen aufzuwerfen, die aus
der Theorie des mit einem Freiheitsgrade schwingenden Korpers ge-
liufig sind. Wir wollen also das Didmpfungsverhiltnis der Saitenmitte
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aufsuchen, uns aber der Kinfachheit halber auf den Fall kleiner elektro-
magnetischer Dimpfung beschrinken.
Nimmt man b klein an, also g klein von der ersten und e« klein

von der zweiten Ordnung, so ist nahezu @ = F, mithin nach (61) fiir
das Intervall O bis Z

1

D = 2abF
und, integriert, unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen:
(156) O = F(1—blt+ abt?),
eine Gleichung, die auch aus (62) durch Entwicklung nach « und 8
folgt. Im Intervalle O bis Eist aber:
7= @; 7(0) =05 7(0) =0
und daher

(157) — K — 1018 + Labt)

=

. . . T . > —
Wir miissen den zur Zeit | erreichten Wert von % kennen lernen;

dieser lautet:
bhlzd

s ()P
Ebenso ist:
i) -l )

Ferner ist fiir t>£ nach (64):

z
f——
t 4

7= @®ar—[ o@®)ds

t——
4

und da unach (156)
J@(9)av = F(t — 1016 + Labee)

. T
gilt, so hat man, wenn £>  ist:

l

rle—"le + tabes

~affe= ) = - el )

Setzen wir abkiirzend

(159) t— =t,

7
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so wird daraus:
= F {(t 4 %) _ P;(t 4 £)2+ %ab(t 4 Z)S_ 2t + It — Labt?)
— F{(Z — ;bm) + (= 1—§blo)t + bl — Labt?],
also im Intervalle & < ¢ <~ :
7= C+ F((§ — 11e)t + (— & — {pIn)t + J0I8 — abt!)

I
wo C eine Konstante ist. Setzt man t =0, so folgt aus (159) u. (158)

C= F(% ﬂ%zbzr?’) :
Also ist:

1

- LA L I g
a6y T F(55 — ssbt7) + (- 4Bt + (— 3 — Rploee
4 1B — Labtt)
Nach (68) und (139) entspricht dem ersten Riickkehrpunkte ein Wert t:

ot b, 3 bl
b=y — %" _‘4(1‘4r)'

Indem wir nur erste Potenzen von b berticksichtigen, erhalten wir fiir

die der Zeit §, = {— + t, entsprechende Elongation 7;:
— z? 301
(161) N = F{ﬁ —_— (:;.Z} ’[3} '

Nun kann man den Abstand der Saitenmitte zur Zeit O von der end-
giiltigen Ruhelage als den nullten Ausschlag o, bezeichnen, und die Ent-
fernung, die die Mitte bei ihrer ersten Umkehr von der endgiiltigen Ein-
stellung besitzt, als den ersten Ausschlag a,. Dann ist nach (140) und (161)

Fz?
Qo = 3o
(162> Fr? 3F
a, =T B s,
32 b-4

Setzen wir den Quotienten % , der das erste Dampfungsverhiltnis heiBen

moge, =k, so wird
ky=1— }blr.
Die Zeit der ersten Umkehr und das erste Dampfungsverhéltnis sind
also durch das Formelsystem gegeben:
(68) t, — ¢ (1 — iblr)
(163) g By=1— bl
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Durch Auflgsung nach = und & folgt hieraus:

(164) z=24[1 4+ 2(1 — &)
20 (L — k)

Die Ergebnisse dieses und des vorigen Paragraphen setzem uns in
den Stand, die Konstanten unseres Instrumentes zu bestimmen. Frei-
lich bezieht sich die vorgeschlagene Methode nur auf den Fall, daB
man von der Luftreibung absehen kann; wollte man diese beriick-
sichtigen, so kidme man, wie man Im Schlulparagraphen sieht, zu
Formeln, die zu verwickelt sind, um der ecxperimentellen Priifung
unterworfen zu werden, und die hihere Differentialquotienten enthalten,
als sich bisher genau messen lieBen. Wenn man also die Theorie zu
priffen und auferdem die Apparatkonstanten zu bestimmen wiinscht,
muB man entweder im Vacuum arbeiten oder einen dickeren Draht
verwenden, wodurch, wie Herr Einthoven mir giitigst mitteilte, die
elektromagnetische Dampfung mehrere 100 mal stirker als die Luft-
dimpfung werden kann. Die Konstantenbestimmung hitte ungefihr in
folgenden vier Schritten zu geschehen:

Erstens verwende man einen Wechselstrom von bekannter Periode 6.
Wird die Spannung der Saite stetig verindert, so kann man den Augen-
blick, in dem 7 = ¢ wird, daran erkennen, dafl die Empfindlichkeit zu
einem Maximum ansteigt!), sofern nur o klein gegen 1,4 - 107 sec ist
(S. B6; auch bei dickeren Drihten gilt ungefiihr dieselbe Zahl) AuBer-
dem kann man durch Einschaltung eines zweiten Galvanometers den
Augenblick der Resonanz feststellen (8. 55). Da 1m Falle der Re-
sonanz 6 = t 1st, kann ¢ als bekannt gelten. AuBerdem nehme man
cine Gleichstrommessung zur Ermittlung der Empfindlichkeit hinzu.
Nun ist nach (142) und (144)

Cw 8
(166) o=
2 F
(141) =7

Da © bekannt ist? sind wegen (166) und (141) die Konstanten z, b, %
oder auch a, b, ;, der Messung zuginglich.

Man kann auch wiinschen, an Stelle der Koeffizienten unserer
Differentialgleichung diejenigen Konstanten zu bestimmen, denen eine

1) Diese Operation 148t sich sehr rasch ausfithren. Vgl. Einthoven a.a.0.
S. 688.
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unmittelbarere physikalischc Bedeutung zukommt. Unter diesen sind
es gerade drei, die nicht ohne weiteres mefbar sind, sondern erst durch
Schwingungsbeobachtungen gewonnen werden kénnen, die Feldstirke H,
die wahre Masse m und die Spannung P. Nun lassen die drei Glei-
chungen

. P 41
(167) (vgl. 3 u. 23) o=y
* HI
(142) % = 3% mew
TC
(146) ‘%= 1g

erkennen, daB dic Messung von 7, ¢, ¢
ausreicht.

Vermag man die Phasendifferenz zwischen Wechselstrom und Saiten-
schwingung festzustellen, so kann auch, falls keine Resonanz vorhanden
ist, die Gleichung (143) verwandt werden.

Zweitens kann man dieselben Konstanten unter alleiniger Benutzung
von (leichstromen experimentell bestimmen. Man mache dazu den Wider-
stand so groB, daB die elektromagnetische Dimpfung nur sehr kein ist
und verwende das Formelsystem:

zur Bestimmung von H, m, P

w0

by 8 10,
(168) B = en [1 —2a- kl)]
(164) T = 2% [1 o1 kl)]
- —ki
(165) bl — 39,%T, )

oder auch nach (3) bis (5) und (23)

Hl 8 10
(169) mew cytT’ |:1 - E(l - k‘)]
P 1 10
(170) o=l [1 — Y1 - kl)]
- HU* 2001 —k)
(171) T e T

Aus diesen (leichungen konnen %, 7, bl oder H,m,P bestimmt
werden.

Es ist aber zu bemerken, da nach Einthoven') die Messung der
GroBe &, nicht mit groBer Genauigkeit vollzogen werden kann.

1) A.a. 0. 8. 490.
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N

Drittens kann man anch Messungen bei nicht sehr kleiner Dimpfung
vornehmen, die jedoch nur zur Kontrolle der nach den vorigen Me-
thoden bestimmten Konstantenwerten dienen. Man hat dazu die elektro-
magnetische Dimpfung so zu wilhlen, daB der erste Riickkehrpunkt in

dus Zeitintervall ; bis z fillt. Dann gilt:

st
. 1 2¢ 46 —1
) h=f—a™ Tas
2e 4 --1
Hierin ist

" " et VE B
qzz—“_V“E+A62

_ H".!Zﬂ

2wme?

(44) e

p= cYmwr

Viertens kann man ebenfalls zur Kontrolle untersuchen, ob bei den
fiir die Konstanten gelundenen Werten sich eine richtige funktionale Ab-
hingigkeit der GroBe 7 von der Zeit ergibt. Es muB niimlich in der
ersten Viertelperiode nach Einschaltung der Klemmspannung die Be-
wegung nach der folgenden Gleichung vor sich gehen:

HIE { <(]1€W g eq‘t)}.ﬂ

(43) ﬁ - mic%ﬁ’ - 1 +

. r
e g

§ 12. Luftddmpfung.

‘Wenn die Saite nicht im Vakuum schwingt, sondern im lufterfiillten
Raume und ihre Dicke nicht sehr betrichtlich ist, gilt wegen der Luft-
reibung die Gleichung (6) nicht mehr. Da man annehmen kann, daB
die durch die Luftreibung hervorgerufene Gegenkraft der Geschwindig-
keit proportional ist'), so gilt an ihrer Stelle

13
(172) i—aln’ + gy =F—bfyde— ®.
[}

Zur Losung dieser Gleichung fithrt wieder die Hiemannsche Methode.
Sei P ein Punkt im Gebiete I (Fig. 1) und seien A, I3 die beiden
Punkte, in depen die durch P gezogenen Charakteristiken die Abszissen-
achse schuneiden. Dann definieren wir eine ,Greensche Funktion® v
durch die Festsetzung: Innerhalb PAB soll
(173) b —a*” —gi=20

1) Einthoven, a. a. 0. 8. 485,
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sein, und auf P4 und PB soll

(174) IR )

sein. o ist also von der Wahl des Punktes P abhiingig. Nun wird
der Wert der Funktion % in der 2-f-Ebene durch die Gleichung

ffdovdi}

PAB

B
(1175) np=§1—a{yavA+yavB —f—f(g'/v—yi;-{—gyv)dx—i—
A

gegeben, wo y und ¢ wieder die Werte von % und % sind, die £ =0
zugehdren.?) Versteht man also unter %" wieder die Klongation, die
stattfinden wiirde bei Abwesenheit einer

3uBeren Potentialdifferenz und einer elektro- , Fig. 10. d
magnetischen Dimpfung, so gilt: 10
(176) 1 =1"+ [[dovd
und
(177 7= Ez'lfd {yavA +yav, I S
z. . g A
+Af(yv—yv + gyv)da) i
Zicht man unterhalb des Punktes P Y L

(Fig. 10) eine Horizontale, die von P den

senkrechten Abstand # besitzen moge, und seien 4,, B, die Schnitt-
punkte der Charakteristiken mit ihr, so kinnen wir eine Funktion w(u)
definieren durch die Festsetzung:

Bu
w(u) = %fd&v,
Au

(178) oder ausfiihrlicher geschrieben:

+au

wn) = %fv(t},— u, £)dE.

—aw

Dann st fir 0 <¢<
t t
(179) g =7+ [O(®dw(t — &) =7 + [D( — $)w()d?.
0 0

1) Vgl. A. Sommerfeld Enzyklopidie d. math. Wissensch, Bd.II A. 7 ¢
S. 5131f.; besonders 518.
Zpitschrift f Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1/2. 5
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Behandeln wir zunichst einen besonderen Fall. Sei y =0, 4 =0
und werde b = O angenommen, so ist auch * — 0 und es ist nach (176)
geometrisch ersichtlich, daB im Gebicte I % von z unabhiingig ist. Da-
her schreibt sich (172)

(180) 7+ g5 =FQ)
Ist zudem F' konstant, so ergibt die Integration:
(181) = (e =149,

(181) enthalt also die Losung unseres Problemes fiir den Fall, daf3 eine
rubende, keiner elektromagnetischen Ddmpfung unterworfene Saile zur
Zeit O plitelich von einer konstanten Potentioldifferens errvegt wird.

Nach (179) ist in diesem Falle y = F - w; daher folgt:
(182) w(w) = %(1 — g—vs),

Da aber die Definition von w0 keine auf b und ¥ beziigliche An-
gaben enthilt, ist (182) allgemein giiltig. Falls somit @ bekannt ist,
gibt das System (177), (179) und (182) die Losung der Saitenmitte

im Zeitintervalle 0 bis z- Bei Abwesenheit von elektromagnetischer

Dimpfung ist daher unser Problem fiir die Zeit der ersten Viertel-
periode bereits geldst.

Wenn auBler der Luftdimpfung auch elekfromagnetische Dimpfung
vorhanden ist, gilt es vor allem, @ zu bestimmen. Hierzu verfahren
wir dhnlich wie im § 3. Wir definieren eine Funktion o zweier Argu-
mente durch die folgende Festsetzung: Man konstruiere zu einem Punkte P
das Charakteristikendreieck (Fig. 10), ziehe im Abstande « eine Horizontale
4, B, und wihle einen Punkt R auf ihr, so, daB das Lot .von R bis
zum Schnittpunkte mit A, P = u, ist, dann soll

i

(183) o f vdf = o (u, uy)
sein. Daraus folgt ‘

(184) o (u, u) = 3 w(u)
(185) w(u, 0) = 0.

Ferner bezeichnen wir die Ableitungen von o nach seinem ersten
uund zweiten Argumente mit w, resp. wy. Setzt man dann, dhnlich wie
im § 3

(186) j@(ﬂ)w(t — 8)do = y(t),
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so ist wieder (vgl. Fig. 10)
in I) g=q" 4y

x
-

in Iy 5= 4" +9(f)— 2 -fcp(a)dam(t— o t—o—7)
0
(vgl. den Punkt P, in Fig. 10) also wegen (185)
in D) n=75"+4@)

n I =75+ 9@)

-

—2 -f;({))d&[ml(t—ﬂ, t—9—5) + ay(t—9, t—%)—%)].

Eine entsprechende Formel konnen wir fiir III aufstellen und er-
halten somit

i H

b- [dz=b- fi'dz+ bl
[\ Q
- =

—4b-fdxf¢(ﬁ)d&[ml<t—ﬁ,t—8—§)+m;‘,(t—ﬂ,t—ﬂ—%):].
0 0

Nun ist

1=

at a
x
—4bfdx O(@)dday(t—9, ¢t 9 — 1)
1] 0

=4ab.fdxf@(ﬂ)%[m(t—a, -

und da wegen (185) gilt:

t—-~=
Vi z
ﬂfqa(a)m(t—a,t—:r—;)da
0

z()f;(a) aaé[ca (t—ot—9 —%)],

5.
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68 Zur Theorie des Saitengalvanometers.

so wird

g_.__

—4b fdxfd)(q‘})da‘)% t—a,t—9—2)

7 x
=4ab -‘[dxﬁf@(q‘})dﬂm(l—ﬂ,t—&—a)
0 [1]

z
;_-

it
—4ab f@(a)m t— 9, t—ﬁ—‘J —4ab[®(8)m(t—&,t——3)d{},
|

also nach (184):

= — 2ab [O(R)w(t — 9)do
0 -

oder nach (186):
= — 2aby(?).
Somit folgt:

1 H
b-[Gds =b- [itdz + blg(t) — 2abu(?)
(187) ’

z
[
a

at
— 4b-/1dxf(17(q‘})dq‘)col (t—ﬁ,t—q‘}—%)-
[ b

In dem letzten Integral konnen wir nun die Integrationsfolge um-
kehren. Dann schreibt es sich:

at—3I)

s fdﬁdﬁ(ﬂ)fdwml (t—o,t—0—7)

Also ist

i i 4
(188) b f7de=b [7'de+bly—2aby—4b- [d9D(#)R(—D),
0 0 0

WO

(189) L (u) =fdxm1 (u, U —%)
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Von Piur. Herrz. 69
gesetzt ist. Ist daher wie friiher:
{
(190) F—b[idz=F",
0
so bekommt man:

(191)  F*(¢) = ®(t) + bly — 2aby — 4b-jda¢(a)a(t —9).

Nun beriicksichtige man noch (186) und die aus ihrer Differentiation
hervorgehende Beziehung:

t
P = [ @(®)iw(t— 8)da,
0
so erhilt man schlieBlich fiir @ die Integralgleichung

F*(t) = o(F) —ftco(a) Q(t— d)do

(192) t

— o) — [ @ — 9)Q@)d9,
(193) Qu) = 4b - Q) + 2abw (u) — blw(uw)
ist,

In dieser Integralgleichung muB noch der Kern berechnet werden.
Dazu ist es notig, v zu kennen; aber das kann nach der bei Riemann-
Weber!) gegebenen Methode geschehen. Ieh will nicht durch die
etwas umstiindliche, aber keine grundsfitzlichen Schwierigkeiten bietende
Ausfithrung ermiiden und nur das Endergebnis mitteilen.

Setat man

(194) H(Z>=1+’§?+2;%¢+224L26§+'”,

so wird

(195)  Q(u)=b- [e_g‘;[—- agfdyyH(%y) + 2auH(%u):| — le"‘”]
oder entwickelt: '
(196) Q) =b-{—l+ug(22+1)—uig*(5 S+ 5)+we(g 2 4¢) )

Wir fassen zusammen:

Um
i
(172) #—afy" +gi—F—b[nda,
0

1) Band 2, S. 309,
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70 Zur Theorie des Saitengalvanometers.
fiir 0 < t<} zu losen, setze man:

11
(190) F—b [idz— F*
0

(182) w(u) = ;, . (]_ — e—ug)

(195) Q) =b-{—t+ug(22+1)—wig’(3o+5) +v'r* (5 5+75) ],

lose sodann
t
(192) T*(t) = @) — [D(9) Q¢ — #)dd
0
nach @, und bekommt:

7=7+ [ @@ ddw(t — 9).
0

Der wesentliche Teil unserer Aufgabe besteht also wieder in der
Losung einer Volterraschen Integralgleichung.
Ist g klein, so hat man in erster Anniherung:

(197) Q(u) =— bl + 2aub
(198) w(u) = u.
Daher lautet die Integralgleichung

(199) F*' ) =@(t) —j@(ﬂ‘)[— bl + 2ab - (t — 9)]d ¥,
woraus sich 7 durch: 0
(200) =1 —{—jcb(&)dq‘}(t - 9)
bestimmt. Setzt man °
(201) fowaso—o0) v,
so erhilt man
F{)y=9@)+bly—2aby(d),

d. h. man gelangt zur Gleichung (36). zuriick.
Um eine kleine Luftdimpfung zu beriicksichtigen, ist die An-
niherung noch ein Glied weiter zu treiben: Man setze daher

{w@=u—wm

(202) Q) — [— bl + 2abu] + g[ubl — Labu?],
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Von Pauvrn Henwrz. 71

oder nach u geordnet
(203) Q(u) = — bl + u(2ab + gbl) — Jabgu®.
(192) wird am einfachsten gelSst, indem man Q(f — &) nach & ent-

wickelt und die Gleichung dreimal differenziert. Dadurch erhilt man:

P — D4 bld — (20b + gbl) D + 3abg d

@ (0) — F*(0)

@ (0) — F*(0) — bIF™*(0)

b (0) — (2ab + gbl + B2 F*(0) — bLE*(0) -+ £ (0).

(204)

(Die letzte Gleichung stimmt im Falle g =0 fiir £ =0 mit (47)
iiberein.) Ist die Potentialdifferenz £ konstant, so bekommt man daraus:

@ + bld — (2ab + gbl) D + 3abg®d =0

(205) . __
0(0)=1TI; @(0) = —blF; ®0)= (2ab+ gbl + 1) I

Hat man ein im Luftraum schwingendes Galvanometer, so sind
(204) und (205) natiirlich viel genauer als (35) bis (37). Wéihrend nun
eine Priifung der bisherigen Formeln durch die Einthovenschen Mes-
sungen eben wegen des Luftwiderstandes unmdglich ist, kann (204)
ihrer komplizierten Bauart halber nicht gut mit der Erfahrung verglichen
werden. Setzt sie doch die MeBbarkeit der dritten Differentialquotienten
von @ voraus, withrend den Einthovenschen Tabellen kaum die zweiten
Differentialquotienten von 7 entnommen werden kénnen. Dazu kommt
noch, daB die Giltigkeit von (204) nur auf die Zeit O bisg beschréinkt
ist (fiir Saite 10 Platte A 22 ungefihr 7-10-32 sec.).

Uunter diesen Umstéinden bleibt zur genaueren Priifung der Theorie
nichts anderes fibrig als entweder die hier gegebenen Formeln zu ver-
einfachen oder solche Messungen anzustellen, bei denen die Luftdimpfung
vernachlissigt werden kann. Das aber kann entweder durch Arbeiten
im Vakuum oder durch Verwendung dickerer Drihte geschehen.
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-q2 Die #sthetische Kreishogenkurve.

Die édsthetische Kreishogenkurve.
Von C. Herest, Dipl-Ing, in Dortmund.

Soll in A MNQ (Fig. 1) die Seite M N durch eine Zweikreis-
kurve tiberspannt und dabei ein moglichst sanfter Ubergang der beiden

Fig. 1. Kreisbogen erreicht werden, so ist das
Yy VP, 2y Verhiltnis z:— zu einem Minimum zu
w P machen,
» @™ Es 1st _
Y 2 FPNQ=LPON=g,

K PMQ=FPOM =g, — ¢,

m _ sin PUN _ sin [8— (g, —g,)]

n sin PNM~ sin(¢— g,)
_ - 2¢ sing,
20, S0 (@, — @)
Mit
1 »? =%
(1 .

wird hieraus:

w2 S (Ps — @) i [f — (g, — )]
sin @, - sin (@ — ;)

Da 2¢, =y — konstant, so ist ¢, die fiir »* maBgebende Ver-
dnderliche; folglich ist zn hilden:

d(»% . . .
dog, 0= sing, - sin(«— p;) {—sin[f — (P2 — @) - cos (@, — @) -+

-+ sin (g, — @) - cos[B — (P2 — @)} —
— sin(g, — @,) - sin [6— (g2 — @,)] - {sin (« — @)+ COS @y —
— sin @, - cos (¢ — g,)}
0 = sin @ - sin (@ — @) sin[2 (g — @) — Bl —
— sin (g, — @) - sin [B— (9 — Py)| - sin (@ — 2¢,).

Fur 2=« wird 2(¢p; — @) —f=y—a—p =0 und somit die
Gleichung erfiillt. Fs ist noch:

. . d? . .

sin® @, - sin® (¢ — ¢p,) - dE:;) =—2-sing, -sin{e — @) +
+25in (g, — 9)- sinlB ~ (- @) — 2+ sint 1 — 2. sin? Je > O,

dahet %% ein Minimum.
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Von C. Hersst. 73

Die Zentrale beider Kreise muB also bei der asthetischen Zwei-
kreiskurve zu der {iberspannten Sehne senkrecht sein. Demnach wird

(2) x— -"“;—ifl
() O G 1™ 2 eos i
(4) T G . L a-sinje

2.8in4f-sinly 2cosc-sin}f-siniy
Fiir den Ellipsenquadranten erhilt man mit » = 90° 8= 90° — a:

3 o= LR, . asnie
( 84) 01 V2 . CO8 & - 81N -&a’ (43) Q2 V§ COSB!'si-n(‘iﬁo—&a) 1]

fiir den steigenden Korbbogen mit y = 1809 g — 180° — a:

(3b) O = a-cotgjo (4b) gguza-tgig

2. come ! 2.cose’

An der Hand vorstehender Entwicklungen gelangt man zu fol-
genden geometrischen Konstruktionen der Zweikreiskurve:

Fig. 2. Pig. 2a.
Av 0 T Q (= o}
P
4
M
oM
P
N hZ
2
1. Da o, = e, 9, — ¢, — 1 f sein muB, so gind
zur Auffindung des Ubergangspunktes die Winkel «
und 8 zu halbieren (Fig. 2). Dies ist das allgemein
bekannte Verfahren.
2. Nach Fig. 1 ist:
s
p-sine -n__ P-sinf
MQ: giny '’ AQ_ gin ¢
- p . _ . .
p— (NQ — MQ) = iny (siny — sin B + sin a)
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74 Die #sthetische Kreisbogenkurve.

sin p + (sin @ — 8in B) = sin y + 2 - cos ; (e 4 f) - sin | (¢ — )
=2cosLy[sin} (¢ + B) + sin i (a — )]
—4-cosyy-sinfe-cosl
2p-sin} - cos
p— (NQ - M@)—"Biie conil,
Ferner ist:
p-sinje-cosif
sinyy
=3 p—(NQ—21Q)]
NE={[p +(NQ—MQ)].
Darauf griinden sich die aus Fig. 3 und 4 ersichtlichen Kon-
struktionen. Die entsprechenden Konstruktionen fiir den steigenden

MR:9:'Siﬂ2(‘P2_‘P1)=92‘Sinﬂ:

und

Fig. 3. Fig. 3a.
S
N Q

T P

Korbbogen zeigen Fig. 2a, 3a und 4a. Weitere
Konstruktionen dieses Bogens ergeben sich wie
folgt: In Fig. 5 sind « und § halbiert, weshalb
X NPM = 90°% Macht man also NS = M S, so wird
NS=SP, «wSPN=SNP—=TNP und PS| TN.
Fir NV=N8=8P wird NSV=PSV und somit
NO,=P0, Ferner ist W0,=X0,, SW=8X, PW=NX,
folglich <2 O, XN = 0, WP = 90° So kommt man zu
den in Fig. 6 und 7 angedeuteten Konstruktionen.
Es liege nun ein Kurvenzug P, P, I,... P, (Fig 8) gezeichnet
vor, auf dessen Sehnen P, P, P, P;... P, , P, die Zentralen der sie

iiberspannenden Kreise senkrecht stehen; dann gelten die Beziehungen:

y - Snif_ ein(g,—g9))
1 sin ey sin @,
" _ gin '%ﬁ — Ein (s — &s)
: sinf ey sin (g; — &)
_sinif, . sin(@,—9,_,)
=1 gip ==

Sin'&”@:;). sin (‘;’n-l '—‘Pn_:)-
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¥ig. 4.

Fig. 4a.

y

e

Werden simtliche Radienverh#iltnisse » einander gleich,
s0 kommt eine schone harmonische GesetzmiBigkeit und
Ruhe in die Kurve, wie aus folgendem hervorgeht.

Fig. 6.

Fig. B.
|
T P
) '190
| M
N |
4
s’ .
|
| l \
¥ wi e | o
1 g
P z
N T 5
~ i
Man erhilt: |
sin (p, — ;) 8in(py — 9a) __ sin(p, — @) __ E(ﬁ:&i
R = Eih?x-—_ - Elﬂ(g —_ (pl) ~ gin (tps — (pz) Bin (q)"_l — (pn_.)
sin (g, — @) =% -smPy
sin (g — ;) =% 8in (P — 1) = %% - 8N ¢
sin ($3 — ®s) —%* - sing,

sin(p, —@;) =%-

Eill (‘pn — (pn—l) =%

(%)
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76 Die #sthetische Kreishogenkurve.

Mit
(6) w20 % 6 U
; ] 4} Q4 O
wird :
0, [ _ & _
=2 037, Q=6 T D

Fir die in der Figur der Deutlichkeit halber fortgelassenen Sehnen
ergibt sich nun:

P,P, =29, -sing,

: [ . 20, -8ing,

PPy =20 -sin(p,—q) =2- ,le T % - Sy :"I'T =

. ) . 20, -8ing

PPy —2¢;-sin(p; — @) =2 ',:4' - %% 5in g, z”l’xz ””” *

. . 0 . 20, -8ing

PP, =29, -sin(p,— @) =2- ;2’ ~x’esing, == lx.s‘ +

= i Ve e -1 o _ 2¢, -ping,
Pn—l‘Pn - 297:. - Sin ((pn = Ppr) = 2. ;ii;:fl) i S = — a1

Demnach liegen dic Punkte Py, P;, P,... P, zucinander, gerad-
linig gemessen, in geometrischer Progression; der Quotient der Reihe
ist ;1{ — Bei den hier in Betracht kommenden Kurven sind die ein-
zelnen Bogenhthen gering, so daB statt des Verhiltnisses der Sehnen
das Bogenverhiltnis gesetzt werden darf.') Der ganze Kurvenzug ist
also durch die Ubergangspunkte harmonisch unterteilt, wodureh ein
Hervortreten einzelner Bogen vermieden wird, wie es iisthetische For-
derungen bedingen.

Sind g@,, ¢, und @, gegeben, so liBt sich die Kurve folgendermafien
konstruieren. Man fillf von P, auf O, P, das Lot, welches den um
0, mit g, beschriebenen Kreis in P, trifft und die Zentrale O, P, fest-
legt. Aus 0, 0y — ¢, — ¢, ergibt sich dann 0, 0, = ¢ ;— ¢, nach der
Proportion:

O =g,’,=.i 0y — O 0 — 0y

1
oo W e = e @—e=(—e) 1

Mit cos 6, = 5 wird:
0,04 = 0 — 03 = (p; — 93) - c0s6y = O, O - cos .
Daher liBt sich 0,0, ohne weiteres an dem Hilfswinkel o, abgreifen.
Ferner erhilt man: 0,0, = 0, 0, - cos 6, usw,, so daBl die erforderlichen
GroBen simtlich bekannt sind.

Die bei diesem Verfahren an der Kurve auftretenden schleifenden
Schnitte fiihren leicht zu Ungenauigkeiten. Diese vermeidet man,

1) Die Annéherung beider Werte ist im folgenden an einem Beispiel nachgewiesen.
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Yon C. Hersst.

wenn man die Punkte P,, P,, P,... P,, von P, fortschreitend, durch
Kreise bestimmt, deren Radien P, P,, P, P; . - - P, P, mit Hilfe eines

Fig. 8.

P,

[

B

4 2z

anderen Winkel 6, ermittelt werden.

Gleichung

cos?¢ _00
1 0—11—22 01B
1
cos 6 —
1
PP, =PP = Py P, - cos o,
1
PPy =P P = P P;-cos g

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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78 Die #sthetische Kreisbogenkurve.

Soist die obige Aufgabe gelst. Man erkennt noch, daB auch die Kreismittel-

punkte zueinander in geometrischer Progression liegen; der Quotient ist ;1,—

F, Fig. 9.

Nach dem Vorstehenden bereitet es keine Schwierigkeit,
allgemein die #-Kreiskurve analytisch und geometrisch zu
behandelu. Dabei wird sich zeigen, wie die vorgeschriebenen
Einmiindungswinkel « und $, sowie die Sehne p, bzw. die
Horizontale @, durech Konstruktion und Rechnung zu er-
reichen sind, und wie ein mehrmaliges Zeichnen des Kurven-
zuges vermieden werden kann.

2P2

Die n-Kreiskurve mit % = konstant.
I. n gerade (Fig. 9).
b PP -sint + PP siney + PP -sint,+-.- P, 5P, -sin7, ,
PP, -cosr, + P, P, -costvy | Py Pg-costy +--- P, 3 P,-cosr,
Da allgemein:

p=2g -sinty.

ginja 29, -sin}y

. singf % ’
sowird: o, _fecsinn e csng
0+ 2 ” %
PP _2¢-sindy, 20 -8n(p, — )
e
PP, - z%u _ 2o Sinx<;ve — 90

P P 2oty 20809, -9,
n—2%n - ‘\‘}i - = x2n—3 *
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Mit », = 2¢, wird nun:

. . nt . .

o, sngsin2g +(5) csin @ — p2) sin 29, + (
(1) tge, =ZLa T W

€% = W, 1

sin g, - cos 2¢, —f—(;) -8in(p, — @,) - cos 2, (
8 =qa -5
( ) 'NI a 290, . (9)

II. % ungerade (Fig. 10).

ne . . . . 13-4
;) -8in (g — @,) - 810 29, + - BID (Prn— @y _g) 80 2, (;)
1\8 | - . 1\ 24
;) 810 (Pg — @,) - CO8 2 4+ B (Pn—P,_g) - COB 2, 4 (;)
a %
0= 2N

b _o(1—cos2q)+ P Py sint, + Py Py -ging, + .- P, 3 P, - sinw,

bg o Ta o -sin2¢, + P P, .cost,+ P, P, -cost, - -P, , P, cosr,_,

1 —cos2¢, =2 sintgp,

P, P,

*®

— 20 -8in gy, =Bl'8in(¢5_W1)

%8

P5P5 229‘.sin%74:?91;8in(?5—¢;)

r

%

P p_lotn(@ =g,

n—2%n #2n-3

. 1\8 . 1\7 . . 2n-3 | .
7z sin? g, 4 (;) -8in (py — 9,) - sin2¢, + (;) -8in (py — @)+ 8in 2, -+ (;) - 8in (pn— @, 5} 8in 29, ,
1r _ _ B

1

on-3

(10) tg oL = N.E =

: 1%, noe . T T4 : S
sin g, o8, + (;) (@, — ) cos 29, 4 (;) +8in (@, — @) CO8 2qp -+ (;) 80 (gy — @, g)-CoS2q,

a

(1) Ny =g (12) o=y

2¢,
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80 Die asthetische Kreisbogenkurve.

In beiden Fdllen sind die Winkel festgelogt durch die allgemecine
Beziehung:
(13) Sin (@, — Ppy) = #7150 @,

Die gegebenen GriBen p, ¢ und § bedingen %, ¢, und g;; auf

diesen drei Grundlagen baut sich nach vorstehendem die Kurve auf.

Fig. 10, » und @, werden

& —_— zaniichst angenow-
' men. Nach Glei-
chung . (13) konnte
man dann der Reihe
nach die Werte g,,
@; ... p, ermitieln.
Da 2¢, =y sein
¢ mufl, so wiire die
&/ | Rechnung mehrmals
¢ 4 ; s durchzufiihren, bis
. 2@, und das ge-
gebene y mit der ge-
Vs ¥ wiinschten Genauig-
keit iibereinstimmen.
Die geometrische Konstruktion macht derartige Rech-
nungen zunichst fiberfliissig. Man triigt (Fig. 11) einen
Winkel ¢, auf, fir welchen cos 6, = )1;, nimmt ein An-
2% fangsglied 0@, an und konstruiert die Punkte ¢),,
* @Qy...Q,, wie aus der Figur ersichtlich. Man erkennt, daB
die Punkte ¢ eine geometrische Reihe liefern; allgemein ist:
1
04, : OQm_1:&£=x
Ferner findet man fiir die eingetragenen Winkel
oS 6, = 00%; = g% = cosio, = G)?
08, 08 0 [1\°

035 = 1.~ 66, = 00, (s) -

Yz

~
)
5

e

Man trigt nun eine GroBe f =£1Q; auf, beschreibt iiber
Lt AB ={ als Durchmesser einen Halbkreis, triigt darin ein:
und erhalt: A4, = 0@, A4, =06¢,... A4, =09,
AA, =f-sing,

A4y =0Qy =% 0Q, —x-f-sing, =f-sin(p, — ¢,) nach G1.(13)
AA3=OQ3=;¢-0Q2=xs-f-Sinf})1=f-sin(q33—(pg) » o p USW.
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Folglich 1st:
X AMA =29, L AMA, =2(p, — P, LKAMA; =2 (p; — g5)

Fig. 11a.

und schlieflich
%: AMAn = 2(‘pn - (p'n—'l)'
Durch cinfaches Abgreifen kann
man die erforderlichen Additionen
vornehmen; man hat der Reihe
nach:
2@, = AMA, + T AMA,
29y =T AMA; + 29,

29 =X AMA, +29,_,.

Wird fiir ein gewihltes ¢, der Endwinkel 2¢, > 7, so ist mit
einem kleineren ¢,, 4. h. einem griferen f, die Arbeit wiederum zu

Fig. 11b

beginnen; anderenfalls mit einem kleineren f. Das Verfahren flihrt
schnell zum Ziel, wovon man sich leicht iiberzeugt.
Hs ist noch zu entscheiden, auf welches « uns die Annahme von

= fithrt, und ob dieses « mit dem verlangten hinlinglich iiber-
C'OSGl

einstimmt. Um dieses graphisch ermitteln zu kbnnen, werde eine Er-
weiterung der Briiche fiir tg ¢ mit einem Faktor u vorgenommen. So

entsteht:

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58, Band. 1910. Heft 1/2. 6
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(Ta)  tga — Z*'=gi[§in£p,-sin2q;1—}—00564-(sinzp4—qJ,)-sin2q23+cosog-sin(q)6—q>4)-sin2q;5—}—~-- 088y, 4 8in(p,—¢, 5)-sin2g, ]

= N’ y,[sin(pz-cosg(pl—f—COSG‘-(SinJ‘—qu)-COS?(ps—+—CDSGS'Sin<(p6-—q}4).COS?(FE+---COSG2n_4'SiD((p"—(pn_2)-COS2(;7"_.1].
(108) tge, = Z” _ u[sin’g, +cosoy-sin(p,—q,) sin 2, 036, 8in (p; ~@,)-8in2 @, 4080y, 3-8in(p, ~@,_5) sin2q, ]
g b1 = 7 w[sing, -cos g, + Cos 6, -8in(p, — @, )- cos 2 gy + €086, -8in (P, —g,)-COB2 g, +- - - COS Gy, g-SIN(P, — @, g)-C082 @, 41"
I a . ‘L B4 o a . ”
(9a) ol = oN (n gerade) (124a) o' =57 (n ungerade).

Zur Bestimmung des erreichten Wertes o trigt man nun die Winkel 6, ¢ und 2 von einem Punkte aus strahlenférmig
an eine Horizontale an, greift mit dem Zirkel nach Beschreibung eines Kreises mit dem Radius w die Einzelausdriicke fiir Ztih-
ler und Nenner ab und summiert diese. Ist der so festgestellte Wert & griBer, wie verlangt, so hat man die Konstruktion mit
einem griBeren %, d.h. mit einem groferen ¢, wieder vorzunehmen. — Es empfiehlt sich, bei der Zeichnung x> f zu wihlen,

Nachdem g, gefunden ist, ergeben sich die anderen Radien mit Hilfe der Formel

(14) e

Om =y~ -
Die graphisch gefundenen Niherungswerte kdnnen dunn als Grundlage der genaueren analytischen Rechnung
benutzt werden.
Was die Wahl von x anbetrifft, so kann man nehmen:
1,6 < u? < 2.
Will man hochwertige Kurven haben, so hat man die kleineren Werte von x zugrunde zu legen.

Um hei p ~ 90° die Wahl von x zu erleichtern, werde hier noch eine Tabelle wiedergegeben, die fir n=3...8
graphisch ermittelt wurde.

w3145 6|7 (8]3 4|5 [6][7[8]3/4]|5]6]7]38
g, 1201 890 544’ 4013') 309 [2926'[10°5T 6057 | 4°4B’ 3015’ 20227 1942| 10°6' 6°6' | 308’ 2040"| 1°46' 1'014'J
w‘tga‘O,M}O,Gb 10,58 (051 | 0,44 | 0,40 | 0,66 057 | 0,48 | 0,41 | 0,34 (0,28 | 0,60 0,48 0,40 | 0,32 | 0,25 | 0,21

| ' = 1,50 #* = 1,75 2t = 2,00
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Von C. Hezrssr.

Fig. 18.

VRN

83

No = Mz

Die Ermittlung der Achsen der
Ellipsen geht aus der Figur hervor.

6.
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Die 4sthetische Kreisbogenkurve.

Fig. 13.

Hat man z. B. bel y ~ 909 und tge = 04
eine Siebenkreiskurve zu bestimmen, so trigt
man zu den Abszissen 0,44, 0,34 und 0,25
die Ordinaten 1,50, 1,70 und 2,00 auf, verbindet die
Punkte durch eine Kurve und greift bei der Abszisse
0,40 das zu wihlende x* ab. Ferner trigt man die
Bogen 39 97, 2° 22" und 1° 46" als Abszissen auf,
zeichnet eine neue Kurve der (x®) und greift auf dieser
fir das gefundene (%) die Abszisse, d. h. das zuniichst
/ zu wahlende ¢, ab. — Fiir denjenigen, der viel mit

derartigen Kurven arbeitet, empfiehlt es sich, solche

Tabellen, wie die obige, fiir verschiedene ¢ aufzustellen.

Aus ihnen kann man ohne weiteres ersehen, wieviel Bogen fiir ein
gegebenes o und = (y — ) anzunehmen sind, wenn man befriedigende
Kurven haben will.

Die auf diese Weise gefundenen Kreisbogenkurven verlaufen zwischen
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Yon C. Herast, 85

der durch p, « und 8 bestimmten Ellipse und der Parabel; die Ellipse
liegt innerhalb, die Parabel -auBerhalb der Kreiskurve (Fig. 12).%)

Fig. 13 zeigt eine Dreikreiskurve . Fig. 14.

mit %= 1,50, @, = 1291 127, =% T -
@y = 28° 477 49", @, = 1y = S~

44059 5Y” ~ 450, tga— 0742582, | S

Zum Vergleiche sind ebenso wie ) . Yz

in Fig. 12 die ZEllipsenpunkte
durch die bekannte Radialkon-
struktion angedeutet. Die Ab-
weichung beider ist bei sorg-
filtigem Zeichnen derartig gering,
daB sie kaum noch erkennbar ist.
Im folgenden sollen fiir die
Drei- und Vierkreisbogenkurve an
Hand von Fig. 14 und 15 noch
besondere, logarithmisch bequem
auszuwertende Formeln hergeleitet
werden, die eine vorherige An-
nahme von % {berfliissig machen.
In Fig. 14 ist:

o =20, ) B, =2(p, — @) =ty =0, + B, =2,
w=2(9s —P1) By=7 2% Vo=t By =y — 2,
R Lo

f—1800 — 0 — (¢ — o) =180 —[f— 37+ ¢ + e —2¢] =
—=180° —[i7 + 93 — 2 ¢4]
C=d—%“1=“_§01
g=1800 — (E+ B—By) = 180° —(y — @ — ¥ + 20) =
= 1800—(2%—9’1)

p:sind__ p-sin(f—47+0),
P1=™ Gine en(3?toe—29)°

_pesink_ psinfe—o)
Py ="%nn  ein(2g, —9,)

p, -8ingf, sin (f — 4 ¥ + 9,) - 5in (¢; — ;)
(15) €1 T 2-sinda, -sinty, =P 2-8in(}y -+ @, —2 ) sing, - sin g,

1) Ich beschrinke mich auf Beoachtungsresultate, der analytische Nachweis
erscheint mir hier belanglos.
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86 Die dsthetische Kreisbogenkurve.

posinge, _ posingf,

0 =32 8in}f, -singy; 2-sinla,-sindy,

8in 4 e, « 8in & o 8in } ff, -sin

sing-gin 4§, -sinyy,  siny-sinfo, - siny,

sinjey -sind  sinjf, sing
ging.-ginty  sing.siny,

sing, -sin(@—4y+9,)  sin(y—og,)-sin(e—gq)
BiD @, - sin({y 4 @, — 2 971) sm(-&y — @) -8in(2g, — ;)

sin(ty+ @, —2q)-8in(}y —g,)-sin{c —g,) sing, sinRe,—p,
sm%ﬁl _xsin&-ﬁ2 _sin}Zﬁ2

sinfe, sinje, sinff’

(16) sin(}y — e+ g,)-sin(ly —q,) sin g,

(17 sin’ (py — @y) = sing, - sin 3y — p,).
sin (‘ps _ ‘pl)
(18) =gl
Tig. 15.
2R v, 7
z >
B
g ,?z
L “3
b -3
T3
v -
A ¥ w
d
B3
2 zwz a
g
Fir ein gewihltes ¢, liefert Gl. (17) ¢, und Gl (16) .
P Ist man bei dem gewiinschten o durch mehrfache Versuchs-
rechnungen angelangt, so ergibt sich o, aus Gl (15); die iibrigen
Radien folgen wieder aus Gl (14).

Fiir die Vierkreiskurve wird nach Fig. 15:

o =2 Bi=2(ps —p) = pP1=20 d=2¢;,~«
ay = 2(pg— P1) ﬂz§2(9’3 @) = &g ye=2(py—9) E=a—-2¢g
a5 = 2(@s— @3) ﬂsaV'_?% Va=y—2¢;
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sin nd __ sin 29, — &)
P P imele, —9)
. sing gin (2 gy — )
Py =DPs sin g 43 gin (@ — 2 q,)
(19) — Py -sing g —m. sin (2 py — o) - 8in (@, — @,)
- 0 =3 8in4 a, - 8In 4 9, 2-8in 2 (gs — @,) - 8in g, - sin @,
p, - 8in ey -sin Bs

9 =g siny §, -sinly, 28 suh}oc, (s - 610 4 7,

. P, - sin & f, _ Py - 8in o,
08 = o aini g caindy 9. sinlB .

2-8ind oy -singy, 2-sin}f,- sind v,

Durch Division wird:

psina -sind oy -sing g, _ sin'4 g,

Ppy-uing B, -sing ‘91 sindy, sin*le
p,sinja sinyy, _singp,
py-sinif, -sindy,  sind o,
sin(2g, — o) sing, sin(y—g,) sin(e,—g)
sin (¢ —2 @) -8in(ky — @) -8ing, 8o (g, — )

sin (e — 2 ¢,) B0 (P, — @) B0 (37 — Py) -BID P,

sm{;ﬁl _sm}z{i, =smg (3,

sinjo, snje, SiDjo

(20) #in (2 gy — (x) sin (s — @,) - sin (F 7 — @) - sing,

sin (g, _ll)_ sin (975 —_ %) sm (‘}' T q’s)

sin ¢, sin (P, — @,)  sin (g — Gy)

sin @, - cotg ¢, — cos @, = __ sin(p—9y) sin (} y — @)

sin @, [sin g, - cobg @, — €08 g,]  sin (g, — Py)
sin g, - cotg g, — ¥ Ps) 008 9, - 8in (@, — 5)

8in (g — P4)
st g, =~ 1+ cotg?p, =
_ 8 (g, — @) - sin’ (G y — ;) 4 2 - sin (} 9 — ;) - 008 , - 8in (g, — @)
sin? p, - sin(p, — @,)
. sin (g, —¢,) _sin*(by — @)
(st g - cotig, — con gyt = ST — 9 M7 — )
1 sin*(y—aqy) _

sin®p,  sin® (py — @,)
__sin? (g — @) +-sin® (F y — %) + 2-8in (k7 — ) - cos @, - 8in (p, — Ps)
sin? g, - sin (‘pa —P3)

gin? @, - sin* («%yf—(p) .
i gy — gy = Sin® (g — gp) + s’ 5y — @) +

+ 2. 8in (%y — an) - CO8 Qg . Siﬂ(‘Ps - ‘Pz)
= }[1 - cos 2 (s — )]+ } (1 — cos 2(p—w)] +
+2-8in(3y — @y) - cos g, - sin (s — Ps)-
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88 Die asthetische Kreisbogenkurve.

e e . .
(21) B2 U001 9 sin (Ly — ) - cosgpy - sin (95 — 9a) —
—cos(égffng)-cos(?tp34%_%1’)-

Ein angenommenes g, liefert hieraus ¢, durch Niherung. Dann

folgt ¢, aus

. sin® (g, - -
=
und « aus (20). Ist das gegebene « erreicht, so erhilt man g, aus (19).
05, 0; und g, folgen wiederum aus Gl (14).

Im vorstehenden ist die Auffindung von Kreisbogenkurven mit
konstantem Sehnenverhiltnis gezeigt werden; es ist noch zu untersuchen,
welche Bogenverhiltnisse sich dabei ergeben und wiewelt letztere mit-
einander iibereinstimmen. Sind &, 6, und b, die Bogenléingen bei der
Dreikreiskurve, so wird

b, e -2q _ "z"px_

2 o 92'2(W2_‘p15~ Py — Py

b
by 0 2(py—9,) (9 — 1)
by oy (v —2q) 57— P,

Das Verhiltnis der Bogenquotienten wird demmnach

_é;.p2=W1 (&’7_‘?’2}

by " b, (P — )"~

Fiir Fig. 13 ergibt sich z. B. v =1,002; die einzelnen Bogenverhilt-
nisse weichen also nur sehr wenig voneinander ab, so daB der ganze
Kurvenzug mit geniigender Genauigkeit harmonisch unterteilt ist, wie
dsthetische Riicksichten es fordern.

Will man eine mathematisch genaue Austetlung erreichen, so wird
%? veriinderlich und die Formeln werden iiberaus schwer losbar; nur
bei der Dreikreiskurve gelingt noch die Auflgsung:; es soll daher da-
von Abstand genommen werden.

Zum SchluB hebe ich noch hervor, daB das vorgeschlagene gra-
phische Verfahren fiir ¢, schnell einen Wert liefert, der die Gleichung
2 ¢, =y erfiillt. Man kann geradezu sagen, daB die Unsicherheit in
der Wahl von ¢, bei Beurteilung des Verfahrens ausscheidet, und da8
lediglich die Unsicherheit in der Wahl von x fiir die Festlegung der
Kurve unbequem ist.

Anmerkung: Ohne eine Annahme iiber die Lage der Ubergangs-
punkte zueinander ist die vorliegende Aufgabe unlésbar. Stellt man

z. B. bei der Dreikreiskurve Z‘ als f(9y, ;) dar, und sucht man den
2
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Von C. Herssr. 89

Grenzwert von ::—‘, indem man die Abhingigkeit von ¢, und g, durch
2
¥(@,, py) beriicksichtigt, so wird man ¢, = g, finden und damit bei

der Zweikreiskurve anlangen.

::—‘ und z—’ kounen nicht gleichzeitig absolute Minima sein, wie aus
2 3

folgendem hervorgeht: Es werde gesetzt

sin g, o sin (@, — 9’;)

11 (91 9s) = '2 “sinje, sing,
siny B, sin(}y—q,)
1s (9’1 ‘Pz) —-l[— B Loy ?im
of oy chy ey
= - ho 4.9
aqu o9, aq)g A o Ps
0f2=_§_5‘w if"%,:_g.aw
alpl a‘h . a‘Vz 0 Ps
A ofi  ofs _ of | ofy d h of, ofy _of ¢h
4 dg, " 0@, 09, 09,’ T oy, 0o Cp, 0@,
af; 7__@9’2 . afx Eoi‘ps—‘h)
op,  sinp,’ ? 9, 8in g,
ofy 5‘“(4;y~¢) cos (py — ) Ofy _ _ sin(3y— )
29 sinf(y, —9,) 0 Do sin® (py — ;)
Also wird
sing, sin(iy— @) _ 80}y —q,)-cos(p, — ) cos(p,— )
sin® g, sm’(tp2 — (pl) sin® (g, — @,) sin @,
sin (37 — @) _ sin g, - 08 (g, — @)
sin (37 — @) sin g,

Da ¢, > ¢, so wird die linke Seite > 1, die rechte < 1.

% und * sind demnach nur relative Grenzwerte, bedingt durch die

4
ljage der Ubergangspunkte und ihrer Tangenten. Die Gleichung wird

nur erfiillt fiir g, = ,; was natiirlich unbrauchbar ist.
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90 Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik.

Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik.,
Von H. Brasits in Berlin.

Die Absicht der folgenden Rechnungen ist nicht, unmittelbar
praktisch verwertbare Resultate zu erhalten, sondern ich will den Wert
der funktionentheoretischen Methoden, die sich im AnschluB an die Er-
findung des komplexen DPotentials darbieten, an Beispielen zeigen und
sie fir den vorliegenden Zweck ausbauen.

Speziell das erste Problem: ,Kraft auf starre Korper in zwei-
dimensionaler Potentialstromung® ist schwer realisierbar, weil Wasser
eben nicht in Potentialbewegung stromt; dagegen zeigt es die Be-
deutung des Begriffes Impulsstrom und des Residuensatzes.

Giinstiger ist das zweite Problem gestellt: ,Stromung beim Uber-
fall tiber ein Wehr® Auch hier ist zwar die Reibung vernachlissigt,
aber das hat auf den Verlauf der Stromung hier wenig Einfluf. DaB
man die Form des Wehres nicht willkiirlich wihlen kann, la8t sich
vielleicht durch ein reicheres Material von Beispielen zu dieser Methode
ausgleichen.  Vorlinfig habe ich auf die quantitative Ausbeutung
meiner Formeln (genaue Berechnung der erhaltenen Wehrformen, Er-
giebigkeitsgleichung fiir verschiedene Stromlinien usw.), soweit sie nicht
unmittelbar zu erhalten waren, verzichtet und habe den Hauptwert
auf die Darstellung der geometrischen Methoden gelegt: Die Methodel),
die Funktion w(z) = u(zy)+ ¢ -v(zy) durch die Kurven u = const
und » = const in der zy-Ebene (,,Achsenparallelen der «-Ebene iiber
der #-Ebene*) darzustellen, hat nicht nur den Wert einer Veran-
gchaulichung des Verlaufs der Funktion w(z), sondern kann auch da-
zu dienen, analytische Rechnungen (Kliminationen) mit diesen Funk-
tionen durch geometrische Operationen (Verbiegungen) zu ersetzen. Die
praktische Verwendbarkeit ist dabei nicht auf die stereotypen Beispiele
2% 1Ing ... beschriinkt.

. Xraft auf starre Korper in zweidimensionaler ungleichfirmiger
stationdirer Potentialstromung.

In paralleler Strémung erfihrt ein eingetauchter Kérper bekannt-
lich keine Kraft, wenn angenommen wird, daB er vom Wasser in
Potentialstromung vollstindig umflossen wird; erst die infolge Reibung

1) Vgl. die Lehrbiicher der Funktionentheorie: Burckhardt, Fricke u. a
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auftretende Wirbelbildung gibt zn Verschiedenheit der Druckverteilung
vor und hinter dem Korper und damit zu einer Gesamtkraft AnlaB.
Dagegen iibt in krummer Stromung bereits die Potentialstromung
Kriifte auf eingetauchte Korper aus, wie im folgenden unter Her-
stellung eines komplexen Ausdrucks fiir die Krifte berechnet werden
soll. Der abzuleitende Ausdruck gilt dabei vollig allgemein fiir jede
beliebige Potentialstromung, in der sich ein starrer Kdrper abgrenzen
liBt. Wir wollen trotzdem an einen speziellen Ausdruck fiir die
krumme Stromung (Potenzentwicklung um den Ort des starren Kdrpers)
ankniipfen, um ein Bild von den vorkommenden Singularititen zu ge-
winnen.

1. Zur Anwendung des komplexen Potentials schreiben wir in
iiblicher Bezeichnung:

2=+ iy 1=+ iy
. dy
w:u—ﬁ’v:d—‘z‘.

Fiir parallele Potentialstromung ist y — x#, das nichste Entwick-
lungsglied ergibt:
=z + (B +iy)2

Hierin ist ¢ die Geschwindigkeit bei 2= 0. Das Hinzutreten von f
gibt beschleunigte, also konvergente Strémung. y charakterisiert die
Krimmung der Stromlinien bei #z =0 (bei positivem y konvex nach
oben, Kriilmmungsradius = a/y). Den eingetauchten zylindrischen starren
Korper beriicksichtigen wir durch einen Dipol. Es ist also das komplexe
Potential der krummen Strémung um einen starren Kérper nunmehr
vollsténdig:

r=ws+i(B+ind+;

g —az + 1B(z* — yt) —yay + ¢

Y
re

Y=oy + fzy + 7@ —y") —¢

w=¢x+(ﬂ+w)z—zﬁ,
:c’—y’
T4

=0+ pfx—yy—e
2z y
=

v——fy—pa—c

Bei nicht zu groflem & ist der eingetauchte Korper klein, so dafl
man zur Berechnung der bez. Stromlinie die in héhere Potenzen mul-
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92 Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik.

tiplizierten A wund p ignorieren kann; er wird in dieser Annidherung
ein Kreiszylinder vom Radius Ve (Fig. 1)

2. Die X-Komponente der Kraft, die die Léngeneinheit des Zylin-
ders erfilrt, ist:

X=[p-n, ds.
n, ist der Kosinus der filr das Stromungsfeld dufleren Normale gegen z,
Fig. 1. das Integral ist um den Um-
¥ fang des Zylinders zu erstrecken,

der kein Kreiszylinder zu sein
braucht.

Diese Kraft, die man ja zu-
nichst durch™ Ausrechnung der
speziellen Oberflichendrucke und
Integration bestimmen wiirde,

65 2
RS %
S
-~

2%

Ricthung steht in allgemeiner Beziehung
der Kroft. zur Stromung durch den Im-
pulssatz:

Wenn man zur Elimination der dem Gesetz von actio und reactio
folgenden inneren Kriifte die hydrodynamische Grundgleichung iiber
den ganzen Raum integriert:

ou ow | 0 od

(@ ist duBeres Potential), so lifit sich dies unter Heranziehung der
Kontinuititsgleichung aunsintegrieren zu:

Slou(un, +on) + (p + g ®@)n,}ds = 0

mit der Bedeutung, daB bei stationéirer Strimung der gesamte kon-
vektiv und dynamisch durch eine Zylinderfliche strémende X-Impuls
Null ist.?) Fir den Y-Impuls folgt eine dhnliche Gleichung:

S{ov(un, +‘1my) +(p +o®@)n,}ds=0.

1) Man beachte hierbel, duB Drucke, elastische Spannungen, “berhaupt Krifte
als Intensititen von Impulsstrimen angeseben werden konnen. Das Prinzip von
actio und reactio und die Newtonschen und Eulerschen Grundgleichungen
sagen dann aus, daB der Impulsstrom entweder divergenzfrei weiterflieBt (Gleich-
gewicht) oder daf seine Divergenz sich in Abnahme des Impulsgehaltes duBert.
Hierdurch erfahren die bekannten Ausdrucksweisen, daf Kriafte in Widerlagern,
Fundamenten usw. ,aufgenommen* werden, daB Kriifte nach gewissen Gesetzen
wubertragen® werden (vgl. Berechnung der Krifte und Momente auf Querschnitte
in der Festigkeitslehre), eine sehr anschauliche Deutung; lihnlich wie wir sie bei
der Energiotibertragung durch den Begriff des Energiestromes haben,
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UmschlieBt die Integrationsfliiche einen fremden Korper, den starren
Zylinder im vorliegenden Problem, so kénnen wir nur behaupten, daB
fiir zwel solche Flichen das Integral gleichen Wert hat. Als eine der-
selben (@) nehmen wir die Oberfliche des eingetauchten Korpers, an der
diec Normalkomponente der Geschwindigkeit und dumit der konvektive
Impulsstrom verschwindet. Wir finden dann unsere Gesamtkraft X
als Teil des dynamischen Impulsstromes durch den Zylinderumfang
wieder und haben im Vergleich mit einer anderen (b) beliebigen um-
schliefenden Zylinderfliche:

(@) ()
X —f—fg On,ds =f{gu“’nz + ouun, + (p+ o®D)n,}ds.

Das Integral der linken Seite gibt, nach rechts hiniibergeschafft, den
Auftrieb, der sich also, rein statisch durch Integral iiber die Ober-
fliche des starren Korpers berechnet, zu den dynamischen Wirkungen
addiert. Das Integral der rechten Seite liefert den, an beliebiger um-
schlieBender Fliche berechneten, zustrémenden Impuls.

3. Zu seiner Umformung benutzen wir die Bernoullische Glei-
chung, nach der in stationirer Potentialstrmung:

jow+ )+ ptod="C

konstant im ganzen Raume ist. Wir erhalten so, weil fiir geschlossene
Flichen [Cn,ds =0 ist:

X +fo®n,ds — [{Lo(u? —v¥)n, + ouvn,}ds
Y—}—f@tpnyds =[{Lo(w?— ut)n, -+ ouvn, ds.

Wir unterdriicken jetzt den Auftrieb, der nichts Neues bietet, und
wenden uns dem Problem zu, die Integrale rechts durch das komplexe
Potential y, bzw. durch: w = u — iv = dy/dz auszudriicken. Hierauf
weist erstens ihre analytische Form hin, die den reellen und imagi-
niren Teil von w? enthilt; und zweitens miissen sie ja ihrer physi-
kulischen Bedeutung nuch vom Wege unabhiingig sein, also sich durch
komplexe Integrale darstellen lassen. Unter Beachtung der Normalen-
richtung ist:

dz = —i(n, +in,)ds,
und man verifiziert leicht, dal8:
X — z'Y:%g-/uﬂdz
ist, das Integral in positivem Sinne um den Umfang des Zylinders er-

streckt. Dies ist unsere Grundformel, die auch diese in den Geschwin-
digkeiten quadratischen GriBen an die komplexe Rechnung anschlieBt.
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94 Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik,
4. Wir wenden sis auf unser Problem in (1) an:
. ie [ , €12
X—zY=—§J{u+ (B +7,7)z—z-,} dz.
Dies ist nach dem Residuensatz:

=2mxoe(B + iy).

In konvergenter Strémung (B > 0) liegt die Kraft X —2moef in
Richtung der Stromung, bei Divergenz (8 < 0) ist sie sogar der Ge-
schwindigkeit & > O entgegengerichtet. In krummer Stromung (y = 0)
ist Y= —2mwpey nach dem Kriimmungsmittelpunkt, oder, was bei

Fig 2 Potentialstrémung dasselbe
ist, nach Stellen hdherer Ge-

schwindigkeit hin gerichtet.

5. Die Anwendung un-
gerer komplexen Formel ist
auch im allgemeinen Fall

duberst einfach: In jeder

¥ Stromung, zu der wir w(z)
kennen und in der man ein
é von Stromlinien begrenztes
geschlossenes Gtebiet als ein-
getauchten starren Korper

betrachten kann, ist X —4Y
gleich — 7z - ¢ multipliziert mit der Summe der Residuen der Funktion
w? im Innern dieses Gebietes. Betrachten wir z. B. eine Zirkulation

um zwel parallele Siulen (Fig. 2), so ist das komplexe Potential:

1=5 In(z—ia) —5-In(z + ia).

also:
[4

c
T iz —da) iEFia)”

Das Residuam von w? im Punkte 2z = 4- ia ist ¢¥ia; also: X = 0,
Y= — =g - c¢*a. Mit dieser Kraft ziehen sich die Séulen gegenseitig an.

Ist w(2) ein mehrwertiger Ausdruck, — es braucht ja nur aufer-
halb der starren Korper unverzweigt zu sein, — so treten noch die
Perioden des fuw?dz auf.

6. Die Resultate von (4) sind mnicht iiberraschend, denn die
Krifte liegen stets in der Richtung, in der auch schon in der unge-
storten Stromung ein Druckgefille herrscht, welches bei § >0 zur Be-
schleunigung der Strémung in Richtung der Geschwindigkeit, bei
9 =40 im Gleichgewicht mit der Zentrifugalkraft (Querbeschleunigung)
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senkrecht zur Strémung liegt. Diesem Druckgefille konnte man sich
auch- den eingetauchten Kiorper unterworfen denken: Wir bezeichnen
die ungestorte Strémung mit

Wy = Uy — vy = + (f + ip)e

und wollen die Kraft ausrechnen, die das nunmehr bei # = O herrschende
Druckgefille in einem Gebiet vom Inhalt J"— z K? = me/o des vorhin
dort liegenden Kreises austibt.

=0
L2 .o, . ov
= Fy (uo o +v0 moa—;—wo 3;)
Wegen

Buo 8@0 0v, Ouy

z T 7y d Pz 2y v
ist dies:
0wy — 1, Oy — 1,

:F"(%"a'x“““”o )
= Fo(uy+ivy) dltiv"

—Fow o fur 20,

In unserem Falle liefert dies:
X, —iY,=mge(f + ip),

algso gerade die Hilfte der auf den wirklich eingetauchten Korper
wirkenden Kraft. Das in der ungestdrten Strémung w, herrschende
Druckgefille reicht also allein zur Erklirung dieser Kraft nicht aus,
es ist noch fiberdies zu beriicksichtigen, daB bel der konvergenten
Strémung in den Staupunkten, bei der krummen Strémung an den
Seiten des Zylinders, an denen sich die Stromlinien zusammendringen,
wegen der Geschwindigkeitsdifferenzen entsprechend hohere Druck-
differenzen entstehen. Man darf sich nicht durch Amnschaulichkeit ver-
leiten lassen, das in der ungestSrten Stromung herrschende Druck-
gefillle, das dort in Beschleunigung iibergeht, zur quantitativen Aus-
rechnung der Kraft auf einen dort einzutauchenden Korper zu benutzen.

7. Die in (2) und (3) fiir den Impuls gemachten Entwicklungen
kann man auf den Drehimpuls iibertragen. Die hier folgende Rechnung
geht, wic man vergleichen moge, der obigen analog:

Das Moment um den Koordinatenmittelpunkt, das der eingetauchte
Korper erfihrt, ist:

N =fz-pm, —y - pn)is.
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Den Drehimpulssatz, in dem es mit den anderen Drehimpuls-
stromen zusammensteht, erhalten wir aus den Eulerschen Grund-
gleichungen, indem wir sie mit —y bzw. 4 z multiplizieren und
integrieren (vgl. Ableitung des Flichensatzes in der Mechanik):

4 &
ff ‘”‘az+ vyt +96*‘)
—J( %—@ay+ Py dedy~0
Dies wird zum Oberflichenintegral:

Slo(@v — yu) (wn, + vn,) + (1 + ¢ @) (wn, — yn,)}ds,

welches fiir zwel den Zylinder umschlieBende Flichen gleichen Wert
haben muB. An der Oberfliche des Zylinders selbst bleibt auBer dem
zu berechnenden N das Moment des statisch berechneton Auftriebs
stehen, das wir aber nicht mitschreiben wollen. Fiir die beliebige um-

schlieBende Zylinderfliche wird das Integral durch Hinfiilhrung von
pto@=0—go(+)
umgeformt. Man erhilt nach Zusammenfassung verwandter Glieder:
N = o [T = )y — wvzldy — [ (& — o) + wvylds

und dieser Ausdruck fiir den gesamten , Drehimpulsstrom® ist der reelle

Teil von:
LN PPY)
2J;0 z2dz.

IL Der Uberfall ilber ein Wehr.

Das Problem der Stromung mit freier Grenze ist von Helmholtz
auf eine funktionentheoretische Abbildungsaufgabe zuriickgefiihrt wor-
den: z B. bei dem auf eine Platte treffenden Strahl bilden sich die
Stromlinien ¢ = const auf der w =« — iv-KEbene so ab, daB die freie
Grenze ABC auf den Umfang eines Kreises fillt. Die Figuren 3
veranschaulichen den Verlauf der Kurven v — const iiber der z- und
der w-Ebene. Aus letzterer liest man unmittelbar ab:

w—1) (w417 w1
r= (('w~1))510j-1))=lnw2j1
und erhiilt dann 2z als fdz/w.
. Die Methode versagt jedoch, sobald die Schwere in Betracht
kommt, weil sich dann die Randstromlinie nicht mehr in vorherzube-
stimmender Weise anf eine Kurve der w-Ebene festlegen 1iBt.
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1. Von dem hierher gehorigen Problem des Uberfalls iiber ein
Wehr (Fig. 4b) weiB man aus mechanischer Ahnlichkeit nur, daB die
Ergiebigkeit pro Einheit von Breite und Zeit der 3/ ten Potenz der
Uberfallhshe proportional ist. Es ist dies ein Fall der gewthnlichen
Newtonschen Ahnlichkeit, nach der die Beschleunigungen im Einklang
mit der Schwerebeschleunigung ungeiindert bleiben und deshalb die
Geschwindigkeiten sich wie die Quadrat- Fig. 5.
wurzeln der Lingen vergréBern miissen. A
Der Druck nimmt bei solchem Uber-
gang zu dhnlichen Strémungen denselben

Faktor wie die Lingen an, "bleibt also
auf freien Grenzen konstant. Die mathe-
matische Schwierigkeit der vollstindigen
Losung  des TUberfall-
problems liegt darin,
dab Grenzbedingungen
an zwei verschiedenen C’ D

Stellen, der freien Ober- -
fliche und der Fliche des
‘Wehres zu erfiillen sind, wo-
bei die erste Grenze noch
nicht einmal festliegt, sondern
erst simultan mit der Losung

des Stromungsproblems zu

bestimmen 1st.

2. Zur Vermeidung die-
ser Schwierigkeiten machte
Herr Prof. Runge im Géottin-
ger Seminar iiber Hydrodyna-
mik den Vorschlag, die freie
Grenze im geeigneten Verlauf willkiirlich zu zeichnen. Die Geschwin-
digkeit auf ihr ist dann als Funktion der Hohe bekannt und das
Potential auf ihr hiernach anszuintegrieren. Aus solchen Randwerten
kann man, etwa durch zeichnerische Fortsetzung, das Stromlinienbild
eindeutig herstellen. Als Wehrriicken wihlt man dann eine im Innern
liegende Stromlinie, die sich wohl stets ungefiihr der Natur entsprechend

vorfinden wird, wenn die freie Grenze der Anschauung nach verniinftig
gewihlt ist. Die nétigen Formeln sind folgende:

Auf der Randkurve: y = (@)
ist: 1 (02 2 _
1@+ —gy=0
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1/2. T
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98 Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik.

oder:
a -
T=V2gy.

Die X-Achse, y =0, ist hier stets in solche Hhe gelegt, dab y die
Druckhthe der Geschwindigkeit cgjes ist. Es ist dann:

e — v +raa= [y {1+ (52) ] av.

Man erkennt bereits aus Fig. 4, wie man durch Wahl der Randkurve die
verschiedensten Fille berticksichtigen kann: Die schnelle Anderung von

—_— ’ ¢ mit wachsendem
X< y veranlaBt durch

Verkleinerung der
Quadrate Verenge-
rung des Strahles.
Liegt die Asymp-
tote des Oberwus-
gers in endlichem
Abstandeuntery=0,
so bleibt die Geschwindigkeit und
damit die Tiefe endlich. Geht da-
gegen die freie Grenze bis zu y =0
vy - hinauf, so wird dort die Geschwin-
digkeit Null, und wir erhalten den
Abflub aus stehendem sehr tiefen Gewidsser. — Wir beschrinken uns
auch hier stets auf zweidimensionale Stromungen.
3. Den in (2) ausgesprochenen Gedanken zur Losung des Uber-
fallproblems verbinde ich mit folgender funktionentheoretischer Methode!):
Schreibt man die obigen Gleichungen:

y=1(=), o =/]/y[l + (Z—;”ﬂdy

z=p(g), y=7q(p),

die als Gleichungen in Parameterform fiir die Randstromlinie ¢ =0
gelten konnen, so ist die zugehorige vollstindige Abbildung (Losung
von A =0 mit dieser Randbedingung) gegeben durch:

z+ iy =plp +iv) + ¢-q(p + iv),

in der Form:

1) Burckhardt: Funktionentheorie Seite 218,
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denn wenn p und ¢ reelle Funkiionen sind, so kann man fiir ¢ =0
die Trennung in reell und imaginir ausfihren und kommt zu den Aus-
gangsgleichungen zurtick. Nach Einfiihrung der beim Gebrauch des
komplexen Potentials tiblichen Bezeichnungen (s. 11) ist also die ge-
suchte Abbildung:

a=p) + -9

4. Bei Beispielen zu diesem Verfahren, bei denen man instinktiv
zunfichst mit rationalen Funktionen y = f(x) zu probieren beginnt,

kommt man leicht in die Verlegenheit, duB wegen 1+ (Z—;)z im Integral

fiir ¢ unter der ¥ Ausdriicke héheren Grades in y stehen. Die Inte-
gration wird erleichtert, wenn man umgekehrt sich Kurven aussucht,

bei denen C{% etwa einer Potenz von y proportional ist. Wihlen wir

z. B. ds?=a-y-dy® so entspricht dies der Kurve z = 3% Vay — 13,

also einer semikubischen Parabel. Das Geschwindigkeitspotential an
der Grenze ist nach (2):

Die oben verlangte ,Normalform® der Gleichung der Randstrom-
linie ist:
3

Y= Vo, wnVaVp 1,
wenn b%— V% gesetzt wird.

Die gesuchte Abbildung ist nach dem dargesteliten Verfuhren (3):
9 —————— 3§ . _
Die hiernach zu diskutierende Stromung folgt dem einen Zweig der

WO y:l z =0

semikubischen Puarabel von ihrer Spitze an 2

? H

Vi *——*515 ist. Fir kleinere Werte von ¢ hort v = 0 auf, freie Grenze

7u sein: mit Uberschreitung des Verzweigungspunktes tritt eine andere
Trennung in reell und imaginir ein. Eine Strecke weit oberhalb der
Spitze ist die Grenze ein senkrechtes Brett. (Fig. b auf der niichsten
Seite: Stromung unter einem Schiitz hervor.)

5. Der praktische Wert dieses Verfahrens wire aber sehr gering,
wenn man die (leichungen stets erst auf die Normalform z = p(g),

~ ¢ (¢) bringen miiBite, was oft mit den vorliegenden Funktionen gur
7*
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100 Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik.

nicht ausfiihrbar ist. (Auflosung transzendenter Gleichungen.) s muf
uns gelingen, das Verfahren fiir implizites Rechnen zu erweitern:
) Sind unsere Gleichungen in der Korm:
y=Y@), o¢=1F()
gegeben, so miiBte man zur Herstellung des Normalform die zweite
nach z auflésen und dies in die erste einsetzen, ehe man zum Kom-
plexen_iibergehen kann. 2z(y) ist also ein Ausdruck, der aus ¥ und F
durch ein Eliminationsverfahren entsteht. Diese Elimination [iBt sich
nicht vermeiden, aber wir kiounen versuchen, sie bis mach dem Uber-
" Fig 5. gang zum Komplexen
aufruschieben, wo sie
weniger Schwierigkei-
ten macht, wel wir

dort geometrische Me-
thoden benutzen kon-
nen. Um also sofort
zum Komplexen iber-

zugehen, schreiben wir:
@ +iv = F(a+ ib),
a + +b = ¢ ist hierdurch
als Hilfsvariable einge-
filhrt: Das Auftreten

einer solchen ist ge-

rechtfertigt, weil zwi-

schen den beiden Aus-

driicken ¥ und Y eine

Elimination stattfiinden mub, um zu einer Beziehung zwischen 3 und 2

zu gelangen. % =0 erfordert nun: b =0, z — a, dies mit y — ¥ (%)

zusammen ergibt naeh der Methode von (3):
z4iy—a+ib+1-Y(a+1b).

Die gesuchte Abbildung erscheint alse in der Form:

1= F(e)

z2=c+1-Y(c).

!

¢ steht hier zur Elimination bereit. Dies tun wir aber nicht, sondern
¢ wird bel unseren Abbildungen die Rolle einer Zwischenvariablen oder
,111fsebene” spielen.

b) Ebenso: wenn fiir die Randstromlinie » — 0 die Gleichungen

bestehen: \
X = X(y,‘/" (P = G(?/):
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so ist die Abbildung:
1= G(c), 2= X(c)+ic.
¢) Wenn schliefilich:
9 = H(zy), [lzy)=0,

so folgt aus der zur Einfiihrung der nOtigen HilfsgréBen angesetzten
Gleichung:

@ + iy = H(a, + 1b, a, + iby),
fiir die Stromlinie ¥ = O:

T =0y, b1=01 Y =a,, bzzoy

also:
&+ 1ty =a, + ib, + i(a; + ib,),
und:

f(a, + iby, ag + ib,) = 0.
Wir haben also unter Kinfiihrung zweier Hilfsvariablen das Resultat:
x=H(617("2)) f(cu 02)=0; Z=Ul+’t.6'2.

6. Eine Abbildung, die uns einen Uberfall iiber einen Wehrriicken
(Kig. 4b) liefert, erhdlt man aus der Annahme
z=2a —
Vy
fiir die Randstromlinie. Die Wahl gerade dieser Potenz von y geschah
erstens deshalb, weil es die einzige megative Potenz ist, bei der sich
das Integral fir ¢ in bekannten Funktionen auswerten 1aft'), und
zweitens gibt es auch zufillig?) fiir grobes z gerade die Spiegelsenkung,
die der Geschwindigkeitsvermehrung bei radialem Heranstrémen ent-

spricht (u ~ ;, Y~ u? e~ xi,') Fiir diesen Fall ist das Integral fiir g:
1 T e
Vg —1/ ‘/ ?/(1 + _17:) dy,

1) Man setze x—y" und frage, wann das Integral /1|/y(1q-7n’y2"—?) dy
durch eine Substitution y = n! so umgeformt werden kann, daf unter der y~ ein
Ausdruck ersten oder zweiten Grades in 7 steht. Dies gibt verschiedene Gruppen

zusammengehoriger Werte von # und I. n= — "'/, ist das einzige in ihnen vor-
kommende negative n.

2) Das Zufillige an diesem Zusammentretfen zwischen einfacher Integrier-
barkeit und radialem Zustrom lift sich vielleicht dadurch erkliren, daB die
Darstellung eines anderen als radialen oder parallelen Zustroms auch kompliziertere
Funktionen erfordert.
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wag durch Substitution: % = y%/a? ibergeht in:

2 [Vt e VRS
T /Vﬁ+1n In + Va4 95

atVaity
Die Konstanten ¢ und ¢ stellen wir vorerst in den Reduktionsformeln?)
3
—y=X a"s.g =12
aV2gx ’
Fig. 6.
. v Ebene
A
L e e b e b g
et e e T T oy L T T Ty
—+_'._'I1IIJ:|||,|(||IIIIJ 'Iv_r|||ll|||“||||||v—l—[

i
Hit

_HL
R

11Lll%1;'j1’l"|11l

; 4—0—#—*—}—%7’44_4_‘4_@_%1_
Py pyy bbb e

X

1t
it

beiseite, und erhalten dann durch Anwendung unseres Verfahrens (5b):

o 1—V1-+¢* 1 s

X_ln(~1+]/1+cs)+2 V1 + 3,
2 .

Z=—176,+zc.

Das Verfahren von Nr. 3 hiitte in diesem Falle versaght. Auch jetut
wiire eine KElimination von ¢, durch die X als Funktion von Z er-
schiene, nicht vorteilhaft; im Gegenteil, es ist besser, durch Einfithrung
noch einer Zwischenvariablen & = }'1 + ¢® die Behandlung der Singu-
Jarititen dieser ¥~ und des In zu trennen, und schliefilich kinnen
wir noch durch Ve =¢ die iberfllissige Singularitiit der 1/5 entfernen.

1) Es ist X= 90479, Z= X1 {Y. Eine Verwechslung von griech. X mit
lat. X, wovon letzteres tbrigens nirgends ausgeschrieben wird, ist zu vermeiden.
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Von H. Brasius. 103

Wir haben dann nacheinander folgende Abbildungen herzustcllen und

spiter zu vereinigen: 1— %
P 5] X:]n(1¢5>+219,

F=Vi+¢,

I S

Z_§+zg.

7. Die Abbildung X fiiber der #-Ebene verhilt sich im Unend-
lichen wie 24 + (2k + 1)mi; fir & = 0 wie — 2 9% fir & = + 1 loga-
rithmisch, sonst regulir. Diese Angaben, deren geometrische Bedeutung

Fig. 7.

fir den Verlaul der X-Kurven iiber der #-Ebene in I'ig. 6 gezeichnet
ist, geniigen, um das vollstindige Kurvensystem (Fig. 7) zu entwerfen.
Die in Fig. 6 angefangenen Kurven mufl man nfimlich jetzt, unter Riick-
sicht auf den angeschriebenen Richtungssinn der Achsenbilder, awf
direktestem Wege zu zwel Kurvenscharen aneinanderschlieBen, was mit
einiger Ubung an elementaren Beispielen gelingt. Es sei gleich hier be-
merkt, daB diese und alle folgenden Figuren nur Skizzen sein sollen und
deshalb absichtlich aus freier Hand gezeichnet sind, wobei sich die
geforderte Konformitiit nicht immer erreichen liel. Es ist gerade der
Vorteil dieses geometrischen Verfahrens, daf man ein Bild vom Verlauf
der Kurven fast ohne jede quantitative Rechnung, nur aus den hier
gemachten Angaben, erhilt,
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g.o9=71+ ¢ {iber der &Ebene verhilt sich im Unendlichen wie
gy fir =0 wie = (1-+}£5; es hat 6 Verzweigungspunkte bei

-
SR

1 0"‘1"’
= « AN
\ W \
/ \ “//9 \\‘
v %
» i e
+J
i

2k +1
¢—¢e s ',in denen & = 0 wird; es ist symmetrisch gegen Drehungen

um 2x/6 und reell oder rein imaginir auf den Richtungen 2k=x'12.
+7 Fig. . Aus diesen Angaben
\ ist uns dic Abbil-
11 dung der Achsen der
#-Ebene {iber ¢ be-

+J’3 reits vollstindig be-
P kannt, wie in Fig. 8

~ in leicht verstind-

P licher Bezeichnung

ST ~ eingeschrieben. Die
o Kinzeichnung  der

~ Achscenparallelen ge-

~& +R o schieht unter Riick-
sicht auf das typische
Verhalten komplexer Funktionen in der Nihe ihrer Verzweigungs- und
Sattelpunkte, wie in Fig. 8 ausgefiihrt ist. Von jedem Verzweigungspunkt
mlifite ein Schnitt ausgehen, der aber fiir das Kurvenbild nichts ausmacht,
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weil in den beiden Blidttern der Riemannschen Fliehe nur die Vor-
zeichen der &-Werte verschieden sind. Der Mechanismus, durch den
die ©-Ebene in dieses Bild auf der {-Ebene tibergeht, ist in Fig. 9 an-
gedeutet: Vom ersten Quadranten der #-Ebene wird die reelle Achse
bei # =1 im Winkel von 30° geknickt, der Winkel zwischen der reellen
und imagindiren Achse gestreckt; die so deformierte Ebene wird dann
so auf die §{-Kbene gelegt, daBl & =1 auf {=0 und &= 0 auf den
ersten Verzweigungspunkt fillt. Ebenso werden die anderen Winkel-
riume ausgeftillt.

Fig. 10.
| G Ebene
|
| .
| |
/_
- D
_J,;?:‘ > = e
)
SN

\
| N\

9. Durch diesen Mechanismus tibertragen wir das Bild der X-Kurven
aus der &-Ebene (Fig. 7) in die {-Ebene (Elimination von #!)
(Fig. 10). Die Winkel aufeinanderfolgender Achsenrichtungen, die bei
# = 0 30" betrugen, werden auf 60° verdoppelt. Bei { =0 liegen
jetzt zwel logarithmische Verzweigungspunkte, deren Blitter an den
anderen 6 Verzweignngsstellen paarweise ineinander tibergehen, so
dall mun dort je unendlich viele einfache Verzweigungspunkte liegen.
Bleibt uns nur noch iibrig, dieses Bild auf die Z-Ebene zu iiber-

tragen.
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10. & ist mit Z verbunden durch:
2 .
Z = E + Z§2,

und es ist leichter, erst die eindeutige Funktion Z () zu untersuchen,
und erst hieraus die mehrwertige Umkehrung §(Z) durch Deformation

Fig. 11.
+R, \
N \\

Iy,

§ Fbene

L]
J
2L

A Sy
I PeR

+J, = R -
IS 77
wg‘h'é;';';z D\ AL
N

O
o5
Sen
]
-=II

\\\\\\ 3

herzustellen. Muan gewinnt hierdurch gleichzeitig den Deformations-
mechanismus, der die Funktion X von der ¢-lkbene (Fig. 10) auf die
Z-Ebene iibertriigt, wobei dann unsere gesuchte Strimung erseheinen muB.

Z verhilt sich im Unendlichen der -Ebene wie % im Nullpunkt

wie 2/¢, hat keine Verzweigungspunkie und 3 einfache Sattelpunkte bei
ak+3

§:%/:?: ¢~ 6 '™ Diesen 3 Stellen entsprechen [olgende Werte vou 7:
E=i, Z=—3i, t=F§V3s—4 Z=+3V3+3i
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Im Sattelpunkt §{ = e~##6 verhilt sich Z so:

Z — Bein/‘ﬁ — 3@(; _ e—z’n/s)‘.’,
wie man durch Entwicklung oder durch den zweiten Differentialquo-
tienten ausrechnet. Die Richtung + J, des Sattelpunktes verlauft also

4k 41,
horizontal. Z = 0 fillt in die Punkte { = i/gi = z@ e ° m. Ebenso
wie in Fig. 6 kennen wir aus diesen Angaben die Achsenrichtungen
in den singuliren Punkten und die Lage der Nullpunkte, die man
sich in der &-Ebene aufzeichnen mul. Indem man nun die niichst-
liegenden Richtungen unter Beachtung des (sich in Sattelpunkten

bei geradem Durchgang um- Fig. 12,
kehrenden) Richtungssinnes A,
verbindet, erhilt man zu- é Ebene

nichst ein Gerippe, das auler
den Achsen der Z-Kbeune dic
Bilder der durch die singuli-
ren Punkte gehenden Achsen-
parallclen der Z-Ebene ent-
hilt (rechte Hilfte von Fi-
gur 11), in ein solches voll-
stindiges Gerippe kann man
nun in eindeutiger Weise die
ibrigen Achsenparallelen ein-
zeichnen) linke Hilfte von
Fig. 11).

11. Die Umkehrung £(4)
dieser Abbildung hat 3 Blitter,
den 3 Fundamentalbereichen des letzten Bildes entsprechend. Von diesen
Bereichen ist einer in Fig. 12 nochmals skizziert, der zweite sym-
metrisch gestultete liegt links neben i1hm, der dritte erfiillt den
Rest der ¢-Iibene. Die Deformation von Kig. 12 auf die Z-Ebene ge-
schieht durch Geradestrecken der Z-Achsen, Einknicken der beiden
Sattelpunkte und Abfahren der links liegenden Polhilfte ins Unendliche.
Das erste Blatt der Z-Ebene mit den Achsenparallelen der Z-Ebene
erhilt daher folgendes Aussehen (Fig 13): Der Nullpunkt der {-Ebene
riickt rechts ins Unendliche, wo die Kurven das typische Aussehen der
Abbildung 2/Z zeigen. Die positiv reelle {- Achse gibt uns die verlangte
hyperbolische Grenze, in der Tat fillt sie nach Fig. 10 mit einer
Kurve 3 = const = z zusammen. Sie zieht zwischen den beiden Ver-

zweigungspunkten, die sich aus den Sattelpunkten entwickelt haben,
hindurch in der -+ J,-Richtung ins Unendliche, wo sich ¢ wie V' Z/i
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verhilt. Das zweite Blatt ist symmetrisch gestaltet, das dritte inter-
essiert uns hier nicht, da es die freie Grenze §— O nicht enthiilt.

12. Unsere gesuchte Stromung muB im Innern der hyperbolischen
Grenze nach dem oberen Verzweigungspunkt von Fig. 13 hin liegen,

Fig. 15.
<+
Ry

/ Z Ebene

dies entspricht dem in Fig. 14 gezeichneten Teil der §-Ebene, in
welchen jetzt, soweitig notig, die X-Kurven aus Fig. 10 eingetragen
sind. Die Deformation von Fig. 14 auf die Z-Ebene geschieht wie in
Fig. 13 durch Kinknicken des Sattelpunktes, Kriimmung von I, zur
hyperbolischen Grenze und Abfahren des links liegenden logarithmischen
Verzweigungspunktes ins Unendliche. Wir erhalten dann mit Fig. 15, - -
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der Bequemlichkeit wegen gegen Fig. 13 um 180° gedreht, — eine
Stromung, die uns den Uberfall iiber einen Wehrriicken mit scharfer
Kante (120°) darstellt. Auch die zweite Zwischenvariable ¢ ist nun

eliminiert und wir sind am Ziele. — Die Werte besonderer Koordinaten
sind aus Nr. 10 eingetragen. Man kann den Wehrriicken auch lings
jeder anderen Stromlinie annehmen, und vermeidet so die Singularitit der

120%KEcke, die in Wirklichkeit zur Ablosung des Strahles Anlall gibt.

Fig. 15.

Z Ebene

Unter den Verzweigungspunkt kann der Scheitel des Wehres nicht
hinunter. Der andere Teil des ersten Fundamentalbereichs liefert noch
eine mdgliche Stromung mit derselben freien Grenze, das zweite Blatt
enthiilt die symmetrischen Bilder, das dritte nichts, nur analytische Fort-
setzungen. Zur genauen Ausrechnung der in Fig. 15 gewonnenen Wehr-
formen miifiten die SchluBformeln von Nr. 6 in reell und imaginir ge-
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trennt werden, was immer durchfiithrbar, aber sehr mithsam ist. Die
charakteristischen Kigenschaften, Lage des Scheitels, Winkel, Spiegel-
senkung haben wir auch obne das erhalten und begniigen uns nun noch
damit, die DurchfluBmenge fiir den Fall auszurechnen, wo die durch den
Verzweigungspunkt gehende Stromlinie als Wehrriicken gewihlt wird.

13. Die Durchflubmenge ist bestimmt durch D% = = (Figg. 1, 10),
die Uberfallhthe ist DY =%, (Lage des Verzweigungspunktes Nr. 10,12.
Fig. 15.) Hicrbei bedeutet 1) die Differenz zwischen Verzweigungs-
punkt und Randstromlinie. Indem wir nun wieder auf unsere Reduk-
tionsformeln (Nr. 6) zurilickgehen, erhalten wir:

. DY ==x, a="%Dy=7,,

al)/2g
also durch Elimination von a die Durchflubmenge
Dy =7 (3)-V2g (Dy)*
(vgl. bez mechanischer Ahnlichkeit Nr. 1),
Bazin') schreibt: @ — M - ()Y 2gh, wobei @ Wassermengs,
I Wehrbreite, % Uberfallaghe ist. Nach .unsercr Rechnung ist
M= % - (2)% = 0,07. Bazin erhilt Werte um 0,50. Daf s kleiner
sind, als der berechnete, ist neben der Reibung dadurch begriindet,

daB bei scharfen Iicken der Strahl sich meist losldst und so die eigent-
liche Uberfallhthe kleiner wird,

Photogrammetrie von Kiistenaufnahmen.

Von Dr. HorsT v. SANDEN in Géttingen.

Ein dankbares Anwendungsgebiet diirfte sich der Photogrammetrie
darbicten in der Verwertung von photographischen Aufnahmen einer
Meereskiiste, die von einem voriiberfahrenden Schiffe aus gemacht
werden.

Der photogrammetrischen Vermessung konnen hierber noch Punkte
zuginglich gemacht werden, die bei anderen Verfahren nur mithsam
oder gar nicht zu erreichen sind, wie z. B. vorgelagerte, unzugingliche
Felsenriffe u. dergl.

Andererseits liegen bei diesem Problem die geometrischen Ver-
hiltnisse so glinstig, dall es nur weniger bekannter GroBen bedarf,
um aus den Aufnahmen eine Karte des (Gebietes zu konstruieren.

1) Bazin, Expériences nouvelles sur 1'écoulement en déversoir, Paris 1898.
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Als Kamera kann ein beliebiger photographischer Apparat benutzt
werden, von dem im folgenden nur die ,innere Orientierung” als
bekannt vorausgesetzt wird, d. h. Linge und Fuflpunkt des Lotes vom
Linsenmittelpunkt auf die Platte. Dicse Daten lassen sich auch un-
schwer ermitteln.

Ferner werden noch einige Voraussetzungen gemacht, die eine
Vereinfachung der Aufgabe bedeuten und durch die Praxis gerecht-
fertigt werden konnen.

Von dem in Betracht kommenden Kiistenstrich sollen drei Auf-
nahmen gemacht werden, und der Kurs des Schiffes soll dabei ein
pahezu geradliniger sein.

Zunichst wird die Rechnung durchgefithrt fir den qu daB die
drei Aufnahmestandorte genau auf einer Geraden liegen (S. 112 bis 116),
spiter werden kleine Abweichungen vom gradlinigen Kurse mit in Be-
tracht gezogen (8. 116 bis 118).

Weiter sollen die Abstinde zwischen den Aufnahmestandorten ge-
messen werden, was mittelst Logg und Uhr geschehen kann. Im Ver-
lauf der Rechnung wird das Verhalinis zweier Abstinde korrigiert, die
Genaunigkeit des MaBstabes der Rekonstruktion ist natiirlich dureh die
Genauigkeit dieser Lingenmessung bedingt.

Eine weitere Vereinfachung bietet die Moglichkeit, eventuell den
Winkel zwischen Kurs des Schiffes und der Richtung, in der ein Punkt
der Kiiste vom Schiffe aus geschen wird, zu messen, ctwa mittels Peil-
kompaB (S. 118 bis 119). Die geometrische Aufgabe, welche zu I3sen
ist, ergibt sich aus folgendem:

Auf allen Bildern stellt sich der Horizont, soweit er durch die
Meeresoberfliche gebildet wird, als Gerade dar. Damit ist eine horizon-
tale Ebene, welche die drei Bildgeraden und die drei Projektionszentren
der drei photographischen Aufnahmen enthilt, ohne weiteres gegeben.

Durch die auf dem Horizont sichtbaren Punkte (die anderen Bild-
punkte hat man orthogonal auf den Horizont zu projizieren), werden,
bei gegebener innerer Orientierung, die Winkel gemessen, welche die
nach diesen Punkten hinfithrenden Projektionsstrahlen miteinander bilden.

Jede Aufnahme liefert also ein Strahlenbiischel diskreter Strahlen,
deren Winkel untereinander bekannt sind. Die drei Biischel sind
auBerdem derart aufeinander bezogen, daB die nach ein und demselben
Objektpunkte fiithrenden Strahlen einander zugeordnet sind.

Die Aufgabe ist nun die: Durch Verschiebung und Drehung die
drei Biischel in einer Ebene so gegeneinander zu orientieren, daB sich
immer drei entsprechende Strahlen in einem Punkte schneiden. Die
Bedeutung der oben gemachten Voraussetzungen ist leicht ersichtlich.
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Falls Punkte des Objektes ecinen relativ groBlen Abstand vom
Horizont haben, so gelingt eine Rekonstruktion bereits aus zwei Auf-
nahmen. Iieriiber siche Finsterwalder ,Eine neue Art, die Photo-
grammetrie bei flichtigen Aufnalimen zu verwenden® (Sitzungsber. der
Kgl. bayr. Akademie der Wissensechaften, Bd. XXXIV, 04, Heft 1)), wo

auch die iibrige Literatur zu diesem Gegenstand angegeben ist.

L

Annahme, dal die Aufnahmestandorte auf einer Geraden liegen.

In Fig. 1 seien A BC die Aufnahmestandorte. P, sci ein Objekt-
punkt. e, B, ¥, seien die Winkel der betreffenden Projektionsstrahlen
mit A C (der Bahn des Schiffes),
\ Fig. L die, um einen allgemeinen Fall
Y zu behandeln, als nicht gemessen
vorausgesetzt werden. Ferner sei
AB=u; BC=v und u +v=
w—= AC (etwa mittels Logg
und Uhr) gemessen. Solange
der MaBstab nicht in Betracht
kommt, sind kleine Fehler in
dieser Messung belanglos, da

nur Y =% in der Rechnung auf-
v

‘> {ritt und diese GriéBe noch kor-
riglert wird. Der Fehler bei
maBstabrichtiger Rekonstruktion ist natiirlich dem Fehler, mit dem
diese Lingen u, v, w gemessen sind, proportional. .
Wir suchen nun die Bedingung dafiir, daf die drei Strahlen
AP,, BP,, OP, durch einen Punkt gehen. Dies wird offexbar eine
Gleichung '

: u B v C

) o (o By k) =0
sein.
Fiibren wir ein rechtwinkliges Achsenkreuz (X ¥) ein, dessen X-Achse

die Gerade AC ist, und dessen Y-Achse darauf in A senkrecht steht,

so lauten die Gleichungen der drei Projektionsstrahlen AP,, BP,, CP,

in diesem Koordinatensystem:

1) Finsterwalder erhiilt in obiger Arbeit eine Gleichung sechsten Grades
fiir die Tangente eines Winkels (8. 108). In dieser Gleichung treten die Koordi-
naten von drei Punktepaaren auf. s mag bemerkt werden, da8 durch Hinzu-
nahme von mehr Punkten die Aufgabe auf die Auflsung von sechs linearen
Gleichungen mit sechs Unbekannten zuriickgefiihrt werden kann.
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z-tang o, — 9 -0
z-tang B, —y —u - tang B, = 0
z-tangy, — y — w - tangy, = 0

und die Gleichung ¢ = 0 wird durch das Verschwinden der Determi-
nante gegeben:

tangee, —1 O [
p=ltangB, —1 — u-tangp, -%=0.
tangy, — 1 —-w-tangy,

Dies wird ausgeschrieben (wobei sich noch etwas weghebt und S= k
eingefiihrt wird),

@ =k tang o, - tang 8, — (1 + %) tang e, - tang p, + tang B, - tangy, = 0.
Diese Gleichung mull auch erfiillt sein fiir die Projektionsstrahlen nach

allen anderen Punkten P,, d. h. fiir deren Winkel «, £, », mit AC.
Gemessen werden aber die Differenzen

Ay =g — o
‘Bi =f— B8,
C=v,— v,

sodaB wir in den Gleichungen zu setzen haben:
=4+ o
B, — Bi + ﬂx
7:=C, + 7,

Jeder Punkt P, liefert damit eine Gleichung, dise wir @ =0
nennen und es wird also:
D,(e, By, k) = ktang (4, + o) - tang(B; + B,) —
— (1 + k) tang (4, + &) - tang (C; + 7,)
+ tang (B; + By) - tang (C; + 7).

Fir e f, p, kann man auf diese Weise, durch Hinzunahme von
welteren Punkten, beliebig viele Gleichungen erhalten, und es ist
empirisch bekannt, daB es ein Wertesystem der Unbekannten gibt,
welches alle Gleichungen befriedigt.

Durch Einfiihren der Tangenten der einzelnen Winkel schreibt
sich die Gleichung zunichst:

j. Uange ttang A) (tang f, + B) _
(1 — tang o, - tang 4) (1 — tangf, tang B))
(tang o, 4 tang 4) (tang y, + tang C)
— (1 +k) (1 — tang «, tang 4,) (1 — tang y, - tang C) +

+ (tang B, + tang B) (tangy, + tang C)) —0
(1 — tang g, - tang B) (1 — tang y, - tang C,) '
Zeitschrift f. Mathematik u. Phyaik. 58. Band. 1910. Heft 1/2. 8
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Zur Abkiirzung setzen wir jetzt:

tange, = Pitangd; ~a, LR l
tang B, — @ |tang B;=b, M- Q | — S.
tangy, = B|tangC,—¢; N- P

tang e, - tang 8, = L
tang e, - tang y, = M

tang B, - tangy, = N

{
Dann bestehen die Gleichungen:
P.9g=IL P-R=M @-R=N P -Q-R—§8

Wir betrachten nun die sieben GrdBen I, M, N, P, @, B, S als Unbe-
kannte und erhalten fiir =1, 2,3 ... 7 sieben lincare Gleichungen dafiir:
L-Tk(1+b-¢)+c(a,—b)]— M- [kQQ+b;-¢)+a.b+ 1]+

+ N U“'ai(bi—'ci) + a’ibi T 1] + S - [k(bz - c’i) + bi - ai_] +
+ P-[k(d~c)~e¢(a; b+ 1]+ @-[ka(1 +b;-¢) +-¢,(1 +a;-5)] -
—R- [kai(bici + 1+ a— bz’] +¢ (bi - ai) + ka‘i<bi - ci) =0

(fir i=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

Was die Determinante dieser Gleichungen anbetrifft, so ist er-
sichtlich, daB weder zwei Horizontalreihen noch zwei Vertikalreihen
derselben, auch nach Multiplikation mit Konstanten, identisch gleich
werden. Es gibt also nur ein Wertesystemn der eigentlichen Unbe-
kannten «; f, y,, das siimtliche 7 Gleichungen befriedigt, die Ldsung
ist demnach eindeutig.

Die Auflosung der Gleichungen, die zweckmiBig durch sukzessive
Elimination der Unbekannten bewerkstelligt wird, bietet keine Schwierig-
heit und ist besonders mit dem Rechenschieber leicht auszufiihren.

Die Koeffizienten setzen sich aus den Tangenten der gemessenen
Winkel zusammen. Als Anfangsstrahlen (die durch «;, 8, 7, bezeichnet
werden) kann man drei beliebige entsprechende Strablen anmehmen.
Man wird zweckmiBig solche wiihlen, die in allen drei Bischeln un-
gefihr in der Mitte liegen. Da der Sichtwinkel der gebréiuchlichen Ob-
jektive etwa 50° bis 70° betrigt!), so wird es sich erreichen lassen,

daB die gemessenen Winkel <C % bleiben, mithin ihre Tangenten < 1.

Die Koeffizienten in den Gleichungen werden also mnicht unbequem
groB werden.’

Man braucht auch nur die Unbekannten P, ¢, B zu berechnen.
Die eventuelle Berechnung auch der anderen Unbekannten liefert durch
die obenstehenden Gleichungen, die zwischen den Unbekannten bestehen
miissen, eine Kontrolle der Richtigkeit und Genauigkeit der Rechnung.
Ist die Genauigkeit des auf diese Weise ermittelten Resultates aus-
reichend, so ist die Aufgabe erledigt.

1) Nach einer Mitteilung der Firma Carl ZeiB, Jena.
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Ist eine groBere Genauigkeit erwiinscht, so kann man die auf die
soeben angegebene Weise erhaltenen Werte von e, 8, 7, die wir jetzt
mit @, By, 7; bezeichnen wollen, als Nihcrungswerte betrachten und
mittelst des Newtonschen Verfahrens in folgender Weise verbessern.
Hierbei kann auch der gemessene Wert von %, den wir k£ nennen und
dann auch als Niherungswert betrachten, verbessert werden.

Die Niherungswerte werden die Gleichungen @,=0 (8. 113) nicht
genan befriedigen, sondern wir werden erhalten:

‘ @, (ax .31 71 E) =&
worin ¢, kleine Abweichungen sind.
Zur Korrektion #ndern wir die Niherungswerte um kleine GriBen

.(Korrekturen) o, B, 7:, ¥, dabel &ndert sich @, um AP, und wir
setzen unter Vernachlissigung Glieder hiherer Ordnung:

6o, ., b ., 2B, ., | 3P
LD, = ot Bt nt

B,
wo In die Ableitungen die Niherungswerte einzusetzen sind. Die
Korrektionen o), f;, #1, # sind nun so zu bestimmen, daB @,+.4@,=0
wird, oder da @ — . ist, muB AP, -+ =0
gesetzt werden. Nun ist:

09, ktang(B, | ) — (1 + k)tang(C, + yy)

ooy cos® (A, + )

0,  ktang(4, -+ o)+ tang(C; + 7)

0 cos*(B;+6)

09; tang(B,+§,) — 1+ K)tang (B, 4 «,)
oy, cos®(C; +y,)

X3

3]; = tang (4, + @) - [tang (B; + f,) — tang (C; + 7,)]-

Damit werden die Gleichungen zur Bestimmung von o, £, ¢, &/,
wenn man sie moch mit einem Generalnenner

G = cos (4, + &) - cos (B, + f,) - cos (C; + %)
multipliziert:
ksin (B; —Cy+ By — 7:) — sin(C+ 7)) - c0s (By+8) v o

cos (4, + «,)
ksin (4; + &) - cos (C;47,) +5in (G, + 7,) cos (4, + &)
- cos (B + B;) o
sin (B, — 4, + B, — &) —ksin (4, + &) cos(B; + F) -
+ cos (C; £ 7,) K

+ sin (4, + %) sin (B, — C,+ B, — 7)) - ¥ +
+ cos (A, 4 &) - cos (B, + f,) - cos (C, + 7,) - £, = 0.
8*
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Fir 1=1, 2, 3, 4 wiren dies vier lineare Gleichungen fiir die
vier Unbekannten &, 8, ¢, k; da jedoch bereits zur Ermittelung der
Niherungen 7 Punkte vermessen sind, so wird es sich empfehlen, hier
7 Gleichungen fiir die Korrektionen aufzustellen und diese mach der

" Methode der kleinsten Quadrate in bekannter Weise auszugleichen.

Durch

al=&1+“'5 131=E1+ﬁ,5 7’1=5’1+7”; k=7ﬁ+k’

erhilt man dann die verlangten Werte. Durch Berechnung des mitt-
leren Fehlers kann man einen SchluB auf die Genauigkeit ziehen. Ge-
niigt dieselbe nicht, so kann man die Werte o = & + & als zweite
Niherungen betrachten und das Korrektionsverfahren noch einmal
wiederholen.

II.
Beriicksichtigung des Umstandes, daB die Aufnahmestandorte A, B,
C nicht genau in einer Geraden liegen.

Der Punkt B liege jetzt nicht auf der Geraden 4B (s. Fig. 2),
sondern habc von ihr den Ahbstand d, der jedoch klein sein soll gegen-

ein kleiner Bruch ist.
Der FuBpunkt des Lotes
von Bauf AC sei B’ und
wir nemnen u — AB’;
v —= B'C. Gemessen
werden in diesem Falle
allerdings A B=«" und
BC =v’, doch ist g =k

J} Fig. 1. iiber v, so daB 6=5
4

wu
von -, = k¥’ nur sehr

wenig (um Glieder zwei-
ter Ordnung in 0) ver-
schieden. Den Winkel, den der Strahl BP mit AC bildet, nennen
wir wieder 8. Dann haben die Geraden AP, BP und CP in einem
Koordinatensystem, wie es auf S. 113 benutzt wurde, die Gleichungen:

z-tange — y =0
z-tangf —y 4 (d —u-tangB) =0
x-tangy —x — w - tang p =0 (w=u-+v).

Die Bedingung des gemeinsamen Schnittpunktes der drei Geraden,
die wir jetzt =0 nennen wollen, enthilt jetzt auch noch d, es ist:
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ftange — 1 0
Y (efiykd) = tangf — 1 d — u tang B -%=0

jtangy — 1 — w tangy

oder:

tang g - tang p + 0 tangy — (1 + k) - tang « - tang y — dtang o
+ k- tang e - tang § = 0.
Fithren wir, ebenso wie auf S. 113, die gemessenen Winkel ein, so
erhalten wir die Gleichungen:

B, % tang (e, + 4) - tang (B, +B)— (L+ B)-tang (ay+ 4) - tang (3, + C) +
+ d{tang (3, + C) — tang (¢, + 4,)} + tang (B, -+ B,) - tang (y, + C) = 0.

Zur Aufsuchung von Niherungswerten nehmen wir 8 = O als erste
Niherung an und ermitteln die Werte von &, 8, 7, genau so wie es
auf S.113 und 114 angeben ist, da fiir § = O die Gleichungen ¥,=0,
die jetzt auftreten, in die friiher benutzten ®,= O tibergehen. Diese
Nitherungen werden wie vorher durch:

AT, + g=0

korrigiert. In den Korrektionsgleichungen tritt jetzt jedoch ein Glied
mehr auf, nimlich:

5 - 2% (tang Gy + C) — tang (&, + 4)) -,

wihrend oW, od
i

XS o

usw. 1st.
Nach Multiplikation mit dem Generalnenner
G = cos (4; + &) - cos (B, + B,) - eos (C, + ;)
wird das neue Glied:
cos (B, + B,) - sin (C, — A, + 7, — &) - &'

Statt der vier Korrektionsgleichungen auf 8. 116 hat man es jetazt
mit finf zo tun, indem 4" als neue Unbekannte hinzutritt.

Vermutet man, daB 0 relativ groB sein kann, so wird es sich
empfehlen, zuniichst aus fiinf Gleichungen ein System von Korrekturen
zu berechnen, die damit erhaltenen Werte der Unbekannten «,, 8,, ,,
als zweite Niherungen zu betrachten und dann nach der Methode der
kleinsten Quadrate neue Korrektionen zu berechnen.

In diesem Falle hat man bei der zweiten Korrektur nicht mehr
& = 0 zu setzen, sondern fiir § die erhaltcne erste Korrektur 4” ein-
zufiihren. Dann ist nur noch:

R E:

und 2% _ 2@
ap, 0

nd =k
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bei den anderen Ableitungen, nach « und yp, tritt ein neues Glied mit
d” hinzu, es wird nimlich:

6w 80, &
6o Oa + cos? (@, +4)
o o0 8

5 "o Tt 6

Nach Multiplikation mit dem Generalnenner G kommt:

G 8F_ 5 2%  cos(B 4 B)-cos(s +C)-&
T e 7 fa cos (e + 4) B
G. 0% _q.2%  cos(atA)cosf + By
oy 07 cos (7, + C)
aa? und %S bleiben ungeindert. Die Korrektionsgleichungen fiir die

zweite Korrektur lauten somit vollstindig:

ksin(B,— G+, —7,)—sin (C+1,) - 008 (B;+f,)— cos (B, + B) -cos (Ci+7,)- 8"

cos (4, + o) ¢
+ B sin (4; -+ &) - 008 (C; + 7,) - s?n (Cit+ ) cos(d,+a) g
cos (B, +n,)
0B At~ ) —Rein (At ) cos (Bt f)o0s (At ) cos (B )8

cos (C;+74)

+ sin (4; + ) - sin (B; — C; + BL — ) K

+ cos (B; + Bl) csin (G — 4, + 7, — &) - 07

+ cos (4, + e) - cos (B, + 8,) - cos (C, + 7,) - & — 0.

Hierin sind die zweimal iiberstrichenen Gréfen die zweiten Nihe-
rungen, die zweigestrichenen, deren Korrekturen und &, die Abweichungen
nach Einsetzen der zweiten Niherungen, also

o (e;...)=¢,.

%

Aus diesen Gleichungen erhidlt man dann die zweiten Korrekturen
und damit die dritten Niherungen. Ob die erste Korrektur geniigt
oder eine zwelte notwendig ist, vielleicht gar eine dritte, mull von
Fall zu Fall entschieden werden, unter Beriicksichtigung der sonstigen
Fehlerquellen.

I11.

Vereinfachende Annahmen.

. Eine wesentliche Ersparnis an Rechenarbeit kann dadurch er-
reicht werden, wenn es moglich ist, fiir die Unbekannten «, 8, »
Niherungswerte zu erhalten, ohne die Gleichungen auf S. 114 auflésen
zu miissen. Steht auf dem Schiffe, von dem aus die Aufnahmen ge-
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macht werden, ein PeilkompaB zur Verfigung, so kann gleichzeitig
mit der Aufnahme der Winkel zwischen dem Kurse des Schiffes und
einem Objektpunkte gemessen werden. Fiihrt man dies bei allen drei
Aufnahmen fiir den gleichen Objektpunkt durch, so hat man damit
Niherungswerte fiir die drei gesuchten Winkel «;, fi;, 7,. Zu beachten
wiire dabei, daB der Verschlul der Kamera in einem Momente zu 6ifnen
ist, in dem das Schiff genau an seinem Kurse anliegt.

Eine andere Miglichkeit, um zu Niherungswerten zu gelangen,
wire durch folgendes Verfahren gegeben:

Man stellt die Kamera auf der Mittellinie des Schiffes auf. Dann
werden sich auch Teile des Schiffes abbilden. Macht man nun eine
zweite Aufnahme, indem man die Kamera so weit dreht, dafl ein auf der
Schiffsmittellinie befindlicher Gegenstand (Flaggenstock, Mast oder dergl.)
zusammen mit einem auf der ersten Aufnahme befindlichen Schiffs-
gegenstand abgebildet wird, so gibt die erste Aufnahme den Winkel
gwischen einem Objektpunkte und dem Schiffsgegenstand, und die
zweite Aufnahme den Winkel zwischen diesem und dem Kurse des
Schiffes. Durch Addition beider Winkel erhilt man den gewiinschten
Niherungswert. Ev. kann man eine dritte Aufnahme zwischen die
erstgedachten einschalten. Der Zeitpunkt der zweiten (und ev. dritten)
Aufnahme ist beliebig.

Die Rekonstruktion des Objektes bzw. Zeichnung eines Grund-
risses desselben gestaltet sich sehr einfach:

Man bringt die drei Strahlbiindel auf dem Papier in geeignetem
Mafistab in die durch «, B, 7,, k&, 0 gegebene orientierte Lage und
erhillt als Schnittpunkte von je drei uugeordneten Strahlen (worin eine
Kontrolle liegt) die Punkte des Grundrisses. Die Héhen sind dann in
bekannter Weise zu ermitteln, wobei eine doppelte Kontrolle msglich
ist, da die Hohen bereits aus einer Aufnahme zu bestimmen sind.

Es mag noch bemerkt werden, daB das In vorstehendem ge-
schilderte Verfahren auch bei anderen als Kiistenaufnahmen Ver-
wendung finden konnte. Sobald es durch eine Libelle méglich ist, die
Kamera vertikal zu stellen, und die drei Standorte ungefihr in einer
Vertikalebene liegen und ihr Abstand voneinander geschiitzt werden
kann (ev. sind die Standorte auf einer Landkarte markiert), so
kann man durch Projektion auf eine Horizontalebene das Problem auf
das oben behandelte zuriickfiihren.
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Zur Statik der massiven Widerlager.

Von Dr. M. MiLaxkoviTcu in Wien.

Wir wollen in dieser Abhandlung drei verschiedene Formen der -
massiven Widerlager entwickeln, die gewissen, von vornherein gestellten
Forderungen in allen ihren Teilen vollkommen entsprechen und als die
theoretisch giinstigsterr Formen bezeichnet werden konnen.

Bevor wir zur Behandlung dieser drei Probleme schreifen, wollen
wir folgende allgemeinere Betrachtungen vorausschicken:

Es sei in der Fig. 1 ein Widerlager ABCD dargestellt. Dasselbe
habe eine prismatische Form, seine Krzeugenden seien senkrecht zur
Bildebene, die Leitlinien AND und BN'C stetige Kurven (Begrenzungs-
kurven). Die Tiefe des betrachteten Teiles
des Widerlagers — senkrecht zur Bildebene
4 gemessen — sei gleich der Einheit. Auf diesen

" Teil des Widerlagers wirke im Punkte F, der
schief gerichtete Druck XK. Auf den durch
eine etwaige Hinterfiillung des Rickens BC
des Widerlagers hervorgerufenen Erddruck soll

Fig. 1.

hier keine Riicksicht genommen werden, da

derselbe vom Feuchtigkeitsgrad der Hinter-
filllung abhiinglg ist und bei Vornahme von
Reparaturen am Widerlager giinzlich ver-
schwinden kann. Dann wirken auf das Widerlager zwei Arten von
Kriiften: der schief gerichtete Druck K wund das vertikal wirkende
Eigengewicht des Widerlagers selbst. Die Fugen des Mauerwerks
nehmen wir horizontal an, da dieselben bei den praktischen Ausfith-
rungen in Ziegel und Stein tatsichlich so ausgefiihrt werden und bei

Ausfithrungen in Beton die Arbeitsgrenzen eine horizontale Lage be-
sitzen. So wirkt damn auf eine beliebigge horizontale Fuge NN’ die
Druckkraft R, welche sich als die Resultante des Druckes K und des
Eigengewichtes G des oberhalb dieser Fuge befindlichen Widerlager-
teiles NABN' darstelll. Der Angriffspunkt £ dieser Kraft wird der
Druckmittelpunkt der Fuge NN’ und der geometrische Ort der Druck-
mittelpunkte der horizontalen Fugen die Druckkurve genannt. Die der
Fuge NN’ unendlich benachbarte Fuge sei N, N;, ihr Druckmittelpunkt
sel F; und ihre Druckkraft £,. Legen wir in der Kraftebene ein
orthogonales Koordinatensystem mit einer horizontalen Abszissenachse
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und einer vertikalen Ordinatenachse und bezeichnen wir die Koordinaten
des Punktes £ mit 2 und y, so ist:

EE,=drx EE=dy.

Bezeichnen wir noch das spezifische Gewicht des Widerlagermaterials
mit g, so konnen folgende Erwigungen angestellt werden:

Auf das unendlich schmale Korperelement N N"N/N, wirken fol-
gende Krifte:

1. die Druckkraft £ der Fuge NN', welche aus den Kriften K
und G hervorgeht und welche wir in die orthogonalen Komponenten
V und H zerlegt denken;

2. die negativ genommene Druckkraft R, der Fuge N,N;

3. das Eigengewicht d(G des unendlich schmalen Kérperelementes
NN'N{N,, welches in der Halbierungslinie der Linge NN’ wirkend

anzunehmen 1st.

Die ersten drei dieser Kriifte sind endlich, die dritte Kraft dG
verschwindet mit d2 und ist von derselben Kleinheitsordnung wie dz.
Die Summe der statischen Momente dieser drei Kriifte beziiglich
cines boliebigen Punktes der Kraftcbene muB, wegen des notwendigen
Gleichgewichtes, gleich Null sein. Wiahlt man somit den Punkt FE,
zum Momentenpunkt und bezeichnet das Moment der Kraft G beziig-

lich dieses Punktes mit M, (positiv, wenn im Sinne des Uhrzeigers
drehend), so besteht die Gleichung:

(1) Vdz — Hdy + M, = 0.

In dieser Gleichung sind alle drei Glieder von derselben Kleinheits-
ordnung. In den ersten zwei Gliedern ist die Kraft endlich, der Arm
unendlich klein, im dritten Glied ist die Kraft unendlich klein, der Arm
dagegen endlich.

Die Momentengleichung (1) wird der Ausgangspunkt unserer Unter-
suchungen sein. VYorher sei jedoch der praktische Zweck der zu be-
handelnden Probleme in Kiirze erldutert.

Von der Lage des Druckmittelpunktes in der Fuge hingt auch die
Normalspannungverteilung lings der Fuge ab, Fillt der Druckmittel-
punkt mit der Mitte der Fuge zusammen, so wird die Fuge in allen
ihren Punkten gleiche Normalspannungen aufweisen; im anderen Falle
erfolgt die Spannungsvertellung entsprechend der Navierschen An-
nahme nach einer zur Fuge geneigten Geraden. Liegt der Druck-
mittelpunkt im mittleren Drittel der Fuge, so wird dieselbe nur
Druckspannungen aufzunehmen haben, fiillt dagegen der Druckmittelpunkt
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auBerhalb des mittleren Drittels der Fuge, so ist dieselbe auch auf Zug
beansprucht. Die Materialien, aus welchen die Widerlager hergestellt
werden, sind in der Regel gegen Zug nicht widerstandsfihig, und es ist
die Aufgabe der Konstrukteure, das Auftreten der Zugspannungen zu
verhindern. Zu diesem Ende geniigt es — wie aus dem Vorhergehenden
folgt — daB der Druckmittelpunkt im mittleren Drittel — Kern —
der Fuge liege. Die Sonderfille jedoch, wo der Druckmittelpunkt mit
dem Mittelpunkte der Fuge oder threm Drittelpunkte — Kernpunkte —
zusammentfillt, sind, da der erste Fall eine gleichmiBige Beanspruchung
der Fuge, der zweite eine groBtmogliche Ersparnis an Material ergibt,
von besonderer Wichtigkeit, und mit diesen wollen wir uns hier be-
schiiftigen.

Unsere Aufgabe wird demnach vor allem sein, dier Form des
Widerlagers abzuleiten, welches die Kigenschaft hat, daB es in allen
seinen Teilen gleich gedriickt ist und in die Kategorie der Korper
gleichen Widerstandes gehirt, welche als die vollkommensten Konstruk-
tionen bezeichnet werden kbnunen. Es wird sich zeigen, duB ein solches
Widerlager gekriimmte Begrenzungskurven 40 und BC besitzt. In
der Praxis wird jedoch oft die Forderung gestellt, dafl die vordere
Begrenzungskurve 4D eine vertikale Gerade sei und diese Forderung
berticksichtigend, werden wir auch die Form des Widerlagers ableiten,
dessen vordere Begrenzungslinie eine vertikale Gerade ist, dessen Druck-
kurve aber auch durch die Fugepmitten hindurchgeht und auf diese
Weise eine gleichmiBige Spannungsverteilung lings der Fuge hervor-
ruft. Dieser zweite Fall hat mehr ein theoretisches Interesse als prak-
tische Bedeutung, weil diese Form des Widerlagers undkonomisch ist.
Fiir den Fall einer vertikalen vorderen Begrenzungslinie bekommt man
— falls keine Zugspannungen zugelassen werden sollen — die &kono-
mischste Form des Widerlugers, wenn man die Druckkurve mit den
Drittelpunkten der KFugen zusammenfallen liBt, da in diesem Falle
gerade noch keine Zugspannungen im Widerlager auftreten. Mit diesem
Falle werden wir uns deshalb anch befassen und die betreffende Form
des Widerlagers ableiten.

Das Profil des Widerlagers gleichen Widerstandes.

Es sel in Fig. 2 das Widerlagerprofil A BCD dargestellt. Dasselbe
set 1m Mittelpunkte £, der Krone 4D mit dem schiefen Druck K be-
lastet, dessen wagerechte und senkrechte Komponenten die Krifte ¢
und P sind. Wenn das Widerlager in allen Punkten seiner horizontalen
Fugenschnitte gleich stark gedriickt sein soll, so muB offenbar seine
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Druckkurve EyEE, mit dem geometrischen Ort der I'ugen zusammen-
fallen, und es muB auBerdem die Breite § einer beliebigen Fuge pro-
portional sein der Normalkraft 7 derselben. Fig. .

Die eingangs entwickelte Momenten-
gleichung (1) wird demnach in diesem Falle
lauten:

{2) Vdxr — Hdy =0,

da das Glied J}Iq als eine unendlich kleine

GriBe zweiter Ordnung verschwindet.

Es soll aber auBlerdem die Beziehung
bestehen: '
(3) ="KV,

o

wo k eine Konstante bedeutet.

Die horizontale Komponente H der Druckkraft R ist offenbar
gleich der horizontalen Komponente der Kraft K, da auf den Wider-
lagerteill A BN'N sonst keine weitere horizontale Kraft wirkt.

(4) H=29.
Die vertikale Komponente ¥V der Druckkraft I? ist, wie leicht ein-
zusehen;

Y
(5) V=P+gbf6dy,
und es ist mit Riicksicht auf (3)

Yy
)
[}

Die Differentiation der vorstehenden Gleichung nach y ergibt:
1dd

Fay 90
oder s
I kgdy)

woraus durch Integration — unter Beriicksichtigung, daB fir y = 0,
d =b — die Gleichung folgt:

(6) 0 = betav,

Diese Gleichung gibt uns das Gesetz an, nach welchem die Fugen-
breite & nach unten hin zunehmen soll.

Die Gleichungen (2), (4), (5) und (6) ergeben die Beziehung:

y
P+gbfe*9”dy= QZZ
0
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oder

P + e"“’— de,
woraus:
) x_kQJkP+bkyy

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen kann wie folgt trans-
formiert werden:
1 _ 1 EPA bt —petY 1 g, bef? )
kP bek kP kP4 be9Y _kp{ }
1 kgbekoy
=l_c’g1’[ 9 kP—}-bek”}

kP betoy

Das unbestimmte Integral der Gleichung (7) lautet also:

Q) z = k??{kg!/ — logaut (P + be*e¥)| + C.

Da jedoch fir y =0 =z =%, so ist:

3 1o logm (P +B),
worauf aus (7) folgt:

b EP-l-bekoY
(8) 2=49+ igp {’“9?/ — 10gaay TP:T} '
Dies ist die Gleichung der Mittellinie des Widerlagerprofiles. Durch
die Gleichungen (6) und (8) ist das Profil des Widerlagers gleichen

Widerstandes vollkommen bestimmt.?)
Wenn @ = 0, so lautet die Gleichung der Mittellinie der Profiles

z —= % , wihrend das Gesetz der Zunahme der Fugenbreite unveriindert

bleibt. Diese speuzelle Form des Widerlagers ist in der technischen
Mechanik unter der Bezeichnung ,logistischer Korper® bekannt.

Das Profil des Widerlagers, dessen vordere Begrenzungslinie eine
Gerade ist und dessen Druckkurve durch die Fugenmittelpunkte
hindurchgeht.

In der Fig. 3 sei dieser Fall dargestellt. s ist nun unsere Auf-
gabe, die Form des Profiles zu bestimmen. Zu diesem Ende wollen

1) Mit dem soeben behandelten Problem befaBite sich auch Resal in seiner
Stabilité des constructions, Paris 1901 (8. 548 ff.), doch sind seine Ableitungen
fehlerhaft, wie wir dies in unserer Abhandlung ,,Theorie der Druckkurven*, diese
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 65, nachgewiesen haben. Um Wieder-
bholungen zu vermeiden, verweisen wir auf diese Abhandlung.
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wir die Gleichung der Druckkurve ableiten, welche als die Mittellinie
des Profiles dasselbe vollkommen bestimmt. Die Momentengleichung
(1) lautet im vorliegenden Falle:

Vdz — Qdy — 0,
da wie frither .H = 4 und das Glied 3/, eine unendlich kleine GriBe

zweiter Ordnung ist. Es ist auch, wie leicht einzusehen:

Fig. 8.

Y
9) V=P-+—2gbfdxy,
so daB:

dy P 2g [°
=gt )W
0

Durch Differentiation dieser Glei-
chﬁng nach z# bekommt man:

(10) a'y _ 29 d:’/_

dz*~ Q Y dz

Fine einmalige Integration dieser Glei-
chung ergibt die Beziehung:

= v
(1) 2 _ 0,

dx ’

wo C noch eine willkiirliche Konstante bedeutet, welche wie folgt be-

— v besagt, da die Druckkraft R die

Druckkurve beriibrt, und es ist deshalb:

stimmt wird: Die Beziehung 3—1

éy} _ £,
dzx y=0 (4]
¥s ist somit:

g ¥
dy P LT
ix}z:g=’fq‘*ce ’

y=0
woraus
g b
P g4
C= e
¢
Es ist also
d p -iT =
. y P Td71__aq
(12) iz — @ e e
und

ANy G R
P Q 4 )
(13) y=o°¢ /e ~dz.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 Zur Statik der massiven Widerlager.

Dies ist die Gleichung der Druckkurve. Das vorstehende Integral
kann nicht in endlicher Form entwickelt werden, doch hat Stieltjes
Methoden angegeben, wie dasselbe berechnet werden kann.?)

Das Profil des Widerlagers, dessen vordere Begrenzungslinie eine
vertikale Gerade ist und dessen Druckkurve durch die Drittelpunkte
der Fugen hindurchgeht.

Dieser Fall, bei welchem also gerade noch keine Zugspannungen
auftreten, sei in der Fig. 4 dargestollt. Es ist auch hier wie friiher
H= ). Das Glied M, der Momentengleichung (1) wird gegen die
anderen Glieder der Gleichung nicht mehr verschwinden, da die Ent-

Fig. 4. fernung der Kraft dG vom Momenten-
punkte £, endlich ist. Wegen der unend-
lichen Anndherung des Punktes F, an
den Punkt £ und der endlichen Ent-
fernung der Kraft dG von diesen Punk-
ten ist die Entfernung der Kraft dG
von E; gleich ihrer Entfernung vom

Punkte I und diese ist, wie sofort ein-
zusehen, gleich ; .

Es ist demnach

(14) Mg = %dG = %%xgdy = 2g92*dy,

Y
und die Momentengleichung (1) lautet im vorliegenden Falle
(15) Vdz — Qdy + 3ga*dy =0,

und da .
V= P+ igfedy,
g0 1st >
. a g
(16) P+%gfxdy—9ag+%gxza§=0-
0
Durch Differentiation dieser Gleichung nach z gelangt man zur
Gleichung:

d* d
(1) (oo~ Q0+ 2922l — 0
oder dty
P 18gx .
(1%) Tdy T T age—sg Y
dz

1) Siehe Acta mathematica Bd. 9, 1886.
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woraus durch Integration die Gleichung folgt:
(19) 4 _ 0(Bga®—8 Q).

Fiir das Gleichgewicht des obersten Elementes gilt die Momenten-
gleichung beziiglich E:

Pdz — Qdy + $gxidy = O,

woraus:

dy . 8r
d?v}z_x T 3gx;—8¢Q

Es ist mit Riicksicht auf die Gleichung (19):

8P
T 3gx, —8Q C(3ga; —8Q)%

WOraus:
C=-—-8P(3gal —8Q)>
Ks ist also:

dy

(20) 2Y — — 8P(3gx; — 8Q)* (394" — 8Q)~".

Wird nun der Einfachheit halber gesetzt:

89
(21) i

so ist:

9 P d

(22) y=— 1@ [

Die zu integrierende Fuuktion kann in folgende Partialbriiche zer-
legt werden:

1 1 1 3 1 3 1 1

@R B m— kT L6F @—kF T 16k z—k B @+ B

3 1 3 1

T 18K (@ F R 16k z L+ &

Beriicksichtigt man, daB fiir x — 2, ¥ = 0, so folgt durch Integration
der Gleichung (22):

P x, 3 z T,
(2%) y‘% -_g(xl) - kﬂ‘) {(.7," fsfi - (;‘z;_:kz)z T gk [:z;’,—lp - m] —

3 lop. @— k><x0+i~)}

T OB e T, — B
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Dies ist die Gleichung der Druckkurve E,LE, F; und ist durch
dieselbe das Widerlagerprofil vollkommen bestimmt.

Fir 2 =+ k wird y = 4 oo.

Es sind somit die Geraden z =% und 2 = — &k Asymptoten dieser
Kurve.

Die Begrenzungskurve BN'N,C entsteht aus der Druckkurve, wenn
man deren Abszissen um die Hilfte vergroBert; sie hat demmnach auch

¥ig. 5. vertikale Asymptoten und deren Gleichungen sind
B E A x -3k und x = — %L
'E ; Wird P =0 angenommen, d. h. wirkt auf das
i : Widerlager nur eine horizontale Kraft ¢, so kann y
w|-Ep v . . 89
! IV nur dann endlich sein, wenn z, = k:V?’—g In
; diesemn Falle ist die Begrenzungskurve BC eine

¢ ? vertikale Gerade, wie dies durch folgende einfache

Uberlegungen bewiesen werden soll. In der nebenstehenden Figur sei
dieses Profil dargestellt, wo also

A 0 = V?‘a
und o
AB—3AE, - 1/6—99
ist.

Das Kippmoment beziiglich des Kernpunktes E einer beliebigen
Fuge ist dann:

a5 —
M=Q-y—G-22 _q.y-2. 4B y—o0.

Diese Gleichung ist das Kriterium, daB die Druckkurve durch die
Kernpunkte hindurchgeht und das Profil den gestellten Bedingungen
entspricht. Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieses Spezialfalles ist,
daB die Druckkraft der obersten Fuge die Druckkurve unter einem
rechten Winkel schneidet. ‘
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Untersuchung der wahren Hellegleichen auf der Kugel
nach dem Lommel-Sesligerschen Gesetz.

Von HersBerT BURMESTER in Kairo.

(Mit zwei lithographierten Tafeln.)

I. Vorbemerkungen.

Bei der theoretischen Untersuchung der Verteilung der Hellig-
keit auf krummen Flichen denkt man sich die Fliche von parallelen
Lichtstrablen beleuchtet und von einem unendlich fernen Auge durch
parallele Sehstrahlen betrachtet. Von einer krummen Fliche empfangen
wir durch das Auge die Wahrnehmung, daf die Helligkeit auf ihr ver-
schieden ist. Euler suchte die GresetzmiBigkeit der Helligkeit dadurch
zu bestimmen, daf er annahm, die wahre Ilelligkeit jedes I'lichen-
elementes sei proportional dem Kosinus des Winkels 4, den der Licht-
strahl mit der Normalen des Flichenelementes bildet. Bezeichnet H
die wahre Helligkeit und ¢ eine Konstante, so ist die Formel fiir das
Eulersche Geselz:

(D H=ccos 4.

Lambert!) nahm an, daB die Helligkeit auch noch proportional
dem Kosinus des Ausfallswinkels ¢ sei, den der nach dem Auge
gehende Lichtstrahl mit der Normalen des betrachteten Flichenelementes
einschlieBt. Demnach ist die Formel fiir das Lambertsche Gesets:

(1) H— ccos Acose.

Da sich diese beiden Gesetze als unwahrscheinlich erwiesen?), ge-
langte Lommel?®) auf Anregung von Seeliger zu einem neuen Ge-
setz, bei welchem der Lichtverlust der ein- und der ausdringenden
Lichtstrahlen innerhalb der Volumenelemente des beleuchteten Korpers
berticksichtigt wurde. Bezeichnen &, und k&, beziehentlich die Absorp-
tionskoeffizienten fiir die ein- und ausdringenden Lichtstrahlen inner-

1) Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 32. J. H. Lam-
bert, Photometrie, deutsch vou E. Anding, 1892.

2) H. Seeliger, Vierteljahrsschrift der Astronomischen Gesellschaft. Bd. 21
(1886), S. 216, und Sitzungsberichte der mathem.-phys. Klasse der k. bayer.
Akademie der Wissenschaften 1888. S. 201.

3) E. Lommel in Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie Bd. 10
(1880), S. 449.

Zeitschrift £ Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1,/2. 9
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halb der Volumenelemente, so ist die Formel fiir das Lommel-
Seeligersche Geseta:

¢ cosicose
(1) T Tt wse

k .
Wenn wir das Verhiiltnis —k} gleich % und die Konstante ;— gleich ¢
setzen, dunn ist ° ’

ccosdcos o

(L) H= kcosdf-cosg
Nach dem Vorgange von Anding!) nchmen wir an, daB fiir die
Beurteilung der Helligkeit eines Flichenelementes micht nur die In-
tensitit der wahren Helligkeit in Betracht kommt, sondern auch die
Dichte der in das Auge fallenden Strahlen. Denkt man sich nun, da
das Auge die Fliche gleichsam mit einem Sehstrablenzylinder von
konstanter Offnung de abtastet, so wird jedes Flichenelement df in
einer scheinbaren Grifle dg gesehen und die Dichte der in das Auge
gelangenden Strahlen, die von df ausgehen, wird also umgekehrt pro-

portional dem Verhiltnisse 49 _ cosq. Denn, wenn d¢ die schein-

af
bare Helligkeit eines Flichenelementes df bezeichnet, so ist

dQ— Haf — A-X

cosg ?

und demnach ergeben sich aus (I), (II), (1lla) dle folgenden Formeln
fiir die scheinbare Helligkeit:

~n € cOoB F.dqz
@ Tulersches Gesetz dQ=""_"-,
(1) Lambertsches Gesetz d@) =ccosidp,

(II'a) Lommel-Seeligersches Gesetz dQ = kci;ii—_:_%z”

Nach den Gleichungen (I), (II), (Ila) und (I), (II"), (JIl'a) werden
auf einer durch ihre Gleichung F(z,y,2) =0 gegebenen Fliche be-
ziehentlich die Kurven der gleichen wahren und der gleichen schein-
baren Helligkeit bestimmt, die wir wahre, beziehungsweise scheinbare
Hellegleichen nennen wollen. Aus den iibereinstimmenden Formeln (I}
und (II") folgt, daB die wahren Hellegleichen nach dem Kulerschen
Gesetz und die scheinbaren Hellegleichen nach dem Lambertschen
Gesetz gleich sind. Die Hellegleichen sind nach dem Eulerschen Ge-
setz H =ceosZ und dem Lambertschen Gesetz I = ccos i cose fir

1) E. Anding, Astronomische Nachrichten Bd. 129 (1892), S. 877.
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vicle gesetzthdBig gestaltete Flichen ausfithtlich behandelt und dar-
gestellt.")

Auf der Kugel erscheinen in dem meistens angenommenen spe-
ziellen Fall £ =1, nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz, welches
von den drei genannten am besten mit den experimentellen Beobach-
tungen iibereinstimmt?), die scheinbaren Hellegleichen projiziert auf
eine zur Sehrichtung senkrechte Ebene als Halbellipsen®), deren ge-
meinsame groBe Achse die Projektion des auf der Ebene des Winkels
der ein- und ausfallenden Lichtstrahlen senkrechten Kugeldurchmessers
ist. Diese Folge, daB die scheinbaren Hellegleichen der Kugel alle
in zwei Polen zusammenlaufen sollen, ist physikalisch nicht wahr-
scheinlich. AuBerdem ist die Annahme, duB bei der Betrachtung einer
beleuchteten Fliche stets ein Strahlenzylinder vou konstantem Quer-
schnitte in dus Auge gelangt, nicht streng zutreffend; denn je griBer
die Intensitiit des in das Auge gelangenden Lichtes ist, desto mehr
verengert sich die Pupille und es kénnen auch noch andere uns un-
bekannte physiologische Einwirkungen die Wahrnehmung der Hellig-
keit bedingen.

Von diesen Einfliissen st die wahre Helligkeit unabhingig und
deshalb sollen die noch nicht bekannten wahren Hellegleichen, die sich
auf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz ergeben,
untersucht und konstratert werden. Vorher wollen wir aber die all-
gemeinen fiir jede Fliche geltenden Gleichungen der wahren Ilelle-
gleichen ableiten.

II. Ableitung der allgemeinem Gleichungen der wahren Hellegleichen
der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz.

Bei der Untersuchung der Hellegleichen kommén in dem Lommel-

Seeligerschen Gesetz
ccoslcosa

= e

=kcosl—}—cosai

nur die relativen Wertc der Helligkeit H 1A Betracht, deshalb konnen
wir die Konstante ¢ =1 setzen und die Formel

CO8 A CO8 G
(Hlb) H= k cos 7.+7 cos 6

verwehden.

1) L. Burmester, Theorie und Darstellung der Beleuchtung gesetzmibBig ge-
stalteter Flichen, 1871. In diesem Werke werden die Hellegleichen fiir H = c cos 4
Isophoten, Tir H = ¢ cos i cos ¢ Isophengen genannt.

2) Seeligér a.a. O.

3) E. Aading a.a. O.
9*
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132 Wahre Hellegleichen auf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz.

Eine von parallelen Lichtstrahlen beleuchtete Fliche sei durch
ihre Gleichung
6y) Flz,4,2)=0
gegeben. KEs seien
Ay i, A

x? Ty? Tz

die Winkel, welche die Lichtrichtung / mit den positiven Richtungen
der Koordinatenachsen einschlieBt, und

6:&'7 6y7 da

die Winkel, welche die Sehrichtung s mit den positiven Richtungen
der Koordinatenachsen bildet. Ferner sei zur Abkiirzung gesetat:

l[,=cosi,, l =cosd, I =cosi,
§, =080, § = CO8d, S = COS0,.

Da der Winkel zwischen der Lichtrichtung I und der Normalen
eines Flichenelementes mit A, ferner der Winkel zwischen der Seh-

richtung s und der Normalen des Flichenelementes mit ¢ bezeichnet
ist, so erhalten wir

xax +l!’8y +1,° az'
V) G+ (5
s’ox +Svay +S’ az

(3) SO = T FN AN, (GENE
VG +(G)+ ()
Durch Einsetzen der Werte fiir cos4 und cose aus (2) und (3)
in Gleichung (IIIb) ergibt sich:
oF oF or eF
(l ox+yay+l’8z)( 8m+sy6y ‘57)

4 H g

[k( am_Hyaai‘ Zrz)+sxaz+sy0y+sﬂaz]]/ (%)i

Diese Gleichung reprisentiert fiir konstante Werte von H ein
System von Flichen; und die Schnittkurven, die diese Flichen mit der
durch die Gleichung F(z,y, #) = 0 gegebenen Fliche bilden, sind die
Hellegleichen dieser Fliche nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz.
Es sind aber zu unterscheiden: erstens die wahren Hellegleichen, welche
die physikalische Bedingung erfiillen, daB die Lichtrichtung und die
Sehrichtung nach einer Seite der Flichenelemente liegen; zweitens die
virtuellen Hellegleichen, bei denen die Lichtrichtung nach der einen und

(2 cos A =

und
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Von Herserr BuruEsTER. 133

die Sehrichtung nach der anderen Seite der Flichenelemente gelegen
ist. Die virtuellen Hellegleichen haben keine physikalische Bedeutung,
well die betreffenden Flachenelemente mit ihrer mnicht beleuchteten
Seite nach dem Beobachter gewendet sind.

Zur Vereinfachung der Gleichung (4) nehmen wir unbeschadet
der Allgemeinheit die ausgezeichnete Kbene, welche die durch den
Koordinatenanfang gehenden Parallelen zur Lichtrichtung ! und zur
Sehrichtung s enthilt, als zy-Ebene, die wir auch die Richtungenebene
nennen wollen. Ferner nehmen wir die Halbierungsgerade des Winkels
zwischen der Licht- und Sebrichtung als die positive y-Achse und be-
zeichnen diesen Winkel mit 2¢; dann ist, wenn die Sehrichtung s
innerhalb des von der positiven z- und #-Achse gebildeten rechten
‘Winkels liegt:

l,=—sing, I =cose, [ =0

s, = sing, s, =cose, s,=0.
Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (4) folgt:
O F\? . oF\?
cos?e( - -) —sin?e( ~—

Bezeichnen wir die Winkel, die die Normale eines Flichenelementes
mit der positiven z- und y-Achse bildet, beziehentlich mit », und »,
so ist

»

oF oF
ox o0y

e A mN. aB\t, (aF\ T Y GF\t, (0F\'. [aF\’
VG + @)+ ) VG + G+ ()

dann erhalten wir aus der Gleichung (5)

cos® g cos® v, — sin® & cos?

(b) b= (1 — k) sin & cos», 4 (1 - k&) cos £ cos vy
und fiir £ =1
(63.) H— cos® g cos? vy -— sin & cos® o, ]

2 €08 £ COS vy

Aus der Gleichung (6) folgt, wenn die Flichennormale parallel zur
z-Achse, also cosv, = + 1, cosw, = 0 ist, der Helligkeitswert
— gins
l{m =+ (1—k )
und ferner, wenn die Flichennormale parallel zur y-Achse, also coso,
=0, cosy, = 41 ist, der Helligkeitswert

COS &

1+&

H,— +
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134 Wahre Hellegleichen auf dex Kuge_l nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz,

Fiir den spesziellen Yall % =1 ergeben sich die maximalen IHelligkeits-
werte H, =+ 00, H, =+ jcose

Wenn die Flichennormale parallel zur #-Achse ist, dann wird cose,
— 0, cosv, =0, und aus den Gleichungen (6), (€a) folgt der unbe-
stimmte Helligkeitswert 7_o
z 07

well in diesen Gleichungen Ziihler und Nenner voneinander unabhiingig
gind. Diese Flichennormalen bestimmen auf der Fliche die Beriih-
rungspuukte der zur Richtungenebene parallelen Tangentialebenen. Durch
diese Bertihrungspunkte gehen demnach alle virtuellen Hellegleichen.

Ausgezeichnet ist forner die Hellegleiche fiir den Helligkeitswert:
H — 0; denn aus der Gleichung (4) folgt die Doppelgleichung

¥
= (Ta) + b, - 7y + lz = =0
. (7b) sf—-f—s aﬁ‘%—sérl—r =0
zox Yoy ‘¢o ?

aus der sich zusammen mit der Fliche F(x,y,2) =0 eine aus zwei Teilen
bestehende Kurve ergibt. Der Gleichung (7a) entspricht die Kurve,
in welcher die beleuchtete Fliche von einer zu den Lichtstrahlen paral-
lelen Zylinderfliche bertihrt wird, wihrend der Gleichung (7b) die Kurve
entspricht, in welcher die Fliche von einer zu den Sehstrahlen paral-
lelen Zylinderfliche beriihrt wird. Die Kurve von (7a} ist die Grenze
zwischen Licht und Schatten, die Kurve von (7b) die Grenze zwischen
sichtbarem und unsichtbarem F¥ldchenteil; deshalb- wollen wir diese
Hellegleiche die Grenzhellegleiche nennen.

III. Die allgemeinen und die speziellen Hellegleichen -der Kugel und
ihre Projektionsn auf die Koordinafenebenen.

Es sollen nun die Hellegleichen der Kugel fiir das Lommel-
Seeligersche Gesetz untersucht werden, weil die Kugel die einfachste
Flache ist, deren Flichenelemente in jeder Lage vorkommen. Aus der
Gleichung der Kugel, deren Radius £ und deren Mittelpunkt der Koor-
dinatenanfang ist,

{8) F(z,y,) =2*+49 + 22— R*=0
folgt o -
o¥ L BF o 9F
7z 2% 5y —2Y 5y =24

und durch Hinsetzen dieser Werte in die Gleichung (5) erhalten wir:

yicos®s — x%sin®s

(1 — K)sins -y (1 | #)cose] Yt  y* 4 2

©) H-=
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‘Diese Gleichung reprisentiert fiir konstapte Werte von = 77 Kegel-
flichen vierter Ordnung, die ihre Spitzen in dem Kugelmittelpunkt haben
und von der Richtungenebene zy symmetrisch geteilt werden. Die
Schnittkurven, die diese Klichen mit der Kugelfliche bilden und sich
aus den beiden Gleichungen (8), (9) ergeben, sind die allgemeinen Helle-
gleichen der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. Hier-
aus folgt:

Die Hellegleichen der Kugel sind Bawmbkurven achter Ordnung, die
gemdf dem positiwen und mnegativen Vorzeichen aus zwei symmetrisch
gleichen Teilen bestehen.

In dem speziellen Fall k=1 ergibt sich fiir die Kegelflichen die
Gleichung

{9a) H =

y2cos?s — x?sin’s
2ycose]/x —+ —*—z’ ’
und diese Kegelflichen werden von jeder der drei Koordinatenebenen

symmetrisch geteilt, die demnach auch Symmetralebenen der speziellen
Hellegleichen sind.

Durch Einsetzung von
VE+ P F =R
in die Gleichung (9) erhalten wir

. y?cos®e — xsinle
(10) iHR—m(l—k)sins+y(1+k)coss

und durchk Umformung

HR(Q — in 2 2082

(10&) [Zi Iggms o7 Hzli:(lj—]v 7[ q:HI‘jS)s—th)} H*Ii:(():—:—ik”)

Diese Gleichung repriisentiert die Projektionen der allgemeinen

Hellegleichen der Kugel auf die Richtungenebene zy; und fiir konstante

Werte von = H ergeben sich je zwei schief symmetrisch liegende

gleiche, durch den Koordinatenanfang als Kugelmittelpunkt gehende
Hyperbelu, deren Mittelpunktkoordinaten

_HROI —F HR(Q 4 k)

Pz _+72§u;7’ nﬂ:i 2co8 &

+1=0

und deren Halbachsen
HRVY1 + &* b HRV1+k*
= & L ="
V' 2sine V2cose
der Helligkeit H proportional sind Die Hauptachsen sind zu der
y-Achse parallel.
Ferner ist das Verhiltnis

a
p = ctge.
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136 Wahre Hellegleichen anf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Geseta.

Fiir H= 0 entartet das Hyperbelpaar in die doppelzihligen Geraden

y’:itgey

x

die in dem Koordinatenanfang beziehentlich auf der Licht- und Seh-
richtung senkrecht stehen; und die Asymptoten der Hyperbeln sind zu
diesen Geraden parallel.

Fir II = + oo entartet das Hyperbelpaar in die doppelzihlige

Gerade y 1—k

x_—1+ktg£’

die von allen Hyperbeln im Koordinatenanfang beriihit wird und in
die doppelzihlige unendlich ferne Gerade.

Hiernach ergibt sich der Satz:

Die * Projektionen der allgemeinen Hellegleichen der Kugel auf die
Richtungenebene bilden ein Diischel dhmlicher und beziiglich des Kugel-
mattelpunltes dhnlich liegender Hyperbeln, die sich in demselben beriihren
und durch die unendlich fernen Punkte der auf der Licht- und Sehrich-
tung senkrechten Geraden gehen.

" Da diese Hyperbeln sich im Kugelmittelpunkt bertihren, so sind
die Endpunkte des auf der Richtungenebene senkrechten Durchmessers
der Kugel die singuliren Punkte der Hellegleichen. Vermittels dieser
Projektionen konnen die allgemeinen llellegleichen auf der Kugel kon-
struiert werden.

Da die Projektionen der allgemeinen Hellegleichen auf die z2-Ebene
und die y2-Ebene verwickelt sind, so wollen wir nur in dem speziellen
Fall k=1 die Gleichungen fiir die Projektionen der Hellegleichen auf
die dreil Koordinatenebenen xy, z2, yz betrachten, die Symmetralebenen
der speziellen Hellegleichen sind.

Um diese Projektionen in Fig. 1, Taf I zu konstruieren, nehmen
wir drei Ebenen, die den Koordinatenebenen zxy, xz, yz parallel sind,
als GrundriB-, Aufrifl- und SeitenriBebene fiir die dargestellte Kugel,
deren Mittelpunktprojektionen mit O, 0,, O, bezeichnet sind. Die in
der GrundriBebene liegende Lichtrichtung /, und Sehrichtung s, bilden
den Winkel 2¢, fiir den tg2s — }/2 angenommen ist; und die Ialbie-
rungsgerade dieses Winkels ist die positive y,-Achse.

Aus der Gleichung (10a) ergibt sich dann fiir die GrundriBpro-
jektionen die Gleichung der Hyperbeln

in? 2 2
(o 2
deren Mittelpunktkoordinaten

rretl=0
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und deren Halbachsen

__HR , HR

T sing? T cose
sind. Demnach licgen dic Hauptachsen dieser Hyperbeln in der y-Achse,
und wir erhalten den Satz:

Die Grundrifpraojelitionen der speziellen Hellegleichen der Kugel bilden
ein Bischel ihnlicher und beziiglich des Mittelpunktes O, des Konturkreises
K, dhnlich liegender Hyperbeln, die in O, mit dem einen ihrer Scheitel
die x-Achse beriihren wnd durch dic unendlich fernen Punkle der auf der
Licht- und Sehrichtung senkrechten Geraden gehen.

Fiir den Radius R der Kugel als Einheit sind beispielsweise die
den Werten H — 4+ 0,2, &+ 04 entsprechenden Hyperbeln A242, A2 i und
htit, hiidl im GrundriB konstruiert. Die den positiven Werten ent-

1712
sprechenden Hyperbeln sind mit der Marke 1, die den negativen Werten
entsprechenden Hyperbeln mit der Marke 1 bezeichnet.

Fiir den Wert H = 0 entartet das Ilyperbelpaar in die doppel-
zihligen Geraden AY, %3, die in dem Mittelpunkt O, Dbeziehentlich zu
der Lichtrichtung /, und der Sehrichtung s, senkrecht sind. Die Gerade A?
ist im Grundrif die Grenze der beleuchteten Halbkugel und die Ge-
rade h; die Grenze der sichtbaren Halbkugel.

Die zwischen den Geraden %, h; befindlichen und durch den Mittel-
punkt O, gehenden Hyperbeliste 42, 2 und 4, ¢ sind die GrundriB-
projektionen der virtuellen Hellegleichen; denn bei diesen liegen die
Lichtrichtung und die Sehrichtung als geometrische Geraden zu beiden
Seiten der betreffenden Flichenelemente.

Fiir den Wert H = + > entartet das Hyperbelpaar in die doppel-
ziahlige, auf der x-Achse liegende Gerade A und in die doppelzihlige,
unendlich ferne Gerade. Die Ilyperbeliste A2, h} sind die Grundrib-
projektionen der wahren Hellegleichen auf der beleuchteten Halbkugel;
und die Hyperbeliste A2, k! sind die GrundriBprojektionen der wahren
Hellegleichen in der hohlen Halbkugel, in die die Lichtstrahlen ein-
fallen, wenn jene als nicht vorhanden angenommen wird.

Vermittels dieser GrundriBprojektionen werden die doppelt ent-
sprechenden Aufrifprojektionen A3 Z5; 2 hY; @243, R hY, i34 kon-
struiert, die Kurven vierter Ordnung sind. Die Aufriiprojektion A3 #
ist eine doppelzihlige Ellipse, und die anderen AufriBprojektionen be-
stehen aus je zwei doppelzéhligen Ovalen, von denen die den virtuellen
Hellegleichen entsprechenden durch die Iindpunkte Z,, Z, des zur
GrundriBebene senkrechten Kugeldurchmessers gehen. Dem Durch-
messer k7 des Konturkreises K, entspricht im AufriB der Konturkreis & .
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138 Wahre Hellegleichen auf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz.

Fiir die maximalen Werte // = + 1 cos¢ berithren die beiden ent-

sprechenden Hyperbeln den Konturkreis K, in den auf der y,-Achse
liegenden Punkten Y, Y|, denen im Aufrif der Mittelpunkt O, ent-
spricht.

Indem wir y aus den Gleichungen (8), (9a) eliminieren, ergibt sich
fir die AufriBprojektionen der speziellen Hellegleichen die folgende
komplizierte Gleichung vierten Grades:

(2% + 22cos?®s)® + 222 R (2 HR — 1) cos®e + 222137 (2H2 — cos®) cos’ &
= I*(4 H? — cos’¢) cos®e.
Durch die Einsetzung der Polarkoordinaten g, g, bei denen die
x-Achse die Polarachse und
z=gsusp, z=—g0sing, z° 4 7% = ¢?

ist, folgt die auf p reduzierte Polargleichung

Rcose
1—sinfesinte
Fir die Seitenrinroj/ektionen erhalten wir durch Elimination von
z aus den Gleichungen (8), (9a) die Gleichung
y? -+ 22sin?s T 2y H Rcose — Ri*sin?e = 0,
und durch Umformung folgt

B (H:I[&COSE)E 2%sine
R (HYoos®s + sin?s) | R (H? cor?s 4 sin®s)

1=0.

Diese Gleichung repriisentiert fiir konstante Werte von + H je
zwel zur 2,-Achse symmetrisech liegende Fllipsen, die durch die Punkte
Z,, Z, gehen, in welchen die z;-Achse den Konturkreis ¢, schueidet.
Die Ilalbachsen dieser Lllipsen, deren auf der y;-Achse liegende Mittel-
punkte vom Koordinatenanfaung O, den Abstand v,— = HE cos ¢ haben,
sind

_— R —_— 5~
8 = RV H?cos?s + sinle, p — éinsVH2 cos?e + sin?e,
und ferner ist
b sine
7

Aus der Gleichung dieser KEllipsen folgt dor Satz:

Die Seitenrifiprojektionen der speziellen Hellegleichen der Kugel bilden
ein DBiischel ihnlicher Ellipsen, die durch die Punkte Z,, Z; wnd durch
zwer auf der unendlich fernen Geraden liegende imagindre Punkie gehen.

Den Werten H =0, + 02, + 04, 4 oo entsprechen die jenen
Hyperbelisten gemiBl doppelt bezeichneten Iillipsenpaare AShy; hidl

"'3%32
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Phrdtng hied, hindtn; B, Fir II = 0 entartet das Ellipsenpaar in die
doppelzihlige Ellipse hJh;, fir H — oo entartet es in den doppel-
ziihligen auf der g-Achse liegenden Durchmesser Ay und in die doppel-
zithlige, unendlich ferne Gerade. :

Somit erhalten wir aus diesen Darlegungen den Satz:

Die speziellen Hellegleichen der Kugel sind erstens Schnitthurven, die
ein Biischel von zur xy- Ebene senkrechien und zur x 2- Ebene symmetrischen
Iyperbolischen Zylinderflichenpaaren mit der Kugelfliche bildet, zweitens
auck die Schwitthurven, die ein Biischel von zur xzy- Ebene senkrechten
und zur zz-Ibene symmelrischen elliplischen Zylinderflichenpaaren mil
der Kugelfliche bildet. Diese Schwnittkurven, ols Raumburven achier
Ordnung, bestehen aus je zwei zur xzz- Ebene symmetrischen Raumkurven
vierter Ordnung.

Durch jede dieser Raumkurven vierter Ordnung konnen auller der
zur z-Achse parallelen hyperbolischen Zylinderfliiche und der zur z-Achse
parallelen elliptischen Zylinderfliche noch zwei Kegelflichen zweiten
Grades gelegt werden, deren Spitzen in der y,-Achse liegen. Denn die
Eckpunkte des gemeinschaftlichen Polardreiecks einer jener Hyperbeln
und des Konturkreises K, der Kugel im GrundriB, von denen der eine
Eckpunkt der unendlich ferne Punkt der z,-Achse ist und die beiden
anderen Eckpunkte auf der y,-Achse liegen, nebst dem unendlich fernen
Punkt der z,-Achse sind die- vier Eckpunkte des gemeinschaftlichen
Polartetraeders der Kugelfliche und der beiden betreffenden Zylinder-
flichen. :

IV. Elementare Ableitung der wahren Hellegleichen der Kugel und Kon-
struktion ihrer Projektionen auf eine zur Sehrichtung senkrechte Ebens.

Die Hellegleichen der Kugel kénnen anstatt aus den allgemeinen
fiir alle Flichen geltenden Gleichungen auch in elementarer Weise ab-
geleitet werden. In Fig. 2 ist um den Mittelpunkt O mit dem Radius B
der Konturkreis K der Kugel in der Richtungenebene beschrieben, die
die Lichtrichtung ! und die Sehrichtung s enthiilt, Die Winkel 4, g,
welche die Normale eines Flichenelementes der Kugel beziehentlich
mit der Lichtrichtung I und der Sehrichtung s bilden, bestimmen auf
der Kugelfliche zwel zur Richtungenebene symmetrisch liegende Punkte,
denen als senkrechte Projektion auf dieselbe ein Punkt P entspricht.
Fillen wir von dem Punkt P auf die Lichtrichtung I die Senkrechte
PP und auf die Sehrichtung die Senkrechte PP,, dann ist

OP,— BEcosd, OP = Rcoso.
Wenn wir die Strecke. OP mit ¢ und den Winkel m OP, den die
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140 Wahre Hellegleichen auf der Kugel nach dem Lommel-Secligerschen Gesetz.

Gerade OP mit der Halbierungsgeraden m des Winkels 10s = 2¢ ein-
schlieBt, mit @ bezechnen, so ist

Recosd =gcos(s+ @), Rcosa=gcos(c— ).

Durch Einsetzung der hiernach sich ergebenden Ausdriicke fiir cos 1
und coso in die Formel fiir das Lommel-Seeligersche Gesetz

cosl coso

= kcosi + cosa
erhalten wir

He—_ o cos (¢ - @) cos (e — @)
R[k cos (& 4 @) + cos (e — p)]

und
. kcos (s + @) + cos(z — @)
(1) T T
oder
(11a) ' o = HR[k sec (s — @) + sec(c + @)].

Aug dieser Gleichung, die in den Polarkoordinaten ¢, ¢ fiir kon-
stante Werte von H die Projektionen der Hellegleichen auf die Rich-
tungenebene reprisentiert, ergibt sich die folgende Koustruktion der
Fahrstrahlen g, die auf den durch den Mittelpunkt O gehenden Geraden
liegen. Um diese Konstruktion beispielsweise fir H =1 auszufiihren,
betrachten wir den Radius I als Finheit und nehmen % = § an. Der
Konturkreis K schneidet die Lichtrichtung / in den Punkten L, L; und die
Sehrichtung s einerseits in dem Punkt 8. Durch den Punkt L zichen wir
auf 1 die Senkrechte £; auf der Sehrichtung s machen wir die Strecke
0S,=kR—=1%R und ziehen durch §, auf s die Senkrechte . Die
durch den Winkel ¢ gegebene Gerade O schneidet & 9 in den Punkten
5, Wy dann ist

0F = HR sec(e -+ ), O% = HREksec(s — @)
Ferner machen wir auf OP die Strecke F® —= O %, und demnach ist
0= 00— 05+ Ed.

Nach dieser Konstruktion ist der Punkt @ ein Punkt einer durch O
gehenden Hyperbel 4, deren Asymptoten die beziehentlich auf [, s senk-
rechten Geraden £, ¢ sind, weil eine Hyperbel die Eigenschaft hat, daB
auf jeder Sekante derselben gleiche Strecken zwischen der Hyperbel
und den Asymptoten liegen. Auf der durch den Schnittpunkt M der
Asymptoten §, ¢, den Mittelpunkt der Hyperbel i, gehenden Geraden
OM erhalten wir den Hyperbelpunkt @, indem wir ¥ @, = OM
machen, und demnach ist O®,, ein Durchmesser der Hyperbel. Ferner
ist noch auf einer beliebigen Geraden Of,, die &, ¥ in den Punkten
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&, ¥, schneidet, durch &, @, = O %, der Hyperbelpunkt @_ gezeichuet.
Die Tangente 2°, die in dem Punkt O dic Hyperbel 4¢ beriihrt, wird
durch den Schmnittpunkt M der in L; auf ! senkrechten Geraden £; und
der Geraden v bestimmt; denn es ist O die Mitte der zwischen den
Asymptoten 9, & auf ithr liegenden Strecke M=, und somit auf jhr
auch ¢ = 0.

Fiir H = oo entartet also die zugehoérige Hyperbel in diese Tan-
gente A7, die von allen, den verschiedenen Werten von H entsprechen-
den Hyperbeln in O beriihrt wird, und in die unendlich ferne Gerade.

Fiir H = 0 entartet die Hyperbel in die in O auf I und s senk-
rechten Geraden A% %°, die auch mit {" und s’ bezeichnet sind. Aus
dieser Konstruktion ergeben sich synthetisch dieselben Beziehungen
dieser Hyperbeln, die S. 135 analytisch abgeleitet sind. Denn diese
Hyperbeln sind- iihnlich und #hnlich liegend in bezug auf O als Ahnlich-
keitspunkt, sie bertihren die Gerade 2* in dem Punkt O und gehen durch
die unendlich fernen Punkte der Geraden 1, s’, weil ihre Asymptoten
diesen Geraden parallel sind. Die Hauptachsen dieser Hyperbeln sind
demnach parallel zu der Halbierungsgeraden m des Winkels {0s und
ihre Nebenachsen senkrecht zu derselben. Die GriBen der Halbachsen
dieser Hyperbeln sind durch die Gleichungen S. 133 bestimmt. Wenn
eine der Ilyperbeln wie etwa hi gezeichnet ist, ergeben sich die anderen
den einzelnen Werten von M entsprechenden #hnlichen Hyperbeln durch
proportionale Teilung der Fahrstrahlen der Hyperbel #¢. So wird z. B.
fir H= 0,5 die entsprechende Hyperbel A%® durch die Halbierungs-
punkte dieser Fahrstrahlen bestimmt. Diese Hyperbel kann auch,
ebenso wie vorhin, vermittels ihrer Asymptoten konstruiert werden, die
in den Halbierungspunkten der Strecken OL, OS, auf [ und s senk-
recht stehen. Die Scheitel D, D?® der Hyperbeln hi, k%4 befinden sich
auf einer durch O gehenden Geraden. Zu diesen Hyperbeln liegen die
den gleichen negativen Werten von H entsprechenden Hyperbeln schief
symmetrisch in bezug auf die Tangente A”. Fiir den speziellen Fall
k=1 enthilt die Halbierungsgerade m die Hauptachsen der Hyperbeln
und sie beriihren in einem ihrer Scheitel in dem Punkt O die auf m
senkrechte Gerade m’.

Von den Hyperbeln kommen physikalisch nur die innerhalb des
Konturkreises K liegenden Teile der nicht durch O gehenden Hyperbel-
iste in Betracht, denen die wahren Hellegleichen entsprechen und den
anderen durch O gehenden Hyperbeliisten 4, i* entsprechen die virtuellen
Hellegleichen.

Die Bestimmung derjenigen Punkte der Ilyperbeliste h, 2* in denen
die um den Mittelpunkt O beschriebenen Kreise diese Hyperbeliste be-
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riithren, erfordert rechnerisch die Lisung einer Gleichung dritten Grades,
weil von einem auf einer Hyperbel liegenden Punkt O drei Normalen
an die Hyperbel gehen, von denen im worliegenden Fall nur eine reell
ist. Um aber diese Lésurg zu vermeiden, kdnnen wir z. B. auf dem
Iyperbelast A den Berithrungspunkt N konstruktiv bestimmen, indem
wir umm O etwa drei Kreishigen beschreiben, die diesen Hyperbelast
schneiden und durch die Halbierungspunkte dieser Kreisbogen die Hilfs-
kurve 8 zeichnen, die in ihrer Fortsetzung den Hyperbelast 4 im Be-
rithrungspunkt N trifft. Die Beriihrungspunkbte auf diesen Hyperbel-
iisten und die als solche von dem Punkt O den kleinsten Abstand
haben, liegen auf der Geraden ON, die demnach auf dem Hy-
perbelast A° den Berilhrungspunkt N3 und eauf dem Konturkreis K
den Punkt N™ der maximalen Helligkeit bestimmt.

Nehmen wir bei der Sehrichtung s eine der Lichtrichtung [ ent-
gegengesetzte Lichtrichtung 4 an, die den Konturkreis K in dem Punkt 4,
trifft, dann ist, wenn wir mit 2¢" den Winkel I; Os, dessen Halbierungs-
gerade m’ ist, bezeichnen, ¢" = 90° — ¢, und wir erhalten durch dieselbe
Konstruktion wie vorher fir bestimmte Werte von H Hyperbeln,
die in dem Mittelpunkt O eine I — oo entsprechende Gerade A" be-
rilhren und auch nach den unendlich fernen Punkten der Geraden 1, s’
gehen. Die in dem Punkt L; auf I, senkrechte Gerade & und die auf
s senkrechte Gerade v, die sich in dem Punkt M schneiden, sind danm
die Asymptoten fiir die dem Wert H =1 entsprechenden Hyperbel,
deren Mittelpunkt M ist und auf jener Tangente A™ liegt.

Um anstatt dieser Hyperbel beispielsweise die Hyperbel A®{® fiir
H=0,3 zu konstruieren, besehreiben wir um O mit dem Radius
r =03 B einen Kreisbogen, der I} in dem Punkt I, 6 und s in dem
Punkt S trifft, zichen durch L_ die auf I; senkrechte Gerade £ wund
durch die Mitte von OS, die auf s senkrechte Gerade 4, die sich in
dem Punkt M® schneiden; dann sind die Geraden £, ¥, die Asymp-
toten der Hyperbel A®4i®) deren Mittelpunkt 2® ist. Vermittels des
Punktes O und diescr Asymptoten ist die Hyperbel A%®{® konstruiert.
Fir die Tangente 2, die diese Hyperbel sowie alle den verschiedenen
Werten von A entsprechenden Hyperbeln im Punkt O beriihrt, ergibt
sich in analoger Weise wie ber der Tangente £*, daB sie durch den
Mittelpunkt 27 der Hyperbel k4 geht, und demnach erhalten wir den Satz:

Die Mittelpunkie der Hyperbeln fiir edie Richtumgen 1, s liegen auf
der Tangente B und die Mittelpunlite der Hyperbeln fiir die Richtungen
I;y s liegen auf der Tangente h™.

Der Punkt N, in dem ein um O beschricbener Kreis die Hyperbel
h®4®) beriihrt, wird ebenso wie vorher der Punkt N auf der Hyperbel
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ki vermittels einer Hilfskurve bestimmt. Durch proportionale Teilung
der Fahrstrahlen dieser Hyperbel erhalten wir die andern Hyperbeln,
von denen nur die innerhalb des Konturkreises K liegenden Teile der
nicht durch O gehenden Hyperbeldste physikalisch in Betracht kommen.

Um nun die Projektionen der allgemeinen wahren Hellegleichen,
wie sie bei der wirklichen Betrachtung der Kugel erscheinen, auf eine
zur Sehrichtung s senkrechte Kbene fiir £ —= 1 und den Kugelradius R
als Einheit zu konstruieren, nehmen wir in Fig. 3 als soleche Kbene
die AufriBebene an, auf der die Sehrichtung senkrecht ist. Die Kugel
mit dem Mittelpunkt O ist im Aufrifl durch den Konturkreis &, dar-
gestellt, und die Grundrifiprojektion s, der Sehrichtung ist senkrecht zu
der Projektionsachse p,,. Ferner ist die Lichtrichtung ! so angenommen,
daB ihre GrundriBprojektion {, sowie ihre Aufrifiprojektion {, beide
gegen die Projektionsachse p,, unter dem Winkel von 459 geneigt sind.
Wenn ‘wir nun parallel zur Richtungsebene, also parallel zur Licht-
und Sehrichtung eine SeitenriBebene annehmen, fiir welche die zu I
parallele Gerade p,, die Projektionsachse ist, dann befinden sich in dieser
Scitenriflebene die hyperbolischen Projektionen der Hellegleichen. Der
Projektion der Kugel im Seitenri} entspricht der Konturkreis K;. Die
SeitenriBlprojektion s, der Sehrichtung ist senkrecht auf p,, und die
SeitenriBprojektion I, der Lichtrichtung bildet mit s, den Winkel 2¢
der sich durch die Koustruktion tg2e— )2 ergibt.

Fir die Werte H =10, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,6 und 1 sind die hyper-
bolischen Projektionen in der angegebenen Weise durch Zehntelteilung
der Fahrstrahlen des zu dem Wert H =1 gehdrenden, zuerst ge-
zeichneten Hyperbelastes konstruiert, und sie sind diesen Werten ent-
sprechend der Kiirze wegen mit 0, 1, 2, 3, . . 10 bezeichnet, indem
wir uns diese Werte um das Zehnfache vergroBert denken. Die Scheitel
der Hyperbeliste liegen auf der durch den Punkt O; und den Scheitel
D' des Hyperbelastes 10 bestimmten Geraden.

Anstatt des Hyperbelastes 10 kann man auch den Hyperbelast 5
zuerst konstruieren, und dann ergeben sich durch Fiinftelteilung der
Fahrstrahlen dieses Hyperbelastes die anderen Hyperbeliste, die durch
den Konturkreis KA, begrenzt werden. Auf dem Hyperbelast 10 wird
der Punkt N'® oder in enderem FKalle auf dem Hyperbelast 5 der Punkt
N® vermittels jener Hilfskurve bestimmt; demnach ergibt sich durch
die Gerade O, N'© bzw. O, N* auf jedem der anderen Hyperbeliste der
dem Mittelpunkt O, am nichsten liegende Punkt und auf dem Kontur-
kreis K; der Punkt, dem der Teilung gem&l die maximale lelligkeit
5,9 entspricht und in dem der zugehorige Hyperbelast den Konturkreis
K, berihrt. Diesen Punkten entsprechen diejemigen auf einem Kugel-
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kreise liegenden Punkte der Hellegleichen, welche sich von der sym-
metralen Richtungenebene in den griften Abstinden hefinden. Die
Tangenten der AufriBprojektionen der Hellegleichen in diesen Punkten
sind demnach parallel zur Aufribprojektion /, der Lichtrichtung, und
dem Punkt 5,9 des Konturkreises K, entspricht im Aufrifl der auf [,
liegende Punkt 59 der maximalen Helligkeit. Die Aufrifiprojektionen
werden vermittels Kugelkreise, deren Ebenen entweder parallel zur Auf-
riBebene oder parallel zur SeitenriBebene sind, konstruiert.

Der Seitenri der Grenzhellegleiche besteht aus dem auf /; senk-
rechten Radius 0 und aus dem auf s; senkrechten Durchmesser o des
Konturkreises K,. Diesem Radius entspricht im Aufrif die Halbellipse
O und in diesem Durchmesser der Konturkreis #;.

Der Sektor L;05S; des Konturkreises K; begrenzt im SeitenriB
den sichtbaren, aber von den Lichtstrahlen nicht beleuchteten Teil der
Kugel. Nehmen wir nun an, die Kugel werde ebenso wie in der Licht-
richtung I, auch in der entgegengesetzten Lichtrichtung I, beleuchtet,
dann haben auch die auf diesem Teil der Kugel befindlicher Hellegleichen
physikalische Bedeutung, deren hyperbolische Seitenrifprojektionen sich
in diesem Sektor befinden. In der Wirklichkeit ist zwar nur die eine
Hilfte der Kugel als direkt beleuchtet anzusehen und die andere Hailfte
befindet sich im Selbstschatten, fiir den man eine schwiichere Be-
leuchtung in der entgegengesctaten Richtung [, annehmen kann. Wenn
fiir diese indirekt beleuchtete Hiilfte theoretisch die gleiche Beleuchtung
vorausgesetzt wird und demgemiB die gleichen Werte fiir H auf den
beiden Ililften der Kugel gelten, so mul bei einer vermittels Tusche
ausgefiihrien AbtGnung nach den wahren Hellegleichen der Selbst-
schatten durch einen besonderen Grundton dunkler gehalten werden.
Der entgegengesetzten Lichtrichtung I, entsprechend sind die Helle-
gleichen im Selbstschatten durch einen Strich iber den bezeichnenden
Ziffern von den anderen Hellegleichen unterschieden worden.

In dem Scktor L; 0,S; sind vermittels Fiinfteilung der Fahrstrahlen
des zuerst gezeichneten Hyperbelastes 5 die nur in Betracht kommen-
den Hyperbeliste 1, 2, 3 konstruiert. Ferner ist ebenso wie vorher
durch die Gerade O, N©® auf jedem dieser Hyperbeliste der dem Mittel-
punkt O; am niichsten liegende Punkt und auf dem Konturkreis K,
der Punkt 8,1 der maximalen Helligkeit hestimmt. Aus der Kon-
struktion der hyperbolischen Projektionen folgt die Kontrolle, daB die
Halbierungsgeraden m, m” die gleichbezifferten Hyperbeliste in Punkten
schneiden, deren Verbindungsgeraden zu s, senkrecht sind.

Fiir eine gréfere oder kleinere Kugel bleiben bei der angenommenen

Einheit. 2 die hyperbolischen SeitenriBprojektionen dieselben, aber die
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Anzahl der Hellegleichen auf der Kugel wird je nachdem vergrioBert
oder verkleinert. Wenn wir z. B. eine Kugel vom Radius gleich 2R
betrachten, dann schueidet der um O, beschriebene zugehirige Kontur-
kreis auch den Hyperbelast 10, dem die Hellegleiche 10 auf dieser
Kugel entspricht. Ferner sind noch erginzend die GrundriBprojektionen
der suf der oberen Kugelhilfte liegenden Hellegleichen konstruiert
worden. Diecse GrundriBprojektionen sind Teile von Kurven vierter
Ordnung.

Fir den speziellen Fall, daB die Lichtrichtung paralle]l zu der
Aufrifiebene ist, sind in Fig. 3a die Aufribprojektionen der wahren
Hellegleichen der Kugel konstrulert; und sie sind in bezug auf den zu I,
senkrechten Durchmesser O des Konturkreises A3 symmetrisch kongruent.

In Fig. 4, Taf. II sind fiir den speziellen Fall k =1 in gleicher
Weise wie vorher bei derselben Licht- und Sehrichtung die AufriB-
projektionen der wahren lellegleichen der Kugel vermittels der hyper-
bolischen SeitenriBprojektionen koustruiert. Durch Finftelteillung der
Fahrstrahlen des zuerst gezcichneten Hyperbelastes D ergeben sich die
Hyperbeléiste 1, 2, 3, 4, deren Hauptachsen in der Halbiernngsgeraden m
des Winkels [, Oys, liegen, die auf dem Konturkreis K, den Punkt der
maximalen Helligkeit 44 bestimmt. Ferner erhalten wir durch Hal-
bierung der Fahrstrahlen des alsdann zuerst gezeichneten Hyperbel-
astes 2 den Hyperbelast 1, und fiir diese Hyperbeliste liegen die
Hauptachsen in der Halbierungsgeraden m’ des Winkels [, O,s,, die
auf dem Konturkreis K, den Punkt der maximalen Helligkeit 2,3 im
Selbstschatten bestimmt. Da der griBite Wert des Verhilinisses der
Absorptionskoeffizienten fiir das Eindringen und das Ausdringen des
Lichtstrahles innerhalb eines Volumenelementes nur £ =1 sein kann,
so erhalten wir in diesem Fall bei der gegebenen Licht- und Seh-
richtung und der angenommenen Einheit gleich dem Kugelradius die
kleinste Anzahl der Hellegleichen auf der Kugcl. Ferner vergréfert
sich die Anzahl der Hellegleichen bei einer angenommenen Einheit je
kleiner k& ist, wie z. B. bel k=1 in Fig. 3. Die allgemeinen Helle-
gleichen weichen beziiglich ihrer Gestalt wenig ab von den speziellen
Hellegleichen in Tig. 4, sind aber verschieden in ihrer Verteilung auf
der Kugel und in ihrer Anzahl. Ks ist noch bemerkenswert, daB auch
bei derselben Licht- und Sehrichtung diese wahren Hellegleichen nach
dem Lommel-Seeligerschen (resetz gestaltlich nicht sehr abweichen
von den Hellegleichen nach dem Lambertschen Gesetz H=coslcose?),
trotzdem diese Gesetze doch wesentlich verschieden sind.

.
1) Vgl. L. Burmester a. a. O. Fig. 95, Taf. XIL
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1/2. 10
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Fiir den speziellen Fall, daB die Lichtrichtung [ parallel zur Aufrib-
ebene ist, sind in Fig. 4a die Aufrilprojektionen der wahren Hellegleichen
der Kugel konstruiert; und sie sind in bezug auf den zu {, senkrechten
Durchmesser 0 des Konturkreises Ay symmetrisch kongruent.

V. Abbildung der Hellegleichen der Kugel als parallele Gerade.

Um die fiir diese Abbildung erforderliche quadratische Verwandt-
schatt abzuleiten, dividieren wir in der Formel des Lommel-Seeliger-

schen Gesctzes
cos i cos ¢

T keosi +cosa

den Zihler und Nenner durch coscose; dann ist

1
=g

cosg | cosk
Da wir den Radius B der Kugel.als Einheit annehmen, so ergibt sich
nach Erweiterung des Bruches mit B

R R

BR | R T kERscco-- Rsecd

cos6 | cosh

H=

Wenn wir
fseci=1r, Rsece=1Y

setzen und g, y als rechtwinklige Koordinaten betrachten, dann erhalten
wir die Gleichung

R
= _2
t+ky
oder
¢ R
(12) T+ kY= 74,

die fiir konstante Werte von I parallele Gerade reprisentiert.

Die Winkel 4, ¢ bestimmen auf der Kugelfliiche zwei zur zy-Ebene
symmetrisech liegende Punkte, deren senkrechte Projektion auf die
zy-Fibene, welche die Licht- und Sehrichtung enthilt, ein durch die
rechtwinkligen Koordinaten z, y bestimmter Tunkt ist. Diesem Punkt
entspricht dann eindeutig ein durch die rechtwinkligen Koordinaten g, 3
bestimmter Punkt in der ry-Ebene, und umgekehrt. Dadureh crhalten
wir zwel eindeutig verwandte Systeme, die wir mit 2y und ¢y bezeich-
nen wollen und beide in einer Ebene liegend annehmen.

Demnach ergibt sich der Satz:

Die Hellegleichen der Kugel werden in dem System Tty als parallele
Gerade abgebildet, so dafi je zweien zur Richtungenebene symmetrisch
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licgenden Punkien eiier Hellegleiche ein Punlt in diesem System ent-
spricht.

Zur konstruktiven Bestimmung der entsprechenden Punkte der
Systeme zy, ry ist in Fig. 5 um den Koordinatenanfang O mit dem
Radius R der Konturkreis K der Kugel beschrieben, der die Licht-
richtung ! in den Punkten L, g und die Sehrichtung s in den Punk-
ten 8, 81 schueidet; und es ist der Winkel [0s = 2¢&  Fiir die beiden
Systeme zy, ty sind die gemeinsamen rechtwinkligen Koordinaten-
achsen + zyt, + yy so gewihlt, daB die Halbierungsgeraden m, m’ ihrer
rechten Winkel mit den Halbierungsgeraden des Winkels /0Os und
seines Nebenwinkels identisch sind. Diese Koordinatenachsen sind aber
als solche nicht selbstentsprechende Gerade der Systeme xy, ry.

Um zu einem gegebenen Punkt P in dem Sysfem zy den ent-
sprechenden Punkt  in dem System ry zu bestimmen, betrachten wir
die durch die Punkte O, P gehende Gerade p als die senkrechte Pro-
jektion auf die zyXbene von den Kugelnormalen der beiden Punkte
der Kugelfliche, denen die Projektion P auf die zy-Ebene entspricht.
Demnach bilden die Geraden O/, Os und diese Kugelnormale drei
Kanten einer dreiseitigen korperlichen Ecke, deren Seiten die Winkel
2¢, 4, 6 sind. Wenn wir nun die Seiten 4, ¢ durch Drehung um I
bzw. s in die zy-Ebene umlegen, indem wir von I auf [, s die Senk-
rechten PP, PP fillen, die den Konturkreis K einerseits in den
Punkten 4, 2 treffen, so erhalten wir die Winkel 4 = L, 04 und
6=2_8,0X. Die in den Punkten A, X an den Konturkreis K gelegten
Tangenten schneiden die Geraden I bzw. s in den Punkten 4,, X ;

53
demnach sind die- Strecken

04, = Bseck, 00X = Rseco;

und indem wir diese auf der y-Achse und y-Achse abtragen, erhalten
wir die Koordinaten des Punktes 3

—0X¥=04, 1=09)=103,
Aus dieser Konstruktion folgen die Gleichungen
OP,-04=1* OP, - 0X =1I*

Hiernach wird auch, wenn z. B. der Fullpunkt F, der von P auf {
gefillten Senkrechten auBerhalb des Konturkreises K liegt, der zu-
gehdrige Punkt .4, bestimmt, indem wir von P, eine Tangente an den
Konturkreis legen und von dem Beriithrungspunkt auf ! die Senkrechte
fallen, deren KuBpunkt dann 4, ist. Umgekehrt ergibt sich in ana-
loger Weise zu einem in dem System gy angenommenen Punkt 8 der ent-

sprechende Punkt P in dem System zy. Werden die Koordinaten g, §
10*
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eines Punktes 8 durch die Koordinaten z,y des entsprechenden Punktes P
ausgedriickt und umgekehrt, so erhalten wir die Verwandtschafts-
gleichungen der beiden Systeme Y, zy.

Zu diesem Zwecke fillen wir von dem FuBpunkt £ der Koordi-
nate EP — z die Senkrechte EJ auf s und die Senkrechte EJ’ auf
PP,; dann ist

OP, =0J+ EJ
und

OP, = ycos(4B® — &) + xsin(4D° — &).
Da die Gleichung OP,- OX, = K? fiir einen innerhalb und einen auBler-
halb des Konturkreises K liegenden Punkt P gilt, so erhalten wir

allgemelin
s =)= 28in (45° — g) |-y cos (450 — &)
und in analoger Weise
Rﬂ
O =T = L os 459 — 5] [ ysim@i®— )

Durch Umformung ergeben sich die Verwandtschaftsgleichungen:

R*y2

(13) E= loons 4 s 9 1y feos s —win 9
21/9
(13a) y— Ryz

2 (cos & — sin &) | ¥ (cos & + sin &)
und ferner
14) o= EVE (g~ eose) + y(sine + cose)]
. 4rysin e cos ¢

(14a) Y= B3

- 4rysin s cos s

[t(sine + coss) + y(sine — cose)]-

Aus diesen Verwandtschaftsgleichungen folgt der Satz:

Die Systeme xy und ¢y sind in quadratischer Verwandischaft, die
fiir & = 45° in eine mvolutorische iibergelit.

Die zu diesen Systemen gehGrenden Hauptpunkte und Haupt-
~ geraden ergeben sich aus der in Fig 5 ausgefilhrten wechselweisen
konstruktiven Bestimmung der entsprechenden Punkte und auch aus
den Verwandtschaftsgleichungen. Je nachdem der Koordinatenanfang O
als Punkt des Systems zy oder ry betrachtet wird, entsprechen dem-
selben alle Punkte der unendlich fernen Geraden in dem Systeme 1y
oder zy. Dem unendlich fernen Punkt X. der g-Achse entsprechen
alle Punkte der in O auf ! senkrechten Geraden 1’, und dem unendlich
fernen Punkt ). der y-Achse entsprechen alle Punkie der in O auf s
senkrechten Geraden s". Ferner entsprechen dem unendlich fernen Punkt
L. der Geraden I’ alle Punkte der r-Achse, und dem umendlich fernen
Punkt Si der Geraden s’ alle Punkte der y-Achse. Somit ergibt sich:
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In dem System Yy sind O, X., Vw die Hauptpunkle, denen in dem
System zy die unendliche ferne Gerade und die Geraden U, s als Haupt-
geraden entsprechen; forner sind O, L., S. die Hauptpunkte in dem
System zy, denen die wnendlich ferne Gerade und die Koordinatenachsen
I, b als Hauptgeraden in dem System ¢y entsprechen.

Dewnach entspricht jeder Geraden des Systems gy eine durch die
Hauptpunkte O, Ls, Si gehende Hyperbel des Systems zy, und jeder
(Geraden des Systems xy eine durch die Hauptpunkte O, X., 9. gehende
Hyperbel des Systems ry. _

Aus der konstruktiven Bestimmung der entsprechenden Punkte der
Systeme zy, ty folgt ferner, daB die Halbierungsgeraden m, m” des
Winkels- { Os und seines Nebenwinkels selbstentsprechende Gerade dieser
Systeme sind. Auf diesen Halbierungsgeraden bilden die sich wechsel-
weise entsprechenden Punkte je eine involutorische Punktreihe, deren
Mittelpunkt O ist. Um den Abstand d der Doppelpunkte ,, Ay der

auf m liegenden involutorischen Punktreihe von ihrem Mittelpunkt O

. . . J
zu erhalten, setzen wir in einer der Gleichungen # =y =r=9 = —

dann ist — V2
‘ 2
o= RV'J)/S_E ‘

Ebenso ergibt sich der Abstand 0° der Doppelpunkte A{, 4y der auf
m’ liegenden involutorischen Punktreihe, indem wir in einer der Glei-

’

chungen &’
r——y=r=—9=,;
setzen Va
: 0" = + RVsin P

Diese vier Doppelpunkte 4y, As, A{, 43 sind die selbstentsprechenden
Punkte der Systeme zy, ry. In dem System xy kommt zuniichst nur das
von dem Konturkreis K umgrenzte Gebiet in Betracht, und das ent-
sprechende Gebiet in dem System ry wird demnach von einer Kurve &
umgrenzt, die dem Konturkreis K entspricht, und somit von vierter
Ordnung ist.

Indem wir in die Gleichung dieses Konturkreises

224+ y? — RE=0
fir z,y die Werte aus den Gleichungen (14), (14a) einsetzen, ergibt
sich durch Umformung die Gleichung der Kurve &
I gin

(15) 4y~ 2gyeos2e — EV =,
und durch die Einsetzung

[=rtcosw, §=rsinw, r?--y?—=1°
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erhalten wir in Polarkoordinaten die Gleichung
2RY1—cos2¢sin2mw
(16) e

Diese Kurve vierter Ordnung kann nach dieser Polargleichung
direkt konstruiert werden. Einfacher wird aber die Konstruktion durch
die konstruktive Bestimmung der Punkie, die den Punkten des Kontur-
kreises K entsprechen, in folgender Weise. Wir ziehen z B. die in
einem Punkt 7 den Konturkreis A beriihrende Tangente, welche die
Geraden [, s beziehentlich in den Punkten A,, %, schneidet und machen
auf der y-Achse die Strecke OX, = 0A,, ferner auf der y-Achse die
Strecke 0Y),= 02,; dann sind 0OX,, 0%, die Koordinaten des ent-
sprechenden Punktes & der Kurve K. -

Aud dieser Konstruktion der Kurve & folgt, daf den auf der Ge-
raden I” liegenden Punkten L;, Lj des Konturkreises K die unendlich
fernen Punkte €, €1 der zur y-Achse parallelen Geraden ITTY, It I
entsprechen. Ferner entsprechen den auf der Geraden s liegenden
Punkten 8i, 8¢ des Konturkreises K die unendlich fernen Punkte &),
1w der zur y-Achse parallelen Geraden I1I, ITIT.

Die Sclmittpunkte Iy, I'f, I, I't dieser beiden Paare paralleler Ge-
raden, die Asymptoten der Kurve & sind, bilden ein Quadrat; denn,
wie aus der Konstruktion, so ergibt sich auch aus der Gleichung (15),
daB diese vier Geraden vom Mittelpunkt O den gleichen Abstand haben,

dessen Grobe gleich L‘

sin 2¢&

diert und ¢ = oo, zweitens durch y* dividiert und y — oo gesetzt wird.

Den auf der Geraden m liegenden Punkten A4,, 4A; des Kontur-

kreises K entsprechen die auf diesen Geraden liegenden Punkte 9, % ;
und fir ihre beiderseitigen Abstinde von O ergibt sich -

0%, — 0%, = 1V

cose’

1st, wenn die Gleichung erstens durch ¢* divi-

weil die in 4, und A4; an den Konturkreis gelegten Tangenten auf den
Geraden [, s von O aus gleiche Strecken abschneiden, deren Linge
R sece ist. Die Punkte 4, A, und Ar, % sind konjungierte Punkte
der auf m befindlichen involutorischen Punktreihe, die durch ihre Doppel-
punkte A, 211 bestimmt ist. Analoge Beziehungen gelten fiir die auf
der Geraden m’ liegenden Punkte A°, A7 des Konturkreises und die
entsprechenden Punkte i, Ui, fiir deren beiderseitige Abstiinde von O
OU — 0; — B V2
810 &
ist. Die vier Punkte 2, %, Uy, Az sind Scheitelpunkte der Kurve &
und bilden ein Parallelogramm, dessen Seiten ¥, A{, A; AL senkrecht
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zu § und dessen Seiten U, Ur, Ar Ay senkrecht zu 7 sind. Ferner ent-
sprechen den Punkten L, L, und S, Sy, in welchen der Konturkreis A
die Geraden ! und s schneidet, bezichentlich die Punkte &, ¥r und
&,, €. Aus der konstruktiven Bestimmung dieser Punkte ergibt sich,
wenn X, Xy und Y, Y5 die Schnittpunkte bezeichnen, in denen der
Konturkreis K die z-Achse und die y-Achse schneidet, daB die vier
Geraden X &, X191, Y, 8, Y1&; gemeinsame Tangenten des Kontur-
kreises und der Kurve & sind.

Die Kurve & besteht aus den vier zu den Geraden m, m' sym-
metrisch liegenden nund ins Unendliche sich erstreckenden Asten

Lo Ay Clo, S W Ly 1o Wi By Siiay Ut i)
die den Bogenstiicken
L{ A 81, S{ A1 Ly, Ly A1Si, St A; Ly

des Konturkreises X entsprechen. Nach Gleichung (15) ist der Mittel-
punkt O ein isolierter Punkt der Kurve &, der sich infolge des ver-
wendeten Koordinatensystems ergibt und der als solcher keinem Punkt
des Konturkreises K entspricht.

Wir wollen diese fiir die weileren Darlegungen erforderliche Kurve &
wegen ihrer kreuzformigen Gestalt Chioide') nennen. Wenn die Licht-
richtung ! und die Sehrichtung s einen rechten Winkel bilden, also
26 =90° ist, dann erhalten wir die (}le'ichung

2 2
R
der gleichiistigen Chioide, die eine zirkulare Kurve vierter Ordnung ist.?)
Hiernach besteht dus Abbildungsgebiet der Kugelfliche aus den inner-
halb der vier Chioidenfisten sich ins Unendliche erstreckenden Flichen-
teilen.

Durch die Betrachtung dieser quadratischen Verwandtschaft ge-
langt man zur Kenntnis der Beziehungen zwischen den Hellegleichen
und ihren Abbildungen als parallele Gerade, die durch die S. 146 ab-
geleitete Gleichung (12)

—0

T+ky— g

1) Von Xi = Kreuzform.

2) In G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven.
1902. 8. 210, wird diese gleichdstige Chioide eine gerade zirkulare Kreuzkurve
genannt, weil sie dort als Spezialfall der Kreuzkurve erscheint, deren Gleichung
a® b

z° —%—a—g = 1 ist,
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bestimmt sind und die wir FHellegeraden nennen wollen. Fiir die in
Fig. b beispielsweise dem Wert I — 0,5 entsprechende Hellegleiche ist
in dem System xy die durch den Koordinatenanfang O gehende Hyper-
bel /% die senkrechte Projektion auf die zy-Ebene, und dieser ist in
dem System Yy die Hellegerade % zugeordnet, die demgemil, weil
k — %+ genommen ist, durch die Gleichung

t+3p=2R

reprasentiert wird. Diese Hellegerade schneldet die g- und y-Achse in
~den Punkten U, B, deren Abstinde von dem Koordinatenanfang
OU=2R, 0OB=4R
sind.

Diesen Punkten 1, 8 entsprechen die unendlich fernen Punkte
Ly, S, der Geraden I, s. Fir alle Punkte der Strecke U8 sind die
beiden Koordinaten positiv und ebenso auch die Werte von cos 4, cos a.
Demnach ist der zwischen den positiven Koordinatenachsen g, y liegenden
Strecke W der Hellegeraden §° der Hyperbelast #° zugeordnet, dem
die wahre Hellegleiche entspricht. Fiir alle anderen "unkte der Helle-
geraden haben die Koordinaten ungleiche Vorzeichen und ebenso auch
die Werte von cos 4, cos ¢. Demnach ist den anderen ins Unendliche
gehenden Strecken dieser Hellegeraden der durch O gehende Hyperbel-
ast ©® zugeordnet, dem die virtuelle Hellegleiche entspricht.

Die Hellegerade B trifft den Chioidenast @/ %, & in den Punk-
ten &, ®, denen auf dem Konturkreis K die Punkte I', G des Hyperbel-
astes 4® entsprechen. Demnach ist dem innerhalb dieses Chioldenastes
befindlichen Teil F@® der Hellegeraden Y)* der innerhalb des Kontur-
kreises K liegende Teil F'(G des Hyperbelastes #° zugeordnet. Fir die
wahren Hellegleichen, die sich bei der Lichtrichtung { und Sehrich-
tung s ergeben, kommen hiernach nur die innerhalb des Chioidenasies
LW, S, licgenden Strecken der parallelen Hellegeraden zur Geltung.
Den beiden Schnittpunkten, welche die Hellegerade §° noch mit den
Chioidendsten & Ui 8w und G A Ll ergibt, entsprechen die auf
dem Konturkreis liegenden Punkte des Ilyperbelastes 4°.

Fir H =0 liegt die zugehorige Hellegleiche §° im Unendlichen,
und dic zugeordnete Hyperbel entartet in die beiden Geraden 7, s, anf
denen die Durchmesser A%, A’ des Konturkreises die Projektionen der
Grenzhellegleiche sind.

Tiir H — oo geht die zugehirige Hellegerade §* parallel zu §° durch
den Punkt O und ihr ist dic Hyperbel zugeordnet, welche in die alle
Hyperbeln in O berithrende Tangende A* und in die unendlich ferne
Gerade entartet. Da die durch den Punkt O gehenden entsprechenden
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Geraden der Systeme gy, zy zwei projektive Strahlenbiischel bilden,
so sind die Hellegerade ) und die Tangente A* entsprechende Strahlen
dieser Strahlenbiischel. Hierbei ist aber zu beachten, dall der Punkt O
kein selbstentsprechender Punkt ist; denn je nachdem O ein Punkt des
Systems zy oder gy isi, entspricht ihm der unendlich ferne Punkt auf
b= oder A Dem Beriihrungspunkt der den Chioidenast <. U, S5 be-
rithrenden Hellegerade entspricht auf dem Konturkreis A der Punkt
der maximalen Helligkeit. Fiir alle Hellegerade, die diesen Chioiden-
ast nicht schneiden, gibt es keine wahren Hellegleichen.

Die zu den negativen Werten von H gehirenden Hellegleichen
befinden sich auf der innern Fliche der Kugel, wenn diese als halbe
Hohlkugel beleuchtet ist. Die entsprechenden parallelen Hellegeraden
liegen dann jenseits des Punktes O parallel zu den vorber betrachieten
Hellegeraden. Die zugeordneten Hyperbeln fiir negative Werte sind
beziiglich der gemeinsamen Tangente A* schief symmetrisch zu den
Hyperbeln fiir positive Werte, aber die Grenzhellegleiche ist in beiden
Fillen dieselbe.

Wenn wir bei der Sehrichtung s noch annehmen, daff die Kugel
auch in der zu [ entgegengesetzten Lichtrichtung Ir im Selbstschatten
beleuchtet wird, dann geht demgemiB auch die positive Richtung der
zg-Achse in die entgegengesetzte Richtung iiber. Die Gleichung

R
E‘l—%l):H

repriisentiert daun fir # — 0,5 die Hellegerade h®), die auf den Koor-
dinatenachsen ty die Strecken

OU;—2R, OB—4R

abschneidet, und ihr ist die Hyperbel A®{® zugeordnct, deren Ast A
auBerhalb des Konturkreises K liegt, weil die Hellegeraden §® den
Chioidenast S UL} nicht schneidet. Im iibrigen ergeben sich bei
dieser Abbildung der Hellegleichen fiir die Lichtrichtung Iy und Seh-
richtung s die analogen Beziehungen wie bei der Abbildung der Helle-
gleichen fiir die Lichtrichtung [ und Sehrichtung s.

In dem speziellen Fall, dafl %k = 1 ist, sind bei der Lichtrichtung [
und der Sehrichtung s die Hellegeraden senkrecht zu der Halbierungs-
geraden m des Winkels {Os; bel der entgegengesetzten Lichtrichtung
und dersclben Schrichtung s sind sic senkrecht zu der Halbierungs-
geraden m’ des Nebenwinkels 4 0s. Demnach stehen die Hellegeraden,
die bel diesen beiden Beleuchtungen gleichen Werten von H entspre-
chen und sich auf der y-Achse schneiden, senkrecht aufeinander.
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VI. Abbildung der Hellegleichen der Kugel als Kreise mit einem
gemeinsamen Beriihrungspunkt.

Vermittels der Transformation des Systems py durch reziproke
Radien in bezug auf den Konturkreis K als Inversionskreis ergibt sich
ein System, welches wir mit xy bezeichnen. Die Systeme ry, x¥y
stehen hiernach in einer speziellen Kreisverwandtschaft, in der den
parallelen Hellegeraden des Systems ry Kreise des Systems xy ent-
sprechen, die sich in dem Mittelpunkt O des Konturkreises beriihren.
Demnach erhalten wir den Satz:

Die Hellegleichen der Kugel werden in dem Systeme xy als Kreise
abyebildet, die sich in dem Mittelpunki des Konturlkreises beriiliren, vnd
s0, daf} je zweien zu der Richtungencbene symmetrisch liegenden Punkien
einer Hellegleiche ein Punkt in diesewm System entsprichi.

In den Systemen 1, xy sind der Mittelpunkt O und die beiden
unendlich fernen imaginiiren Kreispunkte gemeinsame FEckpunkte der
beiden Hauptdreiecke. IDa nun das System zy zu dem System yy und
dieses zu dem System xy quadratisch verwandt ist, und von den drei
Hauptdreiecken dieser drei Systeme drei KEckpunkte in dem Miltel-
punkt O vereint sind, so stchen die Systeme zy, xy in einer speziellen
kubischen Verwandtschaft, in denen der Mittelpunkt O ein selbstent-
sprechender Punkt ist. Iliner Geraden des Systems xy entspricht im
allgemelnen eine Kurve dritter Orduung des Systems xy und umgekehzt.
Diese kubische Verwandtschaft wird eine involutorische, wenn Licht-
und Sehrichtung einen rechten Winkel bilden.

Den sich in dem Mittelpunkt O beriihrenden hyperbolischen Pro-
jektionen der Hellegleichen auf die Richtungenebene im System 2y ent-
sprechen somit Kreise in dem System xy, die sich als solche auch in
O bertihren und die wir die Hellekreise nennen wollen.

In Fig. 6 ist um den Mittelpunkt O mit dem Radins £ der Kon-
turkreis K beschrieben, ferner ist die dem Wert H = 0,5 entsprechende
Tlyperbel /4% in dem System xy und die zugehdrige Icllegerade P
in dem System Yy gezeichnet. Um zu der Hyperbel %%/ durch reai-
proke Radien den zugehrigen Hellekreis zu erhalten, filllen wir auf §°
die Senkrechte 0L, ziehen dann von dem FuBpunkt £ eine Tangente 16
an den Konturkreis K und fillen von ihrem Beriihrungspunkt ® auf OQ
die Senkrechte ©Q; somit ist der iiber 0Q als Durchmesser beschrie-
bene Kreis der Hellekreis h% Dem Hyperbelast 4* entspricht der zwi-
schen den Koordinatenachsen ry, Yy licgende Halbkreis des Kreises b’
und dem Ilyperbelast ¢* entspricht der andere durch O gehende Halb-
kreis.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Von Herperr BurMESTER. 155

Aus der Gleichung der Hellegeraden

R
t+ky =4
folgt, daBl die von dem Mittelpunkt O auf eine Hellegerade gefiillte
Senkrechte R
080 = ——
HY'1 4k

ist, und demmach ergibt sich, weil 0Q - OQ = R? ist, fiir den betreffen-
denden Kreis der Durchmesser

0Q—= HRV1+R,

der dem Wert H der Helligkeit proportional ist.

Der fiir H = 0 in dic Geraden 4% 2’ entarteten Hyperbel entspricht
der in den Punkt O zusammengeschrumpfte Kreis, und der fir H— oo
in die Gerade A* und die unendlich ferne Gerade entarteten Hyperbel
entspricht der in die Gerade h* iibergehende Kreis. Diese Gerade wird
in O von allen Halbkreisen bertihrt und fillt mit der Hellegeraden §
ZUSANIMEN.

Dem Konturkreis K in dem System zy ist in dem System xy die
inverse Kurve K zu der in Fig. 6 nur teilweise gezeichneten Chioide &
zugeordnet, und den vier sich ins Unendliche erstreckenden Asten der
Chioide & entsprechen vier Blitter der Kurve X, die in dem Mittelpunkt O
von den Koordinatenachsen xt, yy bertihrt werden. Aus der Polar-
gleichung (16) der Chioide ergibt sich, indem wir statt ihrer Polar-
koordinaten t, v resp. r, w setzen, weil r-r = R? ist, als Polargleichung

der inversen Kurve K:
Rsin2scos2w

271 —sin2scos 2w

Durch Einsetzung rechtwinkeliger Koordinaten folgt, daB die
Kurve K von der sechsten Ordnung ist; und sie kann nach dieser Po-
largleichung auch direkt konstruiert werden. Das vierteilige Abbildungs-
gebiet der Kugel wird von den vier Blittern der Kurve K umgrenzt.
Die beiden grofieren kongruenten Blitter werden durch die Halbierungs-
gerade m, die beiden kleineren kongruenten Blitter durch die Halbie-
rungsgerade m’ symmetrisch geteilt. Dem innerhalb des einen Blattes
liegenden Bogen F G des Kreises h® entsprichf der innerhalb des Kontur-
kreises befindliche Teil (@ des Hyperbelastes A> und auf der Helle-
geraden B)® die Strecke §F, die sich innerhalb des Chioidenastes be-
findet.
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Beitrag
zur graphischen Dynamik des starren ebenen Systems,

Von Tureopor POscHL in Graz.

1. Man versteht unter einem starvern ebenen System oder kurz einem
ebenen System die Gesamtheit aller in einer Ebene liegenden Punkte,
welche ihre gegenseitige Lage nicht dndern.

Die geometrische Uutersuchung der bei der Bewegung eines solchen
Systems auftretenden Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ist Gegen-
stand der Kinematik; die Massen und Kriifte des bewegten Systems und
dumit auch die Frage nach der Ermittlung des Bewegungszustandes
aus gegebenen Kriiften bleiben in der Kinematik der Natur der Sache
gemiB ausgeschaltet.

Dic obige Definition hat ohne Einschrinkung auch nur dann einen
Sinn, wenn es sich um rein kinematische Untersnchungen handelt; wollte
man sie fiir die Dynamik aufrecht erhalten, wo man die Systempunkte
mit Masse ausriisten mufl, so kiime man mit Notwendigkeit zur Ein-
fiihrung einer unendlichen Masse des Bewegten, da der noch denkmdgliche
Fall des Endlichbleibens der iiber eine unendliche Ebene ausgebreiteten
Masse bei unendlich abnehmender ,,Dichtigkeit” zu einem physikalischen
Widerspruch fithrt. Um dieser unendlichen Masse aus dem Wege zu
gehen, muB man notwendig eine Begrenzung annehmen, und wir wollen
fiir die Kinetik des ebenen Systems folgende Definition an die Spitze
stellen: ’ .

Die Gesamtheit aller in einer Ebene licgenden Massenpunkte, welche
thre gegenseitige Lage nicht andern und welche innerhalb von im Lndlichen
verlaufenden Begrensungslinien liegen, nennen wir ein starres ebenes System
oder auch lurz ein ebenes System. Hierbei bleibt es gleichgiiltig, ob die
vorhandenc Masse als System diskreter Punkte oder kontinuierlich ver-
breitet angesehen wird. Doch kann auch fiir die Dynamik die Vorstellung
der bewegten unbegrenzten Kbene, von welcher das starre ebene System
nur ein mit Masse belegter Teil ist, mit Vorteil beibehalten werden,
z. B. dann, wenn es sich um eingefiihrte Bedingungen handelt. Wird
z. B. ein Punkt der Ebene gezwungen, sich auf einer bestimmten festen
Kurve zu bewegen, so ist es fiir die Untersuchung der Frage nach dem
resultierenden Beschleunigungszustand vollstiindig gleichgiiltig, ob dieser
Punkt gerade Triger einer Masse ist oder nicht; im negativen Falle
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muf} dann angenommen werden, daB der betreffende Punkt durch masse-
lose Stangen mit der bewegten Masse in Verbindung steht.

2. Die vorliegende Abhandlung soll zur Losung der Aufgabe bei-
tragen, die Bewegung eines ebenen Systems, welches der Einwirkung
beliebiger in der Ebene liegender Krifte unter beliebigen Bedingungen
unterworfen ist, aus diesen Kriften zu ermitteln.

Fiir einen einzelnen Massenpunkt hat die Aufgabe, ssine Bewegung
zu bestimmen, deshalb keire Schwierigkeit, weil durch Division der
Kraft in seine Masse sofort seine Beschleunigung der GréBe und Richtung
nach folgt. Ist noch sein Zustand zu einer bestimmten Zeit gegeben,
s0 kénnen die Geschwindigkeit und der zuriickgelegte Weg nach be-
kannten Methoden dargestellt werden.l) Diese Methoden versagen jedoch,
wenn von der bewegten Masse angenommen wird, daB sie Ausdehnung
besitzt. In diesem Falle sind die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
der einzelnen Systempunkte im allgemeinen voneinander verschieden,
und werden durch Angabe des Geschwindigkeitspoles (Drehpoles), des
Beschleunigungspoles und der Grifle der Geschwindigkeit und Be-
schleunigung fiir einen beliebigen Systempunkt vollstindig dargestellt.
Zur Vervollstindigung der Kennzeichnung des Bewegungszustandes
dient die Angabe des Wendepoles und Tangentialpoles, deren Bedeutung
hier ebenfalls als bekannt vorausgesctzt wird.

Die Frage, die wir behandeln wollen, stellt sich dann folgender-
maBen dar: Zu einer beliebigen Zeit #, sei der Zustand der Bewegung
des Systems durch Angabe des ,vollstindigen Geschwindigkeitssystems®
gegeben. Kiir den betrachteten Zeitpunkt sei ferner das System der
duberen Kriifte gegeben, unter dessen Einwirkung das System seine
Bewegung im folgenden Zeitelemente verindert. — Es entsteht die
Aufgabe, aus den aufgedriickten Kriften auf den Beschleunigungszustand
des Systems zu schlieBen. Auf diese Frage wollen wir die bei der
Bewegung des ebenen Systems auftretenden Fille, soweit sie dynamisch
bestimmt sind, untersuchen. Durch Angabe des Geschwindigkeits- und
Beschleunigungszustandes ist die Bewegung fiir zwei aufeinanderfolgende
Zeitelemente und damit vollstindig bestimmt.

3. Die Konstruktion des Beschleunigungspoles fiir den Fall der
freien Bewegung des chenen Systems wird anf einfache Weise durch
zwei Sitze (I, II) geleistet, die wir zuniichst beweisen wollen. Wir
fihren dazu folgende Bezeichnungen ein: wir nennen

a) die Gesamtheit der oo' in einer gegebenen Wirkungslinie p
moglichen Kriifte einen Krdfiestrahl und

1) Vgl. Proell, Graphische Dynamik, Leipzig 1874.
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b) die Gesamtheit der oc! zu einer gegebenen Kraft P parallelen,
gleich groflen und gleichgerichteten Krifte der Ebene ein Parallel-
kraftebiischel von konstanter Grifie P.

Der erste Satz lautet:

I Fir alle méglichen Geschwindigkeitszustinde liegen die Be-
schleunigungspole der Beschleunigungssysteme, welche von einem Kriifte-
strahl an einem frei beweglichen System erzeugt werden kdénnen, auf
einemn Kreise, welcher die durch den Massenmittelpunkt gezogene
Parallele zum Kriiftestrahle im Massenmittelpunkte berithrt; der Kreis
liegt auf jener Seite dieser Parallelen, auf welcher der Kriiftestrahl

2
gebst nicht liegt, und sein Durchmesser ist %, wenn & den Trigheits-

radius des Systems fiir den Massenmittelpunkt und p den Abstand des
Kriftestrahles von diesem bedeutet; der Kreis ist also die Inversion des
Kriftestrahles am Kreise k. Wir nennen 1thn den Beschleunigungspolkreis
erster Art und sagen, daB er von dem Kriftestrahle p erzeugt wird.

Die Lage des Beschleunigungspoles G auf diesem Kreise, den eine
in p wirkende Kraft von der Grée P an dem System erzeugt, ist nur
durch die GrioBle der Winkelgeschwindigkeit vom Geschwindigkeits-
zustande abhiingig, ginzlich unabhiingig jedoch von der Lage des Ge-
schwindigkeitspoles.

Der Beweis fiir diese Sitze ergibt sich einfach aus folgendem:
Bekanntlich') werden die Entfernung f des Beschleunigungspoles vom
Massenmittelpunkte und die Winkelbeschleunigung @’ des freien ebenen
Systems durch folgende Gleichungen bestimmt:

Mof=P, Mo — Pp.

Hierin bedeutet P die #uBere Kraft, p ihren Arm In bezug auf den
Massenmittelpunkt, M die Masse des Systems, & — Vo* + @® die in
der Einheit der Entfernung vom Beschleunigungspole gemessene GriBe
der Beschleunigung.

‘Wihlen wir nun (Fig. 1) ein Achsensystem OXY, dessen Ursprung
O in den Massenmittelpunkt § fallt, ¥ | P, X L I, so ist, wenn wir
mit z und y die Koordinaten des Beschleunigungspoles G bezeichnen

f?:wZ_Jr_yZ_, ,IL — ,,7Ji .
- 8¢ 4 uy T 4
M @® @) M*m”(1+£—z)
Nun ist .
' T
tg/lr_?:?,

1) W. Schell, Theorie der Bewegung und der Krafte, 2. Aufl. Bd. 11, 8. 399.
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e . 2
wenn 4 den Winkel G SY bezeichnet, und MP, — ", daher
© b

2t + gyt = T_If_:y’:a%e = %ﬁzﬁf;
oder
24yt =+ 7;—; z
d 1
(K,) (= —,) v =

Damit ist die Behauptung erwiesen. (Der zweite Krejs, der dem unteren

Vorzeichen in der vorletzten Gleichung entspricht, hat keine mechanische

Bedeutung.) ‘ Fig. 1.
Der Durchmesser

des  Beschleunigungs-

polkreises erster Art ist A

Y

, und der Kreis be-
P B

riihrt die Parallele zum '
Kriftestrahl dureh S auf (

der diesem abgewende- K \

ten Seite. Es mdge hier \
daran erinnert werden, o o ‘
X E F.~ s!

dafl ];; auch der Ab- -— dw B 1)
stand des Drehpoles E

vom Massenmittelpunkt
1st, wenn das ruhende
ebene System von einem ~
in der Linic des Kriifte-
strahles wirkenden Im-

puls getroffen wird. In

der Tat ist die unendlich groBe Kraft des Kriiftestrahles als Impuls
aufzufassen, und wir nennen dsher den Punkt F den JImpulspol des
Beschleunigungspolkreises K,: fiir seine Lage ist es gleichgiiltig,
nach welcher der beiden Richtungen des Kriiftestrables der Impuls
wirkt, wir haben deshalb auech nur von einer unendlich groB8en
Kraft gesprochen. Der Impuls ist natiirlich durch die unendlich
groBe Kraft in bestimmter Wirkungslinie noch nicht vollstindig ge-
kenuveichnet. Seine GroBe (Mv) kann noch immer jeden beliebigen

Wert haben.
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160 Beitrag zur graphischen Dynamik des starren ebenen Systems.

Die Beniitzung des Beschleunigungspolkreises erster Art fithrt auf
eine einfache Konstruktion des Beschleunigungspoles. Es ist

w Mo’ P PiM 4

A= 0 = = Mite' T Wpwt T

Hierin ist P/M = p, die Beschleunigung des Massenmittelpunktes und
der Nenner d; w? (k/p = d,) stellt die Normalbeschleunigung von F gegen
S hin dar, herriihrend von der Drehung des Systemes wm S.

Nachdem der Kreis K, mit dem Durchmesser £*/p gezeichnet is,
mache man SB =y, SF=d, 0’ in einem beliebigen MaBstabe, ver-
binde ¥ mit B und ziehe EG | FB, dann ist der Schnittpunkt G
dieser Linie mijt dem Kreise K, der gesuchte Beschleunigungspol. Da
ferner die Beschleunigung eines Systempunktes (§) auch der GroBe
nach bekannt ist (y,), so sind fir alle Punkte die Beschleunigungen
gegeben.

Da 7 stets ein spitzer Winkel ist, so kann bei gegebener Wirkungs-
richtung von P fir die Lage des Beschleunigungspoles nur jener Halbkreis
mn Betracht kommen, welcher nach der Seite dieser Wirkungsrichtung liegt.

Gieht die Wirkungslinie der Kraft durch den Massenmittelpunkt §
{p = 0), so wird der Beschleunigungspolkreis erster Art diese Wirkungs-
linie selbst. Riickt die Kraft ins Unendliche und wird sie gleichzeitig
Null, so resultiert ein Moment und der Beschleunigungpolkreis zieht
sich in den Massenmittelpunkt zusammen — ein Moment erteilt dem
System Beschleunigungen um diesen. Den oo? Geraden der Ebene als
Kriftestrahlen entsprechen die oo? Kreise durch § als Beschleunigungs-
polkreise.

4. Eliminieren wir @” aus der im vorigen Artikel beniitzten Gleichung

P M
z*+ Yt = Tt

mit Hilfe des aus der Gleichung fiir tg 4 enfnommenen Ausdrucks

w0 = % w2,
] . P
und bezeichnen wir /= — dy, so folgt
x* + ?/2 = d2y7
oder
9 4\ _ 4’
(Ks) z° +(y — '2’) =4

Dieser Kreis ist der Ort aller Beschleunigungspole, welehe auftreten,
wenn eine Kraft P bei festgehaltener Intensitiit parallel mit sich selbst
verschoben wird, also ein Parallelkréftebiischel konstanter Stirke durch-
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lduft; sein Durchmesser ist d, = MPM = —Zi,, eine reine Strecke in Richtung
von y,. Die Strecke %’; = 341%” in Richtung der Beschleunigung des

Massenmittelpunktes § aufgefaBt, werden wir die nach 8§ reduzierte
Kraft von P uennen.
Der Durchmesser dieses Kreises ergibt sich auch aus den Betrachtungen

des vorhergehenden Artikels direkt; es ist in Fig. 1: SE—=d, — %7
tg A = %,, daher
vy k2 - k2o’ _ MEa’ . Pp 7
S4 _’pf tg A= Pt - Mpm’ = Mpw? = r;i-—dﬂi
oder
d, - 0® = y,.

Wir fussen dieses Ergebnis in die Worte:

II. Der Ort der Beschleunigungspole, welche von einem Parallel-
kriiftebiischel konstanter Stirke P an einem ebenen System erzeugt
werden, ist ein Kreis (K, in Fig. 1), der iiber der in S in der Richtung

P . . .
T geschlagen wird; wir nennen ihn den

Beschleunigungspollreis zweiter Art, welcher P angehirt.
Mit Hilfe dieser beiden Kreise ist fiir ein freies ebenes System

von P angesetzten Strecke

der Beschleunigungspol des Beschleunigungszustandes, den eine #uflere
Kraft erzeugt, in einfacher Weise durch deren Schnittpunkt (G) bestimmt.
b. Die Anwendung des Satzes I hat den Verfasser auf einen Satz
aus der projektiven Geometrie gefiihrt, der hier wiedergegeben werden
mége. Fassen wir nimlich den Fall ins Auge, daB das ebene System
aus zwel in unverdinderlicher Entfernung befindlichen Punkten 4 und
B besteht, welche von einer beliebigen Kraft P beeinflult werden.
Nach dem d’Alembertschen Prinzip ist die Gesamtheit der mdglichen
Beschleunignngszustinde offenbar durch die Mannigfaltigkeit der von
den Punkten von P nach 4 und B gezogenen Strahlenpaare erschipft
(Fig. 2). Da die Richtung der Beschleunigung des Massenmittelpunktes S
immer parallel zur Kraftrichtung fillt, so erhilt man fir die jedem
Punkt von P entsprechende Zerlegung, da man die Beschleunigungs-
richtungen von drei Punkten des Systems A, B und S kennt, den Be-
schleunigungspol als Schnittpunkt der vier Kreise, welche den vier
durch das entstehende vollstindige Vierseit gebildeten Dreiecken um-
schrieben werden kiénnen. In Ifig. 2 sind die gegeniiberliegenden Ecken
dieses Vierseits mit gleichen Ziffern bezeichmnet, 1,1, 2, 2’, 3, 3".
Denken wir uns nun das Vierseit so veriinderlich, daB die Ecke 3’

z. B. eine zur gegeniiberliegenden Seite g; parallele Gerade (P) beschreibt
Zeitgehrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Haft 1/2. 11

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



162 Beitrag zur graphischen Dynamik des starren ebenen Systems.

— dadurch erhalten wir die Gesamtheit der Vierseite, die in unserer Auf-

gabe auftreten konnen — so durchliuft der Schnittpunkt der vier den
jewellig entstehenden Dreiecken umschriebenen Kreise — der Be-
sehleunigungspol G- — cinen weiteren Kreis (K,).

G. Aus Art. 3 ergibt sich unmittelbar der Sata:

III. Fiir alle Kréiftestrahlen, welche durch einen Punkt 4 hindurch-
gehen, schneiden sich die von ihnen erzeugten Beschleunigungspolkreise
auBer in S noch in einem zweiten Punkt B, der 4 durch die Gleichuﬁg

r-r =k

zugeordnet ist,
wenn 7 und 7’
die Abstinde der
beiden A und B

genannten Punk-

te von § sind;
die drei Punkte
A4, 8, B liegen
auf einer Ge-
raden und zwar
liegt S zwischen
A und B. Die
simtlichen  so
entstehenden Be-
schleunigungs-
polkreise bilden
ein Kreisbiischel
mit den Grund-
punkten Sund B.
/ Es gehort da-
‘ her auch der Be-
schlennigungspolkreis erster Art, den die Resultierende zweier sich in
A schneidender Kriifte erzeugt, dem Kreishiischel an, das durch die
Beschleunigungspolkreise der Komponenten bestimmt ist.

7. Wir wollen nun eiven Schritt weiter gehen, und nach den geo-
metrischen Ortern der Wendepole fragen, welehe den auf den Be-
schleunigungspolkreisen erster und zweiter Art gelegenen einfachen
Mannigfaltigkeiten von Beschleunigungspolen fiir einen vorgegebenen
Geschwindigkeitspol entsprechen. Zuniichst gilt der Satz:

IV. Die Wendepole, welche von den oo! Kriiften cines Kriéiftestrahles
erzeugt werden, liegen fiir jeden Punkt C der Ebene als Geschwindig-
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keitspol in einer geraden Linie, deren Lage durch den Geschwindigkeits-
pol eindeutig bestimmt ist. Diese Gerade — wir werden sie die Wende-
polgerade erster Art fir den betreffenden Punkt nemnen — geht durch
den Massenmittelpunkt S und steht auf der Verbindungslinie von C
und E, dem Impulspole des zugehorigen Beschleunigungspolkreises erster
Art, senkrecht.

Daraus ist zu ersehen, daB allen auf der Geraden CF gelegenen
Geschwindigkeitspolen dieselbe Wendepolgerade erster Art, 4, ent-
sprechen wird. Alle fiir den Geschwindigkeitspol C mdoglichen Wende-
kreise gehen Fig. 3.
dann durch den
Punkt ¥, den
Schnittpunktder
Geraden CF mit
dem Kreis K,
und 7, (Fig. 3).

Beweis: Aus
dem Umstande,
dafidieBeschleu- -
nigung des Mas-

senmittelpunk-

tes die Richtung

der auBeren

Kraft P bat
und aus den
Eigenschaften

des Wendepoles
und Beschleunigungspoles folgt, daB 9 G S8T = ¢ GCJ — 1 ist, daher
liegen die vier Punkte USG T auf einem Kreis. Das Kreisbiischel mit
den Grundpunkten CS schneidet mithin auf @ (| P durch S) die Punkt-
reithe 1. O. 7" und auf K, die Punktreihe IT O. G aus, welche pro-
jektiv sind: daher sind auch das Strahlenbiischel I. O., welches die
Punktreihe a aus C projiziert und das Strahlenbtischel II. O. (G ), fiir
welches C ein Brennpunkt und K der Scheitelkreis ist, projektiv. Die
zwei Strahlenbiischel haben die beiden Strahlen, welche von C nach
den beiden. imaginiren Kreispunkten gehen, entsprechend gemein und
erzeugen duher eine gerade Linie 7,; diese geht durch S, weil S ein
gemeinsamer Punkt der beiden Punktrethen ¢ und K, ist und gehort
dem Strahlenbiischel II. O. GJ an, w. z. b. w.

Wir wollen auch hier den Sprachgebrauch einfiihren, daB jeder

Kriftestrahl der Ebene an dem System in bezug auf jeden Punkt C
11"
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der Ebene als Geschwindigkeitspol eine bestimmte Wendepolgerade
erster Art erzeugt.

Entsprechend dem Beschleunigungspolkreis zweiter Art gilt fiir
die Wendepole der Sataz:

V. Die Wendepole, welche von den oo! Kriften eines Parallel-

kriftebiischels von der GroBe P, das durch den Durchmesser »MP? des

von ihm erzeugten Beschleunigungspolkreises (zweiter Art) SA charak-
terisiert werden mdge, erzeugt werden, liegen auf einer Geraden, der
Wendepolgeraden zweiter Art i,, welche durch 4 geht, und anf CS
senkrecht steht.

Der Beweis ist analog wie bei IV.

Ferner erhalten wir (Fig. 3):

VI. Die Tangentialpole, welche von einem Kriftestrahl p in bezug
auf einen bestimmten Punkt C der Ebene als Geschwindigkeitspol er-
zeugt werden, liegen in einer Geraden %,, die durch den Impulspol E
hindurchgeht und zu €S8 senkrecht steht, der Tangentialpolgeraden
erster Art.

Denn nach einem bekannten Satze liegen die Punkte H, die auf
den Strahlen des Strahlenbiischels J G so bestimmt sind, dal ST HCJ = 90°
ist, ebenfalls auf einem Strahle dieses Biischels. Und:

VII. Die Tangentialpole, welche von einem Parallelkriiftebiischel
von der GréBe P in bezug auf den Punkt C der Ebene als Ge-
schwindigkeitspol erzeugt werden, liegen auf einer Geraden h,, die
durch S hindurchgeht und auf CA seukrecht steht, der Tangentialpol-
geraden sweiter Art.

Mithin ergeben sich der Wendepol und Tangentialpol, die eine be-
stimmte Kraft I’ an dem System erzeugt, als Schnitt der Wendepol-
geraden und Tangentialpolgeraden erster und zweiter Art, die durch
den Kriftestrabl und das Parallelkriiftebiischel, denen P angehort, defi-
niert sind.

8. Die Methode, nach welcher wir die in Art. 2 definierten Auf-
gaben 10sen wollen, beruht nun in folgendem: Zunichst ist zu be-
merken, daB die Anzahl der vonecinander unabhingigen Bedingungen
fiir das ebene System und damit die Zahl der unbekannten Reaktionen
hochstens zwei sein kann. Fiir jede dieser Bedingungen ist die Wirkungs-
linie der durch sie hervorgerufenen Reaktion bestimmi — sie ist die
Richtung der Normalen zu der die Bedingung darstellenden Kurve.
Wie bei der analytischen Behandlung fiithren wir das Problem auf eines
Hireier Bewegung zuriick, indem wir uns die Bedingungen entfernt und
in jenen Normalenrichtungen die Reaktionen wirkend denken; ihre
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GroBen sind unbekannt, jedenfalls gehéren sie aber den Kriftestrahlen
an, welche in die beziiglichen Normalen hineinfallen. Wir haben also
ein starres System unter dem Einflusse von zwei bzw. drei Kriften (je
nach der Anzahl der Bedingungen), deren Richtnngen sfimtlich bekannt
sind, von der #HuBeren Kraft 1st iiberdies die GroBe gegeben. Nach
Art. 3 und 7 JaBt sich fiir jeden Kriiftestrahl der Beschleunigungspol-
kreis erster Art und fiir den gegebenen Geschwindigkeitspol C die zu-
gehorige Wendepolgerade konstruieren. Jeder Kraft entspricht ein Be-
schleunigungszustand, den sie erzeugen wiirde, wenn sie fiir sich allein
auf das System einwirkte, und der wirklich auftretende Beschleunigungs-
rustand entsteht durech Superposition der einzelnen Befchleunigungs-
zustinde dadurch, daB die einzelnen Kriifte gleichzeitig auf das System
einwirken. Der Fall, dal das ebene System einen festen Punkt hat,
verlangt eine etwas abweichende Behandlung, die wir unten gebeﬁ
wollen. ‘

9. Es handelt sich nun darum, die Zusammensetzung von Be-
schleunigungszustéinden, welche der gleichzeitigen Einwirkung mehrerer
Krifte auf das ebene System entsprechen, durchzufiithren, wenn sich
das System mit gegebenem Geschwindigkeitszustande bewegt. Es gilt
der Satz:

VIII. Der “Wendepol (J) des Beschleunigungszustandes, welchen
die Resultierende zweier oder mehrerer gleichzeitig einwirkender Kriifte
an dem System hervorbringt, ist der Endpunkt der Streckensumme,
welche durch geometrische Addition der Verbindungsstrecken des Massen-
mittelpunktes S mit den Wendepolen (J,) der von den einzelnen Kriiften
erzeugten Beschleunigungszustiinde gebildet wird:

(1) ST=3S87, (n=1,2..)

Wir werden den iibrigens einfachen Beweis dieses Satzes in einer
folgenden Arbeit nachtragen.

Fiir die Ermittelung des Beschleunigungspoles kénnte die aus der
elementaren Mechanik bekannte Beziehung zwischen den Winkelbe-

schleunigungen
0 = > o,
verwendet werden. Nun 1st
tgl=gs, tgl=_1 (v=12-")
daher
2) tgd=tgh, (n=1,2-.)
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Ist der Wendepol J und damit der Wendekreis filr die resultierende
Bewegung bekannt, so kinnte durch Auftragen des Winkels 2 an JC
im richtigen Sinne der Beschleunigungspol erhalten werden.

Bei den unten folgenden Anwendungen gelangt diese letztere Be-
ziehunyg lediglich als Kontrolle zur Ausfithrung. Wir werden an ihrer
Stelle die oben definierten Gebilde ,zweiter Art“ verwenden und fiigen
hier nur die Bemerkung an, daB sich der Durchmesser SA des Be-
schleunigungspolkreises zweiter Art fiir die resultierende Bewegung
durch geometrische Addition der entsprechenden Durchmesser fiir die
Einzelbewegungen SA4, in bezug auf S ergibt:

3) SA—= 384, (n=1,2,--)),

ein nach dem Prinzip der Erhaltung der Bewegung des Massenmittel-
punktes selbstverstindlicher Ansatz.
10. Um nun den EinfluB der Bedingungen auf die Bewegung des
Systems einzufithren, beniitzen wir die Umkehrung der bekannten Kon-
Fig. 4. struktion des Kriimmungsmittelpunktes der
Bahnkurve eines Systempunktes mit Ililfe
des Wendepoles.) '
Nach dieser Konstruktion ergibt sich der

Kriimmungsmittelpunkt K "der Bahnkurve
eines Systempunktes M aus dem gegebenen
Geschwindigkeitspole ¢ und Wendepole J in
folgender Weise: Man verbinde (Fig. 4) M
mit J und mit C, ziehe LC_L MC bis zum
Schnitt L mit MJ und mache LK |JC;
dann ist A der gesuchte Kriimmungsmittel-
punkt.

Ist nun umgekehrt der Kriimmungsmittelpunkt K bekannt, so kann
zufolge dieser Komnstruktion eine Gerade j als Ort fir den Wendepol J
angegeben werden; man erhiilt sie, wenn man L die Gerade I (L KM)
durchlaufen liBt: J beschreibt dann eine zu I parallele Gerade j, welche
durch Ausfihrung der obigen Komnstruktion in umgekehrter Form fiir

einen beliebig gewihlten Punkt L” von ! erhalten werden kann.
Wenn zwei Punkte des Systems gezwungen werden, vorgegebene
Bahnkurven zu beschreiben, welche fiir den betreffenden Zeitpunkt
durch ihre Normalen und Krimmungsmittelpunkte gegeben sind, dann
ist der Wendepol der resultierenden Bewegung durch zweimalige Aus-
fiilhrung der angegebenen Umkehrung gegeben. In diesem Falle wird

1) Siehe Schell, Theorie der Bewegung und der Krifte, Bd. I, 8, 464.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Vou Turopor Piscer. 167

man es jedoch vorziehen, das folgende Verfahren zur Ermittelung des
Wendepoles zu verwenden, welches auf der Zuriickfilhrung des durch
die beiden betrachteten Systempunkte und die zugehdrigen Kriimmungs-
mittelpunkte gebildeten Viereckes auf ein Kurbelviereck beruht, von
welchem die Krimmungsmittelpunkte die Endpunkte des ruhenden
Gliedes sind. Das Verfahren mdge hier ohne Beweis wiedergegeben
werden.

M, und DM, seien die gefiihrten Systempuukte, K, und K, die
Kriimmungsmittelpunkte ihrer Bahnen in diesem Augenblicke (Fig. 5).
Man verlingere K, K, und M, M, bis zum Schnitte A, K, M, und
K, M, bis zum Schnitte B; mache BC|K,K,, CE BA und errichte
in den Punkten D und F die
Senkrechten DdJ | K, M,
EJ 1\ K,M,, daon ist J =
der gesuchte Wendepol.

Wenn ein Punkt des
bewegten Systems eine Ge-
rade beschreibt, dann geht
diese durch den Wendepol
und der sie beschreibende
Punktliegt auf dem Wende-
kreise [Schell a. a. O.].

Wir gehen nun dazu
" {iber, die Ermittlung des .
resulticrenden Beschleuni- A §
gungszustandes fiir die c

Fig. b.

hg(-""" .

einzelnen mdglichen Fille
gesondert zu besprechen.

11. Eine Bedingung (Fig. 6). Der Punkt M des Systems sei ge-
zwungen, sich auf der Kurve p zu bewegen, welche der festen Ebene
angehirt. Ferner sei gegeben: Der Geschwindigkeitspol C (auf der
Kurvennormalen #), die Winkelgeschwindigkeit o in dem betrachteten

Zeitpunkte und die einwirkende Kraft P, bezw. deren reduzierte
SZPZMP;Z. Fir die gegebene Bedingung mufi der Wendepol des
resultierenden Beschleunigungszustandes J auf der Geraden j liegen,
welche durch Angabe des Kriimmungsmittelpunktes K der Kurve p
fir M nach der in Art. 10 wiedergegebenen Konstruktion erhalten
werden kann. Diesen resultierenden Beschleunigungszustand denken
wir uns durch Superposition der beiden Beschleunigungszustiinde hervor-

gebracht, welche die gegebene Kraft P und die unbekannte Reaktion,
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N, je fiir sich allein an dem System erzeugen wiirden. Der erstere,
der durch G,, J charakterisiert ist, ist mit I gegeben. Der Krifte-
strahl n, dem die gesuchte Reaktion N angehort, erzeugt einen Be-
schleunigungspolkreis erster Art K, und fiir den Punkt C als Ge-
schwindigkeitspol eine Wendepolgerade ¢, (U CF, durch §). Damit
ist aber der resultierende Wendepol J und der Wendepol J, des von
der Reaktion N allein erzeugten Beschleunigungszustandes gefunden; denn

Fig. 6. nach (1) Art. 9 ist
8J — 8J, + 84,
wodurch o auf j und
J, auf 4, bestimmt
sind. Der Kreis iiber
CJ; gibt den Wende-
kreis des von der
Reaktion & allein er-
zeugten Beschleuni-
gungszustandes; sein
Schuitt mit K, lie-
fert sofort den zu-
gehorigen Beschlen-
nigungspol &, und
zwar eindeutig, da

der zweite Schnift- -
punkt F, von ¢_ mit
K, dorch den der
Wendekreis C'J, hin-
¥4 durchgeht, Thierfiir

nicht in Betracht
kommt. Die durch J zu CS gezogene Senkrechte gibt im Schnilte mit
n’ (|») den Endpunkt der reduzierten Reaktion SA, — :ijmz (Satz V,

Art. 7). Damit ist aber auch die in I angreifende Gesamtkraft £,
bzw. deren reduzierte gegeben, denn es ist
Vi P ~» N
.Mau’:IIr[mg—*_]‘Im2

— §4;

dabei ist JA4 L CS. Der von R erzeugte Beschleunigungszustand stellt
die Losung der Aufgabe dar. Der zugehorige Beschleunigungspolkreis
erster Art, K, der durch S, B(BS-SD =k, 1IL. Art. 6) und F(CF L JS

auf dieser letzteren gelegen) bestimmt ist, muB die Inversion der Wir-

kungslinie in bezug auf den Kreis % sein, was als Kontrolle dienen
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kann. Der Schnitt von K, mit dem tiber S A geschlagenen Beschleunigungs-
polkreis zweiter Art gibt den gesuchten Beschleunigungspol der resul-
tierenden Bewegung G dabei ist JG L GC. — Als weitere Kontrolle
kann die durch Gleichung (2) Art. 9 ausgedriickte Beziehung dienen;
ferner ist 9C GSA =< GCJ und L G,854, = G, CJ,.

HEs sei hier noch darauf hingewiesen, daB die Einfiihrung der Be-
dingung fiir den Punkt M — ohne #uBere Kraft P — einen Be-
schleunigungszustand zur Folge hat, der ebenfalls leicht erhalten werden
kann: Aus geometrischen Griinden muB nimlich wie zuvor der Wende-
pol J° des gesuchten Beschleunigungszustandes auf der Geraden j liegen;
und da der Kriftestrahl », dem die gesuchte Reaktion angehdrt, nur
Wendepole auf i, erzeugen kann, so liegt J? notwendig im Schnitt-
punkt von j und ¢,. Der Kreis tiber CJ) gibt dann den Wendekreis
und sein Schnitt mit dem von » erzeugten Beschleunigungspolkreis
erster Art K den gesuchten Beschleunigungspol G3.

12. Zwei Bedingungen (Zwanglauf). (Fig. 7). Zwel Punkte M,
und M, des Systems sind gezwungen, sich auf zwei Kurven 1 und »
zu bewegen, welche in der Bezugsebene fest liegen; ihre Normalen
seien [/ und 7. In dem betrachteten Zeitelemente drehe sich das System
mit der Winkelgeschwindigkeit @ um C, dem Schnitt von ! und » und
werde von einer Einzelkraft P angegriffen. Man ermittle den resul-
tierenden Beschleunigungszustand und die Grille der Reaktionen.

Durch die Kriimmungsmittelpunkte X, und K, der Kurven 1 und »
fir das betrachtete Zeitelement ist der Wendepol J des resultisrenden
Beschleunigungszustandes mach Art. 10 bestimmt. Der von P allein
an dem System erzeugte Beschleunigungszustand (G, J,) kann ohne
weiteres konstruiert werden. Wir erhalten daher in der geometrischen
Differenz von SJ und Sefp den Wendepol J,,, fiir jenen Beschleunigungs-
zustand, welchen die Reaktionen L und N der Kurven 1 und » zu-
sammen an dem System erzeugen miissen,

8d,, =S8J > SJ,.

Zeichnen wir ferner die von den Kriiftestrahlen [ und #, denen die un-
bekannten Reaktionen I und N bzw. angehiren, erzeugten Beschleu-
nigungspolkreise erster Art K, und K, und in bezug auf C die Wende-
polgeraden erster Art ¢, und ¢, bzw., so erhalten wir die Wendepole
J;, und J, der Beschleunigungszustiinde, welche die Reakiionen je fiir
sich allein an dem System erzeugen wiirden, indem wir SJ,, nach den
Richtungen 4, und ¢, in zwei Komponenten zerlegen:

— A

Sd,, = 8, + SdJ,.
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Die Wendekreise iiber CJ, und CJ, geben dann im Schnitt mit den

beziiglichen Beschlennigungspolkreisen K, und K, die Beschleunigungs-

pole G, und G,. Zieht man durch S die Geraden I'|l, »'[ln, erhalten

wir auf diesen im Schnitt mit J;4, (1L CS) und J, 4, (_L CS) die Punkte
P

Fig. 7.

Liy S

A, und A, welche die GriBen der reduzierten Reaktionen “lfm‘ und

Wt liefern; damit ist der ,reduzierte Kriifteplan gegeben. Die geo-
. P L N
metrische Summe von ot ok und - wei liefert die an dem System

angreifende, reduzlerte Gresamtkraft

2
R P 4 L AN
Mo T Mot T Mo T Mo
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sie geht durch den Punkt I), in welchem P von der durch C gehenden

Kraft L —/{‘— N geschnitten wird. Ist R und ibhr Ort in der Ebene ge-
funden, so erhalten wir den Beschleunigungspol G der resultierenden
Bewegung, die eben von R erzeugt wird, als Schnitt der beiden zuge-

hérigen Beschleunigungspolkreise erster und zweiter Art, wobei JG L GC
sein muB. Als weiltere Kontrolle ergibt sich die Tatsache, daB die
Richtungen der Beschleunigungen von S in den einzelnen Beschleu-
nigungssystemen (G,J), (G,J), (Gy,, d,,) und (G, J) den bezgl. Kraft-
richtungen parallel ausfallen miissen; ihre Gréfen sind den reduzierten
Kriiften L, N, L $ N und 2! proportional. Endlich kann die Lage der
Beschleunigungspole G,, und G nach (2) Art. 9 kontrolliert werden.

Diese Methode zur Ermittelung des Beschleunigungszustandes bleibt
auch anwendbar, wenn an den Kurven 1 und v Reibung von bekannten
Reibungsziffern f; = tgg,, f; = tg oy auftritt. Die Richtungen der Re-
aktionen L und N sind dann einfach wm die Punkte M, und M, im
Sinne der Drehrichtung des Systems um den Reibungswinkel zu ver-
drehen usw.

13. Dewegung wm einen festen Punkt. (Fig. 8.) Das ebene System
drehe sich (durch zwei Zeitelemente) um einen festen Punkt C mit der
Winkelgeschwindigkeit @ und werde von #HuBeren Kriiften becinflufit,
deren Resultante P ist; man bestimme den Besehlennigungszustand und
die Reaktion des festen Punktes fiir den betrachteten Zeitmoment.

Auch hier denken wir uns den resultierenden Beschleunigungs-
zustand durch das Zusammenwirken der bekannten Kraft P und der
unbekannten Reaktion N des festen Punktes hervorgebracht; jetst ist
auch die Richtung dieser Reaktion unbekannt, ihre Wirkungslinie geht
aber jedenfalls durch C. Wir konstruieren zuniichst wieder den Be-
schleunigungspol und Wendepol jenes Beschleunigungszustandes (G, J,),
den P fiir sich allein an dem System erzeugen wiirde. Da hier die
Punkte G und J, welche den resultierenden Beschleunigungszustand

kennzeichnen, mit C zusammenfallen, so mull die Strecke SC - Sjp =SJ,
den Wendepol J, (den Wendepol des Beschleunigungssystems) ergeben,
den die Reaktion N des Punktes C fiir sich allein an dem System er-
zeugen wiirde. Der Beschleunigungspolkreis K des Kréftestrahles n,
der mit N zusammenfillt, ist dann bestimmt durch die drei Punkte
S, F(CF L J,8) und B(BS-SC=1F% Art. 6, III); die Richtung der
Reaktion N ist zu E,S senkrecht, wenn E,_ der Impulspol von K ist.
Zieht man #'||% durch S,J, 4, | CS bis zum Schnitt 4, mit »’, so ist

SA4, die GrioBe der reduzierten Reaktion Ml\;,. Der zweite Schnitt-
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punkt von K, mit dem Wendekreise CdJ, gibt G,, den Beschleunigungs-
pol des von N erzeugten Beschleunigungszustandes, wobei <2 GCJ,
=< GS4,. Die Resultierende aus N und P gibt die auf das System
einwirkende Gesamtkraft E; ihre reduzierte ist

S4 -S4, +54,
Die GriBe der Beschleunigung des Massenmittelpunktes ist SA - w®-—

P Fig. 8.

N

Wir bemerken zum Schlusse, daB diese Methode auf den Fall, wo
Beschleunigungssysteme gleicher und gleichgerichteter Beschleunigungen
vorkommen, wie sie durch die Schwere erzeugt werden, nicht anwend-
bar ist. Die darauf bezliglichen Fragen, sowie die Weiterfithrung des
bier verfolgten Gedankenganges auf gelenkig verbundene Systeme sollen
den Gegenstand weiterer Arbeiten bilden.
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Die Ermittlung der Bewegungsverhdltnisse von Kurbel-
getrieben in einfacher zeichnerischer Behandlungsweise.

Von Lrororp FEiGL in Wien.

I. Einleitung.

Bei der Durchfiihrung der geometrischen Konstruktionen, welche
sich anlidBlich der Untersuchung der Bewegungsverhiiltnisse von Kurbel-
getrieben ergeben, ist man hiufig gezwungen mit Kreisen von groBen
Halbmessern zu arbeiten. Abgesehen von der Unhandlichkeit der hierzu
notwendigen Zeichenhilfsmittel, werden die bei jeder geometrischen
Konstruktion auftretenden Kehler durch die unvermeidlichen Federungen
des Zirkels bedeutend vermehrt. Es soll nun in der vorliegenden Ar-
beit ein Verfahren angegeben werden, welches die Bewegungsverhiltnisse
bei Kurbelgetrieben ohne Zuhilfenahme der Bogenprojektion ermitteln
1aBt. Zuniichst werden zwei geometrische Aufgaben geltst werden,
welche die Grundlage fiir dieses Verfahren bilden.

Fig. 1.

Aufgabe 1. (Fig. 1.) Ein Kreis ist gegeben durch einen Punkt A
seines Umfangs, durch die Richtung des durch 4 gehenden Halb-
messers AD und durch die Linge des Ilalbmessers AB =1 Es soll
ein beliebiger Punkt B, des Kreisumfangs ermittelt werden unter der
Voraussetzung, dall der Mittelpunkt B des Kreises auBerhalb der Zeichen-
fliche liege und zur Konstruktion nicht verwendet werden konne.

Um Aufgabe 1 zu losen, legen wir durch den Punkt A einen
Kreis, dessen Mittelpunkt B,*) und dessen Halbmesser A B, = r ist.

T) In Fig. 1 wurden einige Punkte mit Riicksicht auf den durchzufiihrenden
Beweis anders bezeichnet als die analogen Punkte der folgenden Figuren.
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Mittelpunkt und Halbmesser konnen frei gewihlt werden. Nun nehmen
wir die durch B gehende Gerade g an, auf welcher der gesuchte
Punkt B, licgen soll. Wie die Gerade g ermittelt wird, ist fiir die
Losung der Aufgabe ohne Belang. Wir bestimmen zuniichst ein Ahn-
lichkeitszentrum der beiden Kreise (B, 1)!) und (B,, r), hier das duBere C.
C wird als Schnitt zweier Ahulichkeitsstrahlen gefunden, und zwar der
Verbindungsgeraden der beiden Mittelpunkte B und B, und der Ver-
bindungsgeraden der Kreispunkte 4 und A, welche anf den parallelen
Halbmessern BA und B4, liegen. Wenn wir nun einen Punkt B,
des Kreises (B, 1) suchen, so muB er anf einem Ahnlichkeitsstrahl CBY
liegen, welcher durch den dem Punkte B, entsprechenden Punkt B?
des Kreises (B, r) geht. Nun stellen wir die Bedingung, daB das
Ahnlichkeitszentrum € zur Bestimmung von B, nicht verwendet werden
solle. Daher verbinden wir 4, mit bY und legen durch A eine zu
Ay B parallele Gerade, welche die Gerade g in B, schneidet. Es ist
also die Konstruktion reduziert auf das Zeichnen der Geraden A B,
bzw. auf die Ermittlung des zweiten Schnittpunktes F der Geradeu 4 B,
mit dem Kreise (B,, 7). Um K =zu finden, machen wir < BB F
— X ByAB =<y Es ist aber auch <t AByj4, =< B, dB—=<y
als Wechselwinkel, daher 9 BB I = <97 A By A, Diese Winkel liegen
nun so, daB ihre Scheitel B, mit der Spitze und ihre Schenkel B;A4
und By A4, bzw. B,FE und B, B mit den Schenkeln der gleichschenke-
ligen Dreiecke A B E und A B,B° identisch sind. Es miissen deshalb
parallel sein. Man findet daher den Punkt B, indem man durch B,
die Gerade g, parallel der Geraden g zeichnet, den Winkel 5Y B, If = <y
auftriigt und die Geraden AE und g zum Schnitt bringt.

Aufgabe 2. (Fig. 2.) Gegeben ist eine beliebige ebene Bewegung
mit einem Frciheitsgrade. Wir betrachten zwei zusammenfallende
Ebenen: eine derselben, U, sei fest, die andere, B, beweglich. Die
Bewegung der Ebene B ist eindeutig bestimmt, wenn man die Be-
wegung zweier in der Ebcne B fester Punkte 4 und B kennt, deren
Abstand AB =1 ungeiindert bleiben mufl. Die Bahnkurven von A
und B in der festen Ebene 9 seien & und %. Sind also die Kurven
£ und 4 und ein Paar zugeordneter Lagen 4D, damit auch der Ab-
stand A =1, gegeben, so ist jeder Luge A eine Lage B eindeutig
zugeordnet und umgekehrt, d. h. die Kurven £7 sind punktweise
ein-eindeutig aufeinander abgebildet. Diese Abbildung wollen wir
zundchst als gegeben voraussetzen. Bel den Anwendungen, welche diese

1) Kreis (B, ) = Kreis mit dem Mittelpunkt B und Halbmesser 1.
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Aufgabe auf die Kurhbelgetriebe finden wird, ist dies tatsiichlich der
Fall. Neben der Kurve 5 betrachten wir eine Kurve 7,, welche aus g
durch eine Translation von gegebener Ilichtung um die Strecke I her-
vorgeht, wobei jeder Punkt 3 von % in einen Punkt B von 7, iiber-
geht. Da durch diesclbe auch % und 7; punkfweise ein-eindeutig auf-
einander abgebildet sind, so gilt das Gleiche von den Kurven £ und 7,
wenn jedem Punkt A der entsprechende Punkt B, zugeordnet wird.
Wir nehmen an, die Kurve 5 befinde sich nicht mehr auf der Zeichen~
fiiche, wihrend die Kurven £ und 7, zugiinglich sind. Es soll zu
jedem Punkt 4 von & der cntsprechende Punkt B, von 7, gefunden
werden, ohne daB man die Kurve » dabei verwendet.

Fig. 2.

Diese Aufgabe laBt sich auf die Konstruktion Fig. 1 zuriickfiihren,.
denn man kann die Frage auch so stellen: es ist jener Punkt B, der
Kurve %, zu suchen, welcher auf einem Kreise liegt, dessen Mittel-
punkt der Punkt B auf % und dessen Halbmesser BA — [ ist. Dabei
ist vorausgesetzt, I3 sel unzuginglich. Wir zeichnen nun den Hilfs-
kreis (O, r), [in Fig. 1 Kreis (B, r) bezeichnet]. Wo der Mittelpunkt O
angenommen wird, ist belanglos; in Fig. 2 wurde er in die durch B
parallel der Translationsrichtung gehende Gerade verlegt. Es geschah
dies, weil sich dadurch bei Kurbelgetrieben die analoge Konstruktion
am einfachsten gestaltet. Die Allgemeinheit der Lssung bleibt hiervon
unberithrt. Die Konstruktion wird mit Hilfe des Halbmessers OF,
wobei 9 NOE/ = < 7, und der Geraden AL durchgefihrt. Im Schnitt
von AE und 7, liegt B,. Es wurde bereits erwihnt, dal im beson-
deren Falle eines Kurbelgetriebes das Gesetz der punktweisen Abbil-
dung der Kurven £n bzw. Ex, stets bekannt ist; es ist dann einfacher,
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die Lage des Punktes E nicht durch Ubertragung des Winkels v zu
ermitteln, da <y als nicht gegeben zu betrachten ist, sondern auf
folgende Weise: man konstruicrt statt des Punktes E sein Spiegel-

~ bild D beziiglich OB, indem man durch einen Punkt O,, wobei

%1 ~ 1. A0, eine Gerade parallel OA legt, auf dieser 61D=11 -OB

n

auftrigt und den Punkt D mit O verbindet. Der Schnitt der Geraden

0D ‘mit dem Kreise (O, r) gibt den gesuchten Punkt ). Es ist dann
DNOOD~NAAOB, somit T DOO; =< BAO =< y. Nimmt man

%ﬁ% an, so wird 00, :%z und D fallt mit D zusammen. D kann

fiir jede T.age A4 ermittelt werden, da im speziellen Falle das Verhilt-

nis der Gliederlingen % bekannt ist. Ks ist von Wichtigkeit, zu jeder

Lage des Punktes 4 die Lagen aller Glieder des bewegten Getriebes
zu kennen. Diese kann man innerhalb des Kreises (O, r) folgender-
mafen festlegen: man verbindet /¥ mit dem zweiten Schnittpunkt H
der Geraden )0, mit dem Kreise (0, 7), bringt EH wit einer durch F
parallel zu BO gelegten Geraden zum Schnitt K und verbindet K mit
B; so ist BKY OA=r, KJ#4 AB=1 TEs seien bezeichnet
X AOB=<c und <COBA—f. Es ist 0 AO0D =2 —-<CB0A4Ad—
XDON=7—0a—y=<0f8 CHOG= L EOF =<5 A0D="2%§;
X BHF =< GFH =< F

BX

¥ EOF baw. 32 GOH. FH schlieBt mit BO den Winkel £ ein, da

FG| BO- Fk:KTf, als Seiten des gleichschenkeligen Dreiecks
FERII-OK | FH, als Diagonalen des Deltoids FKXHO. Daher ist

FKOL=% (5 f) — X ABM; da ferner KL — A und < OLK

T

~XBMA=T, so ist AOLK~ABMA Mithin KO — 4B,
Daraus folgt: AOKJ~ AB,AB, weil 0K — B A, 5xJOK— ¥ BB
—~x (- ﬁ) und ¥ OKJ — < BLAB— - (g_ﬁ)- Daher ist

2 2
OJ=BB=1, KI— AB—1und 3L OJK-— < B,BA— 4. Endlich

ist AOKDB = ADAO, weil KO=AD,, << KOD, = <. ADB0
—x(3+5), 0B =B,0,d £ BK=04d=r, X OB,K~+504
=< «. Von dem Dreieck B KJ kann man bei Kurbelgetrieben den
weitgehendsten Gebrauch machen. Ist der geometrische Ort der Punkte
K leicht zu bestimmen, so folgt hieraus cine einfache Ermittlung der
Punkte B,. In allen Fillen jedoch kann A B, K.J, bzw. die Gerade EH
zur einfachen Konstruktion der Weg-Geschwindigkeits- und Beschleu-

als Peripheriewinkel zu den Zentriwinkeln

nigungskurven des Punktes B dienen.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Yon Leocrory Furer. 177

[T Dic Ermittlung des Kreuzkopf-Weges bei einigen Kurbelgetrieben,

Ly s0' nun die Anwendung der vorangehenden Konstruktionen
auf Kur.clgetriebe gezeigt werden. Kurbelgetriebe entsteben aus dem
Gelenkviereck, dem einfachen ebenen Mechanismus mit vier Dreh-
paarungen, wenn eines seiner Glieder festgestellt wird.') KEs konnen
aber auch die Drehpaarungen teilweise durch Richtpaarungen ersetzt
werden (Schubkurbelgetriebe). Bei allen Kurbelgetrieben miissen daher
die Kurven £ und 7 Kreise oder Geraden sein. Da stets mindestens ein
Glied des Getriebes, die Kurbel oder Schwinge, eine drehende Be-
wegung macht, kann die Bahnkurve des Endpunkts dieses Gliedes mit
dem Hilfskreis (O, r) identifiziert und die Bewegung der {ibrigen Glieder,
seien es Kurbeln oder Koppeln, leicht festgelegt werden. Hs sollen
aus der groBen Zahl von Kurbelgetrieben, welche durch Kombination
von Dreh- und Richtpaarungen, ferner durch die Wahl der Lingen der
einzelnen Glieder und Abstinde der Drehpunkte, aus dem Gelenkviereck
entstehen, nur drei hervorgehoben werden, die im Maschinenbau hiufige
Anwendung finden: das zentrische Schubkurbelgetriebe, das exzentrische
Schubkurbelgetriebe und das Schwinglkurbelgetriebe (auch Doppelkurbel-
getriebe bzw. Doppelschwinggetriebe). Alle iibrigen Kurbelgetriebe
lassen analoge Koustruktionen zu. Auch soll nur die Bestimmung des
Weges gezeigt werden, wihrend hinsichtlich der Konstruktionen der
Koppelkurven, der Bahnkurven von mit einzelnen Gliedern fest ver-
bundenen Punkten usf. auf das Lehrbuch der Kinematik von Bur-
mester verwiesen sei, an Hand dessen das vorliegende Verfahren aunf
die erwihnten Konstruktionen angewendet werden kann.

1. Das zentrische Schubkurbelgetriebe. _
Die Kurve £ (Fig. 3) ist ein Kreis (Halbmesser — Kurbellinge),
die Kurve 7 eine durch den Mittelpunkt des Kurbelkreises gehende
Gerade (Kreuzkopfbahn). Als Hilfskreis beniitzen wir den Kurbelkreis

(0,7), 00, — L;(normal 1.7). Die Konstruktion zur Ermittlung der

um ! verschobenen Kreuzkopflage B, beschrinkt sich auf das Zeichnen
der Geraden O, D | 0A, AF 1.9, und FD (oder O,D, DE und EA).
Der geometrische Ort der Punkte K ist ein Kreis vom Halbmesser {
(gleich der Schubstangenlinge A B), der durch O geht und dessen Mittel-
punkt L auf 7, bzw. %,, liegt. Daraus liBt sich eine zweite Konstruk-
tion des Kreuzkopf-Weges ableiten: man projiziert 4 nach K, und
schneidet von K, als Mittelpunkt mit ~ in » ein: es entstehen zwel

1) L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, I. Band, 8. 283 1., Leipzig 1888.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1/2. 12
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Losungen B, und By, entsprechend den beiden zur y-Achse') symme-
trischen Kurbellagen OA4 und OA’. Es ergibt sich, daB zu zwel zur

Fig. 3.

y-Achse symmetrischen Kurbelstellungen 04 und 0 A’ [mit den Winkeln
X o= Ty0A und << (# — a) = < T,04°] Lagen der Schubstange
Fig. 4. BA baw. B’ A’ gehoren,

2 . die einander parallel sind

(<CABTy= <= A'B'T,
=< B). Es fallen

demgemid die Geraden

—re

Punkte E mit H' und
£ mit H zusammen.
Dies ergibt sich auch
aus der Bedingungsglei-

chung rsine = Ismp
des Getriebes. Unter Be-
nutzung dieser Erschei-
nung ist in Fig. 4 ge-
zeigt, in welch einfacher
Weise man die Kolben-
| stellungen (1,, 2,,...)

9 erhilt, wenn der Kurbel-
kreis in eine gerade Anzahl gleicher Teile geteilt wird, d. h. die Kurbel-

1) In den Figuren 8—9 ist als Ursprung des Koordinatensystems der Mittel-
punkt O des Kreises (0, 7r), die z-Achse parallel und die y-Achse normal der
Richtung der Translation angenommen.
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stellungen (01,02, ...) in bezug auf beide Achsen symmetrisch ange-
pommen werden. Man findet zu 12 Kurbelstellungen die zugehdrigen
Kolben-(Kreuzkopt-)Stellungen durch Zeichnen von 8 Geraden. Wiirde
man die Lagen des Kreuzkopfes durch Bogenprojektion bestimmen, so
hitte man 7 Kreisbogen vom Halbmesser ! zu zeichnen, also scheinbar
eine einfachere und genauere Ldsung erzielt. Auch eine geometro-
graphische Untersuchung beider Methoden mit Hilfe der Lemoineschen?)
Symbole wiirde fiir die Bogenprojektion sprechen. Zwel Konstruktionen
lassen sich jedoch hinsichtlich ihrer Einfachheit und Genauigkeit nur
dann vergleichen, wenn von annihernd gleich groBen Zeichenhilfsmitteln
Gebrauch gemacht wird, was in diesem Falle nicht zutrifft. Nur die
Durchfiihrung beider Konstruktionen zeigt, dafl die erstangefiihrte die
vorteilhaftere ist.

2. Das exzentrische Schubkurbelgetriebe.

Die Kurve £ (Kig. b) ist ein Kreis vom Halbmesser #, gleich der
Kurbelliinge, .die Kurve 7 eine Gerade im Abstande &, gleich der Exzen-

Fig. 5.

trizitit, von O. =%,, die um [ verschobene Kurve %, fillt, wie beim
R 1]
zentrischen Getriebe, mit % zusammen. Wir machen wieder 00, — rl .

Zur einfacheren Bestimmung der Punkte B; zeichnen wir den festen
Hilfskreis (0, 7¢)- Fir eine bestimmte Stellung 04 der Kurbel hat
man folgende Geraden zu zeichnen: CD || O4, DE | n und EA. EA
schneidet #, in B,. Der Linienzug CDL ist so zu zeichunen, daB O, C

r

1) A. Adler, Theorie der geometrischen Konstruktionen, S. 277ff. Samm-

lung Schubert LII, Leipzig 1906.
12%

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



180 Die Ermittlung der Bewegungsverhiltnisse von Kurbelgetrieben.

der Kurbelstellung 04 um E im Umlegungssinne @1 voraneilt. Auch

hier gilt das flir zentrische Getriebe beziiglich zur y-Achse symme-
trischer Kurbelstellungen Gesagte. FErmittelt man mit Hilfe der Be-
dingungsgleichung Isin 8 — rsine — & = 0 des Getriebes den geometri-
schen Ort der Punkte K, so ergibt sich eine Kurve dritten Grades, die
zur einfachen Bestimmung von B, unverwendbar ist. Wir werden
daher den Punkt I’ aufsuchen. Die Dreiecke 04N und NL’O sind
kongruent, die zugehdrigen Seiten einander parallel. Vertauscht man
die Punkte L” mit A und N mit O, so ist leicht einzusehen, daB der
geometrische Ort der Punkte L’ ein Kreis vom Halbmesser I ist, dessen
Mittelpunkt P’ auf %" liegt und der durch O geht. Um daher N aus
A zu bestimmen, projiziert man A nach I, Kreis (P, 1), und schneidet
mit » von L als Mittelpunkt in # ein. Aus N ergibt sich dann B,
indem man durch N eine Gerade parallel RS legt, und diese mit 7,
zum Schnitt bringt. Diese Konstruktion ist dem sogenannten Schorch-
schen Disgramm?') analog, aber in der Durchfithrung bedeutend ein-
facher.
3. Das Schwingkurbelgetriebe.

Dieses in Fig. 6 dargestellte Getriebe kann je unach Wahl der
Lingen der beiden Kurbelarme und des Abstandes O der beiden
Drehpunkte auch in das Doppelkurbel- oder in das Doppelschwing-
getriebe iibergehien. Die Kurve § ist ein Kreis vom Halbmesser r = 0 4,
die Kurve 5 ein Kreis vom Halbmesser o = M B. Um die Konstruktion
zur Aufsuchung des Punktes B, moglichst einfach zu gestalten, kann

man den festen Hilfskreis (OI,R1 =7‘_lq) verwenden, wobei a — MO.
Uberdies zeichnen wir #;, d. h. den Kreis (M, o), wobei M, 0 —a — 1.
Zur Bestimmung des zu OA gehorenden Punktes B, dient die folgende
Konstruktion: Gerade 0,C| 04 zum Schnitt zu bringen mit dem Kreise
(O, R)), Kreis (O’, R,= %9) zum Schnitt zu bringen mit dem Kreise
(0,7), Punkt D nach E zu projizieren, Gerade KA mit dem Kreise
(M, 0) zu schneiden. Um den richtigen Schnittpunkt (I3,) der Ge-
raden KA mit dem Kreise (M,, 0) zu wihlen, hat man zu bedenken,
daB die Punkte D und O beziiglich der Geraden CO, dieselbe Lage

einnehmen wie 4 und B, gegeniiber z. EH ist der Lage der Stange
B A parallel, M, B, gibt die Lage der Kurbel M B an. Man kann auch

1) Schorch, Kolben- und Schieberdiagramme fiir doppeltwirkende Dampf-
masgchinen mit Muschelschieberstenerungen. Zeitsehrift des Vereins deutscher In-
genieure, Jahrgang 1876, S. 403. '
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bei diesem Getriebe eine der Schorchschen analoge Konstruktion
durchfiihren.

Anschliefiend an Kurbelgetriebe kiinnten die einfachen Mechanismen
mit Kurvenfithrung behandelt werden, welche neben niederen Paarungen
auch eine hohere aufweisen. Betrachten wir die Bewegung einer Stange,
von welcher ein Punkt 4 sich auf einer beliebigen gegebenen Kurve £,
ein zweiter B auf einer Geraden (oder einer leicht zeichenbaren Kurve
etwa einem Kreise) bewegt, so wird die Konstruktion zur Ermittlung

Fig. 6.

von B,, falls man von der Bewegung auf der Kurve £ ausgehen kann,
ohne erhebliche Schwierigkeiten durchfiihrbar sein; bedentend schwie-
riger gestaltet sie sich, wenn man von der Bewegung auf % ausgeht,
d. h. den Punkt 4, suchen mul, da hier fir jede Lage des Punktes B
eine der Kurve £ ihnliche konstruiert werden muB. Falls beide Kurven
nicht auf einfache "Weise zeichenbar sind, muB man Bogenprojektion
anwenden.

III. Geschwindigkeit und Beschleunigung des Kreuzkopfes beim
zentrischen Schubkurbelgetriebe,

1. Geschwindigkeit c.

Man kann die Geschwindigkeit ¢ des Kreuzkopfes B in einem
Polardiagramm oder in einem Weggeschwindigkeitsdiagramm erhalten.
In Fig. 7 gibt T, E die GriBe der Geschwindigkeit im Polardiagramm
an. < T,0A4 = X «, 32 AOD = < f. Daher ist, wenn wir T,E_L 04

1) Schorch, Kolben- und Schieberdiagramme fiir doppelt wirkende Dampf-
maschinen mit Muschelschiebersteuerungen. Zeitschrift des Vereins Deutscher
Ingenieure, Jahrgang 1876, S. 403.
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182  Die Ermittlung der Bewegungsverhiltnisse von Kurbelgetrieben.
zeichnen,

K BT,0=%(F ),
X T,0E = 3 (e +§),
X O,ET‘,:%:(; —).
Mit Milfe des Sinus-

satzes erhidlt man:
T; E 7,0 7

Sm(a I f) cosf  cosf’
TE— "2t f

cos f§ ¢

?

unter der Voraussetzung,
die Geschwindigkeit des
Punktes 4,9 =const.=r.
Betrachten wir die Ge-
schwindigkeiten ¢ und ¢
zweier Lagen B ond B’
des Kreuzkopfes, gehorig zu den Kurbelwinkeln ¢ und (% — «), d. h.

zu zwei Lagen OA und OA’, die zur y-Achse symmetrisch stehen, so
Fig. 8. ergibt die Summe von

< \ cunde”: ¢+ ¢'=2rsina;
h
I
i

so daB, da in Fig 7
_—0 2

S|

A

T, E'=2rsing, BE'—¢
sein muB. Will man
daher die (feschwindig-
keiten des Kreuzkopfes
zwischen den Totlagen
T, und T, ermitteln, so
. geniigt es, die Lagen
der Kurbel zwischen O

|

4 . .
und 5 Zu herticksich-

tigen, da hierdurch auch
die Geschwindigkeiten

. @
zwischen — und = be-

2
stimmt sind. Wichtiger
als die obige Konstruktion ist die Ermittelung des Weggeschwindigkeits-
diagramms, Fig. 8. Wir bestimmen auch hier die Geschwindigkeiten
¢ und ¢’ zweler Lagen des Kreuzkopfes B und B, welche zu zwel zur

y-Achse symmetrischen Stellungen OA und OA’ der Kurbel gehiren,
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gemeinsam. Wir suchen die Punkte B, und B] auf und bringen EE’
mit durch 53, und B, parallel zur y-Achse gelegten Geraden zum Schnitt.
(Punkte F' und F'). B F=c, BiF'—¢". Aus A B,FK geht her-
vor: B, F = rein(@+F) _ . Man kénnte auch AG durch eine durch O

cos f§

parallel EE’ gehende Gerade teilen: Ad —¢, JG = ¢
2. Kreuzkopfbeschleunigung p.
Es soll vorerst ein Hilfssatz iiber die Beschleunigungen p und p’

in Stellungen B und B’ (bzw. B, und B]) des Kreuzkopfes, die zu

Fig. 9.

D _— T

zwei zur y-Achse symmetrischen Stellungen O A4 und O A’ der Kurbel
gehoren, nachgewiesen werden (Fig. 9). Wir bezeichnen die Wege des
Kreuzkopfes: T\ B, = s, T,B] = s".

1) . §=7r(1—cose)+ (1 —cosp)
2) s"=1r(1l+ cose) + (1 — cos )
3 s'—s=2rcosc

Beschleunigungen fiir B, bzw. B], unter der Voraussetzung v = r:

cos (e 4 f) r¥ cos’e
(4) p=r-- cos f +T'cos’ﬁ

(5) p,=_r.cos(a—§)+i’_cosga
cos f8 1 cos’f

(6) p—p =2rcosa

(N sS~—s=p—p"
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184 Die Ermittlung der Bewegungsverhiltnisse von Kurbelgetrieben.

Gleichung (7) lautet in Worten: fiir zwel zur y-Achse symmetrische
Stellungen der Kurbel ist die Differenz der absoluten Werte der Wege
des Kreuzkopfes gleich der Summe der absoluten Werte der Beschleu-
nigungen des Krenzkopfes. Auf diesem Satze beruht die Konstruktion
der Beschleunigungen, Fig. 9. Man bestimmt die GriBen der Ge-
schwindigkeiten ¢ — B, F, ¢'= B, I, errichtet in F'’" eine Normale auf
EE’, macht KJ — JF" und verbindet X mit F: B,H—p, HB=7p".
Der Nachweis LiBt sich folgendermaBen erbringen:

(8) BlH:(ﬁ_2.m>=c:c’
) D H + J?B;' =2rcosu
sin (e 4 )
(10) ooy St
r_ sin (@ — f)
(11) C ,Ar.icos,,ﬁ 4
(12) jBZ=c'tgﬁ:r Enf(f‘—ﬁ)smﬁ_

cos®f

Verbindet man Gleichungen (8)—(12) und bestimmt B, I unter Zuhilfe-
nahme der Grundgleichung des Getriebes

(13) rsine = [sin g,
80 erhilt man schlieBlich:
fffff - cos (x4 ) ricosta
(14) BH=r- = cos f + Z_;:ogiﬁ_p'
27qar cos(a—ﬁ) ? cos® e,
(15) HB = — cos f + 7 cos® B p-

Um die Beschleunigungen an der richtigen Stelle zu erhalten, projiziert
man mit Hilfe einer unter 1 gegen die x-Achse gelegten Geraden H

nach L bzw. L’; fiir die Totlagen OT, und OT, geht diese Gerade
durch O,. Will man statt der Beschleunigungskurve dle Beschleunigungs-
druckkurve erhalten, so hat man zu bedenken, daBl zwischen der Be-
sehleunigung p und dem Beschleunigungsdruck b die Beziehung bestehi:

b=§ -p, wobel ¢ das auf den Kolbenhub und auf die Einheit der
Kolbenfliche (es ist dann auch b auf die Einheit der Kolbenfliche be-

zogen) reduzierte Gewicht der hin- und hergehenden Maschinenteile
und g die Beschleunigung durch die Schwere ist.!) Die Kurven fiir

E]
p und b werden identisch, wenn man den Mafstab so wihlt, dall —{;”r =

1) Des Ingenieurs Taschenbuch (der Hiitte), 18. Aufl. 1. Abteilung, S. 690.
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Man kann den Punkt H auch durch folgende Konstruktion erhalten:
man macht M — B[ I, verbindet M mit B, und legt durch den
Schnittpunkt P dieser Geraden mit EE” eine Gerade normal K E’. Diese
schneidet # in H. Man kann die vorliegenden Konstruktionen auch
auf die Mohrsche Beschleunigungskonstruktion®) zurtickfithren. Legt
man durch den Punkt F eine Gerade normal I'f, so ist diese eine
Tangente an die Weggeschwindigkeitskurve, da die Beschleunigung B H
die Subnormale dieser Kurve, H /' sohin die Normale ist. (Siehe die
Konstruktion der Beschleunigung nach Bour und Prill).?)

Zum SchluB soll die in Punkt I gezeigte Methode der Weg-
bestimmung mit schon bestehenden #ihnlichen Konstruktionen verglichen
werden. Von Niherungsmethoden abgesehen, standen zur Verfiigung:
die Verfahren von Miiller®), Schorch, Goldberger?) u. a. m. Mit
Ausnahme der Goldbergerschen Methode beruhen alle auf Anwendung
mindestens eines groBen Kreises. Goldberger verwendet zwar mur
Geraden, doch kann seinc Mcthode, wie alle iibrigen mit Ausnahme
der Schorchschen, die von Baudiss®) verallgemeinert wurde, nur fiir
das zentrische Schubkurbelgetriebe verwendet werden. Die hier gezeigte
Methode hat den Nachteil, daB sie nicht umkehrbar ist, d. h. daB man
gwar aus der Lage des Punktes A4 die Lage des Punktes B bzw. B
bestimmen kann, nicht aber aus dem Weg (B,) die Lage von 4. Diesem
Nachteil stehen folgende Vorteile gegeniiber: Anwendbarkeit nicht auf
das zentrische Schubkurbelgetriebe beschrankt, sondern auf alle Kurbel-
gotriebe ausgedehnt, einfache Weggeschwindigkeits- und Beschleunigungs-
konstruktionen. Man kann daher die vorliegenden Konstruktionen mit
Vorteil zur zeichnerischen Untersuchung der kinematischen und dyna-
mischen Verhiltnisse von Getriebeketten verwenden.

1) Mohr, Die geometrische Konstruktion der Beschleunigungen der ebenen
Bewegung. Civil-Ingenieur, Jahrg. 1879, S. 613. ’

2) Proll, Graphische Dynamik, 1874.

3) Civil-Ingenienr 1861, S. 347.

4) A. Goldberger, Genaue Konstruktion der Schieberdiagramme. Dinglers
polytechnisches Journal, Band 320 (1905), S. 451.

5) L. Baudiss, Beitrige zur zeichnerischen Ausmittelung von Stenerungs-
getrieben. Dinglers polytechnisches Journal, Band 322 (1907), 8. 417.
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186 Zu Painlevés Kritik der Coulombschen Reibungsgesetze.

Zu Painlevés Kritik der Coulombschen Reibungsgesetze.
(Aus einer im Winter 1908/09 gehaltenen Vorlesung.)

Von F. KLEIN in Géttingen.

,»Wir hatten uns die Gesetze der gewdhnlichen trockenen Reibung
durch nebenstehende Figur veranschaulicht, in welcher die relative Ge-
schwindigkeit der reibenden Kborper gegeneinander als Abszisse, der
Betrag der Reibung als Ordinate aufgetragen ist. Dabei bedeutet P
den Normaldruck, der die Korper aneinander preit, u ist der Reibungs-
koeffizient der Bewegung, u, der Reibungskoeffizient der Ruhe. Man

Fig. 1. erkeunt, daB die Reibungskraft
_+ FoP fir alle positiven Werte ven

A v denselben negativen Wert

©pP (— uP), fir alle mnegativen

Y >

X %, Werte von v denselben positiven
-upP Wert (4+ uP) hat, fir v =0
¥ aber aller Werte fihig ist, die
zwischen (— y, P) und (+ u,P)

liegen.

,Diese Gesetze, die man gewdShnlich nach Coulomb benennt (der
um 1780 besonders sorgfiltige Versuche zu ihrer Priifung anstellte),
sind neuerdings von Painlevé einer eingehenden Kritik unterzogen
worden, die in der Behauptung gipfelt, daB selbige bereits in ganz ein-
fachen Fillen zu logischen Widerspriichen mit den Prinzipien der Me-
chanik fithren.') Ich bin hieriiber mit Prof. Prandtl in Verbindung
getreten und dieser entwickelt an der Iland des einfachsten der von
Painlevé aufgestellten Beispiele eine ganz andere Auffassung, die er

4

- HOP

Tig. . experimentell bestitigt und tiber die

7ty hier berichtet werden soll.
7 Ly . s handelt sich um folgende
A > 2-RIhHmG o chanische Aufoabe. Zwel Massen-
my— X, punkte von den Massen m, und m,,

die durch eine gewichtlose Stange
von der unverinderlichen Linge ! verbunden sind, sollen sich auf zwei
parallelen (eraden bewegen; die Fithrung von m, soll den Reibungs-

1) Befreffend die Literatur des Gegenstandes wolle der Leser die Angaben

von Stéckel in Nr. 6 des Artikels iiber clementare Dynamik in Bd. IV, I der
mathematischen Enzyklopidie vergleichen. '
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koeffizienten w, bez. g, haben, die von m, aber soll vollkommen glatt

sein. Die Abszissen von m; und m, mégen x, und z, heiBen, der Winkel,

den die Stange [ mif der positiven Abszissenrichtung bildet, «. Auf m,

wirke nur die Reaktion der Fithrung und der Verbindungsstange {, auf m,

auBerdem eine in Richtung der positiven z wirkende konstante Kraft X

und die von der Fiihrung lings der Geraden herriihrende Reibungskraft.
,Wir haben dann zundchst die geometrische Bedingung

(1) 2,—x, = lcose

und ibrigens, wenn der lings der Stange wirkende Druck mit 1 be-

zeichnet wird, die Bewegungsgleichungen:

My Xy = A COS &

) 2,’, ’ .
mxy = X, — Acose — (u)dsine.

Hier ist (u) der im einzelnen Momente in Betracht kommende Reibungs-

koeffizient, also, sobald Ruhe vorliegt:

(3) — 1y < (1) <+
sobald aber Bewegung eintritt, (u) = 4+~ u und
{4) (u)-4-2,>0.

Die Paradoxien, welche Painlevé bei der weiteren Behandlung des
Problems findet, stecken in dieser Ungleichung (4).

yUm diese Paradoxien hervorzukehren, geniigt es, wie nun ge-
schehen mag, den Fall m, = my =1 zu betrachten. Da infolge von (1)
2] = 7 ist, folgt ans den Gleichungen (2) ohne weiteres

X]

(3) A= eosat @eina’
Es gilt diese Formel zu diskutieren.

,Wir kniipfen dabei mit Painlevé an den Fall der Bewegung an
(wo (u) =+ p ist) und werden fibrigens zweckmiBigerweise von vorn-
herein zwei Hauptfille unterscheiden, je nachdem

lpsine | S |2cosa ;

sollte | gsin«| = |2 cos & | sein, so sprechen wir vom Ubergamgsfall. Da
sine in der Figur 2 notwendig positiv ist, wirft sich diese Unter-
scheidung auf den absoluten Wert von tang «. Im ersten Hauptfalle, wo

2
tanga| < 2,
sprechen wir von einer flach gestellten Stange (IMig. 8), im eweilen

Hauptfalle, wo 9
|tanga|> ?,
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188 Zu Painlevés Kritik der Coulombschen Reibungsgesetze.

Fig. 3. von einer sfeil gestellten

(Fig. 4). Im ersten Haupt-
/ \Q falle stimmt das Vorzeichen
&\ von 2 (da wir X, von vorn

herein als positiv nahmen) mit demjenigen von cos ¢ iiberein, im zweiten
Hauptfalle mit dem Vorzeichen von (u) = + p.

Fig. 4. »Ii8 pei nun fir £ =0 eine

von Null verschiedene Anfangs-
geschwindigkeit 2z, (= z'y) ge-
geben. Was wird eintreten? Wir
o unterscheiden innerhalb eines je-

den unserer beiden Hauptfille je
nach dem Vorzeichen von 2, und dem Vorzeichen von cos e vier Unter-
fille und vereinigen die Ergebnisse der Uberlegung je in einer Tabelle.
Wir erhalten dann aus der Ungleichung (4) fiir den

Hauptfall I (flach gestellte Stange)

cose >0:4>0 (Druck) | cos <0 : 2<C0 (Zug)
—_— |
>0 (W)=+up | £,>0 (u)=—p
£,<0 (u)=—u | 2, <0 (W)=+up

Dagegen fiir den
Hauptfall II (steil gestellte Stange)
cos >0 : 420, jenachdem (w)=+y | cos <0 : 120,jenachdem )=y

z'y >0 (u)nach Belieben =+ u | ;>0 (u) nach Beliehen — 4 p
2, <0 Widerspruch mit (4) | 2, <0 Widerspruch mit (4)

Die Fille cines positiven und eines negativen cos ¢ sind hier also
nicht unterschieden und es wird das Resultat aunch fiir cos ¢ = 0 Gel-
tung haben. — Endlich erhalten wir fiir den

Ubergangsfall

c(;rz > 0:41>00der oo,jenachdem | cose<0: 1< 0oder oo,jenachdem
(W)=+u (W) =Fu

und von hier aus, wenn wir nur die endlichen Werte von 1 beriick-
sichtigen wollen:

£,>0:(0)=+up L 2 >0:(@)=—u
2’ <0 Widerspruch mit (4) ‘ 2, <0 Widerspruch mit (4).
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»Die Tabelle fiir den Hauptfull I stimmt wit dem, was wir er-
warten werden. Sie gibt in jedem Unterfalle einen bestimmten Wert
von (u) und damit von 4; die Beschleunigung 4 cos « des Punktes z,
ist in jedem Falle positiv. — Dagegen erscheint das Resultat im Haupt-
falle II durchaus paradox, indem sich entweder ewei Werte von (u)
und damit von 4 cos ¢, oder keiner als zulissig erweisen. Und auch
im TTbergangsfalle kommen wir aus den Paradoxien nicht heraus, indem
wir beim Ausschluf unendlicher 2 immer noch im Falle 2, < 0 auf
einen Widerspruch stoBen.

»,Diese Paradoxien sind es, welche Painlevé herausgebracht hat
und in deren er einen Widerspruch mit dem Grundsoiz der Mechanik
findet, daB ein mechanisches System, dessen Anfangslage und Anfangs-
geschwindigkeit gegeben sind, sich auf eine und nuor auf eine Weise
weilterbewegt.

yDleser Argumentation stellt nun aber Prof. Prandtl folgendes
entgegen:

1. Es ist gar nicht wunderbar, daf gegebenenfalls, je nachdem
420 genommen wird, zweierlei Bewegungen resultieren. Denn die
Fihrung eines Punktes lings einer Geraden 1i8t sich konstruktiv nur

Fig. b. Fig. 6.
PIIIIIIa Z m
O C 2% TN —
s AR /2 T
go ausfilhren, duB je nach dem Vorzeichen von 4 tatsichlich verschie-
dene kinematische Verhiltnisse vorliegen. Schlieft man z. B. den Punkt

zwischen zwel dicht nebeneinander herlaufende Schienen ein (Fig. 5),
so wird er je nach dem Vorzeichen von A bald an die eine, bald an

die andere Schiene angepreBt. Ebenso gibt es zwei Mdglichkeiten, wenn
mun den Punkt durch eine durchbohrte Kugel ersetzt, die auf einem
Draht lauft (Fig. 6).

2. Experimentell wird man allerdings immer nur die eine Be-
wegung realisieren kénnen, weil die andere labdl ist, und, eben einge-
leitet, durch die kleinste Stérung gleich in die erste iiberspringt. Es
tritt im Hauptfalle II bei positivem z”, tatsichlich jedesmal nur die
nach rechts beschleunigte Bewegung (4 cos ¢ > 0) ein.

3. Was den Ubergangsfall angeht, so hat man bei positivem z/,
in dem oben bezeichneten Sinne 4 cos « endlich und damit positiv zu
nehmen. Fir negatives z’, aber wird das tatsichliche Verhalten des
Apparats vollig richtig durch 12— oo geschildert. Es tritt n#mlich
instantane Selbstsperrung der Bewegung ein (was natiirlich cum grano
salis zu verstehen ist; man wiirde instantane Selbstsperrung haben, wenn
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man es, beim Kxperiment, wirklich mit starren Fithrungen zu tun hiitte;
nun aber die Fiihrungen tatsichlich ein wenig nachgiebig sein Werdén,
wird man statt dessen selir rasche Arretierung der Bewegung beob-
achten).

4. Bleiben die Unterfille des Hauptfalls Il mit negativem 2’;, welche
dem voraufgestellten Schema zufolge notwendig zu Widerspriichen fithren,
Die nihere Uberlegung und das Experiment zeigen, daB man es hier
Jedesmal auch mit instantaner Selbstsperrung zu tun hat.

pooweit die Mitteilungen von Prof Prandtl. Ich fiige meinerseits
hinzu, daB das Auftreten von Selbstsperrungen in den letztangefithrten
Fillen in der Tat nicht mit den Coulombschen Gesetzen in Wider-
spruch steht. Wir haben in unseren Schematen die Beschleunigung

X, cosa
2 cos o — (i) Bin e

A cos ¢ =

nach dem Vorgange von Painlevé so berechnet, als wenn Bewegung
stattfinde. Indem wir dementsprechend (u) == 4+ u setzten, entstanden
die Widerspriiche. Aber es bleibt dic Moglichkeit, daB instantan Ruhe
- eintritt. Dann verlangt Coulomb nur, daB (p) zwischen + g, und — g,
liegt, und wir konnen dem u gern einen in diesem Intervalle liegenden
Wert geben, der 4 zu oc macht und damit das Eintreten einer Selbst-
gperrung anzeigt. Damit sind die formalen Widerspriiche beseitigt.

Fassen wir zusammen und verallgemeinern gleich, was wir am
einfachsten Beispiel lernten, so werden wir sagen: Die Coulombschen
Gresetee sind weder mit den Prinsipien der Mechanik noch mit den tal-
sdchlich eintretenden Iirscheinungen im Widerspruch; sie miissen nur
richirg interpretiert werden. Painlevé behilt das auBerordentliche Ver-
dienst, nachdriicklich darauf anfmerksam gemacht zu haben, dal ge-
gebenenfalls singulire Verhiltnisse eintreten. Aber er hat zu frith an
logische Widerspriche geglaubt, statt alle Muglichkeiten, welche die
Gesetze bieten, durchzudenken.

,Unsere Rettung der Coulombschen Gesetze soll natiirlich nur eine
Rettung ihres Prinzips, nicht der in ihnen enthaltenen quantitativen
Einzelangaben sein. DaB die Coulombschen Gesetze nach unseren
heutigen Kenntunissen physikalisch nur als eine Anndherung an die in
Wirklichkeit hervortretenden Verhidltnisse anzusehen sind, ist unter
anderen von Sommerfeld und mir in unserer ,/Theorie des Kreisels”
auf 8. 537 ff. ausfihrlich dargelegt.

»Schlieflich wolle man noch beachten, daB das einfache von uns
behandelte Beispiel groBes technisches Interesse bietet. Deun es gibt
in idealisierter Form Bezichungen wieder, die in praxi, z. B. bei Hebe-
zeugen, vielfach auftreten diirften. Der Gedanke liegt nahe, daB die
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Painlevéschen Entwicklungen, in unserem Sinne interpretiert, der Aus-
gangspunkt flir die Kntwicklung eines neuen Zweiges der technischen
Mechanik werden konnten.”

Das Vorstehende ist eine Wiedergabe der Darstellung, welche ich
im vergangenen Winter in einer Vorlesung iiber Mechanik von der
Sachlage gegeben habe. Diese Darstellung erhebt keinen Anspruch
darauf, ihren Gegenstand allseitig zu behandeln oder gar zu erledigen;
ich hitte sonst viel ausfiihrlicher auf Painlevés eigene Publikationen
und namentlich die Einwinde, welche die Herren Lecornu und de
Sparre gleich anfangs gegen Painlevés Entwicklungen erhoben haben,
ilberbaupt die ganze anschlieBende, meist auslindische Literatur ein-
gehen miissen. Mein bescheidener Zweck ist, zu erneuter Diskussion
dieser Dinge, auch in Deutschland, den AnstoB zu geben. Mogen dabei
die Theoretiker mit den Experimentatoren und konstruierenden In-
genieuren Iland in Iland gehen! Denn das scheint am forderlichsten.

Gottingen, den 17, April 1909.

Zur Kritik der Reibungsgesetze.

Von R. v. MisgEs in StraBburg i. E.

Herr Geheimrat Professor Klein hatte die Freundlichkeit, mir
einen Korrekturabzug der voranstehenden Note zur Kenntnis zu bringen,
nachdem ich vor kurzem in dem Entwurfe zum Enzyklop.-Artikel IV 10
(K. Heun und R. v. Mises, Dynamische Probleme der Maschinen-
technik) demselben Gegenstand eine etwas abweichende Darstellung ge-
geben habe. Ieh mdchte mir nun gestatten, hier mit ganz wenigen
Worten meine Auffassung darzulegen, die die Painlevésche Kritik
etwas giinstiger beurteilt, ohne sich mit ihr zu identifizieren und ohne
zu dem Standpunkte der Herren Klein und Prandtl in direkten Wider-
spruch zu treten. :

Meine Ausftihrungen gipfeln in den beiden Behauptungen: 1. Hr.
Klein erklirt die KErscheinungen nicht aus den Coulombschen Gesetzen,
gondern unter Benutzung eines neuen Erfahrungssatzes. 2. Es ist nahe-
liegend und moglich, dem neu einzufiihrenden Erfahrungssatz die Form
einer Modifikation der Coulombschen Gesetze zu geben.

Ich kniipfe an das von Hrn. Klein gewihlte Beispiel an und be-
halte alle Bezeichnungen seiner Note bei. Es handelt sich ausschlie8-
lich um die unter Ziffer 4 besprochenen Unterfille des zweiten Haupt-
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falles mit negativem z, von denen es oben heiBt: ,Die nihere Uber-
legung und das Experiment zeigen, daB man es hier Jedesmal auch mit
instantaner Selbstsperrung zu tun hat® Mein Standpunkt hierzu ist
folgender.

1. Das Experiment zeigt, daB in dem gegebenen Falle Selbst-
hemmung in sehr kurzer Zeit eintritt. Also miiBte man es einer Theorie
gewil) sehr hoch anrechnen wenn sie eu dem Schlusse fithrte, der Korper
komme plotzlich zur Ruhe.

2. Eine rein deduktive Uberlegung, die ausschlieBlich von den
(leichungen des starren Korpers und den Coulombschen Gesetzen
[Gl. 1—4 einschl. der Bedingung (u) = 4+ u fiir ; 2 0] ausgeht, fiihrt
nicht su dem Schlusse, dali der Korper plétzlich oder in kurzer Zeit
die negative Anfangsgeschwindigkeit x; verliert. Die Uberlegung, die
tatsidchlich angestellt wird, ist vielmehr die:

Es gibt fiir negative z; keine Losung des Gleichungsansatzes. Aus
Erfabrung weiB man, duB rasche Selbstsperrung eintritt. Also wird den
Gleichungen die Annahme hineugefiigt, die (eschwindigkeit z; gehe in-
stantan verloren. Was hierauf geschieht, lifit sich ohne weiteres er-
kliren. Denn jetzt hat man es mit dem ,Anfangszustand z; =0 zu
tun, der keine Schwierigkeiten bereifet.

Das Ergebnis der Painlevéschen Kritik und der Kleinschen
Untersuchung 148t sich sonach wie folgt formulieren:

»Ist der Anfangszustand der Bewegung eines siarven Korpers ein
derartiger, dafi die Annahme der Coulombschen Reibungsyeselze an irgend
etner Stelle einen negativen Anfangswert des Normaldruckes ergibt, ohne
daf} eine Bewegung unter Abheben des Korpers von der Fiihrung mig-
lich wiire, so lost sich die Schwierigkeit, wenn man den Erfahrungs-
satz «u Hife nimmi: in jedem solchen Falle trete emne plitzliche Ge-
schwindigheilsinderuny in dem Sinwe ein, dafi der Zustand nach der
Anderung wberall positiven Normaldruck eryibt“

Hr. Painlevé hat somit Unrecht, wenn er die Coulombschen
Gesetze als ,logiquement inadmissibles” bezeichnet, er hat aber mit der
Behauptung recht, dall diese Gesetze, innerhalb der Mechanik starrer
Korper betrachtet, rein logisch einer Ergdnzung bediivfen.

Andrerseits scheint die Auffassung zu weit gehend, es handle sich
ber Losung der Schwierigkeiten nur um eine ,Interpretation der Cou-
lombschen Gesetze* Dies mag noch durch folgende Bemerkungen
niher erliutert werden.

Die Mechanik, deren Grundlagen erstmals Newton zusammen-
gefaBt, dann Cauchy durch Einfiihrung des Spannungsbegriffes wesent-
lich vervollstindigt hat, diese Mechanik strebt dem Zicle zu: eine solche
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Darstellung der Bewegungs- und Gleichgewichts-Erscheinungen zu geben,
bel der alle der Frfahrung ewtnommenen Hypothesen die bestimmie Form
von Kraftgesetzen, hecw. Spannungsgesetzen habew. Dies Ziel, das man
gewohnt ist, in der Mechanik starrer Korper als erreicht anzusehen,
fordert in unserem Kalle, daBl die oben formulierte Klein-Prandtlsche
Hypothese durch ein Kraftgesetz, d. h. durch eine Modifikation der Cou-
lombschen Gesetze ersetet werde. Also wicht die Logik, aber die Metho-
dik: der Newtonschen Mechanik zwingt zum Aufgeben der Coulombschen
Qesetze. Nach der iiblichen Terminologie muB man das modifizierte
Reibungsgesetz geradezu als die  Erklirung® fir die Krscheinung der
Selbstsperrung ansehen, eine Erscheinung, welche die Klein-Prandtl-
sche Hypothese einfuch als Tatsache hinnimmt. — Es sei mir gestattet,
hier zwei Vorschlige in dieser Richtung zu besprechen, die den Er-
fahrungsresultaten insofern besser gerecht werden denn jene Hypothese,
als sie nicht eine plotaliche, sondern beliebig rasche Selbsthemmung
ergeben.

Der eine Vorschlag rithrt von Lecornu’) her und findet die Zu-
stimmung von de Sparre.?) Darnach wichst der Reibungskoeffizient
bei Beginn jeder Bewegung in den ersten Sekunden von Null an bis
zu dem Werte, den ctwa das Coulombsche Gesetz als wihrend der
ganzen Bewegung bestehend postuliert. Ks ist klar, da man sich bei
entsprechender Bestimmung der Abhingigkeit des Reibungskoeffizienten
von der Zeit den Beobachtungen in jedem Einzelfall beliebig genau
anpassen kann. Ob man damit zu einer esnkeitlichen Darstellung ver-
schiedener Fille gelangt, hiingt natiirlich von dem Ergebnis der Experi-
mente ab und kann nicht vorausgesagt werden. Jedenfalls hat die
Annahme etwas physikalisch durchaus Hinleuchtendes, wenn man sich
den Anfang der Bewegung derart denkt, daf der Ko6rper auf seine
Unterlage eben ,aufgebracht® wird. Ls lassen sich aber Fille ver-
wirklichen, in denen der kritische Anfangszustand ohne irgend eine
Veriinderung an der betreffenden Beriihrungsstelle, etwa durch Weg-
nahme einer iiberzihligen Fiihrung, entsteht. Kiir diese Fille kann
man noch eine zweite Darstellungsmoglichkeit ins Auge fassen, die
vielleicht auch sonst plausibel erscheinen mag.

Bekanntlich zeigen genauere Beobachtungen, daB der Reibungs-
koeffizient u nicht nur von der Gleitgeschwindigkeit sondern auch vom
Normaldruck wesentlich abhingt.®)  Stellt man den Zusammenhang

1) Comptes rendus, Paris t. 140 (1905), p. 635.
2) ibid. t. 141 (1905), p. 310.
3) Vgl. das Referat in dem angef. Enz.-Art.
Zeitschrift f. Mathematik u, Physik. 58. Band. 1910. Heft 1 2. 13
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zwischen Normaldruck 2 und Reibung wl in einem cartesischen Koor-
dinatensystem dar, so erhilt man als Ausdruck des Coulombschen
Gesetzes einen vom Ursprung ausgehenden, im ersten Quadranten ver-
laufenden Halbstrahl C — wofern das Vorzeichen der Reibungskraft
von vornherein feststeht. (Fig. 1.) GL (5), oder allgemein die Elimi-
nation der Beschleunigungsgrifien aus den Gleichungen des stereo-
kinetisch bestimmten starren Korpers fiihrt ebenfalls zu einer linearen
Beziehung zwischen 4 und pd. Ihr Ausdruck ist eine Gerade G, die in
allen uns imteressierenden Fillen die positive Seite der A-Achse schneidet.
Man erkennt nun aus der Figur, daB allemal wenn  nach rechts an-
steigt, bei hinreichend groBem g der Schnittpunkt von € und G ein
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negatives 1 ergibt. Diese Schwierigkeit wird behoben, wenn man an
Stelle.der Coulombschen Geraden C eine Kurve ¢’ nimmt, die vom Ur-
sprung ausgehend ganz im ersten Quadranten liegt und die Bedingung
erfiillt:

lim %* = 0,

A=

Es geniigt also, anstelle der Einftihrung der Klein-Prandtlschen
Hypothese, das Reibungsgesetz dahin zu modifizieren, daB man sagt:
Der Reibungskoeffizient hingt derart vom Druck ab, daf er in der Grenze
fiir &= oo verschwindet.

Die bisherigen experimentellen Untersuchungen iiber die Abhingig-

- keit des g von 4 reichen nicht hin, um ein Urteil tiber die Zulissig-
keit der vorstehenden Theorie zu erméglichen. Es miiBten geradeso
wie zur Priifung des Vorschlages von Lecornu Versuche an Er
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scheinungen mit rascher Selbstsperrung vorgenommen werden, und ebenso
wie dort, hiingt schlicflich der Erfolg des Vorschlages davon ab, ob
sich ein geniigend einheitlicher Ausdruck fiir den Zusammenhang von
pund A aus den Experimenten ableiten liBt. — Einstweilen hoffe ich
durch den kleinen Beitrag zur logischen Klirung der Frage auch ge-
rade den praktischen Zwecken der Mechanik gedient zu haben.

Brinn, am 22. Mai 1909.

Bemerkungen zu den vorstehenden Aufsdtzen der Herren
F. Klein und R. v. Mises.

Von GEorG HAMEL in Briinn.

Zu dem in Rede stehenden Problem der Reibung méchte ich mir
die folgenden Bemerkungen erlauben:
Es scheint mir am klarsten, wenn man das Painlevésche Resultat
so formuliert:
,Die vier Hypothesen:
1. es gibt starre Korper,
2. die Normaldrucke zwischen zwel starren Korpern sind nie negativ,
3. alle Beschleunigungen und alle Spannungen sind endlich, wenn
die rdumlich verteilten Kriifte endlich sind,
4. es gelten die Coulombschen Reibungsgesetze,

stehen in einigen Fillen mit den Grundsitzen der allgemeinen Mechanik
in einem logischen Widerspruch* (Ubrigens widerstreiten ja bekannt-
lich 1. 2. 3. zuweilen auch dann, wenn keine Reibungen da sind, indem
unendliche Spannungen auftreten kdnnen, wihrend die Beschleunigungen
in diesem Falle endlich bleiben (vergleiche meine Arbeit iiber die Grund-
lagen der Mechanik, Math. Ann. Bd. 66 (1908), Kap. I, § 4, S. 388).

Klein und Prandtl versuchen nun den Widerspruch dadurch aus
der Welt zu schaffen, dal sie unendliche Beschleunigungen zulassex,
d. h. ein plotzliches Verindern der Geschwindigkeit. Und zwar be-
diirfen sie zum Ersatz fiir das weggelassene Axiom (3) einer ganz be-
stimmten Annahme iiber diese Anderung der Geschwindigkeit. Diese
Annahme aber bedeutet, wie v. Mises treffend bemerkt, eine wesentlich
neue Aussage, sie folgt logisch keineswegs aus den anderen Hypothesen.

Painlevé, v. Mises u. a. suchen durch eine Anderung der Cou-
lombschen Gesetze zum Ziele zu kommen, wenn auch in wesentlich

verschiedener Weise. Gibt Painlevé eine ganz neue Definition des
13* '
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Reibungsbegriffes, so indert v. Mises nur das Gesetz, indem er den
Reibungskoeffizienten "als Funktion des Normaldruckes auffaft. Ich
glaube aber nicht, daB sich die Misessche Hypothese in allen Fillen
durchfiihren LiBt, wenn sie auch in allen bekannten Beispielen zum
Ziele fiihrt.

Der natiirlichste Weg scheint mir der zu sein, den auch schon
Lecornu eingeschlagen hat, ndmlich die Hypothess des starren Kirpers
fallen zu lassen. Ks gibt ja doch in Wahrheit keinen starren Korper.
Aus der Annahme nachgiebiger Verbindungen folgen die Resultate der
Erfahrung zwanglos, ebenso wie ja dann auch bei reibungsfreien Sy-
stemen die Paradoxie der unendlichen Spunnungen verschwindet.

Man mag sich hinterher, aus methodischen Riicksichten, der An-
nahme von Klein und Prandtl anschlieBen, um nicht die bequeme
Hypothese des starren Korpers fallen lassen zu miissen. Sie stellt
jedenfalls von einem rein beschreibenden Standpunkt aus die Erschei-
nungen am bequemsten dar. Sie ist das, was man im prignantesten
Sinne eine pragmatische Konvention nennen konnte, gibt aber keinen
Einblick in den wirklichen Naturvorgang.

Briinn, den 24. Mai 1909.

Bemerkungen zn den Aufsdtzen der Herren F. Klein,
R. v. Mises und G.Hamel.

Von L. PRANDTL in Gottingen. v

s sel mir gestattet, zu dem Vorstehenden auch meine Auffassung
darzutun. Wenn man als die wesentliche Aufgabe der Mechanik die
ansieht, eime mdoglichst getreue Darstellung der in ihr Gebiet fallenden
Eyscheinungen zu geben, wobel dann im Interesse der Durchfiihrbarkeit
meist passende Vereinfachungen der Ansiitze vorgenommen werden
miissen, dann wird man bei der Begriindung der Mechanik zuniichst
die Korper als deformierbar ansehen (was sie ja in Wirklichkeit immer
sind), und nun als vereinfachtes Bild des festen Korpers den starren
Korper einfithren, der gewissermafen aus dem festen Korper dadurch
erhalten wird, daB man mit dem Elastizititsmodul zur Grenze ¥ —= o
iibergeht.

In den normalen Fillen ist es erlaubt, den Grenziibergang schon
in den Differentialgleichungen zu machen, man erhilt so die bekannten
bequemen Gesetze iiber die starren Korper; bei der Herkunft dieser Ge-
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getze aus einem Grenziibergang ist c¢s nun aber micht verwunderlich,
wenn gelegentlich die Losung unbestimmt wird; die einfache Anweisung
fir alle diese I'ille ist nun die, den Grenziibergang bis zum Resultat,
also bis nach der Integration zu verschieben. Erst wenn dieser Weg
ebenfalls eine unbestimmte Antwort lieferte, diirfte man sagen, daB die
gestellte Frage beim starren K&rper ihren Sinn verliert. Der Weg, den
man beim Studium der sogenannten statisch wunbestimmiten Aufgaben
einschligt, entspricht genau dem hier gegebenen allgemeinen Rezept.

Nach diesem muB nun auch bel unserem Problem verfahren
werden. Wie sich zeigt, geniigt es vollkommen, die Verbindungsstange
zwischen den beiden Massen, die im iibrigen als masselos angesehen
* werden darf, als elastisch ausdehnbar vorauszusetzen. Man hat jetst
zwel Freiheitsgrade und erhilt unter Annahme des Coulombschen
Reibungsgesetzes fiir jeden anfiinglichen Bewegungszustand eine ein-
deutige Lisung mit iiberall endlichen Beschleunigungen. Fiir negative
Impulse erhédlt man eine rasche Umkehr der Bewegung; geht man zur
Grenze E = oo iiber (starre Stange), so ergibt sich als Grenzwert dieser
letzteren Bewegung die augenblickliche Selbsthemmung.

In den vorangehenden AuBerungen der Herren v. Mises und
Hamel ist von einer , Hypothese® der instantanen Selbsthemmung die
Rede. Ich lege im Gegensatz hierzu Wert darauf, daB — in Verbindung
mit meinem Namen wenigstens — nur von einem aus dem GrenzprozeB
erhaltenen Resullal gesprochen wird,

Die Diskussion des eclastischen Systems liefert tibrigens mehr: es
reigt sich, daB von den zwel mdglichen Bewegungen, die die einfache
Theorie fiir positive Impulse liefert, die eine, nimlich die beschleunigte
gtabil, die andere, verzigerte dagegen labil wird. In der Grenze erhilt
man unendlich grofle Labilitit, so dufl man ruhig sagen kann, dafl
diese zweite Bewegung praktisch unmdglich ist. Dadurch ist auch tir
den Grenzfall der Starrheit das Postulat der Eindeutigkeit der Bewegung
gerettet. Sicher aber steht fest, daB keinerlei logische Bedenken gegen
die Coulombschen Gesetze aufrecht erhalten bleiben kénnen.

Die Bewegung unseres elastischen Systems sind auf meine An-
regung hin von Herrn Dr. Pfeiffer im einzelnen verfolgt worden.
Seine Ausfiihrungen werden im nichsten Heft dieser Zeitschrift er-
scheinen.
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Mas. 9 1906.

54, — The tegminal position in
Gryllus. Canadian Entomologist. V.

XXXVII, pp. 207—209. June 1906.

8d. Mac Curdy, Hansford and W. E.
Castle. Selection and cross-breeding in
relation to Inheritance of Coat-pigments
and Couat-patterns in Rats and Guinea-
pigs. Publications of the Carnegie In-
stitution of Washington. No. 70. 1907.

86. D. T Mac Dougal. Heredity and
the Origin of Species. Monist. Jan. 1906.

57, i i iation in pe-
digree cultures. Pop. Sei. Monthly, LXIX,
pp. 207—225.  Sept. 1906.

o8, Henry V. A. Mayer. L’état actuel
de nos connaissances sur les colloides.
Revue générale des Sciences pures et
appliquées. Paris 1904, t. XV, p. 1015
bis 1030, 1066—1081, 1129—1140.

09. M. NuBbaum. Mulationserschei-
nungen bel Tieren. Bonn 1906.

60. Raymond Pearl. Variation and
Differentiation in Ceratophyllum. Publi-

cations of the Carnegie Institution of

Washington. No. 8. 1907.
61. — and A. B. Clawson. Variation
and Correlation in the Crayfish, with

special reference to the Influence of

Differentiation and Homology of parts.
l.c. No. 4. 1907.

62. R. C. Punnet. Scx-determination
in Hydatina. Proceed. Roy. B. Vol. 78
1906. p. 223.

63. C. Raunkiacr. Sur la transmission
par herédité dans les espéces hétéro-
morphes. Acad. Hoy. des Sciences et
des Lettres de Danemark. Bull. de
I’année 1906, No. 1.

64. — Uber die Vererbung bei den
heteromorphen Arten. Oversicht over
het Kg. Danske Videnskabernes Selskabs
Forbandlingar 1906, p. 31—39.

65. . Schmidt. Beobachtungen iber
Abinderungen in der Bliitenform bel
Linaria vulgaris Mill. Aus der Natur II,
1906/7, H. 20, p. 629—635.

66. C. Schiréter. Uber Mutationen der
Hirschzunge. Verh. d. Schweiz. Natur-
forsch. Gesellsch. in Luzern, 88. Jahres-
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67. Kd. Strapburger. Die stofflichen
Grundlagen derVererbung im organischen
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68. S Walter Sutton. On the morpho-
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69. Tine Tammes. Uber den Einfluf
der Ernihrung auf die fluktuierende
Variabilitit einiger Planzen. Proceed.
Kon. Akad. v. Wetensch. te Amsterdam
1905, p. 398—411.

70. E. Tschermak. Die Mendelsche
Lehre und die Galtonsche Theorie vom
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Rdsch. XX, 1905, No. 48, p. 618.
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verhiltnisse bei Roggen und Gerste.
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Wiener Landw. Zeitg. Nr. 54, 7. Juli 1906.

73. — Uber Ziichtung neuer Getreide-
ragssen -mittels kiinstlicher Kreuzung.
I. T. Kreuzungsstudien am Roggen.
Zeitschr. f. landwirtsch. Versuchswesen
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4. — Uber B1lduncr neuer Formen
durch Kreuzung. Résultats scientifiques
de Congrés international de Botanique
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75. H.deVries. Species and Varieties;
edited by Daniel Trembly Mac Dougal.
Chicago. The Open Court Publishing
Co. — Sience U.8. Vol. XXII, No. 500,
p- 369372, 22, XI, 1902,

76. ietiiten und ihre
Entsbehun" durch Mutation. Berlin 1906.
Chersetzt von H. Klebahn nach den Vor-
lesungen, die H. de Vries in Californien
an der Universitit »u Berkeley hielt.

77. — Altere und neuere Selections-

methoden. Biol. Zentralbl. 1908. Bd. 26,
S. 385-—395.
8. — Lu théoric darwinienue et la

sélection dans I'agriculture. Revue Sci-
entifique 1906, Rér. 5. Tome 5, p. 449
bis 454.
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80. Jul. Wiesner. Die Elementar-
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81. L. Wittmack. Die internationale
Kounferenz liber Hybridisation und Pflan-
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1—3.

82. Michel Yégounouw.
téries des limans d’Odessa.
sc. hist. T. 1II, 1895, No. 4.
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83. Michel Yégounow. Bakterienge-
sellschaften. Zentralbl. f. Bakt. II. Abt.,
Bd. 1J, 1896.

84, — Die Mechanik und Typen der
Teilung der Bakterienscharen. Z. f.
Bakt,, II. Abt. 1898.

85, — Les bassins bio-anisotropiques.
Ann. de Géolog. et Minér. de lu Russie.
T.1. 1900, Livr. 3 (russisch} ete.

88. L. II. Bailey. Plant Breeding.
Ed. 4. New York, Macmillan, 1906.

89, W. Bateson. "The progress of
Genetics since the rediscovery of Mendel’s
papers. Progressus Rei botanicae. Heft 2.
1906. (Genetik, Wissenschaft, die dem
Wesen von der Vererbung auf den Grund
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90. H. R. Biffen. Die Backfihigkeit
des Weizens. Nach Journ. of Agricultur
Science, Vol. IT1, part 1. Dez. 1908, Cam-
bridge, p. 86—101. Mitt. d. D. Landw,
Ges. XXIV, 1909, Stiick 12, p. 194—156.

91. T'h. Boveri. Experimente an Zell-
kernen. Ber. d. Senckenbergerschen
Naturforsch. Gesellsch. zu Frankfurt a. M.
1908, p. 91—95.

92, G. Bredmann. Variation und Stick-
stoff bindungsvermségen des  Bacillus
asterosporus A. M. Z. f. Bakteriologie
u. Parasitenkunde 1909, II. Abt., XXII.
p. 44 i, iiber Bacillus Amylobacter 1. c.
XXIIT, p. 385 ff. .

93, Artur Brozek. Uber die Variabi-
litit und Lokalformen bei Palacmonetes
varians Leach aus vier verschiedenen
Lokalitiiten. EKine statistisch verglei-
chende Studie. Aus dem zoologischen
Tnstitute der Bohmischen Universitit
Prag. Mit 8 Textfiguren und einer Tafel.
Sep.-Abdr. aus den Sitzungsberichten
der Konigl. B6hm. Gesellsch. d. Wissensch.
in Prag, 1907, 27 8.

34. — Uber die Variabilitiit bei Palae-
monetesvarians Leach aus Monfalcone bei
Triest. Mit 1 Tafel. Sep.-Abdr. aus d.
Sitzungsber. d. Kgl. Bohm. Gesellsch. d.
Wissensch. in Prag, 1909. 11 8. Mit
1 Taf.

906. C. de Bruyker. De polymorphe
variatiecurve van hbet aantal bloemen

bij Primula elatior Jacq; hare beteeknis |

en hare beinvlceding door uitwendige
factoren. Overgedrukt uwit de ,Hand-
lingen van het Tiende Vlaamsch Natuur-
en Genceskundig Congres* gehouden te
Brugge op 29en en 30en September
1906. 29 Sciten.
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f. Bakt. II. Abt. Bd. XVIII, 1907, No. 1,3,
p. 1—9.

87. H. E. Ziegler. Die Vercrbungs-
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Text u. 2 Taf.
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Leipzig. Bd XXIX, Nr. LI, 1905.

100. — Die Bestimmung und Verer-
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Borntriiger, Berlin 1908. (Kurzes Re-
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Nr. 19, 9. Mai)

101, — Die Rolle der minnlichen
Keimzellen bei der Geschlechtsbestim-
mung der gynodidcischen Pflanzen. Ber.
d. D. Bot. Ges. 1908, XVIla, H. 9, p.
686-—701.

102. — Weitere Untersuchungen iber
die Geschblechtsformen polygamer Bli-
tenpflanzen und ihre BeeinfluBbarkeit.
Mit 11 Textfig. Jahrb. f wiss. Bot.,

Bd. XLV, H. 4. Leipzig 1908. p. 661
bis 700.
103. — Die Bestimmung und Verer-

bung des Geschlechts bei den Pflanzen.
Die Umschau XII, 1909, Nr. 19, p. 361
bis 367.

104. Mac Curdy, Hansford and W.
E. Castle. Selection and Cross-breeding
in Relation to the Inheritance of Cuat-
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pigments and Coat-patterns in Rats and |
Guinea-pigs. Washington D. C. 1907.
50 S.

105. Charles B. Davenport. Dominance
of Characteristics in Poultry. Royal
Hortic. Society’s Report of the Confe-
rence on Genetics. London 1907. 2 p.

106. C. @ertrude Davenport and C.
B. Davenport. Heredity of hair-form
in Man. The American Naturalist, Vol.
XLII, No. 497, 1908, p. 341—349.

107. — Heredity of eye color in Man.
Science N. 8., Vol. XXVI, No.670. 1907.
p. BRY—592. .

108, Charles B. Davenport. Heredity
and Mendel's T.aaw. Proceed. of the
Washington Academy of Sciences, Vol.
IX, 1907, p. 179—188.

109. — Determination of Dominance
in Mendelian Inheritance. Proceed. of
the American Philosophical Society,
Vol. XLVIIL, 1908, p. 59—63.

110. D. T. Mac Dougal, A. M. Vail
and . H. Shull. Mutations, Variations,
and Relationships of the Oenotheras.
Carnegie Institution of Washington
Publications No. 81. (Papers of the
Station for Experimental Evolution No.9.)
92 8. Mit 22 Tafeln u. 72 Fig. im Text.

111. Winfried Dudgeon. A study of
the Variation of the Number of Ray
flowers of Certain Corpositae. Contri-
butions Bot. Depart. Iowa State College
of Agricultures and Mechanic Arts No.
36. Roy. Proceedings Iowa Academy of
Science Vol. XIV. 20 Seiten, 9 Tafeln
u. 2 Abb. (Rudbeckia triloba, R. hirta,
Helianthus grosseserratus.)

112. Georg Duncker. Variation und
Modifikation bei Siphonostoma typhle
L. Syngnathidenstudien T. Mitteilungen
aus dem naturhistorischen Museum zu
Hamburg XX. 2. Beiheft zum Jahrbunch
der Hamburger Wissenschaftlichen An-
stalten XX, Hamburg 1908. 115 Seiten,
20 Tabellen, 3 Tafeln und 4 Textficuren.

113. Edward M. Fast. The Relation
of Certain Bioclogical Principles to Plant
Breeding Connecticut Agricultural Ex-
periment Station New Haven Conn.
Bulletin 158, November 1907. 93 pp.

114. — Connecticut Agriculturel Ex-
periment Station. Part VII. Report of
the Agronomist. May 1908.

I. The Prospects of Better Seed
Corn in Counnecticut, p. 397.
II. Practical Use of Mendelism in
Corn Breeding, p. 408,
Inbreeding in Corn, p. 419.
Some Essential Points in Potato

TII.
1v.

Breeding, p. 429.
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115. Edward M. East. A Note Con-
cerning Inheritance in Sweet Corn,
Science U. 8., Vol. XXIX, No. 742
p. 4656—467. 1909.

116. — The Distinction betweon De-
velopment and Heredity in Inbreeding.
The American Naturalist, Vol. XLII.
March 1909. p. 173—181.

117. Léo Errera. Cours de Physio-
logie moléculaire. Legons recueillies et
rédigées par H. Schouteden. Extrait
du Recueil de l'Institut botanique de

! Bruxelles, tome VII. Bruxelles 1907.
153 8.
-118. Richard Falck. Wachstumsge-

setze, Wachstumsfaktoren und Tempe-
raturwerte der holzzerstorendon Mycelien,
Sep.~Abdr. aus: Hausschwammforschun-
gen, im amtlichen Auftrage herausge-
geben von Prof. Dr. A. Moller. Jena
1901, p. 53--154.

119. H. 8. Fawcek. Variation in Ray
Flowers of Anthemis Cotula and other
Composites. Towa Acad. Sci. 12. p. 55
bis 68. 1905,

120. — Numerical Variation of the
Ray Flowers of Compositae. Bot. Gazelle
33. p. 463—465. June 1902.

121. Fruhwirth. Die Ziichtung der
landwirtschafvlichen Kulturpflanzen. Ber-
lin, P. Parcy. 4 Bédnde, 1907 (M. 31).

122, — Wie kann sich der Landwirt
Pflanzenziichtung, Sortenversuche und
Saatgutbau zu Nutze machen. Berlin,
Panl Parey (M. 1,50).

123. Angel Gallardo. Bipolaridud de
Ja Division celular. Revista del Museo
de la Plata, Tomo XVI (2. Serie, tomo
JIL), p. 7—31. Buenos Aires 1909.

124, D. Geyer. Die Lartetien der
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birge. Zool. Janrbicher, Abt. f Syste-
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125. Ludwik Garbowski. Uber Ab-
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mescens Zopf. Z. f. Bakterinl, TI. Abt,
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126. Van der Gucht. Veranderlijkheit
en correlatie bij Pecten opercularisHandel.

Vile VI Nat.-Geneesk.. Congres 1903.
Gent. pp. 325—335.
127. B. Hansteen. Uber korrelative

GesetzmiiBigkeiten im Stoffwechsel der
Samen. Nyt Magazin for Naturvidens-
kuberne, B. 45, H. II. Kristiania 1907.

p. 97—111.
128. — Ein Beitrag zur Kenntnis der
Korrelationen im pflanzlichen Stoff-

wechsel. Sonderabdruck aus ,,Landwirt-
schaftl. Jahrbicher', Berlin 1907, p. 445.
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129. B. Heyer. Uber die Lingen-
variation der Coniferennadeln. Biome-
trica VI, 1909, Nr. 4, p. 345—365.

130. Ifink. Die Vererbung, thr Wesen
und ihre ziichterische Tragweite. Vor-
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der Tierzuchtabteilung der Deutschen
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131. K. Ilofmann. Der exakte Art-
begriff, seine Ableitung und Anwendung.
Ostwalds Annalen der Naturphilosophie
1907, Bd. 6, S. 1564—216. Ref. in Ntw.
Rdsch. XXIII, 1908, Nr. 23, p. 292.

132. Pawul Jaccard. Nouvelles recher-
ches sur la distribution florale. Bull. de
la Bociété Vaudoise des Sc. nat. Lau-
sanne 1908, Vol. XLIV, 163, p. 223 bis
270, P1. X—XX.

133. H. O Jacobsen. Uber einen
richtenden EinfluB beim Wachstum ge-
wisser Bakterien in Gelatine. Zentralbl.
f. Bakteriol. Nr. II, Abt. XVII, 1007, p.
53— 64.

134. G. van Iterson jun. Mathema-
fische und mikroskopisch-anatomische
Studien iiber Blattstellungen nebst Be-
trachtungen iiber den Schalenbaun der
Miliolinen 331 8., 16 Taf.,, 110 Textfig.
Jena 1907, G. Fischer. ]

135. H. Kriteschmar. Uber den Po-
lymorphismus von Anuraea cochleata
Ehrbg. Variationsstatistische und ex-
perimentelle Untersuchung. Internatio-
nale Revue fiir die gesamte Hydrobiologie
und Hydrographie. Bd I, 8. 623—875.

136. Julivs Mac Leod. Over den in-
vloed dur lebensvoorwaarden op het
santal randbloemen bij Chrysanthemum
carinatum en over de trappen der ver-
anderlijkheid. Bot. Jaarboek, 13¢ Jaar-
gang. Gent 1907. p. 77—179.

137. C. A. M. Lindman. Tber den
floralen Syndimorphismus einiger Festu-
ceen. Arkiv for Botanik. K. Svenska
Vetenschapsakad. 1 Stockholm. Bd. 8,
1909, No. 12.

138. R. 4. Lock. Veriation Heredity
and Evolution. London, John Murray,
1906.

139. 7. U Morgan. Evolution and
Adaption. New York, Macmillan, 19u3.

140. R. Pearl. Die Variationen von
Chilomonas unter giinstigen und ungiin-
stigen Lebensbedingungen. Biometrica
1906, Vol. 5, p. 53—172.

141. — Eine biologische Studie an
Paramaecium. Blometrica 1407, p. 213
bis 297.
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142, J. Perriraz. Variations chez
T'Astrantia major. Bulletin de la Soec.
Vaudoise des Sciences maturelles. 5 S.

Vol. XLII, No. 159. Lausanne 1907.
143, L. Plate. Dio Variabilitit und

Artbildung nach dem IFrinzip geogra-

phischer Formenketten bei den Cerion-

Landschnecken der Bahamainseln.
Archiv f Rassen- und Gesellschafts-
biologie, VI, 1907. S. 433—614.

144, Hans Przibram. Anwendung
elementarer Mathematik auf biologische
Probleme. Vortr. u. Aufsiitze iib. Knt-
der Organismen.
Herausgeg. von Wilh. Roux. Leipaig,
Engelmann, 3. Heft, 1908.

145. R. C. Punnett. Mendelism. Ed. 2.
Cambridge, Macmillan, 1907.

146. Georg Ritter. Beitrige zur Phy-
siologie des [Flichenwachstums der
Pflanzen. Beih. z. Botan. Centralbl.,
Bd. XXII, 1907, Abt. II. p. 817—329.
Mit 4 Fig.

147. — Das normale Lingen-, Flichen-
und Kérperwachstum der Pfianzen. Bei-
hefte zum Bot. Centralblatt, Bd. XXIIT
(1908), Abt. I, p. 273 —-319.

148, — Uber diskontinujerliche Va-
riation im Organismenreiche. Beihefte
z. Bot. Centralblatt, Bd. XXV (1909),
Abt. I, 29 8.

149. K. von Rimker. [Uber Sorten-
auswahl bel Getreide. Tagesfragen aus
dem modernen Ackerbau, Heft 5 (Preis
80 Pfennige). DBerlin, Paul Parey.

150. Der Saatbau und die Saat-
bauvercine. Heft 7.

151. — Die systematische Einteilung
und Benennung der Getreidesorten fiir
praktische Zwecke. Jahrb. d. D. L.-
Ges. 1908, Bd. 20, 1. Lief,, p. 137—180.

152. — Methoden und Organisation
der Pflanzenziichtung. Mitteil.d.Deutschen
Landwirtschaftsgesellechaft 1909. Stick
6, 8. €5 - 67. Stiick 7, 8. 80—82.

153. Rutger Sernander. Entwurf einer
Monographbie der Kuropiischen Myrme-
cochoren. Upsala-Stockholm 1906. 410 S.

154. George Horrison Shull. The
Significance of latent characters, some
late Characters of a White Bean. Sei-
ence N. 8., Vol. XXV, No. 646, p. 792
biz 794, 1907. No. 647, p. 828—832,
1907.

155. — Elementary Species and Hy-
brids of Bursa. Science N. 8, Vol. XXV,
No. 641, p. 590—5391. 1907.

156. - Some new cases of Mendelian
Inheritance with four figures. Bot. Gaz.
45, p. 103—116. February 1908.
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159, George Harrison Shull. Impor-
tance of the Mutation Theory in practi-
cal Breeding. Proceedings Amerjican.
Breeders” Association, Vol. I1I, 1907.

158. The Pedigree Culture, its
Aims and Methods. The Plant World
11, p. 21—28, 55—G4. Febr./Mars 1908,

159. At new Mendelian Ratio and
Several Types of Lateney. The American
Naturalist, Vol. XLII, No. 499, Jahrg.
1908. p. 433—451.

160. — The Composition of a Field
of Maize. Reprinted from Vol IV Ame-
rican Breeders' Association. 1908. 6 8.

161. Steglich. Die Slatik des Obst-
baues. Arb. d. D. Landwirtschaftsges.,
H. 132, Berlin 1907. — Jahrbuch d. D.
L.-G., Bd. 23, H. 1, 1508. p. 183—189.

162, Tine Tammes. Der Flachsstengel.
Eine statistisch-anatomische Monogra-
phie. Aus dem Botanischen Labora-
torium der UniversititGroningen. Natur-
kundige Verhandelingen van de Holland-
sche Maatschappij der Wetenschappen.
Derde Verzameling Deel VI, vierde
Stuk. Haarlem 1907. 285 Seiten, 4°
u. 6 Taf.

163. Frnst Teichmann. ¥ortpflanzung
und Zeugung. Stuttgart 1907, Kosmos-
gesellschaft.

164. — Die Vererbung als erhaltende
Macht im Flusse organischen Geschehens.
Mit Textabb. u. 4 Tafeln, 94 8.

165. William Lawrence Tower. An
Investigation of KEvolution in Chryso-
melid Beetles of the Genus Leptinotarsa.
‘Washington D. C., Carnegie Instit. of
Washington 1906, No. 48. (Papers of
the Station for Experimental Evolution
at Cold Spring Harbor New York, No. 4.)
320 8. mit 30 Tafeln u. 31 Textfiguren.
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166. Paul Vogler. Die Variabilitat
der Friichte von Acer pseudoplatanus L.
in der Ostschweiz. Jahresber. d. St.
Gallischen Naturw. Ges. 1906. 34 S,

167, Variationsstatistische Unter-
suchungen an den Dolden von Astrantia
1. Sep.-Abdr. aus Beibefte zum Bot.
Centralblatt, Bd. XXIV, 1908, Abt. L
19 S. mit 6 Abbild.

168. Variationsstatistische Unter-
suchungen an den Blittern von Vinca
minor L. Ein Beitrag zur Theorie des
Flichenwachstums der Blitter. Sep.-
Abdr. aus d. Jahrbuch d. St Gallischen
Naturw. Gesellschaft 1908. 31 8. u. 8 Fig.

169. H. de Vries. Plant Breeding.
Comments on the Experiments of Nils-
son and Burbank. The Open Court
Publishing Co., Chicago 1907. pp. XV
bis 360 with 114 plates from nature.

170, - - Die Umwandlung der Nacht-
kerze. ,,Aus der Natur* III, 1907, H. 1.
p. 7--14,

171. Tuxus in der Natur.
d. Natur* IV, 1908, H 1, p. 18 ff.

172, H. Wiechel. Volksdichte-Schich-
tenkarten in neuer mathematisch be-
grindeter Entwurfsart. Mit 1 Karte.
Abh. d. naturw. Ges. Iris in Dresden,
Jahrg. 1905, Jan./Juni. p. 34—48,

193, Michel Yégounow. Poids molé-
culaire et la forme des corps. Travail
du poids moléculaire. Centralbl. f. Bakt.,
Parasitenk. u. Infektionskrankh. II. Abt.,
Bd. XXIII, 1909, Nr. 115, p. 1—10 mit
8 Figuren.

Aus

Nachtrag.

174. Karl Peter. Variationsstatistische
Untersuchungen und deren biologische
Bedeutung. Die Umschau, XIII, 1909.
p. 651—654 mit 5 Fig.

Das biometrische Grenzgehiet hat auch heute noch nicht die Beachtung
der Mathematiker und der Biologen bei uns in Deutschland gefunden, die es
verdient; das beweisen die Verbandlungen und Kongresse, die anldBlich der
‘TFinfithrung des biologischen Unterrichts in den Oberklassen unserer Gymnasien
und der Vertiefung des mathematischen Unterrichts an Gymnasien, Realschulen
usw. staitgefunden haben. Bel ersterem ist zwar der modernen Entwicklungs-
lehre vielseitig Rechnung getragen und bei letzterer treten die physikalischen
und chemischen Anwendungen der Mathematik stark in den Vordergrund; aber
der Schulbiclogie ist die Mathematik und der Schulmathematik die Biologie

fremd geblieben.

Um so freudiger begriibt der Verf. die Aufforderung des

Herrn Herausgebers dieser Zeitschrift zur Fortsetzung seiner Literaturtibersicht
iiber das interessante Zwischengebiet, die er in fritheren Jahren gegeben hat
(I 1898 8.230—242, T1 1908 8.269—277, IIL 1904 8.168—164, IV 1905

S. 106—111).

Trotzdem die Arbeiten der letzten Jahrgiinge der

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

»Biometrika* (A Journal



Von F. Lubpwia. 205

for the statistical study of hiological problems. Edited in consultation with
Francis Galton by W. F. R. Weldon, Karl Pearson and Davenport)
und der seit 1908 crscheinenden ,,Zeitschrift fiir induktive Abstammungs- und
Vererbungslehre* (berausgegeben von C. Correms, V. Hacker usw., Berlin,
Gebr. Bomtriger) hier des Raumes wegen auler Acht gelassen werden sollen,
ist die [iteratur umfangreicher geworden, als in den letzten Berichten iiber
gleiche Zeitriume — ein Beweis fiir das lebhafte Wachstum der jungen Wissen-
schaft der Biometrie und ein Grund mehr, derselben endlich auch in das Schul-
zimmer KinlaB zu gewihren.

In den Vordergrund treten unter den ncucren Arbeiten wiederum die
variationsstatistischen, welche sich auf die nafiirliche Verwandtschaft der Lebe-
wesen, die Analyse der Rasse und Art und ihres Weseus, ithrer Ursache beziehen.
Der von Qnetelet und Galton begriindeten Methode der Variationsstatistik
liegt die frither besonders von Heincke, neuerdings von K. Hofmann (131)
u. a. praktisch mit Erfolg verwendete Definition der Rasse als der Individuen
zugrunde, die sich um einen mittleren Typus (Rassetypus) in derselben Weise
gruppieren, wie die Beobachtungsfehler nach dem GrauBschen Fehlerverteilungs-
gesetz. Zu einer Rasse gehoren darnach alle Individuen, fiir die die Summe
der Quadrate der Abweichungen vom Rassetypus dieselbe und zwar ein Mini-
mum, d. b. kleiner als die Summe der Quadrate der Abweichungen vom Typus
einer anderen Rasse ist. Sind also @, b, ¢ - - - dic Eigenschaften des Rassen-
typus, zy, ¥,, #, die irgendeines Individuums der Rasse, 2y, y;, 2, - - - die eines
zweiten usw., so ist

(B —a) + =0+ (g — o)+
=(xy—a)?+ (yp — )" + + (g, — ¢)* + - - - = konst.

(die Individuen einer Rasse werden dargestellt als Punkte einer n-dimensio-
nalen Kugel). Wie auch der Verwandtschaftsgrad der Rassen und Arien fest-
gestellt werden kann und damit stammesgeschichtliche Fragen gelost werden
konnen — auch in Fillen, wo die in jiingster Zeit in Aufnahme gekommene
Serumdiagnose nicht anwendbar ist — wird in (1381) gezeigt (durch Berech-
nung der entsprechenden Artenmittelpunkte nach Messungen an Knochen
findet Hofmann z. B., daB wahrscheinlich die miocine Anas blanchardi als
Stammart der rezenten Gattungen Anas und Dendrocygna anzusehen ist, was
Milne Edwards aus anderen Griinden vermutet). Hierher gehoren auch die
Arbeiten von Bruns (8), Bernstein (5), Kapteyn (48) und de Bruyker
(96, 97), Przibram (144) z. T. Wie die Variationsbreite bei der individu-
ellen Variation durch verdnderte Lebensbedingungen vergroBert wird, hat Peter
(174) experimentell dargetan.

Auch nach einer anderen Richtung ist der Begriff der Art heute ein an-
derer geworden, als in der fritheren Naturforschung. Die Bastardlehre und
namentlich die Verfolgung der Mendelschen Geselee, ihrer Erweiterungen und
Erginzungen, haben die de Vriessche Anschauung bestitigh, nach der die Art
ein Mosaik aus gegebener an ematericile Trdger gebundenen Merkmalen (oben
die Groflen a, b, ¢ usw.) darstellt, die fiir sich vererblich, bei der Bastardie-
rung in verschiedener Weise kombinierbar sind, in den Nachkommen dominieren
oder regressiv sein konnen usw. Die Bedeutung der Zellkerre und das Studium
der Chromosome, deren typische Zahl in den somatischen Zellen der einzelnen
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Art, ihre Reduktionsteilung usw. in den Geschlechtszellen, haben einmal das
Wesen der Sexualitit unserem Verstindnis niher gebracht, deren verschiedene
Formen und Abstufungen, wie auch die Formen der Apogamie und die weite
Verbreitung auch der letzteren z. B. bel den Phanerogamen uns kennen gelehrt,
dann auch neben der planmiBigen Bastardierung die Ziichtung in reinen Jinien
zur Folge gehabt, durch die Praxis und Theorie gleich viel gewonnen haben.
Die Unterscheidung von kleinen oder elementaren Arten, biologischen Arten,
Variationen und Mutationen, alles das ist uns heutzutage ohne die mathema-
tischen Gebiete der Kombinations- und Wahrscheinlichkeitslehre unverstandlwh
im Wesen unzugénglich.

Auf Vareﬂnmg und Vererbungsgesgtw beziehen sich insonderheit die Ar-
beiten (1), (2), (3), (14), (15), (16), (17), (18), (19), (20), (21), (22), (23),
(24), (26), (56), (63), (61), (67), (87), §115), (138), (189), (164); auf
Sexuatitit (1), (15), (16), (17), (18), (21), (100—103), (163); auf Variation
usw. (49), (52), (67), (69), (75), (76); Mutation (31), (49%, (59), (76), (110),
(157), (170); Mendelismus usw. (1), (4), (9), (16—18), (21), (25),
(35), (37), (38), (39), (10), (71), (89), (88}, (99), (104), (105), (109}
(113), (145), (156), (159); Anwendung der Vererbungsgesetze bei Tierzucht

y (130); Ziichtumg der Kulturpflaneen (71—74), (77—79), (81), (88),
(90), (103), (114), (121), (122), (149), (150—152), (138), (160), (169);
auf Kernteilung, Chromosomenlehre usw. (6), (39), (40), (41), (44), (51), (67),
(68), (87); elementare Arten (155). Im einzelnen ist bearbeitet die Varia-
bilitat usw. bei Menschen (101), (106), (107), (172), Kiihen (46), Pferd (47),
Ratten, Muusen (9), (837), (553, Meerschweinchen (11), (13), (55), Hithnern
(27), (29), Enten (131), Fischen (61), (112), Axolotl (39), Kafer (Leptino-
tarsa) (165), Gryllus (54), Drosophila (10), (12), (98), Palaecomonetes (93),
(94), Spinnen (53), Asplachna priodonta (50), Anuraea cochleata (134),
Hydatina (62), Helix (25), (49), Lartetien (124), Cerion-Landschnecken (143),
Pecten varius (30), (126), Chilomonas (140), Paramaecium (141); ferner bei
folgenden Pflanzen: Acer (Frucht) (166), Alllum (Zwiebel) (147), Alnus
(Frucht) (148), Amygdalus (Frucht) (147), Anthemis (Bliitenstand) (119),
Astrantia (142), (148), (167), Bakterien (92), (125), (133), Begonien (147),
Berberis (147), Bohnen (102), Bryonia (16), Buxus (147), Caragana (148),
Ceratophyllum (45), Chaerophyllum (147), Chelidonium (148), Chrysanthe-
mum (7), (111), Clematis (147), Compositen (111), (119), (120), Coniferen
(128), Cornus (148), Cytisus (148), Dimorphoteca (17), Echium (102),
Elaeagnus (147), Kuphorbia (147), Fagus (52), Fragaria (148), Geranium
(18), (102), Geum (18), (102), Helianthus (111), Hyoscyamus (15), Hype-
ricum (148), Knautia (102), Linaria (65), Linum (162), Lysimachia (148),
Majanthemum (147), Medicago (148), Mirabilis (19), (20), Myrtus (146),
Oenothera (110), Oxalis (148), Plantago (21), (101), (102), Primula (1), (33),
(95), Prunus (45), Quercus (Frucht) (148), Robinia (149), Rosa (148), Rud-
beckia (111), Sanguisorba (148), Satureja (15), (16), (18), (21), (101),
(102), Sambucus (147), Scabiosa (102), Scolopendrium (66), Silene (15), (16),
(21), (102), Solanum (Knollen) (147), Stellaria (148), Succisa (147), Sym-
phoricarpus (148), Trifolium (147), Urtica (15), (19), (20), Vaccinium (147),
Vinca (146), (147), (148), (168).

DaB ,stets MaB und Zahl den Strom des Seins beherrschen® (37), daB
nicht nur bei der Vermehrung der Lisbewesen selbst, threr Ausgliederung usw.
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sondern auch bei der Vermehrung der organischen Einheiten, beim Wachstum
des Korpers und seiner Organe, mathematisch formulierbare Gesetze gelten,
das zeigen auch die neneren Arbeiten iiber die Gipfellage numerischer Variation
der Bliitenstinde usw. (7), (45), (95), (119), (120), (136), (142), (176) uni"
der wmetrischen Variation von Ldngengebilden, Blatiflichen und Kirpergebilden
(45), (80), (129), (146), (147), (148), (168), die Blattstellungsgeselze (134)
héherer Pllanzen. Bei niedercn Gebilden, wie den Pidztypen, walten andere Ge-
sctze, wie Falck (118) gezeigt hat, dw mekr an das Wachstum anorguvischer
Zellen erinnern. Uber dle Geeetze der Teilung, Bewcgung usw. der Bakterien-
gesellschafien haben Yégounow und Jacob mehreres vertffentlicht in (82
bis 86), (133).

Den in dem IV. Bericht ertrterten forstbotanischen Anwendungen der
Mathematik durch Metzger, Schwarz u. a. — Auflbaw des Waldes und der
Bdume nach mathematisch-statischen Prinzipien — schlieflen sich in gewissem
Sinne die in praktischer Hinsicht wichtigen Untersuchungen von Steglich iber
die Statik des Obsibames (161) an. Die Feststellungen der bestimmten Gewichis-
verhdltnisse von Stamm, Asten und Blattern der Obstbiume, des Verhiltnisses
des jihrlichen Tlolzzuwachses, der jihrlichen Laub- und Fruchtproduktion, der
Zunahme des Stammumfangs susammen mit der chemischen Zusammensetzung
der Vegetationsorgane und Friichte ergeben den Wiederersatz der jihrlichen
Bodenerschopfung.

Beztiglich der in den Orgamen (Wurzeln, Stengel, Blittern, Frucht) bed
verschiedenen Bliitenpflanzen angelhduficn Mengen von Kali, Phosphorsdure,
Magnesia, Stickstoffverbindungen usw. wurde der Nachweis gefiihrt (127),
(128), daB wbgrall und zu jeder Zeit bis zum Lebensende bestimmie Relationen
bestehen. Die Quantititsuntcrschiede dieser Stoffe sind spezifisch fiir die Art
oder Rasse, das Organ und die Entwickiungsstufe, und erfahren mit der fort-
schreitenden Ontogenese stets charakteristische, absolute und relative Ande-
rungen. So ist z. B. das Verhiltnis der stickstoffhaltigen und stickstofffreien

Bestandteile der Samen G\VT?) eine Funktion des Verhiltnisses des Phosphor-

und Kaliumgehaltes (%) derselben, die durch gleichseitige Hyperbeln darge-

stellt wird. Die Cerealien und Leguminosen bilden zwei verschiedene
sphylogenetische ITyperbeln® usw.

Eine reiche Fille der interessantesten Anwendungen der niederen und
héheren Mathematik enthalten die von Sechouteden gesammelten Vorlesungen
von Léo Errera tiber Molekularphysiologie (117) — vgl. z. B. die Ableitung
des Geselzes der Trajectorien, S. 411, denen sich auch die mathematisch-
physikalischen Ableitungen der Zellfeilungsfiguren durch Gallardo (36),
(123) und Hartog (42), (43), sowie die Abhandlungen (173) und (58) an-
schlieBen. Neue fruchtbare Anwendungen der Statistik auf die Oekologie bietet
die Bestimmung des Grades der Myrmecochorie der Amecisenpflanzen durch
Sernander (153), sowie die Ermittlung wichtiger GesetzmiiBigkeiten beziig-
lich der Pflanzenverbreitung auf dem Gebiete der Pflanzengeographie die Arbeit
von Jaccard (132).
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Kleinere Mitteilungen.

Preisaufgabe aus der angewandten Mathematik fir 191L

Firstlich Jablonowskische Gesellschaft in Leipzig. Es soll die
Theorie des Regenbogens gefordert und insbesondere der Verteilungszustand
des Lichtes mit anzugebender Genauigkeit fir eine Kugel mit beliebigem
Durchmesser bestimmt werden, der aber so klein sei, dal er nur wenige oder
gar keine Beugungsstreifen ermdglicht, und zugleich so groff, daB er nicht
gegeniiber der Lichtwellenlinge vernachlissigh werden darf. (1500 £.)

Biicherschau.

L. Giinther. Die Mechanik des Weltalla. Eine volkstiimliche Darstellung
der Lebensarbeit Johannes Keplers, besonders seiner Gesetze und Probleme.
Mit 13 Figuren, 1 Tafel und vielen Tabellen. XVI u. 156 8. 8. Leipzig
1909, B. G. Teubner. Geb. .4 2.50.

Kepler hat sein groBles Lebenswerk nicht selbst in zusammenfassender
Weise niedergelegt, wie das vor ihm Ptclemius und Kopernikus, nach ihm
Newton getan; seine Forschungsergebnisse sind vielmehr in zahlreichen umfang-
reichen Schriften niedergelegt, deren Reiz nicht znletzt gerade darin beruht,
dafl sie uns alle Irrwege fiihren, die Kepler selbst gegangen, ehe er zur Wahr-
heit vordrang. Daraus mag es sich wohl erkliren, daB die gewaltige Bedeutung
Keplers als Forscher in weiteren Kreisen nicht die Wiirdigung findet, die der
GroBe des Mannes zukommt.

Man wird daher jedes Buch gerne in die Hand nehmen, das sich die Dar-
stellung der Lebensarbeit Keplers zur Aufgabe stellt. Und die vom Verf. vor-
gelegte Schrift enttiuscht nicht. Im knappen Rahmen der Vorliufer und
Nachfolger erscheint bier Keplers grofie astronomische Leistung in glinzendem
Licht. Die Darstellung ist einfach, vielfach durch gut gewihlte Zitate aus
Keplers Werken belebt und von ehrlichier Begeisterung fiir den Heros getragen.
Die Hauptwerke erfahren ihrem Werdegang und ihrer sachlichen Bedeutung
nach eine treffende Inhaltsangabe und die Hinweise auf moderne Anschauungen
und Ergebnisse verbrelten einen prophetischen Glanz iiber Keplers Gestalt.
Besonderer Nachdruck liegt anf der Fesfstellung, daBl Kepler schon mit einer
der Newtonschen Fassung kaum etwas nachgebenden Schirfe das Gravitations-
gosetz ausgesprochen habe.

Der Anhang bringt Tabellen iiber das Sonnensystem und viele Anmer-
kungen, in denen historisch-literarische Angaben abwechseln mit mathematischen
und physikalischen Notizen.

Strafburg i. E. Wirrz.
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¢. V. L. Charlier. Wie eine unendliche Welt aufgebaut sein kann.
(Arkiv f Mat., Astron. och fysik, Bd. 4, Nr. 24.) 15 8. 8. Upsala u.
Stockholm 1908.

Gegen die unendliche GrioBe der Materie im unendlichen Raum werden
gemeinhin zwei Einwiinde erhoben. Den sinen formulierte schon Olbers dahin,
daB der ganze Himmelsgrund uns ebenso hell erscheinen miifite wie die Sonne.
Sodann zeigte Seeliger, daB das Newtonsche Gravitationsgesetz, auf das un-
ermeBlich ausgedehnte Universum angewandt, widersinnige mechanische Wir-
kungen nach sich zdge, unter denen z. B. die vorhandene Stabilitit des Sonnen-
systems unmdoglich wiirde.

Um diese Erscheinungen zum Verschwinden zu bringen, nimmst nun Charlier
zunfchst an, dall zwar die Gesamimasse im Universum unendlich sei, daB aber
gleichzeitic die durchschnittliche Dichtigkeit ihrer Verteillung verschwindend
wire. Den Aufbau des Weltalls stellt er sich der Art vor, daB eine Anzahl
Sterne ein MilehstraBensystem erster Ordnung bilden, eine Anzahl MilchstraBen-
systeme erster Ordnung ein solches zweiter Ordnung, usf., und er disku-
tiert nun die Bedingungen, unter demen unsere Beobachtungen dargestellt
werden. Dabei zeigt sich, daB man dem Olbersschen Einwand schon bei ziem-
lich geringer Zerstreuung der verschiedenen Systeme ausweicht, daB sogar die
Systeme ineinander iibergreifen kdnnen, ohne eine betrichtliche Himmelshellig-
keit zu verursachen. Kine viel stiirkere Dispersion verlangt aber der Seeligersche
Einwand und das verwandte von Charlier aufgestellte Geschwindigkeitskrite-
riumn, Danach beliefe sich der scheinbare Durchmesser der uns nichsten Milch-
straBe auf nur 0”72 und ihre Helligkeit siinke auf die eines Sterns der 37ten
GrisBe herab, d. h. wir kénnen die MilchstraBen auBerhalb unseres Systems nie-
mals wahrnehmen. —

Gleichzeitig mit dieser Arbeit Charliers betonte jedoch P. Harzer in
seiner bekannten Kieler Rektoratsrede!), daB, im Gegensatz zu Charliers Be-
strebungen, auch schon ein ziemlich kleiner endlicher elliptischer Raum geniigt,
um uns in keinem Punkte mit der Erfahrung in Widerspruch zu bringen; der
Inhalt des ganzen Raumes brauchte nur 17 mal grofer zu sein als der einer
das Sternensystem soeben einschlieBenden Kugel.

Strafburg i. E, Winrz,

F. Nusl et J. J. Fri¢. Premiére étude sur les enomalies de réfrac-
tion. (Bull. internat. de l'acad. de Bohéme, 1908.) Mit 2 Tafeln und
5 Figuren im Text. 10 8. 8. Prag 1908.

Dic Beobachtungen am Zirkumzenitalinstrument (siehe diese Ztschr. Bd. 50,
8. 157 und Bd. 56, S. 92) brachten die Verf. auf die Vermutung, daB neben
den kleinen, unregelmiBigen, rasch verlaufenden Refraktionsschwankungen noch
eine in léngeren Zeitintervallen sich vollzichende Oszillation der Bilder vor-
handen sein miisse. Zum photographischen Studium des ganzen Phiinomens
stellten sie nun folgenden Apparat zusammen. Uber einem Quecksilberhorizont
war ein Kreuzspiegel angebracht, der einmal direkt und dann nach Reflexion
am Quecksilber das Bild eines Sternes (hier des Polarsterns) auf ein Objektiv

1) P. Harzer, Die Sterne und der Raum. Jahresber. d. D. Math.-Vereinig.
Bd. 17, 8. 287—267, 1908.

Zeitsohrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1/8. 14
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von 24 cm Offnung wirft, in dessen 6 m entfornter Brennebene cine photo-
graphische Platte sich befindet. Vermdge seines tiglichen Laufs und einer
durch ein Uhrwerk besorgten Bewegung der Platte zeichnet der eingestellte
Stern zwel Spuren auf, in denen sich die durch Refraktionsstorungen verur-
sachten Hohenschwankungen als symmetrische Ausweichungen verraten und
sich leicht von HuBeren Storungen trennen lassen. Die Ausmessung der Platten
geschah unterm Mikroskop und zeigte, daBl in dem einen mitgeteilten Falle
neben den unregelm#Bigen schnellen Schwankqmgen langsame ziemlich regel-
mifige Wellen auftreten, die eine Periode von etwa 30° und eine Amplitude
von 1”0 besaBen. —

Dieser eigenartige, genauen Messungen sehr hinderliche Luftzustand der
langsamen Refraktionsschwankungen war den astronomischen Mikrometerbe-
obachtern schon lange bekannt.

Strafburg 1. E. . [ WIRTZ.

Astronomischer Kalender fiir 1909. Berechnet fiir den Meridian und die
Polhthe von Wien. Herausgegeben von der K. K. Sternwarte. 153 8.
Wien, K. Gerolds Sohn. Kart. £ 2.40.

Als dankenswerte Zugabe darf man diesmal ein Verzeichnis der Bahn-
elemente aller bisher berechneten Kometen begriiBen. Es umfaft 388 Nummern
zwischen 372 a. C. und 1907, und ist bis auf ein paar ihren Elementen oder
ihrer Existenz nach ohnehin recht unsicheren XKomseten als vollstindig zu be-
trachten. Die Dauer der Sichtbarkeit und die Namen von Entdecker und Be-
rechner sind beigefiigt; in den Anmerkungen findet man noch Angaben iiber
Besonderheiten der Bahnlage und iiber physische Eigentiimlichkeiten. Solange
also der auf breiterer Basis aufgebaute und eingehendere Gallesche Kometen-
katalog!) micht in neuer Ausgabe vorliegt, wird der Fachmann die hier ge-
botene Ubersicht mit Nutzen gebrauchen.

Herr WeiB hat, zum letzten Mal nach nahe dreiBigjihriger Mitarbeit, wieder
den Bericht iiber die neuen Asteroiden, Satelliten und Kometen des Jahres 1908
beigesteuert. Besonderes Interesse beansprucht der Planet 659 CS, der sich
den dreil bisher bekannten Gliedern der Jupitergruppe, Achilles, Hektor und
Patroklus, als viertes hinzugesellt. Auch im Jupitersystem gelang ein inter-
essanter Fund: Melotte in Greenwich entdecckte einen achten Mond, dessen
Umlaufszeit fast 21/, Jahre betriigt und der im Apojovium seiner riickliufigen
Bahn einen Abstand vom Jupiter erreicht, der der Periheldistanz des Merkur
gleichkommt. ) . _

Strafburg 1. E. —_— Wixrz,

C. V. L. Charlier. Die Rotation der Planeten Merkur und Venus.
(Arkiv f Mat., Astron. och fysik, Bd. 4, Nr. 23.) 19 8. 8. Upsala u.
Stockholm 1908.

In der Theorie der gebundenen Rotation treten drei verschiedene Typen

auf, von denen die beiden ersten als stabil bekannt sind. Nach dem ersten
Typus vollzieht sich z. B. die Rotation unseres Mondes, die um die Achse des

1) J. G. Galle. Verzeichnis der Elemente der bisher berechneten Kometen-
bahnen, Leipzig 1894, W. Engelmann.
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groBten Trigheitsmomentes stattfindet. Der dritte Typus ist im allgemeinen
unstabil. Charlier behandelt diesen Fall niher und zeigt, daB mit bestimmten
durchaus moglichen Annahmen die Rotation stabil wird.

Das tritt nun ein, wenn die Umdrehung hauptsichlich um eine zur Bahn-
ebene des Planeten senkrechte Achse erfolgt und auflerdem eine langsame
Drehung um den zur Sonne gerichteten Radiusvektor vor sich geht; die Lage
der Rotationsachse ist dann zwar im Raum, aber nicht mehr im Kérper, un-
verinderlich. Als Stabilititsbedingung ergibt sich, daf der Planet gegen die
Sonne verlingert sein mufl. Die nach der von Roche entwickelten Theorie
der Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten berechnete Abplattung
kommt fiir Merkur und Venus indes so gering heraus, daf ihre Konstatierung
durch Beobachtungen ziemlich aussichtslos scheint.

Kénnten also auch Merkur und Venus vielleicht am ehesten die Beding-
ungen des dritten Rotationstypus erfiillen, so wird man doch durch mikro-
metrische Messungen nicht sicherer zam Ziele gelangen, als das die bisher auf
die Frage der Rotation der beiden Planeten angewandten Fleckenbeobachtungen
und spektrographischen Aunfnabmen vermochten.

StraBburg i. E. WirTz.

B. Peter. Die Planeten. Mit 18 Figuren im Text. 1V u. 131 8. Samm-
lung ,,Aus Natur und Geisteswelt*. 240. Bindchen. 8. Leipzig 1909,
B. G. Teubner. Geb. £ 1.25.

Das Biichlein beschaftigt sich mit dem heutigen Stande unserer Kenntnis
von den Planeten und ihren Monden. Einer kurzen Ubersicht iiber das Sonnen-
system schlieBt sich die Behandlung der einzelnen Kérper in der Reihenfolge
ihres Sonnenabstandes an, von Merkur bis Neptun. Den breitesten Raum
nimmt patiirlich die Darstellung der Topographie und der physischen Be-
schaffenheit jedes Planeten ein, doch fehlen weder Zahlenangaben iiber die Bahn-
verhiiltnisse noch historische Notizen. Dafl Vollstdndigkeit, kritische Sichtung
und gemeinverstindliche Darstellung Hand in Hand gehen, bewecisen zur Ge-
niige die lingeren Abschnitte tiber Mars, die Planetoiden und Saturn. —

Der Erdmond ist nicht in den Kreis der Betrachtung gezogen worden:
ihm hat J. Franz im Béndchen Nr. 90 derselben Sammlung (Der Mond, 1906)
eine besondere eingehende Beschreibung gewidmet.

Strafburg i. E. WIRTZ.

M. Geistbeck. Leitfaden der mathomstischon und physikalischen
Geographie fiir hdohere Schulen und Lehrerbildungs-Anstalten.
30. u. 31. Aufl. VIII u. 186 8. 8. Freiburg i. B. 1908, Herder. Geb.
M 2—.

Dieses Schulbuch erschien zum ersten Male i. J. 1879, es erlebte also
seitdem Jahr fiir Jahr Neuauflagen, die immer wieder AnlaB zu kleinen Ver-
besserungen in der Auswahl des Stoffes und der Formulierung hoten. Die Be-
liebtheit und weite Verbreitung ist wohlberechtigt: in straffer Disposition bietet
das Buch einen Lebrgang der mathematischen und physischen Erdkunde, der
innerhalb des knappen Raumes eine bemerkenswerte Vollstindigkeit besitzt.

Eine kleine Bemerkung sei hier gestattet, die sich nicht nur an das vor-
legende Werkchen wendet. Vielleicht wire es jetzt an der Zeit, daB man in

14*
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unsere Lehrbiicher der mathematischen Geographie auch den schinen Beweis
fiir die Achsendrehung der Erde aufnihme, der sich darauf griindet, daf ein
Kreisel mit fester horizontaler Achse sich in den astronomischen Meridian ein-
stellt. Die Notwendigkeit dieser Tatsache liBt sich mit elementaren Mitteln
Teicht richtig darstellen; sie kann aber auch genau so einfach, einleuchtend und
— unrichtig traktiert werden, wie der Foucaultsche Pendelversuch und die st-
liche Fallabweichung. Da in nichster Zukunft wokl schon der Kreiselkompal
mindestens auf Kriegsschiffen wegen seiner Unabhiéngigkeit vom Schiffsmagne-
tismus eine wichtige Rolle zu spielen berufen ist, sollte man seine interessants
Grundlage in der Schule nicht mehr verschweigen.
Druckfehler: S. 51, Z. 16 v. 0. Statt 29.6 lies 24.6 Stunden.
w oo 26 4 » 22 s 12 Jahre.
StraBburg i. E. : WIRTZ.

Th. Albrecht. Formeln und Hilfstafeln fiir geographische Ortsbe-
stimmungen. 4. Aufl. VIITu. 348 8. Lex. 8% Leipzig 1908, W. Engel-
mann. A 20.—.

Die Hilfstafeln von Albrecht, die seit mehr als 30 Jahren ein wertvolles
Handbuch fiir astronomisch-geographische Ortsbestimmungen erster Ordnung
bilden, liegen jetzt in vierter Auflage vor. Der Umfang blieb derselbe, wie
der der dritten Auflage, doch hat das Werk zahlreiche Verbesserungen, Er-
ginzungen und Kiirzaungen erfahren, die seinen eigentlichen Zweck, die Er-
leichterung der Berechnung fundamentaler Ortsbestimmungen, noch schirfer
betonen.

Die wichtigste Neuerung besteht in dem Ubergang von der Besselschen
zu der auf die Gyldénsche Theorie gestiitzten Refraktionstafel. Die Konstante
ist in Ubereinstimmung mit den neueren Beobachtungen (wie in der de Ballschen®)
Refraktionstafel) zu 60715 angenommen, und der log & tang 2 bis zur Zenit-
distanz 60° 4stellig, von da an bis 80° 5stellig tabuliert, wihrend die Bessel-
schen Tafeln der #lteron Auflagen diesen Wert schon von 36° an bis 84° 5stellig
geben. Eine durchgehende Beschrinkung auf 4 Stellen nach dem Vorgange
der de Bullschen Tafel hiitte v6llig hingereicht und auch #HuBerlich an den
natirlichen Genauigkeitsgrad einer Refraktionstafel erinnert.

Die Darstellung der fundamentalen Methoden der Zeit- und Ortsbestim-
mung im ersten Abschnitt berticksichtigt alle praktischen Bediirfnisse, und man
findet in tibersichtlichen Tabellen die Grenzen der Brauchbarkeit und die Fehler-
einfliisse fiir die verschiedenen Beobachtungs- und Rechnungsverfahren. Gegen
frither tritt u.a. hinzu die Messung kleiner Differenzen von Zenitdistanzen auBer-
halb des Meridians, zu deren Ausfithrung in letzter Zeit von verschiedenen
Seiten besondere Instrumente konstruiert worden sind (Siehe z. B. diese Ztschr.
Bd. 50, 8. 157 und Bd. 56, 8. 92). Die von der Deklination des Polarsterns
abhéingigen Tafeln gelten fiir die Zeit von 1909—1927, und alle Tafeln, in
die die geographischo Breite als Argument eingeht, erstrecken sich tiber die
Zone von 30°%—65°

Das Buch ist fiir den Geodiiten ebenso unentbehrlich, wie fiir den an
festen Sternwarten titigen Astronomen.

StraBburg i. E. Wizrz.

1) L. de Ball, Refraktionstafeln. Leipzig 1906, W. Engelmann.
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Dr. Robert Haullner, Professor der Mathematik an der Universitit Jena:
Darstellende Geometrie. Zweiter Teil. Perspektive cbener Gebilde;
Kegelschnitte. Mit 80 Figuren im Texte. Leipzig, G. J. Goeschen. Samm-
lung Goeschen Nr. 143. 164 8. Preis geb. 80 Pf.

Das vorliegende Bandchen behandelt keine Fragen der darstellenden
Geometrie, vielmehr wird eine Ableitung der Haupteigenschaften der Kegel-
schnitte gegeben, indem diese als Projekfiomen oder perspekiive Bilder des
Kreises definiert werden. Uberhaupt wird prinzipiell der Vorgang der Pro-
Jjektion benutat, um Eigenschaften des neuen Gebildes aus denen des urspriing-
lichen herzuleiten. Nachdem die perspektive Beziehung zweler Ebenen im
Raume sowie zweier ineinander liegender Felder definiert und gezeigt ist, wie
man durch eine solche Zentral-Kollineation oder Perspektive ein beliebiges
Viereck in ein Rechteck iiberfiihren kann, lassen sich die harmonischen
Eigenschaften des vollstindigen Vierecks aus denen des Rechtecks entwickeln.
Es folgt sodann eine bemerkenswerte Betrachtung iiber die perspektive Be-
ziehung zweier Kreise, die zu dem Satze filhrt, dal es noch unendlich viele
Perspektiven gibt, welche einen Kreis und ein ihm eingeschriebenes Sehnen-
viereck in einen Kreis und ein Sehnenrechteck tiberfithren, Nun konnen die
Polareigenschaften der Kegelschnitte aus bekannten Sitzen vom Kreise tber-
tragen werden. Die Brennpunkts-Eigenschaften endlich ergeben sich aus dem
Dandelin-Batze. Den Schlufl bilden Konstruktionen fiir die Kriimmungskreise
der Kegelschnitte, indem unter Bezugnahme auf eine Arbeit von C. Heu-
mann der Zusammenhang untersucht wird zwischen dem Kriimmungskreis
einer Kurve und dem ihrer Projektion. — Die Figuren 51, 53, 54 hitten
ganz gut noch genan gezeichnet werden konnen. Einfacher whre es, in
diesem Falle Orthogonalprojektionen zu benutzen. Der Beweis des Satzes 15
bedarf einer Vervollstindigung.

Miinchen, Aug. 1909. KarL DOEDLEMANN,

Artur Schinflies, Professor der Mathematik an der Universitit Konigs-
berg i. P.: Einfiihrung in die Hauptgesetze der zeichnerischen
Darstellungsmcthoden. Mit 98 Textfiguren. Leipzig und Berlin. B. G.
Teubner. 1908. V u. 92 8. DTreis geb. £ 2.80.

Dem Titel entsprechend wollte der Verfasser kein Lehrbuch der dar-
stellenden Geometrie schreiben, sondern die mathematischen Grundlagen dioser
Disziplin auseinandersetzen. Dies gelingt ihm in ausgezeichneter Weise. Den
Ausgangspunkt nimmt der Verfasser vom physiologischen Prozef des Sehens,
schlieBt daran die Theorie der Zentralprojektion, die perspektive Abbildung
zweier Ebenen und rdumlicher Objekte iiberhaupt. Die parallelperspektivische
Abbildung iweier Ebenen, und die Darstellung eines Objektes in Grund- und
Aufriff werden ebenfalls behandelt. Betrachtungen iiber Axonometrie, iiber die
stereographische Projektion und die Reliefperspektive bilden den SchluB. Im
dem ganzen Buche iiberwiegt aber so sehr die theoretische Seite, daB die
praklische d. h. die wirkliche Darstellung von Objekten tiberall nur in diirf-
tigen Ansitzen zur Geltung kommt. Relativ ausfiihrlich ist noch die per-
spektive Abbildung behandelt, wenn auch mit Ubergehung aller praktischen
Yragen; dus iiber Grund- und Aufriverfabren und axonometrische Methoden
Vorgebrachte aber wird dem Leser kaum zu ciner richtigen Vorstellung von
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diesen Disziplinen verhelfen. Die zahlreichen Anmerkungen unterbrechen un-
angenchm die Darstellung. Die liguren entsprechen nur sehr wenig den An-
forderungen, die man in der darstellenden Gieometrie stellen muB.

Miinchen, Ang. 1909. KARrr, DORBLEMANN.

Dr. Ferdinand Meisel, GroBherzoglicher Dircktor der Gewerbe- und Hand-
werkerschule und Privatdozent an der technischen Hochschule in Darm-
stadt: Lehrbuch der Perspektive zum Gebrauche an mittleren und
héheren techmnischen Lehranstalten, XKunstgewcrbe- und Xunst-
schulen, sowie bei eigenem Studium. Mit 244 Abbildungen im Texte.
IV und 221 8. Leipzig 1908, Seemann & Co. Preis geb. 9,60 .

Der Verfasser versteht es, den vielbchandelten Stoff in zum Teil neuer
und eigenartiger Weise vorzutragen und die Begriffe und Definitionen streng
und prizis zu formulieren. Der Inhalt des Buches ist ein &uBerst reichhaltiger:
in der Abbildung auf eine vertikale Bildebene wird auch die stercographische
Kartenprojektion und die gnomonische Projektion behandelt, bei der Konstruktion
der Schatten werden niitzliche Bemerkungen {iber die Halbschatten beigefiigt.
Die Herstellung der durch Spiegelung und Brechung crzeugten Bilder, der
stereoskopischen Bilder, die Abbildung auf wagrechten Ebenen, auf Zylinder-
und Kugelflichen, sowie ein AbriBl der Reliefperspektive beschliefien die Dar-
stellung. Besonders ausfithrlich wird die Abbildung des Kreises besprochen und
dabei auch der Fall mit hereingezogen, wo der Kreis, ohne zur Bildtafel
parallel zu sein, sich wicder als Kreis abbildet. Zur Erlduterung werden auch
photographische Bilder von Innenriumen wiedergegeben. Dies ruft den Wunsch
wach, dafl in dem so reichhaltigen Buche auch eine kurze Erdrterung tiber
die Entstehung des photographischen Bildes, sowis iiber den physiologischen
Vorgang beim Sehen Platz finden mdge. Fir das Selbststudium ist das Buch
wohl zu kurz und knapp gehalten; der Anfinger wird die ausgefithrten Kon-
struktionen ohne erliuternden Text kaum verfolgen konnen. Die aunf 8. 103
gegebene Konstruktion fur die Spilzen in der Darstellung einer Hohlkehle
miiftc ausdriicklich als bloB empirische oder angeniherte bezeichnet werden.

Miinchen, Juni 1909. Karr DoEHLEMANN.
Otto Haeder, jun., Duisburg am Rhein, Die Schnell-Perspektive (Hae-

der-Perspektive) und Skizzicren. Fiir technische Lechranstalten und
zum Selbstunterricht. Mit vielen Abbildungen und MaBtabellen. Beilage:
Zeichendreieck mit Haeder-Winkel. 71 S. Duisburg am Rhein, Selbst-
verlag. Kommissionsverlag von L. Schwann in Diisseldorf. Preis 2 .-

Dem Verfasser fehlen die elementarsten Kenntnisse in der Projektionslehre;
die von ihm nach einem Schema entworfenen ,,Bilder* sind gar keine Projek-
tionen der Dbetreffenden Objekte. Man mufl vor solchen Biichern warnen, da
sie in unklaren Kopfen unendlich viel Verwirrung anrichten kénnen.

Miinchen, Juni 1909. KarL DOEHLEMARN.

0. Lohse, Tafeln fiir numerisches Rechnen mit Maschinen. Leipzig 1909,
Wilhelm Engelmann. Geb. 4 13.50.

Die Rechenmaschinen, die im Grundgedanken Additionsmaschinen sind,

eignen sich zuniichst zur Ausfiihrung von Multiplikationen; ihre Verwendungs-
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weise bei der Ausfiihrung von Divisionen ist umstindlich. Um die Rechen-
maschinen auch bequem zur Division verwenden zu konnen, ist es deshalb nétig,
diese aul eine Multiplikation zuriickzufiihren; dies 148t sich bekanntlich dadurch
errcichen, daB man, anstatt mit einer GréBe za dividieren, mit ihrem reziproken
Wert multipliziert. Steht demnach eine Tafel der Reziproken derjenigen Grifen,
die bei numerischen Rechnungen als Divisor auftreten, zur Verfligung, so 148t
sich jede Division in einfacher Weise auf eine Multiplikation zuriickfithren und
damit bequem mit der Rechenmaschine berechnen.

Die vorliegende Tafel enthilt fiir diesen Zweck je auf funf Stellen die
Reziproken der Zahlen von 1 bis 5000 und — fiir jedes Hundertstel des Grades
— die natiirlichen Werte der sechs trigonometrischen Funktionen Sinus, Cose-
cante, Tangente, Cotangente, Secante und Cosinusy da bekanntlich je zwei dieser
Funktionen reziprok sind, so lassen sich mit Hilfe der Tafel Divisionen mit
jeder der sechs mit der Maschine berechnen.

Eine kleine Unbequemlichkeit bei Benutzung der Tafel der natiirlichen
Werte der trigonometrischen Funktionen liegt darin, dafl der Winkel nach Teilen
eines Grades fortschreitet, so daB die Minuten und Sekunden eines gegebenen
Winkels vor dem FEingehen in die Tafel in Grade zu verwandeln sind, fiir
welchen Zweck eine kleine Ililfstafel beigegeben ist.

AuBer den wichtigsten Formeln der Goniometrie und der ebenen und sphi-
rischen Trigonometrie findet man in einem Anhange eine Tafel der Quadrate
1 bis 1000, eine Tafel zur Berechnung der Quadratwurzeln, eine Tafel zur
Verwandlung von Stunden und Minuten in Dezimalteile des Tages und eine
solche zur Verwandlung von Stunden, Minuten und Sekunden in Grade.

Mit Riicksicht auf die Ubersichilichkeit wire eine Gruppierung der funf
Btellen — z.B. in dhnlicher Weise wie bei den meisten fiinfstelligen Logarithmen-
tafeln — erwiinscht.

StraBburg i/E. P. WERKMEISTER.

Dr. J. Peters, Observator am Kgl. Astronomischen Recheninstitut. Neue
Rechentafeln fiir Multiplikation und Division mit allen ein- bis
vierstelligen Zahlen. Berlin 1909, Georg Reimer. Geb. 4 15.—.

Die Tafeln enthalten die Produkte aller ein- und zweistelligen mit allen
ein- his vierstelligen Zahlen unmittelbar und erlauben das Produkt von zwei
vierstelligen Zahlen in einfachster Weise zu bestimmen; sie zerfallen wie die
bekannten Orelleschen Rechentafeln, mit denen sie im dufleren Bild iberein-
stimmen, in einzelne, je auf einer halben Seite untergebrachte Tafeln. Jede
dieser Tafeln ist nach den drei letsten Ziffern des einen Faktors (Multiplikator)
bezeichnet, so daf ihrer 1000 vorhanden sind; ihre Vertikalreihen entsprechen
der ersten Ziffer (Tausender) ded vierstelligen Multiplikators, und sind demnach
je mit den Zahlen O bis 9 iiberschrieben. Die Horizontalreihen einer Tafel ent-
sprechen dem andren — uzweistelligen — Kakfor (Multiplikand). Bei dieser
Anordnung stimmen die drei letzten Ziffern der einer Horizontalreihe ange-
hérenden Produkte tiberein; sie sind deshalb — #hnlich wie bei den Crelle-
schen Tafeln die zwei letaten Ziffern — abgetreunt und in einer besonderen
Vertikalreihe angeordnet.

Die BenutLung der Tafeln beim Ermitteln des Produkts einer zwei- mit
einer vierstelligen Zahl ist sehr einfach; man sucht zunfchst die Tafel auf, die
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mit den drei letsten Ziffern des vierstelligen Faktors iiberschrieben ist, geht
mit dessen erster Ziffer (Tausender) in die betreffende Vertikalreihe und mit
dem anderen Faktor in die betreffende Horlzontalreihe ein, und findet in dieser
das in zwei Teile zerlegte Produkt.

Die Verwendung der Tafeln bei der Multiplikation von vier- mit zwei-
bis vierstelligen Zahlen ist mit Riticksicht darauf, daB als Haupteingang der
vierstellige Faktor gewihlt ist, sehr bequem, da man nach Zerlegung des drei-
oder vierstelligen Multiplikanden in zwel Teile die beiden — nur noch zu addie-
renden — Teilprodukte einer Tafcl und denselben Vertikalreihen entnehmen
kann.

Die von der neucn Ausgabe der Crelleschen Tafeln ibernommenc Anordnung
der einzelnen Tafeln und deren Horizontal- und Vertikalreihen 1Bt an Uber-
sichtlichkeit nichts zu wiinschen tibrig, so daB die neuen Rechentafeln bei ihrer
gediegenen Ausstattung unter den Tafeln fiir Multiplikation mit ein- bis vier-
stelligen Zahlen wohl bald einen #hnlichen Ruf erhalten werden wie die beliebten
Crellesche Tafeln unter demen zur Multiplikation mit ein- bis dreistelligen
Zahlen.

StraBburg i/E. P. WERKMEISTER.

Dr. Karl Schwering, Direktor des Gymnasiums an der Apostelkirche in K&ln.
Lehrbuch der kleinsten Quadrate. Mit drei Figuren. Freiburg im
Breisgau 1909, Herder'sche Verlagshandlung.

Das Buch zerfdllt in zwei Teile, die sich hinsichtlich der nétigen mathe-
matischen Hilfsmittel unterscheiden, und zwar derart, dal — wie z. B. in dem
bekannten Handbuche (1. Band Ausgleichungsrechnung) von W. Jordan —
mit dem Einfacheren begonnen wird.

Im ersten Teil behandelt der Verfasser ausgehend vom arithmetischen
Mittel das quadratische Mitiel, den mittleren Fehler, das Fehlerfortpflanzungs-
gesetz und verschiedene Aufgaben der Ausgleichungsrechnung; der Begriff des
Gewichts wird erst am SchluB eingefiihrt. Im zweiten Teil wird das GauBsche
Fehlergesetz besprochen, auf dessen Begriindung der Verfasser absichtlich ver-
zichtet. Nach Bemerkungen iiber die Gammafunktion und die Stirlingsche
Reihe werden der wahrscheinliche und der durchschnittliche Fehler eingefithrt,
und die zwischen diesen und dem mittleren Fehler bestehenden Beziehungen
abgeleitet. Zum SchluB wird noch ein anderes Fehlergesetz als das GauBsche
besprochen.

Duas Buch wendet sich zun#ichst an Mathematiker, trotzdem wire es
wiilnschenswert gewesen, wenn die eigentliche Aufgabe der Ausgleichungsrechnung
und das ihrer Lgsung zugrunde gelegte Prinzip — z. B. im Anschluf an das
iiber das arithmetische Mittel Gesagte — deutlich hervorgehoben worden wire.
Mit Riicksicht auf die Ubersichtlichkeit wire es angezeigt gewesen, die von
Gerling eingefiibrte, in den fiir den Praktiker bestimmten Biichern iiber Aus-
gleichungsrechnung cnthaltene Unterscheidung der Hauptformen der Aufgaben
der Ausgleichungsrechnung wenigstens anzudeuten.

Die anregende, teilweise eigenartige Behandlung des Stoffes macht das
*Buch auch fir den mit der Ausgleicbungsrechnung bereits vertrauten Praktiker
lesenswert.
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Auf Seite 91 befindet sich ein — auch in der 5. Auflage 1904 des an-
gefilbrten Werkes von Jordan vorhandener — Druckfehler; es mufl dort heiflen
w = 0,6744898 m (w wahrscheinlicher, m mittlerer Fehler).

StraBburg i/E. P. WEREMEISTER.

Dr. A. M. Nell. Fiinfstellige Logarithmen der Zahlen und der trigo-
nometrischen Funktionen. 13.Auflage in vlliger Neubearbeitung von
Professor Ludwig Balser. GieBen 1909, Emil Roth. Geb. 4 2.—

Die vorliegende Tafel, deren erste Auflage im Jahre 1865 erschien, unter-
scheidet sich von anderen Logarithmentafeln hauptsichlich durch die eigenartige
— erstmals von A. M. Nell angewandte — Anordnung der Proportionaltiifelchen.
Die Proportionalteile sind nicht wie sonst iiblich untereinander, sondern neben-~
einander und zwar fiir jede einzelne Horizontalreihe angegeben; die dadurch
erreichte Bequemlichkeit bei ihrer Benutzung ist nicht unwesentlich.

AuBer den flinfstelligen Tafeln der Logarithmen der Zahlen 1 bis 10000
und der trigonometrischen Funktionen sind auch vierstellige Tafeln fiir die Lo-
garithmen der Zahlen 1 bis 10000, fiir die Logarithmen der trigonometrischen
Funktionen und fiir die natiirlichen Werte der trigonometrischen Funktionen
vorhanden. Von den verschiedenen kleineren Tafeln seien erwibnt: eine Tafel
der Linge der Kreisbdgen fiir den Halbmesser 1, eine solche der Logarithmen
der Zinsfaktoren und eine Tafel der Logarithmen der GroBen & und 7; bet
der letzteren Tafel, die bekanntlich Verwendung findet bei der Berechnung der
Logarithmen der Funktionen Sinus und Tangente kleiner Winkel nach der
Maskelyneschen Regel, ist die sonst iibliche, bequeme Anordnung verlassen,
wonach sie bei der Tafel der Logarithmen der natiirlichen Zahlen unter-
gebracht ist.

Die Tafel ist fiir die Schule bestimmt, und diirfte dort besonders auck
mit Riicksicht auf ihre gediegene Ausstattung gute Dienste leisten.

Strafburg 1/E. P. WERKMEISTER.

Neue Biichser.

Analysis.

1. TmeLe, T. N., Interpolationsrechnung. Leipzig, Teubner. M 10—,

2. WerLisca, Siecwuno, Theorie u. Praxis der Ausgleichungsrechnung. Erster
Band: Elemente der Ausgleichungsrechnung. Wien u. Leipzig, Fromme.

K. 12 = 4 10.—.

Astronomie, Geodisie, Naufik. ;

8. Barnn, Sk Romerr 8., The story of the heavens. To be completed in 14 fort-
nightly parts, Part I. Tondon, Cassell. _ 6 d.
4. Brexoer, Marr., Theorie der kleinen Planeten. 2. Tl. (Abh. konigl. Ges. Wiss.
Gottingen, mathem.-physikal. Klasse. Neue Folge. VI. Bd. Nr. 4.) Berlin,
Weidmann. M 18.—.
9. Exzvrrorioie der mathem. Wissenschaften m. EinschluB ihrer Anwendungen.
VI Bd. 1. Tl. A, Geodisie u. Geophysik. 3. Heft. Leipzig, Teubner.
ML —.
6. Harg, G. E., The study of stellar evolution. 104 plates. London, Wesley. 16, 6 d.
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7.
8.

9.

10.

11.

Neue Biicher.

Japaxza, Nicooemo, Trattato di geometria pratica, Torino. T L. o20.
Prerxwmeron, W., Coordinate geometry applied to land-surveying. London, Spon.

1 8. 6 d
Scawarzscaip. K., Uber das System der Fixsterne. Aus populiren Vortriigen.
Leipzig u. Berlin. Teubner. ML —,
WiLuiamson, A. P. W., Text book of navigation and nautical astronomy.
London, Griffin. 78 6 d

Darstellende Geometrie, graphische Methoden.

Beryuarp, Max, Darstellende Geometrie m. EinschluB der Schattenkonstruktio-

nen u. der Perspektive. Als Leitfaden f. den Unterricht an techn. Lehran-
stalten, Oberrealschulen und Realgymnasien, sowie zum Selbststudium hrsg.
3., verb. u. verm. Aufl. Stattgart, Enderlen. 4 5.20; geb. in Leinw. 4 5.80.
Fore, Karrn. Die Bestimmung des Standpunktes u. der auferen Orientierungs.

- elemente in der Photogrammetrie bei bekannter innerer Orientierung. Progr.

16.
17.

18.

19.

20.
21.
22,

23.

24.

Niirnberg, Schrag. ML —
Tarra, Ta., Vademecum der darstellenden Geometrie. Fir Schiiler gewerbl.
Lehranstalten, f. Schiiler u. Absolventen des Gymnasiums, sowie f. Praktiker.
2., durchgeseh. Aufl. Wien, Fromme. Kart. £ 5.—.
Tereer, G. C., Graphical methods in applied mathematics. London, Mac-
millan. 6 8.
WiLsow, V. 1. Descriptive geometry: a treatise from a mathematical stand-
point, together with a collection of exercises and practical applications. New
York, Wiley. Cloth. $ 1.50.

Gesehichte,

Kistyer, ABranam Gorrmenr, Selbstbiographie u. Verzeichnis seiner Schriften
nebst Heyne's Lobrede auf Kistner, hrsg. v. Rudolf Eckardt. Hannover, Geibel.

Brosch. 4 1.—.
Macr, E., Die Geschichte u. die Wurzel des Satzes v. d. Erhaltung d. Arbeit.
Vortrag. 2., unveriind. Abdruck nach der in Prag 1872 erschienenen 1. Aufl.
Leipzig, Barth. M2 —.
Srvon, Max, Geschichte der Mathematik im Altertum in Verbindung mit an-
tiker Kulturgeschichte. Rerlin, Cassirer. M 15, —.
Wonrwinr, Evi, Galilei u. sein Kampf f. die Copernikanische Tehre. 1. Bd.
Bis zur Verurteilung der Copernican. l.ehre durch die rimischen Kongrega-

tionen. Hamburg, Voss. M 14—
Mechanik.

Biorxstap, Esnar, Die Berechnung von Steifrahmen nebst anderen statisch

unbestimmten Systemen. Berlin, Springer. M 9. —, geb. A 10.—.

Brauw, Erwst, Druckschwankungen in Rohrleitungen m. Beriicksichtigung der
Elastizitit der Fliissigkeit u. d. Rohrmaterials. Stutfgart, Wittwer. 4 1.80.
BrinL, ALexanper, Vorlesungen zur Einfithrung in die Mechanik raumerfillen-
der Massen. Leipzig u. Berlin, Teubner. M T.—; geb. M 8. —.
Forrr, Auc., Vorlesungen tiber technische Mechanik. Dritter Band. Festig-
keitslehre. Vierte Auflage. Leipzig u. Berlin, Teubner.

Geb. in Leinw. £ 10.—.
Laxcuester, F. W., Aérodynamik. Ein Gesamtwerk tber das Fliegen. Aus
dem Englischen iibersetzt v. C. und A. Runge. Erster Band. Mit Anhingen
iib. die Geschwindigkeit u. den Impuls v. Schallwellen, iber die Theorie des
Segelfluges usw. Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. M 12—,
Vercyg, H., Contribution & la théorie des ondes liquides. Those. Paris,
Gauthier-Villars.
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WeLLxer, Geo., Die Flugmaschinen. Theorie u. Praxis. Berechnung der Drachen-
flieger u. Schraubenflieger. Wien 1910, Hartleben. £ 10.—; geb. 4 12.—,
Zooueevany, Karn, Der Dreigelenkbogen aus Stein, Beton oder Eisenbeton.
Rechnerische u. zeichner. Verfahren; Nitherungsformeln und Tabellenwerte,
allgemeine Formeln zur Dimensionierung rechteckiger Fugen. Stuttgart,

Deutsche Verlagsanstalt. M D —.
Physik,
28. Asree, R., u. Sackur, O., Physikalisch-chemische Rechenaufgaben. (Samm-
lung GOschen. Nr. 445.) Leipzig, Goschen. Geb. & —.80.
29, Coors, G. H., Ubersichtliche Darstellung des 2. Hauptsatzes der Thermodyna-
mik u. der daraus herzuleitenden Folgen. Mit e. empfehl. Worte von Wilh.
Ostwald. Groningen, Noordhoff. M —.T5.
30. Exzvzroripie der mathem. Wissenschaften m. FEinschluf ihrer Anwendungen.
V. Bd.: Physik. 8. TL 2. Heft. Leipzig, Teubner. M B.—.
31. Fortscmrirte, die, der Physik im J. 1908. Dargestellt v. der deutschen phy-

sikal. Gesellschaft. 64. Jahrg, 2. Abtlg. Elektrizitit u. Magnetismus, Optik
des gesamten Spektrums, Wirme. Braunschweig, Vieweg & Sohn. £ 34.—.

32. - —, die, der Physik im J. 1908. Dargestellt v. d. deutschen physikal. Ge-
gellschaft. 64, Jahrg. 3. Abtlg. Kosmische Physik. Braunschweig, Vieweg

& Sohn. M 32.—.

83. Gresr, L., Spektroskopie. (Aus ,Natur u. Geisteswelt*:, 284. Biindchen.) Leip-
zig 1910, Teubner. M 1. —; geb, M 1.25.

34, Greixacuer, Heixkrcuw, Die npeueren Strablen. Radium- (a- §- 4-) Strahlen,
Kathoden-, Kanal-, Anoden-, Rldntgen-Strahlen. In leichtfaBlichen Kinzel-
darstellungen, Stuttgart, Enke. M4 —.

35. Jiesr, Gustav, Theoretische Physik, I. Mechanik u. Akustik. Vierte, verb.
Aufl. (Sammlung Goschen 76.) Leipzig, Goschen. Geb. 4 — 80.
36. Jaxscn, Paun, Die Physik in der Volksschule. Lehrproben, Entwiirfe, Stoff-
sammlungen mit angeschlossenen Fragen u. Aufgaben u. Lehrplinen. Koln,
Bachem. S 4. —; geb. A 4.80.

37. ——, Fragen u. Aufgaben aus der Physik der Volksschule. Koln, Bachem.
M. — .60,

38. Keuviy, Lord, Vorlesungen iiber Molekulaurdynamik u. die Theorie d. Lichts.

39.

40,
41.

Deutsch hrsg. v. B. Weinstein. Leipzig u. Berlin, Teubner.
Geb. in Leinw. 4 18—
Korrrausce, Friepricn, Lehrbuch der praktischen Physik. ZElfte, stark verm.
Auflage. Leipzig u. Berlin 1910, Teubner. Geb. in Leinw. 4 11.—.
PéscuL, Vicr.,, Dic Hirte der festcn Korper und ihre physikalisch-chemische
Bedeutung. Dresden, Steinkopff. M 2.50.
Rirs, Con., Das Licht in seinen elektrischen und magnetischen Wirkungen.
Versuchsergebnisse, Theorien u. Literatur. (,, Wisgen u. Kénnen* Bd. 11.) Leip-
zig, Barth. Geb. in Leinw. 4 5.—.
Rieu1, Aveusto, Strahlende Materie u. magnetische Strahlen. Mit Zusitzen
des Verf. f die deutsche Ausgabe. Aus dem Ital. v. Max Iklé. Leipzig, Barth.
M 6.40; geb. in Leinw. A 7.20.

. Stemy, Aurren, Die Lehre von der Energie. (Aus ,Natur und Geisteswelt*).

2517. Bindchen.) Leipzig, Teubner. M. 1.—; geb. in Leinw. £ 1.25,

LI <)

» Wariestiv, Iovaz G., Lehrbuch der Physik. Ausg. C-~ Fiir Realgymnasien.

Wien, Pichlers Wwe. & Sohn. Kr. 3.80.

. Win, W., Uber Elektronen. Vortrag, gehalten auf der 77. Versammlung

Deutscher Naturforscher und Arzte in Meran. Zweite, die Fortschritte der
Wigsenschaft beriicksichtigende Auflage. Leipzig u. Berlin, Teubner. 4 1.40.

. Winkeimasn, A., Handbuch der Physik. 2. Aufl. II. Bd. (SchluB). Akustik.

Leipzig, Barth. . M 25.—; geb. M 27.—.
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48.
49,

50.
ol.
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Tafeln, Rechenapparate.

Becker, C. F., and Vas Orsteavp, C. E., Smithsonian mathematical tables.
Hyperbolic functions. London, Wesley. 18 s.
Cagorr, Frorian, A history of the logarithmic slide rule and allied instruments.
London, Constable. 48 6 d.
Comy, B., Tafeln der Additions- und Subtraktions-Logarithmen auf sechs De-
zimalen. Leipzig, Engelmann. ML —.
Japaxza, Nicopemo, Tavole tacheometriche centesimali. Torino. L. 8.50.
Janske, Bueen, u. Empr, Frrrz, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven.

(Mathem.-physikal. Schriften f. Ingenieure u. Studierende. hrsg. v. F. Jahnke, 5.
Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. in Leinw. 4 6.—.
Lonsg, 0., Tafeln f, numerisches Rechnen m. Maschinen. Leipzig, Engelmann.
M 12.—; geb. in Leinw. 4 13.50.
Nrrzscrg, H., u. Scaewior, G. Graphische Tafeln f. Eiscnbahn-Konstruktionen,
Leipzig, Engelmann. Geb. & 20.—.
Scowarzscrio, K., u. Bmcexr, 0., Tafeln zur astronomischen Ortsbestimmung
im Luftballon bei Nacht, sowie z, leichten Bestimmung der mitteleuropéischen
Zeit an jedem Orte Deutschlands. Mit e. Karte v. Mittel-Europa auf Paus-
papier in 2 Exemplaren als Einlage. Gottingen, Vandenhoeck & Ruprecht.
Kart. 4 8.80.

Yerschiedenes. _

Annuaire pour 'an 1910, publié par le Bureau des Longitudes. Avec des no-
tices scientifiques. Paris, Gauthier-Villars. Fr. 1.50.

. Braver, Erxst A,, Grundriss der Turbinentheorie. Zweite, verm. Auflage.

Leipzig, Hirzel Geb. in Leinen 4 6.—.
Brioscur, Fraxcesco, Opere matematiche, T. V. Milano, Hoepli.

Borza, Oszar, Vorlesungen tiber Variutionsrechnung. Umgearbeitete u. stark
vermehrte deutsche Ausgabe der ,Lectures on the Calculus of Variations®

" desselben Verfassers. In drei Lieferungen. Dritte (SchluB-)Lieferung. Leipzig

60.
61.
62.

63.

64.

65.

66.

und DBerlin, Teubner. MDD —

. Burari-Forrr, C, e Marcoroxco, R., Elementi di calenlo vettoriale con nume-

rose applicazioni alla geometria, alla meccanica e alla fisica-matematica. Ro-
logna, Zanichelli.
——, Omografie vettoriali con applicazioni alle derivate rispetto ad un punto
¢ alla fisica-matematica. Torino, Petrini. L. 4.—.
Corrxn, J. G., Vector Analysis. London, Chapman & Hall. 10 8. 6 d.
Gans, Rrcmarp, Einfilhrung in die Vektoranalysis. Mit Anwendungen auf die
mathematische Physik. 2. Auflage. Leipzig u. Berlin, Teubner.

Geb. in Leinw. 4 3.60.
IevaTowsky, W. v., Die Vektoranalysis und ihre Anwendung in der theoreti-
schen Physik. In 2 Teilen. Teil I. Die Vektoranalysis. (Mathem.-physika-
lische Schriften fir Ingenieure und Studierende, hrsg. v. E. Jahnke 6, 1.)
Leipzig u. Berlin, Teubner, Geb. # 8.—
Lorenz, Die Anderuug der Umlaufzahl und des Wirkungsgrades von QChlff—
schra.ubeu mit der Fahrgeschwindigkeit. Berlin, Springer. M1 —
Marrst, 7. A., Teoria matematica del conto corrente e sue applicazioni. Li-
vorno. L. —.50.
Mrrremuseex tiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-
wesens, insbesondere aus den Laboratorien dor technischen Hochschulen, hrsg.
vom Vercin deutscher Ingenicure. Heft 71. Rogowski: Uber das Stroufeld
und den Streuinduktionskoeffizienten eines Transformators mit Scheibenwick-
lung u. geteilten Endspulen.
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67. Monz, Erxst, Anleitung zum zweckmiBigen Rechnen bei chemischen pripa-
rativen Arbeiten. Braunschweig, Vieweg & Sohn. M —.75; geb. K& 1.10.
68. Prrry, Jorn, Die Dampfmaechine (einschlieBlich der Dampfturbine) und Gas-
und Olmaschinen., Autorisierte, erweiterte deutsche Bearbeitung v. Hermann
Meuth. Leipzig u. Berlin, Teubner. Geb. A4 22.—.
69, Waseerwy, A, Theorie des Potentials u. d. Kugelfunktionen. I. (Sammlung
Schubert LVIII) Leipzig, Goschen. Geb. in Leinw. A 6.60.
70, Weyravcr, R, Hydraulisches Rechnen. Formeln und Zahlenwerte aus dem
Gebiet des Wasserbaus f. die Praxis. Stuttgart, Witiwer. Geb. £ 3. —.

Eingelaufene Schriften,

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmiBig aufgefihrt.
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Riicksendung findet
nicht statt.] ’

Asece, R., u. Sackrr, O., Physikalisch-chemische Rechenaufgeben, s. N. B. (,Neue
Biicher*) Nr. 28.

Axxuarro biografico del Cireolo matematico di Palermo 1909, (20 settembre 1909.)
Palermo, via Ruggiero Settimo 30.

Axnvare pour l'an 1910, 8. N. B. 55.

BarruiLemx, E., Le transport & Paris des forces motrices du llhone. Apergu ecri-
tique du rapport de la commission de la houille blanche et des conditions
financiéres de l'entreprise. Paris, Gauthier-Villars.

Brurer, Eveen, Algebraische Kurven. FErster Teil. Kurvendiskussion. (Sammlung
Goschen Nr. 435.) Leipzig, Goschen. Geb. 4 —.80.

Bownzs, 0., Vorlesungen iiber Variationsrechnung, s. N. B. 58.

Brater, E. A., Turbinen-Theorie, 8. N. B. &6.

Bror, A., Vorlesungen zur Einfﬁhrung in die Mechanik raumerfiillender Massen,
8. N. B. 22.

Brroscar, Fr., Opere matematiche, s- N. B. 57.

Bocuer, Maxme, Einfihrung in die hiohere Algebra. Deutsch v. Hans Beck. Mit
elpem Geleitwort von K. Study. Leipzig u. Berlin 1910, Teubner. Geb. .# 7.—.

Boren, Esmine, Die Elemente der Mathematik. Vom Verfasser genehmigte deutsche
Ausgabe, besorgt von Paul Stickel. II. Band. Geometrie. Leipzig u. Berlin
1909, Teunbner. Geb. in Leinw. 4 6.40.

Burarr-Fortr, C., ¢ Marcoroxco, R., Elementi di calcolo vettoriale, 8. N. B. 59.

-——, Omografe vettoriali, s. N. B. 60.

Conx, B., Tafeln der Additions- und Subtraktions-Logarithmen, s. N. B. 49.

Derrs, W., Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Leipzig u. Berlin 1909,
Teubner. . Geb. in Leinw. 4 4.40.

¥orer, A, Vorlesungen iiber technische Mechanik, IIT, s. N. B. 23.

Frascensacy, Fr. W., Lineare Erzeugung der Kegelschnitte u. auf ihr beruhende
Ableitung der Kegelschnittsgleichungen. Kin Beitrag zur Lehre von den
Kurven zweiter Ordnung zum Gebrauch an Realanstalten. Liegnitz, Krumb-
haar. ML —.

Gans, R., Vektoranalysis, s. N. B. 62.

Gresx, L., Spektroskopie, s. N. B. 33.

GREINACKEB H., Die neueren Strahlen, s. N. B. 34

B sryany- Dmxmn Lehr- und Ubungsbuch f. den Unterricht in der Algebra an
den hoheren Schulen Neu bearbeitet von Karl Knops. I Teil. 13. Aufl
Essen, Bideker. Geb. 4 2.80.
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Jicer, G., Theoretische Physik. I., 8. N. B. 35.

Jamnge, E., u. Expe, F., Funktionentafeln, s. N. B. 51,

Janscr, P., Pie Physik in der Volksschule, s. N. B. 86.

~— , Fragen u. Aufgaben aus der Physik der Volksschule, s. N. B. 37,
loxatowszy, W. v., Die Vektoranalysis, s. N. B. 63.

Kistxer, A. C., Selbstbiographie, s. n. B. 16.

Kervin-Werssteiv, Vorlesungen iiber Molekulardynamik u. die Theorie d. Lichts,

s. N. B. 38.
Kmrive, W. u. Hovesranr, H., Handbuch des mathematischen Unterrichts. Erster
Band. Leipzig u. Berlin 1910, Teubner. Geb. 4 10.--.

Kmscn, Brrne., EinfluB wiederholter Beanspruchung auf die Haftfestigkeit von
Beton an Eisen mit reiner u. verrosteter Oberfliche. 7. Mitteilung aus dem
mechanisch-technischen Laboratorium der k. k. technischen Hochschule in
Wien, (Sonderabdruck aus der ,Osterreichischen Wochenschrifs f. d. offent-
lichen Baudienst*, Heft 17, Jahrg. 1909.) Wien, Lehmann & Wentzel.

——, Experimentelle Untersuchungen zu dem Maxwellschen Satze v. der Gegen-
seitigkeit der Verschiebungen. 9. Mitteilung aus d. mechanisch-technischen
Laboratorium der k. k. technischen Hochschule in Wien. (Sonderabdruck aus
der ,,Osterrcichischen Wochenschrift f. den 6ffentlichen Baudienst*, Heft 36,
Jahrg. 1909.) Ebenda.

Krrinscemint, Max, Flementarer Beweis des Fermat’schen Satzes. Rostock, Boldt.

M 1.50.

Krors, K. u. Mever, Ep., Lehrbuch der Physik mit Einschluf der Chemie f. hi-

here M#dchenschulen. Nach Koppe-Husmanns Physik bearbeitet. Heft 1 f

Klasse 1II der hoheren Miédchenschule. Essen, Badeker. A 1.50.
——, Dasselbe. Heft 2 fiir Klasse II der hheren Madchenschule. Ebenda.
. A 1.560.
——. Dasselbe. Heft 3 fiir Klasse I der hoheren Miadchenschule. Ebenda.
’ M 1.50.

——, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unterricht in der Mathematik an den hé-
heren Midchenschulen, Lyceen und Studienanstalten. Nach Heilermann-Diek-
manns Algebra und Koppe-Dickmanns Geometrie bearb. Heft 1 f. Klasse IV

der héheren Miidchenschule. Essen, Bidcker. M 1.20,
——, Dasselbe. Heft 2 fiir Klasse III der héheren Midchenschule und Klasse VI
der Studienanstalten, FEbenda. M 1.20.

——, Dasselbe. Heft 3 fiir Klasse II der hoheren Miidchenschule. Ebenda.
M 1,20,

, Dasselbe. Heft 4 f. Klasse I der hoh. Madchenschule. Kbenda. .# 1.20.
KOHLRAUSCH Fr., Lehrbuch der praktischen Physik, s. N. B. 39.

Korepe-Husmany, Lehrbuch der Physik mit EinschluB der Chemie und mathemat
Geographle 33. Aufl. des urspriinglichen Werks. Ausg. B in zwei Lehr-
gingen. L Teil: Lehrgang f. die Unterstufe hoherer Lehranstalten. 10. Aufl.
v. Karl Knops,

, Lehrbuch der Physik mit KinschluB der mathemat. Geographie. (28. Aufl.
des urspriinglichen Werks). Ausg. B in zwei Lehrgingen. II. Teil: Lehr-
gang fiir die Oberstufe (groBere Ausgabe). 7. Aufl. von Karl Knops. Essen,

Bideker. Geb. & 5.20.
Kurmexerke, Kart, J. H. Lamberts Philosopbie der Mathematik. Halle a. S. 1909
(Berlin, Mayer & Miiller). M 2.40.

Laxcaester-Runee, Atrodynamik, s. N. B, 24.

Laspav, Epmusp, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen. In
2 Binden. Erster Band. Leipzig 1909, Teubner. 4 20.—; geb. 4 21.—.

——, Dasselbe. Zweiter Band. Ebenda. 1909. M 14 -5 geb, 4 10—,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Eingelaufene Schriften. 223

Ligrzscasw, Warraer, Stotf u. Methode im mathematischen Unterricht der nord-
deutschen hdheren Schulen auf Grund der vorhandenen Lehrbiicher. (Ab-
handlungen iib. den mathem. Unterricht in Deutschland, veranlaBt durch die
Internationale Mathera. Unterrichtskommission, hrsg. v. F. Klein, Bd. 1, Heft 1.}
Mit einem Einfithrungwort v. ¥. Klein. Leipzig u. Berlin 1309, Teubner. % 2.—.

Lirwarp, Kurr, vie Anschaulichkeit im geometrischen Anfangsuntericht. (Sonder-
abdruck aus dem 40. Jahrgang der Zeitschr. f. mathem. u. naturw. Unterricht.)
Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. M —.80.

Leow, Arrons, Zur Theorie der Verbundkdrper. (Sonderabdruck aus: Armierter
Beton, Heft 9 u. 10, Sept. u. Okt. 1909.) Berlin, Springer.

—, Neue Versuche an Betoneisenbalken. (Sonderabruck aus: Osterreichische
Wochenschrift f. den offentlichen Baudienst, Heft 40, Jahrgang 1909.) Wien
Selbstverlag.

——, Zur Architektur der Bau- und Maschinenkonstruktionen. Vortrag, gehalten
in der Fachgruppe der Maschinen-Ingenieure des Ost. Ingen.- u. Arch.-Vereines
am 19. Januar 1909. (Sonderabdruck aus der Zeitschr. des 0st. Ingen.- u. Arch.+
Vereines, Jahrg. 1909, Nr. 20.) Wien, Selbstverlag.

——, Baugesetze in Natur und Technik. Vortrag, gehalten den 3. Mirz 1909.
Vortrige des Vereines zur Verbreitung naturwissenschaftl. Kenntnisse in Wien.
49. Jahrg., Heft 14. Wien, Selbstverlag des Vereines.

—, Uber die Spannungsstérungen beim Verbund verschiedener Materialien. Aua den
Mittheilungen des mechanisch-technischen Laboratoriums der k. k. Technischen
Hochschule in Wien, 1908. (Internationaler Verband f. d. Materialpriifungen
der Technik. V. KongreB, Kopenhagen, 1909. VIII 10.) Wien, Lehmann &
Wentzel.

Loasg, 0., Tafel f. numerisches Rechnen mit Maschinen, s. N. B. 52.

Mever, W. Franz, Allgemeine Formen- und Invariantentheorie. I. Bd. Binire
Formen. (Sammlung Schubert XXXIII) Leipzig, Goschen. Geb. 4 9.60.

MrrreiLuxees iiber Forschungsarbeiten, s. N. B. 66.

Misksrck, Cant, Aufgaben fir den Unterricht in der Planimetrie, enthaltend Auf-
gaben zu Teil 1.: Ausgabe A des Leitfadens der Elementar-Mathematik von
Ii. Lieber u. ¥. von Liihmann. Berlin 1908, Simon Nf. A 1.50.

--—, Aufgabe f. den Untericht in der Geometrie u. ebenen Trigonometrie, enthaltend
Anfgaben zu Teil III: Ebene Trigonometrie desselben Leitfadens. Ebenda.

M 1.50.

——, Aufgaben f. den Unterricht in der Stereometrie und sphérischen Trigonometrie,
enthaltend Aufgaben zu Teil III dessclben Leitfadens. Ebenda. A 1.80.

——, Aufgaben f. den Unterricht in der analytischen Geometrie, enhaltend Auf-
gaben zu Teil III desselben Leitfadens. KEbenda. A 1.80,

——, Aufldsungen zu den Aufgaben f. den Unterricht in der analytischen Geometrie,
enthaltend Aufgaben zu Teil 1II desselben Leitfadens. Ebenda, 1909, s 1.—.°

Niouge, Fr., Die Entstehung der Eiszeiten. Sonderabdruck aus den ,,Deutschen
Geographischen Blattern®, Bd. XXXII, 1909.

——, Neue Erklarung der Entstehung der irdischen Eiszeiten. Sonderabdruck aus
den Abh. d. Nat. Ver. Brem., Bd. XX, Heft 1. Bremen, Illing & Liiken.

——, Neue Erklirung des Ursprungs der Kometen. Sonderabdruck aus den Abh.
d. Nat. Ver. Brem,, Bd. XX, Heft 1. Ebenda.

Parris, Martow, Total utility and the ecomomic judgement compared with their
ethical counterparts. A dissertation presented to the Faculty of Bryn Mawr
College for the degree of Doctor of Philosophy. Philadelphia, Winston Co.

Perry, Jony, Die Dampfmaschine usw, s. N. B. 68.

Prrz, H,, Geometrie. Ein Wiederholungs- und Aufgabenbuch f. d. Unterricht an
gewerblichen Lehranstalten u. Fortbildungsschulen. 2. verb. Aufl. GieBen, Roth.

o —.80.
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Procraym des Staatlichen Technikums zu Hamburg. Hamburg, September 1909.
Rexczeper, Hewrica, Einiges iber Trafi-, TraBzement- und Zementkalkmortel.
8. Mitteilung aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der k. k. technischen
Hochschule in Wien. (Sonderabdruck aus der ,,Osterreichischen Wochenschrift
f. den 6ffentlichen Baudienst*, Heft 28, Jahrg. 1909 ) Wien, Lehmann & Wentzel.

Reve, Trropor, Die Geometrie der Lage. Vortrige. Dritte Abteilung. Vierte,
umgearbeitete u. vermehrte Auflage. Leipzig 1910, Krtner.

M 8.—; geb. in Halbfranz 4 10.—,

Scuugr, Friepricr, Grundlagen der Geometrie. Leipzig u. Berlin 1909, Teubner.

M B.—; gebo M T.—.

Scawas, Karn, Lehr- und Ubungsbuch der Geometrie. Erster Teil: Ausgabe A;

Fiir die mittleren Klassen der Realanstalten. Wien, Tempsky; Leipzig, Freytag.
Geb. K. 4.80= /4 4.—.

Scawarzscmirp, K., Uber das System der Figsterne, s. N. B. 9.

Scawrring, K., Stereometrie f. hohere Lehranstalten. 3. Aufl. Freiburgi. B., Herder.

Sreret, J. A., u. Scarrrers, G., Lehrbuch der Differential- u. Integralrechnung. Nach
Axel Harnacks UUbersetzung. Neu bearbeitet v. Georg Scheffers. III Bd. Diffe-
rentialgleichungen und Variationsrechnung. 3. Auflage. Leipzig 1909, Teubner.

Geb. £ 13.—.

Bwmon, M., Geschichte der Mathematik im Altertum, s. N. B. 18.

Smirr, Epwww, William Eimbeck. Read before the Philosophical Society of
‘Washington. May 22, 1909. (Phil. Soc. Washington Bull. vol. XV, pp. 127—131))
‘Washington, July 1909.

Soxmeruryrr, B, 2”4+ 4" = 2" in ganzen Zahlen u. der groBe Fermatsche Satz.

Soxng, Jurtos, Praktischer Lehrgang der Arithmetik. Ein Hilfsbuch in ausfihrlicher
Darstellung f. Lehrende u. Lernende. Berlin 1910, Salle. M 2.40.

Srry, A, Die Lehre v. der Energie, 8. N. B. 43.

Stuem, Roporr, Die Lehre v. den geometrischen Verwandtschaften. IV.Bd. Die
nicht linearen u. die mehrdeutigen Verwandtschaften zweiter und dritter Stufe.
(Tcubners Sammlung Bd.XXVII, 4.) Leipzig u.Berlin1909, Teubner. Geb. . 20.—.

Tmerg; T. N., Interpolationsrechnung, s. N. B. 1.

Tuweue, H., Leitfaden der Mathematik f. Realanstalten. I. Teil: Die Unterstufe.
4. Aufl. Wien, Tempsky. Geb. £ 1.80.

Vaermive, Marig, Die hyperbolischen Funktionen und das Dreieck. Bonn, Hauptmann.

Voor, Worrcang, Synthetische Theorie der Cliffordschen Parallelen u. der linearen
Linientrter des elliptischen Raumes. Leipzig u. Berlin 1909, Teubner. .# 2.40.

Warrestix, 8. ., Lehrbuch der Physik, s. N. B. 44.

‘Warceriy, A., Theorie des Potentials u. der Kugelfunktionen, 5. N. B. 69.

Wrrusen, 8, Theorle u. Praxis der Ansgleichungsrechnung, I, s. N. B. 2.

WEYBAUCH R Hydraulisches Rechnen, s. N. B. 70.

Wien, W, Uber Elektronen, 8. N. B. 45.

Zrmmn, E., Ther die sckularen Storungen im planetarischen Rotationsproblem.
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Laminare Strémung in Kanéilen wechselnder Breite.
Von H. Brasics in Berlin.

1. Bei der zweidimensionalen laminaren Strémung in einem Kanal der
Breite 2 2, — 2z gegebene Funktion von 2, — wird man bei kleinen Breiten-
inderungen die Geschwindigkeitsverteilung in erster Anniherung an jeder
Stelle dem parabolischen Profil entsprechend annehmen, das der dort vor-
handenen Breite entspricht. Bei dem DurchfiuBvolumen M wiire dann:

w212,

1z z*
Die Zusatzglieder, die hinzukommen miissen, um dies zu einer
besseren Losung der hydrodynamischen (leichungen zu machen, ver-
1)

y Fig. 1. /

T,

sprechen nun, uns Aufschluf fiber den Vorgang der AblSsung eines
Strahles im konisch erweiterten Robr zu geben: In solchem Rohr
haben wir infolge der Geschwindigkeitsverminderung steigenden Druck
zu erwarten, der sich iiber das Reibungsdruckgefille iiberlagert. Re-
sultiert hieraus ein Druckanstieg in Richtung der Stromung, so liegt
nach Prandtl?) die Mdglichkeit vor, daB der entgegenstehende Druck
die Wasserteilchen am Rande zur Umkehr bringt, da deren geringe
Geschwindigkeit durch Verzbgerung leicht aufgebraucht wird. Eine

1) L. Prandtl: Verhandlungen des internationalen Mathematiker-Kongresses
in Heidelberg 1904. S. 484. Awusfilhrungen hierzu bei: H. Blasius; Zeitschrift f.
Mathematik u. Physik 55 (1908), S. 1. E. Boltze: Grenzschichten an Rotations-
kérpern. Diss. Gottingen 1908. '

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58.Band. 1910, Heft 3. 15
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296 Laminare Stromung in Kanilen wechselnder Breite,

solche Umkehr, Riickstromung am Rande, wie sie die Geschwindig-
keitsprofile der Figur zeigen, ist aber das, was wir als Strahlablésung
beobachten.) Aus der Wirkung der Reibung wird sich ergeben, daB der
Gegendruck erst eine gewisse GroBe erreichen muB, ehe dieser Effekt eintritt.
Die Korrektionsglieder berechnen wir durch systematische Ver-
nachléssigung®) aus den hydrodynamischen Grundgleichungen:

oledzee Bt el

ou ov
ﬁ+ﬁ—0.

Grenzbedingungen:
. ou
fiir z = 0: —=0, v=0
2y
fir y =z (z): u=0, v=0
DurchfluBmenge: +z
Judy—M
gegeben. =3

2 (z) soll nun mit z langsam variieren: Hier haben wir zwei Ver-
nachléssigungsarten zu unterscheiden: 1. Jede Differentiation nach z er-
niedrigt die Gréflenordnung, z. B. 2=a 1 be*®, ¢ =kleine Grobe. 2. Alle
Differentialquotienten sind gleicher GriéBenanordnung, 2. B. z—a + &sini z.
Der Bequemlichkeit wegen nehmen wir die erste Art an.

Mit #° wird auch » klein wie ¢ bleiben, und iiberhaupt wird nun
auch in % und v jede Differentiation von z Erniedrigung der GroBen-
ordnung zur Folge haben. TUnsere Grundgleichungen lauten also, mit
nach der GroBe geordneten Gliedern:

op 4 ctu ou ou o'y
s bapte (e tog,) k=0
e~ 1 ~ g r\‘JFE_;
cp v ov ov o'y
kgt (wiptug) —kgi=0
~OE NEE . N£3
cuw , v
o~ £

1) Einen dhulichen Vorgang bei zeitlich verinderlicher Stromung s. Lemb
Hydrodynamics 8. 561/62 Kap. XI Art. 330. — Wenn sich Wasser in einem Glas-
rohr unter Druckschwankungen hin und her bewegh, so beobachtet man en
schwimmenden Teilchen ein Voreilen der Randschichten in der Phase.

2) Im Gegensatz zu den oben zitierten Arbeiten wird hier die Reibung nicht
als klein vorausgesetzt; die Vernachlissigung knfipft hier an die Kleinheit der
Differentialquotienten von z nach x an.
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2217
3. Die Glieder hdchster GroBenordnung allein, die Hauptglieder
der betr. Differentialgleichung

miissen die oben hingeschriebene erste
Niherung ergeben, die wir hier noch einmal systematisch ableiten
Aus:
b o _pl_g oh _ p2h g
oz oy* 2y oy
1

&

au, _*_61;1 N

—,—/

&

folgt durch Elimination von p, und Vernachlissigung®) von
0% u,
oy
oder unter Riicksicht auf die Symmetrie

Y .
dxoy*’

u = A(@)+ B2) -y’

Hieraus und aus der dritten Gleichung folgt, wenn Striche Differen-
tiation nach der angehingten Unabhéingigen z bedeuten

Y
v, = _'uf(A; + Biyt)dy = — Ay —; Biy

Die Grenzbedingungen geben zur Bestimmung der Integrationskon-
stanten A4 (z) und B (z):

A, + B2 =0 A, + §B; 22 =0,
also:
A, =2 B, — —
z

Die zuriickgebliebene Konstante o steht mit der gegebenen Durch-
fluBmenge in Beziehung durch:

Wir erhalten also: . a=3M.
w=5 (%) "2 V).
4. Aus den beiden ersten Gleichungen wird nun der Druck be-
rechnet: op, _ 2k op  quki'y
o & oy PE

1) Dic verschiedene GriBenordnung der Glieder in den drei Gleichungen,
die eigentlich w, », p, simulian bestimmen, bewirkt hier, daB wu, »or » be-
rechnet werden kann. Nur in der Erfilllung der Grenzbedingungen tritt keine

2
Trennung ein, wenn men nicht die Gleichung aixfu dy =0 heranziehen will

15*
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2928 Laminare Strdmung in Kanilen wechselnder Breite.

wobei g— nur in der GroBenordnung 1 richtig ist, wiihrend 2Pt y L gchon 7'

enthilt. Das hieraus zn mtegrlerende

p——2a kfrg_:}akzy

ist demnach zwar noch in keiner GréBenordnung vollstindig, wir diirfen
aber beim Kingetzen in die Gleichungen der spéteren Néherungen trotz-
dem nicht das zweite Glied von vornherein gegen das erste streichen,

da sonst 6% — ka % — O nicht mehr innerhalb seiner Grﬁﬂenordnung €
richtig wire. \Toch aus der zweiten Niherung W1rd Zleug, py~l,

aber unabhingig von y, aus der dritten N&herung smd noch za &' pro-
portionale, von y unabhingige Anteile in p zu erwarten. Dagegen

hat der Anteil zu L den das zweite Glied liefert, erst auf die tiber-

niichste Niherung (us) EinfluB. Diese komplizierten Verh#ltnisse sind
durch die verschiedene GréBenordnung der Hauptglieder in den Grund-
gleichungen bedingt.

5. Setzen wir zur weiteren Anniherung:

U= U + Uy v =0 + v D =D+ P

so bleiben u; v, p, wie {iblich nur in den Hauptgliedern der Grund-
gleichungen (2) stehen, und was von u, v, p, nicht infolge der Grund-
gleichungen (3) der ersten Niherung fortfillt, wird zur ,eingeprigten
Kraft“ fir die zweite Niherung. Wir erhalten:

[ 0%ty U, du,
o "oy (10x+vl )'0 e
0py 0% oo \
Dy kay‘+ (u1 am+'”1 ‘) 0 (~ e
auz av!
52 T 7 (~o 8

Aus der zweiten Gleichung folgt, daB %% von y unabhingig wird,
wir kénnen also schreiben:

e 25 e ——e d (95 1 5))

Hieraus folgt:

a?2 (Y
u2=9kz (ézt—;oz)+Az+B -yt
v, ergibt sich aus der dritten Glelchﬂng:

__ eots” 1y__L?L7) ea®s 1) ys 7
vz = k (ﬂw 50 ,7) T ks (éﬁ“%%)—zﬁl;y—-B’y-
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Von H. Brasmus. 229

Zur Bestimmung von A4, und B, (hthere Glieder der Integrationskon-
stanten) folgt aus den Grenzbedingungen:

v .
2 Q078" 4 1 B8
1677 ig‘—]cT—AzZ+3Bx5.

Man verifiziert, daBl hieraus folgt:

— 1 ee’s )2 neets
A= kz B==~;‘.0 kz® °

Der Ausdruck fiir #, lautet hiernach vollstindig:

2, 2 4 P
u2=9“z(L*u,y,_+_1y I?L)_

kz \&2 70 2 6 24 30 g6

6. Zur Berechnung des Druckes p, liefert nun die erste Gleichung

dieser Niherung die noch fehlenden Anteile der Ordnung & in g—g, der
Ordnung 1 in p:

0Py __me@ ey

Gz 3 8

2
_ 1200
p2“—'35—zz"

Vollstindig in den Gliedern griBter Ordnung ist also:

dx ol
‘p:——~2ak ;;*;2?
op _ __2ek | syea’s
FE 2 18 g8

Ebenso konnen wir aus 3.und 5. #, + u, und v, 4 v, zusammenstellen.
Die ferneren Niherungen sollen nicht weiter berechnet werden.

1. Ablosung eines Strahles tritt ein, wenn fir y = 2:

=52 riey)-0

ist. Als ,Ablésungsgleichung® erhalten wir slso:

(LI
2 8
oder mit « =3 M:
9M3_55
E 1
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230 Laminare Strémung in Kaniilen wechselnder Breite.

Dagegen tritt Druckgefille Null in Richtung der Stromung schon
em fiir:

paz __ 35 eMz 44
5= 1 oder P 9

Hier ist: (a )——0 und (gZ)b bat den Wert — %% das Ge

9 227
schwindigkeitsprofil kann also einen gewissen Gegendruck aushalten
ehe es zur Strablbildung kommt

Fiir Wasser von 209 ist §= 0,01 %, also fiir den Grenzfall der
Ablésung

Mo’ — 0175,
86C

Bei griferer Wassermenge wird also der Grenzwinkel arctg 2 kleiner.

y Fig. 2. W

U

——)

TR

8. In gleicher Weise behandeln wir die Rohre von kreisférmigem
Querschnitt, deren Radius R gegebene Funktion von z ist. Der Unter-
schied gegen das zweidimensionale Problem besteht zunichst darin,
da8 das Reibungsglied der ersten Grundgleichung (Nr. 2) (Koordinaten

hier  und 7) unter Vernachlissignug des g;i: die Form hat:

1wy, k o ( du
;'?ﬁ) rer (’ 37)'
Zur Berechnung von u, erhalten wir so:
op, _k 0 ( Ou
= " %)
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und da aus der zweiten Gleichung (vgl 3) wieder folgt, da —;‘ in

erster Ordnung von y unabhiingig ist, so ist:

ulzl%(l——;;,)

apl 4k«
oz~ R’
wobel o mit der DurchfluBmenge I verkniipft ist durch:
e="M.
T

¢, wird aus der Kontinuititsgleichung berechnet, die hier lautet:

aul arm,
"oz T ar =0,
also durch Integration:
all'r r?
b1 = ps (1‘R2>

DaB das so berechnete », die Grenzbedingung v =0 fiir r = R von
selbst erfiillt, rithrt daher, daB durch die Kontinuititsgleichung, aus
der ja v berechnet wurde, die betreffende Grenzbedingung verkniipft ist
mit der Konstanz der DurchfluBmenge durch einen Rohrquerschnitt, die

wir durch Wahl des Faktors 1% in u, erreicht hatten.
9. Zur Berechnung des u, der zweiten Niherung ist zu benutzen,
daB g-i guch in zweiter Niherung von 7 unabhingig ist (vgl. ), daB

wir demnach schreiben konnen:
7y b kB (DU
e (m +1’la) — Gt e (%)

oder mit P, Py,

z gz’
L)

und durch Integration mit @, als Integrationskonstaute-
_ ea*R s
k- Uy = Qx_l’_lp RS (2 Re 4R4+118R6)

Aus der Kontinuititsgleichung folgt nun:

4;2:~fra£;dr

ox®R"”
Rt (SR’ 24135-*_14“1{')

oder: _
kog= —1 o — 2 Pr® 4=
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232 Laminare Strémung in Kanilen wechselnder Breite. Von H. Brasus.

Aus den Grenzbedingungen u, = 0, v, =0 fiir r = R folgt nun:

'
Q- + 1 PR = 4
. , a’ ’ aﬂR’Z
%QI_{__:(‘;PIR?:}&Q 3'7_34_39].34*“
aufgelst durch: ,
p_e o R  00’R
== "7 Q—=u gz -
Hiernach ist der endgiiltige Ausdruck fiir u,:
oa?!R r8
Uy = "% ps (’ui** +4E‘ Tlsﬁ'e)'

Mit P, haben wir gleichzeitig das Druckgefiille von p, bestimmt:

0py  oc’R __ 10«
Pz R Py=" "% g’

Die vollstindigen Werte von %, », p kénnen wir nun aus (8) und (9)
zusammenstellen.
10. Als Gleichung fiir den Eintritt der Strahlbildung haben

wir hier: u 2
£ (245 o

also die ,,Ablésungsgleichung*:

e R ¢
' . e =12

oder mit o=—M:

o MR

S B
Fir Wasser (vgl. 7):
l’RE — 0,197,
sec

Druckgefille Null in Richtung der Strémung findet statt bei:

0P tp, _ 4ek M’R
T iz 7 g =0
oder: 7 MR
eal’ e MR
Vo T

Steigender Druck bedingt auch hier noch mnicht sofort Abldsung, sie
tritt erst ein, wenn die Neigung R’ der Rohrwand dreimal groBer ist,
als in dem Falle, wo das Druckgefille verschwindet. Sonst genigh
die Reibung gegen die inneren Schichten, um die Wasserteilchen am
Rande der Rthre auch gegen den Druck durchzuziehen.

Hierdurch ist fiir Fliissigkeiten beliebig groBer Reibung der Ein-
tritt der Strahlbildung berechnet, sofern R’ klein ist. Hs sei bemerkt,
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daB dies Resultat nur auf Strémungen inkompressibler Flissigkeiten

Anwendung findet. Die Stromung z. B. von Gasen in Lavalschen

Dilsen geht dagegen sogar unter Druckabnahme vor sich, wobei zur

Ablosung der in (1) beschriebenen Art keine Veranlassung vorliegt.
11. Das zweite Glied der Gleichung fiir den Druck:

ist dem Quadrat der mittleren Geschwindigkeit U proportional?):

.M«
L:;;jﬁ:ﬂn
p:——Mk/dx—2 o U

Der in der Encyklopiidie!) & genannte Koeffizient ist also bei laminarer
Strémung in Rohren gleich 2. Dieses zweite Glied von p setzt sich
ibrigens gemiB seiner Entstehung (9) aus Geschwindigkeitsdruck und
dem Reibungsanteil von w, zusammen. Die Anteile sind in verschie-
denen Abstéinden » verschieden.

Ebenso kann man auch beim zweidimensionalen Problem (6) das
zweite Druckglied ausrechnen und findet es zu:

s OMP <, el®
BT Y 1,54 - P

!

Eine Darstellung der Gleichgewichtsform von Fiden, deren
Dichte eine Funktion der Fadenlinge ist und ein mechanisches
Integrationsverfahren gewisser Differentialgleichungen.
Von Oberlehrer L. HANERT in Wahlstatt bei Liegnitz.

Ein unausdehnbarer Faden, dessen Dichte eine beliebig gegehene
Funktion der Fadenlinge ist, nimmt unter dem Einfluf der Schwere
eine bestimmte Gleichgewichtsform an, die von jemer Funktion ab-
hingig ist. Im Folgenden wollen wir zunfichst versuchen, die zuge-
hirige Gleichgewichtsform durch ein geometrisches Modell darzustellen.
Es wird sich dann leicht zeigen lassen, wie man das angewandte Dar-
stellungsverfahren zur Losung einer gewissen Gruppe von Differential-
gleichungen auf mechanischem Wege verwenden kann.

1) Vgl. Encyklopiidie d. math, Wiss. IV, 3, Art. 20: Forchheimer, Hydraulik
8. 331 Formel 3 ff.
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934 Eine Darstellung der Gleichgewichtsform von Fiden.

I. Wir gehen von einer bestimmten Aufgabe aus: Gegeben sei ein
gerader Hohlzylinder mit einem Kegelschnitt als Querschnitt und eine

Tig. 1.

{

\LLL“‘

Scheibe, deren Rand ebenfalls in einem Kegelschnitt
bestehe. Fs sel nur vorausgesetzt, daB die kleinere
Achse der Scheibe nicht groBer sei als die grofere
des Zylinders, und daB die Scheibe aus biegsamem
Stoff, etwa diinner Pappe, bestehe. Wir bringen dann
die Scheibe derart in den Zylinder hinein, daB sie den
Zylinder in den Endpunktien ihrer einen Achss beriihrt
und eben diese Achse senkrecht auf einer der beiden
Symmetrieebenen des Zylinders steht. Es wird dann
moglich sein, die Scheibe unter Festhalten der ge-
nannten Achse so zu biegen, daB sich ihr Rand voll-
stindig an die Zylinderwand anschmiegb. Die Scheibe
wird alsdann den Mantel eines Zylinders bilden, dessen
Querschnittkurve zu betrachten ist. Die Punkte, in
denen die Scheibe den Zylinder vor der Verbiegung

beriihrt, seien 4 und B. Die zy-Ebene legen wir durch AB senk-
recht zum Zylinder, die Scheibe denken wir uns alsdann um 4B in
die zy-Ebene hineingeklappt.

Die Gerade durch 4 und B sei die y-Achse und die Mittelsenk-
rechte auf A B die z-Achse (Fig. 2). Ist dic Entfernung des Mittel
punktes der Querschnittskurve des Zylinders vom Koordinatenanfang k,

g

so lautet die Glei-
chung des Quer-
schnitts

(x — KRB + g2
= a?bl

Fig. 2.

Die Gleichung der

Scheibe lautet,
wenn wir die z-Ko-
ordinate mit s be-
zeichnen:

S2BY 4 ytal = o

Bei der Verbiegung wird nun ein bestimmter Punkt I des Scheibexn-
randes mit eivem bestimmtien Punkte des Zylinders zusammenfallen,
dessen Projektion P auf die zy-Ebenc dasselbe y hat (s. Fig. 2). Der
Nachbarpunkt P, von P, der einem bestimmten Zuwachs dy ent
spricht, wird senkrecht iiber den Nachbarpunkt P, von P zu liegen
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kommen, der zu demselben dy gehiért. Bei der Scheibe entspricht je-
doch einem bestimmten dy ein bestimmtes ds und bei dem Zylinder
ein bestimmtes dz. Die Neigung des Zylinders, zu dem die Scheibe
verbogen wird, gegen die zy-Ebene ist dann im Punkte P’ gegeben

durch s—%. Hierbei sind nach obigen Gleichungen:

atydy a® ydy
ds = — ﬁz y 3 dx:‘b! E.;E:k)
Demnach ist:
ds «*b? (z—F)

dr ﬁ" u* s

oder, wenn man zur Abkirzung %:%: = 4 setzt:
sds=21(z —k)dx.

Integriert man unter der Annahme s=0 fir z = 0, so folgt:
8= L("—2kx).

Dies ist die Gleichung der Querschnittskurve des von der ve.rbogenen
Scheibe gebildeten Zylinders, wo s die Bogenlinge derselben bedeutet.
Wollen wir die Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten x, 2 haben,
50 miissen wir setzen

dz=Vds? — da? — V" (& —£)? 1ds.

Setzen wir fiir s* seinen Ausdruck ein, so erhalten wir die Differential-

gleichung des von der Scheibe gebildeten Zylinderprofils in der Form:
. a7g &
de =11 —1)s*+ 2k —

Ist =1 oder £ — é, d. h. sind Scheibenumfang ‘und Zylinderquer-
g a
schnitt #hnliche Kegelschnitte, so haben wir:

Wir sehen also

Verbiegt man eine Scheibe, deren Rand ein Kegelschnitt ist, derart,
daj} “sie sich mit ilrem Rande vollstindig dem Mantel eines Zylinders
guweiter Ordnung anschliefit, so bildet sie ecinen Zylinder, dessen Quer-
schnitt eine Kettenlinie ist, wenn der Rand der Scheibe und der Quer-
schnitt des gegebenen Zylinders dhnliche Kegelschnitle sind. Die Achse
des Zylinders wird alsdann die Leitlinie der Kellenlinie sein. Die Kon®
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stante % ist umgekehrt proportional dem Gewichte der Lingeneinheit
des Fadens.

Betrachten wir nun einen Kaden, dessen Dichte eine bestimmte
Funktion 4 (s) der Bogenlinge s ist, so lautet die Differentialgleichung
der Gleichgewichtsform, wie man leicht findet,

¢ d=
5 fans’
wo ¢ eine beliebige Integrationskoustante und g die Beschleunigung
durch die Schwere bedeutet. Vergleichen wir diese Gleichung mit der
oben gefundenen Gleichung
dz

dz=V(—1) s+ 22k —,

8o sehen wir, daB sich die Querschnittskurve der gebogenen Scheibe
auffassen ldBt als die Gleichgewichtsform eines Fadens, dessen Dichte
0 (s) gegeben ist durch

< 3
f@(s)d.s 9 VE = s T also

c d A cAtk?
"@—‘d—w D+ =S

Die Fadenlinge denken wir uns auf einer Achse eines Koordinaten-

systems abgetragen. Im Koordinatenanfang errichten wir die J-Achse.
Tragen wir die zu einem bestimmien s gehorige Dichte o senkrecht
zur s-Achse auf, so erhalten wir eine Kurve 8. Ordnung als ,Be-
lastungslinie” des Fadens (Fig. 3). Diese Kurve ist symmetrisch in
bezug auf die s-Achse, d. h. man kann sich die auf den Faden wirkende
Kraft vertikal nach oben oder nach unten denken und erhilt hierfiir
je einen Ast der Belastungslinie; in dem einen Falle wiirde sich die
Kurve nach unten, im anderen nach oben durchbiegen. Diese Be-
lastungskurven nehmen verschiedene Formen an je nach dem Werte
von 4. Ist 4>+ 1, so wird die Dichte 0 immer endlich bleiben und
fir s =4 oo zu O werden (Fig. a). Diesen Fall stellen wir dar,
wenn wir entweder elliptische Scheibe und elliptischen Zylinder oder
hyperbolische Scheibe und hyperbolischen Zylinder nehmen Fiir den
Fall 0 <4<1 wird die Dichte an zwei symmetrisch zum Anfangs-
punkt liegenden Stellen oo sein, dariiber hinaus imaginir. In diesem
Falle sind Zylinder und Scheibe wieder entweder beide hyperbolisch
oder beide elliptisch, aber es ist a: b << e: 8 (Fig. b). Ist schlieblich
A< 0, so hat man entweder elliptische Scheibe und hyperbolischen
Zylinder oder umgekehrt. Auch in diesem Falle ist an zwel sym-
metrisch zum Anfangspunkt gelegenen Stellen des Fadens die Dichte
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gleich oo und dartiber hinaus imaginiir: Die Gestalt der Belastungs-
kurve ist der vorigen gleichartig.

IT. Jetzt mbge dieselbe Frage allgemeiner behandelt werden. Ge-
geben sel ein beliebiger gerader Zylinder, dessen Querschuitt in bezug
auf die z-Achse symmetrisch sei. Seine Gleichung laute:

0 F(@) b + yPe? = ¢t
Desgleichen mdoge eine Scheibe mit der Gleichung
2) @ () +y'a’ =y

gegeben sein. Die GréBen a, b, ¢, a, f, y sind Konstanten, die
imaginar oder reell sein konnen. Xbenso wie vorher denken wir umns

\ Fig. 3.

(6}

(a

@ ta)

(7] (8}

die Scheibe derart verbogen, daB sich ihr Rand vollstindig an den
Zylinder anschlieBt. Die Querschnittskurve des von der Scheibe ge-
bildeten Zylinders bestimmen wir in genau derselben Weise wie vor-

hin. Es ist: do — — a"Zydy oe’2ydg

T HCY I
und demnach ds  if (@) i «'b?
i fONNAA

¢ (s) = if(a) + C.

Die Integrationskonstante € ist bestimmt durch die Wahl des
Koordinatensystems.
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Dies ist die Gleichung der Querschnittskurve des von der Scheibe
bei der Verbiegung gebildeten Zylinders, wo x die Abszisse und s die
Bogenlinge bedeutet. Fithren wir statt s die Ordinate 2 ein, so kommen
wir zu der Differentialgleichung

M) — g ’(?)
@z ‘L/ @)
Das s ist in dieser Gleichung mittels der Beziehung
@) =if(2) +C
durch 2z auszudriicken, womit die Integration der Differentialgleichung
auf eine Quadratur zuriickgeftihrt ist.
Die durch diese Differentialgleichung dargestellte Kurve ist idexn-

tisch mit der Gleichgewichtsform eines Fadens, dessen Dichte d(s) als
Funktion der Fadenlinge s bestimmt ist durch:

g
fa(“f)ds Vl i (.',c)——(p 75y

wo man mittels derselben Beziebung z durch s auszudriicken hat.

Ist die Dichte 0 als Funktion von s gegeben, so kinnen wir uns
den zugehdrigen Zylinder nebst Scheibe konstruieren, wenn wir die
Gleichgewichtsform des Fadens durch ein Modell kennen lernen wollen:
Wir kinnen entweder die Scheibe oder den Zylinder, wie es in den
einzelnen Fallen am vorteilhaftesten ist, beliebig annelmen,; der zugehirige
Zylinder oder die Scheibe ist hierdurch bestimmi. Nehmen wir zum Bei-
spiel die Scheibe als durch thre Gleichung gegeben an, dann kennen wir
g (s). Nach der suletzt gegebenen Gleichzmg ist dann [ bestimmt durch

df @' (s) o2 2.
S R IOrE

hier st mattels der DBeziehung
p()=4f+C

die Bogenlinge s als Funktion von f auszudriicken. Die Gleichungen des
Zylinderquerschnitts und des Scheibenrandes sind dann:

f(@)b+ y*a’ = ¢
()" + Y et =92

Wollen wir z. B. die Gleichgewichtsfigur eines Fadens, dessen Dichte

umgekehrt proportional dem Quadrate der Fadenlinge ist, darstellen,
k
s

und

so haben wir zu setzen f& (s)ds = — =. Ferner kénnen wir annehmen,
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die Scheibe sei dadurch bestimmt, daB die Funktion g(s) der Be-
zlehung geniige:
Veres

ORI

8

Vc;:—}—y
o 2Mog(~ +]/”,;2 np )

wo wir bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems const = O setzen
kénnen. Sodann haben wir

1
9

—+ const,,

if 1
dz @’
oder, da ¢ = 2f(C = 0) ist,
Afdf = dz,

also
fi= E; + const.

Demnach ist fiir const — O die Gleichung des Zylinders nach Gl (1)

V—b”+ya = ¢?

und die der zugehorigen Scheibe nach Gl (2):

]/3}1 (cs +Vk +g)ﬂ”+y2a2=?”-‘

Durch zweckmiiBigere Wahl von ¢(s) oder f(z) hiitte man vielleicht
noch bequemere Gleichungen erhalten.

III. Hat man die Aufgabe, eine XKurve darzustellen, deren
Gleichung in der Form

F(z,8) =0

gegeben ist, wo z die Ordinate und s die Bogenlinge bedeutet, so
miiite man, wenn man sie punktweise konstruieren wollte, fiir s recht-
winkliche Koordinaten einfithren. Zu diesem Zwecke miiBte man die

Gleichung nach s auflisen und s=—_J)dz? + dz® setzen; man er~
hielte also '

JViz" ¥ as* = @ (a),
woraus sich ergibt

2 =_f]/((D'(x))’—I dz + C.
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Die Aufgabe kommt also auf die Aufldsung der Gleichung F'(z,s) =0
nach s und eine Quadratur hinaus. Wenn dies nun umstindlich oder
unmoglich ist, man alber die Gleichung F(x,8) =0 in der Form

schreiben kann
Fl(x) _Fz(s) =K;

so kann man auf folgende Weise die Kurve F'(z,s) = 0 darstellen: Man
konstruiert einen Zylinder, dessen Querschnitt die Gleichung hat

Fi(x)+y*=C,
und eine Scheibe, deren Rand die Gleichung hat
Fy(s) +y* = G,

(kier bedeuten s und y rechtwinklige Koordinaten). Verbiegt man dann
die Scheibe derart, daf ihr Rand sich dem Zylinder vollstindig an-
schlief3t, so wird ihre Symmetrieachse, die s-Achse, die Kurve I'(x,s)=0
darstellen. Denn die Gleichung des Querschnitts des von der Scheibe
" gebildeten Zylinders ist ja

F,(z) — F,(s) = K.

Wie man sofort sieht, kann man dieses Verfahren auch sur mechani-
schen Bestimmung gewisser Iniegrale verwenden:

Wir setzen
s— @(z)=0,

wo P(z) eine ganz beliebige Funktion von z ist. Dann erhilt man
ein Integral von der Form

2 =f]/(d)'(x)2——1 dz + C.

Dieses liBt sich auf folgende Weise mechanisch bestimmen:
Man konstruiert einen Zylinder mit der Querschnitisgleichung:

O@) + o = C,
und eine Sc.heibe mit der Gleichuny:

s+ y'=0,.
Verbiegt man dann diese Scheibe in der oben angegebenen Weise, so

stellt ihre Symmetrieachse das Infegral f V(@'(x))“’— ldzx+ C dar. Die
Integrationskonstante C ergibt sich aus der Wahl des Koordinatensystems.
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Vorrichtung zur Auflosung eines linearen
(leichungssystems.’)

Von Privatdozent Dr. MARTIN NABAUER in Miinchen.

1. Der kinematische Grundgedanke.

Die Auflsung linearer Gleichungen mit einer belichigen Zahl von
Unbekannten liBt sich mechanisch ausfilhren, wenn es gelingt, einen
kontinuierlich wirkenden Mechanismus zu bauen, der nach einmaliger
Einstellung der Koeffizienten fiir jedes System von Unbekannten die
zugehdrigen Absolutglieder angibt. Wenn niimlich umgekehrt am
Apparat eine bestimmte Wertreihe von Absolutgliedern eingestellt wird,
s0 ist hierzu nur ein einziges System von Unbekannten moglich, welches
das vorgegebene Gleichungssystem erfiillt und vom Apparat ange-
zeigh wird.®) .

Der vorteilhafteste Weg zur Erreichung dieses Zieles fiihrt zu einer
kinematischen Darstellung der einzelnen Gleichungen, wobei die Be-
wegungsiibertragung wie bei einem Uhrwerk durch Léder erfolgt und
alle verinderlichen GréBen wie auch die Fig. 1
Absolutglieder in Umdrehungen gemessen
werden.

Wir gehen an die nihere Ausfiibrung
des Grundgedankens.

Zundichst ist uns die Aufgabe gestellt,
das Produkt

N

p=a-z

80 zu bestimmen, dab der eine Faktor z und das Rechnungsergebnis
in Umdrehungen gemessen werden. Zur Durchfiihrung dient folgende,
in Fig. 1 dargestellte Vorrichtung.

Parallel zur horizontal liegenden Scheibe X, der Multiplikatorscheibe,
ist im Abstand r eine Welle M N gefiihrt, welche die Achse der Scheibe
im Punkt M trifft. Diese Welle dient den beiden Rollen R u, P, die
wir nach ihrer Bestimmung Lauf- und Produktrolle nennen wollen, als
Achse. Rolle P ist damit fest verbunden. Die Laufrolle R hingegen,

1) Sonderbearbeitung eines Abschnittes der in der Zeitschrift des Bayerischen
Geometervereins Nr. 4 u. 5/1909 verdffentlichten Abhandlung des Verfassers: Theorie,
Beschreibung u. Gebrauch einer Ausgleichungsmaaschine.

92) Uber die verschiedenen Versuche, Gleichungssysteme mechanisch aufzuldsen,
siehie die Abhandlung von R. Mehmke: ,,Mechanismen zur Auflésung von Gleichungs-
systemen** in Band I, Heft 7 der Encyclopidie der Mathematischen Wissenschaften

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58 Band. 1910. Heft 3. 16
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welche die Multiplikatorscheibe X beriihrt, l4Bt sich auf der Achse
verschieben, ist jedoch mit der Produktrolle winkelfest verbunden, so
daB beide die gleiche Drehbewegung ausfiihren.

Um nun das gewiinschte Produkt p = @ -z darzustellen, machen
wir den Abstand der Laufrolle von der Achse der Scheibe X gleich
dem a-fachen Betrag des Laufrollenhalbmessers, also gleich a -7 und
erteilen der Multiplikatorscheibe eine Bewegung von z Umdrehungen.
Dadurch wird auch B gedreht und der Weg, den hierber irgend ein
Punkt des Beriihrungskreises zwischen X und R zurticklegt, ist cbenso
grof wie der Weg, den irgend ein Punkt der Laufrolle beschreibt,
nimlich gleich 2arx - 2. Diesem Weg entsprechen gz =p Umdrehungen
von I, die an der Produktrolle P abgelesen werden kénnen.

Fig. 2. Wir gehen einen Schritt weiter zur
mechanischen Darstellung der Funktion

l=a-za+b-y+c-2

Aus rein HuBerlichen Griinden wird von
nun ab immer die bestimmte Anzahl von
drei Unbekannten bentitzt. Alle Entwick-
lungen aber werden so gefiihrt, daf die ge-
wonnenen Ergebnisse auch fir eine belie-
bige Anzahl von Unbekannten gelten.

Wir ordnen, wie Fig. 2 zeigt, die
Multiplikatorscheiben X, Y, Z in einer
Horizontalebene hintereinander an. Die
Umdrehungszahlen der Produktrollen F,,
P,, P, geben, wenn wir die in Fig. 1 ge-
brauchte Bezeichnungsweise fiir Fig. 2 ent-
sprechend erweitern, auch hier die Produkt-

werte az, by, ¢s. Diese Umdrehungen werden von den Produktrollen
auf die Ililfsscheiben P’ , P’,, P’, iibertragen, deren Mittelpunkte N
von den Beriihrpunkten der Produktrollen um deren doppelten Halb-
messer (= 277) abstehen. Durch dieses Halbmesserverhiltnis wird er-
reicht, daB die Hilfsscheiben nur fax, 1by, ¢z Undrehungen ausfiihren,
ein Umstand, der fiir die nachfolgende Summenbildung zwar nicht not-
wendig aber doch erwiinscht ist.

Wie ist es nun mdglich, die den einzelnen Gliedern entsprechenden
Umdrehungen zu summieren, um auch den Funktionswert ! in Um-
drehungen zu erhalten?

Wir beschrinken uns vorerst darauf, die Umdrehungen von nur
zwei, auf verschiedenen Achsen sitzenden Scheiben zu addieren. Hierzn

dient der in Fig. 3 schematisch gezeichnete Mechanismus.
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Auf den parallelen Achsen 4 und B sitzen die damit fest ver-
bundene Scheiben S, und S;, die Summandenscheiben, deren Z und g

Umdrehungen in eine Summe zn vereinigen sind. Die erste Summanden-
scheibe S, beriihrt eine um die Achse B frei drehbare Hilfsscheibe S,
deren Durchmesser nur halb so grofl ist wie derjenige von S, Auf
dieser Hilfsscheibe ruht eine Ubertragungsrolle U, die sich um eine
horizontale, mit B u. S, in starrer Verbindung stehende Achse dreht.
Auf der Rolle U endlich ruht die um B frei drehbare Summenscheibe S.
Um den Vorgang der Summenbildung Fig. 3
leichter verfolgen zu konnen, sollen die 4 B

beiden Summandenscheiben ihre Bewegun- " . +erih) S
& 4

gen nicht gleichzeitig sondern nacheinander ¢ | o U
ausfilhren. Diese Annahme ist zulissig, ~5x 'Wﬂj <
weil die Gesamtbewegung der Summen-

gung T+z 5

scheibe S in beiden Fillen die gleiche ist.
Dreht sich vorerst S, um den Betrag + %, so ist die unmittelbare

Folge davon, daB sich die Hilfsscheibe S um — « dreht. Diese Be-
wegung wird durch die Ubertragungsrolle [7, deren Achse ihre Lage
zunichst nicht #ndert, als 4 &« auf die Summenscheibe S iibertragen.

Nunmehr stehe §, fest und es drehe sich die zweite Summanden-

scheibe §; um den Betrag + g Die starr mit B und S; verbundene
Achse der Ubertragungsrolle U macht diese Bewegung mit und schlieBt
demnach mit ihrer Anfangslage den Winkel 4 g ein. Hierbel wilzt
sich der Umfang der Ubertragungsrolle auf der ruhenden Hilfsscheibe S*;

ab und dreht die auf ihr liegende Summenscheibe S um 4 g gegen die

Endlage der Rollenachse. Da diese selbst bereits um -+ g gegen ihre

Anfangslage gedreht ist, so hat sich die Summenscheibe um + g
gedreht.

Die Gesamtbewegung von S betriigt also « + 8.

Nachdem die Frage der Summierung von Umdrehungen fiir zwei
Summanden gelost ist, kann sie auch fiir eine mehrgliedrige Summe
als gelost betrachtet werden. Man kann nimlich schrittweise vorgehen
und zur Summe der vorhergehenden Glieder immer nur das nichst-
folgende Glied addieren, bis sich mit Hinzufiigung des letzten Gliedes
die Gesamtsumme ergibt.

Wenden wir dies auf unseren Ausdruck

l=a-2+b-y+c-z
16*
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an und verbinden je zwei aufeinander folgende Iilfsscheiben P’ (Fig. 2)
durch einen solchen Summenmechanismus, so gibt die Umdrehungszahl
der letzten Summenscheibe den Wert {.
Nun handelt es sich darum, mehrere Gleichungen

L, =ax+by+cz

ly = a,x + by + ¢,

Iy =a,z + by + ¢32
gleichzeitig so darzustellen, daB die Unbekannten zwangsweise dieselben
Werte besitzen.

Um dieser Forderung gerecht zu werden, ordnet man die den ein-
zelnen Gleichungen entsprechenden Scheibenverbindungen iibereinander

Fig. 4. an, wie dies in Fig. 4 fiir die Un-

P bekannte z gezeigt ist und setzt die
e {5 ; |

X; zur gleichen Unbekannten gelidrigen

P » Multiplikatorscheiben aller Gleichungen

-—F”—' = x, in starrer Verbindung auf ein und die-

selbe Achse, so daB sie gezwungen sind,
_F;z—gh % die gleiche Drehbewegung auszufiihren.

2 Dreht man in diesem System die
Multiplikatorscheiben der ersten Glei-
chung um die Betréige , y, 2, so erscheinen an den Endsummenscheiben
der einzelnen Gleichungen die Absolutglieder I, ,, L.

Kehrt man den ganzen Vorgang um, indem man an den Endsummen-
scheiben die Absolutglieder einstsllt, so erhiilt man die gesuchten Un-
bekannten als die Umdrehungszahlen der Multiplikatorscheiben.

Damit ist die kinematische Auflgsung von linearen Gleichungen
mit einer beliebigen Zahl von Unbekannten theoretisch geldst.

2. Die Auflosung in Stellenprodukte.

Es wurde bisher stillschweigend vorausgesetzt, daB die zwischen
den einzelnen Bestandteilen des Mechanismus vorhandene Reibung fiir
die Bewegungsiibertragung ausreichend sei. Bei der groBen Anzahl der
in Frage kommenden Scheiben und Rollen kann jedoch diese Voraus-
setzung nicht festgehalten werden, und wir sind gezwungen, vom glatten
auf den gezahnten Rand iiberzugehen. Die KFolge davon ist, daf bei
jeder Produktbildung soviele Einzelmultiplikationen erforderlich werden
als der Multiplikand Stellen besitzt. Damit ndmlich die Multiplikator-
scheibe eine beliebige Anzahl von Umdrehungen ungehindert austiibren
kann, ist es notwendig, dal der Umfang des Berlihrungskreises zwischen
dem Multiplikator und dem Laufridchen durch den Zahnabstand des
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letzteren chne Rest teilbar ist. Das trifft jedoch nur fiir gewisse Halb-
messer des Beriihrungskreises, jedenfalls aber fiir alle ganzzahligen
Faktoren @ zu. Wir ordnen daher, um die Multiplikation mit den
Multiplikanden 1, 2, 3,... 9 durchzufiithren, auf der Multiplikatorscheibe 9
konzentrische Zahnkrinze mit den Halbmessern 1r, 2 ... 97 an.

Fir die Multiplikation der iibrigen Stellen dienen mehrere neben-
einander liegende, der ersten gleiche Multiplikatorscheiben. Je zwei
aufeinander folgende dieser Scheiben sind miteinander zwangsliufig im
Ubersetzungsverhiltnis 10 : 1 verbunden. Ist demnach der Multiplikand
a=a® 4 a=? 4 o2 so entstehen bei der Multiplikation mit » die
Teilprodukte a®z + a2z + al-2z ..., welche durch die vorher be-
schriebenen Addiervorrichtungen zum Gesamtprodukt az vereinigt werden.

Erscheint die Auflosung in Stellenmultiplikationen vom rein kon-
struktiven Standpunkt aus als ein Nachteil, weil sie einen vielgliedrigen
Mechanismus erfordert, so bietet sic vom Standpunkt der Raumfrage
gus nur Vorteile. Wollte man nidmlich fiir groBe Koeffizienten die
ungetrennte Multiplikation durchfiihren, so miiBten die Multiplikator-
scheiben eine ganz unzuldssige Grife erhalten, wihrend die getrennte
Multiplikation nur einen verhiiltnisméBig kleinen Raum beansprucht.

3. Verbesserung eines mit Niherungskoeffizienten ermittelten
Unbekanntensystems.

Es bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten, die beschriebene Vor-
richtung zum Aufldsen linearer Gleichungen fiir beliebig viele Stellen
einzurichten. Die praktische Ausfiihrung des Apparates aber gestaltet
sich um so einfacher, je geringer die Stellenzahl ist. In einem solchen
Falle muB mit abgerundeten Koeffizienten aufgelést werden, und das
mit diesen Niherungskoeffizienten ermittelte System von Unbekannten
ist nur ein System von Naherungswerten. Es fragt sich nun, wie muB
man diese Niherungswerte verbessern, um sie in die streng richtigen
Werte der Unbekannten iiberzufiihren.

Es sei
a,-z+b -y+e -2+ =0
(1) -2+ by y+c-z4+1=0
Oy -2+ by y+eg-z2+4+05L=0
das aufzuldsende Gleichungssystem. Bei Verwendung der Aufldsungs-
vorrichtung werden statt der streng richtigen Koeffizienten a, b, ¢ die

Niherungswerte a’, &', ¢' eingestellt, womit das fehlerhafte Wertesystem
#, y, 2 erhalten wird. Bezeichnen wir die an den verschiedenen
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NiherungsgréBen anzubringenden Verbesserungen mit ihrem Differential,

so 1ist a—=da +da z=2 +dz
(2) b=+ db y=y +dy
c=¢ +de g=1z +dz

Fithren wir diese Werte in die Gleichungen (1) ein, so ergibt sich:
(@) +da) (& + dz) + (' + db) (Y + dy) + (¢ + de ) (2 +de) +1, =0
(3) (ay+ day) (2" + da) + (b, + dby) (¢ + dy) + (¢, + dey) (7 +d2) +1, =0
(@ + day) (@' + da) + (s -+ dby) (¥ + dy) + (¢ + dey) (&' +d2) +1,=0
Werden die Klammern aufgelést und die Glieder nach der GréBen-
ordnung zusammengefaft, so erhalten wir zuniichst fiir die erste Gleichung:
(a'y2 + by 4 ¢ +1)+ (0 dz+ V' dy + ¢ dz + da, 2"+ db y +de,7)
+ (da,dz + db,dy + dc,dz) = 0
In dieser Gleichung ist die erste Klammer = O; denn diese Gleichung
ist zur Bestimmung der Niherungswerte &, ¥, 27 verwendet worden.
Die dritte Klammer konnen wir als eine Produktsumme sehr kleiner
@roBen ebenfalls == 0 setzen, so dal nur mehr bleibt:
a'\dz+ b dy + ¢, dz + da2’ + dby + de, 2’ = 0.
Setzen wir in dieser Gleichung die Summe der konstanten Glieder
4 do,x + dbyy + de e = (1)
so wird
adz + ¥ dy + ¢,dz+ (1) = 0.
Die Anwendung dieser Ableitung auf simtliche Gleichungen liefert zur
Bestimmung der Unbekanntenverbesserungen die einfachen Gleichungen:

a'\dx 4+ b dy + ¢ de+ (1) =0
(5) a'yda + Yydy + ¢yde + (1) = 0
o3dz + bgdy + cydz + (I) = 0.

Dieses System (D) entspricht bis auf die konstanten Glieder voll-
kommen den urspriinglichen Gleichungen (1). Es ist daher moglich,
die Unbekanntenverbesserungen bei unveriinderter Koeffizienteneinstellung
mit der Auflésungsvorrichtung durch Einstellung der neuen nach
Gleichung (4) zu berechnenden Absolutglieder (I) zu ermitteln.

Die durch zweimalige Auflésung mit einem #-stelligen Apparat
gewonnenen Resultate sind, abgesehen von den Fehlern, welche durch
Vernachlissigung der Glieder zweiter Ordnung entstehen, ebenso genau
wie die aus einer einmaligen Auflisung mit einer 2n-stelligen Vor-
richtung erhaltenen Werte. —
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Erzeugung der Koppelkurve durch éhnlich-verdnderliche
| Systeme.

Yon REINHOLD MULLER In Darmstadt.
\

1. Die Bewegung eines ebenen &hnlich-veriinderlichen Systems in
seiner Ebene ist bekanntlich bestimmt durch die Bahnkurven p,, u,, g,
dreier Punkte 2, M, M, Wir setzen voraus, diese Bahnen seien drei
Kreise mit den Mittelpunkten M,, M;, M,, und fragen nach der Bahn-
kurve y, die irgend ein vierter Punkt
M des bewegten Systems beschreibt.

Die Gestalt des #ihnlich-veriin- ° °
derlichen Vierecks MM, M, M, sei
gegeben durch das Verhiltnis s, :s,:s,
der Strecken M M,, M M, M M, und
durch die Winkel @,, o,, 0,, die sie
mit einer beliebigen Geraden M N
der bewegten Ebene bilden. Wir
bezeichnen ferner mmt », (h=1, 2, 3)
den Radius des Kreises p,, mit §,,
7, die Koordinaten des Punktes M,
in bezug auf irgend ein in der festen

Ebene liegendes rechiwinkliges Koordinatensystem, mit z,, y, und z, y
bzw. die Koordinaten der augenblicklichen Lagen der Punkte M, und A.
Ist dann die angenblickliche Linge von M M,=1s,, und bildet die System-
gerade M N mit der festen z-Achse momentan den Winkel ¢, so ist

z, =z — 45, cos (o, 4 p)

Y, =y — As,sin (o, + p)
und

(@, — &) + ( — ) =72

Durch Finsetzung der Werte von z, und ¥, 1in die letate Gleichur_lg
ergibt sich

i%s5,? — 24s, cos @ {(z — £,) cos @, + (y — ) sin @}
— 24s,sing {— (z— E,) sin @, + (y — ;) cos @, }
t@—gp+ @ =0
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Setzen wir zur Abkiirzung
sih{(z — ) ceos @, + (y — 7,) sin m,‘}
W s - @—E)sinw,+ (g —n) cos mh}=
—is{(x — &+ - r§}=pz.
und 4 cos ¢ =g, 4 8in @ =Y, so verwandelt sich die vorige Gleichung in
@) ¥+ — 2e,r— 26,9 +p, = 0.

Hier ist A =1, 2, 3, und wir erhalten die Gleichung der Kurve p durch

Elimination von ¢ und Y zwischen den drei Gleichungen (2). Fiihren
wir noch die Bezeichnungen ein

Dy (@ — e5) + Py (5 — &) + ps (o, —0ty) = U
(3) Pr(Ba—Bs) + 0 (Bs—B) + 05 (B —B) =B
(cafy — o3fs) + (e5By — a1 fs) + (&1 By — @2 8) = €
Py (e Bs — a5 f) + Py (@3 By — o1 By) + s (1B — 3 8,) = D
so folgt nach einfacher Rechnung als Gleichung von u
(4) At + B2+ 46D =0.
Die Kurve u ist also von der sechsten Ordnung.

2. Um das Verhalten der Kurve p hinsichtlich der imaginiren
Kreispunkte J,, J, zu ermitteln, schneiden wir sie mit der Geraden

B) z+iy=0,
die den Koordinatenanfangspunkt O mit emem der beiden Kreispunkte,
etwa .J,, verbindet. Zerlegen wir U? + B* in (U + ¢B) (A — ¢B), s0
ist nach (3) _ '
: A+ iB=Zp,{ (e + i) — (o, - 18))
und nach (1)
—_ IUJk
@+ 16, = {(x+ly) — &+ '”h)} :

Setzen wir hier nach (5) y =iz und zur Abkiirzung £ 4 in, =,

so folgt _

8 ak+iﬁk=7§£ e "k
Sk

gleichzeitig wird der Faktor von x in o, — i3,

und in p,
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Von Reixmorp MirLrLeg. 249

Nach tallenden Potenzen von z geordnet ergibt sich also

A+4iB =2‘Z,1 ‘, (Q e—i"’k—&e—im’) ‘z
. 225:@: —t(wk+mz)(s,‘ - %iwl) Ny RSN

°A —iB— _42 ( ":").x:+...

Es ist ferner

“kﬂz_“xﬂk=$ ([372'*'!/2_(2);‘*‘ Ea—(mtu)y+ Gkt nm) Isino,—w,)
o —m)ae— (& — &) y+ Em— Eme) ] cos (@, — mx)};

also wird fir y =iz

I3 —ilw, —w) (o —a
“kﬁx_“zﬂk=—sks‘{§ke ooV — e F )]x+1

:}; """h(gl.mk eiml)
Co—idge (5 ) et
_ . 7l(w —w') i(mk—m] s
D=2 Eé,, ksl{f Le ‘}-x + -

1984 F 2= 0) "% =
_22%8,; ¢ (8;_ ,) e
Durch die Substitution y = ¢z verwandelt sich also Gleichung (4) in

eine Gleichung dritten Grades in z. Setzen wir noch

e‘-‘”k

)

und

M

mithin

und

eiml

E 3,

- 'an

s

5o lautet der Faktor von 823

:h ;kgl —f(w, + w)
—2;"'2 SZ“ 'ZE € 3 i QH

i §§ —i(w, —w, — @
+27§i e Yy, LT ’)'Qu

Sp5; S,

~ S ftoma, s bene)
s e FUTI T Ry dr D g,
= 2y Rgg Ry g’t, ”"“”b(gfg—-'wk_%e—.-ml)
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250 Erzeugung der Koppelkurve durch dhmnlich-verinderliche Systeme.

Der Punkt J; zihlt also fiir drei Schnittpunkte der Geraden OJ, mit
u, und zwar gilt dies unabhingig von der Lage des Koordinatenanfangs-
punktes O in der Ibene M, M,M,. Die Kurve w hat doher die ima-
gindren Kreispunkte zu dreifachen Punkien.

Hat aber der Punkt O eine solche Lage gegen das Dreieck M, M;M,,

i

b o= iw : verschwindet,

daB einer der Ausdriicke von der Form se ?e—m
H

k
so berihrt die Gerade OJ, die Kurve w in J;, und dann ist O ein
Fokalzentrum von u. Fiir solche Lagen von O ergibt sich also die
Bedingung
&=§0i(wk—ml)’

& 5

und hieraus folgt, wenn ¢, — g,¢'%+ gesetzt wird,

und
Py =@, — o,

d. b AMMO ~ AM MM, Die Fokaleentra Oy, Oy, O, der Kurve p
werden demnach gefunden, indem man bzw. iber den Strecken MyM,, MM |
MM, Dreiecke zeichnet, die den Dreiecken M, M, M, M, M, M, M, M, M
gleichsinnig dhnlich sind.

Nach (7) ist €@ = 0 die Gleichung eines Kreises ¢. Setzen wir
£, =0, c08 ®,, 7, =p, sin &,, so lautet ihr absolutes Glied

%' ' ':'2 sin (wi — 0, — & +8) + & . % gin (0 — @3 — By + By)
1 S 3, 5

—{—%:-%sin(ms—ml—ﬁs—{—ﬂl).

Fallt nun der Koordinatenanfangspunkt mit dem Punkte Ol-zusammen,

so ist % = % und &, — ©, = ¥, — @y, und dann wird jener Ausdruck
2 8

gleich Null. Die drei Fokualzentra O,, O,, O, liegen demnach auf dem
Kreise .

3. Die Gleichungen % =0 und B =0 definieren =zwei zirkulare
Kurven dritter Ordnung a und b; ebenso bedeutet ® — O eine bizirku-
lare Kurve vierter Ordnung b. |

7Zu dem durch a und b bestimmten Biischel von Kurven dritter
Ordnung gehdren auch die imagindiren Kurven U 4 48 =0 und
U — 4B =0, und von diesen hat die eine in J;, die andere in J, nach
(b) einen Doppelpunkt. Die Kurven a und b — und alle iibrigen Kurven
des Biisehels — bertihren sich folglich in J, und J,. Da ferner fiir
p, = p; = p; die Ausdriicke U und B identisch verschwinden, so gehen
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Von Reisgorn MiurLLer. 251

o und b durch die Schnittpunkte S und 7' der Kreise p, — p, — 0 und

Py — Py =0, und sie schneiden sich auBerdem noch in drei Punkten,
die wir mit U, ¥, W bezeichnen.
Nun ist nach (3)

By — B) U —(eg — ) B = (n, —py)€
(P Bs — peB) U — (g — pyety) B = (p, — p3) D

jeder Schnittpunkt von a und b liegt also entweder auf dem Kreise
P, — Py =0 oder auf ¢ und b, oder auf allen drei Kurven zugleich.

and

Das letzte gilt von den imaginiren Kreispunkten; die Punkte S und T’
befinden sich auf dem Kreise p, — p, — O, aber nicht auf ¢ und b. Da
endlich die Punkte I, V, W nicht dem Kreise p, —p, = 0 angehdren,
so liegen sie auf ¢ und D. Die Kurven a, b, ¢, D schneiden sich also,
von den imagindren Kreispunkten abgesehen, noch in den Punkten U,
V, W. Dann folgt aber aus der Form der Gleichung (4): Diec Punkte
U, V, W sind Doppelpunkte der Kurve u. Und weiter ergibt sich aus
dem Schlufisatz des vorigen Artikels: Diese Doppelpunicte liegen auf dem
durch die drei Fokalzentra gehenden Kreise c.

4. Von der Bahnkurve u kennen wir jetzt die folgenden Eigen-

schaften:
1. Sie ist von der sechsten Ordnung,
2. sie bat die imaginiiren Kreispunkte zu dreifachen Punkten,
3. sie besitzt auBerdem drei Doppelpunkte,
4. diese Doppelpunkte liegen mit den drei Fokalzentren der Kurve
auf einem Kreise.

Die Gleichung einer Kurve, die diesen Bedingungen geniigt, enthilt
21— 2.6 —3— 3 =9 willkiirliche Konstanten. Genau dieselben Eigen-
schaften besitzt aber die bekannte Koppelkurve, die ein PPunkt der
Koppelebene eines Gelenkvierecks in der Ebene des festen Gliedes be-
schreibt, und die Bestimmung einer Koppelkurve erfordert gleichfalls
Y Konstanten, nimlich 4 zur Angabe der beiden festen Drehpunkte,
3 fiir die Lingen der drei beweglichen Glieder und 2, um den erzeu-
genden Punkt in der Koppelebene festzulegen. Wir schlieBen hieraus,
daB u eine Koppelkurve ist, erhalten also den Satz: Bewegen sich drei
Punkie eines ebenen dhnlich-verdnderlichen Systems auf Kreisen, so be-
schreibt jeder vierte Punkt cine Koppellurve.
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252 1ber die von Herrn R. Miiller untersuchte besondere Bewegung usw.

Uber die von Herrn Reinhold Miiller untersuchte besonders
Bewegung eines dhnlich verdnderlichen Systems,

Von R. SkuTscH in Dortmund.

Herr Reinhold Miiller hat die besondere Bewegung eines ebenen
dhnlich-verdnderlichen Systems in dem Falle untersucht, daB die Bahn-
kurven dreier Punkte Kreise sind, und hat gezeigt, daB dann jeder
vierte Punkt eine Koppelkurve beschreibt. Die nachstehende elementar-
geometrische Herleitung dieses merkwiirdigen Ergebnisses verdankt ihre
verhiltnismiBige Einfachheit freilich in erster Linie der Beschréinkung
auf reelle Elemente, bietet aber auch in ithrer Anschaulichkeit manche
Anregung, welche eine Veriffentlichung rechtfertigen diirfte.

Ich schlieBe mich der Bezeichnungsweise des Herrn Miiller griBten-
teils an und nenne M,, M,, My, r,, 7y, 7, die Mittelpunkte und die Halb-
messer der festen Kreise, M,, M,, M, die auf den festen Kreisen ge-
filhrten drei Punkte des &hnlich verinderlichen Systems, A7 einen be-
liebigen vierten Punkt desselben. Die Lage der vier Punkte M, M,, M,
M des #hnlich veriinderlichen Systems zu einander sei festgelegt durch
die Beziehungen:

As, = MM,; is,— MDM,; is,= MM,
At = M, M, At,= M, M,; it, = M, M,

1. Konstruktion einer bedingungsmifigen Lage des dhnlich
verinderlichen Systems.

Unsere erste Aufgabe sei, zu einer bestimmten Lage von I
auf dem Kreis um M, die zugehdrigen Lagen von 2, M, und M zu
konstruieren.

Wir legen das Dreieck M, M,, M; zuniichst so, daB M, auf M,
und M, auf M, fillt. Die zugehorige Lage von M ist ‘ohne weiteres
zeichnerisch bestimmbar, wir nennen sie C

Wir halten dann M, auf M, fest und bewegen M, auf dem
Radius 7, in die gewlinschte Lage. Bei einer solchen ,einférmigen”
Bewegung!) mit festem Pol beschreiben aber alle Systempunkte dhnliche
Bahnen mit dem festen Punkt als Ahnlichkeitspol; es bewegt sich also,
wie auch leicht zu verfolgen, 3 geradlinig von C nach C, derart, dal

CCy=r, - 3 und ST M CC, — XMy M, I,

1) Vgl. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, Nr. 384.
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Von R. Sgursch. 253

Nunmehr halten wir M, in dieser Lage fest und bewegen 3, nach
dem Umfang des Kreises um M,, wobei dahingestellt bleibe, auf welchem
Halbmesser dies ge-

“schieht.  Jedenfalls
legt dabei der Punkt
Meinegerade Strecke

8 .
7y -, zuriick, und da

3
die Richtung unbe-
stimmt ist, so gelangt
er von seiner bisheri-
gen Lage C, irgendwo
an den Umfang eines
mit dem Halbmesser

8 .
7,5+ um G, beschrie-
3

benen Kreises. Dieser ¢
Kreis ist also der
geometrische Ort fir
M, wenn die Bedin-
gungen erfiillt sind,
dal 1, die gegebene
Lage auf dem Un-
fang des Kreises um
M, einnimmt und M,
sichirgendwoauf dem
Umfang des Kreises
um M, befindet.
Wir wiederholen
nunmehr die ganze
bisherige Konstruk-
tion, indem wir nur
M, bzw. M; an dic
Stelle von M, bzw.
M, treten lassen. Wir

legen also diesmal
M, auf M| und M,
auf M,, nennen B die
zugehorige Lage von M, bewegen diesmal unter Festhaltung von 3/,
M, in die nimliche Lage wie vorhin, wobei B nach B, gelangen mdage,
BB, =r, - ST und X My BB, = & M;M, M, ist. Dann wird M, fest-

2

a,

)
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254 Uber die von Herrn R. Miiller untersuchte besondere Bewegung usw.,

gehalten und M; an den Umfang des Kreises um Mg gebracht, wobet
M von B, an den Umfang eines Kreises mit dem Halbmesser », - j‘

um B; gelangt. Dieser Kreis ist also der geometrische Ort fiir Mi,
wenn die Bedingungen erfiillt sind, daB M, wieder die frithere, bestimmte
Lage auf dem Umfang des Kreises um M, einnimmt, M, aber sich
irgendwo auf dem Umfang des Kreises um M; befindet.

Bringt man die beiden Kreise um B; und €, zum Schnitt, so hat
man offenbar die gesuchte Lage von M, da sich in diesem Falle sowohl
M, als M; auf den Kreisen um M, bzw. M; befinden. Die beiden
Systemlagen, die man hiernach als Ldsungen der Aufgabe erhilt, sind
in der Figur durch Strichart und oberen Index unterschieden.

2. Die Gesamtheit der bedingungsméBigen Lagen.

Es bleibt jetzt zu untersuchen, wie sich der Punkt M aus der
gefundenen Anfangslage bewegt, wenn M, auf dem Umfang des Kreises
um M, umliuft, wihrend 3, und M, ebenfalls dauernd an ihre Kreise
gebunden bleiben.

Hiitten wir die Betrachtung 1. fiir eine andere Lage von M, im
iibrigen unverindert durchgefiihrt, so hitte sich der Linienzug BB;MC,C
natirlich anders ergeben. Unveriindert whren aber die vier Strecken

BB, = ; ByM—r,- 2, MC,—r, .ji und C,C —r, '} gebliehen.
Die peue Lage kann also jedenfalls aus der vorigen erhalten werden,
indem man mit dem Linienzug wie mit einem Gelenkeck verfahrt; zu
einer bestimmten aber wird die Bewegung von M erst dadurch, dab
nach fritherem die Winkel My B B, und M,C C, sich um gleiche Betriige
dndern oder daB mit anderen Worten BB, und CC, einen festen Winkel
einschlieBen.

Was es mit dieser Bezichung auf sich hat, erkennt man leicht,
wenn man die Reihenfolge der Stibe vertauscht, ohne ihre Richtung

zu verandern, also von B ausgehend die Stibe r, st:, 7 %:, , %:, 7 E‘
aneinanderfiigt, eine Verinderung, von welcher weder M noch (' be-
rithrt werden. Da in dem so erhaltenen Stubaug BB, M C, C der
Winkel B, M C, unverdnderlich isf, so kann man auch B, mit €, un-
mittelbar durch einen Stab verbinden. Hiermit ist die Natur der von

M beschriebenen Kurve als einer Koppelkurve klargestellt.

3. Entstehung des Cayleyschen Diagramms aus der
Millerschen Figur.

Ersichtlich fehlte in den hisherigcen Betrachtungen noch die
Symmetrie; der Punkt M, spielte eine andere Rolle als die Punkte
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M, und B4, So ist denn auch die bisher gewonnene Figur unsym-
metrisch,

Man kann aber jetzt nachtriiglich, nachdem drei zusammengehorige
Lagen der Punkte M, M, M, gefunden sind, dieselben Betrachtungen
noch zweimal wiederholen, indem man an die Stelle von M, das erste
Mul M,, das zweite Mal MM treten liBt. So erginzt sich die Figur zu
vollstindiger Symmetrie, und man erhélt das bekannte Diagramm, mit
dem Cayley die dreifache Erzeugung der Koppelkurve veranschaulichte.!)
Eine Erldauterung, wie die einzelnen Linien gewonnen sind, diirfte dank
der systematischen Bezeichnungsweise entbehrlich sein. Die einzeloen
Liangen sind

Ady= A M =y 35
1

Adg—=A, M=y, -2
BB —=B,M=r,-;
BB3=B12II=V1-':’;
CC,—CyM=r,-

CCZ=CIM=r1-'i—’-

bl

und da die Dreiecke M B, C;, A, M C; und A4, B, M #hnlich sind, so
bestimmt sich schlieBlich auch:

B, C, = ridit

ti tS ?

Ty e,
C2A2= Qt t 27;
10

Sy,
Ay B, = ff;:,

Zu erwihnen wire etwa noch, daB von den neun beweglichen
Stiicken der Cayleyschen Figur je drei die nimlichen Drehungen aus-
fihren und daB dies zugleich die Drehungen der Halbmesser 7, rg und
r; in der Miillerschen Figur sind. Es drehen sich namlich:

BB, CCyund M B,C, wie r,
A A, CC, und 4, M C, wie r,
AA, BB und 4,8, M wie r,.

1) Proceedings of the London Muthematical Society T. VII p. 142.
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4. Das Dreieck der Fokalzentren.

Das Droteck A4 3 C der Fokalzentren ist bekanntlich den vorstehend
aufgefiihrten Dreiecken ebenfalls #hnlich, seine Seiten stehen also im

Verhiltnis
BC:AC: ADB =5t :5,t5: 81,

und seine Gestalt ist unabhinglg von den Zentralen und Halbmessern
der festen Kreise. Ist M, M, M, M ein Kreiséiereck, g0 ist eins von
den drei Produkten s gleich der Summe der beiden andern. In diesem
Fall degeneriert das Dreieck 4 B, seine Punkte fallen in eine gerade
Linie und die Koppelkurve wird symmetrisch.

5. Zusammenhang der Drehungen und der GréBenéinderungen
des Systems.

Es war schon oben bemerkt, daB sich die Dreiecke B, C M,
MC, 4, B, M A, bzw. wie die Halbmesser r,, r, und »,; drehen. Es
liegt nahe, die Linienziige M; M, M, M, M, M, M; M, 3 zu Parallelo-
grammen M, M, M M;, My My M M, Mg M, M M;; zu ergénzen, wo
dann die in die Figur nicht eingetragenen Punkte My, M, My, feste Lage
auf den Dreiecken B, C, M, M C, A,, B; M A, haben, also Koppelkurven
beschreiben. Da nun z B. der Strahl M, A, ein MaB fiir die Groben-
dnderung des #hnlich veriinderlichen Systems gibt und sich gleichzeitig
mit demselben um den festen Punkt M, dreht, so stellt die von seinem
Endpunkt M beschriebene Koppelkurve ein Polardiagramm der Drehungen
und der GroBeninderungen des Systems dar.

Die Vierecke I3, C, M My, A,C; MM, A, B, M M, stehen Ubrigens
in einem merkwiirdigen Zusammenhang mit dem Viereck M, M, M, M
indem je drei von den vier Dreiecken, in welche jedes von ihnen zerlegt
werden kann, je drei solchen des Vierecks M, M, M, M &ihnlich sind

6. Zu einem gegebenen Cayleyschen Diagramm eine ent-
sprechende Millersche Figur zu zeichnen.

Wihrend oben von der Miillerschen Figur ausgegangen und die
zugehirige Cayleysche Figur koustruiert wurde, liefert uns der letzte
Satz eine Losung der Aufgabe, zu einer Cayleyschen Figur eine
Miillersche zu zeichnen. Man nehme etwa M, willkiirlich an und
erhilt dann durch einfaches Anecinandersetzen #hnlicher Dreiecke auch
die Punkte M und M, mit ihnen #, 7, #, und zudem die Gestalt
des Vierecks M, M, M, M.

Es fehlt jetzt nur noch die Orientierung des festen Dreiecks
M, M, M,.
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Eine Ecke desselben, etwa M, kann man noch willkiirlich annehmen
und erhélt dann My und M; als die Lagen von M, und M, des ver-
inderlichen Vierecks, wenn man M das eine Mal auf €, das andere
Mal auf B, beide Male aber M, auf M, fallen li8t. DaB dann tat-
sichlich auch I auf A fallt, wenn B3, auf M, und M, auf M, gelegt
werden, folgt daraus, dal nach 4. die Gestalt des Dreiecks 485 C nur
von der Gestalt des Vierecks I, M, M, M abhingt, also zu bestimmten
B und € unabhingig von der Wahl von M, immer das nidmliche A4
gehort.

Analytischer Beweis des Satzes von Herrn Reinhold
Miiller iiber die Erzeugung der Koppelkurve durch ein
dhnlich-verénderliches System.

(Vgl. die vorhergehenden beiden Abhandlungen S. 247 und 252.)

Von R. MEHMKE in Stubtgart.

Bei Beschrinkung auf die allereinfachsten Hilfsmittel der Vektoren-
rechnung — niimlich die Addition von Vektoren in Verbindung mit
der Tatsache, daB in der Ebene einen Vektor mit einer beliebigen
komplexen Zahl ge'¢ multiplizieren soviel heifit wie die Liinge des
Vektors mit ¢ multiplizieren und ihn zugleich um den Winkel ¢
drehen — liBt sich der in der Uberschrift genannte Satz beweisen
wie folgt. -

Zur Bequemlichkeit des Lesers bezeichne ich die vorkommenden
Punkte mit denselben Buchstaben, wie die Herren Miiller und Skutsch.
Da das Dreiek M, M, M &hnlich-verinderlich ist, so geht der Vektor
von M, nach M, fir den man bekanntlich M — M, schreiben darf,
aus dem Vektor von My nach M|, also M, — My, durch Multiplikation
mit einer konstanten komplexen Zahl, die durch &, bezeichnet sei, hervor:

M — M, =b, (M, — M),

was mit der Abkilrzung
1— b =b,

die Gleichung gibt:
1) M=0bM,+b M.
Weil das Dreieck M, M, M ebenfalls dhnlich-verinderlich ist, so
besteht auch eine Gleichung der Form
(2) M=c, M, +¢, M,

worin ¢; und ¢, =1 — ¢, konstante komplexe Zahlen sind.
Zeitachrift f. Mathematik w. Physik. 58. Band. 1910. Heft 3. 17
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Fiihren wir mit Herrn Miiller die festen Punkte O, und 0,
(Herr Skutsch bezeichnet sie mit B und C) durch die Ahnlich-
keiten ein:

MM, O, ~ M, M, M und MM, 0y ~ M, M, M,
die man durch die Gleichungen
(3) 0, = by M; + b, M,
(4) 0y = ¢, M, + ¢, M,
ausdriicken kann, und ebenso mit Herrn Skutsch die beweglichen
Punkte B, und C,, erklirt durch die Ahnlichkeiten
MM B ~ M, M, M und M| M,C, ~ M, M, M,
denen die Gleichungen entsprechen:
(5) By = by My + b M;,
(6) Ci=o M + 6 M,
Zuerst erhiilt man durch Subtraktion von (1) und (), sowie von (2)
und (6):
(M M—DB =0 (M, — M),
(8) M—C=c (M, —M).
Aus diesen Gleichungen, oder noch deutlicher aus
M—C =% (M — B)
oder auch
by —e) M= b C — e, By,

sicht man vor allem, daf bei beliebiger Bewegung von M, das Drei-
eck B, C; M ihnlich-veriinderlich ist. Ferner erkennt man, daB die
Seiten dieses Dreiecks ihre Linge behalten, also das Dreieck sich als
starres bewegt, dann und nur dann wenn M, M, konstante Linge hat
d. h. wenn M, einen Kreis um M, als Mittelpunkt beschreibt. 2, und
M, kénnen sich noch beliebig bewegen. Nun erhilt man weiter durch
Subtraktion von (3) und (3), sowie von (6) und (4):

) By — 0, = by(My — M),

(10) Ci— Oy — ¢y(My — My).

Hiernach fithrt B, (C,) gegen den festen Punkt O,(0;) eine Bewegung
aus, die zur Bewegung von M, (M,) gegen M, (M,) dhnlich ist. Durch-
liefen z. B. M, und M, je eine beliebige feste Gerade, so beschrichen
auch B, und C; feste Geraden, und der Ort von M wire folglich eine

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Ellipse. Herr Miller 188t A, und M, sich auf Kreisen um M, und
M, bewegen; dann beschreibt auch B, einen Kreis um 0,, C, einen
Kreis um Oy, und folglich M eine Koppelkurve. Durch ,zyklische
Vertauschung?” der Punkte M, M,, M, sowie der zugchorigen Punkte
M,, M,, M, erhilt man die andern beiden FErzeugungen derselben
Kurve, die nach Roberts mdoglich sind.

Wenn man die Buchstaben b und ¢ nicht gewGhuliche komplexe
Zahlen bedeuten 1ieBe; sondern Vektorbriiche (Symbole fiir Affinitfiten),
go brichten die obigen Gleichungen Sitze iber affin-verinderliche
Systeme zum Ausdruck.

Uber die Bildung von Wirbeln in reibungslosen Fliissigkeiten.

Von F. KLEIN in Gottingen.

Am Schlusse seiner berithmten Abhandlung tiber die Wirbelbewe-
gungen beschreibt Helmholtz eine einfache Methode zur Erzeugung
von Wirbeln, die jedermann bei seiner Tasse Kaffee alltéiglich bequem
ausproben kann. Man fiihre die (in die Fliissigkeit eingetauchte) Spitze
eines Liffels eine kurze Strecke lings der Oberfliche der Fliissigkeit
hin und ziche sie dann plétzlich heraus. Es bleibt ein Wirbelfaden
mn der Flussigkeit zuriick, dessen Gestalt dem Fig. 1.
Umri der eingetauchten Loffelspitze entspricht
und der in Richtung der dem Loffel urspriing-
lich erteilten Geschwindigkeit in der Flissigkeit
fortschreitet. In die Beobachtung fallen natiirlich
nur die beiden Punkte, in denen dieser Wirbel-
faden die freie Oberfliche der Fliissigkeit schneidet.

Sie erscheinen als flache, oder — bei schnellerer

Vorwirtshewegung des Loffels -— als trichterférmige Vertiefungen der
frelen Oberfliche, nm welche die Fliissigkeit zirkuliert. Fs braucht
kaum gesagt zu werden, daB diese Vertiefungen als solche aus dem
Zusammenwirken der Schwerkraft und der auf die einzelnen Fliissigkeits-
teilchen bei der Zirkulation wirkenden Zentrifugalkraft zu erkliren sind.

Im groBeren MaBstabe rcalisiert beobachtet man dieselbe Erschei-
nung beim Rudern: nach jedem Ruderschlag wandeln zwei den #uBeren
Kanten des jeweils eingetauchten Ruderteils entsprechende Vertiefungen
iiber die Wasseroberfliche hin; die Mittelpunkte dieser Vertiefungen
sind als Schnittpunkte der Wasseroberfliiche mit einem Wirbelfaden
aufzufassen, den man sich entlang dem GesamtumriB des eingetauchten

Ruderteils verlaufend denken muB.
17*
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Wie ist diese Erscheinung zu erkliren? Man wird zunichst jeden-
falls an eine Reibungswirkung denken. Eine solche tritt aber, so viel
ich sehen kann, hochstens sekundir hinzu; man darf annehmen, daB
die Erscheinung in villig reibungsfreien Flissigkeiten im wesentlichen
ebenso, wie geschildert, verlaufen wiirde. Der eigentliche Grund der
den iblichen Aussagen der reibungsfreien Hydrodynamik offenbar wider-
sprechenden Krscheinung scheint vielmehr ein ganz anderer zu sein.

Fig 2. Ieh will mir der bequemen Ausein-
andersetzung wegen den ganzen Vor-
gang zweidimensional denken. In eine
reibungsfreie, unendliche, durch eine
horizontale Ebene begrenzte (nur der

Wasseroberflache wagsercberflice Schwere unterworfene) Wassermasse
werde ein unendlich breites, ebenes, von
einer horizontalen Geraden begrenztes
Ruderblatt eingetaucht, senkrecht zu
seiner Ebene vorwiirts bewegt und inmitten dieser Bewegung instantan
herausgezogen. Figur 2 gebe ein schematisches Bild der Versuchs-
anordnung.

Die aufeinanderfolgenden Bewegungsvorginge diirften dann folgender-
maBen zu schildern sein:

1. So lange das Ruder in voller Tiefe eingetaucht ist und vor-
wirts geschoben wird, herrscht die bekannte Potentialbewegung, deren
Geschwindigkeitskurven nebenstehend
abgebildet sind. — Diese Geschwindig-
keitskurven sitzen nicht genau senkrecht
auf dem Ruderblatt auf, sondern bilden

Ruder

Fig. 8.

Fig. 4.

mit ihm einen nach unten hin spitzen Winkel, der um so kleiner ist,
je mehr man an die untere Begrenzungslinie des Ruderblattes herangeht.

2. Jetzt ziehe man das Ruder plétzlich vertikal aus dem Wasser
heraus. Irgend welchen EinfluB auf die Bewegung der Wasserteilchen
hat dies, da ausdriicklich von Reibung abgesehen werden soll, unmittel-
bar nicht. Die einzige instantane Anderung ist die, daB sich jetzt
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da, wo vorher das Ruder stand, in der Wassermasse ein vertikaler
Schilitz befindet.

3. Nun aber kommt die Schwere, bez. der aus ihr resultierende
Fliissigkeitsausdruck zur Geltung, uuter dessen Einfluf die Wasser-
partien links und rechls wvon diesem Fig. 5.

Schlitz (den man sich als sehr schmal
vorstellen moge) sofort zusammenflicf3en
werden. Man hat jetzt in der nur noch

von der Horizontalebene begrenzten

Wassermasse da, wo vorher dus Ruder

stand, eine Diskontinuitdtsfliche fiir die

den einzelnen Wasserteilchen beizu-

legenden Geschwindigkeiten, d. h. eine Wirbelschicht. Die Intensitiit
des Wirbels nimmt dabei vom oberen Ende der Schicht gegen das
untere hin zu.

4. Und nun scheint die Entwickclung dieser Wirbelschicht die zu
sein, daB sie sich sehr rasch um das untere Ende spiralig aufrollt, so
dal nach einiger Zeit die Bewegung merk- Fig. 6.
lich so stattfindet, als befinde sich in der
Nihe des unteren Endes der urspriinglichen

Schicht ein nahezu punktférmiges Wirbel-

gebiet 0. (Die von O entfernter liegenden

Sticke der Wirbelschicht verteilen sich in stetiger Deformation auf den
immer linger werdenden bis an die Wasseroberfliche reichenden Ast
der Spirale und verlieren damit fiir die Fliissigkeitsbewegung immer
mehr an Bedeutung). — Das Wirbelgebiet O unserer Figur ist natiir-
lich der Schnitt unserer Zeichnungs- Fig. 1.

gbhene mit einem senkrecht gegen die-
selbe (also parallel mit der unteren
Begrenzungskante des Ruders) verlau-
fenden Wirbelfaden und mit dem Ge-
sagten also das Zustandekommen eines
solchen Wirbelfadens erklirt. —

Es eriibrigt, daB wir diese ganze Uberlegung vom Zweidimensio-
nalen ins Dreidimensionale iibertragen (indem wir statt des unendlich
ausgedehnten Ruderblattes ein solches von endlicher Breitenausdehnung
setzen). Dann tritt an Stelle des gefundenen geradlinigen Wirbelfadens
augenscheinlich ein solcher, der (mehr oder minder genau) der Kontur .
des eingetauchten Ruderteils folgt, so wie es der Versuch, von dem wir

ausgingen, vor Augen stellt. —
Man wird natiirlich verlangen konnen, daB die hier nur qualitativ
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gefaiten Bewegungsvorginge quantitativ formuliert, bzw. aus den Diffe-
rentialgleichungen der Hydrodynamik abgeleitet werden. Indem ich
dies anderen Mathematikern iberlasse, beantworte ich nur noch die
zunichst hervortretende Frage, wie denn die vorgetragene Theorie
mit dem allverbreiteten, von Helmholtz selbst in seiner oben ge-
nannten Abhandlung gegebenen Satz vertriglich ist, dafl durch Bewe-
gung starrer Korper in einer reibungslosen nur der Schwere unter-
worfenen Flissigkeit niemals Wirbel entstehen konnen. Offenbar liegt
dies darin, daB wir das Zusammenflieen zweier urspriinglich vonein-
-ander getrennter Fliissigkeitspartien ins Auge zu fassen hatten, wihrend
bei der gewGhnlichen Begriindung des genannien Satzes angenommen
wird, daB Flissigkeitsteilchen, welche einmal an der Oberfliche der
Flissigkeit liegen, immer auch an der Oberfliche bleiben.

Langeoog, 20- August 1909.

Zur Statik ebener Fachwerke.

Von I. PFEIFFER in Géttingen.

Die folgenden Ausfiihrungen schlieBen sich aufs engste an die
kiirzlich unter dem Titel: ,[Uber Selbstspannungen ebener Diagramme®
erschienene Abhandlung von Herrn Geheimrat Klein') an. Den ana-
lytisch-geometrischen Betrachtungen der genannten Arbeit mdge hier
die graphische Darstellung angereiht werden.

Bs wird gezeigt werden, wie die Heranziehung der zu geeigneten
ebenen Diagrammen gehdrigen rdumlichen Polyeder fiir die Konstruktion
reziproker Diagramme und damit auch fiir die graphische Bestimmung
der Selbstspannungen eines ebenen Fachwerks zweckmilBig gehandhabt
werden kann, und es sollen im AnschluB an die genannte Abhandlung
speziell die Verhiiltnisse betrachtet werden, wie sie bei Fachwerks-
diagrammen auftreten, die als Projektionen einseitiger geschlossener
Polyeder aufzufassen sind.

1. Es geniigt, hier vorauszuschicken, daB ein rdumliches geschlossenes
Polyeder, das aus ebenen Polygonen zusammengesetzt ist, als Spap-
nungsfliche aufgefallt, die Selbstspannungen in demjenigen ebenen Fach-
werk gibt, das als seine orthogonale Projektion angesehen werden kann.?)

Wir werden mit Vorteil die Darstellung der ebenen Begrenzungs-

1) Mathematische Annalen Bd. 67 (1909).

2) F. Klein und K. Wieghardt. Uber Spannungsflichen und reziproke
Diagramme, mit besonderer Beriicksichtigung der Maxwellschen Arbeiten. Archiv
der Mathematik und Physik. III. Reihe. VIII. 1. und 2. Heft. (1904).
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flichen des Polyeders mit Hilfe der Hihenlinien und des Gradienten
bentitzen, eine Methode, die Herr Prof. Runge in seinen Vorlesungen
iiber graphische Statik zu verwenden pflegt.

Eine Ebene schneide die Horizontalebene (Zeichenebene) nach der
Geraden 0. Wir wihlen eine Einheitsstrecke und schreiten nun auf

einer Geraden der darzustellenden Fig. 1. ‘o
Ebene senkrecht zur Hoéhenlinie O - o177 o
fort, bis die senkrechte Erhebung tiber 1 ‘“ R o
die Horizontalebene gleich der Ein-

heitsstrecke ist. Durch die Projek- ' ™
tion des so erreichten Punktes auf ~2

die Horizontalebene ziehen wir die Parallele zu O und haben damit
die Hohenlinie 1. Die Hohenlinien 2, 3, ... sind die Parallelen in
gleichen Abstinden, die Parallelen — 1, — 2, ... geben die Hohenlinien
fir den absteigenden Teil der Ebene.

Diejenige Erhebung der Ebene, welche einem lunkte entspricht,
dessen Projektion die senkrechte Fntfernung 1 in der Zeichenebene
von der Nullinie hat, gibt die GréBe des Gradienten der Ebene. Wir
wollen verabreden, dafl wir dicsen Gradienten als gerichiete Strecke ldngs
einer Hihenlinie (gewShnlich der Nullinie} eintragen und ihm dabei eine
solche DPfeilrichtung geben, daff (von oben auf das Zeichenblatt geschen)
der um 90° entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn gedrehte Vektor Richiung
und Grifie des Ansticys der Ebene gili.

Ist die Gleichung der Tlg. 2.
darzustellenden Fbene in
einem rechtwinkligen Ko-
ordinatensystem, dessen zy-
Ebene mit der Zeichen-
ebene zusammenfillt:

z=oax+by+ec,
g0 1st:

ax+by+c¢c=0
die Gleichung der Hihen-
linie O, und die Linge des
Gradienten ist }a?+ b2

Zieht man durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems einen
parallelen Vektor zu dem auf der Hohenlinie eingetragenen Vektor
(wir wollen diesen Vektor auf der Hohenlinie im folgenden der Kiirze
halber als den Gradienien bezeichnen), so haben die Koordinaten seines
Endpunktes die Werte: z—=5b, y——a.
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Wenn wir also in einem Koordinatensystem, dessen Achsen parallel
der z- und y-Achse sind, vom Anfangspunkt, dem Pol, aus, in den der
Gradient der Horizontalebene zusammenschrumpft, die Gradienten der
verschiedenen Ebenen des zu einem vorgegebenen Diagramm als Span-
nungsfliche gehorigen Polyeders abtragen, so sind die Endpunkte dieser
Gradienten gerade die Punkte x=b, y =— a des reziproken Diagramms,
welche nach den Formeln (5) der 8.262, Anm. 1 zitierten Arbeit den
Polyederebenen:
g=oax+by-+c

entsprechen.

Wir haben so in dem Auflragen der Gradienten von einem Punkt
aus e duflerst bequemes Mittel, uns die Punkle des reziproken Dia-
gramms zu verschaffen.

Ist G, der so aufgetragene Gradient der Ebene (k) des Polyeders,
G, der der Ebene (1), so ist nach den Formeln (4) der soeben zitierten
Arbeit die geometrische Differenz G, — G, zunichst der Griéfle nach die
Spannung lings der Projektion der Schnittkante (kI) der Ebenen (k)
und ({) und damit also die Stabspannung in dem Stab des Fachwerks,
der die Projcktion der hetreffenden Polyederkante ist.

2. Wie konnen wir nun eindeutig bestimmen, ob die im Stab
auftretende Spannung, die wir nun ihrem absoluten Betrage nach kennen,
ein Zuy oder ein Druck ist?

Wir wollen uns zunfichst nicht ein geschlossenes Polycder denken,
sondern eine Facettenfliche mit angehefteter Polyederzone, die die Ebene
nur einfach iiberdeckt, wie man sie bei einem Fachwerk, das unter der
Wirkung eines Gleichgewichtssystems von #uBeren Kriften steht, als
Spannungsfliche crhilt. Die Projcktionen der beiden ebencn Facetten,

Fig. 3. die in einer Kante der Spannungsfliche
zusammenstoBen, liegen dann zu verschie-
denen Seiten der Projektionslinie der Kante
im Diagramm.

Wir tragen die Gradienten ¢ und Gu
der beiden Ebenen gemiB unserer Fest-
setzung ein und erhalten beim Ubergang
von Ebene I nach Ebene 1I als geome-
trische Differenz der Gradienten Gy — Oi
den eingezeichneten Vektor parallel der Pro-
jektion der Schnittkante der Ebenen I und II. Wir bekommen nun
das richtige Vorzeichen der Spannung, wenn wir festsctzen: Der Vek-
tor gibt uns die Kraftwirkung auf den Stabteil zur Linken eines dewn
Stab in der vorgeschriebenen Richtung iberschreitenden Deobachters. Das
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steht Im Kinklang.mit den allgemeinen Ausfiihrungen auf Seite 3 der
S. 262, Anm. 2 genannten Abhandlung.

In der Figur erhielten wir also beim Ubergang von I nach II
Druckspannung im Stabe. Bei Ubergang von IT nach I hat der Vektor
(1 — G gerade die entgegengesetate Pfeilrichtung wie vorher Gi-- Gy,
wir erhalten also wieder eine Druckwirkung auf den fiir diese Uber-
schreitungsrichtung als linken auf- Fig. 4.
zufassenden Stabteil.

Die nebenstehende Figur 4 ent-
spricht einer Zugspannung im Stabe.

Dies die Regel fiir einfache
Uberdeckung der zy-Ebene durch
das Diagramm.

Bei doppelter Uberdeckung betrachten wir zaniichst eine Ebene I
des ersten Blattes und eine Ebene II des zweiten Blattes, welche beide
nach einer Kante des Umrifipolygons zusammenhingen. Tragen wir
die Gradienten beider Ebenen gemi# unserer Vorschrift ein, so gilt
fir den [Tbergang von 1 mach IT die anfge- Fig. 5.
stellte Regel. Gehen wir aber von II nach I
so iberschreiten wir den Stab in demselben

Sinng wie oben, wiirden also gemil unserer
Regel jetzt gerade die entgegengesetzte Span-
nung wie vorher erhalten. Wir miissen also
beim Ubergang von einer Ebene des zweiten
Blattes nach einer solchen des ersten Blattes
als maBgebend fiir die Spannung im Stabe,
die durch die Gradientendifferenz gegebene Kraftwirkung auf den rechis
von der Uberschreitungsstelle gelegenen Stabteil nehmen. Dasselbe gilt,
wenn wir von einer Ebene des zweiten Blattes in eine andere Ebene
des zweiten Blattes {ibergehen.

Wir kdnnen so zusammenfassen: Schreiten wir auf die Schwnittkante
wau n einer Ebene des ersten Blattes, so gibt der resulticrende Vektor die
Kraftwirkung auf den linken Stabteil, gehen wir in ciner FEbene des
aweiten Blattes auf die Schnittkante zu, so stellt der resultierende Vektor
die Kraftwirkung auf den rechien Stabteil vor.

3. Wenden ‘wir diese Sitze nun fiir den Fall eines einfachen ge-
schlossenen Polyeders an. Das geschlossene Polyeder sei ein zweiseitiyes
und gehore zu dem in Fig. 9 gezeichneten Diagramm als Spannungs-
fliche. Das Diagramm hat 7 Knotenpunkte und 15 Stibe, also
15— (2.7 — 3) = 4 linear unabhiingige Selbstspannungen. Man kann

leicht 4 solcher unabhiingiger Selbstspannungen angeben, wenn man
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jedesmal nur die Stibe des Diagramms in Spannung versetzt denkt, die
die folgenden Figuren enthalten:
Fig. 6.

o AL A

Wir wilhlen ftir unsere Konstruktion ein ganz bestimmtes Polyeder,
indem wir den z-Ordinaten der Punkte die im Diagramm beigeschriebenen
‘Werte erteilen und erhalten damit eine bestimmte Selbstspannung unseres
Diagramms. (Die Ebenen des Polyeders sind in Fig. 9 mit q, ..., %
bezeichnet, die Buchstaben fiir die unsichtbaren Ebenen sind in Klammer
gesetzt. Fig. 11 gibt eine Darstellung des zum Diagramm gehirigen
riumlichen Polyeders in schiefer Parallelelprojektion).

Die Konstruktion des reziproken Diagramms folgt aus den vorher-
gehenden Ausfithrungen ohne weiteres; man trigt von einem beliebigen
Punkte O aus die Gradienten nach der gegebenen Vorschrift auf und
verbindet die Endpunkte solcher Gradienten, die aneinanderstoBenden
Ebenen des Polyeders entsprechen. Fiir die Ermittlung des Gradienten G
braucht man zur Richtungsbestimmung nur die Richtung der Hohen-
linien; seine Linge ergibt sich wohl am einfachsten, wenn man die
einmal gewihlte Einheitsstrecke 1 als Héhe eines rechtwinkligen Dreiecks

Fig. 1. und den Abstand a zweier aufein-
1 , anderfolgender Hohenlinien als einen
6 na Hypotenusenabschnitt auftriigt, der

andere Abschnitt der Hypotenuse ist
die Lange des Gradienten. Grofere
Zeichengenauigkeit gibt jedoch bei-
gtehende einfache Konstruktion.

n-1

Um nun die Unterscheidung in Zug- und Druckspainungen zu
machen, bedienen wir uns einer Vorstellungsweise, die uns beim Uber-
gang zu den einseitigen Polyedern von Wert sein wird und die auch
gelegentlich von Herrn Prof. Runge angedeutet wurde.

Wir wollen von einer bestimmten Seitenfliche unseres zweiseitigen
Polyeders ausgehend, die AuBenseite der Fliche etwa weiB, die Innen-
seite rot bemalen. Schreiten wir dabei iiber das ganze Polyeder hin-
weg, 80 kommen wir (auBen sowohl als innen) wieder in eine Seiten-
fliche, welche bereits bemalt ist und zwar in derselben Farbe, die wir
nun wieder auftragen wiirden. Die Firbung der einzelnen Seitenfléchen
ist also eine eindeutige: jede Fliche ist auBen weil, innen rot; und so
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Fig. 11.

Fig. 12.

oft wir auch bei beliebigem Wege auf der AuBien- oder Innenseite des
Polyeders eine Seitenfliche bemalen, es gehort immer zu ein und der-
selben Seite die weiBe, zur andern die rote Farbe. Wenn wir jetzt das
Diagramm betrachten, das Projektion dieses so bemalten Polyeders ist,
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so werden sich, von oben gesehen, die Seitenflichen des Polyeders
oberhalb der riumlichen UmriBlinie als weiBe Polygone, die unterhalb
der UmriBlinie als rote Polygone projizieren, und es ist ohne weiteres
klar, was wir im Diagramm mit der Bezeichnung weile und rote
Polygone meinen.

Unsere Vorzeichenregel fiir die Stabspabnungen ktnnen wir dann
so aussprechen: Kommen wir in einem weiflen Polygon des Diagramms
auf emen Stab zu, so gibl uns der Vektor des reziproken Krifleplans
dic Kraftwirkung auf den linken Stableil, bei einem roten Polygon die
auf den rechten Stabteil. Damit findet man nun leicht die Zug- und
Druckspannung in unserem Fachwerksdiagramm. Die gedriickten Stibe
sind in Fig. 9 wie gebriuchlich durch Schattenstriche gekennzeichnet.

4. Wie liegen nun die Verhiiltnisse bei einseitigen geschlossenen
Polyedern als Spannungsfliichen? Wir nehmen wie Hr. Klein in seiner
oben genannten Annalenarbeit als Polyeder eine Pyramide, die ither den
freilen Kanten eines aus 5 Dreiecken bestehenden rdumlichen Mobius-
schen Bandes errichtet ist. Die Projektion derselben ist das Fig. 13 ge-
zeichnete Diagramm. Die dem 6 Knotenpunkten beigesetzten Zahlen
geben die z-Koordinaten der Ecken des riumlichen Polyeders an, die
in Klammer beigefiigten Zahlen bilden die Nummerierung der Knoten-
punkte. Die Ebenen des Polyeders sind:

a:132 [:136
b:243 g : 356
¢: 354 h: 526
d: 415 11246
e: h21 k416,

Das Diagramm hat 6 Knotenpunkte und 15 Stiibe, also 15— (2.6 —3) =6
Selbstspannungssysteme. Durch bestimmte Wahl der Ordinaten haben
wir wieder eine bestimmte Selbstspannung herausgegriffen. Fig. 15 stellt
das riumliche Polyeder vor, dabei sind — wie auch in den iibrigen
riumlichen Figuren -— die eigentlichen Polyederkanten, welche Fach-
werkstiben entsprechen, soweit sie unsichtbar sind, punktiert eingetragen,
wihrend die unsichtbaren Durchdringungskanten des Polyeders nicht
gezeichnet sind. '

Der reciproke Plan, Fig. 14, 1aBt sich zunichst in genau derselben
Weise durchftihren wie bei cinem zweiseitigen Polyeder, ein abweichen-
des Verhalten ergibt sich erst bei Bestimmung des Vorzeichens der
Spannungen.

Beginnen wir auch wieder, von einer Seitenfliche des Polyeders
ausgehend, das Polyeder zu bemalen, etwa die Oberscite der Ausgangs-
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fliche weiB, die Unterseite rot. Dann kénnen wir zunéchst den Weg
so wihlen, daB das ganze Polyeder schlieBlich bemalt ist, jede Seiten-
fliche auf einer Seite weil}, auf einer rot. Wir erhalten also auch in

Fig. 11

Tig. 13.

®,

Fig. 16.

Fig. 15.

der Projektion die Polygone in einer ganz bestimmten Farbe und
kénnen demnach Zug und Druck nach unmsern Regeln unterscheiden.
Wandern wir aber jetzt auf unserem riumlichen Polyeder geeignet
weiter, so zeigt sich, daB wir nun Flichenstiicke, die wir bisher in der
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einen Farbe bemalt haben, gerade in der andern bemalen miillten. Das
tibertriigt sich natiirlich auf die Polygone im Diagramm, und unsere
Regeln wiirden uns jetzt gerade das entgegengesetzte Vorzeichen der
Spannungen liefern wie vorher: wir erhalten kein eindeutig bestimmtes
Vorzeichen der Spannung.

Das sind die Widerspriiche, auf dic man bei Betrachtung ein-
seitiger Polyeder als Spannungsflichen kom