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Zur Theorie des Saitengelvanometers. Von PAUL Hmm. 1 

Znr Theorie des Saitengalvanometers. 

Von PAUL HERTZ in Heidelberg. 

Es ist belianrit, wie niannigfache physikalische und physiologisçhe 
Anwendungen ') das von E i n  t h O ven  erfundene Saitengalvanometer ge- 
stattet. 1st es doch mit seiner Hilfe moglich, elektrische und mittelbar 
auch unelektrische Vorgiinge in ihrem zeitlichen Ablaufe genau zu ver- 
zeiehnen. Freilich, das Zeitgesetz der untersuchten Erscheinung laBt 
sich nur dann mit Siçherheit ermitteln, wenn man vorher die Dynamik 
dcs hstrumentes erforscht hat. Denn in dem photographiertcn Kurven- 
bilde priigen sich nicht nur die aufieren Vorgange aus, sondern auch die 
Züge, die den Eigentümlichkeiten des Apparates selbst verdankt werden. 
Zwischen beideii Bestaridteilen mïissen wir sondern; wir haben das auf- 
genoumene Bild durch niathematische Analyse so zu reinigen2), daB es 
die zu messcnde Gr6Be als Funktion der Zeit erkennen liBt. Ni t  
anderen Worten, wir müssen das Prohlem losen: Wie kann nian, wenn 
der Ort der Saitenmitte in seiner Bbhangigkeit von der Zeit gegeben 
ist, daraus die auBere Klemnlspannung für jeden Augenblick berechnen? 
In den Formeln werden natürlinh gewisse Apparatkonstanten vor- 
kommen, und es erhebt sicli daher die weitere Frage: Wic kihnen die 
Konstanten des Instrumentes durch Beobachtungen bestimmt werden? 
Endlich wird man, ehe man an die Losung dieser Aufgabe herangeht, 
die Vorfrage behandeln: Welche Bewegung führt der Quarzfaden unter 
dern Einflusve einer gegebenen auBeren Potentialdift'erenz aus? 

Diese Aufgaben sind bereits von W. E i n t h o v e n  in Angriff ge- 
nommen worden. Bei ihrer Bewiiltigung geht er von der dnschauung 
aus, das Bild der Saitenmitte konne wie ein gedampft schwingendes, 
mit einem Preiheitsgrade begabtes System behandelt werden. Diese 
Annahme liegt auch nahe genug; wir wissen ja schon durch die tag- 
liçhe Erfahrung, daB eine Saite eine hin- und hergehende Bewegung 
aufweist, und müssen auch das Vorhandensein eines Dampfungskoeffi- 
zienten erwarten. Denn einmal wird der Widerstand der Luft den 
Faden in seiner Bewegung hemmen, und zweitens werden bei seinem 

1) Vgl. W. E in thoven ,  Ann. d. Phys. Bd. 21, S. 685 ff.; archives nérl. (II). 
tome 10, S. 468. 

2) Vgl. W. E i n t h o v e n ,  A m .  d. Phys. Bd. 21, S. 483. 
Zeitschrin f. Mathematik u. Physik. 53. B m à  1909. Hsft 112. 1 
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2 ZUI Theorie dee Saitengalvanometem. 

Fortschreiten Induktionsstrome erzeugt, die nach der Lenzschen Regel 
zuriicktreibend auf ihn wirken. Kun ist aber das Bild der Nitte doch 
kein materielies System; daher muB man h m  eine ,,scheinbareii Masse1) 
zuschreiben. E i n t h o v e n  denkt sich also an Stellc der Fadenmitte 
einen materiellen Ktirper, und nennt die Masse, die dieser haben müBte, 
u m  in seiner B e w e p n g  mit jener übereinzustimmen, die scheinbare 
Masse des Saitenbildes. Ebenso kann von einer die Mitte antreiben- 
den scheinbaren Kraft und von einer aie hemmenden Gegenkraft ge- 
sprochcn werden, alles GroBen, denen nur eine übertragene Bedeutung 
zukommt. Diese Konstanten werden experimentell ermittelt und in die 
Gleichung des gedampft schwingenden Korpers eingesetzt, worauf sich 
eine in manchen Punkten recht hefriedigende ~bereinst immung zeigt. 

80 einleuchtend dieses Verfahren, - im wesentlichen eine Interpola- 
tionsmethode, - nun auch ist, vom theoretischen Standpunkte kann es 
uns nicht befriedigen; denn die Saitenmitte verhilt sich in manchen - 

Punkten ganz anders als ein schwingender Korper von einem Freiheits- 
grade. hehmen wir z. B. den Fall an, daB der Quarzfaden pliMich 
von einer konstanten Potentialdifferenz erregt wird. Eine gewisse end- 
liche Zeit hindurch nnch Einschaltiing der elektromotorischen Kraft 
werden die mittleren Teile der Saite alle gleichmaBig stark beschleunigt, 
solange namlich, als sich der EinfluB der festgehaltenen Enden noch 
hiclit geltend niacht. Eberisolange bewegen sich diese Teile im Zu- 
sammenhang, wic ein starrer K6rper; es tritt keine Krümmung dcs 
Fadens auf und somit auch keine quasielastische Gegenkraft. Daher 
muB sich eine endliche Zeit das Fadenbild wie ein freifailender Korper, 
nicht aber wie ein durch eine elastische Gegenkraft getriebenes System 
verhalten, seine Bewegung muB durch rationale und nicht durch tri- 
gonometrische Funktionen bestimmt werden. Diese einfachc Über 
legung -zeigt, daB, so brauchbar auch als erste Annaherung die 
E i n  thovensche Methode für manche Betrachtungen sein mag, sie 
doch nicht in allen Punkten die Vorgange richtig wiedergeben kann. 

Zu einer strengeren Behandlung des Problems kann man nur 
d m n  gelangen, wenn man die Funktionalgleichung fiir die B e w e p n g  
der Saite aufstellt. Diese wird mit der bekannten Gleichung der 
schwingenden Saite Übereinstimmen bis auf drei Glieder, die neu hinzu- 
treten, erstens ein Glied, das die erregende Kraft darstellt und ~ o d a n n  
die beiden Glieder, welche die Diimpfung zum Ausdruck bringcn. Die 
auf ein Teilchen wirkende Luftreibung wird offenbar ein der ihm inne- - 

wohnenden Geschwindigkeit proportionales Glied ergeben, wiihrend die 

1) a. a. O., S. 487. 
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elektromagnetische Diimpfung von der Rewegung aller Teilchen abhangt, 
und somit auf ein Integral führt. Wenn man nun die BO erhaltene, 
mit den Konstariten beider Diimpfungsarten versehene Funktional- 
gleichung weiter behandelt, findet man, daB die L6sung recht schwierig 
ist. (5 12). Wir  wollen also von den beiden Diimpfungen zunachst nur 
eine berücksichtigen und uns für die elektromagnetische entscheiden. f i e r  
die durüh Luftreibung gehemmteri Schwingungen sind niimlich schon 
manche Untcrsuchungen angestellt worden, wiihrend die für das andere 
Problem sich ergebende Gleichung, die zudem mathematisch inte- 
ressanter i d ,  wohl noch nicht niiher behandelt ist. Nun sind zwar 
bei den E i n t h o  venschen Messungen die zwei Dampfungsarten von 
der gleichen Grodenordnung, j a  die Luf tdbpfung  überwiegt die elektro- 
mapetischel), dennoch brauchen wir nicht zu befürchten, uns mit 
einem praktisch nicht zu verwirklichenden Falle zu beschaftigen. Ein- 
mal reclinet niimlich E i n  t h O v e n  wiederholt mit der Moglichkeit, das 
Instiument in ein Vakuuui einzuschlieBen2), sodann kann man es auch, 
wie er die Büte hatte, mir brieflich mitzuteilen, leicht durch Ver- 
wendung dickerer Driihte erreichen, daB die elektromagnetische Diimp- 
fung mehrere hundertmal überwiegt. 

Noch in einem anderen Punkte müssen wir unser Problem ideali- 
sieren: Wir  setzen n%mlich das magnetische Feld vollkommen homogen 
voraus. Tatsachlieh ist es durchaus nicht homogen, sondern in  der 
Mitte schw%cher3), sodaB man sekundiire Schwingungen zu erwarten 
hat, die sich der Hauptschwingung überlagern. Aber auch hier dürfte 
unsere Vereinfachung gestattet sein. Denn es wird wohl moglich sein, 
durch passende Konstruktion des Mape ten  die Inhombgenitat weiter 
herabzusetzen, aiiBerdem nimmt ihr EinfluB hoi stirkcrer Fadenspan- 
nung ab, und endlich laBt sich der FaU des inhomogenen Feldes 
kaum behandeln, wenn nicht eine Untersuchung des homogenen voraus- 
gegangen ist. 

Die unter diesexi Vernachlissigungen gewonnene Gleichung kann 
nun nach der E iemannschen  Methode integriert werden. Es  zeigt sich, 
daB stets e i n e  und nur eine Losung existiert, aber diese gilt nur für 
das Zeitintervall einer Viertelperiode nach dem gegebenen Anfangs- 
zustande. Theoretisch ist damit jedoch sofort die Eindeutigkeit und 
die Existenz der Losung fü r  alle folgenden Zeiten bewiesen, da man 
den nach einer Viortelperiode herrschenden Zustand als neuen h- 
fangszustand ansehen kann. Praktisch ist mit dieser Methode des Zu- 

1) E i n t h o v e n ,  a. s. O., S. 608. 

2 )  a. a. O . ,  S. 687, 689. 
3) a. a. O . ,  S. 506. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 Zur Theorie des Saiteiigalvitnometeru. 

sanimenflickens nicht vie1 gewonnen. Man kann aber von jenen ersten 
Ergebnissen ausgehend, eine allgemein gültige P~nkt~ionalgleichung für 
den induzierten Strom ableiten und eine zweite Gleichung, die daraus 
die Bewegung der Fadenmitte zu berechnen gestattet. Alle diese durch 
die Riemannsche Mothode gewonnenen Besultate k6nnen im Anschlufi 

- 

an R a y l e i g h  auf einem zweiten Wege durch Entwicklung nach trigo- 
nometrischen Funktionen wiedergefunden werden. - 

Aus den so doppelt bewiesenen Funktionalgleichungen k6nnen wir 
manche Schlüsse ziehen. Bei Abwesenheit einer LuBeren Potentialdiffe- 
renz ergibt sich die Moglichkeit einer Reihe von gedampft abklingen- 
den Schwingungen, und es zeigt sich, daB sich aus ihnen, den Eigen- 
schwingungen, jede Bewegung zusammensetzen laBt, die ohne Ein- 
wirkung einer erregenden elektromotorischen Kraft vor sich geht. Auch 
die bei Anwesenheit einer auBercn Klemmspannung auftretenden Er-  
scheinungen lassen sich niiher behandeln; hier interessieren besonders 
zwei Fragen: die Wirkung des Wechselstromes und die Wirkung des 
Gleichstromes auf unser Instrument. Wir  finden, daB unter dem Ein- 
flusse eines Wechselstromes der Quarzfaden ebenfaiis periodisch schwingt, 
und k6nnen seine Amplitude berechnen und die Phasendiffcrenz, mit der 
er hinter dem erregenden Strome zurückbleibt. Ein besonders einfacher 
Ausdruck ergibt sich für das Verhaltnis von Fadenamplitude zur Strom- 
amplitude, für die Wechselstromempfindlichkeit, wenn sich der Faden 
in Resonanz mit dem Strom befindet. Unter diesen Umstanden ist die 
Empfindlichkeit des Saitengalvanometers der magnetischen Feldstiirke 
umgekehrt proportional; wenn es also gelingt, den Faden i n  einein 
Vakuum einzuspannen und man sehr schwache Felder verwendet, so 
wird man über ein sehr empfindliches Instrument verfügeri. Weniger 
weit reichen unsere Untersuchungon über die VorgLnge, die sich beim 
Einschalten eines Gleichstrom~ abspielen. Nur wiihrend der Zeit der 
ersten Viertelperiode gilt eine einfache Formel; aber wenigstens kann 
angegeben werden, wann die Saite zum ersten Male umkehrt und in 
welcheni Verhdtnis ihre beiden ersten Ausschlage zueinander stehen. 
Die wichtige Frage nach der Aperiodizitat mufite dagegen unerledigt 
bleiben; denn es lieB sich nicht ein notwendiges und hinreichendes 
Kriterium für die Bewegung der Saitenmitte, auf die es doch allein 

- - 

ankommt, aufstellen; nur für das aperiodische Verhalten der gnn.een 
Saite wird ein notzuendiyes Kriterium gewonnen. 

Mit diesen Hilfsmitteln M t  sich niin auch schon die vorher an- 
gedeutete Prage nach der Konstantenbestimmung erledigen. Wir werden 
uns hierzu zweier Methoden bedienen: Wie man aus dem logarith- 
mischen Dekremente und der gedampften Periode eines schwingenden 
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Korpers seine Eigenperiode und seinen Dampfungskoeffizienten be- 
rechnen kann, so lassen sich dieselben Konstanten unserer Saite be- 
stinimen, wenn der erste Rückkehrpunkt und das Verhiiltnis der beiden 
ersteil Ausschlàge bekannt ist. Einc zweite Methodc benutzt die Er- 
gebnisee iiber die VCTechselstromempfincIlichkeit, und endlich konnen 
noch einige andere Formeln zur Kontrolle herangezogen werden. 

Was nun den mathematischen Inhalt der vorliegenden Untersuchung 
betriEt, so dürfte er wohl in dem stets wiederholten Hervortreten der 
Integralgleichungen bcstehen. Durch sie wird der Induktionsstrom in 
seiner Abhiingigkeit von der Zeit gegeben, wenn man von der R a y l e i g h -  
schen Methode ausgeht; auf eine Integ..algleichung kommt man auch, 
wenn man, wie es am SchluB kurz geschieht, heide Dampfungsarten 
berücksichtigt. Auch um die Xntwicklung einer beliebigen Funktion 
nach den von uns aufgestellten Eigenschwingungen zu beweisen, müssen 
wir die Theorie dieser Gleichungen heranziehen. Mit ihrer Hilfe gelingt 
es namlich, aus der Tatsache, daB in einem gewissen Intervalle wiil- 
kürliche Funktionen nach zwei Scharen von Eigmifunktionen entwickelt 
werden konnen, den SchluB zu ziehen, da6 in einem doppelt so groBen 
Intervall die Entwicklung nach der vereinigten Schar moglich ist. 

Eine numerische Vergleichung mit der Erfahrung wird überall, 
wo es m6glich ist, versucht werden. Da aber bei den bisher ver- 
Effentlichten E i n  t h  ov enschen Messungen die Luftdiimpfung nicht ver- 
nachlassigt werden kann, so ist ein Vergleich nur der GroBenordnung 
nach rnoglich, kann aber keine genaue quantitative Übereinstimmung er- 
geben. Auch der letzte Paragrapl-i, der beide Diimpfungsarten berück- 
sichtigt, kann nicht herangezogen werden, da die dort gefundenen 
Formeln vie1 zu korupliziert ~ i n d  und hohere Differentialquotienten 
enthalten, als es bisher m6glich war, der Messung zu unterwerfen. 
Eine genaue Priifun; an der Hand der Erfahrung mu6 also bis auf 
die Zeit verspart werden, wo Messungen im Vakuum oder mit dickeren 
Drahten vorliegen. 

5 1. Die Fnnktionalgleichung fur die Saitenbewegnng. 

Die Saitenmitte wird von E i n t h o v e n  wie eiri niaterieller K6rper 
behandelt, und für ihre Bewegungen werden die Gleichungen des 
schwingenden Korpers angenommen.') Wollen wir uns von den darin 
liegenden Vernachlissigungen befreien, so müssen wir eine allgemeine 
Gleichung für die Bewegung der Saite aufstellen, die aile ihre Punkte 
in gleicher Weise berücksichtigt. Um sie zu gewinnen, brauchen wir 

1) Ann. d. Phys. (4) 21, 1906 8. 487. 
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6 Zur Theorie des Saitengalvanometern. 

1) A.  a. O. S. 504. 
2) Tatsachlich ist das Feld inhomogen, nimlich in der Mitte schw;icher (vgl. 

E i n t h o v e n ,  a. a. O. S. 506). Es ist klar, wie diese Inhomogenitat wirken wird. 
Die mittleren Teile der Saite, unter besonderen Bedingungen stehend und anfangs 

aber nur die Üb&legungen von E i n t h o v e n 1 )  auf einen mathcrnatischen 
Ausdruck zu bringen. Wir  nehmen also an, daB auf die Saite eine 
antreibende ponderomotorische Kraft wirkt, rücktreibend aber diejenige 
ponderomotorische Kraft, die der durch die Bewegung der Saite selbst 
erzeugte Induktionsstroni hervorruft. 

Indem wir nun unser Problem etwas idealisieren, k6nnen wir es 
folgendermaBen aussprechen: Die gespannte Saite, uon iiberall gleicller 
Dicke und gleichem Querscl~nitt, befindet sich in einern vollkommen homo- 
genen muynetischen Eélde und kunn nur in  der zwr Feldrichtuq senk- 
rechten Ilbene sch~ingen.~) Die Sait~nendm besitzen eine nach bel. ,anntc.n 
Gesetzen variiermde Potentialdifferenz; wie bewegt sich unter diesen Uin- 
standera die Saite? Dabei soll vorlaufig noch von der Reibung der Luft 
abgesehen ~erden. ')  

E s  bedeute4): 
t die Zeit 
c die Lichtgeschnrindigkeit 

zurückblcibend, bilden gcwissermaBen für  sich oino sehr klcine und daher s e h  
rasch schwingende Baite, deren Schwingungen sich der IIauptschwingung über- 
lagern. Diese Storung nimmt aber, wie Herr Einthoven die Güte hatte mir brief- 
lich mitzuteilen, mit der Spannung der Saite immer mehr ab. 

DaB die Saite nur in  einer Ebene schwingen sol l ,  id  keine groBe Ein- 

1 die Lange 
\ 

nz die Masse 
P die Spannung 

(in Dynen) 
w den elektrischen 

Widerstand , 

schriinkung. Wird die Bewegung nur durch den elektrischen Strom hervorgerufen, 

' der Saite 

so findet von selbst kein Heraustreten aus dieser Ebene ~ t a t t .  
3) Vgl. jedoch 5 12. 
4) Alle GroBen werden im C. G. S. System angegeben und zwar  die eleklri- 

schen GroBen im elektrostatischen MaBe. 

x die Entfernung eincs Punktes der Saitc von einem End- 
piinkt 

7 die Entfernung eines Saitenpunktes aus der Ruhelage 
J den elektrischen Strom 

(in elektrostatischen Einheiten) 
ET die magnetische Feldstirke des EuBeren Feldes in GauB. 
E die Potentialdifferenz als Funktion der Zeit. 
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Von PAUL HERTZ. 7 

Nun setzt sich die auf ein Langenelenient dx wirkende Kraft, die 
m a8q gleich - - dx ist, aus zwei Summanden zusammen: erstens aus einer 

E a t  
a s  mechanischen Kraft ') P ,! und zweitens aus einer Kraft elektrornagne- 
a x 

tischen Ursprungs, vom Betrage ; ~ d x . ' )  Alao hat man 

Da sich aber die Gesamtspannung sus der Klemmspqnnung E und 
der induziertens) Spannung 

1 

zusammensetzt, so wird 

Bus (1) und (2) ergibt sich: 

Hl a"=xo- ,+.B--p - - -  

aty  m azP m e w  
O 

oder wenn abkürzend 

HZ 
- E ( t )  = F(t)  
m  c w 

1) Vgl. z. B. R i e m a n n - W e b e r ,  Rd. IT, S. 205ft 
2) Vgl. z. B. A b r a h a m - F o p p l ,  Sheorie d. Elektr. 1. Bd., S. 411. h: J sinil 

also nicht al8 absolute GroBen aufzufassen, sondern bald positiv, bald negativ naçh 
der Amp èreschen Schwimmrcgel. 

z 
3) Vgl. z. B. K o h l r a u s c  h ,  Lehrb. d.  prakt. Phys. 1901, S. 560. afr ldx  ist der 

O 

magnetiache KraftthB. Das Vorzeichen folgt au0 der L e n z  schen Regel. 
1 

auch nach der Loren  tzschen Elektrodynamik. Vgl. A b r a h a m ,  Theorie d. Elektr., 
Bd. II, S. 321, 2. A d .  S. 302. 
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8 Znr Theorie des Saiteugalvanometers. 

gesetzt wird, und die riiumlichen Differentialquotienten durch Akzente, 
die zeitlichen durch P u n k t e  bezeichnet werdeii '): 

Hierzu treten noch die Nebenbediiigungen: 

(7) r, (t, O) = r, (t, 1)  = 0. 

und die Forderung, daB 6 in bezug auf t und in bezug auf x stetig 
sein sollen, die aber niir dann befriedigt werden konnen, wenn im 

Anfangszustande 2 und mit x stetig ~nr i i e ren .~)  
an: 

1) Diese Gleichung wurde mir von Herrn Prof. Dr. R. G a n s  mitgeteilt, der mir 
die vorliegende Untersuchimg vorgeschlagen hat. Hierfiir sage ich ihm meinen 
herelichsten Dank. 

2) Es gehort mit in den Inhalt der ffir unsere Betrachtungen grundlegenden 
Newtonschen Bewegungsgleichung, daB sobald q' in bezug auf x stetig ist, auch 
r ]  in bezug auf t stetig sein muB. Solange daher q' in bezug auf ~c stetig ist, 
werden beide Stetigkeitsforderungen erfüllt und die Betrachtungen des folgen- 
den Paragraphen anwendbar sein (wir wollen im Augenhlick b = O annehmen). 
W i r e  also q' bis zu einem bestiiurriten Zeitpunkte exklusive eine ~ te t ige  Funktion 
von x, wihrend das für diesen Zeitpunkt selbst noch ungewifl wire,  so lieBe sich q 
doch in der im folgenden Paragraphen gegebenen Weise darstellen. Es müBte also 
in derri betrachteten Zeitpunkte dennoch 7' stetig in bezug auf z sein (vgl. G1. 19) und 
daher nach N e w t o n  + stetig in beaug auf t sein. 1st andererseits bekannt, daB 
die Stetigkeitafordemngen b i ~  eu einein bestimmten Zeitpunkte inklusive geltell, 
so liiBt sich wenigsteiis immer eine Losung geben, bei der sie auch nachher gelten. 

Unsere auf die Stetigkeit bezüglichen Nebenbedingungen sind also im wesent, 
lichen mit der Forderung gleichbedeutend: Es sol1 daun, wenn ?' in bezug auf 
x stetig id, auch $ in bezug auf t stetig sein. 

Immer muB aber natürlich vorausgesetzt werdcn, dnB im Anfangseustande i 
und ?l' in bezug auf x stetig sind. Ohne das kann auch nicht die Stetigkeit von 
q' in bezug auf x zn spiteren Zeiten erwiesen werden (vgl. die spatere Formel (II)), 
3. Zcilo). Es gibt aber durchaus diskutable Anfangsbedingungen, bci dencn dss 
nicht der Fa11 ist (z. B. die in Dreiecksform gezupfte Saite). Doch ist es für 
unsere Zwecke bequem, solche Falle hier ausauschlieBen. Dagegen braucht man 

ô=q durchaus nicht zu fordern, daB - - eine stetige Funktion von x ist. Xan konnte 
a ~ a t  

vermuten, daB, wenn diese Funktion unstetig ist ,  unmittelbar darauf eine Un- 
shtigkeit  von ?' auftriite. Das ist nicht der Fall. (Beispiel: Znr Zeit O: q = 0; 

z .  1 2 
4=0 f ü r x < - ;  ? = c i  f e z > - ;  Losung: ? = O  =A 

2 2 4 0  ( x -  2 + a t ) ;  
1 z 

in den Iutenallen O bis ( i - . t ) ,  ( i - a t )  bis - + a t , + a l  
2 2 

bis 2). 
Die elektromagnetische Dampfung andert an diesen Verhiiltnissen nichts 
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Von PAUL HERTZ. 9 

E s  konnte Bedenken erregen, daB wir E i n t h o v e n  folgendl) den 
Strom der gleichzeitigen Potentialdifferenz proportional setzen, also die 
Selbstinduktion nicht beriicksichtigen. Solange indes keine künstliche 
Selbstinduktion in den Stromkreis eingefügt wird, ist die dadurch be- 
dingte Vernachlassigung durchaus gerechtfertigt. Der elektromagnetisch 
gernessene Selbstinduktionskoeffizient ist namlich2) 

2 1 
n-- resp. 22 ( 1  a 

wo cî den Drahtradius bezeichnet, und der obere oder untere Ausdruck 
gilt, je nachdem man annirunit, daB der Strom über den ganzen Draht- 
querschnitt verteilt ist oder riur auf der Oberfliiche flieut. Setzt man 
nach E i n t h o v e n  

2 1 = 25,4 cm 3, 

so erhalt man als Wert  für den Selbstinduktionskoeffizienten 21 - 11,29 
resp. 2 . 1 - 11,04 d. i. einen zwischen 280 und 287 liegenden Wert. 
Ferner betriigt für  Saite 10 der elektromagnetisch gemessene Wider- 
stand5) I O i 3  elektromagnetisclie Einheiten. Der Quotient von Selbst- 
induktion und Widerstand, also etwa 2,8 . I O - "  sec. gibt die Zeit an, 

1 
wahrend der pin plützlich gesehlo~sener Strom das (1 - ;)faChe seines 

endgültigen Betrages erreicht. Mit dieser Zeit vergleichen wir die 
ilauer der kleinstm5glichen Eigenperiode. Da man bei einem Drahte 
von 1,5 p Eadius die Xmpfindlichkcit - in den Ein thovenschen  
Finheiten gemessen - auf $ -  (1,75)a erniedrigen muB, um an die Zer- 
reiflungsgrenze z u  gelangen6), so erhalt man für die Saite 10 eine 
Minimal-Eigenperiode vom 7,2. sec.") Man sieht: auch bei den 
schnellsten vorkommenden Schwingungen erreicht der Strom seinen 
endgültigen Wert in einer Zeit, die X i e r s t  Hein ist gegen die Eigen- 

1) A. a. O., S. 605. 
2) M a x w e l l ,  Elektr., 5s 691 n. 692. Y. W i e n ,  Wiedem. Ann. d. Phys. 

Bd. 63, S .  928. 
3) A. a. O., S. 677. 
4) A. a. O., S. 600 (für Saite 10). 
5) 8. a. O., S. 607. 
6) Vgl. S. 680, Zeile 17 v! oben, Zeile 10 u. 11 von unten. 
7) Einthoven ,  a. a. O., S. 488, Formel 4; S. 492, Zeile 10 von unten; S. 676. 

Formel 30; S. 617, Zeile 14 von oben. 
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10 Zur Theorie des Saitengalvanometers 

periode der Saite.') Wir sind also bereçhtigt, die Selbstinduktion xu 
vernechlassigen und die Gleichung (6) als hinreichend strcng anzu~ehen.~)  

Wir  woilen einen wichtigen SchluB aus ihr ziehen. M ~ l t i ~ l i k a t i o n  
mit Ij und Integration nach x liefert 

oder nach partieller Integration wegen 

einc Gleichung, die den Energiesatz ausspriçht. Nehmcn wir an, daià 
von einem gewissen Zeitpunkte an F = O ist, und bexeichnen wir den 
zu dieser Zeit vorhandenen Wert der rechten Seite mit To, so ist also 

und daher nach oiner bekannten Unglcichung von H. A. S c h w a r z 4 )  

Wir  sehen: Falls von einein gewissen Zeitpunkte an die Funktion 
E' verschwindet, so bleibt 11 an allen Stellen stets unter einer gemein- 
samen Grenze. 

1) Diesn Gr6BcnverhBltnissc andcm sich auch durch die Zuleitungen nicht 
wesentlich, sicherlich nicht, wenn diese bifilar gewickelt sind; vgl. M. Wien ,  
a.  a. O., S. 940. 

2) BuBerdem setzt die Gleichung (6) voraiis, da6 die S c h ~ i n ~ n g s p a r i o d e  
groB itit gegen die Zeit, in der sich etwa angehaufte freie Ladungen, die die 
Quellenfreiheit des Stromes sttircn, vornichton resp. an die Oberflache gelangen. 
niese Zeit ist noch vie1 kleiner als die eben hetrachtete Relaxationszeit. Wollte 
mari die Frage ntreng behandeln, su Latte man an die Lorentzschen oder Miu-  
k o wskischen Gleichungen anzuknüpfen, die bci A b r a h a m ,  Bd. II, S. 324, 
2. Anfl. S. 308, sehr iibersichtlich zusammengeatellt ~ i n d .  

3) Wegeu lim 4 = f i z =  vgl. S. 18 Anm. 
2 = O  

4) H. A. Schwarz ,  gesammelte Abh. Berlin 1890, Bd. 1, S. 251, siehe auch 
E. S c h m i d t ,  math. Ann., Bd. 63, S. 440. 
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Von PAUL HERTZ. 11 

5 2. Ungedampfte Schwingungen. 
Zu einem wichtigen Sonderfall gelangen wir, w e m  wir b = O setxen 

(zu verwirklichen durch Einschalten eines sehr groBen Widerstandes, 
vgl. G1. (5)). Dadurch erhalten wir die Reziehung 

(10) jj - a2 q'' = P (t) , 
die wir die Gleichung der ungediimpften Saite nennen. Obwohl diese 
in der Literatur eine eingehende Berücksichtigungl) gefunden hat, ist es 
doch erforderlich, hier kurz ihre L6sung zu entmickeln, da wir von ihr aus 
den Weg auçh zur Theorie der gedimpften Schwingurigen finden werdeo. 

Zunachst verallgemeinern wir (10) ein wenig und betrachten an 
ihrer Stelle 

(11) 7j - a217'' = (t, "1 
wo &(t,  x) von t und x abhangt.3) AuBerdem soli stets 

und soll 4 in bezug auf t und 11' in bezug auf x stetig sein. Enrilich 
wird gefordert, daB fiir t = 0, 7 in eine gegebene Funktion y(%) und 7 j  
in eine gegebene Funktion 5 übe~-geht.~) y und y konnen dabei ganz 

d y  beliebig gewahlt werden, nur soilen d3: und y stetig in bezug auf x 
sein. Zur L6sung dieses Pro- Fig. 1. 

blemes führt die bekannte R i e - .  *t 
mannsche M e t h ~ d e . ~ )  

\Vir deuten x und t als 
Koordinaten einer Ebene (Fig. 1). 
Dann ergibt (1 1) in Verbindung 
mit dem Stokesschen Satze und 
den Stetigkcitsforderungen, die 

1; I 
Gleichung: i t-L Il 

/ ! 
a I J 

O A B L +x 

wo die linke Seite die rcchtslaufige Integrtition um eine beliebige ge- 
schlossene Kurve, die rechte eine Flachenintegmtion um das von ihr 

1) Besonders: D o n k i n ,  acustics, Oxford 1884, S. 124  (etwas andere Problem- 
stellung) ; R a  y 1 e i g h ,  Theorie des Schalles , deutach von N e  e s  e n , Braunsühweig, 
1880, Bd. 1, S. 195 n. 807; R i e m a n n - W e b e r ,  Bd. II, S. 224ff. 

2) Q ohne Akzent wird für eine andere GroBe aufgespart. 
3) $ ist also kein Liifferentialquotient von y, da y reine Funktion von x ist, 

sondern bezeichnet nur eine willkürliche Funktion. 
4) R i e m a n n - W e b e r ,  a. a. O. 
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12 Znr Theorie des Saitengelvonomet,crs. 

umschlossene Gebiet bezeiçhnet. Wir wollen jetzt den Punkt x = 0 
bzw. x = 1, O bzw. L nennen, durch O bzw. L zwei Gerade von den 
Gleichungen x = a t 6zw. x = 1 - at legen und deren Schnittpunkt, 

1 der die Orrlinate t = - besitzen wird, den Punkt S nennen. Endlich 
2 a 

ziehen wir durch einen beliebigen Punkt P des Dreieckes S O L ,  das 
wir das Gebiet 1 nennen, ParaIlelen zu 80% und SL - solche Paralle- 
len mtigen jetzt immer Charakteristiken heiBen - die O L  in A und U 
schneiden. Wenn wir dann die zuletzt erhahene Gleichung auf den 
Zug A B  PA anw enden, bekommen wir 

0 n 

oder da langs der Charakteristiken dx = & u d t  nach Ausführung der 
Integration und Einführung von y und auf O L :  

v ,  = t (Y, 
A B  

Es ist also bewiesen, daB jede (11) samt den Nelsenbodingungen gc- 
nügende Funktion in 1 von der Form (12) sein muB; der Eindeutic- 
lieitsbeweis ist geführt. 

Es ist beyuem (12) zu zerlegen. W i r  schreiben also 

(13) 11 = 7 *  + 3, 

1-a 

und 

0 - 11; J 'p ldo  
P A B  

ist. Wenn wir für einen Augenblick die Giltigkeit des Existonzsatzes 
vorausgreifend annehmen, so k6nnen wir der Funktion q'( t ,x)  eine ein- 
fache physikalische Bedeutung beilegen: Sie ist unabhangig von 5, hingt  
nur rom Anfangszustand ab und gibt diejenige Elongatioii, die die Saite 
bei diesem Anfangszustande aufweisen würde, wenn Diimpfung und 
antreibende Kraft fehlten. E s  muB also sein: 

(17) v* (0, z )  = y (a);  i* (0, $1 = Y (4 , 
(18) 7' (t, O) = ( t ,  1 )  = o. 
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Von PAUL HERTZ. 13 

RB;nmliche Differentiation. Zeitlicha Differentiation. 

Hieraus und aus (14) folgen in der Tat (16) bis (18). Ebenao ist 
geometrisch ersichtlich (vgl. ebenfalls Fig. 2): 

Also ist nach (13), (19), (20): 

.- 
P. A h ,-. 

= + { 2 a j p -  a*-@B}  + + @ A +  *O,= @PT 

d. h. (11) wird tatsachlich befriedigt. 
Endlich lassen (,13), (19); (20) erkennen, daB 7 und 4 für t = O 

in y und 6 übergehen, und (19) und (20), daB 4 und 17' die gewünschten 
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14 Zur Theorie des Saitengdtlvonorneters. 

Stetigkeitseigenschaften aufweisen, sofern nur das auf S. 13 über y Tror- 
ausgesetzte zutrifft. 

Damit ist nun auch (10) für das Gebiet 1 grEs t  (Fig. 1). Es ist 
nur ntitig zu  setzen 

(21) $(t, ") = F(t). 
Aber auch für die andern Teile der Ebene ist es leicht, die Losung zu 
finden. Behandeln wir wieder Eindeutigkeitsbeweis und Existenzbeweis 
gesondert. 

Sei also zuniichst 7 eine E'unktion, die (11) samt den Neben- 
bedingungen genügt und zwischen den durch L und O gehenden Senk- 

Big. 3. 

LLe LL1 O' L' 

rechten LL' und 00' definiert ist. Wir erweitern dann die Definition 
h 

der vier Funktionen 11, y, 9, @(t, x): Man denke sich namlich die game 
Halbebene dureh Senkrechte zerscl-initten, deren Abstinde von O und L 
ganze Vielfache von 1 betragen (Fig. 3). In O O 'LL '  sollen nun unsere 
Funktionen die ursprünglich gegebenen Virerte annehmen, über die an- 
deren Streifen dagegen so veiteilt werden, daB symmetrisch zur Scheide- 
h i e  liegende Punkte (z. B. P und P') entgegengesetzt gleiche Furik- 
tionswerte erhalten. Man weist leicht das Zutreffen von (11) samt 
den Nebenbedingungen nach1), so da0 7 sich notwendig durch (13) bis 
(15) darstellen l'iBt, wo P mieder einen Punkt in O O ' L L '  bedeuten 
kann und f ü r  y Werte einzusetzen sind, die in leicht ersichtlicher Weise 
mit den ursprünglich gegebenen zusammenhiingen. 

A 

Will man den Existenzbeweis führen, mu0 man sich CD, y, Y ge- 
geben und 711 gesucht denken, in  der besprochenen Weise die Defini- 

1) DaB z. B. mit t, q mit x sich auch beim fSbcrschreitcn der Schcidelinien 
stetig andern, folgt au8 dem Verschwinden von 7 an diesen Linien. 
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Von PAUL HERTZ. 15 

tion von y und y über die ganze Ahszissenachse erweitern und kann 
dann zeigen, daB die durch (13) bis (15) gegebene Funktion 77 in der 
Tat (11) samt den Nebenbedingungen genügt. E s  interessiert uns aber 
nur die so erhaltene Funktion 7 im Gebiete O O'LL'. 

Hieraus folgt wciter, daB auch (10) eine und nur  eine Losung hat. 
Sie wird ebenfalls durch (13) und (15) gegeben, wenn darin einge- 
setzt wird 

(22) i?i (t, x) = + F(t) 

und in (22) das positive oder negative Zeichen gewiihlt wird, je nach- 
dem x einem Streifen angehort, der durch Verschiebung um ein gerades 
oder ungerades Vielfaches von 1 mit dem ursprünglichen Streifen zur 
Deckung gebracht werden kaiin. 

Eho wir weitergehen, wollen wiï noch einige Folgcruiigen aus den 
bisherigen Entwicklungen ziehen. Zuniichst ersieht man a m  (19) und 
(ZO), da8 ;7 auch in bezug auf x stetig sein wird. Es  ist also 

. .  . 
lim 71 = V,,O = 0. 
z=o 

Sodann zieben wir einen wichtigen SehluB für den Fali, da0 F =  O 
kt. Es wird dann 7 = ?*, woraus in Verbindung mit (14) und den 
Festsetzungen über y folgt, daB die Bewegung der Saite die Periode 
2 1 

besitzen wird. E'ür diese ZeitgroBe schreiben wir z, so daB wir haben 

Endlich konnen wir jetzt schon den Fa11 behandeln, daB die un- 
gediimpfte Saite, die zur Zeit O r ~ i h t ,  plotzlich von einer zeitlich kon- 
stanten Potentialdifferenz erregt wird. In diesem Falie ist y'= O und 
(13) bis (IF>), sowie (21) liefern fiir einen Piinkt in 1): 

q = 1 . Ft2. 

Man kann noch etwas anders verfahren: Aus (15) und (21) folgt, 
daB für alle Punkte in 1 die Punktion $ und daher auçh g von x un- 
abhiingig sein wird. Somit reduziert sich (10) auf y = F, was inte- 

F 
griert ebenfalls 7 = t a  ergibt. Bezeichnen wir nun die Elongation der 

Mitte mit 7 ,  d. h. setzen 

(24) 
2 

.i (4 = 7 (9, 
so haben wir 

(25) ? =  'Pt4 

für das Zeitintervall O bis - 
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16 Z u r  Theorie deli Saitengalvanometers. 

Die Saitenmitte erleidet also eine endliche Zeit hindurch keine 
zurückkreihende elastische Kraft, sondern verhiilt sich wie ein frei 'fal- 
lender Korper. Ihre Bewegung wird nicht durch trigonometrische, son- 
dern rationelle Funktionen bestimrrit. Für feinere Untervuchungen ist 
es also rnicht gmechtfmtigt, 

Es ist leicht (25) zu 
FaU 

und daraus 

(26) 

wo das obere Vorzeichen 

.Ge als schwingmdes System anausehen. 
vervollstandigen. Aus (20) fol@ für unsern 

zuniichst Zeiteiuheiten çilt und d a m  alle 

4 Zeiteinheiten ein Zeichenwechsel stattfindet. Durch Integration er- 
2 
hiilt man 

Oder geometrisch: Stellt man die Grole von $ durch einen Punkt 
auf einer Geraden dar, so bewegt sich dieser vertretende Geschwindig- 

2 1 
keitspunkt bestandig mit der Geschwindigkeit 1 zwischen den Punkten - a 

2 1 
und + a .  E r  beginnt bei 0, wendet sich zuerst nach den positiven 

Werten und wird an den Enden der Strecke stets reflektiert. Man sieht, 
dai3 auch in diesem Balle die Periode z besitzt. Übrigens 15Bt 
sich leicht zeigen, dail auch die nicht in der Mitte gelegenen Saiten- 
punkte mit der Periode z schwingen. 

Nach einor Viertelperiode ist wegen (25) 

Denselben Wert besitzt $ bei einer ruhenden Saite, wie aus Integration 
von - a'77'' = F (vgl. 10) hervorgeht. Ü b e r h a q t  passiert die Saite zu 

z 3 1 den Zeiten - und 2a die Ruhelage. Integnert man (27) und steiit 
2 a 

die so entstandene Funktion als Kurve dar, so bekommt man ein Ge- 
bilde, das, obwohl nur aus rationalen Funktionen aufgebaut, doch die 
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Von PALL HEICTZ. 1 7  

grohte Qhnlichkeit mit der Sinuskurve aufweist. Insbesondere erhalt 
Z E 1 

man bei den Abszissen G, 3 5 Sa usw. Wendepunkte, cl. h. zu den 

Zeiten, in deneii die Saite durch die Ruhttlage hiiidurchgeht. Hier- 
durch wird es bis zu einem gewissen Grade gerechtfertigt, die Saiten- 
mitte als schwingendes System zu betrachten; denn auch bei einem 
solchen treten die Wendepunkte beim Passieren der Rulielage auf. 

5 3. Bewegung der gedampften Saite im ersten Stadium. 

Wir behandeln jetzt die allgeineine Gleichung 

wo b nicht rnehr = O vorausgesetzt wird. Wieder verlangen wir, daB 
7 für x = O und x = Z verschwinde, das 4 in bezug auf t, 7' in bezug 
auf x stetig sei, und daB 7 und r j  für t = O in bekannte Funktionen 

y und tj iibergehen, die beide in hezug auf x stetig sind. Auch d l  
sol1 in bezug auf x stetig sein. 

Wir benierken, da8 die rechte Seite von (6) nur von t alhangt;  
setzen wir also 

I 

(29) @(t) = F -  b [ i d x ,  
U 

so lautet unsere Gleichung 

(30) + - a"" = @ ( t )  

und ist damit auf dieselbe Form wie (10) oder (11) gebracht. Zwar 
enthielt dort die rechte Seite eine bekannte Funbtion, wiihrend @ eiiie 
unbekannte Funktion ist. Aber da3 kann uns nicht hindern, alle iin 
vorigen Paragraphen gemachten Schlüsse auch als gültig für (30) an- 
zuerkemen, insbesondere auch (13) bis (15) für sie aufiustellen, weiin 
uns auch dieses System jetzt keine Losung gibt,. Es gelten also wieder 

Zeitechrift f. Msthemntik n. Pliyeik. 58 Rnnd. 1910. Heft 1 ?. 
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18 Zur Theorie des Baitengalvanometers. 

und nur statt (22) hat man jetzt 

(31) Z(t, x) = * @(t), 
wo über das Vorzeichen das friiher Gesagtc gilt.') 

Hier ist uns q* nach wie vor vollstandig bekannt; von $ dagegen 
ergibt sich vorliufig nur eine wichtige Eigenschaft, die wir geometrisch 
aufsu chen wollen. 

1 
Wir  beschrlnken uns auf das Zeitintcrvall O bis sa  oder O bis 

Durch S (Fig. 1 u. 4) ziehen wir eine Parallele zur Abszissenachse, 
welche die durch O und L gehenden Senkrechten O 0' und LL' in f i l  

und N schneidet, und nennen J fOS  das Gebiet II, S N L  das Gebiet III, 
wiihrend SOL wie früher 1 heiBen moge. Analytisüli gesproclieri: bei 

Fig. 4. gegebenem t liegt die Strecke O bis at 
?O' 

in 1, a t  bis Z -  a t  in II, 1 - n t  bis 1 
AM S N in III. 

Seien Pl und P, Punkte in 1 von 
gleicher H6he (glcicheni t) (Fig. 4), und 

E denke man sich einen beweglichen Punkt 
von Pl nach P2 hiniibergeschafft, so ver- 

A, 0 B. BJATAr B z  L schiebt sich Lias zugehorige Charakte- 

ristikendreieck (S. 14) P A R  von PlAl BI nach P2A,B,; daher sieht, man, 
daB $ in 1 von x unabhangig ist und einer reinen Funktion von t, mir 
wollen sie +(t) nennen, gleichgesetzt werden kann. Befindet sich an- 
dererseits P in II etwa in P, und nennt man P4 den Schnittpunlit 
von Y,A, mit OO', so ist bei der durch (15) gefbrderten Integration 

in P,A,O nach (31) $(t,z) = - @(t) zu setzen. Statt dessen konnen 

wir die Integration (15) so ausführen, als ob überall &(t, z)= + @(t) 
ware, und dann ein ebensolches Integral, genommen über A, B4P, = 

2 .  P,A,O abziehen. Fur III gilt Entsprechendes. Somit hat man: 

[ in  1. $( t , z )=+( t )  (a) 

[in III. $(t, x) = + ( t )  - + (t - z+xj 
Hierzu kommt wegen (15) und (20) 

- . . 
1) Hieraus in Verbindung mit dem vorigen Paragraphen (S. 15) fol& also 

auch, daB fiir jede Losnng von (6), die die Kebenhedingung erfiillt, auch in 
bezug auf 2 stetig sein wird. Es wird also auch lim ix=o = O sein, wovon auf 
S. 10 Gebrauch gemaclit wurde. 
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Ton PAUL HEUTZ. 19 

und schlieBlich bemerken wir noch, daB wegen (20) 4 eine stetige 
Funktion von t ist. 

Die crhaltenen Werte von $ wollen wir jetzt in (30) einsetzen. 
Wegen (32) ist in allen drei Gebieten 

Ferner ist 

= 14 + 2 a [ +  ( t -  z)] 
O 

oder wegen (33) 
= 14 - 2a@,  

so daB man erhalt: 

Himaus, aus (13) (S. 12), (16) (S. 12) und (34) folgt 

Falls also eine Losung von (6) samt seinen Nebenbedingungen vor- 
handen kt, wird sie eindeutig durch das Formelsystem gegeben: 

i 

(35) F' ( t )  = F(t)  - b . f i * d z  
O 

I,~J stetig in  bezug auf t . 
, in 1 7 = 7'- + + ( t )  

(37) G 

in = . i = v * + s ( t ) - + ( q  - 
in III 7 = q* + +( t )  - $ ( t  - $). 
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20 Zur Theorie des Ssitengalvanometers. 

Aber (35-37) und (33) steuen auch stets ~ i n e  Losung unseres Pro- 
blemes dar. Dai3 (6) wirklich durch sie befriedigt wird, folgt schon 
ails ihrer Herleitung; daB 7 und r j  für t = O in  y und j übergehen, 
folgt aus (33) und (17), daB 17 für x - 0 resp. x = i ~erschwindet,, 
aus (18) und (32b), resp. (18) und (32 c), daB q endlich die gewünschten 
Stetigkeitseigenschaften besitzt, ist klar, weil $ eine stetige Funktion 
von t sein soiite und daher nach (32) $ s a u t  seinen Ableitungen 
nach x und t eine stetige Funktion der Koordinaten ist.') (35) bis 
(37) und (33) stellen also eine und die e i ~ ~ s i g e  Losuag von (6) snnat 
seinen Xebenbedingunyen dar. 

Fig. 5. Woilen wir die Losurig noch etwas ana- 

Y lgtisehar gestalten, so müssen wir den Ausdruck 
1 

für F' uiriformen. Uin J4 .d~  zu bildcn, lasse 
O 

man einen Purikt P in konstariter H6he von Pl 
[auf 007 nach P, aiif [LL'J die ganze Strecke 1 

A ,  O B, durchwandern. Dabei geht dann das zugehorige 
A ,  L B, 

A (S. 12) von A, nach A,, das zugehorige B 
voii BI nach B, (Fig. 5), und ruan erliiilt aus (19) unter Berück- 
sichtigung der für  y und y geltendeil Sgmmetrieeigenschaften (S. 14) 

O 

also 

Durch unsere Ü b e r l e p n p n  ist Eindeutigkeit und Existenz der Losung 

für die Zeit f -  nach deni Anfangszustande bestirnuit. Da man aber den nach 

4 
' Zeiteinheiten eintretenden Znstand seinerseits als neuen Anfangszustand 

ansehen kann, folgt: es existiert ezne und nur eine L6suwg von. (6) fwr 

beliebiy gro/3c Z e i t ~ z .  Diese Methode des ,,Zusammenflickens", die den 
Existenz- und Eindeutigkeitssatx sofort aussprechen l iBt ,  kann zwar 
auch zur wirklichen Aiifstellung der Bewcgungçgleichunge angewsndt 
werden, führt aber da im allgemeinen zu ziemlich verwickelten Formeln 
E s  sind also, um die spiiteren Stadien behandeln zu kounen, noch 

1) UaB diese Stetigkeit auch beim Überschreiten der Grenzliuieri zwilicheu 
1, II und LU Bestand hat, fol@ aus (32) und (33). Au6 (13) und (10) und der auf 

S. 1 7  über 9 gemachten Voraussetaung folgt jetzt auch, daB il i n  bezug auf z 
d x  

stetig ist. 
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Von PAUL HERTZ. 21 

weitere Hilfsmittel erforderlich, die im folgenden Paragraphe; gewonnen 
werden solien. Einstmeilen haben wir aoch die Saitenbewegung im 
ersten Stadium niher zu untersuclieri. 

Besonders wichtig ist der Fall der Bewegung nach dnuernder Ruhe 
unter der Einwirkung einer konstanten Potentia1differenz.l) Unter dieseil 
Voraussetzungen wird: F* = F, 7j* = O,  r j  = + und daher nach (36) 
und (33) 

(39) 
ri + b l $ -  2abij =E'  

- 
q = o ;  ' i = o  

oder wenn abkürzend 

t 40) 
bl  = 2a: 

2 a b  = pe 
gesetzt wird: 

(39 a) 
; + 2.; - p z ,  = F 

-- 
?(O)=O; ~ = o .  

Die L6sung dieser Gleichung liBt sich aus ExponentialgroBen 8' auf- 
bauen, wo die y Wurzeln der Gleichung 

sind. Setzt man: 

so wird für das Intervail O bis 1 : 
- F 1 

oder 

Hier bedeutet also nach (5), (23), (39) 

HyZz a. = --- 
2wmc2  
- 

2 H 1  1 p = 1 / - .  
L c w m r  

Aus a: und j3 ergibt sich die Periode z nach (23) durch 

(.43) 
8 a z = - .  
B" 

1) E i n t h o v e n ,  a. a. O., S. 666 und 668. 
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22 Zur Theorie dea Saitengalvanometers. 

Es  ist hier vieileicht der Ort, ein mor t  über die GrGBenorclnung 
unserer Konstanten zu sagen. Als Konst)anten unserer Gleichung be- 
zeichnen wir nach (6) die GrGBen a, bZ und das konstante ~ e r h a l t n i s  
a F 

(vgl. (4)) oder auch a ,  /3, E .  Uiese drei Werte h k g e n  auBer von 

den unmittelbar meilbaren GrGBen, noch von drei Konstanten ab, die 
der direkten Messung nicht zugiinglich sind, niimlich von: Hl m, P. Wir 
werden spater einen Plan mitteilen, nach dem es moglich sein wird, 

F 
a, bZ, resp. H, m, P experimentell zu bestimmen. Die dazu er- 

forderlichen Messungen liegen aber einstweilen nicht vor, und so be- 
gnügen wir uns damit, die Werte von a und P usw. auf Grund der 
Schitzungen nu geben, die E i n t h o v e n  über H und rn angestellt hat. 
E s  ist nach ihnen (Saite 10, Platte A 22, S. 666): 

z = 28,2. sec1) 

4 
' = 7 .  10-3sec  

a = 365 sec-' 2, 

= 322 sec-13) 

1/- = 487 sec-' 

q ,=122sec- ' ;  y , = - 8 5 2 s e c - l  

F = 150 cmsec -2 .  4, 

Setzt man diese Werte in (43) ein, so sieht man, da0 der Zeit 
t = 6 . eine Elongation von 1 4 p  zukommt, wahrend E i n t h o v e n  
bei dieser Zeit eine Elongation von 4,8p fand.5) Der groBe Unter- 
fichied dieser beiden Werte erklàrt sich leicht ails der Vernachliissigung 
der Luftdampfung. BuBerdem sind die benutzten Zahlen für H und' m 
nur als Schatzungen anzusehen. , 

Um genau zu verfahren, niüBte ruan in den Entwicliluugen die 
Luftdampfung bcrücksichtigen und die Formclkonstanten den Mcssungen 
selbst entnehmen. Dieser Weg bietet groBe Schwierigkeiten, da die 
Formeln bei Berücksichtigung der Luftdimpfung noch verwickelter werden 
( 5  12), da sie, ebenso wie (43), nur für das kurze Zeitinterrall O bis 

- 

1) Einthoven, a. a. O . ,  S. 448 Formel (2); S. 492, Z .  11 v. u . ;  S. 665 An- 
gabe c = 635;  S.  67G Formel (30); S. 6 7 7 ,  Z. 14 v. o. (für die scheinbare Masae 
wird absichtlich der i n  J 3 und nicht der in S 6 angegebene \Vert genommen.) 

2) S. 677 Z. 11, 12, 23; S. 5 0 7  Tabelle IV. 
3) Vgl. unsere Formel (46). 
4) Vgl. unmre Formel (4); Einthoven, S. 665 Z. 11 v. u.; S. 66G Tabelle IV 

erste Reihe. 
5) S. 666 Tabelle VlI; S. 677 Z. 13 v. o. 
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4 
' (etwa 7 - 10-"ec) gelten, und da die E i n t h o v e n s c h e n  Tabellen 

schon nicht mehr die zweiten Differcntialquotienten erkenncn lassen.') 
Es bleibt also nur der TiTeg übrig, Beobachtungen anzustellen, bei 
denen die Luftdampfung vernachliissigt werden kann, und die Theorie 
so ausxuarbeiten, daB sie diesen Beobachtungen die Konstanten zu ent- 
nehmen gestattet. Hierauf werden wir spater einzugehen haben. 

cj 4. Formeln fur beliebig groBe Zeitintervalle. 

Wenn wir Formeln zu erhalten aünschen, die für beliebige Zeit- 
intervalle gelten, so werden wir nach Noglichkeit diejenigen Gr6Ben 
fortzuschafferi suchen, die sich nicht ohne Bezupahme auf einen Anfangs- 
punkt detinieren lassen. Von diescr Art ist  @. Wihrend niimlich die 
Saite in jedem Augenblieke ein hestimintes 7 ,  5 ,  F) @ besitzt, kann 
von einem bestimmten + erst dann gesprochen werden, wenn gesagt 
ist, auf welchen Zeitpunkt als Anfangspunkt wir uns beziehen. E s  ist 
aber leicht, an Stelle von 7) die GrCiBe von CD eirizufüliren. ATac2i (31) 

und (15) hat man niimlich für einen weiiiger als voin Anfangszustmd 

Obmohl also + nicht dem Zeitpunkt schlechthin, sondern nur mit Bezug 
auf einen Anfangszeitpunkt zukommt, fiillt doch ihte zweite Ableitung 
bei verschiedener Wahl des Anfangszeitpunktes gleiüh aus. Daher ist 
uns ii, wichtiger als $, und es liegt nahe, (36) zweimal zu differenxieren. 
Dadurch bekommt man 

Zur Differentiation von F* Lenutzen wir (38) und die Fig. 2. Dann 
finden wir, wenn wir die Summe 

und die Differenz 

setzen: 

1) Regelmü,Bigeren Verlanf zeigen die Beobachtnngen bei stiirker gespannter 
Saite (arch. ne'erl. sér. II tome 10 p. 456). Dieser Yorteil wird aber dnrch Ver- 
kleinemng der Eigenperiode aufgewogen. 
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Wenn wiï die Definitionen (48), (49) der Bunktionen S, D auch für 
negative y und für y > 1 festhalten, so haben wir nach den Seite 1.1 
iiber y und y getroffenen Verabredungen 

S (- X) = - U (x) S(Z+ 1)  = - B ( Z Z )  
n ( - ~ )  = - S(X) ~ ( x + z ) = - ~ - x ) ,  

woraus sich ergibt, da4 S und D die Periode 21 besitzen werden. 

Die Gültigkeit von (50) ist wieder auf den E'all 2 < 1 Liesühr5nkt. 

%u weiterreichenden Formeln kann man nur durçh wiedeiholte Anwen- 
dung der ehen rtbgeleiteten Beziehungen gelangen. 

Wir wollen zunachst die Saite zur Zeit t = O als ruhend annelimen. 

Ferner teilen wir die Zeit in Intervalle vou der Gr6Be und steilen 

die zur Zeit v - y vorhandene Lage und Geschwindigkeit der Saite 
4 

durch die Funktionen y,, und yy dar. Mit andern MTorten, es sei 

1 
Jetzt darf t > 1 angenommen werden. Liegt es zwischen - v und 

2 a 
z 
- (Y + 1)) so werde 

2 a 

(53) 
2 t = t  - .  v = t - - v  

1 2 a 4 

gesetzt, so daB stets 

(54) O 7 t, 7 -1 
sein muB. Endlich mag 

653) 
d P y v  d y  

a + i = S (  
dz' da: v x )  

sein und mogen die zu y ,  y als Anfangszustand gehorigen Funktionen 
$*, qb mit 71: (t,), d ~ ,  (t,,) bezeichntit werden. E s  sind also die t,, y, Y,,, 
Sv, D,, $J,, 5,, 7: nbhingig von der Wahl des Anfangszeitpiinktes, uii- 

abhingig ri, 7, @, F. 
Nach diesen F ~ s t s e t z n n ~ e n  mird, wenn t  > z ist und znar  im Zeit- 

4 

intervalle n bis (n + 1) 2 4 enthalten ist, (513) durch 
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zu ersetzen sein. E s  muB also unsere Aufgabe sein, S, und D, diirch 
S ,,-, und D,-, auszudriicken. 

Kun hat  nian nach (13) 

TV (x)  = 7: - 1(;, x) + Gv-l (il x)  , 
femer nach (19) 

urid nach (32b) resp. (32c) 

also nach (50) und (55) 
1 

fiir x  

S ~ ( X ) = . ( " - ~ ( X +  t )  
2 

DV(x)  = Dv-l (x- :) - Ev- l (k  - :) 
2 2 .. 1 

- - ~ v - l ( 2 - ~ ) - a * v - <  ( 2 0 - a )  
1 

für x > 

D"<.) =Dv-l  ( x -  :) 
1 2 . .  1 

Sv(x )=S  , , 1  (x+i)-i*.-'(2U-1;x) 

1 4 .. 1 
=- ~ . - 1 ( 3  a - $ ) P a  Q,-, ( z a - z : x ) .  

Es ist bequem diese Beziehungeli durch eine Figur darzustellen. (Big. 6.) 
Es sei 0'0" die Ordinatenachse unserer stets benutzten x t -  

Ebene iind L'Lw die Senkrechte im dbstande Z von 0'0". M, A',, 

Mn-, N,-, usw. seien Horizontnlen von den Ordinaten n 1, 
(n - 1)  f usw. (vgl. mch Fig. 4)) stellen also die Punkte der Saite 

zu don Zciteii n a, (N -- 1) 5 usw. dar. E s  soilen jetzt dutch Cerade 
4 
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resp. Geradenzüge diejenigen Punkte der verschiedenen IVN verbunden 
werden, deren S oder D einander gleich Sind oder sich nur durch 
Suminanden ij untersclieiden. Kach (57) bekomrrit inan einen solchen 
Zug durch folgende Konstruktion: man zeichne einen Zug, der stets 

1 geradlinig verlauft, und den Richtungstangens - ' L a  (z. B. a bis y, S 
z 

bis T )  oder + ( Y  bis g) besitzt, und nur beim Auftreffen auf 0'0" 
oder L'Lm geknickt wird, dort aber eine optische Reflexion erleidet 
(z. B. bei y und C). Ordnet man nun jedem Schnittpunkte eines Zuges 

mit den N N  eine der Funktionen f S, D 
zu, so, daB den Schnittpunkten auf den nach 
rechts hin abfallenden Teilen des Zuges (wie 
a, B, q )  nur + oder - S zugeordnet wird, 
auf den nach links hin abfalienden (wie 8, E )  

nur i D, und so, daB nach jeder Reflexion, 
und nur dann, Buehstabe und Zeichen der 
zugeordneten Funktion sich andern, so unter- 
scheiden sich in den einzelnen Punkten die 
Werte der zugeordneten Funktionen nur durch 
die $ enthaltenden Surumanderi. III der Fig. G 
sind den Schnittpunkten oincs solchen Zuges 
mit den MN die Bunktionen beigeschrieben, 
die - von den yS abgesehen - einander 
gleichzusetzen sind (sie zeigt z. B., dao 

S in a-S in P=-D in a=-D in s=S in rj 

abgesehen von den $ kt). I n  zwei ~ i c h  folgerideri Punkten auf den 
J I ,  IV,, unterscheiden sich die zugeordneten Punktionen nur dann um 
einen Siimmanden $, wenn zwischen ihnen ein Knickpunkt liegt (wie 
y zwischen fi und d), und die Differenz ist, Tom Vorzeichen abgesehen, 

2 
gleich der im Knickpmkte herrschenden Funktion a 4, (t,) oder nach 

2 
(46) ; (t,) (wird z. B. Mn-,  p = x gesetzt, so ist dao in (57) ror- 

1 1-2  kommende - - 
2 a  n 

gleich der Rohe von y über JIn-, ATn-,, also 

s = - D  
1' 8 - a @ Y ) .  

Kehren wir zu unserm Ausgangspunkte zurück. Es  sei ein zwi- 

schen 12 und (n + 1) liegendes t gegebea Dann merken wir auf 

Mn& die Punkte ut, resp. 1 - ut, an, konstruieren von dort aus den 
nach rechts und nach links hin abfallenden Zug und erhalten 
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(da a. B. die beiden ersten Knickpunkte y und y' von der Horizontalen 
1 

in der H6he t den senkrechten Abstand a besitzen). 

Wann bricht diese Rcihe ab? Offenbar in zwei Fallen: Erstens, 
wenn die Ordinate der zuletzt betrachteten Funktionen im Intervalle 

O bis liegt; denn dann sind der Reihe nur zwei CTriiBen So7 Do, hin- 

zuzufiigen, die aber wegen y = O, Y= O fortgelassen werden konnen. Zwei- 
tens h6rt die Entwicklung auch a d ,  wenn die zuletzt hingeschriebene 

Funktion ein Argument irn Intervalle a bis besitzt. In dieserii F'alle 

hatten wir noch zwei Funktionen SI und Dl zu betrachten, die aber 
So und Do gleich sind und daher ebenfalls verschwinden. Unsere 
Reihe 12Bt sich also stets in endlicher Form schreiben, und man hat 
riach (56) 

1 
wo das Argument der letzten Funktion zwischen O und a liegt. Wir  

sind zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung gelangt und müssen 
noch die Anfangsbedi~igungen suchen, denen zur Zeit O genügt. Aus 
(46) und (36) folgt: 

1 

also wegen (33) 

(54) @ ( O )  = F(0). 
Perner ist 

&(O)=-bà i i , $@(~)  

und daher wegen (33) 

oder nach (36) und (33) 

(60) di (O) = - bl F(0)  + >(O). 

(53) und (55) liefern uns die funktionale Abhingigkeit der GroBe 0 
von t in Form einer Differentialgleichung mit Anfaiigsbedingungen. 
Nur hat die Bestimmung von @J siiccessivc zil geschehen, indem man 

zu ihrer Borechnung in einem Intervalle erst ihre Werte in den 

früheren lntervailen kennen muB. AiiBerdem muB - Stetigkeit von F und 
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E' vorausgesetzt - auch Stetigkeit fiir @ und 6 gefordert werrlen, wo- 
durch man für den Beginn eines jeden Intervalles eine Anfangsbe- 
dingung erhilt. ') 

Bus (58) bis (GO) erçibt sich, falls noch nicht Zeiteinheiten nach 

dem Ruhezustand verstrichen sind iind P konstant ist (pl6txliches Eiri- 
~chal ten einer konstanten Potentialdifferenz) 

$ + b l r i > - 2 a b @ = 0  

(61) CJ (O) = P 
&(O) - - b1 F = - 2 CLF [vgl. (4O)], 

eine Gleichung, die sich dadurch vor (43) ausxeichnet, daB sio nicht 

nur für das Leitiiitervull 1 nach dcr Iluhe, sondern für das Zeitintervall 

gilt. Iin übrigen erkennt man sus (43) und (62), Ras auch aus (46) 

folgt, daB im Anfaiig der Bewegung ist: 

1 
N i r  wolleu jetzt in (58) durch ersetsen, und für t die Zeit 

t + z  substituieren, und endlich von der so erhaltenen Gleichung die 
iirsprüngliche Gleichung (58) subtrahieren. Dann bekommt man 

(63) $ ( t + z ) - & ( t )  + b l [ d i ( t + z )  - & ( t ) ]  

- 2ob[@(t  + r )  - 2 8 ( 1 +  ;) + 8 ( t ) ]  - P(t +z) j- ~ ( t )  = O. 

Diese Funktionalbeziehung setzt, im Gegcnsatz zu (58), nicht voraus 
daB früher einmal Ruhe geherrscht hat. Uni dm einzusehen, breche 
inan zunachst (58) nach zwei Gliede~n ab, schreibe also: 

1) Um zu zeigen, da6 CD und k~ zu jeder Zeit stetig sind, wahle man einen 

Hilfsanfangszeitpunkt, der vom gegcbenen Zeitpnnkt woniger als: ~ i n h e i k n  ent- 

fernt ist. Dann müssen y und jr in bezug auf x stetig sein (vgl. S. 20 Anm.). 
also in dem n i  untersuchenden Zeitpnnkte wegen (38) F L  und F * .  Da + stetig 
sein 8011, mu0 wegen (36) i j  stetig sein und daher wegen der differenzierten Glei- 
chung (36) ÿ; Hieraus folgt unter Berücksichtigung von (46) die Stetigkeit von 
@ und &. 
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genommen hat, ein Vorzeichenwechsel stattfindet, und darauf jedesmal 
1 

danri, wenn die Ordinate aufs neue um je - abgenornmen hat. Da- 

her iüt 

wo p so zu wahlen ist, dn8 O 2 t - - p f < ist. Wir  wollen noch 
L " 2  

eine andere Formel für 4 ableiten. Sei zunachst zur Zeit O, y - O und 
y - O, dann folgt aus (58) durch Integration, iinter (I' einc Konstante 

ist. Nun ist wegen (59) und (60) C = O. Also bekommt man 
2 

t - 

& +  b l 8 = ~ + 2 a 6  . 

1 - 9 2  O 
8 

verstanden, f t t 

Diese Crleichung auf t - ' angewandt, ergibt 
4 

C + & + b ~ @ = F + 2 a b < ~  

oder nach (69), da 7" = 0 ist 

= F (t  - i) + 2 a b ( -  k ( t )  + p ( a ) d q )  
2 

also 1 -  -- 

4 
t 

t - 2  t - 2  
t 

[ @ ( a )  d 4  - 2 r @  (9 )dB + 2 f i  (9)ds 
à O 

1 
t-$4 

2 

- - . - . -1 - 2J@(8)d4,  
0 1 
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Man beachte hierbei die nahcliegende geometrische Interpretation, 
welche in (65) auf der rechten Seite die Summe der ersten beiden 
Glieder gestattet. 1st CD als Kurve gegeben, so stellt jene Summe eiu 
Flichensegment dar, das von einem Kurvenbogen, einer Horizontalen 

von der Gr6Be und einer Scnkïechten begrenet wird. ahnlich laBt 

sich das dritte Glied geonietrisch veranschaulichcn. 
Diese Formel ist nicht auf den Fall beschrankt, daB zur Zeit O 

Ruhe geherrscht hat. Um sie allgemein zu beweisen, gehen wir von 
deri Gleichungen (13) bis (15) aus. Betrachtet man einen dem zu 

untersuchenden Zeitpunkte um Einheiten vorausgehenden Augenblick 

als Anfangszeitpunkt im Sinne der Formeln (13) bis (15), so wird 

also : 

woraus (65) durch Differenzieren folgt. 
Die bis jetzt entwickelten Formeln gestatten es anzugeben, wann 

unter dem EinfluB einer plotzlich eingeschdteten Potentialdifferenz die 
nur elektromagnetisch gedampfte Saite zum ersten Male umkeliren wird. 

Für O < t < fariden wir: 

Falls die Zeit t, der ersten Umkehr ins Intervall 0 bis fallt, so 

bestimmt sie sich aus 
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oder: 

wird also: Y 

eiri Ausdruck, der nur gültig ist, faus t, < ' ist. 
'2 

Es ist wichtig, diese Formel auf den FaU schwacher Dampfung 
aiizuwenden. III dieseln Falle sind nach (40) und (42) ql und p, sehr 
Hein und man e rhd t  au6 (67): 

t - " + q & z "  I - - . ~ -  l6 

oder nach (40) und (42): 

(68) 
t l  

t = ; 1 - i). 

Es ist a190 in der Tat tl < . Die eleh-tromagnetisrke Dümpfuq UET- 

rin,yert die erste Halbperiode, falls die Dampf'un.g m r  kiein ist. 

5 6. Die Rayleighsche Methode. 

Wir  wollen in diesem Paragrapheil die bisher gewonnenen Resul- 
tate auf eine neue Weise wiederfinden, indem mir im AnschluB an 
R a y  l e  igh uns der trigonometrischen Reiherientwicklung bedienen. 
Unser P r o l h n  besteht wieder in der Losung der Gleichung 

doch werde der Eidachheit halber jetzt vorausgesetzt: 

Um (6) aufzul6sei1, machen wir zunachst den Ansatz 
-î 

v z x  
.i = z v  y,, (11 sin , 

1 

wo wegen der Nebenbedingungen gilt: 

(70) ~ ~ ( 0 )  = 0; k ( 0 )  = 0 
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E s  ist notig, auch F in eine entspreckende Porm zu bringen. W i r  
entwickeln dazu die Funktion 1 im Intervalle O bis 1, setzen also: 

. R X V  1 -2 h, sin -- . 
1 

Hier ist 
1 

und daher 

(73) 

Also ist: 

h,= O; [v gerade] 

[Y ungerade] 

(74) = ~ v C s i n ~ x  va Z '  
1,s ... 

Nach (69) ist: 
1 1 

oder nach (71)-(73): 

Sctzt man also abkürzend 

(77) 
a v x  2 n v  

'n= - - z T J  

welche Definition von z im Einklang mit der in (23) eingeführten ist, 
und entwickelt (6) nach trigonometrischen Funktionen, BO zerfallt diese 
Gleichung in die Systemel) 

(78) gerade v: ÿ, + n2y, = O 

(79) ungerade v: ÿ v  + nsyv = - - $('l + + ' - - .) 
v n  n v 1  3 6 

S u s  (70) und (78) folgt zuniichst für  gerade v: 

Weniger einfach gestaltet sich die Behandlung von (79). Wihrend 
nimlich bei R a y l e i g h  jede Gleichung nur eine Variable enthalt, 

1) Hiermit vgl. Rayle igh ,  Theorie des Schalles, dentsch von Neeeen, Braun- 
schweig 1880. 1. Aufl. 1. Bd., S. 202. Wir wiiren ctuch auf obige Gleichung ,oc- 

Zeitschrüt f. Matheniatik n Physik. 58. Rand. 1910. Heft 1 2. 3 
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kommt in (79) in jeder Gleichung jede Variable vor, entsprechend 
dem Umstande, daB zwar bei Luftdampfung die auf jedes Teilchen 
wirkende Hemmungskraft von seiner eigenen Geschwindigkeit, bei elek- 
tromagnetischer aber von der Geschwindigkeit aller Teilchen nbhangt. 

vorknmmenden Veranderlichen zu eli- ü m  die auf der reehten Seite 
minieren, setzen wir abkürzend: 

(81) F - -  "y!; 2 + 
D a m  lautet (79): 

und man erkennt aus (al) ,  (75) und (29), dai3 d e  jetzt eingoführte 
Fiinktion @ dieselbe Bedeutung wie die früher benutzte hat. 

(82) ergibt integriert, unter Reniitzung von (70)l) 

in n. (t  - 8) d.3 0 (a), 
O 

also id :  
t 

oder nach (81) 
f 

oder kürzer: 
t 

kommen, wenn wir naçh dem Beispiele R a y l e i g h 8  von den zu erweiternden 
L agrangeschen Gleichungen ausgegangen waren. Sind q die Kartesischen Ko- 
ordinaten eines mechanischen Systeme, und erleidet jeder I'unkt eine Keiburigrikraft 

- pzi,, so dcfiniere man die Zerstreuungsfunktion B - 
a a ~  ÔT 

die L a g r a n g e  schen Gleichungen in verallgemeinerten Koordinaten: - - - 
d t  d i  d p  

woraus, wenn die F o u r i e r  schen Koeffizienten als allgemeine Koordi- 

naten eingeführt werden, (78) und (79) gewonnen werden konnen. 
1) Vgl. R a y l e i g h ,  a. a. O. S. 195. Wegen der Integration a. z. B. R i e m a n n -  

Weber,  1900, Bd. 1, S. 145. 
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gcsetzt ist. @ erscheint also hier als Liisung einer Vol terraschen 
I~tegralgleichun~.  ') 

(85) eigibt differenziert 

und nochmals differcnziert 

&t) - ~ ( t )  = N(O) + A+) (0) +J&(a) ~ ( 1 -  a) d a .  
O 

Nun ist2) für  z < n: 

Z 7C 2COEZ ~ 0 8 3 ~  
= y -  n(7i+ T+-..), 

also: 
1 1  7cP ($ + - + - + . . .) = - 
32 fie 8 ' 

d. h. nach (87): 

(B9) N(0) = bl .  

Somit wird unsere zuletzt erhaltene Gleichung: 

Ë.(t) - 4 ( t )  = b lm( t )  + ni<t)@(0) + f h T ( a ) b ( t  - 4 ) d 9  

(90)  o 
f 

= b l ~ ( t )  + h . ( t ) @ ( ~ )  +JhT(t - a ) @ ( e ) d 9 .  
O 

Die Funktion YiT finden wir mis (87): 

Entwickelt man die Funktion 1 statt wie in (71) für das Intervall 
. 2 x v u .  O bis 1, jetzt für dm Interva11 0 bis :, so erhiilt man: 

1,3.. 

1) Liteiatur: Vol te r ra ,  Linc. 1Lend. (Va) 5 ,  1896, S. 177, 289, Atti di 
Torino 31, 1896, S. 231, 286, 388 ,  429, Ann. di Mot. (II),' 26, 1897, S. 139; 
P. Hertz ,  Math. Ann. 65, S. 1; G. Herg lo tz ,  Math. Ann. 66, S. 87. 

2) R i e m a n n - W e b e r ,  Bd. 1, S. 77. 
3' 
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2 m v u  
Y sin = + 1 oder - 1, je nachdem u zwischen augemein ist ' 

1,s ... 

(2112-1)- und 2mf oder zwischen 2nî f und (2112 + 1) ; lie& unter m 
2 

eine ganze positive Zahl verstanden. J e  nachdem das eine oder das 

andere der Fail ist, wird also auch hi(u) = - 2 a  b oder = + 2ab 
sein. Somit laiitet (90): 

r c 
wo O < t - y-- < -- ist, oder: 

2 2 

~ ( t )  - 6 (t) 

da sich die beiden @(O) enthaltenen Glieder in jedem Falle aufheben. 
Wir haben also in der Gleichung: 

(55) wiedergewonnen. AuBerdem folgt aue (85): 

(92) @(O) = F(0) 

und ails (88), (89), (92) 

(93) & (O) = F(0) - 61 $'(O), 

worin wir (59) und (60) widererkennen. 

E s  bleibt noch übrig $ durch @ auszudrücken. Nach (69) ist 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von P a n  HERTZ. 37 

also nach (84) und (77) 

oder wenn 
2 n 2 n 

6 ( ~ )  = +COS-u - + C O B ~ - - U  + .  
gesetzt wird: 

f 

Entwickeln wir eine Funktion f ( ~ ) ,  die im Intervalle O bis ge- 
?C geben ist, und zwar im Intervalle O bis 2 = + ,  im Intervalle 5 bis 

4 4 4 
Z ac =- -  
2 4' 

in  eine Kosinusreihe, so findet man als ihre Koeffizienten 

die Integrale 
Ii 

4 
d. h. unsere Funktion ist 6(u). Mit anderen PiTorten ;6(u) ist = + 1 
in den Intervallen m z  bis llzz + und mr + +z bis mz + z, aber 

- - - - 1 in den Intervallen 7ns + $ bis m z  + +z (na positiv oder = 0). 

Hieraus fol@ : 
Z S 

l '-a 1 - - I  + L P , Z  
4 4 2 

(95) $ = J o ( ~ )  d 4  - I @ ( a ) d 8  + . f @ ( a ) d 8  f . - . *J@ (a) d 8  
I 3 O 

t - - Z  t - 4  t - - t  

i c  Z 0 < t - 4 - ~  4 %<,, 

womit (64) wiedergewonnen ist. 

5 7. Eigenschwingungen des Induktionsstromes. 
Von besonderer Wichtigkeit für Theorie und Praxis ist der Fall, 

daB die Saite ohne Einwirkung einer iiuBeren elektromotorischen Kraft 
schwingt. Wir  wollen untersuchen, von welcher Form unter diesen 
Umstiinden die Funktion O  ist, die - bei Abwesenheit einer LuBereii 
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38 Zur Theorie des Saitengalvanornetere. 

Potentialdifferenz -- dem induzierten Strome proportional ist. Wenn 
F =  O ist, so gilt nach (63 )  

(96 )  ~ ( t  + Z) - 6 (t) + b i [ b ( t  $4)  - h ( t ) ]  

Suchen wir partikulke Losungen diescr Gleichung. W i r  setzcn 

wo das Symbol '# den Realteil der ihm folgenden Gr6Be bedeutet. 
D a m  muB p der Gleichung genügen: 

P 8 )  p 2 ( e p z  - 1 )  + b l p ( e p z  - 1) 

- 2ah[eP2  - esPZ + 11 = 0 .  

Suchen wir die Wurzeln dieser Gleichung. 
Zuerst finden wir, daW p = O eine Wnrzel von (98) darstellt. Man 

überzeugt sich leicht, unter Benutzung von (23), daB ( 9 8 )  hei p = 0 
eine dreifache Wurzel besitzt. Dementsprechend vermuten wir, dafl 

(1) 1, t, t" 
Losungen von (96) sein werden, was sofort bestatigt werden kann. So- .. 
dann sieht man, daB eP" 1 in der linken Seite von (98 )  als Faktor 
enthalten ist; also auch die Nuustellen von 

wo v eine positive Zahl ist, sind Wurzeln von (98) (der E'all v = O 
wurde schon unter (1) behandelt). Als Losungen von (96) hekommen 
wir somit 

. Z n t v  Z n t v  
sin - , cos - 

Z 
- - 
2 2 

Funktionen, aus denen sich in Verbindung mit der unter (1) auf- 

geführten Funktion 1 jede in bezug auf periodische E'unktionen auf- 

bauen IaBt. 
Um nun noch die übrigen Wurzeln von ( 9 8 )  zu erhalten, divi- 

Z 

dieren wir durch ep" 1. Dann erhalten wir 
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Von PAUL HERTZ. 

oder 
Z 

(100) ep2[pa+ blp- 2aO] + [ p e  + b l p +  Zab] = O .  

Wir haben also als Wurzeln von (98): 
(3) die von Nuil verschiedenen Nuustellen der Gleichung (100) und 

als Partikularl5sung von (96): 
(3) die Funktionen ? y t ,  unter pv die von O verschiedenen Wurzeln 

von (100) verstanden. 
Es  ist nun angezeigt, die Nullstellen von (100) niiher zu unter- 

suchen. Zunachst werden wir erwarten, bei p = O eine doppelte Wurzel 
.c 

zu finden, da (100) nach 1)ivision durch eP" 1 aus (98) entsteht, 
und (08) eine dreifache, (99) eine einfache Wurzel bei p = O besitzt. 
In der Tat bestiitigt man leicht das doppelte Verschwinden der linken 
Seite von (100) bei p = 0. 

Da die linke Seite von (100) für p = O verschwindet und für p = O 
mit p bestandig wiichst, so kann (100) keine positive Wurzel besitzen. 
Setzt man p = -p*, so kann (100) geschrieben werden: 

eine Gleichung, deren linke Seite für p* verschwindet und für positive 
p* mit p' bestiindig wiichst. (100) kann auch keine negativen Wurzeln 
besitzen; d. h. auBer der doppelten Wurzel O besitzt (100) keine reelle 
Wurzel. 

Uagegen hat unsere Gleichung, wie aus den Untersuchungen von 
G .  H c r g l o  t z') hervorgeht, i~nendlicli viele komplexe Wurzeln. Wir  
wollen für sehr groBe Nullstellen einen asymptotischen Ausdruck auf- 
stellen. ') 

Dam scbreiben wir (100) in  der Forin: 
1 1 

z l + - b l + - 2 2 a b  

(101) = - p p- 
1 1 

i +  b l  Zab 
P p z  

1 
oder für kleine - entwickelt 

P 

1) Gott. Nachr. 1903, Heft 6, Kap. V. Im Folgcnden nehmen wir der Ein- 
fachheit halber an, daB (100) keine mehrfachen komplexen von O verschiedenen 
Wurzeln beuitzt. Eine mehrfache Wurzel kann, weuu überhaupt moglich, nur an - 

8abP 
den Nullstellen von p . (p + bl)' + - - = O auft'reten. 1 

2) Hierzn vgl. A. S o m m e r f e l d ,  GCitt. Nachr. 1904, S. 438. 
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Hieraus bekommt man durch Logarithmieren: 

4 a b  pi = iz(1 + Zn) + - - + . 
P 

Bus dieser asymptotischeii Form, in der sich die Wurzeln für 
groBe pv darstellen lassen, sieht man, dafl auBerhalb eines gewissen 
Kreises die p keine positiven Realteile besitzen konnen. Falls also (98) 
überhaupt Wurzeln mit positivem Realteile. besitzt, so k6nnen diese 
nur in endlicher Anzahl vorhanden sein. 

Jede Punktion ePv' ,  ferner % ( i ( e P j , i ) ,  ~ ' C ~ e ~ v ~ ,  unter (k komplexe 

Konstante verstanden, sowie % E C , ~ ' V ~  genügen der Funktionalgleichiing 
(96). Damit ist aber durchans nicht gesagt, daB es zu jeder dieser 
Funktionen wirklich eine Eigenschwingung gibt (so wollen wir die 
Bewegung der Saite nennen, wenn E'= O ist) bei der @ in dieser Weise 
von der Zeit abhingt. Ebensowenig k6nnen a i r  bis jetzt schlieBen, 
daB sich, bei Abmesenheit einer auBeren elektromotorischen Kraft,, 0 
in eine Reihe +on den unter (l), (2), (3) aufgeführten Punktionen zerlegen 
liiflt. E s  ware das der Fall, wenn gezeigt werden k b n t e ,  daB sich jede 
im lntervall O bis z gcgebene FunMion in eine solche Reihe zerlegen 
IaBt. Die Moglichkeit einer derartigen Entwicklung vorausgesetzt', 
konnte man immer, welche Funlition CD auch ist, sie im Intervalle O 
bis z in eine Reihe der Punktionen (l), (2), (3) entwiükeln, uud ware dam, 
weil alle diese Fiinktionen (96) genügen und weil (96) eine eindeutige 
Losung zulaBt, versichert, da8 auch weiterhin über das Intervall hin- 
aus die Entwicklung mit @ übereinstimmt. Es  kommt also darauf an, 
den Nachweis zu crbringen: Jede Eùnktion liibt sich inz hztervuble O 
bis z in eine Reihe der unter (1) bis (;?) aaufgcflihrten Fzlttktionen ent- 
wickeln. 

Cm diese Behaupturig zu beweisen, stützen wir uns auf einen Satz 

von P o i n c a r é ,  aus dem fulgt, da0 im Intervalle O bis jede Funktiori 

nach Funktionen (3) entwickelt werden kann (unter Hinzuziehung von 
1, t). Andererseits kann nach F o u r i e r  jede Funktion im Intervalle 

O bis d m h  die Funktionen (2) linear ausgedrüekt wcrden (unter 
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Binzuziehung von 1. E s  liegt nahe zu vermuten, daB daim, wenn so- 
wohl die Funktionen (2), als auch die Funktionen (3) zur Verfiigung 
stehen, der Entwicklungsbereich grGBer sein wird. E s  zeigt sich, daB 
er gerade doppelt so groB ist, mithin jede zwischen O bis z gegebene 
Funktion sich durch die Funktionen (l), (2), (3) darstellen laBt. Die niihere 
Ausführung dieser Gedankerigange muB dem folgeliden Paragraphen 
vorbehnlten blciben. Ich wage sie hier mitzuteilen, obwohl sie an 
zwei Stellen nicht allen Anforderuiigen mathematischer Strenge genügen. 

8 8. Entwicklung von CD nach Eigenschwingungen. 

Wir schreiben (100) in der Forni 
t z 

(IO41 e P 4 ( p 2  + b l p  - Zab) + ('' + b l p  + 2ab)eePZ= 0 ,  

eine Gleichung, die dieselhen Niillstellen wie (100) besitzt. Nach 

Poincaré ' )  IiBt sich eine beliebige zwischcn O und a gegebene Funk- 

tion in eine Summe ron ExporientialgrGBen, ,?CC',ePvt entwickeln, wo die 
11, die Wurzeln von (104) bezcichnen, und dio C, komplexe Koeffizienten. 
Nun ist allerdings zu beachten, daB (104) bei p = O eine Doppelwurzel 
besitzt; wenn man aber den P o i n c  a r  éschen Beweis nachliest, wird 
man finden, daB der Satz trotzdem richtig bleibt, daB man nur der 
Entwicklung noch eine li~leare Funktion /3 + y t  hinzuzufügen hat, 
(niimlich . e O .  * + y t e O  t ) .  Nicht aber kann man jede Funktion im Inter- 
valle O bis z nach rliesen Expon~ntialgrfiBen entwickeln. n a s  wird nur  
unter besonderen Umstanden n16glich sein, für  die wir ein Kriterium 
aufstellen wollen. 

Jede unserer Exponentialgr6Ben, die wir mit Bezugnahme der auf 
Seite 39 gegebenen Aufziihlung kurz die Funktionen (3) nennen wollen, 

wird in dem Intervalle bio z der Integralgleichung: 
.z - 

? 
(105) / [ b l -  2 a b 9 ] I ( t - . h ) d 9 = - e ( t ) - p ( t - i )  

5 

geniigen; denn, setzt man cp = e p t  in (105) ein, erhalt man f ü r  die p 
die Gleichung (100).') Jede Funktion, die sich also im Intervalle O 
bis z durch die Funktionen (3) aiisdrücken liBt;  muB im Intervalle 

1) ThQorie de 1s chaleur, Pans 1896, S. 216, 5 117. 
2) Die Fnnktionen 1 und t sind nicht Thungen  von (10.7). Um von (105) auf 

(100) zu kommen, muB man mit p multiplizieren. 
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bis z (105) genügen. Sehcn wir nun, inwieweit diescr Satz sich um- 
2 

kehren liBt. Die Gleichung (105), die sich auch 
t 

(106) r y ( t ) = - i p ( t - ~ ) - ~ [ b 1 2 a h - ( t - ~ ) l r p ( B ) d ~ 9  
t 

t - -  

schreiben M t ,  muB zu diesem Zweüke niiher untersucht werden. Fails 

cp zwischen O und a bekannt ist und nur zwischen und z gesucht 

wird, kann - rp (t - i) als bekannte Funktion von t angesehen 

werden. Kach dieser Auffassung stelit d a m  (105) oder (106) eine 
Vol terrasche Inte~~,algleichung von der Art dar, die ich in den mathe- 
matischcn Annalen untersucht habe.') Aus den dort gegebenen Ent- 

wicklungen geht hcrvor, daB, wenn cp im Intervalle O bis 7 gegeben 
2 

ist, es stets auf eiiie uud nur eine Weise im Intervalle bis z so fort- 

gesetzt werden kann, da1 (105) resp. (106) erfüllt ist. 
Wir wollen jetzt zmei Funktionen g0(t), gl(t) durch folgende Pest- 

setzungen definieren: xwischen !) bis % soll g,(t) resp. g,(t)  = 1 resp. 

= t sein, dagegeri iiii Interialle S bis z (103) und (106) gcniigen. Sei 

jetzt von einer Funktion rp bekannt, dao sie (105) und (106) genü&, 
dann wissen wjr nach dem Poincaréschen Satz, daB sie sich im In- 

tervalle 0 bis ; in der Form 

rp = C, f cit  f A(t) 

darsteIlen M t ,  wo c,, cl Konstanten sind und A(t) aus E'unktionen (3) 

additiv znsamrnen~esetat ist.' IruJ Intervalle 0 big stimmen also 

go -+ tg,(t) + A(t) und cp überein. Da riun unsere beidcn il i isdrü~ke 

zwischen O und den Gleichiingen (105) und (106) ganiigeo und da  

diese Gleichungen nur eine eindeutige Losung gestatten, so muB sich 
die Übereinstimrnuq aucli über das ursprüngliche Intervall hinaus er- 
strecken, d. h. für aile positive11 t niuB rp = g, + tg, f A sein. Jede Funk- 
tion also, die aus g,(t), g,(t) und den Funktionen (3) zusamnze?zgesetzt ist, 
genügt im Ir&rvallc O bis z (105); und jedc (105) i m  intervalle O bis 
z genügende Funktiolz gestattet eine Entwickiung mch go (t) , g1 ( t )  u t d  

1) Math. Ann. Aun. Ud. 65, S. 1. 
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Funktimen. 67). Die zu diesem Satze leitenden Überlegungen sind nicht 
ganz streng. Es wurde stillschweigend vorausgesetzt, daB, wenn man 

cp im Intervalle O bis eritwickelt, dime Entwicklung auch fiir da6 

Intervall bis z konvergiert. Einen Beweis für die Eicht'igkeit dieser 

Annahme habe ich nicht gefunden. 

Nennen wir eine Funktion, die zwischen und z der Gleichuug 

(105) oder (106) genügt, eiue Funktion V (nach V o l t e r r a ) ,  so haben 
wir zu untersuchen, ob sich jede beliebige Funktion im Lntervallo O 

bis z in eine Funktiun mit der Periode und eine Y- Funktion aer- 

legen laBt. 
Sei also f' irgendeine im Intervalle O bis z gegebene Funktion, 

so wird eine Zerlegung 

(107) f (9 = 0 (4 + v ( t )  

gesucht, wo w die Periode % besitzt und v( t )  (1 05) und (106) ye- 

nügt. mir braiirhen dabei w niir für das Intervall O bis zu be- 

stimmen; diese Be~timrnung gelingt, wenri wir für einen Wert t > 
die Bedingurigen aufsuchen, da8 v (106) befriedigt. 

t sol1 ; h o  einen Wert  > Fig. 8. - 
besitzen und zur Abkürzung '+t 2 

t =  % + t  
sol1 gesetzt merden: ,- I 

2 
1- I 1- 

0, - T -- 0 2  

(108) t r t - F .  2 
I 2t 

J 

Dann muB die Funktion v für Integrationsgetiiet 

das Argument +- t mit einem Integrale 

Variable 9. nach (106) mit t beginnt (bei 

aufhort (bei O,). Dieses Integral zerflllt 

verglichen werden, dessen 

@,, b'ig. 8) und mit f + 
in  die beiden Teilintegrale 

i i 
- 

2 t+? 

und * f ;  aber da irn Integranden ~ ( 9 . )  = f(8) - GI (8) vorkomrnt, 
- 
2 

t 

so kann das zweite Toilintegral, soweit es w enthhlt, in eiii Integrrlf 
O 

verwandelt werden. Somit wird (106) 
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Setzt man zur  Abkürmng 

und definiert eirie Funktion E ( t ,  9.) durch die Festsetzungen: 

so k6nnen wir schreiben: 
d - 
2 

(110) f,(t) = GI (t) - b z J ~ ( t ,  8) w (a) da. 
O 

Dies ist einc F r  P d h  o lm scho Integralgleichung, deren Kern K(t7 8)  
und deren Paranieter b l  ist. mTie man sieht, ist der Kern unsymme- 
trisch und hat bei 8 = t eine Unstetigkeit im Betrage 1. E s  gibt 
nun naçh F r e  d h  01 ru ') eine ganze transzendente Funktion Ail) von der 
Eigenschaft, daB falls b l  nicht gerade einer der Wureeln von 

gleich ist, (110) stets Pine und nur ciiie Losung hesitzt. Da d eine 
ganze Transzendente ist, konnen sich ihre Nullstellen nicht haufeii, Ci. h. 
diejenigen Werte b 1,  für die (110) nicht auflosbar ist, liegen diskret 
verteilt. Die Nichtaufltisbarkeit von (110) erweist sich somit als eirie 
Singularitit; wir sind in einem konkreten Fall berechtigt zu vermuten, 
daB aie nicht vorliegt und daB es eine Losung w von (110) gibt. Bei 
solcher Wahl von b l  kann, das haben wir jetzt gezeigt, jede Funktion 

in Intervalle O bis i in eine Funktion mit der Feriode a und in eine 

1) Acta math. 28, 1903, besonders S. 371 n. 375. 
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V-Funktion zerlegt werden. Daraus folgt aber weiter, daB jede Funktion 

eine Zerlcgung in g,(t), g, (t), A(t), w ( t )  verstattet, wo w nach periodisch 

ist und A(t) sus den Fiinktionen (3) zu~ammengesetzt werden kann. 
\Vendet man dieses Ergebnis au€ die Funktionen t und te an, so 

h d e t  mau, daB es solche Punktionen r l  und w geben muB und solche 
Koeffizienten y, daB im Iritervalie O bis z gilt: 

Würde jetzt d e  Determinante der y verschwinden, B O  gibe es eine 
lincare Beziehung zwischen den A, a, t ,  und t2, in denen die beiden 
letzten Funktionen nicht beide fehleii dürfen, also: 

nz, t + m, t" mm, A, (t) + I N ,  A, (t) $- 7n, GI, ( t )  + ~ n ,  o, ( t )  = O. 

Diese Gleichung würde für das Intervall O bis z gelten; da, aber alle 
d ~ r i n  vorkommenden Punktionen (96) geniigen, so müBte sie fiir t =  O 
bis t = ao erfüllt sein, was wegen des asymptotischen Verhaltens der 
A einen Widerspruch bedeutete. Denn miiren uiiter den A Exponential- 
gr6Ben mit positivem Realteil - solche konnen nur in endlicher An- 
zahl vorhanden sein - so würden die A stiirker unendlich werden, als 
t odor t2; im andern Falle wiirde aber wieder t nicht durch die A im 
Cnendlichen aufgehoben werden k6nnen.l) Da unsere Amahme, die 
Determinante der y sei = O, zu einem Widerspruche geführt hat, so 
muB dieser Ausdruck von O verschieden sein. Somit lassen sich go(t )  
und g, (t) durch t, t" A, w ausdrücken. 

Daraus folgt aber: Irn Intervuile O bis z la13 sich jede Fun7diow i?z  
einc lieihe, tmtehcnd auç den Fm1;tionen t, ta, urzd den kvt ehe  

nach periodische Funktion entu:ic7ie2nn, oder auch, wenn mail von dem 

Bo urierschen Satze Gebrauch uiacht, im Intervalle O bis z 1a13t sich 
4 x t  4nt  

jede Funktion nach den Fulzktionen 1, t, t2, 8') s i n - ,  cos - entzuicke2n 

d e r  drittens: durch Fmktionm ePYt azwdriicken, wo die p, die Wurze2n 
con (98)  becleuten und dm dreifache Perschuinden bei p = O berücksichtigt 
uwden mub. 

Aus der Zerlegbarkeit einer willkürliche~i in1 Intervalle O bis z ge- 
gebenen Funktion schlieBen wir weiter, daB bei Abwesenheit einer 
SuBeren elektromotorischcn Kraft, CD sieh aus Funktionen der an- 

1) Hior ist die eweite Lücke unsores Boweisos. Weim auch ein einzelnes 
ePl,' für sehr groBe t verschwindet, so folgt das noch nicht streng fiir eine un- 
endliche HRihe von eP1,'- 
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gegebenen Art ziisammensetzen liBt. l n  der Tat, ist diese Zerlegung 
für die Zeitdauer O bis z eben bewiesen worden, und folgt für spatere 
Zeiten aus der Eindeutigkeit von (96). 

g 9. Eigenschwingungen der Saitenmitte. 

Von groBerem Interesse als der induzierte Strom ist für uns die 
Geschwindigkeit der Saitenmitte. Sehen wir, welche Schlüsse wir im 
Falle F =  O aus der Entwicklung von CD auf die Darstellung von $ 
ziehcn konnen. E'indct irgend ein Vorgang statt, bei dem sich die 
Saite ohne Einwirkung einer ZuBeren elektromotorischen Kraft bewegt, 
so la& sich, a i e  wir sahen, CD durch folgende drei Funktionengruppen 
ausdrücken: ' 

(1) 1, t, tZ 

(2) 
. 4 z t v  4 n t v  

sin --, cosp- 
Z Z 

Eiieraus ergeben sich nach (65) drei Funktionengattungen, ails 

denen der Ausdruck für zusammengesetzt werden kann. 

Aus den Punktionen (1) erhaltcn wir die Summanden 

ferner aus den Funktionen ( Z ) ,  wenn v = 1 ist, 

4 s  z 4nt 
(sin F) (;% - a &) + a Cos 

und iihnlichc Ausdrücke für v > 1. 
Endlich ergeben die Funktiomn (3) für $ die Summenden 

Es ist zu bernerken, daB der in der geschweiften Klammer 
liche Ausdruck nicht verscliwiriden kann. Denri ware 

Z 

e-'4(p2 + b l p  + 2ab)  = 2ab,  

befind- 

so müBte gleichzeitig wegen (104) 
Z 

e P 4 ( p 2  + b lp  - 2 a b )  = - 2 a b  
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sein, was multipliziert 

( p z +  l 1 l p ) ~ - i i a ~ b ~ = - 4 a ~ b ~  
oder 

( p z  + blp)'= 0 

ergabe. Diese Gleichurig ist aber nur moglich für p = O und p = - b 1. 
Der Fall p = O braucht nicht berücksichtigt zu werdeu, da er auf die 
Funktionen (1) fülirt, wiihrend der Fa11 p - - bi iinmiiglich ist, da, 
wie früher nachgewiesen, (104) keine reellen Wurzelii besitzt. 

Nun ist nachzusehen, ob wirklieh alle erhaltenen Summanden in $ 
vorkomrnen konneri. Zunachst folgt aus (9), da1 die Entwickelung von 
- 

wcder Xxponentinlgr6Ben mit positivern Realteile noch konstante oder 
lineare Glieder enthalten kann. Ebensowenig konnen von O verschiedene 
periodische Funktionen in ihr ~orkommen. Denn traten solche auf, so 
müBte nach sehr langer Zeit @ nahezu periodisch sein, wiihrend F = O 
wiire. Ferner ware nach (8) 

was für CD + O offenbar unmoglich ist. Wir finden also, daB die Ent- 
wicklung von 6 keinen periodischen Bestandteil enthalten kannl), und 
gelangen zu dem Ergebnis: Bei Abwesenlteit einer Klemms~~annung laPt 
sich aaus Fwn7ctione.n e P y t  ~usan~vzense tne~  ZLO die p,, die TfTzLrn~ln von 
(100) (nicht von (98)) mit ~zeyativen Reaiteilen Becieuten. Statt der Ent- 

wicklung nach den eps t  kann man auch eine Entwicklung nach den 

Funktionen 8 ( e P v L )  bekommen. Darnit ist übrigens noch nicht gesagt, 
daB es zu jeder Punktion W (epzt) wirklich einen Vorgang F = O gibt, 
bei dern $ in solcher mTeise von der Zeit abhhgt .  

Besonders erwünscht ware es, zu untersuchen, welchen Charakter 
nach uncndlich langer Zeit die Eigenbewegung der Saito annimmt. Re- 
deutet es doch für alie Messungen einen grundkgenden Unterschied, 
ob das Instrument oszillntorische oder aperiodische Ausschlage hervor- 
bringt. Leider konnte ich kein allgemeines Kriterium aufsteuen, nach 
dem über die Bewegung der Saltenrnille entschieden werden kann, 
sondern konnte nur zu einer notwendigen Bedingung für das gelangen, 

1) Sehr wohl k t  es aber moglich, daB im Falle E'= O ,  11 (z, t )  in  bezug auf 
t die Periode t besitzt, z. B. hei solchen fitehendenwellen, hei denen in der Mitte 
ein E o t e n  liegt, und wegen der Symmetne keiri Strom induziert wird, die Ue- 
wegung daher so vor sich geht, als oh gar keine Dampfung vorhanden ware. Da 

1 .  
jedoch bei z = -- ein Knoten liegt, so ist in solchen Fiillen = 0. 

2 
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was ich absolute Aperiodizitat nennen mochte. Wenn von einem be- 
stimmten Zeitpunkte an alle Punkte der Saite die gleiche Gesühwin- 
digkeitsrichtung besitzen und diese stets weiter behalten, und wenn ihre 
absoluten Geschwindigkeiten bestindig abnehmen, so soll dieser Vorgang 
ein absolnt aperiodischer heiBen. 

Im Falle der absoluten Aperiodizitiit strebt die Saite der Ruhe- 
lage q = O zu. Es  müssen also von cinem bestimmten Zeitpunkte an 
alle 4 das entgegengesetzte Zeichen besitzen, wie alle 7 und insbesondere 

1 

auch wie 11. N i n  ist nach (29) = - b J . i  de; daher hat @ dasselbe 
n 

Vorzeichen wie 7j, nimmt abcr seincm absiluten Betrage nach hestandig 
d @ ab, und - muB somit von dern betreffcndcn Zeitpunkte an dns um- 
d t 

gekehrte Zeichen wie ij besitzen. Nach (66) ist aber 

2 r 2 
Ware nun -- > so müBte a fortiori - > t - 4 sein und 

z a b  z a b  
2 2( t -a )& 

daher mü5ten nowohl 6(8)[( t  - 8) - a  h r ]  als ouoh - ri - von um- 

gekehrtem Vorzeichen wie 7j sein, was einen Widerspruch gegen die 
2 z 

Gleichiing (113) hedeutete. Die Annahme > ist somit unm6g- 
2 z 

lich; d. h. absolute Aperiodizitit kann nur d a m  eintreten, wenn Zao < 
4 .  

ist oder wenn b1 > : ist, oder andcrs ausgedrückt: Wenn b i  < isl, 

gibt es h u e r  noch Punkte der Saibe, die entweder ihre Geschwindig- 
keitsrichtung umkchren oder einen Geschwindigkeitszuwac1is erhalten. 

Dieselben Schlüsse gelten, wenn F nicht = O ist, sondern einen 
konstanten Wert besitzt. In  diesem Falle führe man als Hilfsvariable 

1 

ein, wo s m i t  cP, die induzierte Potentialliifferenï, - b J . + d z  und 7, den 
O 

ze 
Abstand der Elongation von der definitiven Lage qm = 

32 
bedeutet. 

Setzt man diese Gr6Ben in (66) ein, so kann man schreiben: , 
t 
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oder wieder: 

eine Gleichung, an die sich alle früheren Cberlegungen knüpfen lasseri. 
linsere Ungleichung ist also auch im Fall P = constans ein notwendiges 
Kriterium für das Eintretcn der absoluten Aperiodizitiit. 

E s  ist klar, daB mit unseren Ergebnissen für die Praxis nu i  weiiig 
gewonnen ist. Denn erstens kommt es nicht sowohl auf die Aperio- 
dizitiit der ganzen Saite als vielmehr auf diejenige der Saitenmitte an, 
und es ist denkbar, daB sich zwar nicht aile Saitenpunkte aperiodiuch 
bewegen, trotzdem aber die Mitte apcriodisch ihrer Kuhelage zustrebt. 
Zweitens aber hiitte nicht nur eine notwendige, sondern eine hin- 
reichende Bedingung abgeleitet werden müssen. 

Immerhin dürfte es zur vorliufige~i Orientierung Interesse ver- 
dienen, den Wert  der Eigenperiode mitzuteilen, den die Saite (10) über- 
schreiten muB, um überhaupt absolut aperiodisch werden zu konnen. 

4 2 
Dieser betriigt z = d. i. nach (40) = und nach S. 22 ungefahr & 
oder 2,T. l W 3  sec., eine Zahl, die siçh aber nur auf den Fa11 rein 
elektromagnetischer Diimpfung beeieht. Nach den experimentellen Unter- 
suchungen E i n t h o v e n s l )  liegt für die Bewegung der Saitenmitte die 
Grenze der Aperiodizitiit bei z = 2,2. sec., wenn L~ftd2tmpfung und 
elektromagnetisclie Danipfung vorhanden sind. Alle diese Werte werden 
durch die bei der Messurig A 22 auftretende Eigenperiode weit über- 
schritten.') 

5 10. Erregung der Saite durch Wechselstrom. 

Ein Hauptanwendungsgebiet des Saitengalvanometers besteht iii 
der Aufzeichnung periodischer Vorgange.3 Um die funktionalo Ab- 
hangigkeit der hier wirkenden auBeren Kraft von der Zeit genau er- 
kennen zu konnen, ist es notig, Klarheit zu gewinnen über diejenigen 
Verzerrungen des registrierten Bildes, die den Eigenschaften des Appa- 
rates selbst verdankt werdeu. Dafür geiiügt es aber, die Deformation 
zu untersuchen, die ein rein sinusformiger Vorgang bei seiner Aufzeiüh- 
nung erfiihrt, da aus solchen aile anderen Vorgange zusammengesetzt 

1) A. a. O., S. 609, Tab. YI; S. 488, Formel 4 ;  S. 492, Zeile I l  von uuteu; 
S. 676, 677, Angabe über V. 

2) Vgl. S. 22 der vorliegenden Untersuchung. 
3) Vgl. E i n t h o v e n  t t .  a. 0. 5 9. 

Zeitsclirift f .  Mntliematik n. Physik. 58. Band 1910. Heft 1 2. 4 
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werden konnen. Wirkt auf das Instrument die Spannung E ~eriodiscli, 
so mu5 nach sehr langer Zeit auch @ eine perindische Zeitfunktion 
geworden sein. Unter der Annahme nun, daB P sowohl als @ perio- 
dische Funktionen sind, ist es leicht, ihre gegenseitige Abhangigkeit 
voueinander zu untersuchen. Daeu betrachten wir anstelle der bisher 
benutzten Funktionen kompleve Funktionen @ und 3'' um erst bei den 
Anwendungen zu ihren Realteilen überzugehen. 

Sei also: 
a nrz 
- 

(lie> F =  Fle O ,  

wo somit 0 die Periode der errebenden Schwingung bedeutet, so kann 
man 

(119) 
1 

@ = F .  - 
C 

setzen und erhilt für C nach (63) 

Also 

in1 

gilt, so erhalt man, falls nicht e y -  1 = 0 ist (Resonanz), durch Di- 

Nun ist allgemein 
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wie durch Rechnung leicht bestatigt wird und auch geometriech aus 
der beigefügten Figur fol& (siehe Fig. 9). Daher wird 

Bedeutet E' den Winkel, um den die Phase von CD hinter der von 
F zurückbleibt, und A' daç Verhaltnis der Amplituden von @ und F, 
so ist 

(123) 
1 >'= aie'" 

A 

1 F = di (cos E' + i sin E')  

Durch Vergleich mit (122) erhiilt man für e' und A' die Formeln 

Diese Gleichungen lassen zwei verschiedene Werte von e' zu, die sich 
um 180' unterscheiden und daher entgegengesetzt gleiche Werte von A' 
liefern. Somit  haben beide Bestimmungen dcnselben physikalischen 
Inhalt. 

1st die Eigenperiode der Saite sehr klein, was bei starker Saiten- 
spannung eintritt, so wird E'= O, A' = 1, d. h. der Induktionsstrom 
schwingt in derselben Phase und in  derselben Stiirke wie der erregende. 
Man kann E' stets im ersten oder vierten Quadranten (den Quadranten 
der positiven Kosinus) liegend amehmen und erhalt d a m  immer posi- 
tive Amplitudenverhiiltnisse. Bür miiBig kleine z ist e' positiv, d. h. 

gegen F verzogert. 
7 c  Falls z = G ist, d. h. Resonanz vorliegt, wird E = 2 ,  A'= O. 

&rigens kann, wenn t genau = 6 ist, jede beliebige Wahl von A' und 
4* 
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E' zur Befriedigung von (120) führen; hatten wir doch bei der weite- 
Zn;+ -. .~ 
- -- 

ren Behandlung dieser Gleichung sie durch e " - 1 dividiert. AuBer- 
dem reduziert sich (63), wenn F die Periode z besitzt, auf (96), eine 
Glcichung, die durch jede P'unktion mit der Periode z befriedigt wird. 
Ob wirklich solche Schwingungen m6glich sind, soll hier nicht unter- 
sucht werden. Wir  halten uns nur an die bei kontinuierlicher Ande- 

z 
rung von z sich ergebenden Werte e' = - A'= O. Überschreitet man 

2 '  

mit der Periode z die Resonanzlage, so springt E' auf - im vierten 

Quadranten (man konnte auch sagen 6' befindet sich iin zweiten Quadran- 

ten bei + g; dann ware A' negativ anzunehinen). Jetzt also eilt CD in 

der Phase voraus. 
W i r  untersuchen zweitens, wie eine sinusfïhmige Schwitigung von 

@ auf die Rewegung der Saite wirkt. Wir  verstehen unter F, 0 jetzt 
wieder reelle Funktionen und suchen 

zu integrieren. 
Machen wir dam den Amatz 

(128) 11 = X @ ,  
wo X eine reine Funktion von x sein sou, so ergibt sich 

mit den Nebenbedingungen 

(130) X ( 0 )  = X(I)  = o. 
Durch Integration erhalten wir 

" 
2 7z 

1 - c o s l  -sin-1 1 - c o s x  
G U  (131) 7 = 
"1 G a  - -- G a  - ]Il) 

4 z 2 76 
sin 

G U  \ 
n 7z 2 n 

- 2 cos ( x  + 1) sin lia (1 - x) + sinii(l - x) 
G n 

- - 
4 nS 

sin 1 
G a 

1) Von hier ausgehend hiitten wir auch nuf eine neue Reise die Be- 
siehung zwischen @ und B' ableiteil konnen. Die Methode des komplexen An- 

Zinl a @  2n 
satzes anwendend, kann man setzen CD = @ e 0 , also = P - CD. Nun hat 

O t 
man nach (131) 
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1 Setzen wir hierin x = , so bekomnien wir 
2 

sa  2 

sin -- - 

2 .  sin nZ f z s i n ' t l  sin- 
- - a 6' 2 ~ a  \ ria , G U  

- -- - 

4ne . 2 8 1  
sin - 

G a  

n l  2 nl  
Q ue 4(EinZGi)  in 

- .- - -- - - - - 
4ne nl a l  

2 s i n  cos - - 
C a  G a  

Z Z  2 

(132) 
- m G Y  (sin G) 
7 - 2 n " a ; -  

COS - 

2 G 

oder auch 
n 2 

- 1 - cos- 
(133) 

2 6 
'5 = -- --- 4 z y  X Z  

COS 
2 G 

Hieraus erkennt man, daB 7 in derselben Phase schwingt wie CD. Das 
Amplitudenverhaltnis betriigt: 

n5 1 - CO8 - 

(134) 
I I  2 a A = " - .  

4 ne 1zz cos -- 
2 G 

1 

und, wenn man nsch z iritegriert und die Bexiehnng F = @ + b . b d r  ùe- 
achtet O 

womit (122) wieder gewonnen kt,. 
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\Vie man sieht, ist A" = oo für z = G: hierdurch aLiein erklart es 
sich, da8 auch im Falle der Resonnnz trotz des Verschwindens von 0, 
ein endliçhes Amplitudenverh%ltnis zwischen F und 7j ruoglich ist. 

Wir  bezeichnen den Phasenrückstand von hinter F mit e und 
das Verhaltnis der Amplitude von i j  zu der von F mit k D a m  hat man 

(135) 
t 

E = E ,  

(136) A = A' A", 

also nach (12U), (126) und (134) 

1 
Falls nahezu z = G ist, wird t g  E sehr groB und nahezu cos i .  Dahm 

wird in diesem Falle 

CO8 € 1 

- -- ~ -- ---=- 
u e b l  (sin E) -. (6) (cos E) , c a b ~  ' 

also 

(139) 

Wir erhalten somit auch in diesem Falle einen endlichen WTert 
für die Amplitude der Elongation. 

Für  uriendlich kleine z ist E = O und A - O. Sehr stark gespannte 
Saiten arbeiten also ~ e h r  unempfindlich, ergeben dafür aber auch nur 
geringe Verzerrungen des Bildes. Pür  maBi; kleine z sind e und A 
positiv, d. h. die Bewegung der Saitenmitte ist çegen den Wechselstrom 

X 
verzogert. 1st  z wenig kleiner als 6, so wird e weriig kleiner als 

und A uahezu = + d. h. es findet jetzt eine Verztigerung irn Be- 
4 b l '  

Z 
trage von + statt. 'Cberschreitet z den Wert G ,  so ist os bequem, 

X il 
E groBer als $ anzunehmen (im zweifen Quadranten, statt > - - 

2 - 

im vierten Quadranten; wir verstehen unter der Verzogerung einen 
solchen Wert E, der (137) befriedigt und A zu einer positiven GrfiBe 

marht). Nirnmt man also e > an, so a i r d  A positiv. Jotzt ist nlso 
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die Verzogerung gr6Ber als ein rechter Winkel; man sieht, beim fjber- 
schreiten der Resonanzlage indert sich der Schwingungszustand kon- 
tinuierlich. 

Im Palle der ltesonanz selbst betriigt die Phasenverzogerung einen 
rechten winkel und das Amplitudenverhiiltnis ist endlich. Der wirkende 
Gesamtstrom ist zwttr iiuBerst schwacli, itn Grenzfalle = 0, dafir wirkt 
aber auch ein LuBerst schwacher Strom im hochsten MaBe erregend 
auf die Saite. Schaltet man zwei Saitengalvanometer in einen Wechsel- 
stromkreis von der Periode G und besitzt eines der Instrumente ebeil- 
falls die Eigenperiode 6, so wird der tatsiichlich im Stromkreis flieBende 
Gesnmtstrom ebenfàlls die Periode ci besitzen. E r  setzt sich nun zu- 
saminen aus dcm ursprünglichen Wechuelstrom und dcn in heiden 
Galvanometern induzierten Stromen. I n  der isochronen Saite findet 
aber eine solche Induktion statt, daB der Gesamtstrom O wird; daher 
wird zwar nicht da6 isochrone, wohl aber das asynchrone Instrument 
seine Schwingungen einstellen. Schaltet man also in &en Leitungs- 
kreis zwei SaitengaIvanometer und Zndert die Spannnng des einen kon- 
tinuierlich, so wird man den Augenblick, in dem es sich in Resonanz 
mit dem Wechselstrom befindet, daran erkennen, da0 das andere seine 
Schwingungen aussetzt. 

Bei Arbeiten mit Wechselstrom wird man nun auf zwei I'unkte 
zu achten haben, auf moglichst groBe Empfindlichkeit und moglichst 
geringe Verzerruug des Kurvenbildeü. Bel Gleichstrorn verstehen wir 
unter der Empfindlichkeit cg den Quotienten vom definitiven Ausschlag 
und der angewandteu Potentialdifferenz E. Aus der Integration von (10) 
folgt für die endgültige Lage 5,  die Beziehung 

E s  ist also 

(141) 

oder nach (4) 
z S  Hl C = - -  ~ 

Y 32 nzcw 

Unter der Wechse~tromempfi~1dlichkeit C, wollen wir das Verhaltnis 
zwischen der Elongationsamplitude und der Amplitude der Potential- 
differenz E: verstehen. Man hat somit nach (138) 
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5 6 Zur Theorie des Ssitengelvenometcrs 

und im Falle der Resonanz: 

oder 

Cm zu bestimmen, welche Werte von z bei konst:intem G ein 
Maximum der Empfindlichkeit liefern, hat man im allgrmeinen eine 
nicht sehr einfache transzendeiite Gleichu~ig zu losen. Jedenfalls sieht 

zs 
man, daB, wenn lieine Ilesorianz vorhanderi ist, also cos 2T merklich 

RI cie 
von O verschieden k t ,  C, von der Ordnung - - ist. Dagegen ist 

mcw 4nS 
al % ue 

im F a l k  der Resonanz c, = 7ncw 4b l .  Wenn also - klein gegen - 
4nZ 461  

id, hat man im ersten Falle eine weit geringere Empfindliehkeit als 
im zweiten (die GroBenordnung im ersten Fall ware nur dann ver- 

1 
gleichbar mit derjenigen im zweiten, wenn -- sehr groB ware; das 

7C.r. 
CO6 

'L <i 

bedeutet ja aber gerade dnniiherung an die Besonanz). Falls also G 

n = 7 e l ) l c = ~  
klein gegen b l ,  d. h. gegen ist, wird man am empfindlichsten 

unter Anwendung der Resonanz arbeiten. Nach (40) und der Angabe auf 
7C4 

S. 22 iibcr u betrzgt für die Saite (10) diesc Zeit 720 sec. = 1,4.10-2sec. 

Sie wird auch bei gr6Berer Dickc der Saite nicht wesentlich antlers 
ausfallen, da mu: bei gleicher TTTahl des Materiales konstaiit ist. Für 
die erwahnte Saite fanden wir als Xnimalperiode 7,2.10p4, ein Tvert 
der auch urigefahr für dickere Saiten gelten dürfle, da diese zwar  eine 
gr6Bere Masse besitzcn [vgl. Formel 3), dafür aber auch eine starkcre 
Spannung P vertragen. E s  ist also sehr wohl mtiglieh, daB die Saite 
einem Wechselstrome folgen kann, der mit einer vie1 kleinereri Periode 
als 1,4.10-%ehwingt und in diesern Faiie liefert die Kesorianz das 
Maximum der Empfindlichkeit. Ubrigens gilt clic Formel (139) auch, 
wenn z ein ungerades Vielfaches von 6 ist. Màn wird also noch 
empfindlicher arbeiten, wenn man z zu einem moglichst groBen un- 
geraden Multipluru von (i maüht. 

In diesen Fallen ist, wie (146) zeigt, die Empfindlichkeit der Feld- 
stiirke umgekehrt proportional. Man wird also die Feldstiirke so klein 
wie moglich zu wahlen haben. Dnrch Verkleinerung von II wiichst 
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Von PAUL HERTZ. 57 

7c = 
- d. h. die Zeit, unter der G bleiben mufi, damit der Itesonanzfüll 
b 1 
das Maximum der l3mphdlichkeit dnrstellt. Also aucli schon aus 
diesem Griinde ist eine rntiglichst kleine Wald von H m i  empfehlen. 
Die Tatsache, daB kleine Feldstarken zu groi3en Elongationen führen, 
konnte überraschen und man konnte fragen, warum man dann nicht 
überhaupt das magnetische Peld ganz ausschaltet. E s  ist aber zu be- 
denken, da6 die endgültigen groBen Elongationen ihr Entstehen den 
wiedmholten Antrieben verdanken, dai3 eine bestimmte Zeit notig ist, 
bis der definitive Zustand angeniihert erreicht ist und daB diese Zeit 
mit abnehmender Feldstarke wachst. Bei u~iendlich kleinem H wird 
die erwahnte Zeit unendlich goB, sodafi der FaIl H= O auszuschlieflen 
ist. Bei Hinzutreten von Tluftreihung wird dagegen, das ist nach dem 
Entwickelten sehr wahrscheinlich, ein endliches von O verschiedenes H 
das Maximum der Empfindlichkeit darstellenl), und dieses Optimum 
von H mird mit abnehmerider Luftdiimpfung gegen O konvergieren. 

Zweitens ist zu untersuchen, welche Verzerrung ein beliebig ge- 
stalteter Strorn, dessen Periode 6, heiBen moge, durch die Registrierung 
unseres lnstrumentes erleidet. Zu diesem Zwecke zerlegen wir die 
Funktion F nach Fourier in die tleihe 

2 n t v  
Jede Schwingung u, sin - - - wird eine Schwingung tv zur Folge haben 

'JO 

deren Amplitudenverhaltnis und Phasenverxug nach (137) und (138) 
gegeben sind durch 

a b l  26 n c v  tg r ,  = -O- ( - ~ ~ o  t g  
. 2 z  . zz  2G0 - 11 

4 z p v =  
COS E, .  

z z v  

Die glsichen Formeln gelten für das Amplitudenverhiltnis Av und den 
Phasenverzug der Eosinusschwingung. 

Beschrhken wir der Einfachheit halber unsere Betrachtung auf 
den Fall der Resonanz, sei also z = G , .  Dann liefern die Formeln 
(148) und (149) verschiedene Ergebnisse, je nach dem Reste, deni 
modnlo 4 der Index v kongruent ist. 

1) DaB man für eine bestimmte endliche Feldstirke a m  empfindlich~ten 
arbeitet, hat mir R. Gans  vorausgesagt. 
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58 Zur Theorie des Saitengalvanometers. 

Sei 1)  
v - O (mod 4). 

Dann findet man 

2 )  sei 

D a m  ist 
v = 2 (mod 4'. 

wo die Wurzel das positive Zeichen besitzt. 
3) sei 

v = 1 (mod 4). 
Dann wird 

1st endlicli 

4) v = 3 (mod 4), 
1L 

so wird E ,  = - - also tg E ,  sehr groB. Ferner wird 2 '  
1 

COS &, = - -, 
tg e ,  

und weil der Sinus = - 1 kt, A, = ' 
4 b l '  

Also hat man in diescm Falle: 

Damit also beim Bestehen der Resonanz die Kurve ij ein unvei'- 
zerrtes Abbild der Funktion F darstellt, ist es erstens erforderlich, daB 
in der Entwicklung (147) das konstante GLied fehlt. Zweitens müssen 
für alle Partialschwingungen Phasenverschcbung und Amplituderi- 
verhiiltnis gleich sein. Es  dürfen also in der Entwicklung entmeder 
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nur nach 1 oder nach 3 (modulo 4) kongruente v vorkommen, also 
F muB entaeder von der Forrn: 

2nt . lOnt 18nt ( P = zi, sin - - + IL, sin + q sin 
Go 

+ . .  
(154) Znt 10nt 1 8 z t  

v, cos - + v, cos + v, cos - - + . 
Go 

sein oder von der Forrn: 

2 7ce 
Falls 6, klein gegen - ist, überwiegen in der Abbildung die 

?J 1 

Schwingungen von ungeradem v. 

5 11, Erregnng durch Gleichstrom; Konstantenbestimmnng. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, da5 eine ruhende Saite 
plotzlich dureh eine konstante Klemmspannung erregt wird. Die ein- 
fachsten auf diesen Bal1 bezüglichen Ergebnisse haben wir bereits 

gelegentlich mitgeteilt. Wir  fanden, daB im Zeitintervall O bis 1 die 

B e w e p n g  durch die Formel: 

1 
- 

(43) y=7 -I+ [ ( a + l / a " ~ e ( a 7 v a 2 + ' " ) t + ( - a + i / ~ ) e ( p  a - l ~ q ) t  1 1 :( e y ~ ~ + p ~  7 
(S. 21) 

dargestellt wird. Palls die Zeit der ersteri Umkehr 

bis z fiiit, so ist sie gegeben durch 
Y -2 

in das Lntervell 

(67) 
(S. 34) 

und im Falle kleiner Dknpfung durch: 

I n  mancher Beziehung wies die Saitenmitte ~hnl ichke i t  mit einem 
schwingenden Systeme auf, wenn auch die Redeutung dieser Analogie 
keineswegs überschatzt werden darf. Es ist aber jedenfalls nützlich, 
in bezug auf die Saitenbewegung dieselben Fragen aufzuwerfen, die aus 
der Theorie des mit einem Freiheitsgrade schwingenden Korpers ge- 
liufig sind. Wir wollen also das Dampfungsverhiltnis der Saitenrnitte 
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6 0  Zur Theorie des Saitengalvanometers. 

aufsucheri, uns aber der Ilinfachheit halber auf den Fall kleiner elektro- 
inagnetischer Dsmpfung beschrankcn. 

Nimnit man b klein an, also p klein von der ersten und a: klein 
von der zweiten Ordnung, so ist nahezu @ = F, mithin nach (61) für 

das Interrall O bis ; 
& = 2 u b F  

und, integriert, unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen: 

eine Gleichung, die aiich aus (($2) durch Entwicklung nach a: und P 
folgt. Irn Intervalle O bis f ist aber: 

- 
7 = a; ?(O) = O ;  7 ( 0 )  = O  

und daher 

j157) ij = ;F'($t2 - -i211t3 + i,abt.l) 

Wir rnüssen den zur Zeit erreichten Wert von ij kennen lernen; 

dieser lautet: 

Ebeilso ist: 

Ferner iut für 1 > naüh (64): 

und da nach (156) 

gilt, so hat man, werin t > ist: 

Setzen wir abkürzend 

(159) t - ? = t  4 '  
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so wird daraus: 

b 1 e 6 = 3.1 (t + +) - l(t + f )  + +ah( t  + 4 ) 3 -  2 t  + blt2 - +bt3) 
I 

also im Intervalle < t < : 

wo C eine Konstante ist. Setzt man t  = O, so folgt aus (159) u. (158) 
z a C =  F ( -  32  - & b l z 3 ) -  

Also ist: 

Nach (68) und (159) entspricht deni ersten Rückkehrpunkte ein Wert t: 

Inderu wir nur erste Potenzen von b berüçksichtigen, erhalten wir für 

die der Zeit 1, = + 4 entsprechende Elongation Yi: 

Nun kann mail den Abstand der Saitenrnittt: eur Zeit O von der end- 
giiltigen Buhelage als den niillten Ausschlag a, bezeichnen, und die Ent- 
feïnung, die die Mitte bei ihrer ersten Umkehr von der endgültigen Ein- 
stellung besitzt, als den ersten Ausschlag a,. D a m  ist nach (140) und ( 1 G 1 )  

a 
Setzen wir den Quotienten 2, der das erste Dampfungsverhaltnis heiBen a 
moge, = k,, so wird 

k - 1 - AbZr. 1 - 

Die Zeit der ersten Umkehr und das erste Dampfungsverhiltnis sind 
also durch das Formelsystem gegeben: 
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62 Zur Theorie des Saitengalvanometers. 

Durch Auflosung nach G und 6 1  folgt hieraus: 

20 (1 - k,) bi = 
3 t ,  

Die Ergebnisse dieses und des vorigen Paragraphen setzen uns in 
den Stand, die Konstanten unseres lnstrumentes zii bcstimmen. Frei- 
lich bezieht sich die vorgeschlagene Nethode nur auf den BaU, daB 
man von der Luftreibung absehen kann; wollte man diese berück- 
sichtigen, so kame man, \lie man irn SchluBparagrapheu sieht, zu 
Pormeln, die zu verwickelt sind, um der experimcntellen Prüfung 
unterworfen zu werden, und die h6here Differentialquotieriten enthalten, 
als sich bisher genau messen lieBen. Wenn man also die Theorie zu 
prüfen und auBerdern die Apparatkonstantefi zu bestirnrnen wünscht, 
muB man entweder im Vacuum arbeiten oder einen dickeren Uraht 
verwenden, wodurch, wie Herr E i n t h o v e n  mir gütigst mitteilte, die 
elektromagnetische Dampfung mehrere 100 mal starker als die Luft- 
dampfung merden kann. Die I<onstantenbestiminung hatte ungefihr in 
folgenden vier Schritten zu geschehen: 

Erstens verwende man einen Wechselstrom von bekannter Per iod~  6. 
Wird die Spannung der Saite stetig verandert, so kann man den Augen- 
blick, in dem z = 6 wird, daran erkennen, daB die Empfindlichkeit zu 
einem Maximum ansteigti), sofern nur 6 klein gegen 1 , 4 .  10-~ sec ist 
(S. 56; aiich bei dickeren Drahtrn gilt iingefiihr dieselbo Zahl.) Aufier- 
dem kann man durch Einschaltung einej zweiten Galvanometers den 
Augenblick der Resonanz feststellen (S. 55). Da im Falle der Re- 
soriariz 6 = T ist, kann B als bekaniit gelten. AuBerdem nehme man 
eine Gleichstroinmessung zur Ermittlung der Empfindlichkeit hinzu. 
Nun ist nach (142) und (144) 

Ir 
Da z bekannt ist, tiind wegen (166) und (141) die Konsta,nten z, b - ' E  

3' 
oder auch a, h ,  der Messung zugiinglich. 

Man kann auch wünschen, an Stelle der Koeffizicnten unserer 
Differentialgleichung diejenigen Konstanten zu bestimmen, denen eine 

1) Diese Operation l%Bt sich sehr rasch ausführen. Vgl. E i n t h o v e n  a. a. O. 
S. 688. 
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Von PAUL HERTZ. 6 3 

unmittelbarere physikalischc Bedeutung zukommt. Unter diesen sind 
es gerade drei, die nicht ohne weiteres meBbar sind, sondem erst durch 
Schwingungsbeobachtungen gewonnen werden konnen, die Feldstarke H, 
die wahre Masse m und die Spannung P. Nun lassen die drei Glei- 
chungen 

(167) (vgl. 3 u. 23) 
P 42 
- - - 
rn z3 

erkennen, daB dic Messung von z, c,, C ,  zur Bestimmung von H, m, P 
ausreicht. 

Vermag man die Phasendifferenz zwisclien Wechselstrom und Saiten- 
schwingung festzustellen, so kann auch, falls keine Resonan~ vorhanden 
ist, die Gleichung (143) verwandt werden. 

Zweitens kann man dieselben Konstanten unter alleiniger Benutzung 
von Gleichstromen experimentell bestimmen. Man mache dazu den Wider- 
stand YO groB, daB die elektromagnetische Danipfung nur sehr kein ist 
und verwende das Formelsystcm: 

z O (1 - k,) b = - 

3 tl 

oder auch nach (3) bis (5) und (23) 

F Aus diesen Gleichungen konnen - r ,  bl oder H, m, P bcstimmt 
3: 

werden. 

E s  ist aber zu bernerken, daB nach E i n t h o v e n 1 )  die hlessung der 
Gr6Be k, nicht mit groBer Genauigkeit vollzogen werden kann. 
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\ 

Drittens kann man auch Mpssungen bei nicht sehr kleiner D%mpfung 
vornehmen, die jedoch nur zur Kontrolle der nach den vorigen Me- 
thoden bestimmten Konstaritenwerten dieneri. Man hat dazu die elektro- 
mapetische Diimpfung so zu wiihlen, daB der erste Eückkehrpunkt in 

dus Zeitintervall bis r fiillt. Dann gilt: 

Hierin ist 

Viertens kann man ebenfalls zur Hontrolle untersuchen, ob bei dei1 
für die Konstanten gefundeneri Werte~i  sich eine richtige funktionale Ab- 
hangigkeit der Gr6Bc 7j von der Zeit ergibt. E s  muB niimlich in der 
ersten Viertelperiocle nach Einschaltung der Klemmspannung die Be- 
wegung nach der folgenden Gleichung vor sich gehen: 

5 12. Luftdampfung. 

Wenn die Saite nicht im Vakuurii schwingt, sondern im lufte~füllteii 
Haume und ihre Dicke nicht sehr betriichtlich ist, gilt wegen der Luft- 
reibung die Gleichung (Ci) nicht mehr. Da man annehmen kann, daB 
die durch die Luftreibung hervorgerufene Geçenkraft der Geschwindig- 
keit proportional istl), so gilt an ihrer Stelle 

1 

(172) 4 - nz7" + gii = P- bJ';idx = d>. 
U 

Zur L6sung dieser Gleichiing führt wieder die t t iemannsche Methode. 
Sei Y ein Punkt im Gebiete 1 (Fig. 1) und seien A, B die beideiz 
Punkte, in denen die durch P gezogenen Charakteristiken die Abszissen- 
achse schneiden. Dann definieren wir eiue ,,Greensche Funktion" I ?  

durch die Festsetzung: Innerhalb P A B  soll 

(1 73) i j  = 0 
~ - -- 

1) E i n t h o v e n ,  a. a. O. S. 485. 
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sein, und auf P A  und PB soll 

sein. v  ist also von der Wahl des Punktes P abhingig. Nun &d 
der Wert  der Funktion q in der x-t-Ebene durch die Gleichung 

B 
1 

(178) T, = ( y a v A  f yavB  f J ' ( i v  - YU f 9 y v ) d x  +J&ov @ )  
A PAB 

gegeben, wo y und $ wieder die Werte von 7 und ;l sind, die t = O 
zugeh6ren.l) Verstefit man also unter v* wieder die Elongation, die 

IL' 
stattfinden würde bei Abwesenheit einer 
SuBeren Potentialdifferenz und einer elektro- P1g. 10 

magnetischen Diimpfung, so gilt: 

(176) 1; = v a  + j J d o v c ~  

und ]i 
(177) 

1 v* - p a  (ya., + yav ,  

B 

+ J ( y v  -y; + 57yv)dxJ  n. 
A 

R 

Zieht man unterhalb des Puniites Y * B L 
(Fig. 10) eine Horizontale, die von P den 
senkrechten Abstand zl besitzen rnoge, und- ~ieien A,, Bu die Schnitt- 
punkte der Charakteristiken mit ihr, so konnen mir eine Funktion w(u)  
definieren durch die Festsetzung: 

/ oder nusfiihrlieher gesohrieben: 

t 
D a m  ist für  O < t < 2 :  

1) Vgl. A. Sommerfe ld  EnzyklopLdie d. math. Wis~ensçh. Bd. II A. 7 c 
S. 513ff.; beaonders 518. 

Zeitaïhrift f. Mathamatik u. Phyaik. 58. RariiL 1910. Heft ln. 5 
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Behandeln wir zunachst einen besonderen Fall. Sei y = 0, y = O 
und werde b = O angenommen, BO ist auch 7' = O und es ist nach (176) 
goometrisch ersichtlich, daB im Gebiete 1 7 von x unabhingig ist. Da- 
her schreibt sich (172) 

(180) : + = F(t). 

1st zudem F konstant, so ergibt die Integration: 

(181) enthait also die Losung unseres Problemes fiir den FaZZ, daa eine 
ruhende, keiner elekfromagnetischen Darnyfung unterworfene Suite eur 
Zeit O plotzlich von ciner konstankn Potentialdiffcrm~ wregt uiird. 

Nach (179) ist in diesem Falle $ = F -  w; daher folgt: 

Da aber die Definition von w keine auf b und F bezügliche An- 
gaben enthalt, ist (182) allgemein gültig. Falls somit @ bekannt ist, 
gibt das System (177), (179) und (182) die Losung der Saitenmitte 

im Zeitintervalle O bis z -  Bei Ahesenhe i t  von elaktraruagnetischer 

Dampfung ist daher unser Problem für die Zeit der ersten Viertel- 
periode bereits gelost. 

VCTenn auBer der Luftdampfung auch elektromagnetische Dampfung 
vorhanden ist, gilt es vor allem, CD zu bestimmen. Hierzu verfahren 
wir %Mich wie im 3 3. W i r  definieren eine Funktion ri? zweier Argu- 
mente durch die folgende E'estsetzung: Man konstruiere zu einem Punkte P 
das Charakteristikendreieck (Fig. IO), ziehe im Abstande u eine Horizontale 
A, Bu und wiihle einen Punkt 11 auf ihr, so, daB das Lot von R bis 
zum Schnittpunkte mit A,P = u, kt, dann soll 

R 

sein. Daraus fol@ 

(184) O (u, u) = + w(u) 
(185) '3 (,u, O) = O. 

Perner bezeichnen wir die Ableitungen von o nach seinem ersten 
uud zweiten Argumente mit w, resp. w,. Setzt man dam, iihnlich wie 
irn 3 3 

t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



so ist wieder (vgl. Pig. 10) 

(vgl. den Punkt P, in Fig. 10) also wegen (185) 

in 1) ;i=?+lj(t)  

in II) r j = r j *  +4(t)  
'- z 

a 

-2-~@($)ds[w,(1-8, t - 8 -  3 + w 9( t-4, 
O 

a 

Eine entsprechende Formel konnen wir für  III aufstellen und er- 
halten somit 

Nun ist 

und da wegen (185) gilt: 

t - I  

O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



68 Zur Theorie des Saiteugalvenometers. 
0 4 

so wird 
Z t - -  

also nach (184): 
t 

= - 2 a 0  [ @ ( 8 ) w ( t  - $)di3 
O - 

oder nach (186): 

= - 2ab+(t). 

Somit folgt: 

In dem letzten Integral k6nnen mir nun die Integrationsfolge um- 
kehren. Dann schreibt es sich: 

Also ist 
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gesetzt ist. 1st daher wie früher: 
1 

(190) F -  b [ ;7*ds = F', 
O 

so bekommt man: 
t 

(191) F * ( t ) = @ ( t ) + b l ~ - 2 a b @ 4 b - ~ d 3 @ ( B ) f i ( t - 9 . ) .  
O 

Nun berücksichtige man noch (186) und die aus ihrer Differentiation 
hervorgehende Beziehung: 

t 

BO erhiilt man schIieBlich für @ die Integralgleichnng 

- 1 
t 

F*(t) = @(t) -[@(9.) Q( t  - $ ) d a  

(192) 
O 

1 

= @(t)  - J ~ ( t  - 4) Q(9.)d3, 
O 

W O 

(193) Q(u) = 46 . SL(u) + 2 a b w ( u )  - blW(u) 

ist. 
In dieser Integralgleichung muB noch der Kern berechnet werden. 

Dazu ist es ndig, v zu kennen; aber das kann nach der bei R iemann-  
Weber i )  gegebenen Methode geschehen. Ich will nicht durch die 
etwas umstkdliche, aber keine grundsiitzliehen Schwierigkeiten bietende 
Aiisführung ermüden und nur das Endergebnis mitteilen. 

Setzt man 

so wird 

oder entwickelt: 

Wir fassen zusammen: 
Um 

1) Band 2, S. 309. 
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für O < t < zu losen, setze man: 
4 

l6se sodann 
1 

(192) ~ ' ( t )  = @(t )  -J@(9.) &(t - 4 ) d 4  
O 

nach CD, und bekommt: 

Der wesentliche Teil unserer Aufgabe besteht also wieder in der 
L6sung einer Vo 1 t e r r a  schen Integralgleichung. 

1st g klein, so hat man in  erster Annaherung: 

(197) Q(u) = - bl  + 2aub  

(198) w(u) = U .  

Daher lautet die lntegralgleichung 
t 

woraus sich 7 durch: 
t 

(200) i j  = q* +J@ (a) d 9 ( t  -- 9) 
O 

bestimmt. Setzt man 

80 erhiilt man 

F'(t) = $( t )+ b Z 4 -  2ab@( t ) ,  

d. h. man gelangt zur Gleichung (36) zurück. 
Um eine kleine Luftdiimpfung zu berücksichtigen, ist die An- 

naheruug noch ein Glied weiter zu treiben: Man setze daher 
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Von PAUL HEILTZ. 7 1 

oder nach u geordnet 

(203) Q ( u )  = - bl + u ( 2 a b  + ybZ) - +a6gu2. 

(192) wird am einfachsten geltist, indem man &(t - 4) nach 8 ent- 
wickelt und die Gleichung dreimal differenziert. Dadurch erhalt man: 

di (O) = F* (O) 

&(O) = *(O) - blF'(0) 

&(O) = ( 2 a b  + gbl  + b21s)E"(0) - b l ~ ' ( 0 )  + @(O). 

(Die letzte Gleichung stimmt im Palle g = O für t = O mit (47) 
überein.) 1st die PotentialdiEerenz E konstant, so bekommt man daraus: 

Hat  man ein im Luftraum achwingendes Galvanometer, so sind 
(204) und (205) natürlich vie1 genauer ala (35) bis (37). Wahrend nun 
eine Prüfung der bisherigen Formeln durch die E i n  t h O ve  n schen Mes- 
sungen eben wegen des Luftwiderstandes unmoglich ist, kann (204) 
ihrer koxnplizierten Bauart halbcr nicht gut mit der Erfahrueg verglichen 
werden. Setzt sie doch die MeBbarkeit der dritten Differentialquotienten 
von CD voraus, wahrend den E i n  thovenschen Tabellen kaum die zweiten 
Differentialquotienten von +j entnomnien werden konnen. Dazu kommt 

noch, da6 die Gültigkeit von (204) nur aiif die Zeit O bis $ beschrkkt  

id, (fiir Saite 10 Platte A 22 ungefihr 7 . sec.). 
Unter diesen Umstinden bleibt zur genaueren Prüfung der Theorie 

nichts anderes übrig als entweder die hier gegebenen Formeln zu ver- 
ejnfachen oder solche Messungen anzustcllen, bei denen die Luftdiimpfung 
vernachliissigt werden kann. Das aber kann entweder durch Arbeiteii 
im Vakuum oder durch Verwendung dickerer Drahte geschehen. 
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Die iisthetische Kreisbogenkurve. 

Die asthetische Kreisbogenkurve. 

Von C. HEKBST, Dipl.-hg., in Doi-tmund. 

Sou in A M N &  (Fig. 1) die Seite MN durch eine Zweikreis- 

kurvo überspannt und dabei eiri rntiglichst sanfter nbergang der bciden 
Fig.  1. Kreisbogea erreicht werden, so ist das 

Verhtltnis " zu eiilem h h i m u m  zu 
e, 

machen. 
E s  ist 

~ P N Q = + P O , N = y i ,  

+l'MIS= i P O , M =  rp2 - y ,  

'n / - sin l 'MAT sin [P- (cg,--q,)] 
1~ sin P N M  = sin (a - rp,) 

- . 2 Q, . sin rp, - -- - 

2 ~ s .  s'n(% - Y I ) '  

Mit 

(1) %à = QI 

ee 
wird Liierauu: 

2 -  fiin(% -<p, ) .e inIP-  (<pz- dl. 
X - 

sin <pi . siri (a: - 9,) 

Da 2 y, = y  = konstant, BO ist ql die für maBgebende Ver- 
anderfiche; folglich ist zu bilden: 

-- a"' - O - sin <pl sin (a - <pl) {-Sin [ p  - (<p, - y,)] cos (y, - mi)  -1- 
d ~ l  + sin (972  - YI) . COS CP - (<pz - ~ 1 ) l I -  

- sin (<pz - 9)1) . sin [ P  - ( q ~ ~  - ql)] . { sin ( a  - rpl) - COS 
- 

- "in Yi ' cos (cc - yl) } 

O = sin rp, . sin ( a  - y,) - sin [2 (<p, - ql) - - 

- sin (9, - y,) sin [ p  - (y, - rpi) 1 . sin (a: - 29,). 
Für  2q ,  - a wird 2(rp, - cp,) - p = y -  a - - P  = O  und somit die 
Gleichung erfüllt. E s  ist noch: 

sin'y, . sina(a r p , )  - dm= - 2 sinrF, . sin{a - 9,) + 
d rp:! 

+ 2 . sin ( y n  - q1) - sin [fi - ( y ,  - y,)] = 2 . sin"P - 2 sin2 > 0, 

dahef 2 ein Minimum. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



V o n  C. HERBST. 7 3 

Die Zentrale beider Kreise mu8 also bei der asthetischen Zwei- 
kreiskurve zu der überspannten Sehne senkrecht sein. Demnach wird 

s i n a ( u +  P )  = 2 , sing?, . sin f y 
p = m -  

sina i in+p  

Für den Ellipsenquadranteii erhialt man mit y = 90°, B = 90' - a :  

a . s i n ( 4 5 ' - t n ) .  a . s i n f a  
(4a) pz;.=- -- (3a) QI;~=---- 

J / Z  . c o s u  . s in+a '  fi. c o ~ u . s i n ( 4 5 ~ - + n r )  

für den stcigenden Korbbogen mit y = 180°, j3 = 180° - cl: 

An der Band vorstehender Entwicklungen gelangt man zu fol- 
gendeq geometrischen Konstruktionen der Zweilneiskurve: 

Fit. 2. Irig. 2s. 

Q 

M 

1. Da vi = +a, 

zur Auffindung des 
und zu halbieren 
bekannte Verfahren. 

2. Nach Fig. 1 
p .  sina. MQ=- 

siny  ' 

yz - cpi = +O sein muB, so sind 
Übergangspunktes die Winkel a 
(Fig. 2). nies  ist das allgemein 

ist: 

p - sin @ N & =  . - 

Y 
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? 4 Die asthetische Ereisbogenkurve. 

sin y + (sin cr - sin @) = sin y + 2 . cos % (cr + p) . sin (a: - j) 
= 2 c o s + y [ s i n ~ ( a + @ ) $ s i n + ( a : - # l ) ]  - 4 .  c o s + y .  sin$cl - c o s i p  

Ferner ist: 
p.sin+cc.cos+p 

M R  = . sin 2 (rp, - Y , )  = p, sin = - 
sin + y 

und = $ [ P  - ( N &  - JXQ)]  

= + [ p  + (NQ- M Q ) ] .  
Darauf gründen sich die aus Pig. 3 und 4 ersichtlichen Kon- 

struktionen. Die e n t ~ ~ r e c h e n d e n  Konstruktionen für den steigenden 
Fig. 3. Fig. Sa. 

N Q 

S M 

M 
N 

Korbbogen zeigen Pig. 2a, 3a  und 4a. Weitere 
Konstruktionen dieses Bogens ergeben sich wie 
folgt: In Fig. 5 sirid cr und p halbiert, weshalb 

Q- hTPM = 90°. Macht man also NR = M S ,  so wird 
N S  = SP,  < S P N  = S N P  - T N P  und PS [I TN. 
Für  NV = N S  = S P  wird N S  V= PS V und somit 
NO,=PO,. Ferner ist WO,=XO,, S W = S X ,  P W = N X ,  
folglich % O, X N =  O, W P  = 90°. So k o m n ~ t  man zu 
den in  Fig. 6 und 7 angedeuteten Konstruktionen. 

E s  liege nun ein Kurvenzug Po, Pl, Pz. . . P, (Fig. 8) gezeichnet 
vor, auf dessen Sehnen Po P,, Pl P, . . . P,-, Pn die Zentralen der sie 
überspannenden Kreise senkrecht stehen; dann gelten die Beziehungen: 
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Von C. HERBST. 

Fig. 4. Fig. 4a. 
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76 Die authetische Kreiuhogenkurve. 

Für  die in der Figur der Deutlichkeit halber fortgelassenen Sehnen 
ergibt sich nun: 

Po Pl = 2 g, - sin g?, 
2 pi .sin 9, 

P,P,  = 2 g , - ~ i n ( ~ ~ - r p ~ )  = 2 .  x 5 . x - s i n r p ,  = 

2 QI : 8 i ~ 9 ~  P,P, - 2gs . sin (gp, - 9,) = 2 . . x4 . sin rp, = - 
x 4  r e  

Domnach liegen die Punkte Po, Pl, Pa. .  . Pz zueinander, gerad- 
linig gemessen, in geometrischer Progression; der Quotient der Reihe 

1 
ist -. - Bei den hier in  Betracht .kommenden Kurven sind die ein- 

zelnen Bogenhohen gering, so daB statt des Verhiiltnisses der Sehnen 
das Bogenverhaltnis gesetzt werden darf. l) Der ganze Kurvenzug ist 
also durch die Ubergangspnkte harmonisch unterteilt, wodurch ein 
Hervortreten einzelner Bogen vermieden wird, wie es Zsthetische For- 
derungen bedingen. 

Sind g,, p, und cp, gegeben, so laBt sich die Kurve folgendermaBen 
konstruieren. Man faut von Po auf O, Pl das Lot, welches den um 
0, mit ga beschriebenen Kreis in  P, trifft und die Zentrale O, Pa fest- 
le@. Aus O, 0, = g, - q ,  ergibt sich dann O, 0, = g ,- g, nach der 
Proportion: 

1 
Mit cos 6, = wird: 

Daher EBt sich O, O, ohne weiteres an dem Hilfswinkel 6, abgreifen. 
Ferner erhilt  man: &O4 = 0,0, . cos 6, usw., so daB die erforderlichen 
Gr6Ben sanitfich bekannt sind. 

Die bei diesem Verfahren an der Kurve a~ftret~entlen schleifenden 
Schnitte führen leicht zu Ungenauigkeiten. Diese vermeidet man, 

1) Die Annaherung beider Werte ist im folgenden an einemBeigpie1 nachgewiesen. 
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Von C. HERBST. 7 7 

anderen Winkel 6, ermittelt werden. Für diesen gilt riach Fig. 8 die 
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78 Die asthetische Kreisbogenkurve. 

So ist die obige Aufgabe gelost. Man erkennt noch, daB auch die Kreismittel- 
1 

punkte zueinander in geometrischer Progression liegen; der Quotient ist 
P Fiu. 9. 

Nach dem Vorstehenden bereitet es keine Schwierigkeit, 
allgemein die 92-Kreiskurve analytisch und geometrisch zu 
behandeln. Dabei wird sich zeigen, wie die vorgeschriebenen 
Einmündungswinkel cr und 0 ,  sowie die Sehne p ,  bzw. die 
Horizontale a, durch Konstruktion und Rechnung zu er- 
reicheii sind, und wie ein mehrmaliges Zeichnen des Kurven- 
zuges vermieden werden kann. 

Die wKreiskurve mit x = konstant. 
1. n gerade (Fig. 9). 

Da allgamein: 
sin l a - _ _ _ - -  ZQ, . sina y 

p = 2p,. & n t r  .-- 
. - sin 4 x ' 

so wird: 
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8 0 Die asthetische Kreisbogenkurre. 

In  beiden Failen sind die Winkel festgelegt durch die allgemeine 
Beziehung : 

(13) 
%m-1 . 

sin (SP, - ~ ~ - 1 )  = sin v,. 
Die gegebenen Gr6Ben p, a: und P bedingen x,  rp, und g,; auf 

diesen drei Grundagen haut sich nach vorstehendem die Kurve auf. 
Fig. 10. x und q, werden 

zunachst angenoui- 
men. Nach Glei- 
chung . (13) konnte 
man d a m  der Reihe 
nach die Werte q,, 
rp, . . . rp, ermitteln. 
Da 2g7, =' y sein 
muB, so ware die 
Rechnung mehrmals 
durchzuführen, bis 

2 ~ ,  und &as ge- 
gebene y mit der'ge- 
wünschten Genauig- 
keit übereinstimmen. 

.j Die geometrische Konstniktion rnacht derartige R e d -  
nungen zunachst überflüssig. Man tri@ (Fig. 11) einen 

1 
winkel 6, auf, für welchen cos 6, = ;, nimmt ein An- 

fangsglied O &, an und konstruiert die Punkte &, , 
Q, . . . Q,, wie aus der Figur ersichtlich. Man erkennt, daB 
die Punkte 0 eine geometrische Reihe liefern; allgemein kt: 

Ferner findet man für die eingetragenen Winkel 

cos 6 - O% - Og _ CoSp 6 
- O R , -  0s; 

0 9  Man,trigt nun eine Grole f =2 auf, beschreibt über 
sin 91 

AB = f als Durchmesser einen Halbhcis, tri$$ darin ein: 
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und schlieBlicb 

% AMAn = 2 ( q n -  v n i i ) .  
Duroh einfaches Abgreifen k a m  

man die erforderlicben Additionen 
vornehmen; man bat der Reille 
uach : 

2gi, = .$= AMA, + -$;ALMA, 

2 y , = % A M A 3 + 2 q ,  

2 qn = =x AJfA,  f 2 Q > ~ - ~ .  

Wird f ü r  ein gewiihltes cp, der Endwinkel 2q, > y ,  so ist mit 
eilieni kleineren y,, d. h. einem gr6Beren f, die Arbeit wiederum zu 

Fiy. l l b  

beginnen; anderenfails mit einem kleineren f. Das Verfahren führt 
schnell zum Ziel, wovon man sich leicht überzeugt. 

Es ist noch zil entscheiden, auf welches a: uns die Annahme von 
1 

x = - führt, und ob dieses n mit dem verlangten hinlZnglich übcr- 
cos61 

einstimmt. Um dieses graphisch ermitteln zu konnen, werde eine Er- 
weiterung der Brüche f ü r  tg a mit  einem Faktor y vorgenommen. So 
entsteht : 

Zoitsclirift f. Xsthernstik u. Pliysik. 58. Band. 1910. Hcft 1 /2. 6 
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2' p[sin cp, . sin 2 rp, + cosa, . (sincp, -cp,) - sin2 cp, + cos 6, .  sin(cp, - rp,). sin 2cp,+... cos a, ,  ,- sin (qn- cpnn2)- sin2 (Ta) tgnI = - = - -. -- --- 

N' p [ ~ l n  y, .  COS 2 rpl + cos ci,. (ain cp, - <pz). cos 2 9, +cos ci, sin (qB- y&).  cos 2 cpa + a  . a  C O ~  G ~ ~ - ~ '  ~ i n  ( y , - ~ ~ - ~ ) .  COB 2 cpnTJ ' 

X" p [sinecpl +cos <iS . sin (<p, - y,) ,  sin 2 9, +cos ci, ,  in (y, - cp,) . sin 2 y, +. . .cos U2n_a. sin ( rp ,  -v,-~),  sin 2 <P,-~] 
(10a) tga:,,=N7= -- - - - - 

prsincp,. cosy, +cos cis.sin(<p, -<p,).cos 2 9,+ cosci, - sin(<p,-cp,).cos 2 cp4+... C O B 6 ~ n - ~ . s i n ( ~ n ~ n - e ) ~ C O ~ 2  <p,-J ' 

(12 gerade) 

Zur Bestimmung des erreichten Wertes a: triigt man nun die Winkel6, y und 291 von einem Punkte aus strahlenformig 
an eine Horizontale an, greift mit dem Zirkcl nach Beschreibung eines Kreises mit dem Eadius y die Einzelausdrücke für ZLh- 
ler und Nenner ab und summiert diese. 1st der so festgesteilte Wert ci @Ber, wie verlangt, so hat man die Konstruktion mit 
einem groBeren x, d. h. mit einem gr6Beren G,, wieder vorxunehmen. - E s  empfiehlt sich, bei der Zeichnung y > f zu wahlen. z: 

Nachdem g, gefunden ist, ergeben sich die anderen Radien mit Hilfe der Formel m R 

D- 
m ." 

(14) 
Ql C. 

P m  = ;;eirn:ïj. i? 
Die graphisch gefundenen Naherungswerte konnen dann als Grundlage der genaueren analytischen Rechnung w 

benutzt werden. 2. 
?5- Was die Wahl von x anbetrifft, so kann man nehmen: 

1,5 < x" 2. $ 
P i  

Will man hochwertige Kurven haben, so hat man die kleineren Werte von x zugrunde zu legcn. E, 
? Urn hei y - 90° die Wahl von x zu erleichtern, werde hier noch eine Tabelle wiedergegeben, die für n =  3 . . . 8 

graphisch ermittelt wurde. 
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84 Die asthetische Kre i~bo~enkurve .  

P Fig 13. 

I 

Hat man z. R. bei y - 90° und tg ci = 0,4 
eine Siebenkreiskurve zu bestinimen, so tragt 

! 
man zu den Abszissen 0,44, 0,34 und 0,25 

die Ordinaten 1,60, 1,73 und 2,00 auf, verbindet die 
Punkte durch eine Kurve und greift bei der Absxisse 
0,40 das zu wiihlende x2 ab. Ferner triigt man die 
Bogen 3 O  9', 2O 22' und Io  46' als Abszissen auf, 
zeichnet eine neue Kurre der ( x 2 )  und grtrift auf dieser 
für das gefundene (2) die Abseisse, d. h. das zunachst 
zu wahlende gp, ab. - Pür denjenigen, der vie1 mit 

d derartigen Kurven arbeitet, empfiehlt es sich, solche 
Tabellen, wie die obige, für verschiedene y aufiustellen. 

Aus ihnen kann man ohne weiteres ersehen, wieviel Bogen für ein 
gegebenes rz und = ('J - a )  anzunehmen sind, wenn man befriedipende 
Kurven haben wili. 

Die auf diese Weise gefundenen Kreisbogenkurven verlaufen zwischen 
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der d u c h  p, a: und /? bestimnten Ellipse und der Parabel; die Ellipse 
liegt innerhalb, die Parabel .auBerhalb der Kreiskurve (Fig. 12).') 
Fig. 13 zeigt eine Dreikreiskurve Pig. 14. 

mit x = 1,50, 9, = 12O 1' 12", a 

4pz = 2F0 47' 49", fps = + y  = 

44' 59' 59"- 45 O, tgcr = 0,742582. 
Zum Vergleiche sind ebenso wie 
in Fig. 12 die Ellipsenpunkte 
durch die bekannte Radialkon- 
struktion angedeutet. Die Ab- 
weichung beider ist bei sorg- 
fàltigem Zeichnen derartig gering, 
daB sie kaum noch erkennbar ist. 

Im folgenden sollen für die 
Drei- und Vierkreisbogerikurve an  
Hand von E'ig. 14 und 15 noch 
besondere, logarithmisch bequcm 
auszuwertende Pormeln hergeleitet 
werdcn, die eine vorherige An- 

von x überflüssig machen. 
In Fig. 14 ist: 

1) Ich beschranke mich rtuf ~eoach t i~ereed ta te ,  der analytische Nachweie 
eracheint mir hier belmglos. 
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Die Zsthetische Kreisbogenkurve. 

sin+or,.sincY s i n f p , . s i n S  
sin E . sin +Pl . sin 3 yi sinq . s i n + ~ ,  . sin & y ,  

sin (Y, . sin d th + ,û, . sin [ - 
sin e . sin f y,  sin . sin 4 y, 

sin"rpz - yi) = sin rpl . sin (k y - rp,) 

Für ein gewiihltes rp, liefert G1. (17) rp, und G1. (16) ci. 

1st man bei dem gewünschten a: durch mehrfache Versuchs- 
rechnungen angelangt, so ergibt sich g, aus Gl. (15); die übrigen 
Radien folgen wieder aus G1. (14). 

Für die Vierkreiskurve wird nach Fig. 15: 
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8 8 Die asthetische Kreisbogenkurve. 

Ein angenommenes cp, liefert hierltus sp, durch Niiherung. Dann 

folgt rp, aus 

sin sp, = 
"in5 (9, - - 9 2 2  

sin' (4 Y - cpd 

und a: aus (20). 1st das gegebene a: erreicht, so erhiilt man g, aus (19). 
Q ~ ,  Q, und Q, folgen wiederum aus G1. (14). 

Im vorstehenden ist die Xuffindung von Kreisbogenkurven mit 
kcinstantem Sehnenverhiiltnis gezeigt werden; es ist noch zu untersuchen, 
welche Bogenverhaltnisse sich dabei ergeben und wieweit letztere mit- 
einander übereinstimmen. Sind b,, 6, und 0, die Bogenliingen bei der 
Dreikreiskurve, so wird 

bl -= - QI - 2 91 x e .  rpl _ 
b, en .2(ve-<~J 'Pz - <Pi 

Das Verhaltnis der Bogenquotieriten wird demnach 

Für  Pig. 13 ergibt sich z. B. v = 1,002; die einzelnen Bogenverhalt- 
nisse weichen also nur sehr wenig voneinander ab, so daB der ganze 
Kurvenzug mit genügender Genauigkeit harmonisch unterteilt ist, wie 
iisthetische Rücksichten es fordero. 

Wili man eine mathematisch genaue Austeilung erreichen, so wird 
x Z  ver'bderlich und die Formeln werden überaus schwer losbar; nur 
bei der Dreikreifiki~rve gelingt noch die Aufl6sung es soli daher da- 
von Abstand genommen merden. 

Zum SehluB hebe ich noch herror, daB das vorgcschlagenc P a -  
phische Verfahren für gp, schnell einen Wert  liefert, der die Gleichung 
2 rpn = y erfüllt. Man kann geradezu sagen, daB die Unsicherheit in 
der Wahl  von g>, bei Beurteilung des Verfahrens ausscheidet, und daB 
lediglich die Unsicherheit in  der Wahl von x fur die P ' e s t l e p g  der 
Kurvc unbequcm ist. 

A n m e r k n n g :  Ohne eine Annahme über die Lage der Ubergangs- 
punkte zueinander ist die vorliegende Aufgabe unlosbar. Stellt man 

z. B. bei der Dreikreiskurve als f( rp i ,  rpz) dar, und sucht man den 
es 
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e e n z w e r t  von 5, i d e m  mari die Abhangigkeit von rp, und y, durch 
P2 

+(rpl,  rp,) herücksichtigt, so wird man g, = Q, finden und damit bei 
der Zweikreiskurve anlangen. 

5 und 5 korinen nicht gleichzeitig absolute Minima sein, wie aus 
Pe es 

folgendem hervorgeht: Es  werde gesetzt 
- 

"11 + pl sin (y, - 9,) - f~ (PIBZ) = sin - <pl 

f, rpP) $Y-% = $ (4 y - cp2) 
Ps Bln Z % ('Pz - 'PI) 

a f l  = - 2 q 1.- 
a'P1 a cpl . f, -=- 8 VJ 
2 'Pl f .  a,, 

-- - - a P 
- 'Pe 

Also wird 

cpZ > rpl, so wird die linke Seite > 1, die rechte < 1. 

" u d  sind demnach nur relative Grenzwerte, bedingt durch die 
Qs QS 
Lage der rrbergangspunkte und ihrer Tangenten. Die Gleichung wird 
nur erfüut für rp, = y,; was natürlich unbrauchbar ist. 
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Funktionentheoretische Methoden in der Hydrodynamik, 

Von H. BLASICS in Berlin. 

Die Absicht der folgenden Rechnungen ist nicht, unmittelbar 
praktisch verwertbare Resultate m i  erhalten, sondern ich mil1 den Wert 
der funktionentheoretischen Methoden, die sich im AnschluB an die Er- 
findung des komplexen Potentials darbieten, an Beispielen zeigen und 
hie für den rorliegenden Zweck auahauen. 

Spexiell das ersto Problem: ,,Kraft auf starrc K6rper in zwci- 
dimensionaler Potentialstr6mung" ist schwer realisierbar, weil Wasser 
eben nicht in Potentialbewegung stromt; dagegen zeigt es die Be- 
deutung des Begriffes Impulsatrom und des Residuensatzes. 

Günstiger ist dss zweite Problem gestellt: ,,Stromung beim fiber- 
fail über ein Wehr". Auch hier ist zmar die Reihung vernachliissigt, 
aber das hat auf deil Terlauf der Str6mung hier menig EinfluB. DaB 
man die Form des Wehres nicht willkürlich wiihlen kann, IaBt sich 
vieileicht durch ein reicheres Yaterial von Beispielen zu dieser Methode 
ausgleichen. Voil%ilfig hahe ich auf die quantitative Ausbeutung 
meiner Formeln (genane Berechnung der erhaltenen nTehrformen, Er- 
giebigkeitsgleichung für ~erschiedene Stromlinien usw.), soaeit sie nicht 
unmittelbar zu erhalteu wareri, rerzichtet und habe den Hauptwert 
auf die Darstellung der geometrischen Methoden gelegt: Die Methode '), 
die Funktion w(z )  = u(xyj + i . v(xy) durch die Kurven u = const 
und v = const in der xy-Ebene (,,Achsenparallelen der w-Ebene über 
der s-EbenelL) darzustellen, hat nicht niir den Wert einer Veran- 
schaulichung des Verlaufs der E'unktion w(x ) ,  sondern kann auch da- 
zu dienen, analytische Rechniingen (Rliminationm) mit diesen Funk- 
tionen durch geometrische Operationen (Vei-biegungen) zu ersetzen. Die 
praktische Verwendbarkeit ist dabei nicht auf die stereotypen Deispiele 
zn, hs . . . beschriinkt. 

1. Kraft auf starre Korper i n  zweidimensionaler ungleichformiger 
stationarer Potentialstromung. 

In  paralleler Stromung erfahrt ein eingetauchter Eorper bekannt- 
lich keine Kraft, wenn angenorumen wird, daB er vom Wasser in 
Potentialstr6mung vollstindig umflossen wird; erst die infolge Eeibung 

1) Vgl. die Lehrbiicher der  Funktionentheorie: Burckhardt,  F ricke u. a 
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auftretende Wirbelbildung gibt zu Verschiedenheit der Druckverteilung 
vor und hinter dem Kvrper und damit zu einer Gesamtkraft AnlaB. 
Dagegen übt in krummer Str6mung bereits die Potentialstromung 
Krafte auf eingetauchte K6rper aus, wie im folgenden unter Her- 
stellung eines komplexen Ausdrucks für die Krafte berechnet werden 
soll. Der abznleitende Ausdruck gilt dabei vollig allgemein für jede 
beliebige Potentialstriimung, in der sich ein starrer Korper abgrenzen 
FiBt. Wir  wollen trotzdem an einen speziellen Ausdruck für die 
krumme Stroniung (Potenxentwicklung um den Ort des starren Korpers) 
anknüpfen, um ein Bild von den vorkommenden Singularitiiten zu ge- 
winnen. 

1. Zur Anwendung des komplexen Potentials schreiben wir in 
üblicher Bezeichnung: 

Für  parailele Potentialstriimung ist x = az, das nachste Entwick- 
lungsglied ergibt: 

x L  a s + ~ ( p + i r ) z 2 .  

Hierin ist a! die Geschwindigkeit bej z = O. Das Hinzutreten von /3 
gibt b~sehleiinigte, alsn konvergente Stromung. y charakterisiert die 
Krümmung der Stromlinien bei s = O (bei positivem y  konvex nach 
oben, Krümmungsradius = alY). Den eingetauchten zylindrischen starren 
Horper berücksichtigen wir durch eirien Dipol. E s  ist also das komplexe 
Potential der krummen Stromung um einen starren K6rpcr nunmehr 
voiistnndig: 

z - a z  + k(19 + i y ) z P  +; 
x 

fp = "X f $/3(x2 - y2) - y x y  + & 

Bei nicht zu groflem E ist der eingetauchte Korper klein, so daB 
man zur Borechnung der bez. Stromlinie die in hohere Yotenzen mul- 
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tiplizierten @ und y ignorieren kann; er wird in dieser Annahei.ung 
ein Kreiszylinder Tom Radius l/~,z (Fig. 1.) 

2. Die X-Komponente der Kraft, die die Langeneinheit des Zylin- 
ders erfahrt, ist : 

x=Sp..n,. ds. 

92, ist der Kosinus d e r  fiir das Str6niungsfeld auderen Normale gegen cc, 
das Integral ist uni den Um- 
fang des Zylinders zu erstrecken, 
der kein Eeiszylinder zu sein 
braucht. 

Diese Kraft, die man ja zu- 
nachst durch Ausrechnung der 
speziellen Oberfliichendrucke und 
Integration bestimmen würde, 
steht in allgerneilzer Beziehung 
zur Stromung durch den Im- 
pulssatz: 

Wenn nian zur Elimination der dern Gesetz von actio und reactio 
folgenden inneren Kriifte die hydrodynamische Grundgleichung über 
den ganzen Raum integriert: 

(@ ist iuBeres Potential), so liBt sich dies unter Heranziehung 
Kontiniiitatsgleichung ausintepitiren zu: 

mit der Bedeutung, dan bei stationiirer Stromung der gesamte kon- 
vektiv und dynamisch durch eine Zylinderflache stromende X-Impuls 
Nuil ist.l) Für den Y-Irnpuls folgt eine a h l i c h e  Gleichung: 

1) Man beachte hierbei, daB Dmcke, elastische Spannungeri, iiberhaupt Krafte 
als Intensitaten von Impulsstr6men angesehen werden konnen. Das Prinzip von 
actio und reactio und die N e w  t o n  schen und E u l e r s c h e n  Grundgleichungen 
sagen dann aue, da0 der Impulsstrom entweder divergenzfrei wei tedie8t  (Gleich- 
gewicht) oder da5 seine Divergenz sich in Abnahme des Impiilsgchaltes auBert. 
Hierdurch erfahren die bekanuten Ausdruckeweisen, daB Krafte i n  Widerlagern, 
Fundamenten usw. ,,aufgenommen" werden, da8 Kr5fte nach gewissen Gesotzen 
,,übertragenbL werden (vgl. n ~ r e c h n u n g  der Krafte und Momente auf Querschnitte 
i n  der Festigkeitslehre), eine sehr anschauliche Deutung; iihnlich wie wir sie bei 
dcr Energioiibcrtragung durch don Begriff des Energiestromes haben. 
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UmschlieBt die Integrationsfliiche einen fremden Korper, den starren 
Zylinder im vorliegenden Problem, so k6nnen wir nur behaupten, daB 
für zwei solche Flichen das Integral gleiehen Wert hat. Als eine der- 
selben (a)  nehmen wir  die Oberflache des eingetauchten Korpers, an der 
die Normalkomponente der Geschwindigkeit und damit der konvektive 
Impulsstrom verschwindet. Wir  finden dann unsere Gesamtkraft X 
als Teil des dynamischen Impulsstromes durch den Zylinderumfang 
wieder und haben im Vergleich mit einer anderen (b) beliebigen um- 
schlieflenden Zylinderiliiche: 

(a) (hl  
x +Ie@nz 'ds  = l { g u 2 n z  + guvn, + ('y + p@)1zZ} ds .  

Das Integral der linken Seite gibt, nach rechts hinübergescliafft, den 
Auftrieb, der sich also, rein statisch durch Integral über die Ober- 
flache des starren G r p e r s  berechnet, zu  den dynamischen Wirkungen 
addiert. Das Integral der rechten Seite liefert den, an beliebiger uni- 
schlieBender Fliiche berechneten, zustromenden Impuls. 

3. Zu seiner LTmforrnung benutzen wir die Bernoul l ische Glei- 
chung, nach der in stationiirer Potentialstromung: 

konstant im gailzen Raume ist. Wir  erhalten BO, weil für geschlossene 
Fliichen $~pz,ds = O id: 

Wir  unterdrücken jetzt den Auftrieb, der nichts Neues bietet, und 
wenden uns dem Prohlem zu, die Integrale rechts durch das komplexe 
Potential X, bzw. durch: w = u - i v  = d ~ l d z  auszudrücken. Hierauf 
weist e r ~ t e n s  ihre analytische Form hin, die den reellen und imagi- 
G r e n  Teil von w Z  enthilt ;  und zweitens müssen sie ja ihrer physi- 
kalischen Bedeutung nach vom mTege unabhingig sein, also sich durch 
komplexe Integrale darsteilen lassen. Untcr Beachtung der Normalen- 
richtung ist : 

dz = - i (n, + in,)ds, 

und man verifiziert leicht, daB: 

ist, das Integral in positiveln Sinne urn den Umfanç des Zylinders er- 
streckt. Dies ist unsere Grundformel, die auch diese in den Geschwin- 
digkeiten qiiadratischen Gr6Ben an die komplexe R,echnung anschlieBt,. 
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4. W i r  wenden sie auf unser Problem in (1) an: 

Dies ist nach dem Eesiduensatz: 

= 2 ~ ~ 4 3  + iy). 
In konvergenter Stromung ( p  > O) liegt die Kraft X =  2 a g ~ b  in 
Richtung der Stromung, bei Divergenz (P < 0) ist sie sogar der Ge- 
schwindigkeit a > O entgegengerichtet. In krummer Stromung (y $- 0) 
ist Y = - 2 n g & y  nach dein Kri imm~ngsmit te l~unkt ,  oder, was bei 

 FI^. a. Potentialst;r6mung dasselbe 
Y ist, nach Stellen hoherer Ge- 

schwindigkeit hin gerichtet. 
5. Die Anwendung un- 

serer knmplexen Formel ist 
auch im allgemeinen Fall 
auBerst einfach : In  jeder 

x S t r h u n g ,  zu der wir w(z) 
kennen und in der man ein 
von Stromlinien begrenztes 
geschlossenes Gebiet als ein- 
getauchten starren Korper 
betrachten kann, ist X -  il' 

gleieh - x .  g multipliziert mit der Sumine der Residiien der Funktion 
wa in1 Innern dieses Gebietes. Betrachten wir z. B. eine Zirkulation 
um zwei parallele Saulen (Fig. 2), so ist das komplexe Potential: 

. h ( z  - i a )  -; . l n ( z  + ia). 

also : 

Des Residunm von w8 im Punkte z = + i a  ist ca/iai also: X = 0, 
y= - n p  . c2/a. Mit dieser Kraft ziehen sich die Siiulen gegenseitig an. 

1st w (z) ein mehrwertiger Ausdruck, - es braucht ja nur a u b -  
halb der starren Ktirper unverzmeigt zu sein, - so treten noch die 
Perioden des j"w2 da auf. 

6. Die Resultate von (4) sind nicht überraschend, denn die 
Kriifte Liegen stets in der ~ i c h t u n g ,  in der auch schon in der unge- 
storten Stromung ein Druckgefille herrscht, welches bei > O  zur Be- 
schleunigung der Stromung in Richtung der Geschwindigkeit, bei 
y =+ O im Gleiehgewicht mit der Zentrifugalkraft (Querbeschleuniguhg) 
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senkrecht zur Stromung liegt. Diesem Druckgefalle ktimtc man sich 
auch. den eingetauchten Ktirper unterworfen denken: W i r  bezeichnen 
die ungestorte Strtimung mit 

wo = uo - iv, = a: + ( p  + iy)z 

und wollen die Kraft ausrechrien, die das nunmehr bei z = O herrschende 
Uruckgefaile in einem Gebiet vom Inhalt P= ZR" =&/a: des vorhin 
dort liegenden Kreises ausübt. 

ist dies: 

du. -iv 
= F Q (u, + i vO) -'--A 

d z 

In unserem Falle liefert dies: 

X,  - iY, = a e & @  + iy), 

also gerade die Halfte der auf den wirklich eingetauchten Korper 
wirkenden Kraft. Das in der ungestorten Stromung w, herrschende 
Druckgefille reicht also allein zur Erklarung dieser Kraft nicht aus, 
es ist noch überdies zu  berücksichtigen, daB bei der konvergenten 
Strtimung in den Staupunkten, bei der krummen Strtimung an den 
Seiten des Zylinders, an denen sich die Stromlinien zusammendrangen, 
wegen der Geschwindigkeitsdifferenzen entsprechend hohere Druck- 
differeruen entstehen. Man darf sich nicht durch Anschaulichkeit ver- 
leiten lassen, das in der ungestorten Stromung herrschende Druck- 
gefslle, dm dort in Beschleunigung übergeht, zur quant<tativen Aiis- 
rechnung der Kraft auf einen dort einzutauchenden Ktirper zu benutzen. 

7. Die in  (2) und (3) für den Impuls gemachten Entwicklungen 
kann man auf den Drehimpuls übertragen. Die hier folgende Rechnung 
geht, wie man vergleichen mage, der obigen analog: 

Das Moment um den Koordinatenmittelpunkt, das der eingetauchte 
Korper erfihrt, ist: 

N = f(z mptt, - y .pn,)ds. 
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Den Drehimpulssatz, in dem es mit den anderen Drehimpuls- 
stromen zusammensteht, erhalten wir aus den E u l e r  schen Grund- 
gleichungen, indem wir sie mit - y bzw. + x multiplizieren und 
integrieren (vgl. Ableitung des Flachensatzes in  der Mechanik): 

Dies wird zum Oberfliichenintegral: 

welches für zwei den Zylinder umschlieBende Flachen gleichen Wert 
haben muB. An der Oberfliiche des Zylinders selbst bleibt auBer derri 
zu b~rechnenden N da0 Moment des statisch berechneton Auftriebs 
stehen, das mir aber nicht mitschreiben wollen. Für die beliebige um- 
schlieBende Zylinderflache wird das Integral durch Einführung von 

p + p @ = C - + Q ( z c ~ + 2 )  

umgeformt. Man erhiilt nach Zusammenfassung verwandt,er Glieder: 

und dieser Ausdruck für den gesamten ,,Drehimpulsstrom" ist der reelle 
Teil von: 

Q 2 ~ 0 2 z d z .  

II. Der Überfall über ein Wehr. 

Das Problem der Strtiinung mit freier Grenze ist von H e l m h o l t z  
auf eine funktionentheoretische Abbildungsaufgahe ziiriickgefiihrt wor- 
den: z. B. bei deni auf eine Platte treEenden Strahl bilden sich die 
Stromlinien @ = const auf der w = zc - iv-Ebene so ab, daB die freie 
Grenze ABC auf den Urnfang eiries Ereises failt. Die Figuren 3 
veranschaulichen den Verlauf der Kurven qj = const über der z- und 
der w-Ebene. Aus letzterer liest man unmittelbar ab: 

und erhalt d a m  z  als $dX/w. 

Die Methode versagt jedoch, sobald die Schwere in Betracht 
kommt, weil sich dann die Randstrornlinie nicht mehr in vorherzube- 
stimmender Weise auf eine Kurve der tu-Ebene festlegen 1iiBt. 
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1. Von clem hierher geh6rigen Problem des Uberfalls über ein 
Wehr  (Fig. 4b) weiB man aus mechanischer ~ h n l i c h k e i t  nur, daB die 
Ergiebigkeit pro Einheit von Breite und Zeit der '/, ten Potenz der 
fhcrfallhohe proportional ist. E s  ist dies ein Fall der gewohnlichen 
K e w t o n  schen Ahnlichkeit, nach der die Beschleunigungen irn Einklang 
mit der Schwerebeschleunigung ungeiindert bleiben und deshalb die 
Geschwindigkeiten sich wie die Quadrat- Fig. 3. 

wurzeln der Liingen vergr6Bern müssen. 
Der Driick nimmt bei solchem Über- 1 )  ) (  
gang zu iihnlichen Stromungen denselben 
Faktor wie die Langen an, 'bleibt also 
auf freieri Grenzen konstant. Die mathe- 
matischc Schwierigkcit der vollstiindigcn 
Losung des ii'berfall- 
problems liegt darin, 
daB Grenzbedingungen 
an zwei verschiedenen 0' 

Stellen, der freien Ober- 
flache und der Fliiche des 
Wehres zu erfüllen sind, wo- 
bei die erste Grenze noch 
nicht eiilmal festlicgt, sondern 
erst simiiltan mit der T16sung 
des Str6mungsproblems zu 
bestimmen ist. 

- 2. Zur Vernieidurig die- 
ser Schwierigkeiten machte 
Herr Prof. R,unge im Gottin- 
ger Seminar über Hydrodyna- 
mik den Vorschlag, die freie 
Grenze im geeigrieteii Verlauf willkürlich zu zeichnen. Die Geschwin- 
digkeit auf ihr ist d a m  als E'unktion der Hohe bekannt und das 
Potential auf ihr hiernach auszuintegrieren. Aus solchen Randwerten 
kann man, etwa durch zeichnerische Fortsetzung, das Stromlinienbild 
eindeutig herstellen. Als Wehrrücken wahlt man dann eine im Innem 
liegende Stromlinie, die sich wohl stets ungefihr der Natur entsprechend 
vorfinden wird, wenn die freie Grenze der Anschauung naçh vernünftig 
gewiihlt ist. Die notigen Formcln sind folgcnde: 

Auf der Iiandkurve: Y = f ($1 
ist: 

+(?A2+ v2) -gy = O 
Zeitsehrift f. Natliematik u. Physik. 58. Band. 1910. Heft 112. 
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oder: 

2=pgy 
Die X-Achse, y = 0, ist hier stets in solche Hohe gelegt,, daB y die 
Druckhohe der Geschwindigkeit i @ s  ist. E s  ist d a m :  

Man erkennt bereits aus Fip. 4. mie nian durch Wahl der Randliurve die 
verschiedensten Palle 

Y4 

u ,  

berücksichtigen kann: Die schnelle h d e r u n g  von 

Fig. 4. 
cp mit waclisen dem 
y reranlaBt durch 
Verkleirierung der 
Qnadrate Verenge- 
rung des Strahles. 
Liegt die Asynip- 
tote des Oberwas- 
sers in endlicheni 
Abst'andeiintery=O, 

so bleibt die Geschwindigkeit und 
damit die Tiefe endlich. Geht da- 
gegen die freie Grenze bis zu y = O 

Y hinauf, so wird dort die Geschn-in- 
digkeit Null, und wir erhalten den - 

AbfluB aus stehendem sehr tiefen Gewiisser. - Wir beschranken uns 
audi  hier stets auf zweidiruensionale Stromungen. 

3. Dcn in (2) ausgesprochenen Gedankcn zur L6sung des Über- 
fallproblems verbinde ich mit folgender funktionentheoretischer Methode1): 
Schreibt man die obigen Gleiehungen: 

die als Gleichungen in Parameterforrn f ü r  die Randstromlinie = O 
gelten konnen, so ist die zugehorige vollstandige Abbildung (Losung 
von d rp = O mit dieser Randbedingung) gegeben durch: 

1) B u r c k h a r d t :  Funktionentheorie Seite 218. 
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denn wenn p und g reelie Funktionen sirid, so kann mari für z+b - O 
die Trennung in  rcell und imaginar ausführen und kommt zu den Aus- 
gangsgleichungen zurück. Nach Einfïihrung der heim Gebrauch des 
komplexen Potentials üblichen Bezeichnungen (ci. 1 1) ist also die ge- 
suchte Abbildung: 

s =r, (x> + i . 
4. Bti Beispielen zu diesein Verfahrcn, bei denen man instinktiv 

zunachst mit rationalen Funktlonen y = f(x) zu  probieren beginnt, 

kommt mari leicht in die Verlegenheit, daB wegen 1 + - lin Integral (dn" .  
für q unter der 1 /  Aiisdrücke holieren Grades in y stehen. Die Inte- 
gration wird erleichtert, wenn man umgekehrt sich Kurven aussucht, 

a s  
bei dcnen - etwa einer Potenz von y proportional ist. Wahlen wir 

d y  
2 3 

z. B. ds2 = a . y . dy2, so entspricht dies der Kurve z = ,;1/-1 , 
also einer semikubischen Parabel. Das Ges~h~ind igke i t s~o ten t ia l  an 
der Grerize id nach (2): 

Die obeii verlangte ,,Normalfornl" der Gleichung der Kandstrorn- 
h i e  ist: 

2 - 
y = ~ i / ~ ,  x =  3 - ~ a b v i  a -13, 

- 

wann bP = 1/$ gesetzt wird. 

Die gesuchte Abbildung ist nach dem dargesteilten Verfahren (3): 

Die hiernach zu diskutierende Str6inung f d g t  dem einen Zweig der 
1 

semikubischen Parabel von ihrer Spitze an, wo tj = a, x = 0, 
1 I/X - a, ist. Für  kleinere Werte von rp hort I) = O auf, freie Grenze 

zu sein: mit tJberschreitung des Verzweigungspunktes tritt eine andere 
Trennung in reell und imaginar ein. Eine Strecke weit oberhalb der 
Spitze ist die Grerize ein senkrechtes Brett. (Fig. 5 auf der nachsten 
Seite: Stromung unter einem Schütz hervoï.) 

5. Der praktische Wert dieses Verfahrens ware aber sehr gering, 
wenn man die Gleichungen stets erst auf die Normalform x = P ( ~ ) ,  - y (9) bringen müBte, was oft mit den vorliegenden Funktionen gar 

7 * 
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nicht ausfiuhrbar ist. (Auflosung transzendenter Gleichungen.) E s  muil 
uns gelingen, das Verfahren für implizites Rechnen zu erweitern: 

a) Sind unsere Gleichungen in der Borm: 

Y = Y($), Y = F(4 
gcgeben, so müBtc man zur Herstellung des Normalform die zweite 
nach x auflosen und dies in die erste einsetzen, ehe man m m  Kom- 
plexen. übergehen kann. z ( ~ )  ist also ein Aiisdruck, der aus Y und F 
durch ein Eliminatiorisverfahren entsteht. Diese Elimination laBt sich 
nicht vermeiden, aber wir korinen versuchen, sie bis nach dem fiber- 

 PI^. 5. gang m m  Komplexen 
aufzuschieben, mo sie 
weniger Schwierigkei- 
ten macht, weil wir 

X dort gcornetrische Me- 

thoden benutzen k6n- 
nen. Um also sofort 
zum Komplexen über- 
ziigehen, schreiben wir: 

y + i# = F(a + ib), 

a + % b = c ist hierdurch 
als Hilfsvariable einge- 
führt: Das Auftreten 
einer solchen ist ge- 
rechtfertigt, weil zwi- 
schcn den beiden Aus- 

Y 
drücken F und Y eine 

Elimination stattfinden mu8, um zu eilzer Beziehung zwischen x und B 

zu gelmgen. ii, = O erfordert nuu: b = 0, x =- a ,  dies mit y = Y ( x )  
zusammen ergibt nach der Methode von (3): 

x + iy = a + i b  + i - Y(a  + ib) 
Die gesuchte Abbildung erscheint also in der Form: 

x = F(c) 
z - c + i . Y ( c ) .  

c steht hier ziir Eliinination bereit. Dies tun wir aher nicht, sondern 
c wird bei unseren Abbildungen die Rolle einer Zwischenvariablen oder 
,,IIilfsebeneU spielen. 

h) Ebenso: wenn für die Randstromlinie ii, = 0 die Gleichungen 
bestehen: 

x - X(Y:~, SP = G(Y), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



so ist die Abbildung: 

x = G(c), z = X(c)  + ic.  

c) Wenn schlieBlich: 

so folgt aus der zur Einführung der riotigen HilfsgrGBen arigesetzten 
Gleichung : 

'P + ilii - H(a, + ib,, a, + ib,), 

für die Stromlinie + = 0: 

x = a i ,  b , = 0 ,  y = a , ,  b 2 = 0 ,  
also : 

x  + i y  = a, + ib ,  + i(a, + ib,), 
und: 

f(a, + ib,, a, + ih,) = O.  

Wir haben also unter Einführnng zweier Hilfsvariablen das Besultat: 

6. Eine Abbildung, die uns einen ~ b e r f a l l  über einen Wehrrücken 
(b'ig. 4b) liefert, erhglt man aus der Annahme 

für die Eandstronilinie. Die Wahl gerade dieser Potenz von y geschah 
erstens deshalb, weil es die einzjge negative Potenz ist, bei der sich 
das Integral für gp in bekannten Punktionen auswerten liiBtl), und 
zmeitens gibt es auch zufillige) für groBes x gerade die Spiegelsenkung, 
die der Gesühwindigkeitsvermehrung bei redialern Heranstrher i  ent- 

1 
! )  Für  diesen Ball k t  das Integral für y :  spricht (u - z, y - s' h. - 

1) Man ~ e t z e  x - yn und frage, vann daa lntegral rmTw') d y  

durch eine Substitiition y = 7' so umgeformt werden kann, daB unter der ein 
Ausdruck ersteu oder zweiten Grades in 71 steht. Dies gibt verschiedene üruppen 
zusammengehoriger Werte von la und 1. n = - '1, ist das einzige in ihnen vor- 
kommende negative n. 

2) Das Zufillige an diesem Zusammentreffeu zwischeu eiufacher Integrier- 
barkeit und radialem Zustrorn laBt sich vielleicht dadurch erklaren, daB die 
Darstellung einea anderen als radialen oder parallelen Zustroms auch kompliziertere 
Funktionen erfordert. 
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was durch Substitution: 7 = y3/aa übergeht in: 

Die Konstanten a und g st'ellen wir vorerst in den Reduktionsformelnl) 

Fig. B. 

+ J x  1.9. Ebene 1 

-.J 
X 

beiseite, und erhalten d a m  durch Anwendung unseres Verfahrens (5b): 

Das Verfahren von Nr. 3 hatte in diesem Palle versagt. Auch jetzt 
ware eine Elimination von c, durch die X als Funktion von Z er- 
schiene, nicht vorteilhaft; im Gegenteil, es ist besser, diirch Einführung 

-- 

tzoch einw Zwischenvsriablen 4 = 1/1 f c3 die Behandlung der Singu- 
laritiitcn dieser i- und des In zu treiinen, und schlieBlich konnen 

wir noch durch i c =  die überilübsige Singularitiit der 1(G entfernen. 

1) Es ist  X =- @ + i.T, Z= X +  il: Eine Verwechslung von grieçh. X m i t  
h t .  X,  wovon letzteres übrigcns nirgcnds ausgeschcieben wird, iat zu vermeiden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von H. BLASIUB. 103 

Wir haben dann nacheinander folgende Abbildungen herzustellcn und - 

spater zu vereinigen: 1-8 
x = i n ( - )  i + a  + 24, 

7.  Die Abbildung X über der 8-Ebene verhalt sich im Unend- 
lichen wie 2@ + ( 2 k  f 1)zi; für 9. = O mie - 2; as; für 9. = f 1 loga- 
rithmisch, sonst reguliir. Diese Angüben, deren geometrische Bedeutung 

fur den Verlauf der X-Kurven über der 8-Ebene in Fig. 6 gezeichnet 
kt, genügeri, um das vollstandige Kurvensyüteru (Fig. 7) eu entwerfen. 
Die in  Fig. 6 angefnngenen Kurven muB man niimlich jetzt, unter Kück- 
sicht auf den angeschriebencn Richtungssinn der Achsenbilder, auf 
direktestenz W q e  zu zmei Kurvenscharen aneinanderschlieBen, was mit 
einiger Übung an elementaren Beispielen gelingt. Es sei gleich hier be- 
inerkt, daB diese und alle folçenden Figuren nur Skizzen sein sollen und 
deshalb abslchtlicli auü h i e r  Rand gezeichnet sind, wobei sich die 
gefordeïte Konforinitat nicht immer erreichen lieB. Es ist gerade der 
Vorteil dieses geometrischen Verfahrens, dai3 man ein Bild vom Berlauf 
der Kurven fast ohne jede quantitative Rechnung, nur aus den hi$r 
gemachten Angaben, erhalt. 
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8. 8 = m p  über der 6-Ebene verhilt sich im Unendlichen wie 
53; für 6 = 0 wie i (1 + $6" ; es hat 6 Verzweigungspunkte bei 

Fig. 8 

S k + l  ifi 

5 - e 6 , in denen 9. = O wird; es ist symmetrisch gegen Drehungen 
um 2 n / 6  und reell oder rein imaginiir auf den Richtungen 2kz, '12.  

+J Fig.  9. 
h u s  diesen Angabe~i 

* a  ist uns die Abbil- 
dung der Achsen der 
8-Ebene über 5 be- 

*Ja reits vollstindig be- 

/' 
kannt, wie in Fig. 8 

/ 
in leicht verstand- 

/ licher Bezeichnung ...." ....-..-.-.- .._. 
.-.. ". / / eingeschrieben. Die 

,.if 
Einzeichnung der 

J 
Achscnparallelen ge- 

& V + R  schieht unter Rück- 
1 sicht auf das typische 

Verhalteri komplexer E'unktionen in der Nahe ihrer Verzweigungs- und 
Sattelpunkte, wie in Fig. 8 ausgeführt ist. Von jedem Verzweigungspunkt 
nikBte ein Schnitt aufiphen, der aber für das Kurvenbild nichts ausmacht, 
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weil in den beiden Blittcrn der Riemanuschen Fliiche nur die Vor- 
zeichen der 4-Werte verschieden sind. Der Nechanismus, durch den 
die 8-Ebene in dieses Bild auf der [-Ebene übergeht, ist in Fig. 9 an- 
gedeutet: Vom ersten Quadranten der 6-Ebene wird die reelle Achse 
bci 19. = 1 im Winkel von 30° geknickt, der Winkcl zwischen der reellen 
und imaginiiren Achse gestreckt; die so deforniierte Ebene wird dann 
so auf die g-Ebene gelegt, daB 6 = 1 auf 5 = 0 und 8 = 0 auf deil 
ersten Verzweigungspunkt fallt. Ebenso werden die anderen Winkel- 
riiume ausgefüllt. 

rig. 10. 

9. Durch diesen Nechanismus iibertragen wir das Bild der X-Kurven 
aus der 8 -Ebene  (Hg. 7) in die [-Ebene (Elirnination von a!) 
(Fig. 10). Die Winkel aufeinnnderfolgender Achsenrichtungen, die bei 
4 - 0 30' betrugen, werden auf 60° verdoppelt. Rei S = O licgen 
jetzt zwei logarithmische Verzweigungspunkte, deren Blatter an den 
anderen 6 Ver~wei~ungsstellen paaiweise ineinander übergehen, BO 

da0 nuri dort  je unendlich viele einfache Verzweigungspunkte liegen. 
Bleibt uns nur noüh übrig, dieses Bild auf die Z-Ebene zu üher- 
tragen. 
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10. c ist mit Z verbunden durch: 
2 .  z=  - + tg2,  
f 

und es ist leichter, erst die eindeutige Funktion Z ( < )  zu untersuchen, 
und erst hieraus die mehrwertige Umkehrung [ ( Z )  durch Deformation 

Fig. 11. 

-4 

herzustelien. Man gewinnt hierdurch gleichxeitig den Deforrnations- 
mechanisrnus, der die P'unktion X von der c-Ebene (Fig. 10) auf die 
Z-Ebene iibertriigt, wobei dann unsere gesuchte Stromung erscheinen muB. 

Z verhalt sich im Unendlichen der c-Ebene wie if" im Nullpunkt 
wie 2/c, hat keine Verzweigiingspunkte und 3 einfache Sattelpunkte bei 

4 k + S  

c = ~ T =  e ë s  Diesen 3 Stellen entsprechen folgende Werte von 8: 
2 , % = - 3 i ,  c = f ~ i 3 - -  - B ~ = + 3 1 / : + 3 .  -- 3 2 .  
2' 
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Im Sattelpunkt S = e-inlGerhZlt sich Z so: 
- 3eifl~G - 3 i ( [  - e-ifl~6)2, 

wie man durch Entwicklung odcr durch den zweiten DifTerent,ialquo- 
tienten ausrechnet. Die Richtung + J, des Sattelpunktes verlauft also 

4k+l  in 

horizontal. Z = O ftllt, in  die Punkte c = @i = LIS e 6 . Ebenso 
wie in Fie;. 6 kennen mir aus diefien Angaben die Achsenrichtungen 
in den singularen Punkten und die Lage der Nullpunkte, die man 
sich in der f-Ebeiie aufzeichnen muB. Indem man nun die niichst- 
liegenden Richtungen unter Beachtuug des (sich iii Sattelpunkten 
bei gerdein Durchgang iim- Fig. l e .  
kehrenden) Richtungssinnes 
verbindet, erhiilt man zu- 
nachst ein Ge~ippe, das auBer 
den Achsen der 2-Ebene die 
Rilder der durch die singulii 
ren Punkte gehenden hchsen- 
parallelen der Z- Ebene ent- 
Lialt (rechte Hiilfte von Fi- 
gur Il), in ein solches voiL 
diindiges Gerippe kann man 
nun in eindeutiger nTeise die 
übrigeil Achsenparallelen ein- 
zeichnen) linke Hilfte von J 2  

P'ig. 11). 
11. Die Umkehriing S(X) +J* 

dleser Abbildung hat 3Bliitter, 
den 3 Bundamentalbereicheii des letzten Rildes entsprechend. Von diesen 
Bereichcn ist einer in  Fig. 12 nochmals skizziert, der zweite sym- 
iuetrisoh gesttiltete liegt links neberi ihm, der dritte erfüllt deu 
Hest der 6-Ebene. Die Deformation von Fig. 12 auf die 2-Ebene ge- 
schieht durch Qeradestrecken der Z-Achsen, Einknicken der beiden 
Sattelpnnkte und Abfahren der links liegenden Polhiilfte ins LTnendliche. 
Das eïste Blatt àer Z-Ebene mit den Achsenparallelen der f-Ebene 
erhalt daher folgendes Aussehen (Fig 13): Der Nullpunkt der 5.-Ebene 
rückt reçhts ins Unenrlliche, wo die Hurven das typische Aussehen der 
Abbildung 2 / 2  zeigen. Die positiv reelle 6-Achse gibt uns die verlangte 
hÿperbolische Grenze, in der Tat fallt sic nach Fig. 10 mit e i n ~ r  
Kurve @ - const = a zusarnmen. Sie zieht zwischen den beiden Ver- 
zweigungspunkten, die sich aus den Sattelpunkten entwickelt haben, 
hindurch in der f J,-Richtung ins Unendliche, wo sich 5 wie VZ$ 
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verhalt. Das zweite Dlatt ist symmetrisch gestaltet, das dritte inter- 
essiert uns hier nicht, da es die freie Greuze t; = O nicht enthiilt. 

12. Unsere gesuchte Stromung muB im lnnern der hyperbolischen 
Grenze nach dem oberen Verzweigungqmnkt von Fig. 13 hin liegen, 

dies entspricht dem in Fig. 14 gezeichncten Teil der t;-Ebene, in 
welchen jetzt, soweitig notig, die X-Kurven aus Fig. 10 eingetragen 
sind. Die Deformation von Pig. 14 auf die Z-Ebene geschieht wie in 
Fig. 13 durch Einknicken des Sattelpunktes, Krümmung von R; zur 
hyperbolischen Grenze und Abfahren des links liegelden logarithmischen 
Verzweigungspunktes ins Unendliche. Wir erhnlten dann mit Fig. 15, - - 
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der Bequemlichkeit wegen gegen Fig. 13 um 180° gedreht, - eine 
Stromung, die uns den ~ b e r f a l l  über einen Wehrrücken mit scharfer 
IZante (120°) darstellt. Auch die zweite Zwischenvariable 6 ist nuri 

Fig. 14. 

eliminiert und wir sind am Zielc. - Die Werte besonderer Koordinaten 
sind aus Nr. 1 0  eingetragen. Man kann den Wehrrücken auch Gngs 
jeder anderen Stromlinie annehmen, und vermeidet so die Singularitiit der 
120°-Xcke, die in Wirklichkeit zur AblGsung des Strahles AnlaB gibt. 

Unter den Verzweigungspunkt kann der Scheitel des VITehxes nicht 
hinunter. Der andere Teil des ersten Fundamentalbereichs liefert noch 
eine mogliche Stromung mit derselben freien Grenze, das zweite Blatt 
enthiilt die symmetrischen Bilder, das dritte nichts, nur analytische Fort- 
setzungen. Zur genauen Ausrechnung der in Fig. 15 gewonnenen Wehr- 
formen inüflten die SchliiBformeln von Nr. 6 in reell uud irnagink ge- 
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trennt werden, was imnier durchführbar, aber sehr mühsam ist. Die 
charakteristischeli Eigenschafteli, Lage des Scheitels, Winkel, Spiegel- 
senkung haben wir auüh ohne das erhaltcn und begnügen uns iiun noch 
damit, die DurchfluBmenge fiir den FaU auszurechnen, wo die durch den 
Verzweigungspunkt gehende Stromlinie als Wehrrücken gewahlt wird. 

13. Die DurchfluBmenge ist bestimmt durch D?Fr = ~c (Figg. 7, lu), 
die ~berfall l iohe ist D Y= 3/, (Lage des Verzweigungspunktcs Nr. 10,12. 
F i  1 .  Hicrbci bedeutet D die Differenz zwischen Verzweigungs- 
punkt und Randstromlinie. Indem wir nun mieder auf unsere Reduk- 
tionsformeln (Kr. 6) zurückgeheii, erhalten wir: 

also durch Elimination von a die DurchfluBmenge 

(vgl. bez mechanischer ~l inl ichkei t  Nr. 1). 

Bazin1) schreibt: & = JI . l h m ,  wobei Q Wassermenge, 
1 Wehrbreite, 12 Überfdlhijhe ist. Naeh .unscrcr Rcchnung ist 

Jf = 5 . (')'A = O,57. Hazin erliiiilt Werte uni O ; X .  DaB sic kleiner 
3 3 

sind, als der berechnete, ist nehen der Iteibung dadurch begründet, 
daB bei scharfen Ecken der Strahl sich meist losl8st und so die eigent- 
liche cber fa l lh~he  kleiner wird. 

Photogrammetrie von Küstenaufnahmen. 
Von Dr. IIOILST v. SANUEN in Gottingen. 

Ein dankbares Anweridungsgebiet dürfte sich der Photogrammetrie 
dsrbicten in der Verwertung von photographischen Aufnahmcn einer 
Meeresküste, die von einem vorüberfahrenden Schiffe aus gemacht 
werden. 

Der photogrammetrischen Verruessang k6nnen hierbei nocli Punkte 
zugkglich gemacht werden, die bei andercn Verfahren nur mühsam 
oder gar nicht zu erreichen sind, wie z. B. vorgelagerte, unzug%ngliche 
Felsenriffe u. dergl. 

Andererseits liegen bei diesem Problem die geometrischen Ver- 
hiltnisse so günstig, daW es nur weniger bekannter GroBen bedarf, 
um aus den Aufnahmen eine Karte des Gehietes zu konstruieren. 

1) Bazin, Expériences nouvell~s sur 1'6coulement en deversoir, Paris 1898 
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Als Kamera kann ein beliebiger photographischer Apparat benutzt 
werden, von dem im folgenden nur die ,,innere Orientierung" als 
bekannt vorausgesetzt wird, d. h. Lange und FuBpunkt des Lotes vom 
Linsenrnittelpunkt auf die Platte. Dicse Datcn lassen sich auch un- 
schwer ermitteln. 

Ferner werden noch einige Voraussetzungen gemacht, die eine 
Vereinfachung der Aufgabe becleuteri und durch die Praxis geredlt- 
fertigt werden konnen. 

Von dem in Retracht kommenden Kiietenstrich sollen drei Auf- 
nahmen gemacht werden, und der Kurs des Schiffes SOU dabei ein 
nahezu geradliniger sein. 

Zunachst wird die Rechniing durehgeführt für den Fall, daB die 
drei Aufmhmestandorte genau auf einer Geraden liegen (S. 112 bis 1 le), 
spater werden kleine Abweichiingen Tom gradlinigen Kurse mit in Re- 
tracht gezogen (S. 116 bis 118). 

Weiter sollen die Abstande zwischen den hufnahmestandorten ge- 
messen werden, was mittelst Logg und Uhr geschehen kann. Im Ver- 
lauf der Rechnung wird das Verhüllnis zweier Abstiinde korrigiert, die 
Genauigkeit des MaBstahes deï R,ekonstrnktion ist natiirlich durch die 
Genauigkeit dieser Langenmessuiig bedingt. 

Eine weitere Vereinfachung bietet die W@ichkeit, eventuell den 
Winkel zwischen Kurs des Schiffes und der Richtung, in  der ein Punkt 
der Küste vom Schiffe anus gesehen wird, zu messen, etwa mittels Peil- 
kompaB (S. 115 bis 119). Die geometrische Aufgabe, welche zu losen 
ist, ergibt sich aus folgendem: 

Auf allen Bildern stellt sich der Ilorizont, soweit er durch die 
Meeresoberfliiche gebildet wird, als Gerade dar. Darnit ist eine horizon- 
tale Ebene, welche die drei Bildgeraden und die drei Projektionszentren 
der drei photographischen Aufnahmen enthalt, ohne weiteres gegeben. 

Dur'ch die auf -dem Horizont sichtbaren Punkte (die anderen Bild- 
punkte hat man orthogonal auf den Horizont zu projizieren), werden, 
bei gegebener innerer Orientierung, die Winkel gemessen, welche die 
nach diesen Punkten hinführenden Projektionsstrahlen miteinander bilden. 

Jede ilufnahme liefert also ein Strahlenbüschcl diskreter Strahlnn, 
deren Winkel nntereinander bekannt sind. Die drei Büschel Sind 
auBerdem derart aufeinander bezogen, daB die nach ein und demselben 
Objektpunkte führenden St'rahlen einander zugeordnet sind. 

Die Aufgabe ist nun die: Durch Verschiebung und Drehung die 
drei Büschel in einer Ebene so gegeneinander zu orientieren, daB sieh 
immer drei entsprechende Strahlen in  einem Punkte schneiden. Die 
Bedeutung der oben gemachten Voraussetzungen ist leieht ersichtlich. 
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Fails Punkte des Objcktes cinen relativ groBen Abstand vom 
Horizont haben, so gelingt eine Rekonstruktion bereits aus zwei Auf- 
nahmen. IIierüber siehe F i n s  t e r w  a l d e r  ,,Eine neue Art, die Photo- 
grammetrie bei fliichtigeri Aufrialimen zu verwenden" (Sitzurigsber. der 
Kgl. bayr. Akademie der Wissenschaften, Rd. XXXIV, 04, Heft l)'), wo 
auch die übrige Literatur zu diesem Gegenstand angegeben ist. 

Annahme, daB die Aufnahmestandorte auf einer Geraden liegen. 

In Fig. 1 seien ABC die Aufnahmestandorte. Y, sei ein Objekt- 
p ~ n k t .  a,, Pl, y ,  seien die Winkel der betreffenden Projektionsstrahlen 

mit A?? (der Bahn des Schiffees), 
Fig. 1. die, um einen augemeinen Fa11 

zu behandeln, als nicht gemessen 
vorausgesetzt werden. Ferner sei 
- -- - - 

A H = u ;  B C = v  und zc f v =  

w = AC (etwa mittels Logg 
und Uhr) gemessen. Solange 
der MaEstab nicht in Betracht 
komnit, sind kleine Fehler in 
dieser Messung belanglos, da 

U 
nur - = k in der Rechnung auf- 

A tritt und diese GrGBe noch kor- 
U B V C  X 

rigiert wird. Der Pehler bei 
inaBstabrichtiger Ilelionstruktion ist natürlich dem Fehler, mit dern 
diese Liingen u, v ,  mm gemessen sind, proportional. 

m i r  suchen nun die Bedingung dafür, daB die drei Strahlen 
Dl, BZ, CP,  duich einen Punkt gehen. Dies wird offeubar eine 
Gleichung 

v (a, Bi Yi k )  = O 
sein. 

Führen wir ein rechtwinkliges Achsenkreuz (X Y) e h ,  dessen X-Achse 
die Gerade AC ist, und dessen Y-Achse àarauf in A senkrecht steht, 
so lauten die Gleichungen der drei Projcktionsstrahlen AP,, BP;, CT: 
in diesem Koordinatensystem: 

-- 

1) F i n s  Lerw a l  d e r  erliiilt in obiger Arbeit eine Gleichung sechsten Grades 
für die Tangente eines Winkels (S. 108). In  dieser Gleiehung treten die Koordi- 
naten von drei Punktepaaren auf. Ee mag bemerkt werden, daB durch Hjiizu- 
nahme von mehr Punkten die Aufgabe auf die Auflüsung von wchs linearen 
Gleichungen mit sechs Unbekannten zuriickgeführt werden kann. 
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$ 0  tangp, - y - u  - t m g p l =  O 

z - t a n g y ,  - y - w  - tangy, = O 

und die Gleichung g, = O wird durch das Verschwinden der Determi- 

nanie gegeben: tannul - 1 0 

l tangyl - 1 w- tangngy ,  

Dics wird ausgeschrieben (aobei sich noch e t a î s  weghcbt und = E 
eingeführt wird), 

rp = k tang cc, tang 8, - (1 + k) tang al . tang y, + tang pl tang y, = O. 

Diese Gleichung muB auch erfüllt sein für die Projektionsstrahlen nach 
allen anderen Punkten Pi, d. h. für deren Winkel ai, Bi, yi mit 
Gemessen werden aber die Differenzen 

sodafi wir in den Gleichungen zu setzen haben: 

ni = A, + a, 

B, = Bi + Pl 
ri = ci + y, . 

Jeder Punkt Pi liefert damit eine Gleichung, die wir @, = O 
nennen und es wird also: 

Für u,, pl, y, kann nian auf diese Weise, durch k z u n a h m e  von 
weitereri Punkten, beliebig viele Gleichungen erhalten, und es ist 
empiiisch bekannt, daB es ein Wertesystem der C n b e k a ~ t e n  gibt, 
welches alle Gleichilngen befriedigt. 

Durch Einführen der Tangenten der einzelnen Winkel schreibt 
sich die Gleichuag zunachst: 

(ta% Pi + t a n s  B3 (t-g Y,-+>% C3 +---- O .  
(1 - t a n g  t a n g ~ ~  (1 - t a n g  y, . tang Ci) - 

Zeitschrift f. Mathernatik u. Physik. 58. Band. 1910. Hefc 112. 8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



114 Photogrammetrie von Küstenaufnahmen. 

Zur Abkürzung setzen wir jetzt: 

tang a, . tang pl = L tanga, = P 1 tangA, = a, 

i l  
L . R  I tang a, . tang yl = M tangj ,  = Q tang Bi = bi M .  Q = S .  

tant; pl . tang y, = N , tang y, = Ti tang Ci = ci N -  P I 
Dann bestehen die Gleichungen: 

P . & = I ,  P - R = M  Q . R = N  P . & . R = S  

Wir  betrachten nun die sieben Gr6Ben L, M, P, &, R, S alu Unbe- 
kannte und erhalten für i = 1, 2, 3 . . . 7 sieben lineare Gleichungcn dafür: 

L .  [ k ( l  + bi - ci) + " (a i -  bi)] - 171. [ k ( l  + b i .  ci) + a i .  b i +  11 + 
+ N . [ k a ,  (hi - ci) + aib, + 11 + S . [k (hi - ci) + b, - ail + 
+ P . [k jb, - ci) - c, (a, - hi + 11 + Q - [ k a i ( l  + Ei, .  ci) + ci (1 + a, - b,)] - 

- R . [kai(bic, + 1)  + a, - bi] + ci(bi - a,) + kai@, - c,) = O 

( f ü r i = l ,  2 , 3 , 4 ,  5 , 6 ,  7). 

Was die neterminante dieser Gleichungen anbetrifft, so ist er- 
sichtlich, daB weder zwei Horizontalreihen noch zwei Vertikalreihen 
derselben, auch nach Xultiplikation mit Konstanten, identisch gleich 
werden. E s  gibt also nur ein Wertesysteni der eigentlichen Unbe- 
kannten a, pl, y,, das samtliche 7 Gleichungen befriedigt, die L6sung 
ist demnach eindeutig. 

Die Auflosung der Gleichungen, die zweckmaEig durch sukzessive 
Elimination der Unbekannten bewerkstelligt wird, bietet keine Schwierig- 
heit und ist besonders mit dem Rechenschieber leicht auszuführen. 

Die Koeffizienten setzen sich aus den Tangenten der gemessenen 
Winkel zusammen. Als Anfangsstrahlen (die durch a,, SI, y, bezeichnet 
werden) k m n  man drei beliebige entsprechende Strahlen annehnien. 
Man wird zweckmaEig solche wahlen, die in ailen drei Büscheln un- 
gefahr in der Mitte liegen. Da der Sichtwinkel der gebriiuchlichen Ob- 
jektive etwa 50° bis 70° betragtl), so wird es sich erreichen lassen, 

daB die gemessenen Winkel < % bleiben, mithin ihre Tangenten < 1. 

Die Koeffizienten in den Gleichungen werden also nicht unbequem 
groB werden.' 

Man braucht auch nur die Unbekannten P, &, R zu berechnen. 
Die eventuelle Berechnung auch der anderen Unbekannten liefert durch 
die obenstehenden Gleichungen, die zwischen den Unbekannten bestehen 
müssen, eine Kontrolle der Richtigkeit und Genauigkeit der Rechnung. 
1st die Genauigkeit des anf diese Weise ermittelten Resultates aus- 
reichend, so ist die Aufgabe erledigt. 
-- - 

1) Nach einer Mitteilung der Firma Car1  Zei6 ,  J e m .  
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1st eine gr5Bere Genauigkeit erwünscht, so kann man die auf die 
soeben angegebene Weise erhaltenen Werte von a,, P,, y,, die wir jetzt 

- 

mit Zi, pl, r, bezeichnen wollen, als Niiherungswerte betraçhten und 
mittelst des N e w  t O n schen Verfahrens in folgender Weise verbessern. 
Hierbei kann auch der gemessene Wert von li, den wir nennen und 
dann auch als Naherungswert betrachten, verbessert werden. 

Die Naherungswerte werden die Gleichungen 0, = O  (S. 113) nicht 
genan befriedigen, sondem wir werden erhalten: 

worin E~ kleine Abweichungen sind. 
Zur Eorrektion andern wir die Naherungswerte um kleine Gr6Ben 

(Korrektureri) or;, P i ,  y ; ,  k', dabei andert sich Qi um AQi und wir 
setzen untcr Vernachlassigung Glieder hoherer Ordnung: 

wo in die Ableitungen die Naherungswerte einzusetzen sind. Die 
Korrektionen a;, &, Y ; ,  k' sind nun so zu bestimmen, daB @ , + d @ , = O  

wi", 0''' da ai = si ist, mu B A a, + E, = O 

Dainit werden die Gleichungen zur Hestimmung von a', p', y', k', 
wenn man sie noch mit einem Generalnenner 

G = cos (A, + ül) . cos (73, + fP i )  . cos (c4 + "/i) 
multipliziert : 

- 
k .in (Bi -Ci ---- + pi - Tl) - f l i n t 4  + 7,) . cos (Bi +~&] . a. + 

cos (A, + a,) 
k sin ( A .  + El) . cos (C. + 7 ) + sin (C. + 7 ) COB (A,  + El) + ---' - -__I Ip-  - L - L - -  

cos (B  + Ri) 
8' + 

sin (Bi - Ai + j, - a,)  - k sin (Az + El) cos (Bi + pl) + - -- 

IX~ (Ci + Y I )  
. Y' 

$ sin ( A ,  + 2,) sin (Bi - Ci + fi, - &) - k' + 
+ cos (Ai + Z,) . cos (Bi + &) . cos (Ci + y,) . E~ = O .  

8 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



116 Photogrammetrie von Küstenaufnahmen. 

Für i = 1, 2, 3, 4 wiiren dies rier lineare Gleichungen f'iir die 
vier Unbekannten a', B: y'j k ;  da jedoch bereits zur Ermittelung der 
Naherungen 7 Punkte vermessen sind, so wird es sich empfehlen, hier 
7 Gleichungen für die Ko~rektionen aufzusteiien und diese nach der 
Ifethode der kleinsten Quadrate in bekannter Weise avszugleichn. 

Durch 
- 

Ki = ai + a'; p, = 6 + f i ' ;  y, =y ,  fy'; k  - /2 + k' 
erhalt man dann die verlangten Werte. Durch Berechnung des mitt- 
leren Fehlers kann man einen SchluB auf die Genauigkeit ziehen. Ge- 
nügt dieselhe nicht, su kann man die Werîe cc, - % + a' d s  zweite 
N'ahmngen betrachtea und das Korrektionsverfahren noch einmal 
wiederholen. 

II. 
Berücksichtignng des Umstandes, daB die Aufnahmestandorte A, B. 

C nicht genan in einer Geraden liegen. 

Der Punkt B liege jetzt nicht auf der Geraden AB (a. Fig. 2), 
sondern hahe von ihr den Abstand d, der jedoch klein sein soll gegen- 

d 
über v ,  so da0 6 = 

Fig. B. 
ein kle ine~  Bruch kt. 
Der FnBpunkt des Lotes 

von B auf AC sei 3' und 
-- 

wir nennen zc = AB'; 
-- 

v = B'C. Gemessen 
werden in diesem Falle . allerdings AB = u' und 

U BC = v', doch ist - = k 
?A' 

von -, = k' nur sehr 

wenig (um Glieder zwei- 
v ---3 

ter OrLinung in 8)  ver- 

schieden. Den Winkel, den der Strahl BY mit AC bildet, nennen 
wir wieder p. D a m  haben die Geraden AP, BI? und CP in einem 
Koordinatensyatem, wie es auf S. 113 benutzt wurde, die Gleichungen: 

Die Bedingung des gemeinsamen S~hnittpunkt~es der drei Geraden, 
die wir jetzt @ = O  nennen wollen, enthalt jetzt auch noch 6, es ist: 
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Führen wir, ebenso wie auf S. 113, die gemessenen Winkel ein, so 
erhalten wir die Glcichungen : 

Zur Aufsuchung von Naherungswerten nehmen - wir 6 = 0 als erste 
Naheruug an und ermitteln die Werte von Cl,  Pl, Tl genau so wie es 
auf S. 113 und 114 angeben ist, da für 6 = O die Gleichungen Fi = 0, 
die jetzt auftreten, in die früher benuteten @, - O übergehen. Diese 
Niiherungen werden wie vorher durch: 

d !Pi + Ei = O 

korrigicrt. In  den Konektionsgleichungen tri t t  jetzt jedoch ein Glied 
mehr suf, niimlich: 

a !P 6' 
ô = {tnng (7, + Ci) - tang (17, + A,)} . a', 

wiihrend a ~ .  ô@i  
2=- 
a u  a u  usw. kt. 

Kach Multiplikation mit dem Generalnenner 

G = cos (A, + a,) cos (Bi + pl) . cos (Ci + 
wird das neue Glied: 

COS (Bi + &) - sin (Ci - Ai + FI - a,) . o. 
Statt der vier Korrektionsglcichungen auf S. 116 hat man es jetzt 

mit fünf zu tun, indem 8' als neue Unbekannte hinzutritt. 
Vermutet man, da% 6 relativ groB sein k a m ,  so wird es sich 

empfehlen, zunachst aus fünf  Gleichungen ein System von Korrekturen 
zu berechnen, die damit erhaltenen Werte der Unbekannten a,, pl, y,, k 
als zweite Niherungen zu beti-achten und dünn nach der Methode der 
kleinsten Quadrate neue Korrektionen zu berechnén. 

In diesem Fa lk  hat man bei der zweiteri Korrektur nicht mehr 
8 = 0 zu setzen, sondern für 8 die erhaltene erete Korrektur 6' ein- 
zuführen. Dann ist nur noch: 
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bei den anderen Ableitiingen, nach or und y, tritt ein neues Glied mit 
6' hinzu, es wird niirnlich: 

a ? ~  a @  
- 

6' 
- --+ -- 
C a  o a  cos (a, +A3 

aT  a @  - - - 
6" 

a r  a y - 1 - ~ ~ 8 ~ v x ë j  

Nach Multiplikation mit dem Generalnenner G kommt: 

2 F  G .  ̂ - = G .  a @ COB (B, + BJ pp . cos (yl + c,). 8' 
à; - -- 

-- 
O a  cos (a, + Ai) 

a v -  a T- ,, und - bleiben ungeaildcrt. Die K~rrektionsgleichungen für die 
âk 

zweite Korrektur lauten somit vollstandig: 

+ , sin (Ai + Gl) . cos (Ci + y,) i- sin ( C , i  s) c o s ( d i  + Ü,) . B., 
~p - -- 

"OS (R, + il) 

+ sin (Ai + 2,) . sin (Bi - Ci + 3, - 7,) . k" 
+ cos (Bi + pl) . sin (Ci - A, + y, - Zl) . S" 

Hierin sind die zweimal überstrichenen Gr6Ben die zweiten Nihe- 
rungen, die zweigestrichenen, deren Korrekturen und E: die Abweichungen 
nach Einsetzen der zweiten Naherungen, also 

Y', (" . .  ..) = & é .  
Aus diesen Gleichungen e rhd t  mail dann die zweiten Korrekturen 

und damit die dritten Niiherungen. Ob die erste Korrektur genügt 
oder eins zweite notwendig ist, vielleicht gar eine dritte, muB von 
Pall zu Faii entschieden werden, unter Berücksichtigung der sonstigen 
Fehlerquellen. 

III. 
Vereinfachende Annahmen. 

Eine wesentliche Ersparnis an Rechenarbeit kann dadurch er- 
reicht werden, wenn es rnoglich ist, fur die Unbekarinten cc,, Pl, y, 
Niiherungswertc zu erhalten, ohne die Gleichiingen auf S. 114 auflosen 
zu müssen. Steht auf dem Scliiffe, von dem sus die Aufnahmen ge- 
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inacht werden, ein PeilkompaB zur Verfügung, so kann gleichzeitig 
mit der Aufnahme der Wiiikel zwischen dern Kurse des Schiffes und 
einem Objektpunkte gemessen werden. Führt man dies bei allen drei 
Aufnahmen für den gleichen Objektpunkt durch, so hat man damit 
Niiherungswerte für die drei gesuchten Winkel a,, Pl, y,. Zu beachten 
ware dabei, daB der VerschluW der Kamera in einem Momente zu X n e n  
ist, in dem dus SehiE genau an seinem Kurse anliegt. 

Eine andere Mogliçhkeit, un1 zu Niiherungswerten zu gelangen, 
wiire durch folgendes Verfahren gegeben: 

Man stellt die Kamera auf der Mittellinie des Schiffes auf. D a m  
werderi aich auch Teile des Schiffes abbilden. Macht man nun eine 
zweite Aufnahme, indcm man die Kamera so weit dreht, daB ein auf der 
Schiffsmittellinie befindlicher Gegeixdand (Flaggenstock, Mast oder dergl.) 
zusammen mit einem auf der ersten Aufnahme befindlichen Schiffs- 
gegenstand abgebildet wird, so gibt die erste Aufnahrne den Winkel 
zwischen einern Objektpunkte und dem Sühitfsgegenstand, und die 
zweite Aufnahme den Winkel zwischen diesem und dem Kurse des 
Schiffes. Durch Addition beider Winkel erhiilt man den gewünschten 
Naherungswert. Ev. kann man eine dritte Aufnahme zwischen die 
erstgedachten einschalten. Der Zeitpunkt der zweiten (und ev. dritten) 
Aufnahme ist beliebig. 

Die Rekonstruktion des Objektes bzw. Zeichnung eines Grund- 
risses desselben gestaltet sich sehr einfach: 

Man bringt die drei Stïahlbündel auf dem Papier in geeignetem 
MaBstab in die durch a,, pl, y,, k, 13 gegebene orientierte Lage und 
erhilt als Schnittpunkte von je drei zugeordneten Strahlen (worin eine 
Kontroile liegt) die Punkte des Grundrisses. Die Hohen sind d a m  in 
bekannter Weise zu ermitteln, wohei eine doppelte Kontrolle moglich 
ist, da die Hiihen bereits aus einer Aufnahme zu bestimmen sind. 

Es mag noch bemerkt werden, da0 das in rorstehendem ge- 
schilderte Verfahren auch bei anderen als Küstenaufnahmen Ver- 
wendung finden konnte. Sobald es durch eine Libelle moglich ist, die 
Kamera vertikal zu stellen, und die drei Standorte ungcfahr in einer 
Ve~tikalebene liegen und ihr Abstand voneinander geschiitzt merden 
kann (er. sind die Standorte auf einer Landkarte markiert), so 

kann man dureh Projektion auf eine IIorizontalebene das Problem auf 
das oben beharidelte zurückführen. 
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Zur Statik der massiven Widerlager. 

Von Dr. M. MILAKKOVIT<:II i n  Wien. 

Wir wolien in dieser Abh&dlung drei verschiedene Formen der 
massiven Widerlager entwickeln, die gewissen, von vornherein gesteilten 
Forderungen in allen ihren Teilen vollkommen entsprechen und als die 
theûretisch günstigsten Fûwnm bczeichnet werden konnen. 

Bevor wir zur Behandlung dieser drei Probleme schreiten, woilen 
wir folgende allgemeinere Retraehtungen vorausschicken: 

E s  sei in der Fig. 1 ein Widerlager ABCD dargestellt. Dasselbe 
habe eine prismatische Form, seine Erzeugenden seicn senkrccht zut 
Bildebene, die Leitlinien AND und RN'C stetige Kurven (Begrenzungs- 

Fig. 1. kurven). Die Tiefe des betrachteten Teiles 
des Widerlagers - senk~echt  zur Bilcieberie 
gemessen - sei gleich der Einheit. Auf diesen 
Teil des Widerlagers wirke im Punkte E, der 
schief gerichtete Druck K. Auf den durch 
eine etwaige Hinterfillung des Hückens BC 
des Widerlagers hervorgernfenen Erddruck soil 
hier keine Rücksicht genommen werdcn, da 
derselbe vom Feuchtigkeitsgrad der Hinter- 
füllung abhiingig ist und bei Vornahme von 
Reparatnren am Widerlager ganzlich vef- 

schwinden kann. D a m  wirken auf das Widerlager zwei Arten von 
Ifiiften: der schief gerichtete Druck K und das vertikal wirkende 
Eigengewicht des Widerlagers selbst. Die Fugen des Maucrwcrks 
nehmen wir horizontal an, da dieselben bei den praktischen Ausfüh- 
rungen in Ziegel und Stein tatsiichlich so ausgeführt werden und bei 
Ausfiùhrnngen in ket,on die Arheitsgrenzen eine horizontale Lage b e  
sitzen. So wirkt d a m  auf eine beliebige horizontale Fuge IVN' die 
Dmckkraft R,  welche sich als die Resiiltante des Druckes K und des 
Eigengewichtes G des oberhalb dieser Puge befindlichen Widerlager- 
teiles ~ V A ~ X '  darstellf. Der Angriffspunkt 3 dieser Kraft wird det 
Dmckmittelpunkt der Fuge NN' und der geometrische Ort der Druck- 
mittelpunkte der horizontalen E'ugen die nruckkurve genaiint. Die der 
Fuge IVN' unendlich benachbarte Puge sei XIA7;, ihr Druckmittelpunkt 
sei El und ihre Druckkraft 4. Legen wir in der Kraftebene ein 
orthogonales Koordinatensystem mit einer horizontalen Abszissenachse 
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und einer vertikalen Ordinatenachse und bezeichnen wir die Koordinaten 
des Puaktes E mit 9 und y, so ist: 

Hezeichnen wir noch das spezifische Gewicht des Widerlagermaterids 
mit g, so k6nnen folgende Erwagungen angestellt werden: 

Auf das unendlich schmale Rorperelement NAT''N;iV1 wirken fol- 
gende Krafte: 

1. die Druckkraft R der Fuge IVN', welche aus den Kraften K 
und G hervorgeht und welche wir in die orthogonalen Komponenten 
V und H zerlegt denken; 

2. die negativ genommene Lhckkraf t  BI der Buge ~,xl'; 
3. das Eigengewicht dG des unendlich schmalen Korperelementes 

NNIN,'N, ,  welches in der Halbierungslinie der Lange NA" wirkend 
anzunehmen ist. 

Die ersten drei dieser Kriifte sind endlich, die dritte Kraft dG 
verschwindet niit dx und ist von derselben Kleinheitsordnung wie dx. 

Die Summe der statischeri Momente dieser drei Krafte beziiglich 
eines boliebigeii Punktes der Kraftebene muB, wegen des notwendigen 
Gleichgewichtes, gleich Null sein. Wahlt man somit den F'unkt Et 
zum M ~ m e n t e n ~ u n k t  und bezeichnet das Moment der Kraft dG bezüg- 
lich dieses Punktes mit Mg (positiv, wenn im Sinne des Uhrzeigers 
drehend), so besteht die Gleichung: 

In dieser Gleichung sind aile drei Glieder von derselben Kleinheits- 
ordnung. In  den ersten zwei Gliedern ist die Kraft endlich, der Arm 
unendlich klein, im dritten Glied ist die Kraft unendlich klein, der Arm 
dagegen endlich. 

Die Momentengleichung (1) wird der Ausgangspunkt unserer Unter- 
suchungen sein. Vorher sei jedoch der praktische Zweck der zu be- 
handelnden Probleme in Kürze erlautert. 

Von der Lage des Druckmittelpunktes in der Fuge hangt auch die 
N~rmals~anriurigvertei lung lings der Fuge ab. Faiit der Druckniittel- 
punkt mit der Mitte der Fuge zusammen, so wird die Fuge in  allen 
ihren Punkten gleiche Normalspannungen aufweisen; im anderen Balle 
erfolgt die Spannungsveiteilung entsprechend der N a v  i e r  schen An- 
nahme nach einer zur Fuge geneigten Geraden. Liegt der Druck- 
mittelpunkt im mittleren Drittel der Fuge, so wird dieselbe nur 

- - 

Druckspariniuigeli aufzunehmen haben, &Ut dagegen der Druckmittelpunkt 
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auEerhalb des mittleren Drittels der Fuge, so ist dieselbe auch auf Zug 
beansprucht. Die Materialien, aus welchen die Widerlager hergestellt 
werden, sind in der Hegel gegen Zug nicht widerstandsfàhig, und cs ist 
die Aufgabe der Konstrukteure, das Auftreten der Zugspannungen zu 
verhindern. Zu diesem Ende genügt es - wie aus dem Vorhergehenden 
folgt - da0 der Druckmittelpunkt im mittleren Drittel - Kern - 
der Fuge liege. Die SonderfXlle jedoch, wo der Druckmittelpunkt mit 
dem Mittelpunkte der Fuge oder ihrem Drittelpunkte - Kernpunkte - 
zusammenfallt, sind, da der erste Fall eine gleichmaBige Beanspruchung 
.der Fuge, der zweite eine gr8Btmogliche Ersparnis an Material ergibt, 
von besonderer Wichtigkeit, und mit diesen wolien wir uns hier be- 
schiiftigen. 

Unsere Aufgabe wird dernnaüh vor aliern sein, die. Form des 
Widerlagers abzuleiten, welches die Eigenschaft hat,  daB es in allen 
seinen Teilen gleich gedrückt ist und in die Kategorie der Korper 
gleichen Wzdwstnndes gehort, welche als die voUkommensten Konstruk- 
tionen bezeichuet werden konrien. E s  wird sich zeigen, daB ein solches 
R'iderlagcr gekrümmte Uegrenzungskurven AU und B C  besitzt. In 
der Praxis wird jedoch oft die Forderung gestellt, daE die vordere 
Begrenzungskurve AD eine vertikale Gerade sei und diese Forderung 
berücksichtigend, werden wir auch die Form des Widerlagers ableiten, 
dessen rordere Begrenzungslinie eine vertikale Gerade k t ,  dessen Druek- 
kurve aber auch durch die Pugenmitten hindurchgeht und auf diese 
Weise eine gleichmiiBige Spannungsverteilung liings der Fuge hervor- 
ruft. Dieser zweite Fall hat mehr ein theoretisches Interesse als prak- 
tische Hedeutung, meil diese Form des Widerlagers unokonomisch ist. 
F ü r  den Fail einer vertikalen vorderen Begrenzungslinie bekommt man 
- falls keine Zugspannungen zugelassen werden sollen - die okono- 
mischste Forrn des Widerlagers, wenn man die Druckkurve mit den 
Drittelpunkten der E'ugen zusammenfallen M t ,  da in diesem Falle 
gerade noch keine Zugspannungen im Widerlager auftreten. Mit dies~m 
FaUe werden wir uns deshalb auch befassen und die betreffende Form 
des Widerlagers ableiten. 

Das Prof l  des Widerlagers gleichen Widerstandes. 

Es  sei in Fig. 2 das Widerlagerprofil A B C D  dargestellt. Dasselbe 
aei in1 Mittelpunkte EO der Krorie AB mit dem schiefen Druck K be- 
laütet, desseri wagerechte und senkreclite Koriiporienten die Kiafte & 
und P sind. Wenn das Widerlager in allen Punkten s&er horizontaleri 
Fugenschnitte gleich stark gedrückt sein soll,  so muB offenbar seine 
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Druckkurve E,EEl mit dem geometrischen Ort der Fugen zusammen- 
falleri, und eu muB auBerdem dit: Breite cï eirier beliebigen Fuge pro- 
portional sein der Normalkraft B derselben. Fig. II. 

Die eingangs eiitwickelte Momenten- 7 Y 
gleichung (1) wird demnach in diesem Ealle 
lauten: 

PI Vdx - H d y  = 0,  

da das Glied .Mq als eine unendlich kleine 
Grole zmeiter Oidnung verschwindet. 

E s  soll aber auBerdem die Beziehung 
bestehen: 

(3) S = 7c V, 

wo k eine Konstante bedeutet. 
Die horizontale Komponente E der Druckkiaft R ist ofenbar 

gleich der horizontalen Komponente der Kraft K, da auf den Wider- 
lagerteil ABILT'N sunst keine weitere horizontale Kraft wirkt. 

(4) H=Q.  
Die vertikale Komponente V der Druckkraft 3 ist, wie leicht ein- 

zusehen : Y 

(5) V =  Pt g,/'bdy, 

und es i d  mit Rücksicht auf (3) 

Die Differentiation der vorstehenden Gleichung nach y ergibt: 

oder 

woraus durch htegration - unter Berücksichtigung, da1 für y = 0, 
d = h - die Gleichnng folgt: 

Cs> 8 = b e k g y .  

Diese Gleichung gibt uns das Gesetz an, nach welchem die Bugen- 
breite S nach unten hin zunehmen sou. 

Die Gleichungen (2), (4), (5) und ( 6 )  ergeben die Beziehung: 
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oder 

woraus: 

x = k Q  Jk, + C. 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen kann wie folgt trans- 
formiert werden: 

Das unbestimmte Integral der Gleichung (7) lautet 

(7) " - k g p  q-(kgy - lognai (k P + b e k @ Y )  1 
b 

Da jedoch für y = O x = -, so ist: 
2 

also: 

Jr C. 

b Q c = - 2 + - -  k g P  - 1ogILat (kP + b) ,  

woranf aus (7) folgt: 

Dies ist die Gleichung der Mittellinie des Widerlagerprofiles. Durch 
die Gleichungen (6) und (8) ist das Profil des Widerlagers gleichen 
Widerstandes voilkommen bestimmt.l) 

Wenn Q = O, so lautet die Gleichung der Mittellinie der Profiles 
b x - -, wiihrend das Gesetz der Zunahme der Fugenbreite unveriindert 
2 

bleibt. Diese spezielle Form des Widerlagers ist in der teclmischen 
Mechanik untcr der Bezeichnung ,,logistischer K6rperU bekannt. 

Das Profil des Widerlagers, dessen vordere Begrenzungslinie eine 
Gerade is t  und dessen Drnckkurve durch die Fugenmittelpunkte 

hindurchgeht. 

In der Fig. 3 sei dieser Fall dargestellt. E s  ist nun unsere Auf- 
gabe, die Form des Profiles zu bestimmen. Zu diesem Ende woilen 

1) Nit dem soeben behandeltea Problem befaBte sich auch Resal in seiner 
Stabilité des constructions, Paris 1901 (8. 51-8 ff.), doch sind seine Ableitiingen 
fehlerhaft, wie wir dies in unserer Abhandlung , , T h e o h  der Druükkurven", diese 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 55, nachgewiesen haben. Dm Wieder- 
holungen zu vermeiden, verweisen wir euf diese Abhandlung. 
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wir die Gleichung der Druckkurve ableiten, welche als die Mittellinie 
des Profiles dasselbe voiikommen bestimmt. Die Mamentengleichong 
(1) lautet im vorliegenden FaUe: 

V d x  - Qdy = 0 ,  

da wie friiher .H- & und das Gljed .Mg eine unendlich klaine GroBe 
zweiter Ordnung ist. Es ist auch, wie leicbt einzusehen: 

'Durch Differentiation dieser 
c h h g  nach x bekommt man: 

(10) 
d'y 2 9 , & * .  
&?=g d~ 

Eine einmalige Integration dieser 
chung ergibt die Beziehung: 

Zig. S. 

P K 

Glei- 

Glei- 

wo C noch eine wiilkürliche Konstante bedeutet, welche wie folgt be- 
V stimmt wird: Die Beciehuog 3 = - besagt, ddaB die Druckkraft R die 

dx Q 
Druckkurve berührt, und es ist deshalb: 

Es ist somit: 

Es ist also 

(12) 

und 

e . dx. 
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Dies ist die Gleichung der Druckkurve. Das vorstehende Integral 
kann nicht in endlicher Forrn entwickelt werden, doch hat S t i e l t j e s  
Methoden angegeben, wie dasselbe berechnet werden kannl) 

Das Profil des Widerlagers, dessen vordere Begrenzungslinie eine 
vertikale Gerade ist und dessen Druckkurve durch die Drittelpunkte 

der Fugen hindurchgeht. 

Uieser Fall, bei welchem also gerade noch keine Zugspannungen 
auftreten, sei in der Fig. 4 dargestcllt. Es  ist auch hier wie früher 
H= Q .  Das Glied Mg der Momentengleichung (1) wird gegen die 
anderen Glieder der Gleichung nicht mehr verschwinden, da die Ent- 

Fig. 4. fernung der Kraft d G  vorn Momenten- 
punkte El cndlich ist. Wegen der unend- 
lichen Anniiherung des Punktes El an 

i den Punkt E und der endlichen Ent- 
fernung der Kraft d G von diesen Punk- 
ten ist die Entfernung der Kraft d G  
von El gleich ihrer Entfernung vom 
Punkte E und diese ist, wie sofort ein- 

x 
zusehen, gleich T .  

Es ist demnach 
x x 

(14) M g  = - d G  = -3xgdy = * g ~ % ~ ,  
4 4 s 

und die Momentengleichung (1) lautet im vorliegenden Falle 

(15) V d x  - Q d y  + + g x Z d y  = 0, 

und da 

so ist 3? 

Durch Differentiation dieser Gleichung nach x gelangt man zur 
Gleichung : 

(17) 
dZY d Y (igXL Q)-  + 9. x- = 0 
dxZ  4 g  d x  

oder 

(18) 

1) Siehe Acta mathematica Bd. 9, 1886. 
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woraus durch Integration die Gleichilng folgt: 

Fiir das Gleichgewicht des obcrsten Elementes gilt die Momenten- 
gleichung bezüglich E O :  

P d x  - Qdy + $gxidy = 0, 

woraus: 

Es ist mit Rücksicht auf die Gleichung (19): 

WOTaU8: 
C = - 8 P(3gx: - 8 Q)'. 

Es  ist dso: 

Wird nun der Einfachheit halber gesetzt: 

so ist: 

Die zu integierende Funktion kann in folgende Partialbrüühe zer- 
legt werden: 

1 - 1 1 3 1 3 1 1 + - .  - - .  1 _ -. __- - . -- 
(zP_kP)S 8 k 3  ( z - 7 ~ ) ~  16k4 ( ~ - k ) ~  16kD x - k  8 k Y  (z+kT- 

Berücksichtigt man, daB für x = x,, y = O, so fol@ durch Integration 
der Gleichung (22): 
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Dies ist die Gleichung der Druckkurve EoEE,Bi und ist durch 
dieselbe das Widerlagerprofil vollkommen bestimmt. 

Für  x = * k  wird y = + m .  
E s  sind somit die Geraden x = k und x = - F; Asymptoten dieser 

Kurve. 
Die Begrenzungskurve BN'NiC entsteht aus der Druckkurve, wenn 

man deren Abszissen um die Hilfte vergr6Bert; sie hat demnaüh auch 

 pi^. 5. vertikale Asymptoten und deren Ghichungen sind Bp x - $ k  und x = - i k .  
wird P = O angenommen, d. h. wirkt auf das 

Widerlager nur eine horizontale Kraft Q, so kann y 

N -. -*. a nur dann endlich sein, nenn 2. = k =y- - In 
3 9 

! diesem Falle ist die Begrenzungskurve B C  eine 
C D vertikale Gerade, wie dies durch folgende einfache 
Überlegungen bewiesen werden soll. In der pebenstehenden Figur sei 
dieses Profil dargestellt, wo also 

Das Kippmoment beziiglich des Kempunkteu E einer belicbigen 
Fuge ist dann: 

Iliese Gleichung id  das Kriterium, daB die Druckkurve durch die 
Kernpunkte hindurchgeht und das Profil den gestellten Bedinpngen 
entspricht. Eine bemerkenswerte Eigenschaft dieses Spezialfalles ist, 
daB die Druckkraft der obcrsten Puge die ilruckkurve unter einem 
sechten Winkel schneidet'. 
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Wahre Heiiegleichen aiif der Kugel nsw. Von HERBERT B U E ~ S T E R .  129 

Untersuchung der wahren Hellegleichen anf der Kngel 
nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

Von HERBERT BURMESTER in Eairo. 

(Mit zwei lithographierten Tafeln.) 

1. Vorbemerkungen. 

Bei der theoretischen Untersuchung der Verteilunp der Hellig- 
keit auf krummen Flachen denkt man sich die Pliche von parallelen 
Lichtstrahlen beleuchtet und von einem unendlich fernen Auge durch 
parallele Sehstrahlen hetraehtet. Von cincr krummen Fliche empfangen 
wir durch das Auge die Wahrnehmung, dao die Helligkeit auf ihr ver- 
schieden ist. E u l e r  suchte die GesetzmaBigkeit der Helligkeit dadurch 
zn bestimmen, daB er annahm, die wahre Llelligkeit jedes Flachen- 
elementes sei proportional dern Kosinus des Wjnkels A, den der Licht- 
strahl mit der Normalen des Flachenelementes bildet. Bezeichnet H 
die wahre Helligkeit und c eine Konstante, so ist die Formel für das 
Eulersehe Gesetz: 

,(Il H =  ccos A .  

L a m b e r t  ') nahm an, dai3 die Helligkeit auch noch proportional 
dern Kosinus des Ausfallswinkels a sei, den der nach dem Auge 
gehende Lichtstrahl mit der Normalen des betrachteten Plachenelementes 
einschlieBt. Demnach id die Forrriel Eür das Lam bertsehe Gesetz: 

@II H =  ccos A C O S B .  

Da sich diese beiden Gesetze ale unwahrscheinlich erwiesen", ge- 
langte Lommel3)  auf Anregung von S e e l i g e r  zu einem neuen Ge- 
setz, bei welchem der Lichtverlust der ein- und der ausdringenden 
Lichtstrahlen innerhalb der Volumenelemente des beleuchteten Korpers 
berücksichtigt wurde. Bexeichnen Ici und k ,  beziehentlich die Ab~orp-  
tionekoeffizienten für die ein- und ausdringenden Lichtstrahlen inner- 
-- -- 

1) O a t w a l d s  K l a s s i k e r  der exakten Wissenschaften Nr. 32. J. H. L a m -  
b e r t ,  Photometrie, deutsch von E. And ing ,  1892. 

2) H. S e e l i g e r ,  Vierteljahrsschrift der Astronomischen Geseilschaft. Bd. 21 
(1886), S. 216,  und Sitzungsberichte der mathem.-phys. Klasse der k. bayer. 
Akademie der Wissenschaften 1888. S. 201. 

3) E. L o m m e l  in Wiedemanne Annalen der Physik und Chemie Bd. 10 
(lSSO), S. 449. 

Zeitschrift f. Mathematik u Physik 58. Band. 1910. Heft 112. 9 
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1313 W a h e  Relleg1eichen 8uf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

halb der Volumenelemente, so ist die Formel für das Lommel -  
Seel igersche Gesetz: 

C '  COS k COS 6 11 = - - - - - ,  
ki cos A + kri cos ci 

ka Wenn wir das Verhaltnis - gleiïh k und die Konstante - gleicù e 
k ,  ko 

set~en,  dann ist 

(UIa) 
C COS ?. COS 6 H -- - -- - - . 

k cos A + cos G 

Nach dem Vorgange von A n d i n g l )  nchmen wir an, daB für die 
Beurteilung der Helligkeit eines Plkhenelernentes nicht nur die Ln- 
tensitiit der wahren Belligkeit in Betracht kommt, sondern ailch die 
Dichte der in das Auge fallenden Strahlen. Denkt man sich nun, daB 
das Auge die Fliiche gleichsam mit einem Sehstralilenzylinder von 
konstanter Offnung drp nbtastct, so wird jedcs Fliichenelement df in 
einer scheinbaren Gr6Be drp gesehen und die Dichte der in das Auge 
gelangenden Strahlen, die von df ausgehen, wird also umgekehrt pro- 

portional dern Verhaltnisse * = cos 13. Denn, wenn d Q  die schein- 
d f 

bare Helligkeit eines Blichenelementes df bezeichnet, so ist 

und demnach ergeben sich aus (11, (II), (Illa) die folgenden Formeln 
s i r  die schcinbarc Helligkcit: 

(I'j Xulersches Gesetz 
ç cos Ld<g 

d & =  - 

CO8 G ' 
(II') LambertschesGesetx d Q  = ccosAdcp, 

(III' a) L o m m e l -  Seeligeraches Gesetz 
c cos l d r p  

d Q = - - - - -  . . 
k cou A + cou a 

Nach den Gleichungen (1), (II), (IIIa) und (1'), (II'), (JIl'a) werdeu 
auf einer durch ihre Gleichung F(x, y, z)  = 0 gegebenen Friche be- 
~iehentlich die Kurven der gleichen wahren uiid der gleichen schein- 
baren Heliigkeit bestimmt, die wir wuhre, beziehungsweise scheinbare 
Hellegleichen nennen wollcn. A u s  dcn übereinstimmenden Formeln (1) 
und (II') folgt, da5 die wahren Heliegleichen mch dem Eulerschen 
Gesetz und die scheinbaren Hellegleichen nach dem Lambertschen 
Geuet~ gleich sirid. Die Hellegleichen sind nach dem Eulerschen Ge- 
setz H = c cos A und dem L a m  bertschcn Gesetz H = r: cos A cos 6 für 

1) E. A n d i n g ,  Astronomische Nachrichten Bd. 129 (1892), S. 377.  
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viele gmtzmjiBig gest,alftet Fliichen ausfühflich behttndelt und dar- 
gestel1t.l) 

Auf der Kugel erscheinen in deni meistens angenommenen spe- 
ziellen Pall Ïk = 1, nach dem L o m m  el-Seel igerschen Gesetz, welches 
von den drei genannten am bestcn mit den experimentellen Beobach- 
tungen übereinstimmt2), die schcinbaren Hellegleichen projiziert a d  
eine zur Sehrichtung senkrechte Ebene als IIalbellipsen3), deren ge- 
meinsame groBe Achse die Projektion des auf der Ebene des Winkels 
der ein- und ausfallenden Lichtdrahlen senkrechten Kugeltlurchniessers 
ist. Diese Fnlgc, daB die schcinharen Hellegleichen der Kugel alle 
in zwei Polen zusammenlaufen soilen, ist physikalisch nicht wahr- 
scheinlich. AuBerdem ist die Annahme, daB bei der Betrachtung einer 
beleuchteten Flache stets ein Strahlenzylinder von koristantern Quer- 
sçhniJte in das Auge gelangt, niclit strerig zutrefferid; denn je gr6Ber 
die Intensitiit des in das Auge gelangendcn Lichtes ist, desto mehr 
verengert sich die Pupille und es konnen auch 'noch andere uns un- 
hekannte physiologische Einwirkungen die Wahrnehmung der Hellig- 
keit bedingen. 

Von diesen Einflüssen ist die walire Helligkeit unabhangig und 
deshalb sollen dic noch nicht bekanntcn ~ a h r e n  Hellegleichcn, die sich 
auf der Kugel nach dern L o  m in el-S ee l i  gerschen Gesetz ergeben, 
untersucht und konatraiert werden. Vorher wollen wir  aber die all- 
gemeinen für je'tle Plache geltenden Gleichungen der wahren IIelle- 
gleichen ableiteri. 

II. Ableitnng der allgemeinen Gleichungeh der wahren Hellegleichen 

der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

Bei der Untersuchung der Hellegleichen kommen in dem L o m  mel -  
Seeligerschen Gesetz 

c cos 1. r.os a 
- - . 
k cos Â + COB G- 

nur die relativcn Wertc der Helligheit El ih Betracht, dcshslb konnen 
wir die Konstante c = 1 setnen und die Formel 

1) L. B u r m e s t e r ,  Theorie und Darstellung der Beleuchtung gesetzmkBig ge- 
stdteter Flichen, 1871. In diesein Werke werden die Hellegleichen für H= c cos 2. 
hophoten, für H =  c cos 2. cos a Isophengem genrtnnt. 

2) S e e l i g k r  a. a. 0. 
3) E. Ai ld ing  a. a. O. 

9 * 
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132 Wahre Hellegleichen auf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

Eine von parallelen Lichtstrahlen beleuchtete Flache sei durch 
ihre Gleichung 

(1) F(x, Y, 4 = 0 
gegeben. E s  seien 

Lx, Ly, A-z 

die Winkel, welche die Lichtrichtung 1 mit den positiven Richtungen 
der Koordinatenachsen einschlieBt, und 

die Winkel, welche die Sehrichtung s mit den positiven Richtungen 
der Koordinatenachsen bildet. Ferner sei zur Abkürzung gesetzt: 

lx = cos A,) 1, = cos LY, 1, = cos A-,) 

S, = COS 6,, S = COB By, S, = COS 6,. 

Da der WTinkel zwischen der Lichtrichtung 1 und der Normslen 
eines Flachenelementes mit A-, ferner der Winkel zwischen der Seh- 
richtung s und der Normalen des Blichenelernentes mit a bezeichnet 
ist, so erhalten wir 

(2) 

und 

(3) 

aF aF aF 
S,? + S - + sz-- 

0 s  y a y  a~ 
COS 6 = -- 

V(E) a+ (tg+ (g) 
Durch Einsetzen der Werte für cosl. und cos 0 aus (2) und (3) 

in Gleichung (LIIb) ergibt sich: 

Diese Gleichung repriisentiert für konstante Werte von H ein 
System von Fliichen; und die Schnittknrven, die diesc Flachcn mit der 
durch die Gleichung F(x, y, z) = O gegebenen Plache bilden, sind die 
~ e l l e ~ l é i c h e n  dieser F'lache nach dem L O mm el-  Se  e l i g  erschen Gesetz. 
Es sind aber zu unterscheiden: erstens die wuhren Hellegleichen, welche 
die physikalische Bedingung rrfiillen, da5 die Lichtrichtung und die 
Sehrichtung nach einer Seite der Fliichenelemente liegen; zweitens die 
virtuellen Hellegleichen, bei denen die Lichtrichtung nach der einen und 
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Von &ELCEET BUBXEBTEB. 133 

die Sehrichtung nach der anderen Eeite der Fliichenclemente gelegen 
ist. Die virtuellen Hellegleichen haben keine physikalische Bedeutung, 
weil die betreffenden Flachenelemente mit ihrer nicht beleuchteten 
Seite nach dem Beobachter gewendet sind. 

Zur Vereinfachung der Gleichung (4) nehmen wir unbeschadet 
der Allgemeinheit die ausgezeichnete Ebene, welche die durçh den 
Koordinatenanfang gehenden Parallelen zur Lichtrichtung 1 und zur 
Sehrichtung s enthiilt, als xy-Ebene, die wir auch die Richtufigenebene 
nennen wollen. Ferner nehmen wir die Halbierungsgerade des Winkels 
zwischen der Licht- und Sehrichtung als die positive y-Achse und be- 
zeichnen diesen Winkel mit 2 ~ ;  dann ist, wenn die Sehrichtung s 
innerhalb des von der positiven x- und y-Achse gebildeten rechten 
Winkels liegt: 

1 , -  - s in&,  Z y =  C O S E ,  l _ =  O 

S, = sin E, sy = COB E, S, = 0 .  

Durch Einsetzen dieser Werte in  die Gleichung (4) folgt: 

Bezeichnen wir die Winkel, die die Normale eines Flichenelementes 
mit der ~os i t iven  x- und y-Achse bildet, beziehentlich mit v, und vy, 
so ist 

a F  aF 

dann erhalten wir aus der Gleichung (5) 

(6) 
cosy E cosP vy  - sine s cosP v, 

H= 
(1 - k) sine cos v ,  + (1 + k) cos s cos vy 

u ~ i d  f ü r  k = 1 

(6 a) 
cone E cose vy -- sinB s COB' v,  

= - - -- -- 
2 cos € cos vy 

Aus der Gleichung (6) folgt, wenn die Fliicheniiormale parallel zur 
X-Achse, also cos v, = + 1, cosvy = O ist, der Helligkeitswert 

und ferner, wenn die Flachennorrnale paralle1 zur y-Achse, also cos w, 
= 0, cosv, = + 1 ist, der Helligkeitswert 

cos E 
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134 Wehre Hoiiegleichen auf der augel nach dom Lommel-Seeligerschen Geseta. 

Für  den speziellen Fall k = 1 ergeben sich die maximalen Llelligkeits- 
werte H =+m, H = + + C O S E .  

2 - Y - 

Wenn die Fliichennormale perqllel zur z-Acbse k t ,  danrt wird c o s z ~  
= O ,  cosvy = O ,  unci sus den Gleiehungen (6), (Ga) fol& der unbe- 
stimmte Heiligkeitswert = a  

z U l  

weil in diesen Gleichungen Ziihler und Nenner voneinwder unabhingig 
and .  Diese Fliçhennormden bestimmen asf der Flache die Berüli- 
rungspq~ikte der zur Richtungeneberie parqllelen Tangentidebenen. Durch 
dicse Berührungspunkte gehen dennach alle virtuoUpn Hellegleichen. 

Ausgezeichnet ist fcrner die Hellegleiche fü r  d e ~  Hellig~eitsmerf 
H = O ;  denn aus der Gleichung (4) folpt die Doppelgleichung 

aus der sich zusammep mit der Fliiche E1(x, y, z)  = O eine aus zwei Teilen 
bestehende Kurre ergibt. Der Gleichung (7a) entspricht die Kurve, 
in welcher die beleuchtete Flache von einer zu den Lichtsérahlen paral- 
lelen Zylinderfliiche bcrührt wird, wfihrend der Gleichung (7 b) die Kurve 
entspricht, in welcher die Plache von einer zu den Sehstrahlen paral- 
M e n  Zylinderflache berührt wird. Die Kurve von (7a) ist die Grenze 
zwischen Licht und Schatten, die Kurve von (7 b) die Grenze zwischeu 
s ichtbar~m und unsichtbarem Fliicheiiteil; deshalb. wnllen wir diese 
Hellegleiçhe die Grensludlegieiche nennen. 

III. Die allgemeineii und die speziellen HeUegleicben .der Kugel und 
ihre Projektionm auf die Koordinatenabenen. 

Es sollen uuri die Hellegleichen der Kugel für das Lommel -  
Seel igersche Gesetz untersucht werden, weil die Kugel die einfachste 
Hache ist, deren E'liichenelemente in  jeder Lage vorkommen. Aus der 
Gleichung der Kugel, deren Radius K und deren Mittelpunkt der Koor- 
dinatenanfang ist, 

(8) F(x ,  y, z)  = s 2  + y 4  + 2 -  E2 = O 

folgt 

und durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (5) erhalten wir: 
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'Diese Gleichung repr%sen$ier$ für konstanta Werte von I!Z 11 Kegel- 
f lkhen vierter Ordnung, die ihre Spitzen in dem Kugelmittelpunkt haberi 
und von der Ri~hfun~e i iebene  xy symmc?trisch geteilt werden. Uie 
Schnittkurven, die dicse Yliichen mit der Kugclflachc bilden und sich 
w s  den beiden Gleichungeu (a), (9) ergeben, sind die allgemeinen TTelle- 
gleichen der Kugel nach dem L O m mel -  S e e l i g  erschen Gesetz. Hier- 
aus folgt: 

Die Hellegleichen der Kugel sind Ruumkur.uen uchter Ordwung, die 
gernüb dern positiven und neyatiwn Porzeichen sus zwei syrnmetrisch 
!/leichen Tciben h~stehen. 

In dem speziellen Pal1 k = 1 ergibt sich fü r  die Kegelflachen die 
Gleichunp 

und diese Kegelflkhen werden von jeder der drei Koordinatenebenen 
symmetrisch geteilt, die demnach auch Symmetralebenen der speziellen 
Hellegleichen sind. 

Durch Einsetzung von 

in die Gleichung (9) erhalten wir 

yS cose e - x e  sin" f BR=--------- 
x (1 - k )  sin E + y (1 + k )  cos e 

Dieçe Gleichung reprascntiert die Projektionen der allgemeinen 
Hellegleichen der Kugel auf die ltichtungenebene xy; und für konstante 
Werte von f R ergeben sich je zwei schief symmetrisch liegende 
gleiche, durch den Koordinatenanfang als Kugelmittelpunkt gehende 
Hyperbeln, deren Mittelpunktkoordinateri 

- HR(1 - k) n = +  12 =+ (1 + k) 
2 s m ~  ' y - 2 cos e 

nnd deren Halbachsen 

a =  
HRV- H R ~ P  , b=----- 

f2a in  e VZ cos E 

der Helligkeit H proportional sinb Die Hauptachsen sind zu der 
y-Achse parallel. 

Ferner ist das Verhiiltnis 
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136 Wahre Hellegleichen aiif der Kugel nach dem 

Für  H =  O entartet das Hyperbelpaar in die - = + t g & ,  
x 

die in dem Koordinatenanfang beziehentlich 

Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

doppelzahligen Geradeii 

auf der Licht- und Seh- 
richtung senkrecht stehen; und die Asymptoten der Hyperbeln siiid zu 
diesen Geraden parallel. 

Bür lI = m entartet das Hyperbelpaar in  die doppelzahlige 
Gerade Y - - 

1-k 
5 - - ifktg~I 

die von allen Hyperbeln im Koordinatenanfang berührt wird und in 
die doppelzahlige unendlich ferne Gerade. 

Hiernach ergibt sich der Satz: 
Die 'Projektionen der allgenzeinen Hellegleichm der Kugel auf die 

Richtungenebene bilden ein Büschel iih,nkicher und  beziïglich des Kugel- 
mittelpn7ites alzniich liegender Hyperbeln, die sich in denzselben b w ü h e n  
und durch die unendlich fwnen Punkte der auf der Licht- und  Sehrich- 
tung senkrechten Geraden gehen. 

' Da diese Hyperbeln sich irn Kugelmittelpunkt berühren, so sind 
die Endpunkte des auf der Jiichtungenebene senkrechten Uurchniessers 
der Kugel die singuliiren Punkte der Hellegleichen. Vermittels dieser 
Projektionen konnen die allgemeinen IIellegleichen auf der Kugel kon- 
struiert werden. 

Da die Pro-jektionen der allgemeinen Hellegleichen auf die za-Ehene 
und die yz-Ebene verwickelt sind, so wollen wir nur in dern speziellen 
Fa11 k = 1 die Gleichungen für die Projektionen der Hellegleichen auf 
die drei Koordinatenebenen zy, xs, ya betrachten, die Symmetralebenen 
der ~peziellen Hellegleichen sind. 

Um diese Projektionen in  Fig. 1, Td I zu konstruieren, nehmen 
wir drei Ebenen, die den Koordinatenebenen xy, xz, yz parallel sind, 
als GrundriB-, AufriB- und SeitenriBebene für die dargestellte Kugel, 
deren Mittelpunktprojektionen mit O,, O,,  O, bezeichnet sind. Die in 
der GrundriBebene liegende Lichtrichtung 1, und Sehrichtung s, bilden 
den Winkel 2&, für den t g  2.5 = v2 angenommen ist; und die IIalbie- 
rungsgerade dieses Winkels ist die positive y,-Achse. 

Bus der Gleichiing (10a) ergibt sich dann fur die GrundriBpro- 
jektionen die Gleiehnng der Hyperbeln 

H R  n,=O, n = +  - 
Y - COB E 
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Von HERBEKT BUEMESTER. 

und deren Halbachsen 
H R  H R  a =  b = - -  
sin s7  COS E 

sind. Dcmnach licgcn die Hauptachsen dicser Hyperbeln in der y-Achse, 
und wir erhalten den Satz: 

Uie Grundri/i1poje7ctionen der spezielleta Belleyleichcn der Kugel bildelz 
ein Büschel ahnlicher und bezüglich des Hittelpu&es 0, des Konturkreises 
KI ahnliclz liegender Hyperbeln, die in 0, mit dem einen ihrer Scheitel 
die x-Acllse berül~ren tcnd durch die unendlich fevnen Punkle der uuf dm 
Licht- utzd Sehrichtung senkrechten Gcradm gchm. 

Für den Radius R der Kugel als Einheit sind beispielsweise die 
den Werten H = + 0,2, k 0,4 entsprechenden Hyperbeln hf  i:, le iS und 
hti:, h,4i,4 im GrundriB konstruiert. Die den positiven Werten ent- 
sprechenden Hyperheln sind mit der Marke 1, die den negativen Werten 
entsprechenden Hyperbeln mit der Marke 1 bezeichnet. 

Pür den nTert H =  O entartet das IIyperbelpaar in die doppel- 
zahligen Geraden hi, hl, die in dem Mittelpunkt O, beziehentlich zu 
der Lichtrichtung 1, und der Sehrichtung s, senkreeht sind. Die Gerade hy 
ist im GrnndriB die Grenze der bcleuchteten Halbkugel und die Ge- 
rade h: die Grenze der sichtbaren Halbkugel. 

Die zwischen den Geraden hl,  hl befindlichen und durch den Mittel- 
punkt 0, geheuden Hypcrbeliiste .i:, und i;, < sind die GrundriB- 
projektionen der virtuellen Hellegleichen; denn bei diesen liegen die 
Lichtrichtung und die Sehrichtung als geornetrische Geraden zu beiden 
Seiten der betreffenden Plachenelemente. 

Für den Wert  H= + cro entartet das Hyperbelpaar in die doppel- 
ziihlige, auf der x-Achse liegende Gerade h," und in die doppelzahlige, 
unendlich ferne Gerade. Die IIyperbeliiste h;, h,4 sind die GrundriB- 
projektionen der wahren Hellegleichen auf der beleuchteten Halbkugel; 
und die Hyperbeliiste q, h i  sind die GrundriBprojektionen der wahren 
Hellegleichen in der hohlen Balbki i~el ,  in die die Lichtstrahlen ein- 
fallen, wenn jene als nicht vorhanden angenommen wird. 

Vermittels dieser GrundriBprojektionen werden die doppelt ent- 
sprechenden Aufritlprojektionen ha Ai; hi h&; i: i&, ht h&, iii& kon- 
struiert, die Kurven vierter Ordnung sind. Die AufriBprojektion h: A.", 
ist eine doppelzahlige Ellipse, und die anderen AufriBprojektionen be- 
stehen aus je zwei doppelzahligen Ovalen, von denen die den virtuellen 
IIellegleichen entsprechenden durch die Endpunkte Z,, Zi des zur 
GrundriBeLene senkrechten Kugeldurclimessers gehen. Dem Durch- 
messer AT des Konturkreises KI entspricht im AufriH der Konturkreis h r .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



138 Wahre Hellegleichen auf der Kugel nach dern Lommel-Seeligerschon Gesetz. 

Für  die maxirr; alen Werte Il = 5 + cos E ber i ih re~  die beiden ent- 
sprechenden Hyperbeln den Konturkreis K, in den auf der y,-Achse 
liegenden Punkten Y,, Y;, denen im AufriB der Mittelpunkt 0, ent- 
spricht. 

Indem mir y ails den Gleichungen (8), (9a) eliminieren, ergibt sich 
für die AufriBprojektionen der speziellen Hellegleiehen die folgende 
komplizierte Gleichung vierten Grades: 

(x2 + 2 cos2 6)' + 2z2K"(%P - 1) cos" + 2 2  R2 ( 2 F  - cos2 i) cosa E 

Durch die Einsetzung der Polarkoordinaten g ,  rp, bei denen die 
2-Achse die Polarachse und 

ist, folgt; die auf Q reduzierte Polargleichung 

Für  die ~ e i t e n r i ~ ~ r o j e k t i o n e n  erhalten a i r  durch Elimination von 
x aus den Gleichungen (8)) (9a) die Gleichung 

y2 + ze sin2 E + 2 y V R  cos e - 11% sin2 E = 0, 

und durch Umformung folgt 

Diese Gleichung reprasentiert für konstante Werte von 5 H je 
zwei m r  2,-Achw symmetrisch liegende Ellipsen, die durch b e  Punkte 

Z,, Z3 gehen, in welehen die 2,-Achse den Konturkreis c, schueidet. 
Die Ilalbachsen dieser Ellipsen, deren auf der y,-Achse liegende Nittel- 
punkte Tom Koordinatenanfarig O3 den Abstand v, = & HB cos E habcn, 
sind 

---- 

f i = RI/H2 ~ o s ~ ~  + singe, y = T / H 2 Z s 5 j Ë ~ % ,  
sin E 

und ferner ist 

P = sin E .  
Y 

Aus der Gleichung dimer Ellipsen fol$ der Satz: 
Dir: Seiten~ifiprojektionen der speziellen Hellegleichen dey EugeZ bilden. 

sin Büschel ühnlicl~er Ellipsen, die durch die Punkte Z,, .Z; und ciwcl~ 
m e i  auf der unelzdlich fernen Geraden liegende irn.agir.lare Punkte gehen. 

Den Werteri H = O, 1 0,2, & 0,4, + cio entsprechen die jenen 
Hyperbelasten gemaB doppelt bezeicbneken Xllipsenpaare h3hB; h,:?::, 
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h& &; hg i3, h&&; 719. Für Ll = O entartet das Ellipseiipaar in die 
doppelzahlige Ellipse hghg, fü r  H = w entartet es iu den doppel- 
zkihligen auf der a-Achse liegenden llurchmesser 11: und in die doppel- 
zahlige, unendlich ferne Gerade. 

Somit erhalten wir aus cliesen Darlegungen den Satz: 

Die speziellen Helleyleichen der Kugel sind erste~zs Scluzittl~uroelz, die 
ein Büschel von zur x y - Ebene sen,hrcd&n u n d  s r ~ r  xz- Ebene syntmetrischeîz 
hype~bolischen ZylinderJluclze~~paaren mit der Kugelflache bildet, sweitens 
auch die Sc?znittkur«en, die ein Büschel von zur x y - Ebeile senkreclzten 
und sur xz -ZDene  symmetrischetz elliplischer~ Zyl~int~erflücl~enpaaren mil 
der Eugelflache bildet. Diese Schnittkurvcn, a.ls Ruztmlîurven achter 
Ordnung, bestehen nus je zwei zur s s - E b e n e  syrnmetrisc7zen Raumkuvvaz 
vierkr Ordfiung. 

Durch jede dieser Raumkurren vierter Ordnung kiinnen auBer der 
zur a-Achse parallelen hyperbolisçhen Zylinderflache und der zur x-Achse 
parallelen elliptischen Zylinderflaclie noch zwei Kegelfliichen zweiten 
Gr3des gelegt werden, deren Spitzen in der y,-Achse liegen. Denn die 
Eckpunkte des gemeinschaftlichen Polardreiecks einer jener IIyperbeln 
und des Konturkreises KI der Kugel im GrundriB, von denen der eine 
Eckpunkt der unendlich ferne Punkt der x,-Achse iut und die beiden 
anderen Eckpunkte auf der y,-Achse liegen, nebst clem unendlich fei-neii 
Punkt der 8,-Achse sind die, vier Eckpunkte des gemeinschaftlichen 
yolartetrqeders der Kugelfiiiche und .der beiden betreffenden Zylinder- 
flachen. 

IV. Elementare Ableitung der wahren Hellegleichen der Kugel und Kon, 
struktion ihrer Projektionen auf eine zur Sehrichtung senkrechte Ebene. 

Die HeUegleichen der Kugel konnen anstatt aus den allgemeinen 
für aiie Flicheri geltenden Gleichuiigen auch in elementarer Weise ab- 
gelcitek werden. In  Kg. 2 ist um den Mittelpunkt O mit dem Kadius R 
der Konturki-eis K dei. Kiigel in der Richtungenebeiie beschriebm, die 
die Lichtrichtung 1 und die Sehrichtung s enthalt. Die Winkel A, G, 

welche die Normale eines Flacnenelementes der Kugel bec-hentlich 
mit der Lichtrichtung 1 und der Sehrichtiing s Ililden, beetirnmexi auf 
der Eugelfliiche zwei eur Richtungenebene symmetrisch liegende Punkte, 
denen als senkrechte Projektion auf dieselbe ein Punkt P entspricht. 
Eallcn wir von dem Punkt P aiif die Lichtrichtung 1 die Senkrechte 
PPl und auf die Sehrichtung die Senkrechte PPS,  dann ist 

O P , = R c o s A ,  O P , = R c o s 6 .  

Wenn wir die Streckc O P  mit p und den Winkel Pn O P ,  den die 
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140 Wahre Hellegleichen auf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

Gerade O P  mit der Halbierungsgeraden nz des Winkels 1 0 s  = 2.5 ein- 
schlieBt, mit rg bezechnen, so ist 

R cos A. = p cos ( E  + F), R cos 6 = p  cos ( E  - cp). 

Durch Einsetzung der hiernach sich ergebenden Ausdrücke für cos R 
und cos 6 in die Formel für das Lomrne l -S  eel igersche Gesetz 

erhalten wir 

und 

(11) 
k c o s ( ~ + c p ) + c o s ( ~ - q )  p - H R - - ~ -  

cos ( E  + rp) CO8 (f - 

oder 

(1 1 a) p = ïTR[7c sec(& - rp) + sec(& + T)]. 
Aus dieser Gleichung, die in den Polarkoordinaten Q,  qp für kon- 

stante Werte von H die Projektionen der Hellegleichen auf die Rich- 
tungenebene reprasentjert, ergibt sich die folgende Konstruktion der 
Fahrstrahlen p,  die auf den durch den Mittelpiinkt O gehenden Geraden 
liegen. Um diese Konstruktion beispielsweise für H =  1 auszuführen, 
betrachten wir den Radius R als Einheit und nehmen k = $ an. Der 
Konturkreis K schneidet die Liühtrichtung 1 in den Punkten L, LI und die 
Sehricbtung s einerseits in dem Punkt h'. Diirch den Punkt L ziehen wir 
auf 1 die Senkrechte E ;  auf der Sehrichtung s machen wir die Strecke 
OS, = 7cR = + R und ziehen durch 8, auf s die Senkrechte +. Die 
durch den Winkel y gegebene Gerade OP schneidet 5, in den Punkten 
E, 2 8  dann ist 

O n  = H R  sec ( E  -; cp), O !?? = Hfik sec ( E  - y). 

Ferner machen wir auf O P  die Strecke X @  = O 7P, und demnach ist 

Q =  O @ =  OS+,"@.  

Nach dieser Konstruktion ist der Punkt CD ein Punkt einer durch O 
gehenden Hyperbel h i ,  dercn Asymptoten die beziehentlich auf Z, s senk- 
rechten Geraden 6, + sind, weil eine Hyperbel die Eigenschaft hat, daB 
auf jeder Sekante derselben gleiche Strecken zwischen der Hyperbel 
und den Asymptote11 liegen. Auf der durch den Schnittpunkt M der 
Asymptoten 5, @, den Mittelpunkt der Hyperbel hi ,  gehenden Geraden 
O Z  erhalten wir den Hyperbelpunkt O,, indem wir MCDm = O N  
machen, und demnach ist O@,  ein Durchmesser der Hyperbel. Ferner 
ist noch auf einer beliebigen Geraden Of,, die 5, + in den Punkten 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von HERBERT BCHMEYTER. 141 

sz, schneidet, durch ,Z@, = O !Pz der Hyperbelpunkt @, gezeichnet. 
Die Tangente hm, die in dcm Punkt O die Hyperbel h i  berührt, wird 
durch den Schnittpnnkt LM, der in LI aiif 1 senkrerhten Geraden t1 und 
der Geraden + bestimmt; denn es ist O die Mitte der zwischen den 
Asymptoten +, f auf ihr liegenden Strecke MIEt und somit auf ihr 
auch g = 0. 

Für H =  oo entartet also die zugehorige Hyperbel in diese Tan- 
gente hm, die von allen, den verschiedenen Werten von H entsprechen- 
den Hyperbeln in  O berührt wird, und in die unendlich ferne Gerade. 

Für H =  O entartet die Hyperbel in die in O auf 1 und s senk- 
rechten Geraden ho, ho, die auch mit 1' und s i  bezeichnet sind. Aus 
dieser Konstruktion ergeben sich synthetisch dieselben Beziehungen 
dieser Hyperbeln, die S. 135 analytisch abgeleitet sind. Denn diese 
Hyperbeln sind- iihnlich und iihnlich liegend in bezug auf O als ~ h n l i c h -  
keitspunkt, aie berühren die Gerade hm in dem Punkt O und gehen durch 
die unendlich fernen Punkte der Geraden l', s', weil ihre Asymptoten 
diesen Geraden parallel sind. Die Hauptaçhsen dieser Hyperbeln sind 
demnach parallel au der Halbierungsgeraden In des Winkels 10s und 
ihre Nebenachsen senkrecht zu derselben. Die Gr6Ben der Halb~chsen 
dieser Hyperbeln sind durch die Gleichungen S. 133 bestimmt. Wenn 
eine der IIyperbeln wie etwa h i  gezeichnet ist, ergeben sich die anderen 
den einzelnen Werten von H entsprechenden ihnlichen Hyperbeln durch 
proportionale Teilung der Fahrstrahlen der Hyperbel hi. So wird z. B. 
fur H = 0,5 die entsprechende Hyperbel h5i5 durch die Hallsierungs- 
punkte dieser Fahrstrahlen bestimmt. Diese Hyperbel kann auch, 
ebenso wie vorhin, vermittels ihrer Asymptoten konstruiert werden, die 
in den Halbierungspunkten der Strecken OL,  OS, auf 2 und s senk- 
recht steheu. Die Scheitel D, D5 der Hyperbelri hi, h5i5 befinden sich 
auf einer durch O gehenden Geraden. Zu diesen Hyperbeln liegen die 
den gleichon negativcn Werten von H entsprcchcnden Hyperbeln schicf 
symmetrisch in bezug auf die Tangente hm. Bür den speziellen Fall 
k = 1 enthilt die Halbierungsgerade m die Hauptachsen der Hyperbeln 
und sie berühren in einem ihrer Scheitel in dem Punkt O die auf m 
senkrechte Gerade m'. 

Von den Hyperbeln kommen physikalisch nur die innerhalb des 
Konturkreises K liegenden Teile der nicht durch O gehenden Hyperbcl- 
Zsto in Betracht, denen die wahren Hellegleichen entsprechen und den 
anderen durch O gehenden Hyperbelasten a', i5 entsprechen die virtuellen 
Hellegleichen. 

Die Bestimmung derjenigen Punkte der IIyperbeliste h, h5 in denen 
die um den hlittelpunkt O beschriebenen Kreise diese Hyperbelaste be- 
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142 Wahie  Hellegleiclien aiif der Kugel nanh dern Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

rühreh, erfordert rechnerisch die Losung einer Gleichung dritten Grades, 
weil von eiiiem auf einer Hyperbel liegenden Punkt O drei Koi-malen 
an die Hyperbel gehen, von denen im vorliegenden Fall nur eine me11 
ist. Um aber diese Losu~lg zu vermeiden, k6nnen wir z. B. auf dern 
Ilyperbela~t h den Berührungspunkt N konstruktiv bestimmen; iudetn 
wir um O etwa drei Kreisbogen beschreiben, die diesen Hyperbelast 
schneiden und durch die ETalbierungspiinkte dieser Kreishogen die Hilf- 
kurve 8 zeichnen, die in ihrer Fortsetzung den Ryperbelast k im Be- 
rührungspunkt N trifft. Die Rerührungspunkiie &uf diesen Hyperbel- 
iisten und die als solche von derri Pulikt O den kleiusteri Abstand 
hnben, liegen auf der Geraden ON, die dcninach auf dcm Hy- 
~ e r b e l s s t  h5 den Berührungspunkt N 5  und auf dem Konturkreis = 
den Punkt Nm der rnsximalen Helligkeit bestimmt. 

Nehrnen wir bei der Sehrichtung s eine der Lichtrichtung i ent- 
aegengcsctete Lichtrichtung II an, die den Honturkreis IC in dern Punkt -LI 
trifft, dann ist, wenn wir mit 2 ~ '  den Winkel 1, Os, dessen Halbiernngs- 
gerade m' ist, bezeichnen, E' = 90" - 8, und wir erhalten dureh dieselbe 
Konstniktion wie vorher für bestimmte Werte von H IIyperbelti, 
die in dern Mit'telpunkt O eine 11 = cc entspreühende Gerade hi") be- 
rühren und auch nach den unendlich fernen Piinkten der Geraden l', s' 
gehen. Die in dern I'unkt & auf 4 senkrechte Gerade 5, und die auf 
s serikrechte Gerade @, die sich in dem Punkt XI schneiden, sind dann 
die A~yinptoten fur die dem Wert H = 1 entsprechendm Hyperbel, 
deren Mittelpiinkt MI ist und a i f  jener Tangente hm lie@. 

Um anstatt dieser Hyperbel beispielsmeise die Hyperbel h("P1 für 
H =  0,3 zu konstruieren, besehreiben wir uni O mit dern Radius 
r = 0,3 R einen Kreisbogen, der 1 ,  in dem Punkt L, und s in dern 
Piinkt S, trifft, eiehen durch Lr die auf 1, senkrcchte Gerade Er und 
durch die Nitte von OS,. die auf s senkrechte Gersde @,, die sich in 
dern Punkt JP) schneiden; dann sind die Geraden f , ,  #, die Asyrnp- 
toten der Hyperbel h3d3), deren Nittelpurikt M(3) ist. Vermittels des 
Punktes O und diever Asymptoten ist die Hyperhel h(a)i(3) konsttiiiert. 
Für die Tangente h("), die diese Hyperbel somie alle den verschiedenen 
Werten von W entsprechenden Hyperbeln irn Puilkt O berührb, ergibt 
sich in analoger Weioe wie bei der Tangente km, da8 sie durch den 
Mittslpunlit ïlf dcr Hyperbel h i  geht, und dcmnach erhalten wir den Satx: 

D i e  Jlittelpunkie der Hypmheln fur d i a  Riekticqen. 1,  s liegen au/' 
der Tmzgente 12(m) zcm? die 3Iittelpunl;te dw Z w b e L z  fiir die Richtunyefi 
I I ,  s l i epz  alif' der Tangwate 7b". 

Der f'unkt N(", in dem ein um O bcschriebener Kreis die Mypcrbel 
h(3)i(3) berührt, wird ebenso mie vorher der Punkt N auf der Hyperbel 
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h i  vermithIs einer Hilfskurve bestimmt. Durch proportionale Teilung 
der Fahrstrahlcn dieser Hyperbel erhalten wir die andcrn Hyperheln, 
von denen nur die innerhalb des Konturkreises liegenden Teile der 
bicht durch O gehenden Hyperbelaste physikalisch in Betracht kommen. 

Um nun die Projektionen der allgemeinen wahren Hellegleichen, 
a i e  sie bei der wirklichen Betrachtun; der Kugel erscheinen, auf eine 
zur Sehrichtung s senkrechte Ebene für lc = $ und don Kugelradius B 
als Einheit zu konstruieren, nehinen wir in Fig. 3 als solche Ebene 
die AufriEebene an, auf der die Sehrichtung senkrecht ist. Die Kugel 
tnit detn Mittelpunkt O ist im AufriB durch den Konturkreis hi dar- 
geshilt, und die GrundriBprojektion s, der Sehrichtung ist senkrecht zu 
der Projektionsachse pl,. Ferrier ist die Lichtrichtung 1 so angenommen, 
da6 ihre GriindriBprojcktion 1, sowie ihre AufriBprojektion I ,  bcidc 
gegm die Projektionsachse pl, nnter dem Winkel von 43O geneigt sind. 
Wenn ~ i r  nun parallel eur Richtungsebene, also parallel zur Licht- 
und Sehrichtung eine SeitenriBebene annehmen, für welche die zu 2, 
parallele Geradep,, die Projektionsachse ist, danri. befiiiden sich in dieser 
ScitenriBebenc die hyperbolischen Projektioncn der Hellegleichen. Der 
Projektion der Kugel im SeitenriB entspricht der Konturkreis E,. Die 
SeitenriBprojektion s, der Sehrichtung ist senkrecht auf p,, und die 
SeitenriBprqjektion 1, der Lichtrichtung bildet mit s, den Winkel 2 ~ ,  
der sich durch die Kuristruktion t g 2 ~  = ergibt. 

Für die Werte H =  0, 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,6 und 1 sind die hyper- 
holischen Projektionen in der angegebenen N7eise durch Zehntdteilong 
der Fahrstrahien des zu dem Wert U =  1 gehorenden, zuerst ge- 
zeichneten Rypérbelastes konstruiert, und sie sind diesen werten eat- 
sprechend der Kürze wegcn mit 0, 1, 2, 3 ,  . . 10 bezeichnet, indem 
wir uns diese Werte uni das Zehiifaühe vergr6Bert denken. Die Scheitel 
der Hyperbelaste liegen auf der dnrch den Punkt 0, und den Scheitel 
Dl0 des Hyperbelastes 10 bestirnmten Gewden. 

Anstatt des Hyperbelastes 10 kann man auch den Hyperbelast 5 
zuemt konstruieren, und dann ergeben sich durch Bünftelteilung der 
Fahî-strahlen dieses Hyperbelastes die anderen Hypei-belaste, die durch 
den Konturkreis R, begrenet werden. Auf d e ~ n  Hyperbelast 10 wird 
der Punkt NiO oder in anderem Falle auf dem Hyperbelast 5 der Punkt 
ilT5 vcrmittels jensr Hilfskurve bestimmt; demnach ergibt sich durch 
die Gerade O,NIO bzw. 0 , N 5  auf jedem der anderen Hyperbelaste der 
dem Mittelpunkt. O, am nachsten liegende Punkt und auf dem Koiitur- 
kreis der I'unkt, dem der Teilung geinaB die maximale IIelligkeit 
5,9 entspricht und in dem der engehorige Hyperbelast den Kontiirlireis 
K, berührt. Uiesen Punkten eritsprechen diejenigen auf einem Kugel- 
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14.4 Wahre Hellegleichen auf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen üesetz. 

kreise liegenden Punkte der Hellegleichen, welche sich von der sym- 
metralen Richtungenebene in den groBten Abstanden hefinden. Die 
Tangenten der AufriBprojektionen der Hellegleichen in  diesen Punkten 
sind demnach parallel zur AufriBprojektion le der Lichtrichtung, und 
dem Punkt 5 9  des Konturkreises hi, entspricht im AufriB der auf 1, 
liegende Punkt 5,O der maximalen Helligkeit. Die AufriBprojektionen 
werden vermittels Kugelkreise, deren Ebenen entweder parallel zur Auf- 
riBebene oder parallel zur SeitenriBebene sind, konstruiert. 

Der SeitenriB der Grenzhellegleiühe besteht aus dem auf 1, senk- 
rechten Radius O und nus dem auf s, scnkrechtcn Durehmesser O dee 
Konturkreises K,. Diesem Radius entspricht im AufriB die Halbellipse 
O und in diesem Durchmesser der Konturkreis ha. 

Der Sektor L3O3S; des Konturkreises K3 begrenzt im SeitenriB 
den sichtbaren, aber von den Lichtstrahlen nicht beleuchteten Teil dcr 
Kugel. Nehmen wir nun an, die Kugel werde ebeiiso wie in der Licht- 
richtung i, auch in der entgegengesetzten Lichtrichtung < beleuchtet, 
d a m  haben auch die auf diesem Teil der Kugel befindlichen Hellegleichen 
physikalische Bedeutung, deren hyperbolische SeitenriBprojektionen sich 
in  diesem Sektor befinden. I n  der Wirklichkeit ist zwar nur die eine 
Halfte der Kugel als direkt beleuchtet anzusehen und die andere Halfte 
befindet sich im Selbstschatten, für den man eine schwichere Be- 
leuchtung in der entgegengesctiten Bichtung & annehmen kann. Wenn 
für diese indirekt beleuchtete Halfte theoretisch die gleiche Releuchtung 
vorausgesetzt wird und demgemiiB die gleichen Werte für H auf den 
beiden IIiilften der Eugel gelten, so muB bei einer vermittels Tusche 
ausgeführten Abtoriung nach den wahren Hellegleichen der Selbst- 
schatten durch eincn besonderen Orundton dunkler gehalten werden. 
Der entgepengesetzten Lichtrichtung ï, entsprechend sind die Aelle- 
gleichen im Selbstschatten durch einen Strich über den bezeichnenden 
Ziffern von den anderen Hellegleichen unterschieden worden. 

In dcm Soktor Li O& sind vermittels Fünfteilung der Pahrstrahlen 
des zuerst gezeichneten Hyperbelastes 5 die nur in Betracht kommen- 
den Hyperbel'jste i, 2, 3 konstruiert. Ferner ist ebenso wie vorher 
durch die Gerade O,N(=) auf jedem dieser Hyperbelaste der dem Mittel- 
punkt O, am niichsten liegende Punkt und auf dem Konturkreis K, 
der Punkt 3 3  der maximalen Helligkeit, hestimmt. Aus der Kon- 
struktion der hyperbolischen Projektionen fol@ die Kontrolle, daB die 
Halbierungsgeraden m, m' die gleichbezifferten Hyperbelaste i n  Punkten 
schneiden, deren Verbindungsgeraden zu s, senkrecht sind. 

Fiir eine p6Bere oder kleinere Kiigel bleiben bei der angcnommenen 
Einheit R die hyperbolischen SeitenriBprojektionen dieselben, aber die 
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Anzahl der Hellegleichen auf der Kugel mird je nachdem vergroBert 
oder verkleinert. Wenn wir z. B. eino Kugel vom liadius gleich 212 
betrachten, dann schneidet der uin O, beschriebene zugehtirige Kontnr- 
kreis auch den Hyperbelast 10, dem die Hellegleiche 10 auf dieser 
Kugel entspricht. Ferner sind noch ergiinzend die GrundriBprojektionen 
der auf der oberen Hugelhiilfte liegenden Hellegleichen konstruiert 
wordcn. Dicse GrundriBprojektiouen sind Teile von Kurven viorter 
Ordnung. 

Für den speziellen Fail, daB die Lichtrichtung parallel zu der 
AufriUebene ist, sind in Fig. 3 a  die AufriBprojektionen der wahren 
Hellogleichen der Kugel konstruiert; und sie sind iri hezug auf deri zu Z2 
senkrechten Lhrchmesser O des Koliturkrcises hi syrriinetrisch kungruent. 

Tn Fig. 4, Taf. II sind für  den speziellen Pal1 1c = 1 in gleicher 
Weise wie vorher bei derselben Licht- und Sehrichtung die AufriB- 
projektionen der wahren lIellegleichen der Kugel vermit'tels der hyper- 
holischen SeitenriBprojektionerr konstruiert. Durch Füuftelteilung der 
Paliistrnhlcn des zuerst gezeichneten Hyperbelastes 5 ergeben sich die 
Hyperhelaste 1, 2, 3, 4, deren T1:tuptachsen in der Hal1)ieriiiigsgeraden m 
des Winkels l,O,.s, liegen, die auf dern Kontnrkreis K3 den Punkt der 
maximaleii Helligkeit 4,4 bestimmt. Perner erhalten wir durch Hal- 
bierung der Fahrstrahlen des alsdann zuerst gezeichneten Hyperbel- 

astes 2 den Hyperbelast 7, und für diese Hyperbelaste liegen die 
Hauptachsen in der Halbierungsgeraden m' des Winkels ï, O,s,, die 

auf dern Konturkreis & den Punkt der maximalen Helligkeit 2F3 im 
Selbstschatten bestimmt. Da der groBte Wert des Verhaltnisses der 
Ab~or~tionskoeffizienten für das Eindringen und das Ausdringen des 
Lichtrtrahles innerhalb eines Volurnenelementes nur 1; = 1 sein kann, 
so erhalten wir in diesem Fall bei der gegebenen Licht- nid Seh- 
richtung und der angenommenen Einheit gleich dem Kugelradius die 
kleinste Anzahl der Hellegleiohen auf der Kugcl. Ferner vergr6Bert 
sich die Anzahl der Hellegleichen bei einer angenommenen Finheit je 
kleiner k ist, a i e  z. B. bei lc = + in Fig. 3. Die allgemeinen Heile- 
gleichen weichen bezüglich ihrer Gestalt wenig ab von den spezieilen 
Hellegleichen in Fig. 4, sind aber verschieden in ihrer Verteilurlg auf 
der Kugel und in ihrer Anzahl. Xs ist noch bemerkenswert, daB auch 
bei derselben Licht- und Sehrichtung dieve wahren Hellegleichen nach 
d ~ m  L omin el -Seel igerschen Gesetz gestaltlich nicht sehr abweichen 
von den Hellegleichen nach dem L a m b e r t  schen Gesetz H =  cos 1 cos G'), 

trotzdem diese Gesetze doch mesentlich verschieden sind. 
0 

1) Vgl. L. U u r m e s t e r  a. a. O. Fig. 95, Taf. XII. 
Zeitachriït f. 3Iatliematik u. Physik. 58 .  Rand. 1910 Heft 112. 10 
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146 Wahre Hellegleichen auf der Kugol nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

Für den speziellen Faii, daB die Liehtrichtung 1 parailel zur AufriB- 
ebene ist, sind in Fig. 4a  die AufriBprojektionen der wahren Bellegleichen 
der Kugel konstruiert; und sie sind in bezug auf den zu 1, senkrechten 
Diirchme~ser O des Konturkreises hi symmetrisch kongruent. 

V. Abbildung der Hellegleichen der Kngel als parallele Gerade. 

Um die iür diese Abbildung erforderliche quadratische Verwandt- 
schaft abzuleiten, dividieren wir in der Formel des L o m m e l - S  ee l ige r -  
schen Gesetzes 

COS 1 COU G 
- 

k COS a + c o u  G 

den Lahler und Neiiner durch cos l c o s ~ ;  dann ist 

Da wir den Radiu~l R der Kugel.als Einheit annehmen, so ergibt sich 
nach Erweiterung des Bruches mit R 

- ~p 

C O S 6  + ~i 
Wenn wir 

R s e c Â = z ,  R s e c o - l )  

setzen und x, i j  "1s rechtwinklige Koordinaten betrachten, dann erhalten 
wir die Gleichung 

R n= - 
z t k 0  

oder 

(12) 
R 

x+kLj=-  
11 ' 

die für konstante Werte von LT parailele Gerade reprasentiert. 
Die Winkel ?., 6 bestirumen auf der Kugelfiiçhe z ~ e i  zur zy-Eberie 

symmctrisch liegende Punkte, deren senlirechte Projektion auf die 
xy-Ebene, welche die Licht- und Sehrichtiing enthalt, ein durch die 
rechtwinkligen Koordinnten x, y bestinimter Punkt ist. Diesem Punkt 
entspricht dann eindeutig ein durch die rechtwinkligen Koordinatm x, 9 
bestimmter Punkt in der xtj  Ebene, und umgekehrt. Dadurch erhalten 
wir zwei eindeutig verwandte Systenie, die wir mit xy und ;cg bezeich- 
nen woilrn und beide in einer Ebene liegend annehmen. 

Denmach ergibt sirh der Satz: 
B i e  H(~lle,qleicl~en der Kugel werdetz in dem System x i )  als parullele 

Gerade ahg~bildet,  so do13 j e  zzceien sur ~ichtzinqenehcne symn~etrisch 
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liegenden Punliten uhim Hellegleiche ein P11127d in diesesn System eni- 
spi-icht. 

Zur kon~trukt~iven Restimmuiig der entspreche~ltlen Purikte der 
Systeme xy, ~9 ist in Fig. 5 um den Koordinatensnfang O mit dern 
Radius R der Konturkreis K der Kugel beschrielsen, der die Licht- 
richtung 1 in den Punkten LI, LI und die Sehrichtung s in den Punk- 
ten SI, SI schneidet; urid es ist der winkel 1 0 s  = 2.5. Für  die beiden 
Systenie x y,  ~9 sind die gemeinsamen rechtwinkligen Hoordinaten- 
achsen + xy, + y 9  so gemahlt, daB die Halbierungsgcraden m, rn' ihrer 
rechten Winkel mit den IIdbierungsgeraden des Winkels 1 O s  und 
seines Nebenwinkels identisch sind. Diese Koordinatenachsen sind aber 
als solche nicht selbstentsprechende Gerade der S ~ s t e m e  x y ,  ~ 9 .  

Um zu eineni gegebenen Punkt P in dem System ay deu ent- 
sprechenden Punkt $? in dem System ~9 zu bestimmen, bctrachten wir 
die durch die P~ink te  O, P gehende Gerade p als die senkrechte Pro- 
jektion auf die xy-Ebene von den Kugelnormülen der beiden Punkte 
der Kugelfliiche, denen die Projektion P auf die xy-Ebene eritspricht. 
Demnach bilden die Geraden 01, Os und diese ICugelnormale drei 
Kanten einer dreiseitigen korperlichen Ecke, deren Seitcn die Winkel 
28, 1, G sind. Wenn wir nun die Seiten A, G durch Drehung um 1 
bzw. s in die xy-Ebene umlegen, indem wir von P auf 1, s die Senk- 
rechten PP,, PP, fdlen,  die den Konturkreis X einerseits in den 
Punkten A, 22 treffen, sci erhalten wir die Winkel d = L, O d  und 
6 = SI OZ'. Die in den Punkten A, 2 an den Konturkreis K gelegten 
Tangenten schneiden die Geraden Z hew. s in den Piinkten A,, Es; 
demnach sind d i e  Strecken 

Od, = Bsec  A,  OZs = Rsec 6 ;  

und indem wir diese auf der 2-Ache und 11-Achse abtragen, erhalten 
wir die Koordinaten des Punktes 

Aus dieser Konstruktion folgen die Gleichungen 

O P , .  O d , =  R2, O P s .  02, = R2. 

Hiernach wird auch, wenn z. B. der FuBpunkt Y, der von P auf E 
geflllten Senkr~cllten auBerhalb des Kontnrkreisrs K l i ~ g t ,  der zu- 
gehorige Punkt A, bestimmt, indein wir von Pl eine Tangente an den 
Konturkreis legen urid von dem Berührungspunkt auf 1 die Senkrechte 
failen, deren E'uBpunkt dann A, kt. Umgekehrt ergibt sich in ana- 
loger Weise zu einem in dem Systern ri j angenomnieneri P u ~ l h t  !@ der ent- 
sprechende Punkt P in dem Systein xy. Mrerden die Koordinaten x, 9 

IO* 
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145 IVahre Hellegleiclien auf der Kugel nach dem Lommel-Seeligerschen Gesetz. 

eines Piinkt,es 9 clurch die Koordinaten x, y des entsprechenden Punktes Y 
ausgedrückt und umgekehrt, so erhalten wir die Vcrwandtschafts- 
gleichungen der beiden Systeme ~ g ,  ~ 2 / .  

Zu diesem Zwecke fiillen wir von dem PuBpunkt E der Koordi- 
nade EY = 3: die Senkrechte EJ auf s und die Senkrechte EJ' auf 
PPs; dann ist 

O P 8 =  O J + E J '  
und 

OPs =ycos(45O- E) + xsin(45O - E ) .  

Da die Gleichung OP8. OZs = 11' für einen innerhalb und einen auBer- 
halb des Konturkreises K liegenden Punkt P gilt, so erhalten wir 
allgemein 

(j,y =1 )=  K Z  .- 
x sin (45 O - E )  f y cos (46 O - E )  

und in arialoger Weise 

Durch Umforru~ing ergeben sich die Verwandtschaftsgleichungen: 

und ferner 

R"~/S r = - -- -- - - -- - - - 

x (coa s + oin 6) $ y (cos E - sin t) 

Rzl/L 1) = - - . --- - - -  -- ~p - 

X (COS E - sin E) + y (cos E + sin F) 

RZy:? x = -- 
4 ~ q  sin F cos E Slll E - lx( . cos E )  + g (sin E + COS E ) ]  

R e f i  
Y - 4-E C O T E  

 sin E + COS E )  + 1) (sin E - cos &)] . 

Ails diesen Verwandtschaftsgleichungen folgt der Satz: 
Die Systeme xy und x g  sind i n  puadratlsrher Vel-wandtschaft, dze 

für E = 4j0 i ~ z  ezne znvolzctoriscl~e übel-geld. 
Die zu diesen Systemen gehorenden Hauptpunkte und Haupt- 

geraden ergeben sich aus der in Fig 5 ausgeführten wechselweisen 
konstruktiven Bestimmung der entsprechenden Punkte und auch aus 
den Verwandtschaftsgleichungen. J e  nachdeni der K o o r d i l i a t e ~ n a n  O 
als Punkt des s y s t e k  z y  ;der zg  bctrachtet wird, entsprechen dem- 
selben alle Punkte der unendlich fernen Geradrn in [lem Systeuie z g  
oder xy. Dem unendlich fernen Punkt X, der z-Achse entsprechen 
alle Punkte der in O auf 1 se~ikrechten Geraden Z', und dem unendlich 
fernen Punkt Ir)m der tj-Achse cntsprechen alle Punkte der in O auf s 
senkrechten Geraden s'. Perner entsprechen dem iinendlich fernen Piinkt 
Lm der Geraden 1' alle Punkte der z-Bchse, und dern unendlich fernen 
Punkt Sj, der Geraden s r  alle Punkte der 9-Achse. Soniit ergibt sich: 
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I n  dem Systew ~9 sind O, X,, 9, die Haupfp~zhte ,  denen in denz. 
S?ystem xy die zcnendlicl~e ferne Gwade und die Geraden 1') s '  als Hat@ 
llernde?z eîztsprechen; fertzer sirtd O, Lm, SL die EhicptpunEfr: in dem 
Systcm xy, delzen die unc?z(/lick fenze Cerade und die Koordinatennclm~z 
E, 9 als Hauytqeraclen in  dem System z f  entsprechen. 

Demnach entspriçht jeder Geraden des Systems ~0 eine durch die 
Hauptptinkte O, Lm, 8: p h e n d e  Hyperbel des Systems xy ,  und jeder 
Geraden des Systems x y  eine durch die Haiiptpunkte O, Xm, 9, gehende 
Hÿperbel des Systems ~ 4 .  

Bus der konstruktiven Bestimmung der entsprechenden Punkte der 
Systeme xy,  z f  folgt ferner, daB die Halbieriingsgeraden m, m' des 
Winkels- 10s und seines Kebenwinkels selbstentspreçhende Gerade dieser 
S y s t ~ m e  sind. Auf diesen Halbierungsgeraden bildcn die sich wechsel- 
weise entsprechenden Punkte je eine involutorische Punktreihe, deren 
Mittelpunkt O ist. Um den Abstand 6 der Doppelpunkte dl, AI der 
auf 7n liegenden involutorischrn Punktreihe von ihrem Mittelpunkt O 

S 
zu ertialten, setzen wir in einer der Gleichungen x = y = = f = - 

dann ist fi' 
8 -  - 1 nl/". 

CO8 f 

Ebenso ergilïit sich der Abstand 8' der Doppelpunkte di, di der auf 
m' licgenden involutorischen Punktreihe, i d e m  wir in einer der Glei- 
chungen 8' 

x = - y = F = - g =  
fi 

Diese vier Doppelpunkte di, dz, A;, di sind die selbstentsprechenden 
Punkte der Systeme xy, ztJ. I n  dem System x y  kommt zuniichst nur  das 
von dem Konturkreis IL umgrenzte Gebiet in Retracht, und das ent- 
sprechende Gebiet in dem Systern g t ~  wird demnach von einer Kurve $2 
umgrenzt, die dern Konturkreis K entspricht, und somit von vierter 
Ordnung ist. 

Indem wir in die Gleichung dieses Konturkreises 

X " $ ~ - ~ / ~ = O  

fiir a, y die Werte aus den Gleich~ingen (14)) (14a) einsetzen, ergibt 
sich durch Umformung die Gleichung der Kurve Q 

nnd durch die Einsetzung 
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erhalten wir in Polarkoordinaten die Gleichung 

Diese Kurve vierter Ordnung knnn nacih dieser P~la rg le ichu i i~  
direkt konstruiert werden. Einfacher wird aber die Konstruktion durch 
die koristruktive Bestimmung der Punkte, die den Punkten des Kontur- 
kreises K entsprechen, in folgender weise. Wir ziehen z. B. die in 
eincm Piinkt T den Konturkreis berührende Tangente, welche die 
Geraden 1, s beziehentlich in den Punkten A,, Et schneidet und machen 
auf der x-Achse die Strecke 03, = OA,, ferner auf der g-Achse die 
Strecke 08, - OZ,; d a m  sirid Oz,, 09, die Kuordiriaten des eut- 
sprcchcnden I'unktes S der Kurve 9. 

Au4 dieser Konstruktion der Kurve .f? folgt, daB den auf der Ge- 
raden l' liegenden Punkten Li, LI des Konturkreises K die unendlich 
feriien Punkte 2;,, 2;, der zur Ë-Achse parallelen Geraden ri r,, TI 
entsprechen. Ferner entsprechen den anf der Gcraden s' liegenden 
Punkten Si, Si des Konturkreises die unendlich fernen Punkte G;,, 
G;, der zur 9-Achse parallelen Geraden l''Tl, ri rI. 

Die Sclinittpunkte I; ,  I ' ; ,  FI, dieser beiden Paare pardider  Ge- 
raden, die Asymptoten dcr Kurve B sind, bilden ein Qiiadrat; denn, 
wie aus der Konstruktion, so ergibt sich auch aus der Gleichung (15), 
daB diese vier Geraden vom Mittelpunkt O den gleichen Abstand haben, 

R 
dessen GroBe gleich ,- ist, wenn die Gleichung erstens durch ~ V i v i -  

8in 2 E 

diert und g = w, zweitens durch g2 dividiert und i~ - oo gesetzt wird. 
Den auf der Geraden m liegcnden Punkten A,, A, des Kontur- 

kreises K entsprechen die auf diesen Geraden liegenden Punkte ?XI, %,; 
und f ü r  ihre beiderseitigen Abstiinde von O ergibt sich 

weil die in A,  und A, an den Koritiirkreis gelegter~ Tangenteil auf den 
Geraden 1 ,  s von O aus gleiche Strecken abschneiden, deren Lange 
R sec E ist. Die Punkte A,, a, und Ar, ILTr sind konjungierte Punkte 
der auf m befindlichcn involutorischen Puiiktreihe, die durch ihre Doppel- 
punkte A,, dl best,im~nt id. Analoge Beziehungen gelten für die aiif 
der Geraden nz' liegenden Punkte A',  A; des Konturkreises und die 
entsprechenden Punkte a;, VI;, für deren beiderseitige Abstiinde von O 

ist. Die vier Punkte '4, Y[;, 81, SI; sind S~heit~elpunkte der Kurve SZ' 
und bilden ein l'arallelogramm, dessen Seiten a;, 911 senkrecl-it 
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zu s nnd dessen Seiten \VI a;, 21 8; senkrecht eu 1 sind. Ferner ent- 
sprechen den Punkten L,,  Lr und SI, SI, in welchen der Konturkreis 
die Geraden Z und s schneidet, beziehentlich die Punkte 2,, 21 und 
CS,, EI. Aus der konstruktiven 13estimmung dieser Punkte ergibt sich, 
wenn XI, X I  und Y,, YI die Sühnittpunkte bezeichnen, in denen der 
Ronturkreis K die z-Achse und die y-Achse schneidet, daB die vier 
Geraden XI (Il, XI 21, Y, G,, YI GI gemeinsame Tangenten des Kontur- 
kreises und der Kurve R sind. 

Die Kurve 9 besteht aus den vier zu den Geraden m, m' sym- 
metrisch liegenden und ins Gnendliche sich erstreckenden &den 

die den Bogenstücken 

des Konturkreises IC entsprechen. Nach Gleichung (15) ist der Mittel- 
pnnkt O eiri isolierter Punkt der Kurve R, der sieh irifolge des ver- 
wendeten Koordinatensystems ergibt und der als solcher keineni Punkt 
des Xnnturkreises K entspricht. 

Wir wollen diese für die weileren Darleguiigen erforderliche Kurve A? 
wegen ihrer kreuzformigen Gestalt Chioide ') nennen. Wenn die Licht- 
richtung 1 und die Sehrichtung s einen rechten Winkel bilden, also 
SE = 90' ist, dann erhalten wir die Glejchung 

der gleichastigen Chioide, die eine zirkulare Kurve vierter Ordnnng 
Hiernacll besteht das Abbildungsgebiet der KugeliGche aus den iriner- 
lialb der vier Cliioidenasten sich ins Unendliche erstreckenden Flactien- 
teilen. 

Durch die Betrachturig dieser qnadratisehen Verwandtschaft ge- 
langt man zur Kenntnis der Beziehungen zwischen den Hellegleichen 
und ihren Abbildungen als parallele Gerade, die durch die S. 14G ab- 
gelritete Gleichung (12) 

K  kg=^ 

1) Von X i  = Kreuzform. 
2) III G. L o r i a ,  Spiezielle algebraiache und transzendente ebene Kurven. 

1902.  S. 210, wird diese gleichastige Chioide eine gerade zirkulare Kreuzkurve 
geiianiit, weil sie dort al8 Spezialfall der Kreuzkurve erscheint, deren Gleichung 
a' b e  
zo + - = 1 ist. 

yS 
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bestimmt sind und die wir Ileliegeraden nennen wollen. Für  die in 
Fig. 5 beispielsweise dern Wert H = 0,5 entsprechende flellegleiche ist 
in dem System x y  die durch dcn Konrdinatenanfang O gehende Hyper- 
bel h5i5 die senkrechte Projektion auf die xy-Ebene; und dieser ist in 
dern System ~q die Hellegerade $\ugeordnrt, die demgemiiB, weil 
k - + genornmen ist, durch die Gleicl-iung 

x + f t J = 2 1 L  

reprasentiert wiid. Diese Hellegerade schneidet die g- und 9-Achse in 
den Punkten U, 23, deren Abstande von den1 Koordinatenanfang 

O U = 2 B ,  0 8 = 4 R  
sind. 

Diesen Punkten U, B entsprechen die unendlich fernen Punkte 
L:, 8: der Geraden Z', s'. Für alle Punkte der Strecke UT3 sind die 
heiden Koordiriaten positiv und ebenso auch die Werte von cos A, cos ci. 

Demnach ist der zwischen den positiven Koordinatenachseri x, 1) liegenden 
Streeke UB der Hellegeraden ij5 dcr Hyperbelast h5 zugeordnet, dem 
die wahre Hellegleiche entspricht,. Für  alle anderen Purikte der Helie- 
geraden haben die Koordinaten ungleiche Vorzeichen und ebenso auch 
die Werte von cos 1, cos G. Demnach ist den aridereil ins Unendliche 
gehenden Strecken dieser Hellegeraden der durch O gehende Hyperbel- 
itst i5 zugeordnet, dern die virtuelle Hellegleiche entspricht. 

Die Hellegerade fj5 trifft den Chioidenast S$',i!ILI, El, in den Punk- 
ten 3, @, denen auf dern Konturkreis K die Punkte & Cr des IIyperbel- 
astes h5 entsprechen. Demnach ist dern innerhalb dieses Chioidenastes 
befindlichen Teil 3@ der Hellegeraden lj' der innerhalb des Kontiir- 
kreises R liegende Teil F G  des Hyperbelastes h5 zugeordnet. F ü r  die 
wahren Hellegleichen, die sich bei der Lichtrichtung 1 und Sehrich- 
tung s ergeben, kommen hiernach nur die innerhalb des Chioidenastes 
i.!;,'U,S;_ liegenden Strecken der parallelen Hellegeraden zur Geltung. 
Den beiden Sehnittpunkten, welche die Hellegerade Jjj noch mit den 
Chioidenasten G;lm) '$Xi 21, und Eh,) B;5?(;,> ergibt, entsprechen die auf 
dern Konturkreis liegenden Punkte des IIyperbelastes 2. 

Für H =  O liegt die zugehorige Hellegleiche Q0 im Unendlichen, 
und die zugenrdnete Hyperhel entartet in die heiden Geraden i', s', a.nf 
denen die Durchmesser ho, ho des Konturkreises die Projektionen der 
Grenzhellegleiche sind. 

Für H = CU geht die zngehorige Hellegerade Ij" parallel zu Ij5 durch 
den Punkt O und ihr ist die Hyperbel zugeordnet, welche in die alle 
Hyperbeln in O heriihrende Tangende 7zm und in die unendlich fernc 
Gerade entartet. Da die durch den Punkt O gehenden entsprechenden 
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Geraden der Systeme g g ,  x y zmei projektive Strahlenbüschel bilden, 
so sind die Hellegerade fjw und die Tangente km entsprechende Strahlen 
dieser Strahlenbüschel. Hierbei ist aber zii beachten, daB der Punkt O 
kein selbstentsprechender Punkt i s t ;  denn je nachdern O ein Punkt des 
Spstenis x y  oder yt j  ist, entspricht ihm der iinendlich ferne Punkt auf 
ij" oder hm. Dem Reriihrungspunkt der den Chioidenast SI, SI, GL be- 
rührenden Hellegerade entspricht auf dern Konturkreis K der Punkt 
der maximalen Helligkeit. Fiir alle Hellegerade, die diesen Chioideii- 
ast nicht schneiden, gibt es keine wahren Hellegleichen. 

Die zu den negativen Werten von H gehtirenden Hellegleichen 
hefinden sich auf der innern Flache der Kugel, wenn diese als halbe 
Hohlkugel beleuchtet ist. Die entsprechenden parallelen Hellegeraden 
liegeri dann jerlseits des Punktes O paraiiel zu den vorher betrachteten 
Hellegeraden. Die zugeordneten Hyperbeln für negative Werte sind 
hezüglich der nemeinsamen Tangente hm srhicf symmetrisch zu den 
Hyperbeln für positive Werte, aber die Grenzhellegleiche ist in beiden 
Fiillen dieselbe. 

Wenn wir hei der Sehrichtung s noch annehrnen, daB die Kugel 
auch in der zu 1 entgegengesetzten Lichtrichtung 11 im Selbstschatten 
beleuchtet wird, dann geht demgemiiB auch die positive Richtung der 
xg-Aehse in die entgegengesetzte Iiichtung über. Die Gleichung 

reprisent.iert dann f ü r  H -  073 die Hellegerade f i (=] ,  die nuf den Koor- 
dinatenachson ~9 die Strecken 

:ibschneidct, und ihr ist dio Hyperbel h(5)i(5) zugeordnct, dcren Ast 1 ~ ( ~ }  
aiiBerhalb des Konturkreiws K liegt, weil die Ilellegeratlen Jjr5) den 
Chioidenast G(Im) 2hm) niçht schneidet. Im übrigen ergeben sich bei 
dieser Abbilclung der Hellegleichen für die Lichtrichtung I I  und Seh- 
richtung s die analogen Beziehungeri wie bei der Abbilclung der Heiie- 
gleichen für die Lichtrichtung 1 und Sehrichtung s. 

In  dem speziellen Pnll, daB li = 1 ist, sind bei der Lichtrichtung 1 
und der Sehrichtung s die Hellegeraden senkrecht zu der Halbierungs- 
geraden 7n des Winkels 1 Os; Eiei der entgegeilge~etzteil Lichtrichtung Ir 
und derselben Sehrichtung s sind sic senkrecht zu der Halbierungs- 
gerad~n tn' des Nebenwinkels lIOs. Demnach ~ t r h e n  die H~llegeraileil, 
die bei diesen beiden Beleuchtungen gleichen Werten von IT entspre- 
chen und sich auf der 9-Achse schneiclen, senkrecht aufeinauder. 
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VI. Abbildung der Hellegleichen der Kugel als Kreise mit einem 

gemeinsamen Berührungspunkt. 

Vermittels der Transformation des Systems ]ctj durch reziproke 
Radien i r i  bezug auf den Konturkreis K als Iriversionukreis ergibt sich 
ein System, welches wir mit x y bezeichnen. Uie Syst'eme g $, x y  
stehen hiernach in einer speziellen Kreisverwandtschaft,, in der den 
paraLlelen Hellegeraden des Systems ~9 Kreise des Systems x y  ent- 
sprechen, die sich in dem Mittelpunkt O des Konturkreises berühren. 
Demnach erhalten wir den Satz: 

D i e  Hellegleichen der &gel werderz in. dena A ) s t e m  x y  aZs Ereise  
abyebildet, die s k 7 ~  in dern 31 i t te~~udî t  des hon turkre i scs  berühretz, und  
sa, da/3 je sweien s u  der Riclztun,yenehene symmetrisch ZiegentEen Pu,nkten 
einer Nellegleiche e i n  Pzcnkt in. diesem System entspricht. 

In den Systemen gg,  x y  sind der Mit te lpukt  O und die beiden 
imendlich fcrnen imaginaren Kreispunkte gemeinsamo Eckpunkte dcr 
beiden Hauptdreiecke. Dn nun das Sgstem xy zu deni Sgstem 1) und 
clieses zu dem Systeni x y  quadratisch verwandt k t ,  und von den drei 
Hauptdreiecken dieser drei Systeme drei Eçkpunkte in dem Mittel- 
punkt O vcreint sind, so stehen die Systcme xy, x y  in einer speziellen 
kubischen Verwandtschaft, in denen der Mittelpunkt O ein selbstent- 
sprechender Punkt ist. Einer Geraden des Systems xy entspricht iin 
allgerneirien eine Iiurve dritter Orduung des Systerns x y  und umgekehrt. 
Diese kubische Verwandtschaft wird eine involutorische, n-enn Licht- 
und Sehrichtuiig einen recht,en Winkel bilden. 

Den sich in dern Mittelpunkt O berührendeii hyperbolischen Pro- 
jektiomn der Hellegleichen auf die R,ichtungenehene im System xy ent- 
sprechen somit Kreise in dem System x y ,  die sich als solche auch in 
O berüliren und die wir die Hellckreise nennen wollen. 

In Fig. 6 ist um den Mittelpunkt O mit dern Kadius K der Kon- 
turkreis K beschriehen, feriier ist die dern Wert H= O$ entspreehende 
IIyperbel lzqi" in dem System xy und die zugehorige Ilcllegerade Iji 
in dern System x i j  gezeichnet. UIU zu der Hyperbel h5i5 durch rezi- 
proke Radien den zugehorigcn Hellekreis zu erhnlten, fallcn wir auf 
die Senkrechte OD, ziehen d a m  von dern FuBpunkt eine Tangente D0 
an den Konturkreis K und fillen von ihrem Berührungspunkt @ auf OD 
die Seukrechte OC?,; somit ist der über O &  als Durchmesser beechrie- 
bene Kreis der FTellekreis h5. Uem Hyperbelast 1z"ntspricht der zwi- 
schen den Koordinntenachsen z i ~ ,  ijg licgende HalLkreis des Kreifies h5, 

und dem ITyperbelast i5 eni,spricht der andere durch O gehende Halb 
kreis. 
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Aus der Gleichung der Hellegeraden 

folgt, daB die von dem Mittelpunkt O auf eine Hellegerade gefailte 

i d ,  und demnach ergibt siüh, weil O & .  0 D  = R2 ist, für den betreffen- 
denden Kreis der Durchmesser 

der dem Wert H der Helligkeit proportional 1st. 
Der für  H = O in die Geradcn ho, ho entartcten Hyperbel entspricht 

der in den Punkt O zusamrnengeschrurnpfte Kreis, und der für H- no 

in die Gerade IL= und die unendlich feine Gerade entarteten Hyperbel 
eritspricht der in die Gerade hm übergehende Kreis. Diese Gerade wird 
in O von ailen Hnlbkreisen berührt und fiillt mit der Hellegeraden ljw 
zusainmen. 

Dem Konturkreis K in dem System xy ist in dem System x y  die 
inverse Kurve K zu der in Fig. 6 nur teilweise gezeichneten Chioide R 
zugeorbet, und den vier sieh ins Unendliche erstreckenden Asten der 
Chioide R' entsprechen vier Blitter der Kurve K, die in dern Mittelpunkt O 
von den Koordinatenachsen xz ,  yg berührt werdcn. Aus der Polar- 
gleichung (16) der Chioide ergibt sich, indein wir statt ilirer Polar- 
koordinaten r. tu resp. r, w setzen, weil r .  r = R2 ist, als Polargleichung 
der inversen Kurve K: 

R sin 2 e cos 2 w r =  - - --. . 21/1-Xn26cos'Lw 
llurch Einsetzung rechtwinkeliger Koordinaten folgt, daB die 

Kurve I( von der sechsten O r h u n g  ist; und sie kann nach dieser Po- 
largleichung auch direkt konstruiert werden. Das vierteilige Abbildungs- 
gebiet der Kugel wird von den vier Blattern der Kurve I(: umgrenzt. 
Die beiden groBeren kongruenten Blatter werden durch die Halbierungs- 
gerade m, die beiden kleiriereu kongnieriten Blatter durch die Halbie- 
rungsgcradc nt' symmetrisch geteilt. Uem innerhalb des einen Blattes 
liegcntlen Bogen F G de8 Kreises h5 entspricht der innerhalb des Kontur- 
kreises befindliche Teil F G  des Hyperbelastes h5 und auf der HeUe- 
geraden o5 die Strecke Sa, die sich innerhalb des Chioidenastes be- 
findet. 
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156 Beitrag zur graphiachen Dynamik des starren ebenen Systems. 

Beitrag 
znr graphischen Dynamik des starren ebenen Systems. 

Von THEODOR P ~ S C H L  i n  Graz. 

1. Illan verstcht unter einem stnrren ehenen Systern oder kurz einem 
ebenen S,ystFm die Gesamtheit aller in  einer Ebene liegenden Piinkte, 
welche ihre gegenseitige Lage nicht andern. 

Die geometrische Uutersiichiing der bei der Rewegnng eines solnhen 
Systems auftretenden Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ist Gegen- 
stand der ICinematik; die Massen und Kriifte des bewegten Systenis und 
damit auch die Frage nach der Ermittlurig des Bewegungszustandes 
aus gegebenen Kraften bleibcn in der Kinematik dei- Natiir der Sache 
gemiiB ausgeschaltet. 

Uic ohige Definition hat ohne Einschrankung aiich mir dann einen 
Sinn, a e n n  es sich u m  rein kinematisclie Untersiichungen handelt; wollte 
man sie für die Dynamik aufrecht erhalten, wo man die Systempuukte 
mit M a s ~ e  ausrüsten muB, so kame man mit Notwendigkeit zut Ein- 
führiing einer iinendlichen Masse des Rzaegten, da der noch denkm6gliche 
Fall des Endlichbleibens der über eine unendliche Ebene ausgebreiteten 
Masse bei unendlich abnehmender ,,DichtigkeitiL zu einem physikalischen 
Widerspruch führt. Um dieser uneridliçhen Masse auu dem MTege zu 
gehen, miiB man notwendig eine Hegrenziing annehmen, und wir mollen 
fiir die Kinetik des ebenen Systenis folgende Definition an die Spitze 
steilen: 

Die Gesawtlzeit ullcr i n  einer Ebene lie!jenden i7lassevzp~dcte1 welrhe 
ihre gegenseitige Laye nic7zt anderw und  welche inlzerlîaib von im Endlichen 
verluuf'enllen Neyrenzungslznien lieyerz, îzelznen w i r  ein starres ebenes System 
oder auch lava  e i~ z  ebenes System. Hierhei hleiht es gleichgiiltig, oh die 
vorhandenc Masse als Systeni dislireter I'unkte oder Iïontiriuierlich ver- 
breitet angesehen wird. Doch kaiin aueh für die Dyriamik die Vorstellung 
der bewegten unbegrenzten Ebene, von welcher das starre ebene Systeni 
n u r  ein mit Nasse belegter Teil ist, mit  Vorteil beihelialten werden, 
z. B. dann, wenn es sich um eingeführte Bedingungen handelt. Wird 
z. B. ein Punk t  der Ebene gezwungen, sich auf einer bestimrriten festeii 
Kurve zu bewegen, so ist es für die Untersuchung der Frage nach dem 
resultierenden B(:schleunigungsx11stand vollst,iindig gleichgültig. ob dieser 
Punkt  gerade Trager einer Masse ist oder nicht; im negativen Falle 
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muB dann angenoinmen werden, da5 dcr betreffende Punkt  durch masse- 
lose Stangen mit der bewegten Masse in Verbindung steht. 

2. Die vorliegende Abhandlung SOU zur LGsung der Anfgabe bei- 
tragen, die Bewegiing eines ebenen Systems, welches der Einwirkung 
beliebiger in  der Ebene liegender Krafte unter beliebigen Bedingungen 
unterworfen ist, ails diesen Kraften zu ermitteln. 

Für  einen einzelnen Massenpunkt hat  die Aufgabe, seine Rewegiing 
zu bestirninen, deshalb keilie Schwierigkeit, weil durch Division der 
Kraft in seine Masse sofort seine Beschleunigung der GroBe und lticlltung 
nach folgt. 1st nocli sein Zustand zu eiiier bestiriiniten Zeit gegeben, 
so konnen die Geschwindigkeit und der zurückgelcgte n 'cg  nach lie- 
kannten Methoden dargnstellt werden.') Diese Methoden vei-sagen jedoch, 
wenn von der bewegten Masse nngenornmen mird, dai3 sie Ausdehnung 
besitzt. In diesem Falle sind die Geschwindigkeiten und Beschleuniguiigen 
der einzelnen Systernpunkte im allgemeinen voneinander verschieden, 
und werden durch Angabe dcs Geiichwindigkeitspoles (Drehpoles), des 
Beschleunigungspoles und der Gri33e der Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung für einen beliebigen Systempunkt vollstaiidig dargestellt. 
Zur Vervollsttindigung der Rennzeichnung des Bemegungszustandes 
dient die Angabe des Wendepoles und Tangentialpoles, deren Bedeutung 
hier ebcnfdls als bekannt vorausgesetzt wird. 

Die Frage, die wir behandeln wollen, stellt sieh dann folgender- 
in:den dar: Zu einer beliebigen Zeit t, sei der Zustand der Bewegung 
des Bysterris durcb Angabe des ,,vollstindigen Geschwindigkeitssystenis" 
gegeben. Für den betraühteten Zeitpunkt sei ferner das System der 
auBeren Kriifte gegeben, uiiter dessen Einwirkung dns System seine 
Llemegiing irn folgenden Zeitelemente vcrandert. - E s  entsteht die 
Aufgabe, aus den aufgedrückten Kraften auf den Beschleunigungszustand 
des Systems zu schlieBen. Auf diese Frage wollen wir die bei der 
Bewegung des ebenen Systems auftretenden Faite, soweit sie dynamisch 
bcstimmt sind, untersuchen. Durch Angabe des Geschwindigkeits- und 
Beschleunigiingszust:tn~Ies ist die Bewegnng fü r  zwei aufeinanderfolgende 
Zeiteleinente und damit vollstiindig bestimmt. 

3. Die Konstruktion des Beschleunigungspoles für den E'all der 
freien Rewegiing des ebenen Systtms wird aiif einfache weise diirch 
xwei Satze (1, II) geleistet, die mir zunliclist beweisen wollen. W i r  
führen dazu folgende Bezeichnungen e h :  wir nennen 

a) die Gcsamthcit der ool i n  einer gegebenen Wrirkungslinie p 
moglichen Kiiifte einen Eraffestrahl und 

1) Vgl. P r o e l l ,  Graphische Dynamik, Leipzig 1874. 
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158 Beitrag zur graphischen Dynamik des starren ebenen Systems 

b) die Gmamtheit der m l  zu einer gcgebenen Kraft P parailelen, 
gleich groBen uud gleichgerichteteri Krafte der Ebene ein Parallel- 

kriiftebüschci von konstanter Grope P .  

Der erste Satz lautet: 

1. Für  alle moglichen Geschwindigkeitszustiinde liegen die Be 
schleunigungspole der Beschleunigungssysteme, welche von eineni Kriifte- 
strahl  an  einem frei beweglichen System erzeugt werden IrGnnen, auf 
einerri Kreise, welcher die durch den Massenmittelpunkt gezogene 
Parallole zum Kraftestrahle irri Massenmittelpunkte berührt; der Kreis 
liegt auf jener Seite dieser Paralleleu, auf welcher der Kraftestrahl 

sebst nieht liegt, und sein Durchmesser ist - wenn k den Triigheits- 
P' 

radius des Systems fiir den Massenmittelpunkt und p den Ak)statid des 
Kriiftestrahles von diesem bedeutet; der Kreis ist also die Inversion des 
Kriiftestrahles am Kreise k.  W i r  nennen ihn den Besçhleunigt~n~spolkveis 
erster Art und sagen, daB er von dem Kraftestrahle p erzeugt wird. 

Die Lage des Beschleunigungspoles G auf diesem Kreise, den eiue 
in p wirliende Kraft von der Qr6Bo P an dern System erzeugt, ist riur 
durch die Gr6Be der Winkelgeschwindigkeit vorn Geschwindigkeits- 
zustnnde abhangig, giinzlich unabhiingig jedoch von der Lage des Ge- 
schwindigkeitspoles. 

Der Reweis fiir diese Siitze ergibt sich einfach aus folgendem: 
Bekanntlich') werden die Entfernung f des Beschleunigungspoles vom 
Massenniittelpunkte und die Winkelbeschleunigung m' des freien eberien 
Systems durch folgendc Gleichungcn bcstimmt: 

,M4f = P, N k " ' = Y p .  

Hierin bedeutet P die iiuBere Kraft, p ihren Arm in bezug auf den 

Masscnrnittelpunkt, M die Masse des Systems, 8 = i - q i e  in 
der Einheit der Eritfornung vorn Beschleunigungspolc gemessene Gr& 
der Beschleunigung. 

TlCihleu wir nun (Fig. 1) ein Achsensystem OXY, dessen Ursprung 
O in den Massenmittelpunkt S fillt, Y 11 P, X I P, so ist, wenn wir 
mit  z und y die Iioordinaten des Beschleunigungspoles G bezeichnen 

1) W. S c h e l l ,  Theorie der Bcwegung uiid der Kriifte, 2. Aufl. Bd. II, S. 399. 
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Von SUEODOR P ~ S C U L .  159  

-. 

wenn I den Wiilkel G S Y  bezeichnet, und = T l  daher 
LGm' p 

oder 

Dnmit ist die Rehauptung erwiesen. (Der eweite Kreis, der dem unteren 
Vorzeichen in der vorletzten Gleichung entspricht, hat keine mechanische - 

Bedeutung.) Fig. 1. 

Der Durchrriesser I Y  
des Beschleunigungs- 
polkreises erster Ar t  ist 

k' und der Kreis be- 
P ' 
rührt die Parallele zuni 
Kraftcstrahl durch Sauf  
der dieseni abgewende- 
ten Seite. E s  m6ge hier 
daran erinnert werden, 

k 
daB - aueh der Ab- 

P 
stand des Drehpoles E 
vom Massenmittelpunkt 
ist, wenn dau ruhendc 
ebene System von einem Llp 

in der Linic des Kriifte- 
strahles wirkenden Im- 
pu!s getroffen wird. I n  
der Tat ist die unendlich groBe Kraft des Ii-riiftestrahles als Impuls 
aufzufassen, und wir nennen daher den Punkt  E den hnpulspol des 
Beschleunigungspolkreises KI; für seine Lage ist es gleichgültig, 
nach welchcr der bciden Richtungen des Kriiftestrahles der Impulv 
wirkt, wir haben deshalh auch niir von einer unendlich groBen 
Kraft gesprochen. Der Impuls ist natiirlich durch die unenùlich 
groBe Kraft in bestimmter Wirkungsliiiie noch nicht vollstandig ge- 
kennaeichnet. Seine GroBe (MW) kann noch imnier jedeii beliebigen 
Wert  haben. 
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160 Beitrag mr graphischen Dgnamik des starren ebenen Systemu. 

Die Benützung des Beschleunigungspolkreises erster Art führt auf 
eine einfache Konstroktion des Beschleixnigungspoles. E s  ist 

I-Iierin ist P,Bf = y, die Bcschleiinigung dcs Mnssenmittelpunktcs und 
der Nenner dl w"lc/p = dl) stelit die Normalbeschleiinigimg von E gegen 
S hin dar, herrührend von der Drehung des Systemes um S. 

Bachdeui der Kreis El mit dem Durclimesser li2/p gezeichnet ist, 
rnache man RB = y,, SF = dli,wVn einem bcliebigen MaBstabe, ver- 
binde F mit B und ziehe EG 11 FB, dann ist der Schnittpunkt I: 
dieser Linie mit dem Hreise KI der gesuchte Besçhleunigungspol. Da 

ferner die Beschleunigung eines Systernpunktes (8) auch der Grole 
nach bekznnt ist (y,), so sind für alle Punkte die Beschleunigungen 
gegeben. 

Da A stets ein spitzer Winkel ist, so kann bei gegebener Wirkungs- 
ricl~tung von Y fur die Lage des Beschleunigungspoles nur jener Halbkreis 
in Hetracht kommen, welüher nach der Seite dieser Wirkung~richtung liegt. 

Geht die JVirkungdinie der Kraft durch den Ma,ssenmittelpilnkt S 
{ p  = O), so wird der Beschleuniguligspolkreis erster Art diese Wirkungs- 
linie selbst. ISückt die Kraft ins Uriendliche und wird sie gleichzeitig 
Null, su revultiert ein Moment uud der Heschleunigungpolkreis zieht 
sich in den Massenmittelpunkt zusaminen - ein Moment erteilt dern 
System Beschleunigungen um diesen. Den cu2 Geraden der Ebene als 
Kraftestrahlen entsprechen die o o T r e i s e  durch S als Beschleunigungs- 
polkreise. 

4. Elilninieren wir ci' aus der im vorigen Artikel beniitzten Gleichung 

mit E l f e  des aus der Gleichung für t g  A entnommenen Ausdrucks 

P 
und bezeichnen wir = d,, so folgt 

Diescr Krcis ist der Ort aller Bcschleunigungspolc, welche auftreten, 
wenn eine Kraft P bei festgehdtemr Intensitiit narallel mit sich selbst 
~erschobeil wird, also ein Parallelkraftebüschel konstanter Stiii-ke durcli- 
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lauft; sein Durchmesser ist d, = ," eine reine Strecke in Bichtung 

P von y,. Die Strecke = - in Richtung der Beschleunigung des 
w i M m P '  

Massenmittelpunktes S aufgefaBt, werden mir die nach S reduzierte 
Kraft von P nennen. 

Der Durchmesser diesesKreises ergibt sich auch aus denBetrachtungen 
- k 

des vorhergehenden Artikels direkt; es ist in Fig. 1: SI3 = dl = F ,  
O' 

tg  î. = - daher 
w P '  

oder 
4 . W' = Ys. 

Wir fassen dieses Ergebnis in die Worte: 
II. Der Ort der Besr,hleunigungspole, welche von einem Paraiiel- 

kriiftebüschel konstanter Starke P an einem ebenen System erzeugt 
werden, ist ein Kreis (K,  in  Fig. 1), der über der in S in der Richtung 

P 
von P angesetzten Strecke -$ geschlagen wird; wir nennen ihn den 

Mo 
Beschh~zigun~qsp01I~~eis zzoeiter Art, welcher P angehtirt. 

Mit Hilfe dieser beiden Kreise ist für ein freies ebenes System 
der Beschleunigungspol des Beschleuuigungszustandes, den eine auBere 
Krafi erzeugt, in einfacher Weise durch deren Schnittpunkt (G) bestimmt. 

5. Die Anwcndung des Satzcs 1 hat dcn Verfasser auf einen Satz 
ails der projektiven Geometrie geführt, der hier wiedergegeben wertlen 
moge. Fassen wir niimlich den Fall ins Auge, da0 das ebene System 
aus zwei in unveranderlicher Entfernung befindlichen Punkten A und 
B besteht, welche von einer beliebigen Kraft P PeeinfluBt werden. 
Naeh dem d 'Alember t  schen Yrinzip ist die Gesamtheit der moglichen 
Bcschleunigiingsziist~nde offenbar durch die Mannigfaltigkeit der von 
den Punkten von P nach A und B gezogenen Strahlenpaare erschopft 
(Fig. 2). Da die Richtung der Beschleunigung des Massenmittelpunktes 6 
immer parailel zur Kraftrichtung &Ut, so erhiilt man für die jedem 
Punkt von Y entsprechende Zerlegung, da man die Beschleunigungs- 
richtungcn von drei Punktcn des Systems A ,  B und S kcnnt, den Be- 
~chleuniguilgspol als Schnittpunkt der vier Kreise, welche den vier 
durch das entstehende vollstiindige Vierseit gebildeten Dreiecken um- 
schrieben werden konnen. In Fig. 2 sind die gegenüberliegenden Ecken 
dieses Vierseits mit gleichen Ziffern bezeichnet, 1, l', 2, Y ,  3, 3'. 

ilenken wir uns nun das Vierseit so veriinderlich, daU die Ecke 3' 
z. B. eine zur gegcnübcrlicgenden Seite g, parallele Gcrade (P) beschreibt 

Zeitichrift f. Mathernatik n. Physik. 58. Band. 1910. n n f t  112. 11 
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162 Beitrag zur graphiechen Dynamik des starren ebenen Systems. 

- dadurch erhalten wir die Gesamtheit der Vierseite, die in unserer Auf- 
gabe auftreten konnen - so durchlauft der Schnittpunkt der vier den 
jeweilig entstehenden Dreiecken umschriebenen Ereise - der Be- 
sehleunigungspol G - einen weiteren Kreis (KI). 

6. Aus Art. 3 ergibt sich unmittelbar der Satz: 

III. Pür alle Kraftestrahlen, welche durch einen Punkt A hindurch- 
gehen, schneiden sich die von ihnen erzeugten Beschleunigungspolkreise 
aider in S noch in einern zweiten Purikt B, der A durch die Gleichu~ig 

Fig. 2. r . r' = k2 

zugeordnet ist, 
wenn r und r' 
die Abst'inde der 
beiden A und B 
genanntenPunk- 
te von S sind; 
die drei Punkte 
A, S, B liegen 
auf einer Ge- 
raderi und zwar 
lie& S zwischen 
A und B. Die 
siimtlichen so 
entstehendenBe- 
schl eunigungs- 

polkreise bilden 
ein Kreisbüschel 
mit den Grund- 
punktenSurid B. 

E s  gehort da- 
her auch der Ue- 

schleunigungspolkreis erster Art, den die Resultierende zweier sich in 
A schneidender Kriifte erzeugt, dem Kreishüschel an,  das diirch die 
Beschleunigungspolkreise der Komponenten bestimmt ist. 

7. Wir wollen nun eirien Schritt weiter gehen, und nach den geo- 
metrischcn Ortern der Wendepole fragcn, welche dcn auf den Be- 
schleunigungspolkreisen erster und zweiter Art gelegenen einfachen 
Mannigfaltigkeiten von Beschleunigungspolen für einen vorgegebenen 
Geschwindigkeitspol entsprechen. Zunachst gilt der Satz: 

IV. Die Wendepole, welche von den ciol Kraften eines Kriiftestrahles 
erzeugt werden, liegen für jeden Punkt C der Ebene als Geschwindig- 
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keitspol in einer geraden Linie, deren Lage diirch den Geschwindigkeits- 
eindeutig bestimmt ist. Diese Gerade - wir werden sie die Wende- 

polgerade erster Art für den betreffenden Punkt nennen - geht durch 
den Xassenmitt~elpunkt S und steht auf der Verbindiingslinie von C 
und E, dem Impulspole des zugehorigen Beschleunigungspolkreises erster 
Art, senkrecht. 

Daraus ist zu ersehen, daB allen auf dei- Geraden CE gelegenen 
Geschwindigkeitspolen dieseltie Wendepolgcrade erster Art, il, ent- 
sprechen wird. Allo fiir den Geschwindigkeitspol C moglichen Wende- 
kreise gehen Fig. 3. 

d a m  durch den h 

Punkt F,  den 
Schnittpunkt der 
Geraden CF mit 
dem Kreis El i, 

und il (Big. 3). 
Beweis: Bus 

dem Umstaude, 
daBdieBeschleu- - 

nigung des Mas- 
senmittelpunk- 

tes die Riçhtung , 
der auBeren 

Kraft P bat 
und aus den 
Eigenschaften 

des Wendepoles 
und Beschleunigungspoles folgt, daB % G S T  = < G C J ;  A ist, daher 
liegen die vier Punkte C S G T  auf einem Kreis. Das Kreisbüschel mit 
den Grundpunkten CS schneidet mithin auf a ( i l  P durch Li5 die Punkt- 
reihe 1. O. T und auf KI die Punktreihe II O. G aus, welche pro- 
jektiv sind: daher Sind auch das Strahlenbüschel 1. O., welches die 
Punktreihe a a m  C projiziert und das Strahlonbüschel II. O. (GJ ) ,  für 
welches C ein Brennpunkt und K der Scheitelkreis ist, projektiv. Die 
zwei Strahlenbüschel haben die beiden Strahlen, welche von C nach 
den beiden imaginiiren Kreispunkten gehen, entsprechend gemein und 
erzeugen dalier eine gerade Linie il; diese geht durch S, weil S ein 
genieinsamer Punkt  der beiden Puuktreihen a und KI ist und gehoi-t 
dern Strahlcnbüschcl 11. O. G J  an, W. z. b. W. 

Wir wollen auch hier den Sprachgebrauc,h einführen, da6 jeder 
Kraftestrahl der Ebene an dem System in bezug aiif jeden Punkt  C 

I l *  
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164 Beitrag zur graphischen Dynainik des starren ebenen Systeina. 

der Ebene als Geschwindigkeitspol eine bestimmte Wendepolgerade 
erster Art erzeugt. 

Entsprechend dem Beschleunigungspolkreis zweiter Art gilt für 
die Wendepole der Satz: 

V. Die Wendepole, welche von den aol Kraften eines Parallel- 
P 

kraftebüschels von der Grole P, das durch den Durchmesser 31w% des 

von ihm erzeugten Beschleunigiing~olkrekes (zweiter Art) charak- 
terisiert werden moge, erzeugt werden, liegen auf einer Geraden, der 
Wendeplgeraden zweiter Art i,, welche durch A geht, und auf CS 
senkrecht steht. 

Der Beweis ist analog wie bei IV. 
Berner erhalten wir (Fig. 3): 
VI. Die Tangentialpole, welche von einem Kriiftestrahl p in bezug 

auf einen bestimmten Punkt C der Ebene als Geschwindigkeitspol er- 
zeugt werden, liegen in einer Geraden h l ,  die durch den Impulspol E 
hindurchgeht und zu C S  senkrecht steht, der Tangentialpolgeraden 
erster Art. 

Denn nach einem bekannten Satze liegen die Punkte H, die auf 
den Strahlen des Strahlenbüschels J G  so hestimmt sind, daB HC J -  90° 
ist, ebenfalls auf einem Strahle dieses Büschels. Und: 

VII. Die Tangentialpole, welche von einem Parallelkriiftebiischel 
von der Grole P in bezug auf den Punkt C der Ebene als Ge- 
schwindigkeitspol erzeugt werden, liegen auf einer Geraden h,, die 
durch S hindurchgeht und auf CA senkrecht steht, der Tanqentialpol- 
geradea sweitw Art. 

Mithin ergeben sich der Wendepol und Tangentialpol, die eine be- 
stimmte Kraft P an deni System erzeugt, als Schnitt der Wendepol- 
geraden und Tangentialpolgeraden erster und zweiter Art, die durch 
den Kraftestrahl und das Parallelkraftebüschel, denen P angehort, defi- 
niert sind. 

8. Die Methode, nach aelcher wir die in Art. 2 definierten Auf- 
gaben losen wolle~i, beruht nun in îolgendem: Zuniichst ist zu be- 
merken, da1 die Anzahl der voneinander unabhiingigen Hedingungeri 
fiir das ebene System und damit die Zahl der ~inbekannt~en Keaktionen 
hochstens zwei sein kann. Für jede dieser Bedingungen ist die Wirkuags- 
h i e  der durch sie hervorgerufenen Reaktion bestimmt - sie ist die 
Itichtung der Normalen zu der die Bedingung darsteilendcn Kurve. 
Wie bei der analytischen Rehandlung führen wir das Problem auf eines 
,,freiert' Bewegung zurück, indem wir uns die Bedingungen entfernt und 
in jenen Normalenrichtungen die Reaktionen airkend denken; ihre 
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Gr6Ben Sind unbekannt, jedenfalls gehoren aie aber den Kraftestrahlen 
an, welche in die bczüglichcn Normalen hineinfailen. W i r  haben also 
ein starres System unter dem Einflusse von zae i  bzw. drei Kraften (je 
nach der Anzahl der Bedingungen), deren Richtnngen siimtlich bekannt 
sind, von der % d e r e n  Kraft ist ülerdies die Grol3e gegeben. Nach 
Art. 3 und 7 Tilt sich für jeden Kriiftestrahl der Beschleunigungspol- 
kreis erster Art und für den gegebenen Geschwindigkeitspol C die zu- 
geliorige Wendepolgerade konstruieren. Jeder Kraft entspricht ein Be- 
schleiinigungszustand, den sie erzeugen würde, wenn sie für sich allein 
auf das System eiriwirlite, und der wirklich auftreteride Beschleuiiigungs- 
xustaiid entsteht durch Superposition der einzelnen ReSchleunigiings- 
zustande dadurch, daB die einzelnen Kriifte gleichzeitig auf das Systeni 
einwirken. Der Fall, daB das ebene S-j-stem einen festen Punkt hat, 
verlangt eine etmas abweicherlde Behandlung, die wir unten gebeu. 
wolien. 

9. E s  handelt sich nun darum, die Zusammensetzung von Be- 
schleunigungszustGnden, welche der gleichzeitigen Einwirkung mehrerer 
Krafte auf das ebene System entsprechen, diirchzuführen, wcnn sich 
das System mit gegebenem Geschwindigkeitszustande bewegt. E s  gilt 
der Satz: 

VILI. Der -Wendepol (J) des Beschleiinigungszustandes, welchen 
die Resultierende zweier oder mehrerer gleichzeitig einwirkender Krafte 
an dem System hervorbringt, ist der Endpunkt der Streckensumme, 
welche durch geometrische Addition der Verbindungsstrecken des Massen- 
uiittelpunktes S mit den wendepolen (J,) der von den eirizelnen Hriften 
erzeugten Beschleunigungszustnnde gcbildet wird: 

Wir werden den übrigens einfachen Beweis dieses Satzes in einer 
folgenden Arbeit nachtragen. 

Für die Ermittelung des Beschleunigungspoles konnte die aus der 
elementaren Mechanik bekannte 13eziehung zwischen den Winkelbe- 
schleunigungen 

m' = C m ;  

verwendet werden. Nun ist 

daher 
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1st der Weiidepol J und damit der Wendekreis für die resultierende 
Bewegung bekannt, so konnte durch Auftragen des Winkels Â. an JG 
in richtigen Sinne der Beschleunigungspol erhalten werden. 

Gei den unten folgenden Anwendungen gelangt diese letztere 13e- 
ziehung lediglich als Kontroiie zur Ausführung. Wi r  werden an ihrer 
SteUe die oben definicrten Gcbilde ,,zweiter Art" verwenden und fügen 
hier nur die Bernerkung a n ,  daB sich der Durchmesser ~d des Be- 
schIeunigungspolkreises zweiter Ar t  für die resultierende Bewegung 
durch geometrische Addition der entsprecheriden Durchmesser f ü r  die 
Einzelbemegungen a, in bezug auf S ergibt: 

ein nach dem Prinzip der Erhaltung der Bewegung des Massenmittel- 
punktes selbstverstandlicher Ansatz. 

10. Urn nun den EinfluB der Bedingungen auf die Hewegung des 
Systems einzuführen, beniitzen wir die Umkehrnng der bekannten Koii- 

PIE. 4. struktion des Krüu~mungsmittelpunktes der 
Bahnkurve eines Systempunktes mit IIilfe 
des Wendepoles. l) 

Nach dieser Konstruktion ergibt sich der 
Krümmungsmittelpunkt K ' der Bahnkurve 
eines Systempunktes 31 aus dem gegebenen 
Geschwindigkeitopole C und Wendepole J in 
folgender Weise: Man verbinde (Fig. 4) M 
mit J und mit C, ziehe L ~ I  BC b' 1s zurn 
Schnitt L niit M J  und mache LKI~ J C ;  
dann ist K der gesuchte Krümmungsmittel- 

K purikt. 
1st nun umgekehit der Krümmungsmittelpunkt K bekannt, s o  kann 

zufolge dieser Koristi-uktion eine Gerade j als Ort für den Wendepol J 
angegeben werden; man erhiilt sie, wenn man L die Gerade 1 (1 KM) 
diirchlaufen l i B t :  J be~chreibt  dann eine zu 1 parallele Gerade j, welche 
durch Ausführung der obigen Konstruktion in  umgekehrter F o r a  für 
einen beliebig gewahlten Punk t  L' von 1 erhalten werden kann. 

Wenn zwei Punkte des Systems gezwungen werderi, vorgegeberie 
Bahnkiirven zu beschrcihen, w r l c h ~  für den betreffenden Zeitpunkt 
durch ihre Normalen und Krümrnungsmittelpunkte gegeben sind, dann 
ist der Wendepol der resultierenden Bewegung durch zweimalige Aus- 

- - 

führung der angegebenen Umkehrung gegeben. I n  diesem Falle wird 
. - 

1) Siehe S c h e l l ,  Theorie der Bewegung und der Eaf te ,  Bd. 1, S, 4G4. 
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man es jedoch vorziehen, das folgende Verfahren zur Ermittelung des 
Wendepoles zu verwenden, welches auf der Zurückführung des durcli 
die beiden betrachteten Systempunkte und die zugehorigen Krümmungs- 
mittelpunkte gebildeteri Viereckes auf eiri Kurbelviereck beruht, von 
welchem die Krümmungsmittelpunkte die Endpunkte des ruhenden 
Gliedes sind. Das Verfahren m6ge hier ohne Beweis wiedergegebm 
werden. 

.2!, und 171, seien die geführten Systenipunkte, KI und Kz die 
Krümruurigsrnittelpunkte ihrer Bahnen in diesern Augenblicke (Fig. 5). 

- 

Man rerliingere KZ und MlM2 bis zum  chn nit te A, Klïîl, und 
-- -- 

K217.PB bis zum Schnitte B; mache ~ C I  h7,K2, CE BB,4 und errichte 
in den Punkten D und E die 

Big. 6. 
Senlirechten DJ 1% $Il, -... 

................. . 
B 

Ë J  I K~ X,, d a m  ist J '/:; 
. . 

.' '> ..... . . 
'I ._ . . . , . . . .  
\. ., . . .... . . .  . . .  . . .  der gesuühte Wendepol. .. .- . . . .  . , .. . -.. . . 

Wenn ein Punkt des . . . . 
!lfz . . ....... ... 

bewegten rade beschreibt, Systems dann eine geht Ge- /,,/y 
D. :., .ri2 diese durch den Wendepol ..._ .. -_ 

, . . '.. 
und der sie beschreibende . . , . . .  . ... .. 

, .. '. . . , . . . 
Punktliegt auf dem Wende- .,, -.__ .. %. . . . , . . .  . . 

. . .  . - 

kreise [Sche l l  a. a. O.]. .. '. . . .  .. ' . . ... ................... .:., .:i 
..... Wir gehen nun dazu KI .& A 

über, die Ei-niittlung des .. 
. . . . 

resulticrenden Beschleuni- . . . . 
'.._ 

. . . . gungszustandes für die . . .. . , , .... '.- . J 
.- .......... - .  ....... einzelnen moglichen F d l e  'c E 

gesondert zu besprechen. 
11. Bine Bedingung (Fig. 6). Der Punkt 32 des Systems sei ge- 

zwungen, sich auf der Kurve p zu bewegen, welche der festen Ebene 
angehort. Ferner sei gcgeben: Der Geschwindigkeitspol C (auf der 
Kurvennormalen n), die Winkelgeschwindigkeit w in  dem betrachteten 
Zeitpunkte und die einwirkende Kraft P, bezw. deren reduzierte 
- P SA - - Für die gegebene Bedingung muB der Wendepol des 

P M o 2 '  

resultierenden Beschleunigungszustandes J auf der Gereden j liegen, 
welche durch Angabe des ~rümmungsmittelpuilktes K der ~ u r v é  p 

für 171 nach der in Art. 10 wiedergegebenen Konstruktion erhalten 
werden kann. Diesen resultierenden Beschleunigungszustd denken 
wir uus durch Superposition der beiden Beschleunigungszustànde hervor- 
gcbracht, welche die gegcbene Kraft P und die nnhekannte Reaktion, 
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N ,  je fiir sich d e i n  an dem System erzeugen wiiiden. Der erstere, 
der durch G,, J, charakterisiert ist, ist mit P gegelsen. Der Kriifte- 
strahl n, dem die gesuchte Realition N angehürt, erzeugt einen Be- 
schleunigungspolkreis erster Art .Kn und für den Piinkt C als Ge- 
schwindigkeitspol eine Wendcpolgeradc i7, (1 CF, durch 8).  Daniit 
ist aber der resultierende Wendepol J und der Wendepol J, des von 
der Reaktion N allein erzeugten Beschleunigungszustandes gefunden; denn 

kommt. Die durch J zu CS gezogene Senkrechte 

nach (1) Art. 9 ist 
A - -  

SJ= SJ, + SJ*, 

wodurch J auf j und 
J, auf in bestimmt 
sind. Der Kreis über 

C J, gibt den Wende- 
kreis des von der 
Reaktion AT allein er- 
zeugten Beschleuni- 
gungszustandes; sein 
Sclinitt mit En lie- 
fert sofort den zu- 
gehiirigen Beschleu- 
nigungspol G, and 
zwar eincleutig, da 
der zweite Sckinitt- . 
punkt Fn von in mit 
li,, durch den der 

Wendekreis hin- 
durchgeht, hierfür 
nicht in Betracht 
gibt im Schnitte mit 

N 
n' ( 1 1  w) den Endpurikt der redueierten Reaktion 6% = ;TIriie (Satz V, 

Art. 7). Damit ist aber auch die in 2) angreifende Gesamtkraft Ii, 
bew. deren reduzierte gegehcn, dcnn es ist 

li - P A N  -- 
_ j w Z  - *,oz + = S A ;  

dabei ist J A I  CS. Der von R erzeugte Hcschleunipngszustand stellt 
die Losung der Aufgabe dar. .- Der - zugehorige Bc~chleuni~ungspolkreis 
erster Art, 4, der durch S,U(US- SB = k2, III. Art. 6) und $ ' (CF1  JS  
auf dieser letzteren gelegen) bestimmt kt, miiB die Inversion der kVir- 
kungslinie in bezug auf den Kreis 7c sein, was als Kontrolle dienen 
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kann. Der Schnitt von KI mit dem über S'A gesehlagenen Beschleunigungs- 
polkreis zweiter Art gibt den gesuchten Beschleunigungspol der resiil- 
tierenden Bewegung G; dabei ist J G  I Gc. - Als weitere Kontrolle 
kann die durch Gleichung (2) Art. 9 ausgedrückte Beziehung dienen; 
ferner ist G S A  = + G C J  und % G,SA, = +C G,CJ,. 

Es sei hier noch darauf hingewiestin, daB die Einführung der Be- 
dingung für den Punkt Jf - ohne iiuBere Kraft P - einen Be- 

- - 

schleunigungszustand zur Folge hat, der ebenfalls leicht erhalten werden 
kann: Aus geoinetrischen Gründen muB n5mlich wie zuvor der Wende- 
pol Jn des gesuchten Besühlennigungszustandes auf der Geraden j liegeri; 
und da der Kraftestrahl n, dem die gesuchte Beaktion angehort, n u r  
Wendepole auf in erzeugen kann, so liegt J i  notwendig im Schnitt- 
punkt von j und in. Der Kreis über CJ; gibt d a m  den Wendekreis 
und sein Schnitt mit dem von n erzeugten Beschleunigungspolkreis 
erster Art Kn den gesuchten Beschleuiiigungüpol Gn. 

12. Zwei Bedingungen (Zwanglauf). (Fig. 7). Zwei Punkte Mr 
und 31% des Systems sind gezwurigen, sich auf zwei Kurven Â. und v 
su bewegcn, welche in der Bezugsebene fest liegen; ihre Normalcn 
seien 1 und n. In  dem betrachteten Zeitelemente drehe sich das System 
mit der Winkelgeschwindigkeit m um C, dem Schnitt von 1 und n und 
werde von einer Einzelkraft P angegriffen. Man ermittle den resul- 
tierenden Beschleunigungszustand und die GrGBe der Reaktionen. 

Durch die Krümmungsmittelpunkte K, und Kn der Kurven 1 und v 
für das betrachtete Zeitelernent ist der Weildepol J des resultiereriden 
Beschleunigungszustrtndes nach Art. 10 bestimmt. Der von P ailein 
an dem System erzeugte Beschleunigungszustand (G,, J,) kann ohne 
weiteres konstruiert werden. Wir  erhalten dalier in der geometrischen 

1)iffererenz von SJ und srT dm Wendepol J j n  für jcnen Beschleunigiings- 
zustand, welchen die Reaktionen L und N der Kurven A. und v zu- 
sammen an dem System erzeugen müssen, 

A SG = S J -  SJ,. 

Zeichnen wir ferner die von den Kraftestrahlen 1 und W., deiieii die un- 
bekannten R,eaktionen 1, und N bzw. angehoren, erxeugten Beschleu- 
nigungspolkreise erster Art  Kl und En und in bezug auf C die Wende- 
polgeraden erster Art i, und ?*, bzw., so erhalten wir die Wendepole 
J ,  und J, der Beschleunigungszustande, welche die Reaktionen je für  

- 

sich aiiein an dem System erzeugen würden, indem wir S q ,  nach den 
Richtungen i, und in in zwei Komponenten zerlegen: 
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170 Beitrag zur graphischen Dynamik des starreu ebenen Systems. 

Die Wendekreise über m, und C J ~  gcben clam im Schnitt mit den 
bezüglichen Beschleunigungspolkreisen Kl und K9L die Beechleunigungs- 
pole G, und G,. Zieht man durch S die Geraden l ']Il ,  n ' ln ,  erhalten 
wir auf dieçien irn Schnitt mit 4 A ,  (1 CS) und J,A,(I CS) die Punkte 

Fig. 7. 

A, und A,, welche die GriiBen der rediizierten Reaktionen lv,i und 
-7 
1 Y  

- liefern; damit ist der ,,reduzierteL' Krafteplan gegeben. Die geo- iwoe 
P L metrische Summe von -- -- N 

und 1w7 liefert die an dem System 
Mo," >MI" 

nngreifende, rcduzierto Gesamtkrnft : 
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sie geht durch den Punkt D, in welchem P ron  der durch C gehenden 
A 

Kraft L + A' geschnitten wird. 1st R und ihr Ort in der Ebene ge- 
funden, so erhalten wir den Beschleunigungspol G der resultierenden 
Bewegung, die eben von IZ erzeugt wird, als Schnitt der beiden zuge- 

horigen Beschleunigungspolkrcise erster und zweiter Art, wobei JG 1 CC 
sein muB. Als weitere Kontrolle ergibt sich die Tatsache, da0 die 
Richtungen der Beschleunigungen von S in den einzelnen Beschleu- 
niguugssystemeu (Gia, (G,Jn), (Gin, 4R) und (G, J) den Iriezgl. Kraft- 
riehtungen parallel ausfallen müssen; ilire Gr6Ben sind den reduzierten 

A 

Krgften L, N, L + N u n d  IZ proportional. Endlich kanu die Lage der 
Beschleunigungspole G,, und G nach (2) Art. 9 kontrolliert werden. 

Diese Methode zur Ermittelung des Beschleunipngszustandes bleibt 
auch anwendbar, wenn an den Kurven l. und v Reibung von bekannten 
Reibungsziffern f, = tg Q , ,  f s  = t g  pz auftritt. Die Riçhtungen der Re- 
aktionen L und Ar sind dann einfach um die Punkte 1% und Zn im 
Sinne der Drehrichtung des Systems um den Reibungswinkel zu ver- 
drehen usw. 

13. Bewegulzg um e i m z  festen P u d i t .  (Fig. 8.) Das ebene System 
drehe sich (durch zwei Zeitelemente) uni einen festen Punkt C mit der 
Winkelgeschwindigkeit m und werde von LuBeren Kraften bceinfluBt, 
deren Besultante P ist; man bestimme den Rcschlennigiingszustand und 
die Reaktion des festen Punktes für deil betrachteten Zeitmoment. 

Auch hier denken wir uns den resultierenden Beschleunigungsi- 
zustand durch das Znsammenwirken der bekannten Kraft P und der 
unbekannten Reaktion B des festen Punktes hervorgebracht; jetzt ist 
auch die Itichtung diescr Rcaktion unbekennt, ihrc mTirkungslinie geht 
aber jedenfalls durch C. Wir konstruieren zunachst wieder den Be- 
schleunigungspol und Wendepol jenea Beschleunigungszustandes (G,, J,), 
den P für sich allein an dem System erzeugen würde. Da hier die 
Punkte G und J, welche den resultieienden Besclileunigungszustand 

kennaeichnen, mit C zusammenfallen, so mua die Strecke SC" S T  ='s J,, 
den Wendepol J ,  (den Wendepol des Beschleunigungssystems) ergebeii, 
den die! Reaktion N des Punktcs C: für sich allein an dem Syfitem er- 
zeugen würde. Der Beschleunigungspolkreis En des Kraftestrahles 71, 

der mit N zusammenfiilt, ist dann bestimmt durch die drei Punkte 

S, F ( C F  1 J,S) und B (BS. SC = 12, Art. 6, III); die Richtung der 
Reaktion N ist zu E,S senkrecht, wenn En der Iuipulspol von K,, ist. 
Zieht man n ' i n  durch S, J,A, I C S  bis zum Schnitt A, mit n', so ist 

N iSd, die Grofle der reduzierten Reaktion Der zweite Schnitt- 
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piinkt von E, mit dem Wendekreise CJ, gibt G,, den Beschleunipirigs- 
pol des von .A7 erzeugten Beschleunigungszustandes, wobei QC GCJ, 
= $ GSA,. Die Resultierende aus und Y gibt die auf das System 
einwirkende Gesamt,kraft R; ihre reduzierte ist 

~ - A - -  

S A  = + SA,.  

Die Grole der Beschleunigung des Nassenmittelpunktes ist SÀ . m e .  - 

P Fig. 8. 

Wir bernerken zum Schlusse, daB diese Methode auf den Fall, wo  
Beschleunigiingssysteme gleicher und gleichgerichteter Beschleunigungen 
vorkomrnen, wie sie dureh die Schwere erzeugt werden, nicht anwend- 
bar ist. Die darauf beziiglichen Fragen, sowie die Weiterführung des 
hier verfolgten Gedanltenganges auf gelenkig verbundene Systeme soilen 
den Gegenstand weiterer Arbeiten bilden. 
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Die Ermittlung der Bewegungsverhaltnisse von Enrbel- 
getrieben in einfacher zeichnerischer Behandlnngsweise. 

Von LEOPOLD FEIGL in Wien. 

1. Einleitnng. 
Bei der Durchführung der geornetrischen Eonstruktionen, welche 

sich anlaBlich der Untersuchung der Bewegungsverhiiltnisse von Kurbel- 
getrieben ergeben, ist man hiufig gezwungen mit Kreisen von groBen 
Halbmessern zu arbeiten. Abgesehen von der Unhandlichkeit der hierzu 
notwendigen Zeichenhilfsmittel, werden die bei jeder geometrischen 
Konstruktion auftretenden Behler durch die unrermeidlichen Federungcn 
des Zirkels bedeutend vermehrt. E s  soli nun in der vorliegenden Ar- 
beit ein Verfahren angegeben werden, welches die Bewegungsverhaltnisse 
bei Kurbelgetrieben ohne Zuhilfenahme der Bogenprojektion ermitteln 
IiEt. Zuriachst werden zwei geometrische Aufgaben g e l k t  werden, 
welche die Grundlage für dieses Verfahren bilden. 

A u f g a b e  1. (Fig. 1.) Ein Kreis ist gegeben durch einm Punkt A 
seines Umfnngs, durch die Richtung des durch A gehenden Halb- 
messers AT und durch die Lange des IIalbmessers AB= 1. Es soll 
ein beliebiger Punkt BI des Hreisumfangs ermittelt werden unter der 
Voraussetzung, daB der Mittelpunkt B des Kreises auflerhalb der Zeichen- 
flache liege und mir TCon~truktion nicht verwendet werden konne. 

Um Aufgabe 1 zu losen, legen wir durch den Punkt A einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt Bo1) und dessen Halbmesser  AT^ = r ist. 

1) In  Fig. 1 wurden einige Punkte mit  Rücksicht auf den durchznfiïhrenden 
Beweis anders bezeichnet als die analogen Punkte der folgenden Figuren. 
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Mittelpunkt und Halbmesser k6nnen frei gewiihlt werden. Nun nehmee 
a i r  die durch B gehende Gerade g an, auf welcher der gesuchte 
Punkt Bi liegen soll. Wie die Gerade g ermittelt wird, iut fiir die 
L6sung der Aufgabe ohne Belang. Wir  bestimmen ziinkhst ein Ahn- 
lichkeitszentrum der beiden Kreise (B,  2)') und (Bo, r), hier das SuBere C. 
C wird als Schriitt zweier ahiilichkeitsstrahlen gefunden, und zwar dei- 
Verbindungsgeraden der bcidcn Mittelpunkte B und Bo und der Ver- 
bindungçgeraden der Kreispunkte A und A,, welche aiif den prallelen 

Halbmessern BA und B a o  liegen. Wenn wir nun ' einen Punkt BI 
des Kreises (B, 1 )  suchen, so miiB er auf einem Ahnlichkeitsstrahl C% 
liegen, welcher durch den clem Punkte BI entsprechenden Punkt 
des Kreises (Bo,r) geht. S u n  stellen wir die Bedingung, da1 das 
~hnlichkeitszeritrum C zur Bestirnmung von BI nicht verwendet werden 
solle. Daher verhinden wir A, mit 11: und lcgcn durch A eine zu 
- 

A o q  parallele Gerade, welche die Gerade g in BI :,chneidet. E s  ist 
also die Konstruktion reduziert auf das Zeichnen der Geraden A-, 
bzw. auf die Ermittlung des eweiten Schnittpunktes 3 der Geraden A- 
mit den~ Kreise (74, r). Um R zu finden, machen wir +: @BOR 
- b, BOAB=% y. E s  ist aber auch % ABoAo =+ B O A B = +  y 
als Wechselwinkel, daher 4 Bf  BoE = < ABU,Ao. Diese Winkel liegen 

nun so, daB ihre Scheitel Bo mit der Spitze und ihre Scbenkel R;A 
- 

und BOAo bzw. BoE und B,@ mit den Schenkeln der gleichschenke- 
ligen Dreiecke ABoE und A, R, identisch sind. Es inüssen deshalb 
die Geraden A B und &%! als Grundhieh dieser Dreiecke einander 
pardlel sein. Man findet daher den Punkt BI, indem man durch Bo. 
die Gerade go parailel der Geraden g zeichnet, den Winkel q B 0 E  = < y  
auftriigt und die Geraden A E  und g ziim Schnitt brjngt. 

Aufgabe  2. (Fig. 2.) Gegeben ist eine beliebige ebene Bewegung 
mit einem li'rciheitsgrade. Wir  betrachten zwei zusammenfallende 
Ebenen: eine derselben, '8, sei fest, die andere, 23, beweglich. Die 
Bewegung der Ebene 23 ist eindeutig bestimmt, wenn man die Be- 
negung zweier in der Ebene !8 fester Punkte A und B kenut,, deren 
Abstand A R -  2 ungeiindert bleiben muB. Die Rahnkurven von A 
und B in der festen Ebene % seien F; und 7. Sind also die Kurren 
5 und 7 und ein Paar zugeordneter Lagen A B ,  damit auch der Ab- 
staud AU = 1, gegeben, eo ist jeder Lage A eine Lsge U eindeutig 
zugeordnet und umgekehrt, d. h. die Kurven 517 sind pnnktweisc 
ein-eindeutig aufeinander abgebildet. Diese Abbildung wolien wir 
zunüchst als gegeben .o.oraussdzen. Bei den Anwenduqen, welche diese 

1) KI& (B, I j  = Krcis mit dem Mittelpunkt B und Halbinesaer 1. 
' 
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Aufgabe auf die Kurbelgetriebe finden wird, ist dies tatsachlich der  
Pall. Neben der Kurve 7 betrachten wir eine Kurve y,, welche aus 71 
durch eine Translation von çegebener Ilichtunq uni die Strecke 1 her- 
vorgeht, wobei jeder Purikt B von 7 in einen Puilkt BI von Tl über- 
geht. Da durch dieselbe auch 7 und 7, punktweise ein-eindeutig aiif- 
einander abgebildet sind, so gilt das Gleiche von den Kurven 5 und vi, 
w e m  jedem Punkt A der entsprechende Punkt BI zugeordnet wird. 
Wir nehmen an, die Kurve 7 befinde sich nicht mehr auf der Zeichen- 
fiache, wahrend die Kurven 6 und q, zugiinglich sind. E s  sou zu 
jedem Punkt A von 5 der entsprechende Punkt RI von 7, gefunden 
werden, ohne dai3 man die Kurve 17 dabei verwendet. 

Big. 2. e \ 

Diese Aufgabe 1aBt sich auf die Konstruktion Fig. 1 zurückführen, 
denn man kann die Frage auch so steilen: es ist jener Punkt 3, der 
Kume q, zu suchen, welcher auf einem Kreise lie& dessen Mittel- 
puukt der Punkt B auf 7 und dessen Halbmesser B A  = 1 kt. Dabei 
ist vorausgesetzt, B sei uuz~gi in~ l ich .  Wir  zeichnen nun den Hilfs- 
kreis ( O ,  r), [in Fig. 1 &eis (Bo, r )  bezeichnet]. Wo der Mittelpunkt O 
angenommen wird, ist belanglos; in Pig. 2 wurde er in die durch U 
parallel der Translationsrichtung gehende Gerade verlegt. E s  geschah 
dies, weil sich dadurch bei Kurbelgetrieben die analoge Konstruktion 
am einfachsten gestaltet. Die Allgemeinheit der h u n g  bleibt hiervon 
unberührt. Die Konstruktion wird mit Hilfe des Halbmessers O E ,  
wobei % N O E  = < y ,  und der Geraden Kx durchgeführt. Irn Schnitt 
von AE und y, liegt BI. E s  wurde bereits erwihnt, daB im beson- 
deren Falie eines Kurbelgetriebes das Gesetz der punktweisen Abbil- 

dung der K u r v e ~  f q  bzw. 67, stets bekannt ist; es ist dann einfacher, 
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176 Die Rrmittlnng der Rewegungsverhkltnisse von Kiirbelgetrieben 

die Lage des Punlrtes E nicht durch Ubertragung des Winkels .J zu 
ermitteln, da -$c y als nicht gegeben zu betrachten ist, sondern auf 
folgende Weise: m a n  konstlriiicrt statt des Punktes E sein Spiegel- 
bild Il bezüglich OZ, indem man durch einen Punkt a,, wobei 
- 

1 
- 

1 -- 00, = -n . m, eine Gerade p a r d e l  02 le& auf dieser ~ , a  = . OB 
12 

auftriigt und den Punkt D mit O verbindet. Der Sühnitt der Gcraderi 
-- 

O B  niit dem Kreise (O, r) gibt den gesuchten Punkt B. E s  ist dann 
A O ~ B - A A O B ,  somit * B o & = - + ~ B A o = $ ~ .  Nimint man 
1 r -- - -  - r 

.n 1 
an, so wird 00 - - und D filll; mit D zusarnmen. D kann 

1 -  1 
für jede Lage A ermittelt werden, da im spezieilen Faile das Verhalt- 

nis der Gliederlingen f bekannt ist. E s  ist von Wichtigkeit', zu jeder 

Lage des Punktes A die Lagen aller Glieder des bewegten Getriebes 
zu kennen. Diese kann man innerhalb des Kreises (O, s) folgender- 
maBen festlegen: man verbindet i3 mit dem zweiten Schnittpunkt H 
der Geraden ml mit dem Kreise (O, Y), bringt EH mit cincr durch F 
parallel zu B O  gelegten Geraden zum Schnitt K und verbindet K mit 
BI; B O  ist BIK -H- 0 2  = r, KT# A% = 1. E s  seien bezeichnet 
QCAOB=<cr und x O B A - % P .  Es ist x A O D = n - % B O A -  
* D o n i - = n - a - y = % P ;  x H O G = + E O F = + . A O B = : + p ;  

<% E Z F =  x G P I I  = -j; _, als Peri pheriewinkel zu den Zentriwinkeln 

P + E O F  bzw. S; GO K. PH schlieBt mit B-O den Winkel ein, da 

F-G II . FE - z?, als Seiten des gleichschenkeligen Dreiecks 
F K B .  OZ 1 FH, als Diagonalen des Deltoids F K H O .  Daher ist 

a K O I , = x  (;-8) = ~ A I q M ;  da ferner F ~ = ~ x u n d  % O L K  
X = & B I M A = - ,  so ist AOLE-.AB1MA. hlithin K O =  AB, 
2 

. -  

Daraus folgt: A O K J -  AB,AB, weil OX= BIA, J O K =  g B 7 ? , A  
X P - < ( T - ï )  und ~ O K J - ~ B I A B = + ( ~ - ~ ) .  Daher ist 

O J =  BTB = 1, K J =  AB = 1 und * O JK- < B , B A =  * B .  Endlich 
ist A O K B l ~ A B I A O ,  weil K O  = AB,, %XOBl= <x ABIO 

n P -  =$(1+ y), 0111 = B I O ,  d. f B,K=GA=r, ~ O B I R , R - ~ R , O A  

= < w. Von dem Dreieck B,EJ kann man bei Rurbelgetrieben den 
weitgehendsten Gebrauch machen. 1st der geometrlsche Ort der Punkte 
R leicht zu bestimmen, so folgt hieiaus cine einfache Ermittlung der 
Punkfe B,. In  allen Fallen jedoch kann AB, KJ, bzw. die Gerade E H  
zur einfachen Konstruktion der Weg-Geschwindigkeits- und Beschleu- 
nigungskurven des Punktes B dienen. 
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IÏ ,. T:, U L L  Ermittlung des Kreuzkopf-Weges bei einigen Kurbelgetrieben. 

!:s s o l i  nun die Anwendung der vorangehenden Konstruktionen 
auf K~r~dlge t r i ebe  gezcigt werden. Burbelgetriebe entstehen aus dem 
Gelenkviereck, dern einfachen ebenen Mechanismus mit vier Dreh- 
paarungen, wenn eines seiner Glieder festgestellt wird.') Es k6nnen 
aber auch die Drehpaarungen teilweise durch Richtpaarungen ersetzt 
werden (Schubkurbelgetriebe). Bei auen Kurbelgetrieben müssen daher 
die Kurven und 7 Kreise oder Gcraden sein. Da stets mindestens ein 
Glied des Getriebes, die Kurbel oder Schwinge, eine drehende Be- 
wegung macht, kann die Bahnkurve des Endpunkts dieses Gliedes mit 
dem Hilfskreis (O, r) identifiziert und die Bewegung der übrigeri Glieder, 
seien es Kurbeln oder Koppeln, lcicht festgelegt werden. E s  sollen 
aus der groBen Zahl von Kurbelgetrieben, welche durch Kombination 
von Dreh- und Richtpaarungen, ferner durch die Wahl der Langen der 
einzelnen Glieder und Abstande der Drehpunkte, aus dem Gelenkviereck 
entstehen, nur drei hervorgehoben werden, die iru Maschinenbau hiiufige 
Anwendiing finden: das zentrische Sehiibkurbelgetriebe,  da^ exzentrische 
Schubkurbelgetriebe und das Schwingkurbelgetriebe (auch Doppelkurbel- 
getriebe bzw. Doppelschwinggetriebe). Alle übrigen Kurbelgetriebe 
lassen arialoge Konstruktionen zu. Auch soll nur die Bestimrnung des 
Weges gezeigt werden, srahrend hinsichtlich der Konstruktionen der 
Koppelkurven, der Bahnkurren von mit einzelnen Gliedern fest ver- 
bundenen Punkten usf. auf das Lehrbuch der Kinematik von B u r -  
mester  verwiesen sei, an Hand dessen das vorliegende Verfahren auf 
die erwahnten Konstruktionen angewendet werden kaniî. 

1. Das zentrische Schubkurbelgetriebe. 

Die Kurve f (Fig. 3) ist ein Kreis (Halbmesser = Kurbell'inge), 
die Kurve q eine durch den Mittelpunkt des Kurbellireises gehende 
Gerade (Kreuzkopfbahn). Als Hilfskreis beniitzen wir den Kurbelkreis 

- r =  . 
(O, Y), 001 = (normal + . Y). Die Konstruktion zur Ermittlung der 

um 1 verschobenen Kreuekopflage BI beschrankt sich auf das Zeichnen 

der Geraden OTD II O A, a I ri, und F D  (oder O ~ D ,  DE  und EA). 
Der geometrische Ort der Punkte K ist ein Kreis vom Halbmesser 1 
(gleich der Schiibetangenl5nge A ~ ) ,  der dnrch O geht und dessen Mittel- 
punkt L auf 7, bzw. v17 liegt. Daraus liBt sich eine zweite Konstruk- 
tion des Kreuzkopf-Weges ableiten: man projiziert A nach Kl und 
echneidet von El als Mittelpunkt mit r in 7 ein: es entstehen zwei 
- ~p 

1) L. B u r m e s t e r ,  Lehrliuçh der Kinematik, 1. Band, S. 283ff.,  Leipzig 1888. 
Z a i t s d m f t  f. Mathcmatik u. Ihysik.  68. Band. 1010. Hoft 1!2. 12 
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178 Die Ermittlung der Bewegungsverhaltnisse von Kurbelgetrieben 

Losungen B, und Bi, entsprechend den beiden zur y-Achsel) symme- 
trischen Kurbellagen 0 8  und 08' .  Es ergibt sich, daB zu zwei zur 

Fig. S. 

y-Achse symmetrischen Kurbelstellungen OA und 08' [mit den Winkeln 
< u = < To O A  und % (n - a)  = QC To OA'] Lagen der Schubstange 

Fig. 4. BA bzw. B'A' gehoren, 
die einander parailel qind 
(+ ARTo = Qr A'IYT, 
= j3). ES fallen 

demgemiiB die G eraden 

KZ und K'L bzw. die 
Punkte E mit H' und 
b" mit H zusammen. 
Dies ergibt sich auch 
aus der Bedingungsglei- 
chiing r sin a = 1 sin /3 
des Getriebes. Unter Be- 

O nutzung dieser Erschei- 
nung ist in Fig. 4 ge- 
zeigt, in welch einfacher 
Weise man die Kolben- 
stellungen (l,, 2,, . . .) 

Y erhilt, wenn der Kurbel- 

kreis in eine gerade Anzahl gleicher Teile geteilt wird, d. h. die Kurbel- 

1) In den Fipren 3-9 ist als Urspmng des Koordinatensystems der Mittel- 
pun%t O dea Kreises (0, r ) ,  die x-Achse parallel und die y-Achse normal der 
Itichtung der Translation angenommen. 
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Von LEOPOLD FEIGL. 179 

stellungen (a, 02, . . .) in bezug auf beide Achsen symmetrisch ange- 
nommen werden. Man findet zu 12 Kurbelstellungen die zugehorigen 
Kolben-(Kreuzkopf-)Stelliingen durch Zeichnen von 8 Geraden. Würde 
man die Lagen des Kreuzkopfes durch Bogenprojektion bestimmen, BO 

hiitte man 7 Kreisbogen vom Halbmesser 1 zu zeichnen, also acheinbar 
eine einfachere und geriauere LGsung erzielt. Auch eine geometro- 
graphische Untersuchung beider Methoden mit Hi& der Lem o i n  eschen1) 
Symbole würde für die Bogenprojektion sprechen. Zwei Konstruktionen 
lassen sich jedoch hinsichtlich ihrer Einfachheit und Genauigkeit nur 
dam vergleichen, wenn von anniihernd gleich groBen Zeichenhilfsmitteln 
Gebrauch gemaçht wird, was in diesem Palle nicht zutrifft. Nur die 
Durchführung beider Konstruktionen weigt, daB die erst:tngeführte die 
vorteilhaftere ist. 

2. Das exzentrische Schubkurbelgetriebe. 

Die Kiirve (Pig. 5) ist ein Kreis vom Halbmesser r ,  gleich der 
Kurbellange, .die Kurve 7 eine Gerade im Abstande e, gleich der Exzen- 

Big. 5. 

trizitat, von 0. q,, die um 1 verschobene Kurve r ] ,  fiillt, wie beim 
7 

zentrischen Getriebe, mit 7 zusammeu. W i r  rnachen wieder 00, = - 

Zur einfacheren Bestimmung der Punkte BI zeichnen wir den festen 

Hilfskreis (4, f r )  - Für eine bestimmte Steiiung der Kurbel hat 
-- 

man folgende Geraden zu zeichnen: CD 1) OA, D E  I r ]  und ËA. E A  
schneidet 7, in BI. Der Linienzug C D 8  ist so zu zeichnen, daB OIC 

1) A. Adler, Theorie der geornetrischen Konatiuktionen, S. 277ff.  Samm- 
lung Schubert LII, I~eipzig 1906. 

12* 
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180 Die Ermittlung der Be~e~ungsve rh i i l t~ i i s se  von Kurbelgetrieben. 

A 

der Kurbelstellung OA um irn Umlegungsuinne ABl voraneilt. Auch 

hier gilt das für zentrische Getriebe bezüglich zur y-Achse symme- 
trischer Kurbelstellungcn Gesagte. Ermittelt man mit Hilfe der B 4  
dingungsgleichung 1 sin /3 - r sin a: - E = O des Getriebes den geometri- 
schen Ort der Punkte K, so ergibt sich eine Kurve dritten Grades, die 
zur einfachen Bestimmung von BI unverwendbar ist. W i r  werden 
daher den Punkt L' aufsuchen. Die Llreiecke. OAN und NL'O sirid 
kongruent, die zugehorigen Seiten einander parallel. Vertauscht man 
die Punkte L' mit A und N mit 0, so ist leicht einxusehen, daB der 
geometrische Ort der Punkte L' ein Kreis vom Balbmesser Z ist, dessen 
Mittelpunkt P' auf 71' liegt und der durch O geht. Um daher N sus 
A zu bestimmen, projizicrt man A nach L, Kreis (Y, l ) ,  und schneidet 
mit r von L als Mittelpiinkt in x ein. Bus N ergibt sich dann BI, 
indein man durch N eine Gerade parallel ZS legt, und diese mit r ] ,  

zum Schnitt bringt. Diese Konstruktion ist dem sogenannten S c h o r  ch- 
schen Diagrarum') analog, aber in der Durchführung bedeutend ein- 
facher. 

3. Das Schwingkurbelgetriebe. 

Dieses in Fig. 6 dargesteilte Getriebe kann je nach Wahl der 
Liingen der beiden Kurbelarme und de~i Abstandes O M  der beiden 
Drehpunkte auch in das Doppelkurbel- oder in das Doppelschwing- 
getriebe übergehen. Die Kurve 5 ist ein Kreis vom Ealbmesser r = 07, 
die Kiirve 71 ein Kreis vom Halbmcsser Q = =. Um die Konstruktion 
zur Aufsuchung des Punktes Bi m6glichst einfach zu gestalten, kann 

man den festen Hilfskreis (O,, RI - y)  vcrwenden, wobei a = MO. 

Üherdies zeichnen wir ,rll, d. h. den Kreis (Ml ,  Q), wobei J r 0  = a - 1. 
Zur Bestimmung des zu 0 8  gehorenden Punktes BI dient die folgende 

- - 
Konstruktion: Gerade O, C 0 8  zum Schnitt zu bringen mit dem Kreise 

(O,, BI), Kreiô (c, R, = f p) zum Sohnitt zu bringen mit dem Kreise 

(O, r ) ,  Punkt D nach E zu projizieren, Gerade EX mit dem Kreise 
(Ml ,  p) zu sçhneiden U n  den richtigen Schnittpunkt (BI)  der Ge- 
raden E A  mit dem Kreise (Ml ,  Q) zu wahlen, hat man zu bedenken, 
daB die Punkte D und O bez~gl ich der Geraden CO, dieselbe Lage 

- 
einnehmen wie A und BI gegenüber x. E'H ist der Lage der Stange 

parallel, L%& gibt die Lage der Kurbel  tan. Man kann auch 
- -  

1) S ch o r  c h ,  Kolben- und Schieberdiagramme für doppeltwirkende Dampf- 
maschinen mit Xuachelschiebersteuerungen. Zeitachrift de8 Tereins deutscher In- 
genieiire, Jahlgang 1876, S. 403. 
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bei diesem Getriebe eine der S chorchschen analoge Konstruktiou 
durchführen. 

AnschlieRend an Kilrhelgetriebe kiinnten die einfachen Mechanismen 
mit Kurvenführung behandelt werden, welche neben niederen Paarungen 
auch eine h6here aufweisen. Betrachten wir die Bewegung einer Stange, 
von welcher ein Punkt A sich auf einer lieliebigen gegebenen Kurve 5 ,  
ein zwciter B auf einer Cleraden [oder einer leicht zeichenbaren Kurve 
etwa einem Kreise) bewegt, so wird die Konstriiktion mir Ermittlung 

Fia. 6. 

von BI, falls man von der Bewegung auf der Kurve 6 ausgehen kann, 
ohne erhebliche Schwierigkeiten durchführbar sein; bedeutend schwie- 
riger gestaltet sie sich, wenn man von der Bewegung auf 71 ausgeht, 
d. h. den Punkt A, suchen muB, da hier für jede Lage des Punktes B 
eine der Kurve ahnliche konstruiert werden muB. Falls beide Kiirven 
nicht auf einfache 'Weise zeichenbar sind, mu8 man Bogenprojektion 
anmenden. 

III. Geschwindigkeit und Beschleunigung des Kreuzkopfes beim 
zentrischen Schubkurbelgetriebe. 

1. Geschwindigkeit c. 

Man kann die Geschwindigkeit c des Kreuzkopfes B in einem 
Polardiagramm oder in einem Weggeschwindigkeitsdiagramm erhalten. 
In Fig. 7 gibt CE die Gr6Be der Geschwindigkeit im Polardiagramm 

an. < To OA - QC u, g A On = < P.  Daher ist, wenn wir T ~ L  Od 
-- 

1) Sch or c h ,  Kolben- und Schieberdiagramme fiir doppelt wirkende Dampf- 
maschinen mit Muschelschiebersteuerungen. Zeitachrift des Vereins Dcutschor 
Ingenieure, Jahrgang 1876, S. 403. 
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182 Die Ermittlung der Deweg~n~sverhAltnisse von Kurbelgetrieben 

Fig. 7. zeiühnen. 

;<\ 1 unter der Voraussetzung, 
die Geschwindigkeit des 
Punktes A,v= const.=r. 
Botrachten wir die Go- 
schwindigkeiten c und C' 

\\-/ 
zweier Lagen B und B' 

des Kreuzkopfes, gehorig zu den Kurbelwinkeln a und (a - a), d. h. 

zu zwei Lagen 0 8  und O A ,  die zur y-Achse symmetrisch stehen, so 
Pig. S. ergibt die Sunime von 

cundc': c+c'=2rsina; 
so daB, da in  Fig. 7 

-'= 2 r sin a, EX'= é 
sein muE. Will man 
daher die Geschwiridig- 
keiten des Kreuzkopfes 
zwischcn den Totlagen 
T,, und T, ermitteln, so 

. genügt es, die Lagen 
der ICurbel zwischen O 

n 
,' und zu berücksich- 

tigen, da hierdurch auch 
die Geschwindigkeiten 

7z 
zwischen - und n be- 

2 

'F stimmt sinrl. Wichtiger 

81s die obige Konstruktion ist die Ermittelung des Weggeschwindigkeits- 
diagramms, Fig. 8. Wir bestimmen auch hier die Geschwindigkeiten 
c und c '  zweier Lagcn des Kreuzkopfes B und B', welche zu zwei zur 

y-Achçe symmetrischeii Stellungan 08 und OA' der Kurbel phoren, 
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gerneinsam. W i r  suchen die Punkte BI und B,' auf und bringen FE' 
mit durch XI und Hi parallel zur y-Achse gelegten Geraden zum Schnitt. 
(Punkte F und F'). BIF= c, BT'= cf .  Aus A B,FK geht her- 

- -- r sin (a: + p)  
vor: BI F = 

cos p = c. Man kihnte  auch AG' durch eine durch O 

parallel EE' gehende Gerade teilen: AT= c, JG = c'. 

2. f ieuzkopfbeschieunigung p. 
Es soil vorerst ein Hdfssatz über die Beschleunigungen p und p' 

in Stellungen R und H' (bzw. RI und Bi) des Kreuzkopfes, die zu 
Fig. 9. 

xwei zur y-Achse symmetrischen Stellungen 07 und 08' der Kurbel 
gehoren, nachgewiesen werden (Fig. 9). Wi r  bezeichnen die Wege des 
Kreuzkopfes: TOI?, = s, T,,B; = s'. 

(1) . s = r ( l - c o s c r ) + Z ( I - c o s p )  

(2) s' = r ( l  + cos cr) + l(1 - cos p) 
(3) s l - s =  2 r c o s u .  
Beschleunigungen für BI bzw. Bi, unter der Voraussetzung v = r: 

cos ((Y + f3) CI cosa a p = r . - -  
cos j3 + t ' cosJ p 

cos fl z cosS p 
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184 Die Ermittlung der Bewegungsverh&ltnisse von Kurbclgetrieben 

Gleichung (7) lautet in Worten: für zwei zur y-Achse symmetrische 
Stellungen der Hurbel ist die Differenz der absoluten Werte der Wege 
des Kreuzkopfes gleich der Summe der absoluteil Werte der Beschlcu- 
n i p n g e n  des Kreiizkopfes. Aiif diesem Satze beruht die Konstiuktirin 
der Beschleunigungen, Fig. S. Man bestimmt die GroBen der Ge- 

schwindigkeiten c = Fp, c f =  1 3 7 ,  errichtet in 3" eine Normale auf 

E X ' ,  macht KJ = JT' und verbindet K mit 3': B,H = p, HB; = 11'. 
Der Nachweis lafit sich folgendermafien erbringen: 

- 

Verbindet man Gleichungen (8)-(12) und bestimmt BI H unter Zuhilfe- 
nahme der Grundgleichung des Getriebes 

(13) r sin a: = 1 sin p ,  
so erhalt man schliellich: 

coa p 1 cos p 
COS (01 - j3) 7=  cos2 'Y 

- y - - -  + - - - = 21'. 
2 cos3 p 

Um die Beschleunigungen an der richt,igen Stelle zu erhalten, projiziert 
rc 

man mit Hilfe einer unter - gegen die x-Achse gelegten Geraden H 
4 

nach L bzw. L'; für die Totlagen m, und 0E geht diese Gerade 
durch O,. Will maq statt der Beschleunigungskurve die Beschleunigungs- 
druckkurve erhalten, so hat man zu bedenken, daW zwischen der Be- 
schleunigung p und dem Beschleunigiingsdruck b die Beziehung besteht: 

h = 4 . p ,  wobei q das auf den Kolbenhub und auf die Einheit der 
9 

Kolbenflache (es ist dann auch b aiif die Einheit der Kolbenflkhe be- 
zogen) reduzierte Gewicht der hin- und hergehenden Maschinenteile 
und g die Beschleunigung durch die Schwere ist.l) Die Kurven für 

p und b werdcn identisch, wenn man den MaEstab so wiihlt, daB 4 " = r .  
9 "  

1) Des Ingenieurs Taschenbuch (der Bütte), 16. Aufl. 1. Abteilung, S. 690. 
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Man kann den I'unkt H auch durch folgende Konstruktion erhalten: 

man macht F'171- B i r ,  verbindet ,W mit BI und lagt durch den 

Schnittpunkt P dieser Geraden mit E-E7 eine Gerade normal ET. Diese 
schneidet x in H, Man kann die vorliegenden Konstruktionen auch 
auf die Mo h r sühe Beschleunigungskoristruktiori ') zurückführen. Legt 

man durch den Punkt F eine Gerade normal FZ, so ist diese eine 

Tangente an die Weggeschwindigkeitskurve, da die Beschleunigung B ~ H  
die Suljnormale dieser Kurve, sohin die Normale ist. (Siehe die 
Konstruktion der Beschleunigung nach B o u r  und 

Zum SchluB SOU die in Punkt 1 gezeigte Methode der Weg- 
bestimmung mit schon bestehenden Zhnlichen Konstruktionen vergliühen 
werden. Von Niheningsmethoden abgesehen, standen zur Verfiigung: 
die Verfahren von Müller:'), S c h o r c h ,  G o l d b e r g e r 4 )  u. a. m. Mit 
Ausnahme der Go l d b  e r g c r  schen Mcthode beruhen alle auf Anwendung 
mindestens eiries groBeri Kreises. Go1 d b e r g e r  verwendet zwar nur 
Geraden, doch kann seine Methode, wie allc übrigen mit Ausnahme 
der S ch  o re  h schen, die von B au  d i  ss5) verallgemeinert wurde, nur fü r  
das zentrische Schubkurbelgetriebe verwendet werden. Die hier gezeigte 
Methode hat den Nachteil, daB sie nicht umkehrbar ist, d. h. daB man 
zwar aus der Lage des Punktes A die Lage des Punktes B bzw. B, 
bestimmen kann, n k h t  aber aus dem Weg (BI) die Lage von A. Diesem 
Kachteil stehen folgende Vorteile gegenüber: Anweildbarkeit nicht auf 
das zentrische Schubkurbelgetriebe beschrankt, sondern auf aile Kurbel- 
getriebe ausgedehnt, einfache Weggeschwindigkeits- und Beschleunigungs- 
konstruktionen. Man kann daher die vorliegenden Konstruktionen mit 
Vortcil zur xeichnerischen Untersuchiing der kinematischen und dyna- 
mischen Verhaltnisse von Getriebeketten verwenden. 

1) M o h r ,  Die geometrinche Konstruktian der Reschleunigungen der ebenen 
Bewegiing. Civil-Jugeuieur, Jahrg. 1879, S. 613. 

2) Prol l ,  Graphische Dynamik, 1874. 
3) Civil-Ingenieiir 1861, S. 347. 
4) A. G o l d  b e r g e r ,  Geuaue Konstruktion der Rchieberdiagramme. Dinglers 

polytechnischcs Journal, Band 320 (1905), S. 451. 
5) Id. B a u  d i  s s ,  Beitrige mir aeichnerischen Aiismitteliing von Steuemngs- 

getrieben. Dinglers polytechnisches Journal, Band 322 (1907), 5. 417. 
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Zn P a i d e  vés Kritik der C ou10 m b schen Reibungsgesetze. 
(Aus einer M Winter 1908/09 gehaltenen Vorlesnng.) 

Von 9. KLEIN in Gottingen. 

,,Wir hatten uns die Gesetze der gewohnlichen trockenen Reibung 
durch nebenstehende Figur veranschaulicht, in welcher die relative Ge- 
schwindigkeit der reibenden Korper gegeneinander als Abszisse, der 
Retrag der Reibung als Ordinate aufgeti-agen ist. Dabei bedeutet P 
den Normaldruck, der die Korper aneinander preBt, p iis der Reibungs- 
koeffizient der Bewegiing, ,u, der Reibungskoeffizient der Ruhe. Man 

Fig. 1. erkeiint, daB die Reibungskraft 
für allc positiven Werte von 
v denselben negativen Wert 
(- y P), für alle negativen 
Werte vori v deriselben positiven 

-PP pu ' pop 
Wert  aber zwischen aller (+ (- pl') Werte P) hat, fiihig und fü r  (+ ist, u = die O 

liegen. 
,,Diese Gesetze, die man gewohnlich nach Cou1 o m b  benennt (der 

um 1780 besonders sorgfaltige Versuche zu ihrer Prüfung anstellte), 
sind neuerdings von P a i n l e v é  einer eingehenden Kritik unterzogen 
worden, die in der Behauptung gipfelt, daB selbige bereits in  ganz ein- 
fachen Fiillen zu logischen Widerspriichen mit den Prinzipien der Me- 
chanik führen.') Ich bin hierüber mit Prof. P r a n d t l  in Verbindung 
getreten und dieser entwickelt an der n a n d  des einfachsten der von 
P a i n l e v a  auf'gestellten Beispiele eine ganz andere Auffassung, die er 

Pia. 2. experimentell bestitigt und über die 
hier berichtet werden soll. 

,,Es handelt sich uin folgende 
mechanisch Aufgabe. % m i  Mmsen- 
punkte von den Massen ml und m,, 
die durch eine çewichtlose Stange 

von der unveranderlichen Liinge 1 verbunden sind, sollen sich auf zmei 
parallelen Geraden bcwegen; die Yührung von m ,  soll den Reibungs- 

1) Retreffend die Lit~ratur des Gegenstandrs molle der 1,eser die Angaben 
von SLiickel in Nr. 6 des Artikels iiber denientare Dyuamik in Bd. IV,, 1 der 
mathematischen Eneyklopadie vergleichen. 
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koeffizienten p, bez. po haben, die von rn, aber soii volikomrnen glatt 
sein. Die Ahszissen von m, und m, mHgen z, und x, heiBen, der Winkel, 
den die Stange 1 mit der positiven Abszissenrichtung bildet, a. Auf sa, 

wirke nur die Reaktion der Führung und der Verbindungsstange Z, auf m, 

nuBerderri eine in Richtung der positiveri x wirkende konstante Kraft X,  
und die von der Führung langs der Geraden herrührende Beibungskraft. 

,,Wir haben dann zunachst die geometrische Redingung 

(1, 2, - XI iC0S CY 

und übrigens, wenn der langs der Stange wirkende Druck mit A. be- 
zeichnet wird, die Bewegungsgleichungen: 

m,xi = I cos a ,  
(2) m,x;'= XI - A cas cr - (,u) A sina.  

Hier ist (p)  der im einzelnen Momente in Betracht kommende Reibunp- 
koeffizient, also, sobald Ruhe vorliegt: 

sobald aber Bewegung eintritt, (p) = $- p und 

(4) (&A..zi>O. 

Die Paradoxien, welche P a i n l e v é  bei der weiteren Behandlung des 
Problems findet, stecken in dieser Ungleichung (4). 

,,Um diese Paradoxien hervorzukehren, genügt es, wie nun ge- 
schehen mag, den Fa11 wz, = m, = l zu betiachten. Da infolgc von (1)  
2;'= 2; ist, folgt ails den ~xlcichungen (2) ohne weiteres 

Es gilt diese Formel zu diskutieren. 
,,wir knüpfen dabei mit P a i n l e v é  an den Fail der Ueu;eyuwg an 

(wo (p) = + p ist) und werden übrigens xweckmiiBigerweise von vorn- 
herein zwei HauptfXlle unterscheidcn, je nachdem 

solite ( y sin a: 1 = 12 cos a i sein, so sprechen wir vom i;'bergangsfa12. Da 
sina: in der Pigur 2 notwendig positiv ist, wirft sich diese Unter- 
seheidung auf den absoluten Wert  von tang a. Im ersten Hauptfalle, wo 

sprechen wir von einer flaeh gestellten Stange (Fig. 3), im zweiten 
Hauptfalle, wo 2 

l tang+ u ,  
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Fig. 3. von einer steil gesteliten 

( F i .  4). I m  ersten IIaupt- 
h l l e  stimmt das Vorzeichen 
von Â. (da wir X, von vorn 

herein als po~litiv nahmen) mit demjenigen von cos a überein, im zweiten 
llauptfalle mit dem Vorzeichen von (p)  = + y. 

Fig. 4. ,,Es sei nun für t = O eine 

11 
von Nu11 verschiedene Anfangs- 
geschwindigkeit x', (= x',) ge- 
geben. Was wird eintreten? m i r  
unterscheiden innerhalb eines je- 
den unserer beiden Ilauptfalle je 

nach dem Vorzeichen von x; und dem Vormichen von cos a: vier Unter- 
fiiiie und vereinigen die Ergebnisse der Überlegung je in einer Tabelle. 
Wir  erhalten dann aus der Ungleichung (4) für den 

H a u p t f a l l  1 ( f l a c h  g e s t e l l t e  S t a n g e )  

cos u > O : A > O (Druck) ' cos u < O : Â- < O (Zug) 
, , i -. 

x; > 0 (y) = + P i 5; > 0 (p) = - p 

x', < 0 (y) = - , x; < 0 ( p )  = + p 

Dagegen für den 

H a u p t f a l l  II ( s t e i l  g e s t e l l t e  S t a n g e )  

Die Palle cines positiven und eines negetiven cos a sind hier also 
nicht unterschieden und es a i r d  das Resultat aiich für cos a: = O Gel- 
tung haben. - Endlich erhalten wir fü r  den 

cos a>O : ~ . ~ O , j e r i a c h c l e m ( y ) = = & ~  
I 

x', > O (y) nach Belieben = *y 

E b  e r g a n g s f a l l  

COS u<O : ~ > < O , j e n a c h d e m ( ~ ) = t ~  
, T 

x', > O (p) nach Belieben = y 

- - -  

cos a > O : A. > O  oder O : A. < O oder w, jenachdem 

(PI =F P 

x', < O Widerspruch mit (4) 1 x', < O Widerspruch mit (4) 

und von hier aus, wenn wir nur die endlichen Werte von A. berück- 
sichtigen wollen: 

x', > O : (+) = + p 1 x', > O : (p) = - p 

x', < O Widerspruch mit (4) , x', < O Widerspruch mit (4). 
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,,Die Tabelle für den Hauptfaii 1 stinimt mit dem, was wir er- 
wart'en wcrden. Sie gibt in jedcm UnterfaHe einen bcstimmten Wert 
von ( p )  und damit von Â; die Beschleunigung A. cos a des Punktes xl 
ist in jedem Falle positiv. - Dagegen erscheint das Rwultat im EIaupt- 
falle II durchaus paradox, indem sich entweder zwei Werte von ( p )  
und damit von Â. cos a, oder keiner als zuliissig erweisen. Und auch 
im flbergangsfalle kommcn wir aus den Paradoxicn nicht heraus, indcm 
wir beim AusschluB unendlicher 1 immer noch im Palle x', < O auf 
einen Widerspruch stoBen. 

,,Diese Paradoxien sind es, welche P a i n l e v é  herausgebracht hat 
und in denen er einen TVidwsprzcch mit dern Grundsatz der lk1echanik 
fiidet, daB ein mechanisches System, dessen Anfangslage und Anfangs- 
geschwindigkeit gegeben sind, sich auf eine und nur aiif eine Weise 
weiterbewegt. 

,,Dieser Argumentation stellt n u l  aber Prof. P r a n d t l  folgendes 
entgcgen: 

1. E s  ist gar nicht wunderbar, da8 gegebenenfalls, je nachdem 
i1 2 0 genommen wird, zweierlei Bewegurigen resultieren. Deun die 

lpührung eines Punktes rings einer Geraden laBt sich konstruktiv nur 

Fig. 5.  Fig. 6. -- 
so ausführeri, daB je ria& dem Vorzeichen von rl tatsachlich  ersc chie- 
dene kinematische Verhiiltnisse vorliegen. SchlieBt m a i  z. B. den Punkt 
zwischen zwei dicht nebeneinander herlaufende Schieiien ein (Fin. 5), 
so wird er je nüch dem Vorzeichen von A. bald an die eine, bald an 
die andere Schiene angepreBt. Ebenso gibt es zwei Moglichkeiten, wenn 
man den Punkt durch eine durchbohrte Kugel ersetzt, die auf einem 
Draht làuft ((Fig. 6). 

2. Experimentell wird man allerdings immer nur die eine Be- 
wegiing realisieren konnen, weil die andere Zabil ist, und, eben einge- 
leitet, durch die kleinste Storung gleich in die erste überspriiigt. E s  
tritt im Ilauptfalle LI bei positivem x', tatsiiehlich jedesmal nur die 
nach rec7~ts beuchleunigte Bewegung ( A  cos LX > 0) ein. 

3. Was den Übergringsfall angeht, so hat man bei positivem x', 
in dem oben bezeichneten Sinne 1 cos a endlich und damit positiv zu 
nehmen. Für negatives s', aber wird das tatsachliche Verhalten des 
Apparats vollig richtig durch A = w geschildert. E s  tritt namlich 
instunîane Selbstsperrung der Bewegung ein (was natürlich cum grano 
salis zu verstehen ist; man würde instantane Selbstsperrung haben, wenn 
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man es, beim Experiment, wirklich mit starren Führungen zu tun hlitte; 
nun aber die Führungen tatsiichlich ein wenig nachgiebig sein werdk, 
wird man statt dessen sehr rasclte Arretierung der Bewegung beob- 
achten). 

4. Rleiben die Cnterfdle des Hauptfalls TI mit negatirein x',, welche 
dem voraufgestellten Schema zufolge notwendig zu Widersprüchen führen. 
Die niihere Überlegung und das Experiment zeigen, daB man es hier 
jedesmal auch mit instantaner Selbslsperrurig zu tun hat. 

,,Soweit die Mitteilungen von Prof. P r a n d t l .  Ich fügc meinerseits 
hinzu, daB das Auftreten von Selbstsperrulqen in den letztançeführten 
Fallen in der Tat nicht mit den Coulombschen Gesetzen in Wider- 
spruch steht. Wir haben in unseren Schematen die Beschleuriigurig 

XI cos a cos a: = -- - - - -~ - 

2 cos a - (IL)   in a 

nach dem Vorgange von P a i n l e v é  so berechnet, als wenn Bewegung 
stattfinde. Indem wir dementsprechend ( y )  - = p setzten, entstanden 
die Widersprüche. Aber es blcibt die Moglichkcit, daB instantan Ruhe 
eintritt. Dann verlangt C o u l o m b  nur, daB (p) zwischen +p,  und - p O  

liegt, und wir konnen dem p gern einen in diesem Intervalle liegenden 
Wert gehen, der A. zu cc macht und damit das Xintreten einer Selbst- 
sperrung anzeigt. Damit sind die foimalen Witlersprüche beseitigt. 

,,Fassen wir zusanimen und verallgemeinern gleich, was wir am 
einfachsten Beispiel lernten, so werden wir sagen: Die Coulombscl~en 
Gesetae sind weder mit den Prin~ipien der Mechunik noch snit den tat 
siichlich eintretendeîz Erschein,uîqen i m  Wider.spruch; sie müssen Izur 
richtig intmprdiert werdm. P a  in1 ev é behalt das auBerordentliche Ver- 
dienst, nachdrücklich darauf aufmerksam gemacht zu haben, da8 ge- 
gebenenfalls singuliire Verhiiltnisse eintreten. Aber er hat zu früh an 
logische WidersprYche geglaubt, statt alle Mtiglichkeiten, welche die 
Gesetze bieten, durchzudenken. 

,,Unsere Rettung der Co u l  O m b schen Gesetze soll natürlich nur eine 
Rettung ihres Prinzips, nicht der in ihnen enthaltcncn quantitativcn 
Einzelangaben sein. DaB die C O u lo  m b schen Gesetze nach unseren 
heutigen Kenntnissen physikalisch nur als eine Annüherung an die in 
MTirklichkeit hervortretenden Verhiiltnisse anzusehen sind, ist uriter 
anderen von S o m m e r f e l d  und mir in unserer ,,Theorie des Kreisels" 
auf S. 537 ff. ausführlich dargelegt. 

,,SchlieBlich woile man noch beachten, da1 das einfache von uns 
behandelte Beispiel grofles techriisches Interesse bietet. Denn es gibt 
in idealisierter Form Reziehiingen wieder, die in praxi, z. B. bei Hebe- 
zengen, vielfach auftreten dürften. Der Gedanke liegt nahe, daB die 
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Painlevéschen Entwicklungen, in unserern Siniie interpretiert, der Aus- 
gangspunkt für die Entwicklung eines neuen Zweiges der techniuchen 
Mechanik werden konnten." 

Das Vorstehende kt eine Wiedergabe der Darstellung, welche ich - 

im vergangenen Winter in einer Vorlesung über Mechanik von der 
Saühlage gegeben habe. Diese Darstellung erhebt keinen Anspruch 
darauf, ihren Gegenstand allseitig zu behandeln oder gar zu erledigen; 
ich hiitte sonst vie1 ausfiihrlicher auf P a i n l e v é s  eigene Publikationen 
und namentlich die Einwiinde, welche die Herren L e c o r n u  und d e  
Sp a r r e  gleich anfangs gegen P a  in1 evés  Entwicklungen erhoben haben, 
überhaupt die ganze anschlieBende, meist auslindische Literatur ein- 
gehen müssen. Mein bescheidener Zweck ist, zu erneuter Diskussion 
dieser Dinge, auch in Deutschland, den AnstoB zu geben. hl6gen dabei 
die Theoretiker mit den Experimentatoren und konstruierenden In- 
genieuren Eand in Iland gehen! Denn das seheint am forderliehsten- 

G o t t i n g e n ,  den 17. April 1909. 

Zur Kritik der Reibnngsgesetze. 

Von R. v. MISES in StraBburg i. E. 

Herr Geheimrat Professor K l e i n  hatte die E'reundlichkeit, mir 
einen Korrekturabzug der voranstehenden Kote zur Kenntnis eu bringen, 
nachdem ich vor kurzem in dem Entwurfe zum Enzyklop-Artikel IV 10 
(K. I i e u n  und R. v. Mises ,  Dynamische Probleme der Maschinen- 
technik) demselben Gegenstand eine etwas abweichende Darstellung ge- 
geben habe. Ich m6ehte mir nun gestatten, hier mit ganz wenigen 
Worten meinr: Auffassiing dareulegen, die die P a i n l e v é ache Kritik 
etwas günstiger beurteilt, ohne sich mit ihr zu identifizieren und ohne 
zu dem Standpunkte der Herren K l e i n  und P r a n d t l  in direkten Wider- 
spruch zu treten. 

Meine Ausführungen gipfeln in den beiden Behauptungen: 1. Hr. 
K l e i n  erkliirt die Erscheinungen nicht aus den Coulombschen Gesetsm, 
~ondern unter Benutzung eines neuen Erfahrungssatses. 2. Es ist nahe- 
liegend und mtiglich, dem neu einzuführenden Erfahrungssatz die Fm-m 
einer Hodifikation der Coulombschen Cesefie zu geben. 

Ich knüpfe an das von Ern.  K l e i n  gewiihlte Beispiel an und be- 
halto alie Bezeichnungen seiner Note bei. Es handelt sich ausschlieB- 
lich nm die unter Ziffer 4 besprochenen Unterfalle des zweiten Haupt- 
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failes mit negativeni z;, von denen es oben heiBt: ,,Die nahere Uber- 
legung und das Experiment zeigen, da8 man es hier jedesmal auch mit 
instantmer Selbstsperru~ig zu tun hat." Nein Standpunkt hierzu ist 
folgcndcr. 

1. Das Experiment zeigt, daB in dein gegebenen Faile Selbst- 
hemmung in  sehr kurzer Zeit eintritt. Also müBte man es einer Theorie 
gewi5 sehr hoch anrechnen wenn sie zu dem Schlzcsse führte, der Korper 
komme plotzlich zur Iiuhe. 

2. Eine rein deduktive Überlegung, die ausschliei3lich von den 
Gleichungen des starren Korpers und den C o u  1 o m b schen Gesetzen 
[Gl. 1-4 einschl. der Bedingung (p,) = + p für xi 2 O] ausgeht, führrt 
nicht BU dem Schlzcsse, daB der 1Grper -&hliüh oder i n  kurzer Zeit 
die negs,tive Anfangsgeschwindigkeit z; verliert. Die h x l e g i i n g ,  die 
tatsiichlich angesteit wird, ist vielmehr die: 

E s  gibt für negative xi keine LGsung des Gleichungsansatzes. Aus 
Erftthrung weiB man, daB rasche Selbstsperrung eintritt. Also wird den 
Glcicl-iongen die Anaahme h,ins?.hgcf?i,qt, die Geschwindigkeit xi gehe in- 
stantan verloren. Was hierauf geschieht, liBt sich ohne weiteres er- 
klaren. Denn jetzt hat man es mit dem ,,Anfangszustand" XI = O zu 
tun, der keine Schwierigkeiten bereitet. 

Das Ergebnis der P a i  n 1 e v é schen Kritik und der K 1 e i n schen 
Untersuchmg IaBt sich sonach wie folgt formulieren: 

Jst der Anfangsz7istand d m  Bewegung eines starïen Eiirpers ein 
derartiger, dap die Annahme der Coulombschen IZeiOun,gsycseLze a n  irgend 
eirzer Stelle einen negativen Anfa,nqswert des iVorma2druck~s ergibt, ohne 
da/3 eine Beu:e.gung unter AOheben des Korpers von der Eh,rung m@,- 

Eich wiire, so lest sieh die Schwieriykeit, wenn mon  den Erfuhracngs- 
satn 2u Hilfe nizimmt: in jedem sokhen Falle trete e i w  plotdiclze Ge- 
sekwi~zi7iyl;eilsÜn~terz~ny in dem Sinne e l ~ ,  dufi der Z z d u n d  nuch der 
A;ilzderunq üherall positiven hTor~n,aldrucle e-iOt.'< 

Hr. P a i n l e v é  hat somit Unrecht, wenn er die Coulombschen  
Gesetze als ,,logiquement inadmissibles" bezeichnet, er hat aber mit der 
Behauptung recht, daB diese Gesetze, i m e r h d b  der Mechanik starrer 
Korper betrachtet, rein logisch eimr Erganzung bediirfen. 

Andrerseits scheint die Auffassung zu weit gehend, es hanclle sich 
bei Losung der Schwierigkeiten nus um eine ,,Interpretalion der Cou- 
10 m b schcn G e ~ e t z e . ~  Dies mag noch durch folgende Uemerkungen 
naher erliiiitert werden. 

Die Jlechanik, deren Grundlagen erstmals N e  w t O n zusaminen- 
gefaBt, dann C au  ch  y durch Einführung des Spannungsbegriffes aesent- 
lich vervollstiindigt hat, diese Mechanik strebt dcm Ziclc su: eine solclie 
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DarsteUung der Bewegungs- und Gleichgewichts-Erscheinungeri zu geberi, 

bei der aile der E~falwung erztnommenen Hypotlmwz die bestimmte l ~ h m ~  
oou Kraf$,yyesctaerz, heaw. Spawnunysgesetaen hahctz. Dics Ziel, das nian 
gewohnt ist, in der Mechanik starrer K6rper als erreicht anzusehen, 
fordert in unserem Palle, daB die oben formulierte K l e i n - P r a n d  t l  sçhe 
Hypothese durch ein Kraftgesetx, d. h. dh-ch &te Hodifikation der Cou- 
lowrbschen Gesetze wsetat werde. Also nzcht die Logik, aber die Met lm 
dik der A.TEu;tonschetz ~ ~ C C I I . U F Z ~ ~ G  zz&@ aum Azifgchen dey Coulonzhschelz 
Gesetze. Kach der iiblichen Terminologie niuB man das modifizicrte 
Reibungsgesetz geradezu als die ,,Erklarung" für die Erscheinung der 
Selbstsperrung ansehen, eine Erscheinung, welche die KI e i n - P r a n d  t l -  
sche Hypothese einfach als Tatsache hinnimint. - Es sei mir gestattet, 
hier zwei Vorschlage in dieser Richtung xu besprechen, die den Er-  
fahrungsresnltaten insofern hesser gerecht werden denn jene Hypothese, 
als sie nicht eine plotzliche, sondern beliebig rasche Selbsthemmung 
ergeberi. 

Der eine Vorschlag rührt von L e c o r n u 1 )  her und findet die Zu- 
stimmung von d e  Sparre ."  Darnach aachst der Reibungskoeffizient 
bei Beginn jeder Bewegung in den ersten Sekunden von Null an bis 
zu dem Werte, den etwa das C o u l o m  b sche Gesetz als wahrend der 
ganzen Bewegung bestehend postuliert. E s  ist klar, daB man sich bei 
entspïechender Bestimmung der Abhiingigkeit des Reibungskoeffizienten 
von der Zeit den Beobachtungen in jedem Einzelfall beliebig genan 
anpassen kann. Ob man damit zu einer el.nheitlichen Darsteilung ver- 
schiedener Palle gelangt, hangt natürlich von dem Ergebnis der Experi- 
mente ab und kann nicht voraiisgesagt werden. Jedenfrtlls hat die 
Annahme etwas physikalisch durchaus Einleuchtendes, wenn man sich 
den Anfang der B e w e p n g  derart denkt, da8 der K6rper auf seine 
Unterlage eben ,,aufgebrachtU wird. Es lasseri sic11 aber Falle ver- 
wirklichen, in denen der kritische hfangszustand ohne irgend einu 
Verandermg an der betreffenden Reriihrungiistelle, etwa durch Weg- 
nahino eiiier iiherzahligen Fülirung, entsteht. Für  diese Falle kann 
man noch eine zweite L)arstellungsmoglichkeit ins Auge fassen, die 
vielleicht auch sonst plausibel erscheinen mag. 

Bekanntlich zeigcn gcnauere Beobaçhtungen, daB der Reibungs- 
koeffizient p nicht nur von der Gleitgeschwindigkeit sondern auch vom 
lVormaldruck u'esentlich abhalzgt. J, Stellt man den Zusammenhang 

1) Comptes rendus, Paris t. 140 (1905), p. 635. 
2) ibid. t. 141 (1905), p. 310. 
5 )  Vgl. das Referat iu dem angef. Ena.-Ad.  

Zeitschrift f .  Mathematik u. Phyeik. 58. Band. 1910. Heft 1 2 
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zwisçhen Normaldruck Â. und Reibung PA. in eirlem cartesischer1 Koor- 
dinatensystem dar, so erhalt man als Ausdruck des C o u l o m b  schen 
Gesetzes einen vom Ursprung ausgehenden, im ersten Quadranten ver- 
laufendcn Halbstrahl C - wofern das Vorzeichen der Reibungskraft 
von vornherein feststeht. (Fig. 1.) G1. (j), oder allgemein die Elimi- 
nation der Bcschlcunigungsgr3cn aus don Gleichungcn des sterco- 
kinetisch hestimmten starren Korpers führt ebenfalls zu einer linearen 
Bezieltung zwischen A und pl. Ihr Ausdruck ist eine Gerade G, die in 
d e n  uns interessierenden Fallen die poritive Seite der A-Achse schneidet. 
Man erkennt nun aus der E'igur, daU allemal wcnn G nach rechts ar- 
steigt, bei hinreichend groi3em y der Schnittpunkt von C und G ein 

negatives A. ergibt. Diese Schwierigkeit wird behoben, wenn man an 

Stelle der C O u l o  m b schen Geraden C eine Kurve C' nimmt, die Tom Ur- 
sprung ausgehend ganz im ersten Quadranten liegt und die Bcdingung 
erfüllt: 

E s  genügt also, anstelle der Einführung der Klein-Prandt lschen 
Hypothese, das Reibungsgesetz dahin zu modifizieren, daB man sagt: 
Der IEeihngsIcoef'fisient hangt derurt vom Drzcclrc 136, riab er in der Grenze 
für Â. = m oersclwindd. 

Die bisherigen experimentellen Untersuchungen über die Abhangig- 
keit des p von A. reichen niclil hin, um ein Urteil über die Zulissig- 
keit der vorstchenden Thoorie zu crmoglichen. E s  müBten geradeso 
wie zur Prüfung des Vorschlages von L e c o r n u  Versuche an Er- 
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scheinungen mit rascher Selbstsperrung vorgenommen werden, und ebenso 
wie dort, h'àngt schlieBlich der Erfolg des Vorschlages daron ab, ob 
sich ein genügend einheitlicher Ausdruck für den Zusammenhang von 
p und A. aus den Experimenten ableiten la&. - Einstweilen hoffe ich 
durch den kleinen Beitrag zur logischen Klirurig der Frage auch ge- 
rade den praktischen Zwecken der Mechanik gedient zu haben. 

B r ü n n ,  am 22. Mai 1909. 

Bemerkungen zu den vorstehenden Anfsatzen der Herren 
F. Klein und R. v. Mises. 

Von GEORG HAMEL in Brünn. 

Zu dem in Rede stehendcn Problem der Reibung mochte ich mir 
die folgenden Bemerkungen erlauben: 

Es scheint mir am klarsten, wenn man das Painlevésche Resultat 
BO formuliert: 

,,Die vier Hypothesen: 

1. es gibt starre Korper, 
2. die Normaldrucke zwischen zwei starren Korpem sind nie negativ, 
3. alle Bcschlcunigungcn und aile S p t l ~ u n g o n  sind endlich, wenn 

die raumlich verteilten Krafte endlich sind, 
4. es gelten die C O u l o  m bschen Reibungsgesetze, 

stehen in  einigen Fiillen mit den Grundsiitzen der allgemeinen Mechanik 
in einem logischen Widerspruch." (Ubrigens widerstreiten ja bekannt- 
lich 1. 2. 3. euweilen auch dam, wenri keine Reibungen da sind, indein 
unendliche Spannungen auftreten konnen, wahrend die Beschleunigungen 
in diesem Palle endlich bleiben (vergleiche meine Arbeit über die Grund- 
lagen der Mechanik, Xath. Ann. Bd. 66 (1908), Kap. II, 5 4, S. 388). 

K l e i n  und P r a n d t l  versuchen nun den Widerspruch dadurch aus 
der Welt zu schaffen, daB sie unendliche Beschleunigungen zulassen, 
d. h. ein plotzliches Verindern der Geschwindigkeit. Und zwar be- 
dürfcn sic eum Ersatz für das wcggelassene Axiom (3) einer ganz be- 
stirnmten Annahme über diese Andermg der Geschwindigkeit. Diese 
Annahme aber bekieutet, wie v. Mises  treffend bemerkt, eine wesentlich 
neue Aussage, sie fol@ logisch keineswegs aus den anderen Hypothesen. 

P a i n l e v é ,  v. Mises  u. a. suchen durch eine Andermg der Cou-  
lombvchen Gesetze zum Ziele zu kommen, wenn auch in wesentlich 
verschiedener Weisc. Gibt P a i n l e v é  eine ganz neue Definition des 

13' 
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Reibuiigsbegriffes, so Zndert v. Mises  nur dns Gesetz, indem er den 
Reibungskoeffizienten als Funktinn des Normaldruckes auffaBt. Ich 
glaube aber nicht, daB sich die Misessche Hypothese in aiien Balleii 
durchführen l a t ,  wenn aie auch in allen bekannten Beispielen zum 
Ziele führt. 

Der natürlichste Weg scheint mir der zu sein, den auch schon 
L e c o r n u  eingesühlagen hat, namlich die Hypothese des starren Korpers 
faLien zu lasscn. E s  gibt j a  doch in Wahrheit koinen starren Kijrper. 
Aus der Annahme nachgiehiger Verbindungen folgen die Resultate der 
Erfahrung zwanglos, ebenso wie ja dann auch bei reibungsfreien Sy- 
stemen die Paradoxie der unendlichen Spannungen verschwindet. 

Man mag sich hinterher, aus methodischen Rücksichten, der An- - 

nahme von K l e i n  und P r  a n d  t l  anschlieBen, um nicht die bequeme 
Hypothese des starren Korpers failen lsssen zu müssen. Sie stellt 
jedenfalls von einem rein beschreibenden Standpunkt aus die Erschei- 
nungen am bequemsten dar. Sie ist das, was man im pragnantesten 
Sinne eine pragmatische Konvention nennen konnte, gibt aber keinen 
Einblick in den wirklichen Naturvorgang. 

B r ü n n ,  den 24. &hi 1909. 

Bemerkungen ZR den Aufsatzen der Herren F. Klein, 
R. v, Mises und G. Hamel, 

Von L. PRAXDTL in Gtittingen. 

E s  sei mir gestattet, zu dem Vorstehenden auch meine Auffassung 
darzutnn. Wenn man al8 die wesentliche Aufgabe der Mechanik die 
ansieht, eilze moglichst ge t rm  Darstellung der in  ihr Gebiet fallc-nden 
E~scheinungelz zu gebeq wobei dann im Interesse der Durchfihrbarkeit 
meiçt passende Vereinfachungen der Ansiitze vorgenommen werden 
müssen, dann wird man bei der Regründung der Mechanik zunachst 
die Korper als defornierbar ansehen (was sie ja in Wirklichkeit immer 
sind), und nun als vereinfachtes Bild des festen Korpers den starren 
Korper einführen, der gewissermaflen aus dem festen Korper dadurch 
erhalten wird, da6 man mit dem Elastizitiitsmodul zur Grenze E = cw, 

übergeht. 

I n  den normalen Fallen ist es erlaubt, den Grenzübergang sühon 
in den Diff~rentialgleichiln$en zu machen, man ~ x h a l t  so die bekannten 
bequemen Gesetze über die starren Korper; bei der Herkunft dieser Ge- 
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setze aus einem Grenzübergsng ist es nun aber niclit verwunderlich, 
wenn gelegentlich die Losung unbestimmt wird: die einfache Anweisung 
für alle diese Falle ist nun die, den Grenzübergang bis zum ltesultat, 
also bis nach der Integration zu verschieben. Erst  a e n n  dieser Weg 
ebenfalls eine unbestimmte Antwort lieferte, dürfte man sagcn, daB die 
gestellte Prage beim stairen Korper ihren Sinn wrliert. Der WegL den 
man beim Studium der sogenannten statiseh u n b e h h r n t e n  Autynben 
einschligt, eiitspricht genau dem hier gegebenen allgemeinen Rezept. 

Nach diesem muB nun auch bei unserem Prublem verfahren 
werden. Wie  sich zeigt, genügt es rollkommen, die Verhindungsstmge 
zwischen den beiden Xassen, die im übrigen als masselos angesehen 
werden darf, als elastisch ausdehnbar vorauszusetzen. Man hat jetzt 
zwei Freiheitsgrade und erhalt unter Annalime des C O u l  O m bschen 
Reiburigsgesetzes für jeden anfanglichen Bewegungszustand eine ein- 
deutige L6siing mit überall endlichen Reschleunigiingen. Fiir ncgative 
Impulse e rhd t  man eine rasche Uuikehr der Beweguiig; geht man zur 
Grenze E = cu, über (starre Stange), so ergibt sich als Grenzwert dieser 
letzteren Bewegung die augeriblickliche Sellisthernruung. 

In den rorangelienden h3erungen  der Herren Y. Di1 i s e s und 
H a m e l  ist von einer ,,H!jpotheçe<( der iristantanen Selbsthemmung die 
Rede. Ich lege im Gegensatz hierzu Wert darauf, daB - in Verbindung 
mit meinem Xamen wenigstens - nur von einem aus dem GrenzprozeB - 
erhalterien Resultal gesprochen wird. 

Die Diskussion des clastischen Systems liefert übrigens mohr: es 
zeigt sich, da1 von den zwei moglichen Bewegungen, die die einfache 
Sheorie für positive Impulse liefert, die eine, namlich die beschleunigte 
stabil, die andere, verzogerte dagegen labil wird. I n  der Grenze erliilt 
man unendlich groBe Labilitgt, so dao mari ruhig sagen kann, daB 
diese zweite Bewegung praktisch unmoglich ist. Dadurch ist auch iür 
den Grenzfall der Starrheit das Postulat der Eindeutigkeit der Rewepng 
gerettet. Sicher aber steht fest, daLi keinerlei logische Bedenken gegen 
die Coulombschen Gesetze aufrecht erhalten bleiben konnen. 

Die Bewegung uuseres elastischen Systems siud auf meine An- 
regung hin von Herrn Dr. P f e i f f e  r iui eirizelnen verfolgt worden. 
Seine Ausführungen werden im ngchsten HefZ dieser Zeitschrift er- 
scheinen. 
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Neue Literatur über das Grenzgebiet der Biometrie. V. n, VI. 
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70. E. ï'schertnak. Die 'vlendelscho 
Lehre und die Galtonsche Theorie vom 
Ahnenerbe. Ber. .d. Abt. 9: Hot. d. 77. 
Vers. D. Ntf. u.  Arzte in Meran 1905. 
Rdsch. XX, 1905, iYo. 48, p. 618. 

71.  - Die Kreuzung im  Diençte der 
Pflanzenxiichtung. Jahrb. d. Osterr. 
landm. ües. V .  XX, pp. 326-938. 1906. 

72. - Die Blüh- und k'ruchtbarkeits- 
verha.ltnisse hei Roggen und Gerste. 
Fiihlings Landm. Zeitung, Heft 6, 1906. 
Wiener Landw. Zeitg. Nr. 54, 7. Juli 1906. 

73. - c~lier Ziichtung neuer Qetreide- 
rassen -mittels künstlicher Ereuzong. 
LT. T. Kre~zungsst~iidicn a m  Hoggen. 
Zeitechr. f. landwirtsch. Versuchswesen 
in  Osterreich, Heft 6, 1906. 

74. - CTber Bildung neuer Formen 
durch Kreiiziing. Résultats scientifiques 
de Congres international de  Botmique 
Wien 1905. 

75. H. de Vj",.ies. Species and Varieties; 
editeti hy Daniel Tremhly Mac Doiigal. 
Chicago;. The Open Court I'ublishing 
Co. - bicnee U. S. Vol. XXIT, No. 500, 
p. 369-372, 22, XI, 1902. 

76. - Arten und T'arietiiten und ihre 
Entstehung durch Mutation. Berlin 1906. 
Ctier~etz t  von II. Klehiihn nach den Vor- 
lesungen, die H. de Vries in Californien 
an  der Universitat xi1 Berkeley hiclt. 

7 7 .  - ~ l t e r e  und neiiere Selectioiiu- 
~uethoderi. Biol. Zent,ralbl. 1906. Bd. 26,  
S. 385-393. 

78. - La thhorie darwinieriue et  la 
sdection da,ns l'agricultiire. R.evue Sci- 
entifique 1906. Sér. 5 .  Tome 5, p. 449 
bis 454. 

79. - Eiu Besuch bei Luther Uurbauk. 
Die Umschau Xr.  41, 43, 190t;. 

80. Jul. Wieanel-. a i e  Elementar- 
struktur und das IVachsliiru der leben- 
den Substanz. Wieri, A. Holder, 1592. 
(Vorliiiitige Mitt. im Ber. Ci. 1). Bot. Ces. 
VIiI, 18!JO, H. 7, p. 196-201.) 

81. L. Wittntaclc. Die internationale 
Kouferenz über Hybridivation und Pflan- 
zenzüchtung in  London vom 30. .Tiili 
bi8 O. Quguàt 1906. Mitt. d. I). Land- 
wirt'sch. Gesellschaft, XXII. 1907, Stuck 
1-3. 

82. Michel Yigoumlc!. Les sulfo-bac- 
téries den limans d'Odessa. Arch. des 
sc. hist. S. III, 1895, No. 4.  
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83. Michel Y é g o u n m .  Bakterienge- 
sellschaften. Zentralbl. f. Hakt. II. Abt , 
Bd. 11, 1896. 

84.  - Die Mcchanik und Typen der 
Teilung der Bakterienscharen. Z. f .  
Bakt ,  II. Abt. 1898. 

85. - Les basuins bio-anisotropiques. 
Ann. de  Géolog. et  Minér. de l a  Eussie. 
T. 1. 1900, Livr. 3 (russisch: etc. 

88. L. II. Raile?/. IJlant Breeding. 
Ed. 4. PIew York, Xacmillan. 1906. 

89. W. Batesorz. The progress of 
Genetics since the  rediscorery of Mendel's 
papers. Progressus Rei botanicae Hef't 2. 
1006. (Genetik, Wissenschaft, die dcm 
Wesen von der Vererbung auf den Grund 
zu gehen sucht.) 

90. H. R. Jh f en .  Die Rackfiihigbeit 
des weizens. Xach Journ. of Agricultur 
Science, Vol. 111, part  1. nez.  1908, Cam- 
hridge, p.  86-101. Mitt. d. D .  Landw. 
Ces. XXTV, 1909, Stiick 12, p. 194-1!16 

!Il. Th.  Boveri. Experimente an  Zcll- 
kernen. Ber. d. Senckenhergerschen 
Naturforsch. Gesellsch. zu Frarikfurt a. M.  
3908, p. 91-95 .  

92. G. Bredmawn. Variation und Stick- 
stoff bindungsvermogen des J3acillus 
asterospunis A. M. Z. f. Bakteriologie 
n. Paia,sitrnkunde 1909, TI. Abt., X,m.  
p. 4 4  E. über Haüillus Amylobacter 1. c. 
XXIII, p. 385 ff. 

93. Arlzcr Uroze7~. Über die Variabi- 
litiit und Lokalformen bei Palaxmonetes 
variaus Leach aus vier verschieclenen 
Lokalitiitcn. Einc statistisch verglei- 
chende Studie. Aus dem zoologischen 
Institute der Bohmischen Univcrsitat 
Prag. Mit 8 Textfiguren und einer Tafel. 
Sep.-Abdr. sus  den Sitzungsberichten 
der Konigl.Ll6hm. Qesellsch. d.Wirissensch. 
in Prag, 1907, 27 S. 

94. - Lrber die Variabilitiit bei Palae- 
monetesvariansLeach aus Monfalcone bei 
Triest. Mit 1 Tafel. Sep.-Abdr. ails cl. 
Sitzungsber. d. Kgl. Bohm. Gesell~ch. d. 
Wissensch. in P rag ,  1909. 1 1  S. Mit 
1 Taf. 

!)5. C. de Rruyker. De polymorphe 
variatiecurve van het  aarital hloemen 
bij Primula clatior J acq ;  hare beteeknis 
en hare beïnvloedinp door uitwendige 
faetoren. Overgcdrukt uit  dc ,.Hand- 
lingen van he t  'ïieiide Vlaamsch Katuur- 
cn Gonccskundig C o n g r ~ s ' ~  gehouden t e  
Brugge op 29en en  30en September 
1906. 29 Scitcn. 

86. 7ific7tel Ye'gou,now. Lois du moiive- 
ment de  la foule microbienne. Zentralbl. 
f. Bakt. II. Abt. Bd. XVIII, 1907, No. 113, 
p. 1-9. 

87. 11. E. Ziegler. Die Vererbungs- 
lelire in der Biologie. 1 6  8 , Bu, Jena 
1905, G. Fischer. 7 6  S. mit 9 Fig. i m  
Text u. 2 Taf. 

VI. 

96. C. de Uruyker. Uemerkingen aan- 
gaande de Galtonsche curve 1. c. 6 S. 

9 7 .  - Een nieuw g e d  van omkee- 
ring eener ,,halve Galton-Curve". Han- 
delingen van het Elfde Vlaamsch Pu'atuur- 
en Geneeskundig Congres gehouden te  
Mechelea op 21, 22 en 23 September 1907. 

98. W. 6. Castle, E: 1.1'. Carpentcr, 
K. n. Clark, S. 0. i71ust and W. M. 
Barrows. The effects of inbreeding, 
crossbreeriing, and selection upon t h e  
fertility and rariability of Diosophiln. 
Contri1)iitions from t,he zoologieal labo- 
ratory of the  Nuseuu~ of comparative 
zoology a t  Harvard College No. 177. 
Cambridge Mass. U. S. il. Proceedings 
of the American Academy of Arts a n d  
Scierices, Vol. XLI, h'o. 33, p. 731-786. 

99. C. Corrcns. Mcndcls Briefc an  
Car1 Niigeli 1866-1873. Ein Nachtrag 
su den veroffentlichten Bastarclierungs- 
versuchen Meudels. Abh. d. math.-phys. 
Klasse d. K Sachs. ücsellueh. d. Wiusensch. 
Leipzig. Dd X X X ,  Nr.  111, 1905. 

100. - Dio Bostimmung und Verer- 
bung des Geschlechtes nach neuen Yer- 
suchen mit  hohcren Pflanzen. Gebr. 
IJorntriiger, I3erlin 1908 (Kurzes Re- 
sumé Tom Verf. iii Die Lmschau, 1908, 
Kr. 19, 9. Mai.) 

101. - Die Rolle der mannlichen 
Keimzellen bei der Geschlechtsbestim- 
mung der gynodiocisclien Pflanzen. Ber. 
d. D. Rot. Ges. 1908, XVTTa, H. 9 ,  p. 
686-701. 

109. - Weitere Untersiichimgen über 
die Gcschlechtsformen polygamer B1ü- 
tenpflanzen und ilire BpeinfluBbarkeit. 
Mit 1 1  Textiig. Jahrb. f. wiss. Bot., 
Bd. XLT, H. 4. h i p z i g  1908. p. 6 6 1  
bis 700. 

103. - Dio Bcstimmung und Verer- 
bung des Qeschlechts bei den Pflanzen. 
Dio Gmschau XII, 1909, Nr. 19, p. 3 6 1  
bis 367. 

104. Mac Cztrdy, Hansford and W. 
B. Custle. Selection and Cross-breeding 
in Relation to t he  Inheritance of Cuat- 
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pigments and Coat-patterns in Rats and 
üuinea-pigs. Washington U. C. 1907. 
60 S. 

105. Charles B. Davenport. Doniinance 
of Characteristics in Poultry. Royal 
IIortic. Society's Report of the Confe- 
renee on Genetics. London 1907. 2 p. 

106. C. Gertrude Davenpoi* and C. 
B. Davenport. Heredity of hair-  form 
in Man. The American Naturalist, Vol. 
XLII, No. 497, 1908, p. 341-349. 

107.  - Heredity of eye color i n  Man. 
Science N. S., Vol. XXVI, No. 670. 1907. 
p. 589-592. 

108. Charles B. Davenport. Heredity 
and Mendel's T,aw. P ~ O C A R ~ .  of the  
Washington Aeademy of Sciences, Vol. 
IX, 1907, p. 179-188. 

109. - Determination of Dominance 
i n  Mendelian Inheritance. Proceed. of 
the  American Philosophical , Society, 
Vol. XLVII, 1908, p .  59-63. 

110. D. T, Jfac Daugal, A. M. Vail 
and G .  H. ShulE. Mutations, Variations, 
and R e l a t i ~ n s h i ~ s  of the  Oenotheras. 
Carnegie Institution of Washington 
Publications No. 81.  (Papers of the  
Stütion forExperimentalEvolution No. 9.) 
92 S. Mit 22 Tafeeln n. 72 Yig. irn Texh. 

111. Winfried Dudgeon. A study of 
the  Variation of t h e  Xumber of ILay 
flowcrs of Certain Compositae. Contri- 
butions Bot. Depart. Iowa State College 
of Sgricultures and Mechanic Arts No. 
36. Boy. Froceedings Iowa Academg of 
Science Vol. XIV. 20 Seiten, 9 Tafeln 
u .  2 Abb. (Itudbeckia triloba, R. hirt'a, 
Helianthus grosssserratus.) 

1111. Georg Duncker. Variation und 
Modifikation bei Siphonostama typhle 
1,. Syngnathidenstudien 1. Mitteilungen 
aus dem naturhistorischen Museum zu 
Hamburg XX. 2 .  Beiheft ziim .Tahrboch 
der Hamburger Wisscnschaftlichen An- 
stalten XX, Hamburg 1908. 115 Seiten, 
20 Tabellen, 3 Tafeln und 4 Textfiguren. 

113. Zdzcard LM. East. The Eelation 
of Certain Uiological Principles to Plant 
Breeding Connecticut Agricultural Ex- 
perirnent Station New Haven Conn. 
Bulletin 138, November 1907. 93 pp. 

114. - Conne~t~icut  Agriciiltw-el Rn- 
periment Station. Par t  VIT. Eeport of 
the  Agronomist. May 1908. 

1. The Prospects of Bet,ter Seed 
Corn in Connecticut, p. 397. 

II. Practical Cse of Meniielism in 
Corn Hreedirig, p. 406. 

DI. Inbreeding in Corn, p. 419. 
IV. Some Essential Poiritu in Potato 

Breeding, p.  429. 

115. Edward M. East. A Note Con- 
cerning lnheritsnce in Sweet Corn. 
Science U. S., Vol. X m ,  No. 742. 
p. 465-467. 1909. 

116. - The Distinction betweon Dc- 
velopment and Heredity i n  Inbreeding. 
The American Naturalist, Vol. XLIII. 
Jlareh 1909. p. 173-181. 

I l i .  Léo Errera. Cours de Physio- 
logie moléculaire. Levons recueillies et 
r6digéns par H. Schouteden. Extrait 
du LLecueil de  l 'Institut bota,nique de 
Bruxelles, tome VII. Bruxelles 1907. 
153 S .  

- 118. Richard Falcii. Wachstumsge- 
setee, Wachstumsfaktoren und Tempe- 
ra tumer te  der holzzerstorendonMycelien. 
Sep.-Abdr. aus: Hau~schwammforschun- 
gen, i m  amtlichen Auftrage herausge- 
geben von Prof. Ur. A. Noller. Jena 
1901. p. 53--164. 

119. K. S. Fawcek. Variation in  Ray 
Flowors of Anthemis Cotula and other 
Composites. Iowa Acad. Sei. 12. p. 56 
bis 68. 1905. 

180. - Numerical Variation of the 
Ray Plowers of Compositae. Bot. Gazelle 
33. p. 463-465. June 1902. 

121. Fruhwirth. Die Ziichtung der 
1andvirtschaftlichenKulturpflanzen. Ber- 
lin, P. Par2y. 4 Bande, 1907 (U. 31). 

192. - Wie kann sich der Landwirt 
Pflanzenziichtung, Sortenversuche und 
Saatgutbau zu Nutoe machen. Berlin, 
Paiil Parey (M. 1,501. 

123. Angel Gallardo. Uipolaridad de 
la Division celiilar. Revista del M ~ i ~ e n  
de l a  Pla ta ,  Tomo XVI (2. Serie, tomo 
110, p. 7-31. Riienns Aires 1909. 

124. D. Geyer. Die Lartetien der 
siitldeiitschen Jura- und  Miischelkalkgr- 
birbe. Zool. Jaàrbücher, d b t .  f. Syste- 
matik, 1908. R d .  26 ,  S. 591-j20. 

125. Ludwik Garlio~cski. Uber Ab- 
s c h d c h u n g  und Variabilitiit bei Racillus 
luteus Smith e t  Baker und Racillus t u -  
mescens Zopf. Z.  f. Rakterinl., TT. Abt., 
Bd. XTX. Nr.  21)23XX, Nr. 1-5. 

1%. V a n  der Gz~cht.  Veranderlijkheit 
encorrelatie ùij Pecten opercularisHande1. 
VI1 e VI Kat.- Gmeesk. Congres 1903. 
Gent. pp. 326-355. 

127. R .  Hansteem. nbe r  korrelative 
GesetzmkBigkeiten im StofFwechsel der 
Sarnen. Nyt Magazin for Naturvidens- 
kaberne, B. 45,  H. II. Kristiariia 1907. 
p. 9 - 1 1 1 .  

128. - Ein Boitrag zut Kenntnis der 
Knrrelationen irn pflanzlichen Stoff- 
wechsel. Sonderabciruck aus ,,Laxidwirt- 
schaftl. Jahi.biicherL', B ~ r l i n  1907, p.  845. 
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119. B. Heyer. Über die L%ngen- 
variation der Coniferennadeln. Biome- 
trica FI, 1909, Kr. 4, p. 345-365. 

130. 17i'nk. Die Vererbiing, ihr  Weaen 
und ihre züchterische Tragweite. Vor- 
trag, gehalten a m  13. Februar 1907 in 
der Tierzuchtabteilung der Deutschen 
1,andwutschaftsgesellschaft. Jahrbuch 
der D. Landwirtschaftsgesellschaft, Bd. 
22, 1. Lief. Berlin 1907. p. 158-176. 

131. K. Ilofmann. Der exakte Art- 
begriff, yeine Ableitung und Anwendung. 
Ostwalds Annalen der Katurphilosophie 
1907, Bd. 6, S. 154-216. Ref. in Ntw. 
Rdsch. XXIII, 1908, Nr. 23, p. '292. 

139. Paul  Jaccard. Nouvelles recher- 
ches sur l a  distribution florale. Bull. de  
l a  Sociéti: Vaudoise des Sc. nat. Lau- 
sanne 1908. Vol. XLIy, 163, p. 223 bis 
270. Pl .  x-xx. 

133. H. C. ,Tacohsen. Über einen 
richtenden EinfluB beim Wachstum ge- 
wisser Bsktenen in  Golatine. Zentralbl. 
f Bakteriol. Nr. II, Abt. XVII, 1007, p. 
53- 64. 

134. G. van Iteison jun. Mathema- 
tische und mikroskopisch-anatomische 
Stodien über Ulattstcllungen nebst Be- 
trechtungen über den Schalonbau der 
Niliolinen 331 S., 16 Taf., 110 Textfig. 
Jena 1907, G. Fischer. 

135. Il. Kriitzschmar. Vber den Po- 
lymorphismus von An i i r a~a  cochleata 
ghrbg. Variationsatatistisühe nnd ex- 
perimentelle Untersuehung. Internatio- 
nale Revue fiir die gesarute Hydrobiologie 
und Hydrographie. Bd 1, S. 623-675. 

136. Julius 3fac Leod. Ovcr den in- 
vloed der lebensvoorwaarden op het 
aantal randbloemen bij  Chrysanthemum 
carinaturu en over de trappen der ver- 
anderlijkheid. Bot. Jaarboek, 130 Janr- 
gang. Gent 1907. p. 77-179. 

1 3 7 .  C. A. M. Lindrnam e b e r  den 
floralen Syndimorphismus einigor Festu- 
ceen. Arkiv for Botanik. K. Svenska 
Vetenschapsakad. i Stockholm. Bd. 8, 
1909, 10. 1 2 .  

148. R .  II. Lock. Variation Hercdity 
and Evolution. London, John Murray, 
1906. 

139. T. V. iiorgan. Evolution and 
Adaption. New York, Macmillan, 19u3. 

140. R .  Pearl. \Die Variationen von 
Chilornonas unter giinstigen und ungün- 
stigen Lebensbedingungen. Biometrica 
1906, Vol. 5, p .  5:4-72. 

141. - Eine biologische Studie an 
Paramaecium. Biometrica 1907, p. 213 
bis 297. 

1 4  J. Perriraz. Variations chez 
l'Astrantia major. Billletin de  la Soc. 
Vaudoise des Sciences naturelles. 5 5. 
Vol. XLn. No. 159. Lausanne 1907. 

143. L. Plate. Die Vatiabilitiit und 
Artbildung nach dem l'rinzip geogra- 
phischer Formenketton bci den Cerion- 
Landschnecken der Uahamainseln. 
Arehiv f Itassen- und Gesellschafts- 
biologie, VI, 1907. S. 433-614. 

144. Ham Przihram. Anwendung 
elementarer Mathematik auf biologische 
Probleme. Vortr. n. Aufsiitze üb. Fnt -  
wicklungsmechanik der Organismen. 
Herausgeg. von Wilh. Roux. Leipzig, 
Engelmann, 3. Heft, 1908. 

145. R. C. I'unnett. Mendelism. Ed. 2. 
Cambridge, Macmillan, 1907. 

146. Georg Ritter. Beitriige zur Phy- 
siologie des E'liichenwachstums der 
Pflanaen. Beih . z .  Bot,an. Centralbl., 
~ d .  xxli, 1907, AM. II. p. 317-329. 
Mit 4 Fig. 

147. - Das normale Lzngen-,Flachen- 
und Korperwachst~um der Pfianzen. Boi- 
hefte zum Dot. Centralblatt, Bd. XXUI 
(1908), Abt.,?, p .  273-319. 

148. - Ubcr diskontinuierliche Va- 
riation im Organismenreiche. Beihefte 
z. Bot. Centralblatt, Ed. XXV (1909), 
â b t .  1, 29 S. 

149. K. von R~.i?nlier. Über Sorten- 
auswahl bei Getreide. Tagesfra,n.cn au8 
dem inodernen Ackerbau, Heft 5 (Preis 
80 Pfennige). Berlin, Paul Parey. 

150. - Der Saatbau und die Saat- 
bauvereine. Heft 7. 

151. - Die sgstematische Einteilung 
und Benennung der Getreidesorten für 
praktische Zwecke. Jahrb.  d. 1). L.- 
Ges. 1908, Ud. 20, 1 .  Lief., p. 137-160. 

1.52. - Nethoden und Organisation 
derPflanaenaiicht~iing.hlitteil.d.Deutschen 
Landwirtsç'naftsgesellechaft 1909. Stück 
6, S. 65 - 67. Stiick 7, S. HO-BE. 

153. Rut,ger Sernander. Entwurf einer 
hloriograpbie der E u r o ~ ~ ~ i s c h e n  Myrme- 
cochoren. Upsala-Stockholm 1906. 410 S. 

154. George Harrison Shull. The 
Significance of latent characters, some 
late Characters of a White Bean. Sci- 
ence N. S., Vol. XSTT, No. 646, p. 792 
bis 794, 1907. No. 647, p .  828-832, 
1907. 

155. - Elenientary Species and Hy- 
brids of Bursa. Science K, S , Vol. YXV, 
No 641, p. 590-591. 1907. 

1.56. - Some new cases of Mendelian 
Jnheritance with four figures. Rot. Gaz. 
45, p. 103-116. February 1908. 
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157. George Harrison Llhihull. Impor- 
tance of the  Yutation Theory in practi- 
cal Breeding. Proceedings American. 
Breeders' Association, Vol. III, 1907. 

158. - The Ptidieree Culture. i ts  
Aima and Methods. The Plant World 
11, p. 21-21;, 55-64. Febr./Mars 1908. 

159. - At new Mendelian Ratio and 
Several 'l'ypeu of Latcmcy. The American 
Naturalist, Vol. XLII, No. 499, Jahrg. 
1908. p. 433-401. 

160. - The Com~osit ion of a Field 
of &~aize.  ~ e p r i n t e d  from Vol IV Ame- 
rican Breederu' Association. 1908. 6 S. 

161. St'teglieh. Die S t t i k  des Obbt- 
baues. Arb. d. D. Landwirtschaftsges., 
H. 132, Borlin 1907. - Jahrbuch d. D. 
L.-G., Bd. 23, H. 1, 1908. p 183-189. 

162. T,ine Tammes. Der lilachsstengel. 
Eine statistisch-anatomische Monogra- 
phio. Ans dcm Botanischen Labora- 
torium der L'niversitat Groningen. Natur- 
kundige Verhandelingen van de Holland- 
sche Slaatschappij der Wetenschappen. 
Derde Verzameling Deel VI ,  vierde 
Stuk. Ilaarlem 1907. 285 Seiten,  4', 
u. 6 Taf. 

163. Ih-nst  ï'eichnlann. E'ortpflanmng 
und Zeugung. Stuttgart 1907, Kosmos- 
gesellschaft. 

164. - Die Vererbung als erhaliende 
Macht im l'lusse organischen Geschehens. 
Mit Textabb. u. 4 Taf'eln, 94 S. 

165. Wil l iam Luu;r~n,ce To~cer. An 
Investigation of Evolution in Chryso- 
melid Beetles of the  Genus Leptinotarsa. 
Washington D. C.,  Carnegie Instit. of 
Washington 1906, No. 48. ( P a p e r ~  of 
the  Station for Experimental Evolution 
a t  Colcl Spring IIarhor New York, No. 4.) 
320 S. mit  30 TaSeln u. 31 Textfiguren. 

166. Paul Vogler. Die Variatiilitat 
der Früchte von Acer pseudoplatanus L. 
in der Ostschwein .Tahri=sher cl. St. 
Gallischen Naturw Ces. 1906. 34 S. 

1 6 7 .  - Variationsstatistische T7nter- 
suchungen an  den Dolden von Aatrantia 
T) Sep.-Abdr aus Rrihefte m m  Hot. 
Centralblatt, Bd. XXIV, 1908, Abt. 1. 
19 S. mit 6 Ahbild. 

168. - Variaticinsstatiotische Enter- ~ - 

suchungen an  den Tjliittern von Vinca 
minor L. Ein Ueitrag zut Theorie de8 
Flachenwachstums der Uliitter. Sep - 
Abdr. aus d. Jahrbuch d. St Gallischen 
Naturw. Gesellschaft 1908. 31 S. u. A Fig. 

le!). B. de Vries. Plant Ureeding. 
Commenis on the  Experiments of Nils- 
son and Burbarik. The Open Court 
Publishinn Co., Chicago 1907. pp. XV 
bis !<GO z t h  114 plates from nature. 

170. - - Die Uniwandlung der Bacht- 
kerzc. ,,Auu der Na tuP  III, 19u7, H. 1. 
p. 7- -14. 

1 i l .  - T~uxue in  der Nat,ur. , , A u  
d. Natur" IV, 1908, H 1, p. 18 ff. 

179. B. Wiechel. Volksdichte-Schich- 
tenkarten in  neuer mathematisch be- 
gründeter Entwurfsart. Mit 1 Karte. 
Abh. d. naturw. Ges. Iris in Dresden, 
Jahrg. 1905, Ja.n./Juni. p. 34-48. 

173. IlTichel Ydgoztnow. Poids niolé- 
culaire e t  l a  forme des corps. Travail 
du poids moléculaire. Centralbl. f Bakt., 
Pa , ra~i tenk.  11. Tnfektion~krankh. II. Aht . ,  
Bd. XXIII, l9O:), Kr. 115, p. 1-10 niit 
8 Fignren. 

Buchtrrg. 
174. Kurl  Peter. Variationsstatistische 

Unteruuchuugeu und deren biulogisühe 
Bedeutung. Die Crnschau, XLU, 1909. 
p .  651-654 mit 5 Fig. 

D a s  biometrische Grenzgebiet h a t  auch heute noch nicht die Beachtiing 
d e r  Mathemat iker  u n d  der  Biologen bei u n s  in Deutschland gefunden, die es 
verdient;  das beweisen d ie  Verhandlungen u n d  Xongresse, die anlaBlich der 
E in füh rung  des biologisclic?n Unterriçhts i n  den Oberklassen unserer Gymnasien 
u n d  der  Vertiefung des irialhenialisclien Unterrielits a n  Gymnasien, Eealschulen 
usw.  stattgefunden haben. Be i  ersterem ist zwar de r  modernen Entwicklungs- 
lehre  vielseitig Kechnung get ragen u n d  bei letzterer treten die physikalischen 
u n d  chemischen Anwendungeu der  Na thema t ik  s t a rk  in den Vordergrund; aber 
d e r  Schulbiologie i s t  die Mathernatik u n d  der  Sçhulmathematik die Biologie 
frernd geblieben. U m  so freudiger begrüBt de r  Verf. die Aufforderung des 
H e r r n  Herausgabers dieser Zeitsehrift zur For tse tzung seiner L i t~ ra tu rübe r s i çh t  
iiher (las int,erassante Zwischengebiet, die e r  i n  friiheran J a h r e n  gcgeben hat  
(1 1898  S. 230-242, II 1 9 0 3  S. 36'3-277, III 1904  S. 168-164, I V  1905 
S. 106-111). 

Trotzdem die Arbei ten  de r  letzten Jahrgiinge der  ,,Rioinetfika" (A J o u n i ~ ~  
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for the statistical study of biological problems. Edited in consultation with 
F r a n c i s  G a l t o n  by W. F. It. W e l d o n ,  K a r l  P e a r s o n  and D a v e n p o r t )  
und dcr seit 1908 erscheinenden ,,Zeitschrift für induktive dbstammungs- und 
VererbungslehreLL (hera;isgcgeben von C. C o r r  e n s ,  Y. H a c k e r  iisw., Berlin, 
Gebr. Bomtriiger) hier des Baumes wegen auUer Acht gelassen werden sollen, 
ist die Titeratur iirnfarigreicher geworden, als in den letzten Rerichtrn über 
gleiche Zeitriume - eiu Beweis für  das lebhafte Wachstum der jungen Wissen- 
schaft der Biometrie und ein Grund mehr, derselben endlich auch i n  das Schul- 
zimmer EinlaB zu gewahren. 

In  den Vordcrgrund treten unter den ncucren Arrbeiten wiederum clie 
variationsstatistischen, welche sich auf die natilrlicke Vcrzcandtschaft der Lebe- 
wesen, die Analyse der Kasse und Art und ihres Weseus, ihrer Ursache beziehen. 
Der von Q n e t e l e t  und G a l t o n  begründeten Methode der Variationsstatistik 
liegt die früher besonders von I l e i n c k e ,  neuerdings von K. H o f m a n n  (131) 
u. a. praktisch mit Erfolg verwcndete Definition der Rasse als der Individuen 
ziigrunde, die sich um einen mittleren Typns (Rassetypus) in derselben Weise 
gruppiereu, wie die Beobachtungsfehler nach dem G a  uB schen Fehlerverteilungs- 
gesetz. Zu einer Rasse gehoren darnach alle Individuen, für  die die Summe 
der Quadrate der Abweichungen vom Rassetypus dieselbe und xwar ein Mini- 
mum, d. h. kleine? als die Surnrne der Quadrate der Abweichungen Tom Typus 
einer anderen Rasse ist. Sind also a, b, c . . . die Eigenschaften des Rassen- 
typus, 2,, y,, z, die irgendeines Individuums der Rasse, x2, y,, Z, . . - die eines 
zweiten usw., su ist  

(xl -a)" (yl - b)'+ (dl - c ) ~  + . 

= ( x P  - a)2 + (y2 - b)2 + + (zg - c ) ~  + . . = konst. 

(die Individuen einer Rasse werden dargestellt als Punlcte einer n-diinensio- 
nalen Kugel). Wie auch der Verwandtsclznftsgvad der Rnsse~z und Arten fest- 
gestellt werden kann und damit stananze.cgrschichtIic7ze Fragen gelost werden 
konnen - auch in Fd len ,  wo die in  jüngster Zeit in  Aufnahme gekommene 
Serumdiagnose nicht anwendbar ist  - wird in (131) gezeigt (durch Berech- 
nung der entsprechenden Artenmittelpunkte nach Messiingen a.n Knochen 
findet Hof'mann z. B., da8 wahrscheinlich die miocane Anas blanchardi als 
Stammart der rezenten Gattungen Anas und Dendrocygna anzusehen ist, was 
Nilne Edwards alus anderen Gründen vermutet). Hierher gehoren auch die 
Arbeiten von B r u n s  ( 8 ) ,  B e r n s t e i n  (5), E a p t e y n  (48) und d e  B r u y k e r  
(96, 97), P r z i b r a m  (144) z.  T. Wie die Variationsbreile bei der individu- 
ellen Variation durch veranderte Lebcnsbedivzgungen vergroBert wird, ha t  P e t e r  
(174) experimentell dargetan. 

Auch nach einer anderen Richtung ist der Regriff der Art heute ein an- 
derer geworden, als in  der früheren Naturforschung. Die Bastardlehre und 
namentlich die Verfolgung der 3iendelschen Geset~e, ihrer Erweitcrungen und 
Ergiinzungen, haben die de Vric.çsch,e An,schauung bestakigt, nach der die Art 
ein Jfosaik aus gegebcnen an materielle ï'rüger gebz~ndenen Nerkrnalen (oben 
die Gr6Ben a, b, c usw.) darstellt, die für sich vererblich, bei der Bastardie- 
riing in verschiedener Weise komhinierbar sind, in  den Nachkornmen dominieren 
oder regressiv sein konnen usw. Die Bedeutung der Zellkerne und das Studium 
der Chromosome, deren typéscke Zulil in den sonzutischen ZelZen der einzelnen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



206 Neue Litcratur über das Grenzgobiet der Biometrie. V. u. VI. 

Art, ihre ReduXtionsteilu?zg U S U ~ .  i,n den Gescklecktszellen, haben einmal das 
Wesen dtr Sexuulitüt unserem Verstandnis naher gebraçht, deren verschiedene 
Forrnen und Abstufungen, wie auch die Formen der Apo,qamie und die weite 
Verbreitung auch der letzteren z. B. bei den Phanerogamen uns kennen gelehrt, 
dann auch neben der planmaBigen Bastardierung die Züchtung in reinen Jilzien 
zur Folge gehabt, durch die Praxis und Theorie gleich vie1 pewonnen haben. 
Die Unterscheidung von kleinen oder elementaren Arten, tiiologischen A h n ,  
Pariationelz und ~lzctut ionen~ alles das ist uns heutzutage ohne die mathema- 
tischen Gebiete der Kombinations- und Wahrscheinlichkeitslehre unverstiindlich, 
im Wesen u~izuganglich. 

Auf Verel-hung und Pererbungs,qesetze beziehen sich insonderheit die h- 
beiten ( l ) ,  (2 ) ,  (3)l (14) ,  ( 15 ) ,  ( 1 6 ) ~  (17) ,  (18) ,  (19) ,  (20) ,  (211, (22) ,  (231, 
( 24 ) ,  ( 26 ) ,  ( 56 ) ,  (6:4), (6 - i ) ,  (ô?'), ( 87 ) ,  115),  ( 138 ) ,  ( 139 ) ,  ( 1 6 4 ) ;  auf 
Sexutditüt (l), (15) ,  (16) ,  ( 1  7),  (1 81, (21) ,  i 100-103), 1 6 3 ) ;  auf Variation. 
nsw. ( 49 ) ,  ( 52 ) ,  (57) ,  ( 69 ) ,  (75), ( 7 6 ) ;  Nutation (31) ,  ( 49  \ , ( 5  91, ( 76 ) ,  ( 1  1 O ) ,  
(157) ,  ( 1 7 0 ) ;  Mendelismus usw. ( l ) ,  ( 4 ) ,  ( 9 ) ,  (15-181, ( 21 ) ,  ( 25 ) ,  (27) ,  
(35h (3711 (38) ,  (39) ,  ( 7 0 ) )  ( 71 ) ,  (891, ( 98 ) ,  ( 9 9 ) ~  (104) ,  (105) ,  ( l o g ) ,  
( 1  13) ,  ( 145 ) ,  ( 1  56) ,  (15  9 )  ; Anwendung der Vererliunqsgesetze bei Tierzuciit 
( 46 ) ,  ( 130 ) ;  Züchtulq dcr Kzclturpflanzelz (71-741, (7  7-79), ( 81 ) ,  (881, 
(901, ( 1 0 3 ) ~  (114) ,  ( 1 2 1 ) ~  (1221, (1491, (150-1 521, (138) ,  ( 1 6 0 ) ~  (169) ;  
auf Kernteilumg, C7iromosonzenlehre usw. ( 6 ) ,  (39) ,  ( 40 ) ,  (41) ,  (44) ,  ( S I ) ,  (671, 
( 68 ) ,  ( 8 7 ) ;  elenwnture Arten (155) .  Im einzelnen ist bearbeitet die Varia- 
bilitat usw. bei Menschen ( 101  , (106) ,  ( 1 0 7 ) ~  ( 1  72) :  Xühen (46) ,  Pferd (47) ,  
Ratten, l i%usen (9) ,  ( 37 ) ,  (55 , Meerschweinchen ( i l ) ,  ( 13 ) ,  (55) ,  Hühuern 
( 27 ) ,  (29) ,  Enten (131) ,  Fischen (611, ( 1  12), Axolotl ( 3 9 ) ,  Kafer ( L e p h o -  
tarsa) (165) ,  Grgllus (54) ,  Drosophila ( I O ) ,  ( 12 ) ,  ( 98 ) ,  Palaeomonetes (93) ,  
( 9 4 ) ,  Spinnen ( 5 3 ) ,  Asplachna priodonta ( 5 0 ) ,  Anuraea cochleata (134), 
Fiydatina ( 62 ) ,  Helix ( 25 ) ,  (49) ,  Lartetien (124),  Cerion-Landschnecken (143): 
Pecten varius (Y  O), ( 1  2 61, Chilomorias (140) ,  Paramaecium ( 141 )  ; femcr bei 
folgenden P5anzen: Acer (Frucht) ( l 6 6 ) ,  Allium (Zwiebel) ( l 4 7 ) ,  Alnus 
(Frucht) ( l 4 8 ) ,  Amygdalus (Frucht) ( 1  4 7 ) ,  Anthemis (Blütenstand) (119), 
Astrantia (142) ,  (148) ,  (1 67) ,  Bakterien ( 92 ) ,  (125) ,  (133) ,  Begonien (147): 
Berberis ( 147 ) ,  Rohnen (1 02 ) ,  Bryonia (161, Ruxus (1 47),  Caragana ( 1  481, 
Ceratophyllum ( 4 5 ) ,  Chaerophyllum ( 1 4 7 ) ,  Chelidonium ( 1 4 8 ) ,  C'hr-ysanthe- 
mum ( 7 ) ,  ( 1 1  I ) ,  Clematis (147) ,  Compositen ( I l l ] ,  (119) ,  (120) ,  Coniferen 
( 1 2 8 ) ,  Cornus ( l 4 8 ) ,  Cytisus ( 1 4 8 ) ,  Dimorphoteca ( l ~ ) ,  Echium (102), 
Elaeagnus ( 1 4 7 ) ,  Euphorbia ( 147 ) ,  Fagus ( 5 2 ) ,  Fragaria (148), Geranium 
(1 8), (102) ,  Ceurn (1 8 ) ,  ( 102 ) )  Helianthiis ( 1  1  l ) ,  Hyoscyarnus ( 1  5) ,  Hype- 
ricum ( 148 ) ,  Knautia ( 102 ) ,  Linaria ( 65 ) ,  Linum ( 1 6 2 ) ,  Lysimachia (148), 
Majanthemum ( l 4 7 ) ,  Medicago ( 148 ) ,  Mirabilis ( 1 9 ) ,  ( 2 0 ) ,  Myrtus (146), 
Oenothera ( 1 1 0 ) ~  Oxalis (148) ,  Plantago (21) ,  ( 1 0 1 ) ~  (102):  Primula ( l ) ,  (35), 
(95) ,  Prunus ( 4 5 ) ,  Quercus (Frucht) (1481, Bobiriia (149) ,  Rosa (148) ,  Rud- 
beckia ( I l l ) ,  Sanguisorba ( 148 ) ,  Satureja (15) ,  ( I f i ) ,  (18) ,  (21) ,  ( l o i ) ,  
(102) ,  Sambucus (147),  Scabiosa (102) ,  Scolopendrium (66), Silene (151, (16): 
( 21 ) ,  (102)!  Solanum (Knollen) (147) ,  Stellaria ( 148 ) ,  Succisa (147) ,  Sym- 
phoricarpus (148), Trifolium (147) ,  Urtica ( 1  5) ,  (19) ,  ( 20 ) ,  Vaccinium ( 1  47), 
Vinca (146) ,  (147) ,  (148),  (168) .  

DaB ,,stcts Ma6 und Zahl den Strom dcs Seins beherrschen" (37), da6 
nicht nur  bei der Vermehrung der Lebewesen selbst, ihrer Ausgliederung usv., 
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sondern auch bei der Verme71vung der orqaniscltcn Einkeiten, beim Wachstum 
des Korpers und seiner Organe, msthematisch formulierbnre Gesetze gelten, 
das zeigen auch die ncueren Arbeiten über die Cipfellage nltrnrrischrr Variation 
der Blütenstiinde usw. ( 7 ) ,  (45) ,  (95), ( l l ~ ) ,  ( 1 2 0 ) ,  (136) ,  ( 1 4 2 ) ,  ( 1 7 6 )  un4  
der metréschcr, Variation. .von Ldngengebilden, Blattflüclzen und Kiirptrgebilden 
(45), (go), ( 1 2 9 ) ,  ( 1 4 6 ) ,  (147) ,  ( 1 4 8 ) ,  (168), die R l ~ i ~ . c t e l l ~ ~ n g . ~ g e . ~ f : f z e  (1 3 4 )  
hiiherer Pflanzen. U e i  niedercn Gebilden, wie den Pilztypen., walten andere Ge- 
srtze, wie F a l c k  ( 1 1 8 )  gezeigt hat,  die mehr an da.s Wacl?slum anorgnnischer 
Zellefi erinnern. Uber die Gesetze der Teilunq, Bemrgung uszc. der Bakterien- 
gesellschaften haben Y é g o u n o  w uud J a c o b  mehreres ver6ffeutlicht in (82 
bis 86), (133). 

Den in dem IV. Bericht erorterten forsthotanischen Anwendungen der 
Mathematik durch M e t z g e r ,  S c h w  a r z  u. a. - Aufl'uu des Waldes und der 
Büume nach mathcmatiscli-statisclien Prinzipien - schlieBen sich in  gewissem 
Sinne die in praktischer ITinsicht wichtigen Cntersuchungen von Steglich über 
die Stutilc des O b s l b u ~ ~ ~ s  ( 1 6 1 )  an. Die Feststellungen der beatimmten Gcwichts- 
verhaltnissc von Stamm, Ast tn und Hlhttern del Ohstbiiume, des Verhaltnisses 
des jahrlichen Ilolzzuwachses, der jahrlichen Laub- und Fruchtproduktion, der 
Zunahme des Stammumfangs zusamrnen. mit dcr chernisclien. Zusamnzensebung 
der Vegetationsorgane und Friichte ergcben den Wiederersatx der jiihrlichen 
Boderierschopfung. 

Bozüglich der in  den Organen (Wurzeln, Stengel, Blsttern, Frucht) bei 
cerschiedenen Blütenpfianzen anr~el~az~ftcn Memgen con Kali ,  Pl~osphor~aure, 
Jfagnesia, Stickstofcerbindungen usw. wurde der Nachweis geführt ( 1 2 7 ) ,  
(128) ,  daB übçrall und zu jeder Zeit bis zum Lebensende bestimmte Relationen 
bestehen. Die QuantitOtsu~zt~rschiede diesw Stoffe .sird spezifisch fiir die Ar t  
odcr Rasse, das Organ und die ~,'ntwicklungssfufe, und erfahren mit der fort- 
sohreitenden Ontogenese stets charakteristische, absolute und relative Ande- 
rungen. So ist z. B. das Verhaltnis der stickstoffha,ltigen und stickstofffreien 

Bestandteile der Sarnen (g) eine Funktion des Vcrhiltnisses des Phosphor- 

und Kaliiimgehaltes derselben, die durch gleichscitige Hyperbeln darge- (3 
stellt wird. n i e  Cerealien und TJeguminosen bilden xwei verschiedene 
,,phylogenetische IIyperbelncc usw. 

Eine reiche Fülle der iuteressantesten Anwendungen der niederen und 
hijheren Matheinatik enthalten die von G c h o u t e d e n  gesammelten Vorlesilngen 
von L 60 E r r e r a  über MolekuZarphysiologie ( 1 1  7) - vgl. z. B. die ilbleitung 
des GeseLzes der Tt-ujectorien, S. 4 1 f f . ,  denen sic11 auch die mathematisch- 
physikalischen hbleitungen der Zellteilzcngsjigur~n. durch G a l l a r d o  (36),  
(123) und I I a r t  o g  (42) ,  (43),  sowie die Abhandlungen ( 1 7 3 )  und (58) an- 
schlieBen. Neue fruchtbare Anwendungen der Statistik auf die Opkoloyie bietet 
dic Bestimmung des Grades der Myrmecochorie der Amcisenpflanzen durch 
Se r n a n  d e r  (15 3), sowie die Ermittlung wichtiger GesetzmaBigkeiten bezüg- 
lich der Pflanzenverbreitung auf dom (f ebiete der I'flunzengeographie die Arbeit 
von J a c c a r d  (132). 
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Kleinere Mitteilung en. 

Preisaufgabe aus der angewandten Mathematik fiir 1911. 

F ü r s t l i c h  J a b l o n o w s k i s c h e  Gesel lschaft  in Leipzig. E s  sol1 die 
Theoiie des Regenbogens gefordert und inçbesondere der TTert,eilungszustand 
des Lichtes mit anzugebender Genaiiigkeit für eine Kiigel mit beliebigem 
Durchruesser bestimrut werdeu, der aber so klein sei, da0 er nur wenipe oder 
gar  keinc Beugungsstrcifen ermBglicht, und zugleich 
gegenüber der Lichtwellenlange vernaehliissigt werden 

Bücherschau. 

sa groB, daB er nicht 
darf. (1500 Jt.) 

L. Günther. Die Mechanik des Weltal ls .  Eine volkstümliche Darstellung 
der Lebensarbeit Johannes Keplers, besonders seiner Gesetze und Probleme. 
Mit 13 Figuren, 1 Tafel und vielen Tabellen. XVI u. 1 5 6  S. 8. Leipzig 
1 9 0 9 ,  B. G. Teubner. Geb. 2.50. 

Kepler hat  sein groBes Lebcnswerk nicht selbst i n  zusammenfasçender 
Weise niedergelegt, wie das Tor ihm Ptclemaus und Kopernikus, nach ihm 
Newton getan; seine Forschungsergt:bnisse sind vielmehr i n  zahlreiçhenumfaug- 
reichen Schriften niedergelegt, dercn Reiz nicht zi~let~zt, gerade darin heriiht, 
daB sie uns alle Irrwege führen, die Kepler selbst gegangen, ehe er zur Wahr- 
heit vordrang. Daraus mag es siüh wohl erklzren, daB die gewaltige Bedeut,ung 
Keplers als Forscher in  weiteren Kreisen nicht die Würdigurig findet, die der 
Gr6Be des Nannes zukommt. 

Man wird daher jedes Biich gerne i n  d e  Hand nehmen, das sich die Dar- 
stellung der Lebensarbeit Keplers zur Aufgabe stellt. Und die vom Verf. vor- 
gelegte Schrift enttiuscht nicht. I m  knappen Bahmen der Vorlaufer und 
Nachfolger erschcint hier Keplcrs groBc astronomische Leistung in gllinzendem 
Licht. Die Darstellung is t  einfach, vielfach durch gut  gewahlte Zitate aus 
Keplers Werkcn belebt urid von ehrlicl~er Begeisterung für den Heros getragen. 
Die Hauptwerke erfabren ihrem Werdegang und ihier  sachlichen Bedeutung 
nach eine treffende Inhaltsangabe und die Hinweise auf moderne Anschauungen 
und Ergebnisse verbreiten einen prophetischen Glanz über Keplers Gestalt. 
Resonderer Nachdriick Liegt aiif der Festst,ellung, daB Kepler schon mit einer 
der Newtonschen Fassung kaum etwas nachgebenden Scharfe das Gravitations- 
gesetz ausgcsprochcn habe. 

Der Anhang hringt Tabellen iiber das Sonnensystem und viele Anmer- 
kungen, i u  denen hislorisch-literarische Angaben abwechseln mit matheinatischen 
und physikalischen Notizen. 

StraBburg i. E. Wrrrrz. 
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C. Y. L. Charlier. Wie eine unendliahe'welt aufgebaut sein kann. 
(Arkiv f. Xat . ,  Astron. och fysik, Bd. 4 ,  Kr. 24.) 1 5  S. P. Upsala u. 
Slockholm 1908. 

Gegen die unendliohe GrfiBe der Materie i m  unendlichen Raum werden 
gemeinhin zwei Einwiinde erhoben. Den e i n ~ n  formulierte schon Olbers da,hjn, 
da8 der ganze Himmelsgrund uns ebenso hell erscheinen müBte wie die Sonne. 
Sodann zeigte Seeliger, daB das Newtonsche Gravitationsgesetz, auf das un- 
ermeBlich akgedehnte Universum angewandt, widersinnige inechanische Wir- 
kungen nach sich zoge, unter denen a. H. die vorhandeue Stabilitiit des Sonnen- 
systerns unrnoglich würde. 

Um diese Erscbeinungen zum Verschwinden zu bringen, nimmt nun Charlier 
zunaohst an, daB ewar die Gesamtmasse im Universum uneridlich se< daB aber 
gleichzeitig die durchschnittliche Dichtigkeit ihrer Verteilung verschwindend 
wiire. Den Aufbau des Weltalls stellt er sich der Art vor, da0 eine Anzahl 
Sterne ein MilchstraBensvstem erster O r h u n e  bilden. eine Anzahl MilchstraBen- 
systeme erster 0 rdnung  ein solches zweiter 0rdn"ng, us£, und er disku- 
tiert nun die Uedingungen, unter denen unsere Beobachtungen dargestellt 
werden. Dabei zeigt çich, da6 man dem Olbersschen Einwand schon bei ziem- 
lich geringer Zerstreuung der verschiedenen Systeme ausweicht, daB sogar die 
Systeme ineinander übergreifen konnen, ohne eine betriichtliehe Himmelshellig- 
keit zu verursachen. ~ i n é  vie1 stiirkere Dispersion verlangt aber der ~ e e l i ~ e r s c h e  
Einwand und das verwandte von Charlier aufgestellte Geschwindigkeitskrite- 
riurn. Danach belide sich der scheiribare Durchmesser der uns nachsten Milch- 
straBe auf nur 0-2 und ihre Helligkeit sanko auf dio eines Sterns der 37 tcn  
GrfiBe h ~ r a b ,  d. h. wir konnen die MilchstraBen auBerhalb unseres Systems nie- 
mals wahruehrnen. - 

Gleichzeitig mit dieser Arboit Charlicrs betonte jedoch P. H a r z e r  in  
seiner bekannten Kieler Rektoratsredel), daB, im Gegensatz zu Charliers Be- 
strebungen, auch schon ein ziemlich kleiner endlicher elliptischer Raum genügt, 
um uns in  keinem Punkte mit der Erfahrung i n  Widerspruch au bringen; der 
Inhalt des ganzen Raumes brauchte nur 1 7  mal groBer zu sein als der einer 
das Sternensystern soeben einschlieBenden Kugel. 

StraBburg i. E. WIILTZ. 

F. Nuil e t  J. J. Prit. Première Btude sur les anomalies de réfrac- 
tion. (Bull. internat. de l'acad. de Bohême, 1908.) Mit 2 Tafeln und 
5 Figuren im Text. 10 S. 8. Prag 1908. 

Dic Beobachtungon am Zirkumzonitalinstrurnent (siehe diese Ztschr. Bd. 50, 
S. 1 5 7  und Bd. 56, S. 92) brachten die Verf. auf die Vermutung, daB neben 
den kleinen, unregelmaBigen, rasch verlaufenden Eeîraktionssehwankungen noch 
eine in  langeren Zeitintervallen sich vollziehende Oszillation der Bilder vor- 
handen sein müsse. Zum photographischen Studium des ganzen Phiinomens 
stellten sie nun folgenden Apparat zusammen. Über einern Quecksilberhorizont 
war ein Kreuzspiegel angebracht, der einmal direkt und dann nach Rcflexion 
am Qiiecksilber &as Rild eines Sternes (hier des Polarsterns) auf ein Objektiv 

1) P. H a r z e r ,  Die Sterne und der Ilaum. Jahreuber. d. D. Math.-Vereinig. 
Bd. 17, 8. 237-267, 1908. 

Zeitschrift f, Mathematik n. Physik. 58. Band. 1910. Heft 1/P. 14 
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von 24 cm Offnung wirft,  in  dessen 6 m entfornter Brcnnebene eine photo- 
graphische Platte sich befindet. Vermdge seilles tagliçhen Laufs und einer 
durcb ein Uhrwerk besorgten Rewegung der Plat te  zeichnet der eingestellte 
Stern zwei Spuren auf, in  denen sich die durch Rcfraktionsstorungen verur- 
sachten Hohenschwankungen als symmetrische Ausweichungen verraten und 
siçh leicht von LuUeren Storungen trennen lassen. Die Ausmessung der lJlatten 
geschah unterm Riikroskop und zeigtc, da6 in dem einen mitgeteilten Falle 
neben den unregelmaBigen schnellen schwan&ngen langsame ziemlich regel- 
mabige Wellen auftreten, die eine Periode von etwa 30' und eine Amplitude 
von 1 " O  besaBen. - 

Dieser eigenartige, genauen Mcssungen sehr hinderliche Luftzustand der 
langsamen Refraktionsschwankuqen war den astronomischen Mikrometerbe- 
ohachtern schon lange bekannt. 

StraBburg i. E. . WIRTZ. 

Ast ronomischer  K a l e n d e r  f ü r  1909. Berechnet für den Meridian und die 
Polhohe von W i e n .  Herausgegetien von der K. K. Sternwarte. 153 S. 
Wien, K. Gerolds Sohn. Kart. h! 2.40. 

Als dankenswerte Zugabe darf man diesmal ein Verzeichnis der Bahn- 
elemento aller bisher berechneten Korneten begrüBen. E s  umfaflt 388 Nummern 
zwischen 372 a. C. und 1907,  und ist bis auf ein paar ihren Elementen oder 
ihrer Existenz nach ohnehin recht unsicheren Kometen als vollstindig zu be- 
trachten. Die Dauer der Sichtbarkeit und die Namen von Entdecker und Be- 
rechner sind beigefiigt; in den Anmerkungen findet man noch Angaben iiber 
Besonderhciteri der Bahnlage und über physische Eigentümlichkeiten. Solange 
also der auf breiterer Basis aufgebaute und eingchendere Gallesche Kometen- 
katalog') nicht in neuer Ausgabe vorliegt, wird der Fachmann die hier ge- 
botene fibersicht mit Nutxen gebraucheri. 

Herr Wei5 hat, zum letzten Mal nach nahe dreiBigjahriger Mitarbeit, wieder 
den Bericht über die neuen Asteroiden, Satelliten undKometen des Jahres 1908 
beigesteuert. Besonderes Interesse beansprucht der Planet 659 CS,  der sich 
den drei bisher bekannten Gliedern der Jupitergruppe, Achilles, Hekt'or und 
Patroklus, als viertes hinzugesellt. Auch im Jupitersystem gclang ein inter- 
essanter Fund: Melotte in  Greenwich entdeckte einen acbten Mond, dessen 
Umlaufszeit fast 2'/, Jahre betriigt und der im Apojovium seiner rückliiufigen 
Bahn einen Abstand voru Jupiter erreicht, der der Periheldistanz des Merkur 
gleichkommt. 

StraBburg i. E.  W11mz. 

C .  y. L. Charlier. Die  Rota t ion  d e r  P l a n e t e n  Merkur und Venus.  
(drkiv f. Mat., Astron. och fysik, Bd. 4 ,  Nr. 23.) 1 9  S. 8. Upsala u. 
Stockholm 1908. 

In der Theorie der gebundenen Rotation treten drei verschiedene Typen 
auf, von denen die beiden ersten als stabil bekannt sind. Nach dem ersten 
Typus vollzieht sich z. B. die Rotation unseres Mondes, die iim die Achse des 

1) J. Cr. Galle .  Verzeichnis der Elemente der bisher berechneten Kometen- 
bahnen. Leipzig 1894, W. Engelmann. 
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groBten Tr&gheitsmomentes stattfindet. Der dritte Typus ist im allgemeinen 
unstabil. Charlier behandelt diesen Fall naher und zeigt, daB mit bestimmten 
durchaus rn6glichen ,4nnahrnen die Botation stabil wird. 

I h s  t,ritt nun ein, wenn die Umdrehung hauptsachlich um eine zur Bahn- 
ebene des Planeten senkrechte Achse erfolgt und auBerdem eine langsame 
Drehung um den zur Sonne gerichteten Radiusvektor,vor sich geht; die Lage 
der Rotationsachse ist dann zwar im Raum, aber nicht mehr im Korper, un- 
veriinderlich. Als Stabilitatsbedingung ergibt sich, da0 der Planet gegen die 
Sonne verlangert sein muB. Die nach der von Roche entwickclten Theorie 
der Cleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten berechnete Abplattung 
kommt für Xerkur und Venus indes so gering heraus, daB ihre Konstatierung 
durch Bcobachtungen ziemlich aussichtslos scheint. 

Xonnten also auch Merkur und Venus vielleicht am ehesten die Beding- 
ungen des dritteu Hotatioristypus erfüllen, so wird man doch durch mikro- 
inetrische Messungen nicht sicherer zum Ziele gelangen, als das die bisher auf 
die Frage der Rotation der beiden Planeten angewandten Fleckenbeobachtungen 
und spektrographischen Aufnahmen vermochten. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

B. PetW. Die P l a n e t e n .  Mit 1 8  Piguren irn Text. 1V u. 1 3 1  S. Samm- 
lung ,,Aus Natur und GcisteswcltcL. 240. Biindchen. 8. Leipzig 1909 ,  
B. G. Tenbner. Geb. A 1.25. 

Das Büehlein beschiiftigt sich mit dem heutigen Stande unserer Kenntnis 
von den Planeten und ihren Mondon. Einer kurzen Übersicht über das Sonnen- 
system schlieBt sich die Behandlung der einzelnen Korper in der Reihenfolge 
ihres Sonnenabstandes an, von Merkur bis Neptun. Den breitesten Raum 
nirnmt natürlich die Darstellung der Topographie und der physischen Be- 
schaffenheit jedes Planeten ein, doch fehlen weder Zahlenangaben über die Bahn- 
verh%ltuisse uoch historische Notizen. Da0 Vollstandigkeit, kritische Sichtung 
und gemeinverstiindliche Darstellung Hand i n  Hand gehen, bewcisen zur Ge- 
nüge die langeren Abschnitte über Mars, die Planetoiden und Saturn. - 

Der Erdruond is t  nicht in  den Kreis der Betrachtung gezogen worden: 
ihrn ha t  J. F r a n z  im Bandchen Nr. 9 0  derselbcn Sammlung (Der Mond, 1906) 
eine besondere eingehende Beschreibung gewidmet. 

StraBburg i. E. WIRTZ. 

B. Geistbeck. L e i t f a d e n  d e r  mathomatischon und physikalischen 
Geographie für hohere Schulen und Lehrerbddungs-Anstalten. 
30. u. 31. Aufl. VI11 u.  186 S.  8. Freiburg i. B. 1908 ,  Herder. Geb. 
A 2.-. 
Dieses Schulbuch erschien m m  ereten Male i. J. 1 8 7 9 ,  es erlebte also 

seitdem Jahr  für Jahr  Neuauflagen, die immer wieder AnlaB zu kleinen Ver- 
bessemngeu in der Auswahl des Stoffes und der Formulierung boten. Die Be- 
liebtheit und weite Verbreitung ist wohlberechtigt: in straffer Disposition bietet 
das Buch einen Lehrgang der mathematischen und physischen Erdkunde, der 
innerhalb des knappen Reumes eine bemerkenswerte Vollstandigkeit besitzt. 

Eine kleine Bemcrkung sei hier gestattet, die sich nicht nur  an das vor- 
liegende Werkchen wendet. Vielleiçht wkre es jetzt an der Zeit,, daB man in 

14* 
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unsere Lehrbücher der mathematischen Geographie auch den schonen Beweis 
für  die Achsendiehnng der Erde aufnahme, der sich darauf griindet, da.B ein 
Kreisel mit fester horizontaler Achse sich in den astronorriischen Meridian ein- 
stellt. Die Notwendigkeit dieser Tatsache l%Bt sich mit elementaren Mitteln 
Ieicht richtig darstellen; sie kann aber aiich genau so einfach, einleucht,end und 
- unrichtig traktiert werden, wie der Foucaultsche Pendelversuch und die ost- 
liche Fallabwcichung. D a  i n  nkichster Zukunft wohl schon der KrciselkompaB 
mindestens auf KriegsschXen wegen seiner Unabhiingigkeit vom SchiEsmagne- 
tismus eine wiclitige Rolle zu spielen berufen is t ,  sollte man seine interessante 
Grundlage in  der Schule nicht mchr verschwcigen. 

Drwkfehler: S. 51, Z. 1 6  v. o. Statt 29.6 lies 24 .6  Stunden. 
3 ,  , ,, 26 ,, ,, ,, 22 3, 1 2  J a h .  

StraBburg i. E. WIKTZ. 

Th. Albrecht. F o r m e l n  und Hilfstafeln für geographische  Ortsbe- 
stimmungen. 4. Aufl. VI11 u. 348 S. Lex. 8'. Leipzig 1908,  W. Engel- 
mann. 20.-. 

Die Hilfstafeln von Albrecht, die seit mehr als 3 0  Jahren ein wertvolles 
Handbucli für astronomisch-geographische Ortsbestimmungcn crster Ordnung 
bilden, liegen jetzt in vierter Auflage vor. Der Umfang blieb derselbe, wie 
der der dritteu Auflage, doch hat  das Werk zahlreiche Verbesserungen, Er- 
gilnzungen und Kiirzungen erfahren, die seinen eigentlichen Zwcck, die Er- 
leichterung der Berechnung fundamentaler Ortsbestimmungen, noch scharfer 
bet,onen. 

Die wichtigste Neuerung bestcht in dem Ühergang von der Besselschen 
zu der auf die Gyldénsche Theorie gestützten Refraktionstafel. Die Konstante 
ist  in Übcreinstimmung mit den neuerenBeobachtungen (wie i n  der deBallschenl) 
Refraktionst,afel) zu 60'.'15 angenommen, und der logct t a n g a  bis zur Zenit- 
Fiistanz 60' 4stellig, von da  a n  bis 80' 5stellig tabuliert, wihrend die Bessel- 
schcn Tafeln der iilteron Aufiagen dicsen Wort  schon von 36' an bis 84O 5 stellig 
geben. Eine durchgehende Beschriinkung auf 4 Stellen nach dem Vorgange 
der de Ballschen Tafel hatte vtillig hingereicht und auch auBerlich an den 
natürlichen Genauîgkeitsgrad einer ltefraktionstafel erinnert. 

Die Darstellung der fundamentalen Xethoden der Zeit- und Ortsbestim- 
mung im ersten Abschnitt berücksichtigt alle praktischen Bedürfnisse, und man 
findet in übersichtlichen Tabellen die Grenzen der Brauchbarkeit und die Fehler- 
einflüsse fü r  die verschiedenen Beobachtungs- und Rechnungsverfahren. Gegen 
früher t r i t t  u. a. hinzu die Mcssung kleiner Differenzen von Zcnitdistanzcn d e r -  
halb des Meridians, zu deren Ausführung in letzter Zeit von verschiedenen 
Seiten besondere Instrumente konstruiert worden'sind (Siehe z. B. diese 'Ztschr. 
Rd. 50, S. 1 5 7  und Hd. 56 ,  S. 92). Die von der Deklination des Polarsterns 
abhangigen Tafeln gelten für die Zeit von 1909-1927, und alle Tafeln, in 
die die geographischo Breite als Argument eingeht, crstreckcn sich über die 
Zone von 30°-654 

Das Buch ist fü r  den Geod~ten  ebe~iso unentbehrlich, wie fiir den an 
festen Sternwarten tiitigen Astronomen. 

StraBburg i. E. WIKTZ. 

1) L. d e  Ba 11, Refraktionstafeln. Leipzig 1906, W. Engelmann. 
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Dr. Robert IIauBner, Professor der Mathematik an der Universitat Jena: 
Darstel lende Geometr ie .  Zweiter Teil. Perspektive ebener Gcbilde; 
Kegelschnitte. Mit 80 Figuren im Texte. Leipzig, G. J. Goeschen. Samm' 
lung Goeschen Nr. 143. 164 S. Preis geb. 8 0  Pf. 

Das vorliegende Bandchen behandelt kcinc Fragen der darstcllendcn 
Geometrie, vielmehr wird eine Ableitung der Haupteigenschaften der Kegel- 
schnitte gegeben, indem diese als Projektionen oder perspektive Uilder des 
Kreiçes definiert werden. Uberhaiipt wird prinzipiell der Vnrgang der Pro- 
jektion benutzt, um Eigenschaften des neuen Gebildes aus denen des ursprüng- 
lichen herzuleiten. Nachdem die perspektive Beziehung zweier Ebenen im 
Raume sowie zweier ineinander liegendcr Felder definiert und gezeigt ist, wie 
man durch eine solche Zentral - Kollineation oder Perspektive ein beliebiges 
Viereck in ein Rechteck überführen kann, lassen sich die hermonischcn 
Eigenschaften des vollst%ndigen Vierecks ails denen des Rechtecks entmickeln. 
Es folgt sodann eine bemerkenswerte Betrachtung über die perspektive Be- 
ziehung zwcier Kreise, die zu dcm Satze fiihrt, daB es noch uncndlich viele 
Perspektiven gibt, welche einen Kreis und ein ihm eingeschriebenes Sehnen- 
viereck in eiuen Kreis und sin Sehnenrechteck überführen. Nun k6nnen die 
Polareigenschaften der Kegelschnitte aus bekannten Satzen vom Kreise über- 
tragen werden. Die Brennpunkts-Eigenschaften endlich ergeben sich aus dem 
D a n d  e l i n -  Satze. Den SchluB bilden Konstruktionen für die Krümmungskreise 
der Kegelschnitte, indem iinter Bezugnahme auf eine Arbeit von C. H e u -  
m a n  n der Zusammenhang untersucht wird zwischen dem Krüminungskreis 
einer Kurve und dern ihrer Projektion. - Die Biguren 51, 53, 5 4  hatten 
ganz gut noch genau gezeichnet werden konnen. Einfachcr wkre es, in 
diesem Falle Orthogonalprojektionen zu benutzen. Der Beweis des Satzes 1 5  
bedarf einer Vervollstandigung. 

Niinchen, bug.  1909 .  
- -- 

KARL DOEIILEMAXN. 

Artnr SchGiiflies, Professor der Mathematik an der Universitat Konigs- 
berg i. P.:  Einführung in d i e  Hauptgese tee  d e r  ze ichner i schen  
Dars te l iungsmcthodcn .  Mit 9 8  Textfiguren. Leipzig und Berlin. B. G. 
Teuhner. 1908. V u. 92 S. Preis geb. Jd 2.80. 

Dem Tite1 entsprechend wollte der Verf'asser keiri Lehrbuch der dar- 
stellenden Geometrie schreiben, sondern die mathematischen Grundlagen dioser 
Disziplin auseinandersetzen. Dies gelingt ihm in ausgezeichneter Weise. Den 
Ausgangspunkt nimmt der Verfasser vom physiologischen ProzeB des Sehens, 
schlieBt daran die Theorie der Zentralprojektion, die perspektive Abbildung 
zweier Ebenen und raiunlicher Objekte iiberbaupt. Die: parallelperspektivische 
Abbildung zweier Ebenen, und die Darstellung eines Objektes i n  Grund- und 
AufriB werden ebenfalls behandelt. Betrachtungen über Axonometrie, über die 
stereographische Projektion und die Reliefperspektive bilden den SchluB. In 
dem ganzen Buche überwiegt aber so sehr die theoretische Seite, da0 die 
praktische d. h. die wirkliche Darstellung von Objekten überall nur in  dürf- 
tigen Ansatzen zur Geltung kommt. Relativ ausführlich ist noch die per- 
spektive Abbildung behandèlt, wenn auch mit Übergehung aller p-aktischen 
E'rapen: das über Grund- und AufriBverfahren und axonometrische Nethoden " 8 

Borgcbrachte aber wird dem Lcscr kaum zu cinor richtigen Vorstellung von 
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diesen Disziplinen verhelfen Die zahlreichen Anmerkungen unterbrechen un- 
angeriehm die Darstellung. Die E'iguren entsprechen nur sehr weuig den An- 
forderungen, die man in der darstellendan Geometrie stcllen muB. 

Miinchen, Aiig. 1909. Kartt ~ O F , H T , E M A ? ~ T N .  

Dr. Ferdinand Meisel, GroBherzoglichcr Dircktor der Gcwei-be- und Hand- 
werkeischule und Privatdozent an der technischen Hochschule in  Uarm- 
stadt: L e h r b u c h  d e r  Perspek t ive  zum G e b r e u c h e  a n  m i t t l e r e n  und 
h o h e r e n  t e c h n i s c h e n  L e h r a n s t a l t e n ,  E u n s t g o w c r b e -  u n d  E u n s t -  
schulen ,  s o w i e  b e i  e i g e n e m  Studium. Mit 244 Abbildungen im Texte. 
I V  und 2 2 1  S. Leipzig 1908 ,  Seemann & Co. Preis geb. 9,60 Jl. 

Der Verfasser vcrsteht es, den violbchandcltcn Stoff i n  zum Teil muer 
und eigenartiger Weise vorzutragen und die Begriffe und Definitionen streng 
und priizis zu formulieren. Der Irihalt des Buches ist ein SuBerst reichhaltiger: 
in  der Abbildung auf eine vertikale Rildebene wird auch die stercographische 
Kartenprojektion und die gnomonische Projektion bebandelt, bei der Konstruktion 
der Schatten aerden nütaliühe Bemerkungen über die Halbschatten beigefügt. 
Die Herstellung der durch Spiegelung und Brechung crzeugten Rilder, der 
stereoskopischen Bilder, die Abbildung auf aagrechten Ebenen, auf Zylinder- 
und Kugelflschen, sowie ein AbriB der Reliefperspektive beschlieBen die Dar- 
stellung. Besonders ausführlich wird die Abbildung des Kreises besprochen und 
dabei auch der Fa11 mit hereingezogen, wo der Kieis, ohne zur Uildtafel 
parallcl zu sein, sich wicder als Kreis ahbildet. Zur Erlauterung werden auch 
photographische Bilder von Innenrkiumen wiedergegeben. Dies ruft den Wunsch 
wach, da5 in dem so reichhaltigen Buche auch eine kurze Erorterung über 
die Entstehung des photographischen Bildes, sowia über den physiologischm 
Vorgang beim Sehen Platx finden müge. F ü r  das Selbststudium ist das Buch 
a o h l  zu kurz und knapp gehalten; der Anfanger wird die ausçeführten Kon- 
struktionen ohne erlauternden Text kaum verfolgen konnen. Die au€ S. 103 
gegebene Koristruktion Sur die Spilzen in der llarstellung einer Hohlkehle 
müfitc ausdrücklich als bloB empirische oder angenaherte hezeichnet werden. 

München, Jun i  1909 .  -- KARL DOETILEXANN. 

Otto Haeder, jiiii., Duisburg am Rhein, D i e  Schne l l -Perspek t ive  (Hae- 
dcr-Porspekt ive)  und Skizzicrcn.  Fiir technisclie Lchranstalten und 
zum Selbstunterricht. Mit vielen Abbildungen und MaBtabcllen. Reilage: 
Zeichendreieck mit Haeder-Mrinkel. 7 1  S. Duisburg am Bhein, Selbst- 
verlag. Kommissionsverlag von L. Schwann in Diisseldorf. Prcis 2 A. 

Dem Verfasser fehlen die elementarsten Kenntnisse in  der Projektionslehre; 
die von ihm nach einem Schema entworfenen ,,BilderU sind gar keine Projek- 
tionen der betzeffenden Objekte. Man muB vor solchen Büchcrn Irainen, da 
sie in unklaren Kopfen unendlich vie1 Verwirrung anrichten konnen. 

Miinchen, Juni  1909. 
-- -p 

KARL DOEHLEMAXN. 

0. Ilohse, T a f e l n  f ü r  n u m e r i s c h e s  R e c h n e n  m i t  Maschinen .  Tkpzig 1909, 
Wilhelm Engelmann. Geb. 13.50. 

Die Hechenmaschinen , die im Grundgedanken Additionsmaschinen sind, 
eignen sich ziin8chst zur Ausfiihrung von Miiltiplikationen; ihre Verwendungs- 
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weise bei der Ausfuhrung von Divisionen ist umstandlich. Um die Rechen- 
maschinen auch bequem zur Division verwenden zii konnen, ist, es deshalb notig, 
diese au[ eine Multiplikation zurückzuführen; dies liOt sich bekanntlich dadurch 
errcichen, da0 man, anstatt mit einer Gr6Be zu dividieren, mit ihrem reziproken 
Wert multipliziert. Steht demnach eine Tafel der Reziproken derjenigen GrtiBen, 
die bei numerischen Rechnungen als Divisor auftreten, zur Verfugung, so laBt 
sich jede Division i n  einfacher Weise auf eine Multiplikation zurückführen und 
damit bequem mit der Rechenmaschine berechnen. 

Die vorliegende Tafel enthalt fiir diesen Zweck je auf fünf Stellen die 
Rexiproken der Z a h l ~ n  von 1 bis 5 0 0 0  und - fur jedes Hundertstel des Grades 
- die natürliclien Werte der sechs trigonometrischen Funktionen Sinus, Cose- 
eante, Tangente, Cotangente, Sccante und Cosinus; da bekanntlich je zwei dieser 
Funktionen reziprok sind, so lassen sich mit Hilfe der Tafel Divisionen mit 
jeder der sechs mit der Maschine berechnen. 

Eine klcine Unbequemlichkcit bei Benutzung der Tafcl der natürlichen 
Werte der trigonometrischen Funktionen liegt darin, daB der Winkel nach Teilen 
eines Grades fortschreitet, so dafl die Minuten und Sekunden eines gegebenen 
Winkels vor dem Eingehen in die Tafel i n  Grade mi verwandeln sind, für  
welchen Zweck eine kleine IIilfstafel beigegeben ist. 

AuHer den wichtigsteu Formeln der Goniometrie und der ebenen und spha- 
rischen Trigonometrie findet man i n  einem Anhange eine Tafel der Qiiadrate 
1 bis 1 0 0 0 ,  eine Tafel zur Berechnung der Quadratwurzeln, eine Tafel zur 
Verwandlung von Stunden und Minuten i n  Dezimalteile des Tages und eine 
solche zur Verwandlung von Stunden, Minuten und Sekunden in Grade. 

Mit Rücksicht auf die Übersichtlichkeit wire  eine Gruppierurig der fünf 
Stellen - 2.B. in ahnlicher Weise wie bei den meisten fünfstelligen Logerithmen- 
tafeln - ern~ünscht. 

StraBburg i./E. P. WERKMEI~TER. 

Dr. J. Peters, Obscrvator am Kgl. Astronomischen Recheninstitut. Neue 
Rechenta fe ln  für Mult ip l ika t ion  und Division mit a l i e n  ein- bis 
vierstelligen Zahlen.  Berlin 1909 ,  Georg Reimer. Geb. 15.-. 

Die Tafeln enthalten die Produkte aller ein- und zweistelligen mit allen 
ein- bis vierstelligen Zahlen unmittelbar und erlauben das Produkt von xwei 
vierstelligen Zahlen i n  einfachster Weise zu bestimmen; sie zerfallen wie die 
bekannten Crelleschen Rechentafelu, mit denen sie irn LuBeren Uild übereiri- 
stimmen, i n  einzelne, je auf einer halben Seite uiitcrgebrachte Tafeln. Jede 
dieçer Tafeln 1st nach den drei letzten Ziffern des einen Faktors ( M ~ l t i ~ l i k a t o r )  
bszeichnet, so daB ihrer 1 0 0 0  vorhanden sind; ihro Vertikalreihen entsprechen 
der ersten Ziffer (Tausendcr) dc! vierstelligen Multiplikators, und sind demnach 
je mit den Zahlen O bis 9 überschrieben. Die Horizontalreihen einer Tafel ent- 
sprechen dem andren - ~weistelligen - Faktor (31ultiplika~id). Bei dieser 
Anordnung stimmen die drei letzten Ziffern der einer Horizontalreihe ange- 
hdrenden Produkte überein; sie sind deshalb - ahnlich wie bei den Crelle- 
schen Tafeln die zwei letzten ZifTern - abgetreunt und in einer besonderen 
Vertikalreihe angeordnet. 

Die Beniitzung der Tafeln beim Ermitteln des Produkts einer zwei- mit 
einer vierstelligen Zahl ist  sehr einfach; man sucht zunachst die Tafel auf, die 
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mit den drei l e t ~ t e n  Ziffern des vicrstelligen Fektors überschrieben k t ,  geht 
mit dessen erster Ziffer (Tausender) i n  die betreffende Vertikalreihe und mit 
dem anderen Faktor in  die betreffende Horizontalreihe ein, und findet in dieser 
das in zwei Teile xerlegte Produkt. 

Die Verwendung der Tafeln bei der Multiplikat,ion von vier- mit zwei- 
bis vierstelligen Zahlen ist mit Rücksicht darauf, daB als Haupteingang der 
tierstellige Faktor gewahlt ist, sehr bequem, da man nach Zerlegung des drei- 
oder vierstelligen Nultiplikanden in zwei Teile die beiden - nur noch zu addis- 
reudcn - Teilprodukte einer Tafcl und de.nselbw Vertikalreihen entnehmen 
kann. 

Die von der neuen Ausgabe der Crelleschen Tafeln übernomrnenc Anordnung 
der einxelnen Tafeln und deren Horizontal- und Vertikalreihen l%Bt an cber-  
sichtlichkeit nichts zu wünschen übrig, so da6 die neuen Hechentafclu bei ihrer 
gediegenen Ausstattung unter den Tafeln für Nultiplikation mit  ein- bis vior- 
stelligen Sahlen wohl bald einen ahnlichen Ruf erhalten werden wie die beliebten 
Crellesche Tafeln unter denen zur Nultiplikation mit eiu- bis dreistelligen 
Zahlen. 

Dr. 

StraBburg i./E. 
-- 

P. ~ E R K B I E I Y T E R .  

Knrl Schworing, Direktor des Gymnasiums an der Apostelkirche i n  Koln. 
L e h r b u c h  d e r  k l e i n s t e n  Quadra te .  Mit drei Figuren. Freiburg im 
Breisgau 1909 ,  Herder'sche Verlagshandlung. 

Das Ruch zerfallt in  zwei Teile, die sich hinsichtlich der notigen mathe- 
matischen Hilfsmittel unterscheiden, und zwar derart, daB - n i e  zy B. in dern 
bekannten Handbuche (1. Band Ausgleichungsrechnurig) von W. Jordan - 
mit dem Einfacheren begonnen wird. 

Im ersten Teil behandelt der Verfasser ausgehend vom arihhmetischen 
Mittel das quadratische X t t e l ,  den mittleren Pehler, das Pehlerfortpflanzungs- 
gesetz und verschiedene Aufgaben der Ausgleichungsrechnung; der Bcgriff des 
Geu~ichts wird erst am SchluB einrrefülirt. Im zweiten Teil wird das GauBsche " 
Fehlergesetz besprochen, auf dessen Uegründung der Verfasser absichtlich ver- 
zichtet. Nach Bemerkungen über die Gammafunktion und die Stirlingscho 
Reihe werden der wahrscheinliehe und der durchschnittliche Fehler eingeführt, 
und die zwischen diesen und dem mittleren Fehler bestehenden Beaiehungen 
abgeleitet. Znm SchliiB wird noch pin anderes Fehlergeset,~ ais das GaiiBsche 
besprochen. 

Das Buch wendet sich zunachst an Mathematiker, trotzdem ware es 
wünschenswert gewesen, wenn die eigentliche Aufgabe derAusgleichiingsrechniing 
und das ihrer Losung zugrunde gelegfe Prinz;p - z. U. im AnschluB au das 
über das arithmetischo Nittcl Gesagtc - deutlich hervorgehoben wordcn ware. 
Mit Rücksicht auf die Cbersichtlichkeit w%re es angczeigt gewesen, die von 
Gerling eingeführte, in den Kir den Praktiker b e s t i m t e n  Büchern über Aus- 
gleichungsrechnung enthaltene Unterscheidung der Hauptformen der Aufgaben 
der Ausgleichungsrechnung wenigstens anzudeuten. 

Die anregende, teilweise eigenartige Behandlung des Stoffes macht das 
%uch auch f ü r  den mit der Ausgleicbungçrechnung bereits vertrauten Praktiker 
lesenswert. 
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Auf Seite 9 1  befindet sich ein - auch in der 5. Auflage 1 9 0 4  des an- 
geführten Werkes von Jordan vorhanderier - Diuckfehler; es muB dort heiBen 
w = 0,6744898 m (?A, wahrscheinlicher, rn mittlarer Fehler). 

StraBburg i.!E. P. WERKMEISTER. 

Dr. A. x. Kell. Fünfs te l l ige  L o g a r i t h m e n  d e r  Z a h l e n  und d e r  t r igo-  
n o m e t r i s c h e n  F u n k t i o n e n .  13. Auflage in volliger Neubearbeitung von 
Professor L u d w i g  B a l s e r .  GieBen 1909 ,  Emil Roth. Geb. ,& 2.- 

Die vorliegende Tafel, deren erste Auflage im Jahre 1865 erschien, unter- 
scheidet sich von anderen Logarithmentafela hauptsachlich durch die eigenartigo 
- erstmals von A. M. Nell angewandte - Anordnung der Proportionaltafelchen. 
Die Proportionalteile sind nicht wie soust üblich untereinaridcr, sondern neben- 
einander und zwar für jede einzelne Horizontalreihc angegeben; die dadureh 
erreichte Bequemlichkeit bei ihrer Benutzung ist nicht unmeseutlich. 

Auber den fünfstelligen Tafeln der Logarithmen der Zahlen 1 bis 1 0  0 0 0  
und der trigonometrischen Funktionen sind auch vierstellige Tafeln fü r  die Lo- 
garithmen der Zahlen 1 bis 1 0 0 0 0 ,  für die Logarithmen der trigonoinetrischen 
Funktionen und für die natürlichen Werte der trigonometrischen Funktionen 
vorhanden. Von den verschiedenen kleineren Tafeln seien erwiihnt: eine Tafel 
der Lange der Kreisbogen für  den Halbmesser 1, eine solche der Logarithmen 
der Zinsfaktoren und eine Tafel der Logarithmen der Gr6Bcn ~5' und T ;  bei 
dcr letzteren Tafel, die bekanntliçh Verwendung findet bei der Berechniing der  
Logarithmen der Funktionen Sinus und Tangente kleiner Winkel nach der  
Maskelyneschcn Regel, ist  die sonst übliche, bequeme Anordnung verlassen, 
wonach sie bei der Tafel der Logarithmen der natürlichen Zahlen unter- 
geliracht ist. 

Die Tafel ist  fü r  die Schule bestimmt, und dürfte dort besonders auch 
mit Rücksicht auf ihre gediegene Ausstattung gute Dienste leisten. 

StraBburg i./E. P. WERKMEISTER. 
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Laminare Stromnng in Kanalen wechselnder Breite. 
Von H. BLASII:~ in Berlin. 

1. Bei der zweidimensionalen lamineren Stromuiig in einem Kanal der 
Breite 2 z, - 2 gegehene Funktion von x, - wird man bei kleinen Breiten- 
iinderungen die Geschwindigkeitsverteilung in erster Anniherung an jeder 
Stelle dein parabolischen Profil entsprechend annehrnen, das der dort vor- 
hmdenen Breite entspricht. Bei dem Durchflufivolumen M ware dam: 

Die Zusatzglieder, die hinzukommen müssen, um dies zu einer 
besseren Ltisung der hydrodynamischen Gleichungen zii machen, ver- 

qrechen nun, uns AufschluB über den Vorgang der Ablosung einea 
Strahles irn konisch erweiterten Rohr zu geben: In solchem Rohr 
haben wir infolge der Geschwindigkeitsverininderung steigenden Druck 
zu erwarten, der sich über das Reibungsdruckgcfille überlsgert. Re- 
sultiert hieraus ein Druckanstieg in Richtung der Strtimung, so lie& 
nach P r a n d t l l )  die Moglichkeit vor, daB der entgegenstehende Druck 
die Wasserteilchen am Rande zur Umkehr bringt, da deren geringe 
Geschwindigkeit durch Verzogerung leicht aufgebraucht wird. Eine 

1) L. Pr a n d  t l  : Verhandlungen des intornationalen Mathematiker-Kongreases 
in Eeidelberg 1904. S. 484. Ausführungen hierzu bei: II. B l a s i u s ;  Zeitschrift f. 
M~thematik u. Physik 55 (1908), S. 1 .  E. B o l t z e :  Grenzschichten a n  Rotations- 
korpern. Diss. Gottingen 1908. 

Zeitschrift f. Malhernatik n. Physik. 58. Band. 1910. Heft S. 15 
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solche Umkehr, Rüükstr6mung am Rande, wie sie die Geschwindig 
kcitsprofile der Figur zeigen, ist aber das, was wir als Strahlab16sung 
beobachten.') Bus der Wirkung der Reibung wird sich ergeben, daB der 
Gegendruck erst eine gewisae GroBe erreichen muB, ehe dieser Effekt eintritt. 

Die Korrektionsglieder berechneri k i r  durch systematische Ver- - 

nachlissigung" aau den hydrodgnamischen Grundgleichungen : 

azl 
a v  ") a?, 

a 8 v  a =  
P ( . , + v -  s = - - + k ( -  a x a  + a g  2) 

au a v  - + - = O .  a~ a y  
G renzbedingungen : 

für x - O: a zc 
G =  O, v = o  
" 

für y - B ( x ) :  u = O ,  v = O  

DurchfluBmenge: + 2 

& c i Y  = J I  
gegeben. - x 

z (2) 8011 nun mi t  x langsam variieren: Hier haben wir zwei Ver- 
nachliissigungsarten zu unterscheiden: 1. Jede Differentiation nach x er- 

iiiedrigt die Gr65enordnung) z. B. s = a + beex,  E = klcine GroBe. 2. Allc 
Differentialquotienten sind gleicher GroBenanordnung, z. B. 2 =a + E sin Lx. 
Der Bequemlichkeit wegen nehmen wir die erste Art an. 

Mit z' wird auch v klein wie s bleiben, und überhaupt wird riun 

auch in u und v jede Differentiation von x Erniedrigung ,der GroBcn- 
ordnuilg zur Folge haben. Unsere Grundgleichungen laiiten also, mit 
nach der Gr6Be geordneteii Gliedern: 

1) Einen iihnlichen Vorgang bei zeitlich veranderlicher Stromung s. Ltamb 
Hydrodyuamics S. 661/62 Kap. XI  Art. 330. - W e m  sich Wavser in einem Glas- 
rohr nnter Druckschwankungen hin und her bewcgt, so beobachtet man can 
schwimmenden Teilchen ein Foreilen der Randschichten in der Phase. 

2) Im Oegensatz zu den oben zitierten Arbeiten wird hier die Reibung nicht 
als klein vomusgesetzt; die Vernachlassigung kniipft hier an die Kleinheit der 
Differeutialqnotienten von z nsch x an. 
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3. Die Glieder hochster' Grd3enordnung allein, die Hauptglieder 
der betr. Differentialgleichung, müssen die oben hingeschriebene erste 
Siherung ergeben, die wir hier noch einmal systematisch ableiten: 

as w folgt durch Elimination von p, und Vernrtchl&ssigungl) von 2. a x a y a *  
E L o  
ilyS 

oder unter Rücksicht auf die Symmetrie: 

ul - A (a;) + B (x) - y" 

Hieraus und aus der dritten Gleichung folgt, wenn Striche Differen- 
tiation nach der angehiingten Unabhangigen x bedeuten: 

Die Grenzbedingungen geben zur Bestimmung der Integrationskon- 
stanten A (x) und B (x) : 

Die zurückgebliebene Konstante cr steht mit der gegebenen Durch- 
fidmenge in Beziehung d u c h :  

Wir erhalten also: 

4. Aus den beiden ersten Gleichungen wird iiun der Druck be- 
rechnet: 

2 u k  
3 1  = - _ 
a x ZI 

- - -- 

Ij Die verschiedene GroBenordnung der Glieder in den drei Gleichungen, 
die eigentlich u, a, pl sirnultan bestimmen, bewirkt hier, da0 ul vor v, be- 
rechnet werden kann. Nur in der Erfüllung der Grenzbedingungen tr i t t  keine 

Trennung ein, wenn m m  nicht die Gleichung d y  = O  heranziehen will. 
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wobei :p: nur in  dei Gr6Benordnung 1 richtig ist, aahrend schon a' a Y 
enthiilt. Das hieraus 211 integrierende: 

P 

ist demnach zwar iioch in keiner GroBenordnung vollstandig, wir dürfen 
aber beim Einsetzen in die Gleichungen der spateren Naherungen trota- 
dem nicht das zweite Glied von vornherein gegen das erste streichen, 

ap a 9 v ,  da sonst - - k7 = O nicht mehr innerhalb seiner GrGBenorrlnung E 
a y  ay 

a~ richtig ware. Noch sus der zweiten Kaherung wird " N E, p, N 1, a x 
aber unabhiingig von y, aus der dritten Niherung sind noch zu B' pro- 
portionale, von y unabhiingige Anteile in p zu erwarten. Dagegeii 

2~ hat der Anteil zu &, den das zweite Glied liefert, erst auf die über- 

nachste Naherung (u,) EinfluB. Diese komplizierten Verhiiltnisse Sind 
durch die verschiedene GrGBenordnung der Hauptglieder in den Grund- 
gleichungen bedingt. 

5. Setzen wir zur weiteren Annaherung: 

zc = ?A, + u, v = v, + v, P =Pl + P,, 
so bleiben a, v, p, wie üblich nur in den Hauptgliedem der Grund- 
gleichungen (2) stehen, und was von u, v ,  pl nicht infolge der Grund- 
gleichungen (3) der ersten Nàherung fortfiillt, wird zur ,,eingepragten 
Kraftu für die zweite Naherung. Wir erhalten: 

OP Aus der zweiten Gleichung folgt, da1 a$ von y unabharigig wird, 

wir kihnen also schreiben: 

v, ergibt sich aus der dritten Gleichung: 
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Znr Besthmung von A, und B, (hohere Glieder der Integrationskon- 
stanten) folgt aus den Grenzbedingungen: 

Men verifiziert, daB hieraus folgt: 

Der Ausdruck für u, lautet hiernach vollstandig: 

6. Zur Berechnung des Druckes p, liefert nun die 0rst.e Gleichung 

dieser Nàherung die noch fehlenden Anteile der Ordnung 6 in  -, der a x 
Ordnung 1 in p: 

Vollstandig in den Gliedern grEBter Ordnnng ist also: 

Ebenso konnen wir aus 3. und 5. u, + u, und v, + v, zusammenateilen. 
Die ferneren Niiherungen sollen nicht weiter berechnet werden. 

7. Ablosung einev Strtthles tritt ein, wenn für y = r :  

kt. A l e  , ,AblÜsungsgleichung1'  erhalten wir also: 
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Dapegen tritt Druckgefille Nul1 in Richtung der Stromung schon 
eiri f ü r :  

!a-z- = !; Oder e Mz' - - 35 
I; h7 9. 

CL 
Hier ist: (&) = O and ( :Y) hat dcn W C  - ; dss Ge- 

z 8 

schwindigkeitsprofil kann also einen gewissen Gegendruck aushalten, 
ehe es zur Strablbildung koinmt 

R cm8 Für Wasser von 20° ist - = 0,01 also f ü r  den Grenzfall der 
P 

Ahlosung 
cm HZ' = 0,173- 
8 8 C  

Bei grGBerer Wasserrnenge wird also der Grenzwinkel srctg z' kleiner. 

8. In gleicher Weise behandeln wir die RGhre  von  k r e  isformigem 
Q u e r s c h n i t t ,  deren Radius R gegebene Fiinktion von x ist. Der Unter- 
schied gegen das zweidimensionale Problem besteht zunachst darin, 
daB das Reibungsglied der ersten Grundgleichung (Nr. 2) (Roordinaten 

aPtc 
hier x und r )  uiiter Vernachlassigiirig des -, die Foi-m hat: ax 

Zur Berechnung von u, erhalten wir so: 
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und da tins der zweiten Gleichung (vgl. 3) mieder folgt, da0 in a x 
er~ te r  Ordnung von y unabhiingig id ,  so ist: 

wobei a: mit der DurchfluBmenge M verknüpft ist durch: 

c, wird aus der Kontini~itatsgleichung berechnet, die hier lautet: 

Da5 das so berechnete v, die Grenzbedingung v = O für r = R von 
selbst erfüllt, rührt daher, da0 durch die Kontinuitatsgleichung, aus 
der ja v berechnet wurde, die betreffende Grenzbedinguug verknüpft ist 
mit der Konstanz der DurchfluBmeng~! durch einen Rohrrluerschnitt, die 

wir durch Wahl des Faktors & in u, crreicht hattcn. 

9. Zur Barechnung des u, der zweiten Niherung ist zii benutzen, 
a P da6 - auch in  zweiter Naherung von r unabhangig ist (vgl. 5), daB a 

wir demnach schreiben konnen: 

a~ oder mit Pz = 2 : a x 

und durch Integration mit Q, als Integrationskonstante: 

Ails der Kontinuitatsgleichung folgt nun : 

r . 4  = - J a u s  a x dr  

oder : 
O 

2 - 
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Aus den Grenzbedingungen zt, = O, v, = O für 7 = R folgt nun: 

aB R' Q z +  ip R 2 = U Q -  
36 RJ 

Hiernacli ist der endgültige Ausdruck für u,: 

Mit Pz haben wir gleichzeitig das Druckgefille von p, bestimmt: 

Die vollstandigen Werte von zc, v, p k6nnen wir nun aus (8) und (9) 
zusammenstellen. 

10. AIS Gleichiing fiir den Eintritt der Strahlbildung habeii 
wir hier : 

e a R' 
r=R RS l3 kR 

algo die , ,Abl6sungsg le ichung" :  

Druckgefille Null in Richtung der StrGmung findet s b t t  bei: 

oder : 

Steigcnder Driick bedingt auch hier noch nicht sofort Ablosung, sie 
tritt erst ein, wenn die Neigung R' der R>ohrwand dreimal gr6Ber ist, 
als in dem Faile, wo das Druckgefille verschwindet. Sonst genügt 
die Reibung gegen die inneren Schichten, um die Wasserteilchen am 
E m d e  der K6hre auch gegen den Druck durchzuziehen. 

Hierdurch ist für Flüssigkeiten beliebig groBer Reibung der Bin- 
tritt der Strahlbildung berechnet, sofern R' klein ist. Es sei bemerkt, 
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daB dies Resultat nur auf Stromungen inkompressibler E'liissigkeiten 
Anwendung findet. Die Stromung z. B. von Gasen in  Lavalschen 
Düsen geht dngegen sogar unter Druckabnahme vor sich, wobei zur 
Ablosmg der in  (1) beschriebenen Art keine Veranlassung vorliegt. 

1 1 . ~ a s  zweite Glied der 

P==- 

ist dem Quadrat der mittleren 

- 

Gleichung fur den Druck: 

Geschwindigkeit U proportionall): 
M OL 

Der in der Encyklopiidiel) or genannte Koeffizient ist also bei laminarer 
Stromung in Rtihren gleich 2. Dieses zweite Glied von p setzt sich 
übrigens gemiiB seiner Entstehung (9) aus Geschwindigkeitsdruck und 
dern lleibungsanteil von et, zusammen. Die Anteile sind in verschie- 
denen Abstanden r verschieden. 

Ebenso kann man auch beim zweidimensionalen Problem (6) dm 
zweite Druckglied ausrechnen und findet es zu: 

Eine Darstellung der Gleichgewichtsform von Fiiden, deren 
Dichte eine Funktion dsr Fadenlange ist und ein mechanisches 

Integrationsverfahren gewisser Differentia.lg1eichungen. 
Von Oberlehrer L. HANKRT in Wahlstatt bei Liegnitz. 

Ein unausdehnbarer Faden, dessen Diçhte eine beliebig gegebene 
Funktion der Fadenlinge ist, nimrnt unter dem EinfluB der Schwere 
eine bestirnmte ~ l e i c h ~ e w i c h t s f o b  an, die von jener Punktion ab- 
hângig ist. Im Folgenden wollen mir sunachat versuchen, die zuge- 
horige Gleichgewichtsform durch ein geometrisches Modeli darzusteilen. 
Es wird sich dann leicht zeigen lassen, wie man das angewandte Dar- 
etellungsverfahren zur Losung einer gewissen Gruppe von Differential- 
gleichungen auf mechanischem Wege verwenden kann. 

1) Vgl. Encyklopadie d. math. Wiss. IV, 3, Art. 20: Forc hheimer, Hydraulik 
S. 331 Formel 3 ff. 
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1; mir gehen von einer bestimrnten Aufgabe aus: Gegeben sei ein 
gerader Hohlzyljnder mit einem Kegelschnitt als Querschnitt und eine 

pig. 1. Scheibe, deren Rand ebenfalls in einem Kegelschnitt 
bestehe. Es sei nur vorausgesetzt, daB die kleinere 
Achse der Scheibe nicht gr6Bar sei als die groBere 
des Zylinders, und daB die Scheike &us biegsamern 
Stoff, etwa dünner Pappe, bestehe. Wir bringen dann 
die Scheibe derart in den Zylinder hinein, da8 sie den 
Zylinder in den Endpunkten ihrer einen Achss berührt 
und eben diese Achse senkrecht auf einer der beiden 
Symmetrieebenen des Zylinders steht. E s  wird danu 
moglich sein, die Scheibe unter Festhalten der ge- 
naiinten Achse so zu biegen, da1 sich ihr Rand voii- 
stiindig an die Zylinderwand anschmicgt. Die Scheibe 
wird alsdnnn den Mante1 eines Zylinders bilden, dessen 
Querschnittkurve zu betrachten ist. Die Punkte, in 
derien die Scheibe deri Zylinder vor der Verbiegung 

beriihrt, ueien A und B. Die xy-Ebene legen wir durch A B  senk 
recht zum Zylinder, die Scheibe denken wir uns alsdann um A B  in 
die x y-Ebene hineingeklappt. . 

Die Gerade durch A und B sei die y-Achse und die Mittelserilc- 
rechte auf A R  die x-Achse (Fig. 2). 1st die Entfernung des Mittcl 
punktes der Querschnittskurve des Zylinders vom Koordinatenanfang k ,  

Fig 2. so lautet die Glei- 
chung des Quer- 
schnitts 

(x - b2 + y%* 

= a2 ba. 

Die Gleichung der 
Scheibe lautet, 

wenn wir die x.Ko- 
ordinate mit s be- 
zeichnen : 

ssF2  + y 2 U 2 z  a3pq 

Dei der Verbiegung wird nun ein bestimmter Punkt I" des Scheiben- 
randes mit einem bestinituten Punkte des Zylinders zusammenfàilen, 
dessen Projektion P euf die xy-Ebenc dasselbe y hat (S. Big. 2). Der 
Nachbarpunkt Pi von P, der einem bestimmten Zuwachs dy ent- 
spricht, wird senkrecht über den Kachbarpunkt Pl von P zu liegen 
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kommen, der zn demselben d y  geliort. Bei der Scheibe entspricht je- 
doch einem bestimmten d y  ein bestimmtes ds und bei dem Zylinde? 
ein bestimmtes dx. Die Neigung des Zylinders, zu dent die Scheibe 
verbogen wird, gegen die xy-Ebene ist dann im Punkte P' gegeben 

d s durch - Hierbei sind nach obigen Gleichungen: 
d 2' 

Demnach ist: 
ds a s b P ( x - k )  
- - z p" i iCrS  

oder, wenn man EUI Abkiirzung = 1 setzt: 
p=ue 

Integriert man unter der Annahine s = O für x = O, so folgt: 

S' = i. ( 2  - 2 k ~ ) .  

Dies ist die Gleichung der Querechnittskurve des von der verbogenen 
Scheibe gebildeten Zylinders, wo s die Bogenliinge derselben bedeutet. 
Wollen mir die Gleiühung in rechtminkligen Koordinaten x, a haben, 
so müssen wir setzen: 

-- -- 

- 1 dx. 

Setzeu wir für s 5 e i n e n  Ausdruck ein, BO erhalten wir die ~ifferential-  
gleichuiig des von der Scheibe gebildeten Zylinderprofils in der Form: 

a b  1st A. - 1 oder - = - d. h. Sind Scheibenumfang und Zylinderquer- 
B a' 

schnitt Zhnliche Kegelschnitte, so haben wir: 

Dies ist die Gleichung der Kettenlinie, sie lautet integriert 

I 

Wir sehen also 
Trcrbiegi man eim Scheibe, c7rrm Rand ein Kegelschnitt ist, derart, 

dap sie sich mit ilivem Rande volldamfig dern Nantel eines Zylinders 
atceiter Ordmng anschliefit, so bildet sie lrinen Zyiinder, dessoz Quer- 
scltnitt ei97t.7 ICebtewiinie ist, wenn der Rand der Scheibe und der Quer- 
scfinttt dcs yeqelieuen Zylirzders ahdicke Kegelschnitte silzd. Die A d s e  
des Zy ! i dws  wird alsdann die LmUinie der Ketbdinie sein. Die Kan! 
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stante k ist nmgekehrt proportional dem Gewichte der Langeneinheit 
des Badens. 

Betrachten wir nun einen Faden, dessen Dichte eine bestimmte 
Funktiou 6 (s) der Rogenlange s ist, so lnutet die Differentialglei~hun~ 
der Gleichgewichtsform, wie man leicht findet, 

wo c eine beliebige Integrationskonstante und g die Beschleunigung 
durch die Schwere bedeutet. Vergleichen wir diese Gleichung mit der - 

oben gefundenen Gleichung 
- - - -- -- - d x d z = 1 / ( n - 1 ) s 8 + ~ ' k 2  g, 

so sehen wir, da6 sich die Querschnittskurve der gebogenen Scheibe 
auffassen LBt als die GIleichgewichtsform eines Fadens, dessen Dichte 
6 (s) gegeben ist durch 

Die Fadenlange denkeu wir uns auf einer dchse eines Koordinaten- 
sgstems abgetragen. Im Koordinatenanfang errichten wir die 6-Achse. 
Tragen wir die zu einem bestirnmten s geliorige ~ i c h t e  d senkrecht 
zur s-Achse auf, so erhalten wir eine Kurve 8. Ordnung als ,,Be 
lastungslinieii des  Fadens (Pig. 3). Diese Kurve ist symmetrisch in 
bezug auf die s-Achse, d. h .  man kann sich die auf den Faden wirkende 
Kraft vertikd nach oben oder nach unten denken und erhalt hierfür 
je einen Ast der Belastungslinie; in dem einen Falle würde sich die 
Kurve nach unten, im anderen nach obeii diirchbiegen. Diese Be- 
lastungskurven nehmen verschiedene Forrnen an je nach dem Werte 
von A. 1st A > + 1, so wird die Dichte 8 immer entllich bleiben und 
für  s = f OQ zu O werden (Fig. a]). Diesen Fall stelien wir der, 
wenn wir entweder elliptische Scheibe und elliptischen Zylinder oder 
hyperbolische Scheibe und hyperbolischen Zylinder nehmen Für den 
Pall O < A < 1 wird die Dichte au zwei symmetrisch zum Anfangs- 
punkt liegenden Stcllen oo sein, darüber hinaus irnaginar. In diesem 
Palle sind Zylinder und Scheibe wieder entweder beide hyperbolisch 
oder beide elliptiscli, aber es ist a : b < or : ,3 (Fig. b). 1st schlieBlich 
1 < 0, so hat man entweder eiiiptische Scheibe und hyperbolischen 
Zylinder oder umgekehrt. Auch in diesem Fallc ist an zwei sym- 
metrisch zum Anfangspunkt gelegenen Stellen des Fadens die Dichte 
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gleich oo und darüber hinaus imaginiir: Die Gestalt der Belastungs- 
kurve ist der vorigen gleichartig. 

LI. Jetzt moge dieselbe F'rage allgemeiner behandelt werden. Ge- 
geben sei ein beliebiger gerader Zylinder, dessen Querschnitt in bezug 
auf die x-Achse symmetrisch sei. Seine Gleichung laute: 

(1) f (z) b2 + y2 a2 = ce. 

Desgleichen m6ge eine Scheibe mit der Gleichung 

(2) y (s) p2 + y2ff= = yz 

gegcben aein. Die GroBen a ,  h ,  C, a, /3, y siud Konstanten, die 
imaginar oder reeil sein konnen. Ebenso wie vorher denken wir u m  

Fig. S. . 

die Schcibe derart vcrbogen, daB sich ihr Rand voilstiindig an  den 
Zylinder anschlieBt. Die Querschnittskurve des von der Schcibe ge- 
bildeten Zylinders bestimmen wir in genau derselben Weise wie vor- 
hin. Es  ist: a 2 - 2 y d y  u Y 2  y d y  

dz=- - -  d s = - ~  - 

bn  f (x) PT' @) 
und demnach ds  A f ' ( z )  

- - - -- a' b9 wo A = - -  
d x rp' (s) ' Ba as 

V(S) = I f ($) + C .  

Die Integrationskonstante C ist bestimmt durch die Wahl  des 
Eoordinatensy stems. 
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Dies ist die Gleichung der Querschnittskurve des von der Scheibe 
bei der Verbiegung geliildeten Zylinders, wo x die Abszisse und s die 
Bogenlinge bedeutet. Führen wir statt s die Ordiuate 8 e h ,  so kommen 
mir zu der Differentialgleichung 

- - 

Z'f'"z) - (s) 
d~ = v--qT- d x .  

Das s ist in dieser Gleichung mittels der Beziehung 

q (s)  = L f ( x )  I C 

durch x auszudrücken, womit die Integration der Differentialgleichung 
auf eine Quadratur zurückgeführt ist. 

Die durch diese Differentialgleichung dargestellte Kurve ist iden- 
tisch mit der Gleichgewichtsform einefi Fadens, dessen Dichte b (s )  als 
Funktion der Fadenlange s bestimmt ist durch: 

-- 

Ja ( s )ds  = e l /  y'' (s) 
g nz fP (x) - cp' 

wo man mittels derselben Beziehung x duïch s auszudrücken hat. 
1st die Dichte S als Funktiun von s gegeben, so k6nnen wir uiis 

den zugehiirigen Zylinder nebst Scheibe konstruieren, wenn wir die 
Gleichgewichtsform des Fadens durch ein Modell kennen lernen woiien: 
W i r  konnen entweder die Scheibc oder den Zylinder, ujie es i n  den 
einselwen Fiillm am vol-teilhaftesten ist, beliebig annehmen; der szcgehOrige 
Zylirzder Oder die Rclteibe ist hierdurch bestimmt. ATehmen wir ,mm Bei- 
spiel die Scheibe nls durch ilwe Gleichung gegeben an, dann lcennelz wir 

g> (s). iVach der zuietzt gcgebenen Gleichzhng iis dann f bestimmt durch 

hier ist mittels der I>'eziel~zmg 

V ( S )  = I f  + C' 

die Bogenlünge s ais Funktiun von f auszud~üçk.en. Die Gleiclw-en des 
Xylinderquerschnitts und (Tes Scheiben~andes sind dann: 

Wollen wir z. B. die Gleichgewichtsfigur eines Fadens, dessen Dichte 
umgekehrt proportional deln Quadrate der Fadenlinge ist, darstellen, 

k so haben mir zu setzen J d ( s )  d s  = - -. Ferner k6nnen wir annehmen, 
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die Scheibe sei dadurch bestimmt, daB die Funktion y(s) der Be- 

wo wir bei geeigneter Wahl  des Koordinatensystems const = O setzen 
konnen. Sodann haben wir 

' 
as 9' 

oder, da rg = A f (C - 0) ist, 
A f d f  = dx, 

also 
2 x f B  = -y + const. 

Demnach ist für const = O die Gleichung des Zylinders nach G1. (1): 

und die der zugehorigen Scheibe nach G1. (2): 
-- -- i / z $  log (C; +1/E:. + gz) 8' + = y'. 

Dureh zweckmiiBigere Wahl von v(s] oder f (x) hi t te  man vielleicht 
noch bequemere Gleichungen erhalten. 

III. Hat man die Aufgabe, eine Kurve darzustellen, deren 
Gleichung in der F o m  

F (x, s) = O 

gcgeban ist, wo x die Ordinate und s die Bogenlange bedeutet, so 
müBte man, wenn man aie punktweise konstruieren wolltc, für s recht- 
winkliche Koordinaten einführep. Zu diesem Zwecke müBte man die 

-- 

Gleichnng nach s aufiosen und s = S v +  d z B  setzen; man er- 
hielte also 

J J~Z?+-~  2 = @ ($1, 
woraus sich ergibt 

s =&(@'(z))'-i dz + C. 
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Die Aufgabe kommt also auf die Auflosung der Gleichung F ( x , s )  = O 
nach s und eine Quadratur hinaus. Wenn dies nun umstiindlich oder 
unmoglich ist, m a n  aber die GZeiehung F ( x , s )  = O in dw Fwm 
scbeiben kann  

FI (x) - F2 (s) = K; 

so kann  m a n  auf folgende Weise die Kurve F ( x , s )  = O clarskl2e.n: Ha+z 
konstruiert einen Zylinder, dessen Querschnitt die Gleichung hat 

FI (x) + y" CC: 

und eine Scl~eibe~ deren Ra,ncl die Gleichung hat 

(hier bedeuten s und y rechtwinkliye Koordinaten). Verbiegt mafi  dann 
die Scheibe derart, da13 ihr Rand  sich dem Zyliwder vollstandig aa- 
sehiie& so zuird ihre Symmetrieachse, die s-Acl~se, die Kurve  F ( x , s )  = O 
darstellen. Uenn die Gleichung des Querschnitts des von der Scheibc 
gebildeten Zylinders ist ja 

Wie man sofort sieht, kann man dieses Verfahren auch sur  mechani- 
schen Best immurq yewisser Integrale verwenden: 

W i r  setzen 
s -  @ ( x ) - O ,  

wo D ( x )  eine ganz beliebige Funktion von x ist. Dann erhilt mm 
ein Integral von der Form 

Dieses 1aBt sich auf folgende Weise mechanisch bestimmen: 
Man konstrzciert e i n m  Z y l i ~ d e r  mit der Querschnittsgleichung: 

O(.) + y" Cc; 

und eine Scheibe m i t  der Gleichuny: 

Verbiegt maw d a m  diese Schibe  in dm oben angegebenm Weise, so 

stellt ihre Symmetrieachse das Integrni J ~ ( @ ' ( X ) ) ~  - 1 dx + C dur. Die 
Ifikgrationskonstalzte C ergibt sich aus der Wahl des Koordinatensystems. 
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Vorrichtung zur Auflosung eines linearen 
Gleich~ngssystems.~) 

Von Privatdozent Dr. MARTIN ?%BAUER in Miinchen. 

1. Der kinematische Grundgedanke. 
Die Auflosiing linearer Gleichungen mit  einer beliebigen Zahl von 

Unbekannten laBt sich mechanisch ausführen, wenn es gelingt, einen 
kontiuuierlich wirkenden Mechanismus zu bauen, der nach einmaliger 
Einstellung der Koeffizienten für  jedes System von Unbekennten die 
zugehorigen Absolutglieder angibt. Wenn niimlich umgekehrt am 
Apparat eine bestimmte Wertreihe von Absolutgliedern eiugestellt wird, 
so ist hierzu nur  ein cinziges System von Unbekannten moglich, welches 
das vorgegebene Gleichungsvystem erfüllt und vom Apparat ange- 
zeigt wird8) 

Der vorteilhafteste W e g  zur Erreichung dieses Zieles führt zu einer 
kinematisclien Darstellung der einzelnen Gleichungen, wobei die Be- 
wegungsübertragung wie bei einem C h r a e r k  dureh Rider  erfolgt und 
aile veranderlichen Gr6Ben wie auch die Fi#. 1. 

Abfiolutglieder in Umdrehungen gemessen 
werden. 

Wir  gehen an die niihere Ausführung 
,Y 

des Grundgedankens. 
Zunachst ist uns die Aufgabe gestellt, 

da8 Produkt -Y 
p = a . x  

so zu bestimrneu, daB der eine Faktor x und das Rechnuugsergebnis 
in Umdrehurigen gemessen werden. Zur Durchführung dient folgendc, 
i n  Fig. 1 dargesteilte Vorrichtung. 

Parallel zur horizontal liegenden Scheibe X, der Multiplikatorscheibe, 
ist im Abstand r eine m'elle MN geführt, welche die Achse der Scheibe 
im Punkt M trifft. Diese JITelle dielit den beiden Rollen R u. P, die 
wir nach ihrer Bestimmung Lauf- und Produktrolle nennen wollen, als 
Achse. Rolle P ist damit fest verbunden. Die Laufrolle R hingegen, 

1 )  Sonderbearbeitung eines Abschnittes der in der Zeitschrift des Bayerischen 
Geonietervereins Nr. 4 u. 511909 veroffentlichten Abhandlung des Verfassers: Theorie, 
Beschzeibung u. Gebranch einer Ausgleichungsmaschine. 

2) ilber dia verschiedenen Vereuche, Gleichungssywt~eme mechanisch aufinlosen, 
siehe die ALharidlung von R. Mehmke: ,,Mechanismen zur Auflosung von Gleiühungs- 
sgstemen" in Band 1, Heft 7 der Encyclopadie der Mathematischen Wissensehaften 

Zeitschriit f. Mathlirnstik o. Pliyeik. 58. Band. 1910. Heft 3. 16 
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welche die Multiplikatorscheibe X berührt, l2Bt sich auf der Achse 
verschieben, ist jedoch mit der Produktrolle winkelfest verbunden, SQ 

daB beide die gleiche Drehbewegung ausführen. 
Um nun das gewünschte Produkt p = a . x d:~rzustellen, machen 

wir den Abstand dcr Laufrolle von der Achse der Scheibe X gleich 
dem a-facheu Betrag des Laufrollenhalbmessers, also gleich a . r und 
erteilen der Multiplikatorscheibe eine Bewegung ron x Cuidrehungen. 
Dadurch wird such R gedreht und der Weg, den hierbei irgend eiri 
Punkt des Berührungskreises zwischen X und R zurücklegt, ist cbcnso 
grog wie der Weg, den irgend ein Punkt der Laufrolle beschreibt, 
namlich gleich B a r n  x. Diesem Weg entsprechen ax = p  Cmdrehungen 
von R, die an der Produktrolle P abgelesen werden konnen. 

Wir  gehen einen Scrhritt weiter zur 
mechanischen Darstellung der Funktion 

l = a - x + b . y + c - z  
Aus rein iiuBerlichen Gründen wird von 
nuu ab immer die bestimmte Anzahl von 
drci Unbekannten bcnützt. Alle Entwick- 
lungen aber werden so geführt, da8 die ge- 
wonnenen Iilrgebnisse auch für eine belie- 
bige Anzahl von Unbekannten gelteri. 

Wir ordneii, wie Pig. 2 zeigt, die 
Multiplikatoischeiben X, 17, Z in einer 
Horizontalebene hintereinander an. Die 
ù'mdrchungszahlen der Produktrollen Y,, 
P,, P, geben, wenn wir die in Fig. 1 ge- 
brauchte Bezeichnungsweise für Pig. 2 ent- 
sprechend erweitern, auch hier die Produkt- 

werte ax, Oy, CZ. Diese Umdrehungen werden von den Produktrollen 
auf die IIilfsscheiben P',, P',, Plz übertragen, deren Mittelpunkte ;l.' 
von den Berührpunkten der Produktrollen nm deren doppelten Halh- 
mcsser (= 2r') abstehen. Durch dieses Balbmesservcrhaltnis wird er- 
reicht, daB die Hilfsscheiben nur $a$, iby ,  + c ~  Umdrehungen ausführen, 
ein Umstand, der für die nachfolgende Summenbildung zwar riicht not- 
wendig aber doch erwünscht ist. 

Wie ist es nun moglich, die den einzelnen Gliedern entsprechenden 
Umdrehungen zu summieren, um auch den Funktionswert l in Um- 
drehungen zu erhalten? 

Wir  beschriinken uns vorerst darauf, die Umdrehungen von nur 
zwei, auf verschiedenen Achsen sitzenden Scheiben zu addieren. I-Iiem 
dient der in Pig. 3 scliernatiscli gezeichnete Mechanismus. 
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Auf den parallelen Achsen A und B sitzen die damit fcst ver- 
P buntlene Scheibrn S, und SI3, die Summandensc:heitjen, deren und 

Cmdrehungen in eine Summe zu vereinigen siiid. Die erste Sumniandcn- 
scheihe Su berührt eine um die Achse 13 frei drehbare Hilfsscheihe S':, 
deren Durchmesser nur halb so groB ist wie derjenige von Su. Auf 
dieser Hilfsscheibe ruht eiiie Ubertraaungsrolle O; die sich uni eine 
horizontale, mit B u. S,, in starrer Verbindung stehcndc Achse dreht. 
Auf der Bolle U endlich ruht die um B frei drehbare Summenscheibe S. 

Ln1 den Vorgang der Summenbildung  FI^. 3 

leichter verfolgen zu konnen, sollen die d B 

lieiden Summandenscheiben ihre Hewegun- 
gen nicht gleichzeitig sondern nacheinander 
ausführen. Diese Annahme ist zuliissig, 
weil die Gesaintbewegung der Sumrrien- 
scheibe S in beiden Fiillen die gleiche ist. 

Dreht sich vurerst Su um den Betmg + :, so ist die unmittelbare 

Folge davon, daB sich die Hilf~scheihe Su' um - u dreht. Uiese Be- 
wcgung n-ird durch die flbertragungsrolle U, dereiî Achse ihre Lage 
zuniichst nicht iindert, als + u auf die Summenscheibe S übertragen. 

Nunmehr stehe 8, fest und es drehe sich die zweite Summandeii- 

scheibe S,$ um den Botmg + P .  Die stnrr mit B und S$ uerlunderia 

Achse der Übertragungsrolle U macht diese Bewegung mit und schlieBt 
P demnach mit ihrer Anfangslage den Winkel + ein. Hierbei wii,lzt 

sich der Umfanç der Ubertragungarolle auf der ruheriden Hilfsscheibe S', 

ab und dreht die auf ihr liegende Sumrnenscheibe S urn + gegcii die 

Endlûge der Hollenachse. Da diese sclbst berei t~ um + gegen ilire 

Anfangslage gedreht ist, so hat sich die Suninienscheibe um + 
gedreht. 

Die Ge~amtbewegiing von S betïagt also a + P. 
Nachdem die Frage der Summierung von Umdrehungen für zwei 

Sumnianden g e h t  ist, kann sie auch für eine mehrgliedrige Sumnie 
alu gelkt  betraclitet werden. Man kann niimlich schrittweise vorgehen 
uiid zur Summe der vorhergehenden Glieder immer nur dau niichst- 
folgende Glied addieren, bis sich niit Hinzufügung des letzten Gliedes 
die Gesaintsumme ergibt. 

Wenden wir dies auf unseren Ausdruck 
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2. Die Anflosung in Stellenprodnkte. 

an und verbinden je zwei aufeinander folgende nilfsscheiben P' (Pig. 2) 
durch einen solchen Summenmechanismus, so gibt die Umdïehungszahl 
der letzten Summenscheibe den Wert E. 

Nun handelt es sich daruin, mehrere Gleichungen 

1, = a,z+ b l y +  clz 

7, = a,x + b,y + c,z 

1, = a,z + b,y i- c,z 

gleichzeitig so darzustellen, daB die Unbekannten zwangsweise dieselben 
Werte besitzen. 

U n  dicser Forderung gerecht zu werden, ordnet man die den ein- 
zelnen Gleichungen entsprechenden Scheihenverbindnngen übereinander 

Fig. 4. an, wie dies in Fig. 4 für die Un- 

Es wurde bisher stillschweigend vorausgesetzt, daB die zwischen 
den einzelnen Bestandteilen des Mechariismus vorhandene Reibung fiir 
die Bcwegungsübertragung ausreichend sei. Bei der groi3en Anzahl der 
in Frage kommenden Scheiben und Rollen kann jedoch diese Voraus- 
setzung nicht festgehalten werden, und wir sind gezwungen, vom glatten 
auf den gezahnten Rand überzugehen. Die Folge davon ist, da1 bei 
jeder Produktbildung soviele Einzelmultiplikationen erforderlich werden 
als der Multiplikand Stellen besitzt. Damit namlich die Multiplikator- 
scheibe eine beliebige Anzahl von Urndrehungen ungehindert ausführen 
kann, ist es notwendig, da5 der Umfang des Berührungskreises zwisclien 
dem Multiplikator und dem Laufriidchen durch den Zahnabstand des 

1 %  
4: I I 1 

14. . 1'12. 
1 1 P,; 

1 GZ l& 
4 1 1 I 

bekannte x gezeigt ist und setzt die 
X, zur gleicheri Unbekannten gehorigeil 

Multiplikatorscheiben aller Gleichungen 

xZ in starrer Verbindung auf ein und die- 
selbe Achse, so da6 sie gezwungen sind, 
die gleiche Drehbewegung ausxnführen. 

x3 Dreht man in diesem System die 
Multiplikatorscheiben der ersten Glei- 

ehung um die Betriige X, y, z, so erscheinen an  den Endsummenscheiben 
der einzelnen Gleichungen die Absolutglieder Z,, Z,, 1,. 

Kehrt man den ganzen Vorgang um, indem man an den Endsurnmen- 
scheiben die Absolutglieder einsteltt, so erhalt man die gesuchten Un- 
bekannten als die Umdrehungszahlen der Multiplikatorscheiben. 

Damit ist die kinematische Aufltisnng von linearen Gleichungen 
mit einer beliebigen Zahl von Unbekannten theoretisch gelost. 
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letzteren ohne Rest teilbar ist. Das trifft jedoch nui- für gewisse Halb- 
messer des Berührungskreises, jedenfalls aber für alle ganzzahligen 
Faktoren a zu. Wir  ordnen daher, um die Multiplikation mit den 
Multiplikanden 1,2, 3,.  . . 9 durchzuführen, auf der Multiplikatorscheibe 9 
konzentrische Zahnkranze mit den Halbmessern Ir, 2 r  . . . 97- an. 

Für die M ~ l t i ~ l i k a t i o n  der übrigen Stellen dienen mehrere neben- 
einander liegende, der ersten gleiche Multiplikatorscheiben. J e  zwei 
aufeinünder folgende dieser Scheiben sind miteinander zwanpsliufig im 
~Tbersetzun~sverhàltnis 10 : 1 verbunden. 1st demnach der Multiplikand 
a - a(O) + a(-]) + a(-", so entstehen bei der Multiplikation mit x die 
Teilprodukte a(O)x + a(--)z + a(-2)z . . ., welche durch' die vorher be- 
fichriebenen Addiervorrichtungen zum Gesamtprodukt a x  vereinigt werden. 

Erscheint die Auflosung in Stellenmiiltiplikationen vom rein kon- 
struktiven Standpunkt aus als ein Nachteil, weil sie einen vielgliedrigen 
Mechanismus erfordert, so bietct sic vom Stnndpunkt der Baumfragc 
aus nur Vorteile. Wollte man namlich für groBe Koeffixienten die 
ungetrennte Multiplikation durchführen, so müBten die Multiplikator- 
scheiben eine ganz unzuliksige GroBe erhalten, wahrend die getrennte 
Multiplikation nur einen verhiltnismaBig kleinen Raum beansprucht. 

3. Verbesserung eines mit Naherungskoeffizienten ermittelten 
Unbekanntensystems. 

E s  bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten, die beschriebene Vor- 
richtung zum Auflosen linearer Gleichungen fiir beliebig viele Stellen 
einzurichten. Die praktische Ausführung des Apparates aber gestaltet 
sich um so einfacher, je geringer die Stellenzahl ist. In einem solchen 
Falle muB mit abgerundeten Koeffizienten aufgelost werden, und das 
mit diesen Niherungskoeffizienten ermittelte System von Unbekannten 
ist nnr ein System von Niheruiigswerten. E s  fra$ siüh nun, wie mua 
man diese Naherungswerte verbessern, um sie in die streng richtigeil 

, Werte der Knbekannten überzuführen. 
E s  sei 

a , . x + b , ~ y + c , . z + 1 , = 0  

(1) a , - x + b , ~ y + e , ~ z + Z , = O  

das aufzulikende Gleichungssystem. Bei Vernendung der Aufl6sungs- 
vorrichtung werden statt der streng richtigen Koeffizienten a, b, c die 
Nahernngswerte a', b', cf eingestellt, womit das fehlerhafte Wertesystem 
x', y', z' erhalten wird. Bezeichnen wir die an den verschiedenen 
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NaherungsgrEBen anzubringenden Verbesseiungen mit il-irem Differential, 
so ist a = a.' + d a  x = x' -t d x  

(2) b = b'+ d b  Y =Y'  + d!/ 
c - c f  + d c  z = Z' + dz 

Führen wir diese Werte in die Gleichungen (1) ein, so ergibt sich: 

(a; + da,)(ccf + d x )  + (Ir', + d Ir,) (y' + d y )  + (cf ,  + de,) (z'+ dz )  + 4 = 0 

(3) ( a ' , + d a , ) ( x ' + d ~ ) + ( b , + d ~ , ) ( y ' + d y ) + ( c ' , + d ~ ~ j ~ ~ ' + d z ) + ~ ~ = 0  

+da,)($'+ d x )  + (b', + db3)(y'+ d y )  + (c', + d ~ , ) ( z ' + d z ) f 1 ~ = 0  

Werden die Klammern aufgelost und die Glieder nacli der GroBen- 
ordnung ziisainmengefaBt, so erhalten wir zunachst für die erste Gleichung: 

In  dieser Gleichung ist die erste Klainrner = 0; den11 diese Gleichung 
ist zur Bestirnmung der Niiherungawerte x', y', z' verwendet worden. 
Die dritte Klammer konnen wir als eine Produktsumme sehr kleiuer 
GroBen ebenfalls - O setzen, so dalj nur niehr bleibt: 

a i d x  + b', d y  + c',ds + da1x1 + db,y' + dc,z' = 0. 

Setzen wir in dieser Gleichung die Summe der konstaiiten Glieder 

(4) da,xr  + dh,yr + d q s '  = (Z,) 
sn mird 

a', d x  + b', d y  + cfl d z  $ (1,) = 0. 

Die Anwendung dieser Ableitung auf samtliche Gleichungen liefert zur 
Bestimmung der Unbekanntenverbesserungeri die einfachen Gleichungen: 

a P l d x  + b', d y  + cl,dz + (1,) = O 

(5) a', d x  4. bf,dy + k2 d z  + ( 1 9 )  = O 

a',dx + b',dy + cl,dz + (5) = 0. 

Dieses System (5) entspricht bis auf die konstanten Glieder voll- 
Lomnien den ursprünglichen Gleichungcn (1). E s  ist daher moglich, 
die Unbekanntenverbesserungeli bei unveranderter Koeffizienteneinstellung 
mit der Aufl6sungsvorrichtung durch Einstellung der neuen nach 
Gleiühung (4) zu berechnenden ~ b s o l u t ~ i i e d e r  (1) zu ermitteln. 

Die durch zweirnalige Auflosung mit eineni wstelligen Apparat 
gewonnenen Resultate sind, abgesehen von den Fehlern, welche durch 
Vernachlassigung der Glieder zweiter Ordnung entstehen, ebenso genau 
wie die aus einer einuialigen Aiifl~sung mit einer Sn-stelligen Vor- 
richtung erhaltenen Werte. - 
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Erzengung der Koppelkurve durch ahnlich-verknderliche 
Systeme. 

Von REINHOLD M ~ ~ L L E R  in Darmstadt 
\ 

1. Die Bewegung eines ebenen ahnlich-veranderlichen Systems in 
miner Ebene ist bekanntlich bestimrnt durch die Bahnkurven pl,  y, ,  p, 
dreier Punkte Hl, M2, M3. Wir setzen voraus, diese Rahnen seien drei 
Kreise mit den Mittelpunkten M,, M,, M,, und fragen nach der Bahn- 
kurve p, die irgend ein vierter Punkt a 
M des bewegten Sybtenis beschreibt. 7, 

Die Gestalt des iihnlich-veran- \ \ 
\ '  

derlichen Vierecks MM,ICI,M, sei ' 
gegeben durch das Berhaltnis s, : s, : s, 
der Strecken MM,, 11IM,, N M ,  und 

\\ 
\ 

durch die Winkel O,, w,, w,, die sie \ 
\ , -9 

mit einer beliebigen Geraden MlY \ 4 , \ 'M? -' 
I \ , ---,,a 

der bewegten Ebene bilden. Wir  , \ ,' / 
, 

bezeichnen ferner mit rn (k  - 1, 2, 3) ' / 
\ / I Mi den Radius des Kreises ph ,  mit El, ,  , M3 

qn die Koordinaten des Punktes MA L ---- - ------- 
O X 

in bezug anf irgend ein in der festen 
Ebene liegendes rechtwinkliges Koordinatensystem, mit  x,, y ,  und x ,  y 
bzw. die Koordinaten der augenblicklichen Lagen der Punkte M, und nf. 
1st drtnn die augenblickliche Lange von X3f,= As,, und bildet die System- 
gerade MN mit der festen x-Achse niomentan den Winkel 9, so ist 

X, = X - AS, COS (w* 4- rp) 

und 
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Setzen wir zur Abkürzung 

und ,i cos rp = z, sin = 9, so verwandelt sich die vorige Gleichung in 

Hier ist 72 = 1, 2, 3, und wir erhalten die Gleichung der Kurve p durch 
Elimination von z und ?J zmischen den drei Gleichungen (2). Führen 
wir noch die Bezeichnungen ein 

nie Kurve p ist also von der sechstcn Ordnung. 
2. Um das Verhalten der Kurve p hinsichtlich der imaqiniiren 

Kreispunkte Ji, J, zu ermitteln, schneiden wir aie mit der Geraderi 

(5) x + i y = O ,  
die den Koordinatenanfangspunkt O mit einem der beiden Kreispunkte, 
etwa JI, verbindet. Zerlegen wir Sla + Be in (a + i8) (?l - i g ) ,  so 

ist nach (3) 
' * i B x z ~ h { ( a k k i B k ) - ( " i  f i f l i ) l  

und nach (1) 
- i w k  

a k + i p k = % -  ( x + i y ) - ( k k + i q b )  - 
s11 1 

Setzen wir hier nach (5) y  = ix und zur Abkürzung E ,  + ir i ,  = [,, 
so folgt 

a, + i j ,  = - 

gleichzeitig wird der Faktor von x in  LY, - i?, 

und in p ,  
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Kach tallenden Potenzen von x geordnet ergibt eich also 

und 

Es ist ferner 

und 

Durch die Substitution y = ix verwandelt sich also Gleichung (4) in 
eine Gleichung dritten Grades in x. Setzen wir noch 

so lautet der Faktor von 8xS 
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Der Punkt Jl ziihlt also für drei Schnittpunkte der Geraden O J ,  mit 
y, und zwar gilt dies unabhangig von der Lage des Koordinatenanfangs- 
punktes O in der Ebene M, M,M,. Die K w v e  p hat daher die ima- 
ginaren Xreispu&e zu dreifuchen Punkhn. 

E a t  aber der Punkt O eine solche Lage gegen das Dreieck M,M,M,, 

daB einer der Ausdrücke von der Form e-'"k - Je-'"' 1 verschwindet, 
Sk SI 

so beriihrt die Gerade OJ l  die Kurve y in 4, und d a m  ist O ein 
Fokalzentrum von y. Für  solehe Lagen von O ergibt sich also die 

Bedingung 

und hieraus folgt, wenn I ; ,  = ~ , t ? ~ t ,  gesetzt wird, 

und 

d. h.  A M,M, O - A JIkLllIzlCK Die Fokulsentra O,, O,,  0, der Kzcrue p 
werden demnach gcfztndaz, indem man bsw. über den Strecken M, M,, M, Ml, 
M, M, Ureiecke zeichnet, die de f i  Dreiecken M, M, III, Jf3 Ml M, Ml 1W2 ai2 
gleicl~sinnig altnlick silzd. 

Nach (7) ist 0. = 0 die Gleichung eines Kreises C. Setzen wii. 
th  = ph cos a,, 7, = p, sin a,, so lautet ihr absolutes Glied 

el - . '' sin (KI, - w, - 8, f 8,) + e t  . ec sin (a, - o, - 8, + 3,) 
51 Sz 83 SS 

+ 3 . fi sin (o, - w, - 8, + a,). 
S8 SI 

E'ilLt nun der Koordinatenanfangspunkt mit dem Punkte 0 ,  zusammen, 
e so ist 2 = 3 und a2 - m, - 4, - w,, und d a m  wird jener Ausdruck 
51 6 3  

gleich Null. Die drei Fokalzentra O,, O,, O, liegen deninach auf dem 
Kreise c. 

3. Die Gleichungen = O und % = O definieren zwei zirkulare 
Kurven dritter Ordnung a und 6 ;  ebenso bedeutet = O eine bizirku- 
lare Kurve vierter Ordnung b. 

%u dem durch a und b bestimniten Büschel von Kurven dritter 
Ordnung gehoren auch die imagingren Kurven 3 + i8 = O und 
- i8 = 0, und von diesen hat die eine in JI, die andere in J,  nach 

(5) einen Doppelpunkt. Die Kurven a und b - und alle übrigen Kurven 
des Büschels - berühren sich folglich in Jl und J,. Da ferner für 
p, = p, = p 3  die Ausdrüeke '2l und B identisch verschwinden, so gehen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von REINHOLU M ~ ~ L L E R .  20 1 

a und 6 durch die Schnittpunkte S und T der Kreise 27, - p e  O und 
p, - p, = 0, und sie schneiden sich auBerdem noch in drei Punkten, 
die wir mit U, V, W bezeichnen. 

Kun ist nach (3) 

(P,  - 81) a - (a2 - 4 !8 = 031 - ~ 2 1 0 .  

nnd 
h P s  - ~ s B i )  - k~icz -11zai) 8 = C21i -1le)D; 

jeder Schnittpunkt von a und b liegt also entwcdcr auf dem Kreise 
p, - 1 1 ,  = O  oder auf c und b, oder auf allen drei Iiurven zugleich. 
Das letzte gilt von den imaginaren Kreispunkten; die Punkte S und T 
befindeii sich auf dem Kreise $3, - 21, = O, aber nicht auf c und b. Da 

endlich die Piinkte TI, V, WT nicht dein Kreise pl -pz  = O angehoren, 
so liegen sie auf c und b. Die Kurven a, b, C, b schneiden sich also, 

von den iiriaginaren Kreispunkten abgesehen, noch in den Punkten Or, 
V, W. D a m  folgt aber aus der Form der Gleichung (4): Die Punkte 
7.; V; W s i ~ d  1)oppel11~~.nkte de?. Kwce p. Und weiter ergibt sich aus 
dem Schluflsatz des vorigen Artikels: Diese B~ppelpzcdite Ziqen auf dcm 
durch die drei kokalmztra gehenden Kreise C. 

4. Von der Bahnkurve y kennen wir jetzt die folgenden Eigen- 
schaften: 

1. Sie ist von der sechsten Ordnung, 
2. sie hat die imaginiireri Kreispuiikte zu dreifachen Punkten, 
3. eie besitzt auBerdem drei iloppelpunkte, 
4. diesc Doppelpunkte liegcn mit den drei Fokalzentren der Kurve 

auf einem Kreise. 

Die Gleichung einer Kurve, die diesen Bedingungen geilügt', enthàlt 
27 - 2 . 6 - 3 - 3 = 9 willkürliche Konstanten. Genau dieselben Eigen- 
schaften besitzt aber die bekannte Koppelkurve, die ein Punkt der 
Koppelebene eiiies Gelenkvierecks in der Ebene des festen Gliedes be- 
schreibt,, und die Bestirnmung einer Koppelkurve erfordert gleichfalis 
9 Konstanten, nümlich 4 zur Angabe der beiden festen Drehpunkte, 
3 fiir die Liingen der drei beweglichen Glieder und 2, um den erzeu- 
genden Punkt in der Koppelebene festzulegen. Wir schlielen hieraus, 
daB p eine Koppelkurve ist, erhalten also den Satz: Bewegen sich drei 
Punlcte eines ebenen ühnlic7~-veranderlichen Systems awf Kreiselz, so be- 
schrfnht je& v i d e  Yltnkt eilze Koppelkurve. 
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Über die von Herrn Reinhold Müller untersuchte besondere 
Bewegung eines ahnlich veranderlichen Systems, 

Von B. SKUTSCH in Dortmund. 

Herr R e i n  h o l d  M ü l l e r  hat die besondere Bewegung eines ebenen 
ahnlich-veranderlichen Systems in dem Falk untersucht, daB die Rahn- 
kurven dreier Punkte Kreise sind, und hat gezeigt, daB d a m  jeder 
vierte Punkt eine Koppelkurve beschreibt. Die nachstehende elementar- 
geometrische Herleitung dieses merkwürdigen Ergebnisses verdankt ihre 
verh%ltnismaBige Einfachheit freilich in erster Linie der Heschriinkung 
auf reelle Elemente, bietet aber auch in ihrer Anscllaulichkeit manche 
Anregung, welche eine Veroffentlichung rechtfertigen dürfte. 

lch schlieBe mich der Bezeichnungsweise des Herrn M ü l l e r  groBten- 
teils an und nenne Ml, M,, M,, r,, r2, r, die Mittelpunkte und die Halb- 
messer der festen Kreise, M,, M,, M3 die auf den festen Kreisen ge- 
führten drei Punkte des ahnlich veranderlichen Systems, M einen be- 
liebigen vierten Punkt desselben. Die Lage der vier Punkte fil1, JI,, JG, 
M des iihnlich verkderlichen Systems zu einander sei festgelegt durch 
die Reziehungen: 

As, = M M , ;  As, = MM,; As, = MLM3 
At, = M 2 N 3 ;  At2 = Ml M,; At, = Ml M,. 

1. K o n s t r u k t i o n  e i n e r  bed ingungsmi i f i igen  L a g e  des  iihnlich 
v e r a n d e r l i c h e n  Sys tems .  

Unsere erste Aufgabe sei, zu einer bestimmten Lage von JI, 
auf dem Krcis um M, die zugehorigen Lagen von il,, il& und Ji zu 
konstruieren. 

Wir  legen das Iheieck Ml, X2, 171, zunachst so, daB Ml auf M, 
und X, auf M, fiillt. Die zugehorige Lage von 31 ist ohrie weiteres 
zoichnerisch bcstimmbar, wir nenncn sie C. 

Wir  halten dann M2 auf M, fest und bewegen Ji1 auf detu 
Radius r, in die gewünschte Lage. Bei einer solchen ,,einf6rmigend 
Bewegung') mit festeni Pol beschreiben aber alle Systempunlite iihdiclie 
Bahnen mit dem festen Punkt als Al~nl ichkci ts~ol ;  es bewcgt sich a h ,  
wie auch leicht zu verfolgen, M geradlinig von C nach C, derart, daB 

CCB = Y~ 5 und M, CC2 = < M, Ml Ml. 
4 

1) Ygl. Bumester, Lehbuch der Kinematik, NI. 334. 
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xunrnehr halten wir Ml in dieser Lage fest und hewegen 3Z9 nach 
dem Kmfang des Kreises uui M,, mobei dahingestellt bleibe, aiif melchem 
IIalbrnesser dies ge- 
sdiieht. Jedenfalls 
legt dabei der Punkt 
,Veine gerade Strecke 

r, '' zuriick, und da 
4 

die Richtung unbe- 
stimmt; ist, so gelangt 
er ron seiner bisheri- 
gen Lage irgendwo 
an den Umfang eines 
mit dem Halbmesser 

r .% um C, beschrie- 
4 

benen Kreises. Dieser gx 
Kreis ist also der 
geometrische Ort für 
31, wenu die Hedin- 
gungen erfüllt sind, 
da5 AIl die gegebene 
Lage auf dem Um- 
fang des Kreises um 
M, einnimmt und H2 
sichirgendmoauf dern 
Lrnfang des Kreises 
iim Ma befind~t.  

Wir wiederholen 
nunmehr die ganze 
bisherige Konstruk- 
tlon, indeui wir nur 
dl, bzw. M, an die 
Stelle von 1Cf2 bzw. 
Ma treten lassen. Wir 
Iegen also diesmal 
XI auf Ml und JXj 
auf M, , nennen B die as a 
mgehorige Lage von Jf, bewegen diesmal nnter Festhaltung von M3 
Ml in die niirnliche Lsge wie vorhin, wobei B nach B, gelangen moge, 

B B, = r, . -  und + M, BB, = % M, M, Ml ist. Dann wird NI fest 
t 2 
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gehalten und H3 an den Umfang des Krcises um M, gebracht, wobei 

M von B, an den Vmfang eines Krcises mit dem Halbmesser ,; . '1 
4 

um B, gelangt. Dieser Kreis ist also der geometrische Ort für JI, 
wenn die Bedingungen erfüllt sind, düB Ml wieder die frühere, bestimmtc 
Lage auf dem Umfang des Kreises um Ml einnimmt, 17.1. aber sich 
irgendwo auf dem Umfang des Kreises um M, befindet. 

Bringt man die beiden Kreise um B3 und C, zum Schnitt, so hat 
man offenbar die gesuchte Lage von M, da sich in dieseni Falle s o ~ o h l  
iWZ als 313 auf den Kreisen um M, bzw. M, befinden. Die belden 
Sgstemlagen, die man hiernach als L6sungen der Aufgabe erhalt, sind 
in der Figur durch Strichart und oberen Index unterschieden. 

2. D i e  G e s a m t h e i t  d e r  bed ingungsmi i f i igen  Lagen.  

E s  bleibt jetzt zu untersuchen, wie sich der Punkt Ji' aus der 
gefundenen Anfangslage bewegt, wenn iWl auf dem Umfang des Kreises 
um M, umlüuft, wiihrend ICZ2 und M3 ebenfalls daucrnd an ihre Kreise 
gebunden bleiben. 

Hatten wir die Betrachtung 1. für eine andere Lage von X,, iin 
übrigen unverandert durchgefiihrt, so hatte sich der Linienzug B X M C , G  
natürlich anders ergeben. Unverandert wiiren aber die vier Strecken 

L ( H , = r ,  F, ü , M = r , .  '' J l C , = r ,  -: und C 2 C = r  5 geblieben. 
P t2 ' ' 6 

Die neue Lage kann also jedenfalls aus der vorigen erhalten werden, 
indern man mit den1 Linienzug mie mit einem Gelenkeck verfahrt; zu 
einer hcstimmten aber wird die Bewegung von M erst dadurch, daB 
nach früherem die Winkel M, B B, und M, C C, sich um gleiche Betrage 
iindern oder daB mit anderen Worten BB, und CC, einen festen Winkel 
einschlieflen. 

Was es mit dieser Beziehung auf sich hat, erkennt man leirht, 
wenn man die Reihenfolge der Stabe vertauscht, ohne ihre Richtung 

S S 
zu veriindern, also von B ausgehend die Stiibe r,  :, vl :, rl f ,  r -i 

Y a 1, 
aneinanderfügt, eine Veriinderung, von welcher weder M noch 6' be- 
rührt werden. Da in d e ~ n  so erhaltenen Stabziig B B I J l  C', C der 
Winkel BI MC, unveranderlich ist, so kann man auch RI mit Cl un- 
mittelbar durch einen Stab verbinden. Hiermit ist die Natur der von 
M beschriebenen Kurve als einer Koppelkurve klargestellt. 

3. E n t s t e h u n g  des  C a y l e y s c h e n  D i a g r a m m s  a u s  der 
N ü l l e r s c h e n  E'igur. 

Ersichtlich fehlte in den hisherigen Retrachtungen noch die 
Sgmmetrie; der Punkt Ml spielte eine andere Rolle als die Purikte 
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und JI,. So ist denn auch die bisher gewonnene Figur unsym- 
nietrisch. 

Man kann aber jetzt nachtriiglich, nachdem drei zusammengeh5rige 
Lagen der Punkte Ml AI2 M3 gefunden sind, dieselben Betrachtungen 
noch zweimal wiederholen, indem man an die Stelle von Ml das erste 
M d  M2, das zweite Mal Jf3 treteri Mt.  So erginzt sich die Figur zu 
voiistiindiger Symmetrie, und m a n  erhiilt das bckannte Dingramm, mit 
dem Cayley die dreifache Erzeugung der Koppelkurve veranschaulichte. ') 
Eine Erliuterung, n i e  die einzelnen Linien gemonnen sind, dürfte dank 
der systeriiatischen Bezeichnungswei~e entbehrlich sein. Die ehzelneri 
Langen sind 

A A, = A 3 J f  = Y, - S 2 ;  
4 

CC', = C,M = r,  - " ;  
t3  

und da die Dreiecke M1J, Cl, A, MC, und 4 B, M Zhnlich sind, s» 

bestimmt sich schlieBlich aiich: 

Zu erwihnen wire  etwa noch, da1 von den neun beweglichen 
Stückeri der Cayleyschen Pigur je drei die namlichen Drehungen aus- 
führen urid daB dies zugleich die Di-ehungen der Halbmesser r,, r,  und 
r,  in der Müllerschen E'igur sind. Es drehen sich namlich: 

BB3, CC, und JfB, CC, wie r, 

A A,, C Cl und A, MC, wie r, 

A A,, B B, und A, U, M wie r,. 
-- - 

1) Proceedings of the London Muthematical Society T. VLI p. 142. 
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4. D a s  D r e i e c k  d e r  F o k a l z e n t r e n .  

Das 1)reieck A B  C der Fokalzentren ist bekanntlich den vorstehend 
aufgeführten Dreiecken ebenfalls ahnlich, seine Seiten stehen also im 
Verhiiltnis 

B C :  A C :  A B =  s , t l :  s,t,: s,t,, 

und seine Gestalt ist unabhangig von den Zentralen und Halbmessern 
der festen Kreise. 1st 171, JI, M ,  ïîl ein ~re i s i i e reck ,  so ist eins von 
den drei Produkten s t  gleich der Summe der beiden andern. In die~em 
Fall degeneriert das Dreieck A B C, seine Punkte fallen in eine gerade 
Linie und die Koppelkurve wird symmetrisch. 

5. Z u s a n i m e n h a n g  d e r  D r e h u n g e n  u n d  d e r  GroBenanderungen 
d e s  S y s t e m s .  

ER war schon oben bcmerkt, daB sich die Dreiecke Ill Cl 111, 
MC, A,, B, M A ,  bzw. mie die Halbmesser rl, r ,  und r, drehen. Es 
liegt nalie, die Linienzüge Ml Ml M, M, & *M, M, J& Jf zu Parallelo- 
p m m e n  Ml M, NIIf I ,  M, 31, MMI, ,  M, M, H 2 I I , ,  zu erganzen, wo 
dann die in die E'igur nicht eingctragencn Punktc MI, nl,,, lVn, feste Lage 
auf den Dreiecken BI Cl Ml MC, A,, B, MA, haben, also Koppelkurven 
beschreiben. Da nun z. B. der Strahl M, 34 ein MaB für die GrCiBen- 
anderung des ihnlich verinderlichen Systems gibt und sich gleichzeitig 
mit dcmselben um den festen Punkt Ml dreht, so stellt die von seinem 
Endpunkt dfI beschriebene Koppelkurve ein Polardiagramm der Drehungen 
und der GroBenanderungen des Systems dar. 

Die Vierecke B1 Cl M N I ,  A, C, MM,,, A, B3 MMII, stehen übrigens 
in einem mcrkwürdigen Zusammenhang mit dem Vicreck ML ni, M, 114 
indem je drei von den vier Dreiecken, i n  welche jedes von ihnen zerlegt 
werden kann, je drei solchen des Bierecks Ml 31, JI3 M ahnlich sind. 

6. Zi i  e i n e m  g e g e b e n e n  C a y l e y s c h e n  D i a g r a m m  e ine  ent- 
s p r e c h e n d e  M ü l l e r s c h e  F i g u r  zu zeichnen.  

Wihrend oben von der Müllerschen Pigur ausgegangen und die 
zugehorige Ca y 1 ey  sche Figur konstruiert wurde, liefert uns der letïte 
Satz eine L6sung der Aufgabe, zu einer Cayley  schen Pigur eine 

Müllersche zu zeichnen. Man nehme etwa willkürlich an und 
erhalt dann durch einfaches Aneinandersetzen ahnlicher Drcieckc audi 
die Punkte Mn und 112,,, mit ihnen r, r,, r, und zudem die Gestalt 
des Vierecks 171, M, M3 Jf. 

Es fehlt jetzt nur  nocli die Orientierung des festeri Dreiecks 

Ml M2 Ms. 
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Eine Ecke desselben, etwa M, kann man noch willkürlich annelimen 
und erhalt dann M2 und M, als die Lagen von M, und ill, des ver- 
%derlichen Vierecks, wenn man M das eine Mal auf CI; das andere 
Mal auf B, beide Male aber JIl auf M, fallen laBt. DaB dann tat- 
sachlich auch 171 auf A fallt, wenn a& auf M, und 17l, auf M, gelegt 
werden, folgt daraus, da1 nach 4. die Gestalt des Dreiecks A B C  ilur 
von der Gestalt des Vierecks .Ml Jf2 X3 31 abhangt, also zu bestimmten 
B und C unabhiingig von der Wahl von Ml immer das niimliche A 
gehort. 

Analytischer Beweis des Satzes von Herrn Reinhold 
Müller über die Erzeugung der Koppelkurve durch ein 

ahnlich-veranderliches System, 
(Vgl. die vorhergehenden beiden Abhandlungen S. 247 und 252.) 

Von K. MEHMKE in Stuttgart. 

Bei Beschrankung auf die allereinfachsten IIilfsmittel der Vektoren- 
rechnung - niimlich die Addition von Vektoren in Verbindung mit 
der Tatsache, daB in dcr Ebene cinen Vektor mit eincr beliebigen 
komplexen Zahl getq  multiplizieren soviel heiBt wie die L':inge des 
Vektors mit g multiplizieren und ihn zugleich um den Winkel rp 
drehen - liii3t sich der in der Uberschrift genannte Satz beweisen 
wic fol&. 

Zur Requemlichkeit des Lesers b~zeichne ich die vorkoninienden 
Punkte mit denselben Buchstaben, wie die Herren M ü l l e r  und S k u  t s c  h. 
Da das Dreiek 3fSJ1101 iihnlich-veranderlich ist, so geht der Vektor 
von 171, nach Al, fur den man bekanntliüh M- X3 schreiben darf, 
aus dem Vektor von LW3 nach lV1, also Ml - M3, durch Multiplikation 
mit einer konstafzten komplexen Zahl, die durch b, bezeichnet sei, herror: 

was mit der Abkürzung 
1 - b, = b, 

die Gleichung gibt: 

(1) M =  b,M3 + b,  Ml. 

Weil das Dreieck 31, M, M ebenfalls ahnlich-veranderlich ist, so 
besteht auch eine Gleichung der Form 

worin cl und c, = 1 - cl konstante komplexe Zahlen sind. 
Zeitnchrift f. Mathematik e Phyaik. 58. Band 1910. IIeft 3. 1 7  
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Führen wir mit Herrn M ü l l e r  die festen Punkte 0, und 0, 
(Herr S k u t  s c h  bezeichnet sie mit B und C )  diirch die Ahnlich- 
keiten ein: 

M,M, O, - D.iIMIICl und M,M,O, .vN1II/I21çf, 

ausdrücken kann, und ebenso mit Herrn S k u t s c h  die beweglichen 
Punkte BI und Cl, erlrlart durch die ~hnl ichkei ten 

N 3 M 1 B l  - M,XIM und M,M,Cl  N M1,M21C;I, 

denen die Gleichungen entsprechen : 

Zuerst erhalt man durch Subtraktion von (1) und (5) ,  sowie von (2) 
und (6): 

(7) JI- BI = b,(3& -Ml ) ,  

(9 $1 - Cl = cl (Ml - Ml). 

Aus diesen Gleichungen, oder n o c h  deutlicher aus 

af- cl =$ ($1- B ~ )  

oder auch 
(bl - c,) M = b1 Cl - c1B1, 

sieht man vor allem, daB bei beliebiger Bewegung von NI das Drei- 
eck Bl Cl M Zhnlich- verinderlich ist. Ferner erkennt man, da8 die 
Seiten dieses Dreiecks ihre Lange behalten, also das Dreieck sich a h  
starres bewegt, d a m  und nur dann wenn M I L q  konstante Lange hat 
d. h. wenn Pll einen Kreis um Ml aIs MitteIpunkt beschreibt. M2 und 
M3 k6nnen sich noch beliebig bewegen. Nun erhiilt man weiter durch 
Subtraktion von  ( 5 )  und (3), sowie von (6) und (4): 

(9) BI - O, = b3 (JI3 - M,), 

(Io) CL - O3 - c , ( N 2  - M,). 

Hiernach führt BI (C,) gcgen den festen Punkt 02(0,) eine Bewepng 
aus, die znr Bewegung von Içi, (JI2) gegen M, (M2) ahnlich ist. Durch- 
liefen z. B. JI3 und 171, je eine beliebige feste Gerade, so beschrieben 
auch BI und Cl feste Geraden, und der Ort von M ware folglich eine 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cher die Bilduug von Wirbeln in reibungslosen Flüssigkeiten. Von F. KLEIPF. 239 

Ellipse. Herr M ü l l e r  laBt 1% und 21.4 sich auf Kreisen um M, und 
M, bewegen; dann beschreibt auch Bl einen Kreis um O,, Cl einen 
Xreis um O,, und folglich 1CI e im Koppelkurve. Durch ,,zyklische 
Vertauschung" der Punktc B,, SI2, M,, sowie der zugeh6rigen E'urikte 
Ml, M,, M, erhalt man die andern beiden Erzeugungen derselben 
Eurve, die nach R o b e r t s  moglich sind. 

Wenn man die Buchstaben b und c niüht gew6hnliühe komplexe 
Zahlen bedeuten lje~e: sondern Vektorbrüche (Symbole fiir Affinitaten), 
eo brachten die obigen Gleichungen Satze über affin-veriinderliche 
Systeme zum Ausdruck. 

-- - 

Über die Bildung von Wirbeln in reibungslosen Flüssigkeiten. 

Von F. KLEIN in Gottingen. 

Am Schlusse seiner berühmten Abhandlung über die Wirbelbewe- 
gungen beschreibt H e l m h o l t z  eine einfache Methode zur Erzeugung 
von Wirbeln, die jedermann bei seiner Tasse Kaffee ailtiiglich bequem 
ausproben kann. Man führe die (in die Flüssigkeit eingetauchte) Spitze 
eines Loffels eine kurze Streeke Lngs der Oberfliiche der Plüssigkeit 
hin und ziehe sie d a m  plotzlich heraus. Es bleibt ein Wirbelfadm 
in der Plüssigkeit zurück, dessen Gestalt dem E I ~ .  1. 

UmriB der eingetauchten Loffelspitze entspricht 
und der in Richtung der dem L6ffel ursprüng- 
lich erteilten Geschwindigkeit in der Plüssigkeit 
fortschreitet. In die Beobachtung fallen natürlich 
nur die beiden Punkte, in denen dieser Wirbel- 
faden die freie Oberfkiche der Flüssigkeit schneidet. 
Sie ersüheinen ds  flache, oder - bei schnellerer 

@,O 
Vorwiirtsbewegung des Loffels -- als trichterformige Vertiefungen der 
f r~ien OberKiche, um welche die Flüssigkeit zirkuliert. E s  braucht - 

k a m  gesagt zu werden, da5 diese Vertiefungen als solche au8 dem 
Zusammenwirken der Schwerkraft und der auf die einzelnen Flüssigkeits- 
teilchen bei der Zirkulation wirkenden Zentrifugalkraft zu erkliren ~ i n d .  

Im gr6Beren MaBstabe realisiert beobachtet man dieselbe Erschei- 
nung beim Rndern: nach jedem Ruderschlag wandeln zwei den aufieren 
Kanten des jeweils eingetauchten Ruderteils entsprechende Vertiefungen 
über die Wasseroberflache hin; die Mittelpunkte dieser Vertiefungen 
sind als Schnittpurikte der Wasseroberfliche mit eiriem Wirbelfaden 
aufzufassen, den nlan sich entlang dem GesamtumriB des eingetauchten 
Ruderteils verlaufend denken muB. 

17-  
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260 Über die Bildnng von Wirbeln in reibiingslosen Flüssigkeiten. 

mit ihm einen nach unten hin spitzen Winkel, der iim so kleiner ist, 
je mebr man an die untere Begrenzungslinie des Ruderblattes herangeht. 

2. Jetzt ziehe man das Ruder plijtzlich vertikal aus dem Wasser 
heraus. Irgend wclchen EinfluB auf die Bewegung der Wasserteilchen 
hat dies, da aiisdriicklich von Reibung ahgesehen werden soll, unmittel- 
bar nicht. Die einzige instantane a n d e r m g  ist die, daB sich jetzt 

Wie ist diesc Erschcinung zu erklarcn? Man wird zunkhst  jeden- 
falls an eine Reibungswirkuilg denken. Eine solche tritt aber, so vie1 
ich sehen kann, hochstens sekundir hinzu; man darf annehmen, da0 
die Erscheinung in vollig reibungsfreien Flüssigkeiten irn wesentlichen 
ebenso, wie geschildert, verlaufen würde. Dcr eigentlichc Grund der 
den üblichen Aussagen der reibungsfreien Hydrodynamik offenbar wider- 
spreclienden Erscheinung scheint vielmehr ein ganz anderer zu sein. 

Fig. e. Ich wiil mir'der bequemen Ausein- 

Wauerobrrflidie 

t 

andersetzung wegen den ganzen Vor- 
gang zweidimensional denken. In eine 
reibungsfreie, unendliche, durch eine 
horizontale Ebene begrenzte (nur der 

Wd~~embrr f ld *p  Schwere unterworfene) Wassermasse 
werde ein iinendlich hreites, ebenes, von 

Ruder 
einer horizontalen Geraden begrenztes 
lluderblatt eingetaucht, senkrecht zu 

seiner Ebene vorwzrta bewegt und inmitten dieser Bewegung instantan 
heransgezogen. Figur 2 gebe ein schematisches Rild der Versuchs- 
anordnung. 

Die aufeinanderfolgenden Bewegungsvorgiinge dürften dann folgender- 
maBen zu schildern sein: 

1. So kngo das Ruder i n  voller Tiefe eingetaucht ist und vor- 
warts geschoben wird, herrscht die bekannte P~t~entialbewegung, deren 

Fig. B. Geschwindigkeitskurven nebensteheiid 
abgebildet sind. - Diese Geschwindig- 
keitskurven sitzen nicht genau senkrecht 
auf dem Ruderblatt aiif, sondern bilden 

Fig. 4. 
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da, wo vorher das Ruder stand, in der wassermasse ein vertikaler 
Sclilitz befindet. 

3. Xun aber kommt die Schwere, bez. der aus ihr resultierende 
Fliissigkeitsausdruck zur Geltung, unter dessen EinfluB die Wasser- 
partien linfis und rechts von diesem Fig.  5. 

SchPitz (den man sich als sehr schrnal 
vor~tellen mtiçe) sofort susammcnfliefien . 

werden. Man hat jetzt in der nur noch 
von der Horizontalebene begrenzten 
Wassermasse da, wo vorher das Ruder 
stand, eine Uiskontimuitatsfliici~e für die 
den einzelnen VCTasserteilchen beizu- 
legenden Geschwindigkeiten, d. h. eine Wirbelschicht. Die Intensitat 
des Wirbels nimmt dabei vom oberen Ende der Schicht gegcn das 
nntere hin zu. 

4. Und nun scheint die Entwickclung dieser Wirbelschicht die zu 
sein, daB sie sich sehr rasch um das untere Ende spiralig aufrout, so 
daB nach einiger Zeit die Bewegung merk- Fig. 6.  

lich so stattfindet, als befande sich in der 
E h e  des unteren Endes der nrspriinglichen 
Schicht ein nahezu punktformiges Wirbel- 
gebiet O. (Die von O entfernter liegenden 7 
Stücke der Wirbelschicht verteilen sich in stetiger ileformation auf den 
imnier langer werdenden bis an die Wasseroberfltichc reichcnden Ast 
der Spirale und verlieren darnit für die Flüssigkeitsbewegung immer 
mehr an Bedeutung). - Das Wirbelgebiet O unserer Pigur ist natür- 
lich der Schnitt unserer Leichnungs- Fig. 7 .  

ebene mit einem senkrecht gegen die- 
selbe (also parallel mit der unteren 
Begrenzungskante des Ituders) verlau- 
fenden Wirbelfaden und mit dem Ge- @- . . -.- . - - 
sagten also das Zustandekommen eines "0 
solchen WirbeLfadens erklirt. - 

Es eriibrigt, da6 wir diese ganze nberlegung vom Zweidimeiisio- 
nalen ins Dreidimensionale übertragen (indem wir statt des unendlich 
ausgedehnten Ruderblattes ein solches von endlicher Breitenausdehnung 
setzen). Dann tritt an Stelle des gefundenen geradlinigen Wiibelfadons 
augenscheinlich ein solcher, der (mehr oder minder gcnau) der Kontiir 
des eingetauchten Ruderteils folgt, so wie es der Versuch, von dem wir 
ausgingen, ror  Augen stellt. - 

Nari wird natürlich verlangen konnen, daB die hier nur qnalitativ 
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gefalten Bewegungsvorgange quantitativ formuliert, bzw. a m  den Diffe- 
rentialgleichungen der Hydrodynmik abgeleitet werden. Indem ich 
dies anderen Xathematikern überlasse, beantworte ich nur noch die 
zuniichst hervortretende Frage, wie denn die vorgetragene Theorie 
mit dem allverbreiteten, von H e l m h o l t z  selbst in seiner oben ge- 
nannten Abhandlung gegebenen Satz vertraglich ist, daB durch Bewe- 
gung starrer Korper in einer reibungslosen nur der Schwere unter- 
wai-hnen Plüssigkeit niemals Wirbel entstehen konnen. Ofknbar l i ~ g t  
diee darin, dai3 wir das ZusammenflieBen zweier ursprünglich vonein- 

. ander getrennter Flüssigkeitspai-tien ins Auge zu fassen hatten, wiihrend 
bei der gewohnlictien Begründurig des genannten Satzes angenomrnen 
wird, daB Flüssigkeitsteilchen, welche einmal an der Oberfiiictie der 
Flüssigkeit liegen, immer auch an der Oberfliiche bleihen. 

L a n g e o o g ,  20. August 1909. 

Znr Statik ebener Fachwerke. 
Von F. PFEIPFER in Gottingen. 

Die folgenden Ausführungen schlieBen sich aufs engste an die 
kürzlich unter dem Titel: ,,Über Selbstspannungen ebener Diagrammeu 
erschienene Abhandlung von Herrn Geheimrat Kle in ' )  an. Den ana- 
lytisch-geometrischen Betrachtungen der genannten Arbeit m6ge hier 
die graphische Darstellung angereiht werden. 

E s  wird gezeigt werden, wie die Heranziehnng der zu  geeigneten 
ebenen Diagramruen gehorigen r~uml ichen  Polyeder für die Konstruktion 
reziproker Diagramme und damit auch für die graphische Bestimmung 
der Selhstspannungen eines ebenen Pachwerks zweckmaBig gehandhabt 
werden kann, und es sollen im AnschluB a n  die genannte Abhandlung 
speziell die Verhiltnisse betrachtet werden, wie sie bei Fachwerks- 
diagrammen auftreten, die als Projektionen cirzseitiger geschlossencr 
Polyeder aufzufassen sind. 

1. E s  genügt, hier vorauszuschicken, daB ein raumliches geschlossenes 
Polyeder, das aus ' ebenen Polygoiien zusammengesetzt ist, alu Span- 
nungsflacbe aufgefaBt, die Selbstspanlzungen i n  demjenigen ebenen Faeh- 
werk gibt, das als seine orthogonale Projektion angesehen werden kann.') 

Wi r  werden mit Vorteil die Darsteliiuig der ebenen Begrenzungs- 

1) Mathematische Annalen Bd. 67 (1909). 

2) F. K l e i n  und K. Wieghardt .  Über Spannungsfliichen und reziproke 
Diagramme, mit besonderer Berücksichtigung der Max w ellschen Arbeitcn. Archiv 
der Mathematik und Physik. III. Reihe. VIII. 1. und 2. Heft. (1904). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. PFELFFER. 263 

flichen des Polyeders mit Hilfe der Hülmdinien und des Gradienten 
benütmn, eine Methode, die Herr Prof. R u n g e  in seinen Vorlesungen 
über graphische Statik zu verwenden pflegt. 

Eine Ebene schneide die Horizontalebene (Zeichenebene) nach der 
Geraden O. Wir wzhlen eine Einheitsstrecke und schreiten nun auf 
einer Geraden der darzusteilenden ~ l g .  1. 

t2 
Ebene senkrecht zur Hohenlinie O 
fort, bis die senkrechte Erhebung über 1 ,  ' I  , +l 

- .  a 
die Horizontalebene gleich der Eiri- 
heitsstrecke ist. Durch die Projek- -1 

tion des so erreichten Punktes auf -2 

die IIorizontalebene ziehen wir die Parallele zu O und haben damit 
die Hohenlinie 1. Die Hoherilinien 2, 3, . . . sind die Parallelen in . . 
gleichen Abstànden, die Parallelen - 1, - 2, . . . geben die Hohenlinien 
für den absteigenden Teil der Ebene. 

Diejenige Erhebung der Ebene, welche einem Punkte entspricht, 
dessen Projektion die senkrechte Entfernung 1 in der Zeichenebene 
von der Nuiiiriie hut, gibt die Gr6Be des Gradienten der Ebene. Wir 
zcollen veraOreden, dab wir diwx Gradienten aZs gerichtete Btreclu: langs 
einev Hohenlinie (gewohnlich der A-ullinie) eir~tmqen und ihm dubei eine 
solche Pfeilrichtung geben, dub  (von oben auf  dus Zeichenblatt gesehm) 
der urn 90' entgegengesetzt dem Ehrzeigersinn gedrehte Pektor Richtung 
und Grüpe des Anstiegs der &bene yibt. 

1st die Gleichung der Fig. 9. 

darzust,ellenden Ebene in  1 
einern rechtwinkligen Ko- 
ordinatensystem, dessen xy- 
Ebene mit der Zeichen- 
ebene zusammenfillt : 

~ = a x + b y + c ,  

so ist: 

ax,+ by + c = O 

die Gleichung der Hohen- 
h i e  0, und die Lange des 
Gradienten ist v a 2  + b2. 

Zieht nian durch den Anfangspunkt des Koordinatensystems einen 
psrallelen Vektor zu dem auf der H6henhie  eingetragenen Vektor 
(wir wollen dieseri Vektor auf der Ehenl in ie  im folgenden der Kürxe 
halber als den Gradienten bezeichnen), BO haben die Koordinaten seines 
Endpunktes die Werte: = b,  y = - a. 
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Wenri wir also in einem Eoordinatensystem, dessen Achsen pardiel 
der x- und y-Achse sind, vom Anfangspunkt, dem Pol, aus, iu den de,r 
Gradient der Horizontalebene zusammenschrumpft, die Gradienten der 
verschiedenen Ebenen des zu einem vorgegebenen Diagramm als Span- 
nuilgsfliiche gehorigen Polyeders abtragen, so sind die Endpunkte dieser 
Gradienten gerade die Punkte x = b,  y = - a des reziproken Diagramrns, 
m-elche nach den Formeln (5) der S. 262, Anm. 1 ziticrten Arbeit den 
Polyedereb enen: 

s = a x + b y + c  
mtsprechen. 

Wir haben so i~ dem Auflrayen cler G,radienfen von einem I ' u d t  
aus e i t ~  auperst bequemes Hittel, uns die Punkte des resipokelz Uia- 
granzms zu verschuffen. 

1st G, der so aufgetrageue Gradient der Ebene (7c) des Polyeders, 
G, der der Ebene ( l ) ,  BO ist nach den Pormeln (4) der soeben zit'ierten 
Arbeit die geometrische Differenz G, - G,  xuniichst der GroBe nach die 
Spannung langs der Projektion der Schnittkante (kl) der Ebenen (1;) 
und ( 1 )  und damit also die Stabspannung in dem Stab des Fachwerks, 
der die Projcktion der betreffenden Polyederkante ist. 

2. Wie konnen wir nun eindeiitig bestimmen, ob die im Stab 
auftretende Spannung, die wir nun ihrein absoluten Betrage nach kennen, 
ein Zuy oder ein Dmck ist? 

Wir wollen uns zunkhs t  nicht ein geschlosscnes Polycder dcriken, 
sondern eine Facettenflkhe mit angehefteter Polyederzone, die die Kbene 
nur einfach überdeckt, wie man sie bei einem Bachwerk, das unter der 
Wirkung eines Gleichgewichtssystems von ZuBeren Kraften steht, als 
Spannungsfliiche erhzlt. Die Projelitionen der beiden cbenen Facetten, 

 PI^. 3. die in einer Kante der Spannungsfliiehe 
zusammenstoBen, liegen dann zu verschie- :+ denen Seiten der Projektionslinie der Kante 
im Diagramm. 

W i r  tragen die Gradienten Gr und Grr 
+Z der beiden Ebenen gernaB unserer Fest- 

c setzung ein und erhalteu beiin Ùbergang 

-I " von Ebcne 1 nach Ebcne II als geome- 
c -c, 

4 -2 trische Differenz der Gradienten GII - Gr 
den eingezeichneten Vektor parallel der Pro- 

jektion der Schnittkante der Kbenen 1 und II. W i r  bekommen nun 
das richtige Vorzeichen der Spannung, wenn wir festsetzen: Ber Pek- 
tor gibt uns die Kraftzuirkurtg auf de% Stabteil zur finlîelz eines deu 
Stab in der vorgeschriebenen Richtung überschreite)zden Beobachters. Das 
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steht im Einklang.rnit den allgcmeinen Ausführungen auf Seite 3 der 
S. 262, Anm. 2 genanuten Abhandlung. 

In der Figur erhielten wir also beim Übergang von 1 nach II 
Druckspamung im Stabe. Bci 'L'bergang von II nach 1 hat der Vektor 
CI- GII gerade die entgegengesetzte Pfcilrichtung wie vnrher G u -  GI, 
wir erhalten also wieder eine Druckwirkung auf den für diese Über- 
schreitungsrichtung a h  linken auf- Fig. 4. 

zufassenden Stabteil. 
Die nebenstehendc Figur 4 ent- G - G I  +l 

spricht einer Zugspannung im Stahe. 
Dies die Regel für einfache 

+" 
-2 

Überdeckung der xy-Ebene durch -I 
-2 I. 

dm Diagramm. 
Bei doppelter Überdeckung betrachten wir zunachst eine Ebene 1 

des ersten Blattes und eine Ebene II des zweiten Blattes, welche beide 
nach einer Kante des UmriBpolygons zusammeriliangeri. Tragen wir 
die Gradienten beidor Ebenen gerniiB unscrcr Vorschrift ein, so gilt 
fiir den Ubergang von 1 nach II die anfge- Fig. 5. 

stellte Regel. Gehen wir aber von II nach 1, 
so überschreiten wir den Stab in demselben 
Sinm wie oben, würden also gemiiB unserer 
Regel jctzt gerade die entgegengeset'zte Span- 
nung wie vorher erhalten. Wir  miissen also 
beim Übergang von einer Ebene des zweiten 
Blattes naçh einer solchen des ersten Blattes 
als maBgebend für  die Spannung im Stabe, 
die durch die Gradientendifferenz gegcbene Kraftwirkung auf den rec1d.s 
von der Überschreitungsstelle gelegenen Stabteil nehmen. Dasselbe gilt, 
wenn wir von einer Ebene des zweiten Blattes in eine andere Ebene 
des zweiten Blattes übergehen. 

Wir konnen so zusamnienfassen: Schreiten wzr auf' die Schnittkante 
zu in  einer Ehene des erste12 Blattes, so giht dm resultierende Tekfor die 
Kraftwirkung auf defz linken Stab&?ii, gehen wir  irz einer Ehene des 
szceiten Blattes ouf die Schnittkante zu, so stellt der resultierende V e f i t ~  
die Xraftwirkung auf  den rechten Stuhk4l vor. 

3. Weriden wir diese Siitze nun für den Faii eines einfacheu ge- 
schlossenen Polyeders an. Das geschlossene Polyeder sei ein siceiseitiyes - 

und geh6re zu dem in Fig. 9 gezeichneten Diagramm als Spannungs- 
fliiche. Das Diagramm hat 7 Knotenpunkte und 15 Stabe, also 
15 - (2 - 7 - 3) = 4 linear unabhiingige Selbstspannungen. Man kann 
leicht 4 solcher unabhingiger Selbstspannungen angeben, wenn man 
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jedesmal nur die Stabe des Diagramms in Spannung. rersetzt denkt, die 
die folgenden Figuren enthalten: 

Fig. 6. 

Mrir wshlen für unsere Konstruktion ein ganz bestimmtes Polyeder, 
indem wir den z-Ordinaten der Punkte die im Diagramm beigeschriebenen 
Werte erteilen und erhalten damit eine bestimmte Selbstspannung unseres 
Diagramms. (Die Ebenen des Polyeders sind in Fig. 9 mit a, . . ., 1; 
bezeichnet, die Ruchstaben für die unsichtbaren Ebenen sind in Klarnmer 
gesetzt. Fig. 11 gibt eine Darstelliing des m m  Diagramm gehorigen 
raumlichen Polyeders in schiefer Parallelelprojektion). 

Dic Konstruktion des reziproken Diagramms folgt aus den vorher- 
gehenden Ausführungen ohne weiteres; man tragt von einem beliebigeri 
Punkte O aus die Gradienten nach der gegebenen Vorschrift auf und 
verbindet die Endpunkte solüher Gradienten, die aneinanderstoBenden 
Ebenen des Polyeders entsprechen. Für die Ermittlung des Gradienten G 
braucht man zur Richtungsbestimmung nur die Richtung der H6hen- 
linien; seine Linge ergibt sich wohl am einfachsten, wenn man die 
einmal gewiihlte Einheitsstrecke 1 als Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks - - 

Fig. 7. und den Abstand a zweier aufein- 
anderfolgender Hohenlinien ala einen 
Hypotenusenabschnitt auftriigt, der 
andere Abschnitt der Hypotenuae ist 

n - 1  die Lange des Gradienten. GroBere 
Zeichengenauigkeit gibt jedoch bei- 
stehende einfache Konstruktion. 

Um nun die Unterscheidung in Zug- und Drucktlpaiinungen zu 
machen, bedienen wir uns einer Vorstellungsweise, die uns beim Über- 
gang zu den einseitigen Polyedern von Wert sein wird und die auch 
gelegentlich von Hei-rn Prof. R u n g e  angedeutet wurde. 

Wir  wollen von einer bestimmten Seitenflache unseres zweiseitigen 
Polyeders ausgehend, die AuBenSeite der Blache etwo weiB, die Innen- 
seite rot bemalen. Schreiten wir dabei über das ganze Polgeder hin- 
weg, BO kommen wir (auBen sowohl als innen) wieder in eine Seiten- 
ilache, welche tiereits bemalt ist und ewar in derselben Farbe, die wir 
nun wieder aiiftragen würden. Die E'iirhung der eineelnen Seitenfliichen 
ist also eine eindeutige: jede Fliiche ist auBen weiB, innen rot; und a0 
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Fig. 9. 
O 

Fig. 10. 

f 

oft wir auch bei beliebigem Wege auf der AuBen- oder Innenseite des 
Polyeders eine Seitenflsche bemalen, es gehort immer zu ein und der- 
aelben Seite die weiBe, zur andern die rote Farbe. Wenn wir jetzt das 
Diagramm betrachten, das Projektion dieses so bemalten Polyeders ist, 
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so werden sich, von oben gesehen, die SeitenfKchen des Polyeders 
oberhalb der raumlichen UmriBlinie als weiBe Polygone, die unterhalb 
der UmriBlinie als rote Polygone projizieren, und es ist ohne weiteres 
klar, was wir im Diagramm mit der Bezeichnung weile und rote 
Polygone meinen. 

Unsere Vorzeichenregel für die Stabspannungen k6men wir dann 
sa aussprechen: Komlnen wir in einem weifien Polygon des Diagranzms 
auf einea Slab zu, so yibt uns der Velctm lies rezlproken. fiaflepZans 
die Kraftwirku~zg auf den linken Stabteil, bei ciitem roten Yolygon die 
auf den rechtefi Stabteil. Damit findet man nun leicht die Zug- und 
Druckspannung in unserem Bachwerksdiagramm. Die gedrückten Stabe 
sirid in Fig. 9 wie gebriiuchlich durch Schattenstriche gekennzeichnet. 

4. Wie liegen nun die Verhahisse  bei einseitigen geschlossenen 
Polyedern als Spannungsfàchen? Wir nehmen wie E r .  Klein in seiner 
oben genannten Annalenarbeit als Polyeder eine Pyramide, die über den 
freien Kanten eines aus 5 Dreiecken bestehenden riiumlichen M 6 b ius  - 
schen Bandes errichtet ist. Die Projektion derselben ist das Pig. 13 ge- 
zeichnete Diagramm. Die den 6 Knotenpunkten beigesetzten Zahlen 
geben die 2-Koordinaten der Ecken des raurnlichen Polyeders an, die 
in Klammer beigefügten Zahlen bilden die Nummerierung der Knoten- 
punkte. Die Ebenen des Polyeders sind: 

a : 132 f :  136 

b : 243 g : 356 
c : 354 h : 526 

d : 415 i : 246 

e : 521 k : 416. 

Das Diagramm hat 6 Knotenpunkte und 1.5 Stabe, also 16 - (2 .6  - 3) = 6 
Selbstspannungssysteuie. Durch bestimmte Wahl  der Ordinaten haben 
wir wieder eine bestimmte Selbstspannung herausgegriffen. Big. 15 steilt 
das riiurnliche Polyeder vor, dabei sind - wie auch in den übrigen 
riiumlichen Figuren - die eigentlichcn l'olyederkantcn, welche Pach- 
werkstiiben entsprechen, soweit sie unsichtbar sind, punktiert eingetragen, 
wahrend die unsichtbaren Durchdringungskanten des Polyeders nicht 
gezeichnet sind. 

Der re~iproke Plan, Big. 14, IaBt sich zuniichst in genau derselben 
Weise durchführen wie bei einem zmeiseitigen Polyeder, ein abweiehen- 
des Verhalten ergibt sich erst bei Bestimmung des Vorzeichens der 
Spannungen. 

Beginnen wir auch wieder, von einer Seitenfkache des Polyeders 
ausgehend, das Polyeder zu bemalen, etwa die Oberseite der Ausgangs- 
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fliiche weiB, die Unterseite rot. D a m  k6nnen wir zunachst den Weg 
so wahlen, daB das ganze Polyeder schlieBlich bemalt ist, jede Seiten- 
fliiche auf einer Seite weiB, auf einer rot. Wir  erhalten also auch in 

Big 13. 

Fig. 15. 

der Pro.jektion die Polygone in 

a 
Fig. 16. 

eiuer ganz bestimmten Farbe und 
- - 

konnen demnach Zug und Dmck nach unsern Regeln unterscheiden. 
Wmdern wir aber jetzt auf unserem riiumlichen Polyeder geeignet 
weiter, so zeigt sich, da8 wir nun Flichenstücke, die wir bisher in der 
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einen Farhe bemalt haben, gerade in  der andern bemalen müBten. Ilas 
übertriigt sich natürlich auf die Polygone im Diagamm, und unsere 
Regeln würden uns jetzt gerade das entgegengesetzte Vorzeichen der 
Spannungen liefern wie vorher: wir erhalten kein eindeutig bestimmtes 
Vorzeichen der Spannung. 

Uas sind die Widersprüche, auf die man bei Betrachtung ein- 
seitiger Polyeder als Spannungsflkhen kommt. Sie lassen sich, wie 
Herr Geheimrat K l e i n  gezeigt hat, beseitigen, wenn man die einseitige 
Plache zu einer zweiseitigen erganzt durch doppelte Uberdeckung, also 
gewissermaBen durch Hinzufügen einer Ergiinzungsflache, die genau 
dieselben Ecken, Kanten und Fliichen hat wie die Ansgangsflache. Dnbei 
hat man das gegebene Diagramm als Doppelprojektion dieser zwei- 
seitigen Plache aufzufassen, das reziproke Diagamm ist das doppelt zu 
zihlende der einseitigen F lkhe .  Jedes Polygori, das sich 'al8 Ebene 
der Ausgangsfliichc weiB projiziert, projiziert sich als Ebene der Er- 
g%nzungsflache rot, und umgekehrt, und die Bestimmung der Vorzeichen 
Liefert nach unserer Begel zu jeder Druckspannung in einem Stab genau 
dieselbe Zugspannung in ihrn und umgekehrt, also lauter ATullspan~zungen. 

5. Wir  kommen zur wirklichen Bestimmung der Stabspannungen, 
wie sie einem gewissen Selbstspannungszustand in unserem Diagramm 
entsprechen. Nuch den Ausführungen der wiederkolt zitierten Ab- 
handlung errledigt sich d~eselbe durch Heranziehung eines zweiseiligen 
Polyedrrrs, dessen Doppelprojektion unser ïXa,qmmrn ist. Wie dort ge- 
zeigt, gibt es zu einem bestimmten Spannungszustand imrner ein Doppel- 
polyeder, das die xy-Ebene als Symmetrieebene hat;  wir wollen ein 
solches Polyeder wiihlen, dessen Ecken im übrigen die z-Koordinaten 
haben, wie sie den Knotenpunkten dos Diagramms, Fig. 17 beigeschrieben 
sind. (In den Klammern stehen wieder die Nummern der Ecken des 
Polyeders). Die Polyederebenen sind: 

a, : 1'2"3'; 0, : 2"3'4"; cl : 3'4"5'; dl : 4"5'lr'; el : 5'lW2'; 
u, : l"2'3"; 6, : 2'3"4'; c, : 3"4'5"; d,: 4'5"l'; e, : 5"l'Y1; 
f, : 6'1'3'; gl : 6'3'5', hl : 6'5'2'; 4 : 6'2'4'; lcl : 6'4'1'; 
f, : 6"1"3". : 6"3"5"; h, : 6"5"2"; i, : 6"2"4"; 7- : 6"4"1". 

7 .  '9 

Der Symmetrie der Spannungsflkhe in bezug auf die xy-Ebene ent- 
spricht die Symmetrie des reziproken Diagramms Fig. 18 in bezug aiif 
den Pol. 

Wir erhalten jetxt zu jedem Stab des Diagramms zwei parallele 
Linien im reziproken Diagramm, infolge der Syrnmetrieverhaltnisse 
unseres Polyeders sind diese beiden Parallelen von gleicher Lange. 
Knsere Vorzeichenregel Liefert uns für diese beiden paralleleu Kriifte 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von F. PBEIFFER. 27 1 

Fig. 18. Fig. 17. 

(13 ti 

(63 
Pig.  19. 
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dasselbe Vorzeichen; die Stubspannung ergibt sich durch Addition clel 
beiden ï'eilspalznungen. (Die gedrückteri Stiibe des Diagranirns sirid 
wiedor durch Schattenstriche gekcnnzeichnet). 

6. SchlieBlich noch eine Remerkung über die reziproken riiumlichen 
Polyeder selbst. Die Spannungsflache haben wir willkürlich gewahlt; 
es ist natürlich leicht, sich das raumliche Polyeder zu konstruieren, 
wie das i n  den Fig. 11, 15, 1 9  geschehen ist. Aber auch die Punkte 
der rexiproken Polyeder lassen sich bequem erhalten. Rei der vor- 
liegenden reziproken Verwandtschaft ist die Beziehung zwischen den 
Koordinaten x, y, s der Ausgangsflache z = z(x, y) und den Koordinaten 
g, 7, [ der reziproken Piiiche gegetien durch: 

also ist für den Fall  der Ebene z = a x  + b y  + c = 0 :  

5 = b ,  T = - a ,  [ = c .  

Die t-Koordinaten der Ecken des reziproken Polyeders sind also 
einfach die Ordinaten der Schnittpunkte der ihneri entspreühenden 
Ebenen der Ausgangsfliiche mit der z-Achse. 

In den Fig. 12, 16, 20 sind diese reziproken Polyeder in schiefer 
Paralielprojektion dargestellt. Den mit a, b, . . . bezeichneten Ebenen 
des Ausgangspolyeders entsprechen imrner die gleichbezeiclineten Punkte 

Big. S. dcs rcxiproken Polycders. Die %usammen- 
hangsverhaltnisse der reziproken Polyeder 
sind sehr einfach zu übersehen. Dagegen 
sirid die gegeiiseitigen Durchdringungen 
der Polyederfliichen schon ziemlich kompli- 
ziert. Besonders ist dies bei Fig. 20 der 
Fall; es ist aus diesem Grunde nur der 
obere und untere Teil des Polyeders mit 
den Durchdringnngslinien gezeichnet, im 
mittleren Teil sind nur diejenigen Kanten 
des Polyeders, deren Projektionen Fachwerk- 

k, stabe sind (ohne Eücksicht auf Sichtbar- 
22 

keit und Unsichtbarkeit) eingetragen. Prin- 
zipielle Schwierigkeiten bietet die Konstruktion der gegenseitigen Durch- 
dringungslinien nicht; man erkennt leicht, daB jede der 10 Seitenfliichen 
des Polyeders z. R. i, k, d,c, b, i, zusammen mit ihren Durchdringungs- 
linien mit den andem Flachen durch beistehende Figur dargesteiit i d  

G o t t i n g e n ,  1. Juni  1909. 
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Zur Frage der sog. Coulombschen Reibnngsgesetze. 

Von F. PFEIFFER in Gottingen. 

Die folgenden Ausführungen stehen in direktem Zusarnmenhange 
mit den Aufsatzen der Herren K l e i n  und P r a n d t l  irn letzten Heft 
dieser Zeitschrift. Ilir Zwcck ist, das von Herrn Geheimrat K l e i n  in 
seiner Abhandlung betrachtete Bewegungsproblem für den Pall einer 
elastisch nachgiebigen Verbindungsstange der beiden Massenpunkte ge- 
nauer zu diskutieren und zu zeigen, wie auf Grund der Ergebnisse, die 
wir erlialten werden, die zunachst paradox ersclieirienderi Revultate des 
direkten Ansatzes für starre K6rpcr eine anschauliche Erkliirung finden.') 

Es  handelt sich um folgendes Problem. Zwei Massenpunkte von 
den Massen ml und m, seien durch eine Stange, deren Masse vernach- 
Iassigt werden kann, verbunden. Die Fig. 1. 

beiden Massenpunkte konnen sich +y =Ache 

auf zwei pardelen geradlinigen 
Führungen bewegen, die Bührung 
von m, soil den Reibungskoeffizien- 
ten p haben, die von m, soll voll- 
kommen glatt sein. Auf den hiassen- 
punkt qn, wirken nur die Reaktions- ++ x -Achss 
kriifte von Stange und Führuiig, auf 
ml auBer diesen und der Reibungs- 
kraft noch eine iiu5ere Massenkraft XI in Kichtung der Führung. Die 
Stange sei gegen Zug und Druck etwaa elastisch nachgiebig, alle 
übrigen Teile des Systems seien vollstandig starr gedacht. Durch die 
Lange 1 der Verbindungsstange im spannungslosen Zustand und den 
Abstand der beiden Führungen ist der Winkel cc der Stange gegen die 

Fülirungen bestimmt. (Wir rollen uns dabei auf den Fall d<  % 
besehriinkei; a > % gibt keineu aesentlichen Untersehied.) Es  werden 

im folgenden Bewegungen des ~ y s t e m s  bei gegebenen Anfangsbedin- 
gungen untersucht und insbesondere die Gre~izvorgiinge bestimmt wer- 
den, gegen die die Bewcgungcn des clastischen Sgstcnîs boi unbegrenzt 
wachsendem Elastizit~.tsinodii1 der Stange konvergieren. 

1) In analoger Weise verfiihrt übrigens Herr de  S p a r r e ,  iim gewisse Un- 
stetigkeiten in  der Bewegung eines Systems mit Reibung zu erklaren. (Bull. de 
la Soc. math. de France, t. 35 (1907).) 

Zeitschrift f. Mathematik n. Phgsik. 58. Band. 1810. Heft S. 18 
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1. Anfstellung und Integration der Differentialgleichungen fiir die 
Bewegnng des Systems bei elastischer Stange. 

Als x-Achse w-ahlen wir die Füiirurigsgerade von ml; die Kraft XI 
wirke stets in Richtung der positiven 2-Achse. Als y - ~ c h S e  nehmen 
wir eine Gerade unter dcm Vi'inkel a gegen die + x-Achse; die 
Abszissen der beideil Massenpunkte seien x, bzw. x,. Die Spannung 
in der Verbindungsstange sei mit A bezeichnet, und zwar bedeute ein 
positiver Wert von 1. Druckspannung, ein negativer Zugspannurig. Die 
VergroBerung des Winkels der Stange gegen die Führung infolge der 
elastischen Nachgiebigkeit der Stange sei P. Dann laiiten die Differen- 
tialgleichungen der Bewegung: 

m2xi  = cos (a $ j3), 

wobei ( p )  = + p. ist. 

Dabei ist das Vorzeichen von (p) so eu bestimmen, da4 für zi20: 

1.(~)4 > O 
ist. 

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen folgt, wenn die elastische 
Nachgiebigkeit der Stange so gering ist, daB wir sin P = P vernach- 
Iassigen und cos /3 = 1 setzen konnen: 

Setzt man 

und führt 

wo v eine Elastizitatskonstante ist und einen sehr groBen positiven 
Zahlenwert hat, als neue Variahle ein, so wird die Differentialgleichung 
für A ;  

Wir  woilen uns darauf beschriinken, den Fall der steilgestellten Stange 
zu betrachten, für den: 

1 1  1 (--+%) eosa < - p s i n a  
9% 

ist, da der Fa11 der flachgesteilteri Stange mit: 
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auch bei direktem Ansatz für starre K6rper keine Besonderheiten zeigt. 
Auch auf die Grenzlage der Stange mit: 

1 ($ + k;) cos a = - - p sin a 
"1 

soil im folgenden nicht weiter eingegangen werden. 

Vermtige der Abkürzungen: 

geht die Differentialgleicliung für  1, über in: 

Â" =va - VI, d bzw. A." = v a  + viif, 

je nachdem (y) - + p ist. 

Die allpemeinsten Losungen dieser Differentialgleichungen sind: 
/ 

L = ~ + A  d s i n t F d +  A , c o s t f i d = I ,  

bezw. 
- 

A = - !! + f i f V ' f +  R,e-'l/"- 
\ f - 41 7 

wo Al, A,, BI, B2 willkürliche Integrationskonütante sind. 

L)e bei der gemachten Annahme über p :  

so erhilt man unter den Anfangsbedingungen x2 = xz, und sS = xi, 
für t = O in den beiden TGllen folgende Formeln für die jeweiligen 
Geschwindigkeiten und Abszissen der beiden Massenpunkte: 

a) für 1, - A,: 

cosu a t e  A A A, 
sin t l / ; d - d e o s t l / ; d +  -% t + + x; t  + io, X a = m 9 ( d 3 - -  v d  , / va  v a )  

4 id - + A l " ~ c o s t ~ -  s i n t 1 / v d ,  
l'y fi 
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b) für A = A,,: 

Das eine oder andere der beiden Pormelsysteme ist zu verwenden, je 

nachdem (p )  = * p ist. 
Die 4 Fiille der Bewegung des elastischen Systems unter Zug- 

und Druckbeanspruchung der Stange mit z; > 0 (nach rechts) und 
xi < O (nach links) sind mit den zugehorigen Werten von (y) und I 
in  folgender Tabelle zusammengestellt: 

z u g  

.- 
1 O:," - ,<O 

- 
1 l 

c) Besonders zu behandeln ist der Pall der Bewegung des Systems 
bei Ruhe von ml (der beispielsweise eintritt, wenn die Geschwindigkeit 
von ml durch die Reibung an der Führung vernichtet wiid). Dann 
gilt, nach unseren Annahmen über die Kleinheit des Winkels /?, für  
die Bewegung von m,: 

, ;1 cos Cr v cos Cr 
2 2  = - - -- - - 

?>le m3 ( ~ l - ~ d ,  

Liuha 1 ( p ) = - p  

$ ; < O  1 = LII 

wo x, die konstante Abszisse von ml ist. Sind Cl und C, zwei wiik 
kürliche Inte~ationskonstnnte,  so ist: 

( , U ) = + ( L  

a = A., 

(2 c> 
v cos a . v C O J L L  

2, = 4 + C, sin t l/"T + C, cos t +- . 
'7% 

II. Spezielle Falln der Bewegung des Systems bei elastischer Stange. 
Die Rewegiingen des elastischen Systems sind sehr mannigfaltig, 

je nach den Anfangsbedingungen, das heiBt, je nach der GroBe und 
dem Vorzeichen von Â, Â' und xi bei t = 0. 
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Es mogen hier einige typische Fiille der Bewegung, die ich zahlen- 
rnZBig durchgeführt habe, ohne die etwas umstiindlichen Zahlenrech- 
nungen selhst wiedergegeben und durch Figuren ~eranschaulicht werden. 

Damit wird: 
cm 1 d = 1 2 , 6 8 -  - -  l /vd=112,6-,  

[gr] secg ' sec 

cm 1 
f = 3 18 - ~~-~ 

' )  [gr]sece' 
1/G7 = 56,4-. 

sec 

1. A n f a n g s b e w e g u n g  n a c h  r e c h t s  m i t  D r u c k  i n  d e r  S t a n g e .  

a) Für die gewahlten Anfangsbedingungen: 
cm 

t = O :  ~ 1 ~ = 0 , 5  cm, xgo= O, ~ ; ~ = ~ $ , = 3 0 -  sec 

werden die Integrationskonsteriten in den Formeln 2a): 

A, = O ,  A, = 242. 

Bei dieser Wahl der Anfangsbedingungen bleibt Â. stets positiv, 
die Stange steht bestaridig unter Druck. ml und  m, führen neben der 
beschleunigten Bewegung nach rechts sehr r a s d e  ungedanipfte Schwin- 
gungen aus (vgl. Fig. 2). Für x, ergibt sich durch Cberlagerung sehr 
kleiner Schwingungen mit der Parabel eine von dieser nur sehr wenig 
abweichende Kurre ohne TTTendepunkte. 

/3) Für  die Anfangswerte: 
 FI^. e. t = O: x,~ = 0,5 cm, 

cm cm 
x,& = O, x' = z' = 10 

10 20 aec 

bleiben die Integrationskonstanten Al 

K g .  3. 
cm 

2.0- 

t- 
402 0,04 0,06 0.08 0,lO sec. 0,02 0,04 0,06 0.08 0,lOsec. 

und A, diesclben wie vorher, î. bleibt stets positiv, aber xi wird schon 
sehr rasch zu NUL Dies bewirkt, daB zunachst ml sehr rasch zur 
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Buhe konimt; nachdem es wieder beschleunigt ist, tritt dann 
Schmingungsbewegung derselben Art wie in a) ein (vgl. Fig. 3). 

Big. 4. 

cm 

5.0 - -  

4,0-- 

3:O-- 

I I .  

0,02 0,04 0.06 0,08 0 , l O  sec. 

eine 

y )  Einen anderen Typus erhalt man für die Anfangsbedingungen: 
cm cm 

t = 0 :  x 10 =0,5cm, x 20 =O, X' 10 = I O ,  X' =30-- 8ec e~ sec 

\ 
\ t = 0 :  x , ~  = 0,5 cm, x% = 0, 

' zug 
\ 

\ cm , cm xia= IO-, x = g o -  
~ e c  20 ~ e c  

entspncht, tritt nach einmaligem 
I l  I I \  
I I 1 I Spannungswcchsel in Zug keio Um- 
1 l I 

0.01 402 0 0 3  0.04 sec  
schlagen in  Druck mehr ein; bei 
dem wachsenden Zug kommt ml sehr 

Hier tritt ein Urnschlagen der Bewegung unter Druck in solche uriter 
Zug ein, bevor xi = O wird, und die Bewegung sctzt sich auch in der 

Weise fort, daB aie abwechselnd 

1 
bald zur 12uhe. Soweit ist in Fig. 5 

c rn 

2, O 

die Bcwcgung vcrfolgt; es tritt d a m  eine Schwingung von rn, bei 
ruhendem m, und dann Weiterbewegung nach rechts auf, etwa in der 
Art der folgenden Fig. 6. 

Fig. 5. 
unter Druck und Zug nach rechts 
bin weiter geht, wie Fig. 4 zeigt. 

6) Bei noch gr6Berern Geschmin- 
digkeitsunterschied, wie er den An- 

a:t ?:. 
,ab, y \ fangswerten: 
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2. A n f a n g s b e w e g u n g  n a c h  l i n k s  m i t  D r u c k  i n  d e r  S tange .  

Hier ist unter Berücksichtigung der Anfangshedingungen: 
cm 

t = 0 :  x ~ , = 2 2 , - 0 ,  ~ ; ~ = x ; ~ = - 1 0 0 0  
sec 

zunachst die Bewegiing der beiden Massenpunkte nach links bei Druck 
in der Stange mit Hilfe der Formeln (2b) zu verfolgen. Das An- 
wachsen des Druckes in der Stange hat infolge der vermehrten Rei- 
bung an der u@eren Führung ein rasches A u f h i h n  der Bewegung 
von ml zur Folge: xi = O nach t = 0,0196 sec. (Vgl. Fig. 6.) Für  

Big. 6. 

I 

die Weiterbewegung von 9n, bei ruhendern ml gelten die Formeln (2c). 
Die Abszisse von m, erreicht nach t = 0,0680 sec. ein Minimum 
und nimmt d a m  wieder zu. Die Abnahme des Driickes in der 
Stange hat zur Polge, daB ml bei t = 0,1210 sec. wieder in Be- 
wegung versetzt wird (xi'> O)'); von diesem Moment ab hat man 
x; > O, 1 > O, also nach den Formeln (2 a) weiter zu rechnen, 
bis 1. = O wird ( h i  t = 0,1239 sec.). Die T'Verte xl = xa, xi und xi 
lassen sich für diesen Punkt bcrechnen und auf Grund der Formeln 
(2b) l5Bt sich die Rewegiing mit A. < 0, xi > O weiter verfolgen, bis 
rc; = O wird bei t = 0,1435 sec., von wo ab wieder die Schwingung 

1) Dabei i s t  der Reibungskoeffizient der Ruhe in der Rechnnng auch - 0,5 
gesetzt. 
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von rn, bei ruhendem ml erfolgt. Im Momente t = 0,2298 sec. wird 
m, wieder mitbewegt, diese Bewegung mit xi > 0 ,  A. < O dauert an 
bis t = 0,2380 sec., von wo ah dann wieder eine Bewegung nach 
rechts unter Druek mit Stillstand des ml von t - 0,2436 sec. bis 
t = 0,3460 sec. statthat. Bei dem zur Zeit t = 0,3488 sec. eintretenden 
Spannungswechsel ergibt die Rechnung fiir A., xi und xi Werte, die 
nur wenig von denen bei t = 0,1239 sec. abweichen, so daB anzunehmen 
ist, daB die Bewegung sich wiederholend ungediimpft weiterverlauft, 
wahrend die Unterschiede wohl auf Ungenauigkeit der mit dem Rechen- 
schieber gewonneneu Resultate zurückzuführen sind. 13ei der noch 
bereçhneten Weiterbewegung mit x; > 0, A. < 0 tritt xi = 0 bei 
t = 0,3701 sec. und das Maximum von x, bei t = 0,4077 sec. ein. 

3. A n f a n g s b e w e g u n g  n a c h  r e c h t s  m i t  Z u g  i n  d e r  S t a n g e .  

Eine Bewegung dieser Art findet sich bereits unter den eben 
besprochenen Ballen zur Zeit t = 0,1239 sec. beginnend mit den An- 
fangswerten: 

cm cm 
~ ~ ~ = ~ ~ ~ = - 1 , 2 1 0 4 c m ,  x i 0 = 4 , 6 3 3 - - ,  ~ e c  x i o = 9 8 , 0 9 .  sec 

4. A n f a n g s b e w e g u n g  n a c h  l i n k s  m i t  Z u g  i n  d e r  Stange.  

Eine solche den Anfangswerten 
cm 

t = O :  ~ ~ ~ = - 0 , 5 c m ,  X ~ ~ = O ,  X ; ~ = X ~ ~ = - ~ O -  - 
sec 

entsprecheride Bewegung ist in Fig. 7 dargestellt, ihre Berechniirig 
erfolgt nach den Pormeln (2a), bis bei t = 0,0108 sec. mit eincm 

Fig. 7. Spannungsweçhsel in der Stange eine 
O,o4 O,OB sec. Bewegung nach links unter Druck ein- 

tritt, die entsprechend den Werteli: 

xl = xz = - 0,559 cm, - K u  rve derx, 
cm cm 

X; = - 52,778 --, x,' = - 81,978-- 
\ sec sec 
\ 

-2.ot ,, bei t = 0,0103 sec. 

im wesentlichen den Charaliter der unter 
2. geschilderten Uewegurig hat. Dem 

Werte xi = O bei t = 0,0230 sec. entsprechen die Werte xl = - 0,9090 cm, 
cm 

xz = - 1,5487 cm und xi = - 79,74 -. sec 

5. W i c h t i g e  p a r t i k u l i i r e  L o s u n g e n .  

a) Nebeu diesen Bewegungen mit willkürlichen Bnfangsbedingurigen 
seien noch zwei michtige partikulire Lijsungen der Diflerentialgleiçhungen 
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für A. und die il-nen entsprechenden Bewegungen des Systems erortert. 
Im Falle lx; > O, also bei : 

erhalt man durch passend gewiihlte Anfangsbedingungen eine Losung, 
die sich fiir A, = O und A, = O aus der allgemeinen L6sung ergibt. 
Qiese partiknl5re Losung ist natiirlich nur für xi > 0, 1. > O zuliissig, 

dagegen nicht bei xi < O, A. < O da A. = a positiv ist. Unter den Be- d 
aegungen des slastischen Systems nach rechts mit Druck in der 
Stauge gibt es also eine, für welche A wiihrend der ganzen Bewegung 

den konstnnten V e r t  % hat, wlli- en1 F i y .  s 

rend es für Bewegung nach hnks 
unter Zug keine Bewegung mit von 
der Zeit unabhiingigem Werte von A 

Bly. 8. 

gibt. Bei dieser einen besondercn Rewegung sind die Kurven für X, 
und x, als Funktionen von t Parabeln, die sich durch die kanstante 

Ordinatendifferenz 6 = 25 unterscheiden. 
Y d 

p) Ganz analog ist f ü r  lx; < 0, a190 bei: 

l = l  I I  - - a + B e f m  + Bye-liYf 
f 

niir im Falle xi > 0, l < O ,  aber nicht bei xi < O, 1. > O die parti- 
kulare Losung mit BI = O, B, = O : 

1 =-a 
LI f 

xulissig. E s  gibt daher auch unter den Bewegungen des elastischen 
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Systems nach rechts mit Zug in der Stange eilze Bewegung mit kon- 
stanteni Werte von r Z ,  wiihrerid es nach links auch unter den Be- 
wegungcn mit Druck fceine mit von der Zeit unabhingigem 1, gibt. 

Von diesen beiden ausgezeichneten Be- wig. II. 

wegungen mit xi > O ist die erste für 

a = c m  
d 

I 

Eig. 10. 

405 0,10 sec. 

eine gleichf6rmig beschlennigte Bewegung mit der Beschleunigung 
r i  COB a. a 

= X e  --- - COS cz . a - 
m, d (vgl. Fig. R), nL2 { ($ + i) cm a + - p .in a 

ml 
die aridere mit 1 = - a  

f 
eine gleichftirinig verzogerte Bewegurig mit der Beschleuriiguilg: 

COE u - a x; = x2 = - = - -- COB a. a 

mz f 1 I l  (vgl. Fig. 9). 
-2  aina- na- (,+A coBa) 

6. N a c h b a r b e w e g u n g e n  z u  d e r  g l e i c h f o r m i g  verzoger ten Be-  
w e g u n g .  

Es seien noch zwei Bewegungen betrachtet, bei denen die An- 
fangswerte sich nur sehr wenig von denen unterscheiden, die auf die 
verzogertc Bewegung unter 5 p )  fiihrcn. 
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ai) Nimmt man für: 
cm t =  O: xIo = 0, x - 1,05 cm, xio-  24. = 100 ,> 

20 - 

s o  erhilt man eine Bewegung, die in der Weise von der verzUgerten 
Bewegung abaeicht, da0 mit wacbsendeur Zug die Bewegurig von ml 

allmiihlich zur Ruhe kommt und die Bewegung damit den in Pig. 1 0  
gegebenen Typus zeigt. 

j) Für: 
t = 0 :  X , ~ = O ,  x,o=l,O1cm, X ; , = X ; ~ =  100 ;; 

weicht die Bewegung in der Weise von der gleichfijrmig verzogerten 
ab, daB Spannungswechsel und dann Fortsetzung der Bewegung unter 
abmechselndem Zug und Druck eintritt (Fig. 11). Diese beiden 
Xachbarbewegungen lassen bereits die Labilitit der gleiehf6rmig ver- 
zogerten Bewegung erkennen. 

III. Allgemeine Diskussion der Bewegung des Systems bei elastischer 
Stange. 

Wir werden die Bewegungen des elastischen Systeme voilstiindig 
übersehen, wenn wir angeben konnen, wie bei jedem mtiglichen Tripe1 
von Anfangswerten A,, Ah, die Bewegung weiter verliuft. (Der In- 
dex soil - hier, mie auch irn Folgenden - andeuten, da1 es sich 
um die Werte von A, 1' und xi bei t = 0, bei Beginn der Bewegung, 
handelt.) Die Bewegungen werden der Art nach verschieden sein, j o  
nachdem A- bzw. xi im Verlaufe der Rewegung das Zeichen von A, 
bzw. xiD beibehalten oder nicht; werden sie zu Null, so wird es für 
den Charakter der Bewegung wesentlich sein, ob n oder xi zeitlich 
fi-üher Null wird. 

Die Frage, bei welchen Anfangswerteii Zeicheniinderungen des A-, 
also Spannungswechsel, eintreten kijnnen und bei welchen nicht, er- 
fordert, für Bewegungen mit xio > 0, A, > O und xio < 0, A, < O zu 
bestimmen, ob und für welche Werte A,, A, die Gleichung: 

O = a  + Als in  tv&+ A, cos tw 
d 

eine ~os i t ive  Wurzel t hat; für xL0 > 0, A-, < O und xio < O, 1, > O ist 
festzuuttden, oh und für welche Werte B,, B, die Gleichung: 

für einen positiven Wert  von t erfüllt wird. Wir  verfahren in beiden 
Fiiien am einfachsten so, daB wir Al und A, und ebenso BI und B, 
als Koordiiiaten von Punkten in einem reehtwinkligen System in der 
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Ebene deuten und d a m  jedesmal zunachst nach den Punkten fragen, 
fiir die der Spannun$wechsel gieicheitig auftritt. Im Falle der 
Gleichung : 

a O sa+ A , s i n t l / v d + d , c o s t ~ y d  

erhalten wir für den geometrischen Ort der Punkte, für die s i n t i v d  
= const = C ist, die Gerade: 

und wenn wir C alle Werte - 1 7 C 2 + 1 beilegen, so überdeckt 
das System der damit gegebenen Geraden den Teil der Ebene, dessen 
Punkte Werte A,, A, a h  Koordinaten haben, denen Spannungs- 
wechsel entsprecheri kariri. Die Enveloppe dieser Geraden ist der Kreis: 

zu dem Paar von Xoordinaten eines jeden Piinktes, der nicht innerhalb 
dieses Kreises liegt, giht es (abgesehen von periodischen MTieder- 
holungen) zwei Wurzeln t 7 O der Gleichung: 

Übertragen wir diese Ergcbnisse nun auf die A~fangswerte A-, und 1.0. 
Nach den Formeln (1) haben wir die Bexiehiingen: 

Die Gebietseinteilung in der A-,, A-i-Ebene wird also durch die Ellipse: 

bewirkt ; die Geraden : 

sind die Tangenten an die Ellipse, die das Gcbict auBerhalb der Ellipse 
mit EinschluB der Grenzkurve doppelt überdecken (Fig. 12). 

F ü r  jedes I'aar v o n  Anfu?zgsu.ertert A-,, ah, dus als I!oordinuten eilzem 
Pzcnkt su,pehi.irt dcr ni& iwwhalb  dieser EIZ@se lieyt, kunn also 3711 

Laufe der B e w e g z q  S~annzçngswechsel in der Verbindtcn.gsstange der 
beiden Jfassenpunkte eintreten. 
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I n  analoger Weise verfahren wir, um die Werte  Ill, B2 zu be- 
stirnmen, zu denen es Wurzeln t 7 O der Gleichung: 

gibt. Die Geraden der Ebene, 
d ~ r e n  Punkten Koordinaten BI, 
B2 zugehoren, die denselben wert 
von t liefern, sind gegcben durch: 

1 
O=-!+ C'A', +c,B2,  

f 

wo Cr >' 1 ist. Die Umhüllende 
der Geraden ist bei beliebigem C' 
die Fiyperbel: 

aa 4 w 7 ;  

da für uns nur  Wcrte C' 7 1 in  
Betracht kommen, so entsprechen 
nur dem von Tangenten mit  C') 1 
überdeckten Gebiet Wertepaare BI 
und B,, für die die obige G1c.i- 
chiing Wnrzeln t 7 O haben kann. 

Der cbertragung in  die Ebene A,, 1; liegen die aus Formel (1) 
folgenden Beziehungen: 

zugrunde; sie liefert, wie ails F'ig. 13 ersichtlich, als Grenzkiirven 
einen Halbast de r  Hyperbel: 

a 2 I f e  a' (1 +-) - . a - = i  
O f  lJf = 

und die Geradeu: 
a 1: 

1, - 0  und A , + - + - = o .  
f f i - f  

Nur ein Teil des Gebietes wird hier von den Tangenten doppelt 
überdeckt. 

Fiir jedes Paar von Anfa,ngsswert 1, und AlO, d m  Punliten mzg~hort, 
die ni& au/3erhalb $es in  F<g. 1.3 durch Einzeichnen der Hylierbei- 
tangenten lnarkierten Gehietcs iiegen, kann also im Laufe dm Bewegung 
S'annungswechsel eintreten. 
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Wir  sprnchen davon, daB für die in obiger M'eise abgegrenztcn 
Wertepaare A, und 1; Spannungswechsel eintreten kann. Dieser 
Spannungswechsel tritt tatsichlich ein und zwar in dern Zeitmoment, 
der der kleinsten der vorhandenen positiven Wurzeln t der Gleichung 
il = O zugehort, wenn nicht für die betreft'ende Rewegung das xi zeit- 
lich früher als 1 zu Null wird. Es  wiiren daher zunachst die Anfangs- 
werte A,, A i ,  xio einzuteilen in solche, bei denen xi für t f O zu Null 
wird und in solche, hei denen dies nicht der Fall. Diese Aufgabe ist 
aber nicht so einfach allgemein durchzuführen, wie die vorhin erledigte. 

Der wesentliche Unterschied ist der, daB nach den beiden Formeln: 
, COSU a 

( 3 =--- t+ a--- 
1 nz, d 

und 

X I  von drei Paramet'ern A,, A;, x : ~  ahhZ,ngt, so daB fiir verschiedene Werte 
von xio verschiedene Diagramme in  der A,, il:-Ebene niitig waren. 

F i g .  13. Immerhin bietet die Konstruktion eines 
& Diagramms für ein einzelnes zio keine 

f prinzipiclle Schwierigkeit; die Kurven 
t - const. sind mieder Gerade, die Um- 
hüllende wird hier eine transzendente 
Burve. Beim Übergang von eiriem 
Werte des x,'~ zu einem andercn er- 
Fihrt jede Gerade nur eine Parallel- 
verschiehung. 

x, Hat man für ein bestimmtes xio 
die bcidcn zugehorigen Diagramme und 
auBerdem die Diagramme der Figuren 
12  und 13 gezeichnet, so ist die Ver- 
wendung der Diagramme die: Man be- 
stimmt aus Bigur 12 hzw. 13, ob, eçcn- 
tuell zu nelcher Zeit bei den gegebenen 
Anfangswerten A, und 1; das A- zu Null 
wird. d u s  dem einschligigen der Dia- 
gramme für xio M t  sich dann crsehen, 
ob fiir dieses Wertepaar A,, il; das xi 

zeitlich früher als A zu Null wird oder nicht. Man erfahrt so, ob, 
everituell in welchem Zeitmoment die Bewegung ihren anianglichen 
Typus lindert. Pür diescn Zeitmamcnt sind gegehenenfdls die Werte 
A, A '  und XI zu berechnen, und mit diesen Gr6Ben als anfangswerten 
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kann dann die Rewepng  weiterverfolgt werden, bis sich ihr Tppus 
wieder iindert. Für dûs neue ware dabei, falls es 2 O ist, wieder 
ein neues Diagramm notig; ist es gleich Null, so ist die Formel 2c), 
S. 276, zu verwenden. Natürlich wird es für die wirkliche Ausfiihrung 
der Diskussion der Bewegung eines elastischen Systcms mit fcstcn vor- 
gegetenen Konstanten XI, ml, m,, a, p, v vorteilhafter sein, nur für die 
Entscheidung der Frage nach einem eventuellen Spannungswechsel die 
Diagramme zu verwenden, dagegen die Untersuchung, ob, eventueil 
wann x; zu Null wird, rechnerisch zu führen. 

Die speziellen Beispiele von Bewegungen, die wir im ersten Ab- 
schnitt durchgeführt haben, lassen erkennen, welche mannigfaltigen 
Bewegungsmoglichkeiten eine allgenieinste Diskussion beim elastischen 
Sjstem berücksichtigen miilte. 

IV. Spezialisierung der Diskussion durch vareinfachende ~ n n a h m e i  
über den Wert von v. 

Wir wollen hier die Diskussion spezialisieren und uns darauf be- 
schriinken, für jedes Tripe1 endlicher Anfangswerte A.,, Ai, die zu- 
gehorigen Bewegungen solcher clastischcr Systeme zu untersuchen, 
deren v einen so groBen Zahlenwert hat, daB gewisse Forderungen, die 
den Typus der Bewegung bedingen, und die wir von Fall zu Fall kennen 
lernen werden, erfüllt sind. 1st d a m  gezeigt, daB es für jedes Tripe1 
von encilichen Anfangswerten A-,, Ai, eineri Wert v = N 'gibt, so 
daB alle Werte v > N diese Forderungen auch erfüllen, so ist der 
Gewinn der aagedeuteten Spezialisierung - abgesehen von der Ver- 
einfachung der Betrachtungen - der, daB der für ein solches v > N 
gefulidene Typus der Bewegung sicher auch für alle Systeme mit Werten 
v > fi gilt. E s  ist wohl zu beachten, daB wir damit eine groBe Reihe 
von Bewegungen, die für die gegebenen Anfangswerte bci elastischen 
Systemen mit v < N moglich sind, auBer acht lassen; aber wir konnen 
dies tun, da der Hauptzweck unserer dusführungen der ist, die Grenz- 
bewegungen zu bestimmen, denen sich die Bewegungen des elastischen 
Sgstems mit über alle Grenzen wachsendem v - wie wir zeigen werden 
- nihern. 

Wir werden das ganze System von Anfangswerten A-,, Ai, x : ,~  ein- 
teilen in 4 Gruppen (val. die Tabelle S. 276): 

Die 1. Gruppe urnfaBt alle Anfangsmcrtc: 1, > 0 ,  1.; $ O, xio> O. 
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Die Fiille Iwo - 0, 1; 0, xi, 2 O werden wir gesondert behandeln; auf 

die Falle mit xL= 0 werden wir nicht eingehen. 

Anknüpfend an unser Diagramm Fig. 12, dessen rechts von der 
1;- Achse gelegener Teil für diese Gruppe in Betracht kommt, unterteilen 
wir die Arifangswerte der Gruype in: 

2 n 
a) solche, für die O < A., < 7, 1; 2 0,  

2 a 
b) solehe, für dis A., T,  1'2 0. 

O <  

Z u  a). 

Die Aufgabe k t ,  fur ein gegebenes Wertetripel A-,, A.;, xio, das 
unter die Kategorie a) gehort, den Verlauf der Rewegiing  de^ elastischen 
Systems zu bestimmen bei der oben angedeuteten Einschriinkung der 
Werte von v. Diese Einschrankung besteht zunachst darin, da1 wir 
verlangen, v soll so groB sein, daB der Funkt mit den Koordinate~i 
A,, 1; innerhalb der Ellipse: 

liegt. Jedes v > wo 

ist, erfüllt diese Forderung. 

Für die Geschmindigkeit xi der Nasse ml wiihrend der Bewegiing 
haben wir die Gleiehiing: 

und unsere zweite Forderimg ist nun die, das v so -OB zu wiihlen, 
daB x; fiir t > O nicht zu Nul1 werden kann. Da die Werte des zweiten 
Termes der rechten Gleichungsseite zwischen zwei Grenzen liegen, die 
für wachsendes v beliebig nahe zusammenrücken, so kann man einen 
l'iTert v = N2 finden, so da8 sicher für jedes v > A$ das z; nicht Nul1 
werden kann für t > 0. 

Wiihlen wir nun v > iV, wo iV der gr6Bere der beiden Werte 1\.; 
und N, kt, so ist für ein elastisches System mit solchem v bei den 
gegebenen Anfangswerten die Bewegung derart, daB im Verlanf der- 
aelben weder ein Spannungswechsel noch Buhe von ml (d. h. xi = O) 
eintritt. 
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X r  jedcs Wertetg.ipeZ der Gruppe la) setzt sich daher bei elastischen 
Sysfemen mit v > AT, ZOO N selbst von A,, Li ,  xio ahhangt, die Bewegung nnch 
reclds beliehig lange ohne 8panmcngs- 1 

2. Gruppe :  A. < 0, 1; $0, xio> 0. 

Auch hier treniien wir die Ai~fangswerte in zwei Unterabteilungen, 

a) in solohe, für  die - - < A. < O, 1; $ 0 und 1, = - +, 1; > 0, 
f 

wechsei fort. 
Der Typus einer solchen Be- 

stets Spannungswechsel eintreten; er tritl tatsachlich ein bei elastischen 
Systeinen, deren v so groB ist, daB clas XI zeitlich spiiter Nul1 wird, 
alr der Spannungswechsel statthat. Das ist sicher der Fa11 bei allen 
Systemen mit v > N, wo für v = N das XI für t > O nicht O wird. 
Fiir nlle A ttf'angstcerte der Gruppe A 

a 
b) in solche, für die A,, < - :, 1; 5 0 und 1, = - -, 1; < 0. 

a 
f 

Den FaU A, = - - 1; = O behandeln wir gesondert. 
f 7  

Fig. 14. 

II?) fritt also bei allen elasfischen 

Zeitschrift f. Mathemptik II. Physik. 58.  Raiid.  1910. He& 3. 19 

n e p n g  ist durch E'ig. 2 gegeben. 
Fig. 14 zeigt den Druckverlauf für 

einen Anfangswert O < A, < a; da- 2 d 
bei ist - wie auch in den fol- y 

277 
t 

genden Figuren für den Druck- 
verlauf - der Einfachheit halber -m- 
Ai = O gesetzt, xuBerdem handelt es sich nur um eine rein qualitative 
Darstellung des Spannungsverlaufs. 

Zu b). 
= 2a 

Bei den Anfangswerten A, > x, A h  >< 0, xio > O kann nach Fig. 12 

 FI^. 15. 

Syste)negz mit so festgelegtem v eitz 
Span?zz~)zgsweclzsel ein; der Typus 
einer ssolchen Bewegurig ist durch 
Fig. 4, und zwar zunachst durch 
das Stück vom Beginn bis zum 
ersten Schnittpunkt der Kurven 

2 n-' t der x1 und x, gegeben. Wie sich 
die Bewegung vom Spannungs- + r d  

weehsel ab weiter fortsetzt, werden wir spzter untersuchen. Auch den 
Spannungsverlauf werden wir spater kennen lernen; hier ist er in Fig. 15 

2 a 
nur für den Grenzfall Â, =ri gegeben. 
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z u  a). 
Wir setzen wieder elastische Systeme von so groBem v voraus, 

daB der Punkt mit den Koordinaten A,, Ai innerhalb des Gebietes lie@ 
(Fig. 13), in dem Spannungswechsel eintreten kann. Für Ai 2 O ist 
das für jedes v der Fall, für A; < O muB: 

sein. Die Geschwindigkeit ist bei einem Tripe1 von Anfangswerten 
dieses Gebietes gegeben durch: 

Man kann dcmnach für jedes Wertetripel A,, A i ,  xio das v so groB 
const. 

wihlen, da8 xi für den Wert t = -<, bei dem Spünnungsweclisel ein- 
V v f  

tritt, noch positiv ist. 
FWr alle elnstischen Systetne mit solchelz v geht datan fiir die 8 1 2 -  

fangswmte der Omqye 2a)  die Bewegung so vor sich, da/3 sie unter Zug 
verluuft bis su einem Zeitmomente t = t,, MO A = O wird. Den Sgpus 
einer solchen Bewegung zeigt Fig. 11 von t = O bis t = 0,0861 sec. Den 
weiteren Verlauf werden wir @ter noch genauer diskutieren. 

Zu  b). 
Aus Pig. 13 folgt unmittelbar, daB bei jedem v, da8 

macht, die hfangswerte  A,, A i  eine Bewegung ohrie Spannungswechsel 
einleiten, und ails der o b i g ~ n  Formel für xi ergibt sich, da0 fiir jedes 
solche v im Verlauf der Bewegung der Wert  xi = O angenonimen mird. 

Für jedes v, dus diese Ebrdwung erfiillt, vel-lazlft also clie Beweguty 
bei eirzem Wwtetripel der Gruype 20) unter &y, Eiis die Musse ml aur 
Ruhe 7commt, wwauf eine Bewegung eims anderen T?ypz~s be,qinnt. (Vgl. 
Fig. 10). 

Der Zug in der Stange wachst vom Werte A, ab exponentiell ail. 

Den besonderen Fa11 Iwo = - -a 
f' 

1; = O, XI,> O, der zu einer gleich- 

ftrmig verzogerten Bewegung unter konstantern Zug A = -- a fiilirt 
f 

(Fig. 9), haben wir S. 281 schon erortert. Nun erkennen wir die Be- 
wegung sehr deutliçh 81s l a b i l :  dem einzigen Punkte A, = - ?, ?.; = O 

f 
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unserer A,, A.:-Ebene entspricht diese verzogerte Bewegung; jedem Werte- 
p a r ,  das zu einem benachbarten Punkte gehort, entsprecheri Be- 
wegungen der Gruppe 2a) oder 2b)  - Bewegungen von ganz anderer 
Art als die gleichformig verzogerte Bewegung. 

3. Gruppe: 1, > 0, 1.: 5 0, xio< 0. 

Bei dieser Gruppe haben wir bei 1.; 2 O immer, bei 1; < O dann, 
wenn v die Forderung erfüllt: 

Bewegung naçh links unter Druck ohne Spannungswechsel, und unter 
den soeben gemachten Voraussetzungen wird dabei immer für ein t> O 
das x; = 0. 

Bei Ai 2 O haben. wir also fiir jedes elastisciie System, bei do < O 
fur elastische Systeme mit genügend gro13ewh v, Beweplzg nuch links unter 
expomtiell alzwachsendem Druck solange, Ois durch die Reibung die B s -  
weyzcng der iYasse m, aufgdbalten wtrd. 

Bei cingetretener Ruhe von ml erfolgt eine Schwingung der Masse 
m, und d a m  Umkehr der Bewegung in eine nach rechts fortschreitende 
wie dies in Fig. 6 dargestellt ist. (Es ist dort A, = O, rio = O gewahlt, 
was aber - wie mir noch sehen werden - an der Art der Bewegung 
nichts andert). 

4. Gruppe :  A, < 0, $ 0, x ; ~ <  0. 

Bus Fig. 12 ist ersichtlich, daB für jedes Wertetripel dieser Gruppe 
Spannungswechsel für t > O eintreten kann. Man braucht nun v nur 
so gr00 zu wahlen, daB für den Zeitmoment des ersten Spannungs- 
wechsels XI noüh negativ ist, was nach Gleichung (3) stets mogliçh ist. 

F ü r  die elastischem Systeme mit solchem v fritt dann inz Verlauf der 
nczc?~ ZiîzX-s gerichkten Bewegung unter a~zfün,qZlichem Zug ein Spannungs- 
wechsel in der Stange tcl.tsüchlich e h ;  den Verlauf der Bewegung nach 
dem Spannungswechsel werden wir spater erfahren. (Vgl. auch Pig. 7.) 

1,= O 

Dabei 

Wir müssen noch die Bewegungen bestimmen, die zn den Anfangs- 
wertcn 1, = 0,  Ai 2 0, xio 3 O gehtiren; sie sind in folgender Tabelle 
zusammengestellt : 

nach r. unter Druck b. z. Spannungswechsel 

9 1, >> Z " ~  ,> ;> J7 

, 1 ,, Driick ,, xi = 0 

,, 1, >> Zug 1, z. ,2 

ist fiir die zwei ersten und den letzten der 4 Falle wieder Be- 
19' 
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dinb'ung, daB man sich auf elastische Systeme von genügend groBem 
v beschrankt - das ,,genügend groB" in  dem wiederholt angegebenen 
Sinne verstanden. 

Damit konnen wir nun zu jedem Wertetripel A,, A;, x ; ~  bei der 
Reschnnkung auf elastische Systeme von genügcnd groBem v (- wir 
wollen dies der einfachern Ausdrucksweise wegen in der Polge still- 
schweigend voraussetzen -) die zunachst eintretende Bewegung ihrer 
Art nach angelien. Aber voilstlindig erledigt sind bis jetzt nur die 
Bewegungen, die zu Anfangswerten der Gruppe l a )  gehiiren, es sind 
dies beschleunigte Bewegungen nach recbts, üherlagert von Schwingungen 
der Massen m, und m,, ferner die gleichformig beschleunigte Bewegung 

a 
für n, = z ,  1.; = 0 ,  xio > O und die gleichformig verzogerte Bewegung 

für 1, - - a, 1; = 0, xirn > 0. Von alien übrigen Bewegungen haben 
f 

wir nur das erste Stadium bestimmt; und die Frage ist nun, wie setzen 
aie sich weiter fort? 

Da fanden wir zuniichst bei den Anfangswerten der 3. Gruppe und 
auBerdem bei A,= 0, 1; / 0, < O, daB zu einem gewissen Zeit- 
moment die Masse m, zur Ruhe kommt; m2 hat dabei noch eine Ge- 
schwindigkeit x; < 0, und es erfolgt nun bei ruhendem m, eine Schwingung 
von m, und hierauf Umkehr der Bewegung in eine solche nach rechts. 
(Vgl. Pig. 6 und den zugehorigen Text S. 279.) Für die dann eiiitretende 
Bewegung mit xi > O gelten dann wieder die hierauf bezüglichen Aus- 
führungen. Wenn wir uns aber damit begnügen, die Bewegungen mit 
xio< O nur soweit zu verfolgen, als aie wirklich nach links gerichtete 
Bewegungen sind, alvo bis x; = O, so konnen wir auch die zu den 
Anfaiigswerten der 3. Gruppe und A, = O, il; > O,  xio  < O gehorigen 
Bewcgungen als erledigt betrachten. Ebenso brauchen wir uuf die Re- 
wegungen der Gruppe 2b)  nicht weiter einzugehen, wenn mir uns 
darauf bescliranken, sie nur bis zu dem Momente, der xi = O  eritspricht, 
zu verfolgen. 

Dagegen müssen wir n u  in eine genauere T)iskuesion der Be- 
wegungen fiir alle noch übrigen Anfangswerte eintreten, die wir bislier 
nur bis zu dem in ihrem Verlauf vorkommenden ersten Spannungs- 
wechsel verfolgt haben. 

Beginiien mir mit den Anfangsbedingungen der 

4. G r u p p e :  lo< 0, A; 5 0, xi0< O m i t  E i n s c h l u B  von A,, = 0, 
1; < O ,  xio< o .  

Die Zeit t, zii der in  der ersten Phase der Bewegiing der erste 
Spannungswechsel eintritt, berechnet sich auf Grund der Gleichung: 
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n A' O = - ;  0 . 
VYd 

sin t fi2 + ho - p) cos t VJ 

Damit erhilt man dsnn als neue dnfangsbedingungen für die zweite 

- -- -- 
2al A'' 

0 d 

wahrend x,'~ < O ist. Der Ausdruck: 
,,, 

ist fü ï  unsere Anfangswerte immer positiv. Spannungswechsel kann 
nach Fig. 13 nicht mehr eintreten; die den neuen Anfangswerten ent- 
sprechende Bewegung erfolgt unter wachsendem Druck und halt solange 
an, bis die Masse ml zu; Ruhe kommt. (x,' = O nach Gleichung (4)). 
Daran schlieBt sich mieder Bewegung von nz, bei ruhendem ml und 
d a m  Umkehr der Bewegung in eine solche nach rechts. Nit Rücksicht 
auf die Ergebnisse S. 291 habcn wir demnach zusammenfassend: 

Bei allen Bewegu~tgen unseres Systerns mit xio < 0 ,  dus heifit mit 
Anfangsgeschwindigkeit mch  links hin, konamt - event. nach erfolgtem 
Spannzcngswechsel - die reibm~de Masse im Lauf der Zeit infolge szc- 
nehmenden Druckes und ddurch bedingzgter vernaehder &bzcng zzw Rulre, 
und es tritt &ne Timliehr der Bexegung ein. 

Eine Reihe ganz neuer Bewegungen ergeben sich nun bei den 
Anfangswerten der 

= 2a 
G r u p p e  l b )  m i t  Io> d, , < O ,  xID>O. 

Für die erste Phase der Bewegung bestimmt sich die Zeit t, zu der der 
erste Spannungswechsel eintritt, aus: 

a Li 

sin t l / Z = =  - -- 
a Vf9 

(10 - z) + & 
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Die Werte der A-, A', und x,, die diesem Zeitmoment entsprechen 
und die die Anfangswerte für die zweite Phase der Bewegiing liefern, 
berechnen sich zu: 

A - ~ = o ,  A ; = - ( P ~ / Y ,  
(1) (1) 

cos ff ra 1 
= - - - -- 

. d V " d  arcsln -- - y;f m2 ' .VZ Y- -  ay 
d d e  

a 1: 

d I / v d  cosff a 1 1 
- -- - arcsin - ------- ?+- m, d 2 v a  y P  - aS 

d d' 

wohei y dieselbe Bedeutung wie vorhin hat. Fig. 13 zeigt, da5 wir 
eimn weiteren Spannungswechsel für die nun einseteende Bewegang 
bekommen konnen, weiin 

ist. Es muB also, dainit nochmals Spannungswechsel eintritt, der Punkt 
mit den Koordinateii A,, 1; in Fig. 12  innerhalb der Ellipse: 

liegen, und wir werden daher die Anfangswerte der Gtruppe l b )  
trennen in: 
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a )  solche, für die 

oder 

f i )  solchci für die 
~ 

< 1 + i ; $ O ;  

kt: den Wert 

müssen mir gesondert behandeln. 
Beginnen wir mit dieseni rasch zu erledigenden Pall: Der Druck- 

verlauf für die zweite Phase der Bewegung mit den Anfangswerteii 

ist durch die Gleichung gegeben: 

und es nahert sich also der Druck asymptotisch dern Werte - a  
f 

[Fig. 16); die Gleichung (4) zeigt, daB xi im Laufe der Bewegung zu 
Null wird. 

1 Fig. 16. 

I A 
W g .  17. 

1 
Bei den Anfangswerten unter CL) kann auch kein Spannungswechsel 

mehr eintreten, der Zug in der Stange (Fig. 1 7 )  nimmt fortwahrend zn, nach 
Gleichung (4) tritt auch hier ein Stehenbleiben der reibenden Masse ein. 

Anders bei den Anfangswerten unter P).  Hier tritt sicher Spannungs- 
wechsel ein, wenn wir n u r  su jedem Wertetripel L,, Li, xiO das v so 
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wiihlen, da0 einerseits der Yunkt A,, 12; innerhalb der oben gefundenen 
Ellipse liegt und andrerseits X I  noch positiv iat im Zeitmomente des 
Spannungswechsels. Die Zeit t (vom letzten Spannungsmechsel ab), zu 
der dieser neue eintritt, is t  gegehen durch: 

und für die dritte Phase der Bewegung hat man dünn die Anfaiigs- 

- cos lr a 1 1 - - - - - 
9;. m, f 2  v f  

Damit komnlt man in ein Gehiet (Fig. 12), i n  dem wieder Spaniiungs- 
wechsel moglich ist  bei jedem M e r t  von rp, und er t r i t t  auch eh ,  weiiri 

wir nur v a ieder  so gewahlt haben, dafl xi noch positiv ist in der 
dritten Phase der Bewegurig im Zeitmoinent t dieses neuen Spannungs- 
wechsels, fiir den .- - 2aqVa 

. sin t i v d  = p - ~ - -  
a +rpyd ' 
as - rp'd cos tl/Z = -- 

a' + <p4d 

,ist. Für diesen Spamungsrvechsel sirid die Werte der R, A', X I  und X, bzn.: 

cos <Y a 1 
- - . - 2 u c p i d  cos a 29' 

i r c s n  -- - (d  - - -) -y + , - n d >/id ai + <ped 9% d VY (97 
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Das sind aber dieselben Werte von A, u. t; wie diejenigen, die die 
2. Phase der Bewegung einleiteten (A, u. A;), und man erkennt, da4 sich 

(1) (11 
die Bewegung n u  in der für die 'beiden-letzten Phasen geschilderten 
Weise unter abwechselndem Zug und Druck fortsetzen wird. 

Dabei ist allerdings noch zu überlegen, ob es moglich ist, zu jedem 
À,, Ai, x io  einen Wert von v anzugeben, so groh, daB auch alle folgenden 
Spannungswechsel eintreten, bevor das zugehorige xi zu Null wird. 

( k f  
Wenn das v so bestimmt ist, daB diese Porderung für xi und x' erfüllt 

(ilD (2f0 . . 
war, so ist sie sicher auch bei allen folgenden ~ ~ a n n u h ~ s w e c h s e l n  für 
dasselbe v erfüllt, wenn stets x' > xi ist. 1st aber stets xi < xi , so iiBt 

(t 4%) (kT (.t +O% (kP 
sich kein Wert von v finden, so daB fiir beliebige Wiederholung des - - 

Spannungswechsels die Forderung erfüllt ist. Nur in1 ersten Falle gibt 
es daher für jedes Tripe1 von Werten A,, Li, xio ein v, so daB für alle 
elastischen Systeme mit grolerem v bei denselben Anfangswerten un- 
begrenzt oft Spannungswechsel eintïitt. Im zweiten Faile dagegen 
wird bei jedem v nach einer gewissen Zahl von Spannungswechseln 
die reibende Masse zur Ruhe kommen. 

V'ir k i h m  nun, um ein genaueres B d d  des ganzelz Uewegwngs- 
vorgan,qes ZLL beicommen, fiir jeden Zeitmonzevtt t ,  der einem Spannungs- 
wechsel entspricht, x, und xi als Funktiown von t angeben. Der bequemen 
Schreibweise wegen führe ich dazu folgende Abkürziirigen ein; ich setze: 

cosu a 1 1 

f v7 
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C 
dabei ist dann - die Dauer einer ganzen Schwinpng, wenn damit die 

fi 
Bewegung zwischen irgend einem und dem dam iibernkchsten Spannungs- 
wechsel verstanden sein sou. 1st n die Zahl der ganzen Schwingungen, 
prechnet rom Beginn der zweiten Phase ab, so sind die Werte der 
xi bzw. x, am Ende der nt"" Schwingung: 

und 

Da die Darier einer ganzen Schwingung 

ist, so ist 

der Zeitinoment, der dem Ende der nten Schwingung zugehort, wenn 
man dem Beginn der zweiten Phase den Moment T = O beilegt. 

Damit wird: 

und 

Für diejenigen Werte von T, die ganzen. Zahlen 12 entsprechen, 
stirrimen die Werte x, iiberein mit den Ordinaten der Parabel, die die 

( 8 n f 0 1 )  

letzte Gleichung fiir aile Werte von T darsteilt. Den aufeinander- 
folgenllen Spannzc~agswecl~seln erztspreclwz also inz Diagramm x,, T Y u d i e ,  

C die auf eirw Yurabel  vom Yu~rameter liegen. Für die Diskussion 

dos Auidruoks hst man <p die Werte von q = 0 bis p = 2- bei- 
I'T 

zulegen; für q = O ist 
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Die Parameter aller dieser Parabeln liegen also zwischen den 
beiden Werten, die deu Parabeln, die wir für die gleichftkmig be- 
schleunigte und die gleichf6rmig verzogerte Bemegung fanden, zu- 
komrnen. (Ich verweisc hier schon auf Fig. 21, die das ganze Sÿstem 
der Grenzparabeln bei unbegrerizt wachsendem v für ein bestimrntes xi" 
zeigt.) Dem Werte von q,, für den R = 0 ist, entspricht eine Gerade. 

I L  Fig. 18. 

Die Kurven der x, und x, (als Funktionen von t) zeigen nun 
Schwingungen um eine solche Parabel und durchsetzen siüh stets in 

Ponkteo der Parnbel. Die Wcrte xl - z2 = : nls Bunktion der Zeit 

ersieht man ans der heistehenden Fig. 18 für den Druckverlauf. 
~ h n l i c h e  Betrachtiingen gelten nun f ü r  die Anfangsbedingungen der 

> a Gruppe 2a: < 1, < 0, LOT O u n d  L0 = - ?, & > O .  
f 

Speziell waren über die Gr6Be von v dieselben Aussagen zu machen, 
wie vorher; wir wollen darauf nicht noch einmal eiagehen. Die Bewegung 
verl'auft hier so: Die erst'e Phase endigt mit einem Spannungswechsel 
zur Zeit t, wo: 
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und bei dem: 

Diese Werte leiten die zweite Phase der Bewegung e h ,  die wieder in 
eine Bewegung unter Zug umschligt nach der Zeit t, wo 

ist. 

und 

sind dann die Anfangswerte für die dritte Phase der Bewegung. Hier 

muB nun, damit Spannungswechsel eintreten kann 
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sein. Das M t  sich für jedes Wertepaar A,, Ah: für das O > A, > - 
f 

ist, für genügend groBes v erreichen, und in dem ganzen Gebiet 

-;< 1, < O tritt d a m  auch in der dritten Phase wieder Spannungs- 
I 

wechsel ein und zwar bei den Werten t, mo 

ist. Fiir diesen neuen Spaniiunpswcchsel gilt d a m :  

Von hier ab erfolgt nun ganz arialog wie vorher 
wegung unter abweçhselndem Dnick und Zug, wir 
beschriinken unter Rezugnahme auf die dortigen 
Werte der xi und x, am Ende der nten Schwingung 
fang der zweiten Phase ab) anzuzeben: 

(S. 297 ff.) die Be- 
konnen uns darauf 
Ausführungen die 

(gerechnet vom An- 

Dabei unterscheiden sich die mit * versehenen Gr6Ben nur dadurch 
von den früher eingeführten gleichbezeichneten Abkürzungen, daB in 
diesen das cg durch $J ersetzt wurde, wahrend 
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ist. Auch für die Diskussion der Parabeln und für den Spannungs- 
verlauf gelten den vorigen ganz analoge Ausführungen. 

(DaB beim Experiment diese grole Serie von Bewegungen unter 
wechselndem Zug und Dmck sich nicht von selbst einstellt, ist - 
nach einer Bemerkung von Herrn Prof. P r a n d t l  - dadurch bedingt, 
da0 die fortwihrenden Umlagerungen in siimtlichen Spielriiumen von 
besonderen Reibungen begleitet sind, wodurcli die Schwingungen merk- 
lich gedampft rerlaufen. E s  tritt dann sehr rasch die gewohnliche be- 
schleunigte Bewegung ein.) 

Es bleibt nur noch der Fall: A, = - a ,  1; > O zu erledigen. Da- 
f 

für ergibt sich eine erste Phase der Bewegung bis m m  Umschlagen der 
Spannung in Druck, dann Bewegung unter Driick bis zii einem zweiten 

Spannungswechsel, dann Bewegung ohne Spaiiriungswechsel 

bei wachsendem Zug, bis x; = O wird. 
Es ist noch zu erwiihnen, da8 auch die auf S. 291 aufgeführten 

Anfangawerte: 
Io - 0, z;"> 0, a;; O 

xu Rewegungcn unter ahwechselndem Zug und Druck Veranlassuiig 
geben, wobei der Absolutwert des 1' in den Momenten des Spannungs- 
wechsels stets Âb 1 ist. 

Auf Grund o h  vorazqehenden Ausfiihrungen 1~6nnen zuir nun zlc 
jedeln Tripe1 von endlichen Anfangsu;eî-ten A", A h ,  xl0 den gansen Iérlnuf 
der einsetzendelz Bewegzcng afzgeben für alie elastischen Systenae, deren v 
grh'/3er ist, als eine für hestimmte Verte  des A,,, Â;, xio feste Zahl. Ilnhei 
ist vorausgesetzt, daa wir die Bezcegungen, 212 deren Verlauf xi = O ein- 
tritt, nur bis zzc dem hierxu gelztiriqm Zeit~noment verfolgelz z~ollen. 

V. Grenzvorgange, gegen die die Bewegungen des elastischen Systems 
bei über alle Grenzen wachsendem v konvergieren. 

Nachdem wir wissen, da8 für unb~grenzt wachsendes v die Be- 
wegung, die zu einem bestimmten Wertetripel rl,,, &, $4 gehort, den 
Typus der bereits gefundenen Bewegung immer beibehalt, handelt es 
sich nunmehr, um den G r e n ~ ü b e r ~ a n ç  zu v = cm zu machen, nur noch 
um eine quantitative Untersuchung der aufgestellten Bewegungsvorginge. 

Bestimmen wir zunachst, wie unsere Gebietseinteilung der E'ig. 12 
und 13 sich bei über aile Grenzen wachsendem v abiiildert. Da fillt 
die Ellipse: 
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immer geneuer mit dem Paar von Geraden: Fig. 19. 

2 a 
A, = O und Â, = 7 (Fig. 19), 

die Hyperbel: 

mit dem Geradenpaar: 
2 a 1, = O und 12, = - - 
f 

zusammen, w'ahrend die Geraden: 

und 

Fig. 20. 

a 
beliebig nahe in die Gerade 12 = - - zusammen- 

f 
rücken (Fig. 20). I n  den Figuren sind die 
Gebiete, in denen ein Spannungswechsel ein- 
tritt, schraffiert, die Grenzgeraden A, = O und 

2 a 
A, = f - bzw. A, = O und 1, - -a  gehoren mit Ausnahme des Stückes 

d f 
der Geraden A, = - a ,  fü r  das 1ii 7: O ist, zum schraffierten Gebiet. 

f 
Die Ellipse: 

nahert sich bei unbegrenzt wachsendem v dern Geradenpaar: 

und 

die Gerade: 

selbst geh6rt nicht zu dem links von ihr liegenden Gebiet. 
Im Anschlu0 an die Untersuchung der Gebietseinteilung bestimmen 

wir, was sich in den Gebieten mit Spannungswechsel fiir den Zeit- 
moment t 7 O seines Eintretens bei beliebig wachsendem v ergibt. 
Dieser Zeitpunkt war uns durch die Formeln: 
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hzw. 

(vgl. S. 283 und 284) festgelegt. 
Fiir jedes Wertepaar A,, A i ,  für dus überhaupt Spannungswechsel 

für t 7 O eintreten kann, konvergiert dso die Zeit uom Ueginn dm Be- 
wegung bis zum Eintretm des Spatznungswechsels mit udiegrenzt wach- 
sendem v gegen Nuli. 

Bestimmen wir nach diesen Vorbemerkungen die Grenzvorgiinge 
für  die Bewegung unseres elastischen Systems selbst. Wir unterteilen 
dabei das ganze Gebiet der Anfangswerte l,,, Ai wieder und bestimmen 
zunachst die Grenzbewegung im Gebiete: 

2 a 
O < î b o < d -  bei xio>O. 

Dem Wert A,, = : entspricht die ausgezeichnete Bewegung mit kon- 

stantem Dmck in der Stange: mit unbegrenzt machsendem v riicken 

die beiden Parabeln x,(t) und e,(t) von der Ordinatendifferenz 6 =a 
v a  

(Pig. 8) immer naher zusammen. Für  aiie anderen Werte A,, 1; des 
betrachteten Bereiches bewirkt ein unbegrenztes dnwachsen von v, da8 
die Amplitude und die Welledinge der Schwingungen der Kurven x, 
und x2 (vgl. Fig. 2) immer kleiner werden, und daB diese Kurven sich 
für alle Werte der Abszisse unbegrenzt an die Parabel: 

anniihern. Gleichzeitig konvergieren die Werte der Geschwindigkeit der 
beiden Massen gegen den Wert:  

Fiir alle Werte A,, A i  des Bereicl~es und ein bestimnztes xlo ko?zl;ergieren 
ulso die Kurvelz der x, und x, gegen dieselbe Parabei 1 der Fig. 21; ein 
Unterscliied ist bei den verschiedenen Werten i,, nur dadurch bedingt, 
daB der Druck dauernd zwischen zwei Grenzen schwankt, die sich mit 

2 a wachsendem v den Werten A, und - 1, beliebig niihern (Vgl. Fig. 14). 
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nach einem immer rascher sich voilzieheuden Spannungswechsel der rer- 
u 

zogerten Bewegung mit 1. = - - immer benachbarter verliuft. 
f 

Auf dasselbe Grenzkurvensystem wie soeben werden wir geführt, 
wenn wir die Bewegungen des elastischen Systcms bei unbegrenzt 
wachsendem v betrachten für die Anfangswerte: 

Für  A, = - a a; = O fallen die beideu Parabeln von der Ordinaten- 
f 7  

differehz f = -2, welche uns die verzogerte Bewegung geben, mit 
v f 

wachsendeni v immcr riaher in die Parabel II zusammen. 
SchlieBlich haben wir noch den EinfliiB des unbegrenzten An- 

machsens von v auf diejenigen Bewegungen zu untersuchen, in deren 
Verlauf das xi zu Nuil wird. Wir wollen diese Bewegungeii - der 
kurzen Ausdrucksweise wegen - als siüh sperrende Bervegungen be- 
zeichnen und den Moment, in dem z; = 0 wird, den Moment der 
Sperrung nennen. 

Wir  kenneri bereits den Verlauf der sich sperrenden Beweguiigen 
und untersuchen noch, mie die Zeit zmischen dem Reginn ciner solchen 
Bewegung und dem Moment der Sperrung sich mit über aile Grenzen 
machsendem v abandert. 

Für alle Bewegungen mit 

ergibt sich diese Zeit als die kleinste positive Wurzel der Gleicliunq 
(Formel (4)) : 

a ' + -  ^a 

coaaa COBOL O=---t+(- ,, l ,f mi -+f) f - = 2; - $ l p  . " L y f  

Diese Gleichung wird durch einen Wert: 

ist, erfüllt bis auf einen E'ehler, der mit wachsendern v selbst gegen O 
geht. Bei unbegrenzt wachsendem v stimmt also der Wert: 
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immer genauer mit dem Wurzelwert überein, und da 

so geht die Wurzel sclbst gegen 0. 
Auf fast dieselbe Weise zeigt man, daB auch bei den Bewegungen mit 

narh einem mit wachsendem v irnmer rascher erfolgonden Spannungs- 
mechsel Sperrung nach Verlauf einer Zeit t eintritt, die mit über alle 
Grenzen wachsendem v gegen O konvergiert. 

Zmamm~nfassend ergibt sich so: 
h'ei aikn Belcegtcngelz des elaslischen ~Cystems mit xl0 < 0, d. h. mit 

naclz lirzks gerichteter Anfangsgescltzÿlndigkeit, sperrt sich die Bewegzrng 
nach Vwlauf einer Zei t  t ,  die mit unb~gl -end  wachsenclem v gegen n i d l  
konveryiwt. 

Ganz analoge fiberlegungen lassen erkennen, daB auch für alle 
sich sperrenden Bewegungen nnter Zug nach rechts, ebenso wie für die- 
jenigen Bewegungen nach rechts, die durch immer rascher eintretenden 
Spannuiigswechsel in solche unter dauernd wachsendem Zug übergeheri, 
die Zeit vom Beginn bis zum Eintreten der Sperrung gegen Nuil kon- 
vergiert. Die ersteren gehoren zu den Anfangswerten 

die letzteren zii den Anfangswerten 

Erwahnt sei weriigstens, daB wir durch die Einschrankung, die sich 
sperrenden Bewegungen nur bis zum Momento xl = O zu betrachten, 
auf die Bestimmung der  Grenzvorgiinge, gegen die die Rewegungen 
von dem in Fig. 6 dargestellten Typus konvergieren, verzichten. 

So vie1 über die Bewegungen des elastischen Systems bei über alle 
Grenzen wachsendem v. Wir konnen schlieBlich noch von einem Grenz- 
fail v = w selbst sprechen und von  einem s t a m  System als zu- 

20 
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gehorigem Grenzfall des elastischen Systems. Wenn wir die zunachst 
unbekannten Bewegunçsvorgange für dieses starre System so definieren, 
dafi wir  sagen, sie sollen übereinstimmen mit den Grenzvorgangen, 
denen sich die Bewegungen des elastischen Systems mit unbegrenzt 
wachsmdem v nahern, dann k6nnen wir unsere Ergebnisse bequem B O  

fassen: 
Beim starren System aerden die Vorgiinge unabhangig von dem 

endlichen Wert Li, aie zerfallen in drei Hauptgruppen: 

1. Für alle Werte O < i, < ad", sio > O führt das s t~rre Syslein 

eine gie~chformig besciileunigte Bewegung nach rechts aws; die firuen 
xi (t) und x,(t) deçlïen siclz nzit der zu dem tietreffendcn $1. yehijriq~n 
Parabel I (Fi,q. 21). 

2. Fur alle Werte: 

vollzieht sich die Bewegung unter fortwahrendem Spannungswechsel, und 
es stimmen in  jedem Zeitmoment I die Ordinakm bzw. ï'angentenrich- 
tunyen der Kzcrven x,(t)  und x, ( t )  übereilz mit dm au t yehorigm 
Ordinate bzw. Tangentenrichtung einer bestimmten Parabel des Biischds 
Fig. 22. 

2 a 
Den TtTerten 1, = bzw. 1., = O entspicht die Parabel I, mit wachsen-. 

dewz bzw. abnehmendem A, nahern sich die Parabeln immer mehr do. 
Purabel II. 

Dem Werte i, = -: (1 + )/1+ $1 entspicht nacii einem in.si.untun 

eintretenden Spannungswecl~sel die durch Parabel II ge.gebene gbicl~~formiy 

vmÜger2e Beweguny; dieselbe Bewepfig setzl für den Wrert A,, = - 

direkt ein. 
3. Allen Werten 

emkpricht instantune Sperrung der Be~egung (mentuel1 naeh oorazts- 
gegangenern imtantanen SpannunqsuwhseW. 
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Unter der Voraussetzung, daB das Experiment elne befriedigende 
Übereinstimmunrg unserer Ergebnisse für elastische Systcme mit den 
Verldtnissen bei den wirklichen Korpern zeigt, laBt sich die Frage, wie 
weit die direkten Ansatze für starre Korper - wie Sie in der zitierten 
Arbeit von Herrn K l e i n  benutzt sind - das Verhaiten der physiktl- 
lischen Korper richtig geben, durch einen Vergleich der heitlerseitigen 
Ergebnisse so beantworten: 

D u p  diese Ansatze  sowohl die gleic7Lfornzig bescldeunigte u n d  die 
yleicllform~g verz6yerte Bewegung, a l s  auck - Iiei der 1ntcr.pretutio.n der 
Herren K l e i n  und P r a n d t l  - instantane S 'errung der 1zuc7~ links ye- 
richtekn Uewepcnyen liefern, ist als eine gute Annaherzin,y u n  die Be- 
wegungsvorganye der wil-klichen K6r.per zu Iieseicknen; sie geOen aber 
undererseits nic7~ls von den unler ab.u,ecl~selr~dert~ Zzcg u ~ l  Drziclc erfolycrz- 
tletz Bezoegtg21nge?z und lasstrz die Labilitat der verzikjwrten Bctueguny fiicht 
heroortreten. 

VI. Besohreibnng eines Apparates s u r  Demonstration der geschilderten 
Bewegungen. 

Eine Skizze dieses nach Angaben von Herrn Prof. P r a n d t l  her- 
gesteilten Apparat,es und Detai lzeichn~n~en enthalten die Fig. 22a-22 d. 
Die beiden Führungcn Rig. 2-a. - 
sind auf einer Holz- I 1 

platte von 100 x 30 cm2 
moutiert ; die beiden 
parallelen Holiileisten, 
welche die E'ührunn von ', 
nz, bilden, sind f ~ s t ,  'die 
Fülirung von m, (zwei 
auf ein Flacheisen ge- 
schraubte Winkeleisen, 
vgl. Fig. 22d) ist langs zweier Schlitze in der Holzplatte verschiebbüi; 
um durch Andermg des Abstandes der beiden Pührungen ohne An- - 

Fig. 22 b. derung der Linge der Verbindungs- 
1 stange die Stange flach und steil - - 

stellen zu konnen. Die Masse nt ,  

wird durch ein Holzprisma (Fig. 22 b) 
gebildet; die an den Führungsleisten 
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reibenden Flachen desselben sirid mit Glaspapier überklebt. Um die 
Reibung in der Führung von m, uioglichst klein zu bekommen, ist 
hier rollende Reibung von Metall auf Eisen gewahlt. Die beideil liings 
der Winkeleisen laufenden Rollen Sind leicht drehbar auf einem Wagen 
befestigt (Pig. 22a), der selbst auf RoUen ails Metall suf dem Flach- 
eisen Iauft. Die Verbindung~stan~e iet in Fig. 22c und 22d dargestellt; 
die Kraft XI wird durch ein mittels Schnur an ml befestigtes Gewicht 
ausgeübt. Fig. z z d .  

Es l m  sich mit dem Apparat auBer der beschleunigten Beweguiig 
nach rechts auch eine Rewegiing vom Typus der Rewegiingen unter ah- 
wechselndem Druck und Zug nach rechts ausführen, wenn man durch 
leichtes Andrücken vori ml an die Führung die Stange unter Zug setzt. 
Bei Anfangsgeschwindigkeit des Systems nach links ist sehr gut zu unter- 
scheiden zwischen der veïzogerten Bewegung bei flachgestellter Stange 
und der sehr rasch sich sperrenden Bewegung bei steilgestellter Stange. 
(Watürlich tritt nach Sperrurig der Bewegungen infolge der Wirkung 
von XI aus der Euhe heraus sofort die gewohnliche beschleunigte 
Bewegung nach reehts wieder ein.) Sperrung bei Bewegung nach 
rechts laBt sich sehr schvn dadurch zeigen, daB man bei der gewiihn- 
lichen beschleunigteil Bewegung das sinkende Gewicht plbtzlich aufhiilt 
oder es nuf den Boden sich aiifsetzen liBt. Es  ist zu beachten, daB 
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bei diesem Apparat nicht genau die Yerhiltnisse vorliegen, die wir 
in der Kechniing voranssetzten, bei ihm sind die Vorgange wesentlich 
beeinfliiBt durrh die elastische Nachgiebigkeit ailer Teile des Systerna 
und die Spielraume in  den Führungen. Um alle Bewegungen des 
elastischen Systeriis gut  zu übersehen, müBte man eine fedevde ve r -  
bindungsstarige anbringeri und, was sohr schwierig ware, die Spiel- 
riurne des Apparates 8i1f ein wese~t l ich  grriiigeres Ma5 ziiriickführen. 

Modelle zur Darstellung affiner Transformationen 
von Pnnktsystemen in der Ebene und im Raume.') 

Unter Mitwirkung von FR. SCHILLINÇ in Danzig 

herauugegeben von F. KLHIN in Gottingen. 

Affin veriinderliche Systeme Sind hekanntlich ilicht nur  für die 
reine Geometrie, sondern auch für die verschiedensten Teile der Meühanik 
von grundlegender Wichtigkeit. Man denke in der Hiiisicht insbesondere 
an die Nechanik der Kontinua. Die Veranschaulichung dei. affin ver- 
anderlichen Systeme durch Modelle dürfte daher gewiB allseitigos Inter- 
esse erwecken. 

iinalytisch wird die affine Transformation der Ebene, bezogen auf 
ein beliebiges Parallelkoordinatensystem durch die Pormeln gegeben: 

x' = % X  + P,Y + Y,, 
Y' - a,$ + P2Y + Y,, 

mo allgemeiu A = CL, Pa - Pi a, 2 O ist, und analog die des Raumes 
dorch 

x'= %X + P,Y + y12 + 61, 
Y'= a2x+ P 2 y  + + 3 2 ,  

z' = a,x + P,y + y,z + a,, 

1) Die Modelle, die auf der Salzbnrger Natnrforscherversemmlung von Hrn. 
Timer d i n g  vorgezeigt wurden, sind inzwischen im V e r b e  der Firma M&in 
Schilling in Leipzig erschienen. 
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Hierbei wird jede Gerade ahniich transformiert, der Tatsache geiuiB, 
daB die unendlicli ferne Ebene sich selbst entspricht und für die ein- 
zelne Gerade Affinitit mit Ahnlichkeit zusainmenfiLlt. 

Gcometrisch kann man am einfachsten das affin veriinderlichc 
ebene System dargestellt denken durch drei zu eineni Dreieck vereinigte 
affin (d. h. ahnlich) veranderliche Punktreilien. Man hraucht dam fur 
den weitereri Ausbau nur rioch beliebig weitere solche Punktreihen ein- 
zufügen, gleichsam einzuspannen, von denen die einzelue zwei der bereits 
vnrhandenen Punkte verbindet. 

Analoges gilt für den Raum. Hier bilden sechs zu einem Tetra- 
eder vereinigte iihnlich veriinderliche Punktreihen die Grundlage des 
sffiil veranderlichen Systenis. 

Hat  man dies Prinzip einmal erkannt, so kommt die Frage nacb 
der Veranschaulichung der affin veriinderliclien Systeme durch Modelle 

Fig. 1. 

daraiif hinaus, wie nian die einzeine ahnlich veriinderliche Punktieihe 
in einfachster Weise rerwirklichen kann. 

Ein einfacher Mechanismus, der die ahnliche Tramformation dis- 
kreter Punkte Si einer (gedachten) Geraden g verwirklicht, wird nun 
durch die ,,xiirnberpr Schere" geliefert. Die einzeliien P:lrallelograinrne 

Fig. P. 

der Schere konnen setir wohl verschieden grokie Seitenliingen haben 
wie in der Pig. 1; in unseren Modellen sind diese indes der Eiiifach- 
heit halber alie einander gleich gewahlt. (Man.kann übrigens statt der 
,,Diagonalgeradenu g der Fig. 1 auch jede a~idere, die P~trallelogi~antui- 
seitcn oder ihre Verlingerungen durchsctzende Gerade wahlen; nuch 
brauchen dann die aneinander gereihten Parallelogramine überliaupt 
keine gemeinsame Diagonale zu besitzen, dem Prinzip des Storcli- 
sühnabels entsprechend, Fig. 2.) 

Dem Vorstehenden gemii8 k6nneii a i r  also die affine Trnns- 
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formation diskreter Punkte einer Ebene dadurch erzeugen, daB wir 
(auf einer Sischplatte oder einein ReiBbrett) zunachst zwei Nürnberger 
Scheren mit einem der Belenkpiinkte Si gelmkig verbiiidcn und dann 
zwischen zwei beliebigen ihrer Punkte S, eine dritte Schere ein- 
spannen, ebenso zwischen irgend zwei runkten SI dieser drei Scheren 
eine vierte usf. Das Punktsystem, welches bei der Verandermg des 
gesamten Gelenksystem~ in  sich und dessen Bewegung in seiner Ebene 
sich affin transforniiert, wird hierbei durch die Gelenkpunkte S, auf 
den gemeinsamen Diagorialen der Parallelogramnie jeder Schere gegeben, 
wiihrend dio übrigen Gelenkpunkte auBer Betracht bleiben. 

So bekommt m a n  in einfachster Weise einen organischen A u f b a u  
des affin verinderlichen cbenen Systenzs, indenz matz ebm die Vrrbinduvg 

Fi@: 3. 

I 

zweier E'unkte durch eine Gerade sich nichl durch eine am Lineal ge- 
aogene Linie odm durch einen gcspunnten F a d ~ n ,  sondern allemal durch 
eine ATiirnberyer Schere ausgefiihrt tlerzlrt. 

Das Modeil 1 besteht ails je zwei 8- und 6-gliedrigen und je einer 
4, 3- uud 2-gliedrigeri Nür~iberger Schere und einer Anzahl federnder 
Stifte, welche diese Scheren wie geschildert beliebig zusammenzukoppeln 
gestatten. 

Die Gelenkpunkte Si treten durch ihre glanzende Messingfarbe be- 
sofiders hervor, wiihrend die unwesentlichen Gelenkpunkte schwarz ge- 
beizt sind. (Die beigegebeiien 'ulessingplittclien sollen eventuell alu 
Zwischenlagen bei den zusammeugekuppelten Gelenkpunkten zweier 
Scheren dienen, nm ein AneinanderstoBen der Scheren zu verhindern.) 
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n i e  nebenstehenden E'iguren 3-5 a, b sollen nus der groRen Piille 
d e r  zu bildenden Formen einige Beispiele ausw5hlen. Die einzelnen 
Scheren sind durch 

Pig 4. 

/ 

P 
n: 

die (gestricheltenj Diügonalgeraden mit den Ge- 

lenkpunkten auf ihiien und die zu- 
sammengelruppclten Gelenkpunkte durch 
doppelte Nullenkreise angedeutet. 

Die Fig. 3 zeigt einen sicli eng aii 
die obige Ausfülii-nng aiischlieeieiideri 
Aufbau. In der Fig. 4 wird veran- 
schaulicht, dnB die Gcraden ,q, IL wie in 

-O--  
der Anfangslage auch bei aUen affinen ' Tiansforniationen parallel bleiben. Die 
Fiçuieii 5 a, h stehen in engster Be- 
ziehung xu dein Satze des Menelaos 

-+- g für  das Dreieck ABC, da0 namlich: 

A B .  B F .  C D = A F - U D .  CE 

ist, insofern die Sche renEFund  BC wie in der Aiifaiigslage so auch bei alien 
Veririderurigeri an  der Stelle B sich stets deckende Gelerikpunkte haben. 

Die p~er.yeldive Affinitiit ciner Ebene wird durch die Fin. 3 und 4 
veranschaulicht, wenn man die Gerade g als ,,Affinitiiti;achse<' unver- 
andert IaBt  und nur den iibrigen Teil veriindert. 

Andererseits zcigen die Modelle dieser Figuren mit hinreichendrni 
Grade der Annaherung auch die uusgearteten Affinitaten, al80 die FaUe, daB 
die ganze Ebene sich auf eine Geiade oder aber in einen Punkt abbildet. 

Das illorle21 2 ' )  gibt spezieil die in der Fig. 6 gezeiehnete Ver- 
einigiing Nürnberger Scheren. 

- 

1) n i e  Modelle 2 und 4 hat zuerst Herr cand. math. R e m a c k  in Gattingen 
in brauchbarer F o r a  mgefertigt und damit zn der jetzt erfolgenden Herausgabe 
der Modelle aelir beigetragen. 
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Ahgeschen von der  Bewegnng  i n  der Ebene  xigt jedes Modell 
eine Gruppe von o c V e r a n d e r u n g e n ,  d. h. es  besitzt a ls  Gelenksysteni 

drei Grade der Freiheit.  
Die Modelle 3 und 4 geben durch Zusammensetzung von Nürn-  

d 
berger Scheren spezielle Beispiele f ü r  die affine Transformation des 
Raumes, und zwar zeigt das  Mo- Fig G 

del1 3 das Tetraeder, dessen G Kan- 
teil durch zweigliedrige Scheren K 
erset~t  sind, das  Modell 4 d m  Te- 
traeder, bei dem 3 Seitenebenen 

\q 
/ I  1 \ 

mie i n  der Fig, 6 ausgebi ldet  

sind. Alle Gelenke, i n  deiien drei 
# P ,k 

\ 

Scheren ziisammenstoBen, sinrl a l s  ; d l # ) ,  / 

C a r d a n  o sclie Gelenke ausgebil- 
1 \ 

$ ; s i ? ,  
det. Abgesehen von der Bewegung / / / 1 \ 

irn Raiiine aelbst zeigt jedes der  k-- 4-- +d---&- A- -bB 
heiden Modelle eine Gruppe  von 

C 

ooG Veriinderungen iri sich, d. 11. es besitzt als Gelenksystem 6 Grade 
der Fieibeit (von unwesentlichen Veriiiiclerungen wegen der  C a r d a n o -  
scheri Gelerike abgeseheii). 

Wir stcllen es als ciiie Aufgabe hin, iihnlich einfachc! Gelenksysteme 

zur Darstellung der Iiollineuren Transformationen in der  E b e n e  u n d  im 
Raume' j  zu bilden. ~- -- -- 

Kleinere Mitteilungen. 

Preisaufgaben 

der Académie des sciences de Paris aus der angewandten Mathematik. 
F ü r  1911. 

Prlz Tailland (4000 fr.). 1. Perfectionner en un point important l'ap- 
plication des principes de la dynamique des fluides à la théorie de l'hélice. 

2. Perfectionner en quelque point l'étude du mouvement d'un ellipsoide 
dans un liquide indéfini, en ayant égard à la viscosit6 du  liquide. 

Prix Damoiseau (2000  fr.). 1. (Wiederholt aus dem Jahre 1909.) Théorie 
de la planète ~ r o s  basée snr toutes les observations connues. 

2. Perfectionner les Tables de Jupiter de Le Verrior. 

Fü r  1912. 
I'riz Fozcrneyon (1000  fr.). Théorie e t  expériences sur la résistance de 

l'air, applicables l'aviation. 
Prix Gay (1500 fr.). Étude des marées de l'écorce terrestre. 

1) Eontpliziertrre Gelenksysterne dieser Art sind ja bereits bekennt, vgl. z. B. 
A r n o l d  Ern c h , Kinematisclie Gelenksysteme und die durch sie erzeugten geo- 
inetrischeu Transformationen, Solothurn 1906, S. 32ff. 
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Bücherschau. 

Bücherschau. 

Josef Mattauch, k. k. Professor a n  der Staatsrealschute i n  B. Leipa, Lehr-  
und Aufgabenbuch der darstellenden Geometrie für Oberreel- 
schulen. Mit 2 1 5  Abhildungen. Wien 1909,  Pichlers Witwe & Sohn. 
IV, 244 S. Preis geb. 3 K. 60 h. 
In dem vorliegenden Schulbuche der darstellenden Geometrie, das haupt- 

siichlich für Schüler osterreichischer Oberrealschulen geschriebcn ist, will der 
Verfasser zu den in Grund- und AufriB ausgeführten Konstruktionen moglichst 
anschauliche Figuren geben. E r  ha t  aus Kugeln, Stiiben, Glas- und Papier- 
tafeln Modelle hergest,eilt und reproduziert in Autot,ypien Photographien dieser 
Modelle. Die Figuren sind also Perspektiven. Für den Unterricht selbst er- 
scheint dem Referenten die Verwendung so  vieler Nodelle von zweifelhaftem 
Werte; sofern sie aber nur zu giiten Erlauterungsfiguren in einern Buche be- 
nutzt werden, M t  sicli dagegen nichts eiriwenden. Niüht wenige der Figuren, 
auch von den in Grund- und AufriB ausgcfülirtcn, sind mit Linien überladen. 
Eine gewisse Okonomie, welche die unwichtigeren Linien bloB andeutet, hatte 
zu groBerer Übersichtliühkeit geführt. Behandelt wird auniichst die Projektion 
in einer Tafel, d w a n  schlieBt sich in  Grund- und XiifriB durchgeführt eine 
Untersuchung der fundamentalen Konstruktionen, der ebenkantigen Gebilde, 
sodann von Kegel, Zylinder und Kugol, sowie der Durchdringungen und Schatten 
dieser Gebilde. I n  bezug auf mathematische Strenge bleibt manches au wünschen 
übrig. Die im Texte behandelten, sowie die am Schlusse in  einerri eigenen .4b- 
schnitte zusammengestellten xahlreichen Aiifgaben sind sehr gut ausgewahlt~. 

München, 27. Nov. 1909.  KARL DOEHLEMASW. 

Der logarithmische Rechemchicber und soin Gebrauch. Eine elemen- 
tare  Anleitung zur Verwendung des Instruments fü r  Studierende und für 
Praktiker. Bearbeitet von Dr. E. Hamnier, Professor an der K. Tech- 
nischen Hoehschule Stuttgart.  Vierte, durchgesehene Auflage. Mit 5 Figuren 
im Text. Stuttgart 1908 ,  Konrad Wittwer. Preis 1.-. 

Der Verfasser gibt in einer Einleitung einen Üborblick über die Geschichte 
der logarithmischen Skale und des heutigen Rechenschiebers. An eine eiu- 
gehende Ueschreibung des Eechenschiebers schlietit sich die eigentliche An- 
leitung zu seinem Gebra,uch hei der Multiplikat,ion, Tlivision , Proportions- 
rechnung, Quadrat- und Quadratwurzelbildung, Kubus- und Kubikwurzelbildung 
usw. an. I n  einem Anhang wird die Verwendung des Rechenschiebers xur 
Rechnung mit den trigonometrischen Funktionen hesprochen. Eine Betrach- 
tung über die Genauigkeit des Beühenschiebers bildet den SchluB. 

Wenn auch - wie der Verfasser in seiner Vorbenierkung zur ersten 
Auflage selbst anfübrt - die mündliche Attleitung dureh einen irn Gebrauch 
dos Rechenschiebers erfahrenen Rechncr den Vorzug vordient, so wird es doch 
viele geben, die auf eine schriftliche Anleitung z u i  Teil oder ganz angewiesen 
sind; solchen kann die vorliegende Anleitung niüht genug empfohlen werden. 

StraBburg i. E. P. WERKMEISTER. 
-- - 
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h'eue Biicher. 

Nene Biicher.') 

Analysis. 
1. Encyclopédie des soiences mathématiques pures et  appliquées. Ed. franpaise. 

Rédigée e t  publiée d'après l'édition a l l~mande  sons l a  direction de Jules Molk. 
Tome 1 (1. vol.). Calciil des probabilités. Théorie des erreurs. Applications 
diverses. Pasc. 3. P a n s  1909. Leipzig, Teubner. A 5.-. 

S. auch Nr. 2. 

Astronomie, Geodiisie. 
2. JORDAN, W., Handbuch der  Vermeszungskunde, fortgesotzt von weil. C. Reinhertz. 

1. Bd. Ausgleichunps-Rechnung nach der Xethode der kleinsten Quadratc. 
6. orweit. Aufl. bearb. von 0. Eggert. Stuttgart 1910, Mctzlcr. A 14.-. 

3. SAPLA, THEODOR, Grundzüge der niederen Geodssie. 1. Mcthoden u. Disposi- 
tionen (Dispositionalelire). 2., oerb. Aufl. Leipzig u. Wien 1910, Deutiçke. 

S. auch Nr. 5, 6, 8. 1 S . - .  

Diirstellende Geometrir .  
4. E x e r c i c e s  de  geométrie descriptive. 4e éd. Paris 1909, Pousaiclgue. 
5 ,  SCBOY, CUL, Beitriige xur konstruktiren Losung sphsrisch-astronomischer Auf- 

gaben. Leipzig u. Berlin, Tcubner. X 1 .60 .  

Geschichte. 
6. JEREXIAS, ALYKED. ])as Alter der babylonischen Astronomie. 2. erweiterte AUA. 

Enter Berücksichtigung der Erwiderung von P. F. X. Kugler S. J. Leipzig 
1909, Hinrich. X 1.60.  

7 .  O T T I N ~ E N ,  ARTH. v., Robert Mayers wissenschaftlicher Entwicklungagang im 
Jahrr: 1841. Vortrrtg. Abh. d. kgl. skchs. Ges. d Wiss. Mathem.-phys. K la sw 
:;1. Bd. Nr. 3. Leipzig 1909, Teubner. A 1.-. 

S. S c n r r . ~ ~ ~ a ,  C., Wilhelm Olbers, sein Leben und seine Werke. lm Auftragc der 
Nachkommen herausgog. II. Bd. Briefwechsel zwischen Olbers u .  GauB. 
2. Abteil. Zum Druck gegeb. von C. Schilling u. J. Kramer. Mit Bewilligung 
der konigl. Gesellsch. der Wissensch. zu Gottingen vertiffentlicht. Berlin 1909, 
Spnnger. X 16.-. 

Mechanik. 
9. ACUEKBACU, AI.B., Die Schiffssçhraube. III. Tl. lhre  Wirungsweise u.  Berech- 

nung. Eine  Zusarnmenstellung u. Kritik der geliriiuchliclisten Theorien. Kiel 
1909, Cordes. Geb. i n  Leinw. 20 

10. APPELL, P., Trait8 de mocanique rationnelle. 3" éd., entièrement refondue. 
Vol. 1: Statique, Dynamique du point. Paris 1909, Gauthier-Villars. Fr .  20 .-. 

I I .  EBERHARDT, Ci, Sheoi-ie u. Rerechnung der Liiftschrauben. Mit Heispielen u .  
Versuchsresultaten aus der Praxis. Berlin, Krayn. X 6 .-; geb. Y 7.60.  

12. Fxscrr~a, OTTO, Zur Kinematik des Listingschen Gesetzea. Abh. d. kgl. skchs. 
Ges. d.  Wiss. Mathon-phys.  Klasse. 31. Bd. Nr. 1. Leipzig 1909, Teubner. 

Jd 3.40. 
13. FOPPL, AUGUBT, Vorlesungen über technische Mechanik. I n  sechs Binden. 

6. Bd. Die wichtigsten Lehren der hoheren Dynamik. Leipzig 1910, Teubner. 
Geb. in Leinw. Jt 12.- .  

14. LONEY, S. L., An elementary treatise on the Dynamics of a particle and of 
rigid bodies. Cambridge, University Press. 12 S. 

15. KICOI., Geoncs, Ship construction and calculations. With  numerous illuatr. and 
examples. London, Brown. 16 a .  6 d. 

1) Wo kein Erscheinungsjahr angegeben, ist  es lY10. 
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318 Neue Biicher. 

Physik. 
16. BEKGSTILD, O m m ,  Sur le calcul de l a  réfraction diffirentielle e n  distance et 

en angle de position. (Acta nova regiae societatis scientiaruin Upsaliensis. 
Ser. IV. Vol. II. Nr. 6). Upsala 1909, Akad. Cuchh. J I  3.  -. 

17.  B~RNSTEIN,  R. ,  U. MARCKWALD, W., Sichtbarc n. unsichtbare Strahlen. (,$us 
N a t u  u. Geistesaelt", 64. Bandchen.) 2.  neubearb.4 u. verm. Aufl. Leipzig 
1910, Teubner. A. 1 .  - ; geb. J I .  1 25. 

18. BOLTZ-N, LUDW., Wissenschaftliche Abhandlungen. Im Auftrage LI. mit Enter- 
stützung der Akademien der Wissensçhaften zu Berlin, Giktirigen, Leip~ig, 
München, Wien herauageg. von Fritz Hasenohrl. (1886-1905.j Jlit einem 
Bilduis Boltzrnanns radiert von Aug. Steiniuger. Leipzig 1909, Barth. 

X 20.60; geb. in Leinw. JL 22.40. 
19. FKANKI.IN, W. S , Electric waves. London, ;Macmillan. 1 0  S. 

20. GRAETZ, L., Die Elektrizit%t u. ihre Anwendungen. 15. Aufl. Stuttgart 1910, 

Engelhorn. Geb. in I~einw.  X 9 
21. HDRAKT, H. M., Rlectricity. London, Constable. 6 S. 
33. JAGER, GUSTAY, Theoretische Physik. II. Licht u. Warma. (Sammlung Goschen, 

Nr. 77. )  4. Aufl. Leipzig 1909, Goschen. Gcb. X - .  80. 
23. OETTIS~EX, ARTH. v., Elemcntc der projcktiven Dioptrik. (SchluB.) (Abh. der 

kgl. e a c h ~ .  Ges. d. wiss. Nathem.-phys. Klasse. 30. Bd. Nr. VI.) Leipzig 
1909. Teubner. A 2 . - 

24. PERNTER, J. M., Met~~orologische Optik. 4. Abschnitt. v. Fel. M. Exner. Wien, 
Braumüller. 1 10 .-. 

25. SCRUSTER, ARTHLR, An introduction to the theory of Optics. 2nd cd. revised. 
London 1909, Arnold. 15 s. 

Tnfeln, numerisches Rechnen. 
26. BOJKO, J., N m e  Tafel der Viertelquadrate aller natiirlichen Zahlen von 1 bis 

20 000 zur Bildung aller moglichen Produkte im Rereiche 1 x 1 hi8 10 000 
x 1 0  000. Zürich 1909, Speidel. A! 1 50. 

27. CANIX, O., Tafel der Logarithmen dea ~e&iversua. Berlin 1909, v. Decker. 
Y -.!JO. 

38. HAKDY, G. F.,  Theory of the construction of tables of mortalit'y and of similar 
statistical tsblcs in use by the actuary. London 1909, Cloth. X 8 50. 

29. PANEUIAXCO, H., Facilitazione del calcolo numerico di  formule usnali in fisica. 
Padova 1909, Salinin. 

Verschiedenes. 
30. AHRBNS, W., Mathematische Unterhaltungen n. Spiele. 2., verm. n. verb. Aufl. 

Leipzig u .  Berlin 1!110, Teubner. Geb. in Leinw. X 7.50.  
31. Bor.za, O ~ K A R ,  Vorlesungen über Variationsrechnung. Umgearb. u. stark verm. 

deutsche Ausgabe der ,,Lectures on the Calculus of Variations" desselben 
Verfassers. In  drei Lieferungen. Zweite Lieferung. Leipzig n. Berlin 1109, 
Teubner. "41 G . -. 

32, L)INQELIIEY, FRIEDRICH, S a m ~ ~ l u u g  von Auf'goben zur Anwenduug der Differential- 
u. Integralrechnung. 1. Seil. Aufgaben zur Anweudu~ig der Uifferentialrech- 
zung. (Seubners Sammlung Bd. XXXII, 1.) Leipzig u .  Berlin, Teubner. 

33. NEUWAKN, C., Cber das logarithniische Potential einer gewissen Ovaltliclie. 
(Abh. d .  kgl. sachs. Ges. d .  Wiss. Mathem.-phys. Klasse, Bd. XXXI, Nr, II.) 
Leipzig 1909, Seubner. X 3.- .  

34. POINCAR~, UEZIRI, Sechs Vortrige iiber ansgemiihlte Gegenstiiide aus der reinen 
Mathematik und mathematischen Physik. Auf Einladung der \VolfskelJ- 
Kommission der k6nigl. Gesellschaft der Wissensch. gehalten zn Citittiiigen 
vom 22.-28. April 1909. Leipzig u .  Bcrlin 1910, Teubner. X 1 .80 .  

35. SCHUBERT, HERW., Mathem. MuBestunden. Eine Saminlong v. Geduldupielen, 
Kunststückrn u. Unterhaltungsaufgaben mathem. Natur. GroBe Ausg. 3. AuB. 
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Neue Bücher. - Eingelaufkne Schriften. 319 

2. Bd. Anordnuzi@- u. Wahrscheinlichkeitsprobleme. Leipzig 1909, Goschen. 
Geb. i n  Leiuw. 1 4. -. 

Scaçnrrw, HEKY., Da~se lbe .  3. Bd. Reiseprobleme u. geometrische Probleme. 
Ebenda. Geb. in Leinw. Ji 4.-. 

36. SELLBNTEUN, BE~NHAI~D,  Mathematischer Leitfaden mit  besondeter Berücksichtigung 
der Navigation. Auf Veranlaseung der Kaiserl. Inspektion des Rildii~gswesens 
der Marine hearb. Zweite umgesrb. Auflage. Tjeipzig u. Berlin, Teubner. 

Geh. in Leinw. Ji 8.40.  
37. V O I . ~ A N X ,  PAUL, Erkenntnistheoretische Gmndziige der Naturwissenst:haften 

u. ihre Beziebnngen m m  Geistesleben der Gegenwart. Allgemein wissenschaftl. 
Tortrage. (,,Wissenschaft u. Hypothese", IX.) Zweite, vollstiindig umgearb. 
u. erweit. Aufl. Leipzig u.  Berlin, Teubner. 

-- -- 

Eingelaufene Schriften. 
[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelm5Big aufgeführt. 
Die Besprechung geeigueter Schriften Irileibt vorbehalten. Iiücksendung findet 

nicht statt.] 

AHRENS, W., Mathem. Vnterhaltungen u. Spiele. 2.  Aufl., s. N. B. (,,Xene Bücher") 
Nr. 30. 

BALEK, GUSTAV, Vorlesungen über Algebra. Hrsg. vom mathem. Verein Niiucheu. 
Xit  dem Bildnis Gustav Uauers als Titelbild. Zweite Auflage. Leipzig u. 
Berlin, Teubner. A I l . - ;  geb. i n  Leinw. X 12.-. 

UOGEB, RUDOLF, Elemente der Geometrie der Lage, für den Schuluntei~icht bearb. 
2. Aiif l .  Leipzig, Goschen. Kart. A -. 90. 

~ -- , Projektive u. analytische Schulgeometrie. Ein Lehr- u. ~ b u n g s b u c h  f. die 
Oberklassen. Leipzig, Goschen. Geb. in Leinw. A 3 3.0. 

BOJKO, J.; Neue Tafel der Viertelquadrate, B. N. B. 26. 
BOLZA, O., Vorlesnngen über Yariationsrechnung. 2. Liefemng, a. N. B. 31. 
B ~ R N S T ~ I N - ~ ~ A R C K W A L D ,  Sichtbare n. unsichtbare Strahlen, 6 .  3. B. 17 .  
BLOCK, HENRIK, Sur une classe de singulantée dans le probkme des n corps. 

Meddelanden f r i n  Lunds Astrunomiska Obser~atoriurn, Sene II. Nr  6. Lund 
et Berlin 1909. 

CEAKLIEH, C. V. L., Über die Bewegung der Bahnebenen der Satelliten in unserem 
Planetensystem. Meddelanden frân Lunds Astronomiska Observatorium, 
Serie II. Nr. 6.  Kongl. Fysiografiska Siillskapets IIandlingar, Band 19, Nr. 4.) 
Lund 1909. 

COTITUUAT, L., .TESPERSEX, O., Lomtiz, R., OSTWALD, W., PFAUNDLER, L., La langue 
internationale et  l a  science. Considérations sur l'introduction de l a  Langue 
internationale dans la Science. Traduit  par M. Bonbier. Paris 1909, Dela- 
grave. Fr. 1.-. 

DISGELDEY, k'n., Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung, 1, s. N. B. 32. 

FOPPL, A., Vorlesungen über technische Jlechanik, 6. Band, s. N. B. 13 .  
FOUET, EDOUARD A., Iieçons élémentaires sur l a  théorie des fonctions rtnalytiques. 

LLbme éd., entièrement refondue. Tome II. Les fonctions alg6briques. Les 
séries simples e t  multiples. Les intégrales. Paris 1910, Gauthier-Villars. 

Fr. 9 .  
GAJDECZKA, JOBEF, i;'bungsbuch zur Arithmetik u. Algebra f. die oberen Klasscn 

der Gyninasien, Realgymnasien u. Realschulen. 8. Aiitl. Wien, Tempsky. 
Geb. K. 3.20.  

H~CEVAII, FHANZ, Lehr- u. Übungsbuch der Geumetrie f. Gymnasien, Realgymnasien 
u.  Ilealschulen. Unterstufe (I., II. u. HI. Klasse). 9., umgearb. Aufl. Wien, 
Tempsky. Geb. K. 1.80. 
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320 Eingelaufene Schriften. 

HOFLER, AI.OIS, Didaktik des mathematischen Untemchtn. (Didaktische Handbücher 
f. den realistischen Unterricht an hoheren Schulen. In  10 Riinden, hrsg. von 
A. Ho5er il. F. Proske. 1. Hand: Mathemat,ik). Leipzig 11 Berlin 1!)10, Teubner. 

JA~ER,  G., Theoreti~che Physik, 11, s N. B. 22. 
JEREMIA~, A., Das Alter der babylonischen -4stronomie, a. N. B. 6. 
KOMMERRLL, V., u. K O ~ R R E L I , ,  K., Allgemeinc Theorie der Raumkurven u. Fliichcn. 

1. Bd, (Sammlung Schubert XXIX.) 2. AUE. Leipzig 1909, Goschen. 
Geb. X 4.80. 

E~~INKOWBKI, HXRMANN, Geometrie der Zahlen. In  zwei Lieferungen. Zweite Liefe- 
rung. Leipzig u. Berlin, Teubner. 

~I\IITTEILUNQEN iiber Baumschach u. wissenschaftliühe S c h a ~ h f o r k h u r i ~ .  Hrt3g. 7. 

Ferdinand Maack, Hamburg 6, Marktstr. 23. Nr. 2. Hamburg 1909. (Gratis.) 
MOENIK, Lchr- u.  Uhunpbucli  der Arithmetik. E'ür  die III. u.  IV. Klasse der 

Mittellchnlen. Bearb. von Karl Zahradnicek. 30., nach den neuen Lehrplanen 
iimgearb. Aufl. Wien, Tempsky. K. 2.50; geb. K. 3.-. 

NELTMANN, CI., ffber das logarithmische Potential einer gewissen Ovalflachs, S .  N. R.  33. 
PILGRIM, L., Yereinfachte Behandlung der schiefwinkligen goordinaten im Haum. 

(Separatabdmck ans den i2lathem.-naturw. Mitteilungen.) Stuttgart 1909, 
Metzler. X 2.40. 

Por~caii6, H., Sechg Tortrage über ausgewahlte Gegenstinde aus der reinen Mathe- 
matik u. mathematischen Physik, s. N. B. 31. 

SCHILLING, C., Wilhelrn Olbers, sein Leben u. seine Werke,  a. N. B. 8. . . 
S c n o ~ ,  C., Beitr ige znr konstinktiven Losung sph%riach-antronomischer Aufgaben, 

a. N. B. 5 
S C H ~ A U ~ S ~ H I L D ,  K., u. BIKCK, O., Tafeln zur astronomischen Ortsbeatimrnung im 

1,uftballon bei Kacht, sowie zur leichten h s t i m m n n g  der mitteleuropZischen 
Zeit a n  Jedem Orte Deutschlands. Mit Unteratützuog der Gottinger Ver- 
einigung f. angewandt,e Mathematik u. I'hyeik hrsg. Gottingen 1909, Vanden- 
hoeck B Ruprecht. A 3.80. 

SELT.ENTTIIX, H., Mathemnt,ischer Leitfaden, s. N. R. 36. 
S U P P A N T ~ ~ H I T ~ C ~ ,  RICHARD, Lehrbuch der Geometrie f Gymnasien u. Realgymnasien. 

Mittelstufe. Pianimctric u.  Stereometrie. Wien, Tempsky. 
Geb. in Leinw. K. 4.30 

- -- , Leitfaden der dardtellenden Geometrie f. die Y. u. PI.  Klasse der Real- 
gymnasien. Wien 1910, Tempsky. Geb. K. 3.- .  
, Mathematisches Cnterrichtswerk. Arithmetik f. Gymnasien, Realgymnasien 
u. Realsçhnlcn. 1. Heft (I. Klasse). Wien, Tempsky. Geb. K. 1 .50 .  

, Dasselbe, IL Heft, f. die II. Klasse. Ebenda. Geb. K. 1.50.  
--, Dasselbe, UI. Heft, f. die III. Klasse. Ebenda. Beb. K 1.80. 
-- , Mathematisches Unterricht~werk. Geometrische Anschauungslehre fur die 

erste Klasse der Gyrnna$ien, Realgymnasien u .  ILealschulen. Ebenda. 
Geb. K. - .80. 

-- , Dasselbe, Grundrill der Geometrie f .  Realschuleu 1. IIeft, f. die II. Klssse. 
Ebenda. Geb. K. 1.40. 

TAPU, Ta., Qnindziige der niederen Geodasie, 1, S. K. R. 3. 
VOLKXANN, P., Eikenntnistheoretische Grundzüge der Naturwiasenschaften, s.  N.B. 37. 
 ALL LENT IN, J. G., Grundzüge der Naturlchre f. die unteren Elamen der Uittel- 

schulen. Ausgabc A. Fiir Gymnt~sicn. 7. Aufl. Wien, Pichlers Wittwe & Solin. 
Geb. K 2.80. 

, Dasselbe. Ausgabe B. Für Realschulen. Ebenda. Geb. K. 2.40. 
-- , Lehrbuch der Physik f. die oberen Klassen der Mittelschulen u. verwandten 

Lehranstalten. Ausgabe A. Pür  Gymnasien. 14. Aufl. Ebenda. Geb. K. 4.80. 
- , Daasellie. Ausgabe B. Für Realsçhulen. 12. AUE. Ebenda. Geb. K.  3.80. 
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Technisches Abhandliingsregi~ter 19 ~ 6 - 1 9  07. 

Technisches Abhandlungsregister 1906-1907, 

Von E. WOI,FFING in Stuttgart. 

Abkiirznngen. 

Ac. Acetglen, Halle 10.  
A.D.R.P. Annales des Mines, Paris (10) 

9-12. 
A. L.R. J. American Engineer and Rail- 

road Journal, New-York 80-81. 
A .  G.R.  Annalen für Gewerbe und Bau- 

wesen, Berlin 68-61. 
,4.H.I. Bneeiger fur die Holxindiistrie, 

München 11.  
A. ,J. U. hllgemeines Journal für  Uhr- 

macherkunde, Halle 31-32. 
Am.H. American Machinist, New York 

29-30. 
A.P.Ch. ~Innales  des Porta et  Chaussées, 

Pans (8) 21-30. 
B.E.B. Beton und Eisen, Berlin 5-6. 
8.31. K. Baumaterialienkunde, Stuttgart 

11-12. 
B. S.E. Bulletin de  l a  Société d'Encou- 

ragement pour 1'Industrie nationale, 
paris 105-106. 

B.S.I.M. Bulletin de  la Sociét'é indu- 
strielle, Mulhouse 77. 

C.B.B. Zentralblatt der Bauverwaltung, 
f3erlin 26-27. 

C. Q.U. Zentralblatt für. das gewerbliche 
Gnterrichtswesen in dsterreich, Wien 
24-26. 

C.Z.O.M. Zentralzeitung fiir Optik und 
Mechanik. Berlin 27-28. 

D.B.Z. Deutsche Bauzeitung, Berlin 
40-41. 

D.M. Der Nechaniker, Berlin 14-15. 
D. M. Z. Deutvche Nechanikerzeitung, 

Berlin 1906-1907. 
U. U. Z. Deutsçhe Uhrmacherzeitung, 

Berlin 31. 
E. The Engineer, London 101-104. 
E.R.B. Elekt r i~che  Kraftbehiebe und 

Bahnen, München 4-5, 
E.E. L'Eclairage électrique, Paris 46-53. 
Eg. Engineering, Loudon 81-84. 
E. K. K. Der Eisonkonstrukteur, Katto- 

witz 1. 
E. N. The Engineering News, New-York 

65-58. 

1 E.T.Y. Elektrotechnik und Maschinen- 
bau, Wien 24-25. 

E. W. The Electrical World, Kew-York 
1 47-50. 

E. Z. Elektrotechnivche Zeitschrift, Ber- 
lin 27-28. 

F. J.L. Für  Jedermann, Leipzig 2-3. 
G.C. Le  Génie civil, Paris 48-52. 
G.I .  Gesundheitaingenieur, Miinchen 

29-30. 
J.A.H. Jahrbuch der Automobil- und 

Motorbootindnatrie, Berlin 3. 
J. O .  Journal des Géomètres, Pltris (6) 

I 8-9 
J. G. W. Journal für  Gaabeleuchtung und 

Wasserversorgung, Leipzig 49-60. 
J. S. Q. B. Jahrbuch der ~ c h i f f  bautechni- 

schen Gesellschaft, Berlin 7-8. 
K.B. Kraft. Uerlin 24. 

Z a i t a c M t  f. Nathomatik a Phyeik. 511. Bmd. 

L. U. Z. Leipziger Lhrmacherzeitung, 
Leipzig 13-14. 

31. F. 1. Mitteilungen über Forschunga- 
arbeiten auf dem Gebiet deil Ingenieur- 
wesene, Berlin 30-18. 

K I .  C. Mémoires et Comptes Rendus de 
l a  Société des Ingénieurs civils, Parie 
58B-6013. 

M. T. Q. W. Mittcilungen des Tcchnologi- 
schen Gewerberriuseums, Wien (2) 
1 6  17. 

M. T. 1. Leipziger Monatsschrift f ir l 'exti l-  
industrie, TJeipzig 21-22. 

KIT. H. Metallurgie, Halle 3-4. 
M. V. E. M. Mitteilungen der Vereini- 

gung der Elektrizitatswerke, München 
5-6.  

M.Z. B.E. Mitteilungen Uber Zement-, 
Beton- und Betoneisenbau, Berlin 3-4. 

N.A. C. Nouvelles Annales de l a  Con- 
stmction, Paris (6) 3-4. 

O. Z. B.H. Osterr~ichimhe Zeitschnft fin- 
Berg- und Hüttenwesen, Wien 54. 

O.F.E. Organ füI die Fortschritte des 
Eisenbahnwesena, Wiesbaden 43-44. 

P. E. M. Portefeuille économique des Ma- 
chines, Paris (5) 5-6. 
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P.J. Polgtechnisches Journal, Berlin 
321-322. 

P. M. C. Der praktische Maschinenkon- 
strukteur, Leipzig 39-40. 

R.D.M. Revue de Mecanique, Paris 18-21. 
R. O. b. Railway Gazette, London 40-43. 
S.E. SchiWau, Berlin 8. 
S. B. Z. Schweizerischc Bauzcitung, Zü- 

n c h  47-48. 
S.D.B. Süddcutsche Bauzeitung, Mün- 

chen 16-17. 
T. The Technologist, New-York 11-12. 
T.B. Technische BlLtter, Prag  38. 
T. B.B. Tiefbau, Berlin 19-20. 
T. E. The Electrician, London 57-60. 
T. G. Technische~ Gemeindcblatt, Bcrlin 

9-10. 
V. V. O. Verhandlungen des Vereins znr 

Bcforderung des GewerbfleiBea in 
PreuBen. Berlin 85-86. 

W.A.B.Z. Wiener allgemeineBauzeituug, 
Wicn 71-72. 

W. B. S. Württembergische Bauzeitung, 
Stuttgart  3-4. 

W. S. T. Werkstatttechnik, Bcrlin 1. 
W. T.B. Die Welt der Technik. Berlin 69. 
Z. *. 1 ~ei tscGri f t  f ü r  ~ r c h i t e k t u r  und 

Ingenieurwesen, Hannover (2) 11-12. 
Z. B. D. Zeitschrift des Bayr.Dampfkessc1- 

revisionavereins, München 10-11. 
Z. B. H. S. Zeitschrift für das Uerg-,Hütten- 

und Balinenwesen des PreuB. Staates, 
Berlin 54-65 

Z.B. W. Zeitschr. für Bauwosen, Bcrlin 
66-67. 

3084. J. Armengnud. Le probkme 
de l'aviation e t  s a  solution par l'aaro- 
plane. B.S.E. 106. 845. 

3065. L. Bairstww. Gasengine effi- 
ciencies. Eg. 83. 731. 

3086. A. Balog. Beitrag zur Bcrech- 
nung der Surbolrompressoren und Gas- 
turbinen. Z.G.T. 3. 481. 

3087. D. Bdnki. Gmndlagen zur Be- 
rechnung von Dampfturbincn. Z. G. T. 
3. 73; 93; 121; 154. 

3088. D. B i n k i .  Vergleich der Druck- 
und IJherdruck-Dampfturbinen. Z. V. D. 
1. 50. 950. 

3089. A. Barbezat. Turbokompressor, 
Bauart Rateau und Armengaud. Z. G.T. 
3. 521. 

3090. A. Baumann. Zur Ausführungs- 
moglichkeit von Gastnrbinen. Z. C.T. 3. 
43; 110; 185; 201; 213. 

3091. B. E. Der Dampfmesser von 
Gehre. Z. C. A.K. 2. 41. 

Z. C. B.  K. Zeitschr. für chemische Appa- 
ratenkunde, Berlin 2. 

Z.D. 11, Zeitschr. für Dampfkessel- und 
Naschinenbetrieh, Berlin 29-30. 

Z. D. W. Zeitschr. der Dampf'kessel-Enter- 
suchiings- und Versichemngsgesellsch. 
m i e n  31-32. 

Z.F.T. Zeitschr. für Farbcn- und Textil- 
industrie, Berlin 6. 

Z.G.K. Zeitschr. für die gesamte Kiilte- 
industrie, München 13- 14. 

Z.G.T. Zeitschr. fiir da3 gesamte Sur- 
binenweson, München 3-4. 

Z.G.U. Zeitschr. fiir gewerbl. Cnterricht, 
Leipzig 21-22. 

Z.I. Zeit~chr.  für  Tnstrumentenkunde, 
Berlin 26-27. 

Z. K. F. G.  Zeitschr. fiir komprimierte und 
flüssige &se, Weimar 9-10. 

Z.L.H. Zeitschr. fCr Liiftung und Hei- 
zuug, Berlin 12-13. 

Z.31. S. Zeitschr. für Maschineubau uud 
Bchlosserei, Berlin 23. 

Z. O. L A. V. Zeitschr. des Ostcrreich. In- 
genieur- und Architektenvereins, Wien 
68-59. 

Z. S. T. Zeitsch.  Tir Schwachstromtech- 
nik, Miinchen 1907. 

Z.Y. Zeitschr fiir Vermessungsvesen, 
Stuttgart 35-36. 

Z.V. D.I. Zeitschr. des Vereins deutscher 
Ingenieure, Berlin 50-51. 

Z. W. Zeitschr. für Werkzeugmaechinen, 
Berlin 10-11. 

30!H. F. Belzdemanr~. Übcr den Aus- 
fluB des Wasserdampfes und über Uampf- 
mengenmessung. DII. F. J. 37. 1. 

3093. A. Berthier. Les turbines à 
gaz. G.C. 48. 72. 

3094. A. Bocliet. Ventilation and 
refrigeration of ammunition holds. Eg. 
84. 125. 

30%. ZI. Boehet. Contribution à l'é- 
tude des ventilateurs centrifuges. A.D. 
ni1.P. (10) 12. 451. 

3096. A. J. Bowie. Windpressure on 
cglindrical conductors. E. W. 48. 606. 

3097. K. Brahbke. Die Iiiftungsan. 
lagen beim Baue des groBeu Alpentunnels 
i n  Osterreich. G.I. 29. 701. 

3098. L. Barapsky u. F. Schubert. 
Die Wirkungsweive der PreBluftpumpen. 
Z.V. D.J.  50. 2062; 2093. 

3099. A. Fliegrier. Ver~ucbe an der 
Leuchtgasfernleitung zmischen Rorschach 
und St. Gallen. J .G.  W. 60. 629; 665; 
689; 743; 765. 
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3100. F. Foster. Energy charts for 
proportioning steam-turbines. Eg. 83.79. 

3101. A. Frank. Versuclie zur Ver- 
mittlung der Abhiinaigkeit des Luft- 
niderstandes von der Gestalt der Korper. 
Z.V.ü.1. 50. 593. - P.  Both. 1127. 

3102. H. Friedrich. Tabellen zur Er- 
mittlung der Schwuugmasse für Dmck- 
verdichter. Z.G. K. 14. 121. 

3103. J. EZirstenau. Das Turbinen- 
gebliise von C. A. Parsons als Hochofcn- 
geblatremaschine. Z.V.U.J .  51. 1125; 
1284. A. sieg1 1283. 

31g4. H. Hirschlaff. Aus der Praxis 
des Uberbitzerbanes. K.B. 24. 486. 

3103. R. Hofmann. Überdmcklüftung 
mit Ventiletorenbetrieb in Schulen. G. J. 
29. 49. 

3106. K. J. Holrnboe. Die Abhangig- 
keit des Kraftbedarfs der Ventilatoren 
von den Rohrwiderst2nden. Z. G.K. 14. 

3120. A. Langrod. Über die GrOBe 
der Lokomotivregulator-Einstr6moffnung 
A.G B. 68. 3. 

3121. A. Longrod. Zur Theorie des 
Stodolaschen GaestoUes. Z.G.T. 3. 234. 

3122. A Langrod. Synthetische Unter- 
suchung der Gasstromung mit Berück- 
sichtigung der Widerotinde. P.J. 321 
116. 

3123. G. Leroux. Note sur les cana,- 
lisations d'air sous pressions klevées. 
M.1.C. 60. B. Y32 

3124. H. Loreiaz. Theorie und Bereeh- 
nung der Schrautenventilatoren. Z G.T. 
3. 321. 

3125. EL Haleire. Le problème de 
l'aviation et l a  resistance de l'air. G.C. 
51. 245; 264. 

3126. W. M c  i h t e e .  The weathering 
of windmills. Eg  8 1  184. 

3127. P.  Mict~el. Injektoren. Z.V.D. 
1. 50. 1944 146. 

3107. C F. IIolrnboe Beitrag zar ( 3128. P. M d k r .  Untersnchung a n  
Theorie der Scliraubenventilatoren. Z. Druckluftfiimmern. M.F.  1. 37. 65 ; Z. V. 
V.D.I. 50. 911; 1687. D.I. 50. 1160. 

3108. H, 1.olzzoarth. Logarithmisches ' 3129. S. A. Moss. Flow of air  and 
Diagamm zur Berechnung mehrstufiger other gases with special reference to 

srnnll pressme refrrences. Am. hl.  29. Dampfturbinen. Z.G.T. 4. 236; 254. , 
310!3. LW, Hottinyer. Gemauerte Ka- B. 368 i 407. 

mine fiir Zentralheiziingen. G. 1. 30. 633. 3130- S. A. lTfoss. Rationa1 rne thod~  

3110. H. J ~ ~ ~ ~ ~ ~ .  D~~ ~~~~l~~~ ' of gas-engine prowering. Am. M. 29. A. 
mehrstuiigcr Dampfturbinen. Z. V.U.1. 381. - A. G .  Cou'et. 
60. 216.  1 3131. C. 1TI. flaylor. Parsons type 

3111. H. Junsson. Über die Regelung '. lo4. 34Y. 
mehretufiger L)ampfturbinen, Z, G.T. 3, 3133. F. Niethamnier. Ventilation 

463; 492; 507; 629. von 'I'iirbodynamos. E.T M. 24. 357. 
3133. Y. Beitrag zur Emit t l i ing  von 3112. W. Jasinslry. Zur Frage der W,ndgeschwindigkeit. T . B  B. 19. 261. 

kombinierton DümpRurbine. Z.G.T. 4. , 3134. J ,  Pu,oureuu, Note sur- la 
361; 379; 392; 421; 439. suepension des véhicules industriels et 

3118. 0.l irel l .  fi3erdrucklüftung ohne i le, ,mo,t;,,e,, 41.1. C. 
Ventilatorbetrieb  de^ Sitzungssaales der 8, 280. 
stiidt. Kollegien in  Niirnberg. G.I. 29. , 3135. p. perlewilz. spaltung der 
633. Trommel einer Dracheuwinde. P.J. 321. 

3114. 0. Krell. Die Erprobung von 152. 
Ventilatoren und Versuche iiber den '$136, pficcke, N~~~~~~~~~ an R ~ -  
Lnftmiderstand von Panzergratings. J. tortenofen. J. G, W. 49. 497, 
S.G.B. 7. 408. ' 3137. 23. Pfützner. Die Lüftung der 

3115. F. Langen. Der Dampfturbinen- Theater. G.I. 29. 33. 
botrieb von SchiiiOn. S.B. 8. 236; 271; 31.,8. W. ~ ~ i t ~ l ~ ~ ~  der 
356; 386; 442. Abmessungen zu einern Hochwaldschen 

3116. li: Langen. Einiges über Ak- Sehieber. P .J .  322. 769. 
tionsdampfturbinen. Z.G. T. 4. 261. 3139. Cr. û. Pirquet. Versuch einer 

3117. F. Lamgen. Z u r  Frage der fomeluiafiigen Auseiuanderhaltung des 
Gasturbine. Z.G.T. 4. 1 6 6 ;  319. Reibungs-und ~'irbelverlustesfÜrDnmpf- 

3118. F. Langen. Die Eestimmung diiscn. Z. G.T. 4. 482. 
des Wirkungsgrades von Dampf'turbinen 3140. L. Yrnndt l .  Zur Theorie des 
ohne Dampfverbrauch und Leistungs- VerdichtungsstoBes. Z.G.T. 3. 241. 
messung, Z.G.T. 4. 433. 31 41. B .  ProelE. Str6mungsverlauf 

3119. 8. Langrod. Zur Tlieorie der und VcrdichtungsstoB im zylindrischen 
Gasdrosselung. P.J. 321. 705. Kohre. Z.G.T. 3. 37 .  

21* 
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3142. A.. Rateau. Développement, des 
turbines k vapeur d'échappemerit. R.D. 
M. 21. 356. 

3113. A. Rateau. Kreiselgebl%se für 
hohen Druck. Z.V. D. 361. 1296. 

3144. A. Kateau. High pressure cen- 
trifugai frtns. 1':g. 84. 248. 

3145. 0. Kecke. Druck- und Geachwin- 
digkeitsverhiiltnisse den Dampfes i n  Frei- 
strahlgrenzturbinen. Z.  G. 1'. 3. 261 ; 273. 
285. 303. 314. 326; 338; 350; 357; 381; 
413. 

3146. G. Recknagel. Konstruktive 
Vorkehmngen xur Vermeidung der  Um- 
kehr des Luftetromes im Erdgeschoi? bei 
zentralen Liiftungsanlagen. G.I. 30. 777. 

3147. Rietschel. Versuche über den 
Widerstand bei Bewegiing der 1,iift in 
Rohrleitungen. Z. G.K. 13. 3. 

3148. ,T. Bodet. P r e s ~ i o n  de  l 'air sur 
une  surface en  mouvement; étude du 
coefficient K. R.D.M. 20. 43. 

3149. E: Rotscher. Versuche a n  einer 
2000 pferdigen Riedler-Stumpf-Dampf- 
turbine. Z.V.D.I. 51. 605; 658; 707. 

3180. K. Rzcmme7. Turbogeblase, Bau- 
a r t  Brown-Boveri-Rateau von 750 P. S. 
Z.V.D.I. 61. 1843. 

3151. H. R. Sankew. Note on steam 
turbines. Eg. 81. 2. " 

3182. 3. Saue~,brey. Vergleichende 
Versuche mit Wettermotoren für Sonder- 
bevetterung. Z. B.H. S. 54. 451. 

31 83. H. Schmidt. c b e r  den auf Gas- 
behal ter-Kuppeln ausgeiibten Winddruck. 
J.G.W. 49. 127. 

3154. L. Schiitt Über die Wirkungs- 
grade  von Ventilatoren und Zentrifugal- 
pumpen. Z.G.T. 3. 441. 

3155. L. Sckutt.  Die Wi rkunggrade  
von Ventilatoren und Zentrifugalpumpen. 
Z.V.D.I. 50. 1715. 

3156. W. ühule. I l pa rn ique  de  
l'e'conlcment de l a  vapeur dans los ma- 
chines à pistons. R.D.M. 20. 544; 21. 
464. 

3157. E. M. Speakmun. Entwurf und 
Berechnung der  Schiffsdampfturbine. 
Z.G.S. 3. 79; 142. 

31513. 1,. Stadlmayr. Über Gruben- 
lufttemperaturcn und den EinfluB des 
natiirlichen Wetterzuges auf die Wetter- 
wirtschaft bei einigen tiefen Schijchten 
des Briixer Hraunkohlenreviers. ~ . z . B .  
H. 54. 2 ;  21; 34;  52. 

31643. O. Stix. Studie über den Luft- 
widerstandvonEiseubahnziigeuinTunne1- 
rohren. S.H.Z. 48. 39. 

3160. A. Stodola. Ziir Theorie dor 
Dampfturbine. Z.G.T. 4. 245; 446; 641. 

3161. G. Wagner. D~ck lu f t fd lvo r -  
richtung für  Windkcssel. A. G. B. 61.104. 

3162. L. Wahl. Uberdrucklüftungmit 
Ventilatorenbetrieb. G.I .  29. 397; 401. 
- R. Bofinafin. 400; 402. 

3163. B. W a l t e ~ .  Die l-erndrucklei- 
tung Schneidemuhl-Csch und die Polc- 
ache Formel. J .  G. W. 50. 265. 

3164. G. Wellrz.er. Die Zukunft der 
Luftschiffahrt. Z. 6 . 1 . ~ .  Y. 59. 311. 

3165. TV. E. WiBon. Influence of a 
sidewind on velocity of railway trains. 
Eg. 83. 457. - C. E. Wolff. 547. 

3166. A. Witz .  Canons et  moteurs à 
gaz. G.C. 50. 334. 

3167. L. B. Wood. Wind reactions 
in mill-building frames. E.N. 58. 58. 

316s. ,V. N. The  flow of steam through 
nozzles. E.G. 81. 139. - UT. Rwnhain. 
185. 

3169. N .  AT, Der Winddruck als Zu- 
~at~zbelas t i ine  eiserner Hahnbriicken. E. 
K.K. 1. 289." 

3150. N. N .  The cornnound reaction 
steam turbine. Eg. 82. 511; 645; 581; 
618; 685; 736; 749. 

3171. N. Ar. T h e  practical propor- 
tioning of t he  reaction steam turbine. 
Hg. 84. 799. 

31 12.  N. Ar. Measuring of the effici- 
ency of turbine air-compresser. Eg. 82. 
669. - ,7. Xey. 738. 

3173. N. AT. Cox's compressed air 
cornputor. Am.M. 29. B. 96. 

3174. AT. The Chapsal-Saillot com- 
preused-air brake. Eg. 82. 863 

'dl 75. iV. X. Aerial locomotive. Eg. 
82. 792. 

3176. IV. N .  Betriebsergebnisse bei 
Anwendung mechaniechen Zuges in einer 
Zementbreunofenanlltge. P. SI. C. 39. 85. 
93. 

3177. II. Abrahn~n. The acouiltic ef- 
ficiency of the  telephone. S .E.  59. 307. 

3178. L. I. Blake. Findina direction 
by rneans of subrnarine souid signels. 
E. W. 49. 754. 

3179. B. S .  Carpenter. The rolling 
of thunder. F.W. 50. 1211. 

Arit hmetik. 

3180. 3. Ueek. 13etraclitungen über 
die Wirtschaftlichkeit der Anlage von 
Urücken a n  Stelle von Yi'ahren. S.D.B. 
16. 276; 302; 310. 

3181. II. J. Brackenburv. Modern 
machinery and ita future development. 
E. 104. 220; Eg. 84. 313. 
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318% O. Holtzhauselz. Das VerhBltnis 
der verschiedenen Gespinste zueinander 
und ihre Cerwendung in gemisehten G-e- 
weben. M.T.I. 21. 207, 

8183. H. Krause. Uber dcn Mathe- 
matikunterricht an  niederenE'achschulen. - 
Z.O.U. 21. 06. 

8184. P. Lecler. Les salaires à  ri- 
me& M.1.C. 609. 141. 

3185. B. Mathis. Der Untemcht  i m  
Rechnen im Lehrplan der Baugewerke- 
achule. Z.G.U. 21. 4;  1 6 ;  25. 

3186. M. Jfilankovitch. Dio vorteil- 
hafteste Konstruktionshohe und Verlags- 
weite der Hcnnebicluo'schen Decke. Z. 
O.I.A.V. 59. 781;  932. 

3187. F. Pabst. Sparsaiukeit im 
L)ampfkessel-13etriebe. P. N. C. 39 .  30. 

4188. 1. P&~chl. Restimmung des 
Stromkostenminimums bei kombinierten 
Zahler- und Pauschaltarifen. E. S. M. 24. 
n 4 
I I .  

3189. A. Ramaekers and M. E. J. 
Gheury. State concessions to industrial 
companies. E. 101. 604. 

3190. C. Riedenuuer. Die Wirtschafts- 
fraue im Eisenbahnwesen. S.D.B. 16.  
82 ~ Y O .  

3191. 0. Rother. f7ber Bau und Ein- 
richtungen in Eisenbahnwerkstatten. W. 
A.B.Z. 71. 60. 

3192. Sch. Grundstückstaxwesen und 
Selhsteinschatzen eines Griindstiicks- 
wertes fiir Hypotheken-Kreditzwecke. 
A.H. 1. i l .  Kr. 40 2. 

3193. J. Teichmüller. Vergleiçh der 
Kosten der elektrischen Beleuchtung bei 
Beuutzuug der neueren Glühlampen. J. 
G. W. 49. 444. 

3194. Teitye. Wert und Entwertung 
von Grundstücken, Gebaudon, Maschinen 
und Geraten in Uilanzen. Z.D.N. 30. 
378. 

3195. H. Tornow. Die Verwendiing 
von Bagqern znr Abbauarbeit auf den 
Rraunkohlenbergwerken der T'rovinz 
Sachsen. X.B.H. S. 54. 668. 

3196. Tourtay. Kote sur quelques 
aspecta dey formules d'exploitation pour 
lcs chemins de fer d'intérêt local. A . P .  
Ch. (8) 23. 10. 

3197. J. Weber. Die Arbeitsteilung 
im GroBbctrieb der Uaumwollweberei. 
M.T.I. 22. 240. 

3198. Worms de Romilly. Note sur 
les moyens d'évaluer l'effectif de maté- 
riel roulant nécessaire à. un chemin de  
fer en exploitation. A:D. M.P.(10) 10. 242. 

3199. J. Ziegler. Uber Buchhaltungs- 
theorie und Buchhaltungsunterricht. C. 
G.U. 24. 519. 

Ballistik. 

3200. A. G. Greenhill. Rifled artillery. 
E. 104.  5 1 3 ;  538; 561. 

Chemie. 

3201. C. Benedicks. Fher  das Gleich- 
zewiçht und die E r s t a r~ngss t ruk tu ren  
3 e ~  Systems Fe-C. M.U.H. 3 .393 ;  425'; 
166. 

3202. K. Birkeland. On the  oxydation 
3f athmoauheriç nitronen in electriü arcs. 
Y.E. 57. 4 i 4 .  

- 
3203. W. Borth. Über Rauchaasana- - 

lyse. Z.B.D. 11. 17;  35. 
3204. W. R. Bousfield and T. M. Lowry. 

I!he thermochemistrv of electrolytes i n  
relation with the h y h a t e  theory of ioni- 
mtion. S.E. 59. 594. 

8205. H. Danneel. Zeitlicher Verlauf 
i e r  Polarisation wahrend elektrolytischer 
Vorgange. E.Z. 27. 1202. 

3206. K. Friedrich und A. Leroux. 
Cu, A g  und Pt. M.U.H. 4. 293. 

3207. G. Gin. Mémoires sur l'électro- 
métallurgie. E.E. 47. 321; 361. 

3208. Gudlet. La constitution des 
laitons spéciaux. G.C. 49 .  44. 

3209. L. Guillet. L'utilisation indus- 
trielledela m6ta l loera~hie  microsco~iaue. 

u .  

G.C. 61. 111;  123. 
32 10. F. ï iüuper.  Über die Verbrennung 

des Stickstoffs in exnlodierenden Leucht- 
:as-Lnftgemischen. V. V. G. 85. 37. 

4211. HüuBer. Darstellung von Sal- 
petersiiure mittels explosiver Yerbren- 
oungen. Z.V.D.1. 60. 298. 

32 12. C. H a h .  Neue Omatapparate 
Für die technisçhe Gasanalyse. 2. V. D. 1. 
60. 212.  - F. Bendernann. 454. 

8213. H. Jiiplner v. Joristorff. Daa 
chemische Gleichgowieht. Z. 0.1. A.Y. 
68. Suppl.  18. 

3214. H. v.  Jüptner. Anwendung der 
Lehren der physikalischen Chemie im 
Eisenhüttenwesen. hl. U.H. 4. 703. 

3215. B. Malenkovié. Die Asphalt- 
frage, insbesondere die Nomenklaturfrage 
vom Standpunkt des IIochbao- und 
StraBenbau-hgenieurs. R .  N.K. 11 .12;29 .  

3216. R. Xolher. Gleichungen und 
Diagramme zu den Vorgingen im Gas- 
generator. Z.V.D.1. 51. 532. 

3217.. C. Pomeranz. CLiemische Kine- 
tik. z . ~ . I . A . v .  58. Suppl 23. 

3218. G. Rossel. Le phénomène de  
l'éleetrolyso. E. E. 46. 446. 

9219. G. Rossel. L'électrolyse des mé- 
langes. E .E .  50. 234; 301;  339; 51. 
16;  49. 
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3220. G.  Rosset. Sur l'expression de  
l a  résistivité électrolytique et  ses consé- 
quences. E.E. 53. 181; 262. 

3221. B. Weyscheider. Die Phasen- 
lehre. z.O.I.A.V. 58. Suppl. 26. 

3222. X. AT. The fixation of athmos- 
pheric N. E.  102. 285. 

3223. N. AT. Interaction between F e  
end C in tho blaat-furnace. Eg. 81. 471. 

Darstellenùe Geometrie. 
3284. J. Adamczik. Über Sonnenuhr- 

konstniktionen. Z.V. 36. 265. 
3226. 3'. Hockmuth. Bestimmung des 

Hirnkantenwinkels bei schragen Zinken. 
C.G.U. 24. 273. 

3226. A. B.  C. A centrifuga1 problem. 
E. 102. 637. 

3237. F. Adler. Die Umlaufiahlen 
bei Werkzeugmaschinen. Z. V. D. 1. 61. 
1491; 1536; 1621. 

3228. A. B. Studie über Selfaktor- 
produktion. M.T.I. 21. 175. 

3229. H. Bantfo~d. Yoving loeds on 
railway under-bridges. Eg. 82. 307; 445; 
619; 85. 699. 

3230. A. B a ,  bezat Les vitesses criti- 
qncs des arbres animos degrandesvites~oa 
angulaires. E.E. 47 46. 

3231. A. Birril. Note sur les frappeurs 
pneumatiques. R. D.M 20. 5;  21. 433. 

3232. M. H. Bauer. Motorrennboote. 
J A . M .  3. 233. 

3233. A. Bauermeister. De l'influence 
dea masses en mouvement dans l a  ma- 
chine à vapeur. R. D.X. 19. 105. 

3234. T. Beck. I~eonardo d a  Vinci's 
Ansicht vom freien Falle schwererK6rper. 
Z.V.D.1. 51. 1386. 

3236. Il. Becker. Betrachtungen über 
die Verluste bei Tlgner- Ftirderanlagen 
und Bestimmuug der wirtsçhaftlichen 
Schliiptung ihrer AnlaBniotoren. E. H. R. 
5. 485; 508; 628. 

3236. H. Bertschinger. Die Wirt-  
schaftlichkeit von Schiffshebewerken. 
z .v .n .1 .  51. 1925; 1989; 2015. 

3237. J. Bethenod. Sur l'emploi des 
batteurs-tampon pour la traction par  
motcurs ti explosion. E.  E. 53. 5. 

8238. P. Boucherot. Variations péri- 
odiques de  vitesse dues aux régulateurs 
des moteurs. R. D. M. 20. 421. 

823% G. Bourrey. Calcul des coritre- 
poids dans les machines alterncttifs. 
U.C. 52. 360. 

3240. B. Bret. Balayeuse- arroseuse 
automobile de  l a  Ville de Paris. G.C. 
52. 426; 457. 

3241. 1,. Rrinkmann. Der StoBetcin- 
bohrer mit elektrischem Antriebe. E. 
B. B. 6. 441; 465. 

3242. J. F. Brook .  Machine for 
weighing the forces of a cutting tool. 
Eg. 84. 269. 

32.13. J. A. Brown. Diagramm for 
b r a k e - s t r a ~  calculations. Am. M. 29. 
A. 511. 

3244. A. Budnu. Technisches ails 
dem Gerichtssaale(Eieenbahnunfal1 durçh 
unvorschrif~smkBige Verladung einer 
Kiste). Z. d. 1. A. V. 58. 460; 552. - F. 
Gebauer. 551. 

3246. AI. Buhle. Neuere Forder- und 
Lageranlagen in  Bremen. Z.V.D.I. 60.21. 

3246. A. H. Burnard .  Thermal and 
power losses in intemal-combustion en- 
gines. Eg. 84. 445; 609. 

3241. C. Codron. Expériences sur le 
travail des machines-outils. &. L). M. 19. 
431; 20. 21; 137. 

3248. C. Codron L'art de couper les 
mét,aux. R.D.M. 21. 6 ;  131; 278. 

3249. 12. H, Collingham. Long range 
versus short range trip gcars for winding 
engines. E. 104. 460. 

3260. R. H. Collifigham. Wcight in 
winding drums. E. 101. 166.  

3231. L. Cosyn. Etude pratique sur 
le glissement longitudinal des poutres 
métalliquos à ame pleine. N.A.C. (2) 
3. 184; 4. 11. 

3252. W. Cox. A timo and cost com- 
puter for the boring mill. Am.M. 30. 
A. 842. 

3253. Cremer- Chapé. Elektrischer 
Einzelantrieb in Tuchfabriken. E.Z. 28. 
667. 

3254. E. W. X. Unexplained railway 
accidents. E. 102. 203. 

3256. W. E. Dalby. The economical 
working of locomotives. A.E. R.J. 80. 
441. 

3256. C. Dantin.  Theorie Blémentaire 
d e  l'enrouleur-débrayeur Lanix système 
Leneveu. G.C. 62. 258. 

3257. P. U a u m n .  Electric traction 
of railway. T.TC. 59. 4 ;  44; 332; 372; 
584; 664; 704; 741; 860; 900; 60.80; 428. 

3258. P. v. Denffer. Neue Holzbear- 
beitungsmaschinen. P.J. 321. 28. 

3269. A. Dennie. Torsiometers au 
auulied to  the  measurement of Dower 
A A 

in turbine and reciprocating engineu. 
E. 103. 312. 

3260. Denninghoff. Über die Zug- 
widerstande der Eisenbahnfahrzeuge. 
A. G. R. 58. 223. 

3361. A.  Denny. Torsiometers. Eg. 
83. 48%. 
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3163. C. Dilerschold. Zwei Hemmungen 
mit konstanter Kraft. A.J.U. 31. 186; 
233; 362. 

326h W. X. van Druten. Alterina 3255. G.Haoemann. Ventilsteueruneen 
locomotive wheel pressures. A. E.R. J: 
8 1  6 6 .  

3264. W. F. Duralad. Improved trans- 
mission dynamometer. Am.Sl. 30. A. 80. 

3266. P. Erlich. Der EinflulS des 
Tachometers auf den Reguliervorgang 
indirekt wirkender Begulatoren. E. T. M. 
25. 25; 53. 

3166. G. Eude. Machine à tailler 
les engrenages coniques. R. D. M 19.446.  

3267. H. Fock. Die Borochnung von 
Schwungradem P.M.C. 40. 77;  8 5 ;  96; 
102. 

3268. Eorster. Der mechaniache mi r -  
kunesrrrad des Damafmotors Praktikus. 
~ . b c f  39. 197. 

3269. A. Frank.  Die Widerstande 
der Eisenbahnzüge und die zu ihrer Be- 
rechnung dienenden Formeln. Z. V. D.I. 
61. 94. 

3270. A. Frank.  Neuere deutsche 
Schnellzugslokomotiv~n. Z. V. L). 1. 51. 
359 - Richter. 359. 

32'71. M. Früh. Studien über d ie  
Bi ldun~ des Kotzers beim Selfaktor. P.J. 
322. 497;  516; 532. 

3272. F. Friihlina. Fordermaschinen- 
verbesserungen. z .~) .M.  29. 445; 522. 

3273. L. UI. F r y .  A method ofplotting 
locomotive characteristics. A.E.R.J.  81. 
389. 

3'274. TV. Gensecke. Untersuchimg 
einer mittelbaren Dampfmaechinenrege- 
h g .  Z.V DI. 51. 1819; 1895. 

3275. P. Gesing. Bestimmung von 
Bahnmatoren auf Griind der giinstigsten 
Zahnradübersetzung. E.B.B. 5. 648. 

3276. J E l .  GGsola. Torqiie of pro- 
peller shafting. Eg. 83. 497. 

3277. K. Giebel. Der Isochonismue 
bei iuBeren Storungen. U.U. Z. 31. 161; 
175; 254; 275; 330; 365; 381. 

3178. V. Ginneer. A problem in lay- 
ing out a gear train. Am.M. 30. B. 23. 

3279. C. L. Goodrich and E: A. Stan- 
ley. Speeds and f e e d ~  for screw machine 
work. Am.M. 30. B. 501. 

3280. B. Graf. Berechnung der Tr-ana- 
mi~sionsanla~e fiir eine Tonplattenfabrik 
P.M.C. 40. 186; 193; 200; 207. 

8281. Gruvtmhorst. Dau gezogene und 
das ziehende Ead.  Z.A.I. (2) 11. 423; 617. 

3283. A. G. Greenhill. Tho dynamica 
of long recoil. E. 104. 184. 

3283. B. Grimshaw. Vorteile einer 
schnellen S~hni t t~eschwindigkei t .  C. Z. 0. 
M. 27. 337. 

und die ~ h s s e n  der ~ a r n ~ f v e r t e i l & g .  
Z.D.M. 30. 217. 

3386. 0. Hee7ier. Einrichtung fiir cine 
variable 1)arnpfung des Horizontalpeu- 
dels. Z.I. 27. 6. 

3287. Heft. Tersrsuche zur E m i t t e -  
lune  des Beweeunesraderstands einer 
% <ekuppelten X\il~ngslokoniotive. O.F. 
E. (2) 43. 49. 

3'285. B. v. Helmholtz. Kurvenbeweg- 
liche Lokomotivcn. Z.V.D.I. 50. 1653. 

3289. H .  Hess. The thrust  of twist  
drills. Am.M. 30. A. 599. 

32!J0. O. Uildebrand. Gewindebohrer 
mit  geuauer Steigung. W. S.T. 1 .  194. 

3291. A. Hiller. Uie Glocken, ihre 
Berechnung und die beim Lauicn auf- 
tretenden Kraftwirkungen. X .  0.1. A. V. 
58. 505; 523; 532. 

3292. li: O. Hoagland. The engine 
lathe as a relieving machine. Am.A. 29. 
B. 231. 

3293. B. Holzer. Torsionsschwingun- 
gen von Wellen mi t  beliebig vielen Mas- 
sen. S.B. 8. 823; 866; 904, 

3294. IT. Zolzwarth. Uber Feder- 
regulatoren für sehr hohe Winkelge- 
schwindigkeiten, insbesondere Federre- 
gulatoren direkt gekuppelt mit  Dampf- 
turbinenwellen. Z. G. T. 4. 21. 

3295. L. Ilope. The speed of motor 
boats and their rating for racing purpo- 
ses. Eg. 81. 475; 636. 

3'296. W. Bort .  Beitrag Theorie 
der Dampfmaschinenregelung. P.J. 322. 
337; 357. 

8297. W. Hort. Beitrag zur Theorie 
der Bewegung raschlaufender Turbinen- 
wellen. Z.G.T. 4. 277. 

3295. A. C. Hough. Solution of a 
rope drive problem. E.N. 57. 463. 

3299. 11leck. Zur Theorie der ro- 
tierenden Scheiben. Z. 0. LA. V .  58. 729. 

3300. A. Issenmann. Produktions- 
berechnung von Yorspinn- und Spinn- 
meschinen sowie von Webstühlsn und 
Restimmung des Ketten- und SchuBgarn- 
gewichtes. M.T.I. 22. 201. 

3301. J. luersen. Neue Sicherheits- 
vomchtungen für Dnmpffirdermaschinen. 
Z.F.D.I. 51. 1565. 

3302. E. G. Izod. Le' cisaillement 
den métaux et des bois. B. S.E. 105. 
13 1 .  

8303. F. Jaehn. Neuere Schienen- 
stofianordnungen mit  enger StoBachwel- 
lenlage. P.J. 321. 401; 421; 437; 453. 
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3304. J. Jahn.  Der A n t r i e b ~ o r g a n ~  
bei Lokomotiven. Z.V.D.I. 51. 1046;  
1098; 1141. 

3305. F. Jwdalz. Kritik der Brems- 
systeme bei elektrisch betriebenen Hebe- 
zeugen. Z.V.D.I. 50 .2011 ;  2066;2097.  

3306. V. Kaplan. Theoret. Unter- 
suchung a n d  deren praktische Verwer- 
h g  zur Bestimmung rationeller Schau- 
felformen fiir Schnellaiifer. Z. G. S. 3. 2. 
25 ;  42 ;  62;  8 9 ;  113;  137 ;  158 ;  1 7 4 ;  181;  
197; 216;  229;  245;  264. 

3307. M. Kaufhold. Über Haupt- 
schachtf6rdemg mit Koepe-Scheibe. P.J. 
322. 753. 

3308. E. Kuufkznn. Ein mues  Ver- 
fahren zur Xutzbarmachung der Brems- 
leistung eines Priiffeldes Sür Kraftma- 
~chine;. . Z.V.D.I. 51. 1628. 

530!). S. 3. h7elsev. R. B. Chandler. 
J. S. Myers, W.  et&. A rope-drivé 
problem ; friction uniform o r  non-uniform ? 
E.N.  57. 623. 

3310. B. Kirsch. Über die technisch- 
physikalischc Prüfung der Schmierma- 
terialien. K T .  G. W. (2) 16. 5. 

3311. A. K6nig. Arbeitsdiagramme 
der Flachformmaschinen. P.J. 321; 497; 
523: 537 ;  555;  569;  587 ;  604 ;  617 ;  660. 

3312. H. Kotrbeletz Die Bestim- 
mung des Gangea und Standes einer 
Uhr. L.U.Z. 14.  217. 

3313. E. Kotzer. Die Be~t immung 
der Schaufelzahl für L6ffelrider. Z.G.S. 
3. 63. 

3314. E. Eranzer. Das Vcrsagen von 
StraBenbahnbremsen. E.B. B. 4 . 1 3 8 ;  153. 

331 5. J. Kriiko. Renxinelektrische 
Selbstfahrer i m  Eisenbahnbetriebe. Z. 6. 
1.A.V. 68. 346. 

3316. H. Eroen. Unsichere Draht- 
lange, gefahrdate fieillange und zul%ssige 
Anzahl der Drahtbrüçhe bei für, Manns- 
fart noch verwendbaren Seilen. O.Z.R.H. 
54. 145.  

3317. 31. Kroll. Beitriiee zur Aus- 
balanziemng rasch rotiereiher Maschi- 
n~nte i le .  R. T.M. 25. 583. 

3318. E. Kulka. Ennittelune der 
hochsten Ge~chwindigkeit, der ~eschle i i -  
nigung und der VerzOgerungsdauer elek- 
trisch beh-iebener Fordermaschinen bei 
Anfaliren und Stilluitzen mit kondtantem 
Strome. E.Z. 28. 1185. 

5319. W. Kummel-. Die Aufstellung 
von Fahrlinien fiir aussetzende elektri- 
ache Kraftbetriebe einschlieBlich Bahnen. 
E.B.B. 5. 523. 
- 3320. W. Kummer. Über die A ~ i f a h -  
beschleunigung bei elektrischen Bahnen. 
S.B.Z. 48. 227. 

3321. M. Eusch. Die Betriebssicher- 
heit und Wirtschaftlichkeit von kleineren 
Heil3dampflokomobilen; Sauggasanlageu 
und  Dicselmotorcn. V.V.G. 86. 373. 

3822. A. Kutschera. Uber die Be- 
s t imn~ung der Achsenbelastungen bei 
Lokomotiven. z . O .  I .A.V. 59. 712; 725. 

3323. A. S. Larigsdorf. 'Che plotting 
of epeed t ime curves. E.W. 49. 989. - 
L. A. Hazeltine, L. A. Freudenberqer. 
1165. 

3324. C. 3. Larard .  An electrically 
controlled single-lever testing machine 
and some torsion tests. E. 104. 147. 

3325. L .  Lecornu. Théorie de l'au- 
toloc. R.D.M. 21. 42. 

3326. 8. lei se^. Z u r  Theone eines 
neuen Riihrers für Flüssigkeiten und ge- 
schmolzene Metalle aehr verschiedener 
Dichte. Z.C.A.K. 2. 37. 

3327. T,e%tzmann. Schnellfahrversiiche 
mi t  3 verschiedenen Lokomotivgattungen 
auf der Strecke Hannover-Spandai~. 
V.V.G. 85.  6 1 ;  0.k7.E. (2) 43. 307. 

3328. Leitzmann. Ergebnisse der 
Versuchmfahrten mit  einer 2j4gekuppel- 
ten  Vierzylinderlokomotive Grafenstade- 
ner Bauart. O.F.E. (2) 43. 333. 

5329. F. Leitzmann. Versucbe mit 
einer 215 gekuppelteu vierzylindrigeuVer- 
bund-Sclinellzuglokomotive, Grafenstade- 
ner Bauart  mit  Serve-Boliren. V.V.G. 86. 
313. 

3330. F. v. L e  Monnier. Die Erdbe- 
ben in ihren Heziehungen zu Technik 
und Raukunst. Z. O.I.A. V. 59. 859;  873. 

3331. L. Letovibe. Influence de l'ac- 
tion de paroi sur le rendement des mo- 
tours B gaz. R.D.M. 19. 256. 

3332. A. Lévy-Lambert. Les chemins 
dc  fer B crémaillère. 11.1. C. 53. A. 607. 

3333. W. Linclemmn. Uas Wogen 
und Nicken der Lokomotivo. A.G.B.  
60. 2 ;  61. 12. 

3334. O. Lippnzanlz. Berechnungcn 
des Mechanikers. D. M. 14, 21; 68;  127. 

3335. 8. Lorenz. Die hndcrung der 
Leistung von Kolbenmaschinen mit der 
Umlaufszahl. Z. J7.Z). 1. 50,. 1277. 

3336. B. Lorenz. Die Anderung der 
Urnlaufszahl und des Wirkungsgrades 
von Schiffsschrauben mit  der Fahrge- 
schwindigkeit. Z.V.D.I. 51. 329. 

3337. H. Lorenz. Vergleichsversuche 
an Schiffsschrauben. Z.V.D. 351. 19. 

3338. H .  B. A. Malloçk. The action 
between rohee and rail. Eg, 83. 867. 

3338. G. MariP. Sur une formule Te- 
Lative à une coudition de stabilité des 
automobiles e t  spécialelnent des autobus. 
M.I.C. 60. 8. 649;  754. 
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3340. G. Marié. Les grandes vites- 
ses dea chemins de  fer: les oscillations du 
mntcriel et  la voie. M.1. C. 59. A. 622. 

3341. G. Marié. Les oscillations du 
matériel des chemins d e  fer à l'entrée 
en courbe et  à le sortie. 31 I.C. 58. 673. 

3348. G. Marie. Les dénivellations 
de la voie e t  les oscillations d u  matériel 
des cheains de fer. A.D.M.P. (10) 9. 
448; IO. 277. 

3343. V. Marmor. Note sur le tour- 
nage d'un arbre coudé. R.D.M. 19. 57. 

1344. A. Jfartens. Die XeBdose als 
Kraftmesser. Z.V.D. 1. 50. 1310. 

3335. B. E. Mathot e t  C. de Herbais. 
Essais de moteurs à gaz ct  à pétrole. 
lt.L).M. 18. 194. 

3346. G. N c  Culloch. Winding en- 
gines. E. 103. 44. 

3315. R. v. Hises. Die Ermittelung 
der S c h m g m a s s e n  im Schubkurbelge- 
triebe. Z.O.I.A.V. 58. 677 ;  589;  606. 

3348. M. A. Norel. L'autoloc, système 
de blocage automatique e t  instantané. 
G .C .  50. 96. 

3349. P. Mose. cher Schwungrad- 
explosionen. Z. V.D.I. 50. 1368. 

3350. Miildmunn. Das Anfahren der  
Eisenbahnzüge. O. F. E. 44. 78. 

3351. TV. A. Bîiller. Die Loschwitzer 
Bergachwebebahn. A. G. B. 59. 21. 

33-32. J. E. Muhlfeld. Tonnage ra- 
ting. A.E.R.J. 81. 185. 

8353. E. B'. Nichols. Generation of 
electromotive force by centrifuga1 force. 
T.E. 58. 24. 

3362. W. Pickersgill. Miingel bei der 
Berechnung von Hebemaschinen. Z. G. U. 
22. 1 4 3 ;  156 ;  167. 

3363. Pietzsch. Berstung eines Dampf- 
maschinenschwungrades. X. U.D. 10.  229. 

3364. J. Pzrkl. ltegulator mi t  kom- 
biniertem inertie- und Interferenzprinzip. 
E.T.M. 24. 631. 

3565. V. Pollack.  ber Erfahrunggn 
im Lawinenverbau in dstcrreich. Z. d. 
I.A.V. 68. 1 4 5 ;  161;  177. 

3366. Preyél .  Ilammerwerke mit 
Kraftantrieb. P.J. 322. 273; 292;  311; 
324; 343 ;  375 ;  403. 

3367. Q del Proposto. Dieselmotoren 
im Schiffubetrieb. Z.D.N. 30. 249;  259. 

3366. W. G. Raymond. Curve resi- 
stance. R.G.T. 41. 250. 

3369. J% G. Raymond. Acceleration 
and some locomotive problem. R. G. T. 
41. 345. 

3370. .Z Renold. A grinding machine 
driven by chains. Am.M. 29. A. 682. 

3371. J. Reyval. Consommation d'éner- 
gie dans l a  traction électrique. E.E. 
53. 224. 

3372. M. Richter. Neuere deutsche 
Schnellziigslokomotiven. Z.V. D. I .  50. 
654;  602. - A. Frank. 609. 

3373. R. Richter. Das elastischeTrieb- 
werk. E.B.B. 6. 631;  692. 

3374. R. Rinkel. Dampfbetrieb und 
elektrischer Betrieb im Schuellzugsver- 
kehr. E.B.B. 5. 421;  447. 

3376. L. Rith. Les régulateurs L 
force centrifuge. M.I.C. 58. B. 307. 

3354. J T. ,\zcolson and 0. Sniith. 3376. A I f odr ipe .  Les waggons dy- 
Machine tool design. E. 101. 132 ;  211 ;  namomètre. M.I.C. 60.  B. 621. 
413; 545; 671; 102. 1 1 0 ;  1 8 5 ;  466 ;  522;  3377. F. Roehle. Anlaufa- nnd Aus- 
541; 667. 1 laufsversnch zur Bestimmung von 

3355. J. T. Nicolson. and D. Snzit7z. Schwungmomenten. E.Z. 27. 77. 
Machine tflol design. E. 103. 79;  1 2 7 ;  i 3378. V. Ruessler. Herstellung tiefer 
411; 465; 515: 104.  76 ;  203;  251. Bohrungen. Z.W. 11. 5 ;  1 7 ;  47; 76. 

3356. ,,Observer." The designing of , 3379. P. Rolllia. Berechnung der 
e combined punching and shearing ma- 1 Drehungen in der Kammgarnspinnerei. 
chine. Am.M. 29. A. 52. 1 X.T.I. 22. 254. 

3357. G. Osunnu. Über das Adha- 3380. G.  Rosset. Vibration ordinaire 
sionsgewicht von Wechselstromlokomo- 
tiven. E.U.U.  4. 229. 

3358. P.  Berechnnng der erforder- 
lichen Kraft zur F o r t b e ~ e ~ n g  eines auf 
Schienen laufenden Wagens. E.K.K. 1. 
136. 

3359. de Pambour. On locomotive 
engines. E. 101.  129. 

3860. J. Parker. Gpeeds and feeds in 
geometric progression. Am.Y. 30. B. 429. 

8361. Parnnnnn. Neuerungen bei der 

sinusoïdale et  vibration ionique. E.E. 
61. 132. 
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Lénix". hl.1.C. 58. 359. 

3406. W. Thele. Vibrationserschei- 
nungen neuerer Schnelldampfer. S. B 8. 
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B. 806. 

3415. A. Watzinger. Die Wahl der 
Exzenter bei Doppelschiebersteueningen. 
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S. 23. 326;Y44.  

3431. N. IV. The steam consum~tion 
of modern winding engines. E. 102:363. 
- C. J. Mawhood. 404. 

3432. IV. N. Tramway électrique 
avec contrepoids de  fiécurité. P. E. M. 
(5) 6.  129. 

3433. N. LM. Abramoff. Grundanga- 
ben über die gleichlaufendeUntersuchung 
der Eigenschaftcn des umschniirten Be- 
tons, System Considère und Abramoff. 
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322. 395. 

3438. H. Anthes. Versuchsmethode 
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ches des poutres par l'intégration gra- 
phique. G.C. 51. 260;  277. 

3440. 1. Arnovlevii.. Ein Fa11  de^ ein- 
gespannten auf Zug und  Biegung bean- 
spruchten Stabes. z.O.I.A.V. 58. 480. 
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3495. R. Girtler. fJber dieDeformations- 
arbeit als Ma0 der Beanspruchung. Z. 
d . 1 . ~ ~ .  69. 649. 
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P.J. 322. 184. 

3501. Barel de  2a Noé. Pont en acier 
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solution of the knee-brace probleA. R. 
G.T. 48. 824. 
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3,718. Jupke. Beitragung znr Verein- 
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d e n .  S.B.Z. 47. 51. 

3625. F. Kogler. EinfluBlinien fü r  
oeliebig gerichtete Lasten. C.B. B. 24. 
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Einige Stabilithtsprobleme der Elastizitatstheorie. 

Von Prof. S. TIMOSCHENKO' in Kiew. 

In den Ingenieurbauten finden sehr oft Verwendung als wichtige 
Teile der Eiscnkonstruktionen lange prismatische Stibe und Platten. 
Die Fandstarke der Platten und die Querschnittsabmessungen der 
Stabe Sind im Verhaltnis zur Lange klein und infolgedessen konnen 
bekanntlich einige Formen des elastischen Gleichgemichtes labil aus- 
falen. Der gerade Stab kann niimlich iinter Rinwirkung einer liings 
gerichteten Druckkraft ausknicken, und die Platte kann, beanspnicht 
von in der Mittelebene einwirkenden Druckkraften, ausbeulen. Bei der 
Berechnung ist es von groBer Wichtigkeit, im voraus zu wissen, 
welche Gr6Be die iiuBeren Kriifte erreichen müssen, um eine Gleich- 
gewichtsform labil zu machen. Und erst nach L6sung dieser Frage 
kann man das richtige [Trteil über den Sicherheitsgrad einer Kon- 
struktion fallen. 

In vorlicgcnder Abhandlung gebe ich die Losungen einigcr Stabili- 
tatsprobleme; sie zerfàllt in folgende Kapitel: 

1. Kapitel: Knickung. 
II. ,, Knicksicherheit ebener Platten. 

III. ,, Kipperscheinungen. 
IV. ,, Stabilitat einer zylindrischen Schale. 

Diese Untersiichungen sind in den Jahren 1906-1908 i i  russischer 
Sprache vertiflentlicht worden.') 

1, Knickung. 

$ 1. Eulersche Knicklast. 

Wird ein prismatisclier Stab zwischen zwei ebenen Flichen zu- 
samrnengedrückt, so wird die Frage über die Stabilitiit der geradlinigen 
Form des Gleichgewichtes durch Untersuchimg des Ausdruckes der poten- 
tiellen Energie für die geradlinige und ausgebogene Form des Gleich- 
gewichtes beantwortet. Der Abstand zwischen beiden Enden des 

1) Mitteilungen der Techn. TTochschule zu St. Petersburg, 1906-1907. &iiL 
teilungen der Techn. Hochschule zu Kiew, 1907-1908. 

Zoitschnft f. Msthemntik und Physik. 58. Band 1910. Heft 4. 22 
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Stabes sei konstant; dann mufi die Stabachse bei Ausbiegung sich ver- 
lingern und folglich die Energie der Kontraktion abnehmen. 1st die 

~ i g .  1. Abnahme dieser Energie gr6Ber als die Energie, die 
A der Biegung des Stabes entspricht, so ist die gerad- 

linige Form des Gleichgewichtes des Stabes labil. 
Die Grofie der Enicklast wird bestimmt, indem die 
Energic der Biegung der Abnahme der Energie der 
Kontraktion gleich gesetzt wird. 

E s  bezeichne: E den Youngschen Modul, - J das 
Tragheitsmoment, i den entsprechenden Radius, und w 
die Querschnittsfliiche des Stabes. 

w 
Legt man die Koordinatenachse nach Fig. 1 und 

bezeichnet y die Durchbiegung des Stabes in einem 
Schnitte mw, so erhalt man die Verlàngerung der Achse des Stabes 
bei der Ausbiegung: 1 

1st P die GriiBe der Druckkraft, so ist die Abnahrne der Energie der 
Kontraktion bei der Ausbiegung: 

P ' a  " 
Su, = PSI = - ,/ (2) dx. 

2, LE2 
O 

Die potentielle Energic der Biegung: 

Im Falle eines an beiden Enden frei drehbaren Stabes kann m m  die 
Gleichung der ausgebogenen Achse in folgender Form schreiben: 

m e -  
. m n x  

y =ZIA,  sm 
m = l  

Setzt man diese GrGBe in die Ausdrüüke für Su1 und 6v, ein, so folgt: 

(3) 
PZ m z  8 a, =-$y~:, . 

(4) 
P'I 6 v, = cB7 2 Am. 

Setzt man d'v, = Sv,, go ist die Knicklast: 
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Den kleinsten Wert der Knicklast erhiilt man, indcm man das erste 
Glied (nl = 1) der Summe nimmt. Dann gilt: 

Wir sind also zu der bekannten Formel von E u l e r  gckommen. 
Es wurde oben angenommen, daB die Enden des Stabes sich bei 

der Ausbiegung einander nicht nahern. In  diesem Palle hat die Aus- 
biegung eine Abnahme der rings gerichteten Druckkraft P zur Folge. 
Zu derselben Formel gelmgen wir auch, wenn mir die Druckkraft P 
konstant annehmen und voraussetzen, daB die Ausbiegung der Achse 
des Stabes eine Annaherung der Enden (Pig. 2) zur Folge hat. 

Die Anniiherung der Enderi 8 l  bei kleinen Big. e. 

Ausbiegungen ergiht sich aus der Formel: 
2 1 

P 

O O 

I ij, b:----. 
= ; j i g ) 2 d z  - 2 E w I ~ ~ ) 2 d x .  r'p : i 

1 '  

Die Arbeit der iiuBeren Krsfte, die dieser Arinaherung 
entspricht, ist: 

( 7 )  d ~ =  g S < d @ 2 d x  - 2130 j @ ) 2 d z .  
O O 

Die Abnahme der potentiellen Energie der Kontraktion bei der Aus- 
biegung ist: I 

Sv, = j & s ( g ) 2 d x .  
O 

Die potentielle Energie der Biegung wird aucl der Formel (2) bestimmt. 
Für die Bestimmung der Knicklast l i B t  sich jetzt folgende Glei- 

chung aufsteilen : 6T= Sv, - Sv, 
oder: z 1 

woraut! man für die Knicklast denselben Wei-t (6) erhalt. 

8 2. EinfluB der  Querkraft. Knicksicherheit von Gitterstiiben. 
d Y Bei der Ableitung der Formeln (6) wurde die Querkraft Q =  Pz 

vernachlissigt. Um diese in die Berechnung einziiführen, muB man 
der rechten Seite der Gleichung (8) (5 1) die potentielle Energie des 
Schubes beifüeen: z 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



340 Einige Stabilitiitsprobleme der Elestizitiitstheorie. 

Hier ist G der Gleitungsmodul, x ein Zahlenkoeffizient, der von der 
Querschnittsform abhiingig ist. Die Gleichung für die Grole der 
Knicklast 1aBt sich jetzt in folgender Form schreiben: 

Setzt man für den Fall von frei drehbaren Enden: 

so erbalt man für die Knicklast: 

Den kleinsten Wert für P erhalt man, wenn man unter das Zeichen 2 
nur das erste Glied nimmt; d a m  ist: 

Fig. 3s. (10) 
1 - Ra Pk = - z =  x 1 l P  

~ ~ ~ c t f  ;üye + 2 > 6 '  

Für Eisen ist die Formel Ton E u l e r  nur d a m  anwendbar, 
1 1 l e  

wenn ; > 100, oder ?c$ > 1000 ist. Da 2,6 x < 10 ist, so ist 

der EinfluB der Querkraft auf den JTTert der Knicklast irn Falle 

einea ungeteilten Stabes klcincr als 1 
mg. ~ b .  Bei den Gz'tterstaben kann der 

fi 6 '  EinfluB der Querkraft vie1 bedeu- 
., :-:t tender sein und hangt von der 

,'a Querschnittsfliiche der Diagonalen 

f ; ;,*' 
ab. Die Pigur (3a) zeigt einen 

1 ' !  
~ ; i  a I l  , ,, , Gitterstab von quadratischem Quer- 

..-..-- .--..a : # 

L : A  Y-... schnit't und E ' i p r  (3b) ciries der 
t a Belder. Unter Einwirkung der 

Querkraft Q bildet sich ein Schr%gheitswirikel y des Rechtecks abcd: 

Hier bezeichnet w, die Querschnittsfl%che einer 
Ausdruck für den Schubwinkel muB man in 

der Diagonalen. Diesen 
die Formel (10) statt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von S. TIMUSCHENKU. 

Bezeichiiet man ferner : 
Ebne 

4 E w, sinZa cos a = P, und l e  - = Pe, 

BO IaBt sich die Formel (10) in  folgender Weise eçhreiben: 

5 3. Knickung im elastischen Medium. 

Wir wollen die GroBe der Knicklast und die Ausbiegungsform 
des gcdrückten Stabes in dein Falle bestimrnen, wenn bei der Aus- 
biegung des Stabes Querkriiftc auftreten, die sich ununterbrochen 
auf der ganzen Lange verteilen und in jedem Querschnitte proportional 
der Durchbiegung sind. 

1st /3 der Proportionalkoeffizient, so ist die Kraft einev Elenlentes 
d~ des Stabes: B y dz. Fig. 4. 

Die Veranderung der potentiellen Energie, die der 
Arbeit der Querkrafte entspricht, ist: - 4 - -  ,lLY 1 1  

2 "', 
-t--c 

(13) cî, = : J y 2 d î .  . ,;--n 
O 

' 1  

Die potentielle Energio der Biegung: 

Die Abnahme der potentiellen Energie der Kontraktion, wcnn der Ab- 
stand zwischen den Enden konstant bleibt, ist: 

I 

Ziir Restimmung der Knicklast erhiilt man dann die folgende Gleichung: 

6v,  = av2 $ 6 w 4 .  

Setzt man für die frei drehbaren Enden: 

so folgt: 

(14) 

1) Diese Formel hat  Prof. P r a n d t l  auf anderem Wege abgeleitet. Z.  d. V 
d. hg. 1907. 
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meiter wird gezeigt, daB man den kleinsten Wert für P erhiilt, wenn 
der Stab sich nach einer Sinussoide biegt. In diesem Falle muB man 
unter dem Zeichen 2 in der Formel (14) nur je ein Glied lassen. 
Nimmt man noch an, daB die erste Ausbiegungsform m Halbwellen 
hat, BO folgt: 

(15) 

Die gr6Bte Lange des Stabes, bei welcher die erste Ausbiegungsform 
des Gleichgewichtes aus Tn Halbwellen besteht, wird natürlich die sein, 
bei welcher die Formol (15) einen und denselben Wert für Y ,  liefert, 
unabhangig daron, ob der Stab in m oder m $ 1 Halbwellen sich teilt. 

Für die Bestimmung von 1 1'aBt sich also folgende Gleichung auf- 
stellen : 

(m2z4)2 + k4 l 4  [(m f 1)'mP]' + k'14 =--- 
lema zP le (m+ l)Pna ' 

woraus: 

1st die Lange des Stabes groB, so ist die Anaahl nz der Halb- 
welien auch groB: die Lange einer Halbwelle kann man aus (16) mit 
genügender Genauigkeit aus folgender Formel bestimmen: 

Dies ergibt, in die Formel (15) eingesetzt, 

Nimmt man statt einer Ausbiegung nach einer Sinussoide einen 
allgemeinen Au~ldruck für die ausgebogene Achse, so ist der ent- 
sprechende Wert der larigsgerichteten Druckkraft Pl imrner gr6Ber als 
der ermittelte Wert  P,, da 

Bis jetzt haben wir stillschweigend /3 positiv angenommen. 1st /3 
negativ, so erhiilt man den kleinsten Wert  für P aus der Formel (14), 
indem man unter dem Zeichen Z nur das erste Glied nimmt 

(191 
EJnB p l e  

y,= ,,-+ > z .  
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Diese Pormel kann man zur Bestiumung der kritischen Winkel- 
geschwindigkeit einer Welle, die lingsgcrichteten Druckkriiften unter- 
worfen ist, benutzen. Bezeichnet p die Masse einer Langeneinheit der 
Welle, E O  mufi man in die Formel (19) statt P den Ausdruck - p SL2 
einsetzen, wo JL die Winkelgeschwindigkeit ist. Dann erhiilt niun: 

Die Au~knickung der Weiie ohne Vorhandensein einer langs- 
gerichteten Druckkraft ist nur dann mtiglich, wenn 

E Jae 
-- ZS 

Z = - y fie ist. 
X 

Bus dieser Gleichung folgt die Pormel für die kritische Winkel- 
geschmindigkeit : 

(20) 

d. h. die kritische Winkelge~chwindi~keit ist der Frequenz der Quer- 
schmingungen der WeUe gleich. 

Wirkt statt einer Druckkraft eine Yàngsgerichtete Zugkraft, so 
nimrnt die kritische Winkelgeschwindigkeit zu. 

Die Pormeln (17) und (18) kann man zur Berechnung von zu- 
sammengeloteten Schienen benutzen (die langsgerichtete Druckkraft 
kommt bei ihnen bei Temperaturerhtihung zum Vorschein) und zur 
Berechnung von gedrückten Staben, die auf elastischen Stützen ruhen. 

II. Über die Knicksicherheit einer rechteckigen Platte, die in ihrer 
Mittelebene anf Druck beansprucht ist.') 

$ 4. Die Differentialgleichung des Problems. 

So lange die Druckkriifte klein sind, iclt die ebene Form der Platte 
die einzige und folglich auch die stabile Gleichgewichtsform. Bei Zu- 
nahme der Druckkriifte kann man die Grenze erreichen, bei der auBer 
der ebenen noch eine gebogene Gleichgewichtsform der Platte moglich 
wird. Die ür6Be der Knicklast werden wir mit Hilfe der Dzerential- 
glcichung der gebogenen Platte bestirnmen. Die Mittelcbene der Platte 
nehmen wir als xy-Ebene. Die Achsen x und y richteii mir so ein, 
daB die Rander der Platten durch die Geraden x = 0; x = a;  y = 0 ;  

1) Die in 3 6 und 7 enthaltenen Ergebnisse decken sich im wesentlichen mit 
denen, die Herr Prof, R e i B n e r ,  natürlich unabhangig von den dieser Abhandlung 
zugrunde liegenden russischen Arbeiten, i n  Nr. 14 des Zentralblatts- der Bau- 
verwaltung von 1909 abgeleitet hst. 
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y = b bestimmt sind. Es sind: T, S und 27 die Spannungsresultanten 
(Fig. 5a), G und H die Spannungsmomeiite (Fig. 5b).  (Die Bezeichnungen 

Rig. 52 .  Fig. 5b. 

z z 

t S. / 
Y Y 

X 

S .  Love ,  Elastizitat). Bezeichnet man durch w die Llurchbiegung der 
E d 3  Platte und durch C = -- 

12 (1 - riP) den Plattenmodul (cylindrical rigidity), 

wobei 6 die ~lat tendickè und-ci das Po issonsche  Verhiiltnis ist, so 
erhalt man für die Spannungsmomente folgende Werte: 

Für d m  Glcichgewichtszustand bcstehm folgende Gleichungen: 

ÔT,  as, a e w  _ arw ---- -Al-7N2+X'=0 
ax  a y  ôz2 o x  a y  

as, a ~ ,  a p w  a4w 
7 +-----NI-y&+ Y'-O 
d z  a y  axazl a Y 

a NI a l  w ae w + 9 - ( - a 7 ~ l  taXa7&) + ( ~ ~ Y ~ l +  TJ+Z'= 

asul a2 w a2 w a * ~  
c l m Y -  Gazai +Bq.' + 2T 2 i+ a~ SI + & = O -  

Streichen wir die Produkte der Differentialquotienten von u;, so 
erhalten wir aus den Gleichungen des Systems (2): 

s1 = - s, 
a aXw a3w 

(3) x l = - c - ( +  . ax a x P  a y X  -) 
a aZw aZw 

jy. - - ( 2 -  au a.* +w). 
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Die ersten zwei Gleichungen des Sy~tems  (1) werden angenahert 
befriedigt, wenn man setat: 

(4) s, = s, = T, = o .  
Was Tl betrifft, so merden wir die Aufgabe unter der Annahme 

betrachten; daB 

(5) 1; - const = - P X'=  y'= z'= 0. 

Die Platte wird dann durch Krafte gedrückt, die gleichmadig auf 
die Seiten x = 0 und x = a verteilt sind. Setzt man die Werte von 
NI und N, (3) in  die drjtte Gleichung des Sgstems (1) ein, so erhiilt 
man mit Rücksicht auf (4) und (5 )  die folgcnrle Gleichung: 

Zur Bestirnmuug der Knicklast muB die Gleichung (6) gelost 
werden. 

Wir werden folgende Verhaltnisse am Rande unterscheiden: 
1. Auf dem gestützten Rande: 

Der Rand ist der Y-Achse parallel. 
II. Auf dem geklernrnten Rande: 

Der Rand ist 
III. Auf dem 

der Y-Achse parallel. 
freien Ilande: 

Der Hand ist der X-Achse parallel. 
Die letzte Bedingung kann man auf Grund der ersten Gleichung 

des Systems (2) durch die folgende ersetzen: 

8 5. Die Platte sei auf den siimtlichen Randern gestützt und die 
Dnickkrafte P = - Tl seien gleichmaBig auf den Seiten s = O und 
x = a') vert&. 

1) P. Bryan ,  Froc. Lond. Math. Loc. Vol. XXII S.  54. 
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Die Gleichung (6) laBt sich dann so schreiben: 

Die Bedingungen auf der Peripherie der Platte werden befriedigt, 
wenn 

. m n x  . n n y  y = A,, sin-. sin 
a b 

gesetzt wird. 
Dies ergibt, in die Gleichung (6)' eingesetzt: 

Von praktischer Wichtigkeit ist es das kleinste Y zu finden, bei 
welchem dm Ausbeulen moglich wird. Dam muB man natürlich n = 1 
setzen; was den Wert  von m anbetrifft, so wird er  mit Hilfe folgender 
Betrachtungen ermittelt. Wir  nehmen an, daB bei .einiger Lange die 
erste ausgebeulte Gleichgewichtsforrn der Flatte sus m Hdbwelien be- 
steht. VergroBex-t man die Lange a, so kann man eine Grenze erreichen, 
bei welcher die Flatte auf m und auf m + 1 Halbwellen sich verteilen 
kann. Die Lange der Platte, die diesem Grenzzustande entspricht, wird 
aus der folgenden Gleichung bestimrnt: 

Diese Formel bestimmt die groBte Lange, bei welcher die erste 
ausgebeulte Porm aus nb Halbwellen besteht. Eine Halbwelle werden 

wir haben, wcnn die Lgnge in den Grenzen: a = O bis a = b p; zwei 

Halbwellen, wenn a = b l / S  bis a = h p  usw. 
1st die Lange der Platte groB, so ist auch m groB, und man kam 

darum mit genügender Genauigkeit setzen: 

a = bm. 

Die. Platte strebt, beim Ausbeulen sich in Quadrate zu verteilen. 
Die Khicklast wird aus der Gleichmg (10) bestimmt, wenn man a = bn6 
und n = 1 nimmt: 
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Die dieser Knicklast entsprechende Spannung ist: 

In eben solchen Verhaltnissen mie die iintcrsuchte Platte werden 
sich auch die Seiten eines Rohres mit quadratischem Querschnitte be- 
finden. S. Fig. 6. 

Es ist interessant, für ein langes Rohr dasjenige VerKiltnis zwischen 
der Wandstiirke 6 und Rohrweite b zu bestimmen, bei welchem da9 
Ausbeulen der Winde  früher a h  die Knickung des Rohres mie eines 
Stabes anfhgt.  Die Eule rsche  Knicklast für einen Stab mit quadra- 
tischem Querschnitt von der Lange 1 ist: 

Fia. 6. 
&zP E n e  P =--. J=--.- 

. Za l4 
8 b3. 

Die entsprechende Spannurg ist: 
P, E n V b S  

P . -. 
4b8 2' 6 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem früher ge- 
fundenen (Il)', so erhalt man: " = " i/+-(i,zy 

b 2 
à ' b  

1st < i  v: (1 - as), so tritt dns Ausbeiilcn der Rohrwande früher 

ein, als die Ausknickung der Rohrachse. 
Wünscht man die Stabilitàt des Rohres mit Hilfe von Quer- 

diaphragmen zu vergroaern, so ist es am zweckmiBigsten, den Abstand 
zwischen denselben h = b fl zu machen. 

$ 6. Drei Riinder der  Platte sind gestützt, u n d  die Drucggrafte 
sind dem freien Rande parallel. 

Die Rander x = 0, x = a und y = O seien gestützt, der Rand y = b sei 
frei. Ili0 Platte sei auf den Seiten x = 0 und x = a durch gleichverteilte 
Krifte gedrückt. Die Gleichung (G) ist auch für diesen Pall anzuwenden. 

Die Randbedingungen sind; 
a Z w  ôPw 

(1 u. 11) w = 0 ;  + 6 -,- = O bei x = 0 und x = a a Y 
a2w 

(III u. IV) w = 0. - + B ~ - 3  = O bei y = O 
a y e  d x 

Den Bedingungen 1, II genügen wie durch den Ansatz: 
mzx 

(12) w - A sin - . f (y). 
a 
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Bus der Gleichung (6)' erhalt man zur Bestimmung von f(y): 

Die willkürliühen Konutariten in deru ailgemeirien Integrale dieser 
Gleichung : 

(14) f(y) = C,e- " Y +  C,eaY + CS cos @y + C4 sin py 

bestimmt man aus den Bedingungen (III, IV) u. (V, VI) auf den Rindern 
y - O und y =- b. 

Die Bedingungen IU u. 1V liefern: 

c, = O: c, = - c,. 
F'olglich: 

f ( y )  = Asinhwy + B s i n p y .  

Bus den Bedingungen V u. V I  erhalt man folgende Gleichungen: 

Die Gleichungen werden befriedigt, wenn man A = B = O setzt; es ist 
aber in diesem Palle f(y) = O auf der gaiizen Flatte, und wir erhalten 

Fia. 7. 

eine ebene Gleicbgewichtsform. Damit das Ausbeulen moglich wird, 
muB die Determinante der Gleichungen (15) gleich Null sein, d. h. es 
muB die folgende Gleichuq bestehen: 

!16) p [ ~ ' - f l ( D I ~ ) ~ ] t ~ h a b = a  [ B + G  ('y)]' k a  b* 

Die Berechnung zeigt, daB der kleinste Wert  der Druckkraft, bei welcher 
das Ausbeulen stattfinden kann, d a m  erhalten wird, wenn m = 1 id, 
d. h. wenn die ausgebeulte Platte eine auf Fig. 7 dargestellte Porni hat. 
Setzt man in die Gleichung (16) statt u und p ihre Werte bei der An- 
nahme rn = 1 und bezeichnet man 

Pb2 nz b' Ur- - und V=-- 
C a2  ' 
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HO erhiilt man folgende Gleichung: 

Aus dieser Gleichung erhalt man bei Annahme von beliebigen Werten 
für P, d. h. von beliebigen Verhaltnissen zwischen a und b, verschiedene 
Werte für U, und folglich für p,: 

a Die kritische Spannung bei einem und demselben Verhaltnisse ist 

dem Verhiltnisse (~)sproport ional .  In der weiter folgenden Tabelle A 
S sind die Werte von U und p, bei der Annahme = 0,01 berechnet; 

bei einem anderen Verhiltnisse zwischen Breite und Dicke sind die 
100Z sn angegebenen Werte der Tabelle für p, mit dem Faktor --2- zu multi- 

b 
plizieren. 

T a b e l l e  A. 

Mit Zunahme der Plattedinge nimmt das Ver- 
b hiltnis - ab, und die GroBe U strebt dem Grenzwert 

4,5 zu. Dieseri Grenzwert erhiilt man leicht aus der D 

Gleichung (16). Den Wert von U kann man mit genü- 
gender Genauigkeit mittels folgender Formel bekommen: 

u- v +  4,5. 

Pig. B. 

B 

& 

Die Seiten eines gedrückten Winkeleisens befinden sich in ebensolchen 
Verhaltnissen, wie die oben untersuchte Platte, wenn die Riinder AC, 
AB, D E  und D F  (Fig. 8) drehbar befestigt sind. 

Es ist Icicht, das Verhaltnis zwischen der Lange 1 und den Dimen- 
sionen b und 6 aufzustellen, bei welchem der Widerstand der Winkel- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



350 Einige Stxbilitatsprobleme der Elastizitiitstheorie. 

seiten gegen Ausbeulen gleich dem Widerstande des ganzen NTinkels 
gegen Ausknickung ist. 

En' 6b5 p=-.-- 
l4 12 

P, E z 2  b2  
(Eulersche Knicklast) 

p =ztis=-.- 
e 1' 24 

Setzt man den Wert  von pc gleich dem Wert von p,, den man aus der 
Gleichung (18) bei Annahme U =  4,5 bestimmt, so folgt: 

b 1 
--- 
ù -  b '  

5 7. Die Rlinder X = 0 und x = a seien gestützt, der Rand y = 0 
gekiemmt, der Rand 7~ = b frei. 

Die Druckkrafte Tl = - P sind gleichmaBig auf die Bander x = O 
und x = a verteilt. Die Grundgleichung und die Bedingungen 1, II auf 
den Riindern x = O und x = a und (V, VI) auf dern Knndc y = h bleiben 

a w  dieselben; für den Rand y = O muB man setzen: w = O und = 0. 
Y 

Nimmt man den früheren Ausdruck fiir w, so erhàlt man auf Grund der 
oben angegebenen Bedingungen auf dem Rande y = O für die willkür- 
lichen Konstauten des allgemeinen Integrals (14): 

Die Funktion f ( y )  k m  man in folgender Porm ausdrücken: 

Aus den RcdingmgenV und VI auf dem Rande y =  b folgen die Gleichung~n: 

Damit die ausgebeulte Gleichgewichtsform der Platte moglich ist, muB 
die Determinante dieser Gleichungen gleich Xull sein, und des i d  eben 
die für uns niitige Bedingung zur Ermittelung des kritischen Wertes 

m x  2 
der Druekkraft. 1st t = P z  + 6(;) und s = as - G - , so kano die 

Determinante in folgender Form dargestellt werden: 
i"3' 

, s t e  - p s a  
(19) 2 t s  + (sa  + t3) COS ph cosh a b  = 

P s inpb sinhab. 
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b Bei ?n = 1 und verschiedenen Werten für das Verhaltnis a kann man 

aus der Gleichung (19) die entsprechenden Werte für U, und folglich 
auch für p, (S. 349) bestimmen. Eine Reihe von wurzeln der Gleichung (19) 
führen wir in der Tabelle B an, ebenso wie die Werte von p, bei 
d 
- = 0,Ol; bei anderen Verhaltnissen zwischen der Dicke und Breite 
h 

100'. da 
der Platte muB man die Zahlen der Tabelle B mit dem Paktor - 

multiplizieren. 
T a b e l l e  B. 

Die Berechnungen zeigten, daB der kleinste Wert  der kritischen Span- 

nung dem Verhiltliis = 1,635 entspricht; daraus folgt, da8 eine lange 

gedrückte Platte in eine solche Anzahl Halbwellen sich zu verteilen 
strebt, da8 das Verhiltnis zwischen der Lange einer Halbwelle und der 
Plattenbreite dem Werte 1,635 moglichst nahe kommt. L)as System 
von Kurven m = 1, m - 2 . . . auf der Zeichnung (Diagramm zur Ta- 
belle B) stellt den Zusammenhang zwischen der Lange Fi& s. 

einer Halbwelle, der Zahl m und dem Werte von U dar. .'. ..-3-,6.61' 
Die unteren Teile der Kiirven m bestimmen den Wert der 7 

a kritischen Spannung bei beliebigem b .  Bus der Zeich- 

nung ist leicht zu sehen, da8 bei Zunahme von der 

K... q m q  

.........¶O.*' 

Wert von U sich immer weniger von 13,ll unterscheidet. 
In Lhnlichen Bedingungen wie die eben betrachteie Platte befindet 

sich der Steg des T-eisens eines gedrückten Brückengurtes (Fig. 9). 
6 1 Hier ist -; G; da die Lange der Platte im Vergleich mit der Breite 

gr06 ist, BO kann man in diesem Falle für U mit genügender Genauig- 
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keit 13,ll nehmen. Die kritische Sparinung ist also (naüh der 
Tabelle B): 233.100'. 1 

p, = --y 40 = 1460 kg/cm2. 

Urn den Widerstand gegen das Ausbeulen xu vergrEBern, ist es notig, 
die Vertikalplatte mittels eines Winkeleisens am freien Rande zu ver- 
steifen. 

9 8.  EinfluB der elastischen Einklemmung des Randes y = 0. 

In  der vorhergehenden Aufgabe haben wir angenommen, daB der 

Plattenrand y = O absolut eingeklemmt ist und darum ( = o i s , ,  
v = O  

I n  der Praxis aber findet keine absolute Einklernmung statt, sondeiz 
etwas Mittleres zwischen gestützter und eingeklemmt& Befestigung. 
Der lange (nicht freie) Plattenrand wird mit Hilfe von Nietenreihen 
an die anderen Teile der Konstriiktion angenictet. Eine solche Re- 

FIE. IO a. festigungsart kann 
ihrer Natur nach bald 
gestützt, bald einge- 

X hlem mt genannt uer- 
__)I - den je nach der Stei- 

7 figkeit der Teile, an 
__jl - welche der Platten- 
D ' 

rand angenietet ist. 

Y 
Sind diese Teile sehr 
steif, so kann man 

den Rand als eingeklemmt betrachten, sind sie aber nachgiebig, so sind die 
Eipnschaften dieser Uefestigung ungefahr dieselben, wie im Palle eines 
gestütztei Randes. Um den EinfluB des elastischen Einklemmens zu 

Fig. 10 b. berechnen, wollen wir den ein- 

- - - - -  - - .  5 - - - - , - - - -  fachsten Pall betrachten, wenn 
-._ _ - - _  - ?\' beim dern eingeklemmten Ausbeulen der Rande Platte auf ein 

Moment zurn Vorschein 
kommt, das nnch dem Gesctze 

a u: @, = CL - sich verandert. Dieses 
D a Y 

G kann man sich auf folgende 
Weise verwirklicht denken. 

Zwei Vertikalplatten A B  CD und E F G H  seien miteinander 
mittels nebcneinandcr licgenden Plattenstreifen, die eine Ebene ABFE 
bilden, verbunden. Die Druckkrafte seien gleichmaBig auf die drehbar 
befestigten ItPnder AD, BC, E H  und F G  verteilt. Wenn die Druck- 
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hiifte eine g&isse Grenze überschreiten, so müssen die Vertikal- 
platten ausbeulen, und der fl-f6rrnige Querschnitt deformiert sich nach 
Fig. lob. Auf den Randern A B  und FE der ausgebeulten Vertikal- 
platteil treten Momente G, auf, die in jedem Querschnitte dem Winkel 
9 proportional sind. Bezeichnet d den Abstand zwischen den Vertikal- 
platten und (2' den Plattenmodul der Plattenstreifen, die die Vertikal- 
platten verbinden, so erhalt man für das Moment @, den Wert:  

Zur Bestimmung der kritischen Spannung benutzen wir die Gleichung 
(63 und den früheren Ausdruck (12) für W. 

Die Bedingungen (1 u. I I )  auf den Rindern x = O und z = a und 
(V u. VI) auf dom Bande y = b bleiben dieselben wie im 5 7. Für 
den Rand y - O bestehen die Gleichungen: 

wo p eine Konstante. 

Auf Grund der Bedingungen für den ltand y = O erhalten wir für die 
wiilkürlichen Konstanten des allgemeinen Intcgrals (14) die folgende 
Reziehung : 

1 - 
G ( a V f B " + ~ 4  C,B C - -2 - 

 PU 2 a 

f ( y )  = ~ [ c o s / 3 ~ - - -  "+" sinhay-coshay + B  s i n p y f a  s inhay - 
P 1 [ " 

Setzt man p = oo, so erh'ilt man für f(y) den Ausdmck des vorher- 
gehenden Paragraphen. Für den freien Rand y = 0 bestehen zwei 
folgende Gleichungen : 

Hiernach bedeutet: 

Das Ausbeulen kann nur dann stattfinden, wenn die Determinante 
dieser Gleichungen gleich Null ist. Diese Bedingung dient zur Be- 
stimmung der kritischen Spannung. 

Zeitsïhrift f. Mrthnrnalik und Physik. 68. Beiid. 1910. Heft 4. 23 
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W i r  haben eine Reihe von Werten von U für verschiedene GrtiBen 

des Verhiiltnisses und f ü r  p p  = 2 und p/3 = 8 berechet .  Die Re- 

sultate sind in den Tabellen C und D angeführt; es sind dort auçh 
S 

die Werte der kritischen Spannung für den FaU - = 0,01 angegeben. b 
Aus den Tabellen ist  zu ersehen, wie mit der Zunahme des Ein- 
klemmungskoeffizienten y der Wert  von Ti, und folglich auüh von p, 
sich den Werten der Tabelle B für die Platte mit absolut einge- 
klemmtem Rande niihert. 

T a b e l l e  C. y b  = 2. 

T a b e l l e  D. pb = 8. 

In den eben betrachteten ahnlichen Bedingungen befinden sich die 
Vertikalplatten des gedrückten Brückengurtes von dem in Pig. 11 dar- 
gestellten Querschnitt. Die Lange des Feldes ist 1 = 152". Die Steifig-. 
keit der Einklemmung ist einerseits von der Steifigkeit der Horizontal- 
platten, anderseits von der Steifigkeit der Winkeleisen abhiingig. Der 
den Horizontalplatten entsprechende Koeffizient wird auf Grund der 
Formel (20) bestimmt. 

C ' 2  
= 
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Von 8. Trnroscam~o. 355 

Da die H ~ r i z o n t a l ~ l a t t e n  dieselbe Dicke wie die Vertikalplatten haben, 
so kann man C' = 2 C setzen: 

2.18 
p 1 b = 2  IO = ~ 7 , 2 .  

Der durch die Steifigkeit der Winkel bedingte Einklemmungskoeffizieilt 
wird also: 

Die Verhindungswinkeleisen vergrtiBern die Steifigkeit der Einklemmung, 
da das Ausbeulen der Vertikalplat- W.  II. ..- ..--1a*g . - ~  
ten von einer Torsion der Winkel- 

Nach der Anniiherungsformel von S. V e n a n t  erhalt man bei der An- 
nahme, da8 die Vertikalplatten beim Auubeuleri in 4 Halbwelien sich 

eisen begleitet ist. Die Jlomente a,, 
die von der Steifigkeit der Winkel- 

a w  eisen abhangen, sind a proportional. 
Y 

In der Tat, die Torsion des Winkel- 
eisens in einem beliebigen Querschnitte 
wird durch die Formel 

T =  (L;J +, = O 

verteilen : 

Der gesamte Einklemmungskoeffixient ist 

bestimmt. 
I' andert sich je nach der Lange des Winkeleisens; diese ~ n d e r u n g  

ist durch das Vorhandensein der Nomente 8, bedingt. 
1st K die Drillingssteifigkeit des Winkels, so ist 

" - - - - - . ] O . !  ...... + 

Aus der Tabelle D entriehmen wir für 

- 1 ~  3,5a3 ,3 .#  

-.----- I$ 

Der wahre Wert  von p, ist etwae @Ber, weil die Tabelie D für pb-8  
berechnet ist. 

23 * 
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336 Einigo Stabilitatsprobleme dor Elsstizitatstheorie. 

5. 9. Die Rander x = O und x = a sind gestützt; y = 0 und ?J = b 
seien eingeklemmt. 

Die Druckkrafte Tl = - P seien gleichmaBig auf die Riinder x = O 
und x = a verteilt. 

Die Gleichimg (6') findet aucb in  diesem Falle Verwendung; die 
Bedingungen auf den RHndern x = O und x = a bleiben die früheren. 
Was die Rander y = O und y = b betrifft, so gilt dafür: 

Zur Bestirnmung der kritischen Spannung müssen die Wurzeln der 
transzendenten Gleichung: 

ermittelt werden. 
W i r  haben eine Anzahl von WurzeLn für verschiedene Werte 

von % ermittelt; sis sind in der Tabelle E angeführt; es sind dort auch 
d 

die Werte von p, bei dem Verhaltnisse = 0,01 angegeben: 

T a b e l l e  E. 

Aus der Tabelle ist ersichtlich, da6 das ungiinstigste Verhiltnis 
zwischen den Dimensionen einer Platte zwischen den Grenzwerten 0,6 

und 0,7 von g ; 

liegt. Beim Ausbeulen langer gedrüükter Platten werden die Platten 
sich augenscheinlich in Halbwellen verteilen, die die Redingung (23) 
befriedigen werden. Die kritische Spannung kann mit genügender Ge- 
nauigkeit erhalten werden, wenn u = - 69 gesetzt wird. 
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5 10. Stabilitat einer rechteckigen Flatte, die durch einzelne Krafte 
gedrückt wird. 

Wir haben bereits einige Falle des Ausbeulens rechteckiger Platten 
unter Einwirkung von gleichmaBig auf die Riinder verteilten Krzften 
untersucht. Wird aber die Platte durch einzelne Krafte gedrückt, so 
ist die Aufgabe viel komplizierter, da die Spannungsresultanten für 
verschiedene Punkte der Flatte nicht konstant bleiben und die Gleichung 
(6) variable Kocffizienten ,haben wird. Hier wollen wir eine an- 
niihernde Losung für einen speziellen Fall, den Professor A. S o m m e  r -  
fel  d') untersucht hat, anführen. 

Eine rechteckige auf den Riindern gestütztePlatte sei durch 2 entgegen- 
gesetzte, in den Mitten der langen Seiten angeifenden Kriifte Y gedrückt. 
Sobald die Krafte P eine gewisse Grenze Pig. 12. 

erreichen, so h6rt die ebene Gleichge- 9 
wichtsform der Platte auf stabil zu sein, 2 X , 1 T 

die Platte beult aus. Die Gr6Be der Knick- 
last kann aus folgenden Betrachtungen 
anniihernd ermittelt werden. Beim Aus- 
beulen der Platte werden sich die An- - a  - 
griffspunkte der Krafte P ein wenig -2 
nahern, und folglich werden die Krafte P eine gewisse Arbeit leisteri. 
Zur gleichen Zeit wird sich auch die GrGBe der potentiellen Energie der 
deforrnierten Platte andem. D i ~ s e  ~ n d e r u n g  wird hauptsachlich in der 
Energie der Biegung bestehen. Setzt man die Arbeit der Krafte P der 
Energie der Biegung der ausgebeulten Platte gleich, so e r h d t  man die 
Gleichung zur Bestirnmung von Y,. Bestiinde die Andermg der potentiellen 
jnergie der Platte ausschlieBlich in der Energie der Biegung, so wEre der 
àuf solchem Wege bestirnmte Wert von P, vollstkdig genau. In Wirk- 
lichkeit aber ist die Aufgabe viel komplizierter, da auBer der Biegung das 
Ausbeulen der Platte von Dehnungsanderungen begleitet wird. 

Die Bedingungen auf den gsstützten l h d c r n  werden durch die 
Annahme befriedigt : 

(A) 
. ln X 5 

w = mn - *,Y 2 A, sin-. 
m = 1 , 3 , 6 ,  ... 

Die potentielle Biegungsenergic der ausgobeultcn Platte ist: 

1) Z. f. Math. n. Phya. 1906, Bd. 54, ,,Über die Knicksicherheit der stege 
von Walzwerkprofilen." 
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358 Einige Stabilitatsprobleme der Elestizitàtstheorie. 

Die gegenseitige Annaherung 66 der Angriffspunkte der Krafte P wird 
aus folgender Formel bestimmt: 

Die dieser Anniiherung entsprechende Arbeit ist: 
P n' 4 b  (A1- A3 + A5 - - - .)4. 

Wird diese Arbeit der potentieilen Biegungsenergie (24) gleichgesetzt, 
so erhilt man die Gleichung zur Bestimmung der Knicklast Y: 

P d  n 4 a b C  m2 1 2  
(25) -- (A, - + A, - . . .)' - \=A> (- + -) . 

4 b  8 - ae bP 

Hieraus folgt : 
, z 2 a b a  2 ($ - ;)=A: 

(26) pk - ---- -- -. 
2 ( A , - A , + A , - . - . y  

Damit dieser Ausdruck ein Ninimilm wird, muD ein heliebiger Koef- 
fizient A, die Porm haben: 

24, (2; + k))' 
(27) A = (- l ) m - l _ _ _ -  

m 2 1 e -  
( ~ ' - 4 + ~ . - - - ) ( ; c + ~ )  

Wird der TITert von Am (27) in den Ausdruck (26) eingesetzt, so id 
die Knicklast : C n z a  b x  

p 1 
L -  - 

E s  bezeichne p das Verhiltnis der Lange der Platte zu ihrer Breite: 

Zur Ermittelung der Knicklast muB man also die Summe der unend- 
lichen lteihc im Xenner be6timmen.l) 

Wir wollen cosh 7 in ein unendliches Prodiikt zerlegen: 

1) Dae Summierungsverfahren ist  mir von Herrn Prof. W. P. ~ r m a k o a  an- 
gegeben worden. 
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Nach Logarithmierung dieses Ausdruckes und Differenzierung folgt: 

Durch Differenziation beider Teile dieser Gleichung bekommen wir: 

Nach Multiplikation mit s und mit Rücksicht auf das Resultat (29) 
erhalt man : 

Mit Hilfe der Tabellen der hyperbolischen Bunktionen ist es leicht, 
mittels der Formel (30) die Werte für P, bei verschiederien y  zu be- 
rechnen. 

1 
E s  ist zu bernerken; daB die Sumnie y 3 -  mit der Zu- 2' cz+m.,  

m=l,S,5,  ... 
nahme der Plattenlange sehr schnell ihrem Grenzwert und die - 

4 n C  

(F Knicklast ihrem Grenzwert Pt - sich niihern. ür p = fi = 2 
b 

wird die Summe = 0,973 - 
8 *) 

Der nach der Formel (28) berechnete Wert der Knicklast wird 
vermuilich kleiner, als der wirkliche sein, und der Unterschied zwischen 
dem berechneten und wirklichen Wert von P, wird für kürzere Plntten 
erheblicher sein. WTie nahe die erhaltcne Formel zur Wirklichkeit ist, 
kann man nur aiif Grund von Versuchen urteilen. (Eine Reihe solcher 
Versuche ist neuerdiilgs in dern mechanischen Laboratorium der Tech- 
nischen Hochschule in Kiew vorgenommen worden.) 

Wir haben die Aufgabe gelost, indem für w der Ausdruck (A)van- 
genommcn wurde. Nimmt man für w den allgenieinen Aiisdruck 

?)L?rX . 'nxy 
w =xx sin --, . Sm -- b 

an, so kann man beweisen, daB der kleinste Wert für die Knicklast 
'bei einem bestimmten Werte von n erhalten wird, für a>b ist n =  1. 

Wir haben alle Plattenriinder frei drehbar vorausgesetzt; den Wert  
der Knicklast kann man auch anniihernd berechnen, wenn die langeren 
Plattenriinder eingeklemmt sind. Für  diesen Fail ist 

aw w - 0 ;  = O bei y = O und bei y = b. 
a Y 
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360 Einige Stabilititsprobleme der Elastizitatst,heorie. 

Diese Bedingung wird befriedigt, wenn 

Die potentielle Bieguugsenergie wird in diesem Falle: 

Die Anniiherung der Druckkriifte beim Ausbeulen der Platte ist: 

Setzt man die Arbeit der Kriifte P der potentielleri Biegungsenergie 
gleich, so erhalt man die folgende Gleichung: 

Pxe(Al  -A, + A 6  -. . .jg x4abC =--. 
Ll 8 L -2 ($ + $)aa. 

rn = 1, 3, 5 , .  . . 

Das Verhaltnis zwischen den einzelnen Koeffizienten A, bleibt dasselbe 
und darum 

C n P  1 1 

7,s = 1,3, 5 ,  . . . 

Bei bedeutender Lange ist auf Grund von(30): 

(31) 
C n y  8 8 n C  y - ..-=-. 

k- h rr h . .. 

G t -  
E s  i d '  zu hernerken, daB die Formel (28) 

vollstandig genau ware, wenn die Druckkriifte nur auf den unendlich 
schmalen Streifen einwirken würden; die Aufgabe bestiinde dann darin, 
die Knicklast für diesen Streifen bei der B e d i n p i g  zu bestitnmen, da0 
die ungestrichenen Teile der Plattc (Fig. 13) das Ausbeulen des Streifena 
hindem. 

III. Kipperscheinnngen des 1 - Tragers. l) 

Q 11. Durch diesen Ausdruck bezeichnet Prof. P r a n d  t l  Labilitiits- 
erscheinungen, die bei Staben auftreten, deren Querschnitt zwei sehr 
verschiedene Haupttragheitsmomente aufweist, wenn diese Stabe in der 
Richtnng der gr6Bten Steifigkeit biegsnden Kraften untcrworfcn sind. 
Das soil ausdrücken, daB hier mit dem seitlichen Ausweichen des 
Stabes immer eine Torsion desselben verbunden ist. 

1) An dieser Stelie m6chte ich Herrn Prof. P r s n d t l  fiù mannigfacheu Rat 
bei der Losung des Problems der Stabilitat des 1-TrLgers herzlichen Dank aus- 
dxücken. 
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Prof. P r a n d t l  hat den Wert der Kipplast f i r  einige spezielle Fiiiie 
der Kraftewirkung bestimmt; dabei wurde der Stabquerschnitt recht- 
eckig angenommen. Für die Praxis ist es sehr wichtig, die Resultate, 
die Prof. P r a n d t l  erhalten hat, auf die Doppeltrager zu erweitern. Die 
Doppeltautrgger finden oft Verwendung in den Ingenieurbauten, da ihre 

Querschnittsform betreffs Mater ia l~er te i lun~ sehr vorteilhaft ist. Das 
Be~treberi , mGglichst groBe MaterialersPernis bei m6glichst g r o h  
Steifigkeit zu erreichm, fiihrt konsequeiiter Weise zu Triigern von 
groBer I16he. Die Gurtungsbreite kann aus konstrilktiren Qründen 

nicht erheblich verg6Bert werden und darum erhalt man Trager mit 
Steifigkeit in der Vertikalebene und schwache in der ihr 

senkrechten X,ichtungm SolChe Triiger konnen unter Einwirkunff von 

Krgften, die in der Vertikiilebene liegen, als labil erweisen. L m  

Fig. 14. 

das Ausbeulen des ver&kalbleches au verhüten, verstarkt man es 

rnittels eugenieteter Steifigkeitswinkel. Diese l h k e l  sind aber nicht 

im Stande das Urnkippen des Tragers zu rerhüten, wie das aus Fig. 14 
ersichtlich ist. 

Die Kippung des Tragers ist von Torsion begleitet, und zur Auf- 
stellung der gesuchten Differentialgleichung mu8 man deshalb zuerst 
eine Formel ableiten, die den Zusammenhang zwivchen dem Drehungs- 
fvinkel y und der GrGBo de0 Torsionsmomentes Jf festsetzt. 

5 12. Torsion eines Doppeltautragers durch ein am Ende 
angroifendes Moment. - 

Für einen, von der Einklernm~n~sstei ie  weit entfernten Quer- 
schnitt ist: 

(1) 171 = Crp' 
wo C die Drillingssteifigkeit des Balkens bedeutet. Liegt der Querschnitt 
nahe beim eingeklemmten Ende, so ist für diesen Querschnitt die 
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362 Einige Stabiiitatsproblerne der Elastizititstheorie. 

Formel (1) nicht anwendhar, da bei der Torsion die Flanschen auch 
eine Biegung erleiden. Den EinfluB der Biegung kann man auf 
folgende Weise in Rechnung ziehen. E s  sei y die Durchbiegung der 

h 
Flansche in der zu x y parallelen Ebene (Fig. 15). Dann ist y = -y 

2 

und die Querkraft in einem heliebigen Querschnitte der Plansche wird 
aus der Formel: 

berechnet, wo D die Biegungssteifigkeit einer Flansche in der xy-Ebene 
bedeutet. 

Fig. 15. 3 .-. 

Fügt man zum reinen Torsionsrnomente das Moment der Quer- 
krafte Q hinzu, so erhiilt man für die Bestimmung des Drehminkels die 

Mit der Bezeichnung: 
2c 

Uh2 - aP 
und mit Rücksicht auf die Bedingungen an den Balkenenden: 

für x = 1 sind 1) cp = O und 2) y ' =  0 ,  
für x = 0 ist 3) rp" = O 

erhiilt man das Iritegral der Gleichuiig (3) 

sinh 
cos h - 

a 
Für x = 0 ist: 

in fvlgender Form: 

Das zweite Glied in den Klammern gibt den BiegungseinfluB der 
Flanschen auf die GroBe des Torsionswinkels an. Im allgemeinen ist 
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dan Vsrhaltnis : bedeutend @Ber als Einr,  man kann also mit ge- 

nügender Genauigkeit annehmen: 

Der EinfluB der Einklemmung eines Endes ist also ein solcher, als ob 
der Triiger d a t t  der Lange Z cine Lange 1 - n hiitte. Die Formel (4) 
wurde durch Versuche geprüft. Zuerst wurde festgestellt, dzB mir Re- 
stimmung von C für die Praxis mit genügender Genauigkeit die Formel 
von S. Venant  (Love  S. 376): 

anwendbar ist, wo y die Steifigkeit, SL die Querschnittsflache, J das 
Tragheitsmoment sind. Um die absolute Xinklemmung des Balkenendes 

Fig. 16 

wahreiid des Versuches zu verwirklichen, wurde der Doppeltautriiger 
durch ein in der Mitte angreifendes Moment gedreht. (Fig. 16.) 

Infolge der Symmetrie bleibt der Querschnitt in der Mitte bei der 
Torsion eben. Die Torsionswinkel der Querschnitte in  verschiedener 
Entfemung von der Mitte des Balkens werden mittels eines Spiegel- 
apparates gemessen. Die Versuche haben mit genügender Genauigkeit 
die Formel (4) bestiitigt. (Die Abweichung betrng im allgemeinen nicht 
mehr als 4%)') 

3 13. Aufsteiiung der  Grundgleichungen. 

Verlegen wir den Koordinatenanfang ( X Y Z )  in den Schwer~unkt  
des Querschnittes im linken Balkenende. Die anfiinglich gerade Batken- 
achse nehmen wir als X-Achse an, die Y- und 2-Achsen richten wir 
nach der Figur 17. 

1) Naheres B. Mitteilungen der Techn. Hochachule in St. Petersburg 1906. 
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3 64 Einige StabilitBtsprobleme der Elastizititstheorie. 

A d e r  dem iinbeweglichen Koordinatensystem (XYZ) nehmen wir 
noch ein bewegliches Koordinatensystem ( E q { ) .  Der Anfangspunkt 
dieses Systems sol1 immer mit dem Schwerpunkt eines beliebigen Balken- 
querschnittes zusammenfallen, die & A c h e  sei nach der Tangente zu 
der ausgebogenen Balkenachse gerichtet. q und 6 fallen mit den Haupt- 
tragheitsachsen des Querschnittes zusarnmen. 

Die Krümmnng der Tragerachse in  den Ebenen $11 und k f  werden 
den Pormeln: 

6'7 aeL' x=.--. Â = -  
2 g 2 ,  a&* 

bestimmt. Die Krümmung in den Ebenen X Y  und XZ bei kleinen 
Deformationen wird aus den Gleichungen; 

ô 2 q  aey Ô = Z  
-- - - -- 
a E v a z 2  + o'z"P7 

ô 2 t  PZ a s y  --- - - 
ô p  a z v x * q  

bestimmt. . . 

Bezeichnet man mit Mi, M7, Mc die auf die Achsen E, 7 ,  f be- 
zogenen Momente der auBeren Kriifte, die auf den linken Balkenteil 
einwirken, so erhalt man folgende Gleichungen: 
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Mit BI und dB, sind hier die Biegungssteifigkeit in  den Ebenen E l i  und 
E (  bezeichnet. Bei der Ableitung ist angenommen, daB B, nnd C im 
Vergleiche mit BI kleiu sirid. 

Tm folgenden wcrden wir dic Blcichungen (5) bcnutzen, iudcm wir 
statt Mt, . . . ihre Werte einsetzen werden. 

5 14. Biegung durch Waftepaare. 

Der Trager sei durch die an den Enden in der XZ-Ebene an- 
peifenden Kriifte~aare Jf (Fig. 18) gebogen. 

Die Balkenenden seien so befestigt da5 sie um die A c h ~ e n  7 und { 
frei drehbar sind; dann kann man bei Zunahrne von il1 die Grenze 
erreichen, bei der aiiBer der ehenen BiegungsgleicLgemichtsform noch 

die gekrümmto Gleichgewichtsforrn mGglich ist, wie aus der Pig. 18 
ersichtlich ist. Setzt man in die Gleichungen (5) die folgenden 
Werte ein: 

JT - -nrti ,  ax x q = ~ r ,  % = - M F ,  

so erhiilt man folgende Gleichnngen: 
B h "  &lyf x Gy' - qf" 

2 ' 
Sey P z  JI,;=- B (--- + - ) 

2 axe azeq  ' 
a p z  ? y  $1 === - ( - - . 

1 8%. w q )  
B 

~a das Verhgltnis 2 eine kleine Qr6Be ist, so 
BI 

Bezeichnung : 

(6) 
2C 1 23is 1 

= 7 jÏjB4125 = a 6  

zur Betitimrnung von die Differentialgleichung: 

erhilt  man mit der 
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und daraus. 

( 7 )  g , = A s i n a x : +  B c o s c i x +  Cdz+De-Px ,  

Die willkürlichen Konstanten A, B, . . . ergeben sich aus den Bedingungen 
an den Balkenenden: 

Für  x = 0 1) rp = O; 2) rp" = O 

Bür x = 1 3) r p = O ;  4) rp"= 0. 

Aus 1) und 2) folgt: 
B=O. ('j=-n. 

Aus den Bedingungen 3) und 4) folgen die Gleichungen: 

As in  ni  + Ci sirihpi = O 

- A a 2  sin LXZ + C,/32sinhj31 = 0. 

Diese Gleichungen werden befriedigt, wenn 

gesetzt mird, in diesem Falle wird aber rp = O auf der ganzen Balken- 
linge, und man erhalt eine ebene Biegungsform. Damit eine gekrümmte 
Gleichgewichtsform moglich ist, muB die Determinante der oben er- 
wahnten Gleichungen gleich NuIl sein, oder . 

sin a i  = 0, 

also a l  = n n ,  wo n eine ganze Zahl ist. Die erste mogliche gekrüinmte 
Gleichgewichtsform entspricht dem Balle, wo die gekrümmte Balken- 
achse keinen mTendepunkt hat, d. h. wenn go = 1 ist. 

Wenn man d a t t  a seinen Wert  einsetzt, so erhiilt man die Glei- 
chung zur Bestimmung des kritischen Wertes des Biegungsmomentes 

l e  
Das Verh%lt>nis ai ist nur von den Dalkenabmessungen und den Elasti- 

zitatseigenschaften des Stoffes abhangig und kann für einen gegebenen 
Triiger auf Grund der Gleichungen (6) bereçhnet werden. (Der Wert 
von C wird nach der Niiherungsfo~mel von S. V e n a n t  hestimmt.) 

z4 
Darauf l%Bt sich der Wert von z,, der vom Riegungsmomente abhangt, 

und folglich das Biegungsmoment aus der Gleichung (8) bestimmen. 
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l4 i d  Setzt man das Verhaltnis : , gleich k2, so erhalt man auf 
d a 

Grund der Beziehungen (6): 

Zur Bestimmung von 17l, ist es bequem, in jedem speziellen Falle die 
Tabelle A zu benutzen. wo die Werte von K für verschiedene Werte 

l e  
von - angegeben sind. 

ar 
T a b e l l e  A. 

Der Wert pkrt bei Der Wert pkrt bei 

In der Tabelie A sind aueh die gr6Bten Zug- und Druckspannungen 
pk, die M, entsprechen, angegeben. Diese Spannungen sind für den 
speziellen Fall berechet,  da8 

Der Wert p, bei anderen Tierhaltnissen zwischen den Balkenabmessungen 
ist leicht zu bestimmen. In der Tat: 

Setzt man statt C seinen Wert aus (6) ein und berücksichtigt man, 
dafi für  einen Doppeltautrager annahernd: 

so kann man die Formel für g, in folgender F'orm darstellen: 

1 
d. h.  für einen bestimmten Wert von ;, und folglich auch von k ist p, 

dem Verhiltnis 5 und dem Quadrate des Verhiiltnisses proportional. 
JI (3 
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368 Einige Stabilitiitsprobleme der Elastizitiitstheorie. 

JP 1 ' 1 1st für einen beatimmten Triiger: er: = -nr und (t) = - so erhdt man p ,  
n' 

100 100 indem man die Zahlen der Tabelle A mit - - . multipliziert. Es 
nt 

wurde vorausgesetzt, da8 die Balke,nenden bei der Ausbiegung um die 
E-Achse sich drehen konnen. 1st das nicht der Fall, so dienen zur 
Bestimmu~ig der beliebigen Konstauten des ailgemeinen Integrals (7) 
folgcndc Bedingungen : 

Für x = O ist ,l) gp = 0 ; 2) rp' = 0. 

Für  x = Z ist 3) rp = O und 4) rp' = 0. 

Diese Bedingungen bestimrnen, wic im vorigen Palle, den Wert von 
31,. Die erste gcbogcne Gleichgewichtsform folgt aus der Gleichung: 

a l  = 2%. 

Jetzt  kommen wir zu dem Resultate: . 

Eine Reihe 
gegeben. 

72'i/3j9c 
M 

k -  1 

von Werten für k' und pk sind in der Tabelle B an- 

T a b e l l e  B. 
-- 

/ Der Wert pi bei 1 1 Der Wertp', bei 

3 s  ist zu bemerken, daB, wenn D = 0 gesetzt wird, d. h. wenn ein 
Balken nur als aus einem Vertikalblech bestehend betrachtet wird, 
man eur folgenden Gleichung gelangt : 

und der kr i t i~che wert des Biegungsmomentes durch folgende Formeln 
bestiinmt wird: 
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Von S. TIMOS~KENKO. 369 

bei frei drehbaren Enden; 
2 Z ~ B ;  3 M - - - 

k -  1 
bei eingeklemmten Enden. 

Ebenso einfach, mie bei Biegung durch Kriiftepaare, werden Auf- 
gaben über Biegung von Tragern unter Einwirkung von 2 entgegen- 
gesetzten Zug- oder Druckkriiften paralle1 der Trngerachse gelost. 

5 15. Ein Triiger, an einem Ende eingeklemmt, ist am anderen 
Ende durch eine Einzelkraft belastet. 

Der Angrifipunkt der Biegungskraft P falle mit dem Schwer- 
punkt des Querschnittes zusamnien. Die Kraft wirkt in der Mittelebene 
des Vertikalbleches und ist senkrecht zur Balkenachse gerichtet. Den 
Koordiiiatenanfang~~uukt ( X Y Z )  verlegen mir in den Kraftanpiffs- 
punkt, die X-Achee sei Fig. 7s. 

nach der gemden Bal- 
kenachse und die i5- 
Achse nach der Kraft Y 
gerichtet. Durch allmiih- 3 

liche VergrGBerung der 
Kraft P kann man die 
Grenze erreicheu, bei 
der die ebene Gleich- 
gewichtsform aufhiirt 
stabil zu sein, der Bal- 
ken wird urnkippen, wie 
aus der Fig. 19 ersicht- 
liçh ist. W i r  nehmen weiter ein bewegliühes Koordinatensystem (E, 7, 5) 
an; dann bestehen für einen beliebigen Balkenquerschnitt bei kleinen 
Xrümrnungen die Beziehungen: 

Dioses ergibt, in  die Grundgleichungen (5 )  eingesetzt: 

und daraus erhalten wir die Gleichung zur Bestimmung von rp: 

Zsitsebrift f. Xathematik und Physik. 58. Rand. 1910. Heft 4. 24 
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370 Einige Stabilititsprobleme der Elaatizitatstheorie. 

Setzt man in dieser Gleichung D = O, d. h. verilachlassigt man die 
Flanschenbiegung, BO kommt man a u  der von Prof. P r a r i d t l  untersuchten 
Bicgung eines Stabes mit  rechteckigem Quersehnitte. Wenn man die 
Gleichiing (12) duich den Koeffizienten von qlV dividiert, erhàlt man: 

Die LGsung der Gleichung (12) wollen wir in der Form eirier unend- 
lichen Reihe: 

y =  A , + A , x + A , x ~ . - -  
durchführen. 

Setzt man das in die Gleichung (123, so kann man den Znsammen- 
hang zwischen den Koeffizienten A,, A, . . . finden und das allgemeine 
Integral der Gleichung (12') in folgender Form darstellen: 

wo cp, der Torsionswinkel ist und die Werte seiner Uifferential- 
qiiotienten fiir x = O; [Ml ,  [y, . . . unendliche, nach zunehmenden 
Potenzen von x2 geordnete Reihen sind. Der erste Differentialquotient 
des Ausdruckes (14) nach x lautet: 

Die willkürlichen Konstanten rp,, e r p ;  werden aus den Bcdingungen an 
den Balkenenden bestimnit. 

Da am rechten Balkenende ( X  = O) kein Moment einwirkt, so folgt: 

D h 2  ,,, 
1) &'=O; 2) - cg>; + - - , g > o  = o .  

8 

Pür das eingeklemmte Balkenende (x = 1) bestehen die Bedingbgen: 

Diese Bedingungen lassen sich mit Rücksicht auf 1) und 2) jetzt 
so schreiben: 
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Die obigen Gleichungen werden bcfricdigt, wenn g;., = rph = O gesetzt 
wird, dann aber ist g;. - O auf der ganzen Balkenlange, wir erhalten 
also die ebene Gleichgewichtsform. Damit die gekrümmte Gleich- 
gewiclitsform moglich ist, muB die Determinante der Gleichungen (15) 
gleich Null sein, d. h. es muB sein 

Es ist zu beachten, da8 die unendlichen Reihen [Ml,, [,y,, . . . nur 
l e  l e  

verschiedene Potenzen der GrLiBen und , enthalten. AUE der Be- 
b 

z9 
zeichnung (13) kann die Gr8Be für einen gegebenen Triiger im vor- 

a 
1 

aus berechnet werden. Dann wird die GrUEe F, die von der Biegungs- 

kraft P abhangt, und folglich auch der kritische Wert Pk durch Losung 
der transzendenten Gleichung (16) bestimmt. 

Bezeichnet man 

NO fol@ mit Rücksicht auf (13): 

Zur Berechnung von P, murde von uns die Tabelle C zusammen- 
l e  gestellt, wo für eine Reihe von Werten für ap die entsprechenden Werte 

von k angegeben sind. 

T a b e l l e  C. 

Der Wertpk bei 

. 
h 

B e - o , O 1 ;  -=0,1 
BI. 1 
E=.2,108 kg/cms 

1200 kg/crn2 
1250 ,, 
1300 ,, 
1345 ,, 
1515 ,, 
1660 ,, 

24' 
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Zah lenbe i sp ie l .  

Für  den Blechtrager von der Lange Z = 5 m mit dem nebenstehend 
akizierten Querschnitte soll mit Hilfe der Tabelle C die kritische Last 
bestimmt werden: 

JI = 27900 cm4; J ,  = 287 cm4; 4 = JI + 4 = 28200 cm4. 

l e  
Für  diesen Wert von dT gibt die TabeUe C an: 

-IL- p; = 1350 kg/cm2. 

Die kritische Spannung des Tragers ist: 

AuBerhalb der Grenzen der Tabelle C ksnn man die Grole k mit ge- 
nügender Genauigkeit mit Hilfe der Naherungsformel: 

bestimmen. Diese Formel ist auf folgende Betrachtung gegündet. 
Für  einen Trager mit rechteckigem Querschnitt hat Prof. P r a n d t l  ge- 
funden: 

und 

Urn den RinfluB der Flanschensteifigkeit mit in Rechnung zu ziehen, 
woilen wir die Formel (4') benutzen und statt der mirklichen Balken- 
l inge Z die fiktive Lange Z - a einsetzen. Bei dieser Lange wird der 
Trager mit freien Enden denselben Torsionswinkel haben, wie der an 
einem Ende eingeklemmte TrRger 1 (S. 5 11). Da dit Lange in dieser 
Formel für die kritische Last in der zweiten Potenz vorkommt, so 
komnien wir also zu der Formel (18). E s  ist zu bemerken, daB die 
Formel , ( l7)  nicht anwendbar kt, wenn der Kraftangriffspunkt mit dem 
Schwerpunkt des Querschnitts nicht zusammenfailt. Beim Erhohen 
des Angriffspunktes wird P, abnehmen, bei seinem Sinken wird P, 
zunehmen. 

1) Die von mir durchgeführten Versuche mit einern genieteten Blechtrkger 
zeigen, daB auch in diesem Balle die angeniiherte Formel von S. Venant an- 
wendbar ist. 
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8 16. Trager mit einer Last in der Mitte. 

Der Kraftangriffspmkt liegt im Schwerpunkte des Querschnittes 
in der Mitte und die Kraft strebt den Triiger in der Ebene seiner 
gr6Bten Steifigkeit zu biegen. Bei Zunahme der Kraft 2 Y  kann man 
den Grenmustand erreichen, wo die eloene Biegungsgleichgewichtsform 
aufhort stabil zu sein, und der Balken urnliippen rnuB (S. Fig. 20). 

Verlegt man die Koordinatenachsen (X, Y,  Z )  nach der Fig. 20 und 
betrachtet die linke Balkenhalfte, so kann fiir sie die oben sufaestellte 
sunemeine Lgsusg ( ! A )  beniitzt werden. Zur Restimmung der miu- 

Yig.  PO. 

l 4 ----------- 1--- -------, Lt -_-----~-- 1 
'Y------- 

I I 

Hier sind [Kj, . . . [Cl unendliche Reihen, geordnet nach wacheenden 
Potenzen von x9 

h r  Bestimmung der Konstanten ergeben sich folgende Be- 
dingungen : 

D h' ,,, Für x = O ist 1) 9, = 0 ;  2 )  y,, = - d ;  3) pyo = cg7; - - 

Für x = 1 ist 4) YI -- 0 ;  5 )  y; = 0; 6) r p l =  0. 
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y, und y; kann man aus den Bedingungen 3) und 5) durch und Ti' 
ausdrücken; wenn man diese Werte in die Gleichung (4) einsetzt, folgt: 

Fügt  man noch die Bedingung 6) hinzu, die in folgender Weise ge- 
schrieben werden kann : 

SF;[SI~+ ~~~spOlr [Tl l  = O, 

so erhilt  man zwei Gleiehungen mit zwei Unbekannten und y:'. 
Damit das Umkippen moglich ist, muB die Determinante dieser Glei- 
chungen gleich Nuil sein, namlich: 

In  der obigen Gleichung sind nur folgende Gr6Ben vorhanden: 
l e  2C 
- =- Z6 2 PP16 und - = - --. 
ae R h x  b6 D B , I L ~  

z q  
Die GroBe as kann für den gegebenen Trager im voraus berechnot 

1" werden, d a m  dient die Gleichung (19) zur Berechnung von r ; ~ :  

Wenn ($) : (g) = hp gesetzt wird: 

E S  ist zu beachten, daB hier P die IIalfte der Biegungskraft 
und 1 die nalfte der Balkenlange ist. 

1' In  der Tabelle Il sind die Werte von k fiir verschiedene , und 
U 

B h die Werte von p, für = 0,01 und -- = 0,l mueuebenen. Rei 
2 z O O 

anderen Verhaltnissen zwiichen diesen Gr6Ben rnüssen die Tabeilen- 
1 0 0 . 1 0 0  zahlen mit -- 1 Je 1 

m . n  multipliciert werden, wo - n~ = - JI und - = (2' für 
den gegebenen Trager sind. 

Der Wert pk bei 
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l e  
Mit der Zunahme von a8 strebt k zum Grenzwert 2,12. (Diese 

Zahl wurde von Prof. Pr a n d  t 1 für einen Stab rechteckigen Querschnitts 
ermittelt.) Lie@ der ~ n ~ r i f f s ~ u n k t  der Biegungskraft oberhalb des 
Schwerpunktes des Mittelquerschnittes des Triigers, so werden die 
kritischen Spannungen kleiner, als die in Tabelle D angegebenen. W i r  
haben den Fall untersucht, wenn der Kraftangriffspunkt mit der oberen 
Tragergurtungsflache zusammenfalit. Für diesen Frtll ist die Tabelle F 

1 Der Wert p k  bei 

, E=2,108 kg/cme 

Nit Eilfe der Tabelle E' ist es  leicht, den Wert der kritischen 
Spannung für den nebenstehend skizxierten SrEger zu bestimmen. 

Es ist: Pig. 21. 

J1=591,1O2cm4; J2=446crn4; 

J, = - 595 . IO2 cm4 
SL, = 98,2 cm2 

@.a$ 8.106(98,2)4. 2' 2CEe c = - =  - - =- - 
40Jp 40-593.10'7 ae , ,, - - O,75. 

Nach der Tabelle F ist P,' ungefjhr = 480 kg/cm2. Für unseren 

Zum SchluB ist noch zu bemerken, daB die Formeln zur Bestim- 
mung des Wertes von p, unter der Annahrne abgeleitet sind, daB die 
ganze Erscheinung in den ElastizitBtsgrenzen vor sich geht. Über- 
steigen die nach unseren Formeln harechneten Spannungen die Elastizi- 
titsgrenze des Stoffes, so entsprechen sie den tatsiichlichen kritischen 
Spannungen nicht. Das Umkippen wird früher auftreten, a h  das nach 
der Berechnung sein sollte. 
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Bei der  Ableitung wurde ferner vorausgesetzt, daB die Balkenachse 
gerade ist und die Kraft in der Mittelebene des Vertikalbleches ein- 
wirkt. In der Praxis aber kommen immer Abweichungen von diesen 
Annahrnen Tor, und darum farigt der Triiger an, sich in der zum Vertikal- 
bleche senkrechten Ebene auszubiegen. Die Ausbiegung bleibt aber 
klein, so lange die Biegungskraft sich vom theoretischen P, bedeutend 
unterscheidet. Die Versuche1) mit einem massiven und einem genieteten 
Triiger haben die Resultate der Tabelle C vollkommen bestatigt. (Die 
Abweichungen überstiegen nicht etwa 5 Für Triiger mit ge- 
stützten Enden haben die Versuche' bedeutende Abweichungen von den 
Rechnungsresultaten erwiesen. Die Erklarung liegt darin, daB die bei 
obiger Betrachtung angenommene Befestigung der Enden für diesen 
Fall sehr umstandlich su verwirklichen ist. 

IV. Stabilitat einer zylindrischen Schale, die i n  der Richtung der 
Erzengenden auf Druck beansprucht ist. 

7 .  Wirken auf' die Kreisrander eines Zylinders von kreisformigem 
Querschnitte mit dem Ftadius a gleichm5Big verteilte Druckkrafte 
(P sei die Gr6Be der Druckkraft pro Liingeneinheit des Randes), 

so rufen sie eine Verkürzung ----- Pz des Zylinders hervor. Hier ist l 2 h E  

I a~ au Schub : o = - + -- 
a~ aacp 

Fig. 22. die Zylinderlinge und 2 h  die Wandstarke. Bei 

1 ailmiihlicher Zunahme der Druckkrafte kann , 

1 
man die Grenze erreichen, bei der die zylin- 

u drische Gleichgewichtsform nicht mehr stabiI 

1) Vgl. Yitteilungen d. Techn. Hochschule in St. Petersburg 1906. 

----yw- 
- -  

- - .  

ist und die Zylinderdnde ausbeulen. Die 
GrbBe der kritischen Spannungsresultante P, 

-+ - - - _ _ _ _  kann man sowohl aus den Gleichgewichts- 
gleichungen, al8 auch aus der Untersuchung 
der Andermgen der potentiellen Energie beim 
Ausbeulen bestimmen. E s  bezeichne a, v 
und w die Komponenten der Verschiebung 

Y des Punktes P in der Richtung der Lylinder- 
achse, der Tangente zum Kreisquerschnitte und der Kormale, die nach 
dem Innern des Zylinders gerichtet ist (S. Fig. 22). 

Die Deformation der Mittelebene wird bestimmt durch: 

- -  
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und durch die Krümmungsanderungen 

ist der Winkel zwischen der xy-Ebene und uw-Ebene. 
Die Verzerrungsenergie pro Flacherieiriheit bildet sich aus dem Teile 

der von DehnungsgroBen E, ,  E, und w abhwlgig ist, und au0 dem Teile: 

der von den Biegungsverzerrungen abhangig ist; hier ist 

Die Differentialgleichungen des Gleichgemichtes für diesen FaU sind: 

(Die Bezeichnungen für die Spannungsresultanten und Spannungs- 
momente sind Love  (S. 610) entnommen). 

Die Spannungsmornente 64, @, kann man durch die Verschie- 
bungen u, v und w folgendermaBen ausdrücken: 

Was die Spannungsresultanten Tl, T2, S, und S, betrifft, so sind 
sie mit genügender Genauigkeit in den Failen, wo die Deformation 
wesentlich durch die Dehnung gekennzeichnet ist, durch folgende 
Formeln bestimmt : 2 ~h 

Tl = ,S ( ~ 1  - 6%) 
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Wenn die DehnungsgrtXen der Mittelebene klein sind, so mu1 man 
zur Bestimmung von Tl, . . . genauere Formeln benutzen. 

Für '  einen Kreiszylinder vom Radius a Sind diese Formeln nach 
L o v e  (S. 621) 

Die folgenden einfachen Beispiele zeigen, wie der kritische Wert 
der Druckkraft P = - T, bestimmt wird. 

5 18. Achsensymmetrische Form des Ausbeulens einer zylindrischen 
Schale. 

Die Kreisriinder der zylindrischen Schalo seien drehbar befestigt. 
Rei allmahlicher Zunahme der Belastung Q kann man einen Zustand 

Big. 23. erreichen, wo das Ausbeulen (S. Ii'ig. 23) anfangt. 

X So lange die Erseugenden des Zylinders geratilinig 
bloiben, besteht die Deformation im kngsgerichteten 
Zusammendrücken. 

Die Gr6Be der Dehnung ist: 

& 1 e = - . .  - =-L 1;. 
2 n a  2hE  ' 2 h E  

Diese Deformation ist von der Qiierdehnung - 61,  

begleitet. Die potentielle Energie - diesem Be- 
anspruchungszustande entspreehend - ist: 

(l0) 7, = 2 z a l E h ~ O .  

Beim Ausbeulen dei Schale nimmt die potentielle Energie zu, da zum 
Zusammendrücken in der Liingsrichtung noch Zug in der Richtung der 
Tangente zum Querschnitte und Riegung der Schalenwande hinzukommen. 
E s  ist klar, daB diese Zunahme der potentiellen Energie du nur auf 
Rechriung der Arbeit 82' der Druckbelastung Q, die beim Ausbeulen 
der Schalenwande ein wenig sinkt, zum Vorschein kommen Irann. Die 
Gr6Be der kritischen Druckkraft wird aus der Bedingung 

(11) Sv = dT 
bestimmt. 

Es  sei: 

(12) 
. m n x  

w = - Asin---- a =O. 
Z '  
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Was u betrifft, so wird es ails der Bedingung bestimmt, daB die 
Spannungsresultante T beim Ausbeulen konstant bleibt und folglich 

E~ f = - G~ 

ist. 
Mit Rücksicht auf die Pormeln (1) und (2) folgt: 

m a z 2  . m z x  
q = + A , s i n - ;  x , = O ;  z - 0 .  

1 1 

Durch Einsetzung ' dieser Werte in (3) und (4) erhalten wir die 
GroBe der potentiellen Energie der zylindrischen Schale nach dem Aus- 
beulen: 

a 
E h  E'h8 m4n4 

= V ,  ~ ? L E B ~ , / . :  sin E - 2 ~ a + ~ i A ' l ~ +  A"T l u x .  
O 

Hicraus : 

Die Gr6Be der Senkung der Belastung Q beim Ausbeulen der 
Schale ist: 

1 1 

m n x  AP m B z E  
= qb sin - 1 d z  + - 1 . 

O O O 

Die dieser Senkung entuprecheride Arbeit der Belastung Q ist: 

h r c h  Vergleich von (13) und (14) folgt: 

(15) 
21eEh p - + 2E'hS n z e 2  

b - -. 
k- aenzezx J(1- 67 l x  

Für verschiedene Werte von 7n erhilt  man aus der Formel (15) 
entsprechende Werte für P,. Für die Praxis ist es wiühtig, denjenigen 
Wert für m zu bestimmen, der den kleinsten Wert der Druckkraft 
liefert. Dieses kann in derselben Weise geschehen, wie bei Untersuchung 
der Knickung eines Stabes im elastischen Medium (8. $ 3). Die groBte 
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Lange 1, bei welcher die erste ausgebeulte F'orm m IIalbwellen hat, ist 
offenbar die, für welche die Formel (15) einen und denselben Wert 
von P, liefert unabhangig davon, ob die Friche beim Ausbeulen in m 
oder ,m + 1 Halhwellen sich verteilt. 

Zur Bestimmung des Grenzwertes von 1 besteht die folgende Gleichung: 

Die Grenzlange, bei welcheï die ausgebeulte Form aus einer Halb- 
welle besteht. ist  

Pür  zwei Halbwellen ist die Grenzlange: 

Bei bedeutender Lange der Zylinderschale ist auch die Zahl m 
1 

groB; in diesem F'alle kann man für die Lange einer Halbwelle i. = 

auf Grund der Formel (16) mit genügender Genauigkeit annehmen. 

Denselben Wert einer Halbwellenlange konnte man auch aus der 
2 

Formel (15) erhalten, indem mau in der rechten Seite nLd durch Ae ersetzt 

und den ersten DifCerentialquotieilten nach A. gleich Null setzt. Setzt 
man den gefundenen Wert für 12 in den Ausdruck für Y, ein, so fol@ 

Die entsprechende Druckspannung ist: 

Damit das Ausbeulen i n  den Elastizitiitsgrenzen stattfinde, muB die 
Wandstirke 2h im Verhaltnis zum Radius n ziernlich klein sein. Für 
Eisen, zum Beispiel, muB die Bedingung 

. . 
erfüllt sein. 
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AuEerhalb der Elastizititsgrenzen sind allerdings die Pormeln (17) 
und (18) nicht anwendbar. Der oben bestimnite Wert für P, karin 
auch aus den Differentialglcichungen des Gleichgewichtes (5) und (6) 
bestimmt werden. 

Für den betrachteten Pall bestehen die Beziehungen: 

Die erste und dic zweite Gleichung des Systems (6) liefern: 
0 3 w  

N,-O; N , a = - a C  ax3  - * 

Diese Werte ergeben, in die drjtte Gleichung des Systems (5) ein 
gesetzt, 

oder nach Einführung der Bezeichnungen: 

kommt man zur folgenden Gleichung: 

wIV f 2r2wwU+ i9w = 0 .  
Da für 

ae w $ = O  w = O  und a x 2  - 
ist, so folgt 

w = A s i n p x  + Bsinqz,  
WO 

g = l / r e - l / . m  
Damit dm Ausbeulen moglich ist, mu6 r4 - I? - 2 O sein. 1st x = I ,  

so bestehen dieselben Endbedingungen wie für x = O, folglich 

A s i n p l  + B s i n  q l  = O, 

Soll das Ausbeulen stattfinden, so m a  die Determinante diese- 
Gleichungen gleich NuU sein, d. h. 

s i n p l  = 0 und sin pz =. 0, 

woraus wir eur Bestimmung von P, erhalten: 
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wo m und n beliebige ganxe Zahlen sind. 1st die Lange des Stabes 
groB, so kann man 

t"2 = m Z  p2 

setzen, wo m eine ganze Zahl ist. 
In diesem Falle führen beide Bedingungen (19) zu einem und 

demselben Resultate: 12 = m 2  n" 

was vollstiindig mit dem früher erhaltcnen Werte (17)  zusammenfallt. 
E s  ist interessant, den eben bestimmten RTert für P, mit dem Wert 
zu vergleichen, welchen die Formel von E u l e r  liefert, auf unsere 
Zylinderschale angewandt: 

E J n e  2 z a . p r  =-~-. 
E 

Hier ist J das Tragheitsmoment des Querschnittes. Für  einen dünn- 
wandigen Zylinder k a m  man annehnien: 

Damit das Ausbeulen stattfinden kann, muB also sein: 

E s  ist dann Pi = P,, wenn 
4 E h 2  - E x 2 a e h  - - -- 

Daraus erhalten wir das folgende Verhaltnis zwischen den Dimensionen 
- 

des Zylinders: 
h - = nei/3<i-7) a' a' 
a 4 

= 4,l4 

h 
1st das Verhiiltnis a kleiner, so wird die Zylinderschale, ehe sie wie 

ein Stab ausknickt, ein Ausbeiilen der Wande erleiden, wie in der 
Fig. (23) angegeben ist. 

E s  wurde angenommen, daB die Schalenriinder drehbar befestigt 
sind. Bei langen Zylindern hat die Art der Befestigung keine Be- 
deutung und die Formel (17) kann folglich auch für Zylinder mit ein- 
geklemmten Randern angewandt werden. 

5 19. Dehnungslose Deformation einer zylindrischen Schale. 

Wenn nicht nur die Randlinien einer gedrückten Zylinderschale 
frei drehbar befestigt sind, sondern einzelne Punkte derselben sich ver- 
sehieben konnen, so kann die Zylinderschale bei einer geaissen GroBe 
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der Druckkrafte eine Gleichgewichtsform bekommen, wobei der Über- 
gang zu dieser Gleichgewichtsform von keiner h d e r u n g  der Dehnungs- 
gr6Ben der Mittelebene begleitet ist. Die dieser Deformationsart ent- 
sprechenden Verschiebungen k6nnen folgmdermaBen festgestellt werden: 

v = 2 ~ , ~ ~ ~ ~ ( ~ S P  + pn) (Love S. 545.) 

w=-, u ' n B n x  sin (ngp + P,). 

Die potentielle Energie der Zylinderschale wird bei dieser Form- 
anderung zunehmen, da zu der Energie der Kontraktion die Energie 
der Biegung hinzukommt. Die lctztcre wird aus folgendcn Krümmungs- 
andemgen bestimmt : 

Die Zunahme der potentiellen Energie geschieht auf Rechnung der 
Arbeit der ZuBeren Druckkriifte. Diesc Arbeit liiBt sich aus folgen- 
den Betïachtungen bestimmen: In der betrachteten Formanderung 
bleiben die Erzeugenden der Zylinderschale geradlinig und neigen sich 
um den Winkel: 

- - =qFB .cos - - - -  (n Y - + a.)]" [ ~ % R , C O ~ ( V  j j , ) le .  
Dieser Neigung entspricht die Arbeit: 

Die Gr6Be der Spannurigsresultante Pi wird bestimmt, indem man die 
Arbeit cîT der potentiellen Energie der Riegung gleich setzt: 

8 ,  = c z l - ' p ? g  BR [+n2i2 + 2 (1 - 6) a']. Lova S. 583. 

Bei n = 1 erhiàlt man die Verschiebung der Zylinderschale als eines 
starren Korpers. 

Bei n = 2 ist: 

(5) 
zc 9 P" = - . - + 2 (1 - 6) a?. k a' 6 ~3 
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1st die Lange der Zylinderschale im Verhaltnis zum Durchmesser 
groB, so ist mit genügender Genauigkeit: 

Bus dem Vergleiche dieses Resultates mit der Formel (17) folgt: 

E s  ist leicht zu beweisen, daB die angenommene dehnungslose De- 
formation die Grundgleichungen des Gleichgewichtes (5) und (6) (§ 7) 
nicht befriedigt. Dazu genügt es, den Ausdruck: 

der aus der Formel (9) ( 5  1 7 )  folgt, mit dem zu vergleichen, welchen 
die dritte Gleichung des Systems (5 )  liefert, wenn man statt NI und 
N, ihre Werte aus den Gleichunpn des Systems (6) einsetzt. Bus 
dieser Gleichung folgt : 

Wenn man statt x, seinen Wert einsetzt, erhilt  man aus (7) und (8) 
folgende Werte: 

z + =  T ----. cz B*X sin (nY + P,J 3 2(1-6) a 

Diese Werte für T2 Sind rerschieden und folglich befriedigen die an- 
nommenen Verschiebungen (1) nicht die Gleichgewichtsgleichungen. Um 
diese Gleiühurigen zu befriedigen, mu1 man zur Biegung noch die 
Dehnung hinzufügen. 

Die angenommenen Verschiebungen befriedigen auch nicht die 
Randbedingungen. Für  x = 0 und x = 1 müssen die Bedingungen: 

erfüllt sein, iridessen erscheint bei den Verschiebungen (1) a, als 
lineare Funktion von x und verwandelt sich nicht in  Nuli bei 

Zur Befriedigung der Differentialgleichungen des Gleichgewichtes miiB 
man also zu den angenommenen Verschiebungen (1) noch eine Dehnung 
und einige Spannungen auf den Iu-eisrandern hinzufügen. 
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Die L6sung einiger Aufgaben bezüglich der Deformation von 
zylindrischen Schalen (B. L o v e  S. 626) gibt AnlaB, zu behaupten, da5 
die potentielle Energie, die infolge der Znsatzdehnungen und Spannungen 
auf den Randern erscheint, im Vergleiche mit der potentiellen Energie 
der Biegung Hein ist, und darum kann die Formel (5) zur Bestimmung 
der Knicklast dienen. 

Wir haben den einfachsten Fall betrachtet, wenn die Zylinder- 
schale gleichmabig auf Knickung belastet ist, wenn die Spannungs- 
resultante auf dem ganxen Querschnitte konstant ist. Für die Praxis 
ist der Fa11 von Bedeutung, wenn die Spannungsresultante nach dem 
Gesetze coscp sich iindert: 

1; = - Pcoscp. 

In dieaem Falle erfahrt die zylindrische Schale die Wirkung von 
Biegungsmomenten, die auf den Enden angreifen, und 80 lange diese 
Mornente eine gewisse Grenze nicht überstiegen haben, biegt sich die 
Schale wie ein Stab. 

Bei weiterer Zunahme der Kriifte kann das Ausbeulen der Schalen- 
wande von der Seite der gedrückten Erzeugendcn stattfinden. 

Luteressant ist auch die Aufgabe über die Stabilitiit eines Schalen- 
teiles, der von 2 Erzeugenden und von 2 Kreisquervchnitten beg-renzt 
i d  und von einer Kraft P parailel der Erzeugenden zusammen- 
gedrückt wird. 

Kiew,  1909. 

Die chemische Reaktionskinetik 
und eine nene Painlevbsche Transzendente.') 

Von FERENCZ JÜTTNER in Breslau. 

5 1. Einleitung. Die gewohnliche ohemische Kinetik. 

Die meisten cheinischen Vorginge in den im folgenden allcin 
l~erücksichtigten homogenen Systemen, insbe~ondere in flüssigen L6- 
sungen, die nur eine Schicht oder ,,Phase" bilden, verlaufen so rasch, da8 
es unmoglich ist, ihren zeitlichen Portgang zu verfolgen. Doch gelang 
es bereits um die Mitte des vorigen Jt~hrhunderts, unter den Reaktionen, 
bei denen keinc Ionen mitwirken, ganz langsam sich abspielende aufzu- 
finden und zu untersuchen, wie z. B. den Übergang eines Gemisches von 

a 

1) Der erste Teil dieses Aufsatzes, 5 1 bis zum Beginn von 9 6, wurde im 
Auszuge am 4. Mai 1908 in der  Mathematischen Sektion der Schlesiachen Gesell- 
schaft für vaterlbdische Kultur in Breslltu vorgetragen. 

Znitschrift f. Mathematik und Physik. 58. Band. 1910. HeR 4. 2 6 
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386 Die chemische Resktionskinetik und eine neue Painlevésche Transzendente. 

~ t h ~ l a l k o h o l  und Essigsaure in ein solches von Essigiither (gthylazetat) 
und Wasser. Man fand zugleich, daB viele dieser langsamen Reak- 
tionen uvollstindig verliefen und xu einem deutlichen chemischen 
Gleichgewicht fiihrten, indem der Vorgang cinerscits schlieBlich nicht 
mehr fortschritt, trotzdem die Ausgangsstoffe noch nicht vollig ver- 
braucht waren, und indem der Vorgang andererseits umkehrbar war, 
d. h. das Gleichgewichtsgemisch bei Anwendung geeigneter Konzentra- 
tionen auch sus den Xndprodukten der Reaktion durch wechselseitige 
Rückzersetzung gebildet werden konnte. So kommt in dem obigen 
Beispiel die Bildung von Essigather und Wasser schlieBlich zum Still- 
stand, obwohl noch unverbrauchter Alkohol und Essigsaure anwesend 
sind, und umgekehrt entsteht bei Einwirkung von vie1 Wasser auf wenig 
Essigiither allmiihlich wieder tcilweise rückwarts Alkohol und Essigsiiure. 

Die Prage, wie sich nun die einzelnen Konzentrationen bei einer 
Reaktion (natürlich bei isothermer Führung derselben) bis zum Gleich- 
gewicht andern, lost das 1867 von G u l d b e r g  und W a a g e  gefuiiderie 
Massenwirkungsgesetz, das hier nur kurz formuliert werden m6go. 

E s  gehe in einer verdünnten IZisiing die allgemeine nmkehrbare 
Reaktion vor sich: 

n,A ,+npAa + -  . .  %,'Ai + néAl+ . -  

Pür die zugehorigen molaren Konzentrationen zur Zeit t 

Cl c c; c; . . .  
gilt d a m  die folgende Grundgleichung der chemischen Kinetik: 

hierin sind k und k' die Geschwindigkeitskoeffizienten der direkten 
bzw. der umgekehrten Reaktion. 

d cl 1st speziell = O, so wird die Frage nach einer Beziehung zwischen 

den Gleichgewichtskonzentrationen durch die folgende aus (1) hervor- 
gehende Grundgleichung der chemischen Statik beantwortet: 

Die aus der Differentialgleichung (1) folgende Theorie der chemi- 
schen Kinetik wird in den Lehrbüchern der Theoretischen Chemie be- 
handelt. Hier sei darüber vom mathematischen Standpunkte aus nur 
Folgendee bemerkt. 

1)urch die Andermg von cl allein ist unmittelbar auch diejenige 
I I von c,, . . . c,, c, . . . bestimmt, da die Reaktion ja nach stochiometri- 
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schen Verhaltnissen verliuft. Sind die molaren Konzentrationen der 
Stoffe für  t = O 

q u s . . .  ai ai ..., 
so liefert also das Gesetz der St8chiometrie noch folgende zur Glei- 
chung (1) hinzutretenden endlichen Glcichungen: 

I I Hierdurch bestimnien sich c,, . . . cl, c, . . . als ganze lineare Bunk- 
tionen von cl; damit geminnt dann (1) selbst die Form 

wo g(c,) eine ganze rationale Punktion von cl bedeutet. Die allgemeine 
L6sung des Problems der chemischen Kinetik ist also 

t =J;;;) + const. 

1 
und führt, indem man ----- in Partialbrüche zerlegt, auBer a d  rationale 

s(c1) 
Nunktionen allein auf die elementaren Transzendenten log und arctg. 

5 2. Die Reaktionskinetik bei Berüoksichtigung der Diffusion. 

Das oben in (1) und (2) ausgesprochene Gesetz der chemischen 
Kinetik gilt nirr unter einer gewahnlich stillschweigend angenommenen 
Voraussetzung, daB namlich alle reagierenden Konzentrationen von 
Anfang an riiumlich konstant sind. Im arideren Palle ei-folgt dagegen, 
worauf besonders W. N e r n s t  l) hinwies, eine ~ n d e r u n ~  der Konzentra- 
tionen der Stoffe auBer durch den chemischen Umsatz gleichzeitig auch 
durch die Diffusion, und daher ist das einfache ;Massenwirkungsgesetz 
sodann durch verwickeltere Gleichungen. zu ersetzen. 

I n  diesem Falle ist namlich noch der Picksche Ansatz für die 
Diffusion der einzelnen Stoffe, der hier sogleich für die z-Achse 
spezialisiert werde: 

der Differentialgleichung (1) für die Reaktionsgeschwindigkoit zu super- 
ponieren; D, bedeutet hierbei den Diffusionskoeffizienten des Stoffes A,. 

In allgemeiner Weise hat Verfasser 3 diese Diffusions -Reaktions- 
kinetik in einer früheren Arbeit behandelt. Rier soll nun ein weiterer 

1) Chemisches Gleichgewicht und Temperaturgef&lie. B o 1 te m a nnfeatschrift 
1904, S. 904-916. 

2) Reaktionskinetik und Diffusion, Zeitschr. f. physik. Chemie 66, S. 696-623; 
1909; vgl. auch da8 Autoreferat Zeitachr. f. Elektrochemie 16, S. 169-170; 1909. 

26 * 
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Von FERENCZ JÜTTNLH. 389 

Das Problem des stationiiren Zustandes ist also auf die Integration 
der einen gewohnlichen Differentialgleichung zwei ter Ordnung (8) reduziert. 

Sind die Grenzbedingungen derart speziell, daB 
b, = fi, = - . . = 0' = b' = . . . = 

1 2  O, 
so geh6rt (8) dem Typus 

d e  cl 
= .g (Cl) 

an, wo !/(cl) eine ganze rationale Funktion von cl ist. Die Losung der 
Gleichung ist dann auf die Ausaertung eines logarithmiechen, ellipti- 
schen oder allgemein hyperelliptischen Integrals erster Gattung zurück- 
führbar.') 

Sind die Grenzbedingungen jedoch ganz aligemein, so ist der Typna 
von (8) 

wo g (x, c,) eine ganze rationale Funktion der beiden Variabeln x und C, 

ist. 1st deren Grad gleiüh 1, so ist die Gleichung elementar integrier- 
bar und xww ganz einfach diirch Exponential- oder Hyperbelf~nktionen.~) 
Diesem Fall entspricht chemisch die uiiimolekulare Reaktion 

A e B. 
1st dagegen der Grad von g ( s ,  cl) grofler als 1, so ist die In- 

tegration woder durch die elementaren Transzendenten und Quadraturen, 
noch durch die klassischen hoheren Transzendenten zu erbringen, wie 
aus den michtigen neueren Untersuchungen von P. Pa in levés )  über die 
algebraisctieri Differentialgleichungen 2. Ordnung hervorgeht. Dieser Fall 
tritt bei den bimolekularen und allen h6hermolekularen Reaktionen ein. 

$ 3. Das Problem der bimolekularen Reaktionen. 
1st die Reaktion insbesondere bimolekular, also in der allgemeinsten 

Form: 

so lautet die zugehorige Differentialgleichung: 

sie hat dao, falls man statt c, hier y schreibt, die Porm: 

worin b, co, cl, do, dl ,  d,  Konstanten bedeuten. 

1) A. a. O. S. 602-604. 
2) A. a. O. S. 609-610. 

3) Acta Xathematica 26, S. 1-85 (hier hsbesondere S. 83), 1902. 
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Hier liegt der einfachste Fall vor, in derri eine Iritegratiou irn 
elementaren Sinne unmoglich ist; die Losung wurde früher in der 
Form gewohnlicher Potenzreihcn angegeben, die in der Umgebung von 
x = O konvergierten.') In  diesem Aufsatze sou  n i n  der Fall der 
bimolekularen Reaktionen in anderer Weise behandelt werden, indem 
für die Integration eine neue von P a i n l e v é 2 )  1900 eingeführte Trans- 
zendente verwendet wird. Zuerst sollen jetzt die mathematischen Vor- 
bereitungen hierfür getroeen werden. 

5 4. Eine neue Transzendente von Painlevé. 
Vor allem zum Zwecke der Integration von Differentialgleichungen 

versuchte P a i n l e v é  ~iystematisch neue eindeutige Funktionen aufzufinden, 
die von den klassischen hoheren Trariszenderiten wesentlich verschiederi 
wk-en. Da die algebraischen Differentialgleichungen 1. Ordnung nach 
einem Satze von F u c h s  und P o i n c a r é  keine neiien eindeut,igen Funk- 
tionen liefern konnen, so ging P a i n l e v é  zu den Differentialgleichungen 
2. und hoherer Ordnung über und untersuchte insbesondere zuerst alle 
Differentialgleichungen 2. Ordnung von der Form: 

Y" = (Y', Y, 4, 
wo R rational in y', algebraisch in y und analytisch in  x ist. IIier- 
bei fand er 5 kanonische Differentialgleichungen 2. Ordnung, deren 
Integrale wesentlich neue eindeutige Funktionen darstellen": 

y"= 6 y a + x ,  
= 2y3 + xy + a, 

Y'¶ y" = - + Fe(1 - y2) 
Y 

Die erste und einfachste derselben4) 

(11) y" = 6ya + x 
1) A. a. O .  8. 616. 
2) Bulletin de la Société mathématique de France 28; S. 201-261, 1900; 

ferner Acta Mathcmatice, a. a. O. Auch vergleiche men don kurzcn Überblick, 
den J. H o r n  in  seinen ,,GewChnlichen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung", 
Leipzig 1905, S. 374-391, g ibt ;  seine Bezeichnungsweisen werden im folgenden 
of ter^ verwandt. 

3) Acta Matliematica, a. a. O. 
4) Vgl. auch P. P a i n 1  ev6 ,  Le problème moderne de l'intégration des équations 

différentielles, Verh. d. 3. Internat. Math.-Kongresses in Heidelberg 1904, Leipzig 
1905, S. 86-99. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ist gerade für unser chemisches Problem von Bedeutung, da sich 
Gleichung (10) unter einer bestimmten Bedingung auf sie zurückführen 
liBt. Man kann namlich, worauf Pa in l evé  hinweist und was auch 
durch direktc Ausrechnung unmittelbar nachzuprüfen kt, die recht 
allgemeine Differentia!gleichung 

(12) y" = A(%) - y' + B(z)  y2 + C ( x )  - y + D ( 2 )  

auf die Form ( 1 1 )  bringen, falls zwischen den Funktionen A(x), B(x) ,  
C(x), D ( z )  eine gewisse Beiiehung besteht. 

Nan setze zu diesem Zwecke: 

(13) x = n ( x ) ,  y E P ( x ) .  Y + v ( x ) ~  
dann nimmt G1. (12) für 

die gewünschte Form an: 

wenn folgende Bedingung identisch erfüllt wird: 

(13b)  D + Cu + BuB + Au' - v" = A-p A" 

$ 5 .  Transformation der Differentialgleichungen der bimolekularen 
Reaktionen. 

Die Differentialgleichung, die wir behandeln wollen: 

(10) y" = by2 + (c, + c ,x )y  + 4 + d ,x  + d,x3, 

geht nun aus (12 )  hervor, wenn man setzt: 

(15)  A(z )  r O, B ( x )  = b, C ( x )  - c, + C , X ,  D ( x )  ;)- do + d , z  + d,xS. 

Die Koeffizienten der Transformation (13), die G1. ( 1 0 )  in  die Gestalt 
(14 )  bringt, erhalt man aus ( 1 3 a )  durch Berücksichtigung von (15)  
oder durchsichtiger durch direkte Ableitung. Es ergibt sich: 

wo m und 2 vorliufig noch unbestimmte Konstanten sind. 
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392 Die chemische Reaktionskinetik und eine nene Painlevésche Transxendente. 

Die Bediiigungsgleichung (13b) reduziert sich hier, da A = O und 
wegen ( 1 6 )  v" = O ist, auf: 

D +  C U  + BVZ = ynar2 .  
Einsetzen der Werte von u, p, A, A' ergibt: 

oder nach Qereinfachung: 

36bd0 + 36bd ,x  + 3 6 b d , x 8  - 9 4  - 18c0c,x - 9cSx2 
= b % a m . x  + 6b"m. 

Da diese Gleichung identisch erfüllt werden soll, so liefert die Ver- 
gleichung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x links und 
rechts die 3 Beziehungen: 

36bd2 - 9c?=O 

Nur die erste Gleichung, die rereinfacht lautet: 

( 17 )  c: - 4 b d 2  = 0 ,  

ist eine Bedingungsgleichung zwischen den Eoeffizienten der G1. (1.0). 
Die anderen beiden Gleichungen bestimmen die oben noch wiiikürlich 
gebliebenen Konstanten m und 1: 

Die Bedeutung der Bedingung ( 1 7 )  ist diese: 

,,Die Differentialgleichung 

IZBt sich dann und nur dann in eine solche vom Typus nach Painlevé:  

transformieren, wenn die Glieder 2. Grades, d. b. 

by" +Y f 4 x s ,  
ein v o l h  Qzcadrat bilden." 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ton FERENCZ J~:.CTKEIL 393 

Identisch erfüllt ware diese Bedingung für b = Pa, d2 = da, cl = 2 fi 8, 
also für eine Gleichung von der Form: 

Y" = (PY + as)'+ coy + do + d l x j  

sie hat nur 5 Koeffizienten, ebenso mie von den 6 Koeffizienten in (10) 
im Falle nach P a i n l e v é  nur 5 unabhiingig sind. 

Die Substitutionsformeln für (10) lauten nunmehr auf Grund von 

odcr nach x und y aufgelost: 

worin m und 1 die in (18) angegebenen Werte haben. 
Nunmehr werde die bedeutsanie Bedingungsgleichung (17) für 

3 ausgewahlte Gattungen bimolekularer Reaktionen genauer diskutiert. 
a) Zuerst koirirue wieder die allgemeinste bimolekulare Reaktion 

an die Beihe: A + B r 2 C + D .  

Ilire Differentialgleichung ist schon angegeben: 

Die Glieder 2. Grades der rechten Seite 

( L  - L')$ + (L ' b ;  + L'hl, - Lb, )xc ,  - L'b;bix2 

bilden ein volles Quadrat, wenn 

(L'hi $ L'b; - Lb$  + 4(L  - L ' )L fb ;b ;  = O 

oder mehr symmetrisch: 

(20) L ' 8 ( b ; - b ~ ) 2 - 2 L L ' ( b , b ; + b , b ~ - 2 b ; b ' , ) + L e b ~ = 0 ;  

hierin ist, wie sich aus (sa) ergibt: 

Durch (20) wird den Integrationskonstanten b, ,  b;, 6é und damit den 
Grenzbedingungen, durch die jene bestimmt werden, genau eine B e  
dingung anferlegt, damit die Reduktion auf die neue Qnktion miiglich 
ist. Da aber das vollstiindige Integral des unserer Reaktion ursprüng- 
lich entsprechenden Systems von 4 Differentialgleichungen 2. Ordnung 
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8 Integrationskonstanten enthalt, denen also ma Losungen zugehoren, 
so Sind unter dieaen immerhin noch m7 auf die Painlevésche 
Transzendente zurückführbare vorhanden. Für  die ool übrigen bliebe 
allerdings nur noch der bereits früher eingeschlagenc weg dcr Taylor- 
schen Reihenentwicklung (rgl. dam oben $ 3). 

Um das Angeführte an einem Beispiel genauer zu zeigen, seien 
jetzt folgende sehr einfachen Grenzbedingungen angenommeni) 

[cl = Cl, c, = C,, c; = Ci, c, = Ci; 
(21) für x-O sei d c; 

Mittels der Gl. (7) folgt dam:  

Unter Benutzung von (20a) und (22) geht jetzt (20) nach einer langeren 
elementaren Zwischenrechnung über in: 

Dies ist die Bedingungsgleichung für die Grenzbedingungs-Kon- 
stanten selbst. Von diesen treten in ihr nur die 4 Konzentrations- 
gradienten G,, G,, G;, G', auf, nicht die Konzentrationen Cl, C,, Ci, 
Ci; in den Koeffizienten aind die beiden Geschwindigkeitskoeffizienten 
7c und k' der Reaktion, sowie die Diffusionskoeffizienten U,, U,, Di, 
Da der 4 mitwirkeilden Molekülgattungen enthalten, und zwar simt- 
liche Gr6Ben in symmetrischer Art. 

b) Hierauf werde eine einfachere bimolekulare Reaktion betrachtet: 

Die zugehorige Differentialgleichung folgt aus (8): 

Die Glieder des 2. Grades 

- l;'ca + I/(b; + ba)xt.c - L'b:D:x2 

bilden ein Quadrat, falls 

(b; + b;)= - 4 b;bg = O 
oder: 

1) Vgl. a. a. O. S. 601 und 616. 
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Dies ist die der verwickelteren Gleichung (20) des vorigen Falles ent- 
sprechende Bedingung zwischen den lntegrationskonstanten; man hat hier 
statt oo6 nur m5 auf die neue Trariszeridente reduzierbare Gleichungeri. 

Nimint man darauf die Grenzbedingungen analog zu (21) an, so 
da5 b; und bi dieselben Werte mie in (22) erhalten, so folgt aus (25) 
die sehr anschauliçhe Beziehung: 

(26) G ; :  G',= Di: q. 
Es müssen sich also im P a i n  l e  véschen Fa11 die Uonzentrationsgefalle 
der Stoffe B und C für x = O umgekehrt wie ihre Diffusionskoefiizienten 
verhalten. 

c) SchlieBlich werde die überhaupt einfachste unter den bimole- 
kularen Reaktiorien betrachtot: 

A7?2B, 

nadich  der umkehrbare ubergang eines Stoffes in sein einfachstes 
Polymeres, d. i. sein Dimeres. 

Aus (8) erhiilt man die zugch6rige Gleichung: 

Die Glieder 2. Grades bilden hier offenbar imrner ein vollas Quadrat; die 
Redingung (17) ist also ide~tisch erfüllt und die Reduktion auf den 
Tgpus (14) in jedem Falle moglich. 

Ebenso wie man niin z. B. die Funktion sin am u mittels des 
ebeiien hin- und hergehenden Pendels oder am zc mittels des nach 
einer Richtung itn Kreise herumsçhwingenden Pendels anschaulich er- 
W r e n  kann, so l%Bt sich jetzt eine naturiüissenschaftliclze Deutuq der 
Painlevischen Tvalzssende~&n Y ( X )  geben. Die linear mit X, Y 
zusarrimenhiirigenden Variabeln x, c (vgl. (19)) finden niimlich ihre an- 
schauliche Deutung in der Konzentretionsverteilung des Stoffes A i n  
dem stationgren Zustande, den die umkehrbare chemische Reaktion 
A 2 2 B und gleichzeitige lineare Diffusion hervorrufen. 

$ 6. Berechnung der Painlevésohen Transzendenten y (x)  und o (x). 

Um nun die bimolekularen Heaktionen in den BaUen, in denen 
sie auf die Differentialgleichurig (14) fiihren, auch numerisch behandeln 
zu konnen, ist die Berechnung dm Painlevéschen Funktion Y ( X )  
erforderlich, was jetzt unternommen werden soll. Bei der selbstiindigeren 
Rolle dieses Paragraphen sei wieder die einfachere Bezeichnung y (x) 
für die Transzendente angewandt und die definierende Differential- 
gleichung also wie früher geschrieben : 

(11> y" = 6 ys + x. 
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Zuerst sollen zwei von P a  in levé  eingeführte Hilfsfunktionen f (x) 
und G(X) angegeben werden'), die für die folgende Berechnung grund- 
legend sind. Die Definitionsgleichungen der beiden E'unktionen lauten: 

d log u  (x) - 6' (x)  f(.) =- --. 
d x  - G ( x )  

c(x) ist also nur bis auf eine additive Konstarite bestimrnt, und eben- 
so l o g ~ ( x ) ,  daher 6(x) selbst nur bis auf cinen konstanten Faktor. 
Bus (28) und (29) folgt: 

(30) 
delogci ( x )  - 6" - OB" y (x) = - - - - - - . 

d r Z  - 6= 

Offenbar haben f und 6 für die Funktioii y(x) dicselbe Bedeutung wie 
die gleichbezeichneten Funktionen der TTTeier s t r  aB schen Theorie der 
elliptischen Funktionen für die Funktion 63 (u). 

Wiihrend nun y (x) eine eindeutige Puriktion ist, die im Endlichen 
unendlich viele Pole zweiter Ordniing besitzt, also sich meromorph 
verhalt, hat 6 (x) aa0er der Stelle x = CO überhaupt keine singuliire 
Stelle, ist also eine ganze transzendente Funktion von x. Daher IaBt  
sich G (z) in eine bestandig konvergente Potenzreihe entwickeln. Legen 
wir nun der Funktion y (x), da sie durch eine Differentialgleichung 
2. Ordnung definiert wird, folgende beiden willkürlichen Grenzbe- 
dingungen auf: 

(3 1) Y ("~0) = Y", Y' ( ~ 0 )  = Y;, 

so kann man G(X) auch in der Form darstellen2): 

(32) ~ ( 5 )  = 2' (Sn @, xo, 2/07 Y;), 
worin die Q, Polynome in bezug auf die eingeklammerten Gr6Ben und 
2 eine unendliche Summation bedeuten; diese Reihe konvergiert dann 
für jedes reelle oder komplexe endliche z, x,, y,, y;. Folgliüh IiBt sich 
auf Grund von (30) und (32) y(x) selbst in  die Form eines Quotz'mten 
sweier solc.her Jiïr jedes reelle oder komplme e~zdliche x, x,, y,, y: kowver- 
genten Reihen bringen 2, : 

(33) 
Z R n ( x , x o , y 0 ,  Y:) 

Y = ~ T , . ( ~ Z ~ , , , ~  yD) ' 

Auch exiatiert kein System von Werten x, xo, y,, y;, für welches y die 
O 

Form amimmt.') 

1) In der Bezeichnnq nach Horn  a. a. O.; Painlevé  schreibt q und 6 
statt b und a. 

2) P a i n l e v é ,  Rulletin a. a. O. S. 848 und 249. 
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Um nun die den allgerneinen Ansatzen (32) und (33) entspreclienden 
Entwicklurigen wirkliüh aufiustellen, sina zuerst die DiEereritialglei- 
chungen fiir S(x) und ~ ( z )  in explizite Gestalt zu bringen. Setzt man 
auf Grund von (28) 

r i = - tf,r y = - t , y = -  

in (11) ein, so folpt: 
S"'+ 6 f P a +  x = 0, 

woraus sich alsbald durch Integration ergibt: 

';'y 2 + 2g3 + ++ = const. 

Da f ( x )  aber, wie oben bemerkt, nur bis auf eine additive Konstante 
bedimmt ist, kann man die lntegrationskonstante gleich Null annehmen. 
Also ist f ( x )  diirch folgende Differentialgleichung 2. Ordilung und 
2. Grades definiert: 

(34) - 2 + 2 r s +  x:'-  :=o .  
Setzt man hierin gemaB (29) 

so erhiilt man folgende Differentialgleichung 3. Ordnung und 2. Grades 
für a($):  

(35) G ~ G " "  - 2Gi(366"- 2 6 " ) ~ " ' f  46Grf3-  3 ~ ' ' 6 " ~ f  2 X G ~ U "  

Darsuf setze man fur 6 ( x )  von dem beliebigen Punkte x = xo aau die 
bestandig konvergente Potenzreihe an: 

Da die definierende Differentialgleichung (35) dritter Ordnung ist, sind 
hierin 3 Koeffizienten willkürlich zu lassen, niimlich: 

Da ferner G ( X )  nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt ist, darf 
man setzen: 

( 3 7 )  6 (x0 )  = 6,, = 1, 

so daB niir noch 6; und und 6: a1s beliebige Integrationskonstanten 
übrig bleiben, als deren Funktionen 6"'(x0), 6rV(x0) . . darzustellen sind. 
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Der Ansatz lautet also n m :  

4' 6"' (xo) (38) 6 ( ~ ) = 1 + 6 0  ~ ( X - X , , ) ~ ~ ( X - X ~ ) ~ ~ - ( X - X ~ ) ~  6 

0' (z,) aV(x,) + >i ( x - d 4  + 120 ( X  - x J +  - - . - 

für ~ ( x )  selbst eine Darstellung mittels G ( X )  zu geben, bilde man aus (38): 

O"' (z,) dV @ O )  ~ ' ( x ) - ~ ; + G ; . ( x - x ~ ) $ - -  2 ( x - x , , ) ~ + - ~ - - ( x - ~ ~ ) ~  

24 

6 I V  ( ~ 0 )  =v (xo) a"(.) = G; + ~ " ' ( x ~ ) .  ( x  - xo) + - - - (x-xJ2+ - -( x - x J + . . .  
2 6 

G (1)' - 1 + 260 - ( X  - x,,) + (GO' $ 6;) . ( X  - x0)' 

d" (zJ + ( G ~ 6 ~ + 9 ) . ( X - ~ o ) " + - .  

~ ' ( 2 ) '  = 6:' $- 26; 6; - ( X  - x0) f (6;' f 6; - G " ' ( X ~ ) )  . ( X  - x,,)' 

60 . urv(x0) + (4 - 6'"(~,,) Ç ) - (2 - f . - - 

Hiermit erhalt man: 

(39) y ( x )  - { 6oB - 6; + (GO 6: - G"'(I~o)) . (x - xo) 

+ $ (6:' - Gm(X0)) . (X - x,)' 

f (2 6; 6"'(X0) - d, @IV (x& - GY (x,)) ( X  - x,,)' $ . - . . ) 
: (1 + 2 ~ ; .  ( X  - x,) + (Gh2f 4) . ( X  - x,)' 

+ t ( 3 6 6 0  f G"'(x,)) - ( X  - Xo)" + - . . .} .  

Um diese Entwicklung in die Gestait (33) zu bringen, hat man jetzt in 
die Koeffizienten statt 6;) 60, ~" ' (x , ) ,  BIV(X,)  . . . die Konstanten q,, y,, 
y; einzuführen. Unmittelbar moglich ist dies für das Absolutglied des 
Zahlers, indem man in (30) x - z,, einsetzt und (31) sowie (37) beachtet: 
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Bevor jedocli die Rechnung weitergefihrt wird, sei (39j der ~bers ich t -  
lichkeit wegen folgendermafien umgeschrieben: 

worin: 

Jutzt sollen 60 und oc durch x,, y0,  y; ausgedrückt worden. Glei- 
chung (34 )  gibt für  x - z,: 

a, - G; GO - G"' (x,) 

a ,  = (6y2 - 6" (2,)) 

a, = $ ( 2  6;; G"'(x,) - 60 61V(2,) - (iV(z0)) 

Xun ist nach (29) ,  ( 36 )  und ( 3 7 )  bzw. nach (28) und (31): 

(42) 
[@O> = 60 

CJ(xo) = - go, t"(xo) = -. y;.  

b, = 2 6; 

b, = 6;' 6; 

b3 = -3 ( 3  6,;60 $ 6"' ( x ~ ) ) .  

Also erhalt man: 

(43) 6' 0 - - & = - 2 1 / 0 - x , y 0 .  1 

Mittels (40)  fol& dam: 

Damit lassen sich zwei Konstanten von (41 b) sofort aiigeben: 

Hierauf ist a"'(x,,) zu berechnen. Aus dem Ausdruck fü r  Y' in 
(34a) und (42) folgt bei Beachtung von (37 )  die ,,gemischtei( Formel: 

Obwohl diese für das Folgende ausreicht, sei der VoUstindigkeit halber 
nuch die ,,reine(' Formel, die nur x,, a;, t&' enthalt, angegeben. Man 
drückt dazu % nach (43)  aus und ersetzt hierin wieder y, nach (40): 

Aus (47) und (47a) ergibt sich jetzt, indem das Wurzelzeichen al8 
doppeldeutig angesehen wjrd: 

- 

(48)  6 " ' ( ~ , ) = 3 6 ~ 6 ~ - 2 ~ ~ - ~ 2 6 ~ - 2 ~ ~ ( 6 ~ - 6 ~ 3 - 4 ( 6 ~ 6 ~ ~ ) ~ .  

Diesen Wert erhalt man auch direkt durch Auflosung der in 6"' qua- 
dratischen Differentialgleichung (35), nachdem man in ihr x = ~r, ge- 
setzt hat. 
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Um jetzt ti"'(xo) allein durch a,, y,, y; darzustellen, formt man (47) 
mittelfi (40) um: 

(49) t i " ' ( ~ ~ )  - 60 - 3 6; y0 -y;. 

Wegen (43) hat mari dann das gewiinschte Resultat: 

(50) ti"'(xO) = +y; - +?/a4(?/: + $ X U Y O ?  
1 2 2  + 3 ~ ; ~ ( 2 y :  + 2 x 0 ~ ;  + ,XoY, - $Y,? 

-y; - 8 y i -  122,1/0 - 6x:$+ ti&- X ~ Y ;  f 3xolj:. 

Jetzt sind die beiden weiteren Konstanten a, und b, in (41 b) beieühenbar. 
Man hat nach (40) und (49): 

al 606; - 6"'(x0) = d(d2 - Y,,) - (4' - 3 6 ; ~ ~  - 9;) 
oder : 

a, = 2 4 ~ 0  + y;, 
folglich wegen (43): 

(51) a, = yoyi2 + y; - 4yt - 2x0y0. 
Ferner hat man: 

3b, 36060 + t i ' " ( ~ ~ )  = 3 (6; B: - ~ " ' ( 5 ~ ) )  f ~ G " ' ( x ~ ) ,  
d. h. 

b, = a, + 3 6"' (xO);  

also erhalt m m  mittels (51) und (50): 

Nunmehr werde 61V(~oL,) ermittelt. Differentiation der zugrunde liegenden 
Differentialgleichung (35) ergibt die neue Gleichung, die jetzt jedoch 
bezüglich des hochsten lliflerentialquotienten linear ist: 

Hieraus folgt unter Beachtung von (36) und (37): 

Denkt man sich hierin 6"'(x0) nach (48) ersetzt, BO hiitte man den 
reinen Ausdruck von cF(x,), der also nur x, 4, a: enthiilt, aber mit 
einer Quadratwurzel behaftet ifit. 

Am einfachsten drückt man jetzt sofort a, selbst durch G ~ ~ ( X ~ )  aus: 

und führt hierin allrnahlich y,, y; ein. Nach (47) wird (54), wenn Z 
seinen ZZhler bedeutet: Z 

dIV (sc,) == - - 
-Y;' 
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a180 ist 

Hierin ersetzt man (s'"(z,) nach (47)  durch G;, 6; und y;: 

2a2 . y; = - 84 ,G3 + 246L36ia + 42/;6i2 - 2 4 G 5 4  

- l2y;d,%$ - 4x06060 + 86;' + 8 y k 4 4  + 4x06a3 

+ 4dO2 + 2ukyi2 + xoy;. 

Nunmehr ersetzt man 6; nach (40) durch & und y, und erhiilt, 
indem sich die hoheren Potenzen von G;, die anfangs bis zum 7. Grade 
aufsteigen, siimtlich bis auf diejcnigen 2. und 1. Grades fortheben: 

2 ~ , - y ; = 4 y , z / ~ ~ k ~ + 4 6 ~ +  2i,'d,+8yUdo+ 4 x 0 y o 6 ~ + 4 y ~ y ~ + ~ , & .  

Endlich wird nun fiir 60 nach (43) x,, y,, eingeführt; dadurch 
erhiilt man den gewünschten Koeffizienten: 

(55) ~ , = ~ z l , 9 o " ~ ; ~ - ~ y ~ ~ ( 2 y ~ + ~ , ~ , e ) - 2 1 / o ( 2 2 / 0 + x ~ y , )  
+ 8y i  + 8x,y0 + 2493, + 29: + +x,. 

Auch der Ausdruck von dm(xO) in x,, y,, y; ist nunmehr wegen 

d V ( x o )  = 6i2 - 2a ,  

nach (44)  und (55) ziemlich leicht zu ermitteln: 

( 6 )  ~ m ( ~ 0 ) = ~ y ~ B - ~ ~ G ( ~ ~ ~ ~ ~ 0 2 / 0 ) + ~ ~ ~ 4 ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ 0 ~ ~ f ~ ~ ~ y ~ - ~ ~ 0 )  

- 2yi3 - 2yk2(8y0 + 
f 4 y; ( 2  y; + x, y,) + 16 y:' + 02 xo yiO + 24 xi  y; - 24 y: 
+ ax; Y: - 2 4 ~ ~ ~ ;  + X; Y: - 6 4 ~ ;  - 3y; - xo. 

Um schlieBlich den letzten Koeffizienten a, in (41b) ,  dessen Be- 
rechnung noch beabsichtigt, zu finden, müBte man sich durch Diffe- 
rentiation von (53) gV verschaiTen und dann ahrilich wie soeben vor- 
gehen. Da diese Rechnung aber xiemlich umstandlich wiire, soll auf 
sie verzichtet und weiter unten ein einfacherer Weg eingeschlagen 
werden. 

Vorher werde rioch direkt geeeigt, daB die Funktion (41a) mit 
den soeben berechneten Koeffizienten a,, a,, h, ,  6 ,  den Grenzbcdingungen 
(31) und der Differentialgleichung ( I I )  genügt. 

Zur Abkürzung schreibe man: 

(57) Z - xo = 6 ,  

Zoitschrift f. Msthematik nnù Physik. 58. Band. 1910. Heft 4. 2 6 
d 
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Hieraus folgt für x = x,, also 6 = 0, sofort: 

Y ("0) = Y0 
im Einvernehmcn mit (31). 
Differentiation von (58) nach x gibt, wenn man nach Potenzen von 

Daraus ergibt sich für x = xo : 

Y'(%) ' a1 - bl Y0 - 
Setxt man hierin die Werte von a, und b, nach (51) und (45) ein, so 
erhilt  man: 

Y'bo) = Y;, 

wie nach (31) notwendig. Die Grenzbedingungen sind also beide erfüilt, 
und zugleich ergibt sich die Identitat: 

Nun differenziere man auch (59) nach x: 

Banutzt man (60) und die Werte von a,, b, und 6, nach (55), (46) und 
(45), so ist: y" (xJ = 6 y: + xo . 
Dieses Resultat e r h d t  man auch aus der Differentialgleichung (Il) selbst 
für x = x,, so daB diese Probe ebenfalls stimmt. Zugleich kann man 
dis Identitat anmerken: 

(62) 2 ( a , - b , y o ) - 2 b , y ~ = 6 y ~ $ x 0 .  . 

Jetzt setze man zur Abkürzung wieder entsprechend (58): 

dann fol@ analog zu der oben abgeleiteten Formel y'(x0) = a, - bly0 
hier sofort: 

y "'(xo) = A, - A, BI, 

oder nach Einsetzen der Werte: 

Nun folgt aus (11) durch Differenzieren und Einsetzen von cç=~,: 

y1"(x0) = 12y,y; + 1. 
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Benutzt man diese Beziehung sowie (60)  und (62), so erhiilt man: 

(63) 2 (a2 6,  - al b,) + 6 (a, - 6, Y,) - 2yo(bS 3- 2 b,) 
- 4 4 .  (69:  + 2,) = 1 2 y y i  + 1. 

Da hierin a, noch unbekannt ist, kann diese Gleichung nicht als 
Identitit gelten; wohl aber kann man mittels derselben umgekehrt a, 
durch die vie1 einfacheren sRmtlich bekannten Koeffizienten a l ,  a,, b,, 
b,, 6, ausdrücken und so berechnen. In  ahnlieher Weise wiire dies 
auch schon für a, und a, mittels (60) bzw. (62) moglich geweaen. Xan 
erhalt aiif d ie~em schon oben augekündigten Wege: 

(63a) 6 a 3 = 6 ~ ~ 6 ~ + 2 2 / o b : +  4y~b ,$ i24y0+4x , )~b ,+2a1b ,  
- 2a,b, + 12y0yo + 1 

oder mittels (51), (53), @5), (46), (52): 
(64) a , = $ y , y ~ 6 +  ~ y ~ 5 - 2 y ~ y ~ 4 - x , y ~ y ~ 4 - 2 y ~ B - ( 2 y ~ + ~ 0 y 0 )  

+ yi2(8y7 + 8xOy0 + 2zEyU + 2y0+  $xJ 
32 10 - + 2yi (4y0  + 4 x 0 ~ 0  f + +yo) - T Y ,  16x0y(, - 8 x 0 ~ 0  

- ByO - "3 5 054 - 6 x n ~ o  - X ~ Y O  + i. 
Dieses Verfahren konnte man allgemein fortsetzen, indem man 

immer durch direkte Berechnung (mittels aufeinander folgender Diffe- 
rentiationen der Differentialgleichung für G (XI) nur die einfacheren 
Koeffizienten b, des Nenners und aus ihnen d a m  (mittels aufeinander 
folgender Differentiationen der DiEerentialgleichung und des Reihen- 
quotienten für y(%)) mit Zuhilfenahnie von a n - l ,  a ,-,, . . . a, die 
verwickelteren Koeffizienten a, des Zahlers findet. 

Unser Ergebnis, die für jedes x, x,, y,, y; gültige Eeihenentwick- 
lmg für die P a i n l e v é  fiche merornorphe Transzendente y ( x ) ,  sei hier 
noüh einmel zu~ammengefa5 t: 
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Zugleich ergab sich für  die ebenfalls neue, ganze transzeiidente 
Punktion ~ ( x )  folgende bestandig konvergente Reihe: 

worin : 

5 7. Spezielle Behandlung der Reaktion A +- 2B. 

Mittels der in den vorhergehenden Paragraphen vorbereiteten ana- 
lytischen Hilfsmittel soll nun an dem Beispiel der einfaühsten bimo- 
lekularen Reaktion 

À a 213, 

die, wie nachgewiesen, immer auf die Painlevésche Funktion führt, 
die mathematische Bearbeitung vollstandig durchgeführt werden. 

Die Konzentrationen seien 

für A:  c ,  für  B: c'.  

GemaB (6) sind d a m  die Differentialgleichungen des stationben 
Zustandes : 

(65)  
d xa 1. 

Ah Grenzbedingungen seien die in unserem Zusammenhange mathe- 
matisch einfachsten gewiihlt (ahnlich wie oben (21)): 

c  = C, c' = C' 
(66) für x = 0 sei d c'  

- = GI; 
dx 

dooh wiiren auch andere Annahmen der Rechnung zugiinglich, z. B. statt 
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der zweiten Zeile, von (66) folgende: für x = I sei c = y, c' = y';  vgl. 
die frühere Arbeit des Verfassers')). 

Ein Integral von (65) erhalt man sofoi-t: 

(67 
D ' I ' c + - c ' = a  + b x. 
2 D 

Hierin sind a' und 6' Integrationskonstanten, die sich mittels der 
Grenzbedingungen bestimmen; in unserem Balle hat man wegen (66): 

D'G' D'Cl T i ' =  G + .  a f = C +  207 
2 0  

Bus (65) und (67) folgt nun für c allein die Differentialgleichung: 

worin 

(69 a) 

Nach Ausführung der Multiplikation lautet (69): 

Sie geht in  folgende der Gleichung (10) analoge Form über, i d e m  
hier nur statt des friiheren y der Buchstabe c beibehalten werde: 

wenn man setzt: 
b = - L '  d - - xa'2 

0 -  

(70 a) c, = L $ 2L'af7 dl = - 2L'aTb' ,  

C, = 2L'b',  d, = - L ' b r 2 .  

Um nunmehr die Gleichung (70) mit den Variabeln x, c auf die 
Form (14) mit den Variabeln X ,  Y zu bringen, benutzt men die Sub- 
stitutionsformeln: 

Die Werte von m und 1 sind bestimmt durch: 

1) Zeitschr. f. phya. Chernie, a. a. O., S. 612-615. 
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Unter Benutzung von (70a) erhilt  nian nun: 

worin E = + 1 oder - 1 ist, und hiermit die gewünschten Substitutions- 
gleichungen: 

Pür  die durch diese Transformation entstehende neue Differential- 
gleichiing : 

(14) dg$ = 6 Y' + x 

erhiilt man aus (72) und (66) folgende (31) entsprechendeo Koiistanten 
der Anfangsbedingungen: 

oder in mehr entwickelter Form: 

Soilen in den Formeln statt a', h', i5 und L' die eigentlichen natur- 
wissenschaftlichen Gr6Ben explizit auftreten, so erhalt man mittels (68) 
und (69a): 
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daher weiter: 

und endlich: 

x, : - - k 2 D ' P - t  8kkSD(2CD+ C'D') 
~- 

8 D  v 3 - k 4 k ' 4 1 ) D T 9 ( 2 '  ~7~' ' 

k ' D D ' G f  Y; = 7T-F- - . 
i g ~ k ' k ' ~ D ~ D ' * .  (2GD + G'D')" 

Aus (73a) erkennt man, daB Yi = O ist, wenn G'= O ist. 1st 
auBer G' auch G gleich Nuli, so artet unsere Losung aus, indeln dann 
X,  und Y, unendlich werden. I n  der Tat iet d a m  auf Grund von 
(68) auch b' - 0 und daher die Differentialgleichiing (69) unmittelbar 
durch elliptische Funktionen losbar.') 

Mittels der angegebenen Anfangswerte X,,, Y,, Yi bildet man nun 
die am Schlusse des vorigen Paragraphen angeschriebene lteihenent- 
wicklung für die Funktion Y ( X ;  X,, Y,, Yi), die die Losung der 
Differentialgleichung (14) darstellt. 

Um jetzt für einen beliebigen Wert  der Koordinate x dit? Kon- 
zentration c des Stoffes A zu berechnen, bestimmt man mittels der 
erstcn Formel von (72) oder (728) das zugehorige X, dann mittels der 
Reihenentwicklung den Wert von Y und hieraus mit Rilfe der zweiten 
Formel von (72) bzw. (72a) die gesuchte GroBe c. Die Konzentration c f  
von B findet man sodann mittels der aus (67) herrorgehenden Beziehung: 

, 2 D  
c = (a' + b'x - c). D 

Damit ist die Konzentrationsverteilung im stationgren Zustand der 
mit linearer Diffusion verbundenen Reaktion A t- 2B vollstiindig 
ermittelt. 

5 8. Ein Zahlenbeispiel. 

Zum Schlusse sei für die im vorigen Paragraphen behandelte 
Eeaktion A & 2B unter den dort gewahlten Grenzbedirigungen (66) 

1) Vgl. oben 1 2 am Ende sowie Zeitsch. f. phys. Chemie, a. a. O., S. 602-604. 
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ein Zahlenbeispiel gegcben. Es m6ge sein (in willkürlichen Ein- 
heiten): 

k = 2, k'  = 5, D = 0,05, D' = 0,01, 

C = 1, C' = 0)1, G = - 0,5, G'= o. 

Dam ist nach (68) und (69a): 

a' = 1,01, b' = - 0,5, L = 40, L' = 10000. 

Nach (71) ergibt sich nun: 
2 0,22 

m = - 0 , 0 2 - m = - 0 , 0 3 8 6 6 3 4 ,  1 = - - -  - - 16,231 5, 
j/T 

hierbei ist e - - 1 angenommen worden. 
Also lauten die Substitutionsgleichungen (19a) oder (72) hier: 

X = 8,0275 . x - 16,2315, 
(SI c = - 0,0386634. Y - O,5 x + 1,012. 

Die Konstanten der Anfang~bedingun~en der trarisformierten Glei- 
chung sind nach (73): 

0012 0 6  X O - - 1 = - 16,2315 Y - 2 -  = F 1 = 0,310371, Yi = O. 
7 0 - P m  112 7 

Die Gleichung (74) wird: 

(Y) c' = 10,l - 5x - 10c. 

Zur Berechnurig der Koeffizienten des Quotienten Y ( X ;  X,, Y,, Yi), 
die nunmehr erfolgen soll, benutzt man einfachcr nieht die expliziten 
Endformeln, sondern geeignete Zwischenformeln airs dem Gange der 
Rechnung in 5 6; das Verschwinden von Yi ist immer sogleich berück- 
sichtigt worden. 

Aus (43) und (44) erhalt man: 

00 = - 2 Yi - Xo Y, = 4,9780, 

G: = 6ia - Y. = 24,4696. 

Folglich hat man nach (41b): 

b, = 2 6; = 9,9560, 

b2 = 6i2 f 6, = 49,2496; 
ferner nach (60): 

a, = b, Y, = 3,09000. 

Nunmehr findet man nach (49); 

~"'(x,) = 6;' - 36; Y, = 11 8,718; 
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hiermit sodann nach einer auf (51) folgenden Formel: 

6, = a, + $ . 6"'(X0) = 161,383. 

Sodann ergibt siüh nach (62) und (63%): 

a, = IrO6, f 3 Y: + +X,, = 7,4591, 

a s =  Yob, +(4Y i  + $ X o ) -  b,+ +(a,b,-a,b,) + $ =  - 27,667. 

Die Entwicklung für P lautet also: 

O 310371 + 3.09000 & + 7,4591 .5' - 27,667 t' + . . . (U) qx) = L- 
1 + 9,9560. 5 f 49,2496. t e  + 161 ,38SEs+ .  . . ' 

worin 5 - X - X ,  ist, also wegen (S) in Zahlen: 

(8')  6 = X + 16,2315 = 8,0275. x. 

Intlem man jetzt für beliebige x mittels (8') das zugehorige g, 
dann mittels (7;3 hierzu Y, hierauf mittels der zweiten Gleichung von 
(8) den Wert c und endlich durch (T) die letzte G r S e  c f  bestimmt, 
erhiilt man z. B. folgende kleine Tabelle: 

-- 

Y '  c I c' 
- - -- - - - - - -- - -- - 

Für groBere Werte von x ist die Konvergenz der Entwicklung 
(U) so schwach, daB man weitere Koeffizienten a,, a5 . . ., b,, b6 . . . be- 
rechnen müBte, um c und c' mit ausreichender Genauigkeit zu finden. 

Hiermit m6ge die Behandlung der chcmischen Kinetik mittels der 
Pa in  levéschen Transzendenten abgeschlossen werden. 
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l a  résistance d'une pile en circuit fermé 
par l a  méthode de Mance. E.E. 51. 146. 

3935. H. Pécheux. De l'emploi des 
wattmètres à la meiliire de la puissance 
consommée par une distribution de lam- 
pes électriques. E.E. 51. 289. 
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3936. F. Pc7iican. Wcndcpolmaschinen 
mi t  und ohne korperliche Pole. E.T.M. 
25. 153. 

3937. F. Pelikan. Wendepolhreite, 
Zahnteilung und Bürstenbreite. E. T.  M. 
25. 253. 

3938. H. Pellat. Direct determination 
of the  absolute value of the  electric 
charge on a monovalent ion. T.E. 60. 
527. 

3939. H. Pender. The resistivity tem- 
perature coefficient of metals. E.W. 49. 
756. 

3940. J. Perret. htnde générale de 
l a  machine à courants alternatifs. E.E. 
48.  281. 

3941. J. Terret. Commutation parfaite 
dans les machines à courants alternatifs 
à collecteur. E.E. 46. 441. 

3942. W. Peukert. Berechnung der  Gr6Be 
eicer Akkumulatorenbatterie für eine 
gegebene Ampèrestundenleistung bei 
veranderlicher Strombelastung. E.E.  28. 
70;; 826 - P. T. Lommel. 826. 

3943. W. Peukert. Measurementof high 
alternate current frequencies. T. E.  67. 
1018. 

3941. K. Piehelmayer. fiber die Cm- 
wandlung der Energie in Dynamoma- 
schinen. E.T.M. 24 179. 

3948. C. PicheEmayer. Das Heyland- 
diagramm. E.T.M. 25. 1022. 

3946. G .  W. Pickard. The potential 
of lightning. E.W. 48. 491. 

3647. 8. Poincaré. Les quelques théo- 
remes généraux relatifs à l'électrotech- 
nique E.E. 60. 293. - M. Latour. 51 .  5 .  

3948. H. Poincaré. dtude du récepteur 
tbléphonique. E.E. 50. 221;  267, 329; 
365;  401. 

3949 R. Pohl. The development of 
turbo-generators T. E. 60. 243. 

3980. R. Pohl. Simple two methods for 
the  direct determination of leakage 
factors. T .E .  59.  2'5. 

3961. B. Pohl. Iiber den EinfluB der 
Verwendung legierter Bleche auf den 
Transformatorenbau. E.E. 28. 603. 

3909. J. Polak. Der Quecksilberlichb 
bogen und seine technische Verwendung. 
E.E. 28. 599;  651;  733. 

3903. A. Press. Calculetion of dynamo 
sparking constants. E.W. 47. 525. 

3954. A. Press. Distribution des per- 
tes dans l e  fer e t  product,ion de chaleur 
dans les toles d'induits. E .E.  49. 401. 

3965. A. Press. The eatirnation of t he  
temperature rise of armatures. E. W. 47. 
1338. 

3956. J. Puluy. Kupferverluste und 
Ausnutzuugsfihigkeit der  Drehstromge- 

ncratoreu. E. T. M. 24. 680;  986. - ,1. 
Tuma. 753;  987. 

3987. F. Punga. Ein neuer Einphasen- 
Kommutatormotor E.Z. 27. 267. 

3958. F. Punga. Der plotzliche Kurz- 
schliiB von Drehstromdynamos. E. E. 27. 
827. 

3959. F. Punga. The sudden shortcir- 
cuiting of alternators, T.E. 57. 765. 

391i0. F. Punga u. TV Hess. Eine Er- 
scheinung an Wechsel- iind Drehstrom- 
generatoren. E.T.M. 25. 615. 

3961. F. Punga u. W. Hess. A phae- 
nomenon of revolving-field generators. 
E .  W. 50. 962.  

3962. G. Rascil. ffber Fernspannungs- 
Meseung ohne Prüfdrkhte. E. E. 27. 805. 

3963. Rayleigh. On the  experimental 
determiuatiou of the ratio of'the electrical 
units. T.E. 67. 827;  859. 

3964. L). W. Rennie. On the repie- 
sentation of alternating current pheno- 
mena. S.E. 60. 957. 

3966. G. .T. Reynolds. Three to six 
transformations and connections to  ro- 
ta ry  converters. 'E. m'. 47. 1034. 

3966. J. Heichn~an e t  J. Perret. Sur 
un procédü de compoundage des alter- 
nateurs. E.E. 52. 325. 

39(i7. J. Reichman and J. Perret. A 
method of compounding alternaturs. 
T.E. 60. 89.  

3968. B. Kichter. Die Brechung der 
Belastungswiderstande für groBe Wech- 
selstromgeneratoren ... E.T.M. 25. 889. 

3969. B.  Richter. Cber Wechselstrorn- 
kommutatormotoren. E .E.  28. 21. - 
3'. h7ichberg. 305. 

3970. R. Richter. nbe r  den Anlauf von 
Wechselstromkommutatormotoren für 
lhphaaenst rorn .  E. E. 27. 133.  

3971 K. Kichter. Wechselstromseiteu- 
schluBmotoren der Siemens- Schuckert- 
werke. E. E.  27. 537:  568; 847. - M. 
Latour. 780. 846.  - F. Enade. 917. 

3972. R. Richter. Siemens-Schuckert 
alternating current series motors. T.E. 
58. 207;  247;  369; 408. 

3973. A. Righa? Sur quelques expéri- 
mences déjà connues, considérées au 
point d e  l a  vue de la théorie des élec- 
trons. E.E. 48. 5 .  

3974. J. A. Robertson. Economy of 
reversible booeters. T.E. 59.  26. 

%!)II>. G. Rosset. La repertition du 
courant dana les électrodea. E. E. 51. 
228; 298; 334; 367; 410;  437. 

3976. G. liosset. Longueur d'onde et 
vitesse de propagation des phénomènes 
électriquea. E.E. 48. 361; 390. 
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3977. G .  Rosset. Expression de  l a  p6- ' 3995. B. Schultze. Ein Verfahren znr 
riode de vibration conioue e t  électrioiie 
e t  ses cons6quences. E ~ E .  48.  84;  167;  
201. 

3978. E. Roth. Sur un nouveau mode 
de  compoiindage des alternatelm. E.E. 
48. 241. 

3979. R. Riidenberg. Der EinfluB der 
Ziihne u. Nuten auf die Wirkungsweise 
der Dynamoanker. E.T.M. 25. 599 ; 618. 

3980. R. Rudenfeld. Wirbelstromver- 
luste in Wechselstrommaschinen mit  
elliptisehem Drehfcldc. E.T.M. 25. 533. 

3981. A. Russell. The dielectric strength 
of isolating materials and the grading 
of cables. T.E. 60. 160;  203. 

398'2. H. Sack. Das Drehstrom-Watt- 
meter der Firma Siemens-Helske, A. G. 
n. eine Neukonstruktion ihres Prazisions- 
Wattmeters. E.Z. 28. 268. 

3983. J. Sahulkn.  BRU^^ deu Isolu- 
tionswiderstandes und der Knpazitat der 
eiuzelnen Leiter von Wechselstroman- 
lagen wahrend des Betriebes. E. Z. 28.  
457; 484. 

3984. J. Siuhulku. Measurement of in- 
sulation resistance and cauacitv of in- 

Schlupfungsmessung an Asynchronmoto- 
ren. E .E.  28 557.  

3996. H. Schultze. Ein neues Qua- 
draulenelektrameter für dvnamische 
Messungen. Z.I. 27. 65. 

3997. E. Schulz. Wende~olmaschine.  
E.Z. 28. 1149. 

8998. E. Seligniann-Le~i Bases d'une 
thdoric mécaniaue de  l'électricité. 
a.u.x P. (10) 9.-517.  

3999. A.Senge1. Spannungskoeffizienten 
von Kin- und Mchrphasenmaschinen. E. Z. 
28. 1188. 

4000. E. R. Shepard. Measurement of 
power i n  thrce phase systems. E. W. 47. 
50.3. 

4001. A. R. Short. The use of-Gotts 
manganin a m .  T.E. 58. 816. 

4002. E. Siedek. Die Vorgiinge an  
Kohlebürsten. E. X. 27. 1057. 

4003. de A.  Silva. Sur la methode de 
Pirani. E.E. 50. 113.  

4004. B. T. S i m n .  Zur Theorie des 
selbsttonenden Lichtbogens. E. Z. 28 .296;  
314;  804. - A. Blondel. 803. 

4006. Zi. 1'. Simon. Theory of t h e  
si ne in^ arc. T .E.  54. 580. 

der l loc .h~panni in ,oq le ih~ng~n ahf die Anwendnng direkter Zeitlie~tirnniiing ni 
Uctriebs-E'eriisprc:clileitu~i~en. E. Z. i)b. Zwecken der 3chwachrttromtechnik. K .  Z .  

dividual couductors of a n  alierriatiug 1 &O& C. F. Smith The experimental 
cuwent net work during working. T. E. , determination of losses in motors. T ,E.  
59. 999. 

3985. J. Snhulka. Messung der Fe- 
verluste imMTechselstrombetriebe. E.T.M. 
26. 808. 

3586. J.Sahulku. hleasurement of iron 
losses. ï' E. 60. 330 

3987. J. Sahulka. Zur Frage des blan- 
ken oder isolierten Mittelleiters. E.Z. 
27. 189; 259. - F. Evens. R. SkzctscW. 
269: 

3988. J. Sahulka. Hochfrequenz-Licht- 
hogen im Schwingiingskreise eines Dud- 
deu-Poulsenschen Lichtbogens. E. Z. 28. 
1063. 

3989. S. Salto. Die Messung der ti'ber- 
gangjwidcrstande von Netall  - Kohle- 
Bürsten. E.Z. 27. 892.  

3990. G.  H. Sc:chaefié~. Tests of electry- 
cally driven plainers. E.W. 48.  372. 

3991. F. Schmitt. Ûber die Elektronen- 
theorie. Z R.F.  G 9. 168. 

3992. K. fihlzetzbr. Regelung von 
Bepulsiousmotoreu durch Biirstenver- 
schiebung. E.Z. 28. 1097;  1128. 

3993. K. Scimetzler. Control of re- 
pulsion motors by  bmsh displacement 
T.E.  60. 438. 

3!)94. E'. Schrottlie. Über den EinfluB 

59. 805;  832. 
4007. E'. E, Smith. On the cornparison 

of resistances. E.T, 60. 469. 
4008. F. E. Smith. On methods of higb 

precisionforthecomparisonofresistancea, 
T.E. 67. 946;  1009. 

4009. E. srnifi. on the normal 
weston cadmium ceu. T.E. 60,  403. 

4010. C,  N,  A. solberg, ~~~~~h~~~~ 
elektrischer Maschinen. E. Z. 27. 63.  

4011. G.  salonzon. ~i~ G~~~~~~ der 
verwendung von ~ ~ ~ i l ~ i t ~ ~  - yotorwatt- 
stundenzshlern. E.Z. 28, 200, 

4012. li: W. Springer. Electric ignition 
in interual combustion engines, E.W, 

995i I l I l i  1242. 
4013. F. W. S ~ k g e r .  The design and 

operation of spark G O ~ R  E.W. 50. 1163. 
4014. hT. Stahi. Distribution and 

breadth coefficients of altemators. E.W. 
50.  921. 

4016. Stark, Retschinskz n. Schaposch 
n ikm.  Recherches sur l'arc électrique 
E. E. 46. 5 .  

4016. H. C. Steidle. Electric metasure- 
ment of time intervals and its  appli- 
cations. T.E. 57. 971. 

401 7. B. C. SteidEe. Die ~ r a k t i e c h e  
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1202. 
4031. Stirnimann. TJntersiichung iiher 

den Spannungsverlust im Kabel. E. Z. 
28. 581; 607. 

4022. E. C. Stone. Circle diagram of 
compensated fieries single-phase motor. 
E.W. 47. 610. 

4023. K. 8treckcr. Einheitliche Pormel- 
zeichen. E.Z.  27. 396; 457. - 3'. Ewide 
509. 

4024. E. Suchy. Die Grenzen der 
Verwendung von Drehstrom und Gleich- 
strom bei Stadtzentralen. E.  T. M. 24. 
819. 

4025. J. K. Suinec. Berechnung der 
Selbstinduktion gerader Leiter und 
rechteckiger Spulen. E.Z. 27. 1175. -- 
W. Wittek. 28. 209. 

402(i. J. Szciuec. Ankerrückwirkung 
in Einphasengeneratoren. E.  S. M. 24. 989. 

4027. J. K. Surnec. Ankerrückwirkung 
in Drehtitromgeneratoren. E. T. M. 24.67; 
88. 

4028. J. K. Suu,nec. Die Umdrehungs- 
zahl des Winter-Eichbergmotors bei voll- 
komiriener i'hasenkomperisierung. E. Z. 
27. 667; 1213. - G. Branna. 667; 1213. 

4029. Sumpner and  Record. New alter- 
nate cnrrent instruments. S.E. 60. 561. 

4030. J. Te'eicl~mdle~. Belastung von 
Leitungen für Hausinstallationen. E. Z. 
28. 475. 

4031. .T. Teichmzïller u. P. Humann. 
Die Materialkonstanten zur Berechnung 
der Kabel auf Erwarmung. E. Z. 27.579. 

4032. D. M. ï'herrell. Transformer ef- 
ficiency of telephonic iuductioa coils as 
related t o  long distance transmission. 
E. W. 47. 1344. 

4033. A. l'homalen. Schlüpfiing, Dreh- 
moment und Statorverluate des Ein- 
phasenmotors. E.Z. 28. 190. 

4034. A. ï'homalen. Die Theorie der 
einphmigen Kommut~tormotoren mi t  
Berücksichtigung der Streuung. E.T.M. 
24. 717. 834. - H. Osnos. 834. - J. K. 
Sumee. 988. 

4035. J. J. Thmson. Electnc con- 
duction in metals. Eg. 83. 265. 

4036. J. l'homson. The modern theory 
of electrical conductivity of metals. T. E. 
58. 839. 

4037. C. Tirsot, K. 6. l? Schmidt. Über 
die Prüfung des Gesetaes des Quadrates 
der Entfernung i n  der Fortpflanzung 

4018. C. P. Steinmetz. Lightning phe- 1 elektromagnetischer Wellen mittels des 

ment i n  wirelesv tclegraphy. T.E. 58. 21. 
4041. A. ï o h l c r .  Ncuo dpparatc zur 

K a b e l p r ü h n ~ .  Z .  S. S. 1907. 83 ; 103. 
4042. M. ToepZer. Cher Funkm- 

spannungen. E.Z. 28. 998; 1025. 
4043. H. Tophan& and 15. G. TisdaU. 

Some tests of a petrol ennine. Eg 82.856. 
4044. W .  *Y. Tucker. The influence of 

pressure upou convection current. S.E. 
69. 1H9. 

4045, C. R. TJnderllirl. Characterietics 
of the solenoid. E. W. 50. 1007. 

4046. R. de Vu1breu.w. Sur les dé- 
tecteurs d'ondes électrolytiqiies. E. E:. 
49. 201. 

4047. T. W. Vadey. Graphical dia- 
gram for determiniiig the  ~eactance  in 
alternating current circuits. E. W. 49. 
301. 

4048. J. Vinson. Sous - station de 
transformation d'énergie électrique. G.C. 
48. 321. 

4049. J. Wugner. NebenschluBwider- 
sta,nde fiir Notoren mi t  Tourenregulie- 
rung. E . E .  28. 559. 

4050. K. TV. Wagner. Zu den Vor- 
schlagen zur Definition der Induktivi- 
tiiten gestreckter Leiter. E.Z. 28. 673. 

4081. W. Wagner. Unstabile Betriebs- 
zustiinde bei Gleichstrommaschinen. E. 2. 
28. 286. 

4052. T. F. Wall. The iron losses in 
asynchronous macliinee. S .E .  58. 752; 
797. 

4053. T. F. Wall. The separatiori of 
the  iron loeses in asynchronous maclii- 
nes. T.E. 59. 374. 

4054. T. 3'. Wall and S. P. Snzith. Ex- 
perimental determination of the losses 
in pole shoes and in  armature-teeth. 
T .  E. 60. 664. 

4055. K Wallin. Experiments ou 
water resistances. S .E .  57. 825. 

4056. T. D. Waring. Measurement of 
wire and cable inaulation. E. W. 49. 795. 

4037. W. H. Warren. llailroad motor 
with commutating poles. E. W. 49. 308. 

4058. E. A. Watson. The permoability 
of alloyed irons a t  high flux densities. 
T. E. 60. 4. 

4059. E .  A. Watson. A simple method 
of measuring sparking voltages. S. E. 
67. 63. 

nomena in electric circuits. T.E. 69. 780. 
4019. A. Still. Single-phase currents 

from %phase supply. 'T.E. 58. 121. 
4020. A. Still. The single-phase in- 

duction motor. E.W. 48. 1108; 1154; 

Bolometers. E.Z. 28. 889. 
4038. C. Tissot. Xote on the uoe of 

the  bolometer as a detcctor of elcct'ric 
wavea. E. 101. 231. 

4039. Tissot. The electrolytic de- 
tector S .E.  60. 25. 

4040. C. Tl's.wt. Methods of measure- 
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4060. E. Wattelet. Sur un indicateur / stromvcrlueten bchaftet sind. E. Z. 27. 
de svncliro~iisrue e t  u n  iridicateur de i 1171. - (f. Benischke. 1173. 
fa&& de puissance. E.E. 47. 401; 441; 
481. 

4061. E. Wattelet. Réglage de  la 
terisiori à l'extreruité d'une ligne gé116- 
ratricc triphaséo. E.E. 53. 109. 

4062. E;. L. Weber. Investigation of 
high frequency, high potential. Oscilla- 
ting discharges by rueans of the  Brown 
tube. E.W. 49. 507. 

4063. W. P. Whi te .  Thermokraftfreie 
Kompensationsapparste mit klcinom 
Widerstand und konstanter Galvano- 
rnetercmpfindlichkeit. Z.I. 27. 210. 

4064. W. P. White. On increasing the 
constancy of batteries giving cur&s. 
T.K. 58. 606. 

4065. M. Wien.  Über die Abstimmune 
funkentelegra~~hischer Sender. E .  Z. 2 f  
837;  1197. - A. Slaby. 973; 1198. 

40(iü. R. Waka?zde~. Die Abstufung 
4er Transformatoren mi t  veranderlichem 
Ubersetzungsverh%ltnis. E. B. B. 4. 529. 

4067. C. T. Wilkinson. Efficiency of 
lighting balancera. R. W. 47. 115; 998. 
- B .  KJacobsen.  616. 

4068. H. A. Wilson.  The thcory of 
moving coi1 and other kinds of ballistic 
galvauometers. T. E. 57. 860. 

4069. G. H. Wind. Les electrons et la 
matikre. E.E. 46. 901. 

4070. A. 1 31. Erinetraub. Prodeter- 
mination of the  length of armature 
conductors. E. W. 48. 371. 

407 1. W. Wzttek. Die Berechnung des 
Selbsinduktionskooffizionton von in Fe 
gebetteten Spulen. E. Z. 27. 63; 304; 421; 
445. - F .  RoBkopf. 303 ; 421. - 0. Howe 
445. 

4072. W. Wittek. Die Dimensionierun~ u 

der \Vcchaelutronimaschinen mit Hiick- 
s i c t t  üuf Svünnunesünderunn. E.T.M. - - 
24. 109. 

4015. W. Wol f .  Neuere Formen und 
Untersuchnngen von Influenzmaschinen. 
E.T.M. 24. 652; 688. 

4074. M. Wolflie. L'électron considéré 
comme u n  centre de pression dane 
l'étlier. E.E. 51. 73. 

4075. A. P. Young. The most econo- 
mical shape of winding for electrical 
measurement instruments E. W. 50. 1247. 

4076. J Zelisko. Das Drehspulen-Re- 
lais. E.T.M. 25. 395; 419. 

407 7. E. Ziehl. ModerneAnschauungen 
über die Konstruktion elektrischer Ma- 
schinen. E.Z. 27. 956. 

4078. H. Zipp. Resonanz im Strom- 
kreisen, die mit Hysteresis und Wirbel- 

4079. H. Zipp. Bestimmung der  Fe- 
verluste nach der L)reivoltmethode. 
E.T.M. 25. 493. 

4080. H. Zipp. Selbstiuduktion oder 
Ankcrwirkung? Ein Beitrag zur Verein- 
heitlichung der Theorieri über sekundare 
Gleichstrom- und Wechselstromkreise. 
E. Z. 27. 427. 

4081. H. Z n p .  Eber  den EinfluB der 
Wendepole auf-die Wirkungsweise von 
Gcneratoren und Motorcn. E .  T. M. 25. 
587 ; 740. - 3'. Taussig. 740. 

4082. H. Zipp. Einigos über MTochsel- 
strommotorenprobleme und deren gra- 
phische Uehandlung. E.B.B. 4. 86;  198; 
278; 379. 

4053. B. Zipp. Eine einfache Her- 
leitung der Uetriebskurven einer Wechsel- 
stroinmaschine. Z.V.D.I. 51. 1749. 

4084. IL Zipp. Die Gefahrquellen in 
elektrischcn Wechselstromanlagen und 
einige moderne Schutzvorrichtungen zur 
Abwendung der Gefahren. Z. V. D.1. 60. 
1908. 

4086. N. N. Prüfung elektrischer 
Maschinenanlagen. Z.D.M. 30. 271; 292. 

4086. N. N. High speed electrical 
machinery. Eg. 81. 126;  158; 191. 

4087. N. IN. Standardization of direct 
cnrrent traction motors. E. W. 48. 714. 

4088. N .  N. Traction permutators. 
T.E. 58. 630. 

4089. N. N. The theorv of altemate 
current transmission in cables. T.,E. 60. 
277; 316; 359; 392; 468. 

4090. A-. m. A vital electric traction 
problem. T.E. 59. 264. 

4091. N. N. Eisenbahnsichemgsan- 
lagen mit  isolierten Gleisstrecken. DM. 
15. 6. - Gollmar. 7. 

4092. N. Radiotelegraphy and the 
TeIefunken system. Eg. 82.  788; 827; - 
853. 

4093. X.  N. The Fleming direct-rea- 
ding cymometer and i ts  applications. 
T.E. 58. 495; 536. 

4094. N. hi. Die Theorie des Selen- 
Kompcnsators. 2. B.T. 1907. 27. 

4096. N. N. Blitzableiteruntersuchun- 
gen mittels des Bi i tzable i terp~fungs-  
apparates. Z.M.S. 23. 240; 268; 274. 

Erddrnck. 

4096. E. P. B o w .  Reinforced concrete 
retaining wall design. E.N. 67. 448. 

4097. X. Godfrey. The design of rein- 
forced concrete retaining walls. E.N. 56. 
402. - B. Mmsart. 689. 
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4098. R. Hausse. Von dem Nieder- 
gehen des Gebirges beim Kohlenbergbau 
und den damit zusainmenhLngenden 
B o d e n u n d  Gebaudesenkungen. Z.B.H.S. 
65. 324. 

4099. 0. ICZohr. Eine neue Theorie den 
Erddmcks. Z A.1. (2) 12. 441. 

4100. Q. Rerechnung der Absteifiingen 
beim Bau einer SchiffschleuBe. T.B.B. 

Fehler.  

4102. J. Adarnczik. Derpythagoraische 
Lehrsatz als Bedingungsgleichung. Z. V. 
56. 97.  

41C3. E. Doleiul. Dae Grubennivellier- 
instrument von Cséti und seine Modifi- 
kation nach Prof. Doleial. O.Z.BH. 54. 
199;  213; 225;  243; 257;  276; 283. 

4101. 0. h'aaert. Die mittleren E'ehler 
der ~ n b e k a n h k i  bei Niiherungsausglei- 
chungen. Z.V. 36. 409. 

4103. 0. E'aaert. Die Fehlerfortuflan- 
zung in E'ol&&zügen. Z.V. 36. 4.A 

4106. 0.Ii:ggert. Die Genauigkeit der 
Nonienablesung. Z.V. 36. 635. 

4107. Ferber. Polygonzugsausgleichung 
nach der Neth. der kl. Quadrate mit  im 
voraus angenommenen mittleren Fehlern. 
Z . V .  36. 018; 649. 

4108. R. F ~ c h , s .  Ein einfaches gra- 
phisches Ausgleichungsverfahren. Z. V. 
36. 122.  

4109. M. Gansbauer. Basismessung 
durch den Simplontunnel mit h v a r -  
drahten. Z.O.I.A.V. 59. 463. 

4110. Gollmer. Ein einfaches Verfah- 
ren zur Behlerbestimmung von Tele- 
grephenkabeln. D.M. 15 .  1G9. 

4111. 3. Hamnler. Zum Schreiben von 
Normalgleichungen. Z.V. 35. 249. 

4112. fi. Hatnmr .  Diagramm der 
idealen Genauigkeit des mi t  dem mitt-  
leren Richtungsfehler + m über n fehler- 
frei gegebene Punkte rückwarts einge- 
schnittenen Neupunkts. X V. 35. 382. 

41 13. G. H~yde .  Untersuchung einer 
Kreisteilung. Z.V. 36. 543. 

4114. Kohenner. Die Untersuchung 
der Achsenfehler des Hangezeuges. Z. V. 
36. 703. 

411b. Kc7nig. Ungleichheit der Ziel- 
schiirfe ini Gesichtsfelde. Z.V. 35. 201. 

4116. Kummer. Jlitteilung von Be- 
obachtungsergebnisaen über die Sçhiitz- 
nngs- und Kotierungsgenauigkeit an  
MaBataben und Kartieruugsinstrumenten. 
Z.V. 36. 531; 561 ; 593. 

4117. W. Lmka. Eine einfache De- 
gründung der Methode der kleinsten 
Quadrate Z.V. 36. 516. 

41 18. Lüdenzann. Schatzen von Ent- 
fernungen. Z.V. 35.  626. - v .  Zschock. 
733. 

4119. Ti'. LCdemann. Über die Ge- 
nauigkeit von Flachenberechnungen mit 
der Quadratmilliuieterglastafel. Z.Y. 36. 
373. 

4120. Pelletan. Compensation d'une 
triangulation. A.U. M. P. (10) 10. 195. 

4121. A .  Schreiber. Genauigkeitsver- 
suche mit  einem Bohneschen Aneroide. 
Z.V. 35. 529;  561. 

4122. A. Schreiber. Genauigkeitsver- 
suche mi t  einem ~olinedchen"~neroide 
auf Eisenbahnfahrteq, Z.  V. 36.4L9; 481. 

4123. F. Schu1:e. Uber die GroBe des 
mittleren Punktfehlers bei den drei 
Methoden des Einschneitlens. Z. V. 35. 
585;  601. 

4124. F. Schzclze. Gr6Be des mittleren 
Punktfehlers- in deni Satze des Mini- 
mums. Z.V. 36. Y85. 

4123. Stlehl. Uber Fehlerausaleichuncr. - " 
C.Z.O.M. 27. 289. 

4126. R. Vogeler. Der Maximalfehler 
und die amtlichen Fehlergrenzen; ferner 
Vergleichung einer Reihe zufilliger 
Ereipnisse mit dem Fehleigesetz. Z V. 
36. ï 2 9 .  

" 

4127. S. Wellisch. c b e r  die Prinzipien 
der Ausgleichungtxechnung. Z.V. 36.579. 

4128. S. Wellisch. Beziehung awischen 
den Methoden der  Auseleichuno be- 
dingter n. vermittclnder geobachthgen 
Z.V. 3.5. 249. 

Festigkeit. 
4 129. F. Adutt. Die Dimensionieriing 

vonplatten undl'lattenbalken. Z.o .1 .  A.V. 
68. 658. 

4130. E'. Adutt. Wohn- u. Geschifts- 
haiis Wien VIT Mariahilferstr. 58. B. E. H. 
6. 236. 

4131. A. H. C. The strengtli of rings. 
E. 104. 451; 61-1. B: Wells, B.H.Colli?lg- 
ham. 476. - (II C. Moyle. 603. - C. T. 
Pardoe. 518.  - R. W. Bailey. 552. - 
F. R S. Rice. G04. 

4132. A.v. B a h .  Column strength and 
the  Qiiebec bridge failme. R.N. 58. 341. 

4133. C. Bach. Versuche mit Eisen- 
betonbalken. M. F.1. 39. 1 ; 46-47. 1. 

4134. C. Buch. Versuche mit einbeto- 
nierteu Thacker-Eisen. M. P.T. 39. 51. 

4135. C. Bach. Dmckversuche mit 
umschnürtem Beton. B E .  B. 5.  14;  38. 

4136. C. Bach. Versuche iiber die 
Drehfestigkeit von Korpern mit  trapez- 
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îfirniigem und dreieckigem Querschnitt. 
Z .V .D . J .60 .481 ;  Y.F. I .33 .71 .  

4157. C. Bach. Zur Widerulandsf~hig- 
keit ebener Wandungen von Dampf- 
kesselii und Dampfgef$Ben. Z. V.D. 1. 
50. 1910. 

4138 C. Bach. Versucheüber dieForm- 
anderung und die Widerstandahhigkeit 
von Hohlwlindem mit und ohne Hianen. . . 
Z.V.D.I. 51. 1700. 

4159. C. Buch. Die Bildunp vori Rissen 
in Kesselblechen. Z. V.D. 1. 5O. 1 ; X. F. 1. 
33. 43. 

4140. G. Barkhuusen. Theorie der 
Vertiundbauten in Eisenbeton und ihre 
Anwendung. O.F.E. (2) 43. 324; 250. 

4141. F. W. Barrows. Patterns for 
flanged pipe filling. Am. M. 30. B. 400. 

4140. J. Burtholoniew. Compression 
cai~ied by lattice members of columns. 
E.N. 58. 366. 

4143. M. Ba.zali. Berechnung einer 
StraBenbrücke aus Eisenbeton. E. K. K. 
1. 230; 245. 

4144. J. Behrmann. Einiges über ex- 
zentrisch beanspruchte Saulen. R. E B. 
6. 25. 

4146. T. Rielakoff. Zur Dimensionie- 
rung der Eivenbetonplattenbalken. B.E.B. 
6. 99. 

4146. W. G.  Bligh. On the section of 
weirs. E. 102. 166; 237; 260; 302; 313; 
339. 

4147. H. Bohme. Berechnung und 
Konstruktion eiues Fachwerklautkran- 
tragers. E.K.K. 1. 145;  166; 177; 195. 

4148. R. Bonnin. General theory of 
horizontally curved beams. E. N. 58.155. 

4149. J. B. Bosch. Berechnune von mit 
Walztragern arrnierten ~ i s e n b ë t o n ~ l a t -  
ten. S.D.B. 17. 266. 

4160. Brabundt. fier den EintluB 
des Grobschlagzusatzes im Reton auf die 
Druckfestigkeit. C.B.B. 27. 537. 

4151. ,,Bridge Engineer". The atrength 
of bridges. E. 101. 305. 

4152. J. A. Brown. The strength of 
rings. Am. M. 29. A. 620. 

4103. C. B. Buerger. The design of 
reinforced concrete chimneys. E.N. 67.21. 

4154. Rz. Die Priifung von Zement- 
und anderen Bausteinen künstlicherilrt. 
B.M. K. 11. 69. 

4153. F. E. Cardullo. On the analysis 
of columns. E.N. 66. 262; 464. - 1. P. 
Church, L. Ross 336. 

4166. A. P. Carman and M. L. Cam. 
Resistance of tubes to collapse. Am. M. 
29B. 763. 

4157. P. Caufourier. Calcul des hourdis 
en béton armé. G.C. 48. 376. 

4158. P. Caufourier. The calculation 
of ferro-concrete slabs. Eg. 81. 736. 

4169. Chazçdesazgues. Méthode de 
calcul des pièces et systèmc en ciment 
armé.N.8.C. (2) 4. 26; 43;  92; 103; 126; 
134; 154; 167; 183. 

4160. E'. Chaudy. Sur le calcul des 
pièces motalliques chargées de bout 
dont les âmes sont à treillis. M. 1. C. 60. 
U .  111. 

4161. A. Considère. Le béton frette 
et ses appkat ions .  G.C. 50. 246; 260; 
289; 298. 

4162. R. Deifel. Druckereigebaude d. 
Herrn R. M. Rohrer in Brünn. B. E.B. 
6. 10. 

416':. B. Deifel. Bau M a l e  Nenmann, 
Biala. B. E. B. 6. 302. 

4164. Uinglinger. Neue Yersuche mit 
kupfernen Fencrbuchsen. A. G. B. 68.101. 

4163. C. Drach. Zur Dimensionierung 
der beidcrscits armierten Balken. B.E.B. 
5. 203. 

4166. S. C. Drach. Beitrag zur Be- 
reclinung der Hauptunterzüge von Eisen- 
betonbalkendecken. Z. O.I.A. V. 59. 11. 

4167. B. Edler. Studien über die Be- 
rechnung der Augen von Gelenkstangen, 
Kettenlaschen, Schubstangenkiipfen n. 
dgl. M.T.G.W. (2) 16. 192. 

4168. 8. Ehrlich. Straflenbrücke II. 
Klasse aus armiertem Beton. B.E.B. 6. 
174. 

4169. F. v. Emperger. Die Eieenver- 
bindungen im Beton. B.E.B. 6. 78. 

4170. F. v. Emperger. Knickversuch 
mit  einer ausbetonierten Eisensaule. 
z.O.I.A.V. 59. 749. 

4171. F. v. Emveroer. Drei Versuche 
mit Eisenskulen. B.E.B.  6. 101. 

4172. Engesser. Zum Einsturz der 
Briicke über den St. Lorenzstrom in 
Quehec. C.B.B. 27. 609. 

4173. ' ,,Engineer." The design of rein- 
forced concrete columns. E.N. 65. 473. 

4174. ,,EntropyL'. Table for dimen- 
sioning dovetail slides and gihs. Am. M. 
29. 8. 842. 

4176. G.  Espitallier. Nouvelle méthode 
du calcul des ouvrages en béton a m &  
G. C. 48. 161. 

4176. E' V .  E. Eine rationelle Be- 
stimmune der Abmessnnven von Bralken. 
B.E.B. 6748. 

- 
4177. P. v. E .  Belestungsprobe einer 

Betoneisendecke in der Skrivaner Zncker- 
fabrik. B.E.B. 6. 88. 

4178. B. Feret. A propos de la rela- 
tion entre la résistancé à l a  compreseion 
des mortiers hydrauliques et leu1 volumea 
616mentaires. B.M.K. 12. 350. 
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4179. 3'. v. F. Ilie Bmchursachen 
der betoneiseinen eeraden Triieer. R. " 
E.B. 5. 35. 

4180. Fdzer  und Doorentz Statische 
Berechnung eines Hachbehilters ,,Systern 
Ra~khansen" von 600cbm Inhelt auf 20m 
hohem Standgerüst. E.K.K. 1. 88. 

4181. A. Francke. Knicksicherheit 
bei entsprechender Zunahme des Triig- 
h ~ i h m o m e n t ~ e s  d ~ s  Stabanerschnittes. 
z A.1. (2) 12. 471. 

4182. Frank.  Der Einstiirz des Reser- 
voirs in Madrid. B.E.B. 6. 106. 

4183. H. Froh,lich. Das Widerstands- 
moment des Eisenbetonquerschnitts und 
seine Anwenrlung im Gewdhebaii. B. 
E.B. 6. 13;  43. 

4184. G. A. R. Calculation of the  
fitrength of a Crane drum. Am.M. 29. 
A. 710. 

4185. Garan. Note sur les résultats 
des épreuves des tabliers métalliques 
de  l a  ligne de Quillan à Rivesaltes. 
A.P.Ch. (8) 21. 198. 

4186. A. Gessner. Über die Bean- 
spruchung freiaufliegender Trager diirch 
StoB mit Berückfiichtigung der Schlag- 
biegeprahe fiir GuBei~en. Z. 6.1. A .  V. 
58. 665. 

4187. I'. Ceszte~sy.  Fiindiernng und 
G~ndwasse rabd ich tung  fiir den Er- 
weitemngsbau der Bank fiir Handel und 
Industrie zu Berlin. B.E.B. 6. 194. 

4188. L. Geusen. Die Eindeckung 
der  Fabrikdicher i n  Eisenbeton. B. E. 
B. 6. 176;  198. 

4189. 3. Godfreu. The desiirn of con- , ., 
crete-steel beams and slahs. E. Y. 55.290. 

4190. X .  Godfrey. The design of rein- 
forced concrete columns and footings. 
E.N. 56 30. - W. H ,  SadTer. 233. 

4191. P. Gddel.  Die Considère'schen 
und Schiile'scheu Versuchsergebnisse von 
armiertem Hcton als Gmndlage fiir eine 
Eisenbet.ontheorie. E .  K.K. 1. 263. 

4193. P. Gddel .  Eeitrag zur Berech- 
nune  doauelt  armierter Belonulatteu. 
S . D ~  1 f L 2 7 4 .  

4193. P. Güldel. Be~tiruniung der 
Be la s tun~s~renxen .  für welche bei Eisen- '. c ,  

beto~ipluttoii bt!<oiidere l:is~ueinlngeii z u r  
Aut'hcburic r tcr Schcrsnanriunnen nicht 
erforderlich sind. M. i. B. E. 37 8.2. 

4194. R. Goetah. Zur Iierechuung 
von Kabeln bei elektrischen Anlagen. 
E.B.B. 6. 433. 

4195. J. Goodman. The strength and 
elasticity of white metal. Eg. 82. 376. 

4196. J. A. G. Goulet. The strenght of 
a cast-iron beam reinforced by steel plate. 
Am.M. JO. A. 21. 

4197. M. Griibler. Ver~ucl ie  über die 
F e s t i ~ k e i t  rotierender Scheiben. Z.V. 

Festigkeitsversuche a n  ~ 6 G e r n  aus 
Zementmortel. M.F .  1. 40. 21 ; 2. \'.DI. 
51. 17ü. 

4199. G.  lTaqen~ann. Biegungsfestig- 
keit und Deformatiou. E. K.K. 1. 117. 

4200. E. IIai»iocaci. Wie  kann die 
Anwendung  de^ Eiseubetons in der Eisen- 
bahnverwaltung wesentlich gefordert 
werden. B.E. H. 6. 20. 

4201. A .  IIamsch. Schubfestigkeit 
von Bausteinen. M.T. G.\Q. (2) 16. 152. 

4208. G. W. I Z a ~ m a  Economie design 
of reinforced concrete. E.N. 67. 203. - 
N N. 686. 

4203. Harel de ln Noé. Consolidation 
du pont di1 Giiildo. A.P.Ch. (8) 26.138. 

4204. G. 1,. J. Hartmann. RiB iin 
vollen Rlech cines Rchiffsdamafkesscls. 

fiihrungen in  Eisenbetun. M. 2. I3.E. 4. 
85;  89; 93. 

4206. J. Hazvkesworth. The design 
of reinforced concrete beams and  the 
location of maximum moment in afooting. 
E.N. 5 G .  209. 

4207. K. Hei,ntel. Die Forinel von 
Considkre mi Rerechniing der Eisenh~ton- 
pfeiler mit  spiialformiger Eiseneinlage 
iind die Versuche von Wayss und Frey- 
tag. B . E  B. 6 .  238. -- A. Considbre. 233. 

4308. A. Hempelmamz. Versiiclie iiber 
Torsion rechteckiger prisuiatischer Sti1e. 
P.J. 322. 772;  7 9 0 ;  810;  H19. 

4209. 3'. Henn ide .  Die Ueanspiiichung 
von Platten. %.L.H. 13. 131;  135. 

4210. F. Henn ide .  Verlegung von 
Rohrleituneen in  hohlen Saulen. Z. L.H. u 

13. 103. 
4211. A. Hertwig. 13ot,rachtiiiigen iihrr 

1-profile. Z . V .  D.I. 50. 1098. 
4212. A .  Hert~czg. Die Entwicklung 

einiger Prinzipien in der Statik der Rau- 
konstruktion und die Vorlrsiingen iii1t.r 
Statik der Baukonstruktion und Festj1~- 
keitslehre von Cr. C Mehrtens. %.A:. 
(2) 11. 493. 

4818. Herzog. Kote sur l'emploi de 
ca i~sons  en beton arme pour la fondatiun 
des murs d e  quais à l'aide dcs procédPu 
pneumatiques. A.P.Ch. (8) 30. 95. 

4214. Hofmann. Zur Berechnuug der 
Starke eisenbemehrter Retonplatten S. 
D.U. 16. 339. 

4216. HoElender. Einfache Ableitung 
der Eulerschcn Knickformel. Z V. D. 1. 
30. 537. 
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4216. W. O. flornsnaill. T h e  design 
of electric generators. Eg. 81. 605. 

4-17. I Iz~ndt .  Ersatz des Ilolzausbaiis 
im Wilhelmsschacht II des K. Steirikohlcn- 
bergwerks K6nig durch Eisenbetonaus- 
bau. Z . B . H . S . 8 4 . 3 1 5 .  

1216. J lsaael~sen. Die Be;tnspruchiing 
von Drahteeilen. L.V.D.1. 51. 652. 

4319. G. Janka.  Uber die a n  der k. 
k. forstl. Versuchsanstalt Mariabrunn ge- 
wonnenen Resu!tate der Holzfestigkeits- 
 rii if une en. Z.0.I.A.V. 59. 566: 587. 
' 4126  Jcirccy. Plattenbalken mit 
schlaffer Armierung. T.B. 38. 1. 

4221. Jopke. Vereinfachung der De- 
reebniing von Eisenbetonrippen. E. K. 
K. 1. 154. 

4222. Kammerer. Versuche mit  Riemen- 
und Seiltrieben. 2 .  V. D. 1. 51. 1085. 

4223. G. Kaufmann.  Versuche über 
die E'estigkeit von Schlackenbeton. B. 
E.B.  6. 226. 

4224. G. &ufitinnn. Zur Berechnung 
der Plattenbalken %us Eisenbeton. 13. 
E.U. 5. 207. - A. Probst. 264. 

4225. M. S. Ketchurn, T. CC. J. Bai ly .  
The strenght of corrugated sheetiug. 
E.N. 58. 52.7. - G. II. Blalieley. 643. 

422G. 3'. Kiefemagel. Uerechnung der 
frcitragcnden Wellblechdkchcr. E:. K. K. 
1. 1G1. 

4227. A. Kleinlogel. Zug- und Uiege- 
versuche mi t  Eisenbeton. RI. Z.U.E. 3. 
87; 89. 

4228. 0. Knaudt. Fber  die Abweichurig 
von der kreisrundon Form der Flarnmen- 
rolire niit auBerem Druck. Z.B.1). 10.  
193; 207. 

4219. I.V. if KnisX-ern. Diagrains 
for the design and anclysis of reinforced 
concrete beams. ,,E.h'. 57. 385. 

4230. Iioglcr. Uber die Ermittlung der 
Eiseneinlagen in Gcwülbe. U.K.D.  6 .182  

4231. il4 Koeiien. Qnerverstarkung 
geilrückter Nisenbetonkorpcr und ihre 
wisuenschaftliche Regriindung. C.B.H. 
27. 109. 

4232. M. Koenen,. Mitteiliingen über 
die Ergelmisse der Probebelastung durch- 
gehender(kontinniei1icher) mit den untei- 
sucbenden Tr igern  zusarnmenliingender 
Eisenbetoriplatten. M. Z.B.E. 4. 49; 64. 

4243. F. K. Koney. Economy or 
material in framed structures. Am.  M. 
29 B. 270; 611. 

4Z34. K. Kramui.  Errnittluntr der 
Gewichte von Lokomotirkesseln. o:F.E. 
(2) 43. 12. 

4235. ,T. Kiib7cr. Zur Theorie der 
Knickfe~t i~kei t .  Z.A.I .  (2) 1 1 .  189. - 
Hasse. 191. 

4236. C. E. Lnbard. An electrically ' ~ou t io l l ed  single-lever testing machine 
and some torsion tests. Eg.  84. 474; 605. 

4237. J. Lal~es.  Wie kann die h n -  
wendung des Eisenbetons in der Eisen- 
ùnlinrorwaltung woscntlich gcfGrdert 
wcrden. C. B. H. 26. 327. - M .  Koenen. 
27. 520. 

4338. A. Larsen. Festigkeitsberecù- 
nung cincs Querschottes für einen Tarik- 
danipfer. S.B. 8. 789. 

1 423!). O. Leunrecht. Beitraz zur Re- 
rechnuiig steiferA~ahnienkonst~uktiorien. 
U.E.B. 6. 233;  258. 

4240. Il. Lieb. Berechriurig einer 
8-seitigcn Turmpyramide. E.K.K. 1. 225 ;  
241. 

4241. O. Lipp~nann. Bercchnungen 
des Mechanikers. D.M. 15. 31 ;  93; 151 ;  
281. 

4242. 11. ï'. Loyewu~i. The design of 
plate girder web splicea. E.N. 56. 227. 

4643. C. H. Lope. Streugth of bevel 
gears. Am.M. 30. B. 536. 

4244. ,,Ltccigen". Punchiug and sliea- 
ring-machine i'rame calculations. Am. 
M. 30. A. 603. 

4245. H. Luksch. Dichtigkeits- 
prüfnngen bei Rohruetxen von Acelyten- 
zentralen. Ac. 10. 103;  151. 

4246. A. Lüdieke. ZerreiUvourichtuugen 
fiir Gespinnste und Gewebe und ZerreiB- 
versuche. Z.F.T. 6. 1 3 1 ;  146. 

4247. 11. B. Luten. Empirical for- 
mulae for reinforced archea. E.N. 66. 
715. 

4248. D. B. Luten. A kriotty problcru 
in stress-analysis : dangoroua ,,safe 
stressesL1 in a reinforced concrete bridge. 
E.N. 56. 336. - J. N.  Pimouich,  J. L. 
Campbell. 440. 

4249. ,W. b1arcichozi;ski. Beitrag zu 
den Vereuchen mit Eisenbeton. LI. E. B. 
5. 128. 

4250. B. Nasereeuzo. Tunnel im 
Rangierbahnhof der H o l l b d .  Eisenbahn- 
gesellschaft i n  Watergraafsmeer bei 
Amsterdam. B.E.B.  6.  62;  89; 118. 

4251. J. Jîelan. IIilfstafel und Kahe- 
rungsformeln zur Bereehnung doppelt 
airnierter Betonbalken und Plattenbalken. 
T.B. 38. 121. 

4859. J. Melalt. Über Berechnungs- 
normen für Tragmerte von Betoneisen. 
R.E.R.  6. 50;  81. 

4253. &?esnager. Note sur l'influence 
de l a  barbotine lors de la r e p r i ~ e  des 
constmctions en beton -de ciment armé 
interrompues. A.P. Ch. (8) 27. 181. 

4264. A. M. Zeyers. Theproportioning 
of lattieing in columns. E. h-. 68. 366. 
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4265. H. T. Millar. Diagram for fin- 
ding the strength of bevel gears. Am. 
M. 30. A. 838. 

4256. Moller. Untersuchungen an 
Plattentr&gern aus Eisenbeton. V. V. G. 
86. 163; 249. 

4207. 3. ilforsch. Die Tabellenwerke 
der Eisenbetonkonstmktionen. M. Z. R.E. 
4. 43; 47; 61. - Ramisch. 78. 

4268. C. ïI Morris. The lacing of 
compression members. E.N. 68. 487. - 
W. C. Thomson. 643. 

4269. K. A. Miillenhoff. Some featiires 
of modern european holder design. 
E.N. 65. 240. 

4360. B.Nast .  Gebaudeverankerungen 
ge en Bergschaden. B.E.B. 6. 113. 
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von Hochwasser bei Wa~se rk ra f t an l a~en .  
Z.V.D.1. 60. 1821. 

4426. G. Hagemann. Spannung und  
Geschwindigkei t~wirkun~ in  einer Düse 
mit  3 Offnungen. Z.G.T. 4. 408. 

4426. W. Hanzpel. Einige auf die 
Wassertewegung einfluBnehmende Fak- 
toren. T.B. 38. 115. 

4127. F. W. Hanna. The effect of 
changes in  canal cross sections upon t h e  
rate of flow. E.N. 67 .  630;  68.  334;  546. 

4428. L. F. Harza. The kinetic energy 
of flowing water. E.N. 67. 272. 

4429. A. Henochsbevg. Selbsttitige 
Wassermengenmesser. J. G. W. 49. 686. 

4430. E.  Hewy .  &pilibre des app* 
reils flottants ou immcrgés renfermant 
d e  l'air comprimé. G. C. 61.  63.  

4431. Heyd. Die Kanalisation für 
Oppau i. d.  Rhpf. G.I. 29. 521. 

4432. A. Hofrnann. Zur  Berechnung 
des Staues infolge von Rrückenbauten. 
S.D.B. 16. 206. - S. Freytag. 383. 

4433. Hwt. Notice sur l'usine é16- 
vatoire à vapeur de Briare. A. T. Ch. (8) 
26. 161. 

4434. Imhoff. Eine einfache Art aller- 

hand Kanalquerschnitte rasch zu berech- 
nen. G.I. 30.  197. 

4435. A. cJaroEimek. Über den freien 
AusfluB von Flüssigkeiten a n  Mündungen 
bei unvollkommener Konstruktion. Z. 0. 
I.A.V. 59. 571. 

4430. F. Jebelzs. Über Trogschleusen 
auf Walzen. A. G.B. 58. 89. 

4433. A. W. Johas. The resistance of 
ships. Eg. 85. 663. 

4438.  Kahle. Die Einwirkung von 
Seen iin Z u ~ e  einea FluBlanf~s auf den 
~ b f l u ~ v o r ~ a ; ~ .  C.B. I<. 26. 138. 

4439. Y. Eaplan. Remerkiiugi:n über 
die praktische Verwendbarkeit der Lo- 
renzschen Turhinentheorie und Vor- 
sçhliige zur Klarstellung der Wasserbe- 
wegung in  Kreiselradern. Z. G. T. 4.  69; 
189; 206;  211. - P. Riebensuh,m. 158; 
212. 

4440. B. Kayser u. W. Ge$ler. Her- 
stellung von Kanaliaationsdükern in 
Charlottenburg. T.G. 10 .  6; 21. 

4441. H. Xeller. Regen- und AbfluB- 
mengen bei groBen Regengüssen. C.B. B 
27. 321; 328. 

4445. L. Klein. Über freigehende 
Piimpenventile. P.J.  322. 353; 373; 385 

4443. Kotes. Theorie und Berechnnng 
der Vollturbinen und Kreiselpumpen. 
Z.V.D.I. 60. 679. 

4444. K.  Kobes. Die Druckverhiltnisse 
i n  einer um eine horizontale Achse ro- 
tierenden We~sermasse  und der axiale 
Schub bei $'rancisturbinen mit  liegender 
Welle. Z. O.I.A.V. 68. 129. 

4445. K. Kobes. Studien über den 
Druck auf den Spuraapfen der Francis- 
turbinen mit  lotrechter Welle. z.O.I.A.V. 
58. 17;  33; 48;  65 .  

4446. K. Kobes. Der Druck auf den 
Spurzapfen der Jouvalturbinen. Z. O. 1. 
-4.V. 68 .  2 4 7 ;  271. 

4447. F.Koenig. Entstehung und 
Speisung der Gmndwasser. J. G. W. 49. 
1033; 1068;  1077. 

4448. W. Küppen. Über Wellenbe- 
ruhigung ohne Hafendamme. C.B. B. 
27. 333. 

4449. K. Korner. Die Schaufelung 
von Francisturtiinen. Z.V.D.I. 61. 1704. 

4450. Kranzeye~. Über Erhohung des 
Druckes in Wasserleitungen. D.B. Z. 40. 
564. 

4461. Krawilzke2. Über stadtische 
Entw%sseningskanLle. G.I. 29. 485; 501. 

4462. P. Kresnik. Einfache Formeln 
für die Zeitdauer des Füllens und Ent- 
lehrens von Kammerschleusen mit Spar- 
becken nnd Beziehung auf die Wasser- 
ersparnis. z.O.1. A.V. 68. 84. 
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4458. F. Kretzschntar. Bestimmungen 
des Deplacements und Deplacernent- 
scbwemunktes bei Schiffen mit  Liinos- - 
trimmiing. S.B. 8. 688. 

4454. H. IFrev. Schiffswiderstand auf 
Kanalen und seine Beziehiingen ziir Ge- 
stalt des Kanalquerschnitts und der 
Schiffsform. Z.B. W. 56. 505. 

4485. G. Ku21. Die Geschwindigkeit 
des Treibkolben~ bei hydrniilischenHebe- 
maschinen. P.J. 321. 286. 

4436. Kux. Die Wirkungsweise der 
Kreiselpumpen. Z.V.D.I. 51. 1274. 

44Fi7. E. K u .  Wirkungsgrade von 
Zentrifugalpumpen. Z.G.T. 4. 85. 102. 

44hH. Kux. Wirki ing~grade  von Zen- 
trifugaipumpen. Z.V. L1.1. 51. 342. - L. 
Schtitt. 344. 

4469. B. Lundsberger. Die zweck- 
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sierung der Mosel. C.B.B. 27. 149 ;  171. 

4460. F. Langer. Die Umformdüse. 
Z.G.T. 4. 496. 

4461. 0. 1,inders. Einheitliche Be- 
zeichnung irn Turbiuenbau. Z. G.T. 4. 
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4462. H. Lingh. Anlage von Tal- 
sperren mit  Stauseen im Frankenwalde. 
S.D.U. 16. 164;  171 ;  188; 195. 

4463. R. 7,owy. Beitrige zur Charak- 
teristik der E'rancisturbiue. E.T.M. 24. 
333. 

4464. H. Lorenz. Folgerungen ana 
den neuen Grundlagen der Tuïbincn- 
theorie. Z.G.T.  3. 105. 

446b. H. Lorenz. Zur neuen Theorie 
der Kreiselriider. Z.G.T. 4. 53;  87 ;  145. 
- F. PraBil. 72; 144. 

4466. H. Lorenz. Beitrag zur Theorie 
de8 Schiffswiderstands. Z.V.D.I. 51. 1824. 

4467. B. Lorenz. Theorie und Be- 
rechnung der Schiffspropeller. J. S. G. B. 
7. 567. 

4465. H. Lorenz. Die Anderung der 
Umlaufzahl und des Wirkungsgrades von 
Schiffsnchrauben mit  der Fahrgeschwin- 
digkeit. M. F.I. 40. 61. 

4469. H. Lorenz. Vergleichsvcrsuche 
an Schiffsschrauben. M.F.I. 40. 41. 

4470. H. Lorenz. Theorie und Be- 
rechnung der Zentrihgalventilatoren und 
-Pumpen. Z.G.T. 3. 309. 

4471. R. Lorenz. Die Spiralgehause 
von Turhinen und Rreiselpiimpen. Z.G.T. 
4. 181;  202. 

4472. W. J. Lulie. Construction and 
launch of the  Lusitania. Eg. 83. 409; 
433. 

4473. E. Maillet. Mémoire sur l e  vidage 
des systèmes de réservoirs. A.P. Ch. (8) 
21. 110. 

4474. A. Martens. Die MeBdose als 
Kraftmcsser in der Materialprüfmaschine. 
M.F.I. 36. 1. 

4476. B. F. Mc Kity. The etïect of 
water injection on cnido-oii ongincs. Eg. 
81. 686. 

4476. Metcr. Schnellatromwarmwasser- 
heieung. Z.L.H. 13. 93. 

447 7.  3: V. Meyer. Eine einfachcFor- 
me1 für die Berechnung von EntwLsse- 
rungskanalen. G.I. 30. 835. 

4478. E. Mezger. Die Dampfkraft als 
Ursache der Grundwasaerbildung. G.I. 
29. 569. 

4479. Missong. Fortschritte im Bau 
von Absperrorganen und die diirch aie 
bewirkte Verhütung von Retriebsunfillen. 
Z.V.TJ.1. 50. 499. 

4480. C. ,+fontcil. Débit d'un orifice 
circulaire. A. P.Ch. (8) 27. 139. 

4/51. G. HGhkchlegel. Hegulierver- 
suche an den Turbinen des Elcktrizitiits- 
werkes Gersthofen a. Lech. M.F.I. 41. 55. 

4482. X .  C. M~irphy. On  a suggested 
method for extrapoling values of stream 
discharge. E.N. 68. 202. 

4483. J. Nooak u. E. G. Fisc7~inger. 
Glatter Diffuser bei Zentrifugalpumpen. 
Z.G.T. 4. 364;  401. 

4484. N. Olsen. Diagramm fiir Rreiten- 
Metazentrum. S.B. 8. 161. 

4485. Parenty. Némuire descriptif 
sur la construction d'un appareil à en- 
register les vitesses e t  à totalioer les dB- 
bits des conduites forcees e t  des canaux 
découverts. A. P. Ch. (8) 21. 170. 

4486. Parenty. Mémoire sur un ré- 
gulateur do débit, système Parcnty. A. 
P.Ch. (8) 26. 240. 

4487. Paulus. Der EinfluB der Wasser- 
tiefe auf die G e ~ c h w i n d i ~ k e i t  von Tor- 
pedobootzerstorern. Z.V.D.I. 50. 333. 

4488. J. Pelinka. Beitrag ziir Berech- 
nung der wirtschaftlich günstigstenRuiir- 
durchmesser bei hmpwerkswas~er le i tun-  
gen. z.O.I .A.V.  69. 901. 

4489. J. M. K. Pennink. 6 h e r  die Bc- 
wegung von Grundwasscr. J. G.W. 50. 
6 9 ;  ~.C).I.A.V. 59. 506;  523. 

4490. B. PheZps. A method for testing 
and comparing sewage sprinklers. E.N. 
56. 410. 

4491. F. PraSil. Die Bestimmung der 
Krnnzprofile und der Schaufelformen für 
Turbinen und Kreiselpiimpen. S.R.Z. 
48. 277;  289; 298. 

4492. ' Prietze. Die xweckmiiBigsîe 
Schlousonart bei einer FluBkanalisierung. 
C.B.B. 26. 367. 
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4493. Priismanm Ergi,nziing mir ,,Ver- 
gleichung von Schleusen und mechsni- 
scheu Hebemerken". Z B.W. 56. 361. 

44!34. Heichle. Wasserversorgung des 
Selz-Wieshachgebiets. 7'. G .  Y.  349. 

4496. G. Itosset. Méthodes de déter- 
mination de  l'eau liquide mécanique- 
ment entrainée oa r  l a  vaaeur des chau- 
dières. G.C. 52: 123. A 

4496. Rüstcr. Ein neuerWas~eretands- 
regler. Z.B.D. 10. 107. 

4497. A. Rybiiku.  Die Regulierung der 
Traun auf Kleinwasser. W.A.B. Z. 72. 8. 

4498. C. P. Scliiifer. Wasserkran für 
IOcbm Leistung in  der Minute. O.F.E. 
(2) 43. 179. 

4439. O. Schaefer. Theorie eines hy- 
draulischen Jfaschinenreglers. P.J. 322. 
612; 628; 843; 659; 677; 696. 

4600. H. Schuler. Einige Betrachtun- 
m:n iiber den Eau von Gerollsnerren. 
S.B.Z. 48. 285. 

4501. Il. C. S e l h - .  The stability of 
sea walls. E.N. 56. 198. 

4602. 3;. Sonne. Grundlagen fiir die 
Berechnung der Wasserleitungen. Z.V. 
D.1. 51. 1616. 

4503. A. Stüding. Ermittelung der 
BbfluBmengen in  teilweise gefiilltenRohr- 
leitungeu, KauLlen, Bacheu und Fliissen. 
G.I. 30. 830. 

4504. Slengler. Über das Walülienuee- 
Kraftprojekt. S.D.B. 17. 177. 

4605. J. C. Stevens. A method of esti- 
mating stream discharge from a limited 
numher of gagings. E.N. 58. 52. 

4606. B. T. Stewart. Collapsing pres- 
sures of Bessemer steel lapwelded tubes 
3 : 10 inchos in diameter. Am.M. 29. A. 
834. 

4607. C. Strebel. Schmiervorrichtungen 
für Schiffsniaschinen. Z.V.D.I. 60. 1701; 
1739. 

4608. R. Talavernier. Considérations 
théoriques sur les jaugeages des cours 
d'eau à fond mobile. A.P.Ch. (8) 28. 53. 

4609. G. Thiem. Lagerungszustiinde 
und Durchliissigkeit der  Geschiebe. J.G. 
W. 50. 377. 

4610. 2Cf. Vicari. Die mechanische 
Berechnung von Gefallsleitungen. T. G. 
10. 269. 

41ill. M. Vicari. Beitrag zur Berech- 
nung stadtischer Kanalnetze nach der 
neueren Theorie. T. G. 10. 33. 

461 2. Vidal et Kuufmann.  Refoule- 
ment des produits de  dragages eu con- 
duites fermées. A. P. Ch. (8) 30. 6. 

4618. W. Wugenbach. Beitrage zur 
Bercchnung und Konstruktion dorWasser- 
turbinen. Z.G.T. 4. 273; 292; 300. 

4b14. R Waglzeg.. Versuche mit 
Schiffsschrauben und deren praktische 
Ergobnisse. J. S. G B. 7. 261.  

4515. R. W e n c k  u.  P. B. Hanse. 
Warmwa~seri~rrilaiifsheiziing fiir Klein- 
wohnungen und für GewiichshBuser. Z .  
L.H. 13. 14;  1 9 ;  33; 43;  47; 75. 

4516. A. Williavtson. Sand filtration 
of water supplies. Eg. 84. 577; 708. 

4517. M. Yassz~kaîuitch. Graphische 
Untersochungen bei den Wasserversor- 
gungsanlagen. J.G.W. 49. 011. 

4618. x. N. Vorteilhaftcste~ Qner- 
profil von ZuleitungsgrLben. S.B.B. 19. 
238. 

4519. N. N. The Dhukwa dam. E. 
103. 492. 

4520. iV. N. Venturi meters a t  Rio 

Iiihalte. 
4521. E. Allitsch. Znr Herstellung 

des Fliichenprofils auf zeichnerischem 
Mrege. C.U.B. 27. 217. 

4029. K. z411~tsch. Ziir Ermitteliing 
von Flkhenprofil, Giunderwerb und 
BüschungsaiismaB fiir allgeineine V.or- 
arbeiten im Eisenbahnbau. C. B.B. 2 6 .  
118. 

4523. G. L. Biltlerbeçk. Tables for 
proportioning beams. E.'N 57. 217. 

4524. O. G. Bunsen. Formulas for 
computing railway cross - section tables. 
E . K .  56. 690. 

4525. C. W. Crockett. Preliminary 
earthwork estimation wi th  the  slide rule. 
E.N. 56. 504. - H. G.  Cowling 548. 

4526. W. E. Duvis. A method of 
scalinn earthwork auantitics from a oro- 
file. Ë.N. 67. ~ 4 5 . ~  

4627. J. Divii. Ineenieur H o m s  Auf- 
bereitungsversuche G i t  Kohlen und sein 
System des hydraulischen Antriebes von 
Aufbereitungsapparaten. Ü. 2. B.H. 56. 
305. 

4528. A. L. Uubney.  A simple earth- 
work-formula and tables. E.N. 58. 126. 

4529. L. A b'reudeî~berger. Estimate 
of armature diameter. E.W. 49. 144. - 
J .  L. Heï?wich. 308. 

4530. J. Kuhn. Elementare Ermitte- 
lung des Integrals fa* sin IY cos LY d a .  
C.(+.U.25.151. ai 

4531. F. 1,avis. On computing areas 
of cross-sections. E.N. 56. 232. - F. L. 
Humphrey 283. 

4932. E. Linsel. Die Bopenstrecknna 
und die Streckenbiepng ,- angemendit 
zur Oeviertung und zur  Bestimrnung des 
Schwerpunktes von Kreisteilen. Z. 6.1. 
A.V. 58. 117. 
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tiwlier Grundlage im techn. u. aligern. 625. 
Landeainteresse. Z.A.I. (2) 12. 211. 4568. 0. Fechner. Rad- und Trieb- 

berechnune. L.U.Z. 13. 89. 

4533. H. Luckin. How to find the 
diameter of a cable composed of a num- 
ber of small wires. S.E. 59. 1034. 

4534. B. Roether u. K. Lüdemann. 
Neue Tafel znr Berechnung von Kreis- 
segmenten. Z.V. 36. 665. 

45%. G. Salemi Pace. Essais à la com- 
pression et  à ltl traction des mortiern 
de ciment Portland et sables divers pour 
la choix du ~ a b i e  nomal  italien. B.M. 
K. 12. 262;  283.  

4586. SchnuOeE. Lo~ung zur Linien- 
schnittaufgabe. Z.V. 35. 248. 

4537. 3. B. Sloun. A method of corn- 
pnting excavation and embankement. 
E.N. 5 5 .  723. 

4038. J. C. Trautwime. Diagrams for 
earthwork computation. E.N. 68. 174. 

4339. A. 0. True. A method of divi- 
ding a semicircle into an eqnal zone 
and segment. E.N. 5 7 . 4 4 .  - C.L.Bogert. 
73. 

4640. C. R. Underbill. Multiple wire 
windings. E.W. 60. 1206. 

4541. A. Wedenteyer. ZUI Inhaltsbe- 
stimmung eines K~eisabschnittes. Z V. 
36. 216. 

4542. A. Wessely. Berechnung des 
Kubikinhalts von Gewtilben mit schiefem 
Stimrtnzug. z . ~ . I . A . v .  68. 169. 

4543. Wilcke. Inhaltsberechnung von 
Faasem. Z.A.I .  (2) 11. 179. 

4544. A. WilZert. Die Berechnung 
kerarnischer Massen. C.G.U. 24. 378. 

4645. L. Zimrnmann. Grenzverle- 
gung. Z.V. 35. 244. 

Integrrrlrechnung. 

4546. J. Il. Adanu. A specimcn of 
mathematical reasoning in a circle. E.N. 
55. 20. 

Kartenprojektionen. 

1 4500. L. J. Aîcerbacher. Wiring for 
directcurrent and alternatingcurrent mo- 
tors. E.W. 50.  1106 

4551. L. Baudiss. Beitrage zur zeich- 
nerischen Ausmittung von Steuerungs- 
getrieben. P.J. 322. 417;  436; 449;  465. 

4562. F. J. Bostock. Designing spiral 
gears. Am.M. 29. A. 106.  

4553. F. J. Bostock. Calculations re- 
speçting epicyçlic wheel trains. Am.M. 
30. A. 692. 

4504. A. Rreitrück. Eniversalrevolver- 
drehbank. P.M.C. 39. 98. 

4656. B. A. Bruce. Worm contact. 
Eg. 81.  132;  E. 101. 99; 123; Am.M. 29. 
B. 623;  664. 

4556. R. A. Bruce. Worm gear design. 
Am.?& 29. B. 144;  670.  - A. M. Sosa. 
179. 

45>67. P. S. BushfieEl. Bal1 bearing 
design. Am.M. 29. B. 51.  

4568. J. Hutterlüorth. Measurements 
of gear teeth. Am.M. 30. B. 421. 

4559. J. Butterworth. Spiral gears 
with s h a h  at nght angles. Am.M. 29. 
B. 772. 

4660. E. L. Coster. The math. analy- 
sis of the Walschaert valve gear. A.E. 
R.I. 80. 426. 

4561. R. Grain. Schraubenrader mit 
geradlinigen Eingriffsflachen. W. S. T. 1. 
8 1 ;  141;  247; 301; 361. 

4562.. C. Dietzschold. Aus dem Reiche 
der Mechanik. A.J.U. 32. 198;  228. 

4563. C. Dietzschold. Die Zapfenlage- 
rung. A.J.U. 31. 121;  153. 

4564. J. Edgar. Planetary gears. 
Am.M. 29  B. 188. - ,,Nema'' 261. - 
F. N. Nealy. 422. 

4566. J. Edgar. Worm milling. Am. 
M. 29.  A. 176. 

4666. R. Edler. Weitere Beitrage zur 
Untersnchung der Krâfteverteilung am 
Rechen der Siemensblockwerke. P.J. 

Kettenlinien. 

4548. Schwter. L%ngenmessung der 
Brücke über den Firth of Forth in 
Schottland. Z.A.I. (2) 12. 506. 

Zaitachrift f. Mathemalik u. Physik. SB. Band. 1910. Heft 4. 28 

- - 
0 

4569. A. E'ànkelslein. Stufenraderge- 
triebo mit doppeltwirkender Schwinge. 
W.S. T. 1 .  42.  

4070. B. Fischer. Seidenglanzpragung 
auf Baumwollgeweben. Z.F.T. 6. 271. 

\ ,  

ILinemstik. 

4549. C. Alvord. Compound indexing 
for cutting spiral gears. Am.M. 30. B. 
751. 

- 
296. 

40 71. E. H. Fish. Complete graphical 
solution of spiral gears. Am. M. 29. B. 694. 

4672. C. L. Goodrich and F.9 .  Stanley. 
The camming of automatic mrew ma- 
chines. Am.Y. 30. B. 366;  470. 
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4573. Gravenhorst. Das gezogene und 
das ziehende Rad. Z.A.I. (2) 11. 423;  
517. 

4674. 3'. Greger. Bestreuungsdiagram- 
m e  von Rotationstischen. Z K.F.G. 10.  
62 .  

4575. W. Groffe. Die Kreisabwick- 
lung. P.J. 322. 545. 

4576. F. R. Honey. An analysia of 
the  cutting-off machine Am.M. 29. A. 
611.  

4677. W. O. Jlornsnaill. The design 
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bau. W.S.T. 1. 360;  408;  469;  572. 
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weise fiir Schneckengetriebe. P. M. C. 
40 .  6 .  
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keitsdiagramme von~erkzeu~maschine;.  
Z.W. 10. 395. - N. N. 11. 73. 

4581. M. Kroll. Ke~elraderhobelvor- 
richtung. Z.W. 11 .  14;. 

4382. B. Krzwchinski. Planetcnge- 
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Ubersetzungen. Z.W. 10.  40.  - G. Sclde- 
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4583. G. Kull. Zur Untersuchung der 
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triebes. P.J. 321. 721. 

4584. E. Linsel. Das Zwischenrad bei 
Raderübersetzung. LI. M. 16.  102. 

4685. E. Lz.nse7. Herstellung von 
Schnecken. Z.W. 10. 4 .  

4586. E. Limel. Die kleinste Ziihne- 
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15. 19.  

4587. E. B. Lockwood. A geometrical 
problem. Am.M. 29. B. 189; 414;  643. 

4588. C. H. Loque. A ritaridard of 
short involute gear teeth. Am.hI. 30 A. 
804.  

4589. C. H. Logue. Design of helical 
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673. 

4500. P. M. Lowthian. A variable- 
speed and feed mechanism. Am.M. 30. 
B. 648. 

4591. S. M. Lowthian. Elliptical gears. 
Am.M. 30.  B. 98. 

4593. ,W. B. F. Laying out and ma- 
chining elliptical gears. AmM. 30 A. 
478. - .T. D. W. 784. 

4693. H. B. Mc Cabe. Spiral gears. 
Am.hl. 29.  B. 463;  498. 

4594. C. J. Mellin. Walschaert valve 
gertr. A.E.R.J. 80.  22 .  

4595. 8. Nolet. Beitrag zur genanen 
Eonstruktion der Zeunerschen und Miller- 

Reuleauxschen Schieherdiagramme. P.J. 
322. 689. 

4596. d'oeagne. Remarque sur la 
construction du rarun de evration. A. '," 
P .ch .  (8) 22 .  281. 

4b97. Ollivier. Tour à charioter et  
à filer. P. E.M. (5) 5. 1. 

4598. W. Owen. Calculations respec- 
t ing epicyclic whcel trains. Am.M. 30. 
B. 194. - S. Mills. 631. 

4399. W. Owen. The solution of hevel- 
geared epicyclic trains. Am.M. 30. B. 
582. 

4600. W. Owen. Tjist of cone and gear 
ratios for variable-speed drives. Am. M. 
29. A. 556. 

4601. W. Ouen. Gear ratios for motor 
drives. Am.M. 30.  A. 454.  

4602. J. R. Peirce. Nodern abrasive 
materials and their use in shop practice. 
E.N. 67 .  625.  

4603. B. Proell. Zwanglaufige Vcntil- 
steuerung mit  Flachregler. Z.V. D.1. 51. 
132. 

4604. Résal. Rapport sur i'autoloc, 
dispositif de  blocage automatique et in- 
stantané. A.D M.P. (10) 12 577. 

4605. W. Schladitz. Eigenartige 
Zahnradvorgelege. P. M. C. 40. 153;  161; 
167;  176;  1 9 1 ;  198. 

4606. B. Schütz. Beitriige zur Bewe- 
gungslehre der ebenen statisch bestimm- 
ten  Fachwerkstrkger. Z. A.I. (2) 11. 153. 

4607. R. Seen~unn. Berechnunfi von 
UmlaufrLdern mit Doppelantrieb. D.M.Z. 
1907. 181;  191;  200. - 

4608. R. Seencann. Zahnraderüber- 
setzungen. D.M. Z. 1906. 181. 

4609. R. Shaw. The Lewis formula 
applied to  bevel gears. Am.M. 30. B. 
156. 

4610. B. Slbley. Sorne special forms 
of inside and outside gears. Am.M. 29. 
A. 195. 

4611. P. Sichlirtg. Fahrzeitenberech- 
niing. O.F.E. (2) 43.  56. 

4613. A. ;M. Sosu. Worm gear design. 
Am.M. 29. A. 708. 

4613. W. Steck. Spiralfriisen auf Uni- 
versalfriismaschinen. W .  S. T. 1 .  565. 

4614. A. Slrom. Planetary gears. Am. 
M. 29.  A. 830. 

4615. C. C. Stutz. Iriterfere~ice in in- 
volute gears. Am. M. 30. B. 506. 

4ü16. J. E. Swert. Planetary gearing 
solution. Am. M. 30. B. 86 .  

461 7. A. P. Trotler. Acceleration and 
acceierometers. Eg. 81. 327. 

4618. G .  Wagner. Apparat zur stro- 
boskopischen Aufieichnung von Pendel- 
diagrammen. M.F.[. 33. 1. 
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4619. LL F. Wiebe u. A. Leman.  Un- 
tersuchungen über die Proportionalitat 
der Schreibxeuge hei Indikatoren. M.F. 1. 
34. 59. 

4620. N.  N. Newmeans kineinatic 
apparatus for t he  study of mechanism. 
Bg. 82. 861. 

4621. N. N. Ramsev crank mecha- 
ni&. K. W. 4 8 .  252 

4622. N. ,i. Qereinfachte Berechnune " 
von Zahnradern. P.M CC. 40. 1-29. 

4623. N. A'. Spur whecls with circu- 
lar teeth. E. 103. 545. 

4624. AT. N. Transrniusionsketten. 
P.M C. 40. 138.  

4625. N. N. Eriergy expended on car- 
wheel acceleration. Eg. 81. 295. 

4626. N. Apparat pour l'étude des 
freins continus, système Kaptcyn. P. E. M. 
(5) 5. 167. 

Kreis. 
4627. E'. Lederer. Kreisbogcn aus zwei 

Tangenten und einem Punkte. Z. V. 36. 
192. 

4628. T. O. Olmaker. Calcnlating the 
radius of an arc  for B given span and 
rise. Am. M. 30. B. 166.  

4620. G. L. Bzlderbeek. Projecting a 
tangent from a curve t a  pass through a 
fixed point. E.N. 55. 130. - C .  F. Syme.  
300. - A. Cluss. 301. 

4630. T. G. Bocking.  Setting out cur- 
ves. E. 103. 490;  584.  

4631. ,,Brachistochrone". Drawing an 
arc tangent to  another arc and to  its 
diametcr a t  a given point. Am. M. 30. 
B. 307. - B. V. P u r m a n .  561.  

4632. C. Bri iuning.  Ijber Gltrisbogen. 
C.U.U. 27 .  85. 

4633. E. Brauer .  Über die Poly- 
trope. Z.V.D.I. 51. 710. 

4634. M. v. Rraumdlter .  Bestimmnng 
des Rogeu-Ant'angs bxw.   en de^. in be- 
stehenden Eisenbahngeleisen. Z.d.1.A.V. 
59. 431. 

4635. X. O. Brwwer. Another method 
of computing railroad cross-sections. 
E.N. 56. 173. 

4ti36. C. Dietsscho7d. Gruppenglieder 
und Getriebe, das Augenblick~getriebe. 
A.J.U. 32. 266;  278; 295. 

4637. C. DietzschoZd. Die Verzahnun- 
gen. A.J.TJ. 32.  308;  358; 376. 

4838. Farid-Boulad.  Application de 
la méthode des points alignés au tracé 
des paraboles de  degré quelconque. 
A. P. Ch. (8) 22. 255. 

4639. R. Goldberg. Die ÜbeTgangs- 
kume in Theorie und Praxis. Z.0.LA.V. 
59. 499. - A. Wresse2y. 500. 

4640. F. H. Honey.  Plotting circular 
arcs of large radins, Am. AI. 29. A. 164. 

4641. F. B. Honey. A method of con- 
structing an ellipse and measilring the  
curved length. E.N. 57. 388. 

4642. 0. B. Johns. A problem in mil-  
road aliment. E.N. 57.  163. - C. W.C. 
E'ilkins, 3'. E. Eoss. 296. 

4643. A. Lambert. Gerade und ge- 
kriimmte weichenstra8en mit Weichen 
1 : l I .  O.F.E. 44. 95.  

4644. B. L a n g .  Weichenverbiudung 
zwisclien zwei nicht aus einem geruein- 
samrn hfittelpiinkt beschriebenen Kreis- 
bogengeleioe. C.B. B. 27. 439. 

4645. 71r J. Nozar t .  A railway curve 
problem. E.N.  58. 391. 

4646. Puchstein. üegenkrümmungen 
in  Bahngeleiseri. C.B.B. 26. 414. 

4647. T. A. Ross. A sirnplitied me- 
thod of la-sine out transition curves. " ' >  

E.N. 66. 502. 
4648. A. Sadler. Passine a tangent 

from a curve through a given 
E N .  5G. 19. 

464!f. Sauermilch. Berechnune und 
Absteckung langer fibergangsbogen. 
O.F.E. (2) 43. 96. 

4650. A. Schreiber. Der Kurvenmesser. 

for laying out a five-c&t&ed rtrch. E. N. 
65.  620. - J. ,Jones. 609, 

4632. R. U'aturek. Ubergangsbogen. 
O.F.  E. 44 .  186;  205. 

46b3. W.C. FV7~il~zey. Vertical curves. 
E.N.  67. 71. 

4654. Wilcke. Zweckm%Bigste Rich- 
tung bei BahnübergLngcn. O. F.E. (2) 
43. 14.  

4655. L. v,, Wal lmann.  Kreisbogenan- 
schlüsse bei Ubergangsbogen. 2. A. 1 (2) 
12. 363. 

Mngnetisuius. 

4666. C. Arldt .  Magnetieche Erscllei- 
nungen a n  Bord. J .  S.G. B. 8. 130. 

4657. C. Arld t .  Die Einwirkung der  
durch den eisernen Schiffskorper flieBen- 
den Fliicheustrorne auf das KornpaBfeld. 
E.Z. 27. 1085. 

4668. C. Arldt .  Die magnet. Wirkun- 
gen stiomdurchflossener ebener FlLchen 
und die Einwirkung der durch den 
eisernen Schiffskorper dieBenden Strnme 
auf das KompaBfdd. E.Z. 27. 7 0 ;  91; 
397; 555; - IIerndt. 396. - E: E'mde. 
554. 
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4669. A. Baker and .T. TT. Iruiin. The 
analysis of the  magnetic leakages in 
induction motors. T.E. 58. 926. 

4660. P. Bary .  Striction électroniag- 
nétique ou ,,pinch phenomenon". E. E. 
52. 433. 

4661. M. O. Bolser. Magnetic hystere- 
sis phenornena. E.W. 50. 603. 

4668. W. G. Cady. Ein magnetischer 
Deklinograph mit  selbsttatiger Aufzeich- 
nung. D.M. 16. 133. 

4663. W. Cranzp. Magnetic leakage 
and i t s  effect in electrical design. T.E. 
68. 524; 599. 

4664. R. Edler. Beitrag zur maDrne- 
tischen Eisenprüfung nach der Ring- 
methode. MT.  G. W. (2) 16. 67. 

4665. F. Emde. Zur Berechnung der 
Elektromagnete. E.T.M. 24. 945; 973; 
993. 

4666. J. A. Fleming. The megnetic 
oscillations as radiators i n  wirelcss te- 
legraphy. T. E. 60. 406; 440. 

4667. V. A. Fynn .  The magnetic field 
in the single-phase induction motor. 
T.E. 68. 66. 

4668. R. Gans. A standard magnetic 
field. S.E. 60. 168. 

4669. R. Gans. Krihische Retrachtungen 
und Ergiinzungen zur Theorie des Ferro- 
magnetismus. E. Z. 28. 627 ; 844; 1050. 
- G. Benischke. 1049. 

4670. R. Gumlich. Über die GroBe der 
Koer~it ivkraft  bei stetiger und bei 
sprungweiser Magnstisierung. E. Z. 27. 
988. - 12iickel-. 28. 256. 

4671. K. E. Guthe and L. W. Austin. 
Experiments on the  Heusler magnetic 
ailoys. T. E. 68. 211; 257. 

4672. K. Hausn~ann.  Der M a p e t -  
theodolith von Exhenhageu-Sesdorpf. 
Z.I. 26. 2. 

4673. R. h'. Hellmund. Verteilung des 
magnetischen Feldes in Induktionsmo- 
toren. E.Z. 27.1171. 

4674. R.E. Hellnzund. Magnetizing 
currents i n  polyphase induction motors. 
E .W.  48. 329. 

4676. Heyden. Eine Polwage. C.Z.O.M. 
27. 217. 

4676. G.  Kapp. On a method of 
plotting the  hysteresis loop for iron 
with an application to a transformer. 
T .E.  59. 52%. 

461 7 .  W. Xuvinzer. Vcrgleichendc 
flerechnung des Mapnet~isierungsstromes 
von Mehrphasen- und Einphasenwick- 
lungen auf Grund des Feldstirkevektor- 
diagrammes von Gorges und der Dreh- 
feldzerlegung in Ilarmonische. E. Z. 28. 
645. 

4678. C. Léonard e t  L .  Weber. Sur 
l'application de  l'aimantation dissym- 
métrique du fer cn courant alternatif. 
E.E. 48. 81. 

4679. D. L. Lindquist. Alternating- 
current maenets. E.W. 47. 1295. 

4680. D. L. Lindquist. Polyphase 
magnets. E.W. 48. 128. 

4661. D. L. Lindquist .  Characteristic 
performance in pÔlyphase magnets. 
E. W. 48. 564. 

4682. G. A. I i s ter .  The heatine co- 
efficient of magnet üoils. T .E.  58."410; 
448. 

4683. A. 5'. McAElister. Mametic field 
in the  single phase i n d u c t i k  motor. 
E. W. 48. 326. 

4664. J. C. Messcrschnzidt. Die H a u ~ t -  
station fiir Erdbebenforschung in  ~ d n -  
chen. S.D.B. 17. 346. 
4685. E. Müllendorfl. Erfahrungsfor- 

me1 für die Hysteresiskurve. E.  Z. 28. 
361. 

4686. C. P. .hTachod. The deai-p of 
plunger magnets. F;. W. 60. 563. 

4687. R Riidenberg. Über die Ver- 
teilung der magnet. Induktion in Dy- 
namoaukern und  die Berechnung von 
Rysterese- und Wirbelstromverlusten. 
E.Z. 27. 109. 

4688. W. Schenkcl. Expériences faites 
sur une  lampe à vapeur de  mercure 
dans on champ ma:nétique. E. E. 48.321. 
4689. A. Schmidt. Die magnetiechen 

Variationsinstrumente des Seddiner Ob- ~ - - -  -~ - 

servatoriums. Z.I.  27. 139. 
4690. E. T. Simon. Uber die Wirkunp 

des Magnetfeldes bei der Erregung un- 
gedimpfter Schwingungen mit  Hilfe des 
Lichthogena. E. Z. 28. 1832.,, 

4691. J. v. Studniarski. Uber die Yer- 
1 teilung der magnet. Kraftlinien im An- 
' ker cincr Glcichstrommaschine. M. F.I. 
' 32. Cil. 

4692. G. v. Studniarski. Die Verteilung 
der magnetischen Kraftlinien im Anker 
einer Gleichstrommaschine. Z. V.D. 1. 50. 
1783. 

1 4693. J. K. Swnm. Elektromagnetische 
Richtiingsregeln. E, T.M. 24. 601. 1 4694. .L K. Sunier. Potiers Dreieck bai 
Berücksiçhtigung der Maguetstr6mung. 
E.T.M. 24. 687. 

4695. E. L. Weber. The hysteresis 
exponcnt experimentally . determined. 
E. W. 48. 609. 

4696. F. A. Wzllard. Nethod of de- 
sign fbr magnet windings. E.W. 47. 
823. 

4697. G. W. Wmral l .  Magnetic os- 
cillations in alternators. T .E.  60. 556. 
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4701. H. Lorenz. Die Mechanik in ih- 
rer Bedeutung für den Maschinenban. 
Z.V.D.I. 50. 651. 

4702. S. A. Reeve. The trae principles 
af mechanica. E. 104. 411; 604. - B. H. 
Smith. 477. 

4698. J. E. Young. Measurements of 
inductance and impedance. T E. 68. 
398; 438. 

4699. J. Zacha~ias. Magnetism of 
alloys. E.W. 47. 486. 

Messen. 

Mittelwerte. 

4718. S. Gottlob. Der Mittelwcrt der 
Sinusfunktiou zwischen O und n 
T. (2) 17. 92, 

4703. K. Blass. Absteckungsvcrfahren 
fiir gerade Linien unter Verwendung des 
Theodolits. Z. V. 35. 429. 

4704. A. Cappilleri. Zur Theorie der 
Lattenmessung. Z. V. 36. 33. 

4706. A. Contureau. Tachéometrie. 
J.G. (6) 8. 83; 89; 104. 

4706. Detering. Messungsproben aus 
agyptischen Dreiecken. Z. V. 37. 769. - 
Roedder. 873. 

4707. Deubel. Die Schragmessung mit 
Laiteu. Z.Y. 36. 60. 

4708. F. Emde. ~echnisches und ab- 
aolutes MaB. E. Z. 27. 302. 

4709. L. A. Fisher. Method of com- 
panng standard measure bars. Ani. M. 
29. B. 647. 

4710. Ii: Goethe. Der Schichteninter- 
polator. 2 .6 . I .A V. 59. 30. 

4711. G. Meyaen. Schra,pessung mit 
Latten. Z.V. 36. 896. 

4712. B. Rfithlisberger. Die Verwen- 
dung der Prkzisionstachymotrie bei den 
Katastervermessungen im Berner Ober- 
land. Z.V. 35. 233. 

4713. R. Schumann. Über den Ver- 
gleich zwischen mehreren Gleichungen 
eines MaBstabes. Z.V. 36. 369. 

4714. H. Barcroft. Two scales as a 
vernier. Am. M. 29. A. 297. 

4715. T. Uokulil. Das Topometer der 
Firma J. A .  Sinclair u. G. London. D.Y. 
15. 229; 244. 

4716. R. Fürstenau. Das Roentgen- 
tiefenmesser. D.hf. 15. 145. 

47 17. K. LUdemann Untorsuchung 
eines Repetitionstheodoliten. Z.Y. 36. 
245. 

bearings. E. W. 49. i100. 
4721. Schaper. Nachpriifung der Be- 

rechnung von Tragheitsmomenten. C.B.B. 
26. 459. 

4722. C. Wise. A new formula for 
moment of inertia. Am. 111. 30. A. 651. 

4723. W. Zahutschke. Einfache For- 
meln für rias Tragheits- und Wider- 
standsmoment des kreisringfdrmigen 
Querschnittes. P. M.C. 59. 95. 

Kiihrungsmethoden. 

4724. H. Andrews. Solving right 
triangles of flat slope. E.K. 56. 173. 

4725. H. E. Eckles. A convenient me- 
thod of finding square and cube roots. 
E.N. 55. 660. 

4726. F. L .  Fuller. Solving right tri- 
angles of flat slope. E.N. 55. 501. 

4727. C. P. Hownl-cl. The Stephens' 
six chord spiral and terminal üurve 
having a radius twice that of t h e  main 
curve. E.N. 56. 269. 

4728. J. Kuhn. Elcmentare Ermitt- 
lung der Integrale 

0% a. 

.l'sin u d u und cos u d K .  

4729. J. Kuhn. Elementare Ermitt- 
lung der Integrale 

a. 0% 

.fsine u d a  und.fcossad cr. 
a, al 

C.G.U. 24. 369. 
4730.. J. Kuhn. Elementare Ermitt- 

lung der Integrale 
ai a. 

sin ' (Y cos O( 

a1 '4 
C.G. U. 24. 372. 

4731. A. Ludin. Bequemes Hilfsmittel 
bei mechanischer Winkelmessung. C.B.B. 
27. 267. 

4732. Lüdemann. Die Auswertung des 
Ansdrucks s =m>e und die Pytha- 
gorasrechentofel von Dr. Grünert. Z.V. 
35. 697. 
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4733. J .  Melun. Xiiherungsmethoden 
für die Querschnittbemcssung einfach 
und doppelt armierter Uetonbalken und 
Plattenbalkcn. B. E. B. 6. 98. 

4734. M. d'0cagne. Sur un nonvean 
procédé de  rectification approchée des 
arcs de  cercle. A.P.Ch. 18) 26. 231. 

4736. M. Rusch. N&herungsformeln. 
c G.U. 25. 148. 

4737. Werkrneister. fiber die Benutz- 
ung  von Naherungsmethoden bei Be- 
rechnung tachymetrischer Messungen. 
Z.V. 35. 513. 

Nomngraphie. 
4738. J. Clark. Théorie générale des 

abaques d'alignement de  tout ordre. 
R.D.M.  21. 321;  576.  

4739. A. Egerer. Komogramme mit 
binaren Skalen. X.V. 3 6 .  927. 

4740. A. Gramberg. GraphischeTafeln 
zur Berechnung von Warmwasser- 
heizungen, Lüftungen uud Schornsteinen. 
G.I. 30. 437. 

4741. A. Gre'bel. Abaques pour le 
calcul des conduites de  gaz d'air et 
d'eau. G.C. 50. 407. 

4742. F. Nomogramme pour le 
calcul des ressorts hélicoidaux cylin- 
driques. G. C. 60.  394. 

4743. F. Eru11. Abaque p ~ u r l e  calcul 
des dimensions des ressorts h6licoidaux 
cylindriquea. R.D.M. 19. 354. 

4744. W. W. Nassie. niagram of 
eleçtric wave-lengths. S.E. 57. 826. 

4745. L. E. Picolet. A floor beam scale 
in parallcl coordinates. E.N. 55. 612. 

4746. R. Proell. hcchentafel fürFeder- 
berechnungen. Z.V.L).I. 50. 1076. 

4747. W Schmidt. Graphische Sonnen- 
hohentafeln. Z.I. 27. 105. 

4748. R. Soreau. Nouveaux types d' 
abaques: l a  capacité et  l a  valeur en 
nomographie. M.I. C. 69 A. 821. 

4749. n. Soreau. Reuré~entation du 
fonctionnement théorique des gazogbnes 
au coke. M.I.C. 6 0  A. 692. 

4750. J. S. ï'eller. Shree scalc loga- 
rithmic computing papers for solving 
formulas. E.N. 58. 682. 

4751. J. Younger. TAogarithmic chart 
for compating costs. Am. M. 30 B. 91. 

Sumer i sches  Rechnen. 

4752. 8. E. Brown. Cross multipli- 
cation as a time saver. Am. M. 30 A. 
791. 

4763. Ui t tn~ar .  Einiges über Yor- 
nahme von Rechnuneen im auBern - 
Dienst. Z.V. 35. 641. 

4754. $1 A. Halsev. The addition of 
binary fractions. A ~ T  M. 29 A. 628. 

4755. J. G. D. Hack. Arithmetic com- 
putations; methods of performing and 
cheeking; cast out nines. Am. M. 29 A. - 
397. 

4756. W. F. Zimmermann Proving 
addition, subtraction, multiplication and 
d iv i~ ion .  Am. M. 29 A. 94. - J. W. Man- 
son. 185.  

4767. N. AT. On accuracy in measu- 
ration and calculation. E. 104. 241. 

Optik. 
4708. R. Abendroth. Über Belcuch-' 

tungsverhiiltnisse einer Saalwand bei 
Annahme rechteckieer Oberlicht6fhun- 
gen. M.S.G. W. (2) 76. 163. 

4759. F. Ballner. Die hvoienische " - 
Heurteilung des hangenden Gaaglüh- 
lichtes. J. G.W. 49. 277;  301. 

4760. -W. Bechstein. Photometer mit  
proportionaler Teilung und deeimal er- 
weitertem MeBbereich. Z.I. 27. 178. 

4781. J. B. Bentom. The distribution 
o f  illumination in t he  neighbourhood o f  
two lamps. E.MT. 47. 916. 

4762. J. R. Benton. The distribution 
of illumination in  the  neighbourhood of 
a row of lainps. E.W. 48. 805. 

4763. A. Uerninger u. J. A. SchusLer. 
Vcrgleichende Untersuchungcn an Koh- 
lenfadenlam~en und an Osmiumlamaen. 
M. T. G. W. (2) 17. 28. 

4764. L. Bloch. Beleuchtunpsberech- 
nungen. E.Z. 27. 1129;  1162. 

4765. L. Bloch. Die Verwertung von 
Beleuchtung~messungen. J. G. W. 50.149. 

4'766. 1,. Bloch. Vorschlage zur ein- 
heitlichen Beurteilung und Verfahen 
ziir B ~ r e c h n u n g  der StraBenbeleiichtiing. 
E.Z. 27. 493. 

4767. 1;. Bloch. Das Kugelphotometer 
in l'heorie und Praxis. E.Z. 27. 63.  

4768. A. Brass. Über die Doppel- 
brechung. C.Z.O.N. 27 .  192;  232. 

4769. A. B w s s .  Die Zusammensctzung 
von Linsensystemen. C.Z.O. M. 27. 31; 
4 3 ;  6 0 ;  74; 8 9 ;  103;  148.  

4770. E. Bvodhun. h1eBbare Licht- 
schwiichung durch rotierende Prismen 
und ruhenden Sektor. Z.I. 27. 8. 

47 71. 31. Corsepius. Eine Ausfiihrungs- 
form dea Ulbrichtschen Kugelphoto- 
meters. E. Z.  27. 468.  

4772. S. R Dodds. The synchrono- 
scope. E.W. 50. 331. 
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4773. 2. UokuZil. ~ a t i o n e l l e  Teilung 27. 175; 189;  204; 218; 248; 86.5; 378; 
einer Distanzlatte fiir ein mi t  einem 290; 308;  3-20. 
Fadenmikrometer versehenes Fernrohr. 4794. X. lmfeld. Das Stereorama. 
D. 11. 19. 25 ;  40. S.H.Z. 47. 242. 

4774. T. Uokulil. Das Universel- 
Tachymeter Liska-Rost.  D, M. 14. 99; 
114. 

4775- J. S. D o u ~ .  A f o r a  of cosine 
Flicker phot,ometer. T.E. 60. 291. 

4776. J. S.DUW. The theo- of Flicker 

4796. A. E. Krnnelly. A brief theory 
of the reduction in  t he  service life of 
frosted incandescent lamps. E.W. 49.987.  

4786. A. Kerber. Znr Theorie der 
schiefen Büschel. Z.I. 26. 218. 

4797. G. Konig. Parabelspiegal mi t  
photometers. T.E. 58. 609; 647 .  elektrischem Glühlicht. E.Z. 28.  47. 

4777. L. V. Urysdale. Themechanical / 4798. H. Kriiss. Die Starklichtphoto- 
equivalent of light,. Eg. 84. 528. , metrie. J.G.W. 49. 109; 137. 

4778. A. EOzclhoz~ze et  L. Guedeney. 
Note sur les lampes à arc  diff6rentielles 
'à courant certain et  leurs principeux 
montages. E. E. 48. 18;  50. 

4779. B. Fowler. Lighting of railway 
p~emises :  indoor and outdoor. Eg. 82. 
846; 881. 

47%). H. KTiW.s. Vergleiche zwischen 
dem hangenden und dem aufrecht &- 
heuden C;asglü]ilicht, J. G.  W. 50. 845.  

4800. H. K~üss .  Beitrag zur Berech- 
nung der StraBcnbclcuchtung. J .G.W.  
49. 821. 

4801. ET. u. P. Kriiss. Photomctriesta- 
4780. S. Ei-ankiin and Tt? Zsty .  Photo- tive für hingendes Gasglühlicht. J .G.W.  

metry.  BJ.W. 48. 216. 50. 1017. 
4781. O.  Prey. Die verschiedenen 4802. P. Kmïss. Spektroskop mit ver- 

Prisrnensysteme der im Handel befind- anderlicher Dispersion. Z.I.  26. 139. 
lichen Prismenfernrohre. C.Z.O.M. 28. 4803. F. Laporte. Les &talons lumi- 
227. neux e t  les décisions de la commission 

4782. Fuljahn. Das Verscharfen don , internationale de photomctrie. E.E. 53. 
Fernrohren. C. Z. 0. M. 28: 255. 1 445. 

4783. A, .G&c)ren. Uber die wich- 4804. M. Luuriol. Znr Photometne 
tigsten Fehler des monochromati~chen verschiedeufarbigen Liçhtes. J. G. W. 50. 
Strahleriganges dureh zentrierte Systeme 895 
und die Mittel zu ihrer Hebung. D.M. 4805. A. Libesny. Neues aus der Be- 
14. 135; 153; 161; 175;  187. leuchtungstechnik. E. T. M. 24. 437 ; 466. 

4784. A, ~ l ~ i ~ h ~ , ~ .  ~i~ ~ ~ ~ t ~ ~ ~ ~ ~ t  4806. 0. Lippmann. Die Anf'ertigung 
zum Zeichnen des gebrochencn Strehles, 1 Von Pcrs~cktivskizzcn,. D.M. 14. 200. 
D.M. 14. 220. 4807. H. C. Lomb. Uber die Messung 

4785. A. GEeichen, Über die Messung , 8tadi gokrümmter Linsen mit dem 
des stereoskopischen sehvermogens. L). M. Appeschen Sphiirometer. U. M. Z. 1907.15. 
14. 231. ( 4808. 3: C. h k a s .  Znr Mcthodik der 

478K A .  Gram. Über Temperatur und Linsenberechniing. C . Z . O . J f .  28. l g 7 .  
~ i ~ h t ~ ~ i ~ ~ i ~ ~  von ~"hl,,, ojmium und 4809. K. Martin. Uber lichtstarke 
Wolfram. E.T.M. 25. 295. I Prisrnenglaser. C.Z.O.M. 27. 133. 

4787. F. ..dei D~~ üauofraktomo- 4810. Ev. Mecemeffy Untersuchungen 

ter. J. G. W. 50. 1068. iiher das Ansteigen der Sitzreihen in 

4788. A. Harrpfer. Einîache Dar- 1 Versammlungsriiumen. D. B. Z. 40. 619; 

stellung der optischen Theorie 647; 652; 664. 

Porroschen Femrohres. Z.V. 35. 298. 4811. B.  monu us ch. Vereuehe mit Hilfs- 
apparaten zur Bestimmung der mittleren 

4789. J. Hartmann. Der spharischen der mittlerrn hemi- 
komparator. Z. 1. 26. 205. 

4790. W. Heimann. Zur Rerechnung 
der hemisphiiriechen Intensit l t  korper-- 
licher Lichtquellen. E.Z. 27. 380. 

4791. J .  Hmzog und f lddhann.  
Mittlere Licht- u. Beleuchtungsst%rken. 
E.8. 28.  93. 

4192. B. Hiecke. unter~uchungen an 
elektrischen Lichtbugen. E. T. M. 24.198. 
- Uppenborn. 290. 

4793. i. Über Licht- und WLrme- 
strahlung in Theorie ~d Praxis. C.Z.O.M. 

sphiirischen Lichtstarke. E.E. 27. 66:i; 
695; 803. - 3, ulbrkht. 803. 

4819. J. T. ~ ~ ~ ~ k ,  E' stroude and B. 
M. Ellis. Experiments with osram, wolf- 
ram, zirkon and other lamps. T.E. 69. 
684; 624. 

4818. M. S. Vergleichswerte der ge- 
brauchlichsten Lichteinheiten. J. G W. 
5 0 .  1123. 

4814. A. Neunzann. Eine neue Blen- 
deneinrichtung für Sstzobjektive. D.M.Z. 
1906. 114. 
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4816. K. Norden. Beleuchtungsbereüh- 
nnngen für Hg-Lampen. E.Z. 28. 767. 

4816. A. v. Obe~.mayer. Zum 100. Ge- 
burtstage von J. M. Petzval. Z.  0.  I .A.V.  
59. 270; 286. 

481 7. C. C. Paterson. Investigations 
ou l ight standards and the  present cori- 
dition of the  high voltage glow lamp. 
T. E. 58. 560;  611;  639. 

4818. W. Ramsay and J. F. 8pencer. 
Atomic des in te~ra t ion  bv ultraviolet 

~ - -  

light. T.E. 58. 3 i 7 .  
4819. Bubit. Die Blendenbestimmune 

bei photographischen Objekten mi t teg  
mathematischer Induktion. C. Z. O.M. 28. 
313. 

4820. J. Sahulka. Erklarung der Ent- 
stehiing ungedampfter Schwingungen in  
einem Dudell-Pouleenschen Lichtbogen. 
E.T.M. 25.  91.  

4821. E. Sutora. Untersuchungen auf 
dem Gebiete der Photometrie. E. T. M. 
24.  248- 

4822. K. Satori. Einiee Untersuchun- 
gen an einem ~eberscYhen Photometer. 
E.T.M. 24. €439. -..C. Weber. 25. 291. 

482.1. Sehellem. Uber die Zentriening 
des Strahlenknotenpunktes Leim Bauern- 
feindschen Prisma und die Anwendung 
auf das Doppelprisma. Z.V. 35. 457. 

4824. W. Scl~nliel .  The  mercury va- 
pour lamp i n  a maguetic field. T.E. 58 .  
139. 

4825. A. Sée- Verres empêchant l e  
passage des rayons solaires. G.C. 60.  305. 

4826. F. Staeble. Uber den Zusammen- 
hang von Koma und Sinusbedingung 
bei saharisch nicht korricierten Svste- 
men. Z.1 27. 341. 

4827. 6'. Staeble. Zur Darstellung der 
Verzeichnungsfehler photographi&he~ 
Objektive. Z.I. 27. 173. 

4828. R. Steinheil. Randauflieeende - 
Fernrohrohjektive. Z.I. 26. 84. 

4829. C. J. St~innzetz. Transformation 
of electric power iuto light. T'.fi. 58. 497. 

4830. Strehl. EinfluB der Koma auf 
Bildscharfe und Messung. C. Z. 0.M: 27. 
57 .  

4831. Strehl. Tradition und Wahrheit. 
C.Z.O.M. 27. 'il .  

4832. Strehl. Mein Standounkt. 
C.Z. O. M. 27. 147. 

4833. Strehlow. Strahlenbrechung durch 
Glasscheiben. Z.V. 35. 390. 

4834. Tolle. Die Sichtbarmachung der 
Spannungen in geradcn und krummen 
Stiiben nach IIonigsberg. Z. V. D.1. 51. 
710. 

4835. B. Ulbricht. Ziir Anwendung des 
Kugelphotometers. E.Z. 23. 777. 

4836. R. Ulbricht. Die hemisphirische 
Lichtintensitat und das  Kugelphoto- 
meter. E.Z. 27. 50.  

4837. F. Uppenborn. Über die Be- 
stimmung der  mittleren Horizoritallicht- 
starke von Glühlampen. M. V. E M. 6 . 6 3  ; 
E.Z. 28. 139. 

4888. F. Uppenborn. Über Berechnung 
und Mesrtung der StraBenbeleuchtung. 
M.V.E.N. 5 .  236.  

4839. W. C. Upson. Observations of 
the  clcctric are. T.E. 60. 58; 90. 

4840. E. Wandersieb. Cber die Ver- 
eeichnungsfehlcr photographischer Ob- 
jektive. Z.I. 27. 33;  75. 

4841. 1,. W. W i l d  Some causes of 
error i n  photometry. T.E. 57. 529. - A. 
P. Trotter. 627. 

4842. J. Wilsilzg. Über die Bild- 
ebenung hei Spektographen-Objektiven. 
Z.I .  26 101. 

4843. J WzEsing. h e r  die oweck- 
maBigste Wah l  der Strahlen gleicher 
Rrennweite bei astronomischen Objek- 
tiven. Z. 1. 26. 41.  

, 4814. A .  A. Wohlauer. The nniform 
illumination of horizontal planes. E.W. 
50  1207.  

4815. A. A. Wohlauer. The economy 
of t he  tungsten lamp. E.W. 6 0 .  453. 

4846. N. N. GemeinfaBliche Dar- 
stellung der Linseutheorie. C. Z. O. M. 28. 
201;  215;  231;  2 5 1 ; 2 6 5 ;  297; 311; 325; 
341. 

4817. N. N. Die Lichtemission der 
Elemente. C.Z. O.M. 27.  67;  71. 

4848. N. N The mechanics of lumi- 
nosity. Eg. 81. 122.  

4849. AT. AT. Optische Resonanz. 
C.Z.O.M. 27. 29.  

4800. A-. N. The fundamental prin- 
ciple of artificial illumination. E.N. 68. 
. - 
Y 7. 

4851. N. LX. Die Bezeichuung der 
photometrischen GroBcn und Einheiten. 
J.G.W. G O .  870. 

Photoaraniinetrie. 

4802. E. Doleial. Photogrammet,rische 
Punktebeutimrnung von einern Stand- 
punkte. Z.V. 36. 209. 

4853. K. Fuchs. DieVerschwenkungs- 
korrektion in derSt,ereophotogrammetne. 
Z.V. 36. 73. 

4854. K. F d s .  Das Reziprokeudrei- 
eck. Z. V. 36. 107. 

4856. 3. Stiehl. Das MeBbildverfahren 
im Dienste der Denkmalpflege. Z B.W. 
66. 77. 
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Physik.  

4856. Bermbaeh. Elektroncn und Ra- 
dium. Z.V.D.I. 51. 510. 

4857. P. Besson. Le quatrième é ta t  
d e  l a  matière. M.I.C. 59. B. 699. 

4858. N. Campbell. The number of 
eIectrons in a u  atom. T.E. 60. 806. 

4859. G. Chesnean. Principes théo- 
riques des méthodes d'analyse minérale 
fondées sur les réactions chimiques. 
A.D.hl.P. ( I O )  9. 139;  373. 

4860. V. Dwe7shauvers-Dery. Réfle- 
xions aiir l'énergétique. Rj. D.M. 19. 413. 

4861. Gr. Neuere Forscliungen über 
Radioaktivitat. C.Z.O. M. 27. 1; 17. 

4862. G. Jueger. Die kinetischeTheorie 
d e r  Materie. z.~).I.A.V. 59. 581. 

4868. J. Johrison. Tests of the ad- 
hesion of steel to concrete i n  beams. 
E.N. 68. 169. 

4864. Lord Ee7vin. On the  motions 
of ether produced by collisions of atoms 
or molecules containing or not contai- 
ning electrons. S.E. 59. 714. 

4865. G. Schaefer. Die GesetzmaBig- 
keiten der Spektren und der Bau der 
Atome. Z.V.D. 1. 50. 937. 

1866. R. Schenck. Die neueren An- 
achauungen über die Ursachen der be- 
sonderen Eit.cnsçhaften der Metalle. 
M.U.H. 4. 16:. 

4867. VT. Sc7doesser u. C. Grinm.  Über 
die Prüfung gasanalytiachcr Gerate. 
Z.C.A.K. 2.  201;  225.  - H. Goeckel.377. 

486s. P. ~ i l i a l - d .  Les rayons catho- 
diques e t  l'aurore boréale. B. 9 .  E. 106. 
h60. 

4869. N. N. The corpuscular theory 
of matter. Eg. 81. 317 ; 349; 389; 420;  
454; 490. 

Planimeter.  

4870. Heer. Zur Prüfung des Polar- 
planimeters. X. P .  35.  679. 

4871. A. L. Menzin. The tractrigraph, 
a n  improved form of hatched plani- 
meter. E.N. 56.  1:11. - H. Prytz. 57. 
381. 

4872. ,J. G. Wheatley. The polar plani- 
meter and some of i ts  special appli- 
cations. Am. M. 29. B. 75; 106.  

4873. L. Zimmn.er.mann. Konstrnktion 
eines Fliichenmessers von Semmler. Z.V. 
36. 386. 

1874. N. N. Le planimktre hachette. 
G. c. 48. 29. 

Polygone. 

4875. L. Andrée. Die Parallelschragen 
eines ï'rapezes. P.J. 321. 815. 

4876. W. C. Beaitz. Computation 
table for regular polygons. Am. M. 30. 
A. 732. 

487 7 .  G. E. Flamgaw.  The closing 
angle of a n  irregular figure. Am. M. 29.  
B. 2 4 9 .  

4878. Puller. Ableitung der Seite des 
regelmaEigen 2 n-eckes ans derjenigen 
des n-eckes. Z.V. 36. 678. 

487!). P. Reutze2. Beitrage zur Koor- 
diriatenberechnurig. Z .  V.  36. 188.  

4880. Suckow. Die Wiederherstellung 
verlorener Polygonzuge. Z.V. 35. 66. 

4881. Suckow. Fortschreibungsver- 
messungen in der Provinz üchleswig- 
Holstein. Z.V. 35. 127. 

4882. Wilcke. Berechnung der  fehlen- 
den Stücke eines Qierecks eus aborgy . 
Z.V. 36. 713. - Hammer 936. 

Projekt ion .  
4883. J. Adamczik. f ~ h e r  reingeome- 

trische Kartenprojektion,en. Z.V. 36. 153. 
4884. J. Adamc~rk .  t ~ h e r  Kachentreue 

Kegelprojektionen. Z.V. 36. 249. 
4886. P. Palmer. Dimetricprojection~. 

A m h i .  29. B. 207. 

Reehenepparate.  
4886. T. H. Blakesley. Logarithmic 

lazy-tongs and lattice-works. T. E.  69. 
25. 

4887. H. Bourquin. Das Thomas- 
Arithmometer. C . Z .  0.M 27. 261 ; 275. 

4888. W. Cox. A time and cost com- 
puter. A E.R.J. 81:. 213. 

4889. V. Fischer. Uber die Berechnung 
der Stufenschcibcn von Drehbauken mit  
Hilfe eines logarithmisch geteilten MaB- 
stabes. Z.W. 11. 222. 

4890. J. Grodtmzon. The adaption of 
the  slide rule for use in  wireless tele- 
graphy ~a~lculations.  T.E. 68 962. 

4891. Hummer. Einige Wünsche zur 
Rechenmaschine GauB. Z.V. :$5. 499. 

4892. Hanzmer. Die Additameuten- 
tafcl. Z.V. 35. 801.  

4893. Hohenneî. Berechnung der Addi- 
tamente mit  dem Rechcnschieber. Z.V. 
35. 463. 

4894. G. Kesel. Keselscher Universal- 
Rechenapparat. C.Z.O.M. 28. 327. 

48!1J. Kummer. Punktausgleiühung 
mi t  Rechenschieber. Z.V. 36.  77. 

4896. K. L e m .  Die Rechenmascfiinen. 
V.V.G. 85 111. 

4897. K. Lenz. Les machines à calcu- 
ler. R.D.M. 18. 568. 

4898. E. Lécy. Le cercle Halden. J.G. 
(6) 9. 23. 

4899. Lzcbbe. Über das Verzeichnen 
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der Hohen in schaubildlichen Darstellun- ' Eektifikation.  
gen mit  Hilfe des Rechenechiebers. D.B.Z. 4023. 0. lvoody. of a ciIr- 
40. 490. ved line. A.E. R. J. 81. 309. - J. E. Gard- 4!)00. K. Liidernann. Erweitemng der ,,,. 355, 
pythagoraischen Rechenscheibe von 
Roether. Z.P. 36. 513. Schwerpunkte. 

4901. K. Lüdrn~ann .  Üher logarith- 4924. G. R. Hendersm. Center of gra- 
mieche Bechenscheiben Z.V. 36. 241. vity of a locomotive. A .E .R . J .  80.  426. 

4902. E. d i a ~ t i n y .  Ein mues  Rechen- 
rerfahren fur RechenstLbe. D.M.Z. 1906. Statik. 
143. 

4903. I. Mbg. Die Burroughs Addier- 
maschine. P..J. 9'22. 553. 

4904. W. L. Jfiqget t .  A coet-estima- 
ting slide-rule. Am.M. 28. B. 802. 

4!)05. O. 17.Pueller. Die mechanischen 
Hilfsmittel der Rechenkunst Einst und 
J e t z t .  T. 11 88. 

4!106. G. P. Nachod. The slide rulc as  
a substitute for the  wire table. E.W. 
47. 45'3. 

4907. L. G. Richurdson. Slide mle  
wrinklcs. bm.M.  2!i. B. 42. 

4908. M. Kietz. Verbesserter Rechen- 
schieber. F. J.L. 2. 166. 

4909. 1'. Schneider. Die Rechenma- 
schinc Famos. F.J.L. 3. 167. 

4910. J. W. G. Schulz. Die Hamansche 
Rechenmaachine ,,GauB". Z.I. 26. 60. 

4 1 1  W7. Semnder. Die Rechenma- 
schine ,,GauBA' und ihr Gebreuch. Z.V. 
35. 1 0 ;  33. 

4!)12. AT. Cercle à calcul, système 
Halden. G . C .  60. 181.  

4913. N. iV. Callenders slide rule for 
determining the ~ i z e  of cables. T.R. 60.  
453. 

Reibiing. 
4914. R. S. Hall  j un .  The laws of 

friction. Eg. 81. 354;  425. - W. B. 
Wimperis. 425. - &l A. fifiin. 723. 

4915. J. W. Bramwell. Efficiency of 
screws. Am M. 29. B. 645. 

4916. A. II .  Bz~rnand.  Measurement 
of friction in  gaa-engines. Eg. 82.  60.  

4!)17. B. Canzerer. O1reibung in Roh- 
ren. Z.G.T. 4. 461. 

4918. W. F. J i .  Guss. Power trans- 
mission by friction driving. Am. M. 30. 
B. 969. 

4919. H. Hess. The design and use 
of bal1 bearings. Am.M. 30. B. 294. 

4920. A .  Martens. Die Stulpenreibung 
iind der Genauipkeitserad der Kraft- 
messung mittels d k  hy&aul ischen~rewee 
Z.V.D.I. 51. 1184. 

4911. J. R .  NichoL. Test of ..Comvo" 
cork inacrt friction plates. A&.M. '29. 
a. 754. 

4922. J. T. Xicolson. Friction and 
lubrication. E. 104. 560 ;  633. 

4925. C. Abelcs. StatischeUntersiichiing 
einiger im Eisenbetonbau haufig vorkom- 
mender Aufgnben. B.E.B. 6. 128; 154. 

4926. E. Arayom Calcul d'une ferme 
en arc à 2 articulations. G.C. 50. 351 ; 374. 

4927. A. Buumann. Kin neueH Ver- 
fahrcn zur graphischen Bestimmung rier 
Stabkraftein P'achwerkslauf kraribrücken. 
P.J. 301. 545;  562. 

4!)98. Bielefeld. Keile und Nuten, 
Z.V.D.I. 50. lti34. 

4929. L. Bloch. Graphischt Cnter- 
suchung des Plattcnbalkens aus Eisen- 
beton. B.E.U. 5. 157. 

4930. L. Blondek. Keue Konstruktion 
von Stützrnauerprofilen. z.O.I.A.V. 59. 
883. 

4981. K. Borschke. Grundlagen zu 
einer Theorie der Bettungsziffer. O.F.E. 
44. 265. 

4932. P. Cazifourier. Stabilité des 
voûtelettes constituant le platelage dea 
ponts mélalliyues. G.C. 51. 391 

4933. L. Cosyiz. Note sur les r iwres  
disymmétriqueu de8 poutres en treillis. 
N . A .  C. (2) 3. 104. 

4934. 0. Be~iecke. Der Lokomotiv- 
rshmen s ls  starrer Balkcn auf federnden 
Stützen. A.G.B. 59. 141.  

4!)3,5. Denicke. Neuere Eisenbahn- 
briicken in Amerika. C.B.B. 26. 298. 

4936. W. Dietz. Die StraRenbrücka 
über den Rhein zwischen Ruhrort und 
Homberg. Z.V.D.I. 51. 725;  885; 933; 
1250. 

4937. A. Durt~rcs. Nouveau pont en 
maçonnerie sur la Loire ii Orléans. G.C. 
49. 337. 

4938. E. Statische Bcrecbnung für 
eine E'lutbriicke. E.K. K. 1. 54. 

4939. F. v. h'nzpwger. Welche stati- 
ache Bedeatung h a t  die Einbetonierung 
einer Eisensaule. B .  E.B. 6. 172. 

4940. E'. Engesser. Uber die Rerech- 
nung statisch unbestimmter Sgsteme. 
C.B.B. 27. 606. 

4941. E'. W. E. Der Wettbewerb des 
Eisenbetons mit  dcm reincn Eisenbau. 
B.E.B. 5. 86. 

4942. 3. v. E. Gittertraeerbrücken 
System Visintini. B.E.B. 5. "220. 
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4943. 1". v. E Die Armatur von Kunst- 
steinstufen. B.E.B. 5. 150. 

4944. F. Gebauer. Cisenbetontrager 
fiu gro5e Spannweite. System Vieren- 
deel. B.E.H. 6. 262 ;  280; 312. 
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