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C’est une premiere recherche d’une méthode da caleul appropriée aux corps discontinus
cl son application a I'explication des forces élastiques par des actions a distance. L'au-
teur emploic les rangées de molécules, mais sans en tirer un parti avantageux, et établit que
les actions moléculaires doivent éire en raison inverse de la puissance quatriéme de la distance
ou d’une puissance plus grande. -
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Cet Ouvrage débute par une réfutation de ' Unité des forces physiques du P. Secchi; sui-
vent un exposé des lois d’action -a distance qu’il s’agit d’étudier, une étude plus approfondie
des rangées de molécules d’olt découle la théorie des assemblages réguliers (I'auteur ignorait
alors les travaux de Gauss et de Bravais), 'application de cette théorie au calcul des actions
dans les milieux discontinus et une évaluation des forces élastiques. On en conclut que les
termes de P'action moléculaire sont en raison inverse d’une puissance de la distance au
moins égale & {, et que la pression est proportionnelle & la densité.
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PRETFACE.

Sous letitre de : Les lois de la matiere, Essais de Mecanique molecularre,
je publie la synthese mathématique d’une explication des phénoménes
matériels par I'hypothese des forces centrales. Telle qu’elle est, cette
synthese est le fruit de longues études des divers systémes préconisés
jusqu’a ce jour pour la méme explication, de bien des tentatives diffé-
rentes et plus ou moins heureuses, de longs calculs numériques et ana-
lytiques entierement supprimés ici. Mais, par 'effet méme de ces sup-
pressions, I'étendue de cette synthese parait bien disproportionnée au
temps que j'ai mis a I’établir (vingt-quatre ans environ), car je n’em-
brasse que les forces élastiques développées a 'intérieur des corps. Je
ne me dissimule pas la petitesse du résultat, et jaurais désiré y ajouter
de plus amples développements avant de le faire connaitre aux géo-
metres; quelques années me suffiraient sans doute, car je suis plus
maitre des faits qu'au début; je Ies comprends mieux et j'en tire plus
aisément les conséquences. Mais je suis arrivé a un age ou il est im-
prudent de compter sur un avenir de quelque durée; en voyant mes
contemporains disparaitre les uns apres les autres, je me demande si
mon tour n’arrivera pas bientdt et si, en retardant la publication de
mon travail, je ne I’enterrerais pas avec moi. Des & présent, il me semble
pouvoir fixer I'attention de quelque géometre curienx de ces sortes
de questions dont on s’occupe beaucoup & notre époque, et lui servir
de jalon dans une voie féconde 4 coup sir, vraie probablement. Jen ai
donc jugé la publication utile.

Mon travail est divisé cn cing Sections :

I. Dans la premicre, j'expose I’hypothese qui est celle des attrac-
tionnaires, tels que Cauchy, Lamé et M. de Saint-Venant. Si elle ren-
ferme quelque chose de nouveau (et encore?), c’est la supposition que
les capacités pour les attractions et répulsions en raison inverse de di-
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VI PREFACE.

verses puissances de la distance ne sont pas toutes les mémes dans le
méme atome. Je traduis en formules ces forces centrales, et, de leur
examen, je conclus que les molécules d’'un milieu ne peuvent pas étre
distribuées d’'une maniere quelconque, mais doivent I’étre dans un cer-
tain ordre, dont le plus simple est 'assemblage, tel que Bravais I'a dé-
fini dans un Mémoire présenté en 1848 a I’Académie des Sciences. Dés
que les molécules d’un corps peuvent se rattacher par une série conti-
nue de déplacements a un état antérieur ou elles étaient régulierement
distribuées, on peut, & premiere approximation, les considérer encore
comme régulierement distribuées dans les tres petits espaces ol se dé-
veloppent les actions moléculaires. Cette disposition particuliere des
molécules n’existe pas nécessairement toujours, mais elle doit se pré-
senter souvent, au moins par a peu pres. Elle se préte d’ailleurs plus
ais¢ment au calcul. Je suis donc fondé a 'admettre comme base de mes
études sur les propriétés de la matiere. Cela posé, j'énonce lcs princi-
pales propriétés des assemblages d’apres Bravais; j'établis les formules
de transformation de coordonnées quand on prend pour axes directeurs
les rangées conjuguées de 1’assemblage, et je déduis une relation entre
les densités d’un milieu & diverses époques. Cette relation est connue,
et les gtometres y sont arrivés par les procédés du Calcul infinitésimal.
II. La deuxicme Section est consacrée a 'étude des forces élastiques
dans les corps ou l'on peut supposer les molécules réduites a des
points et régulicrement distribuces. Je commence par établir les for-
mules des composantes élastiques paralleles a des rangées conjuguées
de I’assemblage dans les corps purs et ensuite dans les corps mélangeés;
j'en déduis, en fonction de celles-ci, les composantes surun plan quel-
conque. Partant de ces dernieres, je calcule les valeurs des compo-
santes élastiques sur trois plans rectangulaires en fonction de celles
sur trois plans conjugués, puis les valeurs des composantes élastiques
rectangulaires sur un plan quelconque cn fonction de celles sur trois
plansrectangulaires.Je vérifie en passant, comme simples identités, plu-
sieurs relations que Lamé, dans ses Legons surla théorie mathemalique de
Uélasticité des corps solides, obtient par des considérations mécaniques.
Enfin, je constate la possibilité et les conditions du principe de Pascal.
III. Jai divisé la troisitme Section en deux paragraphes. Dans le
premier, je calcule la valeur des composantes élastiques dans le cas
simple de rangées conjuguées se coupant a angle droit ct au moyen de
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formules sommatoires dues a Euler; je montre que les actions excr-
cées par les attractions ou répulsions en raison inverse du carré et du
cube de la distance sont insensibles aux distances insensibles, appré-
ciables aux distances mesurables; que les actions exercées par des
altractions ou répulsions en raison inverse de la quatricme puissance
de la distance sont du méme ordre de grandeur aux distances sensibles
ou aux distances insensibles; enfin que, pour des attractions ou répul-
sions en raison inverse de puissances de la distance égales 4 5, ou
plus grandes, 'action exercée aux distances insensibles est immense
par rapport a celle exercée aux distances sensibles. I’en conclus que
les actions moléculaires doivent étre attribuées a des attractions ou ré-
pulsions en raison inverse de puissances de la distance égales a 5 ou
plus grandes, ct que le facteur constant f,, commun a tous les termes
de méme degré, est d’ordre ¢"~*, ¢ étant une grandeur du premier ordre.
Jen conclus encore 'impossibilité de pouvoir négliger, dans le calcul
des actions moléculaires, les dimensions de la molécule.

Le second paragraphe est consacré au calcul des composantes élas-
tiques en tenant compte des dimensions des molécules. Je me borne
au cas des corps purs et & celui de corps formés de groupes binaires
de deux parcelles différentes.

IV. J'al divisé la Section IV entrois paragraphes. Le premier contient
les équations générales de ’équilibre et du mouvement des atomes,
des centres de gravité des molécules, de ceux des parcelles et, finale-
ment, de ceux de portions plus ou moins étendues d’un milieu. Basées
sur le principe de d’Alembert et sur I'intervention d’actions en raison
inverse de puissances n de la distance (n =5 ou > 5), elles n’offrent
rien de particulier. Dans le dcuxieme paragraphe, je traite des combi-
naisons qu’on peut former avec les équations du premier et qui corres-
pondent aux principes des aires et de la conservation des forces vives.
Dans le troisieme, j’étudie les résultats des équations générales obte-
nuecs dans les deux paragraphes précédents. J'y justifie les hypotheses
de Ia Section 1 sur I'éther luminifere dont Patome aurait une masse du
quatrieme ordre pourla gravitation, et des capacités du troisiemeordre
pour les actions moléculaires; puis je montre que, dans toute portion
de milieu, les actions transmises de la portion au milieu environnant,
et réciproquement, peuvent étre représentées par des forces élastiques
et sont dues uniquement aux actions atomiques échangées entre deux
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couches d’épaisseur insensible, séparées par la surface terminale de
la portion.

V. La Section YV comprend quatre problemes : 1° approximation des
équations d’équilibre et de mouvement dans un corps & molécules mo-
noatomiques ou dont les dimensions sount négligeables; 2° approxi-
mation des équations d’équilibre et de mouvement dans un corps pur a
molécules polyatomiques; 3° méme approximation dans un corps formé
de groupes binaires de deux parcelles A et B, chaque sorte de parcelles
ayant sa méme composition propre dans toute l'étendue du corps;
4° approximation des équations du mouvement de 'atome.

Le premier probleme conduit aux équations d’équilibre et de mou-
vement connues, telles qu'on les trouve exposées dans les Legons sur
la théorie mathematique de U'élasticite des corps solides, de Lam¢ ; ainsi se
trouve justifiée, pour les corps monoatomiques, I'identité admise jus-
qu’ici, mais non démontrée entre l'action des forces moléculaires et
les forces élastiques agissant au contact des corps; mais, tout en recon-
naissant que la supposition ¢ priori de I'identité simplific beaucoup
les calculs, je constate qu’elle a I'inconvénient d’empécher I'étude des
véritables actions et de conduire fatalement & des erreurs lorsqu’il s’agit
~de faire entrer ¢n ligne de compte les dimensions des atomes.

Le sccond probleme conduit & des équations d’équilibre ¢t de mou-
vement d'une forme un peu plus générale que le précédent, en ce sens
que les composantes tangentielles de mémes indices n’y sont plus iden-
tiques; il donne en outre une relation entre les composantes élastiques
sur trois plans rectangulaires et celles sur un plan quelconque passant
par Porigine, relation qu’on vérific identiquement. Mais il a un autre
mtérét en ce qu’il fournit les moyens de décider si les positions des
atomes homologues dans les molécules immédiatement voisines chan-
gent dans un rapport insensible ou dans un rapport fini. Elles sont in-
variables ou elles changent dans un rapportfini, et les espaces périodi-
ques ou s’effectuent ces changements ont des dimensions comparables
aux distances moléculaires. Les considérations mécaniques au moyen
desquelles plusieurs géometres, Lamé entre autres, ont démontré
I’égalité des composantes tangentielles de mémes indices subsistent, et
entrainent trois équations de condition aux dérivées partielles du pre-
mier ordre, compatibles avec les équations du mouvement. Une autre
conclusion ressort encore de la solution de ce probleme : c’est la va-
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riabilité par rapport au temps des composantes élastiques en un méme
centre de gravité; 'expérience ne peut que nous en donnerles moyennes.

Le troisitme probleme conduit aux mémes équations d’équilibre et
de mouvement que le second, ainsi qu'aux mémes relations entre les
composantes ¢lastiques sur un plan quelconque et les composantes
élastiques sur trois plans rectangulaires donnés; les composantes élas-
tiques sont aussi variables par rapport au temps cn chaque centre
donné de groupe. Mais I’¢tude des actions moléculaires y fournit bien
d’autres résultats. L’'une des parcelles, A, peut étre supposée formée
de molécules matérielles; 'autre, B, de molécules d’éther luminifere.
Des lors, la distance du centre de gravité de la parcelle B au centre de
gravité O du groupe AB étant une quantité du premier ordre, celle du
centre de gravité de la parcelle A & ce méme centre O en est une du
second. Les atomes éthérés déerivent un nombre immense de fois, dans
de tres courts intervalles de temps, des orbites de dimensions compa-
rables aux distances moléculaires et peuvent chaque fois s’approcher
tres pres des atomes de la parcelle A du groupe voisin, quelque grande
que soit relativement la distance des groupes. Chacun de ces rappro-
chements amene une grande valeur du multiplicateur de la densité
dans I'expression de la composante élastique, et la valeur de ce multi-
plicateur P ne descend jamais au-dessous d'une certaine limite déter-
minée par les distances des centres O. Il s’ensuit que, ces distances ne
variant ni en grandeur, ni en direction, cas auquel la densité reste
constante, la grandeur moyenne du multiplicateur P croit avec la gran-
deur des orbites des atomes, c'est-a-dire avec la vitesse méme de ces
atomes. Cette derniére peut en conséquence étre mesurée approximati-
vement au moyen d’un instrument ou, la pr'ession demeurant constante,
P croitrait en raison inverse de la densité. Or cet instrument est connu:
c¢’est le thermometre, et 'on montre comment il peut servir a mesurer
les accroissements de P, non seulement dans le thermometre ol la pres-
ston est constante, mais encore dans les milieux contigus ol la force
élastique et la densité penvent étre toutes différentes. Seulement il y a
plusieurs faits concomitants avee la croissance de vitesse des atomes
éthérés; 1l y a 'oscillation ou révolution, suivant le cas, des centres de
parcelles, I'oscillation des centres de gravité des groupes, et ['on
manque de données pour attribuer a 'un de ces faits plutét qu'a un

b
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autre la sensation physique corrélative de chaleur que nous éprouvons.

Les intégrations des équations semblent dépasser les forees actuelles
de I’Analyse. Tounlefois une hypothese particuliere, plus ou moins ap-
prochée de la vérité dans certains cas, permet de trouver une intégrale
qui lie le facteur P 4 la force vive moyenne du centre du groupe. L'é-
quation obtenue alors est 4 pen pres la méme que celle obtenue par
M. Clausius, parti de considérations impulsionnistes toutes différentes
desmiennes; les 1dées attachées aux forces vives moyennes ne sont pas
non plus les mémes. Ce n'en est pas moins un rapprochement curieux,
et j'ai du le signaler.

Le quatrieme problemc conduit & un dédoublement des équations et
& des considérations importantes sur le mouvement des atomes.

L’exposé de mon travail que je viens de fairc montre que je n’y ai
pas discuté les divers systémes proposés pour expliquer les phéno-
menes matériels; j'ai commencé la synthese de I'hypothese choisie,
voila tout. Qu’il me soit permis de combattre, dans cette Préface, les
principales objections élevées contre cette hypothese.

M. Clerk Maxwell a démontré (Theory of heat, London, 1872) qu’'un
corps chaud éprouvait nécessairement un mouvement molécnlaire in-
téricur; c’est une objection contre eeux qui croient & I'équilibre des
atomes dans un corps chaud et non contre les attractions et répulsions
a distance, car celles-ci conduisent exactement & la conclusion de
M. Clerk Maxwell.

On a soutenu I'impossibilité d’expliquer la résistance des gaz i la
pression par de simples actions & distance; cela tenaitau préjugé que
le volume des molécules élait négligeable, préjugé qui a fait mécon-
naitre le role important que ce méme volume joue dans la grandeur
des forces élastiques.

Enfin on a été chercher dans Parsenal des sophismes antiques 'ob-
jection : Les actions a distance ne peuvent pas se comprendre; donc elles
r'existent pas; comme si, pour arriver i ses fins, Dieu était oblige
d’employer des moyens accessibles a notre intelligence ; commesi, d'ores
et déja, nous comprenions toutes les autres lois de la Nature dont nous
avons pu'constater I'existence. Huler, généralement mieux inspiré, a
développé cette objection dans une de ses Lettres c une princesse d’ Alle-
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magne; ¢'est la paraphrase d’un vieux theme émis dix-huit siecles au-
paravant par Lucrece dans son poeme De natura rerumn. Je rapporte ici
les deux textes, afin qu’on puisse les comparer.

Lucrkck.
De la nature des choses.

Poéme, 50 ans environ avant Jésus Christ. Tra-
duction en prose de Pongerville; t. I, p. 55
ct suiv. Paris, C.-L.-F. Pankoucke, 1829.

Car n’admels pas, 6 Memmius, comme plu-
sieurs philosophes, que tous les corps soient
attirés vers le centre du monde, gue cet
univers, balancé dans le vide, ne soit point
soutenu par la pression des chocs extérieurs,
et quo les objets qui U'environnent dans toute
sa circonférence ne puissent s'échapper,
parce qu’ils éprouvent la méme tendance
vers un cenlre commun. Cencoit-on, Mem-
mius, qu'une masse se soutienne par elle-
méme el que, sous nos pieds allirés dans
une direclion opposée a la notre, des corps
aient la faculté de se mouvoir, comme on
voit notre image se réfléchir dans 'onde?
Ainsi U'on ose afirmer qu'us monde rempli
d’étres de toute espéce s’agite sous la terre,
sans ¢tre plus exposé a s’engloulir dans les
gouffres inférieurs que nous ne sommes me-
nacés d'un entrainement vers les vodates cé-
lestes; on dit que ces peuples nouveaux sont
éclairés par le Soleil quand nous le sommes
par les flambeaux nocturnes, et qu'une con-
stante ajternative lear partage avec nous les
nuits, les jours, les saisons et les années.

C'est ainsi que les doctes qui ont embrassé
de faux principes ont admis ces grossiercs
ecreurs. Ils ne eomprenaient pas qu'il n’existe
point de centre dans une étendue infinie. Ce
centre existat-il, quelle loi contraindrait les
corps de s’y fixer plutot que dans d'autres
parties de’'espace? La nature du vide est de
céder aux corps pesants, que leur direction
tende vers le centre ou loin de [ui. II n'est
aucun lieu dans l'univers o les corps res-
tent immobiles et perdent lear pesanteur. Le
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Eccer.
Lettres a une princesse d’Allemagne.

Lettre du 18 octobre 1560, Traduction par
Cournot; t. I, p. 265 ¢t suiv. Paris, chez
Hachette, 1852,

Puisqu’il est certain qu’en considérant
deus corps quelconques, l'un est attiré vers
I'autre, on demande la cause de ce penchant
mutuel; c’est Ja-dessus que les sentiments
sont fort partagés. Les philosophes anglais
soutiennent que c'est une propriété cssen-
tielle de tous les corps de s’attirer mutuelle-
ment ; que ¢’est comme un penchant naturel
que tous les corps ont les uns pour les au-
tres, en vertu duquel les corps s'efforcent
de s'approcher mutuellement, comme s’ils
élaient pourvus de quelque sentiment ou
désir. D'autres philosophes regardent ce sen-
timent comme absurde et contraire aux prin-
cipes d’une philosophie raisonnable. Ils ne
nient pas le fait; ils tombent mémac d’accord
qu'il y a actuellement au monde des [orces
qui puussent les corps les uns versles autres;
mais ils soutiennent que ces forces agissent
de dehors sur les corps et gu’elles se trou-
vent dans I'éther, ou cette matiére subtile
qui environne tous les corps, de méme que
nous voyons qu'un corps plongé dans un
fluide en peut recevoir plusieurs impressions
pour le meltre en mouvement. Donc, selon
les premiers, la cause de l'attraction réside
dans les eorps mémes et dans leur propre
nature; et, selon les derniers, cetie causc
réside hors des corps, dans le fluide subtil
qui les environne. Dans ce cas, le nom d'at-
traction serait peu propre; il faudrait alors
plutot dire que ces corps sont poussés les
uns vers les autres. Mais, puisque ['effet est
le méme, soil que deux corps svient poussés
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vide ouvrira sans cesse un facile passage a
leur course. Ce centre qu’on supposa ne suf-
fit donc pas pour s’opposer a la dissolution
de V'univers. -

Quelle est la contradiction de ces mémes
philosophes! ils affirment que la tendance
vers le cenlre n'est pas commune a tous les
corps ils la réservent & ceux queleau oula
terre compose, tels que les flots 8mers, les
fleuves, les torrents qui se précipiteat des
montagnes et tous ces corps que la terre a
nourris. Tandis que Tair sublil, la fainme
active, fuient le centro et de toutes parts
s'amassent dans les plaines d’azur, les orbes
¢elatants, l'astre pompeux du jour, s’en re-
paissent sans cesse, ainsi que des sucs fé-
conds sortis de la terre se nourrissentlesétres
animés, les fleurs et les végétaux, Par dela
la sphére étoilée, ils placent le firmament;
cnveloppe impénétrable, il comprime les
flammes fugitives, qui, sexhalanl du centre,
franchiraient sans Iul les limites du mwonde.
Le méme désordre envalirail la nalure en-
tiere; le temple des cieux, les foudres, les
agires s’écrouleraient sur nos tétes; la terre
¢hranlée s'ouveirait, et les peuples, roulés
avec les débris ardents des cieux, s’englou-
tiraient vivants dans des gouffres sans fond.
Bientdt il ne resterait de cet univers qu'un
amas de poussiére et une solitude éternelle.
Car qu'importe le lieu oil commencerait le
désordre? une porte fatale s’ouvrirait pour
la destruction et les éléments en foule se ha-
teraient de s’y précipiter.
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ou atlirés réciproquement, le seul nom d’at-
traction ne doit pas choguer, pourvu qu'on
ne veuille pas par 1a déecider sur la nature
méme de la cause,

Les uns disent que c’est la terre qui attire
ces corps (ceux qui tombent) par une force
qui lui appartient cn vertu de sa nature; les
autres disent que c’est I'éther, ou autre ma-
tiére subtile et invisible qui pousse les corps
en bas, de sorte que l'effet est néanmoins le
méme dans ['un el Iautre cas. Le dernier
sentiment plait davantage & ceux qui aiment
des principes clairs dans la philosophie, puis-
qu'ils ne voient pas comment deux corps
¢loignés I'un de l'autre peuvent agir I'un sur
l'autre, @ moins qu'il 0’y ait quelque chose
enire eux. Les aulres recourcnt i la toute-
puissance divine et souliennent que Dieu a
revétu taus les corps d’'une force capable de
g'attirer mutuellement. Quoiqu'il soit dange-
reux de vouloir disputer sur ee que Dieu au-
rait pu faire, il est néanmoins certain que si
I'attraction élait un ouvrage immédiat de la
toute-puissance divine, sans étre fondée dans
la nature des corps, ce serait la méme chose
que si Uon disait que Dieu pousse immédia-
tement les corps les uns vers les aulres, ce
qui serait des miracles continuels. Supposons
qu'avant Ja création de monde Diea n'etit
créé que deux corps éloignés I'un de I'autre,
qu'il n’existat hors d'eux absolument rien,
et que ces corps fussent en repos; serait-il
bien possible que I'un s’approchat de I'autre
ou qu’ils eussent un penchant & s’'approcher?
Comment I'un sentirait-il Uantre dans I'éloi-
gnement? comment pourrait-il avoir un dé-
sir de s'en approcher? Ce sont des iddes qui
révoltent; mais, dés qu’on suppose queles-
pace entre les corps ost rempli d’'une ma-
tiére subtile qu'on nomme L'éther, il semble
plus raisonnable d’attribuer 'altraction mu-
tuelle des corps.a une action que l'éther y
exerce, quoique la maniére nous soit incon-
nue, que de recourir & une qualité inintelli-
gible.
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In metiant de coté le mouvement péétique de 'extrait de Lucrecé,
le caractere religieux de la Lettre ’Euler, on voit une extréme simili-
‘tude entre les deux modes d’argumentation. Toutefois Euler est beau-
coup moins tranchant que Lucrece. Mais il n’a pas prouvé que I'attrac-
tion n’est pas une qualité de la matiere, pas plus que son précurseur
Lucrece n’a démontré gue la Terre est plate et dépourvue d’antipodes;
le P. Secchi et les autres auteurs qui ont*répété I'objection d’Euler
n’en ont pas augmenté la valeur.

Je crois inutile de mentionner quelques autres objections que jai
rencontrées, notamment dans I'Unité des forces physiques du P. Seechi.
Elles ne m’ont pas semblé valoir une réfutation.

Jacheverai cette Préface en remerciant M. de Saint-Venant, de ’Aca-
démie des Sciences, et mon ami Philippe Gilbert, I'éminent professeur
de Louvain. Je leur ai communigué mon travail, il y a quelques années,
et ils m’ont donné d’excellents avis, dont j'ai tiché de profiter dans la
rédaction de I'Ouvrage actuel. Mais tout ce que celui-ci contient sur
les composantes élastiques obtenues en tenant compte des dimensions
des molécules est nouveau; j’ai eu bien de la peine & me défaire du
préjugé admis : c’est seulement dans les derniers mois de 1882 que
j'al vu clairement la nécessité de tenir compte des dimensions des mo-
lécnles, et dans le commencement de 1883 que j’en ai apercu les con-
séquences au pdint de vue de la chaleur.

Jai lu, au cours de 'impression de mon travail, un Ouvrage tres ori-
ginal et tres curieux sur les lois de la matlere, di 4 M. Love (G.-H.),
et intitulé Ewude sur la constitution moleculaire des corps, ete. (*); J'y
ai trouvé les objections suivantes élevées contre I'explication des phé-
nomenes physiques par des actions a distance. Comme elles sortent du
theme ordinaire, clles me semblent mériter un examen spécial. Je les
citeral textuellement et les feral suivre de mes réponses.

Texte. — 5. Je reviens maintenant au systeme moléculaire sidéral,
dont j’ai dd montrer fe rapport avec la cosmogonie réfutée des mécani-

(') P. 11; Paris, Gauthier-Villars, 1883.
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ciens ('), pour 'examiner en détail. Je ferai remarquer d’abord qu’un
pareil systeme exige de toute nécessité une molécule centrale régulatrice
d’une dimension supérieure a toutes les autres et dlspocant en outre
d’une quantité de chaleur infiniment plus grande.

Reponse. — L'auteur appelle systéme moléculaire sidéral 'hypothese
de la molécule formée par des atomes circulant Tes uns autour des
autres en vertu d’actions centrales. Il est vrai que les partisans de cette
hypothése, pour en donner unc idée, comparent volontiers la molécule
4 notre systtme planétaire; mais cette comparaison n’entraine nulle-
ment la néecessité d'un atome prépandérant, comme le Soleil 'est dans
le systeme planétaire, malgré 'assertion contraire de M. Love.

L’obligation d’une quantité de chaleur plus grande dans la molécule
centrale est encore une affirmation gratuite, conséquence de 1'hypo-
these de M. Love (?) sur la chaleur et son action, et non de celle des
forces centrales; or, quand on veul juger une hypothéese, il faut en
examiner les conséquences directes et non celles qu’elle aurait en y
appliquant un systeme entierement différent. L'argumentation est donc
ici completement défectueuse. : ’

Texte. — S’il en était ainsi, tous les corps simples ou composés se-
raient dépourvus d homogendité, ce qui est contraire & U'expérience. De
plus, les aptitudes aux combinaisons, dépendant absolument de la

quantité de chaleur attachée aux molécules, seraient variables dans les
parties d’'un méme corps, ce quin’a pas lieu. -

Reponse. — 1l y a ici une confusion évidente entre les %uppositiom
faites pour la molccule et celles faites pour le corps, au moins quand
on s'en tient au systeme des attractionnaires. Pour ceux-ci, 'homogé-
néité d'un corps dépend de la distribution des molécules et non de
celle des atomes dans la molécule. Conséquemment, ['objection porte
a faux. QuanL i l()bJ(‘(‘[mn tiree de la quantité de (‘lld](‘lll‘ je renvoie
a ce que j'en al dit ci-dessus.

Texte. — D'un autre coté, fes distances admises entre les molécules

(1) Cest la désignation’que M. Love emploie pour les géometres.

(2) 1l v a lieu d’observer qud™M. Love necroit pas faire d'hypothéses, mais sculement
interpréter les faits. Comme ses interprétations sont conjecturales et basées, pour ce qu’il ne
voit pas, sur des analogies avec ce qu'il voit, il choisit en réalité entre pIuswu1~ interpréta-
lions possibles et fait des hypothéses d'une maniére inconsciente,
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et le faible diametre relatif de celles-¢i auraient pour résultat qu'aucun
corps ne pourrait servir de récipient aux liquides et aux gaz qui pas-
seralent i travers ses parois comme ’eau & travers un crible a larges
mailles. Mais ce qui passcrait surtout a travers les corps ainsi formés,
ce serait la lumiere. Tous les corps seraient diaphanes.

Reponse. — lci encore 'auteur s’obstine & juger I’hypothéese attrac-
tionnaire en y appliguant la siecnne; comme elle est contradictoire, il
ne peut obtenir que des résultats absurdes. Ce mode d’argumentation
est sans valeur; pour juger une hypothese par ses conséquences, il faut
cherclier celles qu’elle entraine réellement, et non celles qu’clle fournit
avee un autre systeme.

Texte. — 1l faudrait encore concilier ce systeme, ou les molécules
seraient entrainées dans un mouvement rapide orbitaire ou dans de
perpétuelles collisions, comme cclles supposées dans les gaz, avec un
fait physique d’observation constante é¢tablissant que les cristallisations
ne peuvent se former que dans un air caline et un repos absolu. Suit une
tirade contre les mécaniciens, inutile & reproduire. -

Réponse. — L’observalion constante établit que la cristallisation
exige I'absence de tout mouvement d’amplitude sensible, mais P’exis-
tence de mouvements moléculaires rapides de tres faible amplitude,
par suite desquels les molécules se rangent dans I'ordre cristallin. Ces
mouvements ne sont nullement incompatibles avec les vibrations d’am-
plitude insensible que les attractionnaires admettent pour les molé-
cules. s n’admettent pas la théorie de Clausius pour les gaz.

Texte. — En Optique, le systeme de Fresnel vient misérablement
échouer contre un fait expérimental des plus simples; car la maniere
dont les ondulations produites dans une piece «l’eau se comportent a
I'égard d’un pieu qu'on y plante verticalement prouve que, dans ce sys-
téme, il n'y aurait pas d’'ombre; le Soleil éclairerait en méme temps la
Terre sur toute sa surface; d'un autre coté, les sons ne se rheuvent pas
avec la méme vitesse, malgré les calculs qui ont prétendu établir le
contraire, et il n’est pas douteux qu’il en soit de méme pour la lu-
miere, ete. Pas d’autre objection distincte dans le reste du numeéro et
de I’Ouvrage.

Réponse. — L’objection relative 3 'ombre est ancienne; elle remonte
au moins & Newton, qui ’élevait contre les théories optiques de Des-

~
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cartes, et clle a été réfutée victorieusement, vers le commencement
de ce siecle, par Young au moyen des considérations suivantes. L'expé-
rience montre que, sile pieu n’arréte pas les ondulations du liquide, il
y a des obstacles suffisamment grands pour les arréter d’une maniere
plus ou moins complete derriere eux. 1l v a donc un rapport entre les
dimensions de I’obstacle limite et celle dés ondulations arrétées. Or,
pour comparer les résultats acquis sur la piece d'eau aux faits de Ia
lumitre, 1l faut réduire les dimensions de 'obstacle limite dans la
méme proportion que les ondulations ou vibrations, ¢’est-h-dive les di-
viser par environ 1oooooo. Mais alors l'obstacle n'arréte plus la lu-
miere d’une maniere absolue; on sait que de tres petits écrans mon-
trent, & des distances suffisamment rapprochcées, de la lumiere au sein
de ombre et ne produisent, un peu plus loin, que des franges; c’est
méme le systeme de Fresuel, si misérablement échoué, qui a conduit
comme conséquence a ce fait, vérifié ensuite expérimentalement.

La constance de la vitesse des sons indépendamment de la hauteur
a é1¢ admise comme résultat de I'expérience avant d’étre établie par
des caleuls empiriques; si clle n’est pas rigoureusement exacte, ce que
jignore, on ne peut pas en rendre responsable la théorie attraction-
naire, en dehors de laquelle ces caleuls ont été faits; pareille observa-
tion est applicable i la théorie de la lumitre. Je dois faire observer que
des expériences d’Arago, confirmatives de I’égalité de vitesse de trans-
mission des divers rayons lumineux ct exéeutées i la demande de Cau-
chy, paraissent entierement probantes.

En somme, les arguments de M. Love ne prouventi rien contre la
possibilité du systeme attractionnaire, tel que je I'ai exposé, ni contre
les premitres conséquences que j'en ai déduites. C'est tout ce que je
désirais établir ici, mon but n’étant pas de discuter le systeme de cet
auteur, pas plus que je ne Pai fait pour les autres systemes impulsion-
naires.
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LOIS DE LA MATIERE.

ESSAIS DE MECANIQUE MOLECULAIRE.

SECTION 1.

PRELIMINAIRES.

1. Aussi loin qu’on remonte dans I'histoire des Sciences, on trouve
des penseurs préoccupés d’expliquer les phénomenes matériels qui nous
environnent. A I’origine, ces penseurs eurent surtout recours aux prin-
cipes métaphysiques et agirent par l'imagination plus que par des
expériences raisonnées; peu a peu cependant, 'observation des faits
acquit une plus grande place; mais 'expérience proprement dite ne
commenca guere qu'a Kepler et a Galilée. A toutes les époques, les
théories émises peuvent, malgré une divergence extréme de détails, étre
rapportées a deux classes différentes, dont on désigne aujourd’hui les
partisans sous les noms respectifs d’attractionnaires et d’'impulsion-
naires : les premiers expliquent les phénomenes physiques par des
propriétés ou attributs de la matiere; ils ne s’occupent pas des moyens
que Dieua employés pour réaliser ces attributs et pensent volontiers que
homme ne les connaitra jamais; ils appliquent leur intelligence uni-
quement a découvrir quels attributs peuvent produire les phénomenes
matériels observés. Les seconds estiment que les moyens employés par
Dieu pour produire ces derniers sont & la portée de ’entendement hu-

main : ils dirigent en conséquence leurs principaux efforts sur I'expli-
T
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cation des phénomenes connus au moyen des chocs et des impulsions
dont ils croient comprendre entierement le mécanisme.

Tel est encore aujourd’hui U'état de beaucoup d’excellents esprits;
tel il était pour tous lorsque Newton, s’élevant au-dessus de ces dis-
cussions oiseuses et sans issue, posa le principe que, le monde physique
obéissant a des lois fixes, quel que futle moyen auquel Dieu ait recouru
pour les établir, il y avait lieu de chercher au moyen des principes de
la Dynamique, science en partie créée par lui, quelles lois fondamentales
pouvaient produire les faits astronomiques reconnus par Kepler. 11 dé-
couvrit ainsi la gravitation universelle. Mais il eut soin, des 'origine,
de spécifier qu’il étudiait seulement les lois mathématiques des faits
sans vouloir préjuger en rien, par les mots qu’il employait, les causes
qui pouvaientavoir produit ces lois mathématiques. Il répéta depuis cette
déclaration dans son Optique; je ne crois pas qu'on puisse attacher un
autre sens a la déclaration contenue dans la premiere édition de ses
Principes ('), et dont voici la partie principale : « Vocem attractionis
hic generaliter usurpo pro corporum conatu quocunque accedenti ad
invicem, sive conatus iste fiat ab actione corporum vel se mutuo peten-
tium, vel per spiritus emissos se invicem agitantium, sive is ab actione
atlieris aut aeris, mediive cujuscumque scu corporei seu incorporei
oriatur, corpora innatantia in se invicem utcunque impellentia. Eodem
sensu generali usurpo voccm impulsus, non species virium et quali-
tates physicas, sed quantitates el proportiones mathematicas in hoc
Tractatu expendens. » Je ne vois qu'un sens a ces réserves; le géo-
metre aborde les questions de mesure et de rapport des actions phy-
siques, lesquelles rentrent dans son domaine; mais les causes et I'es-
sence de ces actions n’en sont pas, et il refuse de s’en occuper.

Par le fait, Newton essaya en Astronomie V'explication des atirac-
tionnaires, et il devait en étre ainsi; non que Pattribut de la matiere
soit nécesairement la vérité, mais parce que les attractionnaires, cher-
chant avant tout une loi capable de produire les faits observés, s’é-
taient plus approchés de la loi générale existante en supposant une
action centrale que ne I'avaient fait les impulsionnaires, préoccupés

(") Philosophicc naturalis principia mathematice, auct. H. Newton; Londres, Joseph
Streater, 1687. De motu corporum, liber 1, sect. XI, scholium, p. 1q.
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uniquement d’expliquer les phénomenes par des chocs et des tourbillons
consécutifs. Quant aux actions qui se développent 4 I'intérieur ou au
contact des corps, les connaissances étaient fort bornées au xvue siecle :
les attractionnaires n’avaient pas réussi i former sur ce sujet un sys-
teme acceptable : aussi, malgré tout son génic et 'éclat de ses concep-
tions, Newton échoua completement dans son étude des fluides, la-
quelle forme une partiec importante des Principes; il échoua de méme
dans son interprétation des phénoménes lumineux (*). Les choses ont
bien changé depuis; les expériences et les explications ont été consi-
dérablement multipliées et se sont mutuellement contrdlées. Depuis
les travaux de Laplace, de Gauss et de Poisson sur la capillarité, de
Fresnel, de Cauchy et de leurs successeurs sur 'Optique, on a un sys-
teme attractionnaire bien coordonné et appuyé de vérifications nom-
breuses. C’est donc aujourd’hui, ou jamais, le moment de reprendre
ce systeme et de le soumeltre a I'analyse. Tel est le but que je me
propose dans cet Ouvrage, ou je marcherai rigoureusement de consé-
quence en conséquence et ne compareral a 'expérience que des résul-
tats nettement acquis, et encore pour en obtenir 'explication matérielle.

2. Voici donc mon hypothese, c’est celle des attractionnaires précisée
dans, les derniers détails : on en reconnaitra les principaux traits qui
n’ont rien de nouveau. .

A une époque indétermincée, la cause premiere, Dieu, a doué des
points géométriques, ou des substratums immensément petits et se com-
portant comme des points géométriques (*) en nombre immense, d’at-
tributs ou propriétés en vertu desquels ces substratums réagissent
incessamment les uns sur les autres aux plus grandes distances comme
aux plus petites, tout en conservant leur individualité; il les a distri-
bués dans I'espace conformément a sa volonté, en leur imprimant des

(') Poir, au sujel de la théorie de la lumiére de Newton, la trés intéressante Communica~
tion faite & I'Académie des Sciences par M. Chevreul (Comptes rendus, mai 1883 ).

(*) En fait, je crois, aprés Cauchy et M. de Saint-Venant, gque les alomes sont des points
géométriques ; mais je ne 'affirme pas. Au point de vue mécanique, les deux hypothéses
peuvent étre défendues de notre temps ; au point de vue philosophique, elles ont été jadis
'occasion de nombreuses discussions qui ont divisé I'Ecole en nominalistes et en réalistes.
Je n'ose pas trancher Ia question.
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mouvemcnts divers. Les différents attributs ont partout la méme nature,
mais non les mémes grandeurs : en cela consistent les différences que
I'on observe entre les corps matériels.

On appelle atome le substratum ou point matériel doué "d’attributs.
Plusieurs atomes groupés ensemble & des distances assex petites pour
que leurs actions mutuelles 'emportent sur toutes celles de la matiere
environnante ct conservent au groupe l'individualité qui lui est propre
constitucnt la molécule. Un ensemble de molécules, rapprochées suffi-
samment pour ne pas se sé¢parer sous laction de la matiere environ-
nante et garder une individualité disltinete, au moins temporairement,
est nommé corps, quels que soient les modes de distribution intérieure
des molécules. Que I'atome ait ou non des dimensions, la molécule
en a toujours : ce sont celles, mal délimitées, de I'espace dans lequel
circulent les atomes composant la molécule; la forme du corps est la
surface enveloppe de toutes lcs molécules. Elle présente aussi une 1é-
gere indétermination, puisque le volume des molécules est mal délimité;
mais les limites de cette indétermination sont immensément petites a
coté des dimensions de la surface du corps.

Dans la molécule, les atomes peuvent étre tous d’'une seule et méme
nature, ou ils peuvent étre de natures différentes; dans un corps, les
molécules peavent étre identiques ou différentes dans leur composition
atomique, agir isolément ou par groupes. Toutes ces combinaisons se
concilient avec la conception fondamentale. JYappellerai purs les corps
formés d'une seule sorte de molécules groupées ou non; melanges,
ceux qui comprennent des molécules de plusieurs sortes. Ce qu’on
nomme ¢n Chimie un corps simple est un corps pur ol les molécules
sont toutes composées d’'une méme sorte d’atomes, et ce qu’on qualifie
de corps composé est un corps pur ol les molécules contienncnt des
atomes différents.

3. Avisons & traduire cette conception dans le langage de la Méca-
nique rationnelle.

Des attributs de la matiere agissant & toute distance ne peavent avoir
pour conséquence que des mouvements; ils en sont des causes con-
slantes, parce qu'iln’y a pas de raison, sans une nouvelle intervention
divine, pour qu’ils cessent d’agir par moments ou changent de na-
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ture; il sont ce que, dans la langue de la Mécanique rationnelle, on
nomme forces permanentes. En envisageant donc au point de vue des
faits la conception exposée dans le n°2, on voit qu’elle revient a définir,
sous la réserve indiquée en note, les atomes des points géométriques
doués de forces permanentes agissant a distance. Ce que sont ces der-
nicres, la comparaison des résultats du calcul avec ceux de I'expérience
peut seule nous le révéler; cela est déja fait pour toutes les distances
appréciables par nos sens, comme pour celles dont la grandeur dé-
passe notre imagination: la gravitation regle les mouvements des astres
dans I'espace et, dans une certaine mesure, ceux des corps voisins de
la surface du globe. Mais Ji surgissent d’autres effets prenant naissance
au contact plus ou moins intime des corps et inexplicables par la gra-
vitation (*); ils sont dus & des actions sensibles sculement aux distances
insensibles.. Ce sont ces actions, encore inconnues, que je chercherai
4 déterminer par la synthese de la conception attractionnaire, en com-
parant les résultats qu’elle fournit a4 ceux de 'expéricnce. Je resterai
bien loin de leur détermination complcte : je n’ai pas pu pousser mes
calculs assez loin ; mais je recueillerai déja sur elles assez d'indications
essentielles pour en rendre Uexistence extrémement probable.

<

4. Toute action est susceptible d’étre mesurée en la comparant 4 des
actions de méme espece prises pour étalons; partant, elle peut étre
veprésentée par unc fonction continue quand elle varie par degrés in-
sensibles avec le temps et la distance : ce qui est une propriété reconnue
expérimentalement pour les actions moléculaires. La force de I'atome
aux distances insensibles peut done étre représentée par une fonetion
de ces distances. Cette fonction devra conséquemment donner, comme
le type qu’elle représente, des valeurs insensibles aux distances sen-
sibles,sensibles aux distances insensibles, infinies aux distances nulles.
Ces dernitres valeurs appartiendront & des répulsions, condition néces-
saire pour que les atomes ne se confondent pas et ne perdent pas leur
individualité. Quant aux actions que représentent ces valeurs, elles
doivent étre alternativement attractives et répulsives, mais toujours,
ainsi qu’il vient d’étre dit, répulsives aux plus petites distances.

(") Principia generalia theorie figurce fluidorem, etc. C. F. Gauss, #Werke; Gotlingen,
1867, Band V, p. 31, En note, au bas de la page. )
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Or toute fonction variant rapidement et continiment avec la dis-
tance, grande a des distances insensibles et insensible aux distances
appréciables, peut, d’apres la théorie générale des fonctions, étre repré-
sentée par une séric finie ou non de termes mondmes proportionnels
a des puissances inverses de la distance, dont quelques-uns attractifs,
puisque l'attraction se manifeste d’'une maniere évidente dans certains
faits, tels que 'adhésion des surfaces; en outre, cette série devra avoir
un terme répulsif de plus fort exposant, pour que la répulsion I'em-
porte aux plus petites distances. Cette derniere condition implique un
nombre fini de termes dans la série,

5. 1l s’agit de représenter analytiquement ces conclusions. Or nous
savons que le terme mondme représentant 'action mutuelle de deux
atomes aux distances finies est Je produit de trois nombres divisé par
un quatrieme, savoir : 1°ct 2° [es masses respeetives de deux atomes,
¢’est-a-dire les nombres représentatifs des capacités (') d’action en
raison inverse du carré de la distance dont ces atomes sont doués (*);
3¢ la vitesse relative qu’un de ces atomes prendrait par rapport a 'autre
i égalité de masse ct & l'unité de distance ; 4° le carré de la distance.
Il est naturel d’admettre, au moins & titre d’essai, une composition
semblable pour les termes monomes de 'action atomique, et de les re-
gavder comme les produits des deux capacités pour lattraction (ou
répulsion, s’il y a lieu ), multipliées par les vitesses relatives que les at-
tractions correspondantes imprimeraient a ces atomes ramenés i 'unité
de capacité et de distance, lesquels produits seraient divisés par la puis-
sance n de la distance. ‘

Rien d’ailleurs n'indique dans un atome considéré isolément I'éga-
lité des capacités pour les attractions et répulsions d’exposants diffé-
rents ; bien des faits au contraire semblent en démontrer I'inégalité.

(') Yaurais préféré au mot capacité celui d énergie; mais les géométres lui ont déja
donné des acceptions différentes.

(*) Dans la conception attractionnaire, la masse n’est pas une entilé particuliére a I'alome,
c¢’est simplement la capacité pour 'action du poids dont il est doué, ou pour T'effort qu’il faut
lui imprimer afin d’obtenir une vitesse donnée. L'expérience a montré I'égalité de ces deux
capacités dans chaque atome ; mais elle ne s'est pas prononcée pour les capacités moléeulaires
et nous les croyons trés différentes.
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Ainsi I'éther luminifere qui remplit 'espace transmet certains mouve-
ments atomiques ou moléculaires (lumitre, chaleur, ete.) avec une ca-
pacité aussi grande que les corps matériels, tels que le verre, les mé-
taux, ctc. Cependant la masse poids en est tellement faible qu’elle a
¢chappé jusqu’ici aux expériences les plus délicates : ainsi le plomb,
plus pesant que e fer, offre une bien moins grande résistance a 'écra-
sement, cte. Nous sommes done autorisés i tenir pour différentes les
_capacités duméme atome pour les diverses attractions et répulsions ('),
¢t nous désignerons par u, la capacité de cct atome pour 'attraction
ou la répulsion en raison inverse de la 2™ puissance de la distanec.
Nous affecterons, suivant I'usage, lalettre /4 la désignation de la vitesse
relative en lui donnant pour indice Iexposant » de la puissance cor-
respondante de la distance, dis que cette puissance est > 2; enfin,
toujours conformément a I'usage, nous représenterons la distance de
deux points (atomes, centre de gravité, etc.) par la lettre r, i laquelle
nous donnerons pour indices les lettres caractéristiques de ses extré-
mités. Soient doncs, " deux atomes ; le terme représentant en grandeur
Paction en raison inverse de la n'*m puissance de la distance sera

(1) Eastns /e

LI
Tss

On prend ordinairement ce terme avec le signe + quand n = 2, ¢’est-
a-dire quand il y a attraction en raison inverse du carré de la distance.
Conformément a cct usage, nous prendrons les termes attractifs avec le
signe —+ et les termes répulsifs avec le signe —. Nous nommerons spé-
cialement action atomique ou moléculaire, suivant le cas, celle qui
s’exerce seulement aux distances insensibles, et nous la représenterons
par la formule suivante, applicable & un groupe de deux atomes; le

(') Cette conclusion cst le rejet absolu, par ses partisans, d'un systéme assez séduisant
que plusieurs savants, adoptant I'hypothese de Proust, ont voulu fonder sur la constitution
de la matiére ; d’aprés eux, il n’y aurait qu’'une mati¢re fondamentale, et les atomes de tous
les corps malériels scraient des associations intiines d'un plus ou moins grand nombre d'a-
tomes de la maticre fondamentale. Or, si cela était, tous les termes de l'action atomique
seraient visiblement des multiples de ceux de la matiére fondamentale, et auraient par con-
séquent tous entre eux les m@mes rapports; ce qui est contraire  notre conclusion. Au
surplus, le sysiéme écarté ne peut étre soutenu par aucun motif imporlant.
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signe + s’y rapporte aux termes attractifs, et le signe — aux termes
répulsifs

—+
(2> Z'—Hnsl‘l‘lﬂfll

Dans les eas ol 'on pourra négliger les distances atomiques & coté
des distances moléculaires, ce qu'on croit pessible en général, mais i
tort, ainsi que nous le verrons i lu Section 111, on pourra substituer les
actions moléculaires aux actions atomiques; et, en posant alors, dans
1N COTpPS pur,

(3) ]))H:SPII’

on aura, pour la valeur de I'action moléculaire,

Cette forme sera toujours applicable aux corps mono-atomiques, pourvu
toutefois qu’il en existe dans la Nature.

6. Les distances des molécules sont, on le sail par expérience, tel-
lement petites qu’elles échappenta ’appréciation de nos organes, méme
aidés de nos instruments les plus puissants. Elles ont cependant un
rapport encore inconnu avec le metre, dont elles sont peut-ctre des bil-
honiemes, des trillioniemes, peut-étre méme des fractions encore plus
petites; elles sont donc négligeables, elles et leurs multiples assez
grands, dans les calculs approchés ol ['on tient compte au plus d’un
millionieme de metre. A ce point de vue et comparativement aux
quantités finies, clles constituent un nouvel ordre de grandeurs que
nous qualifierons de grandeurs de premier ordre; leurs carrés el lears
produits deux & deux de grandeurs de deuxiéme ordre, leurs cubes et
leurs produits trois a trois de grandcurs de troisieme ordre, et ainsi de
suite. D’apres cela, une grandeur d’un ordre quelconque 7 sera négli-
geable a coté des grandeurs d’ordre inférieur n — 1, n — 2, ete. Dans
cet ordre d’'idées, les quantités finies seront des grandeurs d’ordre o;
ct les quotients de ({UdﬂtllLS finies par des grandeurs du nitwe g 1y0 se-
ront des quantltos immenses d’ordre — 7.
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SECTION I. — PRELIMINAIRES. 9

7. La masse d'un corps, telle qu'on la mesure, est une quantité
finie proportionnelle au volume de ce corps avec lequel elle est dans
un rapport constant pour un corps de méme nature et de méme densité.
Si Pon découpe un volume dans un corps et qu’on le diminue graduel-
lement jusqu’a ce que ee volume et les volumes adjacents semblable-
ment diminués contiennentchacun une molécule, le volume réduit aura
dans tous Ies sens des dimensions sensiblement égales aux distances
moléculaires et sera, par conséquent, dua troisicme ordre. La masse cor-
respondante sera done du troisibme ordre ; mais elle est précisément
celle de la molécule unique contenue dans ledit volume : done la
masse de la molécule est une quantité du troisieme ordre; or le nombre
des atomes constituant une molécule est fini, probablement méme le
plus souvent assez petit; la masse-poids desatomes est donc une quan-
tité du troisicme ordre, en raison de la formule (3). On peut conclure
qu'il en est de méme des capacités des atomes pour les autres attrac-
tions et répulsions; on admettra donc en général que v, est une quan-
tité du troisivme ordre.

8. Il ne faut pas croire que Uon trouve dans toutes les directions,
partir d'un centre de molécule ou de parcelle (nous dennons ce nom
aux groupes de molécules ayant une individualité propre, n® 2), des
molécules ou parcelles agissant avec une égale intensité sur la molécule
ou parcelle donnée. Considérons en effet une portion tres petite d’un
corps formé par la réunion de molécules semblables agissant isolément,
et, dans cette portion, la plus petite distance 3 de deux centres de mo-
lécules. Elle n’est pas nulle, puisque les moléeules ont des dimensions
et que leurs actions ne leur permettent pas de se confondre. Par con-
séquent, cette plus petite distance 3 existe; mais elle peut se reproduire
pour un grard nombre de molécules, sinon méme pour toutes, et plu-
sicurs fois pour la méme. Cela posé, soient A et B deux centres de
gravité situés i cette distance 3 I'un de 'autre; on ne peut pas trouver
autour de A un troisieme centre G qui en soit a la distance 3, 2 moins
que I'angle BAC ne soit égal 4 60” ou plus grand; autrement la dis-
tance BC serait < 3, contrairement & ’hypothése. On peut des lors se
rendre compte du nombre maximum des distances 3 correspondant au
centre A; en effet, on sait qu’il n’existe pas de polyedre régulier dont

2
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10 . LES LOIS DE LA MATIERE.

le coté soit égal au rayon de lasphere circonscrite; mais, en cherchant
combien de fois la surface du triangle sphérique dont les cotés ont
Go® (') est contenue dans la surface de la sphere, on a, d'une maniere
approchée, le maximum du nombre de centres qui peuvent étre situés
4 une distance 3 de A. Or on trouve, en faisant le calcul, que le nombre
de ces triangles égale 14,519; donc il'y a au plus quatorze points situés
a la distance 3 de A; et, s’ils existent, les plus rapprochés qui vien-
draient ensuite en nombre & peu pres ¢gal seraient situés a la dis-
tance 3y3. Nous verrons ci-aprés (Sect. 111, n® 3) que, dans 'action
atomique, I'exposant n estau moins égala 5 et probablement plus grand ;
donc 'action des moléceules immédiatement consécutives, si elles exis-
tent dans les intervalles, sera au plus la <%>mmc: (71—,—>mm partie
9\/3 19, 07
des premieres actions; les sulvantes: seront encore moins sensibles.
Donc les quatorze molécules les plus rapprochéces, si elles existent, ct
dans l'autre cas les molécules les plus rapprochées, moins nombreuses
encore, exercent une action prépondérante que celle des molécules les
plus éloignées contrebalancent dans une faible proportion. Il faut done
qu'elles se fassenta peu pres équilibre, puisquelecorps yest etn’a que
des mounvements intérieurs dus & des différences d’actions extrémement
petites et jouant le role de forces aceélératrices. Cette condition laisse
place seulement & un petit nombre de combinaisons quand on se borne
i considérer la position relative des centres et non Porientation velative
des droites qu’ils déterminent deux a deux. Or eet équilibre autour du
centre A doit exister aussi autour de tous les centres environnants; ce
qui exige, ou la reproduction i peu pres identique autour du centre B
de la distribution des moléculesautourdu centre A et ainsi de suite; ou
une disposition de molécules autour du centre B différente de celle qui
a licu autour du centre A, mais qui produise un effet équivalent. Nous
allons examiner les conséquences de 'une et de autre de ces déduc-
tions, conciliables toutesles deux avec 'hypothese fondamentale du n® 2.

9. 1. La disposition des centres les plus rapproches est a peu pres iden-
tigue en A et en B ainsi que dans les centres voisins. — On doit alors

(1) Ce triangle correspond au triangle recliligne équilatéral de coté égal au rayon.
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trouver autour de B un troisieme centre B, 4 peu pres placé par rap-
port & B comme B I'est par rapport & A; c’est-ia-dire tel que BB, soit i
tres peu pres égal en grandeur et en direction & AB. Par suite, on
trouvera un quatrieme centre B, tel que B, B, soit & tres peu pres égal
en grandeur et en direction & BB, ; et ainsi de suite. Ily aura done une
série de centres de molécules équidistants et situés en ligne droite i
de tres petites quantités pres, savoir A, B, B,, B,, .... Le méme raison-
nement est applicable aux autres directions issues de A et déterminces
par des centres de molécules 5 on voit donc que la premiere hypothese
revient, lorsqu’on néglige de treés légeres différences de distance et
d’inclinaison, a supposer les molécules distribuées par rangées ou, ce
qui revient au méme, distribuées régulicrement dans Uespace ('); ala
vérité, le paramétre ou distance de deux centres consécutifs sur une
rangée et la direction méme des rangées peuvent varier par degrés
insensibles quand on s’éloigne du centre primitivement considéré;
mais ils doivent étre tenus pour constants, au moins en premiere ap-
proximation, dans la tres petite étendue ol les actions atomiques sur
une molécule donnée sont sensibles. La conséquence forcée de cette
répartition des molécules est que leurs centres de gravité sont distri-
hués comme les sommets d'une multitude de parallélépipedes égaux et
jointifs (parallélepipcdes génerateurs) dont les cotés déterminent trois
systémes de rangées contenant tous les centres (ou sommets) de Uassem-
blage. Ceux-ci sont déterminés par les intersections trois a trois des-
ditesrangées. De méme les fuces desparallélépipedes ( parallelo grammes
génerateurs) déterminent trois systemes de plans reticulaires contenant
tous les centres et toutes les rangées de 'assemblage qu'ils déterminent
par leurs infersections trois & trois et deux & deux. Fappellerai conju-
gues ces plans et ces rangées, conformémentaux désignations adoptées
par Bravais dans le Mémoire précité.

L. La distribution des points les plus rapproches de B n’est pas la méme
g’ autour de Aj; elle est telle cependant qu'elle lui fact equilibre. — Ce ré-
sultat ne peut étre atteint que par une autre combinaison de centres,

(1) Puirla signification donnée i ces mots par Bravais dans son Mcmoire sur les systémes
Sormés par les points distribuds réguliérement sur un plan ow duns Uespace. Paris, Bache-
lier, 1850. Jen adopte les dénominations, mais non les notations.
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12 LES LOIS DE LA MATIERE.

parmi lesquels A est donné, et qui seront nécessairement au-dessous
de quatorze; déja dans I'hypothise précédente, nous arrivons & en
avoir seulement, comme maximum, six équidistants. Quand on ne s’oc-
cupe pas de orientation générale, il ne peut y avoir qu'un nombre
fini et assez petit dec ces dispositifs de molécules capable de faire équi-
libre & un dispositif donné; il s’ensuit qu’en marchant dans une direc-
tion convenue d’avance, on les aura bientot épuisés et 'on devra re-
tomber sur un des précédents. Si T'on considere alors comme séparés
les groupes de molécules ot ces divers dispositifs se produisent, les
centres de ces groupes ou parcelles rentreront en général dans le cas
de I’hypothese précédente.

Les raisonnements ci-dessus conviennent aux corps composés de
parcelles quand celles-ci ont toutes une méme composition; il sulfit
d’y substituer le centre de gravité de la parcelle a celui de la molé-
cule.

La premiere hypothese, qui aboutit & la distribution réguliere, est
la plus commode pour le calcul; c’est 1a seule que nous emploierons
jusqu’a nouvel ordre, et soumettrons a P'analyse.

10. Nous pouvons prendre dans un assemblage un sommet (ou centre
de molécule) quelconque pour origine et trois rangées conjuguées
(n°9) issues de ce sommet pour axes coordonnés (rangees directrices).
Il est évident que ces trois rangées et un centre M quelcongue déter-
minent un parallélépipede de cotés paralleles & ccux du parallelépipede
générateur; qu’en outre, chacun de ces cotés contiendra un nombre
entier de paramelres de la rangée directrice parallele. Si done on re-
présente par 4, £, [ les cotés du parallélépipede générateur, autrement
dit Ies parametres des rangées directrices, les cotés du parallélépipede
déterminé par le sommet M, lesquels sont en méme temps coordonnées
du point M, seront respectivement ¢gaux a &%, n£, C/, &, «, { étant des
nombres entiers. Nous pouvons done écrire

(5) a=%th, y—=rk, z=1UI

et toutes les valeurs entitres, positives ou négatives, qu’on donnera i &,
n, £, correspondront & un sommet de 'assemblage indéfiniment pro-
longé. Les points intermédiaires seront déterminés par les mémes for-
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SECTION 1. — PRELIMINAIRES. 13

mules ol un ou plusieurs des coefficients &, n, { recevront des valeurs
fractionnaires. . -

11. Le méme assemblage correspond & une infinité de parallélépi-
pedes générateurs différents, et Bravais areconnu que le caractere de
ceux-ci était d’étre équivalents (*). De méme les parallélogrammes gé-
nérateurs sont équivalents sur un plan réticulaire. J'étais arrivé moi-
méme & ces resultats avant de connaitre le travail de Bravais (*) qui
me fut révélé par des Communications faites en 1869 4 I'Académie des
Sciences par M. Félix Lucas. En effet, les conséquences de 'hypothese
(n° 9, 1), que j’avais adoptées depuis longtemps, conduisent forcément
4 P’étude des assemblages. Apres m’étree cru pendant environ deux ans
I'inventeur de ces théoremes importants, j’en reportal longtemps 1'hon-
neur a Bravais. Autre erreur. Ayant entrepris en 1882 l'étude du se-
cond volume des OEuvres completes de Gauss, je vis avec surprise que
le premier auteur de la théorie des assemblages, avec d’autres termes
bien entenda, était Uillustre géometre hanovrien. Mais 1l n’a parlé pu-
bliquement de ses découvertes que dans un Rapport lu en juillet 1831
alaSociété des Sciences de Gottingue, sur un travail de Ludwig August
Seeber (*), Rapport qui ne semble pas avoir cu de retentissement ¢n
France et a certainement été inconnu de Bravais. Quant au travail sur
ce sujet trouvé dans les papiers posthumes de Gauss, et intitulé Céte
geometrique des formes ternaires ('), il a été publié seulement en 1863,
plusicurs années apres la ort de Bravais. Je reviens a mon sujet.

Les équivalences des parall¢lépipedes et parallélogrammes généra-
teurs correspondant aux mémes assemblages se traduisent par des rela-
tions analytiques. Soient effectivement &, 4, .k, {15 8. h, nok, (15 44,
nyk, L, les coordonnées respectives des extrémités des trois cotés d’un
parallélépipede générateur quelconque ayant un sommet a 'origine et
différent de celui qui répond aux rangées directrices; a, &, c les cosi-

(V) Mdcmoire sur les systémes fournis par les points, ete., déja cité, p. 42 et suiv.

(2) Recherches mathématiques sir les lois de It matiére, p. 58. Paris, Gauthier-Villars, 1868.

(*) Carl Fricdrich Gauss W erke, zweiter Band, p. 1884 1g6; zu Gottingen, 1863.

(*) Méme volume. L’'application de la théorie de la représentation des formes ternaires
par des points & la théeric de la cristallisation, but principal de Bravais, occupe la fin de ce
Mémoire et commence aux mots Das Grundgesctz der Crystallisation, p. 308 et suiv.
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14 LES LOIS DE LA MATIERE.

nus respectifs des angles que font entre elles les rangées respectives
ketl leth, hetk; P la valeur donnée par I’équation

(6) P?=1—a®— b —¢* + 2abc;

les volumes du parallélépipede générateur correspondant aux axes et
d’un autre parallélépipede générateur quelconque seront donnés res-
pectivement par les formules suivantes, connues, dans la seconde des-
quelles j’emploie la notation usitée aujourd’hui pour les déterminants :

El i1 :1
Phrkl, P& w %L |hEL;

Ea Tis

leur égalité entraine done la relation

El LTRERS'
(7) Ez M, L |=1.
E; T3 :3

[’équivalence des parallélogrammes générateurs sur un méme plan
réticulaire donnerait la relation analogue

El LT

(8)

‘Ei Tiz

Dans un méme assemblage, ces relations devront étre satisfaites par
des valeurs entieres de £, v, §. .

12, Nous terminerons ces considérations générales sur les assem-
blages par la recherche des formules de transformation des coordon-
g
nées quand les axes sont de part ¢t d’autre des rangées conjuguées.
Soient x’, y’, z' les nouvelles coordonnées rapportées a des axes di-
recteurs déterminés par trois rangées conjuguées de parametre A/, £, 0/,
(& (&)
dont les projections sur les premiers axes soient respectivement

El/‘, nk, Ul
.
th, Tk, Ll

23/1, Tak, Ll
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Il est visible : 19 que P'ordonnée d’un point dans le systeme z, y, =
(soit la projection de la distance de ce point & 'origine sur I'un des
axes &, ¥, 5) est égale & lasomme des projections des coordonnées du
méme point dans le systeme 2, /, =’ sur cet axe; 2° que ces projec-
tions sont aux coordonnées «’, ', =’ comme les projections des para-
metres A, &', [ sur le méme axe sont & ces parametres. Ces deux
principes donnent immédiatement Ia relation

Eh—=tN

Eh
L/

L Esh
/ i’

3
+nlk/%_‘_clll

¢t deux autres semblables qui, tous calculs faits, se réduisent aux
suivantes, lesquelles sont les relations demandées :

E=E5 8+ b+ 5T,
(9) n:n1§’+nm’+nst’,
=00+ L' 31

Elles expriment les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles ;
en permutant les accents, on aura les formules réciproques

V=t + B+ £,
(10) 7' =7k nyn 13,
¥ =0+ Gm + Y,

qui donneront les nouvelles coordonnées en fonction des anciennes.
Si I’on eut au contraire résolu les équations (g) en tenant compte de la
relation (7), on et trouvé

t—at -+ bn + cg,
(1) 7= at -+ bq + ',
{'—=a't+ b'n -+ "¢,

ol 'on a écrit, pour abréger,

a =15 —"13%, b =1k — Lk ¢ =&ma— G
(12) @ =yl — G b= GE— b ¢! == Eami— &
b'— t.lsz’ tigl! C”i:';"'q‘lg 227“'

a'=1y 4 — 14,
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La coexistence des équations (10) et (11) entraine les conditions

r o Ko
F—=a, =0, t=c;
n o I LA r !___.Y.
(In) niiai 7‘2_"[)’ 7‘13—(’,
w0 [ A N4 o
i=da", {,=10", L,=c". -

13. Nous avons, dés & présent, les moyens suffisants d'étudier les
corps purs; ¢tablissons ceux d’éludier au moins certaines catégories
de mélanges.

La distribution réguliere, résultant de Pbypothese exposée au
n° 9, I, est applicable & tous les corps purs en équilibre ol tout est,
i des quantités insensibles pres, distribué symétriquement autour de
chaque centre de gravité, tant comme masse que comme distance;
mais la symétrie des centres n’entraine plus 'équilibre dans un corps
mélangé, A moins qu’clle ne coexiste avee une symétrie dans la nature
des molécules ou parcelles, laquelle symétrie aura lieu par rangées.
Alors chaque rangée ne peut contenir que deux sortes de molécules
ou de parcelles se succédant alternativement, en sorte que chacune
d’elles soit placée symétriquement par rapport aux autres. Il est aisé
de reconnaitre qu’alors le corps ne peut pas contenir plus de huit
sortes de parcelles placées aux huit sommets du parallélépipede géné-
rateur et correspondant chacune & un parall¢lépipede diflérent. L'en-
semble de ces huoit parallélépipedes générateurs correspondant aux
huit sortes de molécules ou de parcelles formera un parallélépipede
semblable au parallélépipede générateur et de cotés doubles; nous le
qualificrons du nom de parallélépipede octuple. Nous attribuerons en
outre, dans les corps purs ou mélangés, Ia molécule ou la parcelle au
parallélépipede dont son centre occupe le sommet de Pangle triedre
des coordonnées positives. Ces conventions sont de simples questions
d’ordre.

Un mélange régulier de moins de huit corps différents rentre dans
le précédent, ou il suffit de supposer identiques un certain nombre
des huit parcelles du parallélépipede octuple, ou méme encore d’en
supposer quelques-unes nulles. Pour plus de généralité, nous admet-
trons, dans ce qui va suivre, l'existence des huit sortes de parcelles.

Enfin, on peut constater aisément que si, dans un mélange, on
change de parallélépipede générateur, la distribution restera toujours

1
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SECTION I. — PRELIMINAIRES. ' 17
réguliere, et le parallélépipede octuple correspondra encore & huit
parcelles différentes qui pourront sculement étre placées dans un
autre ordre. Les coefficients &, 4, § des parametres dans les expres-
sions (5) de coordonnées ont tous, pour un systeme d’axes donné et
une méme sorte de parcelles, les mémes parités et imparités.

Nous considérerons, par la suite de ce Lravail, les seuls mélanges
remplissant les conditions précédentes ou pouvant s’y rattacher comme
a un état antérieur, non que nous mettions en doute l'existence de
meélanges différents, mais seulement parce qu’ils se prétent plus faci-
lement au calcul.

14. Nous allons terminer la Section I par 'application des formules
précédentes a la recherche de la loi qui unit entre elles les densités
d’un corps en un point donné quand cette densité varie d’'une maniere
continue.

La densité d’un corps est le quotient d’une division dont le divi-
dende est le nombre représentatif du poids, et le diviseur est le nom-
bre représentatif du volume. Quand un corps et une quelconque de
ses parties ont la méme densité, on dit que la densité du corps est con-
stante; quand elles ne 'ont pas, on appelle densité du corps en un point
la limite vers laquelle convergent les densités successives obtenues en
faisant décroitre aussi loin que possible la portion dont ce point oc-
cupe sensiblement le centre. Telle est la densité qu’il s’agit de déter-
miner quand on connait les lois de déformation du corps. Or évidem-
ment, quand on arrive 4 de tres petites portions du corps organisé
suivant la conception du n® 9, I, ou du n° 13, on aborde des régions
olt I'on peut supposer les centres de molécules ou de parcelles régu-
litrement distribués; et il faudra procéder, pour former des volumes
décraissant proportionnellement avee les masses, par multiples entiers
de parallélépipedes générateurs, si 'on est dans un corps pur, ou de
parallé¢lépipedes octuples, si I'on est dans un corps mélangé. Cela
posé, le plus petit volume proportionnel aux masses qu'on puisse ob-
tenir est, dans le corps pur, le parallélépipede générateur avec la
masse d’une molécule, ou d’une parcelle suivant le cas, et, dans le
corps mélangé, Ie parallélépipede octuple avec la masse de huit par-

celles. En appelant respectivement 7, M ces masses et V le volume
3
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du parallélépipede générateur, p la densité, an trouvera par défini-
tion :
1° Pour Je corps pur,

(14) p:$, soit m — Vp;
2° Pour le corps mélangé,

(15) p:%; soit M =8Vo.

Ces équations renferment des quantités 7z, M et V qui échappent a nos
moyens de mesure ; mais on peut les remplacer par des formules ana-
Iytiques exprimables en quantités finies, représentant les variations
de p pour un méme corps. Car une conséquence nécessaire des actions
moléculaires ne variant avec la distance et le temps que par degrés
insensibles est, quand le corps ne se décompose pas, que les mouve-
ments et déformations s’operent d’une maniere continue, en sorte que
les coordonnées d’un point en un instant quelconque dépendent de
celles qu’il avait dans un instant donné et du temps écoulé depuis.
Soient done x, y, z les coordonnées d’un point & l'instant ¢, et x,,
Yo, % ce qu’elles étaient & 'instant ¢,; on pourra écrire

{ ‘z.:fi(‘Z‘OsyD)zOrt)’
(16) Y =Ja( Lo, Yoy 5os L),
2 = [3( Loy Yoy Zos L).

Si donc on pose, pour abréger,

. Ofi v Of: w_ Of .
(I/) i — dvl?'u, ql‘—d_l)/u’ qi”_?);(; (L—‘I; 2, 3):

et si 'on considere le point extrémement rapproché dont les coordon-
nées étaient, a 'instant ¢,

Zy+ AZy, Yot AYo,- 5ot Az,

on verra qu’a l'instant ¢ les coordonnées de ce point seront, a des
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quantités du second ordre pres,
z 4+ Ar =z + ¢ Axy + ¢ Ay, + g7 Az,

(18) YAy =y 4 @y Am + gy 8Yo -+ g3 82,
Z 4+ Az — 3z + q'ano—kg';A_yo—i—q'gAzo.

Or, m ct M étant des quantités constantes, les équations (14) et (15)
appliquées en deux instants différents donnent

Veoo—=VYp et 8Vyp,—8Vg,
soit toujours

(19) Veao—=Vop.

On a done, en vertu des formules connues qui donnent, pour des
coordonnées rectangulaires comme ci-dessus, le volume d’un parallélé-
pipede en fonction des projections de ses cotés,

Azf) Ay, Az Ax'  Ay'  AZ
fo| ATy AYy AZ, |=p| Ax" Ay" A" |,
Azy Ay, Azy Ax™  Ay"  Az"

Axr®, Ay®, Az® représentant les projections d'un coté du parallélépi-
pede. En remplacant dans le second membre de cette équation les Ax,
Ay, Az par leurs valeurs (18), et observant que le déterminant y de-
vient alors, d’apres les regles de la multiplication des déterminants,
le produit du déterminant du premier membre par le déterminant
fonctionnel des équations (16), on obtient, en divisant, la relation

" o

q’1 9y 44
(20) =079y ¢ 94
75 9s 93

ou, avec les notations ordinaires,

" "

(21)  po=p[9 (g5 — g59%) + (9595 — 959%) + ¢1(92 95 — 454)).

Elle est publi¢e depuis longtemps et I'on en trouve déja un cas par-
ticulier, celui ol p est constant (p, = p), exposé dans la Meécanigue ana-
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lytique de Lagrange (). Cependant des géometres postéricurs, tels que
Poisson, n’ont donné que I'équation différentielle de cette relation
sous la forme bicn connue, ol u, ¢, w sont les composantes de la vi-
tesse du point,

: deue  dpv  dpiv  dp
(22) oz Toy T os Tac T

On est arrivé aux ¢quations (20, (21), (22) par la méthode infinité-
simale; cela n’a rien de surprenant, puisque, dans cette méthode
comme dans nos calculs approximatifs, on cherche une formule dé-
barrassée des quantités descendant au-dessous de certaines limites.
Si nous ne pouvons pas employer dans tous les cas le Calcul infinité-
simal, c¢’est que ces limites y peuvent descendre au-dessous de toute
grandeur assignable, tandis que, dans nos approximations, ces limites
y sont simplement des ordres de grandeur. Elles peuvent alors, en se
combinant, donner naissance dans certains cas & des quantités nulle-
ment négligeables, tandis qu’elles Ie seraient dans le Calcul infinité-

simal.

(1) Mécanique analytique par I.-J. Lagrange, 3° édition, revue corrigée et annotée par
M. J. Bertrand, U. II. Paris, Mallet-Bachelier, 1855, p. 25g.
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SECTION 1I.

FORCES ELASTIQUES. — PREMIERE ETUDE.

Molécules monoatomiques.

8. Lorsqu’on superpose un corps i un autre, il est bientot en équi-
libre, parce que les actions moléculaires qui se développent au voisinage
de la surface de contact arrivent & détruire les vitesses que la pesanteur
imprime au corps supérieur. Quand la surface commune de contact est
plane, on appelle résistance a la pression ou force élastique 1a réaction
qui maintient le corps supéricur en équilibre, ct on la mesure par le
quotient d’une division dont le dividende est le nombre représentatif
de la résultante des actions exercées, et le diviscur, celui de I'aire de
contact. Quand, en divisant la surface plane de contact en diverses
parties et le corps supérieur en fragments proportionnels & ces parties
qui leur servent de bases, on obtient les mémes valeurs de la force
élastique, on dit que celle-ei est constante; on la dit variable dans le
cas contraire, ct Von appelle force clastique superficielle en un point de
la surface la limite vers laquelle convergent les forces ¢lastiques obte-
nues successivement en diminuant progressivement un prisme découpé
dans le corps supérieur et dont la base, comprise dans la surface de
contact, contient le point envisagé. _

“Celte définition est applicable aux plans idéaux que 'on peut suppo-
ser menés a l'intérieur des corps; et comme ici tout est semblable de
chaque coté du plan, ce qui n’a pas lieu avec deux corps en contaet,
Pévaluation des forces élastiques n’y présente plus la méme difficulté.
Nous allons nous occuper de les calculer.
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Il résulte de la conception du n® 9, I, Sect. I, qu'on arrive, en ap-
prochant des limites, & des parties du corps assez petites pour que les
molécules ou parcelles puissent y étre regardées comme régulierement
distribuées dans le voisinage tres rapproché du point ot 'on veut dé-
terminer la force élastique. Quant aux molécules ou parcelles plus
éloignées, leur intervention est si peu sensible, 4 cause du décroissement
tres rapide des actions moléculaires, qu'on peut, sans erreur appréciable
dans les résultats, leur préter telle disposition qu’on voudra et négliger
par suite leur écart de la distribution réguliere ('); I'hypothese la
plus commode pour le calcul, que j'adopterai en conséquence, est de
supposer I'assemblage continué & U'infini des deux cotés du plan auquel
on rapporte la foree élastique. Ceci posé, le plan peut étre un des plans
roticulaires de 'assemblage, ou ne pas I'étre. 'examinerai successi-
vement ces deux cas.

2. 1. Leplan sur lequel on veut déterminer la force élastique au point O
est un plan réticulaire de 'assemblage. — La limite inférieure du prisme
dont les actions déterminent le numérateur de la force élastique sera
visiblement, dans un corps pur, le parallélépipede indéfini ayant pour
base un parallé¢logramme générateur da plan réticulaire donné L, pour
sommet le point O ou l'on cherche la force élastique, et pour aréte
une rangée issue de O, conjuguée au plan L. On peut s’assurer facile-
ment que les choix de la rangée et du parallélogramme générateur
n’ont aucune influence sur les résultats. Dans un corps mélangé, un
semblable parallélépipede ne contiendrait que deux sortes de par-
celles et descendrait au-dessous de la limite & laquelle la composition

(1) 1l eonvient de se rappeler ici une objection que, dans ses Principia generalia theorie
Srguree fluidorum in statu cequilibrii (Carl Friedrich Gauss Werke, fiinfter Band, Gottin-
gen, 1867, p. 32 et 33), Gauss éléve contre un calcul de ce geure dans la Theorie de Pac-
tion capillaire do Laplace; des parties de 'action moléculaire n’intervenant pas aux distances
insensibles & cause de leur petitesse pourraient devenir trés grandes aux disiances sensibles
et modifier d'une maniére importante la valeur véritable de cette action : tel est, dit-il, le
terme en raison inverse du carré de la distance ; mais il fait observer en méme temps que
cette ohjection tombe immédiatement si 'on ne comprend pas ce terme dans I'action molé-
culaire ; c'est ce que nous déclarons expressément faire, et nous montrerons ci-aprés, a la
Sect. III, qu'aucun terme appartenant réellement & P’action moléculaire n’a d’action sensible
aux distances sensibles.
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du corps est uniforme; la limite des prismes sera dés lors un parallélé-
pipede indéfini ayant pour sommet O, pour base un parallélogramme
de eotés doubles et pour aréte la rangée conjuguée en O au plan L. Ce
parallélépipede comprendra quatre rangées différentes et par conse-
quent les huit sortes de molécules ou de parcelles.

I1. Le plan sur lequel on veut déterminer la force élastique n’est pas.un
plan réviculaire de U'assemblage. — Alors encore on pourra considérer
comme le prisme limite le parallélépipede contenant une rangée dans
les corps purs, quatre dans les corps mélangés, dont une passant par
le point O, et percant le plan L. qu’il coupera suivant un parallélogramme
qu’on prendra pour la base.

Ces définitions reviennent & celles qu'a données Lamé dans ses Legons
sur la théorie mathematique de Iélasticité des corps solides ('), et qu’ac-
ceptent tous les géometres attractionnaires; elles n’en different qu’en
un point, celui de la distribution réguliere des molécules que l'on
croyait spéciale aux corps cristallisés. D’apres elles, le numérateur de
la fraction qui représente la composante de la force élastique parallele
a axe des u (v = x, y, z) scra la somme, parallclement & cet axe, de
toutes les actions exercées par les molécules intérieures au plan sur
les molécules de la rangée extérieure, s’il s’agit de corps purs, ou sur
les molécules des quatre rangées extérieures, s’il s’agit de corps mé-
langés; le dénominateur de cette méme fraction sera I'aire du parallé-
logramme générateur dans le cas du corps pur et quatre fois cette aire
dans le cas du corps mélangé.

Dans le cas ou le plan L n’est point un plan réticulaire, le parallélo-
gramme générateur sera celui du réseau virtuel déterminé sur le plan L.
par les intersections des rangées paralleles a la rangée envisagée.

3. Traduisons ces expressions en formules en commencant par les
corps purs et la recherche de la force élastique sur un plan réticulaire.
Prenons pour axes des coordonnées : 1° la rangée extérieure de pa-
rametre 4 pour axe des x; 2° deux rangées conjuguées dans le plan
réticulaire, de parametres % et /, et issucs du point O, pour axes respee-
tifs des y et des z; appelons r la distance du centre de gravité d’une

(1) Paris, Bachelier, 1852. Puir la définition de la force élastique, § 3, p. 8.
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molécule intérieure au centre de gravité d’une molécule extérieure de
la rangée %; conservons d’ailleurs les notations du n° 10, Sect. I; les
projections de r seront (§ — &) A, vk, T/; comme § — &, différence de
deux nombres entiers, est un nombre entier lui-méme et peut recevoir
une valeur entiere quelconque de + 1 & + o, si nous regardons les
extérieurs comme positifs, ce qui est toujours permis, nous pourrons,
par abréviation, remplacer £ — & parZ, sous celle réserve qu’il sera
toujours positif; au contraire, n et { peuvent recevoir toutes les valeurs
entieres comprises entre = oo . Cela posé, désignons respectivement
par a, b, c les cosinus des angles que font entre elles les rangées £ et /,
let A, hetk;nous aurons

(1) =Rk Bl 2anlhkl 4 2 D8R ackn Mk,

I’action mutuelle de deux molécules de méme masse m sera, en
négligeant les dimensions des molécules & coté de leurs distances,
ainsi qu’on le fait habituellement ('),

. i m?2
(2) ¥ =k,

et les composantes en seront, parallelement aux axes des x, y, =,
Em}fa *=mifs = m! f,,
Ehz l.n—:—l‘ ) i kz re |’ 1 > clz u+1

(3) Ehdo, vk, TLA,

solt

en posant, pour abréger,
+ m2 :
(4) 2=y E2il

La somme des composantes de ces actions dans toute I'étendue de la
rangée sera done

(5) Sthd, Snka, SClA.

(1) Poir la formule (4 ) de la Sect. I. En négligeant les dimensions des molécules, nous
usons d'un droit généralement accepté, mais a tort; woir la Sect. III, n° 1. Nos formules
seront applicables seulement aux corps monoatomiques.
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Les sommations indiquées par rapport aux variables £, %, £ en dési-
gnent une seule par rapport 2 chacune des variables =, §, tandis
qu’elles en impliquent deux par rapport & &, qui représente en réalité
deux variables £ et &, Mais I'une de ces sommations peut étre effectuée
immédiatement; en effet, pour le méme couple de valeurs » et §, qui
représente une rangée Z intérieure et parallele a I'axe des «, il y a une
seule valeur deE =1 (=1, ¥ =0); deux de £--2 (E=2, ¥ —o0;
E=1,8=—1)troisde E=3(E=3,8=03f=2,8=—1;E=1,
€= —2); et, en général, tde § =1¢; si donc on somme entre elles les
composantes correspondant aux mémes valeurs de &, n, {, on trouve
les composantes partielles

Bhd, Enkd, 0L,

Les numérateurs des composantes de la force élastique seront donc
définitivement, avec une scule sommation par rapport & chacune des
variables &, », ¢,

(6) S&kd, Sinkd, SLELA.

Mais il y a ici, entre la sommation de £ et les sommations de =, &,
une différence que I'on peut faire disparaitre. En effet, £2, En, ZE, étant
des produits de deux dimensions, ne changent pas de signe quand on
y change 2 la fois ceux de £, n, {3 la valeur (1) de r* ne change pas non
plus dans ces conditions, ni partant celle de r. Enfin ces produits sont
nuls en méme temps que £. Les sommes (6) sont donc les moitiés de
sommes de méme forme, mais ot £, n, { peuvent recevoir toutes les
valeurs comprises entre == oo ; sous ceite condition, clles devront étre
remplacées par les suivantes :

(7) 12552/1,19, %S'E’)ku)‘v: ‘;'SCEL’)‘-"‘

Le dénominateur commun des composantes de la force élastique est
I'aire du parallélogramme générateur de cotés £, /, laquelle est, comme
on sait, égale au produit de ses cotés par le sinus de I’angle inclus;
done, comme nous avons-représenté par a le cosinus de Pangle des
rangées £ et /, le sinus sera y'1 — a?, et l'aire équivaudra a &V 1 — a>.
Les composantes de I'élasticité seront donc les quotients de (7) par

4
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kl\/1 — a*. Mais nous avons intérét 3 remplacer de la maniere suivante
ce diviseur par un multiplicateur.

Soit (xA) 'angle aigu de la rangée % avec la normale au plan x; le
volume du parallélépipede générateur sera égal a

(8) V=Fkiy1—a*. hcos(zh);

et si nous désignons, comme i la Section I, la densité par g, nous au-
rons

{9) m = pklys —a*.licos(zL).

On en déduit
I h cos(x/
([0) - = EL(LI) .
kiyi—a® m
Par conséquent, excécuter la division indiquée sur revient & multi-
q q

. . I

plier ces quantités par le second membre de (10). On fera passer —
m
sous le signe sommatoire.

Représentons par E; la force ¢lastique sur un plan L, et par E;, sa
composante parallele & 'axe u; nous aurons, d’apres ce qui précede,
pour les composantes de la force élastique sur le plan des a (ou des
rangées £, /) :

(11) E.p=1s cos(xh)SEnhk:—};.

O

I

= Locos (xk) Szt lh%-

4. Avec des axes de coordonnées convenablement choisis et une
tres légere modification, les formules (11) sont applicables & un plan
queleonque, réticulaire ou non. Soit en effet L un plan quelconque
passant par un centre O de molécule et Xt un parallélépipede généra-
teur de 'assemblage en O. On prolongera indéfiniment quatre arétes
paralleles de Il, de parametre %, et 'on prendra pour axe des x celle
qui passe en O. Les autres arétes détermineront les extrémités des pro-
jections obliques des parametres £ et { sur le plan L; on prendra ces
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projections respectives £ et I’ pour les paramétres du réseau virtuel
(ne 2), et elles serviront d’axes respectifs des y et des z. Les nouvelles
coordonnées &4, w'£', {'l’ des points inférieurs au plan L (c’est-d-dire
intérieurs) seront déterminées en fonction des coordonnées £4, nk, /;
en sorte que »’ et I’ seront égaux & = et {, mais que, excepté sur l'axe
des x et quelques rangées tout a fait exceptionnelles (qui pourront
méme ne_pas exister et ne devront pas exister en dchors d’une rangée
virtuelle £ ou £, car autrement le plan serait réticulaire), £’ sera une-
quantité fractionnaire ou méme irrationnelle. Evidemment : 1°le pa-
rallélépipede de cotés A, £, ' paralleles aux axes directeurs sera équi-
valent au parallélépipede générateur, et 'on pourra y appliquer la
formule (10) légtrement modifiée en écrivant

1 __pheos(LA),
- 2

KT = a

(12)

2° les composantes des actions auront encore la forme (3) en y mar-
quant d’un trait les quantités &, =, {, &, , car & ne changera pas. Or
les points qui ont mémes valeurs de »" et {’ sont situés sur une méme
rangée A parallele 4 'axe des a5 pour trouver les valeurs de leurs dif-
férences £ — &/, il faut projeter parallelement au plan L les centres de
cette rangée intérieure sur I'axe des @; ce qui fait qu'ils correspon-
dent, 4 une quantité constante pres pour la méme rangée, aux centres
mémes de 'axe des x; donc, lorsqu'on ajoutera entre eux tous les
termes ayant mémes valeurs de £, »’, {’, il y en aura £, £ étant le
nombre correspondant de parametres sur 'axe des «. Les calculs con-
sécutifs seront les mémes qu’au numéro précédent, et 'on trouvera,
pour les composantes de la force élastique sur le plan non réticu-
laire L, )
b

ne

ELr—3%pcos(LA)SE A

(13) EL,.:;p'cos(Lh)sen'hk'%’,
— 1 1y ‘V{')

EL, =1pcos(LA)SEC A o

11y a lieu d’observer que ces calculs resteraient les mémes quand le
plan L serait un plan réticulaire différent de celui des rangées £ et /.
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5. Les forces élastiques dans un corps mélangé se calculeront de la
méme maniere que dans un corps pur. Soient A, B; G, D; E, F; G, I
les quatre groupes binaires de parcelles différentes, déterminés par les
quatre rangées différentes A du parallélépipede octuple, dont la base
détermine le plan réticulaire auquel correspond la force élastique &
calculer. Prenons un sommet O de ce parallé¢lépipede octuple pour
origine des coordonnées, et les trois rangées £, £ et / qui en sont issues
pour axes respectifs des x, y, z, les formes (3) des actions moléculaires
doivent éprouver quelques modifications. Désignons par o1C,,, 9Ny,
Mg - .- les capacités des parcelles A, B, C, ... pour les actions en rai-
son inverse de la n'me puissance de la distance et posons

EMpufn, 5 s Monefa

(14) M= X it e
u et v désignant I'une quelconque des parcelles A, B, C, ..., mais en
désignant de différentes; les composantes de I'action d'une parcelle in-
térieure sur une parcelle extérieure de méme nature seront en général

E—=EYhd, (n—n") kA, (F—T)IA;

et celles d’'une parcelle intérieure, sur une parcelle extérieure de na-
ture différente, seront

(E—E&Yhus, (n—n/) kb, (L—T) .

Les coefficients £ — &, n» — =’, { — {’ représentant des nombres entiers,
nous pourrons les remplacer par d’autres entiers, &, », {. Nous devrons
nous rappeler toutefois que, si la sommation est simple par rapport &
n—r'et{— L ounetl,elle est double par rapport & £, en ce sens qu’elle
se falt par rapporta & et par rapport 4 § dans £ — £'; mais nous allons
ex¢cuter immédiatement la premiere des deux. Nous distinguerons
différents cas.

1. Parcelles de méme nature. — Les expressions des composantes
sont '
(15) SEhd, Snkds, SLIA,

et &, n, { sont forcément pairs, ainsi qu’on s’en rend aisément compte.
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On voit facilement que, pour un méme groupe de valeurs 7, ¢, il ya une
seule valeur de & = 2, deux de £ == 4, trois de £ =6, et, en général,

£ de £ =1i. Donc, si 'on réunit les valeurs identiques de maniere a
2

n’avoir plus & faire qu’'une seule sommation par rapport & chacune des
variables &, =, {, on aura les expressions suivantcs, égales aux expres-
sions (15):

(16) LSEhd, 1SEnkd, §SLELA.

I1. Parcelles de nature différente appartenant a une méme rangee h. —
Les formules des composantes sontici

(17) Staw,, Svkw, SCiw.

On verra facilement que € recoit toujours une valeur impaire; on se
rendra compte également que I'ordre des parcelles, savoir si A est in-
térieure et B exlérieure ou B intérieure et A extérieure, est indifférent,
puisque ’on considere toujours I'action de la parcelle intérieure sur la
parcelle extérieure. Cela posé, on trouvera une valeur de £ = 1, trois
de £ =3, et, en général, ¢ de £ =¢. Les expressions(17) devront donc
étre remplacées par les suivantes, ot il n’y aura plus qu’une somma-
tion a faire par rapport & chacune des variables,

(18) SE R, Shnkws, SEIw;

les variables m et £ sont toujours paires dans le cas présent, parce que
les deux parcelles appartiennent & une méme rangée A.

L. Parcelles de nature différente, situces sur des rangees h differenzes.
— Les valeurs des composantes sont données par les formules (17), et
en employant les inémes raisonnements que dans le cas précédent, on
arrivera aux formules (18); seulement ici €, =, { pourront offrir toutes
les combinaisons possibles de parité et d’imparité.

Silon change &, =, { de signe, on retombe sur une parcelle de méme
nature, car les projections de la distance 4 la-premiere parcelle seront
2%, 2, 28, paires par conséquent; 'ancienne et la nouvelle parcelle
ont donc les mémes conditions de parité et d’imparité, ce qui caracté-
rise I'identité des parcelles dans les mélanges que nous considérons.
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Done, ce changement de signe n’affcc[e pas la valeur de w; il n'affecte
pas d’ailleurs celle des coefficients £2, &n, {Z; on peut done remplacer
les expressions (16) et (18) par la moitié d’expressions semblables ol
la sommation de & doit, comme celle de » et £, étre faite entre == oc .
Les numérateurs des composantes de la force élastique seront formés
par la réunion de toutes ces composantes partielles. Indiquons leur
réunion par le signe sommatoire 8, et mettons en dehors le facteur |
que nous venons de voir répondre aux sommations de & entre & oo
nous trouverons les expressions suivantes des numérateurs des compo-
santes élastiques :

s T8 (188 + SB A,
(19) 1S (L SEnkd + Skr kW),
f 18 (48l + ST,
Il reste a diviser ces composantes par le quadruple d'un parallélo-
gramme générateur, soit 44/\/1 — a*, pour avoir les composantes de la
force élastique. Or, en posant

(20) M = 9T + OMg + . . . + My,

on a, en répétant des calculs scmblables 4 ceux desquels on a déduit
la formule (r0),

__p.alicos(zh),

I
4/([\/1—512— M ?

par conséquent, il suffira de multiplier les expressions (1g) par le se-
cond membre de (21) pour obtenir les composantes de la force élas-
tique; elles seront

(21)

Eizx = 1 pcos(zh) 5( 52/120——“2552/2 %)
(22) E;y =} pcos x/z)S(S nh +2Smbl\ﬁ>
| E.- 7—,pcos(xlz)5< Stk °’+gs L _‘%)

Les rapports des équations (11) et (22) sont évidents; il est visible
aussi que, en procédant comme au n® 4, on trouverait, pour les corps
mélangcés, une expression des forces élastiques sur un plan n’apparte-
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nant pas a l'assemblage, laquelle serait analogue & celle des for-
mules (13).

Tous les calculs sur &, n, { qu’on pourra faire avec les formules (1)
pourront I'étre également avee les formules (22). Nous profiterons de
celte observation pour étendre aux formules (22) les déductions que
nous allons, au moyen de calculs plus rapides, tirer des formules (11).

6. 1l est évident que les composantes des forces élastiques sur les
deux autres plans réticulaires conjugués, déterminés par les rangées /
et &, /et £ se déduiront, par une simple permutation de lettres, des
formules qui donnent les composantes sur le plan A (celui des rangées
k et l). Pour un corps pur, on les déduira des formules (11); elles se-
ront, pour le plan £ (celui des rangées / et &),

Eyr = 1 pcos(y k) Sknhk %,

(23) Fyy = } p oS (k) Su2kt 22,
Eyz:—;—pcos(yk)snckl%;;

et, sur le plan / (celui des rangées 4 et &),
E., =1 pcos(al)StEin ¥,
n
(24) E., =} pcos(zl)Sn’;kl%;
, fo
1 = 972 Yo
E;;: =L pcos(sl)SC2l m

On ne doit pas oublier que, dans les formules (1), (23), (21), la lettre
x, ou y,ou 5, mise dans 'expression de I'angle, y indique lanormale au
plan.

La comparaison des équations (11), (23), (24), o1 les sommes sont
prises par rapport aux mémes variables et entre les mémes limites,
donne immédiatement les relations suivantes :

cos(y k) Egy=—cos(zh)E,,
(25) cos(sl) Ey; = cos(yk)E,,,
) cos(xzh)E = cos(zl) E
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et
PRI S ___E
cos(zh) 2t cos(y k) ”+cos(51) =2
2a 2b 2c¢
6 G — —— - __E. =" _E,.
(26) i cos(yk)E’Z+ cos(zl) Ezt cos(xh) E.,
=m?f,
— 1 nin,
=3zpS2 mrn—1

Les équations (25) sont applicables sans changement aux corps mé-
langés; quant & ’équation (26), elle y devient

T

cos(x/z)EIx+

1 1
cos(yk) Eyy cos (z0) Ez

2a i 2b E.. 4+ 2c
cos(yk) %7 cos(sl) ' (cosxzh)

=+ 3113,\ frt i :)n-nA :Jr(-nﬂ fu
=1 D —r o )
2 PS (S M ro-t 2 s > M pr—1

(27)

7. Si le parallélépipede générateur dont on a pris les cotés pour
axes était rectangulaire, les angles des axes entre eux seraient droits,
d’ol I'on aurait

les angles des axes coordonnés ou rangées directrices avec les nor-
males aux plans coordonnés seraient nuls; d’ott

cos(zh)—1, cos(yk)=1, cos(sl)—=r.
Par suite, I’expression (1) de la distance deviendrait
(28) r2zsah2+n2/{2+§212_

Donc, pour chaque valeurde £, il y aurait des groupes de deux centres
opposés +n,, + L, et —=, — ¢, qui donneraient une méme valeur
de ravec des valeurs égales et de signes opposés pour &, {Z. Donc E,,
et E,, sont nulles, comme formées de valeurs égales deux a deux et
de signes contraires. Pareille chose a lieu pour le plan des y et pour
celui des z; il s’ensuit que les composantes tangentielles (') E,,, E.,

{1) C'est-a-dire situées dans lo plan. Jemploierai & I'avenir cette expression, empruntée a
Lamé, qui s'en sert dans ses Lecons sur la théorie de U dlasticité.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SECTION 1. — FORCES ELASTIQUES. 33

E,z E,us Ecpy B, sont nulles et que les forces élastiques se réduisent a
leurs composantes normales, dont nous garderons seulement le pre-
mier indice. Dans ce cas spécial, les équations (25) s’annulent et 1'¢-
quation (26) devient ,

2y
(29) E,+E, +E = pSzs " _"2".

Enfin, si le parallélépipede générateur est un cube, les forces élas-
tiques sont visiblement égales sur les trois faces, et 'équation (2g) de-
vient, eny supprimant l'indice qui n’a plus de raison d’étre,

2
xmifa,
myr—t

Sz

(30) E=1

—

Les équations relatives aux mélanges peuvent subir des réductions sem-
blables.

8. Cherchons actuellement, en fonctiondes composantes (11), (23),
(24), les composantes paralleles aux x, y, = de la force élastique rela-
tive & un plan queleconque passant par le point O. Nous supposcrons
d’abord qu’il s’agit seulement d’un plan réticulaire de I'assemblage, et
nous désignerons par a, b, ¢ les cosinus que la normale & ce plan L,
aussi appelée normale L, fait respectivement avec les axes des o, y, =.

Le plan réticulaire L peut étre censé former, avec deux autres plans
réliculaires conjugués, un nouveau systeme d'axes conjugués a’, y’, 3’
dont il serait le plan «'; les composantes de la force élastique sur ce
plan parallelement aux &, y', 3" seraient donc données par les for-
mules (11), ol1 il suffirait de marquer d'un trait les parametres et leurs
coefficients; elles seraient par conséquent

{ s L, el
E,,»= fpcos(z'I') Stz piz =

=

(Epyo== ) peos(z’ ) SERAK ,,ll,

) /Emv = Jpcos(x'A')SELIR L\",
b m

Les valeurs & n’ont pas recu d’accents, parce qu'elles sont indépen-
dantes du choix des rangées directrices.

i
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34 LES LOIS DE LA MATIERE,

Remplagons la caractéristique ’ du plan par L et reportons-nous au
n° 12 de la section I; reprenons les raisonnements qui y sont faits pour
la transformation des coordonnées et appliquons-les & la transforma-
tion des composantes : nous trouverons que les composantes E,, paral-

leles aux axes des @, ¥, 5 sont données par les relations suivantes :

Eh Esh £ R

Epr= TEL-I'+ TELy"‘*‘ l_,ELz’,
k k 12 Kk

(32) EL_‘y: T‘;T'ELI'+TA/?TELy’+T;—,SEI,z':
¢! Lol €l

ELz — ';7 ELZ" -+ %ELy' —+ ";,— ELz’-

1

Remplagons actuellement, dans les seconds membres, les composantes
¢lastiques par leurs valeurs (31) et faisons entrer les coefficients des
forces élastiques sous le signe sommatoire, ce qui est permis; nous

. oo
aurons, pour les coefficients de vt

Dans E;...... ER(EE + '+ B A= (8 8+ En 8, AR,
Dans Epp..oon B (0 qen mp ) k= (5 E+ Ein + 5, D) B0k,
Dans Er,..... EA(GE +0n 0= EE4+En - E DR,

en vertu des équations (11) et (9) de la premiere Section. En mettant
ces nouvelles expressions sous les signes sommatoires, puis éliminant
les formes sommatoires au moyen des équations (r1), (23) et (24),
nous trouverons

/ B, :M cos(z'h") +M cos (z'h") +M cos(z'k))
Tk cos(xh) Tk cos(yh) T { cos(sl) 7
(33) ELJ-:M cos(z'h') i E’del cos(x'h') LA cos (/M) .
h o cos(xh) bk cos(yk) Y I cos(zl) T

£, k' cos(z'h) £y R cos (x'h") ELR cos(x'h)

TR cos(ah) TR cos(rR) I cos(z) Eaa

Or on voit facilement que
(34) FE hlcos(z'h*)—=ha, E,hcos(z'h')=kb, E Hcos(z'h)=lc;

car £, &', £, I, £, &’ sont les projections respectives dans le systeme des
axes &', y', 5’ des paramétres &, £, [ sur I'axe des o’ (voyez le n* 12,
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Sect. 1), et ces projections, multipliées par cos(z'%’), sont les projec-

tions des mémes parametres sur la normale au plan L, puisque cette

normale est perpendiculaire aux autres projections. Or les seconds

membres (34) sont les projections directes de 4, &, { sur la normale L.
Les équations (33) deviennent donc définitivement

a . b c .
Err= cos(xh) zx -t cos(y k) Fye cos(sl) Eez,
. a b c
3 = — ... o _
(52) { B COS(.E/l)r'” + C()S(“V/f)h')y_*_ cos(:l)E‘f’
a . b ’ ¢

Eis = cos(ac/t)Lm - cos(yk)E’: * cos(s!) Ez.

St nous nous reportions au second cas, celui du plan non réticulaire
traité au n° 4, nous verrions que les raisonnements demeureraient les
mémes, les calculs aussi, et qu’on retomberait sur les formules (35);
il est inutile d’entrer dans de plus grands développements. Les équa-
tions (13) peuvent méme conduire aux formules (35) eny supposant
que le plan L est un plan réticulaire quelconque en dehors des rangées
directrices; nous reviendrons dans la section V sur cette derniere ma-
niere d’envisager la question.

Nous sommes done autorisés & poser en principe que les équations
(35) lient aux composantes élastiques, sur trois plans conjugués don-
nes, les composantes élastiques relatives 4 tout plan passant par I'ori-
gine, qu’il soit réticulaire ou non, et cela pour tout corps réguliere-
ment distribué, pur ou mélangé. Mais, tout en ne dépendant plus des
parametres, les équations comportent une derniere trace de I'assem-
blage, savoir que les plans @, y, z soient conjugués. Nous allons
chercher des relations qui en soient complétement exemptes; mais
nous examinerons auparavant deux cas particuliers de ces équations.

9. Si les trois plans coordonnés (et cn méme temps conjuguls) sont
les faces indéfiniment prolongées d’un parallélépipede générateur rec-
tangulaire, les cosinus des angles (xh), (y£), (5/) deviendront égaux
a I'unité, et les composantes tangentielles seront nulles (n° 7). Les
équations (35) se raméneront donc i la forme trés simple

(36) E.=aE, E,=bK, E.=ck.
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Enfin, si le parallélépipede générateur est un cube, elles deviendront
(37) Fi.—aF, E,,—bE, E,—cE;

d’ot I'on conclut que

(38) E,—E

et est perpendiculaire au plan L. Donc, dans tout assemblage ot il ya
un parallélépipede générateur de forme cubique, la force élastique est
constante et normale & tous les plans, ce qui constitue le fait connu
sous le nom de principe de Pascal. Réciproquement, dans tout assem-
blage ol le principe de Pascal existe, il faut qu’il y ait, soit dans cet
assemblage, soit dans un autre donnant la méme répartition de forces
¢lastiques, un parallélépipede générateur qui soit un cube. Toutefois
P'orientation de ce cube est completement indéterminée.

Ces conclusions supposent les molécules concentrées en leurs centres
de gravité. Dans le cas général ol une telle hypothese est inadmissible,
les conditions de I'existence du principe de Pascal sont plus compli-
quées et se rapportent sculement aux forces élastiques moyennes.

10. Soient x,, y,, #, les coordonnées d’'un nouveau systeme d’axes
qu’on supposera rectangulaire, et en méme temps les désignations des
plans directeurs auxquels ces coordonnées sont perpendiculaires. On
se propose de déterminer les composantes rectangulaires des forces
¢lastiques sur chaque plan , y ou z, au moyen de celles que I’on con-

.nait sur les plans conjugués.

On commencera par disposer convenablement les formules (35) en
y remplacant a, b, ¢ par leurs valeurs respectives cos(Lx), cos(Ly),
cos(Lz). Cela fait, si nous considérons le plan x,, nous remplacerons,
dans les formules dont il s’agit, L par «,, et les formules (35) nous
donneront immédiatement les composantes de E, parallelement aux

x, ¥, =3 elles seront

cos (rzy) cos(yz)y . cos(ar)p
‘x’x:co—s((.z{'/zl) Baz cos(yk) T¥ 1 cos(sl) °
s(zx,) cos ()zy) cos(sx)
(39) ¢ By y= M—i’ Ezr + Cos(yk)y 77 cos(sl) T
costrt) cos(yxy)p , COS(EE) g
COS(Z21) s T Cos(y k) 7 cos(zl) TF

| Ez. = cos(xh)
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On en déduit immédiatement les co.mposantes de E., parallelement aux
axes x,, ¥1» %, par les formules de la composition des forces; elles sont :

cos(xx,)

| Ea, oz, = os(zh) [Ezzcos(xz,) + Ezyc08(yzy) + B cos(zy)]

- (‘J:_C:)SS((.J}’/_J;{:)) [Eyz cos(@22,) + Eyycos(y@:) + Eys cos(zzy)]
-+ %55(% [E;z cos(zxy) + Egyp cos(yz) + Eg; cos(zzy)],

Beir = %SS(TZ% [Ezzcos(2y1) + Bgycos(371) + Exz c0s(5y1)]

(40) + %)r:%i—i)) [E,z cos(zy1) + Eyy cos(yr1) + Eyzcos(sy,)]
+ %%S?(E?T‘)) [E.z cos(zy,) + E.y cos(yy1) + Eg; cos(ay1)],

Ez: — %%)- [Ezz 08 (23;) + Egy os(32) + Egy c0s(32,)]

+ % [Eyz cos(zz,) + B,y c0s(y5,) + E,; cos(z53)]

| cos (a1)

) . . .
cos(z1) [Ezx cos(zz,) + E;y cos(ys) + Eg; cos(s5)].

Onaura de méme, pourles composantesde la force élastique surle plany,,

Ey o= %%SS((—?%)) [Ezzcos(z2,) + B,y o8 (y@y) + Eqs cos (52,)]

-+ % [Eyz €08(22y) + Eyy c08(y2y) + Eyz cos(22,)]

+ %ﬁz);‘)} [E:z cos(zz,) + E.p cos(yz,) + Ez cos(z2y)],

By yo= % [Ezzcos(zy,) + Euy c0s(yy1) + Ezz cos (53]

() + 9;(;_((;_%) [Eyzcos(zy,) 4 Eyy c0s(yyy) + Eyz cos(ay,)]
-+ %ZSL;)) [Ezz cos(zyy) -+ Fzy cos(yys) + Ezz cos(zy,)],

Eyoz = % [Ezz cOS(x2,) + Eauycos(ys,) + Ezz CO8(55)]

| + % [Eyz cos(zz,) + E,y cos(yz,) +Ey; cos(zz,)]

%:ZTI)) [Ezz cos(25,) + E;y c0s(yz,) + Ezz cos(35,)]
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| E. .= %S((:%’)) [Ezzcos(za;) —;‘Ewcos()’wi) *‘Ex:cos(;xl )]

+ z‘(’;g%) [Eya €03 (22,) + By, 008(7%1) + By cos (5)]

—+ (%((Zjli)) [E.x cos(xz,) + E.y cos (¥21) + E,, cos (sz,)],

E.y = CCOTSS((Zj:)) [Bazcos(@yy) + Ezycos{¥71) +Ezcos(3),)]

(42) -+ %%Ss(—&%) [EyzCOS(xyi) -+ K,y cos(371) + Eyzcos(zyy)]
+ C:%s(iz—ll)) [E.. cos(x_)f ) + Esy cos(¥71) + Eg; cos(zy,)],

Eio = %?%;hl) [Ezzcos(xsy) + Eyypcos(¥51) + Eyscos(s3,)]

| —+ % [Eyzcos(xs,) + Byycos(¥31) + Eyzcos(zs,)]
cg(?s((b;ll) [E:zcos(23y) + Egypcos(y51) + By cos(z.,i)]

11. La comparaison de ces formules entre elles donne immédiate-
ment les équations suivantes, que Lamé avait obtenues par des consi-
dérations mécaniques (') : -

(43) El't.Y::EJ’lxl’ EJA'l__EZAJ'x E"L-Zl ) xnzx’

c’est-a-dire que les composantes tangentielles de mémes indices sont
égales entre elles, quel que soit l'ordre des indices. On voit en effet
que, dans les valeurs ci-dessus de ces composantes tangentielles, E,,,
K,y E,; ont les mémes coefficients trigonométriques. Quant aux com-
posantes tangentielles Ezyy Ezzy ».., 0n peut les permuter au moyen
des équations (25), de maniere que E,, , et E, ., par exemple, soient
composées des mémes termes. Ainsi Uon peut remplacer dans la se-
conde relation (40), qui donne E, ,,, les deux termes

cos(yx,)
cos(rk)

cos(zxy)
cos(xh)

Egy cos (yyt) + = By cos(zyy)

(1) Legons sur ln théorie mathématique de Uélasticité, déja citées, p. 17, avec d'autres
notations,
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par les deux autres

cos (zy,)

cos(¥¥1) ¢ :
cos (zh) E, . cos{zzx,),

Ez_y cos (‘}’J/‘I) -+ W

. qui appartiennent 4 E, ., et ainsi de suite. De méme pour les autres
composantes tangentielles.
On trouvera encore aisément, en additionnant entre elles les trois
composantes normales, puis se servant de formules trigonométriques
connues sur la composition des angles et des relations (25), avec un

corps pur, .
(44 Eyqy + By Epom 1,85 = 7atn
! 1 & ST A LI 27 myn—1
et avec un corps mélange,
] =+ S]L?IA,fn * S]LHA S]Lnn.fn
(45) E-rl-tx+EJ’lJ’x+szzl:%Pé<sz _Niﬁ—l?‘ -+ 282 M,.”‘Th *

12. Les équations (40), (41), (42) peuvent étre représentées par des
formules tres simples qui seront utiles par la suite. ’

Rapportons les coordonnées dec centres de molécule ou parcelle aux
coordonnées rectangulaires x,, ¥,, 5; ¢t posons

s Az, —Ehcos(mx,) + nkcos(yz,) -+ Llcos (),
Ay, —Ehcos{xyy) -+ nkcos(yy,) + Llcos(ayy),

(46)
( Az =Ehcos(@3y) + 1k cos(yz) + tlcos(z5).

La partie comprise dans la premiere ligne de E, ,, (40) est, en y rem-
placant les composantes des forces élastiques par leurs valeurs tirées
des relations (11), (23) et (24),

tpcos(zx,)S[E2 A2 cos(@yy) + Enhk cos(yy,) -+ LA cos(sy, )]ﬂa

m

Ao
:%pcos(xwl)SE/LAy,;l,

en vertu de la seconde équation (46). De méme, Ia partie comprise
dans la seconde ligne de E, ,, sera

o
2P COS () )Smkdy, >
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et la partie comprise dans la troisitme ligne sera
Ao
1pcos(zx)SLIAy, e
On a donc, en substituant ces expressions dans la seconde (40),

E.y,=1p8[thcos(zz,) + nkcos(yzy) + Llcos(zx)] Ay, %’—L

Mo
—1pSAz, Ay, o

en vertu de la premiere (46). Les autres composantes, traitées de la
méme maniere, donneraient des résultats analogues, en sorte qu’on peut
écrire les formules tres simples

Ao
Ex 2, = 305 A2y Axy —
E 1 A

ﬂ.‘Y:*EPSAyi Ayi o

m

n/%)

Ez,:.1 :%Ps Az Az, ';)'L;

(47) N
Ezly,:—;pSAx,A_y,’—n:

- . Jo

E, : =108 Ay, Az, p

Ao

\ Bz, =408 Az, Az "

Le calcul qui sert a les établir fournit une seconde démonstration des
équations (43).

Les corps mélangés conduiraient a des formules analogues aux équa-
tions (46). 1l est inutile d’en développer les calculs tant ils ressem-
blent & ccux que nous avons donnés. On a d’ailleurs pcu de motifs pour
les mettre en lumicre, car les mélanges de corps monoatomiques sont
encore plus rares que ces derniers, et ¢’est pour ces mélanges seule-

ment que les formules seraient valables, ainsi que nous Uexpliquerons
a la Section III.

13. 1l s’agit actuellement de trouver, sur un plan quelconque pas-
sant par l'origine, les composantes de la force élastique parallele aux
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&y, ¥4y 5¢- En désignant ce plan comme précédemment par L, et re-
courant aux équations (35) ol je remplacerai a, b, ¢ par les cosinus
que ces lettres désignent, je trouve immédiatement, au moyen des for-
mules connues de la composition des forces,

| __cos(Lz)
cos(zh)
cos(Ly)
cos(yk)
cos(L,u)
cos(

Enr, = [Ezzcos(zx,) + ExyCOS(J’v’Cx) + Egzcos(z74)]

[Eyzcos(xz,) + Eyycos(yz,) + Eyzcos(524)]

[E:z cos(zzy) + E.y cos(y2y) + Eq; cos (524 )],

E., = %[Eucos(xy,) + Egzycos(yy:) + Exzcos(zy:)]
cos(Ly)
cos(y k)
cos(Lz)
cos(zl)

(48) -+ [Eyzcos(zy,) + Eypcos(yy,) + Eyzcos(zyq)]

[Ezzcos{zyy) + Ezp cos(yy;) + Ezz cos(syy)],

cos(Lz)
cos(zh)
(

cos(Ly)
4= cos (¥ &) [Eyzcos(zz,) + Eyycos(yz,) + Eyzcos(zz5)]

E..=— [Ezzcos(zz) -+ Egypcos(ys,) + E,zc08(55,)]

cos(Ls
+ cos(( 1)) [E:z c0s(22,) + Ezy €05 (y5,) + Ezz cos(25,)].

Considérons la premiere des équations (48) et substituons aux cosi-
nus de (L), (Ly), (Lz) leurs valeurs tirées de la formule

cos(uv) = cos{uxy) cos(vxl) “+cos(uy;)cos(vy,) + cos(us ) cas(vs),

et nous verrons que le coeflicient de cos{L, ) sera

cos{z.r)
m [Ezzcos(zx,) + Ezycos (yz,) + Ex.cos{sz,)]

cos(yz,)
coi(y,’r1 [Eyzcos(zzy) + Eypeos(yz,) + Eyzcos(s24)]

cos(32y)

" eos(al) [E:z cos(zay) + Ezy cos(ya,) + E;; cos(s24)]

— Lz,x.;

d’apres la premitre (4o). Nous verrons de méme que le coefficient de
6
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cos(Ly,) sera B, ; ou E; ., et celui de cos(Lz,), Es 5, 0u By ;. Les va-
leurs de Ky, et E_, donneront lieu & des réductions semblables, en
sorte qu’on pourra remplacer les équations (48 ) par les trois suivantes :

s Err,=Egz 5 cos(L2) + Ez, 5, cos(Ly,) + E; z,c0o8(L3),
(49) Evy, =—E. y cos(Lz,) + Ey, ., cos(Ly;) + E,, 5 cos(Ls,),
( Er:, =E; z cos(Lz,) + Ey 5 cos(Ly,) + E; 5 cos(Lz).

Comme les équations (35), d’oli on les a déduites, Ies équations (49)
sont applicables aux corps mélangés aussi bien qu’aux corps purs;
elles ont sur les premieres 1'avantage de ne plus garder aucune trace
des assemblages et de dépendre seulement des forces élastiques sur
trois plans perpendiculaires entre eux, forces qui peuvent étre déter-
minées expérimentalement.

Prenons les Lecons sur la théorie mathématique de I'élasticité (') de
Lamé, et nous y verrons que les équations (2) de la page 17 et (3) de
la page 20, qu’il déduit de considérations mécaniques, sont, aux signes
représentatifs pres, les mémes que les équations (43) et (4g). Donc,
sans qu’il soit nécessaire de reprendre les calculsde Lamé ou d’autres
équivalents, on peut considérer comme acquis 4 la théoric des corps
mono-atomiques les résullats nombreux que ce géometre déduit des
équations dontil s’agit. Je ne peux que renvoyer a son Ouvrage les lec-
teurs désireux de les connaitre. Ils sont sans utilité pour le reste de ce
travail. '

(1) Paris, Bachelier, 1832. Déja citbes plusieurs fois.
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SECTION TII.

FORCES ELASTIQUES. — NOUVEAUX DEVELOPPEMENTS.

§ I. — Approximations.

1. Nous avons donné, dans la Section II, les propriétés et les ex-
pressions générales des forces élastiques dans le cas olt on peut né-
gliger les dimensions de la molécule; il s’agit de- trouver maintenant
les moyens de calculer ces forces élastiques et de reconnaitre les con-
ditions qu’elles impliquent pour pouvoir étre, comme on I'a admis
dans U'hypothese fondamentale, fonetions d’actions trés grandes aux
distances insensibles et insensibles aux distances appréciables. 11 n’est
pas nécessaire, pour atteindre ce but, de prendre I’expression la plus
générale des forces élastiques; il suffit de considérerle cas plus simple
des forces élastiques sur les faces d’un parallélépipede générateur rec-
tangulaire; ce qu'on en conclura pour les grandeurs des exposants n
sera visiblement applicable 3 toutes les forces élastiques.

Soit donc & effectuer les sommations indiquées dans les formules
suivantes, qu'on déduit des considérations du n° 7, Section II :

Ae
EIZ%PSEEILE*ﬁy

ol

(2) ].2252/12_*_.“2/{2_*_@[2
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et

(3)

A= 2

mifn
rn+1

3
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en méme temps que £, n, { recoivent toutes les valeurs entiéres possi-

bles comprises entre oo .

Représentons par ¢ une grandeur du premier ordre, servant d’étalon,

et posons

) h=ch,

k=ck,

l=¢el,

r—er',

Considérons ensuite & part les différents termes qui composent 1'action
moléculaire; nous aurons, pour un des éléments de cette action,

LGB mAfa | mifa o BA

- rntt m - men—1 yin+t ?

. ,]zf: m?f, o m,’;nj;nl S,),:nkvz,

re m me rin+t

g BE Sy L mifa g RO

Y pot+t m - men—t rfn.+1’
et nous éerirons, pour abréger,

Ez hi2 .,]z k2 )_:21!:

(5) X,L:S;,”_—H7 Y,,:S,_THa Zn.: ;.TP]J

il s’agit de trouver des formules permettant d’évaluer X, Y,, Z,.

2. L’une des séries les plus commodes pour évaluer des sommes de
termes finis se¢ déduit d’une formule qu'Euler a obtenue pour le calcul
des différences finies, et & laquelle, dans son Traité des diférences et
des series faisant suite au Traité de Calcul différentiel et de Calcul intégral ('),
Lacroix a consacré les n° 943 & 920 : c’est (?)

1! 1 du h
Euﬂhfftdx 2u+B1dx2

ol u et A représentent respectivement une fonction et un accroisse-

- diu M3 . déu hd o
Sdxz® 2.3.4  TSdz*a.3.4.5 7

(1) Paris, Duprat, an VIII (1800), p- 92 & 107.
(%) Ibid., p. 107.
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ment de la variable, et o B,, B;, B, ... sont les nombres connus sous
le nom de rombres de Bernoulli. Pour tirer de cette intégrale la valeur
de la somme des quantités de o & u, u compris, il faut y ajouter la
quantité u, ce qui revient a changer le signe du second terme ('). Cette
formule sommatoire, étendue 4 une fonction ¢ de trois variables x, y,
z entre les limites respectives a, b, ¢, A, B, G, prend la forme suivante,
ot &', K, I' représentent les accroissements finis des variables a, y, =,
tandis que v est la fonction de x, ¥, z dont il faut sommer les valeurs
pour avoir @ :

(6) fff RET
y e dwdydz

a

A B AG
— f f f\ vdz dyds
@ & ¢ )

f f f < dv dy ds

f f f —d.:vdydo
I dv

—+ '2— £ £ ‘/c‘ &dxdyds
L't A B aCa

=+ ;f f f xidz‘dydz
k't

T ey
1/2

-+ Ef./,, [ ~——dma’_yd‘.
k’l’ 2p
iy}

+ — L f f —dwdyd‘.
kf f dxd_ydz

(1) Poir le n° 897 dudit Traité, p. 66 & 67, surtout 67.

o=

W
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Ry
-+ f f f 5% 20 ——drdyds

hrklz

——— drdyds

+"""fffd _dwdy d
+k,l’2fffdd,dxdyda
+l'”"fffd - dz dy ds
. l'h”f ff S e dyds
M”,f f f 3z dy 7 s e dy ds

Ici la quantité & sommer pour avoir X,, est donnée par I'équation

x2

(7) Y= e’

ol

(8) ,.11:52h12_+_n2k12+ca112‘ x:EhI’ y:‘nk', s=1l.

Les limites A, B, C sont toujours immenses (n° 6, Section I), puis-
qu’elles représentent les quotients de distances finies, divisées par les
distances moléculaires A'e, £'¢, I'c, et la série (6) sera toujours conver-
gente pour elles; maisiln’en est pas de méme des limites a, &, ¢,qu’on
ne pourra pas prendre égales d 7', £, I', ni méme i de tres petits mul-
tiples de ces quantités, parce qu’alors la série deviendrait divergente.
De plus, l’intégration des termes de cette série conduit, pour beaucoup
d’entre eux, 4 des expressions fort compliquées. Done, pour tirer un
parti utile de la formule (6), il faut : 1° Pappliquer seulement au dela
de certains multiples assez grands de %', ', I, et 2° y changer les va-
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riables en recourant aux coordonnées sphériques ('), c’est-a-dire en
posant

{ @ =1r'cosy, y=r'singcosy, z=r'singsinyg;

©) | drdyds =r'sing dy.r'dydr';

puis, en prenant pour limite des intégrations,

\)

y—o et Y=—a2am,
¢—o0 et ¢o=—m,

r=+< et r=R.
Entre 7 = o et ¥ =+, on calculera directement les valeurs de ¢ et I’'on

en fera la somme ; Uintégrale (6), déterminée comme il vient d’étre dit,
en fournira le complément.

3. La marche & suivre est suffisamment expliquée et ne présente pas
de difficultés. Ainsi, par exemple,

12 nA AB aC 3
"—f f f P9 4o dy d
2 J o J, ), o0x

devient, par la substitution de la valeur de ¢ (7),

we rd B o 2 © Dot Tt _
. §£££[m_(”+l)ﬁm+(”+l)(n+3)de‘”dvv‘l"’

puis, par le changement de variables,

L2 Ad’_, L 2=
Tz-f ;G:Xf f [2 —5(n+1)cos?s + (n-+1)(n + 3) cos*¢] sine do ¥
© ) 0

h't 1 T 20T Lt )
= — hp— 22070 Xz ;
=1 [(n-—-z)u”*’ (n—-—z)l{"—’] [41\: 3 (n=+1)+ 5 (n+1)(n+3)

On calculera de méme les autres termes, et 1'on trouvera, en désignant

(1) Poir A ce sujet lo Cours de Calcul infinitésimal, par 3. Houdl, t. 1, p. 452 4 §56;
Paris, Gauthier-Villars, 1878.
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par CX, la partie complémentaire de X,,,

o ™ 4 A
LX":/I"/:’[’ ; 3(n — 4)1,""’-*— 12(7&—2)»””’[4—%(’1_}— N+ (r+10)(n+3)]+...
K2 0
—m[%(ﬂ-*-l) — 5+ (n+3)] +..
(10)
b 4 ' 20 .
TTREL 3(71—4)R”T‘+12(n-—2)l{"—2[4—T(n+I)+E(n+l)(n+3)]+"'
K2 _ ,
_m[i(nﬁ—x)——ﬁ(n +1)(r+3)] +...}.

Or, si I'on se reporte aux définitions de la force élastique, on voit tou-
jours que, méme alors qu’on ne porterait pas a l'infini la limite des
molécules intervenant dans les actions moléculaires, celle-ci est tou-
jours finie, et par conséquent R est immensément grand par rapport
a k', K, U, ¢, ainsi que nous I'avons dit plus haut. On doit se rappeler
aussi que les intégrales

1 1
(n — L)% (n—4)Rr-Y

doivent étre remplacées par loge, logR dans le cas de n = 4, et qu'il
en est de méme dans le cas de » = 2 pour les intégrales

1 1
(n—Z)v"_ﬂ’ ((1,———'2)[{”'7’.

, zh'2 , . .
D'autre part, toutes les valeurs de ~7=5 qu’on a calculées séparément

sont finies, décroissantes et en nombre fini; si donc on représente leur
somme par A,, A, sera une quantité finie. On aura conséquemment

(11) X,=A, +CX,.

Cela posé, sic est assez grand pour que la premiere parenthése du
second membre de (10) renferme une série convergente, au moins &
demi, cette sériereprésente unc quantité finie quel que soit ’exposant r;
mais il n’en est plus de méme de la seconde parenthese, ou R est im-
mense. D’abord, par suite de cette grandeur de R, tous les termes autres
que le premier sont négligeables, sans erreur sensible, 4 ¢oté de celui-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SECTION III, — FORCES ELASTIQUES. 49

ci, qui est divisé par la moindre puissance de R; la seconde partie du
complément se réduit donc a

= 4
TMKT 3(n—4)Re Y
sort
anR2
mz,) quand n-—az2,
4=R
ST’ quand n =3,
4rlogR
— —ﬁ%’ quan(l n— [h
— 3174;:17{’ quand n =235,

Partant, le second terme sera supérieur au premier, méme augmenté
de A,, quand » = 2 ou 3; quand » =14, il lui sera au moins compa-
rable; car alors logR croit avec une grande lenteur et est tres inférieur
a R; au contraire, ce second terme sera négligeable 4 coté du premier
quand 72 =5 ou est > 5, puisqu’il devient une quantité du premicr
ordre ou d’ordres plus grands. Done I’expression X, et par conséquent
la composante de la force élastique, ne dépendra que des moléeules
¢loignées pour lesquelles Re est une grandeur sensible quand » = 2 ou
3; clle dépendra au méme degré des molécules éloignées et des molé-
cules rapprochées quand ~ = 4; enfin, quand » = 5 ou > 5, elle ne
dépendra plus que des molécules excessivement rapprochées. Or,
comme I'expérience nous montre que les actions moléculaires ne dé-
pendent pas des molécules éloignées et ne constate, aux distances sen-
sibles, aucune action en raison inverse de la troisitme ou de la qua-
trieme puissance de la distance, il faut que » soit > 4. La formule (10)
se réduit alors a

' ™ 4 h'?

‘ X = 07 | 3(a = gy + Fiapyermz L DR (4 3) o+ ]
(r2) (nn) (K20

? =) ? [t—ir+3)]+...

{ :B,,;
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nous pouvons actuellement remplacer I'équation (rr1) par celle-ci :
(13) X,,:An'i'B/n

olt A, et B, représentent des grandeurs finies.

4. En introduisant dans la premiere (1) cette valeur de X,,, on la ra-
menera a la forme

2
:t: mﬂ.’ll

/ — -1
(14) Elifﬂpz men—1

(A.+B,).

OrE, A,, B, sont des quantités finies, et le nombre des monomes est

m3 fn

men—!

" doit étre une quantité finie. Mais les masses étant du troisieme ordre,
le dénominateur est d’ordre "+%, et le numérateur doit I'étre [égale-
ment; partant £, est d’ordre ¢**2=¢ = ¢"—*. Ainsi les vitesses que les ac-
tions moléculaires peuvent imprimer aux molécules proportionnelle-
menta leurs capacités, lesquelles sont représentées par f,, sont tout a
fait insensibles, puisque n =25 ou >>J, et les actions moléculaires
n'intervienneot en rien dans la quantité de mouvement dont une mo-
lécule est capable, ce qui du reste est conforme a I'expérience.

On peut calculer les forces élastiques par la marche et les formules
indiquées ci-dessus; mais le développement du caleual est assez pénible,
et il serait & désirer qu’on pit obtenir des expressions plus conver-
gentes. Les tentatives que j’al faites montrent que, pour des parallé-
lépipedes générateurs semblables, les forces élastiques varient beau-
coup avec la densité, jusqu'a changer de signe; et que, pour la méme
densité, elles varient beaucoup avee les proportions des cotés du pa-
rallélépipede générateur. Je ne donne pas ici ces calculs dont la lon-
gueur me semble hors de proportion avec I'utilite.

Je ferai observer que les composantes se déduisent de la fonction

¢galement fini, ainsi qu’il résulte du n° 4, Section I; donc aussi

1 S, o . .
S P au moyen de différentiations, soit par rapport aux parametres

=1

R, K, 1, soit par rapport aux cosinus des angles desrangées, et que si
y . . . I
I'on pouvait obtenir une formule commode pour exprimer S -7—> on

en déduirait aisément les formules des composantes; mais e suis par-
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N . I .. - ’ . g
venu seulement 3 exprimer S 77=1 par une serie compliquée et médio-

crement eonvergente pour des rangées orthogonales, divergentes pour
des rangées tres obliques. Je passe donc ces calculs sous silence.

La méthode employée habituellement pour relier les potentiels infé-
rieurs aux potentiels supérieurs et qui consiste & faire varier les coor-
données du point (&', ', 5') censé fixe dans P'expression :

(2 =2V +(y — )+ (s —35)=r,

en laissant x, y, = constants, c’est-a-dire en supposant que le centre
d’attraction puisse varier légerement sans que les points attirés s’en
ressentent, est inapplicable ici; car, contrairement & ce qui se passe
pour la gravitation, ce sont les points les plus rapprochés qui seuls
sont actifs, et leur action varie au moindre déplacement du centre
qui les attire. Les seules quantités qu’il soit permis de faire varier
dans les expressions () sont, ainsi qu'il vient d’étre dit, les parame-
tres et les angles des rangées, ce qui suppose le déplacement simul-
tané des points z, y, 5 et non du point (', y', 7).

5. On peut cbserver, en remontant i la formule (4), Section 1, que
le facteur de m?, ou simplement 7?2 dans les travaux de Cauchy, qui
suppose toutes les capacités égales, est en raison inverse de ¢ ou du
quatrieme ordre. En examinant attentivement les Mémoires (‘) dans
lesquels I’illustre géometre a cru démontrer que les phénomenes lumi-

neux étaient dus 4 une répulsion en raison inverse de la quatrieme

puissance, on voit que sa démonstration se réduit a prouver que ;f{ y
est d’ordre e *, c’est-d-dire ce qui précede.

Cauchy a tiré encore trop hativement une autre conclusion de ces
mémes calculs. Il y montre, en effet, que 1a vitesse de [a lumiere pro-
venant de la gravitation ne peut pas étre reconnue expérimentalement,
et il en conclut que la masse=poids de I'éther est nulle. Or tout ce qu'’il
avait le droit de déduire de calculs approximatifs et d’expériences ol

(V) Mémoire sur la dispersion de la lumiére ou Noweawx Exercices de Mathématiques,
p. 190 et 191; Prague, chez Calve, 1836. — Exercices d’ Analyse et de Physique mathcmn-
tique, L. 1, p. 304 et 305 Paris, Bachelier, 18jo.
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les grandeurs de premier ordre sont négligées, c’est que cette masse-
poids de P'éther devait étre rangée parmi les grandeurs du premier
ordre ou les grandeurs plus petites.

Une autre conséquence importante se dégage des conclusions du
n° 4 : c¢’est qu'il n’est jamais permis de négliger les dimensions d’une
molécule polyatomique dans le calcul des actions atomiques, et I'ad-
mission du contraire a été une grosse erreur des géometres. Les négli-
ger, en effet, revient & les supposer constamment du second ordre; or,
s’il en était ainsi, les distances atomiques seraient du second ordre et
les actions en raison inverse de la ni®m puissance deviendraient des
quantités finies divisées par ¢"~', ¢’est-4-dire immenses. En ce cas, tous
les termes, attractifs ou répulsifs, s’annuleraient & coté de celui du
plus fort exposant n, qui est répulsif (Section I, n° 4), et les atomes
seraient violemment écartés de leurs positions par une force irrésistible
contre laquelle toutes les actions atltractives seraient impuissantes. Les
atomes ne peuvent donc pas demeurer d’'une maniére permanente i des
distances mutuelles du second ordre ; partant, leurs véritables distances
ne peuvent pas étre négligées a coté de celles des distances des centres
de gravité des molécules, bien que notamment plus petites en général.

Les résultats obtenus dans la Section II pour les forces élastiques ne
sont donc vrais que pour les molécules mono-atomiques. On peut tou-
tefois obtenir des expressions des forces élastiques assez semblables &
celles de cette Section, et nous allons en entreprendre la recherche.

§ II. — Expressions complétes des forces élastiques.

6. Nous devons conserver la définition de la force ¢lastique superfi-
cielle; c’est une action superficielle fictive dont le produit par I'aire
correspondante équivaut a la force réelle qu’on remplace par elle. La
force réelle est la résultante de toutes les actions excrcées par les
atomes des molécules situées d’un coté du plan sur les atomes des mo-
lécules d’'une rangée extérieure a4 ce plan. La foree réclle et la force
fictive ont la méme direction; quant & la valeur de la force fictive esti-
mée parallelement 2 un axe, c’est le quotient d’une division dont le
diviseur est I’aire du parallélogramme générateur conjugué a ladite
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rangée et dont le dividende est Ia valeur de [a force réelle estimée pa-
rallelement a cet axe, c’est-2-dire de la somme des composantes, Pa-
rallelement 4 cet axe, des actions exercées par les atomes intérieurs
sur ceux de la rangée extéricure. Il est visible que la somme de ces
composantes élastiques paralleles & un axe, multipliée par I'aire con-
juguée, représente la somme des actions exercées par les atomes d’un
corps sur les atomes extérieurs parallelement & Uaxe dont il s’agit.

En premiere approximation, on suppose les centres de gravité des
molécules régulierement distribués, et c’est une conséquence mathé-
matique de 1'existence d’une relation continue entre les positions des
molécules dans ’état actuel et celles d’un état antérieur ol les molé-
cules ¢taient réguliercment distribuées. Mais on doit se demander ce
qu’il faut admettre pour les atomes dans cette méme premiere approxi-
mation. Leurs positions varient-elles d'une molécule a I'autre par de-
grés insensibles, en sorte qu'on puisse les regarder comme identiques
dans le rayon d’activité moléculaire en négligeant des quantités du se-
cond ordre, ou bien different-elles de quantités du premier ordre
d’'une molécule 3 P'antre, tout en variant d’'une maniere continue?
Nous n’avons pas encore de motifs suffisants pour trancher la ques-
tion, et, dans I'indécision ob nous sommes, nous établirons pour cha-
cune de ces deux hypotheses la formule des composantes élastiques.

Nous conserverons toutes les notations adoptées dans la seconde
Section pour représenter les centres de gravité des molécules dans les
corps purs, que nous considérerons seulement d’abord; puis nous rat-
tacherons les atomes d’'une molécule au centre de gravité de celle-ci
par des coordonnées relatives «, £, y paralleles aux x, ¥, z. Nous dési-
gnerons les atomes d’une molécule s par un nouvel indice ¢ ajouté au
précédent. Ainsi o, + o5 ¥+ Bior 55—+ Yoo seront les coordonnées de
I'atome ¢ de la molécule s, &, + %0s ¥+ Loty 2+ Y50 celles de T'a-
tome o’ de l]a méme molécule, et ainsi de suite. Nous pourrons encore,
pour abréger, désigner simplement par @, Y, 2, ces coordonnées
composées.

Nous avons envisagé les coordonnées x;, y,, 5, comme des fonctions
du temps ¢ et des coordonnées x,, Y., 5o que le point avait dans son
état primitif, olt les centres étaient régulierement distribués; il est tout
naturel de rapporter les coordonnées relatives «, £, v & celles qu’a-
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vaient les atomes a la méme époque et de supposer«, B, y des fonctions
de ¢, %4, Bos Yo» A, mk, LI Silon croit que les coordonnées relatives
varient de quantités insensibles d’'une molécule & l'autre, on écrira,
pour les coordonnées relatives d’'un méme atome dans les molécules s
et s,

0!

/ z,.,azam<em+e;,,2h+07;Mk+e;:qt_u-l M’smu-...>,

2 dur,

, ’ " " 1 d()’pq- 3

(13) Boo= Boo( 0as + 085kl - Oa;mk +- 08,80 -~ =B A 4 L),

2 dx,

, , My,

Yoo = Yao| Oya+ Oys bt + Byan b 4= 055 L1 - — - B4 ),

v 1]

ot les fonctions § et leurs dérivées sont des quantités finies et ol
I'on a

“u’oetxa‘:“sm pcooﬁa':p.m; 'YG'OOYG:Y.W-
Si, au contraire, on admet un changement appréciable d’une molécule
a 'autre, on posera

1 00y,

Ugig = %y = Opgbh 4+ Opsm A 4+ 00y 21 4- s B2hiy. ..,
, Y v t 0085,
(16) ps,G:p_,.<,+0;s,cElz—}—epﬂl\*+63,:l+; 5 Brhpry .,

a

, ) AL
\ Toa = Yoz + Oya b - Opom b - 03, L0+ — de“sihw....
0

Des lors on aura, en premiere approximation et avec la premitre
hypothese,

Zs - Qggr — Ly — Xyg — q'i Eh o+ q”l nk —+ (]'; L+ agp — 055 = AL - Ag5 — %y =

Yo+ Bow— s — Ba = gukh + ghmk + 71 - By — Bio =AY ¥ B — Bea =

Sg Yoo — B — Yoo = G350 A+ @ik - gLl 4 Yoo — Yor = AT A Yow— Yoo =

les caracteres 3x, 3y, 3z étant pris pour abréger; et en premiere ap-
proximation avec la seconde hypothese,

"m

Zo+ tye — Lo — Ueg = @1 ER - @ik + @YU - agp — 25+ Oap B+ Bpem k + 036 LI =082 + hus,

"

Y+ Bre— ¥s — Ba=¢qRkh +qink + ¢+ {Sw.—'ﬂsﬁ— 0porEh 4+ 035mk + 085 L =28y + A3

"

Zsr + Ys'a' — 35 —‘{Ja:q'th +q';71k +‘9:U+Yw'— Ysz + eyya"Eb +0’;'a-‘7)]f+0’y”a’cl ?5: +1Y”’

les A étant encore des abréviations. Il est visible que les formules rela-
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tives & la seconde hypothese se déduisent de celles qu'on a obtenues
avec la premiére en y remplacant 3z, 3y, 3z par 3@ + Xy, By + Agq,
35 -+ Ays. Nous allons done chercher les formules relatives 4 la pre-
miere hypothese.

Afin d’abréger dans ce qui va suivre, nous supprimons I'indice s qui
n’a plus d’utilité, puisqu'il désigne un centre unique, pris pour ori-
gine des coordonnées par rapport a &, =, ¢, et nous désignons par 7. la
distance de deux atomes appartenant & deux molécules différentes,
qu’ils soient homologucs ou non. Le cas d’atomes homologues est com-
pris dans I'expression générale. .

Cela posé, les composantes paralleles aux paramétres actuels 2/, £/,
! (') de I'action exprimée par la formule (2) de la premiere Section se-
ront respectivement

[(E’ - E)h’_*_ 2y — g |,

([9) < [(ﬂ'—ﬂ)/fﬁ‘pa'“?s]%» o= r/lf,l——<

Ga

» i Mno Bnd"fn .
[(F— 87 +vo — o]y )

I1 y a lieu de faire observer que les «, B, y n’ont pas iciles mémes signi-
fications que dans (17) et (18); dans les dernieres équations, les «, 8,
¢ sont paralleles aux @, y, z rectangulaires; tandis que, dans (1), elles
sont obliques en général et paralleles aux parametres A, &, ['. Cette
distinction doit étre retenue pour l'intelligence de ce qui va suivre.
Or, si l'on cherche combien il y a, par rapport au plan £ = o, de

(1) Ltant données les formules (16), Section I, %, &, ¢ représentant les paramétres de I'as-

semblage primitif, et ¢’, 4", ¢” désignant respeclivement, pour abréger, les dérivées 3y
RhA
3)7;, Az
actuels &', &, 7.

gyl =N cos('x), gyl = I cos('y) qsh = h'cos(X'z),

! Ly R ’
(l”l k=K COS(]T:J‘), (1”2 A=K COS(k.y)’ g3k = A COS(‘” Z),
qil =1 cos(l'z), gl =1 cos(Z'7 gsl = I cos(?z),

, on aura les équations suivantes enlre les paramétres primitifs et les paramotres

W= (g s+ gt g
A2 = ][2(,[”12 + ,I';ﬂ -+ ’1';2 )2
I YL E
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groupes de deux mémes atomes g, ¢, pour lesquels, n' —=n et ¥ —{
restant les mémes, & — £ a une valeur donnée a, on voitaisément qu’il
y en a a; si donc on prend ce plan & = o pour celui oli 'on veut déter-
miner la force élastique et 'origine pour son point d’application, on
devra poser

F—E=¥, v'—n=n, U—-L=1,

et 'on verra que les sommes partielles de composantes égales seront

E’(E’hl ~+ag — aq)e)lo,
E(n'k" + Bor— Bo) by
(8 + e — Yo ) o

11 n’y a plus qu’a sommer toutes les valeurs de cetle nature pour toutes
les valeurs entieres de £'de +1 4 4+, etder’ et { de —o0d +
pour avoir tous les termes apportés a la résistance totale par I'atome o
et les atomes o’ homologues entre eux dans les diverses molécules inté-
riecures; puis i en faire autant pour tous les autres groupes de deux
atomes et a réunir entre elles toutes ces sommes, qui seront (')

SE(ER - ap— ag) Aoy
(20) S ('K~ Bo— Bg) oy
ST Ao — Ya ) o

Nous pouvons encore ajouter 4 ces sommes celles qui correspondent
aux mémes valeurs de ¥/, «', { avec la disposition des atomes o, ¢’ prise
en sens contraire; nous aurons des sommes doubles des précédentes,
mais ou &, »', {' sont pris entre = o, et nous remplacerons les ex-
pressions (20) par la moitié de ces sommes.

Il suffira de diviser ces composantes générales par I'aire du parallé-
logramme générateur correspondant, ce qui revient & les multiplier
par
(a1) ph cos(xh')

m

ainsi que nous I'avons vu au n°® 3 de la Section II; « désigne la nor-

(1) Nous avons donné Fexposant 4 & I'indice S pour indiquer Ies quatre sommations 1° a £/,
2° 4 7', 3° 4 ¢/, 4° aux groupes d’atomes o, a'.
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male au plan £ = o. Done, en employant les notations de la Section II,
nous trouverons pour valeurs de la composante élastique :

( Epp—=1pcos(zh')S*ER(ER + ag — ag) %;

(22) Eun = §p 00 (#4) SEH (2K + for— o) 20

\ Epr = Zpcos(xh) SFEA(UT 4 yp — 76)%-

Décomposons la force élastique E, parallelement & trois axes rectangu-
laires, dont'un, celui desx, estla normale x, et dont deux, ceux desy
et des z, sont dans le plan 2'; nous aurons, les angles (£'z) et ({'x) étant

drotits,
Ex.z:: E]";lv CcO08 (h’.z'),

(23) Ezy=Eyucos(A'y) + Epp cos(&y) + Eypcos(ly),
Ezz = Epp cos(R'3) + Epp cos(k'z) + Eprcos('s);

puis, remplacant les composantes élastiques des seconds membres par
leurs expressions (22), P
Egp==10cos?(A'z) SR (Eh 4 agr— ag) % ,
Ezy==1}p cos (M'a) S*ER[(VR' + 25— ag) cos (hy) + ('K + Ba— Bs) cos(K'y)
(U o — o) cos (1) ]2,
E;: =10 cos(Aa)S*ER [(FI + 2 — ag) cos(R'5) + (v k' + By — Bg) cOs (/')
+ (Fl +yo —~ yo) COs(¥3)] ;:—:
Or, si nous remontons aux équations (17) et aux formules de la note
relative aux équations (19), nous voyons que
E'h cos(h'w) =g \b'h = A,

dans le cas ol, comme ici, ¢,=4¢, =0 i cause de cos(k'z)=o,
cos(l'r) = o); d’ailleurs £’ et § représentent la méme chose, c’est-a-dire
un nombre entier quelconque;

El cos(hy) +~n'k cos(k'y)+ L lcos(y)y=qy&'h + ¢yn'k +q =4y,

Eh cos(M'zs) + o'k’ cos(K'z) + Ll cos(lz) =q 8 h + @y vk + q5 Ul = As,
S
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D’autre part,
(2g—ag) cOs(h'z),
(25— ag) cos(A'y) + (Bar— Bs) cos(&'y) + (Yo — o) COS(LY),
(25— ag) cos(A'z) + (B — Bg) COS(K'z) -+ (Yo — Yo) COS(L'3)

sont les projections des distances des atomes dans la molécule de {"ori-
gine, représentées respectivement par ag — o4, e — Bgy Yo — Yo dans
les formules (17). Done, avee les notations des équations (17), les com-
posantes rectangulaires de la force élastique sur le plan « seront ex-
primées ainsi qu’il suit :

/ e cian o

- ExxzipS'Axbx;ls

o

(24) Fpy=3%pS'azty —»
Mo

E.; = 1pStaxis e

Les formules ne changeront pas de forme quand ony changera les
parametres &, £, , ce qui revient a ne supposer nulle aucune des déri-
vées ¢,, ¢, dans (17). Comme on peut toujours trouver un plan réticu-
laire aussi approché qu’on veut d’un plan quelconque donné, au moins
sous le rapport de 'orientation, on peut appliquer les formules (24) &
un plan quelconque. On déduira done, parune simple permutation de
lettres, les composantes des forces élastiques sur les plans des y et
des z des composantes sur le plan des . Elles seront, pour le plan y,

Ao
E_Yx:%pS‘AlyS.:c .
(25) E,, =}pStaydy 2,

!‘Jl‘.‘a
Ey:s =350y 85 —;

et, pour le plan z,
A
Ezz:%pS‘Az 3z E’

(26) E:y:%pS*AGSy%;

o Mo
| Bz :LPS‘AZSvE;
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7. Si nous supposons maintenant que les atomes ne sont pas iden-
tiquement placés a des quantités du second ordre prés dans les molé-
cules concourant a la formation des forces élastiques (seconde hypo-
these du n° 6), nous aurons d’autres expressions des forees élastiques,
(que nous obtiendrons en remplacant, comme il a été dit ci-dessus, Sz,

By, 33 par 3x + Ay, 3y + Agyr, 5 + Aye. Nous obtenons ainsi, pour un
corps pur et le plan «, y

N‘D
Ezz =1eS* Az (32 + Ayq) w’

. Mo
(27) Ezy:%pb‘Aa'(S_y—}—)\pgl)ﬁ;
ol (‘)Rﬁ)

Ez: = 1p8%8x (85 + hye) ot

pour le plan y,
s Jb
ny_%pS'Ay(3x+ laq')'—’;)

(28)

pour le plan sz

b

E;I:ipS&AG(Sx-{— )-aq')%’

. Mo
(29) Ezy=108'43 3y + Aga) >
E:. = 3 p8%85(35 + Ays) b

n

On peut observer que, dans les équations (24) a (29), les forces tan-
gentielles de mémes indices disposés dans un ordre différent ne sont
plus égales, ainsi que les géometres 1'obtenaient par des counsidéra-
tions mécaniques; nous reviendrons sur ce sujet dans la cinquitme
Section.

8. Nous ne chercherons pas les expressions des forces élastiques
dans le cas le plus général des mélanges, mais seulement dans le cas
particulier d’'un mélange de deux corps ot les parcelles de chacun
d’eux entrent en proportion égale. Ainsi nous considérerons un corps
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ou, dans I'état primitif, %, £, {sont les parametres de trois rangées con-
juguées qui contiennent, chacune alternativement, une parcelle A et
une parcelle B. Mais on ne peut pas admettre que cette égalité subsiste
des que les parcelles entrent en mouvement sous l'intervention des
actions moléculaires. Les parcelles se grouperont deux a deux et dé-
criront des orbites autour des centres de gravité des groupes binaires;
ces derniers centres seront seuls régulierement distribués. Le nouvel
assemblage aura ses centres sur des rangées -paralleles a celles de I'as-
semblage provenant directement de I'assemblage primitif, savoir une
de parametre double, soit 2%/, et les deux autres de mémes para-
metres, £, {'. Mais par le fait, dans notre assemblage, 2/ joueralerdle
d'un simple parametre, et nous I'appellerons simplement A’. Nous dési-
gnons par s le centre de gravité du groupe, par

xs! ysi 3s
les coordonnées rectangulaires de sa position actuelle, par
xs+$Asy ps—*—)’u, 3a+5Ass .\.s+ L Bay pr*‘)’us, 3:+5Bs

les coordonnées respectives des centres de gravité de ses parcelles A, B;
puis nous rapportons les centres de gravité des molécules dans la par-
celle aux centres de gravité de celles-ci au moyen des coordonnées re-
latives @y yyss Cassr Apyss - - -3 enfin nous agissons de méme pour les
atomes que nous rapportons aux centres de gravité de leurs molécules
au moyen des coordonnées relatives oy, Pys Yaws- D'apres cela, les
coordonnées completes d’un centre de gravité de molécule A seront

X 4+ Tas+ Aage, Vot Fas+ Pass, 3+ Zas+ Caior
et celles d’'un atome
X, -+ -TA; 4 Apss - Tasz, Vst Fas— bas+ Brszy  Be - Fae 4 Cass + Yaser
Le plus souvent, nous les écrirons sous la forme plus abrégée

(22) { Xs+ Zass, Yitass 35+ 3aw
22 N
? -‘s —+ L Assry })s -+ .)’AssT! ‘3.\' + Sarsze

Nous pourrons regarder X, ¥, 3 comme des fonctions des coordonnées
primitives, comme nous I'avons fait jusqu’ici pour z, y, z.Posons dés

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SECTION 11II. — FORCES ELASTIQUES. 61

lors pour abréger, en désignant par x, ¥, s les coordonnées primitives
des centres de gravité des groupes,

dX = ¢\ de + ¢\ dy + §1ds + gV dL,
(31 < dY =q,dzx +q';d_y—i—q';'dz+ gy dt,

"

d3 = q',dx + qydy +q5ds+ g5 dt;
ar=qkh+ gk + 7L

(32) Ay =gk + gk + g, %L,
Az = ¢t h+ gmk 4+ gLl

Les coordonnées x, y, 5, a, b, ¢, a, B, y seront aussi chacune des fone-
tions des valeurs relatives qu’elles avaient dans I’éfat primitif et des
coordonnées x, ¥, 3; nous pourrons, comme nous 'avons fait au n°6,
considérer uniquement leurs SOMMES Xyyqr Yasses -« - €t la fonction qui
en résulte, fonction qui variera pour chaque groupe d’atomes, au moins
par ses constantes. Il y a, en outre, & envisager le cas ol les positions
relatives des atomes homologues varieraient d’'une molécule & autre
d’une maniere 1insensible ou d’une maniére sensible. Toutefois, comme
la question sera tranchée pour les corps purs dans les n* 4 et 5 de Ia
Section V, et que le raisonnement serait visiblement le méme pour les
corps mélangés, nous écarterons I’hypothese de la variation insensible
et admettrons seulement ['autre. Des lors, nous admettrons qu’on doit
poser,avec 'approximation des quantités du premier ordre et au méme
Instant,

Tryye = Zaawa + OuwatEh 4 Vhapor ik + 04001 UL,
(33) Yaswe = YAssow + Oxsranblt + Oagsaren & + Oisgga L,

Savse = Spsyg + Qassoabh + Oxgegsm A+ 03 so3 bl

Lygean YVaseas Zasq etant, dans D'état actuel, les coordonndes relatives
de P'atome s's" dans la parcelle s. Ilensera de méme pourles parcellesB.

Nous avons & chercher les composantes des actions exercées par les
atomes des parcelles intérieures A : 1° sur les parcelles extérieures A ;
2° sur les parcelles extérieures B; puis celles des atomes des parcelles
intérienres B sur les atomes des parcelles extérieures B et A ces der-
nieres se déduiront évidemment des premieres par une simple permu-
tation des lcttres A et B.

I. Calculons d’abord les valeurs approchées des composantes des
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actions exercées par les atomes intéricurs Asss sur les atomes exté-
vieurs As’s's’. Les différences des coordonnées rectangulaires qui en-
trent*dans ces composantes sont, en vertu de (32) et (33),

) Xy — X Zpesr — Zawo == AL + Zpegg - - Lasss+ Ouvon o4 0ivanm b+ 0ioe Bl = 8.y,
(34) yﬂ' - ys+}'A="S’6’ —Yasso =AY -+ YVagsor — YVasso Bivora Sh-r Oivoan A+ 08pga kil = av)’l,
Iy — 33 —+ ZSavsier — BAasse — AT 4 Spsger — Sassa Os5aa E h—+ 0:’\3’5'3 n fe+ Bl,’x,s'o-':s U= a:-l .

. Les différences des coordonnées paralleles aux rangées actuelles de pa-
rametres A', &, /' auront des expressions bien plus simples; ce seront

(35) (F— 8V + 850, (7 —1) K 4 Opa0, (U — )+ 8440,

Oxans Ouars Ospr Peprésentant les projectiohs, parallelement &2 2, &, 7,
de la distance des atomes s's, s dans la parcelle As, augmentée del'ac-
croissement que la distance de I'atome A, au centre s éprouve quand
on se transporte au centre s’.

Posons encore, pour abréger,
(36) ) = Wy pses nace o [ .

N a1 2
AssG As's'0"

nous trouverons que les composantes de action parallelement aux /’,
£, I seront

[(E’ - E) h'+ eAAh'] A,
(37) [0 —7) &'+ Bgap]d,

[ —2) & + 6554] A

Un méme groupe d’atomes Asss, As's'a’, pour lequel 2" — = et ' —
sont des quantités constantes, fournira une valeur (37) pour & —E=1,
deux pour & —&— 2, trois pour &—E =3 et, en général, ¢ pour

£’ —Z =1{. Sidonc on ajoute entre elles toutes les valeurs égales et si
>

'on remplace en méme temps les entiers & —Z%, v'— =, {'—{ par
d’autres entiers £, »', §', on trouvera les sommes partielles

E’(E’ll, -+ GAAIL') ”)L'y
(38) E'(T/k’—*— CINI ™
FUT + Bypr) s

Il faudra sommer ensuite ces expressions par rapport a £, =, £ depuis
jusqu’a Uinfini pour &' et depuis — » jusqu’'a + o0 pour »’ ct {5 ou,
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ce qul revient au méme, en prenant la moitié des sommes et chan-
geant le signe des coordonnées relatives avec celui de &, depuis — »
jusqu’a + = pour&, n, { (*). Indiquons cette sommation totale par le
simple signe sommatoire S; les composantes totales de toutes les ac-
tions exercées par lés atomes intérieurs A sur les atomes extérieurs A
seront '

ISEER + By )b,
(39) FSE(MK + 84k ) oy

ISE(TT -+ 8yr) .

En recourant aux considérations suivantes, on peut démontrer assez
simplement qu’on a le droit de substituer a4 la premiere somme, ol1 &
est pris depuis + 1 jusqu'd +oc, la moitié d’'une somme de méme
forme ot & est pris entre = . Kn effet, le corps ol I'on cherche a
déterminer la force élastique est supposé en équilibre, et des lors les
composantes de la force élastique calculées d'un coté sont égales et de
signes contraires a celles qu’on obticndrait de 'autre coté en y chan-
geant le signe des coordonnées paralleles & 'axe des . Mais ce chan-
gement de signe donne des expressions de forme identique aux pre-
mieres; donc il suffit de le rétablir dans ces dernieres, c’est-a-dire d’y
prendre £ entre les limites — 1 et — oo, pour que les composantes
deviennent égales aux premitres. Des lors les composantes ot £ = o
étant nulles, et leur réunion aux sommes des composantes n’en chan-
geant en rien la valeur, on peut substituer aux premieres sommes les
moitiés d’autres ou £ est pris entre &= oc . h

II. Calculons maintenant les valeurs approximatives des compo-
santes des actions exercées par un atome intérieur Assc sur un atome
extérieur Bsss. Nous représenterons d’abord les projections approxima-
tives des distances de ces deux atomes par les formules suivantes, avec

(1) Il y a la une difficulté réelle qn’on peut faire disparaitre en représentant par ®, non
Plus w0y g5 — ttygsy + l'accroissement de u, pqy MAIS &y g — fye0q + 'accroissement de
ladifférence uy g q— fa450. Celui-ciest visiblement égal & celui de la différence #5550 — 1725576
mais de signe contraire. D'ailleurs le groupe d'atomes Assa, Ass'a’ intervient dans la for-
mation des sommes (39), autant que le groupe Ass'c’, Asse. Donc, quand on change e
signe de &, u, ¢ dans les expressions (38), on tombe sur les valeurs d’un groupe déjd exis-
tant, mais ou l'ordre des atomes constituants était pris en sens contraire. Il sera donc en-
tendu que nous donnons cette signification au signe @,
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les coordonnées rectangulaires,
Xy — X+ Zpyse — Lassa = AT + Tysgg— Zaswsa + Opsa18h + Bpygum k + Bisan L= 51:;

(.10) ‘Us- — ya = YBa'sor — Y Assc — A_y —+ ¥Bss'o — ¥BssT + eils‘cr': E}l -+ 6;].;'0"!7) k- bﬂs'a'! Cl — SJ'Z,
3, — 3, 4 Zpesg — Saase = AT + Zpgsgr — Smss + OBsas Eh + Ohoaank 4+ Ofeas §1 =85,

avec les coordonnées obliques paralleles en 2, £, I,

(-/}l) (E’—' E)h’_f_ On1y (TAI‘_‘ T ) k'~ Bapry ( g — C) '+ Osnr-

Posons d’ailleurs, pour abréger,

= M Assa P'nBss'o"_fn ,

’.IH—I
AssTBs's'a’

(42) =3

et nous aurons, pour les composantes des actions exercées par les
atomes intérieurs A sur les atomes extérieurs B, les valeurs

(43) [(F—EYA 4 6amp]th, [(# —n) A + Bape JUb, [(T— )84 6,50 )10,

Elles seront susceptibles de la méme premiere sommation que les ex-
q
pressions (37), en sorte qu’on trouvera pour les composantes totales

LS E (R 4 Oppy ) s,
(4% FSE(WK - 8ppp) Wb,
LSE (L 4 8,5, )b,

1. Appelons 0444, Buns» Opsr les projections obliques de la distance
des deux atomes s, s5 dans la parcelle Bs et de son accroissement

dans la parcelle Bs'; posons en outre

(45) S:Z—Hnﬂl;j‘jpﬂrnsrﬂ'.fn;

FBssaBss'a’

nous aurons, pour les composantes obliques totales des actions exer-
cées par les parcelles intérieures B sur les parcelles extérieures B, les-
quelles se déduisent de (39) en y remplacant I'indice A par B,

( ISEER + By} S,
(46) P ASE(nR 4 eum) 2,
(%SE'(’Q'I' | Bupr ).
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IV. Enfin appelons 0p,1, 64345 Orar 1es projections obliques de la dis-
tance des deux atomes As’s’, Bse dans le groupe s et de son accroisse-
ment dans le groupe s'; posons en outre
( ’ H) (D — 5 =+ P’nR:s’r Uy A s.v"l",fn ,

n4-1
Bssg As's'a’

et nous aurons, pour les composantes totales des actions exercées par
les atomes intérieurs B sur les atomes extérieurs A, -

1SEEN + 8p)®,
(48) FSE(WA + pan) B,
ASE(TY + 853 )0

Ajoutons ensemble ces quatre composantes, aprés les avoir multi-
pliées par '

hceos(h'z) I 1 ‘ - .
M = KUsin (K1) (1), ou M — Iy Ig;

nous aurons les trois composantes obliques de la force élastique, sa-

voir :
( 1.mE ! Lyt o}l-)q 7t b
| Lo8E A cos(h'z) ('R -+ OAAh')m - (B'R —+ 8xmi) o
- (ER - Oaap) S - (B - Bs) 2 |
 UBBA M BAA g
M L Y
2o SEN cos(h’x)[ (n'K -+ Oxax) w- (n'k" + Bana) at
(49) _ .
- (n'k'+ Bppy) i + (n'k + Bgpan) ik

o b
;pSE’h’cos(h’x)[ (g —’r—GAA:'); + (T + 8amr)
iy e vy @

| + (¢! +BBBZ’);ﬁ+(=l +eBAl’)ﬁ .

Appelons du, et du, (u=w=, y, z) ce qué deviennent du, (34) et du, (40)
quand on y remplace A et B respectivement par B et A; puis cher-

(1) (A'z) désigne I'angle de la rangée &’ avec la normale x au plan &'{'.
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chons les composantes élastiques rectangulaires paralleles aux «, y, =
en supposant que le plan @ ou des y, 5 est celui qui contient les ran-
gées &' et I'; nous trouverons pour la premiere des composantes -

{ A,
1e8ER cos( W' x) [(E'/ + 8pan) cOS (M) 4 (k' 4 8,4p) COS(A'x) + (L'd 4 €,41) COS(L'2)] W
hUN
+ [(§'R + 8upr) cos(A'z) + (0K 4 B,app) cOs(K'2) + (U1 + O,yy) cOS ()] ]
—+ [(8"h" + eppy) cos(A'x) + (n'k'-1- Bypr) cos(Kz) + (L'l + Ogpy) cos{l'x)] %l
®

+ [(§7 - 8gap) cos (A'x) + (&' + Bpar) cos (k') - (YU 4- 8yps) cOS(L'x)] e

soit, en vertu des équations (34), (40), el de celles qu’on en déduirait
par la permutation des indices A et B, '

’

- ~ Ao RUY N e ~ ®
(50) 1oSth cos(M'x) <0x, i + 8x2§t + 3wy g + oxbm>-

Mais, attendu que « est perpendiculaire 2 & et 4 /', on a ici

ER'cos (h'x) = Ax.

Les deux autres composantes rectangulaires offrent des calculs et des
réductions semblables, et I’on obtient pour valeurs définitives des trois
composantes rectangulaires

~ 1 5 o n 1 ~ 2 n ( ’
Epz—1pSAx( by oz + oxzm —+ ox3m+ o, —-),

m T
N . o Mo N L N 2 ~ ®
(51) Exy:%pb.&x<0‘)’iru+Q,V2?ﬁ+°,_V3m+G“V',§i>)
kN uh e U
1 8- 23 835 — €3, —
E.:=4p8 —u<a~1§1 Tt e T ‘H)

On obtiendrait les composanles rectangulaires E,,, E,,, K., de la force
¢lastique sur le plan y en remplacant dans les composantes ci-dessus
Az par Ay. De méme pour le plan z.
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' SECTION IV. .

EQUATIONS DE L’EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT.

.

§ I. — Mouvement des centres de graviteé.

1. Jaborde les considérations mécaniques laissées entierement de
coté jusqu’ici, et je commence par établir les équations de 1'équilibre
et du mouvement dans le cas le plus général; les valeurs approxima-
tives de ces équations seront recherchées dans la Section V.

- Je considere un corps composé de groupes moléculaires (parcelles)
qui peuvent, dans des cas particuliers, se réduire 4 une seule molé-

" cule; je ne fais d’ailleurs aucune hypothese sur leur composition, et
je les désigne par des numéros d’ordre s, s', s”, ... spéciaux a chaque
parcelle; je dénote ensuite les molécules d’'une parcelle par des numéros
d’ordre s, s’, s, ..., et les atomes d’une molécule par les numéros
d’ordre 5, 6, 6", .... D’apres ces conventions, analogues a celles de la
Section 111, § I, une molécule d’un corps formé de parcelles sera ca-
ractérisée par deux numeéros ss, savoir celui de la parcelle dans le
corps et celui de 1a molécule dans la parcelle; un atome du méme corps
le sera par les numéros sse dont les deux premicrs font connaitre la
molécule ol 1l se trouve, et le troisieme son numéro dans cette molé-
cule. La désignation d’un atome dans un corps ot les molécules ne sont
pas groupées sera simplement ss.

Je rapporte les centres de gravité des parcelles 4 des coordonnées
rectangulaires,” comptées i partir d’'une origine fixe; j’en fais autant
pour les centres de gravité des molécules dans les corps ol elles agis-
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sent isolément. Ainsi, dans les milieux a parcelles, les coordonnées des
centres de gravité des parcelles seront

(l) Ly YVsy Bs

et, dans les milieux ou corps 4 molécules isolées, les coordonnées des
centres de gravité des molécules seront

(2) Ly Vs Bse

Dans la premiere sorte de milieux, je rapporte les centres de gravité
des molécules d’'une méme parcelle i desaxes rectangulaires paralleles
aux précédents, mais ayant pour origine le centre de gravité méme de
la parcelle; et J’en fais autant pour toutes les autres parcelles. Jaffec-
terai i ces coordonnées relatives les lettres

(3) Assy bss: Cyse

Par conséquent, les coordonnées des centres de gravité de molécules,
rapportés aux axes directeurs fixes dans un corps 4 molécules groupées,
seront de la forme

(4) Ly = Qssy Vst bgsy 3y + Ui,
que, pour abréger, j’écrirai habituellement sous la forme plus simple
(5) Lysy ]’sr; Bssy

mais il faudra se rappeler qu’alors on a, pour deux molécules d’une
méme parcelle,

(6) Ly — Ly = g~ Qggy  voan

Je rapporterai de méme les atomes aux cenltres de gravité des molé-
cules dont ils font partie au moyen des coordonnées relatives au centre
de la molécule et paralleles aux précédentes

( 7 ) Assay Bssa; Yssa
dans les corps & molécules groupées, el
( 8 ) “.m'; p.m‘y Ysa‘

dans les corps & molécules isolées. Dans les premiers, les coordonnées
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d’un atome rapporté aux axes directeurs fixes seront

(9) Lyt Ays+ %syy Yt bas+psm‘: Byt Cos 1+ Yuso s

que, pour abréger et avec les mémes réserves que pour (5), j’écrirai
sous la forme

(10) Lasay Ysasas Trsos

et elles seront, dans les seconds,

(11) Xt Byq, Yo+ By Bs = Vs>

(ue, pour abréger et avec les mémes réserves que ci-dessus, je rempla-
cerai par

(12) Zsgy Vsay Ssqe

Ces représentations sont, avec plus de détails, celles que j’ai déja don-
nées dans le § I de la troisieme Section.’

Je désignerai les distances de deux points par la lettre 7 ayant en
indice les indices des deux points dont il s’agit, atomes ou centres de
gravité. Ainsi j'aurai, d’une maniere générale, dans les corps a molé-
cules groupées, :

Faw =(xy —x)? S {ye — ¥ + (3¢ — 2%

(] 3) ":ss‘s = (-7"5’:' - 'Z'ss)2 -+ (_)’s'.;' __)’ss)z + (Zs’s’ — z”)‘z’
r;?.scrs'.s’a"j (Zyse— Tasa)? ~+ (¥ss'a— YVasa ) -+ (Bysor — Bssa)?;

et, dans les corps & molécules isolées,

‘ rey = (g — &) (s —ys)t + (50 —5)%

? ".?a's'a' — (‘Ts'o"'_ xso’)2+ (}’s’o" __ym')ﬁ-_*‘ (zs'a‘"‘ za’)’-

(14)

Comme 1l est tres facile de déduire les formules relatives aux corps 2
molécules isolées des formules relatives aux corps & molécules grou-
pées, je considérerai d’abord seulement ceux-ci et laisserai momenta-
nément les autres de coté.

2. Avec les conventions précédentes, qui n’apportent évidemment
ni changement, ni restriction dans les hypotheses fondamentales, I'ac-
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tion moléculaire définie au n® 5, section T, et exercée entre deux atomes
quelconques appartenant 3 la méme molécule ou 4 des molécules dif-
ferentes de la méme parcelle ou de parcelles différentes, sera

-t o f,
5 E—P-nsm'llm,,\rr_n:l. .
( ) r;".n as's'a L ’
et les composantes de cette action, parallelement aux axes directeurs,
seront

(16) (Zssa — Toss) doy (Fyva — Yesa) loy (Fysg — Fssg)Hon

Des lors, en désignant par X 4 Yi4 Z,- les composantes des actions
étrangeres 4 'action moléculaire qui sont exercées sur la molécule
sss, la pesanteur par exemple, et par s's's’ un atome voisin de ssa,
j’aurai, en appliquant les formules connues de I'équilibre et du mouve-
ment, les trois relations suivantes :

2 .r.. .
Hsso <Xiv90' - 7[‘ U‘> == bs (‘le’.s’s’ - xssa‘) Jﬂa
, A? yye )
(]7) ! Wsso (\ s T d':tg 'r> =8 ()’s'x'c"—,}’sso‘)ﬁlﬁ
. d* 3,
Msea (ls.;a' - it T) 83 ( Systol T ‘:S)‘U') o,

Le facteur 1 ,, est la capacité de 'atome pour le mouvement et pour
I'attraction en raison inverse du carré¢ de la distance; c’est la quantité a
laquelle est affectée spécialement la qualification de masse. Le signe -+
sous le signe sommatoire = dans (15) se rapporte aux termes attractifs
qui agissent dans le sens de la pesanteur; quand done les composantes
X, Y, Z se réduisent a celles de la pesanteur, elles sont positives.

Le second membre comprend les composantes rectangulaires des
actions qui se développent dans tous les groupes binaires qu’on peut
former en combinant successivement avec I'atome sss l'un quel-
conque des atomes voisins. Ces combinaisons peuvent s’effectuer de
différentes manieres et dans des ordres différents. Celui que jadmet-
trai dans les formules, afin de procéder avec précision dans ce qui va
sulvre, sera : 1° qu'on groupe d’abord I'atome sss successivement avec
tous les atomes d’une méme molécule s’s’, qu’elle soit dans la méme
parcelle ou dans une autre, ou qu'elle soit la molceule ss elle-méme;
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je désigne par S*)a somme d’une quelconque des trois composantes
ainsi trouvée; 2° qu'on a sommé toutes les quantités homologues S'
gue peut fournir la parcelle s’, qui peut, comme cas particulier, étre
la parcelle s et qu’on a trouvé ainsi la somme S* de chacune des com-
posantes; 3° qu'enfin les seconds membres (17) sont les sommes des
quantités S* fournies par les diverses parcelles du corps, y compris la
parcelle s elle-méme.

3. Cecl posé, jeréunis toutes les équalions (17) que peuvent fournir
les divers atomes de la molécule ss, et j'ajoute membre 3 membre les
équations homologues; jobtiens une nouvelle équation, relative a la
molécule et dont il s’agit de déterminer les membres.

Dans le premier membre de la premiere (17), le premier terme four-
nira évidemment la somme

P'ssa'Xs.w'_*_ Pa:c'xssc'+ Pssam Xesgr - = ]n'ssxsx’

en appelant X,, une valeur moyenne de X,;, X,;, X, . ... Cela aurait
encore évidemment lieu quand on a X ;= X, o =X e =..., ce qui a
licu pour le cas de la pesanteur, celle-ci ne variant pas sensiblement
dansdes espaces assez étendus. De méme, le second terme engendrera

la somme )
S Lk L, S
die? det - d? .
:—(P‘ssd'+ [ l“'s.m‘"+---) d:l’f;j - P'sso‘t%:—’r — Mssor Cl"l;;_;q_' I l‘i.z(;;_,l"”
— Ny ‘—i—;j—‘;—‘ H

d’apres la définition de la molécule et la propriété bien connue des cen-
tres de gravité. Les mémes réductions sont applicables aux premiers
membres des seconde ct troisieme équations (17).

Les seconds membres ne sont point passibles de réductions analo-
gues, parce que les facteurs px, wB, py y sont divisés par des facteurs
r"+* variables d’'un groupe d’atomes a I'autre; ils devront donc conser-
ver la méme forme avec le caractere S* de la quatrieme sommation, les
formules (17) en comportant déja trois. Toutefois on doit observer que
les groupes d’atomes appartenant & la molécule ss en auront disparu;
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car, si le groupe d’atomes ssq, sss’ y donne des termes ayant pour fac-
teurs

Lysa' " Lysgy YVesa' — Yusay “ssa’ — Sssay

le groupe d’atomes ss6, ssa qui figurera dans la méme somme au méme
titre que le précédent fournira des termes entierement semblables, &
cela pres que les facteurs ci-dessus y seront remplacés par

Lysg— Lssa'y Vssa— Vsso's Bsso Zasa’ s

ces termes scront done de signe contraire, et partant la somme en sera
nulle.

Nous arrivons ainsi aux équations suivantes, qui sont celles du
mouvement du centre de gravité de la molécule :

2
Ay

Mgy (Xss_ W) = Sk(‘xﬁ's'ﬂ”— xsm‘) d‘)’

l2 ’s,i‘
(18) Mg <Yss—_ L_—dﬁ;T> - sb(ys's’c”—ysso')“l”

d?s
Ngs (ZBS — g ) = S*(Bysig — Bssa ) o
Pour les corps & molécules isolées, il y a lieu de supprimer I'indice s
de ces formules, aussi bien qu’une unité du chiffre des sommations du
sccond membre; car il y a en moins la sommation des molécules dans
Ia parcelle. Les équations du mouvement des centres de gravité des
molécules dans les corps ol celles-ci sont isolées seront, par consé-
quent,

d*z,

I > =B (Zyg — Xyg)h,

|
\ e o 3
: ? nls<Ys o d'l};s> =8 Yoo~ Vo), =X Pase trn s S .

mg| Xs—

A1
I'soso

d?z;
mg( Ly — ‘a%)’——ss(zs’o' — Zsg )dos

En multipliant les équations (17) par m,, et en en retranchant les
équations (18) homologues, multipli¢es par p.,, onaura les équations
du mouvement relatif de I'atome sss; pareille opération peut se faire
sur les équations (17) appropriées aux corps 2 molécules isolées et les
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équations (19); nous nous bornons, quant & présent, & signaler ces
opérations sans les effectuer.

4. Désignons par ow, la masse de la parcelle s et ajoutons respecti-
vement entre elles toutes les équations (18) que fournissent les diverses
molécules de la parcelle s; en raisonnant d’'une maniére analogue a ce
qui a été fait ci-dessus, on verra que les équations du mouvement du
centre de gravité de la pareelle seront

d*x,
I, (Xs‘—' e ) =8 (2ypq — Zusa) o,

d*ys

(20) \STLS<YB_ dr

> = 85( Yawa— Yasz)ch, o de la formule (15).

d?z,

DR’a <Zs _ W‘ ) — SE( Bys'g T Zs::r)cﬂdy

Dans ces équations, les groupes binaires d’atomes appartenant aux
molécules de la parcelle s ne concourent pas ala formation des seconds
membres. Ce théoreme se démontrerait par des considérations sembla-
bles & celles qui ont été exposées dans le n° 3 pour le théoreme ana-
logue. On pourra ainsi obtenir les équations du mouvement relatif du
centre de gravité d’une molécule ss en retranchant les équations (20)
multipliées par m,, des équations homologues (18) multipliées par on,.

Les équations du mouvement du centre de gravité d'une portion
quelconque du milieu envisagé se déduiraient de (20) ou de (19), sui-
vant le cas, de la méme maniere que les équations (20) ont été dé-
duites des équations (18). Les groupes formés par les atomes intérieurs
de la portion ne concourraient pas & la formation des seconds mem-
bres.

§ I1. — Equations des moments et des forces vives.

5. Telles sont les équations que 'on peut déduire directement par
voie d’addition des formules (17); je passe & celles qu'on peut déduire
par des moyens différents, ceux qui, dans la Mécanique céleste, con-
duisent au principe de la conservation des aires et a celui de la con-
servation des forces vives.

Retranchons respectivement membre 2 membre la seconde (17) mul-

10
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tipliée par .., dela premiere (17) multipliée par y.;; la troisieme (17)
multipliée par y,, de la seconde (17} multipliée par 5.,; la pre-
miere (17) multipliée par z,.; de la troisicme (17) multipliée par .3
nous trouverons

’ r d dxgs T2 AT
trasar )’s.ﬂ‘ Xs.m' — Lusm ‘ ST T Eii _lVr-.m' d[

d_Vs\'rr d:ﬁs'}' >

jl — S}( Yss3Lsis's — Lssa }'s'x’q") A,

) d
(‘2 1) P‘s.m' [ Lisa Ys.m' - _}‘ss'}'zssq - a—t <~'-’557 —(T — _} S0 7Eﬂ~ :| = Sa ( zs_”. _,'ys's' 6 — '}'s‘w Gs s'g ) n\.,'

.7 o X o i x d3g5 o flfas'r
Pessrr ss7bissy Bes7 Nssy di 5T T 7y 83 0y

] = 8%(Fysq Swsra — Fao Lawa ) b
Nous avons fait passer les facteurs Z,.z, ¥i0» 5.7 S0US le signe somma-
toire, ce qui est permis, puisqu’ils sontindépendants du centre variable
s's's’ par rapport auquel on opere la sommation.
6. Ajoutons entre elles toutes les équations (21) que fournissent les
divers atomes de la molécule ss et voyons ce que nous obtiendrons
pour les premiers membres des trois équations résultantes.
Ainsi que nous 'avons observé au début du n° 3, les composantes X,
Y, Zne varient pas d’une maniere sensible dans la molécule et peuvent
y étre considérées comme constantes; on est donc autorisé a écrive

S P'SA'T (_yss)' Xs;u’ - ‘Ts.\'u' Yssu’)
= (Fss Xo— 7 Y,)S Wsseg X5 S g Bosr— Yas S o 2uss

= 7"3.»'(,}'53)(55 - xssYs.;))

en vertu du principe du centre de gravité. L’autre terme du premier
membre de la premiere (21) peut se décomposer de la maniere sui-

vante :
d dr,, dy dx., dys, da, B
b gy (20 5t e G an  — an e T
dug, dBss
‘ -+ Pm# — Zysq —%):

et la somme qu’il fournit se réduit, en vertu du principe du centre de
gravité, a

drxg, d,)’ss d da g (l'ﬁsm
dt Mgy (.7 85 Ft7 — Ty T,{T) - 22 ) Mssa (Bsso‘ 7[*" 2T At ) *
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Les autres premiers membres offriront des réductions analogues; quant
aux seconds membres, ils comportent une sommation de plus, mais
n'entrainent qu’un fait nouveau : c’est que, dans la molécule ss, le
le groupe binaire d’atomes s, 5’ donnera deux termes égaux et de signe
contraire qui se détruiront; les atomes de la molécule ss n’intervien-
nent done pas dans la formation des seconds membres. La démonstra-
tion est la méme qu’au n” 3. )
On trouvera en définitive les équations suivantes :

d d(L‘,—._;- ) d.yss d das - dgssn—
B (J’ wgp T 717) — 7 St (p “dt T Tu‘>
= S‘ (.;Vs-"a'xs'.i‘ . ‘x&io'_ys'.s"a") u)lu,

e d d_Ys.r ) dzs.v d . dﬁs.c’r d‘(sm‘
I)ls,-(vssl s ‘}’asza.r) - dt Mg <"‘ss W — Vss dt > —_ ;ﬁ b\u-s.m' <Ys.sa‘ 7{_ - ?s.vc W)

= S5 (Zs_yg' Feso — vV»so‘ zs’s’a’) nzl-',
.

(29)

. 174 - ds, dr,, d s da,,
s (Zasliss — BusXss) — i e ("L's; ?{lj — Bus T;> ey 8 s (1530' ——z?lj — Vuss _({t_u>

| —:S‘(xss’l';u’s‘o" - ZSIT‘TS'S'G")’»‘A‘!-
D’un autre coté, si 'on avait retranché la secconde (18) multipliée par
x,, de la premitre (18) multipliée par y,,, la troisieme (18) multipliée

par y,, de la seconde multipliée par z,,, et la premitre (18) multipliée
par z,; de la troisitme (18) multipli¢e par x,,, on aurait trouvé

. d dxs_e d 85
( ’"s:(‘yssxss“— "cstss) — dz My <.)’ss _(Zl— — Ly ‘d_};“)

=8 (,}'ss s — Lsg YVys'a T Lse ‘Bsso' — JVss “sso‘) ooy

d Ady s dz
My (3 Yss"‘_}'ss Los) — — M5 | 55 Y

(23) dt dt ~ 7% dt
- S"(Zss}’s's!o' — Yue Susirt = YasTsss — Zs,Bass) oy

d dsz,, dzx,

My (s Lgs — 3oy X ) — 7 M (x“d—[‘ — By 7{?3
¢ — S‘('Zlus Sysiar — Ry Lygg’ T Bgs Aysz— xss"{s.m') o

En retranchant les équations ( 22) des équations(23), on aural’accrois-
sement des aires du mouvement relatif des atomes autour du centre de
eravité de la molécule.
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7. Ajoutons ensemble toutes les équations (23) que fournissent les
diverses molécules d’une méme parcelle; en répétant des raisonne-
ments analogues & ceux du numeéro précédent, nous verrons que les
groupes d’atomes appartenant a la parcelle considérée ne concourent
pas a la formation des seconds membres; nous pouvons d’ailleurs, dans
des cas trés étendus, envisager les composantes X, Y, Z comme con-
stantes; nous arriverons ainsi aux équations suivantes :

/ dr, _dy, , day _ db.
D]‘La(_),s '——'JCY) :)\1 (_}’SW—'J) —[l—t ——SI n.i dd ——(l_‘_‘-—%
=8 (‘}’ss Tysgr — TysYys's - L Busz — Yss Lysr ) ooy
— . d _ dy, , ds, 1 db,, de,
(apy{ T A g (=% ) asm(en G0 )
=8 (zss_}’s's’a" — Yss8ysa T Yes(oso — Bss Boss) oo,
~ d ds, _dx, d dc,s ditys
N — 5, X) — JKE< s T S —d—l—> i Sm,,(a Zi ~ Cos 7{[>

Y ~
\ — so(xsszs’s'rr"—‘

B35 Ly's'g T+ SysFyss —

-Tn‘{wrr) SN

En retranchant les équations {20) seconde, troisieme et premiere mul-

tipliées respectivement par x,, y,,

s, des équations (20) premiere, se-

conde et troisieme multipliées respectivement par y,, 5, «,, on aurait

trouvé
/ BN d dey _ dys
3]15() 5 7 — X Ys) :)]k .)/S d[ ‘ll
=8 [}-s(‘l'a',y'a" — Lz'ssr:r) — Xy (_)’s’.\"a-‘ —)'g;g)J Ay
; " d dy, o dz,
(25) 3‘1:("3\3%35[13) d DIL < ‘[l ——.)“_(lz)
= 8§ L )s s30T ) MG) _)'5(55'.;’9" — Ss.m')] ohoy
, d ds,  dx,
D ( 2,2, — 3.X.) — Jl\s<$sd—t s, ’d?)

L =8y

Zysa — 3as3) — 55 (Dywg — Lgsg)] L

La combinaison des équations (24) et {25) permettra de déduire les
aires du mouvement relatif des centres de molécule autour du centre

de gravité de la parcelle.

On pourrait aller plus loin et chercher les équations relatives a une
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portion du milieu. Cela ne présente aucune difficulté. De méme on
peut déduire de ces équations générales celles qui se rapportent a un
corps pur.

8. Reprenons les équations (17) et ajoutons-les membre 3 membre

. . . .o, dx dy dz
apres les avoir respectivement multipliges par =522 7 ied
l peet ultip PAL=gy™ “dr * “at

-, nous

trouverons sans difficulte

dxges AV dsx 1 d dzls d,}’szsa' dzly
< wi gy Yo g Fhe g )Tt e T e

(

(26) - .
dxs_‘- 88 d"'a\‘

f\ =85 [( Lyyg — xs.ru’) _(”E -+ (.}’s’sa’ ,75.9'7) Y il -+ (55’5'6 zsso’) dt 1} by

equatlon qm correspond au principe appelé de la conservation des
Sforces vives.

En ajoutant entre elles toutes les équations (26) que fournissent les
divers atomes de la molécule ss, on s’assure aisément, par des raison-
nements semblables a ceux qu’on adéja développés, qu’en a la relation

d‘z‘br i"gc dzs.\‘
Inlss (Xs “ + Y, di ~+ Zys “E[)

1 d . drl L dy?  dzl 1 d g "dnl, n dBln | dtls
2dt"\de T de T de ) T s @Mt \ e e T ae
(27)
_ i Sy =+ Monss H’ns.&"r‘.fr&
CodeT T (n 1) rigyy
dl‘“.r dysc d"as'f
-+ 8 Ij(a:‘“vo-——x“-) dr +(_)’s’so' .Ysm') dlu—‘*‘(zaso”'—zm) }'t"

oit les termes dus aux atomes de la molécule ss figurent dans le pre-

mier terme du second membre et non dans 'autre.

~ - . I_ - M d & 1 B LR
En multipliant les équations (18) respectivement par Do A5 dE

de’ dt’ dt’
puis les ajoutant, on aurait trouvé
' dxs . d)’ss sy 1 d dxl d,'}’:'s dz::
. \’”s-‘("“?{r“” de Tl dt)_z i+ G 7 )
(28) , dry v i
(\ =8 [( Lysg — aSU’) dl -1 (_)"s':'u .}’m) -+ ("“ 2 ss:a‘) ‘a?:l o
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Fn retranchant cette équation (28) de (27), il viendra

1 d dades dBls dvds
T aodt “”"( de? dee ©an
d = Woger Rnssy fu
2 ) — 2 nysT nssT f n
(29] dts (n—nyri t.
g 3 A oer
-+ 8¢ [(xs's’a" — Tyso) '—d?c‘ -+ (}’s’s‘a‘"‘]’sm) :ﬂ 7+ (Byya — Fasy) %J e

La méme marche conduirait a I'équation relative aux mouvements
des molécules dans la parcelle; il est inutile, quant & présent, d’en cf-
fectuer les caleuls, qui ne présentent pas de difficullés, el nous passons
a 'examen des résultats généraux qu’on peut déduire des équations
obtenues.

§ III. — Résultats.

9. Supposons I'équation (29) intégrée; a moins d’étre constant, au-
quel cas il donne un résultal nul entre les limites ¢, et ¢, le premier
terme du second membre, savoir

S *= Hrsse Ilns.w’_/.n,

("’ - ')rgs;;m"

— const.,

sera une quantité du méme ordre que

g3g3gn—4

— o3
—_—
s
gh—1

¢ ayant la signification quc nous lui avons déja donnée d'une quantité
extrémement petite du premier ordre. Le second terme du second
membre sera du méme ordre, puisque sa dérivée était de méme ordre
que celle du premier terme; le premier membre

const.— LS L) e PARASSR,
2 lasq’(dlz -+ A -+ i

dzg\"}‘ d?f\ ¥ dY »2\ ‘Y)

sera donc une quam,ite' du troisieme ordre; mais c¢’est précisément
I'ordre du facteur p.,,, quand on considére des atomes matériels; donc,

dans ce cas,

dxs"_.s")‘ d?zso' + d"ﬂz\a’
de: dt? dat?
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sera une quantité finie. Les vitesses relatives des atomes seront donc
des quantités finies; mais leurs vitesses angulaires seront des quantités

immensément grandes, inverses des quantités immensément petites du
premier ordre. Soient, en effet, r 1a distance d’un atome au centre de

gravité de la molécule, o', w”, «” les angles que la direction de cette
distance fait avec les axes directeurs respectifs des , y, =; nous au-
Y

rons

e—=rcosw, B=rcosw’, y=rcosw”,

af - B g2t

La différentiation de ces équations par rapport au temps donne

da “_d [ ] rsin

g A %Y — W’

dg _ dr ” i

d—t*ECOSm — 'Sinw —‘1

d‘{ i co r

dt d sw” sinw”

d{% o

d i b E"

Dans la quatriéme de ces équations, «,
a d3 dy

d ordreset > oy

7. 2

”

dmlll

L 2

il résulte HlOI'S des trois pr‘enneres equatlons que

4 (1]”

r sinw’
dt’ di

sont aussi des quantités finies; donc

dw' do" dw”
T dr di

rsinw’ =—, rsine”

sont des quantités finies; donc

"

l est aussi,

Byy.r sont des quantités

et

.« . . 1 .
sont des quantités immensément grandes d’ordre =» puisque r est

d’ordre . Cest ce qu’il fallait démontrer.

Quand, au contraire, on considere des atomes étheérés, p,, est

d’ordre ¢'; done, pour que

dx? das
const. — 18§ flm< dts‘;c o+ jt;r;
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soit une quantité finie, il faut avoir

dz,?m’ dpszs‘r -+ é’gﬁ'
dt? dt® ¢t

, | B ,
d’ordre _ et, par conséquent,

&T dpsm' gYSS’T
de > Tde  Tdt

excessivement grands; ¢’est ce que nous verrons encore ci-apres.

10. Lorsque deux corps sont en contact sans réagir’'un sur l'autre,
ou méme en réagissanl I'un sur Pautre, ils ont, pres de leur surface
de contact, d’autres dispositions d’équilibre et de mouvement qu’a
I'intérieur. ‘

Quoique, dans un but de simplification, j’aie supposé, en établis-
sant les équations d’équilibre et de mouvement, que les sommations y
étatent étendues i U'infini, 1] est avéré que les atomes situés i une dis-
tance sensible de 'atome sso n’exercent sur lut aucune influence ap-
préciable et ne donnent aucune valeur sensible dans les sommations
des seconds membres. Des lors deux corps ont beau étre en contact par
une surface commune, les atomes situés & une distance sensible de
cette surface n’éprouvent que les actions des atomes voisins dans les
corps auxquels ils appartiennent. Mais il n’en est plus de méme pour
les atomes situés & une distance insensible de la surfice commune; il
estvisible qu’ils sont soumis aux actions des atomes ¢trangers dans une
proportion d’autant plus forte qu’ils sent plus pres de cctte surface;
ceux mémes qui en sont immédiatement voisins subissent autant d’ac-
tions d’un coté que de 'autre. Cette remarque entraine une foule de
conséquences; je vais passer en revue les principales.

I. Deux corps en contact par une surface plus ou moins grande ont
chacun une couche contigué  cette surface ol les lois d’équilibre et
de mouvement ne sont pas les mémes qu’a l'intérieur.

I1. Siles molécules situées d’un des cotés de la surface de contact
n’éprouvent pas, 4 des quantités extrémement petites pres, la méme
action du coté du corps étranger que du eoté du leur, elles seront ani-
mées de vitesses sensibles qui pourront se traduire par des attractions
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ou des répulsions, des endosmoses et des exosmoses ou autres modifi-
cations quelconques. L’équilibre sera établi seulement au moment ou
les molécules contigués a la surface éprouveront i peu pres les mémes
actions du corps étranger que du leur.

II. Les formules des n* 6 et 7 sont applicables, dans leur généra-
lité, aux molécules et parcelles situées dans la couche de contact; il
suffira d'y faire intervenir les atomes du corps extérieur dans une pro-
portion d’autant plus grande que la molécule ou parcelle envisagée est
plus rapprochée de la surface de contact. Mais il importe d’ohserver
que, par leur nature, ces formules s’appliquent & un groupe d’atomes
choisis @ priori et en déterminent le centre de gravité, soit que le
groupe continue a agir comme une entité isolée, c’est-a-dire reste mo-
lécule, soit que les atomes composants se répartissent avec ceux des
molécules voisines pour former de nouvelles molécules, soit encore
que les molécules se groupent entre elles, de maniere i former des
parcelles distinctes. Les formules ne présenteront pas de différences
apparentes dans ces divers cas; seulement, quand on en déduira les
valeurs des distances relatives des atomes, on trouvera, dans le cas de
persistance d’entité, que ces distances relatives, tantot positives, tan-
tot négatives, oscillent autour du centre de gravité, et, dans les autres
cas, que les distances relatives placent toujours le méme atome d’un
méme coté de 'ancien centre de gravité, et le font osciller autour de
nouveaux centres. Les atomes qui oscilleront autour de nouveaux cen-
tres constitueront de nouvelles molécules. Si les premieres molécules
donnent naissance a des groupes oscillant autour de certains centres
communs, sans que chacune d’elles ait varié dans son nombre d’a-
tomes, on dira que le corps s’est groupé en parcelles; s’il y a eu des
échanges d’atomes, il y aura eu décomposition et recomposition.

Les parcelles conduisent 4 des conclusions semblables.

Ceci bien compris, on conclut aisément que, si deux corps n’ayant
pas les mémes intervalles moléculaires arrivent au contact, les molé-
cules superficielles de celui qui a les plus petits intervalles sont tres
égaiement sollicitées; une partie de ses molécules superficielles a
déja atteint la position de I'équilibre quand I'autre n'y est pas encore;
de 12 des mouvements qui peuvent les faire entrer dans le systeme des

molécules déja en repos, ou pénétrer dans les intervalles de I'autre
11
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eorps dont elles modifieraient a leur tour l'organisation. Le premier
effet est un changement du mode de groupement dans les molécules;
le second peut correspondre aux phénomenes caractérisés par les mots
d’tmbibition, d’évaporation, etc.

1V. Pareils faits peuvent euncore se produire entre des corps depuis
longtemps en contact lorsque, venant & grandir pour une cause ou pour
une auatre, les mouvements oscillatoires de I'un déplacent ses molécules
ou parcelles terminales par rapport aux molécules ou parcelles termi-
nales de I'autre.

V. Enfin il se peut que les conditions d’équilibre entre les atomes
d’une molécule terminale du corps A présentent avec celles d’une mo-
Jécule du corps B immédiatement voisine des divergences, telles que
la premiere molécule s’unisse 4 la seconde (combinaison), ou qu’elles
¢changent en partie leurs atomnes (décomposition et recomposition ). Ce
sont 1a des faits chimiques; ils paraissent jusqu’a nouvel ordre, malgré
U'opinion contraire assez répandue, conciliables avec les attractions et
répulsions moléculaires : ils en sont méme une conséquence naturelle;
mais le sujet est encore treés obscur, et I'on manque de données suffi-
santes pour le traiter par le calcul, seul mode de discussion qui soit
accepté dans cet Ouvrage.

11. Je continue a chercher les conséquences générales des formules
obtenues, et je vais d’abord examiner et justifier les hypotheses dun® 5,
Section I, sur les molécules de U'éther lumineux.

L’éther peut-entrer de deux manieres différentes dans un corps: ou
en combinaison dans les molécules du corps, ou par molécules ou par-
celles isolées intercalées dans les interstices du corps. Le premier mode
rend facilement compte de certaines propriétés que les corps acquitrent
par Uexposition prolongée a la chaleur, tels que le soufre, le phosphore,
I'alun, etc., ce qui ne veut pas dire qu’il en soit I’explication néces-
saire. Quant au second mode, il estaccepté par tous. Dans ['un et I'autre
cas, 1’éther ne doit exercer aucune action sensible comme poids, tandis
qu’il en produit une plus ou moins énergique aux distances molécu-
laires. Or, si nous remontons aux équations (17) ci-dessus, nous au-
rons, en conservant les indices s, ¢’ pour [es atomes matériels et pre-
nant les indices ¢”, " pour les atomes d’éther, puis séparant dans les
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seconds membres les termes dus aux actions matérielles des termes dus

aux actions éthérées, quels que soient les modes de groupement de
I’éther et de la matiére,

d* Zoen
aso (X _ 6”2 — 53 (‘zs’s’o"— ‘rBSO') dﬂ -+ sg(xs”s”o‘" - xsm‘) J‘”!

d*YVier

(30) Paso (Y a0 > = 5 (Yygg — Jssa)ohe = 83 Yrg — Visa) A,

7, dl;s.\" .
Psso (L B 7cﬁr-> = S3(z&’s'a'  Zasm) b + 8% (Sgsmgr — Fusg) A,

avee & de la formule (15) et

(3 l) Ho'— X + rnssT (“'ns"s"’f",frt ,
,.n,+1
85T S"‘Y" G'"

et, pour Patome éthéré,

(> Ty giizn

g <X - 7[2 ) =83 (‘Zla"s'ﬁ' - xs”x”o’”) Qo - 83 (xl's'".;"’a"' - -L's".s"c") ﬂk’”,;

Ad? Yrgran . )
(32) ¢ oo ( Y - —r =83 (Vosg — Yrsrar) A’ = B3 (Fyngngr — Fargrgn) A"
7 ? Bgrsrgr \ g ) y . "
Pesr s — e =0 (2, g — Sgrgrgr) o = S (Ggugwgw — Zggigr)h”,

avee les relations

‘ i T WY Sy
[ —_ Vs st I on
‘ u)“z Z P‘n gy [Eng ,
]
e gt g
(33) §'s'a’ 8"s" g’
A" == Xensrar }1_”5,,,_‘4,,0_,,,./'”
z 1 *
P qugnggn g gmegm

Il faut que les termes des seconds membres de (30) soient comparables
entre eux des qu’on admet Pintervention sensible de I'éther dans les
actions moléculaires; or cela ne peut se faire que de deux manieres :
ou &' est comparable & &, par conséquent p e 3 (s Ouilya dans
le voisinage immédiat de 'atome sso assez d’atomes éthérés pour que
les seconds termes des seconds membres soient sensibles. Dans le pre-
mier cas, les deux termes des seconds membres de (32) sont des quan-
tités du troisieme ordre comme ceux des seconds membres de (30),
et, partant, il en est de méme des premiers membres de (32), ce qui en-
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traine, pour les vitesses accélératrices,

A 2ypg A ygggr A2y
dee ’ T dee T T de ’

I’obligation d’étre d’ordre é puisque p...o.est d’ordre ¢*. Cette obligation
n’a rien de contraire & ce que nous savons de I’éther d’apres les phéno-
meénes de la lumiere et de I'électricité. Alors p,., est immensément
petit par rapport & .., €t U'éther peut entrer dans le mélange dans
des proportions assez faibles, touten intervenant d’une maniere notable
sur les actions moléculaires et en échappant completement aux mesures
de poids. Mais dansle second cas, olt ’on supposerait ... €t g, g0 €X-
trémement petits par rapport & ,.,, 1l faudrait une extrémement
grande quantité d’atomes éthérés dans le voisinage immédiat de I'a-
tome sse pour rendre sensibles les seconds termes des seconds mem-
bres de (30). Alors, sil’on ajoutait entre elles toutes les équations (32)
que fourniraient les atomes ¢thérés, le premier membre et le premier
terme du second membre de la nouvelle équation seraient comparables
aux termes des équations (30). Done a chaque atome matéricl corres-
pondrait une masse-poids d’atomes éthérés comparables, et le poids de
I’éther luminifere dans tout milieu serait sensible, contrairement i
I'expérience. La seconde hypothese est done inadmissible. On ne peut
pas non plus attribuer a4 ’éther une masse-poids entierement nulle,
car ce serait lul supposer une vitesse infinie. Ainsi se trouve justifiée
Phypothese du n® 5, Section 1, sur I'éther.

12. Reprenons les équations (20) applicables a toutes les parcelles
ou groupes de molécules d’un corps, méme dans ses couches termi- -
nales (n° 10, 1), et ajoutons repectivement entre elles toutes les équa-
tions semblables que fournissent les diverses parcelles du corps; en
désignant par x, ¥, z les coordonnées de son centre de gravité et par M
sa masse, nous trouverons

/ d’x o
M <X — W) = 8 (Zyye — Lusg) oy

A2y’
d’z
\ M <Z — (l7> — Ss(zu's'o‘ - sssa')"«L"
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Les atomes intérieurs, excepté ceux des couches terminales, ne con-
courent pas i la formation des seconds membres pour des raisons sem-
blables & celles qui ont été développées au n° 3. Ces seconds membres
représentent donc les actions mutuelles des atomes de deux couches
séparées par la surface terminale du corps et n’ayant chacune qu’une
épaisseur extrémement petite, égale & ce qu’on appelle le rayon 4 acti-
vité moléculaire. Or ces actions peuvent étre représentées par des forees
élastiques superficielles, ainsi qu’on I'a fait dans les Sections 1l et 11
on est done fondé a poser les théoremes suivants :

. La quantité de force accelératrice perdue par un corps est égale a la
resultante des forces elastiques developpées sur sa surface par I’ action de ses
atomes sur ceux des corps environnants.

1. Les efforts d’un corps sur un autre se transmetlent d'une couche a
Lautre et I'épaisseur de ces couches ne depasse pas ce qu’on appelle le rRAYON
D’ACTIVITE MOLECULAIRE.

Ces théoremes sont completement d’accord avec les données de l'ex-
périence. Ainsi une couche de corps gras, d’épaisseur insensible, mo-
difie completement le frottement d'un corps glissant sur un autre, c’est-
a-dire la transmission de I'action du corps en mouvement au corps en
repos.
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SECTION V.

APPROXIMATION DES EQUATIONS D'EQUILIBRE ET DE MOUVEMENT.

1. Les formules de la Scction IV ont é1é obtenues avec toute la ge-
néralité désirable; mais elles ne sont pas appropriées aux calculs pra-
tiques. Nous allons en déduire des approximations qui permettront une
comparaison plus facile de la théorie avec les faits.

Afin de simplifier d’abord autant que possible la marche des calculs, -
nous commencerons par considérer un corps pur, & molécules isolées
et mono-atomiques, simple, par conséquent, dans le sens altaché a ce
mot par les chimistes. Partant, les équations du mouvement de la mo-
lécule seront celles du mouvement de l'atome, c’est-a-dire les équa-
tions (17) de la Section précédente, ou 'on aura remplacé la lettre .
par la lettre m et supprimé les indices s et 5. Elles seront ainsi

. 2
m (X —_— 4 -Z'_y> == S (1‘5: - .1’75) "'R”’

de?
di' s . o “L ’nli n
(1) m<Y - - dt); ):S(‘ysl——_ys)dg, A= 3 —Tf
. A2z N\
m(L — >*b(gsr—zs)r,’lﬂ,

Posons, pour abréger, les équations

xy—r,— D+ D2z +DPw 4.,
(2) )ys'—y_r Dy + D2y +D%y ...,
{ 89— 3;,== D5 +- D%z 4+ D3z . ..,

ol I'exposant de D indique 'ordre de la quantité immensément petite
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4 laquelle le terme se rapporte, et négligeons, dans ces équations,
toutes les quantités du troisieme ordre et des ordres supérieurs; po-
sons en outre

(3) ‘ rP=Dz +Wz +ﬁ=,

2 ——8 —2
2 —= D2y + Dty + D%z

nous aurons, en négligeant les termes du quatrieme ordre et les sui-
vants :

(4) rfs.:mz+b7’+mz+ 2aDxD?x + 2Dy D2y +-2DzD?
=ri+2rvcos(ru)
et
. . 1 I (n+1
(5) r,‘-—H:r,TI_-rn—H)mcos(ru).

55

On pourra mettre les équations (1) sous la forme suivante, o l'on a
supprimé dans les premiers membres I'indice s désormais inutile :

m P
O ar
dﬂ
(6) m(Y—dtZ):SZtm,ﬁfn[’?L»k P’H{ (n+41) Hancos(n)]

\m(Z———d;i>:SZim,’l ,l[k—kno——-(n—i—l) ILCOS(I'L)]

Dx D2z

,-n'Q 1 + ,-Vl f—l

Il

SEtm? ,,[ (n+1) rncos(rp)J

i+t ro+l

Or de ce qu’on suppose, en premiere approximation, les molécules re-
gulierement distribuées, il résulte tout d’abord qu’on a

. Dx
SE2tmlf,—— —o, SZ‘**me,L—y—o S = o= m?

S
7 rr+l n+ "f”' rrtt T

Il reste 4 évaluer les quantités

Drxr

ra+i

(re),

Nous reprenons les conventions du n° 14 de la Section I pour la repré-
sentation des coordonnées des molécules ici réduites a des points;
NoUS SUPPOSETONs qUe Ty, ¥y 5, SONt les coordonnées d'un état primi-
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tif antérieur d’olt P'état actuel dérive sans solution de continuité et ou
les molécules étaient régulierement distribuées; en représentant par
h, k, I les parametres de ’état primitif antérieur, nous aurons, au lieu

des accroissements considérés dans le numéro précité,
{(7) Axy=—th, Ay,—mnhk, As,—1l,

/

Z, v, { étant des nombres entiers pour toutes les molécules. Nous en

déduisons
S Dr—=Ax =g\ th+ g \nk+q)5l,
(8) ; D.}/tAJ/472£I‘+72711‘+'12c1’
) Dz — A3 :qéEh—kq'&n/{—{—r['z’:Cl
et
' A, Az
aDrr— ”¥h+ Tk 02y,
dx, 05
2, 08y, . O0AY
(9) 2Dy = dz. - th+ — 1k + o=, zi,
dAsz dA das
D2z — Eh4 S nk4 L0
2 0Ly - ay, K d 3,
Nous verrons aisément, en nous reportant a I'équation (4), que
Dz 0 Arx d Ax Jd Ax
s () Harucros(rL):‘IEI gz, 7 +;nk% el g’;l()—:-u ek

Les deux autres équations (6) subiront des réductions analogues, en
sorte qu'on peut poser i leur place les nouvelles formules

d*x Ja o Ar a Ar d Az
S m X———-—):%S(Eh—/—.l‘.“ 7‘/Lfflrn+1+nA§),—z “m?f, — == +Zla_‘_m~ S )
‘

Ly ‘ Ay J . Ay J s p AY
m<Y o )Z%.S<E/lr%3im§fn7rﬂ +7;kd—}/l)-\~:*tl)l?,,_ﬁ1m+:l;— om; et )

~0

) m (Z _ &'z ): {;:S(E/L ;)d—o E=mlf, ,_—Ii:':j + k%) = mdf, %L } :ld%; Eiz;zﬁ_/',l%>-
Rappelons ici une des formules élémentaires du Calceul différentiel.
Soit 9 une fonction explicite de «, y, 5, variables qui seraient elles-
mémes des fonctions explicites de x,, Yo, 5,3 ce qui rend ¢ une fone-
tion implicite de @, ¥4, Z,- En égalant entre elles les dérivées prises a
ces deux points de vue et employant pour les dérivées de «, y, 5 par
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rapport & g, Yo 5, les notations des formules (8), nous trouvons

! do de d? ’ ﬁ? '
;)70’31:11 dyq2+dvq3’
J dp , Oo /. dtp
(1) d_}foﬂdb 71‘*"0] 0_75-
) 0s - de ., 0% .

\ (I;’()Eq a;,qz da"]'&’

; nous en déduirons, en recourant

po+l 3

Faisons, dans ces formules, ¢ =

aux formules (8),
d Ax Jd Ar -, d Ax
e Ll T B
w d Ax w d Az
(q1§/l+q17]1{' F? yl)d‘L. o+l (qﬁgh_*—q? ,\+q c[) ), ,rH»!
, y 0 Az
4 (gL bh g imk + 400 = 93 v
o Jd Ax 7 Ax Jd Ax
=L aa &Gy et Az :
On aura de méme
d Ay J Ay d Ay d Ay 0 Ay Jd Ay
/__ . - o o - — A . P - i - g
ELd‘I)o ,.n+1 +7}kd‘)’o rn+i -+ Cld;ﬂ RS ‘Z‘d‘t rr+1 -—ﬁ—A} d). rn+1 ¢ Az dz l-n+1’
Jd Az Jd Az d Az J Az 0 As J As
e e ke et e T AT G A AT

Ceci nous permet de remplacer par les équations suivantes les équa-
tions (10) multipliées préalablement par ,%, afin d’en rendre les seconds

membres comparables aux équations (47) de la Section II :

d*r\ p *mlf, Jd Az a _ 0 Ax
?<X—W>—ESET<MM e A gy e F AT g )

. Ey\_eggEmita 0 Ay J Ay 9 Ay
(12) P<Y‘—dti>—552*—mf— A””d prri TR GY mm TG )

i 2\ _Pq +m’fn Az 0 Az ,. 0 &z
F’(‘ _zﬁ>—;“ * 55 e A Gy 88 g )

Appliquons aux seconds membres de ces équations la différentiation
12
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par parties représentée par la formule
wdv=duv — ¢ du,

et remplagons la premiere partie par les valeurs (47) de la Section II;
nous trouverons

de? ’
dy JE oE, JE,;

/ i 1% — yx Yy yu’

(13) p<Y '—dﬁ> EP + T] 95
g - O E.-

P(Z dz)_()Ed JE., d a3

TwE )T 9r T oy o

d*z\ 0B,y O0F;  OEa
P<X____‘>_~ ox + ay + s

i

En effet, les seconds termes des seconds membres, savoir

= m?2 Az
_%sz—mn.fn Ax (dPA-x+OPAy+dP )

m rori\ o ay dz
=mif, Ay [dpAx  daAy  dp A3z
l N n _ 7‘ _ [ - )
— 5% m pntl < ox + dy * T as
= m? fo Az [O0>Ax  d2Ay 02 Az>
Y b goar  giAa
i82 m o opet < de oy + oz

sont tous nuls 2 cause de I'identité

0o Ax N dody  dpAsz

(1) ox oy oz
‘que nous allons démontrer de la manigre suivante.
Posons
7v 9y 47|
(15) D=|q, 7. 4 |=_>
9.9 1

en vertu de l'équation (rg) de la premiere Section, et résolvons les

équatibns (1) par rapport a géi, g—;, %?; nous trouverons
de dp Jde , " ' »
dzg dys 07 ] 91 Zn gx ] 71 G4
d‘f __ P ’ " 7 d‘? P dr by _’“P _?i — ﬁ v "
(16) o P—n q: qs 2 |» 5} o dz, Ore 05 e 2o q2 92
2 ] m ' " m df-? d'{’
95 93 9s 9s 93 9a dze v
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puis appliquons ces formules a I'expression (14). Nous trouverons, en

. ; : aq'
recourant aux regles connues des déterminants et remplacant T("
Yo
0
ar =ty .-,
PAT 5z,

po (Op AT i da2 Ay " 0p Az
e\ O oy 3
d7, 99, dgi ' ] " . "
dx, oz, 92y 94 9 91 9, 41 94
. ” w dq, dqg, dq, ' " "
— / _ 2 — A2 £ = .
peh| g 9> T2 | oz, 05, 0z, +1 92 92 92
, , , . d9, 99, d7;
7 9% 95 7 9 4 (,g—‘; Iz, Oz,
d{/'l d’]”l ) (l’;’ ’ " 2 r " )
- Wo‘ m ;‘},—0 ()(11, 071” d?xm 94 . 74 9,
+ k ’ y m 7 3% _7_2 ’ » "
g, 7y 9, q, |+ dre Odye Oy, ] g 92 9y
7 " " I3 ” " d '. d g {) l."
q9s g5 (]3. 93 93 UL dﬂ;],:: d‘f/;: ?%i
B T T R T T S
an JD éD " 9o do ds
—ogh — 1k — i /Y s sl
PEzd$0+pn d]0+9. P D<l¢dno+1/\dyo+ud;0>
dDp 0D dD:
—th —L L Tl —— —.
g T gy T s T

d’apres I'équation (15), laquelle donne
Dp=yp, c’est-a-dire constante.

L’équation (14) est donc démontrée.

2. Tous les géometres qui, depuis Navier, ont cherché les équations
de l'équilibre et du mouvement des corps dans la considération de
forces élastiques continues appliquées aux faces d’un parallélépipede
rectangulaire sont arrivés aux équations (13); ct, je dois le dire, en
supposant a priori 'identité de ces forces avec les actions moléculaires,
ils ont agi d’'une maniere beaucoup plus breve et beaucoup plus élé-
gante que je ne l'ai fait moi-méme; on peut le voir dans les Lecons sur
la théorie mathématique de Uélasticité des corps solides de Lamé ('), Ou-

(1) Paris, Mallet-Bachelier, p. 14 el suiv.; 1852.
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vrage que j'ai déja cité plusieurs fois; cependant j’ai préféré la marche
précédente, guidé en cela par les raisons suivantes.

I. Jai suivi une marche conforme & la régle que je me suisimposée,
de n’ajouter, dans mes déductions, aucune hypothese subsidiaire aux
hypotheses fondamentales, et ¢’en est une d’admettre a priore I'identité
des seconds membres (6) avec la variation des forces élastiques.

I1. Elle leve, pour le cas de molécules monoatomiques isolées, les
doutes que Lamé concgoit sur la théorie de I'élasticité dans ses Legons
sur les coordonnées curvilignes ('), et tous les résultats. obtenus par I'il-
lustre géometre dans ses Legons sur la théorie matheématique de I'elasti-
cité des corps solides doivent étre considérés comme acquis & I'hypothese
des attractions avec les molécules monoatomiques.

Ill. Elle permet de reconnaitre une variabilité périodique et non
soupconnée des forces élastiques dont I'expérience nous donne seule-
ment les moyennes.

1V. Elle fournitles moyens de poussera volonté I'approximation dans
certains cas spéciaux ol celle du second ordre est insuffisante.

V. Elle permet aussi de se rendre compte des actions moléculaires,
ainsi qu’on le verra dans les numéros suivants, ce que ne fait pas I'hy-
pothése admise un peu a la [égere par Navier et ses successeurs. Cette
hypothese, en effet, supprime l'occasion de discuter les faits et de s’en
rendre compte; aussi doit-elle, avee celle des dimensions négligeables
de la molécule, étre considérée comme une des principales causes des
insucces éprouvés jusqu’a présent, de 'aveu de tous, par les géometres
attractionnaires dans I’étude des phénomenes moléculaires.

3. Passons i un cas un peu plus difficile : celui d’un corps pur a
molécules isolées, mais polyatomiques. Les formules applicables a ce
cas sont les équations (19) de la Section IV. Nous y poserons d’une ma-
niere générale, comme au n° 1,

g~ Ly + Ryg — Agg == De + Dz -+ 132 +.. .
(17) Yo —Ys +Bia —Bi =Dy £D%y +-D3y+...,
By — 55 + Yoo —Ysg = D3 -+ Dz + D%z +. ...

Les termes des seconds membres indiquent les grandeurs successives

Paris, Mallet-Bachelier, p. 360 et suiv.; 18ig.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SECTION V. — APPROXIMATION. . 93

du premier ordre, du second ordre, etc. Ils different de ceux de ’équa-
tion (2) en ce sens, qu'ils contiennent des quantités afférentes aux
coordonnées relatives «, 2, y, tandis que les seconds membres de (2)
n’en contiennent pas. Comme au n° 1, nous nous bornerons, dans ce
qui va suivre, aux termes des deux premiers ordres. Les calculs seront
des lors les mémes au début qu’au n°1, et nous arriverons de méme
aux équations (3). (4), (5) et (6). Substituons alors ces valeurs dans
les équations (1) de la Section IV et supprimons-y les termes d’ordre

r{’j,; observons encore, comme au n° 1, que les termes

plus petit que

Sy = testnrSn,

,ul -1

sont nuls en tant que composés de quantités égales deux a deux et de
signes contraires; nous trouverons pour valeurs approchées des équa-
tions dont il s’agit

| - . Dz Dz i
m(l — x)—;bz;ﬁp,m}lna’fnt;ﬁ-—(ﬂ-—*—l)ml'bCOS(l'L) ,

de . .
d? S | D D i
(18) nt(Y—-ﬁ):bxipMp,ﬁfnL,—%ﬁ—(n+I)rﬂ{3;-;cos(1w)‘,
d? D2z Dz
‘ m(Z — dlf):s,‘:tgx,mpwrf,, [,T—H —(n+1) mrucos(ru)].

Il s’agit actuellement d’évaluer les quantités des seconds membres. Elles
dépendent des coordonnées relatives des atomes, sur la marche des-
quelles on peut faire deuxsuppositions différentes, ainsique nous 'avons
vu au début du n° 6 de la Seetion III; nous sulvrons iel une marche
analogue et nous déterminerons les seconds membres en supposant :
1° que les positions des atomes varient par degrés insensibles d'une
molécule & 'autre; 2° que ces positions varient par degrés sensibles.

4. 1. Les positions des atomes varient par degres insensibles. — Nous
avons alors, en recourant aux_notations da n°® 6, Seetion 111,

Dx =3z — AL 4 g — g,
(19) D)/:S_)/:Ayﬂ—ﬁ,'—pc,
Dz =8z == Az + v4 — Yg3
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. 1 /JAxr, dAr  QAr, , , y
it Gy Gt e (G b Gk 0520,
.. 1T/dAy, dAy dAy
(20) ¢ D2y = 5(;);; Ehor dye nk 5= Cl> + By (Bpr £+ O35m k- 08,21,
o 1 d;\:t das dA:’ L , .
0ms = (3o G G S0) 1 Ol 2 S 2,

En tenant compte de la relation (4) et substituant ces valeurs {19) et
(20) dans (18), nous trouverons aisément

' Diar

,.n+l

d 3dr 0 dr Jd B8r
v }
= l—’ <:' z ox ,-IH—I + nk _d, i a9y )z ra+1
2 03, 1

1) ] — rvcos(ry)

Xy, sz . , .

(21) ¢ + rEh [,%1 Og— (1 -+1) 255 (20 8285 4 Ba ) 03r 1~ 1o 850%4) ]
ik ia 8 — (2 + 1) (z 3.r 0 3y 87 e 830 )

2 i PR YER 0 05 + Bo Y985 15 03 yzr')

w S\l‘ ~ 1t " "
Ay [ S (n D (282055 + Bar 8y O + Yw'szera')],

soit, pour abhréger,

r De
~,n+1*(”+’) "Hrucm(n)
(22) ’
) Sz d 9dr 0 dx
—1(tn . 0 or ,
'\ 2 < ¢ ()l 1 —+ 7]/‘ d.)’n o+l -+ t-ldzo ,.n-+—1>+ ;QI'

Les valeurs

Dy (n-1) Dy

-~

D Dz
,.n+1 (Il-r—l) 'ICOS("*)r

=i YA cos(r),
qui entrent dans les autres équations (18), conduiraient 4 des résultats
semblables, en sorte que, en les y substituant, on donnerait  ces équa-

tions la forme suivante :

I

. 2z
( m(" - W)

n_u dyo e+t d’zﬂ rn+1
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f AV sz Jd dx d or
’n<x—<Ht?)ijlb_‘*HILTP‘/L’)’fﬂ(Ehdx P 1+de),oruﬁfkcld—5;,n+‘+--x
d*y d 3 a 3 d 3y \
\ m<Y*'dF>:éSEi.“-rw!"n'rfu(s/la;rniiﬁ—Tkmﬁ%—*—Cla 7,;';4—9_7)

L]
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Or Q,, Q,, @, ont des termes ol les variables £, n, £ ont des dimensions
paires, et qui donneront par conséquent des valeurs appréciables i la
somme totale; on ne peut donc pas les négliger. Quant a I’autre partie
des seconds membres, on trouve, en appliquant la formule (11) & la
premiére équation (23),

Jd dx d Sz d =z
e P LY L e
T ) bz PR
;d—_.l“ ,-lH«iqr"h_*——d? ,uﬁngh = dz ;-HTI (]3Eh
d 3= , . 9 Bz , 0o 3z
-+ Jdx ro+l gnn -+ b—‘; Py Fanh- 03 1+l gamih
d ax nr d ax " d a"”‘ ”
+5;,-u+1 Q1<l’|—’d); ,‘u+lqzcl+&mqatl
T 0 dx J sz d dx

- Ta_.; g+l +A)’ d; rot+l +A3E rn+1‘

On obtiendra de méme

rr, 0 BY J 3By Ja By
;}lam+nkﬁm+§lﬁm
d & Jd 3y d 3z
=G e TN Gy A oo
d 3z d s 0 38z
Gy pai E R G e UG
_ATiS_z‘A 9 &z A Jd &z
B P ydy rat A% gy e

En substituant ces valeurs dans les trois équations (23), les multipliant

ensuite dans chaque membre ‘par 7%’ puis y appliquant, comme au
n® 1, la formule connue
cudy —=duy — v du,

et nous servant de I'équation (14) applicable ici, puisque Az, Ay, Az
ont les mémes valeurs qu’au n° 1, nous aurons transformé les équa-
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tions (23) dans les formules suivantes :

5 . . 2
P(‘( d*x s - = My bn fn Axd.r J L.qy + Yno P‘n’r’,fn A,’ or
e[ X — = ) = — 1 ) oSy —— — - -0 —
0 \ e d.r s m Y 0)’ 20 m it
() 1 SZ . Kpo f"rm",fu Az O.I‘ o 1,85 =+ {Luj' !"‘nﬂu o
s a; 2 P m I.u+i ' 2 PO . I;l X
¢ (Y d,.’» =9 28X & tag s fa AT By J Sy 2= st fa AY K
—_ ) = Sy ——M - — 4 ey TR T
N et du *F m rrtt )y 2 m et
4 a 593 E uattyg fy A58 " R £ Wan b [y
—_— 5 @OA 5 GO — iy
R m ri+l L m ”
(7 dis’ J) 1.8y /i !L"G,Pl'i- n Az ds -+ (z t.QE -+ an'Tp‘v’.’_fn é“az
! dt ) gt m P oyt mo - et
d - E sty fr A5 83 ) s L mas e Sy
+ 5 72’ Pb-‘ - - = T T a1 I ry r’/sz - " Q;’
Js m r+t 2 m

soit, en vertu des équations (24), (25) et (26) de la Section III, appli-
cables a ’hypothese que nous étudions,

d2z\  0E;, . 0E,,  0E,,
g p<X BT ) =9y + Jy + 5z + V.,
o - d*y\  dE; | OE,, OE.
("l) FKY‘dﬂ>—_ dw'+70y i J3 f]’I)’J’;
, @'z 0t  OE,.  JE, i
P("‘Tzf)”m‘ Ty T Y

On a posé dans ces équations, pour abréger,

S = Yna !J'nc".fﬂ 0
m

v, =

1

I

s w (U=wx, y,3).

Quand il n’y a pas de changement brusque dans les expressions i
sommer, et c’est le cas des équations (24), on peut substituer la som-
mation infinitésimale 4 la sommation par quantités finies avec d’autant
plus d’approximation que les variations de grandeur sont plus petites.
Nous allons le faire pour les équations (24) relativement i une portion
du milieu, de masse M, dont le centre de gravité 4 pour coordonnées x,
Y, z. Nousmultiplions en conséquence les équations (24) pardx dv ds,
et nous les intégrons entre les limites de cette portion. Chacun des
trois premiers termes du second membre pourra étre intégré une fois,
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. et nous mettrons son intégrale entre parentheses pourindiquer gu’elle
est prise entre les limites de la variable correspondante. Nous trouve-
rons ainsi

d? 7
M(X— %8 ) = (Baedly d) - [f (Byads ) +-ff (Buacls dy) [ ¥z dy o,

(25) <Y— EF) =[f(Raydy dz)+[f(Eyyds dz)+[f(Ezydaz dy) +f[f¥yde dy ds,

\M<Z ‘“) = [ (B dy dz) 4 [ (Bydz dz) -+ f (Booda dy) - fff ¥, da dy d.

Changeons actuellement de variables et rapportons les deux dernieres
coordonnées des intégrales préctdentes & des lignes géodésiques u
v tracées sur la face terminale du corps et s’y coupant i angle droit;
nous aurons, en dénotant par N la normale i la surface,

dyds = cos(Nz)dudy,
(26) dsdxr = cos(Ny)dudy,
dzx dy — cos(Nz)dudy;

de plus nous n’avons & conserver qu’'unc des valeurs des premieres in-

tegrales, du moment que nous étendons I'intégration & toute la sur-
face nous pourrons donc, moyennant ce changement de varlab]es,
donner aux équations (25) la forme suivante :

, .
(M(X — Z—;) = fS[Ezzcos(Nz) 4 E)pcos(Ny) +~ Ezzcos(Ns)dudv + [ f [ ¥ dedy dx,

.-
M(Y — L{;Z) = f [ [Ezycos(Nz)~+ E,y cos(Ny) —i—Ezycos(Nz)]du dv—+ ff [Wydxdyds,

M(Z 6{’;7‘) SS[Ezzcos(Nz)+ E,;cos(Ny)+ E;;cos(Nz )]dctdv+fffllf dedy ds,
Or il est facile de s’assurer que, avec notre hypothese et nos nota-
tions, on a identiquement les relations suivantes :

s Ezzcos(Nx) + Eyzcos(Ny) + E;zcos(N3) == Eyg,
E.ycos(Nz) + Eypcos(Ny) + E;ycos(Nz) = Ey,,
Ezzcos(Nz) + Eyzcos(Ny) + E,;cos(Nz) = Ex..

(28)

En effet, st on décompose Ey par rapport a trois nouveaux axes rec-
tangulaires, savoir Ja normale N et les deux tangentes aux lignes géo-
13
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désiques u, ¢, on aura, en vertu du principe de la composition des
forces,

Exn = Eyxcos(Nz) + Ey, cos(Ny) + Ex; cos(N3z),
(29) Ex. —=FEyrcos(zu) + Ey,cos(yu) + Ey;cos(zu),

Exo = Exzcos(xv) -+ Ex,cos(yv) + Ex; cos(se).

Remplagons dans les seconds membres les composantes de Ey par leurs
expressions (28) et dans celles-ci les composantes de E, E,, E. par
leurs valeurs tirées des relations (24), (25) et (26) de la Section III;
nous trouverons aisément

Exy=1p28'[Az cos(Nxz) + Ay cos(Ny) + Aseos(Nz)]
HR‘W

< [ 8z cos(Nz) + 8y cos(Ny) + 83 cos(N:)]T’;,
Ex.=108*[Az cos(xzu) + Ay cos(yu) + Ascos(zu)]

> [ 8z cos(Na) + 8y cos(Ny) + 85 cos(Nz)]%,
Eno = 1pS*[ Az cos(zv) 4+ Ay cos(yv) + Az cos(5¢)]

= [8xcos(Nx)+ 3y cos(Ny) + oz COS(NZ)]%§

1 S’ A\'a Q;‘
IIANN__" 29 i\ " 3
EV =1 FS Auw SV ‘

v 2 ¢ : In,

i} . oo
Ex, = $p5*Av ON°2,

ce qu’aurait donné précisément 'application des formules (24) de Ia
Section IIT au plan N. Il suit de cette vérification que les équations (28)
sont exactes. Mais dés lors les équations (27) peuvent étre mises sous

la forme
M(X# %?) = [ [ Expdude + [ f[Vdxdyds,
o
(30) M(Y _ E;) [ [Ex, dudy+ [ [V, dx dyds,
M(Z — ‘%) = [[Exsdudv+ ¥, dvdyds.
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Or, d’apres le n° 12, I, de la Section 1V, les seconds membres doi-
vent se réduire 4 leurs premiers termes, et il est facile de s’assurer
qu’ici les seconds termes ne sont pas nuls; donc 'hypothese qui a
conduit aux équations (30) est fausse; en d’autres termes, les distances
atomiques ne varient pas d’une maniére insensible d’'une molécule a
Uautre; elles ne varient pas du tout ou varient d’une maniere senstble.

5. 1I. Les positions des atomes varient par degres sensibles. — Les for-
mules & employer pour développer les équations (18) sont alors celles
gqui portent les n° (16) et (18) dans la Section IlI, en sorte que nous
aurons, en conservant les notations adoptées dans cette Section,

(31) ‘ Dz =82 + g, Dy =3y + dgg, Ds=185-+dye;
Dzzr;%E/Lm(%xa’f’_)+hk0(8xoj—:)\w)+;Cld(8wd:)\w)’
(32) D’_y:é&h%ﬁoxﬁ”')+%nkd(afajo7\ﬁav)+%Zl0(5lyd—:0)\3¢,,)’
Dis =1tk f)iasdjaly¢) sk @z@; Ays) N %’éld (820-:0 hya)

Les caleuls subséquents sont les mémes qu’au n°® 4, avec cette diffé-

rence qu’'on ne trouve plus de terme @ et que les équations (24) sont
remplacées par les suivantes :

9<X - i/ir) — Oar | OBy, O

¢? oxr dy ds
o . d*y\ Ok, JE,, JE.,

LA\ OB OB | O
P~ dié )7 dx - dy 0z

- En multipliant par.dx dy d= et intégrant comme au n° 4, on et trouvé
M (x _ %}‘) — [/ [Eagcos(N) + Eyucos(Ny) -+ Expcos(N2)] du de,
(34) M<Y A Y):‘f_f[Exycos(N.z-) + Eyycos(Ny) + Ezycos (Nz)] du do,

2
! M(Z — ?ﬂ—z>:ff[Emcos(Nx)+E,;cos(Ny) + E; cos(Nz)]dude.
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Ces équations sont, sous la réserve des relations (28), complétement
d’accord avee les conclusions du n° 12, Section TV; et comme il est
d’ailleurs évident que la position des atomes varie dans les molécules, il
faut en conclure que les positions des atomes vartent par degres sensibles
d’une molécule a Uautre; ce qui tranche la difficulté levée an n° 6 de
la Section IV. Ce résultat, d'une certaine importance, est mis en lu-
miere par le calcul direct; il eut échappé cornpletement, avec la mé-
thode de Navier (voyez ci-dessus le n° 2). .

Nous avons vérifi¢ les équations (28) dans le numéro précédent;
nous pouvons encore le faire de 1a maniere suivante.

Remontons aux n* 6 et 7 de la Section III, et ne voyons dans 3z,
3y, 3z que les projections de la distance de deux atomes, quelle que
soit la loi de variation des distances atomiques; les formules (24)
de la Section I1T sont alors une expression abrégée des formules (27)
de la méme Section, et nous la tiendrons pour telle dans ce qui va
suivre. .

Rapportons les fonctions de distances & sommer dans Uévaluation
des forces élastiques sur le plan N & trois axes rectangulaires qui seront
la normale N et les tangentes aux courbes géodésiques u et ¢, comme
axes respectifs des «’, y', z'. Alors les composantes de la force élas-
tique Ey par rapport aux axes de &', ', 2’ seront, formules (24), Sec-
tion HI,

Evse—%p St Az 8’ &,
m
E,Jy: = 205s Ax' OV’ J‘;

, n_g oo
Eyp =1p5*Ax' oz"—n—-

On en déduit immédiatement, par les formules de lp composition
des forces,

Ao
Err = 55 8% A2/ [32" cos (w'z) + 8y cos(y'z) + 33/ cos (3'z)] -
(35) Ey, =32 St Az [8& cos (a'y) -+ 8y cos(y'y) + 35" cos(z'y)] % )

’

Eo: = 1p 8% A’ [34 cos(2's) + 3y’ cos (¥'s) -+ 35’ cos ('
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/

mais
Ar'= Az cos(<'x) + Ay cos(x'y) + Az cos(z'z),
8z’ cos(x'x) + 8y’ cos(y'z) + 32’ cos (&'z) = Sz,
8z’ cos(z'y) + 8y cos (y'y) + 85" cos(s'y) =3y,

8z’ cos(x'z) + 8y’ cos ('z) + 85’ cos(s'z) = dz;

donc les équations (35) deviennent, en recourant aux équations (24),
(25) et (26) de la Section III,

Eyy==Ezzcos(2'z) + Eyycos(z'y) -+ Ezz cos(2'2),
(36) E.y = Egy cos(z'c) + Eyp cos (27y) + E,y cos(2'z),

Ey: = Eg; cos(z'x) + Ey;cos(2'y) + E;; cos(x'z);
c’est-a-dire, en y remplacant o’ par N, les équations ( 28).

6. Les calculs des n® 4 et 5 donnent licu aux remarques sui-
vantes :

I. Ainsi que nous I'avons observé & la fin du n° %, on arriverait éga-
lement aux formules (36), en supposant les atomes homologues occu-
pant respectivement au méme instant £, quant a la distance du centre
de la molécule et a I'orientation, les mémes places dans les molécules
dont les actions concourent effectivement a former la force élastique,
ou, ce qui revient au méme, en supposant nulles les quantités 6 et %
des formules (20) et (31); alors les équations admises au commence-
ment du n° 3, savoir : )
(37) §Drz = ProbtarSn o

e+l

se vérifieraient identiquement, attendu qu’elles auraient leurs premiers
membres composés de termes égaux deux a deux et de signes con-
traires; en outre, comme nous ne pouvons pas supposer que, d’une
face d’un parallélépipede générateur 4 la face opposée, la force élas-
tique ait varié d’'une quantité finie, parce que cela est contraire au
principe de continuité admis dans tout ce qui précede, force nous est
d’accepter les résultats de I’équilibre entre les moments des forces élas-
tiques appliquées a un parallélépipede rectangle, tels que les donne
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Lamé (1), et de poser
(28) Ea:y:ny’ Ey::Ezy, E:x:E.x::-

Ces dernieres équations ne se vérifient pas identiquement, ainsi que
nous I'avons vu aux n® 6 et 7 de la Section III. Elles représenteront
par conséquent trois équations de condition entre les distances atomi-
ques et les distances moléculaires. On sait que Lagrange a constaté,
pour les équations différentiellesa plusieurs variables, trois sortes d’in-
tégrales : la complete. lu singuliére et la générale. Cette derniere com-
porte, pour chaque fonction et a chaque intégration, une fonction
arbitraire et peut seule satisfaire a toutes les conditions requises par
un probleme général, tel que le représentent les formules (33). Ces
formules sont d’ailleurs du second ordre et contiennent trois fonctions:

x = fi{Zo, ¥os 50 )» .}’:fz(l'm}’o, 50), &= f3(T0, ¥, 50);

leurs premieres intégrales générales comporteront donc trois fonc-
tions arbitraires que les équations (38), également du premier ordre,
serviront & déterminer. Une nouvelle intégration donnera des relations
finies comprenant trois fonctions arbitraires nouvelles & déterminer
par les conditions particulieres de chaque probleme particulier.

I1. Nous avons supposé évident aun® 5 que les équations (37) étaient
satisfaites; cela est effectivement une conséquence du principe de la
continuité, mais ne ressort pas de la forme méme des premieres équa-
tions (37), ol les termes ne sont plus égaux deux & deux et de signes
contraires; par conséquent, dans le cas o les positions des atomes diffé-
reraient dans des rapports finis d’'une molécule a Vautre, ce qui est
possible, mais non nécessaire, les équations (37) constitueraient pour
chaque atome trois équations de condition du premier ordre répon-
dant aux trois équations différentielles du second ordre, données dans
la Section IV et désignées par la lettre 6. On peut les considérer

(1) Legons sur la Theorie Jﬁat/ze’ma!ique de DPélusticite des corps solides, par Lameé;
Paris, Bachelier, 1852. (Poyez les pages 16 et 17, oti celte égalité est établie par la consi-
dération des moments du parallélépipgéde rectangle.)
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alors comme trois intégrales destinées & déterminer les trois fonctions
arbitraires introduites par une premiere intégration des fonctions 67"
D’autre part, les équations (38) subsisteraient toujours et répondraient
aux trois fonctions arbitraires introduites par I'intégration des fonc-
tions ¢,

7. Avancons encore et considérons un cas particulicr du fait plus
général envisagé aux n° 7 et suivants de la Section 1. Supposons un
ensemble de groupes de molécules dérivant rationnellement d’un sys-
teme primitif en équilibre, tel qu’il a été défini aun®13 de la Section|,
et ol il y aurait en mélange seulement deux corps différents, les par-
celles de chacun d’eux alternant sor chaque rangée d’un systeme de
rangeées conjuguées. Les centres de gravité des parcelles de méme na-
ture formeront, en premiere approximation, un assemblage régulicer
dans le corps dérivé, au moins lorsqu’on y envisage un tres petit espace;
mais rien ne dit que les parcelles de nature différente appartiendront,
dans ce tres petit espace, 4 ce seul et méme assemblage; le contraire
méme est le plus probable. Elles doiventcependant appartenir i un as-
semblage parallele au premier et de mémes paramétres, car, d’une
part, les constantes qui entrent dans les équations d’équilibre et de
mouvement sont différentes de grandeur, et, d’autre part, les assem-
blages ne doivent pas se couper de manitre & superposer les parcelles.
(est sous le bénéfice de ces pbservations que nous allons chercher les
approximations des équations (20) de la Section I'V. Nous commence-
rons par distinguer dans les seconds membres les masses de méme
nature que celles du premier membre de celles de nature différente.
Comme aux n° 7 et 8 de la Section I, nous le ferons au moyen d’in-
dices A et B. Alors les équations (20) de la Section IV donneront, pour
les parcelles A,

[ . drxy, . .
' DR’AS ()& - —d—lz\_> = Sa (xA s's'sx' - ‘Z‘Assa')wlv -+ SD ('Tlls's'o" - xAss'J) U!’!

i

17507 " .
( 39) { DUy (Y — > S*(Yasver — Yissa)h + 95 (Yusso — _}’Asso') U,

de?

., d? s, .
DR'AS (lJ — d[: > = 8§° ( SAss'gr T 5,\;;'3')11)1-: -+ 83 (585'5'4—' - - ;Asso') wh.

- - i
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et, pour les parcelles B,

) d*x .
':)K'Bs (X_ d[;!s) — 58 (st'.r'a' - ‘Z'Bs.va)e —+ S”(-Z'A_s's'a' - stsa‘)(D’

A ¥
(/40) STLBS(Y’f d.g;ﬂ) :Ss(}’us'm' '_yBasa')e_*_Ss(.yA\s’s’a" - yBssa')(Dr

d®z
DRBS <Z - dlzm) — 55 (zBs's‘a' — ZRsso ) (2 —+ 55 (zAs‘.\"a" - zl!s-id‘) ®.

Nous avons employé dans ces équations, pour abréger, les abréviations
analogues & celles du n° 8, Section 111, savoir :

A= zw HrAsss AnAs's'a’ fn

n+1
rA\GO'Aa.s ‘gt

1 =x RnAssr HnBs's'a fn
=X = 3
r ~+1
(/ ) Assg Bys'a’

=+= HRuBssy BrBe'sa’ Jn
r NS "
BssoBs's'a’

@_2+ HaRssg BnAvsa fn
\ - it
AssTAs'Ya’

I

z

zZ
=

Nous considérons un milieu oir les parcelles oscillent en restant ton-'
jours dans le voisinage les unes des autres; alors deux parcelles con-
sécutives, nécessairement différentes d’apres la supposition admise
ci-dessus, peuvent étre admises comme formant un groupe; et, en par-
tant de 14, on poarra grouper deux & deux toutes les parcelles du mé-
lange. Appliquons les équations (39) et (4o0) aux deux parcelles du
méme groupe, et posons

NUps + Ny, = #1,
I pg Zas + Iy, Tps — MX,
M pg Yas =+ IMps y'ps — ALY,
MasZas + Mg 2gs = M3,

Les sommes des équations (39) et (40), ajoutées respectivement entre
elles, auront pour premiers membres

@ (L () o)
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il s’agit de déterminer les valeurs approximatives des seconds. Or, si
I'on désigne par u I'une quelconque des variables x, y, 3, on voit que
les seconds membres conticunent les quatre sortes de différences sui-
vantes :

Upws's' — Upsssy UBesa — Udssas

UBy'ygt — Upssas Urs'ss — URssa,

que nous désignerons par les n° 1, 2 pour la premiere ligne et 3, 4 pour
la secoiide, en sorte que, si nous posons d’'une maniere générale, en
négligeant les quantités d’ordre inférieur au second,

7 — 2
Upgsa — Uassa = Doty + D2y,
_ 2
URgisig' — Upssg —= Durg 4+ D2 uy,
Upysq — Upssg = Dy -+ D2y,

Upgsg — UBssg — Dl,h 4+ D2 ,,

nous trouverons, en répétant les calculs du n° 1, que la valeur d’un
quelconque des seconds membres des équations formées par 'addition
des équations (39) et (40) sera

S -_Diul I)u1
S*Z 2 Psssobnassa fo | Samr — (R4 1) 5 Fivg €08 (71
_ 1 1 A

_ Du, Du,
+ 838 & PnAssa‘l‘LnBss’a"_fu["rm —(n+1) ues Mava €OS (rayng )T
2 2 .

[ D2 u, Dy B
—*—SSEiHnBj;c.‘Lanfc’fn vl ——(Il—-}—l) 3 I'sty Cos(rs'“a)

L3 3
S ' D2 u, Du, ' N
+S"Ei}1nnssu'}‘-n‘\us’cr'fn 7m "—(n‘}— I) ey r,,u(:os(r‘n” (l) :
L %4 L1

Il s’agit actuellement d’exprimer les Du, D?u.

Nous remontons, comme nous I'avons déja fait, 4 I'état fictif anté-
rieur, et, sans nous arréter i la décomposition des coordonnées x,,,,,
Y asses Fassos Tinss + -« EN Ly = By + Lyses Voo + Onesr + Bogsas v+ 5 sachant
que chacun de ces termes est du premier ordre (i 'exception de z,,,

(1) Nous n'avons pas mis d’accent & I'indice s des molécules; il n'a en effet aucune
signification, puisqne nous supposons identique la composition des parcelles A, et que nous
en faisons autant pour les parcelles B. La nature de I'atome ne peut douc varier qu'avec °
son numéro de molécule dans la parcelle et son numéro d'atome dans la molécule.

14
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Yaes -+-, qui sont des quantités finies), et varie par des quantités du
premier ordre (n° 5); nous considérerons les coordonnées completes
comme fonctions des quantités correspondantes dans un état primitif,
et notamment de coordonnées des centres de gravité des groupes de
parcelles dans ledit état. Ces fonctions different d’ailleurs pour chaque
atome. Nous poserons, d’unc manitre générale, en désignant par x,,
Yo» 5, les coordonnées primitives du centre du groupe,

Upsse = fi( oy Yor 5¢),

UBssg = ji(-”o; JYos B9)-

(46)

Ecrivons, pour abréger,

. a/f; , 0 /i
gq”zbé’ r“q% q“:g%;
(47 E 2 0%, g 9% g 0T
i d.l‘  — 7)’ Qi—a?;
Az = g\ bl +-qimk - g7 ¢,
(48) A}’A—%E’l—i—qu—i—q’;'{l,-
Ay =g, Bh -t gymk + q38L;
Arg=9Q" A+ nk + Q' L,
(49) Ayp =950 + 2,0k + 9%,

Moy =3B+ Qgnk 4+ 9 UL

D’aprés ce qui précede, les Ax,, Ay,, Az,, Axy, ... varient suivant
I'atome que 1'on considére. Nous pouvons écrire, en recourant au théo-
reme de Taylor et négligeant les quantités au-dessous du second ordre,

A A Al
1 WAssu—xAucr—TAssc*‘ersa+A1'A+%<Ehd xx /fddﬁycé- d Z‘,\>,
Vo
- JdA JA
(50) _}’As’s’a"—,}’Assa:_}’Aus'a’—_}’Assa‘+A_)/A—F%(Eh nk YA + ¢! _}A>7
ay, 0z
As Az
Sawse — Bass0 —— SAssg — Sasse + Azy %(&h 0() 4 —+ Z_lo - A>;
! Yo ~0
A Al
TRyso — LBssoc — TRss'a’— LBssg + ATy - % (Eh J Axn nk JdAzy + Ul J _Z‘B y
dy, 03y
A A
(SI) YBeys — YRasa = YBss'a’ — }Bsso + A_)’B—{—%(E/l (iIZJB k()d‘)’};n Cl%::*>)
Az A3
Spes'e — SBssy — SBss'a — 3Bssg ~+ ASp - %(Eh d(;;: 00]08 -4~ t_ldd::
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Ces valeurs nous permettent de donner les formes suivantes aux ex-
pressions (44) :

(' Dlh = Upssa— Udsso+ Auyg— BU“
Dhl,:%(ihdaul—}— deu, 08ul)
dy, 05,
Duy = tposo— Upsss + Aug — 8wy,
Jd3u ()Su dOu
9 :_—l ] 2 92 2
o D2, =3 <E 2 ()wg () dau )
2
Du; = vpssg — Upsso + Aug = Suy,
03u 08u 0811
D? U™ 5 <Eh 3 -+ 7 k d 2 dﬁ:)
Du, = trsse— Upsss + Atty= Suy,
nﬁu‘_—(ahd“‘ + kdg”"+c1‘)3“‘>-
\. ()_yo 050

Comme les quantités u,,,,, 4, appartiennent au groupe s et sont,
par conséquent, des constantes relativement aux variables £4, w4, {/,
la substitution des valeurs (52) dans I'expression générale (45) per-
mel de ramener celle-ci 4 1a forme

Su 0 Bu Su
';’Ssi Wrsss o Assa fn (Ek 3 n.+‘1 +nk W TIli Cl(’)_f n+11)
0

dx, ri r; EN
1S5 e trmara S (Eh g ,Sl— +71k(%0 f—‘t - czd‘f 8‘1)
4355 e HnBesor fu (Eh oz ra—;;qr + 1 k(% %{ -+ Cld%; ’i’lj;)
+ +8°F Wupyso P‘nAsr.s"‘S‘fn <E/I d%; ,8,;‘7 +nk (% rs,:t:l + &l B%() ,S,Lu:l);

soit, en répétant les calculs du n® 1 sur les formules (r1),

' 0 Bu ) bu
+%Ssi'r"nBssT|'LnAss’a"fn <A‘Z'()'_[‘ }T:T -+ A d—‘ H_l" -+

%
[X]

d du J Su Jd 3u
185+ mhsse Sl AL o= — - Ay — 4 AF — !
{ 2 _P“HAUT}‘L A .G‘f ( xdx rriz,fl -+ .y())/ ,.'17—] ():’ r;H»i
- d Bu, J 8u2 0 Buy\ -
(53) 1;_5 * toasse H-nBss'o"fn (A-Z‘ e ,_,21:1 —+ Ay d}’ L+1 -+ A3 J= ,l?—%)
N d Bu, d ou, Jd du,
+%SD—+—-P‘nBssGHnBSS'U'fn (Ara_i r.n—:1+ A)/ d), .rrl -+ :’5: ,n:1)
3 3
9.
ds o

Dans cette équation, les S« sont ceux du n° 8 de la Section II; quant
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aux Aw, ils sont donnés par les équations

dl 0x JXx
- . y ) oy
/ p
(54) Ay_Eh + Ad}’o —+—Cld;0,
(33 03 dJ3
A k— { >
z=%h (3 2 —+ 7 d)’o + L oz

et sont assujettis, par conséquent, & la relation (14). Multiplions par
i P les deux membresde I’ equatlon (53); appliquons au premier ‘membre

de cette équation la différentiation par partie représentée par la formule
udv =duy — vdu;
nous trouverons, eu égard a la relation (14),

Ve _ d,( _Su

€M _d.—sz S Az Sulz = Bphssa Bn Ass's’ A ,.rHi

S

~+ S5 Az Suy B T tpasso PaBesa 3R re

fll

-+ SS Ax Suzx = *nBssa BnBss o Mm rntd
3

S
-+ 8382 3u, 3 oE tnBesa ttnass's’ BT, 771
a I
-+ d—y;p( Ssay Bu, =+ HnAascE‘-nAes‘d'm,-'lHl

.f’L
~+ S5AY 81y T - Pnasso EnBaso’ B ril

. S
(55) < —+ Ssay Stty 3 = PnBsso fnBss's’ 3 ,.;H

S
—+ S5AY Su, 2 £ HaBssoPnAsse’ W
S
%F ( S‘;Az 8111 3 & MnAsso BrAssio’ ;M I.?-vi
S

—+ S5A53u, T = Prdsso MnBsso’ M r;ul

flL

+ S5A3 8115 2+ MnBuso YnBasa’ ﬁIr"“

Sl

+

N ,ﬁ,
+ Ssaz Su, % & PnBsso MrAss'a’ M ,-:Jri

_ JdE;,  JE aEz,,
~Tor T d)’ Jz
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ainsi qu’on le voit aisément en se reportant aux formules (51) de la
Section 111, ol &, W, 2, ® ont précisément les valeurs désignées ici
par les caracteres 2.

En substituant ces valeurs dans les équations (39) + (40) multi-

pliées par £, et tenant compte des valeurs (43) de leurs premiers

Ei’
membres, nous trouverons, pour leurs valeurs approximatives,

P(X B @3’) _ OBes OBy, | 0Es

— 2

der ox oy + o5
~ L2y OE.,  OE,, 5] D
(56) P<Y——(E”>_ ox -+ dy + 05
d*3\  JE;: 0Ey, OE.;
P(Z - dtg)-—-_dj‘ —+ ()VV +—0—51

c'est-a-dire les équations (33) du n° 5, qu’on peut s’assurer ainsi re-
présenter d’'une maniere générale les équations d’équilibre et de mou-
vement d’un mélange de deux sortes de parcelles régulierement et
également distribuées ou pouvant étre rattaché 2 un semblable systeme.

8. Les équations (56), ayant la méme forme que les équations (33),
conduisent comme elles aux relations (28) entre les composantes de la
foree élastique sur trois plans directeurs rectangulaires et celles de la
force élastique sur un plan quelconques; il est inutile d’en répéter ici
les ealculs; mais on doit y appliquer toutes les déductions du n° 6.
Les équations (37) et les équations (38) seront des équations de con-
dition, comme pour les équations (33).

Enfin on peut supposer aussi bien que les parcelles A et B sont des
parcelles matérielles, ou que 'une est une parcelle matérielle et autre
une parcelle d’éther luminifere. Nous allons examiner ce dernier cas.

9. Remontons aux valeurs (51), Sect. III des forces élastiques sur
le plan des & dans un mélange en nombre égal de parcelles maté-
rielles A et de parcelles éthérées B; écrivons-les avec les notations
qu’elles ont dans la Sect. Ill, nous aurons )

[ Ao ~ 1, e »
Epr—31p8%Ax (83:1 m e gt 3z, @m Sy E)a
_ \ do o Wh N 2 o ®
(57) {Ezy=3p8%Ax (8_)/1 —m+oy, m+°)’sm+°$s ?I)’
o 1 S/

5 e ®
EI;,—,%pS5A‘x(Sz, i + 8z, i + 8z, ﬁ)

3
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Désignons respectivement par A, B, O les centres de gravité des par-
celles A, B et du groupe AB. Les trois points A, O, B sont sur une
méme droite généralement inclinée par rapport aux trois rangées con-
juguées qui déterminent le centre O par leur intersection. La parcelle A
a une masse du troisieme ordre et la parcelle B une du quatrieme : en
conséquence, OB étant nécessairement une grandeur du premier ordre,
OAl'est du second. Soit O’ le centre d’un groupe A, B, immédiatement
voisin sur l'une des trois rangées conjuguées qui se coupenten O, et A’,
B’ les centres de gravité de ses parcelles. Les trois points A%, 0", B’ sont

“en ligne droite, et la droite A’O’B’ peut faire un angle fini, quoique
petit, avec AOB (n° 5); elle peut en différer aussi en grandeur,
d'une quantité du premier ordre. La distance BA’" doit étre toujours
plus grande que la distance AB; autrement la parcelle B formerait
groupe avec A’ et non avec A. Mais des atomes de B peuvent s’appro-
cher par moments trés pres de ceux de A’, i des distances beaucoup
plus petites que la distance OO’ des centres de gravité. 11 suffit de
jeter un coup d’ceil sur les valeurs des expressions &, W, €, ® des se-
conds membres (57 ), comprenant les groupes de parcelles immédiate-
ment conséeutifs sur les rangées pour lesquelles OO0’ se réduit & un
parametre, et I’on voit combien ces rapprochements font croitre les-
dites expressions, par suite les forces élastiques, sans que la valeur
de ¢, laquelle dépend uniquement des parametres et de leurs inclinai-
sons mutuelles, change en quoi que ce soit. On voit méme, & cause de
la décroissance excessivement rapide des actions avec la distance, que
les valeurs de ., w, ©, ® doivent étre toujours plus grandes que si la
masse des atomes était concentrée au centre O. 11 y a donc, pour une
densité donnée, un minimum des valeurs de &, W, €, ®, lequel croit
avec les distances AO, BO.

Si les atomes homalogues occupent tous au méme nstant une méme
position dans les groupes binaires, ces tres grands rapprochements
entre 'atome éthéré de B et ['atome matériel de A’ auront lieu tous &
la fois en un méme instant; les forces ¢lastiques auront toutes a la fois
leur plus grande valeur, comme elles auront leurs plus petites dans
un autre instant excessivement rapproché du premier, puisque les ré-
volutions de chaque atome éthéré s’accomplissent dans un temps 1m-
mensément petit du second ordre (n° 11, Section IV). Les seules forces
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élastiques que nous puissions observer expérimentalement seront
moyennes uniquement par rapport au temps. ’

Si, au contraire, les positions des atomes homologues dans les
groupes consécutifs varient dans des proportions finies, ainsi qu'on I’a
reconnu possible au n°5 pour les molécules isolées et que le supposent
les formules de la Section 1T employées dans le n° 7, les droites AOB,
A’O'B" auront une différence d'inclinaison sensible, et les plus grands
rapprochements des atomes ne sont pas simultanés. Mais les maxima
en un point donné se produiront toujours & des intervalles immensé-
ment petits du second ordre, et il en sera de méme des minima; le

" synchronisme de ces maxima et minima se retrouvera a une tres petite
distance du point considéré. L’expérience donnera donc des moyennes
des forces élastiques, tant par rapport i 'espace que par rapport au
temps.

Il y a lieu de faire ict une autre remarque. Plus les paramétres 4, £,
{, que nous supposons avoir été choisis les plus petits possibles dans
I'assemblage des centres O, grandissent, plus augmente la prépondé-
rance dans les scconds membres de (57), des termes contenant une
seule fois un seul de ces parametres, et surtout de ceux qui se rappor-
tent aux atomes les plus excentriques. Si la densité est tres faible, un
petit nombre seulement de ces termes intervient et ce sont toujours
les mémes; Ia force élastique suit donc une marche réguliere. Au con-
traire, si la densité augmente sutfisamment, c’est-d-dire si %, £,  des-
cendent au-dessous de certaines limites, les orbites restant les mémes
et surtout quand ils se resserrent, des termes qui donnaient auparavant
des valeurs trop faibles en donnent de plus grandes et arrivent 4 étre
comparables aux autres. La marche des forces élastiques change donc
et n’obéit plus aux lois qu’on avait pu déterminer par I’expérience
dans le cas précédent.

Ce fait ne peut que s’acecntuer avec la contraction des orbites et
I'augmentation de la densité. -

10. Ces conséquences physiquesdes formules obtenues nous mettent
a méme d’apprécier la nature des phénoménes produits par les mouve-
ments des atomes éthérés. Représentons en effet, d’'une maniere géné-
rale, par E la force ¢lastique normale & la surface terminale d’un corps
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fluide renfermé dans un vase inextensible terminé a la partie supé-
rieure par un tube cylindrique indéfini vertical de diametre 2R et sup-
posons que, par un moyen quelconque, on y ait rendu la force élas-
tique E constante. Nous aurons, d'une maniere générale, et en
représentant par P le facteur de g dans le second membre des équa-
tions (57),

(58) E—pP,

P croissant et o par conséquent décroissant 3 mesure que l'agitation
des atomes éthérés augmente. Soit encore V le volume du contenu de
la partie inférieure du vase, et soit 4, la hauteur 4 laquelle le corps -
fluide, supposé uniforme dans toute son étendue, est monté dans le tube
pour une valeur particuliere P, de P, et Ia valeur correspondante p,
de p. La masse du corps sera égale a

po(V +nRA,).
Pour d’autres valeurs p,, P, et 4,, elle sera encore
p (V+wR2A,);
d’olt
(59) po (V4+mR¥%) = p (V=R 2y);

mais on a, en vertu de (58) et de la constance de E,

(60) poPe=1p,Py;
done
Py g VTR
P, p V-EmRiA
et
pP,—P mR? N
(61) ;l’l,_ozm(hlwh(’)'

On pourra done, en graduant le tube, mesurer les accroissements de
P, — P,. i

Or I'instrument que nous venons de décrire est bien connu en Phy-

- sique; c¢’est le thermometre ot I'on a rendu E constant, en lui substi-

tuant la pression atmosphérique, s’il s’agit d’un thermometre a air, ou

la tension sensiblement constante d’'un ménisque dans le vide quand
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il s’agit d’un thermometre 4 alcool ou & mercure. L’accroissement de P
est done précisément Paceroissement de la chaleur : done la grandeur
des mouvements de I'éther est corrélative du phénomene que nous ap-
pelons chaleur; mais ces mouvements ne sont pas les seuls phénomenes
correspondant a la chaleur, ainsi que nous le montrera une étude
plus approfondie.

Il reste & expliquer comment un thermometre peut donner la
température d’un milien dans lequel 1l est plongé et qui a générale-
ment une composition interne et des forces élastiques différentes. A
défaut de la loi de transmission des mouvements par contact que nous
n’avons pas encore trouvée, nous nous rappellerons qu’on mesure la
température seulement quand I'équilibre de température s’est établi
entre le thermometre et le milieu. Cela revient & supposer que le mou-
vement moyen des parcelles éthérées est le méme dans le thermometre
etle milieu; car s’il n’en était pas ainsi, il tendrait & se mettre en équi-
libre, et celui-ci n’existerait pas encore. Il en est de méme du mou-
vement des parcelles matérielles. Or les équations (34 ), combinées
avec les équations (28), donnent dans le thermometre

2
(X =) =/ Exdu,

@y
M(Y— dtz):ffENydudv,

a7
M(Z — I > =/f [ Ex; dudye
etdansle milieu adjacent, pour un méme volume suftisant pour obtenir

la moyenne,
M (X — %fé) — [ ['Eie dudo,

dﬂlrl 12
M (Y — T) — [ [Ey, dudv,

L7
' . . ’ ..
M (Z dH)—ffEM dide;

on cn tire, & cause de

&X' X @Y @Y &L d

diE T deE’ de T oae’ de T de
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et de I’égalité des limites d’intégration

Ene _ Fxe Exy By By Eyo.
MM M M M M

d’ol1, en remplacant M et M’ par leurs valeurs respectives Vg, Vla’ et By,
Ey, par oP,, ¢'P,, formes équivalentes de (57) (p, ¢’ étant les densités
moyennes), on obtient

(62) P,=P,, P,=PDP, P, = P..

L’indication du thermométre conviendra done au milieu aussi bien
qu’a lui; et cependant les densités, ainsi que les forces élastiques du
thermometre et du milieu, pourront étre tres différentes.

11. Continuons I’étude de ces fonctions P.

Les seconds membres (45) ne sont pas seulement fonctions de «,
Yos 505 1ls le sont aussi du temps ¢, et il en est de méme de leurs déri-
vées; donc les quantités Au, du ne sont pas constantes par rapport au
temps pour un méme groupe d’atomes; elles varient en grandeur avec
le temps z. 1l en est, par suite, de méme des seconds membres de (57),
et il en résulte une nouvelle difficulté pour I'intégration et sommation
de ces quantités. Tl existe cependant une supposition tres simple, (ui
permet d’en tirer une intégrale et est applicable d’'une maniere plus
ou moins approchée a certains cas naturels : ¢’est celle d’une oscillation
rectiligne de tous les centres O de groupes (voir le n° 9), parallele-
ment & une direction donnée. Nous rapporterons alors les centres de
gravité i un systeme d’axes rectangulaires, tel que I'axe des«, y soit
parallele a la direction donnée et nous négligerons les effets de la pe-
santeur. La force élastique variera dans le sens-de l'oscillation, et non
perpendiculairement & celle-ci; les variations des composantes tangen-
tielles sont nulles et la premiere (36) se réduit a

d*X  OEy;

(63) P dx

b

tandis que les deux autres se réduisent identiquement a o, puisque p
et 3 ne varient pas.

Multiplions les deux membres de (63) par % dt, et intégrons depuis
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t = ¢,, instant ol le centre au dé¢but de sa course a une vitesse nulle,
jusqu’a l'instant z =¢,+ v ol le centre a sa plus grande vitesse wu;
changeons en outre le signe de E,,, ce qui revient & supposer qu'on’
prend la force répulsive avec le signe + et qu’ici nous considérons la
force maximum ; nous aurons

4 n - E — l @
(6‘1) sz Eo* ZP dtg,

E, étant la répulsion correspondant au temps z,, et en appelant E la

force élastique moyenne, qui est répulsive et égale & Zzz £ 20 4] vient
2
. . o1 d¥r
(G)) L*—Eofzﬁdrz'

Pour arriver & cette équation, nous nous sommes départis de notre
rigueur de raisonnement; notre déduction n’en a pas moins une cer-
taine valeur, en ce sens qu’elle montre une certaine dépendance entre
les forces élastiques et les forces vives, dépendance sur laquelle insis-
tent les géometres les plus distingués qui se sont occupés de Thermo-
dynamique. Il est méme extrémement curieux que, pértant de principes
entierement différents, ils arrivent 4 une formule a peu pres semblable
a I'équation (65), quoique, toutefois, les vitesses envisagées ne soient
pas absolument les mémes. A ce point de vue, il est utile de rap-
procher ce qui précede des Mémoires XIV et XV de Clausius ('), con-
sacrés a I'explication de la force élastique par les choes des molécules,
a 'évaluation des vitesses et des chemins moyens parcourus par ces
molécules. :

Cette équation (65) entraine encore une autre conclusion : ¢’est qu'il
y a des faits concomitants avec la révolution des atomes éthérés : révo-
lution des atomes matériels, révolution ou oscillation des centres de
gravité A et B, oscillation du centre O; tous sont solidaires et concou-
rent & la grandear de P, seule chose que mesure réellement le thermo-
metre; nous ne pouvons pas dire si ¢’est 'ensemble de ces phénomenes,

(1) Théorie mevanique de lu Chaleur, par R. Clagsius, traduite de I'allemand par F. Folie,
2° Partie, Paris, Eugéne Lacroix, 1869, p. 185 et suiv.
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ou seulement un ou plusieurs d’entre eux, qui produit en nous la sen-
sation physiologique de chaleur.

A la rigueur, on pourrait expliquer les mémes résultats avec deux

parcelles matérielles A et B; mais le nombre de tres grands rappro-
chements serait immensément plus petit, et les oscillations des valeurs
des forces élastiques seraient beancoup plus grandes.

12. Les formules obtenues dans la Section IV sont tres générales,
par cela méme vagues et sujettes 2 des interprétations erronées, pour
peu que 'on commette la moindre inadvertance. On ne saurait done
trop les étudier au moyen des approximations, aussi bien au point de
vue du mouvement des atomes, laissé jusqu'ici de coté, qu’a celui du
mouvement des centres de gravité de molécules étudiés dans les numé-
ros précédents. Prenons, en conséquence, les équations (17) de Ia Sec-
tion 1V et appliquons-les, pour plus de simplicité, & un corps pur a
molécules polyatomiques isolées. Les équations (17) devnennent alors,
en y supprimant 'indice s, remphgant U,z par

s+ Vs-zr( Us+ Voo == T5s+ %sqy Vs ?m, S5+ 'Ysu'):

cty séparant dans le second
de la molécule s,

membre les actions relatives aux atomes

- d* a ¥ =+ n n3' In 2
pa (X B ) 8y a3 e St )
sas3’
d’ Vs d2 s X = n ng'I n
(66) 5"6<Y — ar df:) :5(36’_36)Ei—7’ia!— + 8 (ys+ Bso— ¥s— Bsa) s
soso
dzi‘-; d? G n n n
P’u(l - di2 - ({;(2 >*S("{g' — Vg )Z T :ﬁd‘f +S<zs’+YS'G'_‘zs*‘{sc)m\-w-
5567

Employons, pour les approximations des seconds termes des seconds

membres, seuls capables de

valeurs approchées, les mémes caractéres

qu’au n° 5; nous trouverons
‘ += *n ,u'n‘T'f/
\ S(uy—+ veg— Us— Vsg) X Aruii———'
s s'a’
(67) - Du D2 Du(DxeD:xr Dy D2y +-DsD2z)”
(n+1)
= 82 & Wug g fn e+ e s
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Il est facile de s’assurer que, dans ce développement,

Du
S P g Heng’ fn e

n’est pas nul, car il n’y a pas de symétric, et qu’il est d’ordre *; pa-
reille chose a lieu pour les premiers termes des seconds membres de

a2 d*v dz
66). Or, comme X, Y, Z, =2, 2y, sont des quantités finies, ainsi
dee’ der’ der q
d*as  d*3;

qu’il résulte des numéros précédents, il faut admettre que —-» —2

sont des quantités immensément grandes du premier.ordre et que

b
d*¥s
der
les trois équations (66) se dédoublent en six autres que voiel (on y a
supprimé U'indice s, qui n’a plus de raison d’élre, et écrit 7’ & la place

de ryer) ¢
dz ol — i n I) -
*p'n_?;;—; = S(2g— %5) = H,-S;T—laf 4+ 8= * s thag r%;,
] a — Mno t*n n D
(68) — Py dicib(pﬂ'_—'p )E_H—anj—lt}-—f+SE‘+HnrrHlxa‘fnrn{1’
d na ('na'j n I)"
( e d;{z S(Ya'_\’c)z% f + 82y tna fn Jr
et i
i Az = g Yy [ [ D22 Do (DzD?*x + Dy D*y + DzD*3)
X_W‘_SE Ra rn+1——(n+ ) Fns lr
Ay = Yoy e S [ D2y Dy (DzD?z+ Dy D2y + Dz D2z)
(69) Y — de® ;SZ_—H”— I _(”’+ ) rn+3 ]
diz = ng' )z 2 2 2~
@2 gn b ts [P () De(DeDte o Dy Dty 4 Dapt))
L A W r r

On ne peut récuser la réalité des équations (69) en disant que, leurs
termes multipliés par p, étant immensément petits par rapport 4 cenx
des équations (68), les équations (66) sont satisfaites des que les rela-
tions (68) le sont, puisque les autres parties sont négligeables. En
effet, 1° les développements (67) contiennent toutes les quantités du
second et du troisieme ordre; 2° de plus, des qu'on ajoute entre elles
toutes les relations (66) que peuvent fournir-les divers atomes de la
molécule s, on trouve en premiere approximation précisément les équa-
tions que donnerait I’addition de toutes les équations (6g). Donc I'ad-
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dition des équations (66G) n’introduit aucune quantité du troisieme
ordre qui ne soit déja dans les équations (6g). _

La coexistence des équations (68) et (6g) donne lieu aux tonsé-
quences suivantes :

I. Le mouvement des atomes dans la molécule ne dépend que tres
faiblement des variations des distances moléculaires dans un milieu
assujetti a des lois continues. On peut le calculer a part avec une assez
grande approximation en prenant pour Dx, Dy, Dz des valeurs
moyennes et supposant que les quantités oy — Ogy Bar — Pav Yo' — Yo SONL
les mémes au méme instant dans tout le rayon d’activité moléculaire.
Les vitesses scront des quantités finies, ainsi que nous I'avons déja
reconnu au n° 9 de la Section IV.

I[. Les équations (69) ne peuvent pas contredire les équations (36)
du n* 5. Elles doivent dane se confondre avec elles. Cela peut se faire
identiquement, par exemple dans les corps purs 2 molécules isolées,
composées de deux atomes identiques et ayant au méme instant la
méme distance et la méme orientation dans toute I'étendue du milieu.
1l est évident en effet qu’alors chacun des deux atomes s, s’ donnera
des équations (6g) ou les quantités sommées dans le second membre
seront les mémes, moitié par conséquent de celles que fournira la mo-
lécule; d’autre part, p,= gy = ym; donc les deux atomes donneront
des équations (69 ) identiques entre elles et identiques aux équations
(36), puisqu’il suftira de remplacer dans les premieres p., par ;72 pour
retomber sur les antres. Dans le cas ou les équations (69) ne se con-
fondent pas identiquement avec les équations (36), elles fournissent,
par leur identification, des équations de condition d’autant plus nom-
hreuses que la molécule contient plus d’atomes; si elle en contient
trois, par exemple, il faudra, non seulement que les trois équations (6g)
coincident avec (36); mais qu’il en soit encore de méme pour les équa-
tions (69) correspondant aux groupes de deux atomes, et ainsi de suite.
Le nombre possible d’équations de condition croit done trés rapide-
ment avec le nombre d’atomes de la molécule, et, par conséquent,
Pexistence de molécules 4 nombreux atomes devient de plus en plus
difficile.

13. Javais espéré, pendant un certain temps, pouvoir adjoindre a ce
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travail une sixieme Section, dans laquelle j’aurais traité la propagation
du mouvement a l'intérieur des corps. Malgré mes précautions de
commencer toujours par les problemes les plus faciles, je me suis
heurté au dernier moment contre des difficultés que je n’avais pas
soupconnées d’abord, et, pour ne pas retarder indéfiniment la publi-
cation de cet Ouvrage, j’ai renoncé & mon projet. Je me hornerai a con-
signer ici les prineipaux résultats que j’ai entrevus.

St on nomme mouverment envahisseur le mouvement qui tend a se
substituer a 'autre, qui sera le mouvement envahi, et si 'on désigne les
portions du corps oll regnent ces mouvements par les épithetes qui les
caractérisent, on peut poser les deux principes suivants :

I. Le milieu envahi est séparé du milieu envahisseur par une
couche tres mince ol les vitesses varient d'une quantité finie d’une -
molécule a 'autre dans le sens de la propagation du mouvement; on
peut appeler cette couche couche de raccord.

I1. La surface moyenne de la couche de raccord est normale en cha-
cun de ses points a la résultante qu’y donneraient les vitesses envahis-
sante et envahie.

FIN.
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