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S u l l e  curve r a z i o n a l i  
di uno spazio lineare 

ad un numero qualunque di dimensioni. 

(Di L. BERZOIARI, n Pctviu.) 

i(: noto che i combinanii del sistema lineare md determinato da  d + l 
forme binarie di ordine 12 (n > d) coincidono con quelli del sistema lineare 
mn-d-i conjugato (apolare) al primo (*). I n  linguaggio geornetrico, di  qui 
risulta che, se in uno spazio lineare di d dimensioni si considera una c u r w  
razionale C'Z, di ordine 1 2 ,  resta su essa determinata un'involuzione di or- 
cline r, e di specie n - cl - 1 (che col sig. STAHL diremo fondamentale), i 
gruppi della quale sono definiti dalla proprietà di essere apolari a tutte le 
sexioni piane della curra ,  cioè a tutti i gruppi di n suoi punti chc sono si- 
tuati in un piano (**). 

Quest'irnportante involuzione contiene tutte le proprietà della curva, o 

(#) Questa proprietà, che si estende immediatamente ad  un sistemn di foime con iiii 

iiiimcro qiialiirirliie di varinbili, è s ta ta  dimostrata, pressoclié ne1 inedesiino toiiipo, da  v;wi 
geoinetri : STRPH.LSOS CYPIILISSOS, Mhmire  sur les filisceau& de formes 7iiac~ire.s nynlzt Z W P  

?,z?~ne jncoh'oaiu? (.\Ibiu. pi16;. par divers savaiits, ccc., Paiiis, 12 diccmbrc 1831. toin. 27, 
l~?g. 17), e Sur in thdorie cles formes Oi t~a i~m c t  sur I'éliti~i~zntion (Ailiinlcs sciciltifiqri~s t l ~  

1'Ecole Xorinalc Siipérieiirc, 3." scrie, tom. 1, 1881, yag. 23); Biur .~ ,  CeOw bi~wïre Pbr- 
iizen u t d  die Glcicliung secl~.steia Gracies (Math. =Inn., Ilcl. 20, png. 235, 1SS2) ; FILLSZ 
~IEPER, Apolmitcït eiiztl i.aLloide Czwce)z, Tübiilgeii, 1SS:3, png. 3!). 

(z*) In  qucsto lavoro dcnoto con Si tiiio spaxio lineare di i diiucrisioni; in partico- 
lare  cliiauio pinno iin &-, contenuto iiello spaxio fil  di d diiuensioni, a ciii appartiene C",, . 
Dico iiinltro che ii i i  Si è osczdntore ni1 nnn ciirva in un çiio piinto, qiiando e s w  ha iii q i i ~ l  
1111nto 1111 coritntto d'ordinc i colla c i i i ~ a .  

Annali di Mntenzatica, tom0 XXI. 1 
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2 B e r z o l a r i :  Sutle curve raxiofzali d i  .un0 spaxio lineclre 

pu6 essere stabilita per via più geoinetrica mediante ln  teoria delle oscu- 
lanti (*), come ha mostrato con molti esempi il sig. STARIL (**). Quando sia 
in particolare n = d + 1, l'involuzione si riduce ad un unico gruppo, quel10 
formato dai punti di contatto dei d + I piani ave~it~i colla curva un oontatto 
di ordine d ;  ma il sig. STUDY (loc. cit.), coll'esempio della C3,, ha trovato 
clle, dato allora un punto arbitrario nello spazio, resta determinata sulla curvn 
un'involuzione d i  ordine f i  e di prima specie (***), la quale fornisce le pro- 
prietà più notevoli della curva stessa, e contiene senipre fra'suoi gruppi, qua- 
lunque sia il punto preso, il gruppo sopra considerato. 

I n  due recenti lavori relativi alla Cs, ed alla C2, (****) ho dimstra to  
clie l'involuzione precedente non è altro che l'involuzione conjugata a quella 
che si ottiene tagliando la curva coi piani passanti per il punto dato; ed ho 
inoltre fatto vedere come (sempre ne1 caso di rz = d + 1) tali involuzioni de- 
terminate dai puiiti dello spazio siano intimamente legate con quelle forme, 
che il sig. GROSS ("***") ha chiamato f i l d o n i  generatrici indirette dei com- 
binanti elementari relativi alla curva. 

Ne1 presente lavoro mi occupo di una C" qualunque, e in  prima luoga, 
dopo aver accennato al significato geometricodelle funzioni generatrici divette, 
espongo brevemente come, partendo, al modo del sig. STAHL, dalla considera- 
zione delle osculanti, si possa costruire l'involuzione fondamentale; dimostro 
inoltre che questa possiede in generale un gruppo piano (ed uno s010j nel- 
l'unico caso in cui sia a d  un tempo d pari ed n dispari. In  seguito determino 
il significato geometrico di tutte le funzioni generatrici indirette, dimostrando 
alcuni notevoli teoremi sulle osculanti normali, cioè di ordine d; poscia, ge- 

(") Per qucsta teoria vedansi sol~ratutto STUDY, Ueber die I<nuincurven cierter 
Orclrzung, zzoeiler A r t  (Bericlite ül~er die Vcrh. d. k.  siichs. Gesell. d. W. zu  Leipzig, 
11 gennajo 1886); JOLLES, Die Tlworie de?- Osczclmzten, ecc., Aaclien, 1886, ed inoltre i la- 
vori del sig. STAHL e midi che citerb or ora. 

(**) Gli iiltciressanti lavori del sig. STAHL su questo argomento si trovano nei vo- 
luini 101 e 104 del Criornale di CRELLE, e triittano delle curve piane degli ordini 3, 4 c 5, 
e delle curvd gokibe degli ordini 4, 5, 6 e 7. 

(*kX) Un caso particolare di tali involiizioni relative alla C3, (quella determinata da1 
p11nto tli concorso delle cordc principali) crn gii stato prima trovato da1 sig. BERTINI 
(Reiidic. del R. Istituto Lombardo, 20 giugiio 1872). 

(***a) Sui cmnhimnti dei sistem' di fo?wze Oiiznrie, ecc. (Aiindi di Mateiiz., serie II,, 
vol. 20, 189.3, 5 5)  ;, ~%lz,r.  CurWt [te/ terz 'orch? dotcita di ztiz puizto dopp" (Rendit. del 
R. Istitllto Lombardo, 14 11i;lio 1892). 

(**a**) Gnoss, UeOer die Conzbinaizte~z 6inarer For~neî~.s!/sleme ecc.. Iilaii~ural-I)isscr-. 
tntioll, Stiittgart, 1587, c llatli. Ann., Bd. 32, 1888 
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ad uxz numcro qu.alungz6e di dimensioni. 3 

neralizSando i ricordati risultati contenuti nei lavori del sig. S r m ~  e niiei 
(relativi ai casi di h = 1, e d = 2,  n = 3; d - 3, n = 4), trovo che in ge- 
nerale, dato un SI,-, qualunque (lz r- d t 7t 3 l), viene determinata sulla curva 
un'involuzione .[Sh-i]",-d+h-i di ordine n e di specie 1 1  - d + Ji - 1, la  quale, 
qualunque sia 1' Sh-., da cui si parte, contiene fra' siioi gruppi tutti quelli del- 
l'involuzione fondamentale. L'involuzione [f$-i]y'a-a+h-, , a cui si perviene 
geometricamente colla considerazione delle osculanti, e di cui ho pure asse- 
gnata un'altra costruzione molto semplice, non è che I'involuzione conjugata 
a quella che s'ottiene tagliando la curvit coi piani passanti per il dato SIL-, . 
Uguagliando a zero 1' ( l z  + l)ma funzione generatrice indiretta, in cui si siano 
sostituite le coordinate dell' Sb-,, si ottiene appunto 1' equazione della detta 
involuzione, cioè la  relazione cui devono soddisfare n - d + h punti appar- 
tenenti ad uno stesso gruppo della medesima. Se invece si suppongono dati 
valori arbitrari ai parametri di quegli n - d + h punti, In stessa equazione 
rappresenta, in coordinate di Sr,-,, un certo S d - h ,  deterrninato dalle osculanti 
norrnali di  quei punti, presi ad n - d +- 1 per volta. 

Da  ultinio determino i gruppi neutri dell'involuzione fondamentale nonchè 
delle involuzioni [Sh-l]nn-dtn-l, e stabilisco alcune proprietà dei gruppi piani 
di queste ultime: proprietà che sono differenti secondo che tanto d: quanto fi 
sono pari od impari. 

Parecchi dei risultati precedenti si possono stabilire per via puramente 
geometrica, considerando (come ho fatto specialmente nei n.i 5 ,  6 e 12) la 
curva 19% come projezione di una curva normale di ordine 12 di uno spazio 
ad n dimensioni: con qiiesto rnetodo tutte le involuzioni, di cui soprn si è 
discorso, derivano da alcune semplicissime e ben note proprietii dell'ultima 
curva. 

1. In uno spazio lineare Rd a d dimensioni le coordinsbte omogenee 
del punto corrente h della curva C n  siano espresse da 

t! si abbia simbolicamente 

L a  curva possiede ( G ~ o s s ,  loc. cit.) d + 1 funzioni generatrici dirette 
G', Gr, ,  ..., Gd- , ,  G d ,  una qualunque delle quali, per es. la (Y + l)"", si 
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cleduce da1 determinante 

dividendolo per i detesminanti (1' A"). ... Da cib risulta sen2 altro : 
L'equaxione G' = O dù la condixiwe perchè i d + 1 putzti dellu czcrva, 

dei quali nell' epuaxione stessa J i g u ~ a n o  i parametri A', ... , ?.(""), siano 2.12 uno 
stesso piano. 

L' equaxione 
Gr,=0  ( r = l , 2  ,..., cl) 

vappvesenta, i n  c o o d n a l e  d i  Sr-, (*), 1' Sa-, cleternzillato dai  d - r -+- 1 p m t i  
della cul-na, d i  cui nell'equaxione stessa compujow i pa~*umei?t.i, ci02 è sod- 
disfatta dalle coordinate locali di tut t i  g l i  Sv.-, aventi ckscuno u n  punto co- 
lîzzlne col l' Sel-,. considerato. 

In particolare, E'equaxiotze Gd = O rappesen ta ,  in coo~dinate d i  piatzi, 
i l  punto h della curva. 

Rappresentando simbolicamente con an,, il primo membro, e chiamando 
u.,..., ud+, le coordinate omogenee di un piano, si avrh quindi 

d+1 - z1.f (A). G d = u n 1 - +  I i 

2. La  ciirva C d ,  ha pure (Gaoss, loc. cit.) d + 1 funzioni generatrici 
indirette r', I", ,..., r ' d ,  e, volendo trovarne 1' interpretazione geometrica, co- 
minciamo a considerare la r', richiamandone il modo di generazione. Siano 
y , ,  ..., y,-d le forme binarie di grado n apolari alle d + 1 forme f i ,  e colle 
rnedesime si formi il determinante 

' y, (A') . . . . . . . . a .  y,-d (A') 1 

(*) Cima le coordinate di un Si e le relaaioili a cui esse soddisfaniio, veclasi D 'Ovr~ro ,  
L e  funzioni metriche fondamentali neyli .yazi di quanb si vogliano dzrnensioni e di cur- 
vaturn costante (Nein. della R. Adcad. dci Lincei, serie III, vol. 1, 1877). 
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Dividendolo per i determinanti (A' A"),. . . , e rappresentando il quoaientc 
coine funzione dei coefficienti delle fi (cib che è possibile in virtù delle rela- 
aioni bilineari che, per l'apolarità, lianno luogo fra. i coefficienti delle f i  e 
quelli delle yh), si ottiene la funzione clle si è chiamata r'. Ora il sistema 
liiieare determinato dalle forme yb rappresenta manifestamente l'involuzionc 
fondamentale, e I'equazione I" = O d à ,  com'è noto, la condizione perché i 
parametri A',.. . , 2(n- f l  siano radici di una stessa forma di quel sisteina linearc, 
laonde : 

L'equaxiolze I" = O esprime la colzdixione perchè ylli l z  - d p u n t i  dellc~ 
c u ~ v a ,  d i  cui essa cojztiene i yavumetr i ,  cq~pci~*tetzga~zo ad uno stesso 91'uppo 
dell'involuxio~ze fonda~mzta ie .  

3. I n  cib che segue rappresenteremo col siinbolo [A', . . . , I . ( ~ L  r ) ] ,  I'oscu- 
lante mista dei punti A', . . . , À b  -Y) della curva, ossia la curva razionale d' or- 
dine r ,  il cui punto corrente A ha per equazione 

Consideriamo ora l'osculante [i,', . . . , An-rE--l)]a+,: è noto (*), e si dinlostra 
del resto assai facilinente, clle essa contienc d + 1 punti staxiomwi, ci& tali 
d ie  per ciascuno di essi esiste lin piano (staaiorzavio) avente ivi colla, curvit 
un contatto di ordine d ;  si trova subito clie i parametri di tali piinti sono 
dati dall' equazione 

Iaondc questi punti e gli n - cl - 1 punti dnti sono rappresentati conîplessi- 
vamente dalla seguente equazione in A :  

(1 A'). . . (1 A(" -"il) Ilid ' ' = 0. 

Ora il primo nlernbrn è apolare a ciascuria delle forme f i ,  epperb: 
D a t i  12 - d - 1 punt i  qucilunpue s o p a  Cr',, i d + 1 p u ~ z t i  d i e  cou cssi  

costituiscono ufz gruppo dell'involuxione fondanzentale hanno per pa?wweh.i  
quelli  dei  punt i  stuzionari dell'osculante mis ta  d i  o d n e  d + 1 dete~1ni?zata 
d a i  punt i  cons ide~ut i .  

4. Indicando con A', . . ., A(?&) i parametri di punti di Cczn formanti 
uu gruppo dell' involuzione fondamentale, avremo identicainente , qualunque 
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siano le t l i ,  

CL .,*.. a )=o.  

Se poi p' è il parametro di uno dei punti stazionari dell'osculante [A', . . . , 
A(n-d-l)]d+i, 17 osculante normale [A', . . . , A(&-d-'1, sarà contenuta intera- 
mente ne1 relativo piano stazionario. Ora il punto corrente 1. di questa curva 
lia per equazione 

ai, . . . a X ( , , - ~ - i )  a ad, = O ,  

quindi, se ne1 primo membro in iuogo delle u; si sostituiscono le coordinate 
del detto piano stazionario, esso si annulia qualunque sia 1.. Si ottengono iii 
ta1 modo le equazioni seguenti: 

C L X , ' . .  CLX(,,+,) CL a K = O 
p. i e / 

(r = O, 1 , .  .. , d), \ 

le quali, in virtù dell'identitk (l), equivalgono soltanto a d,  e possono servise 
tl determinare le coordinate del piano stazionario considerato. L a  simmetria 
delle (2) rispetto ai parametri hi,. . . , A(n-d-J), fornisce il teorema seguente: 

Sin dato u n  gruppo qua luwpe  dell' involuxione fmdanzentnle , e di esso 
si  considerino rc - d punti qualunyue: questi, p ~ e s i  ad n - d - 1 per volta, 
determinano n - d osczclanti miste cl'ordine d + 1, le quaii hanno tutte uu 
picnno staxionario comune; esso tocca ciascuna ne1 punto nvente per parametro 
quello del punto rimanente. 

Chianiando p", . . . , p(dti) gli altri punti della curva che completano il 
gruppo sopra considerato del17involuzione foiidameutale, dalle (2) seguono suc* 
cessivamente altri d - 1 gruppi di equazioni, di cui uno qualunque è il se- 
p e n t e  : 

K i , .  . . CLi(,, d-1) 4..  . . a p  0.; CL d-r-k+i = 0 

(?.=O, 1 ,..., d-k+l). 
Le sue d - k + 2 equazioni, in virtù della (1), equivalgono a sole 

11 - h: $. 1, e dicono che, se di un gruppo dell' involuzione fondamentale si 
considerano n - d -f le - 1 punti qualunque, essi, presi ad n - d per volta, 
determinano ogni volta un piano ne1 modo indicato da1 teorema precedente: 

questi ('" - cl + l) piuni passano tutti  per u n  medesirno quello ap- 
n - d  

puiito ;lie è rappresentato dall'ulti~iio gruppo di equazioni. 
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ad u n  numero qualunque d i  dimensioni. 7 

Raccogliendo, si pub enunciare la proprietà seguente: 
Dut i  rn punti della c u w a  costituenti un gruppo pualunpue dell'irzvolel- 

xione fondamentale, essi, presi ad n - d pet. volta, determinano ogni volta 

u n  piano, nel modo sopra indicdo:  g l i  piani che cosi in tutto si  otten- (3  . . 

gono sono le facce d i  ztn ennagono completo. 
1 vertici di questo ennagono si possono coordinaïe ad uno ad uno ai 

puuti del gruppo considersto, intendendo che ad ogni vertice renga coordi- 
n a t ~  quel10 fra i punti del gruppo, che, unito con altri n - d - 2 punti 
qualunqiie del gruppo stesso, non dà mai luogo ad un'osculante di ordine 
d +.1, di cui un piano stazionario passi per il vertice considerato (*). 

3. Ai risultati precedenti si pub giungere anche colla pura geometrin, 
immaginando (**) che la C d ,  sia ottenuta projettando in R d  da uno spazio 
lineare ad n - d - 1 dimensioni (che in tutto il seguito terremo fisso e de- 
noteremo con Zn-d-*)  una curva normale Cn, di ordine n di uno spazio li- 
neare Rn ad n dimensioni passante pei  Rd e per &-d-i. Secondo che n è 
pari od impari, la Crin determina (***) una polarità rispetto ad una qun- 
drjca P passante per la curva, oppure un sistema nul10 O, e se diciamo & 
10 spazio che per ta1 modo è conjugato a Z,-a-,, le involuzioni che si otten- 
gono tagliando C'nn cogli Sn-, passanti per ,Zn-+{ e per Za sono fra loro 
conjugate (Cfr. CASTELN~OVO, Ioc. cit., €j 2.). 

Di qiii risulta che l'involuxz0~ze fondamentale s o p a  Cd, s i  pu6 ottene1.e 
tagliando C9%, cogli Sn-, passanti per L,l e projettando le intemezioni da 
&2-d-i SOp1"a Rd. 

Un'osculantk qualunque [A', . .. , h(r)]n-r di Crin è una curva normale si- 
tuata i n  un Sn-,, il quale è lo spazio comune agli Sn-i osculatori a Cn, nei 
punti A', ... , À ( r ) :  projettando questa curra da Zn-d-i SU Rd, si ottiene l'oscu- 
lante [l.',. .. , hcr)],-,. di Cc. Yresi allora 12 - d punti di Cf", situati in un 
Sn.-, passante per &, gli Sn-{ che osculano Can in quei punti si tagliano in  
un Sd avente un punto comune col 2 ~ - ~ - i ;  la pïojezione di tale b'd da 

(") Cfr. STAHL, UeOer die Ftnul~cmentnlirzvol?~tio~zen ouf rationalen Czwocn (Gioriiale 
di CRELLE, Bd. 104, 1888). 

(**) VEROXESE, Belrandltcng der projecli~isc7ien Verhcïltnisse, ecc. (Xntli. Ann., Bil. 19, 
1881, pag. 208). 

(***) CLIFFORD, loc. cit., pas. 668-669. - Vedi pure Cns~ic~xuovo,  Stictlio dell'invo- 
Zuzione genemle szclle cztrve mziorztili, ecc. (Atti del Tt. Istitiito Veileto, tom. 1. selaie TI. 
lSSG, $ 1). 
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8 Ber x o  1 a r i: Sulle curve ? . a x i o d i  d i  z c m  spaxio litteare 

dà quindi in Rd un S d - , ,  che manifestameiite è un piano sta.zionario per tutte 
le osculanti di ordine d + 1 determinate dalle projezioni degli n - d pimti 
dati, presi ad n - d - 1 per volta. 

Presi poi sopra C" ?a punti costituenti un gruppo dell'involuzione fon- 
damentale, i punti corrispondenti di Cnn saranno i punti di contatto degli 
Sn-, osculatori a Cnn, uscenti da un determinato punto A di B n - d - l .  Gli 8% 
che questi Sn-i, considerati ad n - 1 per volta, hanno in cornune, formano 
un n-spigolo completo avente il vertice ne1 punto A ,  e, projettandone gli n 
spigoli da S U  Rd, si hanno i sertici dell'ennagono conlpleto di cui si 
parla ne1 'numero precedente. 1 teoremi ivi contenuti sono dunque dimostrati. 

6. Cerchiamo se fra i gruppi dell'involuzione fondamentale qualcuno . 
abbia tutti i suoi punti in un piano. Perchè ci6 possa accadere è intanto ne- 
ccssario clie lz sia dispari; in tale ipotesi sia 

l'equazione di un piano: esso taglia C d n  nei punti i cui parametri sono le 
radici dell'equazione 

d ~ l  
ani, = O. 

1 

Volendo determinaïe le ui in modo che il primo membro sia apolare a 
tutte le sezioni piane di  C R ,  seriviamo dapprima le condizioni perchè esso 
sin apolare alle seziorii fatte coi piani fondamentali xi = 0,. .., r d  = O, ossia 
a ciascuna delle forme an,,x, ..., u n d ,  1. Ponendo 

Ars = (a, a,)'", 
di guisa che sarà 

A r s  - As,, 

ed diminando le ui dalla (3) e dalle d equazioni di condizione, si ottiene: 

0 r a  se cl è impari, il coefficiente di a , l ~ ,  in  qiiest'equazione è un deter- 
minante gobbo simnietrico di ordine impnri cd é quincli nullo: in ta1 cas0 
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ad z~ nzlrnero quülunque d i  dinzensioni. 9 

pertanto il piano rappresentato dalla (4) passa per il punto x, = . . . = xd = O 
e nell'involuzione fondamentale non esiste alcun gruppo piano. Se al con- 
trario d è pari, il piano (4) non passa, in genemle, per il punto ora nomi- 
riato, quindi la sezione fatta nella cwva da quel piano, essendo apolare a 
d + 1 sezi8ni piane linearmente indipendenti, è apolare a tutte. Si conclude 
dunque: 

L' involz~xio~ze fondamentale possiede in generale un gruppo piano (ed 
uno soltanto) nell'unico cas0 in cui siu ad zcn tempo d pari ed n impari. 

Alla stessa conclusione si perviene immediatamente riprendendo le con- 
siderazioni del nuinero precedente. Dato un Sn-, passante per &,  gli n punti 
in cili esso taglia Caqk verranno projettati da in rz punti di C" si- 
tuati in un piano, soitanto quando 1' ,%-, considerato passi per &-d- i )  cioè 
qiiando gli spazi Zn-d-, e 8,1 si taglino. Ora, per note proprieth, cib non pub 
accadere se n è pari, poichè in ta1 caso quei due spazi sono conjugati ri- 
spetto alla quadrica 3' (*); quando n invece sia impari, quegli spazi sono 
conjugati ne1 sistema nul10 0,  eppe1.b si tagliano, necessariamente, ne1 solo 
cas0 in cui l'uno, e qujndi anche l'altro, sia ad un numero pari di dimen- 
sioni, quando cioè d sia pari. 

7. Sulla curva C" si considerino n - d + 1 punti qualunque A', . . . , 
; , ( ; - f i l ) ,  i quali, presi ad n - d per rolta, determinano n - d 4- 1 osculanti 
normali. Fissandone uns ,  per es. la [A', ..., i.(n-d)]d, le coordinate del silo 
punto corrente h sono 

2 . f  u i, 1, a< 
dl a C2 ai, 1 

( k l ,  2 ,..., d + l ) ,  

e perb le coordinate del suo piano osculatore ne1 punto avente per parametro 
i , ( g t - d + ' )  (cioè quel10 del punto che si è trascurato) sono 

e la loro sinimetria rispetto a Ir , . . . ,  A(%-"+') dimostra il teorema: 
Dati 9. - d + 1 p w t i  qzialuazque sopru C",, essi, presi ad n - cl pel* 

(x) Circa le quadikhe di uno spazio lineare qualuncliie vedansi VERONESE, loc. cit., 
Al~sclinitt III, e SICGRE, 8tuchb sulk qundyiche itz uno spuzio Zineam ad un Izufl2el.O 
qunluizyue di climcrzsio~ai (Mem. della R. Accad. delle Scienze di Torino , serie 11, 
toin. 36, 1881). 

Annnli di ~Vutematica,  tomo XXI. 2 
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10 B e r  x o  l ar. i :  Sulle cuwe  ~ n x i o n a l i  d i  ulio spaxio 1itzeat.e 

vol ta,  cleternzinano n - d + 1 osculunti normali,  le quul i  hanno un piano 
osculatore cornune; questo oscula ciasczcna ne1 punto che I~r l  peî' parumetro 
quello del punto rimanente. 

È altresi da notare che in ta1 piano tutte le osculanti ora nominate hanno 
pure in comune 1' osculante [?.', . . . , h(n-d+i)  I d - ! ,  che è una curva normale del 
piano stesso. 

L'equaxione del piano suddetto s i  ottiene ztgz6agliando n xero la fzrnxiolze 
generatrice i n d i ~ e t t u  r', , f c ~ ~ ~ ~ z c t t a  coi par.anzetri A', .. ., i,('"-"+') dei p t t i  s o p m  
considera ti. 

Per  convincersi di cib basta tener presente il modo con cui si forma la 
funzione r',, e far uso di un teorema generale dovuto al  sig. STEPIIANOS (AG'- 
moire sur les faisceaux, ecc., loc. cit., pag. 22); ma su questo non mi fermo 
più oltre, poichè avrb ocoasione di ritornarvi ne1 n." 11 per altio fine. 

1 ragionnrnenti fatti sopra si possono proseguire, considerando sulla curva 
n - cl + 2 ,  n - cl $ 3 , .  . . punti qualurique, e si perviene cos) al teorerna 
generale : 

Dat i  n - cl + IL punt i  quuluiaque sopra Ccl, ( n  d % h 2 l), prenden- 
doli  ad  n - cl + 1 p w  volta, essi de t eminano  ogni volta u n  piano, uel nzoclo 

indicato poc'anxi: gZi ( n  B!: ') piuni che cosi s i  ot tengom passano tu t t i  

yer zcno stesso Srldh; essi sono inoitre le facce d i  u n  moltispaxio cornpleto CO-  

stituito d i  1.2 - d f Ib  spazi Sd 1,+, ed nvente per sostegno l' Sel-,,, cioè S O T L O  

i piani clze contengono, i.r~ tut t i  i 17zocli possibili, h - 1 d i  questi S , Z - - I ~ + ~ .  

Gli Srl-k+l del moltispazio precedente si possono coordinare ad uno ad 
uno agli ri. - cl $ IL punti dati di C",, intendendo che ad  ognuno degli S , ~ - T ~ + ~  

si faccia corrisyondere quello fra i punti dati, che, unito con altri n - d qua- 
lunque, non determina mai, ne1 modo sopra esposto, un piano passante per 
1' Srl-h+i considerato. 

L'epuctzione clte 1.istclta rcyuayliando a x w o  2' ( h  + l)"a funxione gene- 
ratvice i n d i ~ e t t a  r',,, nella quale s i  siano sostituiti i parametri tleyli n - cl + 72 
purzti dati ,  ~ a p p e s e n t u ,  in coorditzate d i  Sh-!, 70 spaxio norninato cioè 
soddis f a t t a  dalle coordinute d i  tzctti g l i  &-l aventi zen putzto cornune coll' Sd-1,. 

L a  prima parte si pub anche enunciare dicendo: 
Dut i  szrlla c u w a  n - d + k punt i  quabumpe, considerandoli ad n - d $- 

IL - 1 per tiolta, essi determinano 1% - cl + h osculanti miste d i  ordi~ze 
d - Ib 4- 1, le qztali posseggolzo u n  Scl-l, oscudatwe conzuue; qzcesto osczcla 
c i m c u m  ne! pzmto aceîzte pet. pur.amet7.0 quel10 del punto trasczernto. 
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r d  urz numero yualtcnqzce d i  dimeizsioni. 11 

Lo spazio Sd-7L ver& detto coordinato al gruppo degli n - d + IL punti 
dati sopra Cd,. 

8. Le  equazioni dell' Scl.-7t si possono stabilire ne1 modo seguente, da 
cui si ricavano ulteriori conseguenze. Fissati ancora sulla curva n - d  + h 
punti qualunque i.', .. ., 'i.c?~-d+" si consideri I'equazione 

E~!.. . r - p r r d  2,) aid-IL = O 7 

che per chiarezza scriverb cosi: 

rappresenta il punto 1. corrente sull'osculante normale [?,', ..., I("-c')]~, è cliinro 
che, dati i parametri if,.. ., e A ,  la (5) rappresenta ii punto cornune 
al10 spazio SI, osculatore alla detta osculante ne1 punto A ,  ed ai piani oscu- 
latori alla medesima nei punti h(n-d+i), ..., I,(l~-d+") (piani che hanno in co- 
mune un Sd-& L'equazione (5) sarà. soddisfatta, in particolare, dalle coor- 
dinate di questi R piani, e cib per qualunque valore di A. Avranno dunque 
l u o p ,  per le coordinate dei piani stessi, le identità 

La simmetria delle medesime rispetto'a tutti i parametri ?, prova che i 
piani, che si ottengono ne1 modo ora e~posto eseguendo tntte le possibili per- 
mutazioni delle 1, passano tutti per i d - h + 1 punti rappresentati dalle (6 ) ,  
e quindi per uno stesso Sa-7,, cioè quel10 determinato dai punti stessi. 

9. 1 piani precedenti sono in numero di e poichè per 

n cl questo numero non è minore di I l ,  10,spazio Sd-h comune ai piani 
stessi viene certamente da questi determinato. Ora le (6) si possono compen- 
diare dicendo che, quando per le ui si sostituiscano le coordinate di uno 
qualunque di quei piani, riesce identicamente nulla, qualunque sia 1, la forma 
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ossia dicendo che il gruppo dei punti presi A', ..., A(n--"i-") è apolare al 
di n punti che si ha secando C'ln con uno qualunque di quei piani, 

- 

gr"p1'0 
epperb, 

per l'osservazione premessa, con uno qualunque dei piani passanti per 1' SCz-k 
determinato dai piani stessi. Pertanto possiamo dire: 

Dati n - d + h punti qualzsnque J i  C" (n 3 cl 2 h 2 l), i l  grzippo c7a 
essi costituito è apolare a tutti i gruppi d i  rc punti die si otlenyono tagliando 
la curva coi piani passanti per 2' Sd-h coordinato al gruppo dato di pzinti. 

10. Dato a d  arbitrio un SI,-,, esistono mn-"+-i gruppi di  n - d + h 
punti della curva, il cui Fd-h coordinato abhia un punto comune coll' Sr,-i. 
Irivero se in 

= 0 

supponianio sostituite le coordinate del dato Slt-,, otteniamo un'equazione di 
grado d - IL + 1 rispetto a ciascuno dei parametri A', ..., i,(gl-"+Jl), di modo 
che, assegnati valori arbitrari ad  92 - d + 72 - 1 qualunque di essi, restano 
determinati d - 1b $- 1 valori del rimanente: la  proprietà eiiunciata ha  allora 
luogo in virtù di quanto si è detto alla fine del n." 7. Si  h a  pertanto il teo- 
rema generale : 

Fissato i n  Rd uno spaxio lineave qualunque S,,-,, vesta determinata 
s o p n  C" un7inz;oluxione [f$L-l]nn-d&-l di ordine t2 e di  specie n - d + h - 1, 
un gruppo qualunque della quale gode della proprietà che 20 spaxio Sd-l,, 
coordinato ad un gruppo arbitvario d i  n - cl + h fi.a7suoi punti)  ha ujz 
punto comune col dato Sr,-,. L'equaxiolze d i  tale involuxione, ossia la relu- 
xione che intercede f r a  n - d + h punti appartenenti ad u n  suo gruppo, si 
ottiene uguugliando cc zero la furtxione Sr,, nella quale si siano sostituite le 
coordinate del dut0 Sr,-,. 

Si pub inoltre dimostrare che Z'involuxione stessa é conjugatu a quellu 
cke &&a tugliando Cdn coi piani passanti per i l  dato Sh-i; da1 che segue 
che, qualunpue sia questo SI,-,, essa contiene fra7 suoi grzcppi tutti yuelli 
dell'involuxione fondamentale. 

Invero, considerando un gruppo qualunque della detta involuzione e sce- 
glierido n - d + h de7 suoi punti, ad essi è coordinato un Sd-h avente un 
punto comune col dato Sh-i,, e giacente quindi con questo in un piano de- 
terminato. Tale piano, per il teorema del numero precedente, taglia CG in n 
punti costituenti un gruppo apolare a quel10 degli n - d + h punti conside- 
rati, e percib apolare anche all'intiero gruppo fissato del17involuzione, Que- 

st'ultimo è pertanto apolaie a ciascuno degli ( à ~ à )  gruppi di e punti dr-  
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terminati, ne1 modo ora esposto, da piani passanti per il dato Sr,-,. E poichè 
dall'essere n i d 3 h segue 

ed i piani passa.nti per un SI,-, sono ood--h, il gruppo considerato sarà apolare 
a tutte le sezioni fatte in C d ,  coi piani passanti per 1' Sh-i. 

Il. Dell' ultima proprietà è utile esporre anche la seguente dimostra- 
zione analitica, la quale deriva immediatamente da una forma notevole che 
si pub dare alla funzione rfh. Ricordo a tale scopo che la r'r, si costruisce 
applicando a d - h $- 1 qualunque fra le forme f i@) 10 stesso procedimento 
che gi8 si è indicato al n." 2 per avere la r', orlando poscia h volte la fun- 
zione cos5 Ottenuta, ed aggiungendo al risultato tutti i termini analngbi. Ap- 
plicando allora il teorema del sig. STEPHANOS a cui si è alluso ne1 n.' 7 (e 
l'applicazione è lecita, poichè i numeri k: ed m di questo Autore qui valgono 
rispettivamente d - 12 ed r v ,  epperb la condizione m >  k è certamente sod- 
disfatta) otteniamo 

. . . . . . . .  A ,(O) A("&+ i 1 
1 

dove in generille si B posto 

e (x',, ..., xgd+,) ,..., (xi(k),. . . ,  x ( ~ ) ~ + J  denotano le coordinate di IL punti che 
determinano Io spazio Sh-,. Se per semplicità supponiamo poi che questi punti 
siano quelli che hanno tutte le coordinate nulle, all'infuori rispettivamente 

... della (d - h f -  2)ma,. (d + l)ma, la r ' h  assume la forma assai semplice 
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che si pub altred sviluppare corne segue: 

Cib posto, per dimostrare la proprietà di cui si è parlato in principio, iiidi- 
chiamo con i,', .. . , I(n-d+h-i) i parametri di n - d + h - 1 punti arbitrari 
di 19%: ad essi, mediante l'equazione reIz = O ,  corriapondono d - h + 1 punti, 
che coi prinii forrnano un gruppo dell' involuzione [SI,-,] n,-d+h.-, . Possiamo 
dunque dire che un gruppo quahnque di tale involuzione è dato dalle n radici 
della seguente equazione in A:  

dove in PI, in luogo di ?J'l--Gf) si sia posto 1. Ora, se per I"h ,assumiamo 
l'ultirnn delle forme date sopra, riesce évidente che il primo membro del- 
l'equazione ora scritta è apolare a ciascuna delle forme fi,. . . , fd.&+,, che 
sono determinate dalle intersezioni di Cdn coi piani x i  = O , .  . . , xd-hci = O 
individuanti 1' SI,-1. 

13. La considerazione della (7) permette d'indicare una costruzione 
assai semplice (e di cui ci serviremo ne1 n." 16) dell'involuzione [Sh-i]nfi-d+h-i. 

Siano A',. .., l(n-d+h-1) i parametri di n - d + lz - 1 piinti qualunque della 
curva, i quah determiriano l'oscuhnte [A', . . . , A(n-d+h-i) Id-h+i. Mantenendo le 
ipotesi e le notazioni del numero precedente, un pia.no qualunque passante per 
1' Sh-j  è rappresentato dall'equazione 

c taglia quindi la dettn osculante punti forniti da 

Volendo che il detto piano abbia coll'osculante lin contatto di ordine 
d - 1b ne1 punto di parametro Ala-dtW, avremo 1, d _ h f 1 equazioni ' di 
condizione 

da cui eliminando le si si ha nppunto, ne,la forma (7), 
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Pertanto, d a t i  n - d + IL - 1 pzinti q u a l u m p e  sapa Cczn, i punti ,  clte 
colt essi costi fz~iscono z r n  g ~ z q p o  de71'invoZz~~ione detesminuta  du dnto SI,-, , 
Imimo per p a s a m e t ~ i  quel l i  dei  p t m t i  d i  contutto de i  piani passant i  per 2' Sh-, 
ed avent i  u n  corbtatto d i  ordifze d - h coll' osculante rnista d i  ordine d - h + 1 
detesrninata clai p u d i  considemti .  

Se poi ci riferiamo d i  nuovo al metodo indicato ne1 n.' 5 ,  risulta dalle 
proprietà precedenti clle l'involiizione [S18-j]'Zfi-d+h-i pub venir generata corne 
segue. Entro lo spazio ZCl si fissi uno spazio lineare qualsivoglia &-h di d - IZ 
dimensioni, e dicasi qn-d+h-i il suo spazio conjugato (rispetto ad F od a 0 ,  
secondo che n è pari od impari), che passerà per Y n - d - i .  Gli Sn-< passanti 
per &-I, determinano allora sopra CR, un'involuzione di ordine fz e di specie 
$2 - d + k - 1, la quale, projettata da &-d--, in RC1, diventa l'involuzione 
[Sl~-,]'~-rz+l,-,. L' SI, -, di cui si è parlato nei niimeri precedenti é 1' interse- 
zione di Rd con 2, d+h-, .  

13. L'involuzione fondamentale, come risulta da  teoremi generali ben 
noti (*), possiede (n - d) (d + 1) punti ( n  - +pli, i quali , dovendo (**) 
coincidere coi punti (d + 1)-pli dell'involuzione conjugata, non sono altro cl-ie 
i punti di contatto dei piani aventi con Ccz,, un contatto d'ordine cl. Per  la 
stessa ragione l'involuzione determinata su C d ,  da un SI,--, possiede (pz - d  + h) 
(d - h -t 1) punti (n - d + h)-pli, i quali coincidono coi punti di contatto dei 
piani passanti per 1' SI,-, , ed aventi colla curva un contatto d'ordine cl - h. 

14. Data un'involuzione di ordine ?a e di specie T c ,  direino col si- 
gnoï WEYR (***) che k elementi forrnano un gruppo  neutro  della medesirna 
quando essi, insieme con un elemento ulteriore arbitrario, determinano un 
gruppo dell'involuzione. Volendo trovare il sjgnificato geometrico dei gruppi 
neutri nelle involuzioni sin qui aonsiderate, conviene premettere Isa ricerca 
seguente. 

Dati sulla curva Y punti qualunque A', ..., À(r), essi determinano l'oscu- 
lante [ I L r , . .  ., ?,(r)],-,., la quale, quando siano soddisfatte certe condizioni, potrà 

(*) Cfr. BITTAGLISI, Sfille forme bWzaric d i  grndo y u n l ~ q u e  (h t t i  della R. Accad. 
delle Scimze Fis. e 'tiat. d i  Kapoli, 1867, vol. III, pag. '30); 1 h .  WEYR, ueielicr Imolu- 
tioncn sz-tcn Gmrles zml R-to- Stufe (Si tz iqsh .  dcll'Accad. di Vieilna, tom. 79, 17 aprilc 
1879, pag. 684). - Una dirn~st~azioiie piii geometrica di qoesto e di altri risultati tro- 
vnsi ne1 citato lnvoro del sig. CASTELNUO~O. 

(**) Cfr. i lavori g i i  ricortlati di STEPHAXOS, BRILL, MEYER c CASTELNUOV~. 
(***) Loc. cit., 10. Il coiicctto di griippo rieutro 6 stnto p i  geriernlizzato dnl si- 

gnor C.~STT".T.NITOVO n c l h  llcinnrin citntn. 
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16 Ber z O lu r i: Sulle curve mzionali d i  zdno spaxio linease 

giacere in uno O più piani: si tratta di determinare la diinensione e la classe 
della varietà costituita da questi piani al variare degli r punti sulla Cd, .  h 

... ta1 fine osserviamo che, se u,,. u,l+, sono le coordinate di uno di tali piani, 
esse devorio soddisfare, per qualunque valore d i  1, all'equazione 

Debbono dunque aver luogo le seguenti relazioni: 

t 1 d - (n - r + 1) rapporti delle u; che, in virtù di esse, restano tuttom 
arbitrari, dipendono inoltre dagli 1- parametri l,',. .., ?.(y), epperb, volendo cbe 
i piani di cui si tratta siano al più co" dovremo supporïe 

Quando sia n = 2r - 1, si possono attribuire alle u; valori quali si vo- 
gliano, e le (8) determinano allora, in generale, un sistema unico di valori 
per le funzioni simmetriche delle 1: esiste puindi allora, in generale, una ed 
una sola osculante vtista d i  ordine vt -- r ,  situata ifi un piano dato arbitra- 
riamente. 

Se invece 12 2 2 r ,  eliminando dalle (8) le r + 1 funzioni simmetriche 
omogenee delle ?,, risulta che devono essere nulli tutti i determinanti di or- 
dine r + 1 tratti dalla matrice 
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Il problema proposto si risolve d o r a  immediatamente npplicando un noto 
risultato, del quale il sig. STAHL ha dato recentemente (*) una dimostrazioiie 
assai semplice; si ottiene cos]: 

Qzcando sia n z 2 2 > n - d + 1 ,  i piani contefienti le oscdanti lîziste 

d i  r punti d i  utza curva Cdn formafi0 tlnu varietà d i  d - " r ~  + 2 r - 1 di- 
mensioni e d i  classe ('"- : ' ') , eioè sono tuli cke per ogrzi S+n+3r-z $&@ 

n - r + l  passano ( ). 
Se è Znvece 2r -- n - d + 1 (ne1 quul cas0 la prima condixione 9% 2 Y 

è senyre senx'altro soddisfntta), i l  nujnero delle oscu2anti miste d i  ordine 

n - r situate i ~ z  un piano è jnito ed uguule a (-y). 
Poilendo in generale 

i = d + l  
As  = 2; uiai,in-Eas. t , ~ t  

i= 1 

i puntj, in cui C" è tagliata da un piano arbitrario 

banno per parametri le radici dell'equazione 

L a  matrice precedente diviene allora 

ed all'insieme de'suoi determinanti di ordine r + 1 il prof. BATTAGLINI (Ioc. 
cit,, pag. 24) ha dato il nome di plesso cataletticalzte di ordine rt - 2r della 

(*) STAHL, ZUT Eraevgzcng der rationalen Rnumczwven (Rlatli. A m . ,  Bd. 40, 1892, 
Anhang, pag. 52). 

Annali di Ilfatematica, tom0 XXI. 3 
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18 B e r z o  l n r  i: S d l e  curve raxiomli  d i  zlno spaxio lilzeure 

forma cP (cataletticatzte di (D qumdo n = 2r ) ,  assepnando inoltre il significato 
geometrico del suo annullarsi. Dunque: 

1 piani  d i  czci sopra si è purlato sono queili che hanno ln proprieth di 
tagiiare C d ,  in gruppi di pzcnti, pei p a l i  è nul10 il plesso catdetticante di 
ordine fi - 2r (rispettivamente il cataletticatzte). 

Pe r  esempio ne1 piano ordinario (d = 2) per i casi 12 = 3, r = 1 ; n = 4, 
r = 2; n = 5, r = 2, e nello spazio ordinario (d = 3) per i casi n = 4, r = 1; 
n = 4 ,  r = 2 ;  n = 5 ,  r = 2 ;  n = 6 ,  r = 3 ;  n = 6 ,  ~ = 2 ;  n = 7 ,  r = 3 ,  si 
ritrovano le seguenti proprietà già note. 

Per  una C23 esistono tre coniche osculanti ridotte ad una retta doppia, 
e sono le prime osculanti dei tre flessi (STAIIL, Ueber die Fundanîentalinvo- 
hdionen, ecc. Giornale di CRELLE, Bd. 104, Q 1 ; BERZOLARI, Szdlu cwva del 
terx'ordine, ec.c., loc. cit.). 

Una C" arnmette ool coniche osculanti degenerate in una retta doppia: 
queste rette inviluppano una curva di 3." classe, e tagliano C" in grnppi 
armonici di punti; esse non sono poi altro che le tangenti d'inflessione delle 
prime osculanti (STAHL, Ueber die rationale ebene Curve vierter Ordfzung, 
Giornale di CRELLE, Bd. 101, $ 3). 

I n  una CZ5 esistono sei osculanti di 3.' ordine ridotte ad una retta tripla 
(STAHL, Ueber die Fundamentakinvolu.tionen, ecc., loc. cit,, § 4). 

Per  una C3., esistono quattro cubiche osculanti situate in un piano, e 
sono le prime osculanti dei punti stazionari; i piani delle coniche osculanti, 
ossia i piani osculatori delle prime osculanti, inviluppano uiia superficie di 
3." classe (la superficie d i  STEINER di cui C34 è un'assintotica), e tagliano C3, 
in gruppi armonici di punti (STUDY, loc. cit.; STARL, ]OC. cit., § 2; BERZOLARI, 
Szci combhzanti dei sistemi di for?ne hinarie, ecc., loc. cit., § 5). 

P e r  una C3, i piani contenenti le osculanti piane di  3.' ordine, ossia i 
piani stazionari delle prime osculanti, formano un fascio gobbo di 6." classe 
(STSHL, 10c. cit., $§ 3 a e 3 "). 

I n  una Cs6 i piani delle osculanti piane di 3." ordine, ossia i piani sta- 
zionari delle seconde osculanti miste, inviluppano una superficie di 4." classe; 
esistono inoltre dieci osculanti di 4.' ordine situate in un piano (STAEII,, lm. 
cit., $ 5). 

In  una C3, i piani delle osculanti piane di 4." ordine formano un fascio 
gobbo di 10." classe (STAHL, IOC. cit., § 6). 

15. Volendo determinare i gruppi neutri dell'involuzione fondamentale, 
si osservi che, in virtù della costruzione esposta al n." 3, presi sulla curva 
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ad un numero qualunque di diwwnsioni. 19 

n - d - 3 punti qualunque 1'). . . , l.(n-"s), essi insieme con altri due punti p, v 

costituiscono un gruppo neutre dell' involuzione, quando l' osculante [A',. . . , 
~(n-d-a) , p, v]d&l è situata in un piano. Ora questa curva k anche l'osculante 

mista di ordine d + 1 determinata dai punti p,  Y dell' osculante [hi,. . . , 
~~(n-d-s) presa corne curva fondamentale; percib hasterà far uso del teorenia 
del numero precedente, ponendo n ;= d + 3, r = 2. Si h a  cosi: 

Dati sulla curva n - d - 3 punti qualungue A', . , . , 1(n-d-3), essi fartno 

parte di (d + + 2' 97-uppi neutri dell'involr<zione fondamentale, i quali 
2 

coî.rispondono a quelle fra le oscuZanti miste d'ordine d + 1 della curva 
[A', . . . , A(n-d-3) ] a + 3 ,  cke si trovano in un piano. 

16. I n  modo analogo si determinano i gruppi neutri di una qualunque 
invoiuzione [Sh-i]nn-d ,h-l. Dati 1.8 - d + h - 3 punti arbitrari A', . . . , A(n--d+h-3) 
di C n ,  essi insieme con altri due punti p, Y formano un gruppo neutro di 
quell'involuzione, quando 1' osculante [A', . . . , A(n-"h-3) , p,  ~ ] d - h + ~  giace in un 
piano passante per 1' Sh-, fiesato. E poichè tale curva si pub anche riguardare 
come l'osculante mista di ordine d - 18 + l determinata dai pu.nti p, Y del- 
1' osculante [A', . . . , A( 'L-"+~L-~)  ]d-h+a presa come curva fondamentale, basterà far 
uso del teoremn del n." 14 ,  ponendo lz = d - h +- 3, r = 2. Dclle due con- 
dizioni là trovate una B sempre soddisfatta, e I'altra diventa 

e poichè si ha già d r: h ,  l'unico caso di eccezione é quel10 in cui cl = h .  
Esso é perb compreso in quanto si è detto ne1 principio del n." 14 ,  e si lia 
pertanto in generale il teorema seguente: 

Dato uno spaxz'o 1inea.r.e qualzcnque Sh+, e dati sulla curva n. - d + IL - 3 
(d  - h 4- 1) (d  - h + 2) punti arbitrari A', . . . , A(n-"h-3), essi fanno parte di 

2 
gruppi neutri deli' i~zvoluxz'one determina ta clal da to SI,-, : questi gvuppi cor- 
~.ispondono a quelle P a  le osculanti miste di ordifze d - h + 1 della curvcc 
[A', . . . , A ( ~ ~ - d + h - 3 ) ] ~ - ~ + ~ ,  che giacciono in un piarto passante per 1'  SI,-^. 

Si noti infine cl-ie i gruppi neutri dell'involuzione fondamentale e quelli 
di una qualunque involuzione [Sh-4]n,--d+h-l sono le projezioni in Ra dei 
gruppi neutri dell'involuzione determinata sopra Cn, dagli Sn-, passanti ri- 
spettivamente per ~d oppure per il zd--h di cui si è parlato ne] n.' 12. Gli 
uni e gli altri si possono dunque costruire ne1 modo indicato da1 sig. CASTEL- 
~ u o v o  ne1 n." 11, loc. oit. 
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17. Occupiamoci da ultiino dei gruppi dell'involuzione d+,, , 
giacenti in un piano, ed a tale scopo premettiamo le seguenti osservazioni. 

Se n è pari, i piani secanti C" in gruppi di punti apolari a sè stessi 
inviluppano una quadrica, la cui equazione tnnçenziale si ottiene uguaçliando 
a zero l'invariante quadratico della forma dl,,: questa quadrica, che diremo Q, 
h a  per .piani tangenti le intersezioni di Rd cogli 8%- condotti per 8, d , a 
toccare la quadrica Ii' (vedi n." 5). 

Supponendo invece n dispari, l'inviluppo precedente è incleterminato, e 
(mantenendo le notazioni del n." 6) la condizione percliè. le sezioni fatte in CdB 
con due piani differenti 

siano fra loro apolari è 

che si pub scrivere anche corne segup: 

L e  q,., sono le coordinate-assi dell' S&, comune ai due piani (9), e quando 
la (11) sia soddisfatta questo Sd-2 è ta.le che due piani qualunque del fnscio 
di cui esso è il sostegno tagliano C" in due gruppi apolari di punti. La (11) 
è l'equazione del complessû degli Sd-, dotati di tale proprietà. 

Considerando la (IO), se supponiamo date le coordinate v i ,  essa a1 va- 
riare delle z4i rappresenta un punto giacente ne1 piano v ,  e supponendo date 
invece le coordinate di questo punto, si potranno da  essa ricavare i valori 
delle V i  ne1 solo caso in cui non sia nullo il determinante dei loro coefficienti. 
Essendo esso gobbo sirnmetrico e di ordine d + 1, potrh essere diverso da 
zero soltanto quando d sia impari. In ta1 caso la (10) definisce un sistema 
nullo, che diremo N, e ne1 quale un punto ed un piano fra loro coriispon- 
denti sono tali che tutti i piani passanti per il punto tagliano C",, in gruppi 
npolnri a quello deterininato da1 piano dato. È poi anche orvio il modo con 
cui questo sistema nullo si pub immnginare dedotto da  quello che ne1 n." 5 
si è chiamato 0. 
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Se invece (2 è pari,  si è dimostrato ne1 n.' 6 che, fra i gruppi dell'in- 
voluzione fondamentale, uno ed uno solo, in generale, h a  tutti i suoi punti 
in un piano, clie dircmo n. Se per semplicith si assume ;: come piano avente 
1' equazione 

xd-1i=o7 

snrk 
== O,..., A d , d t i  = 0,  

D a  essa risulta clie ne1 cas0 attunle resta dcteriniiiato in n un sistemn 
nullo, clic chiameren10 N, e ne1 quale un punto ed un S',C,I , fra loro corri- 
spondenti sono tali che le sezioni fntte in Cc',, da  due piani qiialui~que, pas- 
santi l'iino per il punto e 1' altro per 1' SLl , , sono apolari. 

18. Ci6 posto, sia 
W I ,  3 4; si = O 

1 
(12) 

l'equazione di un piano secsnte 17% in un gïuppo del17involuzio11e deterininat<t 
da un SIL-, qualunque, di guisa che i parametri dei punti del gruppo stesso 
saranno le rndici dell'eqiiazione 

Indicando poi con Ui,, , t i i , ? ,  , . . , Ui,d+i (i = 1 ,  2 , .  . . , J - Il + 1) le coor- 
dinate di c l  - IL $1 piani che determinano 1' SIL , come loro comiine inter- 
seziont, le forme 

éevono essere 'apolari al  primo inembro della (13). Sorioendo le condizioni 
perchè cib avvenga, si hanno d - IA $ 1 relazioni, ed eliminando da esse e 
dalla (12) le t;, risulta che le equazioni del10 spazio Sd-I,, comme agli oo"-' 

piani contenenti gruppi della suddetta involuziorie, si ottengono ugnagliando 
a zero i determinanti di ordine cl - h + 2 tratti dalla matrice 
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22 B e r  x o  t a r i :  Sulle curve raxionali d i  u,fio spaxio 2ineat.e 

Di qui, ed anche senz'altro dalle cose del numero precedente, risulta: 
L'invoiuzione determinuta sopra Cd,  da utzo spazio lineare quabunpue 

Elz-, possiede g r ~ p p i  piarzi, i cui piani hamo in comune un Sd-h. Se 
tz è pari, questo è 10 spazio polare reciproco del dato Sh-, rispetto alla 
quadrica 0; se n è dispari e d pure dispari, 1' Sd-h è 10 spaxio polare del 
dato Sr,-, net sistema rLl6il0 N ;  se infine f i  è dispari e d è pari, 1' 8d-h è 
contenuto ne1 piano n ,  ed è 10 spaxio polare, n,el sistema n d l o  N x ,  della 
trtrccia d i  Si,-, sopra n. 

Colgo quest'occasione per aggiungere al mio lavoro più volte citato Sui 
combinanti ecc. (questi Anrzali, serie II, tom. 20) un complernento che non 
mi sernbra del tutto sprovvisto d'interesse, e che mi è stato suggerito dallo 
studio di una Nota del sig. STEPHANOS (*), della quale ho avuto cognizione 
soltanto dopo la pubblicazione del lavoro suddetto. Ne1 § 5, n." 28 di questo 
ho dimostrato che i covarianti elementari delle due forme 

5 (Ww)' W13 Wl f 2 (Q W) &* w13, wx' (1) 

coincidono, salvo fattori costanti, coi combinanti elementari W16 e &t, e che 
percib, in particolare, l'equazione del piano osculatore alla quartica ne1 8uo 
punto 1 si ottiene uguagliando a zero il jacobiano delle (1). Ora, per notis- 
sime proprietà generali ("*), il discriminante di questo jacobiano si spezza in 
due fattori, che sono razionali nei coefficienti delle due forme, e le cui espres- 
sioni, per due forme biquadratiche qualunque, furono date da1 sig. STEPHSNOS 
nella Nota ricordata. È manifesto che di questi due fattori l'uno, che é il 

(*) Sur le système conzplel des combinantes de deux formes tinaiî4es biquadi-nliqu& 
(Comptes rendus, tom. 97, 2 luglio 1883). 

(**) Veggasi per es. SALMON, L e ç o s  d'AkgPbre suphieure, 2.".diz, francose, 1800, 
pag. 235; per il caso di due biquadratiche vedi pure pag. 397-308. 
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risultante delle (l), rappresenta l'insieme dei quattro piani stazionari della 
curva, l'altro la sviluppabile osculatricc della medesima (*): il primo, sotto 
forma leggermente diversa, trovasi gih, insieme col suo significato geometrico, 
alla fine del 5 3 del mio lavoro. 

Ne1 caso presente, per quanto ho dimostrato ne1 loc. cit., n," 28, le forme 
che il sig. STEPHANOS chiama a e 8 sono le seguenti: 

cpperb si trova chc i due fattori in cui si dccomponc il discriminalite di a*" 

sono rispettivamente 

La quantità che nella (2) è chiusa fra parentesi differisce da quella chr 
ne1 § 3, loc. cit., ho chiamato D per cib, chc in questa al posto del termine 
(W ( W ( W&")2 compare il termine (JJ') ' .  Ma si pub dimostrare facil- 
mente che ha luogo l'identità 

mediante la quale le due espressioni, salvo un fattore numerico, diventano 
identiche. 

Uguagliando a zero la quantità, che nella (3) sta racchiusa fra parentesi, 
si ottiene I'equaxione della supsrJicie sviluppabile della czcrva, formata coi 
combina&i e1ementar.i della curva stessa. 

Una ricerca analoga potrebbe farsi sulla forma che ne1 loc. cit. ho chia- 
mato VA; e che, uguagliatn a zero, rappresenta il complesso lineare speciale 

(") Un fatto analogo h a  luogo p e r  l a  forma binaria [di grado d ( n  - cl + 1) ne1 para- 
metro A], che uguagliata a zero rappresenta il piano osculatore ncl punto À di una Cf$ 
q~~alunque .  Il suo discriminante si spczza in dile fattori, di cui l'uno rappresenta l'insieirie 
dei (cl t 1) ( n  - c l )  piani aventi colla curva un contatto d'ordine cl, e l 'altro rappresenta 
10 spazio di d - 1 dimensioni e d' ordine (d - 1) (n  - d + 2) format0 dagli Sd-1 osculatori 
alla curva stessa. 
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avente per asse la tangente alla quartica ne1 suo punto A. II discrimina~ite 
di Vi6 deve spezzarsi (*) in due fattori razionali, di cui l'uno rappresenta il 
complesso di 4." grado costitiiito dalle rette clle si appoggiano in un punto 
alla curva, e l'altro il complesso di 6.' grado format0 dalle tangenti alla su- 
perficie sviluppabile della stessa. Anche per questo caso si pub tenere la via 
sopra seguita, poichè ne1 loc. cit., n." 20 ho dimostrato che VJ.~ B il jacobiano 
del fascio di forme biquadratiche determinato sulla curva dai piani passanti 
per la retta, di cui s'intendono sostituite in V l q e  coordinate. Tale fascio si 
pub supporre individuato, per esempio, da1 piano che dalla retta data projetta 
il punto di concorso delle corde principali, e da1 piano passante per la retta 
stessa, e conjugato al precedente rispetto ad una qualunque delle quadriclie 
studiate ilel loc. cit., 3 4. 

Pavia, 15 novembre 1802. 
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Sulle serie di potenze 
i cui coefficienti 

dipendono da una variabile. 

(Di G. VIVANTI, CC Muntova.) 

C i  proponiamo di studiare ne1 presente nrticolo quale dipendenza esistn, 
in alcuni casi semplici, tra il valore d'un parametro contenuto nei coefficieriti 
d'una serie di potenze ed il raggio di convergenza della serie stessa. 1 risultati 
che esporremo mostreranno corne, anche quando i coefficienti ~~ontengano il 
parametro considerato sotto forma razionale ed intera, il raggio di conver-' 
genza possa variare in modo discontinua al variare continu0 del parametro. 

Il § 1 è dedicato al10 studio di alcune serie i cui coefficienti sono fun- 
zioni razionali intere d'un parametro. 

11 5 2 contiene alcune coiîsiderazioni ausiliarie relative ai determinanti 
composti d'infiniti elementi. 

Infine ne1 § 3 si dimo~tra un teorema intorno alle serie i cui coefficienti 
sono serie di potenze ascendenti d'un parametro. 

1. Si pub costruire una serie di potenze avente raggio di convergenza 
infinito per un numero finito di valori a,, zc2,. . . , U n  del parametro 1 8 ,  .e raggio 
nullo per tutti gli altri. 

m 

Sia infatti x a i z i  una serie di potenze avente raggio di convergenza 
i - 0  

nullo, e pongasi y (u) = (u - u,) (u - u,) . . . (u - %a) ; la serie : 

soddisfa alle condizioni proposte. 
Annali di Malenzatica, tom0 XXI. 
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2. Analogamente si pub costruire una serie di potenze avente raggio di 
convergenza finito R Fer un numero finito di valori u,, zc .,..., un di u,  e 
raggio nul10 per tutti gli altri. 

00 00 

Sia ancora 2 ai zi una serie di raggio nullo, e sia 3 bix' una serie di 
z=O %=O 

raggio R ; inoltre pongasi corne prima ~ ( u )  = (u - ui) (u - zc,). .. (u - un). 
L a  serie: 

2 Ibi + ai (p. (u))<l ai, 
i = O  

soddisfa alle condizioni proposte. 
3. È notevole che si pub in infiniti modi costruire una serie della natura 

di quella testè ottenuta, ma avente la proprietà che il grado dei suoi coeffi- 
cienti rispetto ad u non supera un certo numero p non minore di n. Infatti, 
denotando con m n  il più gran multiplo di n che non supera p, con p; il mi- 
nimo resto di i rispetto al niodulo m quando i non è multiplo di m, e 10 
stesso numero m ne1 caso contrario, ra serie: 

soddisfa alle condizioni proposte. 
4. Pub invece dimostrarsi il teorema seguente: 
Se il grado dei coefficienti d'una serie di potenze rispetto ad u non su- 

pera un numero finito p, e se per p + 1 valori u,, u .,..., up di u la serie è 
convergente entro un cerc.hio di raggio R (dove R pub anche essere infinito), 
essa è convergente entro 10 stesso cerchio per qualunque valore finito di u. 

m 

Xia la serie data Zfi(u)xi, dove: 
i=o 

Pongasi : 

e si denotino con Aik i minoïi del determinante D. 

.... 3 f i  (uo)zi, ?;  fi(^,) zil Z fi (up)îi sono convergenti 
i=O %=O i=O 

Per ipotesi le serie 

entro il cerchio di 
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i cui coeflcienti dipendono da zcna variabile. 2 7 

raggio R,  quindi 10 stesso avrà luogo per la serie che si ottiene sommando 
i loro prodotti per A,, ,  A ,,,..., . 4p+ i , r .  Ma questa serie è: 

b0 

ossia D 2 avizi. Moltiplichiamo questa serie per ur-' e sommiamo pei valori 
i - O  

m 

di r da 1 a p + 1; otteniamo D d  fi(u)xi. Resta cosi stabilito che la serie 
i = O  

m 

x f i ( z c ) x i  B convergente entro il cerchio di raggio R per qualunque valore 
1-0 

finito di u. 

5. In una Memoria recente da1 titolo: Sur les déterminath infinis et 
les équutiorts diffét-entielles linéaires (Acta Mathematica, tom. 16, p. 217-295), 
HEL- von KOCH h a  riassunto i risidtati già noti riguardo ai  determinanti 
infiniti e ne ha  aggiunti altri da lui ottenuti. 

Egli chiama convergente un determinante infinito : 

quando il determinante: 

al crescere indefinito di m tende ad un limite determinato, che prende in ta1 
caso come valore di D. Inoltre egli dice che il determinante D è fiormale, 
quando il prodotto degli elernenti che si trovano siilla diagonale principale e 
la  somma dei restanti sono assolutamente convergenti. Dimostra che un de- 
terminante normale resta convergente se agli elementi d'una riga (O d'una 
colonna) si sostituiscano quantità tutte aventi valore assoluto inferiore ad una 
quantità finita. 

Si pub aggiungere che tutti i determinanti ottenuti eseguendo la sosti- 
tuzione nelle varie colonne hanno valore assoluto inferiore ad una quantità 
finita. 

Si poiiga infatti, come fa il KOCH: 

c si osservi che tutti i termini del10 sviluppo di Dnz si trovano, con s e p 0  
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2 8 Vévan ti: SulEe serie di potenxe 

positivo, ne1 prodotto : 

donde segue, indicando con A la somma dei valori assoluti dei termini dello 
sviluppo di 1): 

m CO 

J D I S A S  k=-= n ( 1 - l - 2 ;  a=-xi la ia l ) .  

Si indichi ora con l'apposizione in alto del17 indice j la sostituzione delle 
quantith date, tutte minori in valore assoluto d'una certa quantità L ,  agli 
elementi della colonria d'indice j del deterrninante positivo. È chiaro clie 
tutti i termini di ~ ( j )  saranno minori od eguali a certi termini dello sviluppo 

CO 

di ) , sicchb si avrh : 

ed a rnaggior ragione: 

( D(j) 

relazione che dimostra 1' asserto. 
6. i3 evidente che la definizione di deterrninante normale pub estendersi 

a i  determinanti in cui mancano tutti gli elementi non aventi entrambi gli 
indici positivi, ossia ai  determinanti racchiusi in un quadrato di cui due soli 
lati giacciono al17in6nito. 

7. I l  KOCH considera pure quei determinanti che divengono normali mol- 
tiplicandone le linee per xi (i = - W .  - .  + oo) e dividendone le colonne per 
xk (JC = - m. . + oo), il che non altera il valore del determinante. Noi li 
diremo fiormaloidi, e chianieremo parametri le quantità xi che servono a 
reriderli normali. Un  determinante normaloide soddisfa adunque alle due con- 
dizioni seguenti : 

a) Il prodotto n Aii è assolutamente convergente. 

O) La somma Y Aa- 2 estesa a tutti gli elementi non giacenti sulla 
X k  

diagonale principale, & assolutamente convergente. 
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Da quanto si è detto nell'art. 5 risulta, che se agli elementi d'una co- 
lonna si sostituiscono quantith Cr tali che C,x,  sia sempre inferiore ad un 
limite finito, i prodotti I x ~ ~ A W ,  ed a rnaggior ragione Ixj1lDV)I, restano tutti 
inferiori ad un limite finito indipendente da j. 

Analogamente pub stabilirsi che, se le Cr sono tutte inferiori ad una 
quantità finita, 10 stesso ha  luogo pei determinanti D(j) .  

m 

8. Abbiansi infinite equazioni lineari 2 Aik z k  = Wi (i '= 1, 2 , .  . .j, il de- 
R.=l .. - 

terminante D = [Aik]  sia normaloide e sieno xi i suoi parametri. Se i pro- 
dotti wixi restano tutti inferiori ad un limite finito, e se  con D(k) si denota 
il determinante D in cui agli elementi dell' k-esima colonna si sono sostituite 

D k:  
le w i ,  si ha:  zk=-- D 

Basterà far vedere che introducendo nelie equazioni questi valori di z k  

esse sono soddisfatte. Pe r  tale sostituzione il primo membro dell'equazione 
i-esima diviene : 

m m ri 8 Xi . Ora .x 2 Aik -- è assolutamente convergente, quindi Io sarà anche 2 Aik -, 
%=l k-1 Xk k-1 Xk 

inoltre xkD(k)  è in valore assoluto inferiore ad un certo limite L per tutti i - 
JO 

2i valori di k. Ne segue ch, '; ( A ~ ~  - X ~ D ( ~ ) )  è assolutamente con~ergente. P m  
k-1 Zk 

m .  xi 30 

la stessa ragione 10 è la somma ?; ( ~ i k  - X ~ A ( ~ )  ossia X( 3 Aik A ( ~ ) ;  quindi, 
k-1 . Xk k=l 

se nella espressione di Mi si imagina sostituito a D(k) il suo sviluppo, si pos- 
sono spostare a piacere i termini della somma senza che questa cessi di essere 
convergente. Raccogliendo adunque cià che moltiplica t u , ,  w g ,  ..., si \lede 
senza alcuna difficoltà che si ottiene Mi = W i ,  cib che dimostra l'esattezza 
delle espressioni date per le xk .  

9. L e  cose esposte ne1 paragrafo precedente servono di base alla dimo- 
strazione del seguente teorema : 

Sia u,, u,, zc, ,.. . , una successione di valori i oui moduli sieno tutti < 1 
e decrescano indefinitamentb. Se le serie : 
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sono convergenti per I u ( c  1, e se le serie: 

sono convergenti per 1 x 1 s  1; se inoltre, designando con Fk(z) le funzioni 
rappresentate da  queste serie entro il cerchio di raggio 1, i moduli dei valori 
presi dalle funzioni F, ( z ) ,  F, (2) , F,(x) , . . . entro il cerchio considerato sono 
tutti inferiori ad una certa quantità finita L;  allora la serie data è conver- 
gente entro il cerc,hio di  raggio 1 per qualunque valore di u di modulo < 1. 

10. Il determinante: 

è normaloide, ed i suoi parametri sono xi  = ?,i--',. dove A è una quantità com- 
presa tra luol ed 1. 

Infatti anzitutto il prodotto degli elementi diagonali è assolutamente con- 
vergente, giacchè: 

In secondo luogo 10 è la somma di tutti gli elementi non diagonali, oppor- 
tunamente moltiplicati e divisi pei relativi parametri, e quella degli elementi 
diagonali diminuiti del17unità. Tale somma pub infatti scriversi cosi: 

Denotiamo con Aik i minori del determinante D. L a  fi(u) essendo con- 
vergente entro un cerchio di raggio = 1, il suo modulo avrà entro un cerchio 
quanto poco si voglia minore di questo un limite superiore finito Ni, e poichè 
anche le aii,  a2 i , .  . . hanno un limite superiore finito, Io stesso potrà dirsi di 
fi(uk.) + a k f i , i  per tutti i valori d i  1;. Ne segue (art. 8) che dalle equazioni 
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i czci coeflicienti dz'pendono da una variabile. 31 

pub ricavarsi : 

Formiamo ora la serie doppia seguente: 

essa rappresenta il determinante D in cui agli elementi della colonna d'in- 
dice k si  sono sostituite le quantità Fo (z), F, ( x ) ,  . . . . N a  queste hanno entro 
il cerchio d i  raggio R i loro moduli sempre inferiori ad L, quindi (art. 7) 
la serie doppia per tutti i valori di k ha entro il cerchio di raggio = 1 valore 
assoluto inferiore ad una quantità finita M. Essa adunque è convergente in 
egual grado entro questo cerchio, e quindi, per un noto teorema di WEIER- 
STRASS (Zur Functionedehre, Mnnatsb. d. Berliner Akademie, August 1880), 
pub porsi sotto forma di  serie semplice, e precisamente sotto la forma: 

D r, ah; xi. 
i=O 

per ogni valore di  u di modulo < 1 è convergente in egual grado entro il 
cerchio di raggio 1 ,  e quindi, pel teorema già citato, essa pub prendere la 
forma : 
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32 V'iz; a f i  t i : Sulle serie .di potence, ecc. 

ossia : 
03 

y fi (U) Z! 
i= O 

bî 

Adunque la serîe yfi(u)z' è convergente entro il cerchio di raggio 1 
i = O  

per qualunque valore di di modulo jnferiore ad 1, corne si voleva stabilire. 

Pavia, 30 gennaio 1893. 
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Alcune formole 
relative alle linee tracciate 

sopra una superficie e loro applicazioni. 

(Di GEMINIANO PIRONDINI , a Parfnu.) 

S i a n o  u = cost.', v = cost.' le equazioni delle linee di curvatura di una 
superficie S non sviluppabile, ed L una linea qualunque tracciata sopra S, 
segante le linee v = cost." sotto l'angolo i. Chiamando p, il raggio della se- 
zione normale tangente ad L, e ru, r, i raggi di curvatura principali della S 
relativi alle linee u =  COS^.^) v =  COS^.^, si ha 

Se poi 0 è l'angolo sotto il qude il piano osculatore di L sega il piano tan- 
gente e p il raggio di curvatura di L, si ha da1 teorema di 

Osservando quindi che - rappresenta il raggio di curvatura cos 0 

MEUNIER 

(2) 

geodetica di L 

sopra la superficie S ,  si ricava dalle due relazioni precedenti 

cioè, indicando con H il raggio di curvatura della geodetica tangente ad L,  

1 1 L a  quantità - - - è dunque un invariante di flessione della superficie. pP HZ 
d nnali di Matematica, tom0 XXI. 5 
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3 4 Piron  cl in i : Alcune formole velntive alle 2Znee tracciate 

Chiamando L, una linea tangente ad L in un punto e tracciata sulla 
stessa superficie 8, si ha 

1 1 . 1  

E se fra questa equazione e la precedente eliminiamo H, si ricava: 

1 1 L a  quantità - - - 3 relativa al punto di contatto delle due linee tangenti, 
F~ 

è dunque un invariante di flessione della superficie data. 
Qualora poi la superficie sia sviluppabile, le equazioni (l), (2) divengono 

più semplici; supposto che le linee v - ~ o s t . ~  siano le generatrici rettilinee, 
1 si ha - = O e le equazioni (l), (2) forniscono la relazione 
TV 

Se la sviluppabile è cilindrica, ru è eguale al raggio di curvatura po 
della sezione retta 1;,. Osservando poi che pg viene ad essere il raggio di 
curvatura della linea piana a cui si riduce L col10 sviluppo del cilindro, si ha 

1 di -=- -  di - sen i .  - 9  

Ps ds dss 
essendo s, l'arco di Lo. 

Avremo dunque dalla (3) 

e se ramnientiamo che per la torsione di ana linea tracciata sopra uns 
r 

sviluppabile si ha 1' espressione 

dove 
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sopra una superficie e loro applicazioni. 3 3 

1 - = d . - 
dso 

sen i 1 
seni . cosi. 

Consideriamo ad es: le curve cilindriche nelle quali 

con k costante. Siccome da questa relazione si ricava 

seni  1 -- 
d i  - k Y  
dso 

le equazioni (4), (5) ci dànno 

Percib: Se in ogni punto della lineu cilindrica L per la quale è soddisfatta 
la condizione (6), si conduce Z'elica tangente Z ,  i raggi di curvatu~a e quelli 
di  torsione d i  tutte peste eliche 1 nei punti di contatto, sono rispettivamente 
proporzionali ed eguuli ai ragyi di curvatura e di torsione di  L nei wtedesinzi 
punti. 

L a  costruzione della linea L avente questa proprietà pub effettuarsi col 
mezzo dell' equazione 

che si deduce integrando la (7). 
Se consideriamo in secondo luogo la curva L che su1 cilindro è una 

didonia, si ha 

con k costante. Percib per tale linea le equazioni (4), (5) divengono 

Si vede quindi ad es. che la didonia cilindrica avrà curvatura assoluta co- 
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36 Pir  o n d  in i :  Alczcne fornzole velative alle Zinee tracciclte 

1 stante = - sempre e soltanto quando la sezione retta del cilindro sia la curva 
IÛ 

rappresentata dall' equazione 

La S sia una superficie conica e chiamiamo R le porzioni delle gene- 
ratrici rettilinee comprese fra il vertice e la curva L. 

Osservando allora che p, rappresenta il raggio di curvatura assoluta 
della trasformata di L quando il cono si sviluppa in un piano, si avrà (*) 

essendo le derivate di R prese rapport0 all'arco. Si osservi di piLi che ru è 
eguale al raggio di curvatura geidetica, sulla sfera che la oontiene, della. 
linea di curvatura sferica del cono, passante pel punto di L che si considera; 
e percib 

ru = Rr,  

csscndo r il raggio di curvatura geodetica della curva A che si ottiene se- 
gmdo il con0 colla sfera di raggio 1. che ha il centro ne1 vertice. 

Avremo percib 

Se ad es. si considera una geodetica del cono, si ha 

e quiudi 

Percib: Il raggio  di curvatzwa in un punto pualunque d i  zcna geodetica d'un 
cono é eguale a l  ragyio d i  c u r v a t z m  geodetica, su l la  s f e ra  che t a  contiene, 

(") Suila trnsform&ione per raggi uettori reciproci. Formola (11). Giornale di B a t  
t y l i n i  , vol. XXVII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



'sopra una superficie e loro applicaxioni. 37 

della linea d i  curvntu.u.u sferica del cono in quel punto, diviso per il quadvato 
del seno dell'inclinazione della geodetica sulla generatrice rettilinea del cono. 

Ne1 caso-limite in cui il cono divenga un cilindro, si ha un teorema n ~ t o  
relativo alle eliche. 

Se insieme all'eyuazione (9) si consideïa l'altra 

che lega l'arco elementare d s  di L all'arco elementare d ü  della Iinea sfe- 
rica A,  si giunge all'importante conclusione che è costruibile i l z  un sol modo 
la curva del10 spazio di cui sono dati in funzione dell'arco il raggio di cur- 
vatura e il raggio vettore relativo a un punto fisso qualunque. 

Esempi. 1.") Si voglia la curva determinata dalle equazioni 

R = s - c o s i ,  p = a s ,  

con i ,  a costanti. Dall'equazione (9) si ricava 

e questa, ne1 cas0 nostro, ci dà 

la quale dimostra che la linea sferica A è un piccolo cerchio. 
L a  curva richiesta è dunque una trajettoria sotto l'angolo c,ostante i 

delle generatrici di un cono circolare retto, il cui semiangolo al vertice è 

2.") Si voglia determinare la curva definita dalle equazioni 

R =  a Gen(: + b ) ;  

con a ,  6,  m ,  n costanti. 
Applicando la (11) si ricava 

r =tg(: + nj; 
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38 Piron d ini: Alcu~ze formole relative alle linee tracciate 

ma dalla (10) si .ha con un'integrazione 

con h costante arbitraria. Percib r viene dato in funzione di a dall'equazione 

con k: costante arbitraria. 
Calcolando con questa formola il raggio di torsione ro della curva sfe- 

rica A ,  si ottiene 
1 + .O ,z 

ro = - = - 9  
d r  CC 

CE0 

quantità costante. E siccome dall'equazione che dà R si ricava, in forza 
della (8) 

a 
P9 = 2' 

si vede che per ottenere la curva in discorso, basta prendere sopra una sfera 

di raggio 1 una curva A a torsione costante 2 e avvolgere il piano di una 
m 

circonferenza di raggio a sopra la superficie conica che projetta A da1 centro 
2 

della sfera, colla condizione che il centro della circonferenza si trovi ne1 
vertice del cono. 

La  formola ricordata al numero precedente 

serve a determinare la curva piana il cui raggio 
centro, è uiia funzione nota dell'arco. 

(12) 

vettore, rispetto a un dato 

In tale ipotesi l'jntegrazione della (12) conduce alla relazione piii ge- 
nerale possibile fra l'arco della linea e il suo raggio vettore relativo a un 
polo qualsivoglia del suo piano. 

Se per es. si tratta di una circonferenza di raggio k, la relazione della 
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quale ora si parla è la seguente 

con a ed m costanti arbitrarie. 
S'incontra una formola del tutto analoga alla (12) quando si cerchi di 

stabilire l'espressione della curvatura cimolare di una linea piana, chiamando 
con ta1 nome il rapport0 all'arco elementare dell'angolo infinitesirno di due 
cerchi passanti per un punto fisso e tangenti alla linea data in due punti 
infinitamente vicini. 

Sia O il punto fisso, che assumeremo corne origine dei raggi vettori R ;  
siano O A,  O B  due raggi vettori consecutivi di L, M ed N i loro punti medi. 
Condotte le perpendicolari a questi raggi vettori nei punti M, .AT, queste in- 
contrano le normali alla L in A e B nei centri A,, B, dei cerchi. Chia- 
mando R, il raggio di questi cerclii, Li il luogo dei punti A,, Bi, ... e d e  
l'angolo infinitesirno sotto il quale si segano i cerchi, angolo rappresentato 
da Ai  OB,,  si hanno le equazioni 

dall'ultima delle quali si ricava 

Ma fra le coordinate x, y di A e quelle xi ,  y, di ,di hanno luogo le relazioni 

essendo 1, p gli angoli fatti cogli assi coordinati dalla normale principale di L. 
Deducendosi da queste 

si avrà 

Ricordando infine i valori precedenti di p e Ri e indicando con K il raggio 
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di curvatura circolare rappresentato da1 rapport0 fi) si ha 
d 8 

L'analogia delle formole (12), (13) è manifesta. 
Applicaxioni. 1.") L'equ~zione R" - O è caratteristica della spirale loga- 

ritmica; per tale curva dunque, e solamente per essa, si ha la relazione p = K. 
2.") Avendosi dalle precedenti equazioni 

se sarà 

con a costante, avremo 

. , 
equazione di una circonferenza. 

Dunque: Se la somma della curvatura ordinaria e della curvatura tir- 
- 

colare d i  una linew piana è costante, la curvatura circolare è nullu e la linea 
è ana circonferenza. 

3.") Avendosi 
1 1 4Rw - - -=-  

Kz pz  R 9 

se si avrà 
1 1 4  - - -  - - 

Ka pe  a* ' 
con a costante, si avrà pure 

- 1 R =. -(hZa" 2 h  me-'), 

con m ed h costanti. 
Tale è l'equazione delle linee in cui è costante la differenza dei quadrati 

della curvatura circolare e della curvatura ordinaria. 
Per m = O si ha 1' equazione 

h R = 5 ea,  

che rappresenta l'inversa di una sviluppante di circonferenza quando il centro 
di questa sia considerato corne polo. 
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Siano p ,  r ,  R il rapgio di curvatura, di torsione e della sfera oscula- 
trice di  una linea L tracciata sopra una superficie; pg il raggio di curvatura 
geodetica; 8, E le inclinazioni del pinno osculatore e delln sfera osculatrice 
su1 piano tangente. 

È noto che 
P  COS^ = -. 

Ps (14) 

Inoltre il coseno dell'angolo format0 dalla normale principale di L colla retta 
che congiunge il punto che si considera di L col centro corrispondente della 

sfera osculatrice 

Applicando 

P è dato da - - 
R 

quindi anche la (14), si trova 

Facendo in quest'equazione successivamente E = E, E = O, si ricava: 
3 

L e  condixio~ai ~zecessarie e sulqicietzti perchè le sferc osculatrici d i  
iinea traccz'ata s o y a  una superficie siuno ortogonali, ovvero tangenti, 
superjîcie S O H O  rispettivame?zte cke in ogni punto il vaggio d i  curvatura 
detica pg della lineu sia eguale a l  raggio R della sfera osczclatrice, ovvero 
che sia legato a p e s t o  dalla relazione 

Sia L una linea a curvatura non costante, tracciata sopra una superficie S. - ," 
Quando L sia linea di curvatura di S e in ogni punto di essa si abbia E = - , 

2 - 
per un teorema altra volta da me dimostrato (*) L è una curva sferica. 

Risultando allora R costante, pr il teorema precedente risulta pure co- 
stante p,. 

$: Quando sia E = - e pg costante, per il teorema precedente sarà pure R 
2 

(*) Studi geo~netrici ~elntivi  specinlmente nlle superficie goO6e. Giornale di Batta- 
glini, 1885. 

Annali di Matematica, tom0 XXI. 6 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



costante; non essendo quindi la L a curvatura costante (per dato), sarà sferica 
e conseguentemente linea di curvatura. 

Quando infine L sia linea di mrvatura e p, costante, per un teorema 
del prof. BRIOSCHI (*), la linea detta è sferica e la sfera che la contiene è 
ortogonale alla superficie. 

Dunque: Se per una linea tracciata sopra una sziperficie, e non cc c t w  
vutura costunte, sono verijcate due delle proprietà seguenti: 

1." che le sfere osculatrici siano ortogonali alla superjïcie, 
2." clze sia ulza liinea di  curvatura, 
3." che sia a curvatura yeodetica costante, 

la curva data è sferira e per essa è pure verificata la rimanente proprietic. 
Quando L sia una linea a curvatura costante e lungo di essa si nbbia 

7 
4, 

E = - 9 la relazione precedente 
2 

ps = R ,  
dirnostra che p, = p ,  e che quindi L è assintotica della superficie sulla quale - 
è descritta. Se poi la L è assintotica e lungo di essa si ha E = 2 la  rela- a 
zione p, = R ,  che ora deve essere soddisfatta, dimostra che p = R, la quale 
relazione non pub sussistere che per le linee a c,urvatiirn costante. 

do 
Se finalmente L è assintotica e p B costante, si ha 1 = O ,  p, = p e 

ds - 
quindi è soddisfatta la condizione pg = R,  d'onde segue che E = . 

2 
Percib: Se unn iinea tracciata sopra una superficie possiede due delle 

seguenti proprietà : 
1." che le sfere osculatrici seghino lu superficie ortogonalmente, 
< a 2 .  che sia a curvatura costante, 
3." che sia assintotica, 

possiede pure la rimanente. 
Quando L sia a curvatura costante e lungo di essa si abbia E = 0, 

1 dalla (16) si ricava - = O, il che prova che L è geodetica. 
Ps 

Se poi L è geodetica, e lungo di essa si ha E = O ,  la (16) dà p = co- 
stante. 

(*) rlztol-no (id nlcune proprieth delle superficie n linee di  cul-vatura piane O sferiche. 
Anriali di Tortolini, 1857. 
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Se infine p S costante ed L è geodetica, la (16) è soddisfatta identica- 
mente, il che prova che E = 0. 

Dunque: Se una linea tracciatu sopra una superficie possiede due delle 
seguenti propietà : 

1." che le sfere osculatrici siano tangenti alla superficie, 
2." che sia u ruwatura costante, 
3." che sin geodetica, 

possiede pure la r i~anente.  
Quando la linea L non sia geodetica della superficie sulla quale è trac- 

ciata, dalle (14)) (15) si pub eliminare pg e risulta 

Se in quest'equazione si suppone p costante (ne1 qua1 caso R = p) si ottiene 
- 

c o s ~ = s e n Q ,  d'onde r + O =  2 -  
Dunque: Nelle linee a czcrvatum costante non piafze e non geodeticke 

tracciate sopra ana superficie qualunque, i piani osculatori e le sfere oscu- 
latrici segano la superjcie sotto angoli complementari. 

Risolvendo poi l'equazione (17) rapporto a cos€', si ottiene 

+ psenr + r*oosc). ds 

Per vedere quale dei due segni dobbiamo prendere in quest'equazione, si con- 
sirleri la  l ima  nella quale p è costante. L'equazione precedente si riduce 
all' altra 

cos0 - 2 sena; 

e onde questa non sia in contraddizione con quanto è espresso da1 teorema 
precedente, si deve scegliere il segno superiore. Abbiamo dunque in ogni caso 

Questa relazione è notevole, in quanto che si ottiene dalla (17) colla permu- 
tazione degli angoli e ed E. 

Dividendo ambi i membri della (18) per p ,  si h a  
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44 Y i r  o ndin i :  Alcune fomote relative alle 2iwe tracciate 
1_1--- 

e quindi: Considerando tma lineu tracciclta sopra zrtzn superficie qualunque, 
e deforrnando questa per flessio~ze i n  ZL?Z modo arbitrario, le qtiuntitù 

- 
i3 Rs 

rimangono hzvarin te. 
Si ricava ancora: Una geodetica e un'assintotica d i  una superficie pua- 

lunque soizo caratterixxate rispettivamente dalle equaxioni 

Si vede quindi che, nella deformazione per flessione ,d i  una superficie qua- 
lunque, 17equazione (19), relativa a una linea tracciata sopra di essa, è sempre 
soddisfatta ovvero non 10 è mai; l'equazione (20) è invece soddisfatta tütto 
al più una sola volta per una speciale forma della superficie deformantesi. 

Per una stessa linea L si facciano passare due superficie S, Si; siano 
(8, E), ( O i ,  E,) gli angoli dianzi considerati e relativi alle superficie S ed Si 
rjspettivamente. Se allora insieme alle equazioni (17), (18) si considerano le 
altre analoghe relative alle quantith e,, L , ,  si pub dire; Se, fucetzdo passare 
due superjkie S ,  S, per una stessn l ima L, s i  treova ve~ificata ulla delle 1.e- 
lazioni 

si = E l  E ,  = e l  
si troverù pure verificata l'altra. 

Siccome dall'equazione (17) si ricava 

le curve per le quali 8 ed E sono due determinate funzioni del17arco s di  L, 
sono caratterizzate dalla relazione 

che lega fra loro 17 arc0 e i raggi p ,  r. 
Se poi 

senHcos8 9 senccosz 
= k ,  

COSQ - cw e 
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sopra una  superficie e loro ayplicazioni. 4 5 

con k costante, la curva L è caratterizzata dalla relazione 

la quale s'iricontra anche quando si cercano le linee dello spazio nelle quali il 
raggio della sfera osculatrice B proporzionale al raggio del cerchio osculatore. 

Osservando che la relazione (22) è soddisfatta quando 8 ed E sono co- 
stanti e tenendo conto anche della (21), si pub dire: 

Se una linea tracciata sopra una super.Jicie possiede due delle seguetzti 
proprietà: 

1." che i p i m i  osctda t o ~ i  seghino la superjicie sotto ungolo costante, 
2." che le sfere osculatrici segAino l a  superyîcie sotto angolo costante, 
3." che i l  raggio dellu sfera oscu la t~ ice  sia proporxionale a l  raggio 

del cerchio osculatore, 
possiede pure la rimanente. 

Si ha un nuovo teorema, se nell'enunciato precedente si sostituisce alla 
linea data un'elica, e se alla terza condizione si sostituisce I'altra che l'elica 
sia ciroolare O cilindrico-conica. 

Delle curve (23), le quali s'incontrano in molte questioni, si pub dare 
una facile costruzione. 

Essendo R > p ,  si pub porre 

ed i sarà un angolo costante. Avremo 

COS i , 
allora 

rp r  = p t g i ;  

se quindi L, è il luogo dei centri delle sfere osCulatrici di L, sarà 

Da queste equazioni si deducono facilmente le altre 
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e poichè Fer la curva I; sussiste la relazione 

p = Rcosi,  

per la linea L, sussiste l'altra 

dalla quale si ricsva 
po = s,. t g i  + a ,  

con a costante. 
Quest'equazione dimostra che la trasformata di L,,, ottenuta distendendo 

sopra di un piano la sua sviluppahile osculatrice, è una spirale logaritmica 

segante i raggi vettori uscenti da1 polo sotto l'angolo - - i. 
2 

Se ora indichiamo con L, il luogo dei centri di curvatura di L, e con 
A o ,  A , ,  A punti corrispondenti sulle tre curve L,, L,, L, avremo le equazioni 

le quali servono per passaie dalla linea L, (facilmente costruibile) alla Li, 
e da questa alla L. 

Ne1 terminare questa Nota, esporrb una costruzione assai facile delle 
sviluppabili che arnmettono una geodetica sferica. 

Se L 'è una linea tracciata sopra una sfera qualunque S, la linea L, 
luogo degli estremi dei quadranti geodetici tangenti ad L è, sulla sfera S, l'in- 
dicatrice delle tangenti di L. L'evoluta sferica L, di L è una curva geode- 
ticamente parallela ad L, e distante da essa di un quadrante geodetico. Ne 
segue che l'evoluta sferica L2 di LIo è la seconda evoluta sferica di L. 

Percib: In una linea sferica qualzinque L l'indicatrice dello spigolo d i  
regresso della sviluppabile retti$catrice è la seconda eoolutu sferica L, d i  L. 

In base a questo teorema, per costruire una sviluppahile avente una geo- 
detica tracciata sopra una sfera S, e il cui spigolo di regresso è, sopra S, 
una determinata linea L,, si costruisca un'evolvente geodetica qualunque L, 
di L, e poscia un'evolvente geodetica qualunque L di Li. Indi per i punti 
di L si conducano delle parallele ai raggi della sfera che vanno ai punti cor- 
rispondenti di L,. 

Queste rette sono le generatrici della sviluppabile domandata ed L ne è 
la geodetica sferica. 
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Intorno ad un teorema di aritmetica. 

(Di ITALO ZIGNAGO, studente i n  nzatematica all'Universitù d i  Genova.) 

Si h a  il teorema: 
Ogni progressione aritrnetica, nella quale il primo termine e la ragione 

sono primi fra loro, contiene infiniti numeri primi. 
Esso fu enunciato 1a.prima volta da  LEGENDRE nelle Reciiercltes d'analyse 

inde termide  e precisamente nelle ultime pagine, ma già ne1 corso della Me- 
moria è ammesso implicitamente. 

L'Autore non dà  una dimostrazione, ma indica u n  rnetodo che forse po- 
trebbe condurre a trovarne una. Tale è l'opinione di GAUSS (Disquisitiones 
arithmeticue, 297). u Ill. LE GENDRE ipse fatetur demostrationem theorematis.. . 
u satis dificilem videri, methodumque obiter addigitat, quae forsan illuc con- 
u ducere possit. n Ma Gauss soggiunge che, per concludere qiialcosa per questa 
via, sono necessarie, a suo modo di vedere, molte disquisizioni preliniinari. 
Sembra che anche LEGENDRE abbia accettato questa opinione, perchè, ritornato 
di bel nuovo sull'argomento, scelse altra strada. Questa volta diede una di- 
rnosbrazione sviluppata (Teoria dei numer2; tom. 11, edizione 1830). Sventu- 
ratamente si appoggia sopra un lemma non bene dimostrato. DIRICHLET tentb 
di completare la  dimostrazione di LEGENDRE, ma trovati, corne egli dice, osta- 
coli insormontabili, cercb altra via e riusci a concludere (Jllathenzutische 
Ab handlungevc der A kademie der TVissemchaften- xu Ber lin,  1837 e Journal 
de Lioziville, 1839). La sua dimostrazione è molto abile, ma, corne osserva 
10 stesso Autore, non è aritmetica, fondandosi su principii che spettano al 
calcolo infinitesimale. 

In tempi più vicini a noi (anno 1888) il SYLVESTER cercb una dimostra- 
zione aritmetica del teorema di DIRICHLET e riusci per le progressioni che 
hanno il termine generale della forma ax f- 1 e per alcuni casi numerici 
(Comptes-Rendus de Z'Academie des Sciences, vol. 108). 
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4 8 Zig ?a a go : h t o t w o  ad u n  teoretnu di aritmetica. 

Definizione di alcuni simboli. 

significa il 
> .  

maggiore fra i due numeri a e b se essi sono dif- 
ferenti, il loro valore comune, se essi sono uguali. 
minore fra i due numeri tr, e b se essi sono diffe- 
renti, il loro valore comune, se essi sono uguali. 

massimo valore clie compare nella serie: 

u, u2 . , .  Uf,. 

minimo valore che compare nella serie: 

24, ZC*... Uh. - 

un divisore di a. 

un divisore di a che appartiene alla serie: 

m m + 1  ... m f  n. 

il massiino fra i divisori di a, che appartengono alla 
serj e : 

un divisore comune di a e b. 
un divisore comune di a ,  b ,  c ,  ecc. 

il massimo divisore comune di a e 6. 
il massimo divisore comune di a, 6 ,  c ,  ecc. 

Questi simboli sono in parte nuovi, in parte già introdotti (A~ithnzetices 
Principia, IOSEPH PEANO), ma poco diffusi. 

Se pi, p,, . . . p, sono numeri primi disuguali, che non dividono a ,  fra 
pi p,. . . p, termini consecutivi della progressione aritmetica indefinita : 

b b + a  b + 2 a  ..., 
almeno uno non è divisibile né per p, ,  nè per p ,,... nè per p,. 
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Xe1 caso che si abbia un solo numero primo la proposizione è dimostrata, 
percib basta dimostrare che, se B vera per s - 1 numeri primi, è anche vera 
per s numeri primi. 

Si scelgano ad arbitrio p ,  pz.. . p, termini consecutivi della progressione, 
sieno : 

b + (X + L)a b + (x + 2)a ... b + (x $21, p,. . .p ,)a,  (1) 

e si distribuiscano in due parti: 

attribuendo alla prima parte i primi 11, p.,. PS-, termini, ed alla seconda i 
termini successivi. 

Per ipotesi la proposizione è Tera per s - 1 nuineri primi, quindi la 
prima parte contiene un numero, che non è divisibile nè per p, , né per p,, . . . 
nè per p,-,. 

Sia b + (x + h ) a .  La  condizione che questo termine appartenga. alla 
prima parte si pub scrivere: 

Ora consideriamo il termine b + (x f h +pip2... p,-,)a. 
Esso appartiene alla seconda parte, perchè dalla (2) si ha manifestamente: 

E non pub essere divisibile per alcuno dei numeri: 

perchè, se fosse divisibile, per esempio, per p 2 ,  anche È, + ( x  + 1~)a  sarebbe 
divisibile pcr pz. 

Infine dei due numeri: 

uno almeno non è divisibile per p,. Perché se fossero entrambi divisibili per p,, 
anche la loro differenza, pi p, ... p,-, a, ammetterebbe il divisore p3 .  

Dunque: Se p,, p ,,... p, sono numeri primi disuguali, ecc. 
il nuali di Matematica, tom0 X X I .  7 
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5 O Zig ru a y O : hztorno ad zin teorema di aritmeticu. 

Proposixione II. 

Se a ,  b ,  c non hanno alcun divisore comune, fïa c termini consecutivi 
della progressione: 

b b + a  b +  2 a  ... 
almeno uno è primo con c. 

Si scelgano ad arbitrio c terrnini consecutivi della progressione, sieno: 

e si distribuiscano i divisori primi di c in due classi, attribuendo alla prima 
quelli che dividono a ,  alla seconda i rimanenti. Ora si osservi che: 

1) 1 numeri della prima classe non dividono alcun termine della pro- 
gressione. 

Perchè se un numero di prima classe dividesse un termine della yro- 
gressione, sarebbe un divisore cornune di a ,  6 ,  c. 

2) E, fra i c termini consecutivi scelti, uno almeno non ammette di- 
visori di seconda classe. 

Perchè detti pi p,.. . p, questi divisori, basta esaminare i primi pi pz... p, 
fra i termini scelti, per trovarne uno ( P r ~ p . ~  I), che non è divisibile, nè per pi,  
né per p ,,... nè per p,. 

Dunque: Se a ,  b ,  c non hanno divisori comuni, ecc. 
Osservazàone 1. Più brevemente questa proposizione si pub enunciare: 
Supposto : 

v=x+e 
MD(u, 6, c ) = l ,  è anche: m MD(b+ay ,  c ) = l .  

u=x3 1 

Corollwio: Se a,  6, c non hanno alcun divisore comune, e k non è mi- 
nore di c, fra k termini consecutivi della progressione: 

uno almeno è primo con c. 
Osservaxione IL Più brevemente queato corollario si pub enunciare: 
Supposto : 

?t=x+ e 
MD(a,  b, c) = 1 e k 5 c, è anche: m MD@ $ ay,  c)  = 1. 

y=x+l 
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Zig lz a g o : Intomo ad un leorerna d i  arit~netica. 5 1 

Supposto c 5 s, si ha  identicamente: 

Invero se si pone: 
h = b '  M D ( b , a , c )  

a=a f  M D ( b , a , c )  

c = C' DID(b, a,' c). 

si ottiene per conseguenza : 

C' 5 c e MD(bl ,  a', c ')  = 1 , 
quindi sarà anche (Osserv." II): 

r/= rss-1 

na N D ( b 1 + a ' y ,  c')= 1. 
y=r 

D'altra parte si ha: 

y=r+s-1 
- - m DfD[bf2CID(b, a ,  c)+-u'ïlfD(b, a ,  c)y,  c lMD(b ,  a ,  c)] 

y=v 

y.=rSs-? 
- - 112 [ M D @ ,  a ,  c)MD(L1$ u'y,  c')] 

y=>. 

Dunque: supposto c r s ,  ecc. 

Proposiziofze IV. 

Supposto k .L a ,  si ha identicamente : 
v=r+s-: z-k 

m M M D ( h  + UIj, 2)  = D(b: a). 
g=O 3-1 

La proposizione è manifesta per X. 1,  pcrchè in questo caso i l  primo 
membro si riduce all'unith. 
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52 Zig nag O : Intomo ad ulb teoremu d i  aritmeticu. 

Percib basta dimostrare che, se la proposjzionc vale per un valore di k ,  
vale anche per il valore successivo. Ora si ha:  

z-k z-k-1 

M M D ( ~ 3 - a ~ , x ) = J f [ M M D ( t i f a y , x ) ,  N D ( b + a y , I C ) ] ,  
z=1 .=1 

e per conseguenza : 
y==-l z=k ?/=a-l z=k-1 

wz M M D ( b + a y ,  x)= nz Jf[ M M D ( b f  uy ,  x), M D ( h + u y ,  A)] .  
y=O z=1 y =O e=l 

Inoltre una delle seguenti due eguaglianze avrà luogo: 

e quindi avrà luogo una di queste due: 
-a-1 z=k-1 y=@-1 z=k-1 

m J I [  M M D ( b $ a y , z ) ,  M D @ +  a y ,  k ) ] =  m M M D ( b + a y , z )  
y= O z=1 #=O z=1 

y=a-1 z=k-1 y=@-1 

M [  J f  J f D ( b  + ay,  x) ,  MD(b + a y ,  k)] = m X D ( b  + ay ,  lc), 
y- O r=l $/=O 

che si possono scrivere: 
y=a-1 z-k y-a-1 a=k-l 

nz M M D ( b + a y , a ) =  l n  J f  N D ( b + a y , x )  
y=o z=1 y=o z-1 

y=a-l z=k g=a-l 

m M M D ( b + a y ,  z)=  m MD(b-j- u y ,  k) .  
y=o z=1 y =O 

Ora in entrambe queste formole il secondo membro è un divisore cornune di 
h  ed a. 

Consideriamo la 1.". Poichè la proposizione è ammessa pel valore k - 1 ,  
è per ipotesi: 

y=@-1 s=k-1 

,112 M J f D ( b  + a y, x) = D(b ,  a). 
y=o 1=1 

Consideriamo la 2.". Poichè Icg a ,  sarà (Prop." III): 
y=a-l 

m MD(b + ay, k )  = MD(b,  a ,  k),  
Y =O 
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Zig nag O: Intortzo ad un teorema di arittneticu. 5 3 

e per conseguenza sarà anche : 
y=a-1 

9n MD(b + ay, k) = D(b, a) .  
v=o 

Dunque: supposto k. r a ,  ecc. 

Si ha identicamente: 
z=k k 

M M D ( u ,  x) = MD (u). 
z=l  1 

Dimostraxione: 1." Uno qualunquo dei numeri M D ( u ,  z )  è anche uno 
k 

dei numeri D(u). 
1 

Invero uno qualunque dei numeri MD(u,  x) è manifestamente un di- 
visore di u ,  inoltre non pub superare k, perché k è il massimo valore di x. 

k' 

2." Uno qualunque dei numeri D(u) è anche uno dei numeri MD(u, 2). 
1 

k 

Invero sia A uno qualunque dei numeri D(u), poichè h divide u ,  si ha: 
1 

h = M D ( u ,  h). 
Inoltre è per ipotesi h ,r k. 

k 

Si conclude che la serie dei numeri M D ( u ,  x) e quella dei numeri D(u) 
1 

sono identiche, e per cib i loro massimi sono identici. 

Pvoposixione VI. 

Si ha identicamente: 
y=n-1 .%=a 

m MMDth  + ay ,  z )  = M D ( b ,  a). 
2/=0 2=1 

z-n 

Per la proposixione V, M M D ( b  + ay, x) è il massimo fra i divisori di b + ay, 
r=l - - 

che no11 superano u, siccome poi MD(6, a) è uno di cpesti divisori, sarà: 
2= a 

MMD(6 + @ y ,  x )  2 MD(b,  a), 
s= 1 
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54 Zig n a y o : Irt torno ad un tewenzu d i  a î i h e t i c a .  

e quindi si avrà in particolare: 

?/=a-l z=a 

m M J I D ( b + a y ,  x ) s M D ( b ,  a). 
PO 2-1 

y=a-1 z-a 
D'altra parte ,  in virtù della proposizione IV, fn M M D ( b  + ay,  2) è un 

y=o z=l 
divisore cornune di b ed a,  e quindi si ha: 

?/=a-1 z-n 

m M M D ( b f  ay ,  z ) r M D ( b ,  a). 

Queste due conclusioni sono contradditorie a meno che non sia: 

y=a-1 z=a 

m J l d I D ( b  + u y ,  x) = M D @ ,  a). 
YS-O z=1 

Proposixiotze VII. 

Se b è minore di a e primo con c c ,  uno dei numeri: 

è un numero primo. 
Dimostraxione. L'ipotesi b è primo con a si pub scrivere: M D ( b ,  a) == 1, 

y=a-1 a-n 

od anche, in virtù della proposizione VI : m M M D  (b + a y, z) = 1, oppure 
v=O z=1 

1 rr 

per la  proposizione V: m MD(6 + a y) - 1. Si chiami O + ay' un termine 
#=O 1 

della serie b, b + a ,  b + 2a ,  ... b + (a - 1)a che verifica la  condizione 
y=a -1 n 

N I ) @  $. ag) = rninimo. La forrnola rn Y D ( b  + a y )  = 1 dice d i e  qualunque 
1 y=O 1 

divisore di b + ay' è uguale ad  1 oppure è superiore ad a. ~ é r c i ù  b + ag'  
no'n ammette divisori inferiori ad a (tranne l'unità). 

Dall' altra ipotesi b < a si deduce che i termini : 

b b + a b + 2a ... b + ( a -  1 ) u ,  

sono tutti minori di u" QQndi sarà in  particolare I! + ay'< a-. 
Ma se un numero minore di a2 non animette divisori inferiori ad a (trnnne 

l'unità), è un  numero primo. Dunque b + ay' è un numero primo. 
Laonde: se b è primo con a e minore di a ,  ecc. 
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Se b è primo con a ,  la progressione indefinita: 

b  b $ - a  b +2a . . .  

contiene almeno un iiuinero primo. 
Dirnostrazione. Yoiché b è primo con a ,  sarà b <a oppure 6 >a.  Se 

b < a  la proposizione è dimostrata (Prop." VII). Sia b >a .  Scelgasi ad ar- 
bitrio u n  numero c  primo con G e rnaggiore di b. Sarh a c  primo con b e 
maggiore di b. Percib i termini: 

b b $ a c  O + 2ac ... b + (ac  - l ) a c ,  

contengono ( P r ~ p . ~  VII) almeno un numero primo. 
Ma essi sono contenuti nella progressione: 

b b + a  6 + 2 a  ... 
Dunque questa progressione contiene almeno un numero primo. 

Proposiziorce IX.  

Se b è primo con a la progressione indefinita: 

b b + a  b + 2 a  ... 
cmtiene infiniti numeri primi. 

Dimostraxione. Per  la proposizione VI1 essa contiene almeno un numero 
primo. Sia b + a  y. 1 termini successivi: 

b + a ( . y + I )  b + a ( y + 2 )  ... 
formano una progressione aritmetka di primo termine b  $ a(y f 1) e di ra- 
gione a. Essendo b primo con a è anche b + a(y $ 1) primo con a. Quindi 
i termini: 

b  + a(y + 1) b + a(y + 2) . . .  

contengono (PropOe VITI) almeno un numero primo e percib la progressione: 

b  6 + a  h + 2 a  ... 
contiene un secondo numero primo. 

Similmente si dimostrerebbe che ne contiene un terzo, poi un quarto, ecc. 
Dunque: se b è primo con a ,  ecc. 

Genovn, 21 gennnio 1893. 
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Alcune ricerche su1 gruppo delle sosti- 
L 

tuzioni e sulla configurazione delle 
16 rette della superficie di quarto or- 
dine a conica doppia (9. 

(Di ITALO PERENO, a Paviu.) 

L o  scopo di questo lavoro è 10 studio di alcuni aggruppamenti non 
ancora considerati, ricavati dalla configurazione delle 16 rette della nota su- 
perficie di 4." ordine a conica cloppia. 

L'indole e il procedimento di questo lavoro sono analoghi a quelli dei 
lavori sulla configurazione delle 27 rette della superficie di 3." ordine pub- 
blicati recentemente da1 prof. PASCAL negli Antzali di Matematica, tom. XX. 

Se consideriamo otto punti 1 2 3 . .  . 8 e le loro congiungenti a due a due, 
e sopprimiamo la retta (1 2), le altre 27 rette si possono fare corrispondere 
u n i ~ o ~ a m e n t e  alle 27 rette di S3,  ed é di questa figura (che in fondo non dà 
che una rappresentazione gruYfica dell'ordinaria notazione di SCHLAEFLI, come 
ha fatto notare il prof. PASCAL ne1 5 20 della sua Mem. II) che egli si è 
servit0 per studiare la configurazione e i gruppi ed i sottogruppi di sostitu- 
zioni relativi. 

Se si sopprime anche la retta (1 3) e le altre 10 che incontrano questa, 
si ha una figura, che, pub nella stessa maniera rappresentare la configurazione 
dellé 16 rette di S4, e analogamente pub ritenersi come una rappresentazione 
grafic,a della nota notazione di SCELAEFLI per le rette di 8,. 

Se invece di sopprimere la retta (1 3) si sopprime la retta (3 4) [e le 10 
che incontrano (3 4)] allora la figura rimanente pub servire nella stessa ma- 

(*) Questo lavoro è un sunto della Mernoris presentata pcr la  Laurea alla Facoltà 
di Scienze della R. Universita di Pavis .  

Annali di ~Malematica, tom0 XXI. 8 
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niera al10 studio delle rette di S,. L e  16 rette restano allora rappresentate 
colle 16 congiungenti i 4 punti 1, 2, 3, 4 coi 4 punti 5, 6, 7, 8. Se ne ri- 
caverebbe un altra notazione per le rette di s,, e che potrebbe servire corne 
la precedente. 

In questa notazione le rette sarebbero rappresentate con 

ovvero : 
i =  1, 2 i ' = 3 ,  4 , j=j' .  

L a  configurazione delle 16 rette di S, B stata studiata da varii autori 
(CLEBSCH, CREMONA , ecc.) e ultimamente il dott. BERZOLARI (*) h a  considerato 
i lnoltilateri yobbi formati colle 16 rette ed i 1mliedl.i formati coi 40 piani 
tritangenti ad imitazione di quello che già precedenteinente areva fatto il 
BERTINI per i poliedri formati coi 43 piani tritangenti di S,. 

Noi qui, oltre proporci di completare da1 punto di vista delle sostituzioni 
alcuni dei risultati già noti, considereremo i poliedvi ci~.coiari forinati coi 
40 piani tritangenti ad imitazione di quello che ha fatto il prof. PASCAL per 
IR superficie cubica ("*). Considereremo inoltre la configurazione delle quin- 
tuple gotbe al10 stesso modo corne il prof. PASCAL h a  considerato la configu- 
razione delle bisestuple gobbe di S, (***). 

Per  la nota relazione che c'è fra il gïuppo di sostituzioni delle 27 rette 
di S3 e delle 16 di S, (****) (la quale corrisponde poi al  fatto già da noi 
sopra ricordato che cioè le 16  rette di S, sono precisamente nella stessa con- 
figurazione di certe 16 rette di S3 scelte fra le 27, O anche che i 40 piani 
tritangenti di S, formano la stessa configurazione dei 40 piani rimanenti di S, 

(*) Sulla superficie del 4 . O  odiize, ex. Annnli di BIntematica, tom. 13. 
(**) Snmio szd g ~ u p p  delle sostituzioi, e x .  Xniinli di Mntcmnticz, tom. 20. 

(.RE*) Coîz,f@wnzione clellc 3 G  bisest~cple gobbe, etc. Rend. 1st. Lomb., 10 novem. 1892. 
(.<;a**) JORDAS, Trait6 des szibstitutions, pag. 320. 
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e sulla confiyuraxio~ze delle 16 ret te  della superjcie, ecc. 5 9 

quando dai 45 si tolgono i 5 passanti per una retta fissa), si capisce che tutti 
gli aggruppamenti formati colle 16 rette debbono trovare il loro riscontro in 
aggruppamenti formati colle 27,  come risulta immediatamente dagli ordinari 
concetti della Teoria delle sostituzioni (*). Cos1 per es. le bisestuple gobbe di S, 
diventano in S, O una coppia di hiquadruple coniugate ovvero una quintupla 
gobba colla sua cinquisecante. 

Allora gli aggruppanienti relativi ad 5, potrebbero ricavarsi tutti da ag- 
gruppamenti relativi ad S,; ma noi abbiamo preferito ricavarli direttamente. 

Colgo intanto questa occasione per ringraziare il chiarissirno prof. PASCAL, 
da1 quale non mi mancarono mai nè consigli, nè aiuti, nè incoraggiamenti: 
queste poche parole gli siano prora del mio affetto e della mia più profonda 
riconosaenza. 

5 1. Preliminari su1 gruppo delle 16 rette di S,. 

Indichiamo coi numeri 1,  2 ,  3 , .  .. 8 gli otto punti preai a fondamento 
della nostra rappresentazione, ed irnmaginiamo fisse due delle congiungenti. 
Questa coppia di rette, come si è gik detto, possiamo sceglierla in due modi, 
O (1 2) (1 3 )  ovvero ( 1  2 )  ( 3  4). Ne1 1.' caso le 26 rette rimanenti scisse in 
10 -t 16 sono: 

Ne1 2." caso sono: 

Noi assiimeremo per Io più la prima figura per fondamcnto della nostra 
rappresentazione. 

(") Cib p o  risuitare aiicora dalla nota ridu~ioiie, iiic li,iiitc r i m  trasforinz~i 11ic qua- 
dratica, di iirili & gcnrrale riella S,  di C I , ~ Z S Z H ,  c?mn diiuostra il l~rof. C ~ t m k q x ~ ,  S"l[(r 
stqm-fi& cEi -1.O orclin,, ccc. Rciitl. Istit. T,oidi., 9 i u u ~ o  1S71. 
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6 O .Pe ?.en O :  Alcune ricerclte szd 9ruppo delle sostituxiorzi 

Corninciamo a studiare le 16 rette (b) in relazione colle a'ltre dieci (a). 
Evidenteniente queste Ir) insieme alla retta fissa (1 3) formano cinque piani 
della superficie cubica (*), che sono: 

ed insieme con tutte e due le rette fisse formano 5 delle 315 coniche coor- 
dinate alla curva di 4.' ordine (**), rappresentate dai quadrilateri: 

(1 3 5 2), (1 3 7  2), (1 3  8 2), (1 3 6 2), (1 3 4  2). 

Coiisideriamo le nostre 16 rette in relazione a quei cinque piani. 
Consideriamo in cinscuno di questi le due coppie di rette formate dalla 

retta fissa (1 3) colle altre due. È facile verificare d ie  rispetto a tali coppie 
le 16 rette si scindono in 8  + 8, di cui le prime formano una tertza dispa?.i 
colla prima coppia ed una terna par i  colla seconda (***), e le altre fanno il 
contrario. Cioè rispetto a ciascuno di questi 5  piani le 16 rette si scindono 
in due gruppi di otto rette. Di più considerando le rette in ciascun gruppo 
si vede che ogni retta taglia un'altra retta del10 stesso gruppo ed una sola, 
onde in ciascun gruppo le 8 rette si distribuiscono in 4 coppie di rette che 
si tagliano. Si  ricava quindi clle le 16 rette rispetto a cinscuno dei 5  piani 
si scindono in otto coppie di rette. Per i piani (1) tali coppie sono rispetti- 
vamente le aeguenti : 

( 5 7 . 1 7 ) ( 5 8 . 1 8 ) ( 5 6 - I 6 ) ( 5 4 * 1 4 )  ( 2 3 . 1 5 ) ( 4 6 . 7 S ) ( 8 4 . 7 6 ) ( 8 6 - 7 4 )  

( 2 3 .  17)(58  * 4 6 ) ( 5 6 .  84) (54  * 86)  ( 7 3 .  1 5 ) ( 1 8 .  7 8 ) ( 1 6 .  78 ) (14 .  74) 

( 2 3 .  1 8 ) ( 5 7 - 4 6 ) ( 5 6 . 7 4 ) ( 5 4 .  76) ( 8 5 .  l 5 ) ( 1 7 . S 7 ) ( 1 6  . 8 6 ) ( 1 4 . 8 4 )  

( 2 3 .  1 6 ) ( 5 7 - 8 4 ) ( 8 5  - 7 4 ) ( 5 4 . 7 8 )  ( 6 5 -  1 5 ) ( 1 7 . 6 7 ) ( 1 8 . 8 6 ) ( 1 4 . 6 4 )  

( 2 3 - 1 4 ) ( 5 7 . 8 6 ) ( 8 5 . 7 6 ) ( 5 6 - 7 8 )  ( 4 5 . 1 5 ) ( 1 7 . 4 7 ) ( 1 8 . 4 8 ) ( 1 6 . 6 4 ) .  

Confrontando questo quadro coll'analogo stabilito da1 JORDAN (****) al10 
scopo di rnettere in evidenza la relazione clie lianno le 16 rette di 8, coi noti 
5  coni d i  KUMMER si vede che coincidono, onde la relazione che le 16 rette 

(%) PASCAL, Rapp-esedaz .  geumetri~a,  cc*., 3 27. h n d i  di  L\l,~tcm., tom. 20. 
(**) PASCAL, Sulle 315 co~ziche, ecc. Rend. Acc. (ici Liiicei, 4 dicembre 180.  

(***) PASCAL, IZapprese&a. geomtl-ica, ?cc., 5 7. Aiiiiali di Natem., tom. 20. 
(***%) JORDAN, SuBstitutiotzs, pag. 300. 
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hanno coi 5 piani (1) è l a  stesaa di quella che hanno coi noti 5 coni di KUMMER. 
Veniamo con cib a riottenere sotto altra forma quel medesimo risultato otte- 
nuto da1 prof. CREMONA (*) trasformando con una trasformazione quadratica 
ilna superficie di 3.' ordine in una del quarto a conica doppia. 

§ 2. Sottogruppo che lascia fisso uno dei 40 piani tritangenti di S,. 

È noto che il gruppo delle 16 rette ha per ordine 1 6 . 5  ! e che è sem- 
plicemente trnnsilivo in tutte Io rette (**). Vogliamo ora studiare ta le  gruppo 
considerando corne elementi non già le 16 rette ma i 40 piani tritangenti 
delle superficie, anzi più precisamente il sottogruppo che lascia fisso uno di 
questi piani. 

Un piano lo potremo rappresentare colla coppia di rette che Io determina. 
Sia quindi (2 3 1 8) il piano che vogliarno lasciar fisso. Se comjnciamo 

a supporre ahe ciascuna delle sue rette rimanga fissa, allora le sostituzioni 
del sottogruppo non dovendo spostare tre rette (1 2) (1 3) (2 3) che formano 
la terna pari fondamentale, si riducono alle pcrmutazioni tra i rimanenti 
punti (***). Ora il punto (81 deve rimanere fisso, quindi le sostituzioni del 
sottogruppo si riducono alle 4 ! permutazioni fra i punti (5), (7), (4), (6). 

Onde possiamo concludere che: 
u II sottog~z~ppo che luscia fisso un piano (ciascuna delle sue rette) è 

u isowzorfo oloedricawtente col g~uppo simmetrico d i  4 elerrzenti. n 

Ma noi vogliamo invece le sostituzioni che lasciano fissa l a  coppia (1 8) (2 3) 
pur potendo le due rette della coppia scambiarsi fra loro. Allora il loro nu- 
mero diventa doppio, e per averle basta aggiungere le stesse di prima ai pro- 
dotti di esse per un'altra sostituziorie u che produca questo effetto. 

Una tale sostitnzione B evidentemente quella che muta le rette del sistema 
di ARONHOLD: 

1 2 . 1 3 . 2 3 . 8 7 . 8 5 - 8 4 . 8 6 ,  

rispettivamente nelle rette di questo altro: 

(7 Szclln superficie di 1.0 nrclitze. Rond. Istit. Lomb., marzo 1871. 
("*) JORDAN, SuOstit., pag. 310. 

(**") PASCAL, Rq~presentnz.  geometriccc, ecc., 23. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



62 P e r  e?zo : B lcune r i c e d e  siil grzippo delle sostitzlxioni 

Esaminando il quadro (b) delle 16 rette ($ 1) si lia subito (.he per le 
sostituzioni del gruppo le 6 rette clle congiungono a due s due i 4 punti 
5 . 7 . 6 4 si staccano dalle altre 8. Inoltre in ciascuno dei due gruppi, ogni 
retta di un gruppo ne ta& un'altra del10 stesso gruppo ed una sola. Pos- 
siamo dire: 

u Il s o t t o g r u ~ p o  che lascia. fisso zcno dei  40 piani  t r i tunyen t i  scinde le 
u r imanen t i  14 rette (yuando da l l e  16 si tolgono quelle del piano) in 6 + 8, 
u ed è transitive nelle sei e nelle otto con due s is temi  d ' i ~ n p r d n i t i v i t h .  7, 

Tali sistemi sono: 

Esaminando i 
si possono foimare 

2 quadri (l), (2) dei sistemi d'imprimitività, vediamo che 
i piani: 

( 5  7 . 4 6), (1 5 . 8 5) ,  (3 7 . 1 5 ) ,  

di cui quelli del 1." tipo sono 3, quelli del 2." tipo 8, e finalmente puelli 
del 3." tipo 24. 

Per le cose dette precedentemente i piani di ciascuno di questi 3 tipi 
sono da ritenersi equiralenti fra loro. Notiamo poi che questi 3 + 8 + 24 = 31 
piani sono tutti quelli formati colle rette escluse e perb non tiigliano il piano 
fisso secondo una retta di S,. Invece i rimanenti 8 piani [sono i 4 formati 
con (2 3) ed i 4 formati con (1 811 hanno in comune una retta (della superficie) 
col piano fisso. Anche questi per le cose dette sono da ritenersi fra loro equi- 
valenti. Dunque: 

u I l  sottogruppo clte Zascicc fisso un piuno scinde i vinzutzenti 39 in 
u 8 + 3 + 8 + 24 d i  cui i prirni otto hanno i n  cornune z t m  ?.etta (della sii- 
u perjîcie) col piano fisso e g l i  a l t r i  non  l 'hanno (*). 

Quindi una prirna distinzione dei diedri formati colle coppie di piani tri- 
tangenti di S, pub essere la seguente: 

u Diedr i  formati  d a  pian,i non  avent i  u lcuna re t ta  in cornune, e d iedri  
u format i  d a  p i a n i  uventi  una ret tu  in conzune. 7, 

(*) I n  scguito diremo seiiz'altro « i tali due piani haniîo in co~nzii~c tiizn rettn » i n t ~ n -  
dendo sempre clie qucstv retta sia una. delle 1C; di S4. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e sulIn co@guraxione delle 16 rette della superficie, ecc. 6 3 

Dei primi ne esistono, come abbiamo visto, di 3 specie diverse (sono le 
3 specie di diedri che già si conoscono), degli altri se ne ha  una specie sola. 
h questo punto, coine si capisce, ci si presentano due vie diverse: O conti- 
nuare l a  ricerca degli assiemi di piani non aventi a due a due rette in co- 
mune, oppure la ricerca di quelli aventi una ret ts  in comune. Seguendo la 
prima via ci incontreremmo nelle ricerche già fatte da1 dott. BERZOLARI sui 
poliedri ordinari: noi invece seguiremo la seconda via che ci porterà allo 
studio di  una riuova specie di poliedri non ancora studiati. 

Considereremo cioè quei poliedri le cui faccie si immaginano seguirsi con 
un ordine stabilito, e di cui 2 faccie consecutive hanno in comune una retta, 
mentre non 171ianno due non consecutive. È chiaro che la ricerca di tali po- 
liedri, che chiameremo circolari, si scosta da quella dei nzoltilateri gobbi giL 
stata fatta da altri, perchè questa diventa più ampia, potendo gli spigoli di 
un tale poliedro formare un moltilatero in cui 2 lati non consecutivi si ta-  
gliano. Tali poliedri li distingueremo in c l ~ i u s i  ed apevii secondochè l'ultima 
faccia ha  O non ha una retta in comune colla prima. 

Passiamo quindi senz'altro a ricercare le principali loro proprietà. 

3 3. Gruppo di sostituzioni corrispondenti all 'assieme di 2 piani 
passanti  per una  r e t t a  di S,. - Triedr i  circolari chiusi ed aperti. 

Abbiamo visto ne1 paragrefo precedente che ogni piano ne h a  8 altri 
aventi con esso in comune una retta della superficie, ossia che insieme ad 
esso forma una coppia di piani passanti per une retta di S,.  Ci proponiarno 
ora di  studiare il gruppo format0 da tutte quelle sortituzioni che non spostanu 
uno di tali assiemi, ad es. quel10 forrnato dai 2 piani: 

Osserviamo al solito che le sostituzioni di questo gruppo dovendo lasciare 
fisse le 3 rette (1 2), (1 3), (2 3) che formano ln terna pari fondamentale, si 
riducono a permutazioni tra i rimanenti punti. 0i.a sema  alterare il diedro, 
il punto 5 si pub permutare con 8 ed i rimanenti tre punti 4 .  6 .  7 tra loro, 
onde l'ordine di tale gruppo è 2 . 3 !, e le sue sostituzioni sono cosi rappre- 
sentate semplicemente. 

Consideriamo alloïa gli 8 piani [sono i quattro formati con (1 8) ed i 
quattro formati con (1 5) ]  che possono, giusta la nostra definizione, dare luogo 
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a triedri circolari: 

( 1 8 . 8 7 )  ( 1 8 - 8 5 )  ( 1 8 . 8 4 )  (1 8 - 8 6 )  

( 1 5 . 5 7 )  (1 5 . 5 8 )  ( 1 5 . 5 4 )  ( 1 5 . 5 6 ) .  

Si ha subito che i 2 piani formati con (5 8) si staccano dai rimanenti 
che sono, al pari di questi, da ritenersi equivalenti tra loro. 

u Possiamo dunque dire che u i  sono 2 specie d i  t ~ i r d r i  c i ~ c o l a ~ i :  la 
u prinza specie è mppresentata dalla t e m a  di piani: 

( 1 8 . 2 3 )  ( 2 3 . 1 5 )  ( 1 5 . 5 8 ) ,  

u e la seconda specie della terna d i  piani: 

(1 8 2 3) (2 3 . 1 5 )  (1 5 . 5 7). 

160. 2 160 6 -- 160 e - - u V e  tze souo rispettiva??zentc: - - 
2 2 

-- 430. n 

Ricerchiamo le proprietà geometriche di queste due specie di triedri 
circolari. 

Intanto è chiaro che entrambi sono aperti; di più ne1 primo di tali triedri 
le due rette libet-e (1 8), ( 5  8) si tagliano, quindi un tale triedro (Io diremo 
di l.a specie) darà luogo ad un tetraedro circola~-e clrizrso; mentre ne1 se- 
condo, clle diremo di 2." specie, questo non si verifica. Dunque: 

u Non esistono triedri circolari ihiztsi. n 

u Vi sono due specie d i  triedri c i ~ c o l a ~ i  aperii, 160 d i  1.a specie (oynuno 
u dei quali individus u~z piano che iinsieme ad esso fornza un tetrtredro cir- 
u colare chiuso) e 480 d i  2.a specie. n 

fj 4. Gruppo del triedro di 1.& specie. 
Gruppo del triedro di 2." specie. - Tetraedri circolari chiusi ed aperti. 

Vogliamo ora ricercare i gruppi di sostituzioni corrispondcnti alle due 
specie di triedri da noi trovate. 

Ripetendo un ragionamento analcigo a quello fatto ne1 $ 2, si ha che le 
sostituzioni del 1." gruppo [cioé di quello corrispondente ad un triedro di 
1." specie, ad es. al triedro (1 8 . 2 3) (2 3 1 5) (1 5 3 8)j si riducono alle 
permutazioni fra i 3 punti 4 - 6 . 7, e queste non spostano i piani del triedro, 
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e ad una sostituziorie O che mentre muta (1 5) in (2 3) e (2 3) in (1 5), muta 
anche (1 8) in (5  8) e (5 8) in (1 8), e questa inverte l'ordine dei piani del 
triedro stesso. Evidentemente questa sostituzione o pub essere definita come 
quella che muta le rette del sistema completo: 

rispetthamente nelle rette ài questo altro: 

Come si vede il triedro è simmetrico nelle sue bruccia,  cio& esiste una 
sostituzione del gruppo che scambia l'un braccio nell'altro. Per  passare allora 
ai  te traedri ,  possiarno aggiungere il quarto piano da una parte sola. Noi 
l'aggiungeremo a sinistra, il che ci porterà una semplific.azione nelle ricerche 
che dovremo fare in seguito. Per  la retta libera (1 8) del 1." piano a sinistra 
dobbiamo quindi far passare altri piani che non abbiano altre rette in comuiic 
col triedro. Tali piani sono: 

Per cib che si è detto sulle sostituzioni del griippo si lia che tali piani sono 
equivalenti tra loro. 

Ricordando poi che il piano (1 8 . 5 8) format0 dalle rette libere del 
triedro dato, insieme al triedro stesso forma un tetraedro circolare chiuso, 
possian~o dire : 

u Un triedro d i  1.a specie a p p a v t i e w  a due  specie d i  te traedri  d ivers i ;  l a  
u 1.a specie è rappresentata  da1 tetraedro: 

u e l a  2." specie 2 rappresentata da1 tetraedro: 

160 - 1 
u V e  n e  sotzo rispett ivumente - = 

160 - 6 
4 

40, - = 960. n 
1 

Come si vede le rette contenute .ne1 primo, che è chiuso, formano un 
quuclrilatero c i ~ c o l u r e ,  e come è naturale le 2 coppie di faccie opposte for- 
mano due  d r i e d r i  ord inar i  d i  sperie coniugati. Il secondo invece é aperto, 
e le rette in esso contenute non formano un moltilatero gobbo. Inoltre aggiun- 
geremo che esso contiene un triedro d i  1.a ed un tr iedro di 2.4 specie, quindi 

Annali di Matematica, tom0 XXI. 9 
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ne incontreremo certamente altri della stessa specie nello studio del g ~ u p p o  
del triedro d i  2." specie che ora faremo. 

. Questo triedro di 2." specie, che vogliamo non venga spostato dalle so- 
stituzioni del gruppo, sia ad es.: 

Allora. si h a  che le sostituzioni del gruppo si riducono alle permutazioni dei 
due punti 4, 6, e queste non spostano i piani del triedro, ed alla sostituzione: 

la quale inverte l'ordine dei piani del triedro stesso. 
Essendo anche questo triedro simmetrico nelle sue braccia, varrà i'osser- 

vazione fatta precedentemente. Per la retta libera. (1 8) del 1." piano a sinistra 
faremo passare dei piani che non abbiano altre rette in comune col triedro. 
Tali piani sono: 

Ora per le sostituzioni del gruppo i due primi sono equivdenti, e gli altri 
non sono ne equivalenti fra loro, nè a i  primi. 

Dunque: K Un triedro d i  2.a specie appnrtietze a t re  specie di te traedri  
u diversi ,  che sono rispett ivamente rappresentate d a  : 

Notiamo anzitutto che l'ultimo (5) a differenza degli altri due, che con- 
tengono entrarnbi due triedri di 2.' specie, contenendo un triedro di l.a ed 
un triedro di 2." specie è della stessa specie di quel10 (2) già da noi trovato. 
Abbiamo percib solo due nuove specie di  tetraedri. Dunque: 

u Vi sono t re  specie di t e f r a e d r i  cil-colari aper t i  (3 )  ( 4 )  (5 ) '  che chiame- 
u r e m o  rispett ivamente d i  La, 2.a e 3 . ~  specie in numero  d i  9 6 0 ,  480 e 960 
u rispett ivamente.  n 

Ricerchiamo le proprietà geometriche caratteristiche di ciascuna di queste 
tre specie di tetraedri 
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u Ne1 primo (3), a differenza degli altri due, le due rette libere (8 4) e 
u (5 7) si tagliano, onde individua il piano ( 5  7 . 8 4) che insieme ad esso 
u forma un pentaedro chiuso. In quanto agli altri due si ha che entrambi sono 
u aperti, che tanto nell'uno che nell'altro 10 spigolo medio non taglia nessuna 
u delle due rette libere, ma ne1 primo (4) le rette contenute formano un pen- 
u talatero aperto, mentre nell'altro (5) questo non si verifica. Del resto come 
u abbiamo già notato i due tetraedri di 2." e Xa specie si diffaenziano per 
u i triedri in essi contenuti. n 

3 5. Gruppi di sostituzioni per i tetraedri  circolari aperti.  
Pentaedri  circolari chiusi ed aperti. 

Vogliarno osa considerare i gruppi di sostituzioni crhe non spostano rispet- 
tivamente un tetraedro di l.", un tetraedro di 2." ed un tetraedro di 3." specie, 
il che ci porterà a distinguere le diverse specie di pentaedri circolari, e le 
loro propiietà geometriche caratteristiche. 

Anche in tale caso, come abbiamo sempre fatto fin qui dove era possibile 
3), cercheremo di ridurci ad un sottogruppo di quel10 di rnonodromia che 

lascja inalterato la caratteristica pari fondamentale. Questo si pub ottenere 
facilmente scegliendo opportunamente il poliedro che vogliamo rimanga inal- 
terato per le sostituzioni del gruppo. Noi prenderemo successivamente per 
tetraedri, i tetraedri (3) (4) (5) del paragrafo precedente, i quali, chiaramente, 
servono al nostro scopo. 

Indichiamo per brevità con A , ,  A , ,  A, rispettivamente i 3 piani ( 8 4  18) ,  
(8 7 . 1 S), (8 5 . 1 8) e con B, C, D rispettivamente gli altri 3 piani (1 8 . 2 3), 
(2 3 .  1 5), (1 5 . 5 7). Allora le 3 diverse specie di tetraedri oircolari aperti 
saranno rappresentate da: 

8 ,  B C D 

Corne sappiamo (§ 4) i tetraedri delle due prime specie sono simmetrici 
sia a destra che a sinistra quindi pcr passare da questi ai pentaedri potremo 
continuare ad aggiungere il quinto piano da una parte sola per es. a destra, 
cib che non potremo fare per i tetraedri di  3.a specie, pei quali bisognerà 
aggiungere opportunanlente piani tanto da una parte che dall'altra. 
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Tali piani sono: 
pel 1.' tetraedro: 

E, z ( 5 7  1 7 )  

pel 2." tetraedro: 

E, = ( 5  7 .  6 4) 

pel 3." tetraedro: 

& ~ ( 5 7 . 1 7 )  

E', G (5 7 . S 4) E", G (5 7 8 6) 

Le sostituzioni del gruppo corrispondenti al 1." tetraedro riducendosi alla 
sola permutazione (5 . 8), (7 - 4) si ha che i piani E,, E,, E, ci si presentano 
come non equivalenti, onde dànno luogo ad altrettante specie distinte di 
pentaedri. 

Invece per i 4 piani relativi al 2." tetraedro si ha che i due ultimi E',, 
E'I3 sono equivalenti tra loro, potendo noi passare dall'uno all'altro colla per- 
mutazione ( 4 .  6), la quale evidentemente non altera il tetraedro. 

Cosi per i 7 piani relativi al terzo tetraedro si ha che E, ed E', sono 
equivalenti tra loro, come 10 sono pure tra loro E', ,  E",, potendo E, ed E, 
passare rispettivamente in E', ed in E", colla permutazione ( 4 .  6), permuta- 
zione che B una di quelle del gruppo. 

È facile inoltre verificare che i 2 pentnedri formati con E',, E", sono 
equivalenti a quello formato con E,, contenendo tanto i primi che il secondo 
un tetraedro di 1." ed un tetraedro di 2.' specie. 

Yer una ragione perfettamente analoga si ha pure che i due pentaedri 
formati con Er, ,  E", sono equivalenti a quello formato con E,, e che il pen- 
taedrb formato con E5 è equivalente a quel10 furmato con E';, 
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Rimangono percib solo 8 specie d i  pentaedri circolari aperti, rispettiva- 
mente rappresentate dai pentaedri : 

A ,  B C D E, 

A, B C D E, 
A, B C D Es 
A, B C D E, 

A, B C D E; 

A ,  B C D .E6 

E, A ,  B C D 
Es A ,  B C D. 

Esaminando poi le  coppie di tetraedri aperti contenute in ciascuno di 
questi pentaedri aperti si ha: 

u Il pentaedro di 1." specie ha 1 tetraedro di 1." specie ed 1 di 3." specie 

D a  questo quadro si ricava che eccettuati i tre ultimi, tutti gli altri pen- 
taedri si possono fra loro differenziare per rispetto ai tetraedri in essi conte- 
nuti. Potrebbe quindi venire il dubbio che questi ultimi tre fossero della mede- 
simlt specie, che cioè, pur non esistendo una sostituzione che muti ordinata- 
mente i piani dell'urio rispettivamente in quelli dell'altro, esista invece una 
sostituzione che niuti i piani dell'uno in quelli dell'altro, ma in ordine inverso. 
(Cosi, trattandosi dei due ultimi, potrebbe avvenire che esista una sostituzione 
che muti ordinatamente i piani .E7, A , ,  B, C, D in D, C, B, A 3 ,  Fs.) Pos- 
siamo subito mostrare che questo non pub avere luogo. 

E;d jnvero ne1 pentaedro 3, Aa B C le rette libere (4 6), (5 7) si ta7 
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gliano, onde un tale pentaedro individua il piano (57 .  46) clle insieme ad 
esso forma un e s a e d ~ o  circo1ar.e chiuso, mentre negli altri due questo non si 
verifica. Di più ne1 pentaedro A ,  B C D E6 ciascuna delle due rette libere 
(8 5), (1 7) taglia una delle due rette che individuano la faccia media (2 3 15), 
mentre nell'altro pentaedro E, d, B C D questo non avviene. È rnesso quindi 
fuori di dubbio che i tre ultimi pentaedri trovati non sono della stessa specie, 
ed abbiamo nello stesso tempo trovate delle proprietà geometriche caratteri- 
stiche dei medesimi. 

Infine aggiungeremo : 
u Vi è u n a  sola specie d i  pentaedri  circoluvi cAiz&, e ve ne  sot20 192,  

u che corrispondono a i  192 yentalater i  gobbi forlîzati colle 1 6  rette d i  S,, e 
u 8160 pentaedri circolari  aperti ,  d i  cui  1920 d i  La specie, 960 d i  2.a, 1920 
u d i  3.a) 480 d i  #.a, 960 d i  5.a, 480 d i  6.a, 960 d i  7.a, 480 d i  8.a. A l l ' i n -  
u f u o r i  d i  quel l i  d i  3.") 4." e 7." specie tu t t i  hanno  2 p ian i  coniugati ,  i qua l i  
u pe i  peritaedri d i  2.a ed 8." specie formano un diedro ordinario  d i  1.Q specie, 
u per quel l i  d i  1." e 6." specie formano zcrz diedro ordinario  d i  2.a specie, e 
u per  i l  pentaedro d i  5.a specie sono due piani  pnssant i  per zcna stessa rettcc 
u d i  8,. Ino l t re  ciascuno de i  pentuedri  d i  4.a, 5." ed 8.a specie ind iv idua  un 
u a l tro  piano che colz esso forma u n  esaedvo circolare chiuso. a 

6. Esaedri circolari chiusi. 

Abbiamo visto ne1 paragrafo precedente che vi sono tre specie (4.", 5.", 8.") 
di pentaedri circolari aperti, ognuno dei quali individua un altro piano che 
con esso forma un esaedro circolare chiuso. Allora per pnssare agli esaedri 
circolari chiusi basterà aggiungere questo piano. Chiamando quindi per bre- 
vità Fi E (8 7 . 6 4), F2 G (8 7 . 1 7),  F3 E (5  7 . 4 6) rispettivamente questi 
piani, avremo i 3 esaedri: 

Cominciamo aiizitutto da1 riotare cile gli spigoli dei poliedri (2) e (3) 
non formano come accade in (1) un moltilatero gobbo, quindi possiamo già 
affermare che il primo di questi esaedri non è equivalente agli altri due. (Ci 
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si presenta quindi un fatto non ancnra trovato nei paragrafi precedenti, ab- 
biamo cioè dei poliedri circolari Chiusi i cui spigoli non formano dei molti- 
lateri gobt~i.) Inoltre con un calcolo semplicissimo si trova, che tanto l'un0 che 
17altro di tali esaedri contiene 6 pentaedri, di eui due d i  8." specie ed i rima- 
nenti di 5.a specie, onde possiamo ~~oncludere che sono tra loro equivalenti. 
Dunqiie : 

u Es i s tono  solamente due specie d i  esaedri  circolari  c h s i ,  e sono m p -  
u presentate d a  : 

A ,  li C D E, F ,  (4 
A? B C D E, F2, (b )  

u clie d iremo rispett ivamente d i  l.a e 2.Q specie. G i i  esaedri  d i  1." specie sono 
u c a r a t t e ~ i z x u t i  da l la  pl-oprieth clle i 2oro spigoli  formano un esalutero guhho, 
u mentre  puelli d i  2." specie mm godono d i  qupstu pmprie tà .  Della 2." specie 
u ne es is to l~o 80 (questi  coriispondono a,yli 80 esulateri  goitbi f o r m a t i  colle 
u 16 rette d i  S,), e della 2.a specie 240. n 

Passiamo ora a ricercare alcune proprietà geometriche di queste due 
specie di  esaedri. 

Consideriamo in (a) le tre coppie 1 8 . 5 7, 2 3 . 6 4,  1 5 - 8  7 di spigoli 
opposti. Queste, per quello che si è detto, sono necessariamente tre coppie 
gobbe di rette. Orbene se cerchiamo di queste tre coppie, le corrispondenti 
coppie di bisecunti, queste saranno pure tre coppie gobbe di rette, e perb po- 
tranno riguardarsi come tre coppie di spigoli opposti di un nuovo esaedro 
circolare chiuso che sarà, chiaramente, della stessa specie. Dunque in questo 
senso possiamo dire : 

u O g n i  esaedro circolare chiuso d i  1.a specie n e  indiviclua zin altro. n 

Questo non potrà evidenteinente ripetersi per quello di 2." specie (b), le 
cui coppie di spigoli opposti sono due gobbe e l ' a h  no. 

Consideriamo in ciascuno di tali esaedri le due terne di piani non con- 
secutivi, si hanno 3 piani senza rette in comuce, e che, come si riconosce 
subito, foruiano ne1 primo caso due tr iedr i  ord inur i  d i  3." specie coniugaii  e 
ne1 secondo due t r i edr i  01-dinari d i  5 a syerie pure  coniugati. Dunque: 

u L ' e s a e d ~ o  circolare chiuso d i  1.a specie s i  pud immaginure  come il 
u complesso d i  due t r i edr i  o ~ d i n a r i  d i  3." specie coniuyat i  coi piatai del-  
u Z'uno in tercalat i  fra i p ian i  del l 'a l tro ,  e quello d i  2." specie si pua i m -  
u maginare  colne un 'anuloga disposizione d i  due t r i edr i  ord inar i  coniugati  
u d i  5." specie. n 
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Esistono infatti, corne è noto, 80 coppie di triedri ordinari di 3.a specie 
coniugati e 240 coppie di triedri ordinari di 5." specie coniugati, e queste, 
come si sa, sono le sole due specie di triedri che ammettono un triedro con- 
iugato (*). 

5 7. Alcune proprietà delle quadruple gobbe di 2.a specie. 

1 vari raggruppamenti delle 16 rette di S, sono già stati studiati da vari 
autori, solo qui vogliamo aggiungere qualche risultato, a nostro credere, non 
anc,ora notato. 

Si sa che esistono due specie di quadruple gobbe formate colle 16 rette 
della superficie. Una quadrupla di 1.' spec.ie è caratterizzata dalla. proprietà, 
che una qiialunque delle 12 rette escluse incontra almeno una delle rette della 
quadrupla. Invece una quadrupla di 2." specie è caratterizzata dalla proprietà 
che fra le 12 rette escluse ve n'è sempre una (ed una sola), che non taglia 
alcuna delle rette della quadrupla, e che quindi insieme ad essa fornia un 
assieme gobbo. Si ha cioè uria quintupla, cioè uno di quegli assiemi di cui 
atudieremo poi la configurazione. 

Vogliamo qui occuparci solamente della 2.a specie di quadruple. Ci limi- 
teremo a dimostrare alcune delle principali loro proprietà, che ci saranno poi 
utili in seguito. 

Abbiasi la quadrupla di 2.' specie: 

I(1 5 )  (1 7) (1 8) (1 6)l. 

e noto che rispetto ad una di queste, le rirnanenti dodici rette si scindono 
in 1 + 6 + 4 + l  che sono: 

(2 3) - (5 7) (5 8) (5 6) (7 8) (7 6) (8 6) - (4 5) (4 7) (4 8) (4 6) - (1 4), 

di cui la prima taglia tutte quattro le rette della quadrupla (quadrisecante), le 
seconde ne tagliaiio solo due (bisecanti), le altre quattro ne tagliano solo una 
(unisecante) e finalmente l'ultima non ne taglia alcuna (zerosecante). Questa 
B appunto quella retta che colla quadrupla forma una quintupla gobba. 

Si ha subito che le quattro rette del terzo gruppo formano pure una 
quadrupla di 2." specie, e che inoltre (2 3) ne è la zerosecante, e (1 4) la qua- 
drisecante. Di più le sci rette del 2." gruppo sono pure bisecanti per questa 
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quadrupla, e le rette (1 5), (1 7), (1 8), (1 6) ne sono le unisecanti. Possiamo 
quindi conchiudere : 

u Le 4 uniseca~zti d i  unu quadrupla d i  2." specie formano pure unu 
u guadrtipla d i  2." specie. Inoltre fra le  due quadruple c ' è  questa corrispon- 
u denxa: le bisecanti della prima lo sono pure per la seconda, la quadrisecuntc 
u e la xerosecante della prima sono rispettivamente la xerosecante e lu quadri- 
u secunte per la seconda, e le 4 unisecartti della secotzda formano la prima. n 

Dunque ogni quadrupl& di 2.a specie ne individua un'altra, che diremo 
la colziugata, viceversa questa individua la prima. 

Z'insieme di due tali quadruple diremo biquadrupla d i  2." specàe per 
distinguerla dall'analoga formata con quelle di  l.a specie. Esistendo, corne è 
noto, 80 quadruple di specie, segue che: 

u Le b i q u n d ~ y d e  d i  specie sono 40. n 

Osservando poi che la quadrisecante della quadrupla considerata è (2 3), 
e quella della sua coniugata è (1 4), e che le due rette (2 3), (1 4) si tagliano, 
possiamo aggiungere : 

u Ogni b i p u u d ~ u ~ l a  di  2 . a  specie individua un piano tritangente d i  S,. n 

Si ha quindi questa corrispondenza tra le biquadruple di 2.a specie ed 
i piani tritangenti di S, ,  che sono appunto 40. 

Consideriamo le otto rette : 

escluse dalla biquadrupla. Si vede immediatamente che con esse si ponno for- 
mare altre quattro biquadruple di 2.a specie, che sono: 

Chiamando coniugate due biquadruple di 2.8 specie cbe contengono tutte 
le 16 rette della superficie, si ha  che: 

u Oyni biquadrupla d i  2." specie ha 4 biquadruple d i  2." specie con- 
u iugate. n 

E ancora: 

u Esistono - 40 ' - - 80 coppàe di  biquadruple d i  2.a specie coni~gate. n 
2 

Annali d i  Matematica, tom0 X X I .  10 
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Consideriamo una di queste coppie, ad es. quella formata dalla biquadrupla 
considerata e dalla (a).  Le quattro quadrisecanti delle quattro quadruple in 
essa contenute sono: (2 3), (1 4), (1 5), ( 5  4). Osa queste, evidentemente, for- 
mano il quadrilatero circolare chiuso: 

( 1 5 . 2 3 . 1 4 . 4 5 ) .  
Dunque : 
u L e  puadrisecanti delle 4 puadj-ziple contenute in utza coppiu d i  biqua- 

u ilrzrple d i  2." specie coniugate fornzano un q u a d d a t e r o  circolare. n 
Od anche considerando i due piani (2 3 . 14), (1 5 4 5) indiriduati dalle 

due biquudruple, possiamo dire: 
u O g n i  coppia d i  b iyuadruple  d i  2.a specie coniuyate ind ic idua  un diedro 

u ord inar io  d i  1.a specie. n 

5 8. Sottogruppo di sostituzioni 
che lasciano fissa una quintupla gobba. 

Si sa che colle 16 rette di S, si possono formare 16 quintuple ,  cioè 
16 assiemi di 5 rette che a due a due non si incontrano. Ci proponiaino ora 
di studiare la loro configurazione. 

Chiaramente tale studio corrisponde alla considerazione del gruppo che 
si ha prendendo per elementi non già le 16  rette, O i 40 piani  tritangenti 
(come abbiamo fatto per i poliedri circolari), ma le 16 quintuple.  Si ha allora 
un gruppo i somorfo  oloedricamente con quello delle 16 rette. 

Noi incomincieremo senz'altro a considerare un suo sottogruppo, propria- 
mente quello che non sposta una delle 16 quintuple: m a  prima di fare questo 
sarh bene premettere le seguenti considerazioni. 

È facile verificare che nella nostra rappresentazione grcrfica queste 16 
quintuple possono essere di 3 tipi diveïsi (li diremo tipo 1, II, III), e ce ne 
sono rispettivamente una, cinque e dieci. Evidentemente in ciascuno di tali 
tipi le cinque rette della quintupla insieme alle due fisse (1 2), (1 3) forme- 
ranno un sistema d i  ARONHOLD. Ora per il tipo 1 questo è del primo tipo 
(vedi PASCAL, Mem. 1, Tav. TI, fig. llea), e per gli altri due del secondo tipo, 
e precisamente pel tipo II il triangolo è costantemente ( 1 . 2  . 3), mentre pel 
tipo III questo è variabile. 

Possiamo allora rappresentare hrevemente una quintupla del tipo 1 (che 
noi diremo semplicemente una quintupla 1) con Cl], una quintupla 11 col nu- 
mero corrispondente al centro del fascio chiuso t ra  parentesi [ ], e finalmente 
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una quintupla I I I  coi tre numeri corrispondenti ai vertici del triangolo chiusi 
tra parentesi (*). Con questa notazione le 16 quintuple possono essere rappre- 
sentate brevemente cosi: 

Supponiamo allora che la quintupla fissa sia [l]. Allora, evidentemente, 
permutando i cinque punti 4 - 5  . 6 - 7 8 in tutti i modi possibili la [l] non 
varia, onde ricaviarno che: 

u IZ sottogruppo che lascia fisso una quintupla è isomorfo col gruppo 
u simrîzetrico di  5 elernenti. a 

È chiaro che, per le sostituaioni di  questo sottogruppo, ogni quintupla II 
non pub che tornare in una quintupla II, e cosi ogni quintupla III non pub 
che tornare in una quintupla 111, ossia non pub mai una quintupla II passare 
in una I I I  e viceversa. Dunque: 

u I l  sottogruppo che lascia fisso una quintupla scinde le ~imunenti  in 
u 5+10. n 

Osservando poi che ciascunn quintupla II ha nessuna retta comune con [l], 
e che invece ciascuna delle III ha sempre in comune con [l] due rette, si ha: 

u Bi sono IO  quintuple che con una data hanno due rette co?nuni e 5 
u clle hanno colla stessa nessuna retta cornune. n 

E ancora: 
u Esistono 40 coppie d i  quziztuple uventi xevo rette i n  comune ed 80 asenti 

u due rette in  comune. n 

Chiameremo (come già fece il prof. PASCAL ne110 studio della configura- 
zione delle 36 bisestuple gobbe di 8,) assieme (terna, quaterna, ecc.) di 1." ca- 
tegoria un assieme di quintuple aventi a 2 a 2 nessuna retta in comune, e 
assieme di 2." categoria un assieme di quintuple aventi a 2 a 2 ,  due rette 
in comune. 

Passeremo ora senz'altro a dirnostrare le principali loro proprietà. 

(7 1 due primi simboli non si ponno confondere t r a  loro, perche l a  quintupla 1 f. unica 
ed ha per  centro del fascio- costanteinente il punto 1, mentre  uiia rluintupla II non p u b  
uiai averlo. 
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9. Coppie di quintuple. - Gruppo di sostituzioni corrispondenti. 

Consideriamo una coppia d i  1." categoria, ad es. la  coppia formata dalle 
due quintuple [lj e [5]. Seguendo i soliti principi si ha che le sostituzioni 
del gruppo, che non la spostano, si riducono alle permutazioni fra i quattro 
punti 7 . 8 . 6 . 4 ,  le quali evidentemente non muovono le due quintuple, e ad 
una sostituzione che permuta tra loro le quintuple stesse. Si ricava quindi 
che l 'ordine d i  un ta le  gruypo  è 2 - 4  ! 

Di qui segue immediatumente che se le due quintuple della coppia sono 
fisse, allora sono anche fisse le due rette (1 5) e ('2 3) che si tagliano, e perb: 

u I l  g r z ~ p p o  che lascia fisso u n a  coppia (di 1." cutegorin) d i  quziztzcple, 
u lascia fisso u n a  coppia d i  r e t f e  che s i  tugliano, e q u i d i  i l  piano tr i ton-  
u gente corrispondente. n 

Osservando poi il quadro delle 16 quintuple (§ 8) si ha che per le sosti- 
tuzioni del gruppo, che stiamo considerando, le quintuple III si scindono in 
6 $ 4, e che queste ultime sono equivnlenti alle quattro quintuple II. Inoltre 
si verifica facilmente che le prime G hanno diie rette coinuni con ciascuna 
quintupla della coppia, e quindi 4 rette in comune colla coppia, mentre le 
altre 8 hanno solo 2 rette in  comune colla coppia. Dunque: 

u A d  ogni  coppia d i  1." categoria è coî~reluto zin piufzo. Rispet to  ad z6na 
u tale c o p i a  le a l t re  14 quintuple  s i  scittdo~zo in  8 + 6 ,  d i  cui  le pr ime  hanno 
u due rette in c o m m e  e le a l tre ,  yuuttl-O, colla coppia considerata. n 

Risulta dunque c.he : 
u N o n  esistono a l  d i  là delle coppie a l t r i  ussietni d i  qu in t zq le  uvettti u 

u due a due zero rette in comune. n 

Consideriamo le sei quintuple : 

del 2.' gruppo. Si vede facilmente che ciascuna di esse ne ha uii7dtra,  ed 
una sola, con cui forma una coppia, quindi esse si possono riunire (ed in uns  
sola maniera) in 3 coppie. Dunque: 

u Ad u n a  coppia d i  1." categoria ne S O H O  associate 3 a l t re  che i&evze 
u ad essa costituiscono m a  p a d e r n a  d i  coppie. x 
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Detto n = [l], b - [5], si ha  la quaderna: 

a b  

a' b' 

a" b" 

a'" bu'. 

Esaminando questa quaderna si vede inoltre che: 
u In u n a  quaderna di c o p i e  d i  1.a categoviu due quintuple  poste in u n a  

u stessa or izzontule  formmzo wza coppia d i  1." categoria, e due non  poste il? 

u u n a  stessa orixxontale ne fornzano uncc d i  2.". n 
E ancora: 
u O g n i  q u a d e ~ n a  d i  c o ~ p i e  d i  1.a cutegoria è indiv iduata  d a  u n a  pua- 

u Zunque delle quat tro  coppie in essa contenute. n 
Considerando poi le otto quintuple escluse dalla quaderna si ha:  
u Le otto quintzcple escluse d a  u n a  quudernu s i  distribuiscono (ed in zcn 

u solo modo) in u n ' a l t r a  quaderna. n 
Questa quaderna e la data esauriscono tutte le 16 quintuple. Due tali 

quaderne le diremo coniugate. 
u Colle 16 quintuple s i  possono puindi formare 5 coppie d i  quaderne cun- 

u iugate. n 
hbbiamo con cib il modo di costruire, mediante le 16  quintuple della con- 

figurazione, le radici dell' equazione di 5." grado risolvente [di ordine più 
basso (*)] di quella di 16.", da cui dipende il problema delle 16 rett.e della 
superficie. 

§ 10. Coppie e terne di quintuple. - Gruppi di sostituzioni corrispondenti. 

Il sottogruppo studiato ne1 § 8 è transitivo nelle 10 quintuple che hanno 
colla quintupla data 2 rette in comune, quindi l'ordine del sottogruppo che 

5 ' lascia fisso anche una di queste 10 sarà 2 e perb l'ordine di quel10 
1 O 

lascia fisso il complesso delle due quintuple sarà doppio, e propriamente 4 !  
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In quanto alle sue sostituzioni si ha, supponendo che la coppin fissa sia 
[l] [ 5 . 7  81, che esse si riducono alla permutazione del punto 4 con 6, e dei 
rirnanenti tre punti 5 - 7 5 tra loro (e queste sostituzioni non muovono le 
due quintuple), e ad una sostituzione che permuta ira loro le quintuple stesse, 
Le quintuple II si scindono allora in 3 + 2,  e le quintuple III in 6 + 3, e 
le prime 3 delle II sono equivalenti a queste ultime 3. Dunque rispetto ad 
una coppia le rimanenti 14 quintuple si scindono in 2 + 6 + 6. 

Considerando poi le quintuple di ciascuno di questi gruppi, in relazione 
colla coppia data, si ha: 

u Rispetto ad una coppia di 2.a caltgo~ia le altre 14 quintuple si scin- 
u dono in 2 + 6 + 6 ,  d i  cui le prime forma?zo coppie d i  1." categoria con 
u czàscuna delle date, le altre 6 forrnano coppie di 1." categoria con una delle 
u date e di 2." coll'altra, e jnalmente le ulti~ne 6 formano coppie di 2." ca- 
u tegoria con ciascuna delle dute. n 

Di qui segue che: 
u Ogni coppia uppartiene a 6 terne. Vi sono percid 160 terne. v 

Cousiderando le 2 quintuple [4] e [6] del 1." gruppo si vede che esse 
formano una coppia di 2." categoria. Dunque: 

u Ogni coppia di 2." categoria ne i~zdzijidua un'altra. Questa è formuta 
u dalle quintuple che forrnano coppie d i  1." categoria con ciascuna quintupla 
u della coppiu data. n 

Passando alle terne si vede che le tre quintuple contenute in una terna 
hanno sempre in comune una retta. 

Cos1 per la terna: 

[il - [ 5 . 7 .  81 - [5 7 .  61, 

questa retta è la (1 4). Dunque possiamo dire: 
u Ogni terna di quintuple individua una. retta, che é la retta comune 

u ulle 3 quintuple della terna. n 
Considerando al solito il gruppo delle sostituzioni corrisponderiti alla terna 

presa in  esame, si ricava che: 
u Rispetto ad una terna le altre quintuple s i  scindono in 3 + 6 + 3 + 1, 

u le prime 3 hanno 2 rette in  comune con ciascuna di quelle della tema, le 
u seconde hanno 2 rette i?z colnune con 2 delle quintuple della terna e zero 
u rette coll'altra, le altre 3 hanno 2 rette in comune con una solu delle quin- 
u tuple della terna e zero colle altre due, e Jinalmente l'ultima forma coppie 
u d i  La categoria con ciasczina d i  yuelle della terncc dutu. a 
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Notiamo inoltre che le prime tre non sono equivalenti tra loro, ma per 
le sostituzioni del gruppo si scindono in 2 f 1 

[ 5 - 8 . 6 1  [ 7 . 8 . 6 ]  - [ 5 . ? . 4 ] .  

u Esistono quindi 2 specie d i  quaterne. n 

Consideriamo le tre quintuple [SI, [6], [8 - 4  . 61 del terzo gruppo. Si 
vede facilmente che esse formano una terna. Inoltre è facile verificare che le 
tre quintuple aventi con questa solo due rette in comune sono precisamente 
le tre quintuple della terna data. Chiamaildo coniugute due terne che sono in 
questa relazione, possiamo aggiungere: 

u. Ogtii terna di quintuple ne ha un'altra coniugata. Si possono quilzdi 
u formare 80 coppie d i  terne coniugate. n 

$ 11. Quaterne di ima e di 2.a specie. 
Gruppi di s o s t i t u z i o n i  c o r r i s p o n d e n t i .  

Abbiamo visto ne1 paragrafo precedente che le tre quintuple aventi due 
rette in comune con ciascuna di quelle della terna data non sono equivalenti 
t ra  loro, ma si scindono in 2 + 1. Abbiamo percib due specie di quaterne, 
rappresentate da: 

[l] [5 - 7-81 . [5. 7 .  6 1 -  [ 5 - 7  .4]  

[1] . [ 5 . 7  -81 . [5 .  7 . 61 . [ 5 .  8 Ci], 

che diremo rispettivamente di 1.a e di 2.& specie. Una terna appartenendo ad 
una quaterna di  1." specie ed a 2 di 2." specie, segue che: 

u Vi sono 40 quaterne d i  1." specie, ed 80 quaterne di 2." specie. n 

Considerando le quattro quintuple contenute nella 2.a di tali quaterne si 
vede ch'esse hanno in comune l a  retta (1 4), onde possiamo dire: 

u Ogni quuternu di 2.a specie individua una retta, che 2 la  ett ta comune 
u alle 4 qaintuple della quatema. n 

Questa pub essere una proprietà geoinetrica che differenzia le 2 specie 
di quaterne. Ma ce ne sono molte altre, corne ora vedremo. 

Evidentemente in  una quaterna di 1." specie si impiegano 12 rette, mentre 
in una di 2." specie solo 11. Consideriamo le rette rimanenti. 

Ne1 1." caso sono: 

(8 6) (8 4) (6 4) (2 3). 
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Ne1 2.0 cas0 sono: 

Cioè ne1 1." cas0 abbiamo uiia quadrupla di 1." specie, e ne1 2." una quin- 
tupla, od anche una quadrupla di 2.8 specie colla sua zerosecante. Dunque: 

u L e  2 specie d i  quaterne sono distinte unclie dalle proprietà caratteri- 
u sticke seguenti: le reite escluse da una puaterna d i  specie formano una 
u quadrupla d i  1.a specie, e quelle escluse da u m  d i  2." specie formano una 
u quadrupla d i  2.a specie colla sua xerosecante. n 

E ancora: 
u L a  retta i nd i~ idua ta  (come sogra) da m a  quatemu d i  2.a specie è la 

u cinquisecante dellu quiniupla d a  essa esclusa. n 

Considerando i gruppi di sostituzioni corrispondenti rispettivamente ad 
una quaterna di l.", e ad Ilna di 2.a specie, si ricava: 

u Rispetto ad una quaterna d i  1.a specie, le altre 12 quiratuple s i  scitz- 
u dono in 8 + 4 ,  d i  cui le prinze kanno zero rette in comztne con zuza delle 
u quintuple della quaterna e due con ciascuna delle altre 3, nmzfre  le altre 4 
u hanno 2 rette i n  cornune con ztnn delle quintztple della quaterna e xer-O con 
tr ciascuna delle rinzanenti. n 

Corne si vede tali quaterne non dànno luogo a quintine. Invece: 
u Rispetto ad una  qztaberna di 2." syecie le a l t ~ e  12 quintz4ple si scindono 

u in  1 + 4 + 6 + 1 ,  d i  cui la prima ?lu due rette i9.r cornulze con ciascuna d i  
u quelle della quaterna, le altre 4 hanno nessuna retta i n  cofnzine con una 
K e due rette i n  colnune con ciasczwta delle 3 rinza~zenti, le a2tl.e 6 hunno due 
u r a t e  in conzune con due delle quintuple e nessunu colle ul tre  due, e Jinal- 
u mente l 'ultima forma coppia d i  1." categoria con ciascuna delle quintuple 
u della yuaterna. 77 

E come si vede: 
r Oyni puaterna di 2.a specie appartiene ad una  quintina. u 

8 0 . 1  
u 'CPi sono quindi - - 

5 
- 16 quintine. n 

Considerando poi le 4 rette individuate dalle 4 terne contenute in Una 
quaterna di 1." specie, si ha: 

u Le 4 rette che le quintuple d i  una quaterna di 1." specie han?zo i n  co- 
6 mune a tre a tre fornzano una q u a d r u ~ l a  d i  La specie, coniugata d i  quella 
u formata dalle 4 rette escluse dalla quaterru stessa. n 

Evidentemente una proprietà analoga non potrà avere luogo per le qua- 
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8 2 Pe r eno : Alcune ricercl~e su1 gruppo de2le SOS tituxioni 

Consideriarno infine le otto quintuple escluse rispettivamente da una bi- 
quaterna d i  I.a e di 2.a specie (vedi quadro s 8). 

Ne1 1." caso sono: 

[ 5 ] ,  [TI ,  [ 4 .5 .6 ] ,  [ 4 . 6 . 7 ] ,  [ 5 . 6 . 8 ] ,  [ 6 . 7 . 8 ] ,  

[ 4 . 5 . 8 ] ,  [4 .7 .8] .  
Ne1 2." caso sono: 

[7], [SI, [6], [4], [ 7 - 8 . 6 1 ,  [ 7 - 8 . 4 1 ,  [ 7 . 4 . 6 ] ,  [ 8 . 6 - 4 1 .  

facile verificare chc colle prime si pub formare un'uniea hiquaterna di 
18 specie, e colle seconde invece si possono forniare 4 biquaterne di 2." specie. 
Chiamando co?ziugate 2 biquaterne che in ta1 modo contengono tutte le 16 quin- 
tuple, possiamo dire : 

u Ogni biquaterna d i  1.a specie ne ha un'altra coniugata, ed ogni biqua- 
u terna d i  specie ne ha 4 altre ad essa coniugate. n 

Duuque : 
u Vi sono 10 coppie d i  biquaterne d i  1.a spcie coniugate, e 80 coppie 

u di  biquaterne di 2." specie coniuyate. n 

Considerando le 4 rette individuate dalle 4 quaterne contenute in iina 
coppia di biquaterne di 2." specie coniugate, possiamo infine aggiungere: 

u Ad ogni coppia di biquater~ze di 2.a specie coniugate corrisponde un 
u quadrilatero cimolare. n 

5 12. Quintine. - Gruppo di sostituzioni corrispondenti. 

Sappiamo che ogni quaterna di 2.a specie appartiene ad una quintina, e 
che perb vi sono 16 quintine. Consideriamone una, ad es.: 

Corne si vede la retta (1 4) è comune a tutte Cinque le quintuple, qiiindi: 
u Ogni quintina individua una retta. n 

Considerando al solito il gruppo delle sostituzioni che lasciano fisso questa 
quintina, si ricava: 

u Rispetto ad una qz~intina le altre 11 quintuple si sci?tdono in 1 + 10, di 
u mi la prima forma coppie di La cntegoria con ciascuna di quelle della quin- 
u tina, e le altre 10 formano coppie di 1.a catogoria con 2 soltanto delle quin- 
li tuple delta guintina e coppie d i  2.a categoria con ciascuna delle rirnanenti. n 
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Continuazione 
del saggio su1 gruppo delle sostituzioni 

fra le rette della superficie cubica. 

(Nemoria III d i  ERNESTO PASGAI,, a Pclvia.) 

P e r  chi ha seguito l7ordine di idee sviluppate negli altri miei- lavori 
yrecedenti, non occoïre prefazione a questa ultima Memoria colla quale ter- 
mino i miei studi sulltt configuiazione delle rette della superficie di 3.V ordine. 

Prendo intanto questa occasione per indicare qui la lista dei miei ultimi 
lavori pubbljcati nei Ilendiconti dell'Accademia dei Lince;, che, pure trattando 
argomenti diversi, hnnno perb coi lavori da me pubblicati in questo Giornale 
un intimo legame, e con essi, esplicano completamenté il progranima che _mi 
era tracciato qualclie anno fa, corninciando questi studi. 

Essi sono: 
Sulle 315 coniche coordinate alla curva piana generale di 4." ordine 

(4 Dicembre 1892). 
Ricerche sugli aggruppamenti formati colle 315 coniche (18 Dic. 1892). 
Sugli aggruppamenti tripli di coniche coordinate alla quartica piam 

(8 Gennaio 1893). 
Su di un'estensione della configurazione delle 10 rette della superficie 

d i  5." ordine a quintka doppia (22 Gennaio 1893). 
Osservazioni sui giuppi di sostituzioni fra le caratteristiche dispari di 

genere 3 e di genere 4 (5  Febbraio 1893). 
Sulla configurazione dei 120 piani tritangenti della sestica storta di ge- 

nere 4 (5 Marzo 1893). 
Sui piani tritangenti della sestica storta (19 Marzo 1893). 
Un altro lavoro che è del10 stesso indirizzo di quedi, S quel10 del 

dott. PERENO pubblicato da poco tempo negli Annali di Mafematka. ' 

Ed infine ricorderb cbe un breve riassunto dei principali risuItati otte- 
nuti da me nelle Mem. II e III B già comparso 'in quattm Note prexe'ntate 
all' Istituto Lombardo (Novembre 1892, Gennaio 1893). 

Anmli di Mnlematica, tomo XXL 12 
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86 P a s c a  1 :  Continuaxiotze de2 suygio sill g ~ q ~ y o  delle sostituxioni 

S 1. Iiitroduzione al10 studio delle enniuple formanti una coppia 
di triedri coniugati. Gruppo appartenente ad un' ennupla. 

Intenderemo da osa in poi ger e?zmpla uno di quelli assiemi di  nove 
rette colle quali si possono costituire 6 piani e solo sei, formanti una coppia 
di triedri coniugati, studiati da CREXONA nei lavori citati nella Mem. II. 

Abbiamo già visto nella precedente Memoria che nella rappresentazione 
georuetrica tali ennuple possono avere solo 3 figure diverse, che sono le tre 
parti della fig. 1, che noi distingueremo rispettivamente colle indicazioni di 
tipo 1, II, III; e di tali ennuple ve ne sono 120, cioè 90 del tipo 1, 20 del 
tipo II c finalmente 10 di III. L e  nove rette di ciascuna ennupla sono cos1 
combinate che, se una ne incontra un'altra, fra esse 1 7 i  esisterà sempre la 
terza che con quelle due completa il piano, e inoltre ognuna ne incontra 
solo quattro altre, per modo che con quelle rette non si possono formare più 
che sei piani. 

Osserviamo prima di tutto che il gruppo che lascia fissa una delle en- 
nuple è Io stesso di quel10 che lascia fissa la coppia di triedri coniugati, e 
che noi abbiamo già studiato ne1 5 3 della Memoria precedente, e abbiamo 
visto che ha per ordine 2 . 3  ! 3 ! 3 ! , mentre poi sappiarno che il sottogruppo 
che lascia fisse le singole nove rette ha per ordine 3 !  ed B isomorfo col gruppo 
simmetrico di 3 elementi. 

Perb ne1 lavoro precedente 10 studio di ta1 gruppo ci era capitato per 
incidente, e ne abbiamo quindi trattato brevemente. Ora invece 10 vogliamo 
studiare più intimamente. 

Avevamo già trovato che le 18 rette restnnti si possono distribuire in sei 
sistemi d'imprimitivith che chiamammo rispettivamente a, b, c, d,  e, f, e che 
poi il gruppo fra questi sistemi è a sua volta imprimitivo con due sistemi 
d'imprimitività, rappresentati rispettivarnente da a ,  b, c; d ,  e, f. 

Quindi ne ricaviamo che il gruppo totale 10 possiamo immaginare con 
due soli sistemi d'imprimitività che sono rappresentati rispettivamente dalle 
9 rette di a ,  b, c, e dalle nove rette di d, e ,  f, e tali sistemi sono disegnati 
nelle due parti A ,  B della fig. II. 

Ora si vede subito che A ,  B sono a loro volta due ennuple perchè esse 
formano un assieme del10 stesso tipo di 1 (fig. 1). Onde ne deduciamo la pro- 
prieth nota che le 18 rette restanti esterne od m a  ennupla si  riuniscono iiz 
una sota wianzèrn in due altre ennuple che potremo chiamare le coniugate 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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alla prima, e le tre ennuple (formanti cib che si su01 chiamare una ternu) 
eswiiriscono tutte le 27 rette, 

Pe r  le sostituzioni del gruppo che lascia inalterata la fig. 1, i sistemi 
A ,  B O reatano ciascuno inalterato, O si permutano fra loro. 

Possiamo iiitanto ricavare questo risultato: 
Ir Le due ennuple coniugate ad una del tipo 1 sono del medesirno tipo 1 e 

11 si ottengono da quella con opportuna permutazione dei punti fondamentali. a 

Ci si presenta quindi la quistione di  ricercare invece di che tipo sono 
le ennuple coningate ad una del tipo II O III. 

Ora avendo già dimostrato che a d  una ennupla ne corrispondono solo 
due coniugate e non più, è chiaro che se posso costruire due altre ennuple 
senza rette conluni, e formate solo colle rette esterne al tipo II, io potrb dire 
che. queste sono le uniche coniugate del tipo I I ;  e cos1 pel tipo III. 

Ma evidentemente formando la figura simile a quella del tipo II e otte- 
nuta da quella col sostituira i punti 4, 6, 8 ai  pùnti 3, 5, 7, e poi formando 
la figura del tipo III, noi abbiamo tre ennuple nelle condizioni volute, quindi 
possiamo dire: 

u L e  due ennuple coniugate ad una del tipo II sono una del tipo II e 
i c  l'altra del tipo I I I ;  e le due coniugate ad una del tipo III sono ambedue 
u del tipo II. n 

Ogni ennupla del tipo III h a  diinque per corrispondenti due del tipo II, 
ed effettivamente quelle sono in numero metà di queste. 

Una terna di questo genere l'abbiamo rsppresentata colla fig. III. 
Possiamo ora rappresentare le sostituzioni del gruppo che lascia fissa la, 

prima delle. ennuple di quella terna. Potremmo ricavarle direttamente, ma 
possiamo anche giovarci dei risultati già trovati ne1 citato $ 3 della Memoria 
precedente. 

Ogni ennupla si pub in due modi sconiporre in tre terne gobbe di rette. 
Co$ la  seconda ennupla della. fig. I I I  dà luogo alle due serie di terne gobbe 

e CO& la  terza ennupla dB analogamente 

e si vede che le terne della seconda serie sono formate prendendo una retta 
da ciascuna delle terne della prima serie. 
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88 Pa SC a l :  Continuaxione del saggio szil g w p p o  delle sostituxiotzi 

Da questo specchietto si vede che una twnn della prima. serie di A lia con 
una della prima serie di B, uns  relazione completamente dirersa di quella ctie 
ha  con una .delIa seconda serie di B; l m  es. o p i  retta della prima di A in- 
contra una delle rette della prima di B, [(14) incontra (3 4); (1 6) incontra (3  6); 
(1  8) incontra (3 8)]; ma invece paragonando la terna 1 4 .  1 6  18  della prima 
serie di A colla terna 4 3 - 4 5 4 7 si trova che queste tre incontrano tutte 
una medesima retta di quella terna cioè ( 1  4) e non incontrano le altre due. 

A questa distinzione si collega strettamente l ' a h  che dà origine ad 
ennaedri di due diverse specie, studiati da  CREMONA, ina noi non ci fermeremo 
su questo. 

Considereremo solo le due prime linee di A ,  e B, e osserveremo che a 
ciascuna delle nove combinazioni di una delle tre prime terne con una delle 
tre seconde corrisponde una delle rette dell'ennupla data', come quella clle 
 complet^ i tre piani che si possono formaïe con una di quelle combinazioni; 
cos1 per es. le tre ïette 1 4 .  1 6 .  1 8 incontrano rispettivamente le altre tre 
4 3 6 3 - 8 3, e le tre coppie sono poi incontrate tutte dalle rette (2 3). 

Chiamando n b c d e f rispettivamente quelle sei terne si h a  che le per- 
mutazioni fra le sei terne debbono essere tali da lasciare inalterata la funzione 

(y  simbolo di irna funzione simmetrica), e tenendo poi conto della formazione 
delle terne della seconda serie di A O B mediante quelle della prima, e delle 
relazioni fra le singole rette di una terna di A e quelle di uns  terna di B, 
pos~iamo stabilire una relazione univoca fra le rette di una terna e quelle 
di  ogni altra. 

Possiamo disporre le 18 rette ne1 s e p e n t e  quadro: 

e allora le sostituzioni fra le 1 8  rette sono quelle che spostano il complesso 
delle linee e delle colonne di questo quadro. E propriamente le linee si pos- 
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sono permutare fra.loro in modo arbitrario (in. 3 ! modi); e le colonne possono 
sottoporsi ai  seguenti cangiamenti, cioé, le tre prime possono permutarsi in 
modo arbitrario fra loro, le tre ultime anche in modo arbitrario e indipen- 
dente da110 spostamento delle prime, e infine il complesso delle t ïe ultime pub 
permutami col complesso delle tre prime. 

S i  hanno cos1 le 2 . 3 ! 3 ! 3 ! sostituzioni. 
In quanto poi alle 9 rette della ennupla data, esse si permutano in cor- 

rispondenza della permutazione delle coppie : 
' 

ad corrispondente a 2 3 

Stabilito cosi il gruppo delle sostituzioni possiamo passare a esaminare 
coine si dispongono tutte le altre ennuple in rapport0 a qnella fissa. 

Possiamo utilmente introdurre una notazione che ci serva a rappresentaïe 
m a  speciale ennupla. Una figura corne 1 (fig. 1) è individuata quando sieno 
dati i punti 3, 5; 4, 6, e quindi la indicbererno con (3, 5 ;  4, 6) (*); e cosi 
la II la indicherenio con (3, 5, 7) e la III con (3, 5, 7;  4, 6, 8). 

Rispetto alla (3, j, 7) le ennuple del tipo 1 si ordinano in 

(3, 5 ;  4, 6) (4, 6 ;  3, 5) in numero di 9 + 9, =(a,) 

(37 5 ; 4, 7) (4, 7 ;  3, 5 )  n 9 + 9, E (4 

(3, 4; 5, 6 )  n 36, E (Q) 

(37 4 ;  6, 8) (6, 8; 3, 4) 8 9 + 9, = (4, 
(con. tutte le altre che si- ricavano da queste permuhndo i puntf 3, 5, 7 fra 
loro, e i punti 4, 6, 8 fra loro). 

(') Natando cùe il tipo I non B siuiuetrico, corne gli altri, nèi due punti l7 2, si vede 
che l'ordine con ciii debboiio, nella iiotazione, farsi saccedere quelle dne coppie non 6 in- 
differente. 
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Ora colle regole date sopra per fornîare le sostituzioni del gruppo pos- 
siamo fas vedere che ilna figura (a,) della l.a linea 5 equivalente ad una 
delln quarta (a,). 

P ~ r c h è  se facciamo III sostituzione 

( . f i 7 )  ( e l ) d c . , . )  ( f a . . . ) ,  

giusta le regole esplicate sopra, si vede che la l.a figura diventa esattamente 
la quarta. Esaminando le figure delle prime tre linee in rapport0 alla fonda- 
mentale si vcde che una della prima linea (a,) ha 2 rette gobbe in comune 
colla fondamentale; uns della seconda linea (a,) ha due piani in comune (due 
piani passauti per una retta) e una della terza (a,)  ha un piano in comune. 

Vediamo analogamente corne si ordinano le ennuple del tipo II rispetto 
alla fondamentale. 

Oltre 1st (4, 6, 8) possiamo ordinare le nltre in 

(3, 5, 4) in numero di 9, E (a5)  

con tutte quelle che si ïicavano da queste facendo le dette peïmutazioni dei 
piinti, 

E finalmente le ennuple del tipo III si posaono distinguere in una sola 
categoria [oltre (3, 5, 7;  4, 6, S)], perchè da una qualunque di esse per es. 

colle solite permut,azioni dei punti si possono ricsvare tutte le altre (in nu- 
mero di 9). 

Ora nella stessa maniera con cui abbiamo pioceduto sopra si pu6 vedere 
clle esistono sempre sostituzioni che mutano iina figura (a,) in una (a,) O in 
una a7 ;  e una figura a, in una a;. 

Quindi d o r a  si deduce che rispetto ad una ennupla, tufte le altre si 
scindono in quattro categorie, ci&: 

1) Le due coniugate. 
2) 54 aventi due rette (formanti una coppia gobba) in comune colla data. 
3) 27 aventi due piani cornuni colla data (due piani passanti per una 

retta). 
4'1 36 aventi un sol piano comune colla data, 
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Questo teorema è noto (*), ma qui non potevamo tralasciare di ricavarlo, 
sia per esplicare in dettaglio nletodi di cui in seguito ci serviremo sempïe, 
sia per stabilire una maggiore completezza e uniformith in tutto il nostro 
lavoro. 

$ 2. Coppie di ennuple con due rette comuni. 
Gruppo di sostituzioni della coppia. 

Ogni eu~iupla ne ha, corne si sa, 54 altre aventi con esfia due rette co- 
muni. Quiudi si potranuo formare in tutto 

coppie di ennuple in tale posixione, e noi ne sceglieremo una, ed esamineremo 
cume si comportano tutte le altre rispetto alle due della coppia. 

Prima perb possiamo ricercare facilmente quante ennuple passano per 
una data coppia gobba di rette. 

Sia per es. la coppia gobba (1 3) (2 3); osservaiido le figure già stabilite 
si vcde subito che non ci possono essere altre figure che quelle di tipo II 
contenenti questa coppia, e di esse se ne avranno tante per quante sono le 
combinazioni a due a due dei cinque punti restanti. Quindi possiamo dire: 

u Esistono 10 ennuple contenenti iina data coppia gobba. 2 

Fissiamo una coppia di ennuple con due rette in comune, e propriamente 
ci conviene scegliere quella rappresentata dalla fig. IV. 

Se questa coppia deve restar fissa, dovrà restar fisso l'assieme delle due 
rette (1 3) (2 3),  e quindi il triangolo (1 2 3). Onde, per un principio di cui 
già altre volte ci siamo serviti (**), le sostituzioni appartenenti alla nostra 
coppia saranno alcuiie di quelle che lasciclno fissa la caratteristica pari base 
della rappresentazione, e quindi si ridurranno solo a opportune permutazioni 
dei punti fondamentali. 

Ora le permutazioni fra i puriti, tali da lascias fissa la coppia rappre- 
sentata dalla fig. IV sono evidentemente solo: la trasposizione dei punti 1, 2;  
quelln dei due punti 5, 7, dei du.e punti 4 ,  6 e infiue Io scambio di 5, 7 

2 3! 3! 3 !  con 4, 6. Si lianno cioè in tutto 2 2 . 2 . 2  = 8 --- = 16 sostituzioni. 
54 

(7 Vedi per es. BEKTINI, C o ~ ~ t t i h ~ ~ i o ~ ~ ,  ecc. Ai~nitli ùi Mateni., tom. 12, S 1. 
(**) Vedi Mem. 1, § 8, 23; Mem. II, 5 16. 
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Rappresentate cos1 le sostituzioni appartenenti alla coppia, ne yossiamo 
subito dedurre la separazione fra loro di tutte le altre ennuple, ed esaniinare 
se due ennuple debbono reputarsi, rispetto alla coppia, equivalenti O no. Prima 
di tutto due ennuple rappresentate con figure di tipi diversi, non potranno 
certamente allora essere equivalenti. 

Limitiamoci ad esamiilare solo quelle 53 eniiiiple clie hanno colla prima 
delle date, due rette in comune, e ricerchiamo quante di esse hanno anche 
colla seconda la analoga relazione. 

È facile vedere ohe delle a , ,  a,, a,, a, del paragrafo precedentn, solo le 
seguenti soddisfano a questa condizione: 

@ , 6 , 8 )  / 
(77 4, 8) \ di tipo a, 

(3, 6, 5 ;  4, 7, 8), (3, 8, 5 ;  7, 4, G )  / 
di tipo a;. 

E si pub poi vedere subito chc colle indicate sostituzioui queste ennuple si 
separano in 5 categorie distinte rappresentate rispettivamente da 

. . 

c = (5, 7;  4, 6) in numero di 2 

C' E (5, 7 ; 6, 8) n S 

c" = (5, 4, 8) 4 
-- 
= (3, 6 ,  7;  4, 5, 8) n 4 

c1"=(3, 8, 7; 5, 4, 6) n 4. 
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Possiamo dunque dire: 
u Rispetto ad una coppia di enriuple, aventi due rette comuni, tutte le 

u altre che con ciascuna delle due date hanno un'analoga relazione sono in 
numero di 22, e si separano in chque categorie 2 + 8 + 4 + 4 f 4. n 

5 3. Terne di ennuple aventi a due a due 
una coppia di rette in comune. 

Se alla coppia a, b della fig. I V  aggiungiamo una delle 22 ennuple 
trovate ne1 paragrafo precedente, abbiamo una terna colla proprietà indicata. 

Parrebbe a prima vista che si possano ottenere cosi cinque diverse specie 
di terne, e cib sarebbe infatti se aggiungendo ad a b una qualunque delle c 
si avesse sernpre una terna composta simmetricamente mediante le sue tre 
ennuple. Ma invece si pub far vedere che le terne a ,  b ,  c e a ,  b ,  cf pure 
contenendo tutte coppie simili, non si possono considerare pero formate sim- 
metrioamente mediante le loro ennuple. 

Cib si vede subito esaminando le rette che a due a due le ennuple di 
ciascuna di quelle terne hanno fra loro in comune (vedi fig. Vj. 

Per  la terna n b c tali rette sono rispettivamente 

e per la terna a b cf esse sono invece 

e si riconosce 
altre due una 

(P)  
1 3 . 2 3  

che ne1 primo caso la coppia di rette 1 3  2 3 ha rispetto alle 
relazione simmetrica, cioè una delle sue rette incontra le due 

di una delle coppie, e l'altra incontra le due ùell'altra coppia; e questo non 
si verifica più per nessun'altra delle tre coppie di rette; quindi possiamo dire 
che nella terna a b c la ennupla c non potrà scambiarai né con a nè con b, 
mentre poi solo a ,  b potranno scambiarsi fra loro. 

i l /~?tnli  th' ilfutematicn, tom0 XXI. 13 
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9 1  Y il sc a 1: C'ontiri.unxio~~e del sqg io  szd gruppo del10 sostitzcxioni 

Cos1 analogamente nella terna a ,  O ,  c' si riconosce clie la ennupla O lia 
una posizione distintn dalle altre due, e d'altra parte poi studiando la con- 
figurazione delle sei rette (CC) e delle sei rette (B), si vede subito che questa 
nuova terna è diversa dalla prima. 

Stabilita cos1 la dissimetria di queste due prime terne, è evidente che 
per la natura della eriumerazione stabilita ne1 paragrafo precedente, esse ci 
debbono ricoinparire ciascuna due volte, ma diversamente orientate. Effetti- 
vamente si pub riconoscere che le terne 

n b c"', (J b cTY, 

sono rispettivamente equivale~iti alle a ,  b, cf, u ,  d ,  c. 
In  quanto alla n b c" essa non pub allora che essere simmetrica nei suoi 

tre elernenti; le rette cornuni fra le ennuple a due a due sono: 

e formano un assieme simmetrico. 
Possiamo enlinciare i seguenti risultati : 
u Esistono tre specie diverse di terne di ennuple aventi a due a due 

IL sempre in comune una coppia gotha di rette. Di queste tre terne, le due 
L prime non sono composte simmetricamente mediante i due elernenti, e la 
u terza è invece composta simmetricamente. 

ir Ve ne sono: 

60 - 5 4 .  2 di 1." specie (a, b,  c) 

54 '  di 2.. specie (a, b ,  cl)  

2 

60 ' 54 . * di 3.' speoie (a, 1, eu). 3 

u Le proprietà caratteristiche delle tre specie sono [corne è facile rico- 
.i rioscere dai quadri ( c c )  (B )  ( y ) ]  che nella prima, colle tre coppie gobbe di 
u rette che le ennuple hanno in comune a due a due, si possono formare due 
u terne gobbe non aventi rette in comune, e ciascuna contenuta interamente 
u in una delle ennuple date; nella seconda colle medesime rette si possono 
L anche formare due terne gobbe ma non separate, bensi aventi due rette in 
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u comune, e infine nella terza le medesime rette formano due terne gobbe 
u separate, ma nessunn contenuta interamente in una delle ennuple date. n 

Facilinente ~i possono ricavare anche questi altri risultati: 
u L'ordine del gruppo di sostituzioni che lascia fissa una terna di 1." specie 

u è 8, per la terna di 2." specie I'ordine è 4, e invece per la terna di 3." specie 
ii 1' ordine è 4 ! . 7, 

Potremmo ora passare a studiare le quaterne, nîa preferiamo passare ad 
un altro genere di considerazioni. 

$ 4. Coppie e terne d i  ennuple 
aventi a due a due in comune due piani. 

Prima di tutto esaminiamo quante ennuple esistono le quali contengono 
due dati piani passanti per una retta. & gih noto che ve ne sono 4; ma 10 
possiamo subito ritrovare col nostro metodo. Sieno i due piani (1 3 4 2) (1 5 4 2) 
passanti per la retta (4 2). Le ennuple d o r a  potranno essere solo dei tipi 1, 
I I ;  cli~elle del tipo 1 sono: 

e di quelle del tipo II ce n 'è  una sola 

(3, 4, 5); 
dunque : 

u Esistono solo yzlattro ennuple passanti (*) per due piani dati. n 

Si pub notare qui che le rette esterne a queste quattro figure sono 1 6, 
1 7 ,  1 8, 6 4, 7 4, 8 4, cioè proprio le altre sei rette formanti i rimanenti tre 
piani passanti per l ' m e  (2 4). 

D a  cib che si B detto ne1 $ 1 risulta che le coppie di ennuple aventi in CO- 

120 - 27 mune due piani sono di una specie sola e sono i n  numero di - - -- GO - 27. 
2 

Consideriamo una di queste coppie e sia 

passanti per i due piani 1 3 4 2;  1 5 4 2. 

() Mi si lascino passare ora e in avvenira queste espressioni abbreviative per signi- 
flcare che le ennuple contengono le  tre rette che stanno in quei piani. 
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Le altre 26 che con b,  hanno due piani in comune sono: 

(3,  5 ;  4, 7) (3, 5 ;  4,  8) 

(4, 5 ;  3, 6 )  (4 ,  5 ;  3, 7 )  (4,  5 ;  3, 8) 

(3, 4 ;  5, 6 )  (3, 4 ;  5, 7 )  (3,  4 ;  5, 8 )  

(4, 6 ;  3, 5) (4,  7 ;  3, 5 ) ' ( 4 , 8 ; 3 ,  5) 

(3,  6;  4, 5) (3, 7 ;  4, 5 )  (3, s ;  4, 5) 

(5 ,  6 ;  3, 4)  (3, 7 ;  3, 4) (5, 8; 3, 4) 

(31 5 ,  6 )  (3, 5, 7 )  (3, 51 8) 

(3, 41 6 )  (3, 4, 7) (3, 4,  8) 

(5 ,  41 6, (57 41 7 )  (5, 47 81, 

e si riconosce che solo 10 di queste lianno contemporaneamenfe anche due 
piani in comune con (a,), cioè: 

C ,  - (3 ,  5; 4, 7), (3, 5 ;  4, 8 )  \ 

cI f=1(4 ,  5 ;  3, 6), ( 3 , 4 ;  5, 6 ) ,  (4, 6 ;  3 , 5 ) ,  (3, 5 , 6 )  

c,"-(3, 6 ;  4, 51, ( 3 , 4 , 6 ) ,  (5,  6; 3, 41, ( 5 ,  4, 6).  

Ora dico che secondoché aggiungiamo un'ennupla della prima Iinea, o 
della seconda o della terza, abbiamo terne di natura diversa. 

Effettivamente basta esaminare la posizione reciproca dei piani che a 
due a due hanno in comune quelle ennuple. Si vede che c, passa. per i me- 
desimi due piani per cui passano a,, O, mentre 

b,,  ci' hanno in comune i piani ( 1  4 3  2 )  (1 5 3 2)  

a , ,  ci' 71 n ( 1 5 6 2 )  ( 4 3 . 5 6 . 7 8 )  

bj 7 ci" n n ( 1  3 4 2 )  ( 1  3 5  2 )  

ai1 cl" n n ( 1 3 4 2 )  ( 3 4 - 5 G . 7 8 ) ,  

e quindi evidentemente le terne 

a, b, c, 

a  6,  ci' 

ai h ci", 

sono di naturil f r ~  1or0 diversa, Nella prima Ie tre ennuple paseano per i me- 
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f rn  le ~ e t t s  della siyerficie cubicn. 97 

desimi due piani; nella seconda i piani coniuni sono sei distirzfi formanti una 
figura che adesso esamineremo, e nella terza i piani comuni sono quattro di- 
stinti, e le tre ennuple passano tutte per un medesimo piano. 

Resta a far vedere che le altre ennuple comprese rispettivamente nelle 
stesse linee di c i  c,' c," sono a queste equivalenti, e allora potremo dedurre 
che esistono solo tre specie di terne. 

In  quanto al godere delle analoghe proprietà rispetto ai piani che hanno 
.fra loro in comune, la cosa si pub verificare subito; m a  questo non è suffi- 
ciente per fare la dediizione dell'equivalenza. Bisogna far vedere che esistono 
sostituzioni le quali, lasciando fisse a, b , ,  trasformino una delle c  in ciascuna 
di quelle comprese nelle stesse linee. 

In quanto alle due figure della prima linea del quadro (A) ,  non c'A 
dubbio che esse sono equivalenti, perch8 si ottengono l'una da117altra collo 
scambio dei punti 7, 8, il quale scambio non altera a, b , .  I n  quanto poi alle 
nltre bisogna tener presente la formazione del gruppo delle sostituzioni clle 
lasciano inalterati due piani passanti per una retta (*). 

Si è visto nella Memoria precedente, che alcurie delle rette esterne a tali 
due piani, si scindono in quattro sistemi d'imprimitività, che abbiarno allorcl 
chiamati b ,  c ,  d ,  e ,  e certe permutazioni fra questi sistemi insieme con tutte 
le 4 !  sostituzioni fra le quattro rette di un sistema, dànno le sostituzioni del 
gruppo totale. 

Ora si verifica che le sostituzioni (fra i sistemi) 

(che lasciano fisse le due ennuple a , ,  b,)  trasformano la c,' rispettivamente i n  
ciascuna delle altre tre comprese sulla stessa linea; mentre che le sostituzioni 

trasformano la cirr nelle altre della stessa linea. 
Quindi possianio effettivamente dedurre l'equivalenza di cui si parlava. 
A questo proposito possiamo fare un' jnteresaan te osservazione che ci farh 

subito riconoscere qua17 è il gruppo delle sostituzioni clie lasciano fissa la coppia 
di  ennuple. 

Abbiauio gi3 visto i n  questo paragrafo clie vi sono quattro eiinuyle pas- 
santi per due piani. 
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Tenendo presente la tabella colla quale, ne1 citato S 2 della Memoria 
precedente, abbiamo rappresmtata la corrispondenza fra Je rette dei quattro 
sistemi d'imprimitività 6 ,  c ,  d ,  e ,  riconosciamo subito clie le quattro ennuple 
passanti per i due piani 

(1 3 4 2) (1 5 4 2), 

son formate aggiungendo alle cinquc rette di questi due piani le quattro rettc 
di una delle quattro lince del quadro citato. Cod le due ennuple a, h ,  cor- 
rispoildono alla prima e quarta linea. Onde d o r a  ne deduciarno subito che: 

rl Il gruppo che lascia fisso I'assieme di due ennuple a, b ,  è quel sotto- 
:L gruppo di quel10 studiato ne1 3 2 della Memoria precedente, clle muta i 
CC quattro sisterni d'imprjmitività con tutte le 8 sostituzioni di I' e scarnbin 
c( semplicemente la prima colla qunrta Iinea del qiiadro contenuto ne1 citato 
i l  paragrafo. Tal gruppo ai.& per ordinc 16. n 

Con questo teorema si possono a colpo d'occhio eflettiinre le verificlie 
di cui si parlava soprn. 

Conie conclusione di  questo parngrafo possiamo dunque dire: 
i( Esistono ire diverse specie di t ~ r n c  di ennnple aventi n diie n due iinn 

,L roppin di piani in comiine. 
L( La prima specie è caratterizzata da1 fatto che le tre ennuple passano per 

3 ' 2 0 - 2 7 - 2  
i c  la medesima coppia di piani; di  tale specie ve ne sono = 4 0 . 2 7 ;  

2 . 3  
la semnda specie è caratterizzata dalla proprieth die le tre coppie di piani 

.i comuni rnppresentano sei piani distitzli; di questi s p i  piani tre passano tutti 
u per una retta, e i tre altri per unn altra retta gobba colla prima, e cia- 
u scuno dei piani del primo gruppo incontra poi uno solo dei piani clel se- 
,( condo gruppo. Le tre ennuple entrano simmetricamente nella forniazione 

(1 della terna, e di tali terne r e  ne sono 1 2 0 ' 2 7  ' 4  = 80 .27 .  
2 . 3  

(I Finalmente la. terza specie è caratterizzata da1 fatto che le tre ennuple 
il passano tiltte per Io stesso piano fondamentale, e a due a due Iianno poi 
CC in comune un altro piano, e si hanno tre piani passanti per ciascuna delle 
LL tre rette del piano fondamentale. Di terne di 3.' specie ve ne saranno 
(1 anche 80.27. 

u I n  una ternn di 1.' specie sono impieg& 17 rette; in  una di 2.8 
LL 14 rette, e in una di 3.a 15 rette; e questo criterio prib eervire iitilmente 
u per riconoscere subito Ia specie di iina terna data. n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



f i-a le rette della superficie cabica. 9 9 

$ 5. Teoremi sulle terne. Quaterne. 

Iticerchiamo quali sono le 12 rette esterne ad una terna di specie. 
Esse sono (per la terna a, bi c,") 

1 7 . 2 7 . 1 8 . 2 8 . 7 3 . 7 4 - 7 5 . 7 6 . 8 3 . 8 4 * 8 5 : 8 6 ,  

ci& queste 12 rette formano una doppia sestupla (*); onde: 
' U  Le 12 rette esterne ad una terna di 3.a specie formano uila doppia 

8 0 . 2 7  
,L sestupla. Percib ad ognuna delle 36 bisestuple sono coordinate - = 60 

36 
u terne di 3." specie formate colle stesse 15 rette. a 

Per una terna di 2." specie invece, per es. a, bi cir, si vede che lc rette 
eeterne sono le stesse di prima, più la retta (1 6); cio8: 

u Una terna di 2 h p e c i e  è coordinata a d  una bisestupla e ad &a retta 
80 - 27 

u esterna ; quindi colle n~edesime 14 rette si possono forrnare - - - 4 terne 
36 15 

ci di specie. n 
Esamineremo di  qui a poco corne son formate queste 4 terne. ~. 

Ne1 paragrafo precedente abbiamo visto come, data una coppia a ,  b,, tutte 
le altre ennuple che con queste hanno due piani in comune sono dieci distri- 
buite in 2 + 4 + 4, e ne1 quadro (A)  noi abbiamo ordinate tutte queste en- 
nuple. Ora ci occorre di esaminare le relazioni reciproche esistenti fra queste. 

I I I  Chiamiamo ordinatamente ci' c, c, c d ,  c:" c2" c3I1 cd1' le otto ennuple delle 
due ultime linee del quadro (A) ,  e ci c, quelle della prima linea. 

Allora prima di tutto poichè ci c,  passano per gli stessi due piani fon- 
damentali per cui passano a, b , ,  CO& si vede clie la quaterna a, b, ci  c, con- 
terrà tutte terne di i.a specie, perchè formate con ennuple passanti per 2 piani 
fissi. E poichè non esistono altre ennuple che c ,  c2, le quali formino terne 
di 1." specie con a, b,, oosi si ha che: 

u Ogni terna di l.a specie individua una 4." ennupla forrnante con essa 
u una quaterns in cui tutte le terne sono di 1." specie e clle chiameremo qua- 
u terna d i  lea. specie. n 

Inoltre si pub verificare cile c,, c, insieme con uii'altra delle c hanno 
sernpre due rettp, e non due piani, in comune. Quindi: 

u Da una. terna di 1.' specie no11 si pub passare che solo alla quaterna 

(*) Veili più avariti S 6. 
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u di 1." specie e R nessuna altra quaterna. Di quaterne di 1." specie ve ne 
rr souo 270. n 

Esaminiano allora le c' e le c". 
Prima di tutto si pub verificare che cjueste a due a due hanno sempre 

due piani in comune, e quindi: 
u Rispetto ad una terna di 2." O 3." specie vi sono sempre 7 altre en- 

tr nuple esterne aventi con quelle della terna sempre due piani in cornune; e 
u si potranno formare al  ntussiriao sino ad assieini di 10 ennuple aventi fra 
u Ioro questa relazione, e non oltre. 

Si pub riconoscere che le quattro c' si separano in 2 $ 2 cioè in c,' c,'; 
c,' c,' in maniera che le due prime O le due seconde insienie con a, O 6, danno 
sempre una terna di 2." specie, mentre che coinbiriando uiia delle dile prime 
con una delle due seconde, e con a, O bi si lia invece una terna di 3." specie. 

E la cosa analoga succede per le quattro c", ciott le terne 
I ,  I I  > I  , l  

CIIC, C o ,  G 1 C 3  C4 

I I  I I  I I  ,, 
51 C I  C r ,  61 c3 C 4 )  

sono d i  3." specie, mentre che le altre otto 
I ,  ,1  t I  I I  

a, ci c, , 5, ri c3 
I ,  ,' t ,  , >  

(6, C1 C4 , bl c1 cl 
I I  I I  I I  I r  

(11 CL c3 7 51 ce CJ 
,, " ' I  r 

Ut f 2  C d 7  hl CO c4 

sono di 2." specie. 
Combinando poi una c' con m a  c" e con a, si ha una terna di 2.' specie, 

e invece con b ,  si lia una terna di 3." specie; ovvero reciprocamente si ha 
di 3." specie ne1 1." caso e di 2,Vilell'altro. 

Di qui ricavianlo che le due terne 

t ,, individuario sempre rispettivarnente una quartil enuupla c L ,  c2 , e ?WU soZa, 
in modo che le quaterne 

I I 

ui 61 ci c2 

contengono tutte terue rispettivamente di 2." O di 3." specie. 
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Riunendo questo risultato con un altro ottenuto avanti, possiamo dire : 
u Ogni terna di 1." 2.a O 3." specie individua sempre una quarta ennupla 

u che con essa forma una quaterna contenente terne tutte della specie di quella 
u data. Tali quaterne le chiameremo rispettivamente di 1." 2." 3." specie, e 
u di esse ve ne sono: 

Si pub aggiungere (corne risulta da una verifica sulle nostre figure) che: 
u Una quaterna di 1." specie contiene 21 rette; una di 2." ne contiene 

u 14, e una di 3." 15. a 

Allora risulta anche la risposta ad un quesito che ci siamo proposti sopra. 
Noi abbiamo dimostrato che colle stesse 14 rette si possono formare quattro 
terne di 2." specie; ora una quaterna di 2.8 specie contiene quattro terne 
di 2." e noii occupa che 1 4  rette, dunque: 

u Le  quattro terne di 2." specie formate colle medesime 1 4  rette sono 
u quelle contenute in una quaterna, e quindi son formate combinando a tre 
u a tre, quattro ennuple speciali. n 

Ne1 nostro caso esse sarebbero a ,  b, c,' c,'. 
Data la coppia rc, b, si vede che si possono formare due sole quaterne 

di 2." specie contenenti la coppia data, e due sole di 3." specie e sono: 

I I  I I  I l  I l  

a,  b, ci CP , a,  6, c3 cl , 
onde: 

u L e  quaterne di 2." O di S." specie si riuniscono a due a due contenenti 
u una medesima coppia di ennuple. n 

Ma oltre le quaterne enurnerate sopra, ve ne sono delle altre. 
r 1  Effettivamente alla terna a, b, c,' noi possiamo aggiungere c,, c, ovvero 

una c", e in ogni cas0 abbiarno, per le cose dette, una quaterna contenente 
due terne di 2." specie e due terne di 3." specie. 

Per  ogni terna di 2." O 3.a specie si possono formare 6 di queste qua- 
terne, e bisognerebbe cra esaminare se queste sono tutte equivalenti fra loro, 
giacchè non è sufficiente l'aver dimostrato che son formate in maniera simile 
rispetto alle loro terne. Ma questo 10 lasciamo, e indicheremo genericamente 
col nome di quaterna di 4." specie una quaterna in cui due quaterne sono 
di 2." specie e due di 3.". Osserviamo solo che una quaterna di 4.a specie 
contiene sempre 15 rette. 

Annali di Matematica, tomo XXI. 14 
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102 Pas c a 2 : Contir~uaxione del sagyio su1 g m p p  del le  sostitwioizi  

Possiarno ora passare a notare alcuni teoremi. Si  pub osservare che: 
u Tutte le ennuple di una quaterna di 3.a specie passano per un piano 

u fisso. v 
Inoltre formiamo una terna con tre delle c'; trovianio senipre una terna 

di 2.a specie perché contiene solo 1 4  rette distinte, dunque: 
u L e  quattro ennuple che separatamente con uns  coppia data formano 

u sempre terne di 2." specie, costituiscono a loro volta una quaterna in cui 
u tutte le terne sono di 2." specie, cioè una quaterna di 2.Qpecie. n 

Analogamente si pub verificare che : 
u Le  quattro ennuple che con una coppia data formano sempre terne 

a di 3." speoie, costituiscono a loro volta una quaterna di.3." specie. n 

Possiamo dare un'altra forma a questi teoremi riunendoli con alcune 
proprietà già trovate, e dicendo: 

u Vi sono due sole quaterne di 2.a O 3." specie contenenti una coppia 
u data di ennuple; in queste togliendo le due ennuple della coppia, le altre 
u quattro formano ancora una quaterna di 2." O 3." specie. n 

Abbiamo visto che data una terna di 2.a O 3." specie esiste una sola 
ennupla esterna formante con essa, quaterna di 2.a O 3." specie; e percib: 

u Non esistono quintine in cui tutte le terne sieno di 2." specie ovvero 
u tutte di Xa specie. i> 

Potremmo dedurre tanti altri teoremi esaminando per esempio la configu-, 
razione dei piani comuni in una quaterna, poi passando a considerare le varie 
quintine, ecc., ma preferiamo fermarci qui e passare ad un altro genere di 
considerazioni. 

5 6. Configurazione delle 36 bisestuple. Preliminari. 

L e  72 sestuple gobbe corrispondono ai 72 sistemi di ARONHOLD aventi 
una retta fissa (*), giacchè un ta1 sistema risulta di rette tali che a tre a tre 
formano terne pari, e quindi se prendiamo un sistema di ARONI~OLD contenenie 
la retta fondamentale (1 2), le altre sei rette a due a due non si incontreranna, 
e quindi formano una sestupla gobba. 

Ogni sestupla ne avrà poi un'altra coniugata, cioè tale che ogni retta 
della prima incontra cinque sole rette della seconda. 

(*) Rappresetztazione geomet~ica, ecc. Annali di Matemat., tom. 20, 8 11, 23, 27 
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Tenendo presenti le diverse figure dei sistemi di ARONROLD noi ricaviamo 
che le bisestuple possono rappresentarsi con figure di tre tipi diversi, e sono 
quelli della fjg. VI. Li chiameremo rispettivamente tjpo 1, II, III. 

Del tipo 1 ve n'è una sola figura; di II ve ne sono 15 e di III, 20. 
Questo fatto, che cioè vi è una sola figura del tipo 1, ci sarà in seguito 

di grande utilità perchè noi assumeremo quella corne fondamentale, e cib por- 
terà molta semplicità ne1 procedimento. 

Ci donîandiamo prima di tutto: di che ordine è il gruppo che lascia fissa 
una delle bisestuple ? 

Ricordiamo che la somma delle caratteristiche delle 7 rette di un sistema 
di ARONHOLD è una, c,aratteristica pari, e se ta1 sistema d i  ARONHOLD è del 
tipo 1, allora la ~ara t t~r ic t ica  pari è proprio quella scelta per fondamentale 
della rappresentazione geometrica, e quindi allora le sostituzioni che lasciano 
fisso quel sistema di ARONHOLD O che 10 mutano in un altro del10 stesso tipo, 
si riducono a senlplici perrnutazioni fra loro dei punti rappresentativi. 

Applicando questo al nostro caso, ricaviamo che le sostituzioni che lasciano 
fissa la bisestupla 1 sono permutazioni arbitrarie dei sei punti 3, 5, 7, 8, 6, 4, 
accompagnate dallo scambio dei due punti 1, 2. 

u Il gruppo delle sostituzioni che lasciano inalterata una bisestupla ha 
u per ordine 2 6 !, e ne1 caso in cui la bisestupla sia la 1, ta1 gruppo è rap- 
u presentabile in una maniera semplicissima. n 

Se la 1 resta fissa, d o r a  il tipo II non potrà mai evidentemente tras- 
formarsi ne1 tipo III ,  perchè allora non essendo possibili altre sostituzioni che 
quelle corrispondenti alle permutazioni dei punti, i tipi delle figure si conser- 
vano inalterati; e d'altra parte è chiaro che per quelle permutazioni di cui 
si è parlato una figura del tipo II pub trasformarsi in ogni altra del mede- 
sirno tipo, e cos1 pel tipo III. Quindi ne ricaviamo subito questo risultato: 

u Rispetto ad una bisestupla le altre 35 si separano in 15 + 20. n 

Possiamo subito riconoscere quali sono le proprietà che contradistinguono 
le prime 15 dalle altre 20. 

u L a  1 ha con II, quattro rette comuni, e invece con III ha sei rette 
u cornuni (*). n 

Ci sarà utile esaminare ora quando cFue figure II O III, ovvero una 
figura II e una III hanno 4 O 6 rette comuni. 

(*) Queçta proprieta corrisponde ad un'altra di WEBER SU# aggruppamenti di c* 
ratteristiclie dispari, e da noi riportata ne1 5 9 della Memoria citata (teor. 3 . O ) .  
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Indichiamo con (3, 5) una figura come II e con (3, 5, 7) una come III (*). 
Allora immaginando tutte le combinazioni possibili si ha: 

(3, 5) e (4, 6) hanno 4 rette comuni 

(3, 5) e (3, 6) n 6 n 

(3, 5) e (3, 5, 7) 4 n 

( 3 , 5 )  e ( 3 , 6 , 7 )  n 6 n 

(3, 5 ,  7) e (3, 5, 4) 6 n 

( 3 , 5 , 7 )  e ( 6 , 7 , 8 )  n 4 n 

(3, 5, 7) e (4, 6, 8) n 6 n 

Dalle cose di  avanti risulta ancora: 
36.15 

u Esistono - = 270 coppie di bisestuple con 4 rette comuni, e 360 
2 

c coppie di bisestuple con 6 rette comuni. n 

9 7. Coppie di bisestuple con 4 rette comuni. 

- Si abbia la coppia di bisestuple formata colla 1 (fig. VI) e colla II cioé 
con (3, 5). Il gruppo di sostituzioni che oltre la 1 [che chiameremo (a)] lascia 
fissa anche (3, 5) E ( b ) ,  per le cose dette sopra, si ridurrà a quello rappre- 
sentato dagli scambi dei punti 3, 5 fra loro, 1, 2 fra loro, e dalle permuta- 
zioni degli altri quattro punti. Quindi il suo ordine sara 2 - 2 . 4 !, e se poi 
le due bisestuple debbono anche scambiarsi fra loro, allora l'ordine del gruppo 
si moltiplica ancora per 2 e si ha 8 4 !. 

Ta1 gruppo lascerà evidentemente inalterato il complesso delle quattro 
rette 1 3, 2 3, 1 5, 2 5 che sono le quattro rette che le due bisestuple hanno 
in comune; quindi lascerà inalterato il complesso dei due piani concorrenti 
(1 3 5 2) (1 5 3 2). Intanto l'ordine trovato coincide con quel10 del gruppo che 
lascia inalterati due piani concorrenti (**), percib possiamo dedurre: 

u I l  gruppo delle sostituzioni che lasciano fisse due bisestuple con 4 rette 
u comnni, coincide con quello che lascia fissi due piani concorrenti. n 

(*) Intendendo qui che i t r e  punti chiusi in parentesi sono quelli da congiungersi 
col punto 1. 

(**) Memoria II, § 2. 
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Esaminiamo come si separano rispetto a quelle della coppia tutte le altre 
34 bisestuple, e immaginiamo prima di considerare il gruppo che lascia fisse 
separatamente le due bisestuple. 

Evidentemente allora, tenendo presente la formazione del gruppo corri- 
spondente, tutte le bisestuple di tipo II e di cui uno dei due punti fonda- 
mentali è 3 O 5 sono fra loro equivalenti, cioè per es. 

(3, 41, (4 6 ) ~ -  (5, 41, (51 6 b -  (1) 
ed esse sono otto. 

L e  altre come 

(4, 61, (4> 7) , -  (2) 

sono anche fra loro equivalenti e sono sei, e non saranno permutabili colle 
precedenti. 

Quelle di tipo III come per es. 

in numero di otto sono anche equivalenti (*), e finalmente le dodici come 

sono anche permutabili fra loro. Ora si pub osservare che le (2) hanno quattro 
rette comuni con ciascuna delle bisestuple della coppia, le (4) hanno invece 
6 rette comuni, mentre le (1) (3) hanno quattro rette comuni con una e sei 
coll'altra O viceversa, quindi se scambio fra loro gli elementi della coppia le 
categorie (1) (3) si scambiano fra loro, e quindi possiamo infine dire: 

u Rispetto ad una coppia di bisestuple aventi 4 rette comuni, le altre 34 
u si scindono in 6 + 16  + 12, e in ciascuna di queste classi esiste la  transi- 
u tività fra tutte le bisestuple che vi si contengono. n 

Voglinmo ora specialmente considerare le prime 6 le quali hanno cia- 
scuna quattro rette comuni con le bisestuple della coppia. 

Esse sono: 

e si ïiconosce subito per la tabella costruita ne1 § 6 che ad una di queste ne 
corrisponde sempre un'altra sola con cui essa h a  quattro rette comuni; cosi 

(") Si noti che colio scambio di 1 con 2 si passa da (4, 6, 8) a (3, 5, 7) ecc. 
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n (4, 6) corrisponde (7, 8) ecc. mentre tutte le altre hanno sempre sei rette 
cornuni con (4, 6). Queste sei in altri termini si riuniscono in  tre coppie; c 
di qui si vede che non esistono, al di Ik delle quaterne, assiemi di bisestuple 
aventi a due a due sempre quattro rette comuni. 

$ 8. Terne di bisestuple. - Quaterne 

Risulta da1 5 7 che esiste una sola specie di terne di bisestuple arenti 
a 2 a 2 quattro rette cornuni, percliè il gruppo della coppia è transjtivo nelle 
6 della categoria (2). E risulta poi ancora che data una terna esiste una sola 
bisestupla esterna formante con essa una quaterna in cui tutte ' le biçestuple 
a due a due hanno sempre quattro rette comuni. 

2 7 0 .  6 540 Di tali terne ve ne saranno - = 540 e quindi - = 135 quaterne. 
3 4 

Possiamo chiedere prima di tutto: Una data bisestupla a quante quaterne 
appartiene ? 

Ogni coppia appartiene, per le cose dette, a tre quaterne, ma unn bise- 
1 5 . 3  stupla appartiene a 15 coppie, dunque apparterrà a - - 15 quaterne. 

3 
Assumiamo per terna quella formata dalle 

L'unica quaterna aui questa terna appartient si formeri aggiungendo 

L e  sostituzioiii che lasceranno fisse sepaiatnmente le quattro bisestiiple 
della quaterna saranno quelle corrispo~denti alle trasposizioni delle coppic 
di punti 

1, 2 

cioè si hanno 8 sostituzioni, e se poi possono permutarsi fra loro i quattro 
elementi della quaterna, le sostituzioni diventano 8 4 !. 
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Evidentemente intanto per le prime sostituzioni, e quindi per le altre, 
c'è un piano unico che resta fisso [il piano (3 5 .  4 6  7 8)], onde: 

u Il gruppo delle sostituzioni che lasciano inaltemta una quaterna è sot- 
u togruppo di quel10 che lascia fiçso un piano. ,, 

Ad ogni quaterna resta cosi coordinato un piano, e poichè le quaterne 
sono 133 e i piani sono 45 cosi: 

u Ogni piano corrisponde s tre quaterne. n 

E adesso possiamo proporci di studiare le tre quaterne corrispondenti ad 
un medesirno piano. 

Es~tminiamo tutte le altre 32 bisestuple in rapport0 alle quattro di una 
quaterna. 

Abbiamo già visto che rispetto alla coppia (a) (b) ve ne sono sei aventi 
4 rette comuni con (a) (b),  e di  queste sei due sono precisamente (c) (d), e le 
altre hanno lutte sei rette comuni con (c) (d). Dunque: 

c i  Esistono solo 4 biscstuple aventi quattro rette comuni colle due di una. 
u coppia di una quaterna, e sei rette comuni colle altre due, e non ne esistono 
u aventi quattro rette comuni con ztna sola o con tre sole bisestuple di una 
u quaterna. n 

Si hanno cos'i 4 . 6  = 24 bisestuple diverse e che hanno sempre quattro 
rette comuni con due bisestuple di una quaterna, e invece sei rette colle 
altre due. 
, L e  altre 32 - 24 = 8 restanti dovranno per necessità avere 6 rette co- 

muni con ciascuna delle bisestuple della quaterna. 
E vogliamo ora esaminare la disposizione di queste otto. 
Esse sono tutte naturalmente del tipo III (dovendo avere con 1 sei rette 

comuni) cioè : 

Riconosciamo che rispetto a 
(3, 7, 4)=at, 

ve ne sono tre altre che hanno quattro rette comuni fra loro e con a', mentre 
l e  altre 4 dànno sempre sei rette comuni colle precedenï, e quattro rette 
comuni i n ~ e c e  fra loro. 

L e  prime tre sono: 
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e le altre quattro le chiamiamo rispettivamente 

(3,  7 ,  6 ) ~ a "  (3, 8 , 4 ) z b  

(5, 8, 6) E C" (5, 7, 4) = d'. 

Si vede dunque: 
u Esistono solo 8 bisestuple aventi 6  rette comuni colle quattro di una 

u quaterna, e queste 8 si riuniscono in una maniera sola in due altre quaterne 
u in modo che le tre quaterne 

a b c d  

u formano un assieme completamente simmetrico, cioè ogni bisestupla di  questo 
u quadro h a  sei rette comuni con una qualunque non compresa nella sua me- 
u desima linea, e quattro con una della sua stessa linea. n 

Poichè ogni quaterna determina univocamente le due altre, cosi: 
135 

u Esistono - - 
3 
- 45 tali complessi di tre quaterne, cioè tanti per quanti 

u sono i piani. n 

Sappiarno che ogni quaterna è coordinata ad un piano; possiamo far 
vedere che le tre quaterne di un complesso sono coordinate al medesimo 
piano, e cos1 si sarà risposto ad una domanda già fatta sopra. 

Esaminiamo come si fa per trovare il piano coordinat0 ad una quaterna 
data, a,  6, G, d. 

Ad ogni coppia sono coordinati due piani passanti per una retta, e quindi 
possiamo dire che ad ogni coppia è coordinata una retta. Cosi alla coppia a b 
è coordinata la retta (3 5), e possiamo verificare che alla coppia c d è coor- 
dinata la medesima retta. Dunque: 

u Separando in 2 + 2 le quattro bisestuple di una quaterna, le due coppie 
u sono coniugate alla medesima retta, e le tre rette che cosi si hanno formano 
r un piano [perchh (3 5) è precisamente una delle tre (rette del piano coor- 
u d i n a t ~  alla quaterna a b c d l .  n 

Con questo teorema si pub riconoscere che le tre quaterne di uno dei 
complessi di cui si è parlato sopra corrispondono al medesimo piano. Effetti- 
vamente noi d'altra parte già sappiamo che ogni piano deve corrispondere 
a tre quaterne. 
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$ 9. Altri teoremi sulle coppie e sulle quaterne, 

Abbiamo già detto che possiamo far corrispondere ad ogni coppia di 
bisestuple una retta esterna, e poichè le coppie sono 270 ne ricaviarno che 
ad ogni retta corrispondono 10 coppie. 

Ora le due coppie complementari di una quaterna, sappiamo che corri- 
spondono alla medesima retta, e d'altra parte, data una coppia, ve ne sono 
solo tre altre che con quella formano una quaterna. Quindi data una di quelle 
10 coppie, fra le altre nove ve ne saranno tre e solo tre che con quella data 
formano tre quaterne diverse. Le altre sei coppie saranno distribuite nelle 
quaterne coniugate a qucste tre, e vogliamo esaminare corne sono distribuite. 

Data la quaterna a b c d abbiamo già visto che si forma il complesso 
di tre quaterne 

a b c d ' ,  

cc' b' c' d' 

a'' b" c" d" 

e con questo sono impiegate 6 delle coppie corrispondenti alla medesiiria retta 
per es. (3 5) ,  cioè le sei coppie 

a 6, c dl  a' b', C' d', b", c" $1. 

Anzichè ora prendere per fondamento la quaterna a b c d prendiamo le altre 
due cui appartiene la coppia a b (5  7). 

Ponendo : 
(4, 8) ci (6, 7) = di 

tali altre due quaterne sono: - 
a 6 c ,  di  

e quelle rispettiramente coniugate a queste si ottengono dalle coniugate di 
a b c d nello stesso modo con cui queste due quaterne si possono ottenere da 
a b c d, cioè permutando rispettivamente 6 con 8, ovvero 6 con 7. 

Colla prima di queste permutazioni le bisestuple a' b' c" cl" restano inal- 
terate, e le altre si mutano in 

( 6  4 (5, 7, 8 ) r d , '  (3, 7, 8)=fli11 (3, 6, 4)=bi1', 
Anmli  di Illntemnticn, toino XXI. ,1;> 
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e colla permutazione di 6 con 7 restano inalterate c' d' a" b" e a' b' c" d" 
diventano rispettivamente O," a," d,' c,'. 

Accanto al complesso (1) poniamo quindi gli altri due 

a b ci d, a b c, d ,  
a' b' c,' di f  ('4 b," a," cf d' (3) 
utr' bit' c" d" , a" 6'1 d i f  c,' 

e queste sono tutte le quaterne nelle quali entrano tutte le 10 coppie appar- 
tenenti alla medesima retta (3 5 ) .  

1 tre specchietti (1) (2) (3) posaono intendersi come i tr.e soli cornplessi 
d i  quaterne generati dalla coppia cc b. 

Ognuno di quei specchietti poi corrisponde a sua volta ad un piano pas- 
sante per la retta (3 5). Questi tre piani sono evidentemente 

( 3 5 . 4 6 . 7 8 )  

( 3 5 . 4 8 - 6 7 )  

( 3 5 . 4 7 . 6  81, 
cioè : 

u Data una coppia di bisestuple passanti per 4 rette che a due a due 
u dànno due piani intersecantisi in una retta esterna, tutte le quaterne ge- 
u nerate dalla coppia corrispondono a ciascuno dei tre altri piani passanti per 
u la medesima retta esterna (ricordando che per ognuna delle 27 rette passano 
u cinque piani). n 

8 10. Coppie di bisestuple con sei rette comuni (associate) (*). 

Si abbia la coppia di bisestuple formata dalle due 

1 = a  (3, 5 ,  7)=O, 

e vediamo quale è il gruppo di sostituzioni che lasciano fisse queste due bi- 
sestuple. Se ciascuna di esse deve restar fissa, allora, per gli stessi principii 
applicati sopra, si ha che solo i tre punti 3, 5, 7 possono permutarsi fra loro, 
e fra loro anche gli altri tre 4, 6, 8. . 

Inoltre possono scambiarsi fra loro i punti 1, 2, ma allora tutta la terna 
3, 5, 7 deve diventare la terna 4, 6, 8, e viceversa. 

(*) CREXONA le cliiamb msociate. 
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Quindi l'ordine del gruppo è 2 . 3 ! 3 !, e se poi le due bisestuple si scam- 
biano fra loro, allora l'ordine si raddoppia e si ha infine: 

u L' ordine del gruppo che lascia fissa una coppia di bisestuple con 6 rette 
u comuni è 4 . 3 !  3!. n 

Yediamo corne si separano in classi di elementi transitivi tutte le altre 
34 bisestuple. 

Facendo le varie combinazioni fra i punti, abbiamo: 
(1) L a  Disestupla (4, 6, 8) resta fissa con quelle sostituzioni. 
(2) Le  sei bisestuple di tipo II 

sono fra loro equivalenti. E cosi anche: 
(3) Le  nove altre 

(4) Le nove di tipo III 

(5) Le nove di tipo III 

Si pub riconoscere che l'unica della categoria (1) ha sei rette comuni 
con ciascuna delle due date, le (2) hanno quattro rette comuni colle date, 
le (5) hanno 6 rette comuni, mentre poi le (3) (4) hanno quattro rette comuni 
con una delle bisestuple date e sei coll'altra O viceversa. 

Quindi ne ricaviarno infine al10 stes~o modo tenuto ne1 § 7 che: 
u Data una coppia di bisestuple aventi 6 rette comuni, tutte le altre bi- 

u sestuple rispetto a questa coppia si separano in 1 + 6 f 18 + 9, Quelle 
rc aventi 6 rette comuni con ciascuna delle due bisestuple sono 10 distinte in 
u 1 + 9, e la prima non è eqiiivalente ad una delle altre. n 

Altrimenti : 
u Ad una coppia di hisestiiple associate (CREMONA) è coordinata una terza 

u bisestupla (teorema di WEBER). n 

Possiamo subito vedere qual'è la  distinzione geometrica fra questa bise- 
stupla e le altre nove di oui si è parlato sopra. 

Si vede che le 12 rette di questa sono divise in 6 + 6 e le prime 6 essa 
le ha  in comune con (a), mentre le altre le ha in comune con (b) .  Una tale 
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terna di bisestupie impiega dunque 18 rette sole. Essa è rappresentata dalla 
fig. VIL L e  altre invece non hanno questo medesimo rapport0 rispetto ad (u) (b). 

Allora Io studio del gruppo che lascia fissa la coppia (u) (b) si riduce 
al10 utudio del gruppo che lascia fissa la terna (a) (b) (c) (fig. VII), e l'ordine 
di ta1 gruppo diventa il precedente moltiplicato per 3 cioè 2 . 3  ! 3 ! 3 !. 

Consideriamo le nove rette restanti quando si sono tolte tutte quelle di 
questa terna. Esse sono tutte le congiungenti i punti 3, 5, 7 coi punti 4, 6, 8, 
e come si vede formano una figura come la I I I  di fig. 2 ,  cioè un'ennupla 
(5 1). Onde, c.hiamando terna fondamentale di bisestuple associate, l'assieme 
di tre bisestuple che stanno nelle stesse condizioni di (a) (6 )  (c) fra loro, si ha: 

u I l  gruppo che lascia fissa una terna fondamentale coincide con quel10 
u che lascia fissa un'ennupla. n 

(A questa deduzione si arriva osservando che gli ordini dei due gruppi 
sono eguali, e che il primo di essi, per l'ultima proprietà dimostrata, deve 
essere certamente almeno sottogruppo del secondo.) 

fi utile ora euaminare IR separazione fra loro di tutte le bisestuple ri- 
spetto alle tre della terna, e non più rispetto alla coppia. Ora ' s i  pub subito 
vedere che le sei della categoria (2) hanno anche con (c) 4 rette comuni, 
mentre le nove di (3) e (4) hanno sempre 6 rette comuni con (c), e le nove 
di (5) lianno quattro rette comuni con (c). 

Percib se le tre bisestuple della terna si possono permutare fra loro, allora 
le categorie (3) (4) (5) si riuniscono, e si ha:  

u Rispetto ad una terna fondamentale, le altre 33 bisestuple si separano 
u in 6 $ 27; le prime 6 hanno sempre quattro rette comuni con ciascuna 
u delle tre della terna, e le altre hanno sei rette comuni con due bisestuple 
u della terna, e quattrci colla terza. 

u Non esistono bisestuple aventi 6 rette comuni con ciascuna delle tre 
u della terna, ovvero 6 rette con una e 4 colle altre due. n 

$ 11. Terne di  bisestuple associate. 

Abbiamo visto che da una coppia (di cui ve n'é una specie sola 5 6) 
si pub passare a due diverse specie di terne, cioè aggiungendo I'unica bi- 
sestupla della categoria (1) ($ 10) e allora si h a  quella terna che abbiamo 
chiamata fondamentale, oppure aggiungendo una delle 9 bisestuple della ca- 
iegorin (5). 
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Delle prime ve ne saranno tante quante sono le ennuple cioè 120, e delle 

seconde ve ne saranno - 360 - - 1080. 
3 

Le chiameremo rispettivamente terne di 1." e di 2." specie. 
E in quanto a quelle di 1." abbiamo già visto ne1 paragrafo precedente 

che ad esse non pub aggiungersi un'altra bisestupla avente con ciascuna delle 
tre sempre sei rette comuni. 

Studiamo allora una terna di 2.& specie. Essa è rappresentata dalla 
fig. VIII. 

Chiamiamo terna cornplementare di una di 2." specie qaella formata co- 
struendo le tre bisestuple coniugate a ciascuna delle tre coppie comprese nella 
terna. Cosi per es. la terna complementare di quella della fig. VI11 è rappre- 
sentata dalla fig. IX, e si riconosce subito che quella terna è di 1." specie, onde: 

u La terna complementare di una di 2." specie è una terna di 1." specie. n 
Esaminando le fig. VI11 si riconosce che vi sono le quattro rette 

comuni a tutte le hisestuple della terna; quindi: 
u In una terna di 2." specie vi sono quattro rette fondamentali comuni 

u a tutte le bisestuple, e queste quattro rette si possono separare in due coppie 
u gohbe, ogni retta di una coppia incontrando tutte quelle dell'altra. n 

Se la terna di 2." specie deve restar fissa per un assieme di sostituzioni, 
allora resterà fisso il complesso di quelle quattro rette, e quindi il complesso 
dei quattro piani 

(1 3 6 2) (1 3 8 2) (1 5 8 2) (1 5 6 2), 

formanti un tetraedro ci~colare (Mem. II). 
u Ad ogni terna di 2." specie è correlato un tetraedro circolare. n 

Sappiamo poi che un tetraedro circolare è correlato a sua volta ad una 
coppia di piani pasuanti per una retta, che ne1 nostro cas0 sono i piani 

(36.58.47) 

( 5 6 * 3 S a 4 7 ) ,  
dunque : 

u Una terna di 2." specie è correlata ad una coppia di piani passanti per 
u una retta, e quindi anche è correlata ad una retta. n 

11 gruppo dunque della terna di 2.° specie sarà O 10 stesso O un sotto- 
gruppo di quel10 che lascia fissi due piani concorrenti. 
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Viceversa evidentemente: 

'Os0 -- 40 terne di 2." specie. a K Ad ogni retta saranno correlate - - 
2 7 

Per trovare l'ordine del gruppo che lascia fissa la terna supponiamo 
prima che (a) (fi) (y) debba restar fissa ciascuna,, e poi le facciiimo permutare 
fra loro in 3 ! modi. Ne1 1." cas0 le sostituzioni corrispondono a sole permu- 
tazioni dei punti, e propriamente alle permutazioni di 

3 con 5 

6 con 8 

1 con 2, 

la quale ultima permutazione è perb accompagnata dallo scambio di 4 con 7, 
e della coppia 3, 5 con 6, 8. 

Quindi si vede che esistono otto sostituzioni le quali lasciano fisse sepa- 
ratamente a ,  13, y. Dunque: 

u Il gruppo della terna di 2.& specie ha per ordine 3! 8; e quindi, es- 
u sendo questo numero minore di quello che rappresenta l'ordine del gruppo 
u che lascia fissi due piani passanti per una retta, si ha per cib che si è detto 
u sopra che il gruppo della terna di 2.& specie è un sottogruppo di quello che 
u lascia fissi due piani concorrenti. n 

Possiamo ricavare un'altra proprietà della terna di 2." specie. 
Abbiamo detto che tutte le tïe hisestuple passano per quattro rette; e 

quindi a due a due passeranno mcora per altre tre coppie di rette. Queste 
tre coppie sono per la nostra figura: 

e si vede che stanno in tre piani 

( 6 8 . 3 5 . 4 7 )  

passanti per una medesima retta, e propriamente per quella retta, cui, giusta 
le cose dette sopra pub immaginarsi coordinata la terna. Dunque: 

u Le tre bisestuple di una terna di 2." specie, oltrechè passare tutte per 
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v le medesime quattro rette, passano poi a due a due per tre coppie di rette 
u che stanno in tre piani concorrenti nella retta coniugata alla terna. n 

E possiamo ora passare ad esaminare corne si distribuiscono rispetto alla 
terna le altre 33  bisestuple. 

(1) I n  primo luogo dobbiamo separare le tre della terna complementare 
a' P' y'. Ciascuna di qiieste ha 4 rette comuni con una di quelle della terna 
data, e sei rette comuni colle altre due. 

(2) L e  due di tipo II (3, 5) (6, 8) evidentemente restano fisse per le 
sostituzioni del gruppo, ed esse haiino sempre 4 rette comuni con ciascuna 
a; p,  y. F r a  loro hanno anche 4 rette comuni. 

(3) L e  oit0 (3, 4) (3, 7) (51 4) (5, 7) (6 ,  4) (6, 7) (8, 4) (8, 7) fion0 
fra loro equivalenti per quelle sostituzioni, ed esse hanno sempre 4 rette co- 
muni con u e P ovvero con u e y, e 6 rette comuni con y O p rispettivamente. 

(4) L e  quattro (3, 6) (3, 8) (5, 6) (5, 8) sono anche fra loro equiva- 
lenti. Esse hanno 4 rette comuni con a, e 6 con p e y. 

(b) L e  quattro di tipo III (4, 7, 8) (4, 7, 6) (6, 8, 3) (6, 8, 5) sono 
equivalenti fra loro. Hanno 6 rette comuni con a ,  e 4 con B e y. 

( 6 )  Le 0 t h  (41 3, 6) (71 51 8) (41 3, 8) (7, 5, 6) (41 5, 6) (7, 31 8) 
(4, 5, 8) (7, 3, 6) hanno quattro rette cornuni con a e B ovvero a e y, e 6 
con y O ,O rispettivamente. 

Finalmente le ultime quattro 

(3, 5 ,  6) (3, 5 ,  8) ( 5 ,  4, 7) (3, 4, 7h 
hanno 6 rette comuni con ciascuna di a ,  f i ,  y. 

Colle solite considerazioni altre volte fatte ne ricaviarno dunque: 
u Rispetto ad una terna di 2." specie U ,  Pl y ,  le altre 33  bisestuple si 

u separano in 3 + 2 + 12 + 12 $ 4; le prime 3 formano Ia terna comple- 
u mentare, le altre due hanno quattro rette comuni con ciascuna delle tre 
u date, le altre 12 hanno sei rette comuni con una e 4 rette comuni colle 
u altre due, mentre le seguenti 12 hanno viceversa 4 rette comurii con una, 
u e 6 colle altre due, e finalmente le ultime quattro hanno sempre sei rette 
u comuni con u ,  p, y. n 

Possiamo porre in vista un risultato iiotevole ottenuto oral e che pub 
correlarsi con cose già dette sopra. 

Abbiamo visto che ci sono solo due bisestuple 

(3, 51, (4, 6)) . , 

le quali sono rappresentate dalla fig. X e hanno 4 rette comuni con ciascuna 
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&, f i ,  y. Si pub riconoscere .the esse hanno anche 4 rette comuni con cia- 
scuna delle bisestuple a' 8' y' della terna complementare alla data (fig. IX), 
e 4ra loro hanno anche solo quattro rette comuni, cioè esse formano una coppia 
come quelle considerate ne1 $ 7. Ricordando poi che rispetto ad una ta1 coppia 
vi sono solo sei altre bisestuple aventi 4 rette comuni con quelle della coppia, 
si  ricava che queste sei bisestuple sono u 7 a' P' y'.  

- 

Quindi ora ci si presenta un ~iuovo teorema sulla configurazione di queste 
sei bisestuple speciali che si presentano quando si considera una coppia come 
A ,  B, e che noi abbiarno già studiata in vari sensi (5  7). Abbiamo per es. 
già visto clle quelle sei si riuniscono in tre coppie, cioè rispetto ad una di 
esse ve n'è un'altra sola che abbia colla prima 4 rette comuni. Ne1 nostro 
caso queste coppie sono u a', Pr, y y' corne si pub riconoscere sulle figure. 

Qiiindi possiamo dire : 
u Le sei bisestuple che hanno quattro rette comuni con una coppia data 

u A ,  R si possono &cogliere in 3 f 3 in modo che le prime triformino 
u una terna di 2." specie, e le altre tre formino la terna complementare. n 

Si riconosce subito che con quelle bjsestuple a P y a' P' si possono 
formare le seguenti terne di 2." specie 

a Pt y' 
ut p 
' P' 7, 

onde : 
u Âd una coppia di bisestuple aventi 4 rette comuni sono coordinate 

u quattro terne di 2." specie, e naturalmente altrettante di 1." specie comple- 
u mentari a quelle. Effettivamente 270.4  = 1080. n 

5 12. Quaterne e quintine di bisestuple associate. 

Abbiamo visto che rispetto ad una-terna.di 2." specie vi sono solo quattro 
altre bisestuple esteriie aventi con quelle della terna sei rette comuni. 

Esaminiamo la figura che formano queste quattro. Esse sono: 

(3, 5, 6) =A' . (3, 5, 8) E B' 
( 5 , 7 , 4 ) = C 1  (3, 4, 7 ) - D ' ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fra le rette della superjcie cubica. 117 

e si vede che A' B' hanno sei rette comuni, come anche Cr  D', ma tutte le 
altre coppie banno poi sempre quattro rette comuni. Quindi se noi alla terna 
aggiungiamo A' in modo da formare una quaterna, non resterà altra bise- 
stupla che la B' che abbia con tutte quelle della quaterna 6 rttte comuni, 
onde intanto : 

ri Al di là delle quintine, non esistono altri assiemi di bisestuple aventi 
u a due a due sempre 6 rette comuni. n 

Evidentemente di quaterne se ne hanno - ' - - 1080 e di quintine 
4 

È ovvio osservare che tutte le terne contenute in una quaterna O quin- 
tina sono necessariamente di 2." specie, avendo già dimostrato che al di fuori 
di una terna di 1." specie, non esistono altre bisestuple aventi 6 rette comuni 
con tutte quelle della terna ($ 10). 

Poichè dunque ad ogni quaterna corrisponderà sempre un'unica bisestupla 
esterna che con quella forma una quintina, cos1 Io studio delle quaterne si 
confonderà necessariamente con quello delle quintine. 

Una quintina sarà formata dalle cinque figure (a) ( f i )  (y) (A') (B'). 
Delle due bisestuple ( A )  (B) (fig. X) le quali aveano quattro rette comuni 

con ciascuna di quelle della terna data, si vede che la prima ha anche quattro 
rette comuni con A' Br, e la seconda ha anche quattro rette comuni con C' D' 
e non colle altre. 

Onde : 
u Data una quintina vi è una  sola bisestupla esterna che abbia quattro 

tr rette comuni con tutte quelle della quintina. Ad ogni quintina corrisponde 
216 

L: una bisestupla esterna, e quindi ad ogni bisestupla corrisponderanno - r= 6 
36 

u quintine diverse. n 

Possiamo anche aggiungere: 
u Il gruppo di sostituzioni corrispondente ad una quintina. è sottogruppo 

u di quello di una bisestupla. n 

Possiamo anche notare i seguenti teoremi: 
2 1 6 . 5  

u Ogni bisestupla appartiene a - = 30 quintine. n 
36 

2 1 6 . 1 0  
u Ogni coppia di bisestuple associate appartiene a - , 6 quintine. n 

360 
u Ogni terna di 2." specie appartiene a 2 quintine. n 

Annnli di Matemtica, tom0 XXI. 16 
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Esaminando le nostre cinque figure si trova che tutte contengono le due 
rette (1 3) (1 5); cioé: 

u Ad ogni quintina è correlata una coppia gobba di rette. n 

E poichè vi sono precisamente 216 coppie gobbe di rette, possiamo dire: 
K Data una coppia gobba di rette é unicamente determinata la quintina 

u passante per essa. n 

Abbiarno già detto che la bisestupla (B) (fig. X) mentre ha quattro rette 
comuni con (a) ( f i )  ( y ) ,  ne ha invece sei con A', B', ed evidentemente è ln 
sola godente di questa proprieth; onde: 

u Separate in 3 + 2 le cinque bisestuple di una quintina, esiste nila sola 
u bisestupla che abbia quattro rette comuni con ciascuna delle prime tre, e 
u sei colle altre due. n 

Cercando queste bisestuple corrispondenti a tutte le separazioni in 3 $ 2, 
si hanno allora 10 bisestuple diverse, e vogliamo studiare qual'è la configu- 
razione di queste 10. nuove bisestuple correlate alla data quintina. 

Esse sono: 

1. (6, 8) corrispondente alle terna a, P, y 

IO. (47 6, 8) n n Y, A' B'. 

Si pub riconoscere che la prima di queste bisestuple (e cos1 per ogni 
altra) ha quattro rette con tre delle altre (la 6.", 9.", 10.") le quali poi a loro 
volta sono associate a due a due. 

Le  altre sei (2.8) 3.&, 4.&, 5.8, 7.&, S.&) hanno sempre sei rette comuni colla 
prima, e rispetto ad una di esse per es. la 2." ve ne sono poi tre che hanno 
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anche 6 rette comuni, e sono la 3.", 4.", 7.", ma la prima di queste ha quattro 
rette comuni colle altre due, mentre queste ultime hanno sei rette comuni 
fra loro. 

'Quindi date due bisestuple con 6 rette comuni, e scelte fra le 10 di sopra 

, ognuna di esse appartiene e di tali coppie fra le 10 ve ne sono - - 
2 

ad un'unica quaterna in cui le quattro bisestuple soiio comprese fra le me- 
desime dieci. 

ô0 Con quelle 10 bisestuple si possono forrnare - = 5 quaterne diverse. 
6 

Ognuna di queste individuerà (per le cose dette sopra) una nuova bise- 
stupla. Se consideriamo la quaterna 

(6, 4 (4, 81, (7, 81, (4, 6, V 1  
la quinta bisestupla è 

cioè proprio una (la B') della quintina fondamentale, 
Osserviamo ora che queste quattro bisestuple scelte sono la 1." 2." 4." 7.", 

cioè quelle corrispondenti alle quattro terne della quaterna 

a y A', 
e quindi abbiamo il teorema: 

u Data una quintina, se escludiamo una delle bisestuple, e consideriamo 
u le quattro bisestuple che hanno quattro rette comuni rispettivamente colle 
u quattro terne formate colle bisestuple restanti, esse formano una quintina 
u insieme alla bisestupla esclusa. n 

Abbiamo detto che ad una quintina corrisponde una bisestupla esterna, 
e che ad ogni bisestupla corrispondono sei quintine. 

Togliamo vedere corne si possono costruire queste sei quintine corrispon- 
denti ad una stessa bisestupla. 

La quintina da noi considerata a B y A' B' ha per rette fondamentali 
(1 3), (1 5), e per bisestupla corrispondente la (3, 5). 

Questa bisestupla contiene quella coppia gobba di rette, la quale non è 
una qualunque coppia gobba scelta nella bisestupla, ma è propriamente quella 
formata da una retta insieme a quella unica con essa gobba e appartenente 
alla sestupla coniugata. In ogni bisestupla esistono chiaramente sei di tali 
coppie gobbe. Nella bisestupla (3, 5) una di queste coppie gobbe é proprio 
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(1 3) (1 5) (vedi fig. VI), e le altre sono: 

2 3 ,  2 5  

37 ,  5 7  

3 4 ,  5 4  

3 6 ,  5 6  
3 8, 5 8. 

Si capisce che le altre cinque quintine corrispondenti alla medesima bi- 
sestupls saranno quelle che hanno per rette fondamentali queste coppie gobbe. 

u Le sei quintine corrispondenti ad una bisestupla data sono quelle che 
u hanno per rette fondamentali le sei coppie gobbe di rette coniugate della 
u bisestupla. n 

Possiamo trovare un facile procedimento per costruire tutte le cinque 
quintine data una di esse. 

Teniamo presente che la bisestupla coniugata a due altre di cui una è 
del tipo 1 (fig. VI) e l'altra è naturalmente del tipo III, è una medesima del 
tipo III ma dove si sieno semplicemente scambiati i punti 1, 2. 

Cib posto, le quattro coniugate alle coppie 

(4 (P l  
(4 (Y) 
(4 (A') 

(4 (Br), 
saranno le analoghe di 6 y A' B' scambiandovi i punti 1, 2 ,  cioè saranno 

(4, 6 ,  8) (7, 6, 8) (4, 7, 8) (4, 6, 71, 

e queste con (a) formano anche una quintina che si ricaverebbe dalla data 
scambiando i punti 1, 2 con che a resta inalterata. Na allora le rette fonda- 
mentali (1 3), (1 5) della quintina diventano (2 3) (2 5), quindi si ha  la quintina 
corrispondente ad un'altra delle sei coppie gobbe contenute in (3, 5). 

Questo dunque ci fa intendere qual'è il mezzo per costruire tutte le altre 
quintine da una di esse. 

u Data una quintina corrispondente ad una bisestupla, se vogliamo co- 
u struire le altre cinque quintine corrispondenti alla medesima bisestupla, fis- 
u siamo una di quelle della quintina data (il che pu6 farsi in cinque modi), 
i( e poi costruiamo le coniugate delle coppie formate con quella fissa e colle 
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u altre quattro. Le quattro coniugate, con quella fissa daranno una delle cinque 
u altre quintine richieste. n 

Si vede cosi due quintine vengono ad arere fra loro in comune una 
bisestupla, 

u L e  sei quintine corrispondenti ad una stessa bisestupla sono conformate 
Ü fra loro in modo che a due a due hanno sempre una sola bisestupla di 
u comune. n 

u L e  sei quintine contengono in tutto 15 bisestuple diverse. n 

5 13. Configurazione delle 216 quintuple gobbe di 2." specie. 
Gruppo appartenente ad una quintupla. 

Si sa che esistono due specie di quintuple gobbe, cioè quelle contenute 
in una sestupla goFba e quelle (di 2." specie) tali che qualunque altra delle 
22 rette restanti incontra almeno una delle rette della quintupla. Di p e s t e  
ultime ve ne sono 216 (*). 

Nella nostra rappresentazione esse possono essere date da 4 figure di- 
verse che sono quelle della fig. XI.  Del 1.' tipo ve ne sono 6 diverse, del 
secondo 30, del terzo 120, e del quarto 60. I n  tutto se ne hanno 

Prendiamo per fondamento una del primo tipo e esaminiamo corne si 
separano le altre rispetto a questa. 

Evidentemente 

di tipo 1 ve ne sono altre 5 che hanno colla data 1 retta comune 

n II n 2 O n nessuna 'I) 

n II 77 10 71 1 n 

n III n 40 n nessuna n 

n III n 60 n 1 n 

n I I I  n 2 O n 3 n 

n I V  n 20 + 10 n nessuna n 

n IV n 3 O n 2 n 

(*) Vedi per es. STURM, Flfich. 3.t.. ûrdnung, Cap. II. 
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Quindi possiamo dire: 
11 Si possono formare coppie di quintuple con nessuna, 1, 2 ,  3 rette 

rr comuni. a 

Perb adesso dimostreremo un teorema interessantissimo, che cioè questa 
relazione esistente fra le due quintuple di una coppia non è sufficiente per 
stabilire l'equivalenza di due coppie: in altri terrnini, ci possono essere per 
es. due coppie di quintuple senza rette comuni e che pure non sono trasfor- 
mabili 1' unri, nell' altra. 

Dolobiamo esaminare il gruppo che lascia fissa la quintupla 1. 
Possiamo intanto ofiservare che fra tutie le restanti 22 rette, ve ne sono 

due [(l 3) ( 2  3)] che incontrano tutte le rette della quintupla, ve ne sono 
cinque coppie 

1 4 ,  2 4  

che incontrano rispettivamente solo m a  delle rette della quintupla, e final- 
mente le altre 10 rette incontrano sempre tre rette della quintupla (*). 

Quindi intanto : 
u Il gruppo che lascia fissa una quintupla separa le rimanenti 22 rette 

u in 2 + 10 -/- 10, cioè in tre classi di elementi transitivi. n 

72 - 6 !  
216 

- 2 . 5 !  L'ordine di ta1 gruppo intanto deve essere - - 
Ora esaminando la quintupla 1 si trova che se si permutano fra loro in 

qualunque modo i cinque punti 5, 7, 8 ,  6 ,  4, e poi si permutano anche i 
punti 1, 2,  si hanno 2 .  5 !  sostituzioni diverse per le quali resta inalterata la 
quintupla, ma sappiamo che tante debbono essere tutte quelle del gruppo della 
quintupla; dunque si ha il rin~archevole risultato che: 

u L e  sostituzioni che lasciano fissa la quintupla 1 sono comprese ne1 sot- 
Y togruppo che lascia inalterata la caratteristica pari base della rappresenta- 
u zione geometrica, e quindi sono rappresentabili in modo semplicissimo me- 
u diante opportune permutazioni di punti. n 

(") Le due prime f o m ~ n o  fia loro u n s  coppin gol~ba. 
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Con tali sostituzioni allora i tipi delle figure si conservano inalterati, e 
quindi non saranno fra loro equivalenti le figure di tipo diverso. 

. Esaminando il quadro stabilito avanti si vede che le quintuple aventi 
rispettivamente 2 O 3 rette comuni colla data sono O di tipo IV O di  tipo III 
solamente, e quindi esse saranno effettivamente tutte fra loro equivalenti. 
Quelle invece che hanno una sola retta comune colla data sono di tre tipi 
diversi e quindi si scindono in 3 categorie distinte. 

In  quanto alle altre c'è da fare un'osservazione. 
Moi ne1 quadro di avanti abbjamo indicato che le quintuple di tipo IV 

e non aventi nessuna retta comune colla data sono 20 + 10. 
Con cib abbiamo voluto intendere che esse rispetto alla 1 ci si presentano 

separate in due classi. Gjacchè evidentemente esse sono quelle che si otten- 
gono formando un triangolo con tre dei cinque punti 5 ,  7, 8 ,  6 ,  4 ,  e poi 
congiungendo un altro dei punti con 1 e con 2. Ora quest'altro punto pub 
essere O il puntn 3, ovvero un altro degli stessi cinque punti. E ne1 primo 
caso si hanno solo 10 figure e ne1 secoiido 20. 

Ma siccome le sostituzioni del nostro gruppo lasciano tutte fisso il punto 3, 
permutarido fra loro gli altri cinque punti nominati, cos1 le prime figure non 
possono reputarsi equivalenti alle seconde, pure essendo del medesirno tipo 
di queste. 

Quindi possiamo dire che: 
u L e  quintuple che con una data non hanno rette in comune si separsno 

u in 4 categorie distinte. Esse sono in numero di 

u Le quintuple che con una data hanno una r e t h  in comune si separano 
n in tl-e categorie, e propriamente in 

r i  E finalmente quelle che con una data hanno rispettivamente 2 O 3 rette 
comuni sono tutte fra loro rispettivamente equivalenti, e sono 30 e 20. n 

Noi ci fermeremo in ispecial modo a considerare le coppie, terne, ecc. 
di quintuple senza rette comuni. 
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§ 14. Coppie di quintuple sema re t t e  comuni. 

Incominciamo coll'introdurre per comodità una notazione che ci possa 
far rappresentare le varie forme di quintuple. 

Converremo di indicare con 

(3)) (1, 3 5 7 817 (17 3 57 7), (3, 7 6 8?1 

rispettivamente le quintuple 1 II III IV della fig. XI. 
Sappiamo che rispetto alla (3) le altre 90 non aventi rette comuni con (3) 

si separano in 4 categorie; aggiungendo alla data, una di ciascuna delle 
4 catigorie, si hanno quattro coppie distinte. 

Perb noi ora faremo vedere che queste quattro coppie si riducono solo 
a tre essenzialmente distinte. 

L e  quattro coppie possono essere rappresentate dalle seguenti: 

Ora noi faremo vedere che la l.a e 4.' sono equivalenti, cioè, pur non 
esistendo una sostituzione che lasci inalterata la quintupla (3) e che muti 
1' altra (1, 3 5 7 8) in (5, 6 7 a), esiste invece una sostituzione che muta la 
quintupla (3) in (5 ,  6 7 8) e la quintupla (1, 3 5 7 8) in (3). 

Questo dipende da1 fatto che nella prima di quelle coppie le due quin- 
tuple non ci compariscono simmetricamente, ma  la prima ha rispetto alla se- 
conda UII rapporto diverso di quel10 che la seconda h a  rispetto alla prima. 

Questo fatto non si verifica più nella seconda e terza coppia. 
Esaminiamo allora in che rapporto stanno fra loro le due quintuple di 

una coppia. 
Nella prinia coppia (a) (b,) vi è una retta di b, che incontra tutte quelle 

di a (la retta 1 3); poi vi è la retta 4 6 che incontra tre rette di a ,  e final- 
mente le altre tre rette di b, incontrano ciascuna una retta di a. 

Viceversa non vi è nessuna retta di a che incontri tutte quelle di b,, e 
ve ne  sono due che ne incontrano una sola di b ,  [e sono 3 4, 3 6 che incon- 
trano solo la (1 3)], e poi ciascuna delle altre tre incontra tre rette di b,. 
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Si vede dunque che la relazione frn a e b, non B invertibile. 
D'altra parte si pub subito riconoscere che fra a e b, esiste precisamente 

la analoga relazione invertita. 
Inoltre nella seconda coppia vi è utla retta di a che incontra tutte quelle 

di b,, e viceversa, e poi un 'd t ra  retta di a incontra una sola di b2 e vice- 
versa, e tre rette di a incontrano ciascuna tre rette di b, e viceversa; mentre 
che nella 3.8 coppia vi sono due rette di a che incontrano tzctte quelle di b, 
e viceversa, e le altre tre rette di a incontrano tre di b, come le rimanenti 
tre di b, incontrano, ciascuna, tre delle rette d i  a. 

Nella seconda e terza coppin dunque le relazioni fra le due quintuple 
sono invertibili; le due quintuple entrano simmetricamente nella formazione 
delh coppia, cib che non si verifica per la prima e quarta coppia. 

Queste saranno allora necessariamente fra loro equivalenti, perchè se con 
una sostituzione mut0 b, in a (e tale sostituzione deve esistere perchè le sin- 
gole quintuple sono tutte equivalenti fra loro; il gruppo è transitivo in tutte 
le quintuple), allora la a deve diventare una di quelle quintuple che c,on a 
stessa hanno la rnedesima relazione che la a h a  con b,, e quindi per le cose 
osserrate sopra, non pub che diventare una quintupla come b,, non essendoci 
sltre che queste godenti della indicata proprietà. Quindi ln coppia b,a si tras- 
forma in a b ,  e quindi è ad essa equivalente. 

Risulta dunque che: 
u Esistono solo tre specie di coppie fra loro distinte. Potremo prendere 

u per proprietà caratteristiche delle tre coppie le seguenti: 
u Nella prima specie, ab, ,  vi è un'unica retta di b, che incontra tutte 

t i  quelle di a ,  mentre non si verifica la proprieth reciproca. Allora, per di- 
u stinguere, chiameremo a elemento principale della coppia, e 6, elemento se- 
u condario. L a  coppia b,a è anche di questa specie, ma w qui invece figura 
i r  tome elemento secondario. Di tali coppie ve ne sono 4320. 

u Nella seconda specie, ab,, vi è ufza sola retta di a che incontra tutte 
u quelle di b,,  e rec+rocamente. 

u Ve ne sono anche 4320. 
u Finalmente nella terza specie, abJ ,  vi sono due rette di a che incon- 

u t r a m  tutte quelle di b, e reciprocamente. 
u V e  ne sono 1080. n 
Questi criterii evidentemente ci sono sufficienti per riconoscere subito la 

specie della coppia. 
Annali di &fatematica, tom0 XXI, 17 
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Ci si presenta dunque qui per la prima volta un fatto nuovo che non 
ci si presentava in nessuna delle altre configurazioni studiate in questa e nel- 
l'altra Memoria; il fatto cioè di m a  coppia di elementi che non è simme- 
trica nei suoi due elementi. 

$ 15, Gruppi di sostituzioni appartenenti alle t re  specie 
di coppie di quintuple. 

Per  una coppia di 1." specie ab, sappiamo che le due quintuple che la 
compongono non sono fra loro perruutabili; quindi le sostituzioni che lasciano 
fiasa la coppia saranno quelle che lasciano fisse separatamente le due quin- 
tuple, e poichè sa.ppiamo che quelle che lasciano fissa (a) si riducono setnpli- 
cemente a opportune permutazioni di  punti ($ 13), cosi fra queste permutazioni 
di punti dobbiamo scegliere solo quelle che non alterano la figura b , ,  e percib 
esse si riducono solo alIo scambio dei punti 4, 6, e dei tre punti 5, 7, 8. 

u I l  gruppo appartenente ad una coppia di 1." specie ha per ordine 2 3 !  n 

I n  quanto alle coppie di 2." e 3." specie ci è utile esaminare anche quali 
sono le sostituzioni che lasciano inalterate le due quintuple delle coppie; perù 
qui queste due quintuple sono invertibili fra loro. 

Vediamo subito che: 
u Le  sostituzioni che lasciano fisse le due quintuple a ,  b, sono le sole 

u permutazioni dei tre piinti 4 ,  6, 8. L'ordine del gruppo della coppia di 
u 2." specie è 2 3 ! a 

u L e  sostituzioni che lnsciano fisse le due quintuple a ,  b, sono le per- 
u mutazioni dei tre punti 6? 7, 8 insierne al10 scambio dei punti 1, 2, L'ordine 
u del gruppo della coppia di 3.a specie è 4 ! n 

$ 16. Terne di quintuple non aventi a due a due rette comuni. 
Terne derivate dalle coppie di 1." specie. 

Cerchiamo ora di aggiungere a ciascuna coppia un'altra quintupla, in 
maniera da formare una terna. 

Si abbia una coppia di 1 , h p e c i e  (a) (b,). 
L e  sole figure che con (a) non hanno rette comuni sono le (b) della fig. X I I  

e le loro analoghe, 
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Alla coppia a b ,  non potrà evidentemente aggiungersi una b,, perchè 
questa avrebbe sempre la retta (1 3) già posseduta da b,. Possiamo aggiun- 
gere solo una nuova b, O b, O b,. 

Tenendo presenti le cose s o p a  dette riguardo ai gruppi di sostituzioni 
delle varie coppie, abbiamo che di figure b, ne possiamo aggiungere solo nove 
divise in due classi, cioè 

O una b,' = 2 3 2 4 2 5 2 6 7 8 in numero di tre 

O una b," = 2 3 . 2  4 2 5 . 2  7 . 6 8 in numero di sei. 

Le tre della prima linea si ottengono da quella segnata permutando in 
tutti i modi i 3 punti 5, 7, 8, queste sostituzioni non alterando la coppia data, 
come si sa (vedi 5 15). E un'analoga osservazione si fa per le rjei della se- 
conda linea. 

Veniamo dunque a formare due terne distinte 

(4 (bJ (bî') 

(a) (b , )  (h"). 
Esaminiamo la eostituzione di queste terne. La coppia b,  b,' è di 3." specie, 

mentie (bibin) è di 2." specie. Le altre coppie sono evidentemente di 1.' specie 
perchè formate da un (a) e da una (b,) e a è sempre elemento principale della 
coppia. Dunque : 

u Si formano due terne distinte; la prima ha una coppia di 3." specie, 
u e le altre due di 1." specie; l'elemento comune a queste due coppie di 
r i  1." specie funziona in ambedue come elemento principale. La seconda ha 
u una coppia d i  2.a specie, e le altre due di l.a; e anche qui l'elemento co- 
u mune a queste funziona sempre come elemento principale. 

u Di tali terne ve ne sono rispettivamente 

Aggiungiamo ora figure b, alla coppia ab,.   en en do sempre presente la 
formazione del gruppo corrispondente ad ab ,  si vede che tutte le b, che non 
hanno rette comuni colla coppia sono otto e si separano in tre categorie e 
sono (adoperando la notazione del Zj 14): 

b,' = (2, 3 5 ,  7) in numero di sei 

b," = (2, 3 4, 5 )  n sei 

bru' (2, 3 4, 6) n due. 
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Quindi si hanno tre terne 
a b,  b,' 

a b ,  b,ll 

a bi b,"', 

e si pub subito riconoscere clie le coppie 

b,  b2' 

bi bsrr 

bi Ozf", 

sono rispettivamente di 1." specie (6,' elemento principale), di 2." specie, e 
di l.a specie (b ,  elemento principale). 

u Quindi si hanno tre altre terne diverse dalle precedenti; nella prima 
u vi è una coppia di 2." specie, e due di 1." specie, ma in cui l'elemento co- 
u mune a queste, cioè b , ,  figura sempre come elernento secondario delle due 
u coppie di 1." specie; nella seconda terna vi ha  due coppie di 2." specie e una 
u di prima; e la terza terna ha  una coppia di 2." specie e due di prima, ma 
u perb l'elemento comune a queste (cioè b,) in tali due coppie figura una volta 
u come elemento p ~ i n c i p a l e  (nella coppia b,  b;") e una volta come eleniento 
u secomla~io  (nella coppia ub,). Di queste terne ve ne sono rispettivamente 

Finalmente aggiungiamo alla coppia a b ,  una delle figure b,. Quelle fra 
le b, che possono aggiungersi sono solo otto e sono (secondo la solita nota- 
zione) : 

b,' E (4, 5 6 7) in numero di sei 

b," = (4, ' 5  7 8) n due. 

Si hanno le due terne 
a b ,  b,' 

a b, b,", 

La coppia b ,  b," è di 2." specie, e la  terna n b,b," è necessariamente simile 
ad una già trovata sopra, e propriamente alla terna .ab, b,"', in cui c'è una 
coppia di 2." specie e due di prima il cui elemento comune (ne1 nostro cas0 
è a )  figura una volta coine principale e una volta come secondario. 
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L a  coppia b, b,' è invece di 1." specie (b, funziona da elemento p i n -  
cipaie),, quindi la terna ab, b,' è una terna non ancora incontrata. 

u Esiste ancorn una terna in oui tutte le coppie sono di 1.' specie. Ogni 
LI elemento nelle due coppie cui appartiene funziona una volta come elemento 
u principale e una volta come secondario. Di tali terne ve ne sons: 

Con cib è esaurito l'esame di tutte le terne contenenti almeno una coppia 
di lqa specie. 

$ 17. Terne derivate dalle coppie di 2.' e Xa specie. 

Vediamo quali quintuple possiamo aggiungere alla coppia di 2." specie ab,. 
Se aggiungiamo una b,  O b, ricadiamo necessariamente in terne già tro- 

vate ne1 capitolo precedente, perchè si vengoiio a formare le coppie ab, O ab, 
di 1." specie. Non possiamo aggiungere una b3 perchè tutte le b, contengono 
la retta (1 3) contenute in b,. 

Possiamo dunque solo aggiungere una b2. Di queste ve ne sono solo sctte 
clle possono aggiungersi e sono: 

b , Iv r (2 ,  3 7, 5 )  in numero di una 

btV E (2, 3 4, 5) n tre 

bZV' = (2, 3 7, 4) n tre. 

Le coppie b, 6 2 ,  b, bZv' si riconoscono di 1." specie; quindi le ultime due 
terne non differiranno d a  alcune di quelle del paragrafo precedente. Siccome 
poi la coppia b, b iv  è di 2." specie cosi, la prima di quelle terne è una terna 
nuova non ancora trovata. Ilunque: 

u Esistono terne in cui tutte le coppie sono di 2." specie. Di tali terne 
u ve ne sono: 

-- 4320 - 1440. n 
3 

Si abbia ora la coppia di 3." specie ab, e vi si voglia aggiungere un'altra 
quintupla. Aggiungendo una figura b , ,  b,, O, si avranno certamente alcune 
coppie di 1." e 2." specie, e quindi si dovrà ricadere in terne già considerate. 
Bon potïebbe aggiungersi che una 6,; ma tutte le b3 contengono le rette 
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(1 3) (2 3), dunque non esiste una bJ che non abbia rette comuni con quelle 
della coppia a b,. 

Si vede quindi che non c'è altro caso da considerare e che tutte le terne 
possibili sono quelle 7 trovate, che raccogliamo brevemente qui (alkrando 
l'urdine col quale le abbiamo trovate, per una ragione che si vedrà dopo): 

1. Terne in cui tutte le coppie sono di 2." specie. 
2. Terne in cui una coppia è di 3.a e due di  1." specie. L'elemento 

comune a queste due ultime figura sempre come slemento principale. 
3. Terne in cui tutte le coppie sono di 1." specie. 
4. Terne in cui una coppia è di 1." specie e due di 2.". 
5 .  Terne in cui una coppia è di 2." specie e due di l.", e l'elemento 

eomune a queste funziona sempre come elernento principale. 
6. Terne in cui una coppia è di 2." e due di lna, e l'elemento comune 

a queste funziona sempre come secondario. 
7. Terne in cui una coppia è di 2." e due di 1.8, e l'elemento comune 

a queste funziona una volta come principale e una volta corne secondario. 

18. Quaterne di quintuple - Ricerca delle t e rne  pvincipali. 

Alla terna (a) (b,) (b,') non potranno aggiungersi quintuple dei tipi G, b, bJ 
perchè quella terna contiene ambedue le rette (1 3) (2 3), e queste quintuple 
le conterrebbero daccapo. Non potranno poi aggiungersi neanche figure b , ,  
perchè quella terna contiene le rette che congiungono qualunque dei cinque 
punti 5, 7, 8, 6, 4 O con 1 O con 2, e una figura b, contiene necessariamente 
una di queste rette. 

Dunque ne ricaviarno che alla terna (1) (vedi 5 17) non possono aggiun- 
gersi altre quintuple. non aventi con essa rette comuni. 

Chiamando quindi assieme pritzcipale (*j un assieme di quintuple non 
aventi a due a due rette comuni, e tali che a l  di fuori di esse non esista 
altra quintupla che stia con loro nelle medesime condizioni, si ha: 

u L a  terna (2) della tabella precedente è una terna principale. n 

Vediamo se possiamo aggiungere altre quintuple alla terna (a) (b,) (b,"). 
Anche qui non potranno essere che figure come b, ,  e di queste si pub rjco- 
noscere che ve ne sono 4. 

(*) Cid B anaiogo alla introduzioiic dei poliedri priacipali di BERTIN (vedi Mem. II). 
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Esaminiamo prima quali sono le sostituzioni del gruppo della terna 
( a )  (bi) (bi").. 

Essendoci una coppia di 2.' specie, (b,b,") e due di 1." specie, non c'é 
naturalmente la permutabilitb fra le quintuple, ma la (a) resterà necessaria- 
mente fissa. 

E percib per i soliti principii sviluppati sopra, le sostituzioni si ridur- 
ranno rt quelle permutazioni fra i punti 5, 7, 8, 4, 6 fra loro e 1, 2 fra loro 
che O lascian fisse b, b," O le scambiano fra loro. Sali sostituzioni sono O 10 
scarnbio di 5 con 7 (il che lasciri. fisse 6, b,") O 10 çcambio di 4 con' 8 e 1 
con 2 (il che scambia b, con b,"). In tutto sono quattro sostituzioni. 

Le figure b, che possono aggiungersi alla terna sono: 

b:'=(6, 547) ,  (6, 978) 

b,IV = (6, 5 4 8), ( 6 ,  4 7 8), 

e le due della prima linea, O le due della seconda sono equivalenti, perchè 
si ricavano l'una dall'altra cogli scambii indicati. 

Otteniamo quindi due quaterne 

Evidentemente da queste non potrà formarsi una quintina aggiungendo 
un'altra quintupla, perché intanto la quintupla aggiunta non potrebbe essere, 
per le medesime ragioni, che una nuova b,, cioè un'altra di  quelle sopra se- 
gnate, e d'altra parte, quelle hanno tutte le due rette (1 6) (2 6 )  in cornune. 

Esaminando le due quaterne troviamo in quanto alla loro costituzione che 

la coppia a b ,  è di 1." specie; [(a) B elemento principale] 

y? u O," n I . ~  . i i4 1 
n bqr" 0 n l.a n [(b,"') n n J  
n b, t,"' n 1.' n [(b,) n l7 I 
n bl bi" n 2.a ,1 

n h,I1 h4'" n 2.a n 

n ab," n l.a [(a> n l7 I 
n b, b,IY n lSa 73 [(b,) n l7 I 
n b t l ' b p  n l.a a [(b,") n 1. 
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Cioè queste due terne sono effettivamente distinte, perchè hanno forma- 
zione diversa; la prima ha due coppie di 2.a specie con un elemento comune, 
e quattro di 1.8 specie, rnentre la seconda h a  una coppia di 2.a specie e cinque 
di 1." specie. Si pub verificare che la prima contiene una sola terna (a) (b,) (b,"') 
con tutte coppie di 1." specie [una di quelle classificate come (3) ne1 $ 171, 
e la seconda ne contiene due di queste terne [cioè (a) (b , )  (O,"), (a) (b,") (b,")]. 

Possiaino dunque dire: 
u Esistono due quaterne princ-ali; l a  prima contenente due coppie di 2.a 

u e le altre di 1."; e l'altra contenente una coppia di 2.a e le altre di 1."; 
u la prima contiene iina sola terna (3) del 5 17, e la seconda ne contiene due. 

u L e  altre terne che contiene la p i m a  sono: 

una come la (4) del 5 17 (b,b,"bdV') 
n ( 5 )  (a bi b,") 

n (7) (a b," b," ), 

u e le aItre terne contenute nella seconda quaterna sono: 

una come la  ( 5 )  del €j 17 (ab,b,") . 

'7 (6) (bi bi" UV), 
<r cioh per la prima le quattro terne contenute sono tutte diverse, e per I R  
u seconda due sole sono simili. 

u Di tali quaterne ve ne saranno rispettivamente 10 stesso numero 

12960 2 = 2 5 9 2 0  12960 2 = 25920 .  n 

Ora faremo vedere quali sono le altre quaterne possibjli, e in tale analisi 
ci gioveremo del fatto che queste due trovate sono certamente le sole (pel 
modo col quale le abhiamo otteniite) contenenti una terna (5) (5 17) quindi 
sempre che otterremo una quaterna con una terna ( 5 )  possjamo dire che essa 
non è diversa dalle precedenti. 

3 19. Continuazione della ricerca delle quaterne. 

Vediamo cosa possiamo aggiungere a ciascuna delle tre terne 

ab,6 , ' ,  nbib,", ab,b,"', 

che sono rispettiramente le terne classificate come (6) (4) (7) ne1 Fj 17, 
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È facile vedere che non esistonn altre figure, che alcune delle b,, le quali 
non abbiano rette comuni con queste terne. 

Ne1 primo caso queste b, sono solo due e sono: 

fra loro equivalenti, perchè per Io scambio di 4 con 6 (scambio che non altera 
la terna a b ,  b,') si trasformano l'una nell'altra. Ma una di  esse per es. la 
prima, con (a) (h , )  forma una terna (5), e quindi, pel principio invocato alla 
fine del $ 18, non possiamo essere in presenza di unn quaterna nuova. 

Alla terna a b ,  b," possiamo aggiungere solo uns delle h,  cioè: 

(6, 4 7 817 

ma questa con a ,  b," forma ancora una terna (5).  
E alla terna a b ,  b,"' possiamo aggiungere le seguenti figure del tipo b 4 :  

bdV =(ô, 5 7 8) 

di cui le tre della seconda linea sono fra loro equivalenti, perchè si poseono 
ricavare l'una dall'altra colle permutazioni dei punti 5, 7, 8, pern~utazioni 
che lasciano inalterata l a  terna data. 

Ma intanto anche qui la  terna b,6,'"B4 è una terna (5) e quindi la qua- 
terna che si otterrebbe non è diversa da una già trovata. 

Invece l a  quaterna 
u b, b,"' b d V ,  

non contjene nessuna terna (5), e quindi è una nuova. Essa contiene due 
coppie di 2." specie (ab,"', b,bdV) e quattro di l.a; ma a differenza di quella 
analoga già trovata sopra, le due coppie di 2." non hanno elementi comuni; 
cioh le quattro quintuple si scindono in due coppie di 2.a specie. 

Anche a questa quaterna non pub evidentemente aggiungersi un'altra 
quintupla senza rette comuni con essa. 

Possiamo dire : 
u Ogni terns (7) del $ 17 individua un'ultima quintupla che con essa 

u forma una quaterna principale in cui vi sono due coppie di 2." specie se- 
u purate, cioè senza elementi comuni, e tutte le altre coppie sono di l.a specie. 
u Tale quaterna non conterrà naturalmente terne in cui tutte le coppie sieno 
u di 1." specie cioè terne (3), mentre che le precedenti quaterne contenevano 
u una O due terne (3). 

Atinali di Matematica, toino XXI. 18 
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u Le terne contenute in questa quaterna sono tutte quattro terne come le 
u (7) del 17, cioé quelle contenenti una coppia di 2." e due di laa in cui 
u l'elemento comune figura come secondario e principale. Di queste quaterne 

s640 - 2160. n rc ve ne sono - - 
4 

Esaminiamo ora le quintuple esterne alla terna 

a b, b,'. 

Se aggiungiamo una figura come 6, O, O b , ,  allora abbiamo sempre quaterne 
già considerate, perchè conlenenti terne (5) O (6) O (4) O (7). Non resta quindi 
che aggiungere figure b,,  delle quali non ne esistono che solo due che fanno 
al nostro caso e sono: 

(6, 4 5 8) (6, 4 7 811 

fra loro equivalenti, perchè per Io scambio di 5 con 7 (scambio che non altera 
la terna) esse si permutano fra h o .  Perb la prima di queste con b ,  b,' forma 
una terna (5) e quindi, per l'osservazione già fatta non siamo in presenza 
di quaterne nuove. 

Dobbiamo finalmente considerare la terna (5 17) 

contenente tutte coppie di 2.a specie. 
Se aggiungiamo figure b ,  O b4 abbiamo almeno una coppia di 1." specie, 

e quindi ricadiamo in quaterne trovate già prima. 
Non potrà poi aggiungersi nessuna figura b, ,  perchè queste contengono 

la retta (1 3) già contenuta nella terna; e infine non potrà aggiungersi neanche 
una figura b, ,  perché questa conterrebbe necessariamente O la retta (1 3) O la 
retta (2 3), e queste due sono già contenute rispettivamente in b, e b,IV. 

Possiamo intanto dire che la terna a b,b,Iv [che è la (1) del 5 171 è una 
terna principale. 

Possiamo anche dire : 
u Oltre le quaterne non si possono costruire altri assiemi di quintuple non 

r< aventi a due a due rette in comune. 
K Esistono tre sole specie di quaterne che sono quelle descritte sopra, e 

u sono naturalmente tutte quaterne principali. 
u Esistono 7 diverse specie di terne di cui due [le (1) (2) del 5 171 sono 

u terne principali. n 
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$ 20. Teoremi sulle terne e quaterne principali. 

Abbiamo dimostrato che esistono due specie di terne principali e tre 
quaterne. 

Vogliamo ora ricercare la configurazione delle rette esterne ad uno di 
questi assiemi principali. 

Le rette esterne alla terna (1) sono: 

Ora queste rette si possono in due modi raccogliere a formare dei piani. 
Si possono cioè formare i quattro piani 

2 5 - 5 7 - 7 1 ,  
ovvero gli altri quattro 

2 4 . 4 8 . 8 1  

Ciascuno di que,sti assiemi di quattro piani rappresenta, come si vede, 
un tetraedro di 2." specie di BERTINI (*), e propriamente si hanno due di quei 
tetraedri con una faccia comune; onde: 

u Le rette esterne ad una terna principale (1) formano in due modi quattro 
u piani che sono poi le facce di due tetraedri di 2.a specie di BERTINI (**), 
u aventi una faccia comune. 

u Ad ogni terna principale (1) corriaponderà dunque una coppia di questi 
u tetraedri, ed effettivamente il numero di essi è doppio di quel10 delle terne. n 

(*) Conl~ibuzione, ecc. Anneli di Matem., tom. 12. Vedi anche Rlem. II. 
(**) 1 tetraedri di 2.a specie sono quelli contenenti un triedro di 3.a specie e tre 

triedri di 1." specie. 
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Le rette esterne alla terna (2) sono: 

68 ,  4 6 ,  28 ,  2 7 ,  5 7 ,  45 ,  4 7 ,  5 8 ,  1 4 ,  1 6 ,  65,  6 7 ,  

e si riconosce che si possoiio costruire solo tre piani le cui rette sieno tutte 
comprese fra queste, e sono i piani 

2 8 . 8 6 . 6 1  

2 7 . 7 6 . 6  1 

2 7 . 7 4 . 4 1 ,  

formanti, come si vede, un triedro circolare aperto (vedi Mem. II). Dunque: 
u Esternamente ad una terna principale (2) si possono costruire non più 

u che tre piani, e questi formano un triedro circolare aperto. n 

Passiamo ora analogamente a considerare le rette esterne alle quaterne. 
Le sette rette esterne alla prima quaterna trovata ne1 $ 18 sono: 

7 8 . 4 8 . 7 6 . 5 6 . 5 8 . 1 4 . 2 8 ,  

colle quali si pub costruire un piano e uno solo (1 4 8 2), e le altre quattro 
rette con diie di quelle del piano possono costituire due yuadrilateri circolari 
chiusi 

4 8 . 2 8 . 7 8 . 5 6  

4 8 . 2 8 . 5 8 . 7 6 .  

Fer la 2." quaternn poi del10 stesso 5 18 le rette esterne sono: 

4 7 . 7 5 . 7 8 . 2 8 . 5 6 . 7 6 . 1 4 .  

Di queste due cioè 5 7 . 6  7 sono gobbe fra loro e con tutte le altre, e le 
altre cinque costituiscono un pentalatero circolare cliiuso 

1 4 . 4 7 - 5 6 . 7 8 . 2 8 .  

Finalmente per la quaterria (queiia trovata ne1 3 19) le rette esterne 
sono : 

1 4 . 2 5 . 2 7 . 2 8 . 4 5 . 4 7 . 4 8 ,  

c.olle qiiali si possono formare solo i tre piani 

(1 4 5 2) 

(1 4 7 2) 

(1 4 8 21, 
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passanti per una medesima retta. Ora per questa retta, si sa ,  che passano 
altri due piani che sono: 

(1 4 3 2) 

e si pub subito verificare che le altre quattro rette formanti questi piani cioè 
4 3 3 2 .  4 6 . 6 2 sono distribuite una per parte alle quat.tro quintuple della 
quaterna. 

L a  quaterna è a b, b,"' bdv ( 5  19), e si vede che la retta (3 4) è conte- 
nuta in (a), la retta (4 6) in @,), l a  retta (3 2) in (b,"') e la retta (6 2) in bdV, 
e quindi, ricordando che le due coppie di 2." specie contenute nella quaterna 
Eono quelle formate dalle quintuple ab,':', e b,  bAv, si ha  che le rette, fra quelle 
quattro, che appartengono ad uno stesso piano sono contenute in due quin- 
tuple opposte, chiamando opposte rispetto alla formazione della quaterna, due 
quintuple formanti una delle due coppie di 2." specie. 

Possiamo notare quindi queste rimarchevoli relazioni che ci sono fra la 
quaterna e le sue rette esterne, dicendo: 

u F r a  le sette rette esterne ad  una quaterna del €j 19, ve n 'è una spe- 
u ciale che incontra tutte le altre sei, e con queste costituisce tre piani pas- 
tr santi naturalmente per una medesima retta; gli altri due piani poi che 
u passano per quella retta sono formati con rette che si trovano distribuite 
u rispettivamente nelle due coppie di quintuple opposte della quaterna. n 

Milano, Inverno del 1892-03. 
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Sulle serie di potenze. 
Estratto di una lettera al dottore Vivanti. 

(Del prof. S. PINCHERLE, a Botognu.) 

L a  lettura della sua recente Nota publilicata in uno degli ultimi fascicoli 
degli u Annali di Matematica n sotto il titolo: SuZle serie di potenïe i cui coef- 
ficienti dipendono da una vwiaOite, mi ha suggerito alcune riflessioni che mi 
perrnetto di cornunicarle nelle seguenti righe. 

I l  di Lei lavoro mi ha  tanto maggiormente interessato, in quanto clie 
l'argomento in esso trattato si collega strettamente con una questione di ciii 
mi sono occupato a più riprese: voglio dire la ricerca del campo di conver- 
genza di una serie procedente per le funzioni di un determinato sistema. È 
manifesto il nesso fra le due questioni. Si abbia infatti una serie di potenze 
di x ,  a coefficienti dipendenti da1 parametro u :  

e si indichi con p(u) il suo raggio di convergenza; si consideri poi una serie 
procedente per le funzioni y,(zc) 

dove il limite del rapport0 c,: c,-, per n - cu, ha per modulo il numero po- 
sitivo a O ,  più generalrnente, dove la serie di potenze B c n t n  converge entro 

1 il cerchio di raggio - . L a  serie (2) convergerà per tutti i valori di u pei 
u 

quali è ,o(u) > a, e quindi l'equazione (zc) = a definirà, ne1 piano della va- 
riabile u, il contorno del campo entro cui converge la (2). 

Considerando la (1) come una furizione che dirb T(x ,  u), delle due va- 
riabili x ed zc, la circonfereiiza di convergenza della (1) è, come è noto, ca- 
ratterizzata dalla proprieth che su di essa si deve trovare almeno un punto 
in cui la T(a,  u) cessa di essere regolare. Ora, per ogni valore di 21 esiste- 
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ranno per la T ( z ,  u) delle singolarità che dipenderanno in generale da  u:  sia 

l'equazione che esprirne questa dipendenza. 11 raggio di convergenza della 
serie (1) per un dato u è il modulo p(u)  della radice di modulo minimo di 
questa equazione. 

I n  questo genere di ricerche ho trovato molto vantaggioso il metodo 
grafico che ho proposto altra volta e che Ella probabilmente conosce: di in- 
nalzare cioè in ogni punto del piano della variabile u una perpendicolare su 
cui, a partire da1 piede, si tagliano d a  una stessa parte delle liinghezze (or- 
dinate) misurate dai moduli delle radici di (3). Gli estremi di queste ordinate 
dànno una superficie che ogni perpendicolare al piano u incontra general- 
mente in più punti: l'ordinata minima dà il valore di ,o(u). 

Tornando al di Lei scritto, vi si trovano degli esempi di serie ai potenze 
i cui coeficienti, sebbena funzioni razionali intere di up parametro, sono cos1 
formati che il raggio di convergenza della serie varia in modo discontinuo 
al variare continu0 del parametro. Perb, è importante di notare che le serie 
che Ella costruisce sono tali da  avere il loro raggio di convergenza general- 
mente [cioè eccettuati solo dei valori del parametro in numero finito (*)] 
uguate a zero; ma una serie di raggio generalmente nrzllo non rappresen- 
tando alcuna funzione, rimane insoluta la domanda se sia possibile di co- 
struire delle serie di potenze i cui coefficienti siano funzioni analitiche di un 
parametro, le quali serie abbiario raggio di  convergenza generalmente non 
nullo e discontinuo per un certo numero di valori del parametro. 

A me sembra clie per gettare qualche luce su tale questione s'imponga 
10 studio dell'equazione (3). Per  trattare un caso tanto esteso che quasi lo 
cliiamerei normale, supponiamo che l'equazione (3) abbia la forma 

dove cp e t,!~ sono funzioni intere, razionali O trascendenti, di x ed u rispetti- 
vamente, ed F(x, u)  è funzione intera, razionale O trascendente, di x ed u. 
Si denoti con a il minimo modulo delle radici di cp(z), con wl, una radice d i  
+(U). Dando ad u il valore u ~ , ,  il raggio p(u,,) di convergenza è nullo: per 

(*) Importa appena di avvertire che 10 stesso S u o  procedimento vale a costruire una 
serie di potenze i cui coefficienti siano funzioni analiticlie di un parametro, e che alhiano 
raggio di convergenza fiuito od iniinito per  un numero infinito (ma numerabile) di valori 
di u ,  e raggio nullo per  tutti  gli sltri .  
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ogni altro valore ii di zc, il raggio p(Z)  è la minore fra le due quantitd o: 

ed il modulo minimo ~ ( u )  delle radici di F(x, u )  = O. Descritta la currra 
<(u) = a ,  da essa curva vengono separate le regioni in cui Q <(u)>o: da 
quelle in cui <(u) < a. In queste, il raggio p(u) è funzione continua di u :  
nelle altre, il raggio ,D(~) è costante e uguale ad a. Vi è dunque tutt'al più 
discontinuità nei soli punti uh, nei quali il raggio di convergenza si riducc 
a zero. Nella rappresentazione grafica accennata più sopra, fanno parte della 
superficie i piani paralleli al piano u,  a distanze uguali ai moduli delle radici 
di (p(z), e le rette perpendicolari al piano u stesso nei punti uh. Si vede da 
cib che il raggio p(u) è una funzione generalmente continua di u ,  con di- 
scontinuità nei soli punti uh, nei quali il suo valore è zero. 

Ne1 $ 4 del suo pregiato lavoro Ella enuncja il seguente teorema, il 
quale, mi pare appartenga ad un ordine interessante di ricerche: Se  una serie 
d i  potenxe, a coeficienti raxionali interi i n  u e d i  grado non superiore a p, 
?ta per p + 1 valori della u i l  raggio R d i  convergenxa, essa ha questo stesso 
raggio per qualunyue valore finito d i  u. Ella scorgerà facilmente che questo 
teorema è un caso particolare del seguente, di facilissima dimostrazione: S i a m  
f i ,  P,, . . . , P,, p serie d i  potenxe e si formino colle costanti )bhk indipendenti 
du  x, le serie 

Q I  = L I P I  + A,*P, + + L, P,, 
Q2 == A e i P i  + l e e r s  + . + .  + lbv l'pl 

clove i l  Jeterminante A = (A,, I,,.. . l=) sia diverso da zero. Se queste serie 
hanno i l  ragyio conzune d i  convergenxa R ,  l a  serie 

c i p i  $ c2P2 + t @,, (5) 

doue c , ,  c,, . . . , c, sono pure costanti inclipendenti da z ,  converge in  gelterale 
entro il cevchio d i  mgg io  R: potendo conoergere in ura cerchio d i  raggio 
maggiore per valori speciali delle costanti c;. 

Usando un linguaggio geometrico, si pub dire che considerando le serie di 
potenze come punti in uno spazio ad infinite dimensioni e di cui i coefficienti 
delle serie sarebbero le coordinate, la (5) rappresenta uno spazio lineare Sn-, 
in questo spazio, e le serie di Sn-, che convergono in un cerchio di raggio 
maggiore di R formano uno spazio lineare Sm (m r n - 2 )  contenuto in Sn-,. 

12 Giugno 1893. 
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Studio d i  alcuni sistemi di rette 
considerati come superficie 

dello spazio a cinque dimensioni. 

(Di GINO FANO, a Torino.) 

$ 1. Considerazioni generali sui sistemi di rette 
e oggetto di questo lavoro. 

1. fi noto che di ogni risultato relativo ad enti contenuti in una - 
quadrica non degenere del10 spazio a cinque dimensioni si pub avere un'ap- 
plicazione, e spesso anche notevole e interessante, immaginando che 17elemento 
O purdo di questa quadrica (la cui natura, nelle ricerche, si lascia di solito 
indeterminata) sia precisamente la retta dello spazio ordinario (S3) (e quella 
quadrica sia percib l'insieme di queste rette) (*). 

L'idea di considerare la geometria della retta come quella appunto di 
una quadrica dello spazio S, conta ormai parecchi anni di esistenza, e si pub 
dire col sig. S E ~ R E  (**) ch'essa compare già u in tutti i princjpali lavori che 
u dalla Neue Geometrie des Raumes di PL~CKER in poi si scrissero sulla geo- 
u metria della retta (e più particolarmente in quelli, molto importanti, del 
u &EIN e del Voss) n. Non è qui il luogo di paesare in rassegna tutti questi 
lavori, poichè la  cosa, per qiianto interessante, ci trarrebbe troppo in lungo; 
ci basti quindi ricordare la classica Memoria del sig. KLEIN: Ueber Linien- 
geometrie tcnd metrische Geometrie (già cit. alla nota (*)) (**y e l'altra del 

(*) u Die Liniengeometrk ist wie die Geometrie azcf eher M,(2) des R5 » (cfr. KLEIP~: 
Ueber Lzizzengeometrie und metrisch Geometrie; Math. Ann., Bd. 5, psg. 261). 

(**) Cfr. la prefazione alla Dissertaziane di Laurea: Studio sulle pztadî-iche in  w o  
spazio lineare a un numero qualunque di dimensioni (Mem. della R. Acc. delle Scienze 
di Torino, serie 2.", vol. 36). 

(Y**) Del Voss s i  hanno pure molti'lavori nei Math. Annalen. 
A nnali di Maternatica, tom0 X X I .  19 
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sig. SEORE: Sulla geometria della retta e delle sue serie puadmticlze, nella 
quale si pub forse dire che l'idea di PLÜCKER si trova per la prima volta posta 
sistematicatnente ad effetto (*). 

Una delle prime e più ovvie esplicazioni di questi fecondissirni concetti 
è ben naturale che la si abbia nello studio dei sistelni di rette dello spaxio 
ordinario considerati come szlperjcie dello spazio n cinque dinzensioni. Con- 
siderata infatti In retta di S, come elemento di una quadrica (non degenere) 
dello sptlzio S5, è chiaro che ogni sistema (O congruenza.) di rette potrà (e 
dovrh anzi) concepirsi come una superficie contenuta in questa stessa quadrica; 
e le proprietà di questa superficie si tradurranno allors immediatamente in 
quelle della congruenza. Potrà la superficie essere contenuta in uno spazio S,, 
e quindi in una  quadrica (Mae)  di quest'ultimo (che potrebbe anche essere un 
con0 di prima specie); questo caso corrisponderà a quel10 di una coiigruenza 
contenuta in un complesso lineare (e precisamente in un complesso lineare 
speciale, se quella quadrica è un cono). In  uno spazio inferiore a S, è certo 
che la superficie non potrà stare (quand0 solo si escluda~io il caso notissimo 
della congruenza lineare (1, l), e quelli, ancora più semplici, della stella di 
rette (1, O) e del piano rigato (O, 1)). 

Uno studio dei sisterni di rette partendo da un ta1 punto di vista non mi 
sembra che sia ancora stato fatto; e per questo appunto ho creduto valesse 
la pena di far conoscere alcuni risultati speciali (come verrà meglio precisato 
in seguito) a cui per questa via sono stato condotto (**). 

2. Supponiamo dunque di avere nello spazio S, un sistema (algebrico) 
di rette il quale sia di ordine m ,  di classe n, di rango k e di genere p (**"). 

(*) Questo lavoro costituisce l a  seconda parte della Dissertazione di Laurea  cit. 
In csso,  considerando appunto la  geometria della re t t a  come quella di una quadrica a 
quattro dimeilsioni in  uno spazio lineare S5, l'A. fa la  teoria genersle del complesso 
quadratico, della sua  superficie singolare, dei suoi complessi lineari fondainentali, ecc., 
qualunrlue s ia  l a  specie del complesso medesimo, e otticne cosi molti risultati importanti 
e fino allora sconosciiiti. Nello stesso lavoro il  sig. SEGRE s i  occupa anche delle con- 
gruenze qundratiche e delle rigate biquadraticlie, considerandole rispettivamente come in- 
tersezioni di due rluadricli~ in S4 e in S3. 

("8) 1 piil vivi ringrazinmenti devo poi tributare all'cgr. prof. C. SEGRE, il quale, 
essendosi çiA occupato anni sono di quest'argomento, volle gentilmente r i l a s ~ i a ~ m i  alcuni 
suoi appunti in proposito; appunti che mi  furono spesso di ottima guida nelle ricerche. 

(***) Con cib intendinmo che f ra  le  re t t e  del sistema ve  ne siano in generale m che 
passano per  un punto arhitrario dello spazio, e n che çiacciono in un piano del pari sr- 
bitrario; che vi siano in generale k coppie di ret te  formanti fascio con una re t t a  data, e 
che infine le ret te  comuni alIo stesso sistemn e a un complesso l incare,  in particolnre 
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Questo sistema si potrà rappresentare con una superficie F del10 spazio S5 
contenuta in (almeno) una quadrica (M:) non degenere; questa superficie sarR 
di ordine m + vc, e i piani dei due sistemi di quella quadïica la segheranno 
rispettivamente in m e in 12 punti. Le  sezioni spaziali della superficie saranno 
ourve di genere p. D a  una retta r della M4P non incidente a Fm+?% questa 
superficie si proietterà su di un S, in un'altra superficie @ (in generale sem- 
plice) pure di ordine nz + n e con un punto mpl* e un punto nplo, proiezioni 
rispettivamente degli m e degli n. piinti di  F che stanno nei due piani di .M,2 
passanti per r (*). Le corde di F incidenti a r stessa daranno poi luogo a 
una curva doppia di @, la quale in quei due punti, l'uno mpzo e I'altro tzp10, 

della superficie avrà rispettivamente le multiplicità ( y )  e (r) e in ogni piano 

passante per questi due punti ne avrà ancora altri k,  sicchè il suo ordine sarà 

dato dalla somma (!j + [i) + k (**). a ~ r e t n o  pereib 

ossia 
p = (m. - 1) (fi - 1)- k ,  

se la superficie non ha, all'infuori di quella eerta curva di ordine (y)+ (i) + k ,  
, .  . .  

nessiin punto doppio, o ne ha solo più un numero finito. Se iilvece ne lia in- 
finiti altri (e quindi la corigruenza ha infinite rette doppie) (***), il valore 

dunque quelle ret te  del sistema clie s i  appoggiano ad  una re t t a  fissa data  a d  arhitrio, 
formino in generale une rigata di genere p. L a  necessita (O 170pportunit& almeno) di con- 
sidernrc accanto all'ordine e alla classe di una congruenxa di ret te  anche uno di questi 
ultimi due caratteri (caratteri che, come apparirà  tosto, sono intimamente legati f r a  loro) 
f u  rilevata p e r  l a  pr ima volta da SCHUMACHER (Math. Ann., Bd. 37; cfr. anche STURM: 
Die Gebilcle e~s l en  und azoeiten Grncles der Liniengeometrie in syntl~etiscker Behandlun.q, 
vol. 2 . O ,  pag. 1) il quale chiainava Art cib che noi qui chiamiamo (e che oggi c o m u n e  
mente si chiama) rango della congrueum. Di questa stessa opportunità e fatto cenno 
anche negli appunti dcl si;. SEGRE, e in un foglio precisamente che ritengo scritto prima 
ancora della pubblicazione del lavoro cit. di SCHUMACHER. 

(*) Questo ragionamento si pub applicare anche al caso in cui l a  superficie F sia 
contenuta in  uno spazio S,, purchè la  re t t a  Y si prenda allora semplicemente incidente a 
questo stesso spazio. 

("") V. anche SCHUNIAC~ER: Classification der algeOraischen Strnhlen.systetne. (È ~ u c s t o  
il lavoro cit. dei Math. Ann., Bd. 37.) 

(***) Questi ulteriori punti doppi di @ non possono provenire infatti che d a  punti i qiiali 
sian0 a lor  volta doppi per  F (e corrispondano percib 8 re t t e  doppie della congruenza), 
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di p subirà una dirninuzione uguale all'ordine di questa nuova linea doppia 
(ossia della rigata costituita dalle rette doppie della congruenza) (*) (**). 

Da quanto precede segue altresi che il nostro sistema (nz, n) (***), 
supposto privo di linea focale, ammetterà una supeî.Jicie focale di ordine 
p=21m+p- l I  e di classe v = 2 ( n  fp-11 (****). 

3. In questo lavoro noi ci occuperemo di sistemi di rette per cui 
nz -+ rz 6 8; di sistenii cioè che si rappresentano con superficie di ordine non 
superiore all'ottavo. Per queste congruenze introdurremo (in generale alniano) 
la restrizione che esse nofi abbiano infinite vette doppie; restrizione clie ab- 
brevierà spesso, e non poco, i nostri ragionamenti, senza tuttavia troppo sce- 
mare l'importanza e la generalità (per quanto ben relative) dei risultati che 
otterremo. E possiamo anche dispensarci dalla considerazione dei sistemi di 
genere p = O. Infatti dalle note proprietà delle superficie a sezioni razio- 
nali discende immediatamente che ogni congruenza (m, n) di genere 

(") L a  relazioiie p = (m. - 1) ( n  - 1) - K risulta anche da  una formola di CHASLES 
(Compt. Rond., tom. 53) su1 genere di una curva  t racciata  sopra una quadrica. Infatti 
l a  sezione determinata nella superficie F dall'S, tangente alla M,e in un punto qua- 
lunque della re t t a  r s i  proietta da questo stesso punto i n  una curva  di ordine m + n  
contenuta in una quadrica d i  S,; curva  che incontra l e  generatrici dei due sistemi di 
questa quadrica rispettivamente in m e in  n punti,  e che ha poi a s u a  volta k punti 
doppi (oltre quelli che già avesse eventualmente l a  sezione considerata di F). E la for- 
mola ricordata di CHASLES dice appunto che questa curva di S, è allora di genere uguale 
a (m- 1) (n- 1) - k (diminuito anCoPa, occorrendo, del numero di questi ultimi punti doppi). 

("*) Dalla relazione p = (m - 1) (n - 1) - k ,  non potendo k, per  il suo stesso si- 
gnificato, assumere valori negativi, segue (e a fortioî5 anche, ne1 caso che vi siano infinite 
re t t e  doppie) p G (m - 1) ( n  - 1). E il valore massimo che pub raggiungere questo pro- 
dotto per  una data somma m + n (valore che si ha  p e r  m = n O per  rn = n f 1 secondo 
che qnesta somma è pari  O dispari) non è altro che il genere massimo di uua curva 
(possiamo dire) non piana di ordine m + n (cfr. ad  es. HALPHEN: Mémoire sur les courbes 
gauches algébriques; Compt. Rend. de l'Ac. des Sc., tom. 70; NOETHER: ZUT Grundleguny 
der Theorie der alg. Raumcurven; Berlin, 1883; CASTELNUOVO : Ricerche di Geomelria . . . . ; 
Atti della R. Acc. di Torino, vol. 24). Questo risultato e dunque pienamente d'accord0 
coll'altro, che la  sezione generica della superficie 3' deve essere una curva di ordine 
, 1 8 3 -  n e genere p appartenente a S, O a S4. 

(***) Secondo l'uso ormai invalso indicheremo con questo simbolo una congruenza 
di ordine m e di classe n. 

(*"**) A queste relaziùni si giunge infatti eliminando il k d d l e  due p + 2 k  = 2n (m - 1) 
e v + 2 k  5 2m (n - 1) p e r  mezzo della k = (m - 1) (n - 1) - p. Che s e  poi l a  congruenza 
avesse infinite ret te  doppie costituenti una rigata di ordine d, in  tut te  t r e  queste equazioni 
bisog"rebbe mutare k in k + cl, sicché le  espressioni date per  e v rimarrebbero inalterate. 

(*a***) E più particolarmente dai risultati  ottenuti dai sigg. NOETHER (Math. Ann., 
Bd. 3 ) ,  PICARD, GUCCIA, DEL PEZZO, CSSTELNUOPO, ecc. 
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p = O ha una linea focale (razionale) di ordine n, ed è precisamente costi- 
tuita da una serie wi di fasci di raggi coi centri su questa linea e coi piani 
tangenti a una sviluppabile di classe m,  fatta solo eccezione: 

a) Per il sistema (1, 3) delle corde di una cubica sghemba e per il 
suo duale (3, 1) che è il sistema delle congiungenti delle coppie di punti omo- 
loghi di due piani collineari iri posizione generale; sistemi che si rappresen- 
tano entrambi colla super$cie di VERONESE (*); 

O) Per la congruenza (2, 2) con infinite (un fascio di) rette doppie, che 
è una particolare intersezione di un complesso lineare (speciale) con un com- 
plesso quadratico; questa seconda congruenza si rappresenta colla superficie F4 
di S, proiezione di quella di VERONESE da un punto esterno ad essa ma con- 
tenuto ne1 piano di una sua conica. 

I n  particolare dunque non avremo ad occuparci dei sistemi di primo 
ordine O di prima classe (d'altronde già ben conosciuti) pei quali appunto si 
ha sempre p = 0. 

Dei sistemi di secondo ordine (O di seconda classe), che furono anche 
diffusamente studiati, accenneremo solo, occorrendo, le cose principali (**); 
ma non sarà forse inutile fissare già ora su di essi, per un momento, la nostra 
attenzione. 

(*) L e  proprieta principali di questa superficie (la sola B" di Sn+, che non sia ri- 
gata) furono date appunto per  l a  prima volta da1 sig. VERONESE ( L a  superficie oomaloide 
nomzale del quarto ordine. . . . . ; Mem. B. Acc. dei Lincei, serie 3.=, vol. 19). Dei  sistemi 
di re t t e  che questa superficie viene a rappresentare quando una quadrica qualunque (non 
deg-enere) passante per  essa s i  assume come quadrica delle ret te  di S, (ossia come Md2 
dei cornplessi lineari speciali, se come punto dello spazio S, si vu01 assumere il  com- 
plesso lineare di ret te)  s i  è occupato il sig. SEGRE nella Nota: Considerazioni intorno 
alla geometria delle coniche di un piano . . . . (Atti dell'Acc. di Torino, vol. 20). 

(**) P e r  questi sistemi è ormai classica l a  Memoria importantissima del sig. KUN- 
MER : Ueber die algebr. Strahlensysteme, in's besondere Über die der ersten und zweiten 
Ordnung (Abhand. der  Berl.  Ak. 1866; pag. 1-120), nella quale p e r  l a  prima volta fu 
esposta una teoria completa dei sistemi di re t t e  di primo e secorido ordine. Dopo questo 
lavoro molti altri  ne  comparvero sullo stesso argomento (limitandosi pero alcuni al10 
studio di congruenze particolari); in  Germania quelli del REYE (Ueber die &çl,.nhlensysteme 
zweiter Classe und die Kunzmersche FZüclze vierbr Ordnung mit 16 Knotenpunkten, Journ. 
de Crelle, vol. 86, pag. 84), dello STAHL (Ueher Strahlensysteme zweiter Ordnung. ibid. 9 5  
pag. 297 e al t r i  nei vol. 9 1  e 07), di STURM (Math. Ann., Bd. 36 e Gott. Nachr., 1888), 
di SCHUXACHER (Math. Ann., Bd. 38 e Diss. München, 8.O), di WEILER, WAELSCH, ecc. In 
Italia (sorvolando su alcune ricerche del CAPORALI) sono notevoli i lavori del BERTIN 
(Sulla congruenza (2, G ) ,  dotnta di sola superficie focale; Transunti R. Acc. dei Lincei, 
1879-SO), del LORIA (Atti della R. Acc. di Torino, vol. 19 e 21), del ~~IASOXI (Rend. Acc. 
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8 2. Osservazioni sui  sistemi di rette di secondo ordine. 

4. E noto che una congruenza di secondo ordine (O di seconda classe) 
priva di linea (sviluppabile) focale ha sempre una superficie focale di quarto 
ordine (di quarta classe). Essendo dunque 2 (2 + p - 1) - 4, segue p = 1, ossia : 

Una congruetzxa d i  seco~zdo ordine (seconda classe) priva d i  linea (sui- 
luppabile) focale è sempre d i  genere znzo; si rappresenterà dunque, indicata 
con t'c la sua classe (il suo ordine), con una superficie di ordine n + 2 a se- 
zioni ellittiche. Dalle proprietà note di queste congruenze (e precisamente 
dalla possibilità di rappresentarle unirocamente su1 piano) segue altresi che 
questa superficie dovrà sempre essere razionale; ma possiamo anche ritrovare 
la stessa cosa per altra via. 

Infatti una congruenza di secondo ordine (ad es.) priva di linea focale 
pub sempre riferirsi univocamente a un piano doppio (poichè da ogni punto 
di un piano non passante per alcun suo punto singolare escono, senza ecc,e- 
zioni, due raggi di essa, distinti o coincidenti); e in questa corrispondenza 
compare in quel piano una curva lirnite di quart'ordine, l'intersezione del10 
stesso piano colla superficie focale (che è precisamente il luogo dei punti da 
ciii escono due raggi della congruenza infinitamente vicini). Questa curva non 
sarà certo costituita (almeno se il piano è stato peso  in modo generale) da 
quattro rette passanti per uno stesso punto; potremo quindi s e n y e  rappre- 
sentare la nostra congruenza anche su1 piano semplice (*), ossia: 

L e  congruenze d i  secondo ordine prive d i  lineu focale solzo tutte rappre- 

di Napoli, vol. 22), del RIONTESANO, ecc., e gli  stessi sistemi di secondo ordine (con sola 
superficie focale) furono poi ritrovati da1 SEGRE (Xem. del17Acc. di Torino, ser ie  2.", vol. 30) 
e da1 CASTELNUOVO (Atti 1st. Veneto, ser ie  6.', tom. 5 e 6) come proiezioni delle varieta 
cubiche di S, con un numero finito e 5 6 di punti doppi. 

I l  sig. STURM si è occupato poi ancora delle congruenze di secondo ordine, alle quali 
h a  dedicato anzi (e  quasi esclusivamente) il 2." vol. tes te  comparso (e çià citato) della sua  
Liniengeomett-ie (Die Stl-ahlencongt-uenzen e n t e r  und zweiter Ot-dnung; Leipzig, 1803). Nel- 
l'ultima par te  di questo lavoro egli da  anche la  classificazione completa delle congruenze 
di secondo ordine con linea focale, comprendendovi alcuni casi che erano sfuggiti a KUM- 
MER, e che solo più tardi  si  erano presentati  a lui stesso (STURM) e a SCHUAIACHER (cfr. le 
Note citate nei Math. Ann.). 

(*) Cfr. CLEBSOH : Ueber deta Zu~amrnef ihan~q eincr Klasse von Flachenabbildungen. . . . 
(Math. Ann., Bd. 3) ; NOETHER : Ueber die ein-azoeideutigen Ebenent~ansformationen (Sitzungs- 
ber. der Physik. medic. Soc. zu Erlangen, 14 jan. 1878); piu tre lavori del D e  PAOLI$ 
(Mem. R. Acc. dei Lincei, serie 3.", vol. 1 e 2). 
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sentabili su1 piano. Questa proprietb, come ho detto poc' anzi, è già. nota e 
da parecchio tempo; ma risultava solo dall'insieme delle varie dimostrazioni 
che se ne davano per i diversi casi (cfr. ad es. i lavori citati dei sig.' BERTINI 
e LORIA). La nuova via ci permette iiivece di stabilire 10 stesso teorema con 
un ragionamento semplicissimo e unico (valevole ci06 per tutti i casi). 

È quasi superflu0 l'aggiungere che, rappresentandosi qiieste congruenze 
con superficie raxionali  di  ordine n. + 2 a seaioni ellittiche, avremo tosto, 
per i risultati ottenuti da1 sig. DEI, PEZZO (*), n f 2 5 9 e quindi n r 7. 
Ritroviamo dunque il notissimo teorema di KUMMER (loc. cit., § 6): 

Una congrzrenxa di  secondo ordine priva d i  linea focale non  pu6 essere 
d i  classe sujeriore a 7 (**). 1 casi di n L 7 esistono perb tutti, com'è noto, 
(e anzi per n = 6 ne esistono due diversi); e noi pure avremo occasione di 
ritrovarli in seguito (escluso solo l'ultime, per cui si avrebbe In + n = 9 ;  ma 
anche questo si potrebbe studiare per la stessa via, senza difficoltà di sorta). 

Daremo osa un breve cenno sui sisterni (m, n) per cui m $ 1 2  = 5 (***); 
e ci fermeremo poi più a lungo sui casi di m $ n = 6, 7, 8. 

§ 3. Sistemi (m,  12) per cui m + n = 5. 

5. Se m + n = 5 ,  si ha p s 2  e quindi i due casi di p - 2  e p = 1  
(omettendo, come già si è detto, quello di p = O). Ne1 primo caso la con- 
gruenza è certo contenuta in complesso lineare (****); ne1 secondo pub non 
esserlo, e non 10 è anzi certo quando non abbia infinite (un fascio di) rette 
doppi e. 

(*) Sulle superficie dell' n." o d n e  Zmmerse nello spazio di YL dimensioizi (Rend. Circ. 
Mat. di Palermo, vol. 1). 

(**) E, dualmente, una congruenzn di seconda classe priva di sviluppabile focale non 
pub essere di ordine superiore a 7. 

(**#) Su1 cas0 di In + n = 4, su quello ci06 (notissimo) delle congruenze (2, 3), cre- 
diaino iiiutilc fcrmarci, anche solo brevemente. 

(*"**) Ricordiamo che una curva (irriduttibile) di ordine m + n = p e di genere 

p Ç $ + 1 E ccrto non speeinle e non pub quindi appnrtenere a un0 spnzio siiperiore a. 

U 
SI, (se  fosse invoce p = L- + 1, la. curvn sarebbe speciûle, e potreùlie appartenere anche 

2 
. In particolare dunque u n s  C5 di gencre 2 non p o t r i  appartenere a 
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Si vede facilmente che ogni superficie di quinto ordine appartenente a S, 
e colle sezioni di genere due si pub ottenere corne intersezione di una qua- 
drica e di una varietà cubica aventi un pia.no a comune. L a  quadrica sari3 
dunque un con0 (di prima specie) e percib: 

Esistono congruenxe (2, 3) O (3, 2) d i  genere dzle; esse sono t ~ t t e  con- 
tenute in cornplessi lineari speciuli (", e s i  possono segare da  questi mediante 
cornplessi cubici contenenti una stella O u n  piuno rigato i l  cui sostegno ap- 
partenga alla retta usse del primo complesso. La congruenza (2, 3) ad ea. 
sarebbe costituita dalle tangenti a una superficie cubica con due punti doppi 
le quali si appoggiano alla retta intersezione residua della stessa superficie 
col piano tangente ad essa lungo la congiungente di quei due punti (**). Le 
proprietà principali di questa congruenza seguono immediatamente da quelle 
della superficie F5 che la rappresenta, sicchè non occorre insistervi sopra 
più a lungo. 

6. E poche parole anche potranno bastare per il caso di p = 1. Ri- 
corderb soltanto che ogni congruewu (2, 3) d i  genere uno non contenuta 
in un complesso lineare sta in u n  sistema Eineure ao3 d i  cotr~plessi quu- 
dratici (***); contiene in generale dieci fasci d i  raggi  e cinpue serie raxionali 
aol d i  rigate quadriche, in oiascuna delle quali vi é u n  cono quadrico, o tre 
altre rigate si spezzano in una coppia di fasci. Ciascuna di queste serie ha 
8 punti basi formanti gruppo (auto)associato (i vertici degli altri quattro coni, 

uno spazio superiore a S3, e una superficie di quinto ordine colle sezioni di genere 2 
s t a r à  quindi certo in un Sq. Un fatto analogo ci si  presenterà  nei casi di .nz + n = ô, 7, 8 
p e r  i generi rispettivamente superiori a 2, 3, 5. 

Queste stesse conseguenze s i  potrebbero anche dedurre dai risultati che CASTELNUOVO 
(Atti di Torino, vol. 24) e BERTINI (stessi Atti, vol. 26) hanno ottenuti su1 g e w e  massimo 
di  una curya di dato ordine e appartenente a un  dato spazio. 

(*) E evidente che una congruenza contenuta in un complesso lineare non speciale 
deve essere di ordine eguale alla propria classe. Una congrnenza contenuta dunque in un 
complesso lineare, m a  per  l a  quale quest'ultima proprietà non s i s  verificata, s i  comporra 
sempre di ?ette appoggiate a una r e t t a  fissa. 

("*) E noto infatti che una superficie cubica con due punti doppi ammette lungo la  
congiungente di questi un piano tangente unico (che l'incontra ancora secondo un'altra 
ret ta ,  in generale distinta dalla prima). Delia nostra congruenza non fanno par te  l e  rette 
che toccano la superficie i n  punti di questa seconda r e t t a  (asse del complesso lineare 
speciale che contiene la  stessa congruenza (2, 3)), e nemmeno quelle che stanno ne1 piano 
tangente cit. Queste ultime costituiscono anzi l'intersezione residua dei due complessi di 
cui sopra. 

PB*) Più  generalmente, a una superficie contenuta in mk quadriche (non tu t te  de- 
generi) corrisponde un sistema di re t t e  contenuto in mG-i complessi quadrstici. 
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e i centri degli altri quattro fasci); tutte cinque inviluppano la superficie focale 
della congruenza, che è di quarto o r d h e  e sesta classe, con yuindici punti 
e dieci piani singolari, ecc. ecc. 

Aggiungerb ancora che ne1 sistema 00' delle quadriche passanti per una 
F5 di S5 a sezioni ellittiche vi sono cinque sistemi (lineari) me di coni di 
seconda specie aventi rispettivamente per varietà basi le MS3 dei piani dei 
cinque sistemi di coniche contenuti nella stessa superficie (*). Da questo si  
trae facilmente che per una quadrica qualunque non degenere di quel sistema 
ao4 passano in generale dieci fasci di caratteristica [(Il) (11) (Il)] (**) in esso 
contenuti (***), e che pcrcib la nostra cottgruenxa (2, 3) è cotztenutu in ye- 
nerale in dieci cornplessi tetraedrali (****). 

$ 4. Sistemi (m, rz )  per cui m + n = 6. 

7.  11 caso di nz + n = 6 ci conduce a congruenze del tipo (3, 3) ov* 
rero (2, 4) [O (4, 2)]. Per  queste congruenze avremo sempre p 5 4;  e pre- 
cisamente se p = 4 O p = 3 si tratterh certo di congruenze contenute in un 
complesso lineare; se p = 2 O p = 1, di congruenze non contenute in com- 
plessi cos1 fatti, a meno che uon abhiano infinite rette doppie. 

Se y = 4, la congruenza si rappresenterà con una superficie di sesto or- 
dine a sezioni di genere 4 ,  contenuta in uno spazio S4 e anzi in una (e certo 
in non pih di una) quadrios di questo spazio. È facile anzi riconoscere che 
questa stessa superficie si potrà sempre ottenere corne intersezione di quella 
quadriça con una varietà cubica (AI:), e Che, viceversa, l'intersezione di due 
varietà cos1 fatte in iS4 è appunto, in generale, una superficie di sesto ordine 

(z) Di queste varieta  e delle al t re  analoghe (serie semplici razionali di piani) d i e  
incontreremo in seguito s i  è occupato il si;. SEGRE in una Nota insertû negli Atti  dcl- 
1'Acc. di Torino, vol. 21. 

(**) Vedi l a  Dissertazione cit. del SEGRE. 
(*le*) Basta osservare che nello spazio S, si pub sempre condurre per  un punto dato 

uns (e in generale una sola) re t t a  incidente a t r e  piani dati. Essendo dati percio cinque 

piani si potranno per  quel punto condurre ossia 10 ret te  ciascuna delle quali si ap- 

poggi a t r e  di quei piani. Qui  10 spazio S4 e i cinque piani sono rispettivnmente il si- 
stema o o h  quelli -2, ecc. 

("***) Proprietà  anche questa giii conosciuta. Cfr. ad es. i lavori cit. del CASTELNUOVO 
e dello STURM. 

Alznali cli Malematica, tomo XXT. 30 
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a sezioni di genere 4;  superficie che rappresenta una congruenza (m, 6 - m), 
e precisamente (3, 3). Concludiamo dunque: 

Esistono congruenxe ( m ,  6 - rn) di genere 4 ;  esse sono tutte d i  terao 
ordine e terza classe, e si possono ottenere colne intersexioni d i  complessi 
linenri con contplessi culici (stasno dunque sempre in comnplessi 1ineal-i) (*). 
Viceversa, l'intersezione di un complesso lineare e di un complesso cubico é 
anche in generale una congruenza (3, 3) di genere 4. La sziperficic focctle 
di questa congruenza è di dodicesirno ordine e dodicesima clusse (e identica 
alla sua polare reciproca). 

Queste superficie di sesto ordine, el per conseguenza, queste congruenze 
(3, 3), non sono in generale rappresentabili su1 piano (**); ma possono diven- 
tarlo acquistando qualche opportuna singolarità. Se fra queste non vi è alcun 
punto di multiplicità superiore a .due, potrerno proiettare F6 da uno dei suoi 
punti doppi, riducendoci cos] a ana F4 di S3, per la quale i casi di razionalità 
furono gih dati tutti da1 NOETHER (***). Che se poi 3'6 ha un punto triplo, po- 
treino senz'altro proiettarla in una superficie cubica di S,, superficie che sarà 
certo razionale, a meno che non si tratti del cono ellittico. Escluso pertanto 
questo caso (*"*), ln FQon punto triplo, ossia la congruenza (3, 3) con retta 
tripla, sarà sempre rappresentabile su1 piano, e si rappresenterà precisamente 
con un sistema di sestiche aventi 6 punti doppi e 6 punti semplici hasi; si- 
tuati questi 12 punti tutti su di una cubica (*****). La  congruenza contiene 

(*) Anzi, 1s  proprietà di queste congruenze (3, 3) di esserc contenute in  un coni- 
plesso lineare basta p e r  asser ire  clie (quando questo complesso non sia speciale) esse 
dovranno costituirne l'intersezione (completa) con un complesso cubico. (Cfr. KLEIN: UeBeî- 
einen Z~zieiz~eonzetrisc7zen Sntz; Matli. Ann., Bd. 22.) 

(*") Si pub verificare facilmente clle, proiettando FO da  un suo punto scelto in 
modo geiierale, si  ottiene una F5 di S3 con conica doppia; conica che si spezza in due 
rc t t e  incidenti quando l a  quadrica passante p e r  3 6  è un cono. In  nessun caso perb s i  po- 
trebbero avere  due retîe doppie sghembc (la cui presenza appunto renderebbe la super- 
ficie razionale). 

(***) Ueber die rationalen Flüchen vie?.ter Or&zunq (Math. Ann., Bd. 33). 
(*a**) Il quale, d'altronde, potrebbe presentarsi solo quando si fosse segata  l a  qua- 

drica di SI con uns  M33 molto particolare (che possiamo assurnere costituita da una mi 
ellittica di piani passanti p e r  una medesima retta). 

(****Ys) Dicendo clie una congruenza s i  rappresents  su1 piano con un dato sistema 
1ineaî.e (mi) di curve, intendiamo che i punti di queste varie  curve sono immagini rispet- 
tivamente delle generatrici delle rigate in cui l a  congruenza proposta è segata  dagli ao5 
complessi lineari di rette. E insomina l'ordinaria rsppresentazione dclle superficie razionali 
su1 piano, applicata alla superficie che (ne1 senso stabilito al n." 1) è imrnagine della 
nostra congruenza. 
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allora 6 fasci di raggi e 27 rigate quadriche passanti tutte per la retta 
tripla, ecc. ecc, 

8. Facciamo ora p = 3. L a  nostra congruenza, supposta esistente, si 
rappresenterh con una superficie a sezioni di genere 3, ma ancora di sesto 
ordine e coiitenuta in una (sola) quadrica dello spazio 8 4 ' 4 .  Da quest'ultima 
la superficie P6 (*) non potrà più segarsi con una varietà cubica, ma solo con 
una varietà di quarto ordine, l'intersezione residua essendo costituita, corne 
si pub facilmente riconoscere, da una coppia di piani con un sol punto a CO- 

mune. Quella quadrica sarà dunque un cono, e questi due piani apparterranno 
(ne1 cono) ad uno stesso sistema. Viceversa, l'intersezione generale di un con0 
quadrico (di prima specie) di S4 con una varietà di quarto ordine condotta 
per due suoi piani dello stesso sistema è appunto una superficie di sesto ordine 
colle sezioni di genere 3 (e iperellittiche). Questa superficie ha ne.1 vertice del 
cono un punto doppio (da1 quale si proietterebhe in una quadrica doppia di S,), 
e rappresenta una congruenza (2, 4) O (4, 2), non già (3, 3), contenuta in un 
complesso lineare speciale. Concludiamo percib: 

0pi congruenza (3, 3) di genere 3 lia un fuscio di  rette doppie (ed è una 
particolare intersezione di un complesso lineare con un complesso cubico) (**). 

Esistono invece congruenxe (2, 4 )  O (4, 2) di genere 3 e non aventi i~z- 
Jinite rette doypie, e queste sono tutte iperellittiche (***); stanno in complessi 
lineari speciali, e si posson.0 segare da questi mediante complessi di qun~ to  
grudo condotti per due steile O rispettivamente due piani della retta asse del 
primo complesso. Questa retta è anehe doppia per la congruenza; in ogni suo 
piano la congruenza (2, 4) ad es. ha un inviluppo quadrico di rette, mentre 
ogni suo punto è allora vertice di un con0 quartico (di genere due) di raggi 
della stessa congruenza (e con quella stessa retta per generatrice doppia). 
Questa congruenza (2, 4) è l'insieme delle tangenti a una superficie cubica 
che si appoggiano a una retta (generale) di essa (cfr. i lavori citati di KUMMER 
e STURM (****)). 

(") Supposta pr iva di linea (e non v i  potrebbe essere che una rettn) doppia. 
(**) Cfr. anche la  nota (*) a l  n." prec. 

(**") Ossia lé re t t e  comuni a una di esse e a d  un complesso lineare qualunque for- 
mano una r igata  iperellittica; proprietb questa che & comune a tut te  l e  congrueme di 
secondo ordine O seconda classe. 

("8"") Se questa r e t t a  avesse invece la posizione particolare clle s i  richiedeva al n.O 5, 
dalla congruenza (2, 4) s i  staccherebbe tutto un piano di re t t e  (il piano tangente alla su- 
perficie cubica lungo l a  con;iungente dei suoi due punti doppi), e resterebke cosi appunto 
Una congruenza (2, 3) (di genere 2). 
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9. Sia ora p = 2. Poichè una sestica di genere 2 contenuta in una 
quadrica di S3 deve sempre avere qualche punto doppio, coi4 la superficie F6, 
se non ha una linea dopyia, dovrà ora appartenere al10 spazio S5 (supposto 
sempre, ben inteso, che abbia a rappresentare uns congruerua di rette). Questa 
stessa superficie, quando non sia un con0 (caso che, naturalmente, possiamo 
fin d'ora escludere) è sempre rappresentabile su1 piano (*), e contiene una serie 
razionale cm1 di coniche i cui piani formano una M33 generabile con 3 fasci 
proiettivi di S,; la  superficie F6 è anzi intersezione di questa Ma3 con una 
quadrica (che possiamo supporre non degenere) e sta, cornplessivamente, sopra 
mS quadriche (**). D'altra parte l'intersezione testé considerata è anche, ne1 
caso più generale, una superficie di sesto ordine colle sezioni di genere 2. 
La congruenza rappresentata dalla superficie F6 è poi di terzo ordine (e terza 
classe), perchè un piano qualunque della qztadrica delle rette taglia quindi 
IfT6 slessa, in tre punti (O in infiniti). 

Osserviamo ancora clie i tre fasci di S, con cui si genera la M33 di cui 
sopra sono segati in generale dalla quadrica delle rette in altrettanti fasci 
(proiettivi) di complessi lineari, e percib la congruenza rappresentata dalla 
nostra superficie B 'qa rà  appunto generabile con questi tre ultimi fasci (e in- 
versamente.. . .). Dunque: 

Esistono congruenxe (m, 6 - m) d i  gerzere 2;  e p e s t e  (qzcnndo n o  ab- 
Oiano ilzJinite rette doppie) sono tutte d i  terxo ordine e terza classe, e s i  pos- 
sono generare con tre fasci pvoiettivi d i  complessi lineari. Viceversa, l'insieme 
delle rigate (qzladriche) d'interscxione delle terrze d i  complessi omologlti d i  tre 
fiysci pvoiettivi d i  colîzplessi l ineari è in genelwale a p p z t o  una congruewu 
(3, 3) d i  genere 2. 

Le congruenze (3, 3) di genere 2 generali sono dunque quelle stesse 
studiate da1 sig. ROCCELLA (Sug l i  enii  geovnetrici del10 spaxio d i  rette. .  . . ; 
Piazza Armeriria, 1882) (***). 

(*) D a  una sua  corda geiierale essa si proietterebbe infatti in  uns  superficie di 
quarto ordine di S3 con re t ta  doppia. 

(**) Non 110 bisogno di aggiungere che p e s t a  superficie F3 è normale p e r  10 spazio S5 
(ne1 quale noi l a  consideriamo). Ricordiamo anzi (e ce ne varremo più volte in  seguito) 
che una superficie razionale di ordine n e colle sezioni di genere p è sempre normale p e r  
uno spazio non inferiore a Sn,+,, e 10 è precisnrneîzte per  questo spazio (S,,,+i) quando 
l c  sue sezioni sono (come in questo caso) curve non speciali. 

(*+*) S i  pub dire anzi, in un 'certo senso, che l a  congruenza (3, 3) di ROCCELLA é la 
pic yenerale fra le congrzcenze (3, 3) non contenute in complessi lincari. ( E  questo preci- 
samente quando s i  considerino le  congruenze (3, 3) di genere uno e di Benere zero corne 
casi particolari di quelle di genere due.) 
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Il sig. ROCCELLA si è occupato anche, e a lungo, delle proprietà di queste 
congruenze; io mi limitera quindi a ricordarne le pih notevoli. L a  congruenza 
(3, 3) di genere 2 sta in cio2 complessi quadrutici di rette, tu t t i  genernbili 
con due fasci proiettivi di complessi lineari (*). Essa contiene una serie ra- 
zionale cet di rigate quadriche, della quale fanno parte, come quadriche de- 
generi, soltanto sei coppie di fasci di rette; le direttrici delle stesse rignte 
formano uns nuova congruenza (3, 3), jdentica alla prima, e che ha comune 
con essa la superficie focale (inviluppo della serie mi di quadriche). Quest'ul- 
tima è di ottavo ordine e di ottava classe, e ha  una curva cuspidale d i  do- 
dicesimo ordine (luogo dei punti per cui i tre raggi della congruenza che ne 
escono sono tutti infinitamente vicini). 1 centri e i piani dei 12 fasci della 
congruenza (*"j sono rispettivamente punti e piani singolari della superficie 
focale; questi ultimi la  toccano precisamente lungo coniche, e ne osculano 10 
spigolo di regresso in quattro punti posti rispettivamente sopra le stesse co- 
niche, ecc. ecc. (***). 

Abbiamo già detto che la superficie F6, e quindi anche le congruenze 
(3, 3) di cui osa ci occiipiamo, sono sempre rappresentabili su1 piano. Lc 
varie rappresentazioni che se ne possono dare discendono immediatamente dai 
risultati che si hanno sulla rappresentazione delle superficie a sezioni iperellit- 
tiche (e in particolare a sezioni di genere 2). Questi risultati appunto ci per- 
mettono di concludere che, se la superficie F6 ha per direttrice rniniuza (****) 
una conica (se cioè le coniche della sua serie mi non si incontrano e non 
t a g l i a n ~  tutte una stessa retta), essa, e quindi la relativa congruenza (3, 3), 
si potranno rappresentare col sistema delle quartiche piane aventi un punto 
doppio e sei punti semplici a comune. Questo caso ci condurrà, come ora ve- 
drcmo, a delle congruenze particolari molto notevoli. 

(*) Perchè  le  loro caratteristiche contengono sempre un gruppo (almeno) di due 
indici. (Cfr. a d  es. l a  Memoria cit. dcl SEGRE: Sulla geomett-in &lla retta, écc., n.O 116.) 

(**) Questi centri e questi piani sono gl i  stessi p e r  tut te  due le  congruenze (3, 3); 
solo che, se nella prima congruenza a d  es. una rigata quadrica si spczza nei due fasci 

A ( r )  e B(P), s i  t rova che la  re t t a  A B  coinciùe sempre col17intersezione &p, e l a  seconda 
congruenza contiene allora (come, del resto, è naturale) i due fasci A @ )  e B(o). 

(***) Anche questa superficie di ottavo ordine e ottava classe è identica alla (ha 
cioè le  stesse singolarità della) sua  polare reciproca. Di essa s i  è occupato anche il  
KUMXER nella Memoria: Ueber diejenigen Flàchen welche mit ihren reciprock pokuren 
Flachen von clerselben Ordnung sind und die gleichen SinyularitZen besitzsn (Monatsher. 
der Ak. zu Berlin, 17 Januar  1878). 

(***+) Cfr. CASTELNUOVO (Sulle superficie alycbriche le cui sezioni piane sono czwve 
iperellittiche; Rend, Palermo, vol. 4). 
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10. L a  superficie di sesto ordine rappresentata da1 sistema di quarticlie 
piane testè ricordato coiitiene in generale 32 direttrici coniche (*), ciascuna 
delle quali ne taglia un'altra in due punti, 15 in un punto unico, e non taglia 
affatto le rimanenti (né i loro piani si incontrano). Possiamo quindi raggrup- 
pare quelle stesse 32 coniche in 16 coppie distinte e tali che due coniche della 
stessa coppia abbiano sen~pre due punti (e quindi i loro piani una retta) a 
comune. Ciascuna di queste coppie di piani costituirà con Fqla varietit della 
base di  una certa rete di quadriche, e ne1 sistema lineare eu3 delle quadriche 
passanti per quclla superficie vi saranno percib in generale 16 reti diverse, in 
ciascuna delle quali ogni quadrica conterrà i piani di due determinate diret- 
trici coniche della stessa superficie (**). È chiaro altresi che, se le quadriche 
passanti per F 6  non sono tutte degenerj, altrettanto avverrà di quelle contenute 
in  queste 16 reti, e noi potremo percib sempre assumere una di queste ultime 
come quadrica delle rette. Giungeremo cosi a una congrzcenxa (3, 3) con un 
tredicesimo punto (A)  e oln tredicesimo piutzû (a )  singolare; punto e piano clze 
s i  apparterranno e che saranno rispettivaînente vertice di t4n cono e sostegno 
d i  un inviluppo yziadrico d i  rette della congruenm.  Questo con0 e questo in- 
viluppo non faranno parte della serie cd di rigate quadriche; ma queste ul- 
time avranno rispettivamente per direttrici le infinite rette del fascio A ( a ) .  

11. Ma per la superficie P6 e per una qualunque di quelle 16  coppie 
di piani passano ancora os"quadric11e; noi potremo dunque imporre a una 
di queste di contenere anche un'altra di quelle stesse coppie, e vi sarà anzi 
sempre tutto un fascio di quadriche soddisfacenti a questa condizione (qua- 
lunque sia la seconda coppia assegnata). Si  pub riconoscere facilmente che 
queste stesse quadriche, oltre a quei primi 4 piani, ne dovranno contenere 
tutte altri 4 ben determinati (e passanti rispettivamente per altrettante rette 
di F6);  esse conterranno percib, complessivame.nte, 8 piani fissi, ciascuno dei 
quali (come si vede subito) ne incontrerà altri tre in rette, tre in un punto 
unico, e non incontrerà affatto l'ultimo. Questa proprietà è caratteristica ozello 
spaxio S5) per i fusci d i  puudrz'che del tipo [(Il) (11) (Il)]; per puei fasci 

(*) Queste sono rappresentate rispettivamcnte da1 punto fondamentale doppio, dalle 
15 re t te  che congiungono i i u n t i  fondamentali semplici a due a due, dalle 15 coniche clle 
congiungono il punto doppio a quattro qualunque dei punti semplici, e dalla cubica che 
passa doppiamènte per  il primo e semplicementc p e r  questi (sei) ultimi punti. 

("*) Il passaggio di una quadrica (contenente già  Fû) p e r  due di questi piani i quali 
s'incontrino in una r e t t a  equivale infatti a una nuova condizione unica; quella ad  es. di 
passare p e r  un  punto (arbitrario) dell'intersezione degli stessi d ~ i e  piani. 
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cioé che contengoflo (colne sole quaclriche degener2) tre coni (distitzti) d i  se- 
condn specit? (*) (**). 

Noi potremo dunque assumere come quadrica delle rette una quadrica 
contenente i piani, non solo di due, ma di qz1attr.o direttrici coniche della 
superficie F6,  e per questa quadrica dovrb allora passare (ne1 sistema 003 di 
quelle che contengono F6 stessa) un fascio di caratteristica [(Il) (11) (Il)], 
Quindi : 

L a  congruenxa (3, 3) hz disco~so pub acquistare anche un quatforclice- 
simo punto ( B )  e un guattorclicesi~~zo piano ( f i )  singolare, che pure si appar- 
terranno e sajeanno uncora rispettivatnente ~iertz'ce d i  un cono e sostegtzo d i  un 
inviluppo quaclrico d i  rette della conyruenxa. Fra gli ao2 cornplessi quadratici 
passanti per quest'ultima vi sarb allora un con.zplesso tetraeclrale, il cui te- 
traedro fondamentale avrà due vertici nei punti singolari A e R, ed avrà i 
piani p e u per facce rispettivarnente opposte a questi vertici; gli altri due 
vertici e le altre due facce saranno dati rispettivamente dai centri di due e 
dai piani di nltri due fra i 12  fasci della congruenza. Dei centri degli altri 
otto fasci, quattro staranno ne1 piano a e quattro ne1 piano B ;  i primi avranno 
i piani passanti per B, i secondi per A. Questa congruenza (3, 3) sark Cre- 
monianu, e stabilirà fra i piani a e ,8 una corrispondenza birazionale del terzo 
ordine con due punti uniti (i due centri di fasci che stanno sull'intersezione a); 
questa proprietà potrà anzi servire per definirla. 

La congruenza (3, 3) a cui cos) siamo giunti é dunque quella stessa  tu- 
diata da HIRST nella Nota: On corzgruences o f  
(Proc. of the London Math. Soc., vol. 16, pag. 
diamo per ulteriori proprieth della stessa (***). 

the Third Order and Class 
232)) alla quale anzi riman- 

(*) Iiifatti, poicliè gli otto piani non passano tut t i  p e r  uno stesso punto, ne1 fascio 
non pub cer to eiitrare nessun con0 di prima specie. E di re t t e  che taglino tut t i  otto quei 

non ve ne sono (si pub dirnostra>lo f a c i k e n t e )  clie tl-e: quelle che con,' wmgono a 
d ~ i e  a due, in  modo opportuno, i sei  punti p e r  ciascuno dei quali passano quattro degli 
otto piani. Questi stessi piani costituiscono, d a  soli, la var ieta  base di tu t t a  una re te  di 
quadriche, nella quale sono contenuti t r e  fasci di coni di seconda specie; i coni di ciascun 
fascio hanno a comune l'asse (che é sempre una di quelle cer te  t r e  rette). 

(*") Uilo di questi coni s a r i  l'intersezione del fascio in discorso colla re te  di coni 
quadrici passanti per  l a  M33 già considerata al n." 9. 

("*) Da1 fatto che l a  corrispondenza birazionalé di cui sopra riferisce f ra  loro proiet- 
tivamente i due fasci di re t t e  A(&) e B(P), e ché ogni re t t a  della congruenzs (3, 3) si 
appoggia, c01n'è chiaro, a una coppia di re t t e  omologhe di questi fasci, risulta subito (per 
quanto cib non sia stato forse ancora espressamente rilevato) che l a  stessa congruenza 
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12. Abbiamo detto che per la superficie F6 e per due qualunque di 
quelle 1 6  coppie di piani passa sempre un fascio di quadriche; noi potrerno 
dunque imporre a una quadrica di questo fascio di contenere ancora una terza 
di quelle stesse coppie di piani (e la quadrica risulterà cosi ben determinata). 
Si pub dimostrare che, fïa le quadriche di quel fascio, i due coni (di seconda 
specie) che non passano per la M,3 su cui sta 3 ' 6  contengono ancora ciascuno 
qzcattro fra le rinianenti 14 coppie di piani, mentre quello che passa per questn 
varietà non ne contiene più alcuna; rimangono percib ancora sei coppie di 
piani ciascuna delle quali sta sopra una quadrica (e non degenere) di quello 
stesso fascio (*). E si pub anche verificare facilmente che le sei quadriche 
cos1 ottenute sono tutte distinte. Assunta pertanto una qualunque di esse come 
quadrica delle rette, e osservato che per questa dovranno ora passare tre fasci 
di caratteristica [ ( l l )  (1 1) (1 l)] (corrispoildenti ai diversi aggruppamenti di 
quelle tre coppie di piani a due a due), possiamo concludere: 

Esisie unn congruenza (3, 3) d i  genere 2 con 15 punti e alt~ettanti piani 
sirzgoluri. Dodici fra questi sono rispettivamente centri e piani di un egual 
numero di fasci di rette, mentre gli altri tre punti e piani ( A ,  B, C; a, P,  y ;  
a, due a due incidenti) sono rispettivamente vertici di coni e sostegni di in- 
viluppi quadrici, pure di rette della congruenza Le quadriche della serie cd, 

(3, 3) deve esser contenuta in un complesso tctraedrale. (È noto inftltti che questo com- 
plesso pub sempre ritenersi generato da una rct ta  che si muova appoggiandosi costante- 
mente a une coppia di raggi  omologhi di due fasci proiettivi di rette,  e che, viceversa, 
l'insieme di tutte l e  ret te  che s i  appoggiano a coppie di raggi  cosi scelti costituisce pur  
sempre un complesso tetraedrale.) L a  s tessa proprietà suss i s te r i  naturalmente per  le  
congruenze (4, 3) e (5, 3) che noi pure troveremo in seguito, e delle quali questa pub 
considerarsi come caso particolare; e sussister4 anzi,  più generalmente, p e r  ogni con- 
gruenza (n+ 2, n) determinata col10 stabilire fra due piani in posizione generale nna cor- 
rispondenza birazionale di ordine n ,  dotata di un punto (n - 1)"'. 

(*) S i  t rova che p e r  l a  superficie Fe, oltre agli oo? coni quadrici di seconda specie 
che contengono l a  M33, passano in generale al t r i  16 coni (pure di seconda specie), i cui 
assi non incontrano la superficie stessa (e da  ciascuno dei quali perci6 quest'ultima si 
proietta in  una quadrica tripla di S3). Questi 16 assi e l e  16 intersezioni delle coppie di 
piani considerate di sopra costituiscono due sistemi tali  che ogni re t t a  dell'uno ne in- 
contra 6 dell 'dtro, e 2 re t te  del10 stesso sistema s i  appogginno sempre a 2 ret te  deter- 
minate dell'altro. Scelte pertanto le  pr ime due coppie di piani, restano determinati quei 
due fra  i 1 6  assi che si appoggiano alle relative intersezioni; e ciascuno di questi incontra 
ancora al t re  4 f ra  quelle stesse intersezioni, ed é asse di un con0 di seconda specie che 
contiene tut te  sei @ +  4) le  corrispondcnti coppie di piani. Invece il cono che contiene 
le stesse due (prime) coppic di piani e passa per  l a  w3 ha pcr  asse l'intersezione degli SJ 
delle coppie medesime, e varia a l  var iare  di una qualunque di queste coppie. 
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clle esiste anche ne1 cas0 generale (n." 9), passano ora tutte per quei tïe ver- 
tici e toccano tutte quegli stessi tre piani. Questa colagruemu sta in ire di- 
versi complessi tetraedrali; i vertici dei tre coni e i piani dei tre inviluppi, 
riuniti gli uni e gli altri a due a due (in modo opportuno), dànno seuipre 
una coppia di vertici e la coppia di facce a questi rispettivamente opposte di 
lino dei tre tetraedri fondamentali. 

Ogni quadrica della serie mi testt? ricordata ha qui, come si vede facil- 
mente, un% direttrice rettilinea in ciascuno dei tre fasci A ( a ) ,  B(P), C(y) ;  e 
le tre rlirettrici di una stessa quadrica sono anche rette omologhe in una de- 
terminata proiettività fra quei fasci. Dunque: 

Quesb'ultima colzyrzcenxa (3, 3) pub dejn irs i  come l'itzsiewe delle vetfe 
che s i  uppoggiano alle terne d i  raggi  omologl~i d i  tre fasci proiettivi dn t i  
cornunpue dello spazio. È dunque una congruenza particolare già studiata da1 
ROCCELT,~;  quella stessa che fu poi considerata anche da HIRST (Rend. di Pa-  
lerrno, vol. l, pag. 64) come una particolare congruenza Cremoniana. E noi 
pure abbiamo ora trovata qiiesta congruenza come caso particolare della pre- 
cedente (che ern invece la congruenza Creinoniana gercerale di HIRST) (,*). 

13. Pacciamo infine p = 1, e rivolgiamo quindi la nostïa attenzione 
nlle superficie di sesto ordine a sezioni ellittiche contenute in S,. L'enume- 
razione delle cnstanti ci dice che per una qualunque di queste superficie dovrh 
sempre passare (almeno). un fascio di quadriche; ma questa stessa proprietk 
la ritroveremo anche (nei casi più iniportanti) per altra via. 

Esistono ne110 spazio Sj rigate ellittiche di sesto ordine (che non sono 
coni) (**), e queste si vede facilmente che rappresentano sistemi di rette (3, 3) 
costituiti da una serie mi di fasci di mggi coi centri su di una culica piann 
generale e coi piani tutti tangenti a un cono generale di terza classe. Su 
queste congruenze perb non intendiamo fermarci. 

Veniamo piuttosto alle superficie non rigate. Qneste, quando non ab- 

(") Dalla generazione di questa congruenza con t r e  fasci proiettivi di rsggi (ossini 
con t re  fasci proiettivi di complessi lineari, tutti speciali) risulta immediatamente ch7essn 
dovrà stare in tre cornplessi tetraedvali; proprieta che è data in sostanza anche da1 Roc- 
CELLA (per quanto non esplicitamente). Lo stesso A. accenna anche alla rappresenta- 
zione di questa congruenza (sopra uno dei t re  nuovi piani singolari) mediante quarticlic 
di genere 2 ;  ma riscontra la presenza di soli quattro (anzichè di sei) punti fondamentali 
semplici. 

(*+) P e r  le proprietA delle rigate ellittiche e, pih generalmente, algebriche di cui qui 
e in seguito avremo a valerci, rimandiamo ai lavori del SEGRE (Atti di Torino, vol. 21 
e Math. Ann., Bd. 34). 

Anndi di Matenzatica, tomo X X I .  21 
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biano infiniti punti doppi , appartengono anch' esse al10 spazio S,, sono ra- 
zionali (*), e si possono ottenere come proiezioni di superficie (normali) F6 
di S, da punti rispettivamente esterni a queste. L a  superficie normale F"oii- 
tiene tre sistemi razionali ool di coniche, i cui piani formano altrettante JZ4; 
e se iioi vogliamo che la F q i  S, non venga ad avere una retta doppia, 
dovremo prendere il centro di proiezione fuori anche di queste tre varieth. 

Supposto pertanto di aver cos1 scelto quel centro, immaginiamo di pro- 
iettare da esso la superficie F6 e una qualunque delle tre M,' che la con- 
tengono. La proiezione di quest'ultima varietà (e sarà ancora una M39 verrà 
ad avere una retta doppia, luogo dei punti per cui passano due suoi piani (**), 
e starà sopra uns  (sola) quadrica, e precisamente sopra un con0 di seconda 
specie con quella stessa retta peï asse. L a  superficie F6,  quando abbia a rap- 
presentare un sistema di rette, si potrà dunque certo otteneïe come interse- 
zione di quella stessa M,' di S, con una nuova quadrica Q (che possiamo 
anche supporre non degenere); e l'intersezione residua di queste due varietà 
sarà costituita da una coppia di piani. Viceverea, l'intersezione di una 111,' 
di S5 (ottenuta ne1 modo indicato poc'anzi) con una quadrica condotta per 
due suoi piani è appunto, in generale, una superficie di sesto ordine a sezioni 
ellittiche (e non rigata). E qui possono presentarsi due casi: 

a) Quei due piani della Ma4 appartengono rispettivaniente, nella qua- 
drjca, ai due diversi sistemi; 

b) Gli stessi due piani appartengono a un medesimo sistema. 
Ne1 primo caso i due piani non potranno incontrarsi, e taglieranno per- 

ci6 la retta doppia di M34 in punti diversi. Questi due punti staranno entrambi 
sulla superficie F6 e saranno (in generale) sernplici per essa; perb le coniche 
di questa superficie giacenti rispettivamente in quei due piani non passeranno 
per quei punti (gli stessi piani segheranno cioè F in una conica e in un punto 
ancora fuori di questa). 

Ne1 secondo caso inrece i due piani in discorso avranno un punto a co- 
mune, che staïà naturalmente sulla retta doppia di M,'. Questo stesso punto 

(*) Esse  aminettono i n f ~ t t i  delle trisecanti (avendone due ogni loro sezione gene- 
rica); e da una qualunque di queste s i  proiettano in superficie cubiche di S3 (die  non 
sono coni). 

(*") Considerando infatti l a  M34 normale come generata  da due forme collineari aventi 
a sostegno rispettivamente due suo i  piani, si vede che per  un punto arbitrario del10 
spazio S6 passano sempre due S4 omologhi in  quelle forme, e che l'intersezione di questi 
é un piano incontrante la A134 in una conica. Dunque ecc. 
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non starà più (in generale) sulla superficie F, ma quest'ultima avrà invece 
un punto doppio nella seconda intersezione di quella retta (doppia) colla 
quadrica Q (*). 

Per le tre varietà M34 su cui sta una data siiperficie Fe dovrà sempre 
presentarsi, e si capisce, Io stesso fra questi due casi. Ne1 cas0 a) la con- 
gruenza rappresentata da F 6  sarh (3, 3); ne1 caso b) invece sarà (2, 4) O 

(4, 2) (**). Le congruenze (3, 3) saranno dunque in generale affatto prive di 
rette doppie (O ne avranno infinite); le congruenze (2, 4) ne avranno sempre 
una (e in generale una sola). 

14. Ne1 caso aj la quadrica Q, e più generalmente anzi ogni quadrica 
passante per la superficie El6, dovrà contenere i piani di sei coniche di que- 
st'ultima, due per sistema (e precisamente quei piani che la segano in un 
punto ancora fuori della relativa conica). Oltre a questi sei piani si trova poi 
che quelle quadriche dovranno tutte contenerne altri due, determinati dalla 
condizione di segare in rette rispettivamente due terne di quella sestupla; e 
da questo si dednce subito che le quadriche passanti per la data 3 ' 6  dovranno 
formare un fascio di caratteristica [(Il)  (11) (1 l)] . Dunque : 

Esistotzo congruenze (3, 3 )  d i  gefiere uno Non a v m t i  in f in i te  rette doppie; 
pueste sono a m i ,  i r z  yenerale, a f a t t o  prive d i  re t te  doppie e, quand0 si escluda 
il caso corrispondente alla rigata ellittica, sono tu t te  ruppresentabil i  su1 piano 
e contenute in un complesso tetraedraie. Queste stesse congruenze contengono 
sei fasci di raggi, tre coni quadrici e altrettanti inviluppi piani di seconda 
classe. Le loro rette danno luogo a tre diversi sistemi mL e razionali di ri- 
gate quadriche, il cui inviluppo (comune) è la superficie focale della congruenza 

(*) Questo ragionainento suppone implicitamente clie i due piani di A 4 4  passanti p e r  
ilno stesso punto della rct ta  doppia variino tutti  due a l  var iare  di questo punto, che cioè 
la re t ta  stessa non sia, come potrebhe anche essere, lnogo delle intersezioni di un piano 
fisso con tutti  i rimanenti. Questo caso (eccezionde) si presenterebbe quando quella conica 
direttrice della M34 il cui piano passa pel centro di proiezione si spezzasse in una diret- 
trice rettilinea e in un'altra re t t a  contenuta in uno degli infiniti piani della MZ4 stessa. Si 
avrebhero allora delle congruenze particolari, il cui studio non presenterebbe difficoltà, 
ma  non offrirebbe ncmmcno un interesse speciale. Ci dispensiamo quindi dall'occuparcene, 
come pure  non ci occiiperemo di qilell'altro caso particolarissirno che si avrebbe quando 
l a  quadrica Q contcnesse la re t t a  doppia della M34. 

(**) Infatti un piano qualunque della M,2 assunta come quadrica delle re t t e  sega la  
M34 (quando non abbia con essa tut ta  una lines a comune) in qunttro punti. Di  questi 
ne1 primo caso sempre l ~ e  e f e  soli stanno s u  F 6 ;  ne1 secondo caso ne stanno su questa 
superficie due O qunth-o secondo che quest'ultimo piano appartiene O no (nella quadrica) 
a l  sistema dei primi due. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



160 F a n o :  Studio d i  alcuni sisterni d i  rette 

(di sesto ordine e sesta classe) con nove punti e altrettariti piani singo- 
lari, ecc. ecc. 

Questa congruenza (3, 3) è quella stessa ottenuta dai sig.' SEQRE e CA- 
STET~NUOVO come proiezione di una varietà cubica di S, con nove punti doypi (*). 
Essa è anche Cvemoniana; i piani d i  due qualunque dei tre inviluppi qua- 
drici sono da essa riferiti in una corrispondenza birazionale del terzo ordine, 
nella quale i vertici dei tre coni danno rispettivamente i due punti fondamen- 
tali doppi e un punto fondamentale semplice comuiie ai due piani; in cia- 
scuno di questi ultirni poi un secondo punto fondamentale semplice è infinita- 
mente vicino al primo. Questa stessa congruenza, appunto perchè Cremoniana, 
si pub anche considerare come caso particolare della congruenza (3, 3) di 
HIRST (cfr. anche CASTELNUOVO, loc. cit. (2." Mein.) nota al n." 28) (**). 

45. Due parole ancora sulle congruenze (2, 4) alle qunli, come ab- 
biamo veduto, ci c.onduce il caso O). L a  superficie 3 ' 6  di S5 ha in questo 
cas0 un punto doppio (***) e contiene due cubiche piane iazionali passanti dop- 
piamente per questo stesso punto; coi piani di queste due curve essa costi- 
tuisce la varietà base di un sistema lineare d d i  quadriche (le sole che passino 
per F6) non tutte degeneri. (Yi è perb in questo sistema un fascio di coni col 
vertice comune e ne1 punto doppio di quella, superficie). Un& qualunque (non 
degenere) di queste quadriclie contiene i piani di sei coniche di F" due per 

(*) E ila quanto precede risulta adesso che questa congruenza è anche l a  più ge- 
nerale f ra  quelle (3, 3) di genere uno rappresentabili su1 piano. 

(**) Un caso particolare (e molto notevole) ci è offert0 dalla congrucnza (3, 3) di 
genere uno quando essa contiene un fascio di re t t e  doppie (e l a  superficie che l a  rap- 
presenta è percib proiezione della F6 normale da un punto del piano di una sua  conica). 
S i  vede facilmente che ne1 fascio di re t t e  doppie vengono allora a coincidere uno dei 
t re  coiii c uno dei t r e  inviluppi della congruenza primitiva; rimangorio percii, distinti 
due coiii e due inviluppi, i cui vertici e piani appartengono rispettivamente a l  piano e a l  
centro del fascio di ret te  doppie; di più i vertici dei due coni stanno rispettivamente nei 
piani dei due inviluppi. Questa congruenzn (3, 3) è contenutu in un complesso quadratico 
tli cnrutleristicn [(22) ( l l ) ] ;  di qnesto complesso fanno par te  cioè t r e  punti e t r e  piani, f ra  
i quali pero il  eentro e il piano del fascio doppio devono entrambi contarsi due volte 
(è quel caso particolare del complcsso tetraedrale in  cui due vertici, e quindi due facce, 
del te t raedro fondamentalc sono venutc a coincidere). Questa s tessa congruenza (3, 3) 
si pub anche consiclerare come .cas0 particolare di yuella studiata da HIRST nella Nota 
cit. (Proc. ecc., vol. 16) a i  n.' 15 e seg., e corrisponderebbe precisamente a l  caso in 
cui i puilti (fondninentali cd uniti) C e D sono venuti a coincidere. Considerata l a  cosa 
in questo modo, s m o  proprio questi due i vertici del tctraedro fondamentale che ora  
coincidono. 

(*"*) L a  F6 normale si sa rà  dunque dovuta proiettare da un punto di unn sua corda. 
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sistema; questi sei piani e quelli delle due cubiche si incontrano a due a 
due in un punto e appartengono percib, nella quadrica, a uno stesso sistenia. 
Da cib seguono tosto le diverse proprietà, d'altronde notissime, della con- 
gruenza (2, 4): 

L a  congruenxa (2, 4 )  priva d i  linea focale ha semplme unn  ett ta doppia, 
e contiene due coni cubici raxionali cota p e s t a  stessa retta per generatrice 
doppia; pi& sei coni puadrici, e altrettanti fasci d i  raggi. Le suc rette pos- 
sono raggrupparsi in tre modi diversi in serie razionali mi di rigate quadri- 
c,he, contenenti ciascuna due coni e due coppie di fasci e aventi otto punti 
basi (che formano gruppo autoassociato) e due piani tangenti fissi. 

L a  superficie focale della congruenza è di quarto ordine e ottava classe, 
con 14 punti e 6 piani singolari, ecc. ecc. 

Per la congruenxa (2, 4 )  si pu6 condurre una senzplice infinità d i  corn- 
plessi quadratici, della quale fanno parte anche t ~ e  complessi tetraechali (*); 
i vertici dei due coni cubici sono tali per tutti tre i tetraedri fondamentali; 
le altre coppie di vertici sono date dai sei coni quadrici della congruenza. 

$ 5. Sistemi (m, n)  per cui rn $ n == 7. 

16. Siipponendo ora nz + n = 7, troveremo congruenze del tipo (3, 4) 
e (2, 5), O rispettivamente (4, 3) e ( 5 ,  2). Per queste sarà sempre p r 6 ;  e 
anzi, se escludiamo quelle contenute in un complesso lineare, cornplesso che 
in questo cas0 è necessariamente speciale (**), potremo anche ritenere p 5 3. 
Daremo dunque a p successivamente i valori 3, 2, 1, e esaminererno le super- 
ficie di settimo ordine nppartenenti a S5 colle sezioni di questi varii generi. 

E sia anzitutto p= 3. Per  ogni superficie di settimo ordine dello spazio S, 
e colle sezioni di genere tre passano (come ci dice l'enumerazione delle co- 

('y) Questa propriet i  (anche gis notu) segue per  noi clal fatto che le  quadriche 
yassanti p e r  F6 e p e r  i piani di due sue coniche dello stesso sistema i quali si  incontrino 
formano un fascio che (se non é composto tut to  di coni) ha  l a  caratteristica [(ll) (11) (1 l)]. 
E di  questi fasci per  uns  quadrica non degenere del sistema 09 se  ne possono condurre 
appunto tre (corrispondentemente a i  t7-e sistemi di coniche di FG). 

(*") F r a  le  congruenze (m, 7 - rn) di genere p > O  contenute in un complesso lineare 
speciale notiamo quelle (3, 4) e (4, 3) di genere 6 e quelle (2, 5) e (5 ,  2) di genere 2 
prive di r e t t e  doppie; a l t re  ancora discendono da queste come casi particolari p e r  
1' acquisto di infinite re t t e  doppie. 
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stanti) almeno d q u a d r i c h e ,  e di piti è anche certo che non possono passarne. 
La  varietà base di questa rete, se quelle quadriche non sono tutte degeneri, 
sarà costituita dalla stessa superficie F Î  insisme a un certo piano n che la 
segherà in una curva y di terz'ordine (*), come risulta immediatamente da1 
fatto che ogni Cs7 di S4 ammette una trisecante unica (che costituisce con essa 
la curva base di una rete di quadriche). Viceversa, l'intersezione (residua) 
generale di tre quadriche di Ss con un piano a comune è appunto una su- 
perficie di settimo ordine colle sezioni di genere 3, e questa superficie é in- 
contrata da quel piano secondo uns cabica (in generale ellittica) luogo dei 
punti in cui le tre quadriche (e quindi tutte quelle della rete da esse indi- 
viduata) hanno uno stesso S, tangente. Il sistema di rette rappresentato da 
questa superficie è sempre (3, 4) O (4, 3); la superficie stessa è segata in tre 
punti dai piani del sistema di n. 

Possiamo aggiungere che da1 piano della sua cubica la superficie F7 si 
proietta univocamente sopra un altro piano qualsiasi non incidente al primo; 
le sue sezioni spaziali danno luogo a quartiche (di genere 3) con 7 interse- 
zioni variabili, e passanti percib per 9 punti fissi, immagini di altrettante rette 
di F medesima (incidenti a .rr e quindi a y); la cubica di questi nove punti 
B immagine della stessa curva ;, (**). Quindi: 

Esistono congruenxe ( m ,  7 - m) d i  genere tre non  contenute in corn-' 
plessi lineari (specialQ; esse sono tutte d i  terxo ordine (O terza classe) e s i  
possonc, ottenere come irztersexio?zi d i  due cornplessi quadratici aventi u n a  stella 
(O un pialto rigato) a comune; il centro della stella (O il piano di  rette) è 
vertice (sostegno) di un cono (inviluppo) cubico generale di rette della con- 
gruenza. Quesfa è sempre rappresentabile sul  piano (col sistema delle quar- 
iiche passanti per nove punti fissi); e contiene in generale nove fasci di raggi, 
ciascuno dei quali ha un raggio a comune col con0 O inviluppo cubico. La  

(") Questa curva di terz'ordine si spez~erebhe  in t r e  ret te  concorrenti ne1 cas0 (che 
non fa per  noi) del cono di genere 3. 

p") Questa superficie di settimo ordine a sezioni di gencre tre è yuella che il CA- 
STELNUOVO (Sul2e superficie al,qeb&he le czci sezioni sono curve di genere tre; Mti di To- 
rino, vol. 23) cliiama di prima specie (n.O 4). La superficie di seconda qecie (n.O 10) non 
rappresenta invece alcun sisteina di r e t t e ,  perché contiene una serie ml di cubiche 
ellittiche i cui piani formano una AI2  contenuta a sua  volta in soli m2 coni quadrici 
(e queste sono anche le  sole quadriche passanti p e r  quella superficie). Un  fatto analogo 
si presenta anche p e r  l a  FI a sezioni iperellittiche (la quale contiene una ser ie  cd di 
coniche). 
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sua superficie focale è di decimo ordine e dodicesima classe (O viceversa) e 
ha 10 punti e 9 piani (O, inversamente, 10 piani e 9 punti) singolari, ecc. ecc. 

17. Sia ora p = 2. Una superficie di settimo ordine appartenente a S, 
e colle sezioni di genere due pub essere rigata, ma questo cas0 non ci con- 
duce ad alcuna congruenza di rette (*); se invece non è rjgata (e non ha  
una linea doppia) ammette delle trisecanti (avendone la sua sezione generica), 
e fii pub quindi proiettare in una F4 (non rigata, ossia non conica) di S3. 
È dunque razionale, e si pub ottenere a sua volta come proiezione di una 3'' 
(normale) di S,. 

La F7 normale di S, a sezioni di genere due contiene una serie razio- 
nale mi di coniche, i cui piani formano una III3' normale per Io stesso suo 
spazio. Volendo proiettare quella superficie, come noi qui intendiamo di fare, 
da un punto esterno anche a questa M3.', si conclude facilmente (cfr. anche 
n.' 13) che la B" ottenuta in S,, quando abbia a rappresentare un sistema 
di rette, dovrà essere intersezione della M,' proiezione (da110 stesso punto) di 
yiiella varietà normale con una quadrica (non degenere) condotta per uno dei 
suoi piani. Viceversa, quest'intersezione è anche, in generale, una superficie 
di settimo ordine colle sezioni d i  genere due. Ricordiamo pure che questa MS4 
di S, h a  una retta doypia, luogo dei punti per cui passano due suoi piani, e 
sta in un con0 quadrico di seconda specie con questa. stessa retta per asse; la  
superficie F7 sarB percib contenuta in tutto un fascio di quadriche (del quale 
farà parte quel cono). L a  M,* potrà. poi presentare tre casi distinti, secondo che 
la retta doppia è intersezione di due suoi piani, oppure luogo delle intersezioni 
di un piano fisso con ciascuno dei rimanenti, O infine luogo dei punti comuni 
a coppie di piani variabili (secondo cioè che dall'uno all'altro dei suoi punti 
non varia nessuno dei due piani, oppure uno solo, O tutti due) (**). In  tutti 
tre questi casi perb la superficie F7 viene ad avere un punto doppio ("*), e 

(*) Una rigata di settimo ordine e genere 3. appartenente a S, O é un con0 (normale 
per  8,) oppure ha una direttrice rettilinea doppia. In  questo secondo caso é essa stessa 
normale, e i piani delle coppie di generatrici incontrantisi sopra questa direttrice formano 
una MS3 comune a tut te  l e  quadriclie (e  non v i  sono clie coni di 2." specie) passanti per  
essa rigata. 

("*) Il primo di questi t r e  casi pu6 presentarsi soltanto quando la  M34 é un cono; 
s l lora  anche tut te  l e  coniche di F passano p e r  il  vertice di questo cono, e s i  cade nella 
nota rappresentazione con sestiche piane aventi a comune un punto quadruplo e due 
punti doppi infiiiitamente vicini a questo. Questa particolare non poteva invece prc- 
sentarsi ne1 caso della F6 (generale) a sezioni ellittiche (n." 13). 

(*"*) S a r i  quindi proieeione della F7 normale di S6 da un punto di iina sua corda. 
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la congruenza da  essa rappresentata è sempre di terz'ordine (O terza classe). 
Concludiamo dunque : 

Esistotzo congruenxe (.ln, 7 - m) d i  genere due (non contenute in  com- 
plessi lineari speciali), e anche pueste sono tutte de2 tipo (3, 4) O (4, 3) e 
rappresentabili su2 piano; ciascuna d i  esse ha una retta doppia, ed è conte- 
nuta in un cov~plesso quad~atico (zh generale unico) generabile cor. due fasci 
proiettiva' d i  complessi limari. Le due congruenze (3, 4) e (4, 3) sono l'una 
reciproca dell'altra ; contengono entrambe una serie ragionale ooi di rigate 
quadriche, della quale fanno parte cinque coppie di fasci di raggi e poi an- 
cora rispettivamente un con0 quadrico O un inviluppo piano di seconda classe. 
L a  superficie focale è di ottavo ordine e decima classe (O viceversa); ecc. 

Restringendo ora le nostre considerazioni al caso di una superficie F7 
con una conica per direttrice minima (*), possiamo aggiungere: 

Per il vertice del con0 (lze2 piano dell'inviluppo) passa (giace) azncora 
un ruggio della congruenxa esterno a questo con0 (inviluppo). Oltre alle ml 

rigate quadriche già ricordate, la congruenza ne contiene in generale altre 1 6 ;  
essa contiene anche 16 serie razionali sol di rigate cubiche, che corrispon- 
dono in certo qua1 modo a queste 16 quadriche; ecc. ecc. (**). 

18. h notevoie il cas0 in cui le intersezioni della superficie normale 2 7 7  

con qiiella sua corda da un punto della quale essa si è proiettata stanno in 
pari tempo su due diverse sue direttrici cubiche (cfr. la nota in fine al n." 17). 
Allora la 3'' di S5 viene a contenere due cubiche piane razionali col10 stesso 
suo punto doppio, e i piani di queste due curve staranno anche, naturalmente, 
sopra ogni quadrica passante per essa. Altrettanto avrà luogo dei piani di 
quelle due direttrici coniche (ben determinate) che segano rispettivamente le 
due cubiche in una coppia di punti, e con poche altre semplicissime conside- 
razioni si pub tosto concludere clle le quadriche passanti Fer 3'7 formano in 
qiiesto caso un fascio di caratteristica [(Il) (11) ( I l ) ]  (la cui base con- 
tjene appunto 8 piani: quei primi quattro, e altri quattro, pure ben deter- 
minati). Dunque : 

(7 E rapprescntata yuindi da  un sistema di cpartiche piane con un punto doppio 
e cinquv punti semplici hasi. 

(**) L a  superficie F7 di cui o r a  più particolarinente ci  occupiamo contiene appunto, 
in  generale, 16 direttrici coniche e alti-ettanti fasci (sistemi lineari cd) di direttrici cil- 
biche. L e  cuhiclie di ciascun fascio tagliano sempre in due punti uns  determinata f ra  le  
16 coniclie, ne tagliano al t re  dieci in un punto solo, e non incontrano affatto le rimanenti. 
Esse  incontrano poi in due punti le  cubiche di altri  cinque fasci,  e in un punto solo 
tut te  le  rimanenti. 
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Esiste u m  congruenxa ad es. ( 4 ,  3) (9 di genere due la quale (pur con- 
tinuando a godere delle proprietà giù enunciate) contiene ancora due colzi 
quadrici e due i?zvilzlppi piani di  terza classe. 1 piani a e f i  dei due inviluppi 
contengono entrambi la retta doppia della congruenza, la quale è anzi doppia 
per ciascuno di questi ultimi; le curve inviluppate risultano percib di quarto 
ordine (e con tre cuspidi). 1 vertici A e B dei due coni quadrici stanno ri- 
spettivamente nei piani a e B dei due inviluppi, e giacciono poi entrambi 
ne1 piano 8 dell'inviluppo quadrico (che esiste anche ne1 cas0 generale); perb 
quest'inviluppo non ha a comune che unn sola retta con ciascuno dei duc 
coni (**). Ciascuno dei piani a e /3 contiene i centri di quattro fra i dieci fasci 
della congruenzn, e vi è poi un nono fascio (C) il cui centro sta sull'inter- 
sezione TB. Il decimo fascio (quel10 che con quest'ultimo forma una rigata 
quadrica degenere della serie cd) ha  il centro fuori dell'uno e dell'altro d i  
quei due piani, ma il suo piano passa invece per i vertici dei due coni qua- 
drici (è dunque il piano A B C ) ;  ecc. ecc. 

Qtlesta congrztewa (4, 3) è conteltuta in u n  complesso tetraedrale, il cui 
tetraedro fondamentale ha  per facce i piani a, B, 8 e A B C  e per vertici - 
rispettivamente opposti i punti B, A,  C, aba .  Essn è anche Cre~noniuna, e 
stabilisce fra i piani a e @ una corrispondenza birazionale del terzo ordine 
nella quale il punto C è (solo) punto unito. È: dunque un caso particolare 
della congruenza (5, 3) di HIRST (loc. cit. Proc. ecc., vol. 16), e precisamente 
un caso intermedio fra quest'ultima e la congruenza (3, 3) (che si ottiene in- 
vece quando sull'intersezione a vi sono due punti unit;). 

19. Facciamo infine p = 1 ; e, sorvolando su1 caso, molto meno inte- 
ressante, di une congruenza (In, 7 - nz) rappresentata da una rigata ellittica, 
veniamo a dire qualcosa su quegli altri sistemi di rette che si rappresentano 
con superficie (di settimo ordine, a sezioni ellitiche) non rigate e raziondi. 

Queste superficie sono normali per 10 spazio ,Y7, e contengono due serie 
raziondi ail di coniohe i cui piani formano altrettante M,', normah pure per 
S,. Volendo che la F7 di S5 non abhia infiniti punti doppi, dovremo proiet- 

(*) IJrefcriamo - e la ragioiie ne apparirli  subito - enunciare l e  proprieta di 
q n c h  congrilelna, a ~ ~ z i c l i è  quelle della sua  duale (3, 4). 

(**) C~RSCUI~O dei fasci A(6) e B(6) contiene tre ret te  della, congruenza; di queste 
uiia è sempre c o m m e  al con0 (A O B) e all'inviluppo (s), ed è in tut t i  due i casi la, A R ;  
u n ' d t r s  appartiene al solo cono, e la terza (che é rispettivamente l'intersezione O Js'7) 
appartiene a l  solo inviluppo. 
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tare la 3" normale da una retta non incidente ad alcuna di  quelle Ils5. Ma 
per una retta arbitraria di Si non incidente a una varie& cos1 fatta passa 
sempre un S, incontrante la varieth stessa in una rigata R4, e da quella retta 
questa rigata si proietta in altra, appartenente a &, e avente, ne1 caso più 
generale, una cubica doppia incontrata da ogni generatrice in due punti; 
ciascuna delle nostre If3"di S5) avrà diinque a sua volta una cubica doppia, 
tagliata da ogni suo piano in due punti, e liiogo dei punti per cui passano 
due suoi piani (*); 10 spazio S3 di questa cubica la segherà i n  una rigata 
quartica (**). D'altra parte la F7 che dovrebbe rappresentare la nostra con- 
gruenza deve anche essere contenuta in (almeno) ilna qiiadrica non degenere; 
e siccome di varietà cos1 fatte per la M: non ne passano (***), cosi quella 
stessa superficie si dovrà poter segare da una qualunque delle due ï'l!f35 con 
una certa qnadrica Q. L'intersezione residua sarà naturalmente costituita da 
una terna d i  piani. Viceversa, l'intersezione (residua) di nna M 3 5  (sol razionale 
di piani) di iS', con una yuadrica condotta per tre suoi piani è appunto, in 
generale, una superficie di settirno ordine a sezioni ellitticlie (non rigata e 
razionale). E anche qui possono presentarsi due casi: 

a) Dei tre piani in discorso, due appartengono nella quadiicn & a uno 
stesso sistema e il terzo appartiene invece al sistema opposto; 

b) 1 tre piani appartengono tutti al10 stesso sistema. 
È quasi superfluo llaggiungere che nelle due i1135 su cui sta unn data F7 

dovrà. sempre presentarsi 10 stesso fra questi due casi; ed i? pur chiaro che 
questi stessi casi corrisponderanno rispettivamente alle congriisnze (3, 4) e 
(4, 3), oppure (2, 5 )  e (5, 2). 

(*) h yuesto stesso risultato si potrebbe anche giuiigere oscrvanclo che un S4 
condotto (ne1 modo piii generale) per  un piano cliialuncpe dulla Ji3j di deve segare 
ancorn, quesCultima v a r i e t i  in una r i p h  R q n c o n t r a t a  da1 primo piano in una genera- 
trice e in due punti ancora fuori di quest,a; questi due punti sarniino ccrto doppi per  11 
X35, e di più, ne110 stcsso S*, vi sa r& un tcrzo punto doppio per  la stessa varietà;  quel10 
che é tale per  la rigata R" L a  A13"a dduiique due punti doppi iu ogni suo piano, e in 
ogni S, passante p e r  un ta1 piano 11c lia ancors  un terzo (e in generale non al t r i ) ;  lia 
dunqoe in generale una cubica doppia, incontrata da  ogni suo piano in due punti. 

Corne consegueiîza di questo fatto notiamo che uns  rigata razionale di quinto ordine 
di  S, lia in generale t r e  punti doppi. 

(**) Noi ci lirnitiarao qui a considerare il caso della cubica doppia irriduttibile; mn,  
se  questa anche s i  spezzasse, s i  potrebbe sempre fare uno studio analogo, e senza incoii- 
t r a r e  difficolta di sorta. Sorvoliamo quindi (tranne un'osservazione alla fine del ri." 21) 
anche sa1 caso in  cui l a  cubica doppia sia sostituita da  u n s  r e t t a  tripla. 

(**") Iiifatti ogni quadrica passante eventualineiite p e r  questa varietà  dovrebbe con- 
tenere tut to  1' & della sua  rigata quartica, e sarebbe quindi un cono (almeno di 2." specie). 
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20. Cominciamo col caso a). Se la quadrica Q non contiene la cubica 
doppia di una qualurique delle due M35 (*), essa dovrà incontrarla in sei punti; 
e di questi si vede facilmente che thno (ed uno solo) saià doppio per la su- 
perficie IfT7 (**) (***). Segue da cib cbe questa superficie dovrà contenere nna 
cubica piana ra~ioiiale y collo stesso suo punto doppio; e, di più, siccome la 
congruenza da essa rappresentata deve (e 10 sappiamo già) risultare (3, 4) O 

(4, 3), e non (2, 5) O (5, 2), dovrà il piano di quella cubica contenere, oltre la 
curva stessa, un altro punto di F. (Infatti un S, qualunque condotto per questo 
piano sega in generale la superficie 3', oltre che in y ,  in altri due punti; e 
fie questi fossero tutti due esterni a quel primo piano, dovrebbero stare su di 
uno stesso secondo piano della quadrica Q, il quale avrebbe percib comuni 
con F cilzque punti (e non infiniti); cosa che dobbiamo escludere) (****). 

L a  quadrica & con cui si è segata la superficie F (e cos1 pure ogni altra 
quadrica passante eventualmente per quest' ultiiiza) conterrà ccrto il piano 
della cubica 7 e quelli di sei coniche della stessa superficie, ire per sistema. 
Se queste coniche le chiamiamo ad es. p.,, p.,, p, e Y,, u , ,  u, ,  si pub ricono- 
scere facilmente che i piani di quattro fra esse, ad  es. p l ,  pz, v i .  y2, e quel10 
della cuhica -/ si segano a due a due in un punto unico, e che i piani di p., 
e Y, segano in rette rispettivamente le terne (y) (IJ,) (Y,) e (./) (pi) (p.J (*****). 
Queste sei coniche sono anzi le stesse per oyni qua.drica (se più ve ne sono) 
passante per P. D'altra parte quei cinque piani che si segano a due a due 
in un punto indiv iduano una quadrica (e non degenere) che li contiene e che 
passa di conseguenza anche per gli altri due (quelli delle coniche p, e r,) e 
per la superficie P. Dunque: 

(*) S e  la  coiitenesse, questa curva risulterebbe doppia anche per la superficie F7. 
(*") Infatti i t r e  piani comuni alla M35 e alla quadrica Q segano la cubica in  due 

punti ciascuno; i due piani dello stesso sistema, dovendo incontrarsi (e non potendosi in- 
contrare che sulla cubica) assorhono solo tre fra  le  sei intersezioni (due delle qnali sono 
pero ancora punti semplici di F) ; al t re  due intersezioni (che sono del par i  punti semplici 
di F )  le contiene il temo piano; l a  sesta (e questa sola) s a r à  necessariamente un punto 
doppio di Ij: P e r  quest'ultiina iiitersezione passai10 infatti sulla superficie due coniclic 
di uno stesso sistema (e anzi dile coniche di ciascuno dei due sistemi). 

(***) E 10 due M$ conducono a trovare per F7 10 stesso punto doppio, perche, 
inversamente, un punto doppio per  questa superficie 13 tale anche per  quelle due variet i .  

(WX**) P e r  avere  dunque una F7 di S5 cch rappresenti una congruenza (3, 4) O 

(4, 3) bisogna p r o i e t h r e  l a  F7 normale da  uns  re t t a  contenuta nell' Sq determinato d a  
uns sua  cubica e da un suo piinto esterno a rlnesta (ma nori contenuta nell' S3 di quella 
culiica). Non è dificile accorgersi che questa eondizione è anche sufficiente. 

(*****) Con (r), (Y , ) ,  ... indichiamo qui (per brevità) i piani che contcngono rispetti- 
vamente le  var ie  curve y ,  VI , . . . 
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Esistono congmenxe (3, 4 )  O (4, 3) d i  gertere uno non contenute in com- 
plessi lineari speciali e t.nppresentabili su1 piano; esse lzanjzo una rettu doppia, 
e non starzno in getzerale i lz  nlczln coînplesso yuad?-atico. L a  congruenza (3, 4) 
(la (4, 3) ha le proprietà duali) contiene un con0 cubico razionale la cui gene- 
ratrice doppia è la stessa sua retta doppia; pel vertice C del cono passa anche 
un raggio di essa esterno al cono medesimo. L a  congruenza contiene ancora 
quattro coni quadrici e due inviluppi di seconda classe; da1 vertice di ogni con0 
esce ancora, fuori di questo, un altro raggio della congruenza, e ne1 piano di 
ciascun inviluppo stanno altri due raggi della stessa. Di fasci di raggi la con- 
giuenza ne contiene tre, uno dei quali h a  un raggio a comune con ciascuno 
degli altri due e col cono cubico. L a  superficie focale di congruenza 
è di sesto ordine e ottava classe, con 8 punti e 5 piani singolari, ecc. ecc. 

L a  congruenza in discorso è anch' essa Cremofziana e stahilisce fsa i piani 
dei due inviluppi una corrispondenza birazionale del quarto ordine nella qude 
il punto C è fondamentale doppio comune ai  due piani, e in ciascuno di questi 
due punti fondamentali semplici sono infinitamente v ichi  a C stesso. Qiresta 
congruenza è quella appunto ottenuta dai sig.' SECIRE e CASTELNUOVO come 
proiezione di una varietà c.ubica di S, con otto punti doppi; congruenza che, 
come ora vediamo, è la più generale fra quelle (3, 4) di genere uno rappre- 
sentabili su1 piano. 

21. Ne1 caso b)  i tre piani che con F7 co~tituiscono l'intersezione 
della quadrica Q con una qualunque delle due M35 devon0 a due a due in- 
contrarsi (*); e da questo si trae facilmente che la superficie P7 dovrà avere 
tre punti doppi, e che il piano di questi dovrà segarla in una quartica razio- 
nnle passante doppiamente per gli stessi tre punti (**). Questi punti sono anche 
doppi per altrettante cubiche piaile di F medesima incontrantisi a due a due 

(*) E t r e  piaiii cosi disposti si l)ossuno t rovare su10 quand0 la rigata E4 di Sa con- 
tenuta nella AM35 e aveute la s t e m  sua  cubica doppia amnictte una direttrice rettilinea. 
Allors pero di p e s t e  terne ne esistono infinite. 

(**) Infatti, s e  l a  F 7  di S5 ha t r e  gnnti doppi, l a  F7 norlnale si s a r i  dovuta proiet- 
t a re  da una re t t a  incidente a t r e  (e t r e  sole) sue corde; e 1'S4 di queste corde, coii- 
tenendo gia  sei punti di essa superficie (di cui cinque qualuilque indipendenti), non p o t r i  
segarla che in una quartica razionale. Viceversa, l a  condioione che la  re t t a  asse di pro- 
iezione stia nell's, di una quartica (razionale) della superficie normale F7 è anche suffi- 
ciente perché la  superficie proiezione di quest' ultima i n  S5 rapprcseiiti iina congruenza 

5) O (5 ,  2), purcliè soltanto (cfr. 1s nota seg.) le t r e  corde della cluai2tica (e della 
superficie) incidenti a quella ret ta  non stïano con essa in un piano (la re t t a  s tessa non 
stia cioè in un piano trisecante di quella curva e superficie). 
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in un punto. Ogni quadrica passaiite per P deve contenere i piani di queste 
quattro curve, e quindi anche gli altri quattro determinati da1 segare in rette 
quei prirni a tre a tre ; viceversa, per questi otto piani passano oo2 quadriche, 
e fra queste ve ne sono mi che contengono tutta la superficie F. Si ritrovano 
cosi le note congruenze (2, 5) e (5, 2), le quali halzno tre rette doppie e solzo 
colzteizute ciascum in u ~ t  con~plesso tetraedrule; si rede aiicora c h  la con- 
gruenxn (2,  5 )  ad  es. contiene uut cono quartico e tre coni cubici, tutti razionali 
(i cui vertici deternzinano uppunto il tetraedro fondamerztale del comnplesso), 
pi& sei coni quadrici e tre fusci di raggi, ecc. ecc. (*). 

§ 6. Sistemi (m,  n) per cui m + n = 8. 

2%. Sia ora m + n = 8;  avremo congruenze del tipo (ml 8 - m) rap- 
presentate da superficie d i  ottavo ordine e colle sezioni, yuindi, di genere p r 9. 
L a  congruenza sarà contenuta in un complesso lineare ogni qua1 volta la 
superficie Fa apparterrà alIo spazio 8,; ma è facile riconciscere che, se il 
complesso non è speciale (e se la congruenza non h a  infinite rette doppie) 
questo fatto potrà pïesentarsi soltanto per la congruenza (4, 4) di genere 9 
che B l'intersezione generale dello stesso complesso lineare con un complesso 
di quarto grado (**). Ogni altra congruenza (m, 8 - nz) contenuta in un com- 
plesso lineare e non avente infinite rette doppie deve percib avere le sue rette 
tutte incidenti a una retta fissa (asae del complesso lineare, in questo caso 
speciale); si hanno cos1 varii casi semplic.issimi (***) sui qud i  crediamo inutile 
insistere. 

(*) 1 t re  puriti doppi della superficie E' poti~ebliero veiiire a coiiicidere in  un solo 
punto t r iplo;  ma allora l e  m1 yuadriche passanti p e r  quella sarebbero tut te  coni col 
vertice in rlncsto punto, e la superficie s tessa non rappresenterehbe piii uns  congruenza 
di rette. Questo caso si presenterehhe s e  l e  due M35 di Sj avessero una r e t t a  tripla, 
né cib deve fa r  meraviglia, perché la  quadrica Q dovrehhe in ta1 caso contenere t r e  
piani di una qualuique di esse uscenti da uno steçso punto;  e siccome questi piani non 
starebbero in  generale in  uno stesso S,, cosi quella quadrica sarebbe necessariamente 
degenere. 

(**) Vi sono bensi delle a l t re  congruenze (4, 4) contenute in  un complesso lineare 
non speciale, p e r  es. quelle Cremoniane studiate da  HIRST (anche per un ordine e una 
classe qualsiasi f ra  loro uguali) nella Nota: On Cremonian Congruences (Proc., ecc., vol. 14) ;  
ma  queste hanno tu t te  infinite re t t e  doppie (O anche multiple di ordine superiore). 

(***) Congruenza (3, 5) O (5, 3) di genere 8 ;  congruenza (2, 6) O (6, 2) di genere 5 ;  
(congruenza (1, 7) O (7, 1) di genere zero). 
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Veniamo invece alle congruenze (rn, 8 - m) non contenute in complessi 
lineari, e rappresentate percib da superficie di ottavo ordirie appartenenti a S,. 
Per  queste congruenze si avrà p 5 5; cominciamo quindi da110 st,udio del cas0 
estremo p - 5. 

23. L a  superficie F a  di & a sezioni di genere 5 è sempre contenuta, 
come ci dice l'enumerazione delle costanti, in (almeno) oo2 quadriche; ebsa è 
dunque l'intersezione di tre quadriche di 8,. Viceversa, quest'intersezione è 
appunto, ne1 cas0 più generale, una superficie cosi fatta. Il sistema di rette 
rappresentato da (pesta stessa superficie (9 è (4, 41, perchè un piano qua- 
liinque di uria di quelle quadriche è segatn in generale dalle rimanenti se- 
condo coniche di un fascio, e quindi in  curve passanti per quattro punti fissi 
(che stanno appunto su .F". Dunque: 

Esistono congwenxe (m, 8 -na) d i  yenere c i~tque e nort conte~zute hi com- 
plessi Zineari; esse sono tutte d i  quarto ordine e quarta classe, e s i  possono 
ottenere come in tersexioni d i  due cotnplessi quadratici  d i  ret te (*"). Queste 
congruenze furono gi8 chiamate anche biquadratiche; hanno superficie focale 
di sedicesimo ordine e sedicesima classe. 

24. Sia ora p = 4. La superficie F s  è certo normale anche i n  questo 
caso (come ne1 precedente) perc,hè sono tnli le sue sezioni (Cb8 di S,) (***). 
L'enumerazione delle costanti ci dice che per questa superficie passano certo mi 
quadriche; e non pub neanche passarne un numero maggiore, a meno che la 
superficie stessa, non sia una particolare intersezione di tie quadriche (e abbia 
percib una retta doppia), oppure sia contenuta in una (mi razionale nor- 
male di piani) - come succederebbe se avesse le sezioni iperellittiche - ; casi 
questi che tutti due escludiamo (****). La superficie F 8  pub tuttavia segarsi 
dalla M34 base del fascio di quadriche che la contiene mediante una varietà 
cubica 2Cf2 (*"***); e l'intersezione residua di queste due varietà sarà una su- 

(") Qriesta superficie potrebbe anclie essere un cono (speciale) di genere 5; ma 
a1loi.a ogni qnudrica passante p e r  essa sarehbe pure  un cono, e col10 stesso suo vertice. 

(2" E, viceversa, rliiest7iiitersezione è appunto in gencrale u i ~ a  congruenza (4, 4) 
di genere 5. 

(**y:) E non è certo rigata, a meno che non sia un cono. 
(****) E in questo secondo caso p e r  la superficie non passerebhero anzi, corn7& 

noto, che sole quadriche dcgeneri. 
(****") Infatti di queste varietà  per  l a  superficie Ps ne  passano almeno mlj, ruentre 

per  la non ne passano che ml1. Questo si vedc, per  l a  M," riducendosi a l  numero 
delle variet& cubiche di S, O S, che passano per  l'intersezione generale di dile quadricl~e 
di questi stessi spazii, O, se vogliamo, anclie al numero delle curve piane di terz'ordine 
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perficie di quarto ordine, in generale irriduttibile, che apparterrà al10 spazio 
S5 (*) e avrà percib le sezioni razionali. Viceversa, scelto ad arbitrio in S, 
un fascio di quadriche passanti per una superficie cosi fatta, 13 chiaro che una 
varietà cubica passante per questa stessa superficie ma non per la J!,' 
base di quel fascio segherh ancora quest'ultima varieth in una superficie di  
ottavo ordine e colle sezioni precismente di genere 4 (**). 

Ora B noto che una superficie di quarto ordine appartenente a S, pub 
presentare due casi diversi; pub essere iina rigata razionale normale (***) op- 
pure una superJicie di Veroftese (non riçata, contenente cd coniche); e non 
è difficile riconoscere che il sistema di rette da essa rappresentato è sempre 
(2, 2) ne1 primo caso, e sempre (1, 3) O (3, 1) ne1 secondo (****). L a  nostsa 
superficie F s  potrà dunque rappresentare tanto lin sistema (4, 4) quanto un 
sistema (3, 5) O (5, 3); e rappresenterà precisamente l'uno O l'altro secondo 
che la El4 ottenuta ne1 modo indicato poc'anzi sarà rjgata o non rigata. Questi 
sisteini saranno sempre contenuti in complessi quadratici di rette e possiamo 
anche vedere facilmente a che specie questi ultimi debbano appastenere. Ba- 
sterà percib esaminare quale sia la caratteristica di nn fascio di qiiadricho 
passanti per una superficie F4 di S5. 

the passano per  quattro punti fissi. Quanto poi alla superficie F" basta  r icorrere  a l  solito 
inetodo dcl17enumernzio11e delle costanti (ricordando clie le M43 di Si sono m"). 

(*) Se  questa superficie fosse contenuta in un  S4, non potrebbe essore al t ro clle 
l'intersezione di questo stesso spazio colla Ah4 di cui  sopra ;  cosa clie, dilta anche come 
possibile, si  potrebbe facilmente evitare (scegliendo opportunamente l a  var ietà  M43). 

(3s) Infatti l a  base di quel fascio non h a  in generale infiniti pnnti doppi (c si 
pub verificarlo facilmente, ricorreildo per  es. alla rnppresentazione analitica delle F4 in 
discorso); possiamo quiildi segarla, con un S4 opportano, in una superficie gancrale del 
qoart'ordine (a sezioni ellitticlie), e per  questa risulta subito, dalla rappresentnzione piana 
a d  es., clic uiia 1Ch3 condotta p e r  una sna  quartica rnzionale l a  se;& ancora in una C s ,  
in generale irridiittibile, di genere 4. 

("**) Con una seinplice infinit& di direttrici coniche, oppure con unn direttrice ret- 
tilinea (e nessun'altra direttrice di ordine c 3). Cfr. C. SEGRE: Sulle figicte mzionali .  . . . 
(Atti della R. Acc. di Torino, vol. 19). 

(****) Cib proviene da1 fatto clle ogni quadrica passante per una r igata  R4 di S5 
e per  un piano avcnte con essa t r e  e t r e  soli punti a comune deve contenere tutto 1' S, 
della direttrice cubica della rigata che passa p e r  gli  stessi t r e  punti,  ed  é percib un 
con0 (almeno) di seconda specie. Similinente m a  quadrica passante per  una superficie di 
VERONESE e per un piano clle incontri questa in due (soli) punti deve contenere tutto 
1' S, di questo stesso piano e della conica passante p e r  quei due punti. 1 sistemi di ret te  
rappresentati  dalla superficie di VERONE~E furono del resto già ricordati a l  n . 9 ,  e per  
essi abbiamo anche rimandato a un lavoro del SEGRE (Atti di Torino, vol. 20). 
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25. E cominciamo da1 cas0 della rigata. Ogni corda di questa é asse 
di un determinato cono quadrico di seconda specie contenente la stessa super- 
ficie (*); e questi varii coni formano un sistema (algebrico) ao4, che è perb 
facile riconoscere non essere un sistema lineare. Ogni fascio di quadriche 
passanti per la rigata R4 contiene due e in generale due soli fra quei coni; 
e contiene poi ancora (sempre ne1 caso più generale) due coni di prima specie; 
ha quindi la caratteristica [(Il) (11) 111. 1 due coni di prima specie corri- 
spondono precisamente ai due elemeriti doppi dell'involuzione quadratica di 
piani che le quadriche del fascio determinano nella 111: che contiene la ri- 
gata Rd. I n  particolare, se quest'jnvoluzione è parabolica, se cioè la M,4 base 
del fascio contiene un piano di questa M: (ne1 qua1 cas0 essa contiene anche 
altri t re  piani determinati), quei due coni vengono a coincidere, e il fascio si 
riduce alla caratteristica [ ( I l )  (11) 21. Che se poi la rigata non ha  direttrici 
rettilinee, pub anche darsi che, in luogo degli stessi due coni, ne coinpain 
un terzo ancora di seconda specie (passante per quella certa M33); allora si 
ha la caratteristica [(11)(11) (I l ) ]  e la fil,' base contiene i piani di due co- 
niche di R4 (più altri sei piani determinati, quattro dei quali contengono 
rispettivamente altrettante generatrici di R4 stessa). Pe r  la rigata con diret- 
trice rettilinea quest'ultimo caso potrebbe presentarsi solo coincidendo quei 
due primi coni di seconda specie; cib condurrebbe alla caratteristica [(22) (11)J. 

(*) Non sarà forse inutile l'osservare qui clie, data ad arbitrio ne110 spazio S, unn 
rigata R4, ogni punto P di qucsto spnzio e vertice di (almeno) un con0 qundrico pa;j- 
sante per essa rigata. Se  il punto P é esterno alla ibis3 formata dai piani delle ml di- 
rettrici coniclie (O, quando esiste una direttrice rettilinea, dai piani determinati da qiicst:s 
colle singole generatrici), allora quel con0 é unico e di seconda specie, e lia per assc 
l'î~niea corda di R4 passante per P stesso. Se invece il punto P sta in uno di qiiegli oc1 
piani (ma seinpre fuori della rigata) esso B vertice di un intero fascio di coni (di prima 
specie) passanti per R4 (e per quel certo piano); in questo fascio vi è un con0 di terza 
specie avente 10 stesso piaiio per asse, piii, ne1 caso delle col direttrici coniclie, un cono 
di seconda specie passante per quella certa M 3 3  (ne1 caso della direttrice rettilinea è il 
con0 di terza specie clie contiene quest'ultima varieti). Questo fascio, O, meglio, la sua 
sezione con un S4 non passante pel vertice coinune, avrebbe nei due casi rispettivamentc 
le cnratteristiche [(23) 11 e [(32)]; la F4 base del fascio seziono avrebbe una retta doppia, 
e sarebbe, naturalmentc, anch'essa rigata. (Sono questi anzi i soli due casi in cui questa 
superficie base contiene infinite rette; cfr. ad es. C. SEGRE: Etude des di@rentes surfixccs 
du 4."" o d ~ e  k coniyue double ou euspidale.. . . PJIatli. Am.,  Bd. 24, i 1 . O  58). Infine, sc 
il punto P sta sulla rigata R4, ciascuna delle oo2 corde di questa uscenti da esso e asse 
di un con0 quadrico di seconda specie passante per la stessa rigata; e ilel sistema 
lineare 003 di questi coni (sistema che ha per base una dd33) vi è anche un con0 di 
terza specie. 
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Quanto poi alla superficie di VERONESE (*), si vede facilmente che ogni 
quadrica passante per essa contiene i piani di infinite sue coniche; e poichè 
di queste coniche ne passano precisamente due per ogni suo punto, cosi in ogni 
fascio 'format0 con quelle quadriche la M34 base dovrà contenere i piani di 
quattro (in generale distinte) fra quelle stesse coniche (e quindi gli altri quattro 
che segano qdesti a tre a tre secondo rette). Questo fascio avrà dunque in ge- 
nerale la caratteristica [(Il)  (11) (Il)], e conterrà tre coni di seconda specie i 
cui assi congiungeranno a coppie le sei intersezioni di quelle quattro coniche 
a due a due. Corne caso particolare, se due di quelle coniche (e quindi i loro 
piani) si fanno avvicinare indefinitamente, si ha la caratteristica [(22) (Il)]; e 
se una terza conica viene ancora a coincidere colle prime due, si ha la [(33)]. 
Facendo invece coincidere le prime due e le due rimanenti, oppure tutte 
quattro, si hanno rispettivamente i casi [(211) ( I l ) ]  e [(321)]. 

26. Applicando ora quanto precede ai  sistemi di rette, abbiamo: 
Esistono congretenxe (4,  4)  e (3, 5) O (5, 3), di yenere yuattro, non aventi in- 

finite refte doppie; e queste sono tutte contenute i n  complessi quadratici d i  rette. 
L a  congruenza ( 4 ,  4) è contenuta, ne1 caso più generale, in un complesso 

quadratico di caratteristica [(Il)  (11) Il], e si pub segare da questo con un 
complesso cubico, l'intersezione residua dei due complessi essendo costituita 
da una congruenza (2, 2) - uno dei due sisterni di tangenti a un cono qua- 
drico che si appoggiano a una conica fissa non passante pel vertice di questo 
cono (**) -. Perb quel complesso quadratico pub avere anche la caratteristica 
[(11)(11)2]; della sua superficie singolare fanno parte allora due piani e due 
punti (inviluppi) sull'intersezione di quelli; i due punti sono vertici di coni 
qzladrici di rette della congruenza, mentre i due piani sono sostegni rispetti- 
vamente di u n  fascio di +ette e di u n  inviluppo generale d i  terza classe (***). 
L a  presenza d i  quest'inviluppo mostra che la congruenza è i n  questo caso rap- 
presentabile sui piano; essa si rappresenta infatti su1 piano stesso dell'invi- 

(*) Ogni corda di questa superficie é asse di un con0 di seconda specie passante p e r  
essa, e ogni suo piano tangente 10 è di un con0 di terza specie; quest'ultimo cas0 s i  pu0 
anzi far  scaturire da1 precedente, supponendo clce l a  corda considerata si riduca a d  essere 
una tangente. P e r  la superficie di VERONESE non passano altri coni all'infuori di quelli 
o ra  menzionati. 

(**) Cfr. KUMMER: loc. cit., 5 5. Questa stessa congruenza é anche considerata nel- 
1' ultimo trat ta to dello STURM (pag. 347). 

(***) Oppure, dualmente, i due piani sono sostegni di inviluppi quadrici, e i due punti 
sono rispettivamente centro di un fascio e vertice di un con0 cubico. S i  hanno quindi 
due casi diversi di congruenza (4, 4) contenuta in un complesso quadratico di caratte- 
ristica [ ( i l )  (11) 21. 
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luppo con un sistema di quinticlie passanti doppiamente pei vertici dei due 
coni quadrici (*). L a  stessa congruenza (4, 4) pub anche esser contenuta in un 
complesso t e t raedmle ;  allora dai quattro vertici del tetraedro fondamentale 
escono rispettivamente un con0 cubico, due coni quadrici, e un fascio di ret,te 
della congruenza; mentre le facce rispettivamente opposte a questi vertici sono 
sostegni di inviluppi rispettivamente duali a questi coni (**). 

L a  congruenxa (3, 5)  è invece contenuta in generale in un cornplesso te- 
traedrale ("**), e si pub segare da questo con un complesso cubico, l'interse- 
zione residua essendo costituita da una congruenza (3, 1) determinata da due 
piani collineari in posizione generale. D a i  vertici  del  tetrnedro fondamentale 
escojzo coni cubici d i  r a g g i  del la  congruenxa, e le fmce del10 stesso t e t ~ a e d v o  
sono sostegni d i  fasci d i  re t te  del s is temu;  i quattro coni hanno a due a due 
un raggio a comune. - L a  c o n g w e n x a  (5, 3) h a  proprietà dual i .  Tra  due 
facce qualunque del tetraedro fondamentale essa stabilisce una corrjspondenza 
( 2 ,  2), in cui alle rette dell'un piano corrispondono nell'altro curve di terzo 
ordine, e ai  vari punti di ogni retta corrispondono sulla cubica ornologa le 
coppie di una certa serie lineare 9,' (****). Siccome questa serie contiene 
quat tro  coppie costituite da punti infinitamente vicini (*****), COS: vi saranno 

(*) Questa r a ~ p ~ e s e n t a z i o n e  è quella stessa che si otterrebbe proiettando la  su- 
perficie Ys (e l a  proirzione ne risulterebbe appunto univoca) da1 piano della sua  cubica 
(di qnella curva cioé che corrisponde all'inviluppo di terza classe). I l  sisterna di rliiiiiticlie 
a cui s i  ginnge ha  noue punti basi semplici (oltre a i  due pnnti doppi), iinmagiili di altret- 
tante re t t e  di F s  (incidenti alla ctibica) e di altrettanti fasci di re t te  della congruenza 
(fra i quali non è compreso quel10 considerato di sopra). Qoesti punti dovranno anzi s ta re  
tut t i  su di una quartica di genere 1 passante doppinmente per  i due punti basi doppi; 
quartica che s a r à  1 s  rappresentante piana della cubica di FS (ossia dell'inviluppo di terza 
classe contenuto nella congruenza in discorso). 

(**) I n  questo caso ancora otto f r a  i yunti basi semplici della rappresentazione 
piana devono stare  su di uiia ciibica passante (semplicemriîte) pci punti basi doppi; questa 
cubica rappresenterebbe il cono di terzo ordine o r a  comparso. Con una trasformazione 
quadratica avente per  punti fondamentali i due punti basi doppi e il nono punto sem- 
plice qiiesta cubica e l a  quartica di cui alla nota prec. s i  mutano 17una nell'altra. 

(***) Possiamo anzi dire che è seiîzp,*e contenuta in un complesso tetraedrale, o in 
altro ottenuto da  questo facendo coincidere qunlcuno dei vertici del te t raedro fondamentale. 

(**"*) Queste coppie formano i n h t t i  una serie razionale, e da  un punto qualunyue 
della cubica è anche individuata l a  coppia che 10 contiene; cib percliè dei due punti che 
corrispondono ne1 primo piano a cpest'ultimo uno solo cade in generale sulla ret ta  con- 
siderata. (Se v i  cadessero tutti  due, quel punto sarebbe, in generale, doppio per  la cubica). 

(3%""") È bene osservare che l a  cubica d i  cui sopra é, in generale, ellittica, corne 
direttrice di una rigata di quinto ordine alla quale, sulla superficie F8 che rappresentz 
la coiîgruenza, corrisponde appunto una curva di (quinto ordine e) genere 1. 
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su quella retta quattro punti per cui i due raggi della congruenza che ne 
escono e non stanno ne1 relativo piano (ossia nella faccia del tetraedro in cui 
la stessa retta si è considerata) sono infinitamente vicini. La congruenza pub 
dunque riferirsi al piano doppio con curva limite di quart'ordine, e si potri 
quindi anche ra.ppresentare, i n  generale (*), su1 piano semplice. 

Ma un'altra osservazione, del pari semplicissima, ci conduce subito a 
concludere che quest' ultima rappresentazione è sempre possibile. Infatti, nella 
nota rappresentazione del complesso tetraedraIe sullo spazio punteggiato (**), 
la nostra congruenza (5, 3) dB luogo a una superficie di terzo ordine che, 
come si vede facilmente, è non rigata, e quindi certo razionale. Questa su- 
perficie passa (semplicemente) per i quattro vertici del tetraedro fondamentale, 
a alle (ro5 rigate (di ottavo ordine e genere 4) in cui la  stessa congruenza è 
segnta dai varii complessi lineari di S, corrispondono le ao5 sestiche (pure di 
genere 4) secondo cui quella superficie è incontrata dalle quadriche passanti 
per quegli stessi quattro vertici. Da questo segue altresi che la  vappresenta- 
xione piana della congruenxa (5, 3) c i  è dclta dal  sistema delle sestiche con 
sei punti doppi e qunttro pzcnti semplici basi. A questi ultimi corrispondono 
i quattro fasci di raggi; invece i quattro inviluppi cubici sono rappresentati 
dalle curve piane di terzo ordine passanti per i sei punti doppi e per i punti 
semplici a tre a tre (***). 

L a  supevficie focale della congruenxa (5,  3) è d i  sedicesimo ordine e do- 
dicesima classe. Ciascuna faccia del tetraedro fondamentale la sega nella curva 

(*) L' unica eccezione l a  si avrebbe quando quella curva di quarto ordine si spez- 
z u s e  in quattro rette passanti per  uno stesso punto (cfr. i lav. giâ cit. a l  n." 4). 

Cx*) V. REYE:. Geomettlie der Lage, vol. 2 (Leipzig, 1886; e vol. 3 dcll'ed. ultirna, 
1892); WEILER: Ueber eine AbOildung des Tetraed~alen Compleam auf den Punkt rnwz 
(Zcitsclirift für  Math. und Phys ik ,  vol. 22) ;  LOU: Inlorno alla geometria dct complesso 
ietraedrale (Atti della R. Ace. di Torino, vol. 19) ;  STURM: Die Gebilde ersten und zweitoz 
Grades. .  .; vol. 1 (Leipzig, 1892). 

(***) L e  cose dette di sopra ci mostrano anclic cbe la  congruenza (5, 3) in discorso 
si pub sempre generare con due superficie cubiehe collineari passanti pei yuattro punti 
uniti della collineazione in cui esse sono riferite. I-, questa congruenza s a r à  costituita 
pec i samente  dalle congiungenti delle coppie di punti ornologhi di quella corrispondenza. 
Se  le  due superficie non contengono che Ire f ra  i punti uniti, oppure soltanto due, O uno 
solo, O nessuno, si hanno rispettivamente congruenze (6, 3), (7, 3), (8, 3), (0, 3), tutte di 
genere quattro. Quest' ultima ha, nelle quattro facce del tetraedro fondamentale, altrettanti 
inviluppi di sesta classe (e genere 1) che contengono gli spigoli dello stesso tetraedro 
(a t r e  a t re)  come ret te  triple. - E manifesta l'analogia di queste cinque congruenze 
colle (2, 2),  (3, 2), (4, 2), (3, 2) e (6, 2), - (6, 2), di STURM (cfr. l a  nota ult. alla fine 
del n." 37) - tuttc contenute, a l  pari delle prime, in  complessi tetraedrali. 
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di terza classe (e sesto ordine) inviluppata dalle rette della congruenza in essa 
contenute, e nella curva di quarto ordine luogo dei punti per cui le due rette 
della congruenza esterne alla faccia stessa sono infinitamente vicine; e la tocca 
poi ancora lungo una cubica, luogo dei punti che, nella corrispondeiiza (2, 2) 
tra questa faccia e un'altra, sono omologhi ai punti della comune intersezione 
delle due facce, considerati come appartenenti a quell'altra. 

27. Veniamo alle congruenze (m,  8 - m) di genere tre. 
Una superficie di ottavo ordine appartenente a S, e colle sezioni di ge- 

nere 3 pub essere rigata, dando luogo ai due casi del con0 di genere 3, nor- 
male per S,, e della rigata normale con direttrice rettilinea doppia (e quindi 
iperellittica). Nessuno di questi due casi conduce a un sidema di rette dello 
spazio ordinario, trattandosi di superficie non contenute in alcuna quadrica 
non degenere (dello spazio 8,). 

Delle superficie non rigate a sezioni di genere 3 non sono ancora stati 
assegnati con certezza tutti i diversi casi possibili. Ci occuperemo quindi di 
quei soli sistemi di rette che si rappresentano con superficie studiate da1 
sig. CASTEL~UOVO (ne1 lav. cit. degli Atti di Torino, vol. 25), e precisameiite 
1." con superficie a seziolzi ipe~ellittiche; 2.' con superficie di priwa specie; 
3." con superfiaie di seconda specie (*). Queste superficie sono tutte normali 
per 10 spazio 8,. 

28. La  superficie 3 ' 8  di S5 a sezioni iperellittiche di genere 3 (loc. 
cjt. 12) è rappresentabile su1 piano e contiene una semplice infinitb razio- 
nale di coniche, i cui piani formano (in generale) una 1M,' con retta doppia 
(cfr. anche quanto si B detto ai n.i 13 e 17). Questa Mj4 sta sopra un (solo) 
con0 quadrico di seconda specie avente la sua retta doppia per asse; la F s  
sarà quindi, ne1 nostro caso, intersezione di questa stessa varietà con una 
nuova quadrica (che possiamo supporre non degenere). Triceversa, 1' interse- 
zione generale di una M," cos1 fatta con una quadrica è appunto m a  super- 
ficie di ottavo ordine, colle sezioni iperellittiche di genere 3, e con due punti 
doppi, per ciascuno dei quali passano due coniche della stessa superficie (dalla 
congiungente di quei due punti quest'ultima si proietterebbe in una quadrica 
doppia di S3). Ogni piano di quella quadrica segherà la varietà MS4 (e quindi 

(Ik) Sono queste appunto (negli spazi superiori a S3) l e  superficie (non rigate) che 
contengono un sistema m2 di quartiche seganti sopra una qualsiasi sezione spaziale l a  
serie canonka g,2. Ne1 caso delle sezioni iperellittiche ciascuna di queste quartiche si 
spezza pero in una coppia di coniche (e 1% g,2 risulta quindi, come appunto deve risultare, 
composta mediante la  g,'). 
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la superficie FS) in 4 punti; la congruenza rappresentata da questa superficie 
sarà dunque (4, 4). Concludiamo percib: 

Esistono congruenxe (m., 8 - 7%) di generc trc, zjm-ellittiche (*), e rappre- 
sentdbili su1 piano; esse sono tutte d i  quarto ordine e quartu classe, e stanno 
i f z  complessi quadratici generabili con fasci proiettivi di  complessi lineuri. 
Queste stesse congruenze hanno due rette doppie, e contengono (come si vede 
facilmente) una serie razionale oot di rigate sestiche (di genere 2) con queste 
stesse rette per generatrici doppie. Ciascuna di queste rigate sta in una de- 
terminata congruenza lineare; ha quindi due direttrici rettilinee (che possono 
anche essere infinitamente vicine). 

29. La  F h o r m a l e  di S, di prima specie contiene un fascio di quar- 
tiche ellittiche passanti per uno stesso suo punto; e gli spazii S, di queste 
quartiche formano una Md3 generabile con tre fasci proiettiri di 8,. Noi ci 
liniiteremo a considerare il caso (più interessante) in cui questa superficie si 
proietti da un punto di quella Md3, da un punto cioè dell' S3 di una sua quartica. 

L a  superficie F8 di Sj clie otterremo avrà in ta1 caso due punti doppi, 
e questi saranno tali anche per una quartica piana di genere 1 in essa con- 
tenuta. La  Md3 si proietterà in un con0 quadrico di seconda specie passante 
per questa stessa superficie, sicchè quest' ultima (quand0 abbia a rappresentare 
un sistema di rette) dovrà stare sopra una seconda quadrica (non degenere) 
e quindi ancora su tutto un fascio di quadriche. L a  M,' base del fascio con- 
terrà anch'essa il piano di quella quartica di genere 1, e la superficie F S  
1 otïà segarsi da essa con una varietà cubica (Md3 di S5) che la taglierà ancora 
in quel10 stesso piano più, in generale, una rigata cubica appartenente a uno 
spazio S,. Quest' ultimo spazio non conterrà quel piano, ma 1' incontrerà se- 
condo una retta che sarà corda della rigata cubica (e sarà precisamente la 
congiungente dei due punti doppi di F8). La proposizione è invertihile, ossia, 
facendo passare in S, per una rigata cubica normale e per un piano che l'in- 
contri in due punti un fascio di quadriche (Md2) e una varietà cubica (M,3), 
si ha come intersezione residua di queste stesse varietà (in generale) una su- 
perficie di ottavo ordine a sezioni di genere 3, che da1 piano stesso è segata 
in una curva di quarto ordine, e per la quale i due punti comuni al piano 
e alla rigata risultano anohe doppi (**). 

(*) Incontrate cioè da ogni complesso lineare secondo una rigatrt ilicrellittica. 
(**) P e r  l'intersezione cornplessiva (superficie di dodicesilno ordine) questi due punti 

devono infatti risultare quacZmpli, perche in ciascuno di essi l e  cluadïiche del fascio e la 
varieta 1K3 ammettono tut te  uno stesso ,C, tangente. 
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Poichè la F g  normale si proietta univocamente su di un piano dall' S3 di 
una sua quartica, la F8 di S5 dovrà proiettarsi pure univocamente da1 piano 
della sua quartica ellittica. La congruenza da essa rappresentata sarà percib 
(3, 5) O (5, 3), e noi potrenio concludere: 

Es i s t e  u n a  congruenxcs (3, 5) O (5, 3) d i  genere tre,  n o n  +erellittica, e 
c o n t e w t a  in u n  conzplesso quacirntico g e n e ~ a b i l e  cotz fasci proiett ivi  d i  conz- 
plessi  l i n e a ~ i ;  congruenxa che h a  due rette dopyie ,  e contiene otto fasci di 
raggi e 28 rigate quadriche, più nei due casi rispettivamente un cono qua?.- 
tico O un inviluppo piano d i  quar tn  clusse e genere uno, con quelle stesse 
due rette doppie. Questa congruenza si pub ottenere corne intersezione del com- 
plesso quadratico che la contiene con un complesao cubico, ecc. ecc. 

30. Della superficie F s  normale di seconda specie è noto (loc. cit. 7) 
c-h'essa pub sempre ottenersi corne intersezione di una quadrica con un cono 
di qiiart'ordine proiettante una superficie di Ferortese da un punto esterno 
al suo 8,. Segue da cib che la F8 di Sj proiezione della superficie prece- 
dente dovrà stare su1 con0 che proietta una P4 di S, a sezioni razionali e 
non rigata da un punto esterno al suo $ (*); e sarà precisamente l'interse- 
zione di questo stesso con0 con una quadrica (per noi non degenere) di 8,. 
(Per quel con0 quartico non passa infatti in generale nessuna quadrica, e non 
passano poi in nessun caso quadriche non degeneri). Si pub verificare facil- 
mente che, se questa superficie sta su più di una e quindi su infinite qua- 
driche, dovrà anche stare sopra una doppia infinità di queste (se, ben inteso, 
vogliamo sempre che rappresenti un sistema di rette) e avrà in ta1 caso una 
conica doppia (sarà insomma una particolare intersezione di tre quadriche, 
riducendosi le sue sezioni al genere 3 per il fatto di avere ciascuna due punti 
doppi). Ne1 caso più generale perb questa superficie starà sopra una sola qua- 
drica, e non avrà affatto punti doppi. II sistema di rette da essa rappresentato 
è certamente (4, 4); e percib: 

Es i s t e  a m h e  u n a  congruerzxa ( 4 ,  4) d i  genere tve non iperell i t t ica; essa 
rontiene tu t tavia  (cfr. CASTELNUOVO, loc. cit.) un sistema cio4 d i  r iga ie  iperel- 
litticRe d i  oliavo ordilie ( e  yeaere 3). E in generule rappresentabile su1 

(*) Il punto da cui si  proietta l a  superficie normale F8 pub infatti suyporsi esterno 
anche a l  cono qiiartico che proictta la superficie di VERONESE. S e  cosi non fosse, la F8 
di S5 (quand0 non s i  riducesse a una F4 doppia) verrebbe certo a s ta rc  in una 11133 
(conica) e non sarebbe quindi contenuta chc negli m2 coni rluadrici passanti per  que- 
st' ultima varieta. 
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piano (7, ma pzon ha rette doppie, e non è colztenutu in nessun complesso 
qzcadra tico. 

31. Facciamo ora un altro passo, e diciamo qualcosa sulle congruenze 
( m ,  8 - m) di genere due. - E osserviamo anzitutto che una mperficie di 
ottavo ordine e colle sezioni di genere 2 pub essere rigata, ed E in ta1 caso 
normale per uno degli spazii 8, O &. 

Se è normale per S, è certamente un cono, e non pub duiique rappre- 
sentare (finchè appartiene a S',) nessuna congruenza di rette. 

Se è normale per S,, ha una direttrice rettilinea doppia, e, se non ha 
generatrici doppie, i piani delle sue coppie di generatrici incontïantisi sopïa 
quella direttrice formano una M,' con retta doppia (contenuta in un cono 
qiiadrico di seconda specie). Non è difficile accorgersi che la rigata R8 pu6 
essere intersezione di qiiesta M24 con una nuova quadrica (non degenere) tan- 
gente ad essa in tutti i punti di una sua direthrice rettilinea; essa pub quindi 
ruppresentaïe una congruenza (4, 4) di genere due con tutto un fascio di rette 
doppie (**). 

32. Yeniamo illle superficie non rigilte e rnzionali. 
Queste superficie (supposte sempre di ottavo ordine e colle sezioni di ge- 

nere 2) sono normali per 10 spazio $ e contengoilo una seïie razionale mi 
di coniche i cui piani forrnano, sulla superficie normale, una M35. Da una retta 
qualunque del10 spazio S,, che vogliamo perb supporre non incidente a que- 
sta J!,5, la varietà stessa si proietta in altra di ugual ordine e dimensione 
appartenente a 8, e contenente la F8 proiezione (dalla stessa retta) della su- 
perficie normale d i  cui sopra.. Da considerazinni già svolte altroie (n.' 19) 

(") In un solo caso questa rappresentazione non è più possihile (cfr. loc. cit. 9): 
quando la superficie FB contiene una serie w1 ellittica di coniche con un punto a comune 
(e quindi l a  congruenza (4, 4) uiia serie analog3 di rigate quadriche passanti p e r  una 
stessa retta), Superficie e congruenza si possono perb allora rappresentare su1 cono ellittico. 

("*) Questa congruenza, oltre a1 fascio accennato di sopra,  avrebbe due al t re  ret te  
doppie - una contenuta ne1 piano de110 stesso fascio, l 'altra passante pel suo centro - 
e starebbe in un complesso quadratico generabile con due fasci proiettivi di cornplessi 
linenri. Più particolarrnente, possiamo dire che 1s stessa congruenza dovrà comporsi di 
una serie aol di fasci di raggi,  coi centri su di una quartica di genere 2 contenuta ne1 
piano del fascio doppio e passante doppiamente pel centro di questo fascio; due fasci 
deils serie ml coi centri allineati su quest'ultimo punto avranno sempre un raggio a 
comme. Dualmente, i piani degli m1 fasci iiivilupperanno un con0 di quarta  classe e 
genere 2 col centro del fascio doppio per  vertice e il piano di esso p e r  piano bitangente 
(tangente cioé lungo due generatrici,  in generale distinte); ecc. 
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risulta che questa J13j di Sj dovrà avere unn curva doppia di terz'ordine (che 
noi supporremo irriduttihile) luogo dei punti per cni passano due suoi piani; 
la stessa curva sarà anzi incontrata da ciascuno di questi piani in due punti. 
L a  superficie F8, quand0 abbia a rappresentare un sistema di rette di S3, 
dovrà essere intersezione di questa M.,"on una quadrica Q (non degenere), 
e queste due varietà dowanno p i  ancora incontrarsi secondo una coppia di 
piani. Viceversa, una quadrica passante per due piani di  una MS5 COS) CO- 

stituita la sega. ancora, in generale, in una superficie di ottavo ordine colle 
wzioni di genere due. E anche qui possono presentarsi due casi: 

a) Quei due piani della MZ5 non si incontrano. 
b) Gli stessi due piani si incontrano. 

Ne1 prinio caso la superficie FS ha in generale due punti doppi, e i due 
piani che completano 17intersexione della M35 colla quadrica Q la segano cia- 
scuno in una conica e in due punti ancora fuori di questa. Ne1 secondo cas0 
invece F8 ha  in generale t re  punti doppi, e gli stessi due piani non la in- 
contrano (fuori della relativa conica) che in un sol punto; il punto cornune 
ad essi non sta (in generale) su quella superficie. Quanto poi al sistema di 
rette che cosi viene rappresentato, è chiaro ch'esso sarà (4, 4) ne1 primo 
caso, (3, 5) O (5, 3) ne1 secondo. Concludiamo percib: 

L e  congruenze (nt,  8 - rn) d i  genere due rappresentabili su1 piano pos- 
sono essere tanto ( 4 ,  4), quanto (3, 5) O (5, 3). 

L a  congruenza (4, 4) lia due rette doppie, e contiene u n  con0 q t iad~ico  
e ut2 i ? z c i l y p o  piano d i  seco?zda classe; il vertice del cono e il piano dell'in- 
~ i l u p p o  nojn si appartengono. Pel vertice del con0 passano ancora due raggi 
della congruenza non contenuti in esso cono, e altrettanti ne giacciono ne1 
piano dell'inviluppo senza tuttavia appartenere a quest'ultimo. 

L a  congruenza (3, 5) jnvece ha  (in generale) tre 1-ette doppie, e contiene 
due coni puadrici, dai cui vertici escono ancora rispettivamente due rette di 
essa non contenute in questi coni; la congiungente dei due vertici non è in 
genernle raggio della congruenza. 

L a  superficie focale è di deci~no ordine e decima classe ne1 primo caso; 
ne1 secondo, è di ottavo ordine e dodicesima classe (O viceversa, se si tratta 
della congruenza (5, 3)). Altre proprietà di queste congruenze si dedurreb- 
bero facilmente da quelle delle superficie clie le rappresentano; ma per bre- 
vi th ci asteniamo anche dall' enunciarle. 

33. Un caso particolare (e notevole) di congruenza (5, 3) di genere 2 
1' abbiamo nella. congruenza Cwmoniana di HIRST (Proc., ecc., vol. 16) che 
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si determina quando fra due piani qualunque dello spazio si stahilisce una 
corrispondenza birazionale del terzo ordine priva d i  punti, uniti. - L a  su- 
perficie Fs considerata di sopra pu6 infatti rappresentarsi, quando non abbia 
direttrici di ordine < 2 ,  con un sistema di quartiche piane aventi un punto 
doppio e quattro punti semplici basi; e contiene allora otto direttrici coniche 
(segantisi a coppie in un  punto), otto fasci di direttrici cubiche, e altrettante 
reti di direttrici quartiche. Queste otto reti possono accoppiarsi a due a due in 
modo che le quartiche di ciascuna di esse taglino quelle dell'altra in ire punti 
(mentre le rimaiienti ne sono incontrate in soli due punti). Proiettando la F s  
normale (cib che si B detto in questo n." vale tanto per essa, quanto per 
la sua proiezione generale in 8,) da una retta che non l'jncontri, ma sia 
contenuta ne1 piano delle tre intersezioni di due sue direttrici quartiche, otte- 
niamo una F8 di S5 con due quartiche piane, e con un punto triplo che è 
tale anche per queste stesse curve; e si pub riconoscere facilmente che la 
superficie cos1 ottenuta rappresenta una congruenza (3, 5) O (5, 3) contenuta 
in un complesso tetraedrale. Si pub anzi dimostrare che è questo il solo cas0 
in cui i tre punti doppi che la superficie Fs  ha ne1 caso più generale ven- 
gono a coincidere in un (solo) punto triplo (ammesso, ben inteso, che la  FR 
stessa dehba sempre rappresentare una congruenza (3, 5 )  O (5, 3)) ("). Con- 
cludiamo percib : 

La congruenxa (3, 5) O (5, 3) di genere due, rappresentata da un sistema 
di quartiche piane, pu6 avere una retta triplu (in luogo d i  tre w t f e  doppie 
distinte) ed è allora contenuta ivt u n  complesso tetraedrale. L a  congruenza 
(5, 3) ad es. contiene in questo caso due coni quadrici ( A  e B) e due jnvi- 
luppi di quarta classe (a  e pj, oltre a i  du.e inviluppi di seconda classe (y e ô) 
e agli otto fasci di ra.ggi che vi sono anche ne1 caso generale. - La sua 

(*) Si giunge a questo risultato osservando che da1 suo punto triplo (P) l a  supor- 
ficie F8 dovrebbe proiettarsi in nna F5 di S4 (rappresentata da1 sistema delle quartichc 
piane con un punto doppio e 7 punti semplici basi);  essa dovrebbe durique s tare  ne1 cono 
(di quinto ordine, a 3 dimensioni) che proietta quest'ultima superficie dallo stesso punto P, 
e sarebbe precisamente intersezione di questo con0 con una quadrica (non degenere) pas- 
sante per  due piani di esso col solo punto P a comane. Da questo s i  t r a e  che l a  sezione 
spaziale generica di F8 deve proiettarsi nell'intersezione residua d i  F j  con una quadrica 
passante per  due sue re t t e  sghembe (quelle che  stanno rispettivamente in  quei cer t i  due 
piani del cono); e percib l'insieme di queste due  ret te  deve dar  luogo (nella rappresen- 
tazione piana) a una curva  (riduttibile) di quar to  ordine con quattro punti doppi (il punto 
base doppio comune alle cappresentazioni di F a - e  di F5, e i t r e  punti semplici clie si 
devono aggiungere alla prima delle due per  averne  1s seconda); dunrliie ecc. 

Annali di Malematica, tomo XXI. 24 
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retta tripla è precisarnente I'intersezione dei due piani u e f i ,  ed è tripla per 
ciascuno dei relativi inviluppi (sicchè questi risuItano .raziondi, , e  le curve in- 
viluppate sono di sesto ordine). Gli stessi piani a e @ contengono rispettiva- 
mente i vertici A e R dei due coni quadrici ; e la congiungnnte d i  questi due 
punti é anche intersezione dei due piani y e 8. Il tetraedro fondamentale del 
complesso (tetraedrale) che contiene questa congruenza ha per facce i quattro 
piani a, p ,  y ,  8 ;  due suoi vertici cadono quindi rispettivamente nei puiiti 
A e B; ecc., ecc. 

È questa appiinto, com'ognun vede, la congruenza accennata di HIRST; 
i due piani da essa riferiti in una corrispondenza birazionale del terzo ordine 
sono quelli che abbiamo chiamati a e 3. Che questa congruenza sia c,onte- 
nuta in un complcsso tetraedrale si vede anche direttamente, ed è stato pure 
accennato nella nota ultimu al n." 11. 

34. Le  superficie di ottavo ordine a sezioni ellittiche possono essere ri- 
gate; ma, sorvolando anche qui su questo caso (*), ci lirniteremo a dare un cenno 
siille. congruenze rappresentate da  superficie non rigate e razionali. Queste 
sono tutte normali per 10 spazio S, e possono essere, com'è noto, d i  due specie 
diverse (cfr. ad es. il Iav. cit. del sig. DEL PEZZO; Rend. di Palerino, vol. 1). 

Comincia.mo dalla F q i  prima specie. Questa contiene wza serie razio- 
nale mi di coniche i cui piani formano, sulla superficie normale, una M,"ure 
normale. Da  un piano arbitrario (che vogliamo solo supporre non incidente 
ad essa) questa M3%i proietta in una varietà di ugual ordine e dimensione 
appartenente a, S5,  che ha ,  ne1 caso più generale, una curva doppia di sesto 
ordine incontrata da ogni suo piano in tre punti (**); questa curva potrebbe 

(*) Il quale, d'altroiide, condurrebbe solo a congruenze costituite da una serie ml 
di fasci di raggi coi ceritri su di una curva ellittica. - Una rigata ellittica di ottavo 
ordine rappresentante una congruenza di rette si avrebbe per es. segando una 
(ml razionale di piani) con una, quadrica (non degenere) passante per due suoi piani e 
tangente ad  essa in tutti i punti di uns sua direttrice rettilinea (supposta esistente). La  
congruenza cosi rappresentata sarebbe (3, 5) O (5, 3) oppure (4, 4) secondo che quei due 
piani si incontrano O no -. 

(*") Infatti da un S, condotto per un suo piano 7t p e s t a  M36 è segata ancora, in 
generale, in una rigata razionale di quinto ordine con Ire punti doppi (per ciascuno dei 
quali passano due generatrici di quest'ultima, e quindi due piani distiiiti di &.f36); rigata 
che poi a sua volta è incontrata da1 piano x,  oltre che in una generatrice, in tre altri 
punti, per ciascuno dei qnali passerà dunque, oltre a x stesso, un secondo piano della M36. 
Ogni piano di questa varietà contiene dunque t r e  punti doppi di essa, e ogni S, condotto 
per un ta1 piano ne contiene, fuori di questo, altri t r e  (in tutto duilque sei). L a  curva 
doppia di 1Cf3Q percià appunto di sesto ordine. 
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anche spezxarsi in due O più parti, ma noi, per non dilungarci troppo, ci 
limjtererno a considerare il cas0 in cui essa è irriduttibile. 

Non essendo questa M3"ontenuta in alcuna quadrica (almeno non de- 
gcnere) la superficie F8,  quand0 abbia a rappresentare un sistema di rette, 
sarà certo intersezione di quella stessa varietà con una quadrica (non dege- 
nere) & passante per pzcattro suoi piani. Viceversa, quest'intersezione è ap- 
punto, in generale, una superficie di ottavo ordine a sezioni ellittiche, e di 
prima specie se la MSe ha una direttrice rettilinea (*). E qui devono riienersi 
a priori corne possibili tre casi diversi : 

a) Dei quattro piani, due si 'incontrano e gli altri due pure; ma uno 
qualunque fra i due primi e uno di questi ultimi non si incontrano. 

b) Tre dei quattro piani si incontrano a due a due, ma nessuno di 
essi incontra il quarto. 

c) 1 quattro piani si incontrano tutti a due a due (**), 
Si pub riconoscere senza difficoltà che la superficie PS avrà in questi tre 

casi rispettivamente 2, 3 e 6 punti doppi e rappresenterà rispettivamente un 
sistema (4, 4), un sistema (3, 5) O (5, 3)) e un sistema (2, 6) O (6, 2). Esa- 
mineremo ora separatamente ciascuno di questi casi (***). 

35. Scelti ad arbitrio nella M36 di S5 due piani che si incontrino e 
due altri che pure si incontrino, ma non taglino invece i due primi (cosa che, 
ilel caso della sestica doppia irriduttibile e della Ma6 non conica, sarà sempre 
possibile, e in infiniti modi) esiste sempre una quadrica passante per questi 
quattro piani, ma clie si spezza nei due S4 da essi determinati. Perchè questi 
stessi piani stiano sopra una quadrica non degenere (e quindi su tutto un 
fascio di quadriche) (**"*) è necessario e suEciente che dall' S, comune a 

(*) S i  vede facilmente clie questa direttrice non incontrera in generale l a  curva 
doppia dclla varietà M,G. 

(**) Questi t r e  casi corrispondono a i  t r e  modi diversi in cui quei quattro piani di 
possono ripartirsi f r a  i due sistemi di piani della quadrica Q. 
("'") Qui, a differenza di quanto s i  è visto finora, si presenta l a  questione della pos- 

sibilità di questi diversi casi;  della possibilità cioè di t rovare nella iK6 quattro piani di- 
sposti ne1 modo indicato di sopra, e di condurre poi p e r  questi stessi piani una quadrica 
non degenere (cosa che invece finora, trattandosi di soli due O t r e  piani, si  è sempre po- 
tuta  ottenere, in modo ovvjo, e in infiniti modi). Di  questa possibilità dovremo duncpe 
occuparci nei nostri ragionamenti. 

(****) Fascio clie a v r à  l a  caratteristica [ ( l l l l )  (ll)] contenendo, oltre l a  coppia di S4 
testé accennata, un (solo) con0 di seconda specie, il cui asse sarebbe la  congiungente 
delle intersezioni delle due coppie di piani. 
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quei due S, essi vengano segati in rette che siano generatrici di una medesima 
quadrica (*j. E questo, senza ch'io mi dilunghi a mostrarlo, si pub ottenerlo 
facilmente, scegliendo in modo opportun0 il (imponendo cioè alcune condizioni, 
tutte compatibili, al) piano da cui si proietta la M36 normale; la FS di prima 
specie, proiettata in S,, potrà quindi rappresentare effettivamente un sistema 
di rette (4, 4). 

Abbiamo già detto che la superficie F a  di S5 avrà in questo caso due 
punti doppi; questi saranno anche tali rispettivamente per altrettante sue NI- 

biche piane (razionali), e i piani di questg due curve conterranno ancora cia- 
scuno altri due puriti della superficie (**). Gli stessi due piani avranno certo 
un punto a comune, quel10 i n  cui s'incontrano le loro due curve; ma é facile 
accorgersi ch'essi dovranno segarsi secondo un' intera retts, sicchè i due punti 
di F8 contenuti in uno qualunque dei due piani e fuori della relativa cubica 
staranno sempre sull'altra cubica (saranno cioè le rimanenti due intersezioni 
di quest'ultima colla retta comune a i  due piani). Questi stessi quattro punti 
staranno anche rispettivamente sulle quattro coniche di  FS i cui piani appar- 
tengono alla quadrica & (***). Dunque : 

Esiste una congruenxa (4 ,  4 )  d i  genere uno contenente un con0 cubico 
e un - invilzcppo piano d i  terza classe (entrambi raxiorzali), due coni e due 
inviluppi quadrici, 8 u n  fascio d i  raggi. Il primo con0 e il primo inviluppo 
hanno rispettivamente due rette doppie, che sono tali anche per la con- 
gruenza; il vertice dell'uno sta ne1 piano dell'altro, e il fascio determinato 
da  questi due elementi contiene ci~zzque rette della congruenza, una delle quali 
è comune appunto a quel cono e a quell'inviluppo cubico, mentre delle altre 
quattro due appartengono al ~ o l o  cono (e rispettivamente ai  due coni quadrici) 
e due al solo inviluppo (e rispettivamente pure a i  due inviluppi quadrici). Il 
piano dell'inviluppo cubico contiene dunque i vertici dei tre coni, e il vertice 
del con0 cubico è a sua volta intersezione dei piani dei tre inviluppi; il fascio 

(%) Che sia necessario, è chiaro; che sia sufficiente, 10 si vede anche subito, os- 
servando che p e r  quei quattro piani pasaano in ta1 caso le  due quadriche degeneri di 
cui alla nota p r e c e ,  e quindi anche infinite a l t re  quadriche, nessuna delle quali perb pub 
essere degenere. 

(**) Cib perché un S3 condotto p e r  uno di questi piani deve segare Fa ancora in 
tre punti fuori della cubica in  esso piano contenuta, mentre d7a l t ra  parte  uno solo di quei 
punti pub essere esterno a questo stesso piano (se ve  ne fosse piu d'uno, l a  congruenza 
non sarebbe più (4,  4)). 

(***) E ciascuno di cpesti piani seghera l a  superficie Fa in due punti ancora fuori 
della propria conica (e posti sempre su117una O sull'altra delle due cubiche piarie). 
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di rette della congruenza ha poi il suo centro sulla retta d'intersezione dei 
piani dei due inviluppi quadrici, e il suo piano passa per i vertici dei due coni 
quadrici. - L a  congruenza contiene una serie mi di rigate quadriche, della 
quale fanno parte i due coni e i due inviluppi (e per la quale sono punti basi 
il centro del fascio e il vertice del con0 cubico, e piani tangenti fissi quello del 
fascio stesso e quello dell'inviluppo cubico); queste quadriche inviluppano la 
superficie focale della congruenza, che è di ottavo ordine e ottava classe. Le 
direttrici di queste stesse quadriche formano una congruenza (4, 4) identica 
alla precedente e colla stessa superficie focale e gli stessi punti e piani singo- 
lari, solo che il centro e il piano del fascio di rette di ciascuna congruenza 
sono per l'altra rispettivamente vertice del con0 cubico e sostegno dell'invi- 
luppo di terza classe; ecc. ecc. 

36. Ne1 caso b), supposto possibile, la superficie F a  dovrebbe avere 
ire punti doppi, e contenere percib tre cubiche piane (razionali) passanti dop- 
piamente ciascuna per uno di questi punti; ne1 piano di ciascuna cubica do- 
vrebbe poi stare ancora un altro punto di quella superficie. Se dunque la su- 
perficie normale FS pub proiettarsi in S5 in modo da rappresentare un sistema 
di rette (3, 5) O (5, 3), la proiezione dovrà certamente farsi da un piano in- 
cidente secondo rette agli S, determinati da tre sue cubiche e rispettivamente 
da altrettanti suoi punti esterni a queste. Di  piani cos1 fatti ne esistono, e 
infiniti; perb, volendo noi che questo piano non incontri la  superficie Fa, biso- 
gnerà che quei tre punti stiano a due a due, qixindi tutti tre, sopra m a  stessa 
conica di quella superficie. Viceversa, proiettando l a  F S  normale di prima 
specie da  un piano cos1 scelto ('1, si ottiene unn F S  di S, con tre punti doppi, 
che sono tali rispettivamente anche per altrettante sue ciibiclie piane, ecc. ecc. 
e questa superficie si vede subito (ricorrendo per es. all'eriumerazione delle 
costanti) che sta certo in una quadrica di S, (e non degenere). Da cib si trae 
senz'altro che : 

Esiste zcna congruenxa (3, 5) ad es. di  genere uno, con 7 punti siîzgo- 
l a ~ i ,  che sono risyettivamente vertici di t ~ e  coni cubici raxionali e di  tre coni 
quadrici e centro di un fascio di raggi, e 2 piani si.izgolari, quello dei20 
stesso fascio e un altro che è sostegno di  un inviluppo di secorada classe. Da1 
vertice di uno qualunque dei sei coni esce ancora un raggio della congruenza 
che non appartiene alIo stesso cono; e il piano dell'inviluppo contiene ancora, 

(") Piano che si appoggeri alIe tre rette secondo cui quegli S, si segano a due a 
duc. E questa condizione sarà, in generale, anche sufficiente. 
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fuori di questo, ike raggi del sistema. La congruenza ha poi tre rette doppie, 
che sono tali rispettivamente per i suoi tre coni cubici; contiene una serie 
razionale cioî di rigate quadriche della quale fanno parte i suoi tre coni e 
l'inviluppo quadrico; ecc. ecc. 

Questa congruenza (3, 5) fu ottenuta slppunto dai sig.' SEC~RE e CASTEL- 
~ u o v o  (insienle ad altra che ritroveremo noi pure fra poco) corne proiezione 
di una varietà cubica di S, con 7 punti doppi. Sono di questa natura le due 
coiigruenze indicate da1 sig. CASTELNUOVO colle lettere A e B. 

37. Due parole infine su1 caso c). In questo caso (sempre supposto 
possibile) l'intersezione residua della quadrica Q colla varietà MS6 dovrebbe 
essere costituita da un gruppo di quattro piani incontrantisi tutti a due a due 
(in sei punti). Da cib, dato che la M,Qa qui una direttrice rettilinea, si 
twe facilmente che quei quattro piani devono essere segati in rette da uno 
stesso quinto piano, e che percib le loro sei intersezioiîi devorio stare anche 
tutte in quest'ultimo piano (ed essere vertici di un quadrilatero completo). 
Segue ancora da questo che la sestic,a doppia di M,"ovrà stare in uno 
spazio S, (incontrante la in una rjgata raziona,le del quinto ordine) e die 
i 6 punti doppi di F8 dovranno esser dati dalle intersezioni di questa stessa 
sestica con un certo piano del suo S,. E questo ci porta ancora a concludere 
clie la Fs normale si sarà dovuta proiettare da un piano contenuto nel17& di 
una  sua quintica razionale. - Viceversa, da un piano n cosi scelto questa 
superficie normale si proietta (in generale) in una F 8  di S5 che contiene una 
quintica piana razionale, ed ha per punti doppi gli stessi (sei) punti doppi di 
questa; ciascuno di questi punti è poi ancora doppio per una cubica piana 
contenuta nella superficie. Ogni quadrica passante per quest' ultirna contiene 
i piani di quelle 7 curve, e d'altra parte per i piani ad es. della quintica e 
di quattro fra le sei cubiche passa sempre una quadrica (e non degenere, se 
il piano x è stato scelto, dentro 1'8, della quintica, in modo generale); qua- 
drica che contiene tutta la superficie F s  (e quindi anche i piani delle rimanenti 
due cubiche). Ritroviamo cosi la notissima congmenxa (2 ,  ô), con 12 punti e 
un piano singotare, e con 6 ruggi doppi passanti per zcno stesso pudo (uertice 
d i  zclz cono quintico rsaxionale), ecc. ecc. (*) (**). 

(*) La stessa superficie yotrebbe naturalrnente rappresentare aiiclie la congruenza 
duale (6, Z)2 con sei raggi doppi contenuti in un medesirno piano. 

(**) Lo STURM ne1 suo ultimo lavoro già più volte cit. indica invece questa cori- 
gruenza col simbolo ( 2 ,  6), e riserva la notazione (2, 6)2 per l 'altrs congruenza di se- 
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38. Veniamo ora alle congruenze rappresentate da superficie F8 di 
seconda specie. - Queste superficie contengono, com'è noto, due serie razio- 
nali mi di coniche, per ciascuna delle quali i varii piani formano una MZ6;  
noi potremmo quindi ripetere per esse quanto già si è detto al n." 34 per 
le FE di prima specie, e applicsre a uno qualunque dei loro due sistemi di 
coniche quanto 11 si è veduto per l'unico sistenia che allora si aveva a con- 
siderare. Anche qui s'incontreranno gli stessi tre casi a ) ,  b ) ,  c); ma per le 
due ,M3G su cui sta una data FS dovrà sempre presentarsi Io stesso fra questi (*). 

Quanto al caso a), ci liniiteremo a dire che si pub ripetere ancora, con 
poche modificazioni, 10 stesso ragionamento già accennato al n." 35, e dedurne 
in eonsepenz'a che anche questa seconda superficie Fs pu6 rappresentare un 
sistema di rette (4, 4). La quadrica & conter& naturalmente quattro piani 
di ciascuna delle due M36; e ciascuno di questi otto piani seghera F in una 
conica. e in due punti ancora fuori di questa. Da cib si trae facilmente clie 
le due coppie di piani incidenti dell'una M,G contenute nella qiiadrica Q do- 
vranno tagliare in rette rispettivamente le due coppie analoghe dell'altra; O, 

più esattamente, due piani dell'una vaïietà (sempre fra quei certi quattro) i 
quali si incontrino segheranno bens'i in un punto unico due piani pure incidenti 
dell'altra, ma dovranno incontrare in rette i rimanenti due. Nessun altro piano 
di Q pub coiîtenere tutta una curva della superficie F 8  perché le curve di 
questa di ordine immediatamente superiore alle coniche sono di quarto ordine 
(e razionali) e non possono percib proiettarsi qui in curve piane (avendo la 
superficie soli due punti doppi). Dunque: 

Esiste un'altra congruenzu ( 4 ,  4 )  d i  genere uno con quativo punti e 
yuattro piani singolari, m.u nella quule questi punti e piaani sono tzrtti uer- 
tici O rispetttiuamente sostegfii d i  coni O ilzviluppi quadrici di  vette; a ciascun 

condo ordine e sesta  classe con sola superficie focale (quella clie è contenuta in un corn- 
plesso te traedrde) .  Prescindendo anche dalle ragioni che hanno indotto l'insigne scienziato 
a proporre questo cambiamento, B bene osservare che in questo modo le  congruenze (2,6),  
e (2, 6), verrebbero proprio a corrispondere alle due superficie (di ottavo ordine, a se- 
zioni ellittiche) di prima e seconda apecie (anzichè di seconda e prima; cfr. DEL PEZZO; 
loc. cit.); corrispondeiiza questa che è desiderabile avere, data specialmente l'intima con- 
nessione, l'assoluta ident i t i  anzi che esiste, almeno da un certo punto di vista, f r a  10 
studio delle congruenze di secondo ordine con sola superficie focale e quel10 delle super- 
ficie non rigate e razionali a sezioni ellittiche. 

(*) Una proprietà notevole e comune a tut te  l e  congruenze rappresentate da su- 
perficie di ottavo ordine di seconda specie è qiiella di contenere soltanto rigate (algebriche) 
di ordine pari. 
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punto O piano appartengono mcora due altri raggi della congruenza. Quest'ul- 
tima ha poi due rette doppie, che sono tali rispettivamente per due serie ra- 
zionali ooi di rigate qiiartiche (ciascuna delle quali ha a sua volta due diret- 
trici rettilinee doppie), e contiene anche due serie pure razionali e aoL di 
rigate quadriche, di ciascuna delle quali fanno parte due coni e due inviluppi 
(mentre i vertici degli altri due coni e i piani degli alt,ri due inviluppi ne sono 
rispettivamente punti hasi e piani tangenti fissi); i vertici dei coni di unn 
serie qualunque stanrio sull'intersezione dei piani dei due inviluppi dell'altra. 
- Le  direttrici delle rigate di una serie qualsiasi formano una seconda con- 
gruenza (4, 4) identica alla precedente e cogli stessi punti e piani singolari 
(ami cogli dessi coni e inviluppi); le due congruenze hanno pure a comune 
In superficie focale, che è di ottavo ordine e di ottava classe. 

39. Ne1 caso b), supposto possibile, la quadrica Q dovrh contenere di  
ciasouna delle due M3~passanti  per F S  (cfr. anche n." 36) un piano il qualc 
seghi questn superficie in una conica e in tre punti ancora fuori di questfi. 
Supponiamo dunque di aver proiettata la superficie (normale) 3'8 e le relative 
due M36 in uno spazio S,, per modo che un piano di una di queste due va- 
rietà contenga di F, oltre la relativa conica, trt? altri punti (*). Questo piano 
sarà segato in rette da tre piani determinati dell'altra M36; e per questi quat- 
tro piani e per un a h  qualunque di questa seconda M36 noi potremo semprc 
condurre una quadrica (in generale non degenere) che seglierà la stessa J&,6  

in una superficie di ottavo ordine a sezioni ellittiche e priva di rette, quindi 
di seconda specie. Questa superficie rappresenterà appunto un sistema di rette 
(3, 5 )  0 (5, 3). 

Sulla stessa superficie vi saranno due coniche (di sistema opposto) i cui 
piani oonterranno ciascmo tre altri punti di essa. L'S4 di questi due piani 
dovrà segare aacora F 8  in una quartica passante per quei sei punti; quar- 
tica che (corne si vede facilmente) non potrà spezzarsi in due coniche e sarh 
quindi certo una curva, piana, con tre punti doppi (che saranno tali anche 
per la superficie). Il piano di questa quartica conterrà ancora (fuori della 
curva) il punto comune a quelle due coniche, e segherà in rette i piani di 
queste. Concludiamo percib : 

Esists zsn'altra congrzlenxa (3, 5) di genere uno e con fre rette doppie, 

(*) E per questo basteru clie il piano da cui si é fatta la proiezione stin, in un Si 
coiitenente uns conica di FS stcssa e t re  altri punti di qiicsta superficie (clic siipponiaino 
scelti in modo generale). 
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in questo cuso concorrenti. Anch'essu ha 7 punti e 2 p i w i  singolari; questi 
ultinai contengono rispettivamente due invilzqyi quadrici di rette della con- 
gruenza; i 7 pud i  sono vertici ris~ettivalrlente di un cono quurtico razionale 
( le  cui generatrici doppie sono le stesse tre rette doppie della congruenxa) e 
d i  sei coni q u a d h ' .  Da ciascuno di questi punti singolari esce ancora, fuori 
del relat.ivo cono, un raggio della congruenza; in ciascuno dei due piani sin- 
golari ne stanno, fuori del relatiro inviluppo, altri ire. La congruenza contiene 
due serie razionali mi di rigate quadriche, ecc. ecc. 

Anche questa congruenza fu ottenuta dai sig.' SEGRE e CASTELNUOVO come 
proiezione di una varietà cubica di S, con 7 punti doppi (*). L a  superficie 
focale di questa congruenza (di sesto ordine e decima classe) è tale anche 
per due sistemi (3,  5 )  della prima specie (n." 36) costituiti rispettivamente 
dalle direttrici delle due serie cd di rigate quadriche poc'anzi nominate. I l  
sig. CASTELNUOVO osserva ancora che questa seconda congruenza (3, 5) è Cre- 
mo~aianu, e stabilisce fra i piani dei due inviluppi quadrici una corrispondenza 
birazionale del quinto ordine, in cui il vertice del con0 quartico è punto fon- 
damentale trip10 comune ai due piani, i vertici dei coni quadrici sono punti 
fondamentali doppi, e i tre punti fondamentali semplici sono in ciascun piano 
infinitamente vicini al punto triplo. 

40. Ne1 cas0 c) infine sappiamo già che la superficie F S  dovrebbe 
avere sei punti doppi. Supposto pertanto che questa superficie possa effettiva- 
mente rappresentare una congruenza (2, 6) O (6, 2), si consideri la quadrica 
(passante per essa) che rappresenterebbe l'insieme di tutte le rette di S,, e 
con questa il relativo S, tangente in uno di quei sei punti (P). Questo spazio 
segherà quella quadrica in un con0 che noi potremo considerare ad es. come 
Iuogo di una serie mi di piani appartenenti al sistema di quelli che segano F in 
soli due punti ; ed essendo il vertice P di questo con0 già'un punto doppio di F, 
è chiaro che uno qualunque di quei piani O non incontrerà più F medesima, O 

avrà comuni con essa infiiiiti punti. Ma quell' S, deve segare F in una curva, 
cornplessivamente, di ottavo ordine (contenuta in questo stesso cono); questa 
curva dovrà diinque spezzarsi in due O più parti, contenute rispettivamente in 
altrettanti di quei piani; e si vede facilmente che dovrb sempre spezzarsi in 

(*) Ora resta stabilito che le congruenze (3, 5) di genere uno rappresentabili su1 
piano possono presentare due e due soli &si diversi; quei casi appunto che furono otte- 
nuti e studiati dagli stessi sig.' SEGRE e CASTELNUOVO. 

Annali di Matenzatica, tom0 XXI. 25 
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due quartiche piane, razionali e irriduttibili, con tre punti doppi ciascuna (*). 
Uno di questi punti doppi dovrh cadere, tanto per l'una quanto per l ' a h ,  
in P stesso ("*); gli altri saranno poi anch'essi punti doppi di F, sicchè i piani 
delle due quartiche dovranno congiungere 10 stesso P rispettivamente a due 
altre coppie di tali punti, e ciascuna quartica dovrà passare doppiamente per 
i tre punti doppi di F che stanno ne1 suo piano. Da cib si trae facilmente 
che la superficie 3'8 di S5 conterrà 4 quartiche piane razionali, i cui piani 
s'incontreranno a due a due nei suoi sei punti doppi; e che ogni quartica dovrà 
passare doppiamente per quei tre fra questi punti che stanno ne1 suo piano. 
Per avere dunque una F s  (priva di rette) che rappresenti una congruenza (2, 6) 
O (6, 2), data la cosa come possibile, bisognerh certo proiettare la F 8  normale 
di seconda specie da un piano incidente alle 6 corde in cui si segano a due a 
due gli SA di 4 sue quartiche (piano che sarebbe appunto l'intersezione degli S7 
determinati da questi stessi S4 a due a due). 

Viceversa, cos1 facendo, si trûva precisamente una Fe di S5 con quattro 
quartiche piane e sei punti doppi nella posizione accennata di sopra. 1 piani 
di queste quattro curve stanno su ogni quadricn passante per F ;  e d'altra 
parte essi, cogli altri quattro che li segano a tre a tre in rette, costituiscono 
la varietà base di un sistema lineare oo2 di quadriche, ne1 quale (come si vede 
subito) vi è tutto un fascio (di caratteristica [(Il)  (11) (Il)]) passante per F. 
Dnnque : 

Esiste un'altra congvzbercxa (2 ,  6) di  genere uno, con sei rette doppie e 
12 punti singolari, che sono rispettivamente vertici di quattro coni quartici 
(razionali) e di otto coni quadrici. Questa cotzyruenzu è conte~zuta ilz uft conb- 
plesso tetraeclru2e, il cui tetraeclro fondamentale ha per vertici quelli stessi 
dei coni quartici e per spigoli le sei rette doppie; essa non contiene perh fasci 
di raggi (e non ha quindi piani singolari); ecc. ecc. 

Ritroviamo dunque la nota congruenza (2, 6), studiata dai sig.' KUMMER, 
REYE, STAHL, BERTINI, LORIA, e ultiinamente ancora da1 sig. STURM (cfr. anche 
la nota ultima al n." 37). 

(*) Un ragionamento analogo avrebbe potuto servirci aiiche per giungcre alla, prinia 
congruenza (2, 6) (cfr. n.O 37). Le considerazioni qui svolte sono, in parte almeno, la tra- 
duzione di quelle gia applicate da1 sig. K U ~ E R  (loc. cit.) ai sisterni di rette di secondo 
ordine. 

(**) Cib perché quelle due c i m e  dovrebbero tagliarsi in due punti, e d'altra parte 
il punto P é il solo che sia comune ai loro piani. 
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1 risultati principali che si sono otteiiuti in questo lavoro potrebbero dun- 
que riassumersi cosi : 

TI solo sistema (3, 3) (*) contenuto in un complesso lineare e non aventô 
infinite rette doppie è di genere quattro e risulta appunto dall'intersezione 
di  un complesso lineare con un complesso cubico. Le altre congruenze (3, 3) 
non aventi infinite rette doppie sono di genere r 2; la più generale fra esse 
è quella di ROCCELLA (di genere due) con 12 punti e 12  pia.ni singolari; m a  
cluesti punti e piani possono portarsi a 13, 14 O anche 15 ; ne1 secondo caso 
si ha la congruenza Cremoniann di HIRST; ne1 terzo cas0 si ha una partico- 
lare congruenza Cremoniana già considerata anche da1 ROCCELLA. 

1 sistemi di rette (ml 7 - m) non contenuti in complessi lineari speciali 
sono di genere 6 3. Quelli di genere Ire sono del tipo (3, 4) O (4, 3) e si 
possono sempre ottenere come intersezioni di due complessi quadratici (aventi 
una stella O un piano di rette a comune). Quelli di genere 'due sono pure di 
terzo ordine O terza classe, e in questa seconda ipotesi pub anche presentarsi 
il caso di una congruenza [(4, 3)] Cremoniuna. 

Prescindendo da1 sistema (4, 4) di genere nove che è intersezione gene- 
rale di un complesso lineare con un complesso di quarto grado, nessun'altra 
congruenza (m, 8 - m) non avente infinite rette doppie pub stare in un corn- 
plesso lineare non speciale. E di congruenze (ml 8 - nz) non contenute affatto 
in complessi lineari ne esistono solo per i generi non superiori a cinque. 

Unica congruenza (m., 8 - rn) di genere cinque è quella (4, 4), interse- 
zione generale di due complessi quadratici. 

Esistono congruenze (4, 4) e anche (3, 5) O (5,  3) di genere quattro; 
le prime sono contenute in complessi quadratici di caratteristica, ne1 caso più 
generale, [ ( l l )  (11) 11 j ; le altre in complessi tetraedrali (O in casi particolari 
di questi). Queste ultime sono sempre rappresentabili su1 piano, e appaiono 
(salvo errore) in particolar modo notevoli e interessanti. 

Di congruenze (m, 8 - m) di genere p .= 3 ne esistono pure, tanto per 
m = 4, quanto per m = 3 O 5. Ne1 primo cas0 la congruenza pub anche es- 
sere iperellittica. 

Gli stessi due casi possono presentsrsi per p = 2;  e se m = 5 la con- 

(*) Si trat ta sempre, ben inteso, di congruenze con sola superficie focale. 
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gruenza [(5, 3)] pub anche essere Cremoniana. Si ha cos) la congruenza de- 
terminata da due piani riferiti in una corrispondenza birazionale del terzo 
ordine, e messi nella posizione più generale. 

Infine per p = 1 abbiamo ritrovate le note congruenze di secondo ordine 
(O di seconda classe) con sola superficie focale, e quelIe di terzo ordine the 
i sjg.' SE~RE e CABTELNUOVO hanno ottenute corne proiezioni di opportune va- 
rietk cubiche di s,. Abbiamo anche osservato che queste ultime sono (con 
qualche restrizione) le più generali fra le congruenze (3, n)  di genere uno. 

Per nz + n = 8 abbiarno anche trovate due diverse congruenze (4, 4), 
sempre di genere uno, con quattro punti e quattro piani singolari ciascuna. 

Torino, febhraio 1593. 
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Sulle serie di potenze. 
(Estratto d'una lettera al prof. S.  Pincherle.) 

( D i  G. VIVANTI, a Mantova.) 

1. C ome Ella nota giustamente, tutte le serie da  me costruite hanno 
. raggio generulmen te nullo. L' esempio che segiie, benchè molto più generale, 
ha  coi precedenti questo di comune, che la discontinuità del raggio di con- 
vergenza ha  luogo precisamente in punti in cui questo diviene nullo. Esso 
consiste in una serie di potenze di x ,  i cui coefficienti sono funzioni anali- 
tiche di u esistenti soltanto in un certo campo (ne1 cerchio di raggio 1 col 
centro nell'origine), e che ha  la proprietà che il suo raggio di convergenza 
i: 2 1 per tutti i valori di u contenuti in quel cerchio, il contorno incluso, 
mentre per ogni altro valore di u deve ritenersi nullo, cessando d'esistere 
i coefficienti della serie. 

fi facile dirnostrare (reggasi una mia breve Nota nella Rivista di Mate- 
matz'ca, giugno-luglio 1893), che pub costruirsi in infiniti modi una serie di 

cc 

potenze Z; aiu' dotata delle seguenti proprietà : 
i=O 

a) Ëssa converge in tutto il cerchio d i  raggio 1, il co~itorno incluso. 
b) Il suo valore assoluto in quel cerchio, sempre compreso il contorno, 

h a  un limite superiore finito L. 
c )  La funzione analitica, di cui essa è un elemento, ha  sulla circon- 

ferenza di raggio 1 un insieme condensato di punti singolari, di guisa che 
tutti i punti della circonferenza sono punti singolari della funzione, e questa 
non è continuabile esteriormente. 

Costruiamo un'jnfinità di serie di ta1 natura: 

e sieno ZIh i limiti superiori corrispondenti. L a  serie: 
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esiste pei valori di u tali che lu]  ( - 1, ed ha per tutti questi valori raggi di 
convergenza non inferiori ad 1. 

2. Alla Sua domanda, se sia possibile costruire serie di potenze nventi 
raggio di convergenza non ;eneral&ente nul10 e discontinu0 G r  certi valori 
di u ,  deve rispondersi affermativamente. Lo prova il seguente esempio. 

Sieno : 
m Ca 

2 ai (u) zi, 2 bi (u) zi 
i=ù i=O 

due serie di potenze, e sieno i loro raggi di convergenza: 

Adottando il rnetodo grafico da  Lei proposto, le proiezioni su1 piano u 
delle linee d'intersezione delle superficie rappresentative di R, R' divideranno 
questo piano in regioni, in alcune delle quali (reg. ,4) è f(u.) < g(u),  mentre 
pelle altre (reg. B) è f(u)> g(u). Sia ora y(u) una funzioiie intera, soggetta 
alla sola condizione che alcuni dei suoi posti-zero ci, in numero finito od in- 
finito (per es. cl,, , ch, ,  . . .), cadano nell' interno delle 

ivrà  per raggio di convergenza f(u) xielle regioni 
g(u) in ogni altro punto. Adunque nei yunti ch,, 
scontinuità. 

Un  caso particolare semplicissimo è quel10 in 

regioni B. Allora la serie: 

A. e nei punti cl,, , cl,,, . . ., 
c h , ,  . . . avrà luogo una di- 

cui le a i ,  b; si riducono a 
costanti ed è R > R'. Allora nei punti c,  , c, , . . . il raggio di convergenza è R, 
in  ogni altro punto esso è R'. 

3. Finalmente Le  farb notare che possono effettivamente costruirsi serie 
di potenze i cui coefficienti sieno funzioni analitiche di u e il cui raggio di 
convergenza sia indipendente da u ossia costante. Per  es. la serie: 

ha raggio di convergenza 1 per tutti i valori di  u. 

Mantova, 21 giugno 1893. 
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Sulle evolute delle superfici i cui raggi 
principali di curvatura son legati dalla 
relazione 

e sulle loro flessioni. 

( D i  BENEDETTO CALO, a Pisa.) 

I N T R O D U Z I O N E .  

Resul ta  dai teoremi generaii suii'esistenza degli integraii dell'eyuazioni - - 

a derivate parziali del 2." ordine che: dssegnata la forma che deve wssumere 
una linea qualunque d i  unu data superjîcie, supposta flessibile ed inestendi- 
bile, dopo una fiessione della superyîcie stessa, la superyîcie deformata resta 
pienamente deterrrbinata, purchè per p e s t a  la lifiea assegnata non debba re- 
sdtare  linea assi!ntotica (*). 

L a  forma che si assegna per la linea deformata C' non è interamente 
arbitraria, perché, supposta possibile la deformazione richiesta della superficie 
data S nella S' per modo che C' sia la linea deformata di una certa linea C 
di S, per l'applicabilità di S su S' è stabilita fra C, C' una corrispondenza di 
punto a punto talé che in punti corrispondenti si hanno valori uguali dell'arco 
e di più la curvatura assoluta di C' é in ogni suo punto maggiore o eguale alla 
curvatura geodetica di C ne1 purito corrispondente cornputata in valore assoluto. 

Inversamente, se è possibile stabilire fra Cf, C' una corrispondenza tale 
che queste condizioni restino soddisfatte, si pub eseguire la deformazione ri- 

(*) DARBOUX: Théorie des surfaces. Pa r t e  III, libro VII, cap. V, 1890. - WEINGARTES: 
Ueber die Deformationen einel- biegsamen unausdehnba~-en Flache (Crelle, tom. 100). -- 
BIANCHI L.: Lezioni di  g e f f i t f - i a  differenziale tenute nella R. Università di Pisa negli 
m n i  Accad. 1891-1892, 1892-1893. 
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chiesta solo in due modi distinti; questo ha Iuogo perchè due sono i sistemi 
di normali alla Cf ciascuno dei quali si pub assumere come sistema delle 
norrnali ad una superficie deformata di S lungo C'; ed effettivamente ciascuna 
delle due superfici cos1 ottenute contiene C' come linea deformata di C (*). 

Corne cas0 particolare del teorema enunciato si ha il noto teorema di 
JELLET: Non si pub deformare per jîessioine continua una qualunqne super- 
ficie volefido the  tutti i punti di una sua liwa arbitraria, parché inon assin- 
totica, rimangano fissi. 

Trattandosi di una superficie a curvatura negativa, resta a considerare il 
cas0 che per semplice flessione di 8 si voglia ridurre una linea C data su S 
a linea assintotica per la superficie deformata Si, è chiaro che da questa con- 
dizione la forma della linea deformata C' resta pienamerite determinata, poi- 

l l l. chè se - 9 - sono le due curvature di C' in un suo punto qualunque e se - , 
P IT Ps 

K sono respettivamente la curvatura geodet,ica di C e la curvatura della su- 
perficie 9 ne1 punto corrispondente, dovremo avere: 

il problema: proposto presenta indeterminazione in quanto gli sviluppi in serie 
ehe dànno l'integrale delïeqnazione dell'applicabilità e da cui dovrebbe es$er 
definita la superficie deformata, sono in parte arbitrarii; quindi, ammettendo 
di poter dare alla parte arbitraria di questi sviluppi infinite determinazioni 
per modo che essi risultino convergenti, varrà il teoreina: È pussibile in in- 
finiti modc' deformare per semplice jlessione ufia superficie a curvatura nega- 
tiva .ira guisa cha una suu linea qualunpue si riduca assintotica per la su- 
perficie deformata. E come caso particolare : È possibila in in$niti >nodi Jlettere 
una superjcie a curvatura megativa in gzcz'sa che ulza sua lima assintotica 
~imcanga rigida durunte la fiessione (**). 

Verificare per una classe speciale di superfici a curvatura negativa fra 
loro applicabili tutti i teoremi sopra enunciati e dare le formole che risoivono 
i problemi di deformazione cor~ispondenti per questa classe di superfici, è Io 
scopcr del presente scritto. Una tale serifiea è stata fatta già da1 R A ~ A B O N I  (***) 
per la classe delle evolute delle superficie ad area minima, evolute che sono 

(*) Vedi BIANCHI, loc. cit. 
( x * )  Vedi DARBOUX, loc. cit. - WEINGABTEN, loc. cit. 

(a**) RAZZABONI A. : flulle flessioni cfell'evoiuta del catenoide (aiorn. di Battaglini, 1890). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



i cui raggi princ-aii di curuatuva soîe legati, ecc. 197 

tutte applicabili sull'evoluta del catenoide; ma queste superfici, essendo a cur- 
vatura positiva, non dànno modo di trattare i casi di deformazione concernenti 
le liriee assintotiche. 

Allo studio di questi casi si prestano l'evolute delle superfici i cui raggi 
principali di curvatura son legati dalla relazione 

queste evolute sodo tutte applicabili l ' m a  sull'altra e sopra una stessa super- 
ficie di rotazione a curvatura negativa (*); tutti i teoremi sopra enunciati si 
verificano per queste superfici assai semplicemente e tutti i problemi di defor- 
mazione relativi si riducono alle quadrature. 

Indicheremo per brevith con W le superfici che soddiafanno alla con- 
dizione 

e con S la  superficie di rotazione su cui sono applicabili tutte le loro evolute; 
e prenderemo corne punto di partenza Ia costruzione data da DARBOUX (**), 
colla quale si posson generare tutte le superficie applicabili su S e che con- 
siste in cib: Considerata una superficie di traslazione S, che abbia per curve 
di traslazione due curve Co, C", a torsione costante uguale e di segno con- 

1 1 trario respettivamente - , - - 
To 

e per ogni suo punto tirata la retta inter- 
To 

sezione dei due piani osculatori delle due curve di traslazione che passano per 
il punto stesso, s i  ottiene una congruenza e di rette norrnali ad-una stessa 
superficie TT, i cui raggi principali di curvatura soddisfaniio alla relazione (1); 
quindi nelle falde focali della congruenza r abbiamo delle superfici applica- 

. - 

bili su S; inversamente, ogni superficie applicabile su S si pub ottenere col10 
stesso processo, purchè siano scelte convenientemente le due curve di trasla- 
zione di S,, delle quali rimane arbitraria la flessione e la posizione reciproca 
nello spazio. 

(") Vedi BIANCHI L., loc. cit. 
("") Op. cit. P a r t e  III, libro VII, cap. IX; vedi anche BIANCHI L., IOC. cit. 

Annali di Matematica, tomo XXI. 36 
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Segue da questo metodo di generazione che, volendo determinarc una 
superficie applicabile su S la quale soddisfi a certe condizioni, basterh deter- 
minare due curve a torsione costante uguale e di segno contrario, respetti- 

1 , che abbiano inoltre proprieth dipendenti dalle condizioni vamente ,, - - 
1 O To 

imposte alla superficie: è seguendo questo principio che si posson risolvere 
come abbiamo accennato le questioni proposte nell' Introduzione. 

Sulle due falde focali della congruenza 2 costruita ne1 paragïafo prece- 
dente si corrispondono le linèe assintotiche e corrispondono al doppio sistema 
di linee di iraslazione di S,; S, é inoltre la superficie media di 2 (*). Rife- 
rendoci ad un sistema di assi cartesiani ortogonali, indichiamo con rOu, y,", 
zou le coordinate di un punto corrente sulla curva di traslazione Co, e con 
b,, = (COSA,, cosp,, COSY,) la sua binormale; siano poi xoV, y,", xov; b', = (cosi.',, 
cost*',, cos v',) gli elementi analoghi per l'altra curva C',; sin Po - (x,, y,, x,) 
un punto qualunque di So e Pi G (xi, y, ,  x,), P, - (x,, y,, x?) respettivamente 
i due punti corrispondenti a Po sulle due falde focali S,, 8,. Fer  Po condu- 
ciamo il piano Il, normale al raggio r di 2 che passa per Po e quindi unisce 
Pi, P,; II, conterrà le due direzioni b,, b', (vedi paragrafo precedente); fis- 
sato su ri, un certo senso come senso positivo degli angoli, indichiamo con o 
in grandezza e s e p 0  17ango10, compreso in grandezza fra O e n, di cui la 
direzione b, deve ruotare per sovrapporsi a bl0; prenderemo per direzione po- 
sitiva di r quella che ha i coseni 

1 1 coss, COS IL, , m=- 
Seni ( cos v f o  cos Aro 

1 due punti Pl, Pz 
zione r respettivamente 

si ottengono riportando a partire da Po sulla dire- 
e sull'opposta un segment0 eguale in grandezza e 

(") BIASCHI, loc. cit. 
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segno a T,seno, onde l'equazioni delle due falde SI, Se sono respettivarnente 

c0spo COSY, I 

xi = xo + To ( , ,  COS^'^ C O S V ' ~  
y , = y o f  TL? 

COS Y0 cosIo 

COS Y f o  COS IbtO 

C O ~ Y ~  COS Io 

cosu', COS;I'~ l 

X2 = XI, - To 

Si verifica inoltre facilmente che le normali ad S,, S2 respettivamente 
in due punti P,, P, corrispondenti, cioè situati su110 stesso raggio della con- 
gruenza 2,  sono parallele alle due bisettrici respettivamente interna ed esterna 
dell'angolo format0 ne1 corrispondente punto Po di So dalle direzioni pos i t i~e  
di bo, b',. 

L'elemento lineare della superficie di rotazione S su cui sono applicabili 
SI ,  S, è della forma seguente : 

COSA, cospo 

COS A', cos 1 

le linee o = cost." sono i paralleli e a è il parametro sopra introdotto; le linee 
f i  = cost." sono i meridiani e è la  longitudine. 

L a  curvatura Ti di S è data da  

se poi Y , ,  r, sono i raggi principali di curvatura di W computati positivi O 

negativi secondoché la direzione positiva scelta su r coincide con quella che 
da W va ai  respettivi centri di curvatura O coll'opposta, avremo (*): 

ri = To (G f seno), r, = TO(ü - sen O). ( 5 )  

(*) B ~ a x c a ~ ,  loc. cit. 
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Stabiliamo ora due formole di cui avremo bisogno in seguito. 
Consideriamo una superficie qualunque 2, e la sua complementare 8,  ri- 

spettv ad un sistema qualunque di geodetiche y scelto su 2,; L,, 2, siano 
cioè le due falde dell'evoluta di una certa superficie 2 ;  indichiamo con r , ,  r, 
i due raggi principali di curvatura di 2 computati secondo il solito in gran- 
dezza e segno; da 2, si otterrà l'evolvente Z riportando a partire da ciascun 
punto di 2, sopra la tangente alla geodetica g in una certa direzione r un 
segment0 eguale in grandezza e segno ad ri, mentre 8, si otterrà riportando 
nella stessa direzione un segment0 eguale in grandezza e segno ad ri - r,; 
su 2 ,  le traiettorie ortogonali delle g saranno le ri = ~ o s t . ~ ;  su1 piano tangente 
a Xi  fissiamo come senso positivo delle rotazioni quel10 percorso dalla dire- 
zione positiva h della tangente alla r ,  = costBe per sovrapporsi, attraversando 
l'angolo retto, alla djrezione r ;  finalmente sulla normale N a Z, fisseremo 
una direzione tale che la terna (h ,  r ,  N) sia direttamente congruente alla terna 
degli assi x, y, z. Cib posto, sia C una liiien qualunque di Z, e sia g, l'angolo 
di cui deve ruotare ne1 senso positivo su1 piano tangente la tangente a C per 
sovrapporsi alla direzione r .  Indicando allora con s l'arco di C contato a 
partire da un suo punto fisso, si ricava facilmente che lungo la linea C, r ,  
sarà una funzione di s che verifica la relazione 

1 Se indichiamo poi con - la flessione di C e con B l'angolo di cui deve 
P 

ruotare positivaments ne1 piano normale a C la normale principale di C per 
sovrapporsi alla normale N alla superficie ed esprimiamo analiticamente che 
in ciascun punto Pi di C la normale a 2,  è perpendicolare alla normale a 2, 
ne1 punto corrispondente P,, cosa che avviene, corne è noto, per tutte le 
coppie di punti corrispondenti di Z,, &, avremo l'altra formola 

di più, per il modo come è stato fissato l'angolo 8, si ha peï la curvatura 
geodetica di C, in grandezza e segno, 
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Ne1 caso della superficie S di cui ora trattiamo, O di una superficie ap- 
plicabile su S, valgono le formole (5) del $ 2, quindi, assumendo per geode- 
tiche y i meridiarii (O le linee deformate dei meridiani), le (l), (2) del para- 
grafo precedente assumono la forma 

Se la linea C è un'assintotica di 8, le formole che varranno lungo di 
essa saranno 

Se C è una geodetica di S, si ha sen8 = O e dalle (1) si ricava: 

G . 
sen -sen? = a (a = cost.' arbitraria). 

2 (3) 

Come si osserva facilmente, quest'equazione esprime il teorerna ben noto 
di CLAIRAUT relativo alle geodetiche di una superficie applicabile sopra una 

superficie di rotazione; infatti sen è proporzionale al raggio del parallelo 
2 

di S passante per ciascun punto di C (vedi fj 5). Per una geodetica reale dovrà 
essere a 5 1 in valore assoluto. 

Per farci un'idea della forma della superficie di rotazione S, poniamo 

sen: = k ,  ,8 = 2 u ,  e trasouriarno il fattore costante 16 Tu2 che resulta nel- 
2 

l'elemento ds2 dato dalla formola (3) del $ 2 ;  potremo allora scrivere: 

ds" (1 - k2)dk" + k Z d v z ,  

e cosi ci limiteremo a considerare una superficie simile a quella prirnitiva. 
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Questo elemento conviene alle superfici di rotazione che hanno la curva 
meridiana rappresentata dall' equazioni : 

p = m k, 2: =[\II - m2- lc2dk,  

essendo p la distanza dall'asse z di rotazione ed m una costante. Per m = 1 
2 0% 

quest'equazioni dànno x = -'- ossia una parabola immaginaria; supposto m=I= 1 
2 

ed eseguita la quadratura col porre: 

k 
- = senx, 

V l  - na2 
avremo : 

1 - m2 p = m \ I l - m 2 . s e n x ,  B=- 
2 (x + sen x cosx). (1) 

Si deduce da queste equazioni che la curva meridiana passa per l'origine 
delle coordinate O ,  e indicando con rp l'angolo che nell'origine la curva fa 

coll'asse x ,  abbiamo m .= sen?. Essa risulta d'in- ::.: finiti rami fra loro uguali; onde basterà conside- 
rarne uno, quello che si ottiene mentre x varia 
da O a 2n. 

La  curva partendo dall'origine coll'inclina- 
zione sull' asse x rimane concava verso l'asse p 
finchè 1' inclinazione sull' asse x non lia raggiunto - 
in P il valore i*, cib che nccade per 

2 

- 
- - - - -- - - - - L? crescendo ancora x da II a n ,  si genera un altro 

2 
pezzo della curva simmetrico del primo rispetto 
alla retta passante per P parallela all'asse p ;  cre- 
scendo ancora x da n a 2n, p diviene negativo 

O P mentre x cresce rimanendo positiva e la curva, 
dopo avere attraversato l'asse x ,  percorre un tratto identico a quello già 
percorso. 

.ic 3 x  5a 
1 punti per cui x = - , - - 7 .  . 

2 2 2  
sono punti di regresso per la curva 

meridiana, i quali generano paralleli di regresso della superficie di rotazione S. 
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Per  z = O, n, 2 n, . . . si hanno tanti flessi della curva, a cui corrispon- 
dono sulla superficie S altrettanti punti conici. Questa superficie ammette in- 
finite varietà per i varii valori che si possono attribuire ad r i z ,  ossia all'angolo 
finito (9; facendo tendere m al10 zero, la superficie tenderà a confondersi col- 
l'asse z. 

I l  primo problema di cui dobbiamo occuparci è il seguente: Determinave, 
se è possibile, la superficie S' deformata per semplice jessione della super- 
ficie S supposta fiessibile ed inestendibile, quando sia nota la linea C' defor- 
rnata d i  unu data Einea C d i  S e si supponga cite C' non clebha r isul ta~e 
assintotica per S'. 

Prendiamo su C' un certo punto come origine degli archi e stabiliamo 
fra i punti di C e di Cf una corrispondenza biunivoca per modo clie si cor- 
rispondano due punti quando corrispondono a valori uguali dell'arco. Supgo- 

1 niamo che in ogni punto di C' la sua prima curvatura -- sia superiore O 
P 

1 
,almeno uguale alla curvatura geodetica - di C lie1 punto corrispondente 

Pa . "  
presa in valore assoluto; e supponiamo noto l'angolo gi che in ogni suo punto 
la linea C fa coi meridiani della S e definito come è stato convenuto ne1 
§ 3; sia poi o quella funzione dell'arco s di C che già abbiamo considerato 
e che soddisfa alla prima delle relazioni (1) del $ 4; varrà inoltre la relazione 

la quale ci dard subito come funzione nota di S. Cih posto, potremo de- 
Ps 

terminare per ogni punto di C' un angolo û che verifichi la relazione 

Per  la  corrispondenza stabilita fra i punti di  C e C', l'arco di C' potrà 
ancora indicarsi con s e le quantità o, y ,  0 si potranno considerare funzioni 
di s note in tutti i punti di Cf. 

Conduciamo ora per ciascun punto PE (x, y, Z) di Cr m a  direzione N 
su1 piano normale a C' che faccia colla direzione positiva delln normale prin- 
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cipale a C r  l'angolo 8; per ogni punto P di C' conduciamo inoltre il piano II 
normale alla direzione N corrispondente; questo piano conterrà la tangente 
L a C', e un7altra direzione M perpendicolare alle direzioni L, N e uscente 
da P, tale che la terna (L, M, N )  sia direttamente congruente alla terna degli 
assi (x, y, 2); fissiarno come senso positivo degli angoli su n quello percorso 
da L per sovrapporsi ad M attraverso 17angolo retto. Per P su1 piano II trac- 
ciamo una direzione r tale che sia ? l'angolo di cui deve ruotare ne1 senso 
positivo la tangente L a C f  per sovrapporsi ad r ;  riportiamo ora a partire 
da P su questa direzione un segment0 eguale in grandezza e segno a l1,seno; 
giungeremo ad un punto Po r (xos, yuS, zos), che col variare di s descriver8 
una curva Cos. Per ogni punto Po di Co$ facciariio passare un piano IIo nor- 
niale ad r ;  su no tracciamo a partire da Po la direzione N' parallela ad N 
ed ugualmente diretta; fissiamo su ri0 come senso positivo degli angoli quello 
che per un osservatore disposto sulla direzione negativa di Y accade, come 
accade per un osservatore disposto sulla direzione positiva de117asse x la ro- 
tazione dell'asse x per sovrapporsi all'asse y attraversando l'angolo retto; cib 
posto, tracciamo su no a partire da Po due direzioni 

bo (cos 10, ~ O S ~ O ,  COSV~) ,  go = (cos A',, cosp',, cosv',), 

che abblano per bisettrice del loro angolo 1% direzione N r  e tali che l'angolo 
compreso in grandezza fra o e a di cui ho deve ruotare per sovrapporsi a bro 
sia eguale in grandezza e segno a a ;  eseguendo analiticamente le costruzioni 
indicate, è chiaro che giungeremo ad esprimere i coseni delle due direzioni 
b , ,  b', in funzione delle quantità note o ,  8 ,  p ,  ossia in funzione nota del- 
l'arco s di C'; di più i coseni della direzione Y saranno: 

cosp, cosv, COS Y, cos?,,, 
l = - -  , m=-- 

ed allora l'equazioni della curva Cos saranno: 

1 COS Y,  COS^., 1 
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Ora costruiamo due curve C',, C', a torsione costante uguale e contraria, 
1 1 

respettivamente - - -, ed aventi per binormali respettivamente b,, b',, di- 
To To 

rezioni che variano con s; I'equazioni delle due curve saranno respettivarnente: 

roU = To (cos uo dcosfro - cos p, d cos v,), S l 

you = T, [(cos 1, dcos vo - cos vo d cos no), I 
zoU =  cos . d cos ?., - cos 1, d cos P,), 1 

= - T~[(COS hto . d COS ;, - COS u', . a COS nto), (4) 

quindi le due curve saranno pienamente determinate a meno di una trasla- 
zione nello spazio; indichiamo con u l'arco di Co e con v quel10 di Cfo. 

Consideriamo la superficie di traslazione So generata dalla traslazione di 
una di queste due linee lungo I'altra; avremo per le coordinate x,, y,, x0 
di un suo punto generico Po l'espressioni: 

finchè u, v variano I'uno indipendentemente dall'altro, il punto Po descrive 
la  superficie 8,; ma se immaginiamo che zc, v variino col variare di s, il 
punto Po descriverà una certa l ima di 8,; questa linea, corne facilmente si 
verifica, è, a meno di traslazioni nello spazio, la curva Co"i equazioni (2). 
Applichiamo alla superficie So la solita costruzione di DARBOUX conducendo 
per ciascun punto di S, la retta intcrsezione dei piani osculatori delle due 
linee di traslazione che vi passano; la coiigruenza 2 di raggi cos; ottenuta 

d nnali di ïîfateinntica, toino XXI. 27 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



206 Cala: S d l e  evotute delle superfici 

sarà (vedi 8 1) normale ad una superficie W, i cui raggi principali di cur- 
vatura son legati dalla relazione 

una delle falde focali, ohe indicheremo con S', avrà l'eqiiazioni: 

cosp, 
*., = ?, + T. 1 C0s20 

COS ;lr,  COS^'^ l 
(dove ora u,  v variano l'uno indipendentemente dall'altro) e sarà applioabile 
su S; di più per il modo come abbiamo determinato le due linee Co, Cf,, essa 
conterrà evidentemente la curva Cf; resta ora da mostrare che esiste una fles- 
sione di S in S' tale che la curva C deformandosi si distende sulla C'; cib 
si verifica subito, poichè le due superficie S, S' sono applicabili l'una sull'altra 
in mi modi e per ognuna di queste applicazioni le linee o = c o ~ t . ~ ,  ossia i 
paralleli di S, si distendono sulle linee O = ~ o s t . ~  di 8 ' ;  di pi& fra le due 
curve C ,  C', per la costruzione eseguita, si trova già stabilita una corrispon- 
denza di punto a punto tale che in punti corrispondenti si hanno valori uguali 
per ciascuna delle quantità s ,  o,  y ;  ne segue che una volta fissato che dopo 
l'applicazione di S su Sr un punto di C cada su1 corrispondente di C', la 
linea C si distenderà su C'. Cos1 è dimostrata la possibilità della deforma- 
zione riohiesta; e poichè e è stato determinato solo a mezzo del suo seno, 
resulta pure che due sono le deformazioni di S che verificano le condizioni 
imposte; in pari tempo le formole (6) ci dànno per sole quadrature le coor- 
dinate dei punti della superficie deformata. 

Occupiamoci ora del problema seguente: 
Supposto di considerare sopra una superficie S, applicabile su S una 

linea assintotica C, vogliamo vedere se è possibile deformare per semplice 
flessione la Si mantenendo rigida la linea C. Percib osserviamo che costruita 
la congruenza 2 formata dalle tangenti alle geodetiche g di S, deformate dei 
meridiani di S e determinata la superficie media S,, alla linea C di Si cor- 
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1 risponderà in S, una linea Co a torsione costante -, clie sarà una delle To 
linee di traslazione di So e sarà ottenuta dalla linea C riportando a partire 
dai punti di C sulle tangenti alle geodetiche g in una determinata direzione 
dei segmenti eguali in grandezza e segno a T,sena, essendo u la solita fun- 
zione dell'arco s di C che più volte abbiamo considerato; quindi se ricor- 
diamo che per una flessione di 8, la quantità rirnane sempre la stessa fun- 
zione dell'arco s di C ,  e 10 stesso avviene per l'angolo rp che C fa c ~ l l e  
geodetiche g di S,, avremo che, supposto possibile di flettere la S, mante- 
nendo rigida la C, durante una tale flessione della S, anche la S, si defor- 
merà, ma la linea Co dovrà mantenersi rigida; l'altra curva C', di traslazione 
per S,, si deformerà soddisfacendo in ogni suo stato alle due condizioni se- 
guenti: 1.' di avere la torsilne eguale e contraria a quella di Co; 2." che ne1 
punto Po in cui incontra Co abbia per la binormale una direzione fissa. 

Malgrado queste condizioni, è chiaro che la curva Cro potrà subire delle 
mutazioni, sia di forma, non essendo imposta per la sua prima curvatura 
restrizione alcuna, sia di posizione, essendo permessa unlt sua rotazione in- 
torno alla binormale ne1 punto Po. 

D'altra parte, se, rimanendo fissa la curva Co, immaginiamo che la Cro 
si deformi in modo arbitrario, pur soddisfacendo sempre alle due condizioni 
sopra indicate, e, costruita per ogni stato della Cfo la superficie S, di trasla- 
zione che ha le due curve Co, C', per curve di traslazione, se ne deduciamo 
colla solita costruzione di DARBOUX la congruenza 2 che ha per raggi le inter- 
sezioni dei piani osculatori delle due linee di traslazione passanti per ciasciin 
punto di So, la congruenza ottenuta sarà una congruenza normale ad una 
superficie W i cui raggi principali di curvatura r , ,  r ,  son legati dalla relazione 

ri - r 2  = 2 T, sen r i A ~ )  - y 

e ciascuna falda Si, S', della superficie focale è applicabile su S ;  di più, per 
le condizioni imposte alle linee di traslazione di S,, una delle falde focali, 
per es. Si, contiene la curva C come assintotica; si hanno cosi infinite su- 
perfici aventi le curva C come assintotica comune ed applicabili l'una sul- 
l'altra e sulla superficie S in un numero mi di modi; vogliamo dimostrare 
che fra le ciol applicabilità di due qualunque di queste superficie fra loro ve 
n'è sempre una per cui la linea assintotica C corrisponde a sè stessa. Ed 
infatti, considerate due superficie distinte applicabili su S aventi a comune 
l'assintotica C e corrjspondenti a due diversi stati di Cro, nell'applicarsi del- 
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1' una sull' altra le linee a = coske, deformate dei paralleli dell' una, si andranno 
a distendere sulle linee D = cost.", deformate dei paralleli dell'altra; e chia- 
ramente si corrisponderanno le coppie di linee o = cost." uscenti da ciascun 
punto P di C, poichè lungo ciascuna di esse o avrà quel valore che ha  in P; 
quindi fissato che nell'applicabilità un punto P di C dehba corrispondere a 
sè stesso, tutti gli altri punti di C corrisponderanno a sè stessi; onde corri- 
spondentemente alla deformazione continua della curvn C', si ottiene una fles- 
fiione continua della superficie Si per modo clie la  linea assintotica C rimarrh 
rigida; possiamo dunque enunciare il seguente: 

Teorema. - S i  pub in i n j n i t i  modi defornzare per semplice flessione 
uiza superjcie applicabile sopra una superjcie d i  rotaxione d i  eletnento lineare 

quando s i  ponga lu condixione che unu data. linea assitttotica debba ntulzte- 
nersi riyida durante la deformazione -. 

Tutte queste deformazioni dipendono da una funzione arbitraria, la fles- 
sione della curva C',; se osserviamo inoltre che le curve a torsione costante 
sono note mediante sole quadrature, possiamo ancora aggiungere chs tutte le 
superfici defortnute s i  possono ottenere con sole qz~adruture. 

Dalle considerazioni del paragrafo precedente resulta clie se C è una 
linea assintotica di una superficie applicabile su S, essa è assintotica d'infi- 
nite altre superfici applicabili su S; ma ara possiamo domandarci: Data unu 
Eirtea C ad arbitrio, è possibile fur passare per essa delle supe$ci ayplicabili 
su S e che abbinno C per linea assintotica? Abbiaino già trovato corne con- 

1 1  dizione necessaria perchè cià si verifichi la seguente: chiamando -, s re- 
P T  

spettivamente la l.a e 2.& curvatura e l'arco di C, devono coesistere le tre 
relazioni (vedi 5 4): 

1 I 1 

d~ T0(1 + cosu) - + cosy = O ,  
d s  
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le quali portano, per eliminazione delle funzioni 1 ,  a ,  ad una relazione dif- 
ferenziale fra p ,  T della forma: 

Ora inversamente dimostriamo che questa condizione è anche sufficiente, 
per modo che se la linea C soddisfa alla relazione (2), per essa si possono 
far passare infinite superficie applicatdi su S che la contengano come linea 
assintotica. 

Supposto che la (2) sia identicamente soddisfatta dalla curva Cl potremo 
determinare due funzioni y, o che soddisfino all' equazioni (l), nell'ultima 
delle quali possiamo limitarci a considerare il segno pi&, poichè per passare 
all'altro cas0 basta mutare rf in - y. 

Chiamialno a, P ,  7; [, 0, <; A ,  p l  u respettivamente gli angoli della 
tangente, normale principale e binormale di C cogli assi; per ogni piinto 
P = ( x ,  y, z) di C conduciamo su1 piano osculatore di C una direzione r 
tale che sia y l'angolo di cui deve ruotare ne1 senso positivo la tangente n C 
per sovrapporsi alla direzione r (prenderemo come senso positivo degli angoli 
su il quel10 in cui ruota la tangente a C per sovrapporsi alla normale prin- 
cipale attraversando l'angolo retto); riportiamo a partire da P su questa dire- 
zione un segment0 eguale in grandezza e segno a T,sena; giungeremo ad un 
punto Po r (x,~, you, x,") che col variare di s descriverii una certa c u v a  Co. 
Per  ogni punto Po di Co facciamo passare un piano no normale ad r ;  su no 
tracciamo a partire da Po la djrezione AT' parallela alla binormale di C in P, 
e altre due direzioni: 

b, = (cos h o ,  cosy,, cosv,), O', (cos l',, cosp',, cos v',), 

che abbiano per bisettrice del loro angolo In direzione N' e tali che uno dcgli 
angoli di cui b, deve ruotare per sovrapporsi a b', sia egiiale in graiidezza e 
segno a 5; avendo fissato su rz, il senso positivo degli angoli in guisa che i 
coseni della direzione 7. siano espressi come segue: 

1 1 = - -  
sen o 

cosp, COSYo ' COS Y, cos),, 
m=-- 

cosI', COS vJ0 1 
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cib posto, l'equazioni della curva Co saranno: 

inoltre avremo per i coseni direttori di b,, b', respettivamente: 

C0Spo COSV0 

c 0 s i o   COSY'^ 

Q 
cosp, =cos- cosp f seno(sen(p 6 cosp - cosp.  cos?), 

2 2 

C C 
COSY, = COS- COSU + s e n -  (sen?.  cosy - cosy.  cos<), 

2 2 I 

, yo" = y - To 

r 

cos pro = cos f cosp - sen (sen y cos - cos p - cos n) , 
2 a 

COSYo COS Ibo 

Zou = z - To 

G r; 
COSY', = COS COSY - sen (sen (p cos y - cos rf cos 6).  2 2 1 

cos).,, cosp, 

cos IL'o cos I 

Ora dimostriarno: 1.' che la direzione b', di coseni (5) è costante per 
1 tutti i punti di C , ;  2." che la curva Co è una curva a torsione costante - 
To 

Per  verificare la prima di  queste proprietà, basterà dimostrare che, per 
una variazione infinitesima del parametro s,  si ha: 

d COS 1'0 d cos p'o -- d cos v'o 
= O ,  - O, -- 

d s 
- o. 

ds d s  (6) 

Eseguendo le derivazioni col tener coiito delle (5) e ricordando poi che 
si hanno le identità (l), avremo che le relazioni precedenti sono verificate, 
purchè dalla prima delle (1) si esiragga la radice ne1 seguente modo: 

quindi b', é una direzione costante Iungo Co. 
Per  dimostrare la seconda proprietà, consideriamo la curva a torsione 
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1 costante - che ha  per equazioni: 
To 

(cos v, dcosp, - cos[*, d  COSY^) , 

(COS A. . dcos uo - cos v, . d cos ho), 

Co = To (cos . d cos 1, - cos Ào d cosp,), J 
e dimostriamo che questa coincide, a meno di traslazioni ne110 spazio, colla 
curva Co di equazioni (3); percib basterà dimostrare che per uns variazione 
di s si ha: 

dx,"=dEo, d y o u = d v i o ,  dxo"=dc, ,  

le quali relazioni, come facilmente si vede tenendo conto delle (3)) (4), (5) ,  
(6 ) ,  (7), sono altrettante identità, se è verificata la relazione: 

che per ipotesi è un'identità; onde resta dimostrato che Co è una curva a 
1 torsione costante - . 

To 
Cib posto, consideriamo la superficie di traslazione So che ha per linee 

di traslazione la  linea Co ed una. linea Cro a torsione costante uguale e con- 
traria a quella di Co, ed in tale posizione che ne1 punto d'incontro con Co 
abbia b', per direzione della binormale; costruiamo poi col processo di DARBOUX 
la congruenza di raggi 8; una delle falde focali, che indicheremo con S',  
avrà 1' equazioni : 

e sarà applicabile su S; di più, per il modo come abbiamo determinato le 
due linee Co, Cro,  essa conterrà evidentemente la curva C come assintotica; 
e CO& resta dimostrato il teorema enunciato; di più dalla formola: 

' COSYo cos A. 
y i  = I/O + T. 1 cos x, = x, + To 

C0Spo cosv, 

COS pf0 COS vt0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



212 C a l ? :  Salle evoiufe delle superfici 

si deduce che ai due sistemi di linee a torsions costante su S, corrispondono 
anche per i l  segno della torsione i due sistemi di linee assintotiche su S r ;  
abbiamo ancora che una superficie applicabile su S è jndividuata da due linee 
assintotiche uscenti da un suo punto, osaia appartenenti a sistema diverso; 
infatti CO& rimane individuata la superficie media della congruenza 2 corri- 
spondente. 

Rirnane da considerare la questione seguente: È possibile deforniare per 
semplice fiessione l a  superficie S, in guisu che la linea C' defornzata d i  una 
sua curva C qualunque r i su l t i  assilztotica per la  superficie deformata? 

Già nell'Introduzione abbiamo osservato che la forma della linea defor- 
mata C' rimane pienamente individuata da questa condizione; resta ora da 
verificare la possibilità della deformazione richieeta. Percib supponiamo noto 
l'angolo cp che in ogni suo punto la linea C fa coi meridiani della S e de- 
finito in grandezza e segno corne è stato convenuto ne1 $ 3; sia poi o la solita 

1 funzione dell'arco s di C, ed - la curvatura geodetica di C; avremo allora 
Pg 

le due relazioni: 
d~ To(l + coso) - $ cosy = 0 ,  
ds  ! 

Ora, per ipotesi, è possibile stabilire fra le due curve C ,  C'  una corri- 
spondenza di punto a punto per modo che a punti corrispondenti spettino 

1 1  valori uguali dell'arco, e, chiamando - - le curvatixre prima e seconda 

di C, sian verificate le relazioni: 
e T 

l'arco di C' potrà, come l'arco di C,  indicarsi con s,  e le quantità 0, y si 
potranno considerare funzioni di  s note in tutti i punti di C', fra le quali, a 
causa delle (1), (2), dovranno coesistere le relazioni: 
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vi saranno quindi (vedi $ 8) infinite superfici applicabili su S ed aventi Cr  per 
assintotica unita; di più, con un ragionamento simile a quel10 fatto riei §$ 6, 7, 
si riconosce che ciascuna di queste superfici pub esser considerata conie otte- 
nuta da ma deformazione della S per modo che la linea C sia venuta a di- 
stendersi sulla Cf;  cosi resta verificato il teorema enunciat,~ nell'Introduzione; 
di più per le superficie considerate le deformazioni .richieste si attuano con 
sole quadrature. 

Corne applicazione dei resultati precedenti si voglia deformare la super- 
ficie S in guisa che una sua linea geodetica C ,  che non sia per ora un me- 
ridiano, si rettificl-ii e divenga precisamente l'asse x .  

Questa deformazione,' se è possibile, è una di quelle che trasformano una 
linea C di S in una linea C' assintotica per la superficie deformata; è quindi 
necessario e sufficiente per la sua possibilità (vedi paragrafo precedente) che, 

1 1  1 essendo - - le due curvriture prima e seconda di C ,  - la curvatura geo- 
P T P9 

tletica di G e a la solita funzione dell'arco s di C, si possa stabilire fra C, 
C' una corrispondenza di punto a punto, in modo che in due puilti corri- 
spondenti si abbia Io stesso valore dell'arco e di più sia: 

1 1  - '.= -, 1 - - -- 1 .  
? PS 6 '' 4 TO cos' - 

2 
1 ne1 caso nostro - = 0, perchè Cf è una geodetica; e la linea Cf, essendo 
Ps 

una retta, darà: 
1 1 - = indeterminata; - = O ,  T 
P 

dunque la-prima delle dile relazioni precedenti è sempre identicamente sod- 
Annali di Malematica, tomo XXI. 28 
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disfat.ta; in quanto d l a  seconda osserviamo che, essendo la torsione di C' in- 
1 deterininata, possiamo convenire di attribuirle il ralore 9 assumendo 

4 To cose - 
2 

un determinato sistema di piani passanti per x corne piani osculatori di x nei 
varii suoi punti; dunque la deformazione richiesta si potrà eseguire in infiniti 
modi. 

Ora, essendo C una geodeticn di S, lungo di essa avrà luogo la relazione: 

ir 
sen -sen? = a ,  

2 (1) 

essendo a una certa costante (vedi $ 4); inoltre avremo lungo Cr: 

x - O ,  y = O ,  COSU = COSB = O ,  cosy = 1, cost  - COSY = O \ 

quindi le (4), ( 5 )  del 5 8 ci d h n o :  

'j cj  

cosIo == COS - cos1 - sen - cosrfcos[, 
2 2 

G G 
 COS^, = COS -  COS^ - sen - cosy cos?, 

2 2 .  

G a 
coshro = cos-cosh $sen-  cosycos[, 

2 2 

ci ir 
cospro = COS - cosp + sen C O S < P C ~ S * ,  

2 

G 
COS ut, = - sen - sen rf ; 2 

quindi I'equslzioni : 

1 - ove per cos Io, cosF,, COS v, ; COS A ' ~ ,  COS? , , COS uto -si pongano 1' espressioni pre- 

yOu = - T, COS vo COS Ibo 

COS Y', ~ 0 ~ 1 . ' ~  

cosho cospo 

COB COS p.', 1 
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1 
cedenti, rappresenteranno la linea Co a torsione costante corrispondente 

10 
a G' nella superficie media 8, della congruenza Z cbe si tratta di costruire 
per avere l a  deformata richiesta della 8; lungo la linea C,, le formole (3) 
daranno i coseni direttori delIa binormale a Co e le  (4) i coseni di una dire- 
zione fissa; ora dall'ultima delle (3), tenendo conto della (1) si ha cosv, = a ,  
da cui risulta che Co è un'elica cilindrica, e poichè è a torsione costante, 
sarà un'elica circolare coll'asse pzrallelo all'asse x ,  quindi potremo scrivere 
le sue equazioni sotto la forma: 

essendo w un parametro variabile, r il raggio dell'elica ed a ,  6, m delle CO- 

stanti. Avremo per I' arco di quest' elica I' espressione : 

e potremo scegliere il segno superiore fissando che zl cresca con o; allora 
avrerno corne coseni direttori della binormale a Co 

m sen w - ~ C O S O  Y  COS^,= -3 cos,uo= -, COS v o  = i r e  + me \Il" t2 \ /pz  $- m 2  
(7) 

e corne torsione di C', 
. -  . . .  

1 -- --- m .  
. . Te 1'2 + ma ' 

quindi, ricordando che COSU,.= a ,  potremo dalle due relazioni 

determinare r ed m ;  avremo: . . 

r = T o ~ ( l ,  m.=-- T,, (1 - az) ; (9) 

restano ora da determinare le altre costanti u ,  b ,  cosÀ1,, v os^'^, ~ O S V ' ~ ;  in- 
tanto dall'ultima delle (4) ahbiamo: 

inoltre osserviamo che l'equazioni ( 5 )  devono coincidere colle (6h quindi, te- 
nendo conto delle (7), (IO), dovremo avere, qualunque sia w, 

r m sen o 
b + r s e n o  = - To ,wivr. + m. + cosl~o) ; 
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ne seguono le relazioni: 

quadrando e sommando queste relazioni, col tener 'conto che 

abbiamo : To? r2 mZ a2 + 6 %  =.-- 
(r* -+ me)$ ' 

ossia, per la prima delle (€9, 
a2 + 6 2  = Y S ;  

ne concludiamo che il cilindro conteiiente l'elica Co deve avere per un% delle 
sue generatrici l'asse x; dunque, supponendo per sempiicità che l'asse del- 
l'elica sia situato su1 piano xz, avremo u = ?., b = O e potremo scrivero 
l'equazione dell'elica stessa ne1 modo seguente: 

x O u = r ( l + c o ~ w ) ,  yoU=rsenw,  ' ~ ; ~ = ? n w ,  (12) 
di più le (12) ci daranno subito i valori di cosl',, cosp',; avrerno, cioè, 

coSi la curva Co risulta perfettarnente determinata; l'altra curva C', di tra- 
1 slazione per So e a torsione costante - -, resterà arbitrarja di forma essendo 
To 

arbitraria la sua flessione, ed in quanto alla sua posizione' rispetto alla Co 
liaderà che lungo la Co la direzione fissa della binormale a Cro abbia per 
c,oseni direttori 1' espressioni (1 3). 

Supposto dunque di scegliere per Cfo una curva che verifichi queste con- 
dizioni e applicata la costruzione di DARBOUX alla superficie di traslazicme S, 
che vi corrisponde, una delle falde focali della congruenza 2 ottenuta, cioè 
quella che ha per equazioni: -mcosw T 

xi = r.(l + COSW) + xOv + To 
I cos v ' ,  

1' 9n sen o 
1- - 

y ,  =rseuw + gov -/- !i', \irP + m2 \ Ir2+mP , 
cos Y', COS A I ,  

-- - 
\lys + ?fi0 q r 2  + mz , 
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conterrà la retta x come linea deformata della geodetica C di S; avendo in- 
dicato con xov, yov, zov le coordinate di un punto corrente su e con cosh',, 

cosv', i coseni direttori della sua binormale. 
Vogliamo ora determinare la forma della curva assintotica C" che cor- 

risponde ne117altra falda focale SI di 2 alla geodetica rettificata di s,; essa 
sarà data immediatamente dalle formole: 

cosp, COSYo COSV, COSÀ, i2 = xOu- T0 
cosI*',, COS v ' ,  

I 
COSY 0 cosx, / ' 

ove si sostituiscano i valori dati dalle formole (7), (12), (13); abbiamo allora, 
tenendo conto della prima delle (8), 

xz = 2 r ( l  + cosw), y, = 2 ~ s e n w ,  x, = wz(w - senw). (14) 

Questa è ancora una curva tracciata sopra un cilindro circolare I" avente 
I'asse x come una delle sue generatrici, che indichercmo con g; lungu l'asse x 
questo cilindro tocca 17altro cilindro r su cui è 
raggio doppio; se indichiamo con 7 l'angolo che  
avremo : 

descritta l'elica Co ed è di 
fa C i  colle generatrici di r', 

onde la curva taglia ortogonalmente le generatrici stesse nei piinti di C'' si- 
tuati sulla generatrice g' opposta a g ;  e 17angolo 7 é minimo in grandezza 
nei punti in cui C" incontra l a  geiieratrice g ;  variando w da 0 a 2ir, da 
2 n  a 4 n , .  . . , la curva Cf' si avvolge in infiniti giri attorno al cilindro r'. 

Supponiamo ora. che la seconda falda S2 sia di rotazione intorno all'asse x ;  
in ta1 caso la. prima falda Si si troverb ridotta, come cas0 limite, all'asse di 
rotazione z e la superficie media So dovrà essa pure essere una superficie di 
rotazione col10 stesso asse. Deducendo dunque dalla S, la congruenza 2 colla 
solita costruzione di DARBOUX, ad ogni linea di Sa dovrà corrispondere nella 
falda 8, della superficie focale una linea retta; in particolare cib accadrh per 
le linee di traslazione di S,; ne segue, per quanto abbiamo trovato preceden- 
temente, che queste due linee Co, Cf0 devono essere due elic,he circolari a tor- 
sione uguale e contraria aventi ciascuna in ogni sua posizione l'asse x coine 
generatrice del cilindro che la contiene; la superficie S, si potrà dunque con- 
siderare come ottenuta, sia dalla rotazione di una delle due eliche intorno alla 
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generatrjce x del cilindro che la contiene, sia dalla traslazione della stessa 
elica h g o  l'altra; le due eliche dovranno dunque essere del10 stesso raggio. 

Il risultato ora ottenuto rispetto alla superficie So è un cas0 particolare 
del resultato ottenuto da Voss (*) per la classe di superfici aventi la doppia 
proprieth di essere superfici di rotazione e di trnslazione insierne; Voss ha 
trovato che tutte queste superfici resultano sia dalla rotazione di un'elica cir- 
colare attorno ad un asse parallelo al suo, sia dalla traslazione della stessa 
elica lungo un'altra elioa circolare. 

Se prendiamo come una delle due eliche di traslazione di So quella rap- 
presentata dall'equazione (12), l'altra elica potrà rappresentarsi coll'equazioni: 

xOv = - r (1 + cos o'), yOv = r sen w', xov = m w', (15) 

immaginandola in posizione simmetrica alla curva Co rispetto al piano y x ;  
essa avrà per coseni direttori della binormale 

e incontrerà Co nell'origine per or = w = z ;  onde, se vogliamo che in questo 
punto i coseni direttori della sua binormale coincidano con quelli dati dalle 
(13), dovremo scegliere i segni superiori e scrivere: 

1~ sen o' nt cos o' 
cosÀ', = 9 COS,& = - >  COS^'^ - - , 

V t - 2  + m2 \Ir( + r n ~  
(16) 

V r " ln0 

Se nelle formole: 

X* = xoU + xov - 1, / 
j  COS^'^ COSY', 

che dànno la falda S2, sostituiamg i valori dati dalle formole (71, (12), (15), 
(16), avremo: 

x2 = 2 r (cos w - cos a'), 

y, = 2r(seno +senwr), I 
I z2 = m j ( w f  w')+sen(wf w')1, , 

1 y, = I O u  + yov - T O  

(*) Mathematische Annalen, tom. 19, pag. 11-15. 

COSY, COSÀ, 

~ 0 8 v ' ~  COSÀ', 

zo == 20" $ zoo - T, 
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le quali saranno l'equazioni della superficie di rotazione S,, che abbiamo 
sempre chiamato con S, riferita al doppio sistema delle linee assintotiche; 
prendendo come linee coordinate i meridiani q =. c o ~ t . ~  e i paralleli p = cost.", 
l'equazioni di S saranno: 

y, = 4r senp .  cosq, 

x2 = 2 w ( p  + senp COSP), i 
che avrernmo potuto ricavare anche dalle formole (1) del $ 5. . . 

In  questa superficie le linee assintotiche son curve tracciate su cilindri 
circolari contenenti l'asse di rotazione di S come gener~trice e che toccano 
i paralleli di regresso della superficie; cib si verifica subito osservanda che S 
pub considerarsi ottenuta dalla rotazione della curva Cr' di equazioni (14) in-  
torno alla generatrice g, asse di rotazione di S ;  i punti di C" situati sulla 
generatrice y' generano i paralleli di regresso della S, mentre i punti di C" 
situati sulla generatrice y rimangono fissi e sono i punti conici di  S; l'altro 
sistema di assintotiche sarà generato dalla rotazione intorno all'asse z della 
curva simmetrica della (14) rispetto al piano yx. 

Si voglia ora deformare la S in modo che un suo meridiano C Nsulti 
rettificato nella superficie deformata; anche questa deformazione sark una di 
quelle che trasformano una linea C di S in una linea C' nssintotica per la 
superficie deformata, e col10 'stesso ragionamento gih fatto ne1 cas0 precedente 
troveremo che tale deformazione è possibile in infiniti modi. 

Ne1 caso che trattiairio si osserva subito che siipposta effettuata la defor- 
mazione richiesta di S in S', la curva Co corrispondente a Cr sulla superficie 
media S, sarg la stessa retta C ' ;  ora la torsione di una retta è irideterminata 
e come già abbiamo osservato possiamo fissare per essa quel valore che pib 
ci piace, ossia possiamo fissare a nostro arhitrio un sistema di piani passanti 
per la retta, i quali rappresentino i piani osculatori nei varii punti della retta; 
ne1 caso nostro dovremo quindi concepire la retta C',, in quanto è una curva 
di tra&izione della superficie media S,, corne una curva a torsione costante 

1 = - e quindi il sistema di piani osculatori sarà ottenuto da1 ruotare di un 
To 
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piano Ii intorno a Co in modo da fare sempre con un piano fisso ilo passante 
per la retta un angolo proporzionale alla distanza del punto P di Co, a cui 
corrisponde II corne piano osculatore di Co, da1 punto Po corrispondente a II,; 
il sistema delle normali a questi piani ri nei punti. corrispondenti P di Co, 
prese in un certo senso, sarà il sistema delle binormali alla retta Co intesn 
come una curvft gobba. 

Segue da tutto cib che la superficie media S, dovrà ridursi ad una su- 
1 perficie cilindrica, di cui tiitte le curve a torsione costante - congruenti per 
TI 

traslazione a Co saranno le rette generatrici; mentre una delle altre curve di 
1 traslazione C', a torsione costante - - potrà considerarsi come curva diret- 
To 

trice; di più, dovendo corrispondere alla retta Co di S, la retta stessa in Sr,  
la curva C', ne1 punto in cui incontra Co dovrà arere la sua binormale per- 
pendieolai'e a Co; inversamente, press una superficie eilindrica S. che abhia 

L per direttrice una curva Cro a torsione costante - - e tale che una sua ge- 
To 

neratrice y ne1 punto M in cui incontra C f o  sia perpendicolare alla binormale 
della curva stessa, se concepiamo ognuna delle generatrici come una curva a 

1 torsione costante - ne1 modo che sopra nbbiamo indicato, e di più fissiamo 
To 

per ognuna delle generatrici il sistema delle binormali in modo che ciascuna 
di esse si possa ottenere dalle aitre mediante una traslazione lungo la diret- 
trice; eseguendo sulla superficie cilindrica S, cos1 definita la solita costruzione 
di DARBOUX, prendendo, cioè, per ogni suo punto la retta intersezione dei piani 
osculatori della generatrice rettilinea che passa per quel punto e della curva 
di traslazione congruente a Cf,, otterremo una congruenza 8, di cui una falda 
focale conterrà la retta y come linea deformata di un meridiano della S. Le 
infinite deformazioni domandate si potranno ottenere mettendo a partit0 tutte 

le varie curve C', a torsione costante - - e per ciascuna di esse fissando 
To 

in modo arbitrario la superficie cilindrica So contenente Cfo come dirett,rice, 
purchè almeno in un punto di Co la genei'atrice di S, risulti normale alla 
binormale di c', . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Curve k-gonali. 

(Memoria I d i  FEDERICO AMODEO, a Napoli.) 

- 

M i  occuper6 del10 studio di quelle curve CP di ordine na e di genere p, 
che hanno come serie m h h a  una serie lineare gki (k > 1) j cioè di quelle 
curve che posseggono una serie lineare od di grado k ,  senza avere una serie 
lineare cd di grado minore (*). Son chiamate iperellittiche le curve che pos- 
seggono almeno una y,', siano esse di moduli generalj O particolari; sono state 
chiamate trigonali quelle che posseggouo una sola 9,' speciale ( K ~ P P E R :  Uder 
die Curve Cpm von nter Ordnung und dem Geschlecht p > 1, auf welchem die 
einfachen speciatschaaren 9,' 9,' vork.ommen, Prag.  Abh. (7)  III, 1889); qui 
estenderb il nome di cuwe trigonali a tutte quelle che posseggono almeno 
una y,', e chiamerb curce k-gonali le curve che hanno almeno una serie 
lineare gk' come serie minima. 

Cos1 vengo a classificare le curve in oo famiglie che hanno proprietà co- 
muni in tanta abbondanza che Io studio di una famiglia porta di conseguenza 
la conoscenza delle principali proprietà di tutte le altre; e Io studio delle 
ciirve della stessa fttmiglia si pub anche ridurre a quel10 di poche soltanto. 

Distinguerb in queste curve, nei primi tre paragrafi di questa l.a Memoria, 
quelle che sono generali ne1 loro genere da quelle chi? non Io sono, chiamando 
le prime cwve k-gonali generali, le seconde curve L-gonali sifigolari; perb 
in seguito abbandonerb siffatta distinzione a meno che non affermi espressa- 
mente il contrario. 

(*) Si noti clie, escludendo il cas0 di k = 1, non parlerb delle curve î*azionnli, clle 
sono caratterizzate dall'avere sempre una gI1 lineare, e che da sé sole formano una fa- 
miglia che potrebbe anche essere la prima di tutte le famiglie di curve che qui si con- 
siderano. 

Annali di Matematica, tom0 XXI. 29 
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Mostrerb il legame che havvi fra la serie minima gki esisteiite su queste 
curve C," e le curve minime aggiunte alle C,m piane, e mi intratterb a con- 
siderare le curve che hanno la minima curva aggiunta compatibile con la 
esistenza della gki, ed il massimo genere ne1 loro ordine. Un quadro di queste 
ultime curve che io chiamerb tipicite termina questa 1." Memoria. È notevole 
l'ordine sempre più basso che queste curve hanno relativamente al loro genere 
per k crescente; per cui esse costituiscono (per k 2 3) una rappresentazione 
delle curve k-gonali molto più semplice di quella assegnata da1 noto teorema (*) 
del sig. SEGRE (Courbes et surfuces réglées algéhriqzces, Math. Ann., Bd. 30, 
pag. 220). Solo pel caso iperellittico clie era già esaminato dai sigg. BRILL 
e NOETHER (Math. Ann., Bd. 7, pag. 287) questo teorema dava la rappresen- 
tazione più semplice. 

'Vengon fuori da  questo studio alcune intereesanti osservazioni: che le 
curve che ora si chiamano generali ne1 loro genere sono appunto quelle che 
presentano maggiori particolarità ed eccezioni, onde sarebbe più natiirale rite- 
nerle per curve particolari in queste famiglie di curve che stiamo per studiare; 
che le qualità che hanno le due curve iperellittiche generali ne1 loro genere 
(la Cs3 e C',') sono appunto quelle che si riflettono in tutte le curve k-gonali 
tipiche, che intanto (eccetto la Cs4 trigonale) sono tutte particolari ne1 loro 
genere; che la distinzione di serie minime i n  speciali e non spwilili non ha 
qui alcuna importanza, poichè, corne facilmente pub da sè verificare il lettore, 
le curve razionali e la C,3 che sono le sole ad avere serie minima non spe- 
ciale obbediscono alla medesima legge di tutte le altre curve k-gonali. 

Molti sono i lavori che trattano delle curve iperellittiche (e sarebbe troppo 
lungo citarli) due soli trattano delle cuwe trigonali, cioè quello già citato del 
sig. KÜPPER, e quello del sig. BOBEK (Ueber Dreischaurcurven, Wien Ber., 
Bd. 98, pag. 142-173, 1889). Non mi pare che ne siano stati pubblicati altri 
su questo argomento. 

Avrb qualche volta bisogno di citare la Nota pubblicata nei Rend. dei 
Lincei, Curve aggiunte minime (vol. 2,,, pag. 460-467, 1893); per brevità la 
indicherb con (C. a. m.). 

Non mi sono astenuto da1 dire qualche cosa gih nota per non difformare 
1' organismo dell' argomento. 

(*) Ogni :curva di genet-e p dotata tli una g,l pud essere &asformata in una curva 
piana di ordine p + 2 con u n  punlo ( p  + 2 - k)uplo; la y,' essendo allora data dalle 1-ette 
passunti per questo punto. 
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5 1. Curve k-gonali generali. 

a )  Se sopra una curva C, di genere p esiste una serie lineare gnr, 
questa sarà speciale solamente quando sia n - r < p ;  ed inoltre se la curva 
è di moduli generali, la condizione necessaria e sufficiente perchè esista una g n  
speciale è 

(Y + l ) ( n  - r )  - r p z  O ,  

(BRILL e NOETHER, Math. Annalen, Bd. 7, 3 9) e ne esistono precisamente 
oo(r+l)(n-+rp. Le curve k-gonali generali devono dunque soddisfare alle due 
condizioni : 

p ~ 2 k - 2 ,  p > 2 k - 4 ,  

la prima delle quali è la condizione perchè possa esistere la serie gki lineare 
speciale, la seconda è la condizione perchè sulla curva non esista la y$+,. 
Cosicchè : 

Le curve d i  genere 2 k - 3, 2 1c - 2 sono sewapre curve k-gonali  gene- 
r a l i ;  le  prime contengono ooi gki l ineari  speciali ,  le seconde n e  contengono 
un numero  finito. 

b) È stato da1 sig. CA~TELNUO~O (Rend. dei Lincei, Pag. 130-134, 1889) 
anche determinato il numero delle gar esistenti sulla curva C,, generale ne1 
suo genere, quando questo numero è finito: esso è eguale a 

per le g k i  questo numero diventa: 

(BRILL e NOETHER, Math. Ann., Bd. 7, 5 1 1 )  e quindi si ha il teorema: 
( Z k -  2)! 

L e  curve k-gonali  d i  genere 2 k  - 2 hanno 
(k + l)! (Ic + 2)!  

serie lineare 

specia li gk'. 
Cod in particolare le curve, generali ne1 loro genere, 

di genere 2 hanno una sola g,', che sulla C,' è segata. dalle rette che 
passano pel punto doppio; 

quelle di genere 4 hanno 2 g,' l'una residua dell'altra rispetto alla 
serie canonica gg3 segata dalle curve aggiunte Cm-s, che sulla CAs 
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con 2 punti doppi sono segate dalle rette che passano per ciascun 
punto doppio, ovvero sulla C6 di S3, intersezione di una quadrica 
con una superficie di 3." ordine, sono quelle segate dai due sistemi 
di generatrici della quadrica; 

quelle di gen. 6 hanno 5 g,l ed altrettante 9,' residue rispetto alla serie 
canonica segata dalle curve agg. Cm-3 .  , e nella C,6 con 4 punti 
doppi sono segate dai fasci di raggi che hanno per centri i 4 punti 
doppi, e da1 fascio di  coniche passanti per gli stessi punti doppi; 

quelle di gen. 8 hanno 14 9,' ed altrettante gg3 residue rjspetto alla 
serie g,,? segata dalle Cm--3 agg.; 

quelle di gen. 10 hanno 42 ed altrettante y,,' resjdue rispetto alla 
serie g,," segata dalle agg.; 

quelle di gen. 12 hanno 132 .g,l ed altiettante g,55 residue rispetto alla 
serie g,," segata dalle C"b3 agg. ; 

quelle di gen. 14 hanno 429 9,' ed altrettante g,,6 residue rispetto alla 
serie yFsI3 segata dalle agg.; 

ecc. ecc. 
2 k - 2  

quelle di gen. 2 k - 2 hanno ,y" ed altrettante gi;;,'_,, 
[k + l)! (kt- 2). 

residue rispetto alla serie g:::: segata dalle Cns3 agg. 

$ 2. Rappreçentazione piana delle curve Ic-gonali generali. 

Abbiam visto che queste curve (eccezion fatta per le curvc iperellitticlie) 
hanno sempre più di una serie lineare gkî:  prendiarno ne1 piano due punti S, S' 
e riferiamo i gruppi di una gk' ai raggi del fascio (S), e quelli di un'altra g k i  
ai raggi del fascio (S'), e consideriamo come omologhi due raggi di questi 
fasci che corrispondono a due gruppi delle serie che hanno un elemento co- 
mune. Si stabilisce con cib fra i due fasci (S), (S') una corrispondenza sim- 
rnetrica (k ,  k), e quindi essi generano una curva di ordine 2Xi che hanno 
in S, S' due punti k-upli. Ma osserviamo che per la formola di RIEPANN 

r = (m - l ) (n -  1)-p, 

che dà il numero delle coppie coinuni a due serie gmL y,' esistenti su una 
curva di genere p ,  queste due serie gkl hanno, secondo che la curva è di 
genere 2 k - 3 O 2 k - 2, rispettivamente 

(k - 27, (k - 2)" 1 , 
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coppie comuni, numeri che per k >  3 sono sernpre > 1, né le serie iu ge- 
nerale possono avere altro che coppie comuni; dunque noi possiamo anche 
riferire i due fasci (8) (8') ai griippi delle due serie in modo che il raggio SS' 
corrisponda ad una coppia comune, allora l'ordine della curva generata da 
essi è 2 k - 2 ,  ed ha  in S ed S' due punti ( E  - 2)upli. L a  curva aarà,  oltre 
questi punti ( k  - 2)upli, anche altri punti multipli. 

1 casi di eccezione per k = 2 ,  1% = 3 hanno rappresentazione note. 
Riassumendo si ha:  
Le curce k-gonali generali (per k > 3) sono rappresentate rispettivanzente 

dalle curve piune C:~I;, Ci::: (secondo che hanno un numeru inJinit0 O jînito 
d i  gkl) provviste d i  due punti ( k  - 2)upli. 

f3 facile vedere, tenendo conto del $j 3 della (C. a. m.), che queste curve 
hanno per curve aggiunte minime delle Cm-4;  c h i  il nurnero p corrispondente 
a queste curve aggiunte pub variare fra O e k - 3 (*); e che inoltre la cli- 
mensione del sisterna format0 da tutte le curve aggiunte 0% - 4  è per le sud- 
dette curve rispettivamente eguale a p ,  p + 1. 

5 3. Curve k-gonali singolari. Moduli. 

Se il genere della curva Cp è > 21c -- 2 ,  la  curva se è di rnoduli ge- 
nerali non pub contenere una serie lineare yki; quindi: 

Se una curva d i  genere p )  2 k  - 2 contiene una serie g k i  essa 13 certa- 
mente singolare nel suo genere. 

E d  è notevole che queste curve possono anche avere cu, gk i ,  quantunque 
ce ne siano di genere inferiore che ne hanno in numero finito: un esempio 
ci vien dato dalla curva di ordine 6 priva di punti doppi, la C,,6; essa è 
curva pentagonale singolare ed ha ciûl y,', che sono segate dai fasci di rette 
che hanno i centri sulla curva. 

Inoltïe sono singolari le cuwe che pure avendo i l  genere p = 2 k  - 2 
hanno u n  nztmero inJinit0 d i  serie lineari gki inuece d i  averne zcn nzcmeru 
finito. U n  esernpio è dato dalla curva CG5 priva di punti doppi che contiene 

g,' invece di averne in numero finito. Quindi: 
Le curve k-gonali singolari sono quelle che hanno il genere p > 2 k - 2 ,  

e pel le  ciie avendo i2 genere p = 2 k - 2 hunno cu, gk' .  

(*) Il numero p rappresenta quante, f r a  l e  condizioni lineari cui debbono soddisfare 
l e  curve aga., sono dipendenti linearmente dalle rimanenti. 
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La determinazione dei moduli di queste curve è immediata: il niimero 
degli elementi di diramazione della gki esistente sulla curva è 2 ( p  + k - 1)  
ed i moduli sono dati dai birapporti che t ïe di questi elementi formano con 
gli altri, quindi i moduli sono 2 ( p  4- k) - 5, allorquando il numero delle gkl 
esistenti sulla curva è finito. Chè se poi questo numero è infinito, è possibile 
trovare un elemento di diramazione (e se ne potranno avere in numero finito) 
in cui coincidono non due ma tre elementi di un gruppo, ed allora gli ele- 
menti di diramazione distinti sono invece 2 ( p  + 1%) - 3, e quindi i birapporti 
sono invece in numero di 2 ( p  + k - 3). 

Per  le curve k-gonali generali si ritrova da queste formole che il nu- 
mer0 dei loro moduli è 3p  - 3. 

Cosicchè si ha in particolare che (tenendo conto della eccezione fatta dalle 
curve ellittiche) : 

le curve iperellittiche hanno 1 O 2 p - 1  

n trigonali 2p  O 2 p + 1  

n 4-gonali 77 2 p + 2  o 2 p + 3  

n 5-gonali 1, 2 p + 4  0 2 ~ $ 5  

ecc. ecc. 

le curve k-gonali n 2 p + 2 h - - 6  O 2 p + 2 k  

moduli 

17 

n 

n 

5 n 

secondo che esse hanno un numera infinito O finit0 di serie gki. 
Vedremo più innanzi, $ 6, corne si possano facilmente determinare questi 

birapporti nelle curre k-gonali tipiche. 

5 4. Curve aggiunte minime nelle curve k-gonali. 

Nella (C. a. m.) abbiam dimostrato che data una curva piana Cpm di 
ordine m e di genere p, e supposto che il passaggio delle curve aggiunte di 
ordine m - 3 - a per i punti multipli di Cpm importi che delle condizioni 
lineari che essi rappresentano p siano dipendenti linearmente dalle altre rima- 

nenti oppure che la curva Cpm sia proiezione di una curva normale di or- ( 
dine mg, di genere p di uno spazio S la dimeiisione del sistema for- 
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mat0 da tutte le curve aggiunte è 

ove deve essere: 

e che infine se la curva CP'" non deve avere curve agg. di ord. lîz - 3 - (a  + l), 
il suo genere deve essere: 

Ors qui vogliamo dimostrare che se una curva è k-gonale, essa non pub 
avere curve agg. di ordine inferiore ad un determinato numero e qiiindi che 
il genere delle curve k-gnnali di dato ordine ha un massimo. E già noto cib 
che riguarda le curve iperellittiche e trigonali, qui accenneremo brevemente 
ad esse. 

CL) k = 2. Le curve che appartengono alla prima famiglia (curve ipe- 
rellittiche) non possono avere curve agg. di ordine m - 4 ;  chè altrimenti una 
di queste con ogni retta del piano che passa per un punto a della curva Cpm 
formerebbe una Cm-3 agg., la quale passando per a dovrebbe passare anche 
pel coniugato a' della y,' esistente su questa curva, e quindi ne avverrebbe 
che tutte le rette del piano che passano per a dovrebbero passare pel punto a', 
e cib è assurdo. Sicchè si hanno i due noti teoremi: 

L e  czcrve aggiunte rniniwze delle curve iperellittiche sono le P a - 3 .  

L e  czcrve iperellittiche debbono avere iE genere p 6 In - 2. 
b) k = 3. Che le curve di questa famiglia possano avere curve agg. 

Cm-' 10 proveremo col mostrare le curve che ne sono provviste. Se una curtra 
di questa famiglia ha almeno una Cm-' (per es. la CsS per p = 2 ,  la CGi0 per 
p = 3, ecc., ne hanno una sola), questa curva aggiunta con una quttl~inque 
retta del piano forrnerebbe una Cm-3 agg. e quindi, se la retta passa per due 
piinti a, a, di una terna della g,' non appartenente alla Cm-', essa deve pas- 
sare anche pel punto cmiugato a,: cosicchè i gruppi della g,' sono collineari. 

Se una  curva di questa famiglia possiede oo Cg"--* (per es. la C55 con 1 
p. d. ne ha mi, la C,,9 con p = 1 ne ha so3, ecc.) ogni curva Cm-' che passa 
per un punto a, della curva C'm con ogni retta arbitraria che passa per a- 
deve costituire una Cm-3 agg., la quale passando per a ,  a, deve pure passare 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



228 A m O d e o  : Curve k-gonal i .  

per a,, e poiché la retta in generale non passa per a, ,  deve passarci la Cm -'. 
Al10 stesso modo si vede che la Cm-' deve pure passare per u,. Quindi: 

S e  lu curzja trigonale ha oo curva ngg. Cm l a  g,' asistente s u  questa 
deve essere segata d a  un fasc io  d i  curve C m  -' agg.  

Le curve trigonali non possono avere curve agg. di ordine m - 5; perchè 
se ne avessero una, questa con una retta arbitraria del piano forrnerebbe una 
Cm-' agg. e quindi ogni retta del fascio (a,) dovrebbe passare per a ,  e a,;  
e cib è assurdo. Dunque: 

L e  curve aggiunte  min ime  delle curve tr igonal i  sorzo le Cm-'. 
L e  curue tr igonai i  debbono avere il genere p L. 2 va - 5. 

c) Passiamo ora al caso generale. Che le curve k--gonali possano avere 
curve agg. di ordine m - 3 - (k- 2) 10 proveremo in seguito mostrandone 
la esistenza. 

Supponiamo che una curva k-gonale ne avesse oo; per un punto a ,  della 
curva Cpm preso fuvri dei punti multipli ne passera almeno una, e questa con 
una arbitraria C L 2  del piano che non passi per i punti multipli della C,", 
né per a, ,  e passi per k - 2 punti del gruppo della ght individuato da1 punto a , ,  
costituisce una Cm-3 agg., che, passando per k - 1 punti del gruppo, deve 
passare pel Lm0 punto, e siccoine per questo punto non ci passa la Ck-2, deve 
passarci la Cm-3-(k--2) agg. Potendo il km0 punto essere uno qualunque del 
gruppo, ne risulta che la curva Cm-3-(k--Y) agg. che passa per a, passa per 
tutti gli altri punti del gruppo. Cioè: 

L e  serie gki è in questo caso segata d a  un fascio d i  Cm -"("-') a YIl. 
Inoltre questi gruppi debbono essere collineari e cib anche quando esista 

una sola Cm---(k--S). Infatti, consideriamo un gruppo della gki non appartenente 
alla (O  a una determinata) Cm-"(k--"), e sia questo gruppo a ,  a ,  a,... a.k-( ah.  
Per as. .. ak-, conduciamo k - 3 rette arbitrarie, ciascuna delle quali non con- 
tenga altro punto del gruppo; queste insieme alla retta a,  a, ed alla Cm-3-(k-') 
considerata formano una Cm-3 agg., che deve passare per ah,  poichk già passa 
per i E - 1 punti citati ; ma per ak non ci passa la Cm--"-<"- , nè le k - 3 
rette suddette, dunque deve passarci la retta a,a , .  E siccome possiamo chia- 
mare ah uno qualunque dei punti del gruppo diverso da a, a,, ne risulta che 
tutti questi punti stanno per diritto. Sicchè: 

Se la curva k-gonale possiede almeno zina curva agg. C m  i g w p r i  
della gha sono collz'neari. 

Infine, le c u w e  k-gonal i  non, possono atlere CZU-ve aggiunte  d i  ordilze 
rn - 3 - (k - 1); poichè se esse avessero almeno una curva Cm-S-(k--.l) agg., 
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questa con una retta del piano arbitraria costituirebbe una On--"(k-*)  agg., 
e quindi ogni retta del piano che passa per un punto a ,  di un gruppo Gk 
della gki esterno alla CflL3 -(k-l) d ovrebbe passare pure per gli altri punti con- 
iugati del gruppo, e cib è assurdo. Dunque: 

L e  curve aggiunte mzilinze delle curve k-gonali sono le Cm-3-(k-2). 

Le curve k-gonali debbono avere i l  genere p ( k  - l ) m  - (k - 1) (k + 21 
2 

1 liiniti che abbiamo trovati per il genere delle curve k-goiiali ci per- 
mettono di assegnare un limite inferiore per 170rdine delle curve k-gonali. 

(k - 1 ) i k  + 21 Poichè deve essere necessariamente 2 k - 3 G (k - 1) nz - 
2 

da 

+ 6 1 cui si ricava .m t: - - - . 
2 k-1 

Se perb le curve k-gonali hanno curve agg. dell'ordine minimo, è evi- 
dente che l'ordine della cuiva dovrà essere necessarismente 2 k + 1. 

d )  Si pub anche notare che una caratteristica delle curve k-gonali 
piane è la seguente: 

L e  serie llitzeari determinate su esse da i  sistemi lineari d i  c w v e  d i  or- 
ditte s k - 2 dei piano della curva sono speciali, mentre non sofzo syeciali 
le s e ~ i e  determinate su d i  esse dalle clcrue del piano d i  ordine 9 k - 1. 

e) Tenendo conto di quanto è detto ne1 3 3 della (C. a. m.) si ha il 
seguente teorema: 

Se i l  n.umero dei punt i  doppi d i  una curva pianu sernplice d i  ordine m 
1 

è < (m  - Ii) (m  - k - 1)  la curva non è k-gonale. 

Cos1 per es. la curva piana semplice di ordine 10 con meno di 10 punti 
doppi, non pub essere pentagonale; la curva di ordine 6 priva di punti doppi 
(generale ne1 suo ordine) non pub essere 4-gonale, ecc. ecc. 

In  generale: Le cuwe  d i  ordine k + 2 ,  ge?zerali ne1 l o ~ o  ozdine, non 
possono essere k-gonali. 

Di questo teorenia è caso particolaïe il notissimo teorema che riguarda 
la quartica priva di punti doppi. 

h facile anche verificare che le curve k-gonali generali non possono mui 
avere curve aggiunte dell'ordine rniwimo, pz~alunque sia i l  loro ordiue. 

Annaii di Matenzntica, tom0 XXI. 
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8 5. Inviluppi delle serie gkL. 

a) 11 genere della curva k-gonale sia: 

1 p = ( k -  1)m -T (k - 1)(k + 2) - 6 ,  
L 

con l'ordine 

e supponiamo dapprima che la  curva Cpm non abbia cuïve agg. di ordine 
m - 3 - (k - 2). Sostituendo a p il suo valore nella formola u = 2 (p + k  - l), 
che dà il numero dei punti di diramazione della gk4, si ha: 

u -. 2(k - l)m - k ( k  - 1) - 28. 

Si proietti la gki da un punto O del piano e ne1 fascio di centro O sta- 
biliamo uria corrispondenza in cui siano omologhi due raggi che proiettano 
due punti di un gruppo della gki. Ad un raggio di O, corrispondono ( k  - 1)m 
altri raggi di O, quindi la corrispondenza che è razionale e simmetrica, 1: di 
indice ( k  - l ) m ,  e percib ha  2  (k  - 1) rn coincidenze. Una coincidenza è data 
O da uiio degli v punti di diramazione della gki O da una retta che congiunge 
due punti di uno stesso gruppo, la quale conta per due ne1 numero delle coin- 
cidenze; se queste ret,te sono in niimero di y, si ha la relazione: 

2 y + u - 2 ( k - l ) m ,  
quindi : 

Si h a  dunque: 
L'inviluppo delle rette che co~zgiunyono a due a due i punti di zcno stesso 

gruppo di  una serie gki, esistente s o p u  una curvu k-gonale priva di  cuwe 
aggiunte di ordine wzinimo, è cli classe 

Se vi fossero x punti coniugati coincidenti in uno stesso punto multiplo 

(*) i? facile trovare il limite superiore di 4. 
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A m  od e O : Curve k-gonali. 23 1 

di Cpm e in diversi rami di questo sarebbe y - x il numero delle rette che 
stiamo considerando. 

b) Se poi la curva Cpm possiede curve agg. Cm-3-@-~), i gruppi della gki 
sono collineari e quindi ogni retta dell'inviluppo l? che passa per 0, conte- 
nendo k  punti del gruppo, conta per k ( k  - 1) coincidenze della corrispon- 
denza individuata in O, e quindi si ha  la relazione: 

cioè 

e poichè y deve essere un numero intero deve aversi 

essendo t un numero essenzialmente intero e positive. 
Già sappiamo (5 3 della C. a. m.) che il genere che pub avere una curva 

che ha curve agg. di ordine m - 3 - (k - 2), 6 ,  per opportuni valori di  p, 

paragonando questo con la (1) si ha pure che deve essere: 

k ~ ~ ~ ( r n - k - l ) ,  

e quindi: 

Dunque : 
II genere delle czcrve Cpm k-gonali ,  che sono provviste di curve uggiunte  

di ordine min imo ,  non  pub essere a~.bi tra~. iamente  scelto fru a' l i m i t i  conoscizcti: 
esso pu6 essere solamente dato  da 

1 k ( k -  1) t ,  p = ( k -  1)m - - (k  - 1)(k + 2) ,- -- 
2 2 

m - k - 1  
pes  t = O ,  1, 2 ,  ... , ed a l l o m  nella cu,rva Cpm I c - g o d e  l'invi- 

k - 1  
luppo delle rette che segano la gki è di classe y = 1 + t. 
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c) Per queste curve Cpm ln y.$ canonica segata dalle Cm-3-(k-*) avrà 
( 5  1, c. a. m.): 

N = k [(m - k - 1) - (k - 1) t ]  

Siccome perb ogni curva che passa per un punto a,  della Cpm, 
passa per gli altri k - 1 punti del gruppo individuato da a,,  ne risulta che 

N la dimensione delle curve Cm-S-(k--") non pub esseïe maggiore di - cioè di 
k 

(m-.Fe- 1) - (k-  l ) t ,  

chè altrimenti le curve aggiunte segherebhero in un niimero di punti mag- 
giore di N. Nè (quando il siatema delle curve C'n--3+--2) agg. non ha punti fissi 
sulla Cpm fuori dei punti multipli, al qua1 cas0 qui ci limitiamo) la dimen- 
sione R pub essere minore di questo numero, poichè se la dimensione fosse 

R , = ( m - k - 1 ) - ( k - 1 ) t - p ,  

avverrebbe che ogni Cm-3-(k--') tirata per R, punti arbitrarii segherebbe la 
curva Cpm in kR, punti, e resterebbero ancora kp punti disponibili, ed allora 
per altri ,d - 1 punti passerebbero cio' curve Cm-3-(k-2) e percib la dimensione 
delle curve Cm-3-(k-Z) sarebbe maggiore di Ri, contro l'ipotesi, a meno clic 
i k p  punti non fossero punti fissi, cib che abbiamo già escluso. 

Paragonando si ha: 

(m-k -  1) - (k-  l ) t = ( m -  k -  1)- k ( k - 1 )  
2 t f p ,  

e quindi si trova che deve essere: 

1 
p = y (k  - 1) (k - 2) t. 

Possiamo quindi conchiudere col seguente teorema: 
Allorqua.lzdo le czcrve Cm-.3-(k-0) a gg. alla curua Cpm di genere 

1 1 
~ = ( k - l ) m - - ( k - l ) ( k + 2 ) - ~ k ( k - l ) t ,  2 

1 e per le quali il numero p = - (Fe - 1) (k - 2) t ,  taon segano la curva C," 
2 

in pzcnti fissi fuori dei punti multipli, la dimensione delle cuwe uggiunte è 
R = (m - k - 1) - (le - 1) t e il sistema di peste curve determina sulla Cptn 
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Amudeo: Cecrue k-gonali. 233 

serie lineare completa g;,; ka quale d composta mediante i grzlppi della 
gki che la curva possiede. 

Questd curve le-go fiala' sono rappresentabili madiante turue razionali fior- 
muli di uno SR cowsiderate corne k-uple, con (k - 1) [2 m - k - lc t]  punti d i  
dirarnaxione. 

Questo teorema, del yuale è noto il cas0 particolare riguardante le curve 
iperellittiche, mostra quanta stretta analogia vi esista tra la ,famiglia' delle 
curve iperellittiche e le altre infinite famiglie di curve trigonali, 4-gonali, 
5-gonali, ecc. ecc. provviste di curve agg. di ordine minimo. Il loro studio 
e le loro proprietà si riducono sempre a quelle notissime delle curve razionali 

L 

normali di un0 SR: 
Se le stesse curve Cpqn con 10 stesso genere p e 10 stesso numero p non 

hanno la serie gkl, esse sono- rappresentabili mediante una curva di genere p, 
di ordine k R  del10 stesso spazio SR (vedi 5 5 della C. a. m.). 

5 6. Curve k-gonali di genere massirno ne1 loro ordine. 

a) Allorquando il genere di una curva k-gonale di un determinato 
ordine it niassirno si ha t = O ,  e quindi 1' inviluppo delle rette che segano 
sulla curva la  gki B un fascio di raggi, e poichè ogni retta deve segare la  
curva in k punti variabili, i rirnanenti mn. - k punti di intersezione della retta 
con la curva Cpm devono essere riuiiiti in un solo e percib la curva deve 
avere un punto (m - 1c)uplo. Se l'ordine della curva raggiunge il minimo, 
cioè è = k + 1, il centro del fascio sarà un punto semplice della curva, e 
quindi la curva avrà ool serie lineari gki; per rn) k + 1 ve ne dovrà essere 
una sola. 

Viceversa una curva di ordine m,  che abbia un punto (m - k)uplo (per 
m 5 k f 1) deve essere preoisamente di genere 

e tutte le rette che passano per questo punto segano su essa una gkl e la 
curva è k-gonale. La geornetria di queste curve che diremo curue k-gonali 
tipicche equivale a quella di una retta k-upla con jlc - 1) ( 2 m  - k) punti di 
diramazione. 

b) Le curve agg. Cm-3.-(k-2) che queste curve debbono avere sono 
dell'ordine eguale alla multiplicità del punto che debboao avere ne1 punto 
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234 A m o cl e O : Curue k-,qonuli. 

(m - k)uplo della curva e quindi sono formate dalle rette del fascio prese a 
In- k- 1  a m - k -  1. L a  serie canonica da esse segata è una g;;k&, com- 
posta mediante la gki. Fa eccezione il caso di m = k + 1, che abbiamo già 
considerato sopra. 

c)  Si pub dunque conchiudere che: 
Pet. ogrzi valore dell 'ordit~e rn 2 k + 1, vi é sernpre u ~ z a  czrrva k-gonale 

tipica, i l  cui  generè è 
1 p = ( k -  l ) m  - - ( k -  1)(k + 2). 
2 

Fat ta  eccexione per le curve iperellittiche, le altre famiglie d i  curve 
k-yonali lzon hanno i n  ogni genere una curva t-ica. 

L e  curve k-gonuli tipiche più semplici sono: la curva Ci+& che è priva 
- 

2 

d i  punti  doppi ed ha ooi serie linaari gki segate dai  fasci  d i  raggi  cke hanno 
per centro un punto della curva; la curva Ci::,,, che ha un sol punto 

3 
doypio ed una  sola gk' Zineare. 
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Serie oanonioa 

Punto  m u l t i p l o  
I 

Curve iperellit." 

Curve 3-gonali 

Curve 4-gonali 

Curve 5-gonali 

Curve 6-gonali 

Curve 7-gonali 

Curve ô-gondi 

Curve 9-gonali 

Curve 10-gonali 

Curve Il-gonali 

Curve 12-gonali 

Curve 13-gonali 

Curve 14-gonali 

Curve lbgonali 
ecc. ecc. 

d) QUADRO DELLE CURVE ~ - G O N S I A I  TIPICHE. 
- - 

etc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 

ecc. 
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1S36 A 11.c o d e o  : Czcroe Il-gonali. 

Oltre delle curve k-gonali riunite in 'questo quadro non vi sono altre 
curve k-gonali, c,he, essendo dello stesso ordine e dello stesso genere, non 
abbiano i punti multipli riuniti in un solo punto (nz - k)uplo, poichè se una 
ta1 curva ci fosse l'inviluppo delle rette clie segario la gki sarebbe di classe 
inagg,iore di uno. 

E -da iiotare che fra le curve 12-gonalz' tipiche si trovano solo tre c w v e  
generali  ?tel loro genere e sono la Ci3 CZ4 delle cuïve jperellittiche, e la C3' 
delle ciirve trigonali , che si comportano - corn- tutte le-irifinite altre curve 
k-gonali che stanno nella stessa colonna. 

- I moduli di queste curve sono assegnstti stllorquando sons assegnati i bi- 
rapporti che tre delle 2(p + k - 1) tangenti, che da1 punto (m - 1r)uplo si 
possono condurre alla curva, formano con tutte le altre. 
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Ricerche 
sulle forme quaternarie quadratiche 

e sui gruppi poliedrici. 

(Di  L u r a ~  BIAMCHI, a Pisu.) 

N e i  miei due ultimi lavori: sui g m p p i  d i  sostituîioni linenri n coefi- 
rienti complessi, inseriti nei ml.' 42, 43 dei u Mathematische Annalen 71, ho iri- 
clicato come alla teoria di questi gruppi si collega 10 studio aritmetico delle 
forme quadratiche quaternarie, riducibili con trasformazione lineare reale al tipo 

È questa un'estensione del notevole principio stabilito da1 sig. POINCAR$ (*), 
mediante il quale a1 gruppo aritinetico riproduttivo di una forma aritmetica 
ternaria indefinita (**) si pub porre in corrispondenza isomorfa un gruppo 
propriamente discontinuo di sostituzioni lineari sopra una variabile x 

a coefficienti reali. Cos1 col gruppo aritmetico riproduttivo di una forma qua- 
ternaria del tipo indicato sta in corrispondenza isomorfa un gruppo discontinuo 
di sostituzioni lineari a coefficienti complessi. D'altra parte questo secondo 
gruppo dB luogo, secondo i principii fondarnentali stabiliti dallo stesso Por~cané 
ne1 3." vol. degli u Acta Nathematica 7 1 ,  ad una divisione regolare del10 spazio 
non-euclideo in poliedri simmetrici O congruenti: esso è, come diremo, un 
gmcppo poliedr.2~0. Per  ta1 modo a1 gruppo aritmetico riproduttivo di o p i  

(*) Les fonctions fuchsienncs et Z'aritItm4tique, Jouriisl de Matliémntiques, serie 4.". 
tom. 3.", 1887. 

(**) P e r  forma aritmetica intendiamo uiia forma a coeiricirnti rnzionali interi;  grrcppo 
nî-itmelico rip~oduttivo della forma diciamo il gruppo formnto da quelle sostituzioni 1inem.i 
oinogenee a coefficienti razionali interi, clle cangiaiio 1s  forinn in sé medesima. 

A nnali di Mntemrrtica, toino XXI. 31 
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238 Bianc  hi: Ricerche sulle forme quater fiarie qutnclraticlie 

forma quaternaria quadratica (del tipo considerato) corrisponde una divisione 
regolare del10 spazio non-euclideo; ciascun poliedro della divisione si dirà 
brevemente un poliedro fondamentale della forma. 

Quando si voglia costruire una teoria aritmetica di siffatte forme, s'in- 
tende quale importanza avrà il problema: 

Assegnata una forma aritmetica quaternaria (*), costruinze il  poliedro 
fondamentale. 8 

L a  risoluzione di questo problema ci porrebbe infatti in grado di rispondere 
alle due questioni fondamentali della teoria dell'equiralenza e cioè: 1." date 
due forme quaternarie, di egual discriminante, giudicare se sono equivalenti 
O no; 2." per due forme quaternarie equivalenti trovnre tutte le sostituzioni 
che trasformano l'una nell'altra. 

Scopo appunto del presente lavoro è la trattazione del problerna fondn- 
mentale enunciato. Lo  studio di una classe particolare di gruppi poliedrici ci 
porrà in grado di trattare sistematicamente il problenia per le forme quater- 
narie del tipo 

2: + zze + /A (xs2 - v  x2), 

essendo p ,  v numeri razionali interi. Con eguale successo si potrebbeïo trnttare 
le forme del tipo 

xi2 $ Dr42 $ v ( ~ 3 '  - v x p 2 ) ,  
e dell' altro : 

p ( v ~ , e  + Dx2') + vxS2  - xh2, 

dove t;, Y ,  D sono razionali interi arbitrarii. 
Ma la limitazione della ricerca ne1 senso indicato mi è stata consigliata 

da1 d e d e r i o  di non dare soverchia estensione al presente lslvoro e dalla con- 
siderazione che gli esempi trattati, i quali ci condurranno alla determinazione 
completa del gruppo aritmetico riproduttivo per 7 forme quaternarie speciali, 
erano sufficienti per caratterizzare il rnetodo. Del resto tanto ne1 presente 
lavoro, come nei precedenti, si trovano gli elementi necessarii per un'ulteriore 
trattazione del soggetto, che sembra egualmente interessante per la teoria dei 
numeri come per l'analisi. Cod, seguendo il metodo del presente lavoro e 

('*) Qui, ed  in  seguito, sottintendiamo sempre che la  forma sin riducibile con tras- 
formazione lineare reale a l  tipo 

uI2 + us2 i- u32 - u ~ ~ ,  

per il che è necessario e sufficiente clie il suo discriminante sia negativo. 
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e sui p y p i  polieclrici. 239 

utilizzando i risultati da me ottenuti nei vol.' 40, 42 dei u Mathem. Annalen n,  

si pub determinare completamente il gruppo aritmetico riproduttivo delle forme 
quaternarie : 

xi2 + D xZ2 - X, ~ 4 ,  

per tutti quei valori di D, ohe dhnno luogo ai gruppi ivi considerati. 

$ 1, Considerazioni geometriche fondamentali (*). 

8ia data una forma ari tmet ica quaternaria 

(i cui coefficienti a,, siano adunque mzionali interi), riducibile con tsasforma- 
zione lineare reale al tipo 

21i" +: + us2 - ud2, 

cioè a discriminante negativo. 
Interpretando le variabili x , ,  x , ,  x,, r, corne coordinate omogenee di un 

punto del10 spazio, riferito ad un tetraedro fondamentale: Z7eqzcaxione f = O 
c i  rappresenterà zina quadrica reale a generatrici  im.rnaginarie. 

Consideriamo ora una sostituzione: 

xi = b i i  x r i  + b i z z ' z  + b 1 3  ~ ' 3  f b 1 4  ~ ' 4  

~e = b z i  x'i + b 2 2  5'2 + 6 2 3  5 ' 9  + 8 2 ,  ~ ' 4  

x3 =: bSi x ' ~  + b32 xi2 $ bsa ~ ' 3  + ba4 x ' ~  
1 

(2) 

X, = b, ,  x', + 6 4 2  ~ ' 2  + bu x ' S  4- 8 1 4  ~ ' 4  

del gruppo aritmetico riproduttivo di f, supponiamo cioè che i coefficienti O 
di questa sostituzione, che trasforma f in sè stessa, siano razionali interi. 

Il determinante B delle b :  

1 o,, b , ,  h i 3  C l 4  1 

(%) Per le considcrazioni di questo e del paragrafo segueiite b a s t e r i  consoltare: 
K L E I N ,  Ueber die sogennante nicht-Eukliclische Geontetr-Le. Matliem. Annalen, Bd. 4. - 
CLEBSCH-LINDE~~A?~~~,  Vorlesungen über Geomet~ie. Bd. 2, psg. 404 ss. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



240 Bia n c h i :  R icerc l~e  sul le  forme quuternçrrie quadrutiche 

deve necessarianlente eguagliare l 'unità positiva O negativa; le c,ollineazioni 
della quadrica f = O in ,sè stessa con B - f 1 si distinguono essenzialmente 
da  quelle coi1 H = - 1. 

Nelle prime le due serie di generatrici (immaginarie) della quadrica re- 
stano singolarmente invariate, laddove per le  seconde si scambiano fra loro. 
Direnio le collineazioni con B = + 1 d i  1.a specie, quelle con B = - 1 d i  
2.a specie. È chiaro che, entro il gruppo riproduttivo di f, le collineazioni 
di 1." specie formano un sottogruppo eccezionale d'indice 2. 

I n  ogni collineazione di lea specie del gruppo considerato vi sono sempre 
due e due soli punti reali della quadrica f = O ,  in generale distinti, che ri- 
mangono fissi. La retta r congiungente yuesti due punti e la sua polare reci- 
proca r' rispetto alla quadrica rimanpono pure fisse. S e  tutti i punti della 
retta r restano fissi, 1a.collineazione dicesi ell i t t ica ed invece iperboliccc quando 
restano fissi tutti i punti d i  r' (*). Se non h a  luogo nè l 'un cas0 nè 17altr0, 
la  collineazione prende in generale il nome di lossodronzicu. 

Quando i due punti fissi di f = O ,  sinora supposti distinti, vengono a 
coincidere, la  retta r diventa iina tangente della quadrica e tutti i suoi punti 
rimangono fissi; allora l a  collineazione dicesi pcrrclbolicu. Si vede subito clic! 
se la  collineazione (2) di l.a specie riproduttiva di f è parabolica, le coor- 
dinate del punto fisso su f = O si calcolano razionalmente per le a e per le 6 :  
ne1 cas0 nostro possono dunque senz'altro assumersi egunli a numeri interi. 

N e  segue: N e l  g r z ~ p p o  u~i t t l ze t ico  t+rodutti.üo d i  m a  Jorma quater- 
n u n ù  f non  possono presentarsi  collineaxioni pa~.aboliciïe, se non  quando ln 
forma f è suscettibile cli rappresentare 10 zero. 

F r a  le collineazioni di 2.a specie riproduttive della forma f interessano 
specialmente quelle a periodo 2 cioé le oiizologie armoniche, nelle quali tutti 
i punti di un piano e inoltre il suo polo rispetto alla quadrica f = O riman- 
gono fissi. Esse debbono distinguersi in due categorie, a seconda che jl polo P 
è esterno O interno alla quadrica. Ne1 1." caso rimangono fissi sulla quadrica 
infiniti punti real i ,  situati sulla conica che ne  segna il contorno apparente 
rispetto al punto fl, ne1 2." cas0 nessun punto, inentre ut1 solo punto interno, 
il punto Pl rimane fisso. 

(*) P u b  darsi clic restino fissi e i puilti di î- e qiielli di 1 . ' ;  allora lit sostitiizioiic ri- 
petuta due volte da I'identita, ed è ellittica a perioclo 3. 
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5 2. Iiiterpretazione nello spazio non-euclideo. 

Prendiamo ora la  f = O a quadrica fondamentale (assoluto) di un8 de- 
terniinazione metrica non-euclidea (iperbolica); i punti interni alla quadrica 
rappresentano i punti reali e a distanza finita dello spazio non-euclideo, i piinti 
sulla quadrica rappresentano i punti all'infinito, mentre ai  punti esterni cor- 
rispondono solo punti ideali dello spazio non-euclideo. 

L e  collineazioni di 1." specie della quadrica in  sè medesima rappresen- 
tano, per 10 spazio non-euclideo, puri movimenti, quelle di 2.' specie movi- 
vimenti coinbinati con riflessioni. In  particolare le collineazioni di 2." specie 
a periodo 2 sono pure riflessioni (Spiegelungen), che si distinguono, come 
sopra, in due categorie, secondochè il piano di riflessione contiene O no punti 
effettivi dello spazio non-euclideo. 

Se consideriamo il gruppo aritmetico riproduttivo della forma f, i pian i  
cli rifiessione corrispondenti, solcano, infiniti in numero, Io spazio non-euclideo. 
E nei casi piii semplici è possibile limitare, nell'interno della quadrica f = O, 
con un niimero finito di piani di riflessione un poliedro, che nessun altro piano 
di riflèssione attraversa. Facendo subire a questo poliedro, sopra ciascuna sua 
faccia, una riflessione (ne1 senso non-euclideo) e medesimamente operando sui 
nuovi poliedri ottenuti indefinitamente, si riempie una ed una sola volta l'in- 
tero spazio non-euclideo con poliedri, tutti limitati d a  piani di riflessione, al- 
ternatamente siminetrici e congruenti. Le loro faccie, complessivarnente con- 
siderate, dànno tutti i piani di riflessione esistenti ne1 gruppo. F r a  i vertici 
di ciascuno di questi poliedri si distinguono quelli situati sulla quadrica f = O, 
cioè all'infinito nello spazio non-euclideo; li diremo vertici  singolari. 1 vertici 
singolari mancano affatto se il gruppo non contiene sostituzioni paraboliche. 

Consideriamo uno di questi poliedri P; le riflessioni sulle sue faccie corn- 
binate fra loro dànno luogo, corne sostituzioni generatrici, ad  un gruppo r 
che é evidentemente un  sottogruppo del gruppo aritmetico G riproduttivo della 
forma f i  È facile vedere che: r è i n  ogni caso s o t t o g r u p p  eccezionale d'indice 
Jiizito n in G. Esso è eccezionale perchè, trasformando un'omologia armonica 
con una collineazione qualsiasi, si ottiene sempre una nuova onlologia armo- 
nica; il suo indice n eguaglia l'ordine, necessariamente finito, del gruppo di 
collineazioni che riportano il poliedro P in sè medesirno. Questo gruppo finito, 
astrattamente considerato, coincide con uno dei ben noti gruppi dei poliedri 
regolari, della piramide regolare O del diedro. 
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Quando sia data effettivamente una forma aritmetica quaternaria f e se 
ne voglia determinare il poliedro fondamentale, tutta la difficoltà della ricerca 
sta adunque ne1 trovare e classificare i diversi tipi di riflessioni esistenti ne1 
suo gruppo riproduttivo e ne1 limitare con piani di riflessione uno dei po- 
liedri P, di cui sopra è discorso. 

Le considerazioni precedenti bastano, mi sembra, a render ragione del 
nesso che esiste fra la teoria aritmetica delle forme quaternarie e quelle dei 
gruppi poliedrici (*). Ma il metodo che terremo ne1 prcsente lavoro sarà più 
particolare e diretto specialmente a trattare quelle speciali forme quaternarie 
di cui è parola nella Prefazione. 

$ 3. Le sostituzioni lineari sopra  una variabile 
e le Ioro corrispondenti quaternarie. 

Convieiie anzi tutto che sviluppiamo le formole, rnediante le quali ad 
una sostituzione riproduttrice della forma quaternaria f si pub far corrispon- 
dere una sostituzione lineare sulla  ariab bile complessa x ;  

dove supporremo senz' altro, come è lecito : 

vol. 

a 6 

Adopererb a questo scopo il 
42 dei cc Mathem. Annalen n ,  

Scindendo x ne1 quoziente di 

- py = 1. 

processo, di cui già mi sono servito ne1 
con una leggiera modificazione di forma. 
due variabili omogenee 

e similmente ponendo: 

scriviamo la (3) sotto forma oinogenea 

(*) Sostituendo alla forma quaternaria una ternaria  indefinita e alle consideraiioni 
d d l o  spazio quelle del piano non-euclideo, s i  perviene d principio di POINCARE, come 
venne illustrato da1 FRICKE ne1 vol. 38 dei Mathem. hnnalen: Ueber eine besondere Classe 
cl.isconli~zuirliche)- Gruppen etc. I n  un secondo lavoro, che fa rà  seguito a l  presente, t ra t terb 
delle forme ternarie riprendendo e generalizzando lc  ricerche del FRICKE. 
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sicchè si abbia contemporaneamente sulle variabili coniiigate 5, ilo la sostitii- 
zione coniugata (*) : 

5 0  = a05'0 t. P O Y  

ulo = " / o 1 0  + 804 o .  

Indicando ora con u, ,  u,, u,, u, quattro indeterminate ~ e a l i ,  conside- 
riamo la forma quadratica di HERMITE a variabili coniugate: 

F =  (% + u4)tEo +(% + iu3)Eilo + (uz - iu3)50~1 + ( ~ 4  - % ) i l Y i ) .  

A questa applicando la sostituzione (4) (4*), si otterrà una nuova forma F' 
della medesima specie, che indicheremo con 

B" - (u', $- U ' ~ ) S ' ~ ' ~  3 (ut9 $ iuf3)F' y l l o  + (uf2 - i~ ' , )5 '~  il' + (u', - ~ 1 ) ~ )  q f  q ' ,  , 
e i coefficienti di F f  saranno legati a quelli di E' dalle relazioni d i  trasformazione: 

u', + ur4 = aao(u, + u4) + ayo(u2 +- iu,) + a,-/(u, - iu,) -k -/"/(u, - u,)  

u ' ~  + i u f 3 =  aP,,(u, $21,) + aJ0(u,, + i u 3 ) +  Po;/(u,- iu3) + y J 0 ( ~ 4  - 2 1 , )  

d 2  - id3 = a. B ( Z C ,  $- u4) 3- a. d(ue - iu3) + B 7 0 ( t ~ 2  $. iu3) + */,J(u4 - u l )  

ur4 - url =- B Po (uI  + u4) + /3 G0(ti2 $ iu3) + PO 3 (u2 - iu3) + 8 51" (24, - z i l ) ,  

clie risolute rapporta a u',, u', , th',, u', dhnno: 

(*) Ne1 corso di questo lavoro, seguendo una notazione di HERMITE, indicheremo con 
A, l n  coniugata d i  una quantita coinplessa A. 
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delle due forme F, F' sono eguali, cioè, sussistendo fra le variabili u ,  u' le 
relazioni lineari omogenee (5) a c o e f i c i e d  real i ,  si ha ideiiticamente: 

Cod ad ogni sostituzione lineare s sopra una variabile complessa 

rossiamo far corrispondcre la sostituzione quaternaria S a coefficienti reali 
data dalla (5). 11 determinante della S, corne facilmente si verifica, é eguale 
n + 1 (*). La corrispondenza cor; stabilita fra le s e le S è univoca, poichè, 
risalendo dalla S alla s ,  resta solo l'ambiguità di un cangiamento simultaneo 
di segno in a, 0, 7, 8, cangiamento che non muta nè la s nè la S. Inoltre 
a1 prodotto di due s corrispondendo il prodotto delle due S corrispondenti, 
si ~ e d e  che ad  ogni gruppo di sostituzioni s corrisponde un gruppo oloedri- 
cainente isomorfo di sostituzioni S e inversamente. 

5 4. Gruppo algebrico riproduttivo della forma: 
f = u , ~  + uZ2 + ti3' - u~' .  

Dimostriamo ora che: D a n d o  o l l e  costafzt i  c o q d e s s e  a ,  fi ,  7, 3' t u t t i  i 
possibili va lor i  clle ?.endono 

a& - B y  = 1, 

nelle  c o r ~ i s p o n d e n t i  sosti tuxioni S, date  da l la  (5), associccte con quelle clle se 
n e  ottengono mutanclo contemporaneamenfe i l  segfto a i  16 coeficielzti, s i  h a  i l  
gruppo contpleto algebrico delle sosti tuxioni a coeficienti real i ,  e a drterqni- 

(y P e r  conviceruene, senza calcolo, basta coi~sidemre clle il valore del determinante 
è certo -t 1 O - 1; ma per K = 6 = 1, = y - O esso è = $. 1, dunque, per ragione di 
eontiniiità, é seinpre = + 1. 
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nante + 1, riprodzcttrici della forma: 

Per  cib cominciamo da,l dimostrare che, interpretando nuovamente u,, zc,, 
u,, u, corne coordinate omogenee di un punto del10 spazio, si pub sempre con 
una conveniente sostituzione S della forma ( 5 )  tritsportare il punto (O, 0, 0, 1) 
ne1 punto arbitrario (v,, v,, v,, v,), purchè queste coordinate soddisfino la 
diseguaglianza 

v ? $ v ~ ~ +  V ~ ~ - V ~ ~ < O ,  

e quindi coll'inversa S-' il punto arbitrario (v,, v,, vJ, v4), interno alla qua- 
drica f = O ,  in (0,  0, 0 ,  1). Infatti, sussistendo la  diseguaglianza superioïe, 
possiamo moltiplicare v,, v,, v,, v4 pcr un ta1 fattore di proporzionnlith che 
si sbbia: 

vi2 + vz2 + v~~ - v: = - 1, 
c.ioè : 

(214 - 0,) (01 + VI) = 1 $ ve2 + v?'? 

e inoltie i due fattori v4 - v i ,  v4 + v, risultino positivj. Cib posto, se deter- 
miniamo a ,  B ,  7, d in guisa da soddisfare le quattro condizioni seguenti: 

i coefficienti d i  u4 nei secondi membri della (5) saranno appiirito 

e la collineazione ( 5 )  trasporterà il punto (O, 0, 0 ,  1) in (v,, v,, o,, v,), conie 
si voleva. Ora alle (6) si pub soddisfare in infiniti modi, per es. semplice- 
mente ponendo : 

Cib premesso, sia T una collineazione qualunque del gruppo algebrico 
riproduttivo di f e sia (v,, v,, v,, v,) il punto in cui. (0, 0 ,  0 ,  3 )  viene tra- 
sportnto da  T; avremo: 

v: + v z 2 f -  ~ 3 ~ -  v:= - 1. 

Combinanclo T con una conveniente S della forrna (5) possiamo, per 
quanto prece.de, ottenere che il prodotto TS lasci immobile il punto (O, 0, 0, 1). 
Basterà dunque provare che tutte le T, che lasciano immobile (O, 0, 0, l), 

Annuli di Mulematica, tomo SXI. 0.- <,.> 
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coincidono con ilna S o se ne deducono, cangiando i segni ai  16 coefficienti. Se 

è una tale sostituaione T, avremo: 

e noi, cangiando ove occorra tutti i segni delle a ,  supporrerno senx' altro: 

cll4 = + 1. 

L a  T si riduce adunque ad un'ordinaria sostituzione ortogonale sulle tre 
variabili zl,, u,, u,. Ora per una tale sostituzione il teorema risulta facilmente 
provato dalla nota formola del CAYLEY per le rotazioni della sfera complessa 
in sè medesima, O del10 spazio attorno a un  centro fisso. Questa formola si 
scrive : 

essendo T la variabile complessa sulla sfera e indicando a ,  1) due costanti 
cornplesse legate alle coniugate a,, b, dalla relaziorie: 

aa, + bb ,  = 1. (7") 

Le coordinate cartesiane ortogonali t ; ,  q ,  < di un punto della sfera si 
esprimono per t,, ro colle formole: 

Indicandole, per comodità della verifica, con y,, y,, y , ,  cioè ponendo: 

(7 Veggnsi per es. KLEIN: Vodesunge~2 ühel- clas Ikosaedel*, png. 34. 
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saranno y',, y',, legate a y,, y,, ya dalla più generale sostituzione orto- 
gonale. Osservando la (7) e ( 7 9 ,  si trova subito per la forma di questa so- 
stituzione : 

y',= (aa , -bbo)y ,+(wbo+u ,b )~ ,+ i (abo-aob)y3  \ 

1 i 
yr2 = - ( a b  + a, b,) y, + (a2 4- ao2 - I 2  - b.3 y2  + 5 (a' - ao2 + bi - ho2) y, 

1 
y;= i ( a b - a o b , ) y , + ~ ( a D 2 - a ~ b ~ - b o 2 ) y 2 + s . ( a ' + a o 2 + b P + ~ ~ ) y ~ .  \ 

Ora la sostituzione quaternaria f i ,  data dalla (5), si riduce appunto a 
questa ternaria col porïe: 

x = a ,  P = -  b,, y = b ,  8 =a, ;  

per ta1 modo il teorema è completamente dimostrato. 

3 5. Continuûzione. 

Avendo cos) stabilito coine ad ogni collineazione di 1." syecie, ripïoduttiva 
della forma quaternaria Z L , ~  + uZe + us2 - Z C ~ ~ ,  corrisponda una sostituzione 
iineare suila variabde complessa: 

è ben facile completare la ricerca coll'esame delle collineazioni di 2." specie. 
Se riprendiamo infatti la forma di HERMITE (3 3): 

F = (ut + u,) t 50 - t (u2 + i 4  5 ulo + (24 - i U& vl 3. ( ~ 4  -- 21,) rl u l o ,  

e vi applichiamo la sostituzione: 

(= ( 'O ,  V = y l f o )  

nella forma Y' trasformata avremo: 

il clie d i  ilna collineazione di 2.a specie che cangia in sè medesinia: 

21: + u , ~  + u~~ - uA2. 

F Sulla variabile complessa x = - vi corrisponde semplicemente la sosti- 
-4 
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tuzione : 
X = X o a  

Ed osa, combinando colla (S) abbiamo il risultato: 
L e  coli ineuzio~zi d i  2." specie r iprodut t ive  della fwma zd,' + u , ~  t. us2 - zi," 

cowispondoîzo alle sosti tuxioni l inenri  ( d i  2.a specie): 

Si otterrà evidenternente l'espressione effettiva di queste collineazioni can- 
giando in quella della S, data dalla formola (5) $ 3, i segni dei coefficienti di 21,. 

È importante osservaïe quando accade che la collineazione di La specie, 
corrispondente alla (89 ,  è un'omologia armonica ($ 1). Per  cib è necessario 
e sufficiente che la (B*) coincida colla propria inversa cioè nbbia la  forma: 

, - k i F 1  , aga + F i Y i  = 1 , X = 
i*(120 + K O  

ovvero 1' altra : 

iridicando ogni volta O,, y, costanti reali i*). 
Osa se ricordiamo la rappresentazione c~nforme di Por~casfi dello spazici 

non-euclideo a1 disopra del piano 51 (Acta Math., Bd. 3), su1 quale sono di- 
stesi i valori della variabile cornplessa: 

vediaino che ad una sostituzione di 2.a specie della forma (9) corrisponde, per 
10 spazio rappresentativo, un' iriversione per raggi vettori seciproci rispetto 
alla sfera: 

la quale si dirà per cib una s fera di r i j e s s ione  (**). 

(*) Cfr. KLEIN-FRICKE: Ell$lisc?le iMoclitlfi~nclio~~en, pag. 193 ss. 
(*") Cio suppone per  altro y, 2 O. S e  y, = O ln sfera dpgenera ne1 piano: 

2 ~ ( , ?  - 2% 2 y -  F - e l ,  
normale a l  piano 5 3  e la  trasformazione dello spazio consiste in un'ordinaria riflessione 
su questo piano (piano di riflessione). 
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Questa sfera, col centro su1 piano tyl, rappresenta un piano del10 spazio 
non-euclideo, che B il piano effettivo di riflessione per la collineazione corri- 
spondente; questa appartiene dunque alla l .a categoria. Similmente la (3") (33 
una riflessione sopra una sfera immaginaria e la collineazione corrispondente 
appartie~ie alla 2.8 categoria ($ 1). 

Da queste considerazioni generali, che vdgono per tutte le collineazioni 
del gruppo algebrico riproduttivo della forma ui2 + Z L , ~  $ 1 4 ~ ~  - u12 scendiamo 
orn a considerare in questo gruppo (continuo) un sottogruppo G discontinuo, 
privo cioè di sostituzioni infinitesimali. Il gruppo corrispondente di sostituzioni 
lineari di lea e 2.a specie (a), (8*) sarà pure privo di sostituzioni infinitesimali 
e, per quanto POINCARES ha dimostrato (loc. cit.), considerato corne gruppo di 
movimenti dello spazio non-euclideo, sarh popriamente cliscoîztinuo. Si potrà 
quindi parlare del poliedro fondamentale O generutot.e del gruppo e cercarne 
la forma effettiva, definito che sia aritmeticamente il gruppo. 

Il caso più importante a cui possono applicarsi le considerazioni prece- 
denti B quel10 in cui sia data una forma nritmetica quaternaria: 

qJ = ~ a r s x r x s ,  

riducibile con collineazione reale T al tipo: 

e se ne consideri il gruppo r aritmetico riproduttivo. Questo, trasforrnato con Y', 
dà un gruppo discontinuo T r  T-i di collineazioni che riproducono la fornia: 

Coçi troviamo nuovamente che al gruppo aritmetico riproduttivo di + 
corrisponde un gruppo discontiniio di rnovimenti dello spazio non-eiiclideo ed 
abbiamo il mezzo di convertire effettivamente questo gruppo quaternario in 
un gruppo poliedrico di sostituzioni lineari sulla variabile x. 

- 
5 6. Definizione dei gruppi T(,, VI, r(,, ,,. 

Appoggiandoci sui risultati generali ottenuti ai paragrafi precedenti, an- 
dianio ora a considerare una classe particolare di gruppi discontinui di sosti- 
tuzioni lineari, dai quali potremo poi dedurre i gruppi riproduttivi di una 
classe corrispondente di forme quaternarie. 
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Indicando con a, b, c ,  d numeri interi complessi del campo (1, à) di Gsuss 
cioé della forma rn + n i  (m ,  n razionali interi) e con p ,  v due numeri fissi, 
razionali interi e positivi, che per ora supponiamo soltanto non siano quadrati 
perfetti (salvo il caso ,~r = l ) ,  formiamo le sostituzioni della forma: 

dove a ,  b,  c, d percorrono tutti gli interi di GAUSS che rendono il determi- 
nante della s eguale a f 1 ; questi numeri a ,  b ,  c, d debbono in conseguenza 
soddisfare le due condizioni : 

Si constaterà subito che queste sostituzioni s formano un gruppo; di pih questo 
gïuppo è evidentemente discontinuo, come privo di sostituzioni infinitesimali (**). 

Se alle s associamo le nuove sostituzioni della forma: 

il cui determinante è nuovamente + 1, siccome il prodotto di due ~c dà una s 
e il prodotto di una u per una s dà una u ,  vediamo che le s ,  u formano 
cornplessivamente un gruppo, che contiene quel10 delle s coruie sottogruppo 
eccezionale d'indice 2. Indicheremo questo gruppo col simbolo q,, ,,. 

Per  altro ne1 caso ,u = 1, e in questo soltanto, le u non differiscono dalle s; 
allora con q,, ,, intenderemo il gruppo delle sole S .  

(*) S i  osserverà 17niiulogia di costruzione di questi gruppi con quelli che il sig. FRICKE 
lia considerato, ne1 campo reale, in diversi lavori nei Math. Annden. 1 gruppi che diret- 
tamente corrispondono alla definizione di FRICKE (cfr. specialmente Bd. 42, pag. 5S8), sono 
quelli di cui t ra t t a  il mio ultimo lavoro citato. Essi  conducono alle forme quaternarie 
del tipo: 

p (v ml" 3 x22) + ., x32 - c ~ ~ ,  

a cui è accennato 11e1la prehzione. 
(**) Questa circostanza cosi importante segue qui senlplicemente da1 fatto che il 

campo di GAUSS non coiitiene numeri interi infinitesimi. L o  stesso vale s e  a, 6 ,  c ,  d per- 
corrono gli interi di un qualsiasi corpo quadratico immaginario. A questi gruppi  più ge- 
nerali sono senz7altro applicabili l e  considerazioni del testo ed è solo per  ragioni di bre- 
vi tà  che ci  limitiamo a t ra t t a re  il cas0 indicato. 
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Orn vogliamo subito osservare un fatto di singolare importanza peï Io 
studio dei nostri gruppi qp, v , ,  che ci consiglia di non procedere ad un ulte- 
riore loro ampliamento, come sarebbe tuttavin possibile (*). Esso consiste nella 
proprietà: 

L e  sostituxiotzi ellittiche dei gruppi q,, .,, sono tutte n p e ~ i o d o  2. 
Perchè uua sostituzione: 

sia ellittica occoïre infatti che a + d sia reale e in valore aesoluto < 2. Ora 
tanto per le s che per le u cib è possibile solo con 

e la sostituzione corrispondente è quindi a periodo 2. 
Ampliamo ora il gruppo r(,, ,, associandovj la. riflessione: 

clie è evidentemcnte permutabile col gruppo. Avremo con le nuove sostitu- 
zioni (di 2.n specie) a determinante + 1: 

11 gruppo cosi ampliato verrà indicato con 
- 
T ( P ,  y) i 

esso contiene r(,u, ,) quale sottogriippo eccezionale d'indice 2. 

(") Basterebbe nssocinre alle s ,  u le nuove sostitiizioni della forins: 

nei gruppi cosi amplinti si presentnno sostituzioni ellitticlie dei periodi 3 c 4. 
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_Z 

$ 7. Le riflessioni nei gruppi r(,, V I .  

L a  prima ricerca che dobbiamo faïe è quella di classificare le riflessioni 
esistenti nei gruppi y(,u, ,, e le loro sfere (eventualuiente j piani) di riflessione 
poichè è appunto con queste sfere che cercheremo, ove sia possibile, di limi- 
tare il poliedro generatore del gruppo. 

Dalla formola (9) 5 5, ricordando che nelle s,, u, il determinante pub 
essere + 1 O - I (*), troviamo che le riflessioni di r(,, ,, si classificano nei 
quattro tipi seguenti: 

, (hi + ibn) \(Go + dF (di vT + CI) Sostituzione z = 
\I,u.(di\IY-ci)z0 - (61 - i b e ) d T  

v ( b I 4 +  b p 9 + p d i e )  - pci2 = 1 
Tipo 1 

Sfera di riflessione 

, (ui 4- iaz) zo + ivi (ci .+ di vy) Sostituzione x = -, 
i y. (CI - di \Iv) zo + (ai - ias) 

ui2 $ u2' + ,u(ciz - u d i 2 )  = 1 
Tipo II (4 

Sfera di riflessione 

,uv(bi2 + br") + vdi2 - ciZ = 1 
Tipo III 

Sfera di riflessione 

(*) In questo 2 . O  caso si riduce a -t- 1 ,  moltiplicaiido i quattro coefficienti per  i. 
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Tipo TV 

+ iad\ lTzo + ;(ci $ difv) 
Sostituzione Z' = - 

i (CI - di JJ) zo + (ai - i a z )  \l 
p(ai2 + ae2) + CIP - rdl2 = 1 (0 

Sfera di riflessione 

I n  queste formole a,,  a,; b,, b,; c ,  , d,  indicano ogni volta numeri ra- 
zionali interi assoggettati a soddisfare le rispettive eguaglianze ( A ) ,  (B), (C), 
(D). Le  sostituzioni dei primi due tipi appartengono alle s,, quelle dei due 
secondi alle zc,. l?3 poi da osservarsi che mentre le riflessioni dei tipi II  e I V  
esistono sempre, mancano invece quelle del tipo 1 se -p .  è non residuo qua- 
dratico di Y e quelle del tipo I I I  se - 1 è non residuo di v .  

Quando sia p = 1 le s, coincidono colle a, ed abbiamo in ci, ,, le sole 
riflessioni dei tipi 1, II. 

Ricerchiamo osa se esistono piani di riflessione, per il che è necessario 
che si abbia: 

c ,=O,  & = O .  

Cib è possibile solo pes le riflessioni del tipo II, ove si prenda: 

ovvero : 

le corrispondenti riflessioni : 

avvengono sui rispettivi piani : 

Dunque : ATei gruppi 5, ,) si presentano i due soli piani di rijessione : 
? = O ,  [=O. 

In ci6 si suppone per altro escluso il caso 

caso che pure possiamo considerare e tratteremo in modo speoiale al $ 12. 
Ricerchiamo ancora fra le sfere di riflessione dei gruppi q,, ,, quelle che 

hanno il centro nell'origine. Vediamo che cib ha luogo soltanto per le sfere 
Annali di Matematica, tom0 XXI. 33 
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dei tipi III O IV di equazione: 

dove ci ,  d ,  sono soluzioni intere de117 equazione : 

O dell' nltra : 

Se T, U indicano le più piccole soluzioni jntere positive della prima equa- 
zione, O della secoiida (equazione di PELL) ne1 caso che la  prima sia insolu- 
bile, è chiaro che avremo unlinfinità di queste sfere, i cui raggi formano una 
progressione geometrica colla ragione 

F r a  le sfere, che assumeremo a linitare il poliedro fondamentale del gruppo - 
r(,, ,,, figureranno sempre i due piani di riflessione: 

e le due sfere consecutive col centro nell'origine: 

Dallo spazio compreso fra le due sfere, ne1 triedro positivo degli assi 
coordinati, toglieremo poi le regioni interne alle sfere di riflessione che 10 
attraversano si da ottenere un poliedro tutto situato al disopra del piano 5?,  
salvo agli eventuali vertici singolari coi quali pub scendere fino a questo piano. 
Nei casi concreti dovremo ogni volta servirci di considerazioni ausiliarie, che 
la pratica suggerisce, e che si fondano sulle osservazioni seguenti. 

Se due sfere di riflessione si tagliano, la sostituzione che nasce da1 com- 
binare le due riflessioni è ellittica, ed il gruppo essendo discontinuo, essa ha 

7c 
un periodo intero n ;  l'angolo sotto cui si tagliano le due sfere è = -. Ne1 

n 
cas0 nostro pub quindi essere soltanto n = 2. Se le due sfere di riflessione si 
toccano, l a  combinazione delle due riflessioni è una sostituzione parabolica ; 
dunque: Se due sfere d i  rifiessiotze del  gruppo y(,, V I  s'incot&afio, esse si ta- 
yiiano ortogonalmente ovvero sono tangenti; l'ultirno caso pub presentarsi 
soltanto nei gruppi (,, ,, , conteneati sostituzioni paraboliche. 
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3 8. Le forme quaternarie: x , ~  + x~~ + p(xS2 - VX.,~). 

Poniamo subito i nostri gruppiy(,, ,, in relazione coi gruppi riproduttivi 
di una classe di forme quaternarie colle considerazioni seguenti. (Cfr. 5 3.) 

Essendo : 

una qualunque sostituzione di r(,, .,, e indicando con xi, x,, r,, x, quattro 
indeterminate reali, applichiamo alla forma quadratica di HERMITE: 

\(;(~3 + x , \ I y ) t s ' o  f (xi + ixn)i>lo +(xi +i52)5017 + d i ( -  ~3 + ~ 4 \ l y ) q q ~  

la sostituzione : 
5 = u t ' +  Bq' 

vl=y5'+ au1.  
Essa si cangierà in una forma F' della medesima specie: 

e i determinanti delle due forme essendo eguali avremo: 

mentre x',, x',, x',, x', saranno legate a x,, x,, x3, x4 da unit sostituzione 

lineare omogenea a determinente $1. Se la sostituzione ( y :  S) appartiene al 

tipo s, per la  corrispondente sostituzione quaternaria S troviamo: 
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Se invece la ( y :  S) appartiene al tipo u, per la sostituzione quaternaria 

corrispondente, che indicheremo con U, troviamo : 

+ ~ a ~ o + ~ ~ ~ o - p ~ ~ o - p ~ d ~ o ~ ~ 3 + ~ ] ( ~ ~ o + a o ~ ) - p ( ~ ~ o + ~ o ~ ) ~ ~ 4  1 

Considerando altresi le sostituzioni quaternarie S,, U, corrispondenti alle 
sostituzioni di 2." specie: 

s', = /(a à + a, do) - (b  c + bo c,)l x, + i ka d - a, do) + (b, c, - b c)?x, + 
( 

del gruppo c,, ,,, per le osservazioni al 3 5, vediamo che Ze loro espressioni 

) (JV 
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si declucono da quelle d i  S, U semplicemente cangiundo i segni dei coefi- 
cienti d i  x', . 

Ora è da osservarsi che se a ,  b ,  c,  d indicano non più interi di GAUSS, 
ma costanti cornplesse qualunque, le sostituzioni 8, U non sono più algebri- 
camente distinte, deducendosi le U dalle S col mutare rispettivarnente 

Ma, essendo a ,  b ,  c, d interi cornplessi, vediamo che le sostituzioiii qua- 
terriarie S, U, S,,, U' del gruppo riproduttivo della forma quaternaria 

sono a coefficienti reali ed interi; inoltre in ciascuno di queste sostituzioni 

i numeri interi che non sono sulla diagonale principale sono tutti pari e con- 
seguentemente quelli sulla diagonale dispari. Insornma S,  U, s,, U, appar- 
tengono a quel sottogruppo aritmetico riproduttivo della forma: 

le cui sostituzioni sono congrue coll'identità 

I l 0 0 0 ~  

Ora la questiorie principale da risolversi é quella se le S, U, S,, Co 
esauriscono O meno il sotiogruppo jndicato. Intanto osserviamo che nelle S, 
U, Sol U, l'ultimo coefficiente a,, è sempre positivo, mentre fra le sostituzioni 
jndicate vi h a  per esempio la seguente: 

- 1 0 0 0  
0 - 1  O O 
O 0-1 O '  
O O 0 - 1  
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il cui quarto coefficiente é ~iegativo. Ma, prescindendo da un cangiamento si- 
multaneo di segno nei 16 coefficienti, noi indicheremo con 

G(P, 4 

il sottogruppo aritmetico riproduttivo della forma quaternaria x , ~  + xeO + 
$ F ( X ~ ~ -  u x d e ) ,  delle cui sostituzioni, congrue coll'identità (mod. 2), sono 
conservate solo quelle col coefficiente a,, positivo (*). Indicando poi con 

G k  9 

il gruppo delle S, U, So, U,, oloedricamente isomorfo con r(,, ,) la questione 
proposta si enuncia: II gruppo Gr(,. ,) coincide con G(,, ,) o ne è puramefite 
ufi sottogruppo? 

9 9. Le omologie armoniche in Gr(,, ,). 

L a  via che terremo per risolvere nei casi concreti l a  questione enunciata 
è la seguente. Paragoneremo le omologie armoniche (di 1." categoria) esistenti 
in G'(,,,, con quelle di G(,, Y ) ,  e (limitandoci per semplicità al caso di p, v 

numeri primi) dimostreremo che esse coincidono perfettamente, onde seguirà 
che se r(,, ,) è generabile con un numero finito di pure riflessioni e quindi 
G'(,, con omologie armoniche, sarà G1(,,.,) un sottogruppo eccezionale d'in- 
dice finito in G(,, ,). Per trovare il valore di questo indice basta esaminare 
il poliedro generatore P di G, ,), limitato da  sole sfere di  riflessione, e ri- 
cercare le sostituzioni, necessariamente in numero finito, che 10 cangiano in 
sè medesirno. Trasformando poi queste in sostituzioni quaternarie, al modo 
del 8 8, dovremo esaminare quali di esse appartengono a G(,, ,). Per  ta1 modo 
non solo determinererno l'indice cercato, ma potïemo anche risalire da G(,, V )  

al gruppo totale aritrnetico riproduttivo della forma. È chiaro infatti che in  
questo gruppo totale non solo G<, , , ) ,  ma ben anche Gr(,,,) è un sottogruypo 
eccezionale. 

(*) Esse formaiio ne1 gruppo delle sostituzioni 

- = (mod. 2) un sottogruppo (eccezionale) d'indice 2. 
O 0 1 0  
O O O l I  
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Cominciamo, per la nostra ricerca, a costruire le omologie armciniche 
esistenti in G'(,, ,,. Esse si distinguono aritmeticumente in quattro tipi corri- 
spondenti alle rjflessioni dei gruppi c,, ,, classificate al 7, e se ne deducono 
ne1 modo esaminato al 5 8. Troviamo cosi per queste omologie il quadro 
seguente : 

Tipo 1 

@le + 62' + p l i "  - pc,2 = 1 
Tipo II 

-2aia , ,  1-2a ,2 ,  + 2 p a , c 1 ,  3 2pva,di  , (ni  + i a*) xo  + i\iP (CI 4- di vv) , <=-- 
2a,ci ,  + 2 a , c i ,  1-2pcie7 - 2 p v c i d i  i v ,y (ci - di dY) xo + (ai - i an) 

Tipo III 

Tipo IV 

dove, per rnaggior chiarezza, abbiamo scritto di fronte al10 schema di ogni 

-2pa ,a2 ,  1 -2pa," ++8pa,ci, i - 2 p v a i d i  

2a2c1,  +2u ic1 ,  1-2ci2, -2vcidi  
, (ai + ial) \ I F x o  + i (CI + di \lv) , Z -  

i (ci - di \IY) xo + (ai - i al) \IF 
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sostituzione quaternaria la riflessione corrispondente in (,, ,) colla relativa 
equazione cui debbono soddisfare i numeri razionali interi ai,  a,; b,, b,;  c,, d,. 

Ora importa ripetere che queste omologie armoniche, aritmeticamente 
distinte, formano algebricamente un solo tipo, pel quale pub ad esempio assu- 
rnersi il tipo II. 

§ 10. Le omologie armoniche in G(,, ,). 

Andiamo ora a dimostrare il teorema, di cui le considerazioni al prin- 
cipio del paragrafo precedente hanno mostrato l'importanza fondamentale: 
Se p, Y sono numeri primi, i l  gruppo G(, , , ,  tzotz contiane ûltre omologie av- 
moniche all'infuori di quelle esistenti ne2 suo sottogruppo G'(p, ,). 

Certamente ad ogni omologia armonica in G(,, ,, potremo dare, per i 
teoremi a i  §$ 4, 5, la forma algebrica di una sostituzione del tipo TI ne1 
quadro superiore con a,, cc,, c l ,  d, costanti reali, che verificano l'equazione: 

perchè essa appartenga effettivamente a G(,, ,, sarà necessario e sufficiente 
che i 10 numeri 

risultino razionali interi. Indicando con m,% il più grande fattore quad.rato 
contenuto in aie, poniamo: - 

ai = m,\ j r ,  

dove dunque Tn,, r sono interi e di più il secondo positivo e privo di fattori 
quadrati. Ponendo sim ilmente - 

a, = m., rl r', 

poichè il prodotto a, ,  a, deve essere intero, quindi drr' razionale, rnentre r, rf 
contengono solo fattori primi alla prima potenza, sarà necessariamente 

Con notazioni analoghe rispetto agli interi 

p i 2 ,  p d I 2 ,  
poniamo : 
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dove p,, q ,  sono interi corne mi, wl, ed s,  zs sono, corne r ,  interi positivi, 
privi di fattori quadrati. Pe r  le condizioni sopra enunciate i tre numeri 

debbono essere razionali; inoltre, poichè a causa della (10) si ha: 

r(wzie + m,,) + sp," uyt2 = 1, 

\Irs i tre interi r ,  s, u non possono avere un fattore comune. Ora perché u = -. \/F 
sia razionale, deve necessariamente p dividere r O s e non pub dividerli si- 
~tiultaneamente ch& in caso contrario, r, s non avendo fattori quadrati, rimar- 
rebbe in a I'irrazionalità \IF. Cib posto, escludendo dapprirna il caso che sia 
p = v ,  abbiamo da divtinguere i due casi segucnti: 

1 . O  caso fr divide s ,  non r.  Allora perche u sia razionale dobbiamo avere 

S = p r ,  

e perchè Io sia 0, dovrà p (differente da u )  che non divide r, dividere zr; 
poniamo : 

21 = p u ,  

con u' intero. Ulteriormente percliè 

sia razionale, essendo r primo con u' e Y un numero primo, dovremo avere 

ovvero : 

Ne1 cas0 (a) i numeri 

sono interi e I'omologia armonica coincide con una de1 tipo II in G'(,u, "1. Ne1 
caso (b) si ha: 

Annnli di ~Vatenmtica, tom0 XXI. 3 1 
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essendo gli interi ml, rn,, pl,  q ,  legati dalla relazione 

ed abbiamo un' omologia armonica del tipo 1 in G'(,, Y ) .  

2.0 caso p divide r ,  non s, indi 

\(SU ed essendo y = -- razionale, mentre s,  u sono primi fra loro avremo: 
\I v 

ovvero : 

Ne1 caso (c) troviamo un'omologia del tipo III in G'(,, ,., ne1 caso ( d )  
un'oniologia del tipo IV. 

Esaminando ora rapidamente il caso escluso 

troviamo che qui deve essere sempre 

Il nurnero Y = p deve, come sopra, dividere uno ed urio solo dei due nu- 
meri r ,  s. Se divide s ,  è 

S = Pr, 
e perb 

s = u ,  u = r - 1 ,  
indi 

Ma, dovendo essere 
1n0 qi 'niYi , a2d,  = - a, d ,  = -- 

v v 

interi, il numero Y O divide q ,  ed abbiamo un'omologia del tipo II in G'(.u, ,) 

O divide simultaneamente m,, nz, e ne abbiamo una del tipo III. 
Se Y divide r  si trova: 

e l'omologia appartiene al tipo IV in G'(p, Il tipo 1 rimane qui, come è 
naturale, escluso. Cosi il teorema enunciato è dimostrato in tutti i casi. 
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$ 11. Estensione al cas0 p = 1 con Y numero composto. 

Il teorema dimostrato ne1 paragrafo precedente si pub facilmente esten- 
dere ai gruppi G(,, ,) ne1 caso di v numero composto, supposto sempre privo 
di fattori quadrati; 9isogna per cib procederu ad un conveniente ampliamento 
del gruppo ?(,, ,,, che qui andiamv ad indicare. 

Se riprendiamo la ricerca del paragrafo precedente, vediamo che si dovrà 
porre : 

- - -- 
a , = m , \ l r ,  a , = m , v r ,  CI = p i ( ~ ,  \Id, - qi \Ii, 

essendo ?ni, m,, p , ,  di  interi e r ,  s due interi positivi, senza fattori quadrati, 
e primi fra loro. Ora dovendo essere: 

v + S  - 
JV ' 

razionale, sarà nec,essariaments 
P'S = v. 

Viceversa se 
rs  = v 

è una qualunque decompnsizione di Y in due fattori, prendendo: 

ove gli interi mi, m,, pi ,  qi  sono legati dalla relazione 

1' omologia 
r(rni2 + mee + ple) - s p ?  = 1, 

armonica 

1 - 2rrn22, - 2 r m i m , ,  2rm,p, ,  2 ~ m Z q 1  1 

- 2a,a, ,  1 - 2rm,2, + 2 r m , p i ,  $ 2 ~ m , q ,  

2 r m , p i ,  + 2 r m i p , ,  1 -2 rc , " ,  - 2vpipi  1 
- 2%q!, 2miy1, 2piqi ,  1 + 2 s q i z  I 

appartiene u G(,, .,, . Naturalmente 1' esistenza di queste omologie in G(,, ,) è 
subordiiiata alla condizione che - s sin residao quadratico d i  r. 

Questo risultato ci conduce ad ampliare il primitivo gruppo r(,,,) ne1 
modo seguente. Si considerino tutte le sostituzioni di La O 2.a specie, a de- 
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terminante 3 1, della forma: 

essendo 
rs = v 

una qualunque decomposizione di v in due fattori. 
Se n è il numero dei fattori (distinti) in v ,  le sostituzioni dei 2" tipi (A), 

ove r,  s percorrono le 2n combinazioni ammissibili, formano un gruppo. Invero 
il prodotto di due sostituriooi, corrispondenti alle decomposizioni 

ha  nuovamente la stessa forma ed appartiene a quella decomposizione 
' I  I I  v = r  S ,  

in cui r" contiene i fattori primi di r ,  r' non comuni a questi due numeri. 
Per  evitare confiisioni, indicheremo con ,) il gruppo oosi ampliato, mentre 
con '(,,,) seguiteremo ad jndicare il gruppo primitivo, composto delle sosti- 
tuzioni che corrispondono alle decornposizioni estreme 

Anche in q,, ,) figurano soltanto fra le sostituzioni ellittiche sostituzioni a pe- 
riodo 2 ; trasformando le sostituzioni di F(,, ,, in quaternarie, troviamo che 
queste appartengono ancors tutte a G ( l , v ) .  Esse formano in G(,, ,, un sotto- 
gruppo che indicheremo con G"(, ,  ,), il quale possiede tutte le omologie ar- 
rnoniche di G ( , ,  ,). Infine notiamo che le riflessioni di F(,, ,) hanno la forma 

zf = (bi + ibe)  v s x o  + (ci \lr + di \Is) 
(-ci\i;+ d i \ ~ ; ) z a - ( h i - i b r \ l y y  

con b , ,  h2, c, ,  di razionali interi legati dalla relazione 

s(b," bb,2 + dd,") - rc," 1 ;  

la corrispondente sfera di riflessione ha per equazione: 

e fra i piani di  riflessione figurano al solito soltanto i due 

. = O ,  5-0. 
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12. 11 poliedro fondamentale di r(,, ,,. 

Cominciamo le nostre ricerche particolari da1 caso 

ove ne1 gruppo q,, ,, formato dalle sostituzioni della forma 

, ( a + b ) z + ( c f  d )  x = , detate = = 1 , 
(en - do) z f (a0 - bo) 

abbiarno semplicemente il gruppo 

in cui a ,  B ,  y ,  8 percorrono gli interi di Gauss, che soddisfano inoltre le 
congruenze 

a = $ ,  p = y  (mod. 2). 

Nel gruppo ampliato F,, ,) esistono le riflessioni 

con b , ,  b , ,  Pi,, y ,  razionali interi legati dalla equazione: 

b , e - t - @ + P i y i = 1 ,  

e insieme dalla congruenza 
B i  = y ,  (inod. 2). 

In  questo caso abbiarno infiniti piani di riflessione corrispondenti a y, = O ;  
. . 

le loro equazioni sono: 
t = m ,  q = n ,  

con m ,  n interi arbitrari. Per y, $ 0  abbiarno la sfera di riflessione 

Ora consideriamo il prisma indefinito a base quadrata che si stende, al 
disopra del piano < = 0, fra i quattro piani d i  riflessione 
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e togliamone le regioni interne alle due sfere di riflessione 

5) 5" $ 3. t4 = 1, 6) (5  - 1)"- ( r ]  - 1)' + c2 = 1. 

Avremo cos1 costruito un poliedro P [fig. 1." (*)] tutto limitato da piani 
e sfere di riflessione con 6 faccie e 5 vertici: 

V (O, O, 1 intersezione delle faccie 1) 2) 5) 
V2 =(l ,  1, 1) n n 3) 4) 6) 
V3 = (1, O, O) n n 1) 4) 5)  6) 
V4 G (O, 1, O) n n 2) 3) 5)  6) 
V5 r (O, O, aû) 17 n 1) 2) 3) 41, 

dei quali i tre ultimi sono singolari. - 
In questo cas0 si vede subito che i l  poliedro P 

non è attrave~sato da  alcuna ultra sfera (piano) 
d i  rifiessione. 

Conforme alle indicazioni generali del 5 9 
dobbiamo ora ricercare le sostituzioni di 1." e 
2." specie, che cangiano P in sè medesirno. Basta 
tener presente che ogni tale sostituzione deve la- 
sciar fissi i due vertici non singolari V',, V, O 

scambiarli fra loro, per risolvere semplicemente la 
questione. 

Corninciando infatti da1 ricercare le sostitu- 
zioni riproduttive di P che lasciano fissi Vi, V2,  osserviamo che fra di esse 
figura la riflessione su\ piano 5 - a = 0, che ha per espressione analitica: 

ovvero, riducendola al determinante 1 : 

Unn sostituzione di 1.a specie che, sovrapponendo P a sè stesso, lasci 
immobili V,, V, deve perniutare fra loro le tre faccie del triedro rettarigolo 

(") In  questa, corne in tutte le figure seguenti, si osservano le trnccie su1 piano S u j  

delle faccie del poliedro. 
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col vertice in V2 ed è quindi necessariamente eTlitticn a periodo 3; essa lascia 
- 

immobili tutti i punti del circolo condotto per Y4, V2 normalmente al piano 5 ~ 1  

e perb i suoi due punti fissi su1 piano complesso 5 + iq sono gli indici dei 
valori 

(1 + i) id3 + 1) 
9 - (1 + i )  jd3 - 1) 

a 2 

della variabile z. Con queste osservazioni si trova subito per la sua espres- 
sione effettiva: 

l + i  1-i 
2 

2-- 
, z + i  

2 = ---- - - 2 
z - i  l + i  1-i ' - (b) 

2 " +, 
e si verifica che essa produce l'effetto voluto, scambiando ciclicamente le faccie 
del poliedro cosi: 

(1, 5, 2) (3, 4, 61, 

onde sui vertici singolari produce la sostituzione circolare 

v - 3 ,  K, K). 
I l  gruppo delle 6 sostituzioni 

1 ,  b ,  b P ;  a ,  a b ,  abg, 

è quindi il gruppo complet0 riproduttivo del poliedro P, che lascia fissi ri, T,. 
D'altronde è evidente che la rotazione di n attorno alla normale al piano 58 

ne1 punto -- l + (asse del prisma) riproduce P scarnbia~do Ti, V2; la sue 
2 

espressione analitica è : 
z' = - x + (1 + i). 

Vi sono adunque solo 12 sostituzioni riproduttrici di P e cioè le 6 di 
1." specie 

1 ,  b ,  b2, C ,  c b ,  ch2, 
e le 6 di 2." specie 

a ,  a b ,  ab', a c ,  a c b ,  acb2;  

esse formano un gruppo (ampliato) del diedro (fi = 3). Costruendo le espres- 
sioni di queste 12 sostituzioni, si osserva che nessuna di esse appartiene a - 
q,, ,). Ne segue : 

Il poliedro costwito P è i l  poliedro fondantentale del grzlppo '(,, ,,, che 
si genera con p u ~ e  riflessioni. 
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§ 13. Il gruppo riproduttivo della forma: 

f = x ~ + x * * + x 3 ~ - x : .  

Ed ora abbiamo, secondo il €j 9, tutti gli elementi necessari per risalire 
al gruppo aritmetico riproduttivo della forma quaternaria 

f = X? + x,2 4- XSP - xd2. 

Queste sostituzioni appartengono al gruppo aritvnetico riproduttivo di 

xie + xz2 $ xs2 - x12;  

Innanzi tutto osserviamo che alle tre sostituzioni (a ) ,  (b), (c),  col gruppo 
delle quali Fi, ,) è ampliabile, si pu6 dare la forma algebrica delle sostitu- 
zioni di r(,, ,) salvo che a ,  b, c ,  d non sono più per queste sostituzioni numeri 
interi. Ma se passiamo alle sostituzioni quaternarie corrispondenti del gruppo 
(algehrico) riproduttivo di xi2 + xZ2 + xZ2 - x , ~ ,  applicando le formole del €j 8, 
troviamo per le sostituzioni quaternarie (a), (b) ,  (c) 12 forme seguenti: 

ma fra le 12 sostituzioni del gruppo, che esse generano, solo l'identità appar- 
tiene a G(, ,  ,), come si vedé col calcolo effettivo (*). Ne concludiamo: 

II sottogruppo aritmetico G(,, ,, riproduttz'vo del la  forma:  

f = xie + X Z 0  + xse - x12, 

le cui sost i luxioni  sono congrue coll'identitia (mod. 2), coificide con G1(,,  ,, cioè 
è oleodrieurnente isomorfo  con l(,, ,). Nd grzcppo totale aritmetico riproduttivo 
d i  f esso è contenuio quale sottogruppo eccexionale d ' indice  12. 

A scanso di equivoci ricordiamo che qui, carne sempre in seguito, con- 
serriamo le sole sostituzioni coll'ultimo coefticiente a,, positive. 

Possiamo dare in fine le sostituzioni quaternarre elementari sia di G ( , ,  ,), 
s ia  del gruppo totale. Le prime si ottengono costruendo le 6 omologie armo- 

a )  

. (*) Tale verificq coine quelle dei successivi paragafi, si cornpie con somma facilit& 
riducendo le sostituzioni geiieratrici e le loro combiriszioni rispetto s l  modulo 3. 

0 - 1  O 0  
O 0 - 1 0  

O 

O O O 1  

0 - 1 0 0  
-1 0 0 0  

O 0 1 0  
O O 0 1  

0 0 "  , 1 

-1 0 - 1  -1 

0 - 1  1 1  

-1 1 0 - 1 -  
1 -1  1 2  
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niche di G ( , ,  ,) che corrispondono alle riflessioni sulle faccie del poliedro P 
ed hanno le espressioni seguenti: 

Basta ora associarvi le tre quaternarie a), b),  c)  per avere un sistema 
di sostituzioni generatrici del gruppo aritrnetico totale. E in fine, volendo 
conservare nei gruppi anche le sostituzioni con arr negativo basterà alle 9 
precederiti associare la 10." 

- 1 0 0 0  
0 - 1  O O 
O 0 - 1  o .  
O O 0 - 1  

Avendo trattato CO& diffusamente l'esempio attuale, potremo procedeïe 
più speditamente nei seguenti, ove baster& riunire gli elementi nccessarii per 
la determinazione del gruppo aritmetico riproduttivo della forma quaternaria 
corrispondente. 

§ 14. 11 gruppo & , 9 )  e la forma: 

f = x i a +  xz2 + $2 - 2x2. 

L' equazione 
2di2 - c,' = 1 

ammettendo la  minima soluzione in interi positivi 

d , = = l ,  c , = 1 ,  

comincieremo da1 considerare Io spazio compreso, al disopra del piano 5 = 0, 
fra i due piani di  riflessione 

1) v = o ,  2) 5=0 
A nltali di Matemnticn , tom0 XXI. 
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e le due sfere di riflessione 

3) t 2  + qP + tn = 1, Tipo II 

4) E 2  + q2 + rL! = (i:! - 1)2, Tipo 1, 

da1 quale toglieremo le regioni interne alle tre nuove sfere di riflessione 

5) ( [ - @ j ~ + ? 2 + t L l ,  Tipo 1 

6) 5' + (YI - \1212 $ = 1 , Tipo 1 

7) 1 ( - (1(X - 1)" + 1 q - (~2 - 1) l ?  + CS = (VS - 1)2, Tipo II. 

11 poliedro P cos1 limitato (fig. 2.") ha 7 vertici dei quali tre singolari 

P, = (VZ - 1, O, O )  intersezione delle faccie 1) 4) 5) 7) 

V2=(0, vZ- 1, O) n n 2) 4) 6) 7) 

le tre faccie 1) 2) 3) sono quadrangolari con un angolo nul10 e tre retl ii, le 
tre 4) 5) 6) triangoli con due angoli nulli 
ed uno retto, in fine la  faccia 7) un trian- 
go10 con angoli nulli (*). 

Con considerazioni aritmetiche e geo- 
metriche del tutto simili a quelle che ho 
s~i luppato  nell'ultimo dei miei lavori ci- 

% tati (Mathem. A m . ,  Bd. 43, pag. 124 ss.) 
si dimostra c,he i l  polzédro P non è at- 
traversato da ,alcuna s f e ~ a  d i  viflessione 
di CL, 2, -  

Per  trovare tutte le sostituzioni che 
trasformano P in sé medeaimo, osser- 

Fig. 2.8. viamo che nessuna di queste (salvo l'iden- 
tith) pub lasciar fissi i tre vertici singolari V,, V,, Y,, giacchè essa coinci- 

(") Tutte le circostanze qui notate (necessarie ad  osservarsi per l a  ricerca delle so- 
stituzioni riproduttrici del poliedro) si leggono facilmente nella figura. Considerando infatti 
il circolo (O rettn) traccia su1 piano 51 di uns qualunque delle faccie, dentro di esso i 
circoli della figura, che 10 tagliano ad angolo retto, segnano un poligono ad arclii di cir- 
col0 che é la proiezione stereografica della faccia corrispondente. 
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derebbe con nna riflessione sulla sfera 7), che è una faccia del poliedro. Al mas- 
simo sono dunque possibili 6 di queste sostituzioni ed esse esistono in effetto, 
come andiamo a verificare. In  primo luogo la riflessione su1 piano 5 - q = 0: 

riproduce P lasciando fisso T3 e scambiando V ,  con F2. Poi la riflessione 

sulla sfera 

cangia pure P in sè stesso permutando le faccie (2, 3), (4, 5) e i vertici 
(Y,, V3), mentre le faccie 1) 6) 7) e il vertice Fi restano immobili, Combi- 
nando (a) con (t), si hanno le 6 sostituzioni 

1 ,  a ,  6 ,  a b ,  b a ,  a b a ;  

fra queste la sola identith appartiene a r(,, ,), onde: I l  poliedro P (fig. 2.") 
è i l  poliedro fondamentale d i  r(,, $1, che si genera colle riflessiotti szclle sue 
faccie. 

Fer le forme quaternarie delle sostituzioni nj, E )  troviamo: 

Esse appartengono al gruppo aritrnetico riproduttivo della forma: 

x,9 $ xze + xz2 - 2 xp9, 

ma ne1 gruppo di 6 sostituzioni generato da a) ,  b) la sola identità appartiene 
a G(, ,  ,,. Ne concludiamo: I l  sottogruppo G(,, ,) riproduttivo della fornza: 

xiz + xp2 +- xa2 - 2 xq2 

d oloedricumente isomorfo con '(,, el. Esso è sottogruppo eccexionale d'indice 6 
ne1 gruppo aritmetico totale. 
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--- 

Per  generare l ' i n t e r ~  gruppo basta associare le quaternarie a), b) alle 
7 seguenti generatrici di G(,  ,,): 

§ 15. Il gruppo I'(,, ,) e la forma: 

f = x: $ xz2 $ x3? - 5 XI-. 

L' equazione 
5~1," ci2 = 1,  

ainmettendo lit minima soluzione 

c , = 2 ,  d , = I ,  

dallo spazio compreso, nella regione delle < positive, fra i due piani di rifiessione 

1) v = o ,  2) E = O  

e le due sfere di riflessioile 

3) (= + qP $ <? = 1, Tipo II 
1- 

4) 5'+ i j2  + <'== ( ~ 5  - 2); Tipo 1, 

togliamo le regioni interne alle 8 sfere di riflessione seguenti: 

7) ~ ' + [ i l - ~ ~ z + ~ 2 = ( ~ ) e ,  Tipo I 
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I f ,  4 , 8) j i -  i ( v - f i ] 2 + i z = ( f ) < ,  3 Tipo I 

d5 ) 2  1 2 10) E s + l v -  - 3 + jh j  + ( )  Tipo 1 
3 $0 

2 1 1 
11) 1:--1 l + i i  1 -+ \io i + d5 

1 2 1 ? 

12) - 1 '  +- 1 - - 1 + d5 +- g2 = ( )  , Tipo II. 

Definiamo cosi un poliedro P (fig." 3.") non attraversicto da alctina altra 
sfem d i  r;$essione del yruppo. 

Fra. le sue faccie le 6 
1) 2) 3) 5 )  11) 12), 

sono pentagoni con 3 angoli retti e 2 nulli -- 
e le rimanenti 6 4 

4) 6) 7) 8) 9) 10) 
triangoli con un angolo retto e 2 niilli. Esso 
ha 6 vertici singolari _ - 
T, = (d5- 2, O, O), V, = (O, d5- 2, O) 

% 

e fra gli altri otto rertici si distinguono i due che indieheremo con Vï, VS.',: 

intersezione delle tre rispettive faccie pentagonali 

1 )  2) 3) per v 7  

5 )  11) 12) per y,, 

mentre in ciascuno dei rimanenti 6 concorrono due faccie pentagonali ed una 
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triangolare. Ogni sostituzione che cangi P in sè medesimo deve lasciar fissi 
V,, v8 ovvero scambiarli fra loro. Intanto osserviamo la ~ o l i t a  riflessione 

che riproduce P, lasciando fissi V,, Vg.  Una sostituzione di 1." specie, ripro- 
duttrice di P, che lasci immobili V,, Vg è necessariamente ellittica a periodo 3 
(cfr. f$ 12) e pei suoi punti fissi ne1 piano E y l ,  dalle coordinate di V,, V,, su- 
periormente assegnate, troviamo: 

onde per l'espressione analitica della sostituzione: 

Questa cangia effettivamente P in sè stesso, producendo sulle faccie gli scambi 

Se costruiamo poi la sostituzione ellittica a periodo 2 coi punti fissi Fr3, V1 

vediamo che essa riproduce P scambiando le faccie 

e in conseguenza i due vertici V,, v8. 
Il gruppo complet0 riproduttivo di P si compone quindi delle 12 sosti- 

tuzioni: 
1 ,  B ,  b2, C ,  c b ,  cb2 

a ,  a b ,  ab2, a c ,  a c b ,  a c b P ;  

fra queste la sola identità sppartiene a ci, si. 
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e sui gruppi poliedrici. 275 

Dando ad (a) ,  (b), (c)  la forma quaternaria, troviaino: 

Queste appartengono bensi al gruppo aritmetico riproduttivo della forma 

ma fra le 12 loro combinazioni la sola identità appartiene a G(,, j ) .  Anche 
in questo caso adunque: 11 sottogruppo G(,, 6) è oloedriccl~~zente isomorfo  con - 
r(,,;); esso è contenu.to nez gruppo totale aritrnetico r i p o d u t t i v o  della forma 

come sottog?.uppo ecccxionale d'indice 12. 
Tralasciamo qui, come negli esempi seguenti, di scrivere le sostituzioni 

generatrici di questo gruppo totale. 

$ 16. i l  yrnppo r(,,,, e la forma: 

f = xi2 $ xe' + x3 - 6 xh2. 

Trattiamo anche un esempio con v numero composta, 'scegliendo 

Il gruppo ci, ,) (S 11) contiene le sostituzioni di 1.L e 2.a specie a detsrmi- 
nante + 1 di una delle quattro forme: 

Ne1 1." tipo mancaiio le riflessioni a causa di (3' - ) = - 1; restano i tre tipi 
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di sfere di riflessione 

ble + bZ2 + d,' - 6 cl? = 1. 1 
Dallo spazio compreso, al disopra del piano = 0, dai due piani di riflessione 

1) g = o  7 2) E = O  

e le due sfere di riflessione concentriche consecutive 

3) 1, Tipo ?) 

4) 5' + $ + g2 = (\13 - \12)e, Tipo a), 

togliamo le regioni interne alle altre 6 sfere di ïifleesione 

5) ( -  + c = ( ) ~  Tipo a) 

- - 

7) ( 5  - \I:)e + (n - /ir + F = ($yI Tipo 0) 

\i'3 2 

10) ( i -  ) + ( --' 7, Tipo a). 
2 J 2  +\(3 
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I l  poliedro P cos1 forrnato (fig. 4.") ha tre faccie pentagonali 

con angoli retti, tre quadrangolari 

7 C i T 7 C  
con angoli di - -, - , 0,  tre quadrangolari 

3 3 2  

7C 7C 
con angoli di -, - 2 0 ,  O e I'ultima 10) triangolare con angoli nulli; tre dei 

2 2 
suoi vertici, indicati con V,, TT2, V, nella figura, sono singolari. Nessuna sferu 
di rijessione 10 uttraversa. Per trovare le sostituzioni che Io trasformano in 
sè medesimo, si osservi che la faccia 10) deve sovrapporsi a sè stessa e il 

- - 

vertice 1) 2) 3), intersezione delle tre faccie 
pentagonali, deve rimanere fisso. Abbiamo 
in primo luogo la solita riflessione 

l + i  
I .  \IS z =ZZ,,=- . Z,l! 

1 - 2  -- 
(a) 

\/% 
che riproduce P, sicche basta ora ricercare 
le sostituzioni di 1." specie. Una tale sosti- 
tuzione, lasciando fisso il vertice del triedro 
trirettangolo format0 dalle faccie pentagone, 
deve essere ellittica a periodo 3; il suo cir- Fig. 4.a 

col0 fisso sarà il circolo condotto pel detto vertice ortogonalmente al piano 
e alla faccia 10). Troviamo in conseguenza che i due punti fissi della sosti- 
tuzione ellittica su1 piano 51 sono: 

e la sua espressione analitica è quindi, corne al $ 15, 

Annali di Malematica, tom0 X X I .  
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Essa sovrappone P a sé stesso lasciando fissa la  faccia 10) e producendo sulle 
altre gli scambi circolari 

(1, 3, 2) (4, 5, 6 )  (7, 9, 8). 

I l  gruppo completo riproduttivo di P consta delle 6 sostituzioni 

1, b,  b" a ,  ab, ab2, 

queste appartengono al gruppo totale aritmetico riproduttivo di 

fra le quali la sola identità appartiene a ri(,,,). Questo gruppo si genera 
adunque colle 10 riflessioni sulle faccie di P, che ne è il poliedro fondamentale. 

Costruendo ora le sostituzioni quaternarie a) b) ,  troviamo: 

ma fra le 6 loro combinazioni la sola identità appartiene a G(, , ,, . Dunque: 
Il sottogruppo G<,,  6 )  è oloedricamente z'somorfo con F(,, ,) ed è contenuto quale 
sottogruppo eccexionale d'indice 6 fiel gruppo totale aritmetico riproduttivo 
della forma: 

xi" xzE +- xQ2 - 6xA2. 

a)  

5 17. 11 gruppo c2, 1 )  e la  forma: 

f = $2' + 2 x3' - 42,'. 

Osserviamo che ne1 caso attuale dei quattro tipi di sfere di riflessione 
5 7 manca il tipo 1. Dallo spazio compreso fra i due piani 

0 - 1 0 0  
-1 O 0 0  

O 0 1 0  
O O 0 1  

e le due sfere consecutive di riflessione 

3) Se + riP + cf = 1, Tipo IV 

4) t 2  + $+ +TL \\12 - l)e, Tipo III, 

nella regione delle positive togliamo le porzioni interne alle 5 sfere di ri- 

b ) , 

0 - 1 0 0  
O O 1 0  

-1 O 0 0  
O O 0 1  

' 
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flessione seguenti : 

5) 15 - (2 - i2)/' + q2 + c k  ((JS - l r ,  Tipo IV 

7) (5- l p  +(n -:y + c 2 =  (L): 2 Tipo II 

8) ( ~ - k ) l f  (v- l)'+ t2= (: - r , Tipo I I  

2 1 2 

3 + \(S + c2 = (=) 7 Tipo III. 

r/ 
Il poliedro P cosi limitato (fig. S."), I 

non attraversato da alcuna altra sfera d i  
riflessbne di r(,, ,), ha tutte le sue faccie 
quadrangolari. Pe.rb queste si separano in 
due categorie e cioè: 

T 7 C X  
1) 2) 4) 7) 8) 9) con angoli di: - 3  - - O 

2 2 2  

7F 7e 3) 5) 6) con angoli di: -, -, 0, 0. 
2 2  

Fra  gli 11 vertici si distinguono i due: 
Fig. 5.a. 

V, 0 O ,  1 %  - 1 intersezione di 1) 2) 4) 

2 V'2 V, = ,- , 2  \12 , - ) intersezione di 7) 8) 9), 
(3V2+1  3V%-/-1 3( i2+1  

nei quali concorrono tre faccie di 1." categoria formando un triedro triret- 
tango10 e tre vertici singolari V,, V,, V5, rnentre nei rimanenti 6 concorrono 
ogni volta due faccie di 1." ed una di 2." categoria. Ne segue che se P si 
sovrappone a sè stesso, dovranno TT,, V2 restar fissi O scambiarsi fra loro. Dopo 
queste osservazioni si trova facilmente che il gruppo riproduttivo di P si com- 
pone di 12 sostituzioni generate dalle tre elementari: 
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Le b )  c) sono ellittiche a periodo 3 la prima, a periodo 2 la seconda. Nes- 
suna delle 12 sostituzioni generate (l'identità esdusa) appartiene a ?(,, ,,. 

Qui per la prima volta si presenta la circostanza che delle nuove sostituzioni 
quaternarie, colle quali ampliamo il primitive gruppo Gr(,, ,), una, la b),  non 
appnrtiene al gruppo aritmetico totale. Delle 12 sostituzioni composte con a ,  
b, c solo le quattro 

1, a ,  c ,  ac,  

Ponendo poi a) b )  c) sotto forma quaternaria troviamo: 

hanno coefficienti interi e di queste la prima soltanto appartiene a G(,, z) .  

Cosi : I I  gruppo Gp, p) è oloedricamente isomorfo con r(,, ,) ed è contenuto corne 
sottogruppo eccexionale d'indice 4 ne1 gruppo aritmetico totale riproduttivo 
della forma. 

a) 

§ 18. I l  gruppo r(,, ,, e la forma: 

xi0 + xzO + 2  x3p - 6 x.~~. 

Delle sfere di riflessione al § 7 manca qui il tipo III. 
Consideriamo Io spazio compreso fra i due piani di riflessione 

1) ? = O ,  2) < = O  

0 - 1 0 0  
-1 O 0 0  

O 0 1 0  
O 0 0 1  

e le due sfere concentriche consecutive 

3) q2 + g2 = 1, Tipo IV 

4) t2  + il2 + < =  (2 - V3le, Tipo IV, 

- 0 - 1 2  

nella regione delle positive e togliamone le porzioni interne alle otto sfere 
di riflessione 

1 - 1 0  3 

- 

5) ( t  - + v2 + c2 = (-&)P, Tipo 1 

2 

-2 1 O -4 
1 - 2 0  4 
O 0 1  O , 

1 0 - 1  O 0  

b, 
O 0 - 2 2  
1 0 - 1 2  
1 
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(3 1 + n ' + ~ = / ~  7 Tipo 1 
2 (2  + d 3  

\13 l 12, Tipo 1 

\12 1 10) ( - - -  + ( - - - , ). + r2 = ( ,  - Tipo II 
V3+ 1 2 (V3 t- 1) 2 (d3 l y  + 1) 

l [', Tipo IV. 
1 2  -+ \j3) 

Cosi è limitato un poliedro P (fig. 6.') che nessuna altra sfera d i  rifles- 
sione di (, , ,, at traversa. 

Le 12 faccie del poliedro si riparti- 
scono nelle quattro faccie pentagone 

3) 4) 7) 12) 
7 

con angoli retti, nelle yuattro faecie pen- 
tagone 

1) 2) 10) 11) 

con 4 angoli retti ed uno nullo e nelle 
quattro faccie quadrangole 

Va 
Fig. 6.8 

con 3 angoli retti ed uno nullo. Fra i 18 vertici di P due soltanto: 

sono singolari. In ogni sovra,pposizione di P a sè medesirno dovranno V,,  V2 
restare irnmobili O scambiarsi fra loro. Ora fra le riflessioni che cangiano P 
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in sè stesso abbiamo in primo luogo ln riflessione 

che permuta V,,  V2,  indi la riflessione 

sulla sfera 

che lascia fissi V,, Vr, e in fine la terza riflessione 

X = v2 

\15+1 ' 
\12 

20 

sulla sfera 

che lascia ancora fissi V,, V,. Queste tre riflessioni, essendo due a due per- 
mutabili, dànno luogo al gruppo di 8 sostituzioni 

1, a ,  b ,  c, ab,  ac, bc, abc 

riproduttrici di P. È facile vedere che non ne esistono altre poichè, ne1 cas0 
opposto, ve ne sarebbe pure una nuova di 1. ' specie che lascierebbe fissi Tl ,  
V,, ma siccome le quattro faccie che concorrono in uno di questi vertici si 
separano in due coppie di apecie diversa, dovrebbe una tale sostituzione essere 
ellittica a periodo 2 e coincidere per conseguenza con bc. Fra  le 8 sostitu- 
zioni sopra scritte la sola .identità appartiene a q,, ,), che ammette dunque 
il poliedro costruito per poliedro fondamentale. Se in fine costruiamo le so- 
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Tutte tre appartengono al gruppo aritmetico riproduttivo della forma, ma 
nessuna delle loro combinazioni (salvo l'identità) appartiene a G(, ,  ,,. Dunque: 

Il gruppo G(, ,  ,) è oloedricarnente isomorfo con c,, ,); esso è contenuto 
ne1 gruppo totale aritmetico riproduttivo della f o rma:  

stituzioni quaternarie corrispondenti ad a )  b) c) troviamo: 

quale sottograppo eccezionale d'indice 8. 

5 19. Il gruppo F(3, ,) e la forma: 

2," xz2 + 3 xz2 - 6 2;. 

a )  

Negli esempi che abbiamo trattato fin qui la forma quaternaria, di cui 
si voleva determinare il gruppo riproduttivo, era suscettibile di rappresentare 
10 zero e il poliedro fondamentale corrispondente p~esentava in conseguenza 
vertici singolari. 

Trattiamo da ultimo un esempio in cui la  forma quaternaria non pub 
rappresentare 10 zero e quindi il poliedro fondamentale ha, ne110 spazio noii- 
euclideo, tutti i suoi vertici a distanza finita. Cib accade per la f o m a :  

' - 1  1 2  
$ 2  --1 - 2  $ 6  

1 ii) 1 - 1  O 3  
1 1 - 1  - 1  6 

0 - 1 0 0  
-1  0 0 0  

O 0 1 0  

se - 1 e v sono contemporaneamente non residui quadratici d i  p. e noi sce- 
gliamo pel nostro esempio 

p.=3, v = 2 .  

1 0  O 0  
O 1  ' 0 0  
0 0 - 2 3  
0 0 - 1 2  1 O O 0 1  

Scegliendo convenientemerite le sfere di riflessione nei quattro tipi (5 7), 
noi definiamo l'attuale poliedro cosi. Dallo spazio compreso, al di sopra del 
piano g = 0, fra i due piani di riflessione 
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e le due sfere consecutive 

3)  Se + + ce = 1, Tipo IV 

togliamo le regioni interne alle 10 sfere di riflessione seguenti: 
- - 

5) ( - + (1 - + = ( Tipo 1 
v3 

- 
6) 5' + (1 - \/:r + <' = ($7, Tipo IV 

2 ( ~ 2 -  1) 32-1 
9) E2 4- (1 - J3 )) + t? = jT) 9 Tipo 11 

l )<. Tipo IV 

( i l )  1 S  --- \13 j a  l )>. Tipo IV 
2 +  3\12) + ' = ( 2 + 3 \ j S  

VZ-1 + r = 1-1 , Tipo II 
2\13 

2 d 3  2\13 
l 1 ' 9  Tipo IV. 

14) I ~ - 3 + 4 ~ a /  + 1 * - 3 + 4 &  + ' 2 = ( 3 + 4 J S  

Il poliedro P cosi definito (fig. 7.a) ha due faccie esagonali 4) 5 )  e le 
rimanenti 12 pentagone con angoli diedri ed angoli piani tutti retti; di più, 
corne ora si riscontrerà, i due esagoni 4) 5) sono regolari ne1 senso non-eu- 
olideo. Nessuna sjkra d i  riflessione del gruppo ?(,, ,, 20 attraversa. 

L e  sostituzioni che cangiano P in sè medesimo O dovranno lasciar fisse 
le faccie esagonali 4) 5) O scambiarle fra loro. Cerchiarno in primo luogo 
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quelle che le lasciano ferme, fra le quali figura al solito la riflessione 

Una fra queste sostituzioni che sia di 1." specie dovrà avere per punti fissi 
ne1 piano l1 i due punti pei quali passa il fascio di circoli ortogonali a 4) 5) 
cioè i due punti 

e il suo periodo dovrà essere 2 O 3 O 6, le 
faccie che essa riporta in sè medesima es- 
sendo esagonali. Proviamo subito quella a 
periodo 6, di cui le altre sono potenze; essa 
ha per espressione effettiva 

Fig. 7.a. 

e produce 1' effetto voluto, scambiando ciclicamente le faccie cos1 : 

(1 ,  8, 13, 12, 9, 2) (3 ,  7 ,  11, 14, 10, 6). 

Di qui segue intanto come si era enunciato: Le faccie 4) 5 )  sono esagoni 
regolari ne1 senso non-euclideo. 

Siccome la a trasforma 6 in b-i cos1 il gruppo generato da a ,  b con- 
tiene le 12 sostituzioni seguenti: 

1, b, b2, bS, b4, b5 

a, ab, ab" aab3, ab4, ab5, 

nè possono esistere altre sostituzioni riproduttrici di P che lascino ferme le 
faccie 4) 5). Perb vi sono altre 12 sostituzioni che cangiano P in sè stesso 
permutando 4) con 5); queste si ottengono combinando le 12 precedenti colla 
seguente ellittica a periodo 2 

Annali di Matematica, tom0 XXI. 
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che produce gli scambi 

(1, 3) (2, 7) (4, 5 )  (6, 8) (9, 11) (10, 13) (127 14). 
I l  gruppo riproduttivo di P consta quindi di 24 sostituzioni, fra le quali 

perb la sola identità appartiene a c,, ,) (*). Dunque questo gruppo è gene- 
rabile con pure riflessiorii ci& colle 14 riûessioni sulle faccie del poliedro co- 
struito P, che ne è il poliedro fondamentale. 

Costruendo or% le espressioni quaternarie di a) b) c)  troviamo (**): 

onde si vede che soltanto le 12 sostituzioni generate da cc) t )  appartengono 
al gruppo riproduttivo del poliedro P. 

Ma un1 altra circostanza, nuova negli esempi trattati, si presenta qui: la 
terza potenza. b3 della b è già congrua coll'identità (mod. 2) e perb: II gruppo 
G(3, *) non coincide cor. G'( , ,  ,) , ma 10 contiene quaie sottoyruppo eccexionale 
d'indice 2, ottenendosi le sue sostituxioni da quelle d i  G'(3, 2, col moltiplicare 
queste zcltime per 1, b3. 

Ne segue ulteriormente: 
I l  gruppo totale aritmetico riproduttivo dellu forma : 

contiene Gs, 2) quale sottogruppo eccexionaZe d'indice 6. 
Terrnineremo col dare alllattuale poliedro P, con una semplice trasfor- 

mazione, una forma notevole. 

(*) Debbo qui segnalare un'omissione ne1 mio ultimo lavoro dei Mathem. Annalen, 

Bd. 3, ove pel gruppo ivi designato con i i ( p ,  3) si t rova un poliedro Pr che é trasfor- 
inabile nell'attunle. Solo ivi è erroneamente asserito che non esistono sostituzioni ripi.0- 
duttive di P' (pag. 132) che scambino f ra  loro le  due h c c i e  esagonali. 

(""1 Per costruire la quaternaria c)  basta fare  nella quaternaria S 

a - - 2  , O = 1 ,  c = - 1 ,  c l -  O ,  

ma avvertendo che il modulo del determinante è qui = 2\13 bisogna poi dividere ci%- 
scuno dei 16 coefficienti ottenuti per  2\ /3 ,  il che d i  I'espressione p e r  c )  r iportata  ne1 testo. 
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Pacciamo un'inversione per raggj vettori reciproci rifipetto ad una sfera 
col centro ne1 punto 

z =  
(1 + i) (f5- - 1) (+ 1) . 

2 7 

le due faccie 4) 5 )  si cangieranno in due sfere concentriche col centro ne1 
punto O trasfor~nato di 

(1 + - i) ((F- 1) (VT+ 1) 
2 

e la sostituzione 6) diventerà un'ordinaria rotazione di attorno alla normale 
3 

. Fig. 8.a. 

in O al piano Eu. Ne segue che le 6 faccie ortogonali a 4), corne le 6 orto- 
gonali a 5) si cangiano in sfere di raggio eguale coi centri distribuiti nei 
6 vertici di un esagono regolare. Si ottiene cos1 un poliedro le traccie delle 
'cui faccie su1 piano si osservano nella fig. 8.". Esso non è del resto che 
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un caso particolare di un solido del10 spazio non-euclideo, con angoli diedri 
e con angoli piani tutti retti, racchiuso da 2n  + 2 faccie (n s 5) di cui due 
faccie sono poligoni regolari (ne1 senso non-euclideo) di n. lati e le altre 2n 
sono pentagonali. Per n = 5 si ottiene il dodecuedro regolare con diedri retti 
di cui tratta una mia recente Nota nei Rendicorzti deEl'Accadernia de i  Lincei.  

1 coefficienti delle sostituzioni nei gruppi corrispondenti ai  solidi men- 
zionati sono numeri formati colla radice rzma dell'unità e con certe irrazio- 
nalità quadratiche. 
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Sur la généralisation 
des fractions continues algébriques. 

(Par M. CH. HERMITE, membre de l'Institut, à Paris.) 

[Extrait d'une lettre a M. Pincherle (*).] 

. . . . . . Le problème que j 'ai en vue est 10 suivant: Etant donné lz 

séries Si, S2,. . . 8% procédant suivant les puissances d' une variable x ,  déter- 
miner les polynômes Xi, X, ,... Xn des degrés p,,  ,K ,,... ,un de manière à avoir 

8, xi + & X ,  +.. . . + snx, = SXP,+P,+ -+p ,~fn- i  7 

où S est une série de même nature que S,, S2, etc. L a  question ainsi posde 
est entièrement déterminée, et une remarque de calcul intégral en donne la  
complète solution dans le cas particulier où les séries sont de simples expo- 
nentielles. C'est ce que je vais montrer, je me proposerai ensuite de faire 
sortir, en vue du cas général, les enseignements que contient cette solution. 

Soit 
1 J=-J  ezs d P- x -- 

2 7~ i (a - [i)pi+i '(2 - t2)~,+i . - . fz  - <n)l*n+l ' 
C 

l'intégrale étant prise le long d'une ligne fermée C qui comprend à son in- 
térieur toutes les constantes <,, <, , .. . <,. Cette quantité s'obtient d'après le 
théorème de CAUCHY, au moyen des résidus de la fonction placée sous le signe 
d'intégration dont le calcul est facile. E n  considérant le pôle x = <,, pour 
fixer les idees, je pose z = ci  + E ,  puis en développant' suivant les puissances 

(%) « Sono lieto di presentare a l  Direttore degli A~mali le seguenti interessantissime 
« ricerchr dell'illustre prof. HERMITE, colle quali viene ad essere appagato il desiderio 
« da me espresso nell'introduzione alla mia Mernoria: Sulla generalizzazione delle f m -  
« zioni continue algebriche, pubblicsta nella Serie 2.a, tom. 19 di questi Annali ,  che i 
« risultati ottenuti in questo campo dall'esimio analista abbiano a venire in breve alla 
« luce. » 
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croissantes de E ,  

On a aussi 

cela étant la valeur cherchée, abstraction faite du facteur a i r ,  sera le coefX- 
cient de dans le produit des deux séries. C'est un polynôme entier en x 
de degré p,; je le désigne par X,, en posant 

Les autres résidus s'obtiennent de même, et l'on conclut l'expression suivante 

où Xi est du degré ,Ki en x. Développons maintenant l'intégrale suivant les 
puissances croissantes de x,  et soit 

L'intdgrale d'une fraction rationnelle prise le long d'un contour qui ren- 
ferme tous les pôles est nulle lorsque le degré du dénominateur surpasse le 
degré du numérateur de deux unités, nous pourrons donc écrire en désignant 
par S une série entière en x ,  

Ce résultat établit la propriété caractéristique des polynômes X,, 1Y,, . . . X, 
qui est l'objet de notre attention; leur étude en faisant connaître les relations 
qui les lient pour diverses valeurs des exposants p,, p,,. . . pn ouvre la voie 
à la généralisation de la théorie des fractions continues algébriques; voici à 
cet égard un premier point. 

J e  considère les cas particuliers oh l'un des exposants est nul, pour fixer 
les idées je suppose pi = O ,  et j'écris 
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E n  désignant par < l'une quelconque des quantités <,, <, , . . . c,, et par p + 1 
l'exposant du facteur x - t, je remarque qu'un moyen de la décomposition 
en fractions simples, on obtient facilement l'égalit6: 

où l'on a 

Soit encore G (z)  = (z - ?&)Pz+' . (X - tn)'~i+ i ,  en omettant le facteur ( x  - <)p+', 

on en conclut l'expression suivante; 

C'est une formule de réduction qui donne de proche en proche la valeur 
cherchée. L e  premier terme en effet est une intégrale Jz dans laquelle ,U et pi 
sont nuls, et les suivants ne contiennent plus C i .  Ils s'expriment au moyen 
des polynômes Xi,  en nombre de n - 2, qui se rapportent à l'approximation 
maximum de la quantité 

Xée<,* + x3eT,~$. . . . + X:ie<,,~. 
d 

E n  regardant comme des éléments connus ces polynômes, ainsi que ceux qui 
concernent les fonctions linéaires d'un nombre moindre d'exponentielles, l'ap- 
plication repétée de la formule conduira en dernier lieu à l'intégrale 

Soit pour un moment 

F j ~ )  = (Z - c,) (Z -- L) . . (Z  - L), 
nous aurons 

e".C 
où X, est le résidu correspondant au pôle x = <, de la fonction 

( X  - l:a)p+*+i FLZ) ' 

Mais Qn obtient une expression plus explicite en remarquant que J, contient 
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en facteur x I * ~ b + ~ - ~ ;  il en résulte qu'après avoir multiplié les deux membres 
de cette égalité par e-515" on peut négliger le produit J,- , e  ',tx, et omettre 
aussi dans le développement des exponentielles les puissances dont l'exposant 
est supérieur à pn, ce qui donne: 

J 'arrive maintenant à un second point dans l'étude de la  fonction 

Xi eqlx + X,  e%* + . . + XneGitx 

qui nous conduira ?i des relations récurrentes entre les polynômes Xt.  
Soit comme tout-à-l'heure 

de sorte que l'on ait 
J= - 

C 

Comme remarque préliminaire, j'établirai qu'en désignant encore par l'une 
quelconque des quantités <,, r,,.., c,, on peut déterminer un polynôme @ ( x )  
de degré n - 1 et une constante c ,  de manière à avoir 

L a  différentiation nous donne en effet, après avoir chassé le dénominateur 
ainsi que le facteur exponentiel, l'égalité suivante 

 FI^) et Les termes --- 
a - T  

f ' 'z 'P'z'  sont entiers en z ,  le second membre est 
f (2) 

donc un polynôme de degré n ,  et nous avons donc avec les vt coefficients 
de Q(z) et  la constante c ,  le nombre nécessaire d'indéterminées égal à n 4- 1, 
pour rendre la relation identique. 
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f"a 
3 et soit d' abord z = 5, on trouve Posons, pour abréger, F,(x) = -- 

f rz) 
facilement 

WC) = PJ" (5) 

où p designe l'exposant de x -. 5 dans f(x); nous en concluons immédiatement 

1 
= (P -t 1) Ft (0 ' 

Je fais ensuite x = C i ,  étant différent de C; il vient ainsi: 

1 = (Ci - C)@(k) + cPiF1(<i), 

d'où l'on tire, en écrivant pour plus de clarté @ ( z ,  t )  au lieu de @ ( x )  afin 
de mettre en évidence la quantité <, 

On remarquera que cette valeur est indépendante de x,  mais il n'en est pas 
de même de @(c, 5) qui nous reste à obtenir. Prenons pour cela la dérivée 
de 1' Qquation 

F(z )  1 = (Z - t )@(z ,  C) - CXF(Z)  + c - + F<(z)] 
[x - T 

et supposons x = C, on a ainsi, 

ce qui donne l'expression du premier degré en x:  

Après avoir ainsi determiné le polynôme @(z, 5) de manière à satisfaire à la 
relation considérée, nous en concluons en intégrant le long de contour C, 

voici les conséquences de ce résultat. 
Désignons par Ji, et J ; ~  les intégrales 

Annali di Matematica, tomo XXI. 
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qui sont de formes semblables, la première donnant la  seconde en augmentant 

@(" ') en fractions d'une unité les nombres p i ,  pn,. . p,. En décomposant - 
simples, la  formule élémentaire 

F (8) 

a(., -=Z @(Ci, C) 
(4 

(i = 1, 2 ,  ... 92) 
(X - Ci) F' (Ci) 

conduit à l'égalité 

Attribuons maintenant B 5 les valeurs c i ,  c,,.. . cn, on en tire les rela- 
tions de récurrence auxquelles je me suis proposé de parvenir, qui expriment 
Jil, Jk 2,... Ji* en fonction linéaire des quantités analogues JGl, Js n,... Js, 
Qu'on change ensuite dans ces relations les nombres p,, p,, . . . p,, en les aug- 
mentant d'une unité, et 1' on aura pareillement au moyen de Jkt, J:~, . .. Jt*, 
les n intégrales 

E t  il est clair qu'en continuant ainsi de proche en proche on arrivera à la 
détermination, pour une valeur quelconque de l'entier v ,  de 

Enfin nous remarquerons la formule, 

ex" d z 1 -ff (z) BV+l (a) 
- 2 -  

(4 Js . 
C 

Supposons en particulier les nombres p,, p, ,. . . p, égaux à zéro, on a 
alors JSi = egfl, f (2) = 1, et nous obtenons, par un algorithme régulier, 
l'expression de l'intégrale 

1 J -  
2 ix . PPY+ (8) ' 

id 

où les polynômes multiplicateurs des exponentielles sont tous de même degré 
' égal à U. 
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L'exemple le plus simple de nos relations r6currentes s'offre pour n = 2;  
un calcul facile nous donne dans ce cas: 

On est ainsi amené à un nouveau mode de calcul, entièrement différent de 
1' algorithme Blémentaire de la théorie des fractions continues, pour obtenir 
les polynômes entiers qui donnent l'approximation maximum de l'expression 
X , e 5 ~  + Xze%x7 lorsque leurs degrés diffèrent d'une unité. Nous allons mon- 
trer que le nouveau système d10p6rations ne  s'applique pas seulement aux 
exponentielles e%", e5", et qu'il s'étend de lui même à deux séries quelconques 
ordonnées suivant les puissances d'une variable. , 

Posons 
8 = & + P x  + y  x"..., 

nous déterminerons deux binômes de premier degré A et B, et  deux constantes 
a, b, de manière à avoir 

S A  + S'a = Six4, 

en représentant par S, et Si deux nouvelles séries de même forme que les 
proposées. Soit ensuite 

SiAi + S:ai =S4x2 ,  

et continuons le même système de relations de manière à déduire de S et S' 
successivement les séries 

si7 s 2 ) . . .  Sfl-kC) 

si, s; ,.-. 
On aura en dernier lieu 

les quantités Ai, Bi étant des binômes du premier degré, ai et b; des con- 
stantes. aliminons Si, s',, s,, S',, . . . Snl s',, on obtient facilement les re- 
lations suivantes 

S P -+ S' P' Sn+, xZn+', 
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oh P, P', Q, Q' sont des polynômes entiers en x ,  des degrés n 4- 1,  n ,  n ,  
n + 1. Ajoutons les après les avoir multipliées par des constantes p, q choi- 
sies de manière à faire disparaître le terme indépendant de x dans la série 
p Sn+, $ q S I , + ,  , et soit: 

PP+ Q4 =X, P'p + Q'y = X, .  

On voit que le développement de la fonction linéaire S X +  S ' X I  commencera 
par un terme en x2n--3; nous avons donc, au moyen des polynômes X et X,, 
de même degré égal à n. 4- 1, l'ordre d'approximation le plus élevé de cette 
fonction, tel que le donnerait la théorie des fractions continues. 

Nous pouvons aller plus loin e t  chercher encore les polynômes de degrés 
inégaux p et pi, pour lesquels l'ordre d'apprnxiination est representé par la 
puissance x P + ~ ~ + ~ .  J e  supposerai le degré de X supérieur de m unités au degré 
de X,. E n  désignant alors par E la partie entière arrêtée gu terme en xm-' 

S' 
du développement de -, de sorte qu'on ait 

S 
S E  -- S' - S, xm, 

j'appliquerai l'algorithme qu'on vient de voir à ,So et S. On formera ainsi les 
égali t6s 

S P + So P' = Sn+, xZn+', 

et nous en conclurons en introduisant S au lieu de S, 

S(Pxm f PIE) -- S P' - Sn+, xmfzn+' 7 

Ajoutons encore membre à membre après avoir multiplié par des constantes 
p et q de manière à introduire le facteur x dans la série Sn+ip + S1,+, q ,  et 
posons 

X = (Pp + Qp)xm t ( P ' p  + Q'q)E, 
x, =- P'p - Q q ,  

S',+,x = Sn+ip + Sn+, y .  

Ces polynômes sont, le premier du degré p =. m + l z  + 1, le second du degré 
pi  = rz + 1, et la relation 

montre qu'ils donnent l'ordre voulu d'approximatiori maximum. J e  remar- 
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querai encore que si l'on élimine successivement S et S' entre les deux éga- 
lités précédentes, on en tire 

S ( P  Q' - Q P')  - (Sn+, Q' - S',+, Q ) xzn+', 

S' (P  Q' - Q P') = (SIn +, P - Sn +, Pr) xZn+'. 

Il en résulte que le déterminant PQ' - QP'  est divisible par xZn+', SOUS la 
condition qu'on doit admettre, que S et S' ne contiennent pas en même temps 
le facteur x. Nous avons par siiite 

p Q' - Q p' - c ~ 2 n + 2  
7 

en désignant par c une constante, puisque le premier membre est du degré 
212 + 2. Ces polynômes ont déjà été considérés par M. PADÉ qui les a intro- 
duits dans la théorie des fractions continues algébriques, et en a fait une étude 
approfondie dans une thése de doctorat présentée à la Faculté des Sciences de 
Paris. Nous allons bientôt en trouver une application en cherchant à étendre 
cette théorie à la fonction linéaire 

SX +- S' X, J S" X2' 

question difficile dont j'essayerai de donner la solution. 
II s'agit alors de trouver pour X, X,, X, des polynômes de degrés 

p ,  p i ,  pz, tels qu'on ait, en représentant par S,  une série entière en x, comme 
S, S' et 8'' : 

S X  + S' X ,  + S'  ' X,  = S, X ~ + B I + ~ + ~ .  

Cette condition fait dépendre leurs coefficients de la résolution d'un système 
d'équations homogènes du premier degré au nombre de p + p, -f p, + 2, qui 
les déterminent sauf un facteur commun. Mon but est de donner un algorithme 
qui conduise au résultat cherché sans avoir d'équations à résoudre. 

J e  me fonderai pour cela sur la première remarque que j'ai faite en 
considérant le cas où les trois séries sont des exponentielles. Elle conduit à 
supposer d'abord que l'un des polynômes multiplicateurs se réduit à une con- 
stante. Nous avons vu en effet qu'on prenant pour auxiliaires les éléments de 
la théorie des fractions continues, on est ramené au cas fort simple et dont la 
solution est immédiate, où deux de ces polynômes sont indépendants de la 
variable. 

Supposons X,  constant, X et X, devant être des degrés m et n. J 'em- 
S ' 

ployerai la partie entière, que je désigne par E, du développement de - 
S 
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jusqu'au terme en xm, puis parmi les fracticris convergentes qui se tirent de 
S'  -- le groupe de celles où les dénominateurs sont de même degré égal à m, s 
les degrés des numérateurs étant la série des entiers de zéro à n. Représen- 

Ni tons les par - Ni étant de degré i et Di de degré m pour i = 0, 1, 2 ,  .. . n; 
D, 

on aura les relations suivantes où s,, s, ,  . . . s, sont des séries entières: en 
premier lieu 

S E  - S" = Si xmc', 
puis, 

SDO - Sr  No = so xrn+', 

SD,  -- S' N,  = S, xm+', 

Cela posé, déterminons la constante a. de manière à faire disparaître le terme 
constant dans S, - s,ao, et soit en conséquence 

Opérons de même sur 8, et si,  et posons 

S2- siai = s 3 x ,  

nous continuerons pareillement jusqu'à parvenir à l'égalité 

et on verra facilement qu7 on B ainsi 

Posons ensuite 
X C E - -  Doao -- Diai-- . . .  - Daan, 

ces deux polynômes dont le premier est du degr6 m et le second du degré n 
donnent le résultat cherch&, comme le montre la relation 

SX + S'Xi - S" = Sn+, xrn+,+' 9 

qui découle immédiatement des égalités précédentes (*). 
PA- 

(*) Cette question a été le sujet des recherches de M. TCHEBICIIEF qui en a donne 
la solution par une méthode entièrement différente de cette que j'ai suivie dans le tom. 30 
des Mémoires de l'Académie des Sciences de S.t Petersbourg; une traduction française du 
travail de l'illustre géomètre Sur les expressions approchées, linéaires par rapport à deztx 
polynômes, a paru dans le Bulletin des Sciences mathématiques, tom. 1, pag. 289. Année 1877. 
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Ce point obtenu, je reviens encore au cas où les séries sont, des expo- 
nentielles, et en supposant rz - 3 ,  aux relations récurrentes qui donnent les 
quantités désignées par Ji, Jie7 Ji au moyen de Jql, JS2, Jg8. Posons pour 

8 

simplifier 
= C e - C 3 7  P = C z - C i ,  y=C3--L7 

on conclut aisément des formules générales 

L a  principale remarque à faire sur ces rbsultats, c'est que les quantités 
Jrl, Jq,, Jga y représentent de trois manières pour trois systèmes différentes de 
polynômes, le même ordre d'approximation maximum de la fonction 

et qu'il en est de même pour J:, J , J i  , l'ordre se trouvant alors aug- 
'e s 

menté de trois unités. D'après cela je considère pareillement pour le cas gé- 
néral les trois relations 

où les degres des polynômes multiplicateurs étant donnés dans le tableau 
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on a n = m + m,' $ m". Nous obtienons donc dans chaque égalité l'approxi- 
mation maximum, et je conviendrai de donner au système des coefficients la. 
désignation de polynômes associés d' ordres (m, m', m"). Déterminons mainte- 
nant trois binômes de premier degré A ,  B, C et six constantes, a ,  a,, b, b , ,  
c ,  c,, de manière à avoir 

en indiquant par S2, Sé, Sa' des séries entières en x. Il est évidemment pos- 
sible de satisfaire à de telles conditions, chaque égalité renfermant sous forme 
homogène quatre ind6terminées qui permettent d'annuler le terme ind6pen- 
dant ainsi que les coefficients de x et x2. Cela étant, on trouve en éliminant 
Si, S:, S:', les équations suivantes, 

S(Pc + Qc, i- RC) + S ' ( P f c  t Q'c, + R'C) 

où les degrés des coefficients de S, S', S" sont 

Nous avons obtenu par conséquents les polynômes associés d'ordres (m + 1, 
nz' + 1, m" + 1) au moyen des polynômes associés d'ordres Gn,  rn', z',nP'), par 
une loi de formation que nous continuerons en posant les nouvelles égalité: 

S, A' + Sis' + Si a', = S3 x3, 

S,b' + SéB'+ Si'b', = S:x3, 

S2cf  $ s;GI, f Sr Cf = s;x3.  

On en conclura les polynômes d'ordres (m + 2 ,  rn' + 2 ,  rn" + 2), et de proche 
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en proche, en poursuivant les mêmes calculs, nous parviendrons par un algo- 
rithme régulier aux polynômes associés des ordres (m + p, m' + p ,  rua'! + p)  
où p est un entier arbitraire. 

Nous avons maintenant les éléments nécessaires pour la solution de la 
question gbnbrale de l'approximation maximum de la fonction 

S X  + S'Xi + S"X,. 

en admettant que X, Xi, X2 soient de degrés p ,  p , ,  pz .  J e  suppose pour 
fixer les idées que p, soit le plus petit de ces trois nombres, je ferai 

m et m' étant positifs et pouvant être nuls, et j'appliquera l'algorithme pré- 
cédent aux quantités que je vais définir. 

p Q S' Soit - et des fractions convergentes tirées de -- et telles que les 
P' Q S 

degrés de P et & soient m + 1 et m ,  ceux de P' et Q', m' et nz' + 1. Les 
deux premières S, et Si résulteront des égalités suivantes 

S p - S' Pr = Si xmiin'+e 

SQ - S' Q I  = SI Xm+în'+~ 
7 

et la  troisième Si' sera donnée par la relation que nous savons former, où 
R et R' sont des polynômes de degrés m e t  m', à savoir 

S R  + S' R' -- S.' = Si1 xmt"'+e. 

Cela étant, now obtieiidrons les polynômes associés d'ordres (m + 2 ,  
m' + 2,  l), (m + 3, m' j- 3, Z), etc. par le calcul de &, Si, Sr; S,, S ; ,  
S;', etc. et ces mêmes opérations continu6es jusqu' à ce qu7 on parviene à 
S S ,  Si: donneront en dernier lieu les polynômes d' ordres (m + p., 

m' + y2 ,  pz), c' est à dire ( P ,  p i ,  p2) ;  c7 est le résultat auquel il s'agissait 
d' arriver. 

L a  méthode que je viens d'exquisser repose principalement sur l'emploi 
des polynômes associés; j7ajouterai à leur égard les remarques suivantes qui 
se tirent des équations de définition, 

S P + S ' P f  f S" P" = sixn,  

SQ + S' Q' + S" Q" = Six", 

S B  +- S 'E  $ SUR"= Si'xn. 
Anraalz di II.Iatematica, tom0 XXI. 
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En  les résolvant par rapport à S ,  5" S" et désignant par D le déterminant 

on obtient d'abord la relation 
D = cxn, 

où c est une constante. 
J e  les ajoute après les avoir mixltipliées par des indéterminées p, q ,  r 

dont je dispose de manière à avoir 
S,p $- Siq + Si'r = sx2 , 

et je pose 
X = P p  + Q q  + E r  

xi= P'p + Q'q + R ' r  

X ,  = P"p + Q"q + R"r, 
ce qui nous donne 

sx + six, + su x, = S X ~ + ~ ,  

et par conséquent l'ordre d'approximation maximum, avec les degrés rn,  m.', 
m" des trois polynômes. 

La recherche de cette approximation maximum peut encore être consi- 
dérée sous un second point de vue bien distinct de celui au quel je me suis 
placé jusqu'ici. Au lieu de séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
d'une variable, j7e11visagerai lz développements de la forme 

et en les désignant par S,, S,, ... Sn, je me proposerai d'obtenir des poly- 
nômes Xi, X,, ... X,  de degrés pi, p,,. . . p, tels que la fonction linéaire 

83x4 + fLXz + . . a  SnXn, 

1 1  
ne contienne aucun des termes en -, - 3 .  . . 1 

x xz XP,+P~+ ..., IL,+= 

Soit pour abréger m = p,  + pz + . . . + p,, représentons aussi par E le 
groupe des termes entiers en x; dans cette fonction, on aura l'égalité suivante 
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et nous remarquerons que les polynômes multiplicateurs, ainsi que la prirtie 
entière E, se trouvent d' aprés la condition posée, complétement déterminés, 
sauf une constante qui entre en facteur commun. Le calcul intégral offre un 
exemple intéressant de ce mode nouveau d'approximation que j' ai déjà in- 
diqué (Journal de C~el le ,  tom. 79) et que je rappellerai succinctement. Il se 
tire de cette nouvelle expression, semblable à celle que j'ai considérée en 
commenqant, 

mais ou 1' intégrale est rectiligne lorsque les exposants p i ,  p,, . . . p,, ayant 
pour valeur commune p ,  op a v = p. Si nous posons encore 

on aura plus simplement 

c'est l'intégrale d'une fonction rationelle, et l'on trouve facilement 

Dans cette formule, Xi, X,, ... Xn-., sont des polynômes du degré p,  l'un 
(2 - x ) ~  quelconque d'entre eux Xi étant le résidu de la fraction rationelle -- 
PP+i (4 . . 

qui correspond au pôle k. Soit enfin en développant suivant les puissances 
décroissantes de x ,  

on en tire la série 

dont le premier terme montre que le systéme de ces r. - 1 polynômes con- 
duit en effet à l'approximation maximum. 

Ce résultat m'avait donné l'espoir que la considération des deux intégrales 
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où j'ai posé 
f(z) = (z - C,)'% (z --- te)% . . . (z  - C@t) 

me servirait également pour éclairer la question des deux modes d'approxi- 
mation que j'avais en vue. Mais si l'étude en est toute semblable, les con- 
clusions à tirer sont bien différentes, ainsi qu'on va le voir. 

E n  employant les dénominations dont j'ai déjà fait usage, j'ai d'abord 
remarqué qu'on peut déterminer le polynôme @ ( x )  du degré n. - 1 et une 
constante G ,  de manière à avoir 

Nous en tirons en effet cette égalité 

z - x = ( z - ~ ) Q ( Z ) - Y G F ( Z ) + C ( Z - X ) [ - + F ~ ( Z ) ] ,  X-% 

et en raisonnant comme nous l'avons déjà fait, on en conclut d'abord 

puis, si l'on écrit (x,  C) au lieu de @ (x), les valeurs suivantes; 

qui contiennent l'une et l 'autre la  variable x au premier degré. Cela posé, 
l'intégration nous donne en admettant que l'exposant v soit inf6rieur au degré 
de ( Z  - r ) f j ~ )  

(Z - 2)'-i@(z) d z  

Rempla~ons maintenant - "(') par la somme 
P(,> 

Z ( r i 7  C) 
(5  - Ti) F' (CJ ' 

et posons 

on obtient pour les valeurs C = c i ,  C,,. . . t,, les relations 
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Après avoir remarqué que l'on a encore en général 

(Z  -- x)"-i d z  1 
- 2 -  J<, , (i = 1 , 2, . , , ?t), 

F' (Zi)  

je vais considérer le cas particulier où p,, lu.2,. . il., sont égaux à :J. et  u à 
p. + 1, ce qui donne 

On passe de la première intégrale à la seconde par le changement de p. en 
p. + 1, nous voyons par suite qu'en supposarit en premier lieu p = 1, les re- 
lations troiivées conduisent par un algorithme régulier A la détermination pour 
toute valeur entière de p. des quantités Jc ,  et  par conséquent des polynômes 
X i ,  X, ,... X,-, dans l'égalité 

^" (Z - x ) P ~ z  X - C i  x - L-i J FI*+i(z) 
= XI log - + . . . + X,-i log - E. 

x - Tn Sn-4 - Tn 

Pour ne pas trop m'étendre je ne jetterai qu'un rapide c,oup-d'oeil sur cet 
algorithme; je me contenterai de remarquer que la partie trascendante de Jc 
se présente sous la forme suivante, 

où X i ,  Xg , . . . X:,  sont des polynômes de degré N. - 1. J' observerai encore 
qu'en développant suivant les puissances descendantes de x ,  nous trouvons, 

On est donc encore amené ayec le système de ces coefficients à une approxi- 
mation maximum, mais qui se rapporte à une autre expression que la pro- 
posée. Les polynômes auxiliaires auxquels donne naissance le nouvel algo- 
rithme, sont ainsi d'une nature toute différente de ceux auxquels nous avons 
précédemment donné le nom d'associés. Devant les grandes difficultés qui 
s'offrent maintenant pour saisir dans ces ciiconstances le moyen de passer du 
cas particulier que nous venons de considérer au cas général oh les logarithmes 
sont remplacés par des séries quelconques, j'ai du poursuivre dans une autre 
direction la recherche que j'ai entreprise; voici en peu de mots ce que j'ai 
obtenu. 
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Soit S et S' deux séries de la forme 9 + 5 + - + . . . Y je désignerai 
x . x3 

par P, P i ;  Q, Q'; R,  R' ,  des polynômes dont les degrés sont donnés par ce 
tableau, 

m ,  m ' 

rn 4- 1 ,  m ' 

m ,  m' + 1, 

et tels qu'en posant n = rn + m' + 2 ,  on ait les égalités suivantes qui sont 
caractéristiques de l'approximation maximum, à savoir, 

Cela posé, je forme ces combinaisons linéaires ou A et B sont des binômes 
du premier degré, a ,  a', b, b', des consta.ntes, 

(SP + 8'1"- E ) A  !- (SQ + S' Q' - E ' ) a  + (SR + S'R'-  Ef ' )a '  = 

J'observe maintenant qu'au moyen des coefficients indéterminés contenus 
dans '4, B et des constantes a ,  a', b, b', on peut faire disparaître dans les 

1 1  seconds membres des deux premières égalités, les termes en -, - 1  
Y - -  

xn x l ~ + t  X U + ~  

et enfin au moyen de c et cf dans la troisihme le seul terme en zs l Soit donc 

P t = P A +  & a  $RuJ ,  P : = P f A + Q ' a  $Ra1, 

& + ' = P b  + Q B $ R b l ,  Qi = P ' b  $ Q'B + R'b', 

R,= P c  + Q c ' ,  R : = P 1 c  + Q'c', 
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nous aiirons les nouvelles égalités toutes semblables aux précédentes, 

Chacune d'elle correspond encore à un ordre d'approximation maximum, les 
degrés des coefficiénts étant 

m +  1 ,  m f $ l  

m + - 2 ,  m f + l  

1 ,  ~ ' $ 2 ,  

et l'on voit que par la relation de récurrence on parviendra de proche en 
proche à trois fonctions linéaires dont l'ordre d1approxi.mation sera de même 
le plus élevé possible, avec des coefficients des degrés 

+ n,  mf + uz 

m $ n $  1 ,  ' d + n  

rn + n ,  r n l $ n + l ,  

n étant un entier quelconque. Supposons en particulier m = O ,  m' = O ,  nous 
aurons la solutioii de la question que nous avions vue, dans les trois cas où 
les degrés des polynômes facteurs de S et Sr seront 

n , n 

,123- 1 ,  n 

fi 7 n + 1. 

Voici un autre résultat. J e  pars des relations 
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dans les quelles P, PI, P, sont des degrés m, m + I,, m $ 2,  Pl, Pi, Pb du 
même degré m' et où j 'ai fait rz = nz .t m'. Ajoutons les membre à membre 
après avoir multiplié la première par une constante c ,  les deux autres par des 
binômes du premier degré A, et :4,. Posons maintenant cette première con- 
dition que dans le coefficient de s', c'est-à-dire, P ' c  + Pi A, f Pi A,, le 
terme du degré le plus élevé disparaisse. Il restera encore quatre arbitraires, 
et il sera possible d' annuler dans 1' expression 

1 1 
les coefficients des termes en - , , =. Zn 

Soit donc, 

nous pourrons écrire, 
a3 Spa + S' P3 - E3 = 

Y, étant du degré m + 3 et Pk du degré m'. C'est une nouvelle relation de 
mbme forme que les précédentes, et nous avons ainsi une relation de récur- 
rence semblable à celle de la théorie des fractions continues pour obtenir de 
proche en proche l'approximation maximum pour le cas où les coefficients de 
S et S' sont des degrés m + p, et m', p étant un entier arbitraire. Supposons 
en particulier m' = 0,  le premier sera du degré p ,  le second une constante, 
en admettant qu'un sache obtenir ce polynôme et cette constante, l'algorithme 
donnera les multiplicateurs de S et S' qui sont de degrés n f p et p. 

Flanville (Lorraine), 12 octobre 1893. 
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Sulla 
trasformazione dell'undecimo ordine 

delle funzioni ellittiche. 

( D i  F. BRIOSCHI, a Milafio.) 

. 1.' 1 n una Memoria pubblicata in questi dnnuli (Serie ILa, tom0 12, 
Anno 1883) col titolo: ~ z l l l s  teoria delle funiioni el i i t t iche ,  io dimostrava 
che considerando cinque quantità y, ,  y,, y,, y,, y, per le quali sussistano le 
dieci relazioni : 

per r = 1, 4, 9, 5, 3 (mod. Il), relazioni già note pei lavori del sig. KLEIN (*), 
ed indicando con f la forma cubica di quelle cinque quantità: 

si avevano i seguenti risultati. 
Posto : 

l =  yiy4y9y5y3 

erano per le relazioni superiori: 

quindi l'hessiano h della forma f :  

ed anche eguali a zero le sue derivate rispetto ad y,, yr,. . . y8. 

(*) Weber die Transformation elfter Ordnung der elliptisehen Funetionen. Math. An- 
nalen, Band 15. 

Annali di Makmatica, tom0 X X I .  40 
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Che inoltre considerando le tre forme degli ordini 4 . O ,  6.", I l . ' ,  

fra le cinque forme f ,  1 ,  m, n ,  p ,  sussistevano le tre relazioni: 

dalla prima delle quali deducendo il valore di pz in funzione di f ,  1 ,  m ,  cioè: 

ottenevasi dalla seconda: 

m.- 21f1m3 + 88f~ ' rn -  z ( T ~ +  f )  = O 
e dall' ultima : 

Pongasi in queste equazioni : 

dalla seconda si ha: 
~ ( ~ ~ - 2 1 ~ ~ + 8 8 ) = - Z  

essendo : 

ed indicando con Y la espressione: 

si dedurrà: 
Y =  (vZ- 11)yqq 

e 
C O ( V ) = V ~ - ~ O V ~  + 5 ~ -  44. 

Sieno : 
R = v(v4 - 21ve + 88) + (vz- ll)\lm 
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pei valori di Y, Z saranno: 

e per queste si hanno i seguenti valori di tz e di p: 

1 1  =-4v\(z-(7v ' -26vu"+ 22). 
1 

'2.' Nella citata Memoria ho anche dimostrato che indicando con y,, y, 
i noti invarianti e con 8 = g3, - 27yz3, avevasi (pag. 68): 

e sostituendo in questa per f ,  1 ,  ... p i valori superiori si giunge alla: 

Ora pel valore di Z si ha: 

ed in conseguenza: 

essendo : 
-- 

Q = 7(95v6 - 1 1 0 4  v4 + 11 . 192 .  v2 - 8 a fi') - 18v(3ïv2 - 88)je(v)  

(*) Vedi KLEIN: Voriesungen über die elliptischen Modulfunctionen von Dr. FRICKE. 
Zweiter Band, pag. 440 (1892). - KIEPERT: Zur Transformation der elliptischen Func- 
tionen. htath. Annalen, Bd. 32, pa;. 98 (1887). La quantità q deile formole del sig. KIEPERT 
è eguale a v2 - 8. 
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3." Oltre a quest'ultima relazione, i valori dei polinomi P, Q, R, S 
soddisfano identicamente alla : 

nella quale sostituendo alle P, &, R ,  S i loro valori in x ,  92, g3 dati dalla 
( l) ,  (2), (3), si giunge alla: 

ossia alla nota equazione modulare. 
4." Indicando con Pt7 Q',. . . le derivate dei polinomi P, Q, .. . rispetto 

a v, si ottengono le relazioni seguenti: 

Si indichi con D il simbolo di operazione: 

Operando col simbolo D sopra l 'una,  O sopra l'altra delle due equa- 
zioni (2), (3): 

ai giunge per le relazioni (5) alla: 
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o pel valore (1) di R; 
4 

11 D(u)  = VT. z2. 

Ora essendo: 
D (R) = R' D (v) , 

si avrà per la terza delle relazioni (4): 

D i B )  ' 11 - = 87(5v8- 8)zB 
R 

ed infine per la ( 1 ) :  
D (3) 1 '  Il-=- 

z 6 
8 ( 5  ve - 8)  x2. 

Se quindi indichiamo con 

T ( x ) = x 5 +  5 a , x 4  + 10a,zS+ 10u,x2+ 8 a 4 x  +a,  = 0,  

la equazione di cui le radici sono: a 

sarà : 

O ponendo y = 12 a,, sarà: 

5.' È noto che da1 valore superiore (6) di a ,  si deduoono quelli di 
a,, a,,. .. inediante una successiva applicazione del simbolo di operazioiie D. 
Si haniio cioè per a,, a,,. . . i valori: 

17 
5 . 8 - a , =  1 1 D ( a , ) + 5 . 6 . a 2 , - -  

6 '' 

e cos) via; e da questi ottengonsi i valori degli invarianti della trasforma- 
zione 72, (**). 

(*) Dr. FRICKE: Vorlesungen, etc., Bd. 2 ,  pag. 442. 
("*) Vedi una mia comunicazione all'Accademia delle Scienze dell'Istituto di Francia:  

Sur une classe d'équations modulaires. Gennajo 1891. 
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Con breve calcolazione si ottengono cosi le formole: 

dalle quali indicando con M ,  N i va.lori di P, Q nei quali si muti segno al 
radicale @, e quindi sia: 

M3 - -74 = 3 3 .  42. Se = 3 3  . 4 3 .  p 
1 

si hanno le: 

da cui: 
- 27 y3' = A - 6xM",  

ed infine: 

6." La equazione modulare del dodicesirno grado in a, od in y [equa- 
zione (6)] ha la proprietà comune a tutte le equazioni della stessa specie (*) 
d i  essere rappresentabile cioè sotto la forma: 

essendo F(y)  un polinomio del grado 12." del quale sono noti i coefficienti 
ed f ( y )  un polinomio del 6." grado a coefficienti indeterminati. 

Posto : 

si avrà: 
i 

y = - dZpx2;  

ed essendo: 

(*) Sdle aquazioni modulari. Rendiconti della R. Accademia dei Lincei. Ottobre 1893. 
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sostituendo per y il valore superiore e per y,, y, quelli dati dalle relazioni 
(2) (3), si avrb: 

ossia : 
F(y )  = d2x2'A(v). 

Ora indicando f(y) con 

nella quale a,, a , ,  . .. a,  sono coefficienti numerici a determinarsi, si otterrà: 

ossia : 
f ( y )  = 8 ziP B(v). 

La equazione (7) condurrà quindi alla equazione identica: 

e da questa eguagliando a zero i coefficienti delle potenze di u si dedurranno 
i valori dei coefficienti a,, a,,... 

Dicembre 1893. 
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