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INTRODUCTION

La théorie des mouvements tourbillonnaires repose
sur un théoréme dit & Helmholtz et qui constitue le
plus grand progrés qu’aient fait jusqu'aujourd’hui les
théories hydrodynamiques.

En toute rigueur, ce théoréme ne s'applique qu'aux -
mouvements des fluides dans lesquels il n’existe aucun
frottement, et qui présentent une température uniforme
ou dépendant seulement de la pression. Lorsque ces
conditions ne sont pas exactement remplies, mais que
les conditions réelles en différent trés peu, on peut en-
core appliquer le théoréme en considérant les résultats
obtenus, non plus comme rigoureusement exacts, mais
comme représentant seulement une premiere approxi-
mation. -

Les mouvements tourbillonnaires paraissent jouer
un rdle considérable dans les phénoménes météorolo-

giques, role que Helmholtz a tenté de préciser.
THEORIE DES TOURBILLONS, [l
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2 INTRODUCTION

On a tenté aussi de trouver, dans I'existence de pareils
mouvements tourbillonnaires, 'explication mécanique
de l'univers. Au lieu de se représenter l’espacé occupé
par des atomes que séparent des distances immenses
vis-3-vis de leurs propres dimensions, sir William
Thomson admet que la matidre est continue, mais que
certaines portions sont animées de mouvements tour-

. billonnaires, qui, d'aprés le théoréme de Helmholtz,
doivent conserver leur individualité.

Enfin les équations qui servent & définir les mouve-
ments tourbillonnaires présentent une certaine analogie
de forme avec les équations de 1'électrodynamique:
ceci conduit naturellement & rapprocher les deux théo-
ries, et a permis dans certains cas de déduire d'un
probléme résolu dans 'une des théories la solution d’un
probleme posé dans l'autre. De plus, un certain nombre
de tentatives ont été faites pour établir un lien plus
étroit entre elles.

Apres avoir rappelé les équations de I'hydrodyna-
mique, je démontrerai le théoréme de Ilelmholtiz et je
développerai ses conséquences relatives au mouvement
-des fluides, en comparant les résultats & ceux de I'élec-

trodynamique.
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CHAPITRE PREMIER
THEOREME DE HELMHOLTZ

1. Equations de 'hydrodynamique. — Soient a2y, ¥4: 2o
les coordonnées d’une molécule de fluide & l'origine des
temps ¢ = 0; @, y, 2 ses coordonnées au temps¢; u, v, W
les composantes de sa vite\sse; ¢ la densité du fluide,p sa
pression.

On peut prendre comme variables xy, ¥, 2, ¢, c’est le sys-
téme de Lagrange, ou @, y, 3, ¢, c'est le systéme d'Euler.
Dans ce qui suivra, j'adopterai les notations suivantes; je'
désignerai par

du du du du
a’ dwy  dy,  dzy
les dérivées prises par rapport aux variables de Laérange, '
et par : \ ‘
‘ du ou du du
# Wy F
les dérivées prises par rapport aux variables d’Euler, -
Dans le systéme de Lagrange, @, ¥, & sont fonctions de

Loy Yor 2y [

Ei—a::-::.."u, iy-:—..v, @

dt dt
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4 THEOREME DE HELMHOLTZ

sont les composantes de la vitesse;

du  dv dw
dt  dt dt’

celles de I'accélération.
Pour passer d'un systéme de variables i l'autre, il suffit

d'appliquer les régles ordinaires de la différentiation, et

d’écrire:
du dudw | dudy | dudz
u+mm+@w+kﬁ
ou
du du ou du
(1) a—$+“ﬁ+”@+w§
_Et de méme :

' do_% % % %
@ - g=EwtupTegtes

Soit un élément de volume dr: la masse de liquide qu'il
renferme est pdt. J'appellerai pXdr, pYdr, pZdz les projec-
tions sur les axes de la résultanie de toutes les forces qui
agissent sur cet élément. Les équations de I'hydroslatique,

exprimant que cet élément est en équilibre, sont les sui-

vantes :
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EQUATION DE L’HYDRODYNAMIQUE 5

Pour passer de ces équations a celles de I'hydrodynamique,
il faut ajouter aux forces réelles les forces fictives d'inertie
(principe de d’Alembert). Les composantes de ces forces
d’inertie sont respectivement égales aux composantes de

I'accélération multipliées par la masse et changées de signe:

solent :

du
—_— pd‘r. -(Yt-’

—‘ pdr %’,

d
— Pd"'" g‘-o .

W

Les équations de I'hydrodynamique seront donc :

1° Dans le systéme de Lagrange:

P _ o du
pdw dt
W _._gl_g
Ry de
W _ g, do
pr\z’_ dat’

2° Dans le systéme d’Euler :

5 L _x

Qw5

du du du
V— —

_uBTU_ dy

My
waz,ec.

2. Dans tout ce qui suivra, je supposerai que x, y, z soient
des fonctions continues de @y, w,, #,. Gette condition n’est

pas toujours satisfaite. Soient en effet deux réservoirs remplis

de liquide, séparés par une paroi percée d’une ouverture, et

dans 'un desquels régne une pression élevée. Il se prodnira
une veine liquide en dehors de laquelle le liquide demeurera

immobile, tandis qu’'a T'intérieur de la veine il prendi'a‘ un

mouvement uniforme. Supposons que ‘la veine ait la forme

d'un cylindre paraliéle a I'axe des @.
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6 THEOREME DE HELMHOLTZ
A Textérieur du cylindre, nous aurons :
x =, Yy=1, = gy
a lintérieur :
'm=w0+w Y=Y, z =3,

« est donc une fonction discontinue de zy, ¥4 2,-

Siz, ¥, # sont des fonctions continues de %4y ¥4, 2,, lesmo-
1écules de liquide qui au temps ¢ = o forment une courbe ou
une surface continue formeront encore une courbe ou une sur-
face continue 3 une époque quelconque ¢; si la courbe au
temps o est fermée, elle le sera encore au temps &

En effet, supposons que les molécules dans leurs positions
initiales forment un certain arc de courbe. Les équations de

cet arc de courbe pourront se metire sous la forme :
/

@y = [y (o) Yo ="r0 (o) zp = [ (a)
fo» 7§, 75 6tant des fonctions continues du paramétre «.
Au temps ¢, lescoordonnées des molécules deviennent «, y, 2,
qui, par hypothése, sont des fonctions continues de @y, ¥4, 2o-

Ce seront par conséquent des fonctions continues de o.:
z=flo) y=[) =7

Ces équations représentent encore un arc de courbe con-
tinue. . .

Si la courbe initiale G, est fermée, ;, y,, 2, sont des fonc-
tions périodiques de «. Comme &, y, # sont des fonctions uni-
formes de @, y, #, ce seront aussi des fonctions périodiques
de & ; et la courbe C, qu'occupent les molécules & I’époque ¢,
sera également fermée.

Si les molécules, a l'origine des temps, occupent une sur-
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EQUATION DE CONTINUITE

face continue S,, leurs coordonnées pourront s’exprimer par:

l !

%y : fo (2 B)s 3/0.: 7¢ (@ B), 2y =7 (@ B) -

TorFo, [ étant des fonctions continues des paramétreé (o, B).
A l'époque ¢, les coordonnées deviennent o, ¥y, z, qui sont
fonctions continues de %, ¥, 2, et par conséquent de (e, B).

Done : ‘
z2=f(np) y=rp z2=7{(f

r 1, 1 étant des fonctions continues; ces équations repré-

sentent encore, par conséquent, une surface S continue.

3. Equation de continuité, — Considérons un élément
+de surface dw, et cherchons 4 évaluer la quantité de fluide
qui traverse cet élément pendant le temps d¢. Les molécules
qui ont traversé I'élément dw & l'époque ¢ occupent au
temps ¢ - df un élément de surface de’, infiniment voisin
de dw ; en parti(;ulier, celle qui se trouvait au centre de gra-
vité G de dw est venue en G'; celles qui traversent do 3
I'époque ¢ -4 dt occupent cet élément lui-méme. Enfin, celles
qui ont traversé dw entre les deux époquest et
¢t -}~ dt se trouveront dans des positions intermé- @
diaires. ‘
En fésumé, toutes les molécules qui ont passé @
par dw pendant le temps df se trouvent a l'instant e 1.
¢ -}- dt dans un volume assimilable & un cylindre
ayant pour base I'élément dw, et dont les génératrices sont
paralléles & GG (fig. 1). D'ailleurs GG’ = Vd¢, V étant la vi-
tesse du fluide & l1nstant considéré. La hauteur de ce cylmdre

est la projection de GG’ sur la normale A dw; soit :

Vdt. cos (G'GN) = V,dt.
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8 THEOREME DE HELMHOLTZ

La quantité de fluide qui a traversé do pendant le temps
dt est donc :

pVadw.dt.

Considérons maintenant un parallélipipéde rectangle, dont
les arétes sont respectivemeﬁt paralléles
aux a‘xes de coordonnées et égales a dw,
dy,dz (fig. 2). D’aprés ce qui précéde, la
masse de fluide qui traverse pendant le

temps d¢ la face ABCD perpendiculaire
4 Ox est égale & :

pudydzdt ;
celle qui traverse la face opposée :

(pu - %ﬁ‘;—’) dydzdt.

11 est donc entré dans le parallélipipéde, par ces deux faces,
une masse de fluide égale a :

_ %u
e daedydzdt.

En faisant le méme calcul pour les deux autres couples de
faces, on trouve que la masse totale du fluide qui est entrée
dans le parallélipipéde pendant le temps dt est égale & :

) D—P—l) dadydsd.

D’autre part, I'accroissement de la masse pdadydz du

(D_{'?) 33/

fluide contenu dans le parallélipipéde pendant le temps d¢,

est:
gg-dwdydzdt,
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SIMPLIFICATION DES EQUATIONS DE LAGRANGE 9

puisque g-%dt représente I'accroissement de la densité p pen-

dant le temps dt.
Donc i] faut que :

© @ R+ e,

c’est I'équation de continuité dans le systéme d’Euler. Elle

peut s’écrire :
+ o3 = Eui ;

ou en tenant compte de la relation (2)

[/ u __
2T eZ5, =0

Seulement, sous cette derniére forme, elle renferme les

deux espéces de dérivées.

4. Simplification des équations de Lagrange. —
Les équations de Lagrange sont susceptibles de se simplifier,
quand on fait les hypothéses nécessaires, comme nous le ver-
rons, pour l'application du principe de Helmholtz.

Dans ce cas, les forces X, Y, Z admettent un potentiel V:

_w W,
T dx Ty Tz

i

Quel que soitle fluide, la densité p, la pression p et la tem-

pérature T sont liées par une relation, telle que:

=f(p, T).

Pour que le théoréme soit applicable, il faut que p soit fonc-
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10 THEOREME DE HELMHOLTZ

tion de p seulement : ce qui arrivera §'il s’agit d'un liquide
unique ou d’'un gaz obéissant & la loi de Mariotte dont la
température est uniforme (p = p), ou d'un gaz qui subit une
transformation adiabatique (p = pY). Si la température n’est
pas uniforme, il faut que les surfaces d’'égale pression coin-
cident avec les surfaces d’'égale température. S'il y a deux
liquides superposés, il faut que la pression soit constante sur
la surface de séparation, pour qu'on ait le droit d’appliquer ‘
le théoréme. .
Quand p est une fonction de p, _o_?o est une différentielle

dp
p

est une fonction de p. Posons

exacte, et

dp
V—J ==y,
’ \

et différentions par rapport & @, il vient :

Remplagons P%g’ par la valeur tirée de cette relation dans

4
la premiére équalion de Lagrange, il viendra en remarquant

que%—Z:X: .
du _ %
dt 7
dv W
(7 ai =
dw _
dt ~ Mz
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DEMONSTRATION DU THEOREME i1

5. Théoréme de Helmholiz. — Considérons uneinfinité
de molécules fluides formant & 'instant £ = o une courbe
fermée C,; a l'instant ¢ ces molécules jforment une autre
courbe fermée G (2). L'intégrale

(8) J= f (udz -+ vdy 4 wdz)

prise tout le long de la courbe G est constante.

Ce n'est pas sous cette forme que Helmholtz a donné son
théoréme, mais sous une forme équivalente, comme nous le
verrons plus loin. ‘

Ce théordme renferme, comme cas particulier, celui de
Lagrange: s'il existe & 'origine des temps un potentiel des
vitesses, il en existe un & une époque quelconque.

En effet, dans ce cas, on a:

udx + vdy - wdz = dy, )

et 'intégrale J est nulle a V'origine du temps. Si elle est cons-

tante, elle est toujours nulle, et I'expression sous le signef

est toujours une différentielle exacte.

6. Démonstration du théorédme. — Les équations de la
courbe fermée C, seront:

@y =[5 () Yo =1 () ‘zo=f6'(°‘);

fo -.. etc., étant des fonctions continues et périodiques de .
De méme, pour la courbe C:

e=r@) y=r@ =@
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12 THEORKME DE HELMHOLTZ

" Appelant A la période de « :

A
— ((0%2 1 0% o %5
I —ﬂudu-l_vda'_l—wda) , :
0

11 s’agit de prouver que

Or

J =f uglﬁdu.
- al du dx
T " dt do. fzud i’

Je dis que chacune des sommes ¥ est une différentielle

exacte.
En effet :
du du dac bq; dac
dt du dx d
a_‘k@f._éﬂ”_’l_”f_*_ﬂ‘dy_{_\_kdz
Ebm do~ dx da By da ' 3z do
d’ol
du dx
T da do = d}
D’autre part :
d?x du i du?

-—-- 2 etc.
ddtda__udda—.gd“ do = = dul, e
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THEOREME DE STOKES 13

Par conséquent :

=f d;a-]——;d(u? —I-vﬁ-l-'wz)].

L’expression sous le signe f étant une différentielle exacte,

l'intégrale prise le long d'une courbe fermée est nulle et

d
©) H=o.

7. REMARQUE. — Ce théoréme est \;rai, a condition que d{

. soit une différentielle exacte, autrement dit que p soit fonction
de p, et que les forces extérieures admettent un potentiel,
cC'est-a-dire qu'il ny ait pas de frottements. On exprime
quelquefois cette derniére condition en disant que le théoréme
est vrai quand il n’y a pas de forces instantanées; cet énoncé

est inexact.

8. Théoréme de Stokes. — Pour transformer le théoréme
de Helmbholtz, tel que je viens de le démontrer, je ferai usage
d’un théoréme di & Stokes, que je vais rappeler. ‘

Soit une courbe fermée C; faisons passer par cette courbe
une surface quelconque: la courbe Climite sur cette surface
une certaine aire A. Soient dw un élément de cette aire; I, m, n,
les cosinus directeurs de la normale & dw. D’aprés le théoréme .
de Stokes, on a:

10) f(udm + vdy 4~ wdz)

dw dv du  dw dv du
f"‘”[ D)+ (G =)+ (Z-5)]
la premiére intégrale étant étendue & tous les éléments
de G, la seconde & tous les éléments do de l'aire A.
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14 THEOREME DE HELMHOLTZ

1° Supposons d’abord que Vaire A soit plane et situé¢e dans
le plan des (, y), par exemple. Dans ce cas:

l=m=0 n=1 der=o0 dw == dxdy,

et il reste :

' dv  du\,
j;udm+vdy :jdxdy (%—@>,

C'est I'expression d'un théoréme d'analyse bien connu. 1l en
serait de méme dans les deux autres plans de coordonnées.
| 2¢ L’aire A est plane, mais située dans
un plan quelconque.

Soient trois longueurs infiniment pe-
tites, OA, OB, OC (/ig. 3) paralléles aux
Fig. 3. axes; joignons ABC; le triangle ABG

est plan et infiniment petit. Je dis que
le théoréme est vrai pour ce triangle. On a évidemment:

t/:\BCA =‘/;BOA +>/VBCOB +‘/;AOC

En effet, les cOtés OA, OB, OC sont parcourus deux fois en
sens contraire, et il ne reste dansle second membre que lesf

prises le long de AB, BC, CA, comme dans le premier
membre ; comme les triangles AOB, etc., sont infjniment

petits, je puis écrire :

o]

f(uda: 4+ vdy -+ wcéz) — AOB (%O_Z'_D

|

du dw
+Aoc(d—z—d—m>
= /fdv du
+ 506 (72— 5)
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DEFINITION DU TOURBILLON 15

en appliquant & chacun de ces triangles situés dans les plans
de coordonnées I'égalité (1). Or ces triangles ne sont autre

chose que les projections de ABC sur ces plans : done, si

ABC = duw, ‘
AOB = ldw AOC = mdw BOC = ndw

et on a bien :

-

dw dv
fudm + vdy + wdz = ldw(-@—-a—z> + ...

Le théoréme est ainsi démontré d'une fagon générale, car
une aire quelconque peut étre décomposée en triangles assez
petits pour étre assimilés & des triangles plans tels que ABC.

Maxwell a fait un fréquent usage de ce théoréme. (Voir son
Traité.)

- 9. Notations de Helmholtz. — Définition du toﬁrbil-

lon., — Helmholtz pose:

dw dv .
@y
) du dw
(11) oI = 24
.dv du
iz a2

D’aprés la formule de Stokes, il vient alors:
f(udw + vdy + wdz) = 2fdu> (& 4 mq L),

D'aprés ce que nous avons établi (6), cetle intégrale étendue

a I'aire A demeure constante pendant le mouvement de cette

aire.
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16 THEOREME DE HELMHOLTZ

Le vecteur qui a pour composantes (¢, 7, £) est ce qu'Helm-
boltz appelle le tourbillon. Cette dénomination demande
quelques explications.

Supposons que la courbe G soit une circonférence (£g. 4).
Par un point M de la courbe menons le vecteur MV qui repré-

sente la vitesse ; ses composantes sont (%, v, w). L'expression
udz -+ vdy + wdz -

représente le produit de I'élément de courbe MM’ par la pro-
jection de la vitesse sur la direction MM'. Ce

v produit représente le travail que fournirait

\\ !l une force égale numériquement & la vitesse,

M quand son point d’application se déplacerait

de M en M. L’intégrale J est égale au travail

Fla. b que produirait celte force si le point M décri-

vait la circonférence entiére.

Décomposons le vecteur MV en trois antres, l'un paralléle &
I'axe OA perpendiculaireau plan du cercle, le deuxiéme dirigé
suivant la tangente au cercle en M, et enfin le troisiéme sui-
vant le rayon vecteur OM. La composante tangentielle pro-
duira seul un travail. Désignons par R le rayon du cercle;
nous représenterons celle composante par ¢R, ¢ élant une '

vitesse angulaire, Posons:

oe=Rcosw y=Rsin o,

et il viendra ¢

am
— 2
J —f?R dw,

Soit ¢, la vitesse angulaire moyenne le long du cercle,
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LIGNES DE COURANT i

définie par la relation:

fcpdw = 2rg,.

nous aurons :
J = f’ZntpoRz.

D’autre part, nous savons que, pour obtenir 'élément de
I'intégrale J, il faut multiplier I’élément dw de l'aire A par
deux fois la projection & 4 mn -+ n{ du vecteur (§, 4, {) surla
normale. Cette projection est la composante normale du
tourbillon. Sinotre cercle est trés petit, nous pourrons prendre

son aire pour élément dw, et nous aurons:
J = 2zR2 (& + mn - nl),

par conséquent :
9o = & -} mn - nl.

@, est la composante normale du tourbillon,

10. Lignes de courant. — En chaque point, nous aurons
donc deux vecleurs : la vitesse, qui a pour composantes «,v,w,
et le tourbillon dont les composantes sont &,,%.

On peut considérer des lignes qui en chacun de leurs
points “ont comme tangente le vecteur représentant la
vitesse, et dont les équations différentielles sont par consé-

quent :

(12) do _dy 9z

Ce sont les lignes de courant. Ces lignes ne sont pas néces~
sairement les trajectoires des molécules. Ce ne serait vrai
que dans le cas d’un régime permanent, ol la vitesse est

. constante.
THEORIE DES TOURBILLONS. 2
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18 THEOREME DE HELMHOLTZ

11. Lignes de tourbillon. — On peut aussi considérer
les lignes qui en chacun de leurs points sont tangentes au

vecteur tourbillon. Leurs équations différentielles sont :

'(13) , duw _dy _ 4z,

— m—
—

3 " 4

"‘Ce sont les lignes detourbillon. Supposons, par exemple, la
vitesse indépendante de # et paralléle au plandes wy : w=o,
et 1és dérivées dew et de v par rapport & z sont nulles. Alors,
d’éprés les équations de définition (11) [9] :

=7n=0

da;_dy’_dz

o o &
ou

de = dy = o.

Les lignes de tourbillon sont des droites paralléles & os.

12. Surfaces de tourbillon. — Une surface de tour-
billon est une surface engendrée par des lignes de tourbil--
lon : autrement dit, c’est une surface dont le plan tangent
en chaque point passe par le tourbillon. La condition qui
Aexprime qu’une surface (@, y,2) = o est une surface de tour-

billon sera par suite :
ar o U L9
(14) Edm-l—ndy-l-tdz_o.

Considérons un arc de courbe quelconque AB (£g. B), et
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SURFACES DE TOURBILLON 19

par les différents points de cette courbe menons les lignes
de tourbillon. Leur ensemble engendrera une surface de:
tourbillon, qui sera sim- T
plement donnexe si la
courbe AB n'est pas fer-

mée.

Tracons sur cette sur-
face une courbe fermée G A
limitant une certaine aire Fig. 5.
a. L'intégrale J prise le
long de Cest nulle; en elfet :

Je =f2dm (& 4 mn + nY)

Or la composante normale du tourbillon & - my - nf est
nulle pour tous les éléments dw de l'aire a, qui appartient &

une surface de tourbillon. Done J = 0.’

13. Réciproquement : Si une surface jouit de cette pro- -
priété que l'intégrale J étendue & toute courbe fermée, tracée
sur cette surface, soit nulle, ¢'est une surface de fourbillon,
En effet :

=L2dw (5 4 mn + n¥)

Pour que cette intégrale soit nulle, quelle que soit 'aire «,
" il faut que

&4 mn+ni=0 -

pour tous les éléments de la surface, c’est-d-dire que la com-
posante normale du tourbillon soit nulle. La surface.est donc :

une surface de tourbillon. . . .-
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20 . THEOREME DE HELMHOLTZ

14. Supposons qu’a I'époque ¢ =0, nous ayons un certain
nombre de molécules nccupant une surface de tourbillon. Je
dis qu’d une époque ¢ quelconque ces molécules occuperont
encore une surface de tourbillon.

En effel, d’aprés ce qui précéde, & I'époque /= o, I'inté-
grale J est nulle pour la surface occupée par ces molécules.
D’aprés le théoréme de Helmholtz, J reste constant. Cette
intégrale sera donc nulle & une époque quclconque, et la
surface occupée par les molécules & cette époque sera encore
une surface de tourbillon. '

L’intersection de deux surfaces de tourbillon est une ligne
de tourbillon, et, réciproquement, par une ligne de tourbil-
lon, on peut toujours faire passer deux surfaces de Lourbillon.

Considérons done une file de molécules occupant au temps o
une ligne de tourbillon G,. Au temps ¢ celte ligne prend une
certaine positioh G : je dis que C est aussi une ligne de tour-
billon,

En effet, faisons passer par Gy deux surfaces de tourbillon S,
et 83, Au temps £ ces deux surfaces deviennent S et 8, ayant
C pourintersection. D’aprés ce que nous
avons vu, Set 8’ restent des surfaces
de tourbillon: done leur intersection G

est encore une ligne de tourbillon.

15. Tubes de tourbillon. — On ap-
pelle tube de tourbillon la surface obte-

nue en menant par les diftérents points

Fig. 6.

. d’'une courbe fermée les lignes de tour-
billon (Ag. 6). Sur une telle surface on peut décrire deux

sorles de courbes fermées.
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MOMENT D'UN TUBE DE TOURBILLON 21

Les courbes C de la premiére sorte délimitent & elles seules
une portion d’aire sur la surface.

Les courbes de la seconde sorte, telles que DPEQ, partas
gent la surface en deux régions,dont aucune n’est entiéremen,t
délimitée par la courbe DPEQ seule. Lorsqu’on développe la
surface, les courbes de la premiére sorte, seules, se dévelop-

pent suivant des courbes fermées.

16. Moment d’un tube de tourbillon., — L’intégrale J
prise le long d'une courbe fermée de la premiére sorte est
nulle [12]. Maisle raisonnement ne peut plus
s'appliquer aux courbes de la seconde sorte,
et 'énoncé du théoréme doit étre modifié de
la facon suivante :

L'intégrale J prise le long d’une courbe
fermée de deuxiéme espéce a la méme valeur
quelle que soit cette courbe.

Soient en effet DPEQ et D'P'E'(QY’ deux con-
tours fermés : il faut démontrer que : Fig. 7.

JDPI-:Q = JD’P’E’Q'.

Prenons un point P sur la premiére courbe et un point P’

sur la seconde, et joignons PP’ (£g. 7). Le contour
PEQDP — PP’ — PD'QE'P' — PP’

peut élre regardé comme un contour fermé de premiére

espéce : donc le long de ce contour J est nul, ou :
Ieeqgop + Jppr + Jppgee + Jep = 0.

La seconde et la quatriéme intégrales se détruisent, PP’
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22 THEOREME DE HELMHOLTZ

.6tant parcouru deux fois en sens conlraire. Il reste :

JIpeQP + JppgEP = O,
ou
JpeQDp = Jpmronp’.

" L'intégrale J ainsi déterminée s'appelle le moment du tube
de tourbillon.
Ce moment reste constant -quand les molécules situées sur

le tube se déplacent, car nous savons que J reste constant.

17. Application, — Tubes de tourbillon infiniment
dséliés, — Considérons un tube de tourbillon infiniment
délié (fig. 8). Menons une section droite de ce tube : c’est une
courbe fermée de deuxiéme espéce. On peut done calculer le
moment du tube en prenant l'intégrale J le long de celte

section. Or:

J=2 fdwEn,

comme nous l'avons vu [9], §, étant la composante normale

du tourbillon. Dans le cas actuel

J = 2do. §,

puisque nous n'avons qu’un senl élément, auquel le tourbil-
lon est normal, dw est la section droite du tube {section
droite que V'on peut toujours supposer parallele au plan
des (yz), et € le tourbillon lui-méme. On en conclut que:

Le produit de la section droite d’un tube de tourbillon
infiniment délié pa—r le tourbillon est constant tout le long du

‘tube. Ce produit demeure aussi constant dans le temps.
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Ces deux propositions résultent immédiatement de ce que
J est constant dans les mémes conditions [6]; elles s’appli-
quent aux liquides et aux gaz, quand existe la fonction que

nous avons appelée ¢.

'
'

18. Théorémes relatifs aux liquides seuls. — Soit un
tube de force infiniment délié; et soient - )
deux sections droites infiniment voisines
de ce tube. Le volume du tube compris
entre ces deux sections (£g. 8) peut étre
assimilé & un cylindre ayant pour base

I'une d’elles dw, et pour hauteur MM’,

M et M’ étant les points des deux sec-
tions situés sur une méme ligne de

tourbillon. Le volume de ce cylindre sera :
MM'do.

A uney autre époque, les molécules qui constituaient ce
volume formeront un autre tube de tourbillon; les molé-
cules qui occupaient les deux sections droites occuperont
d’autres sections infiniment voisines qui ne seront pas néces-
sairement des sections droites. Mais le volume, assimilable &

un cylindre, qu’elles comprennent entre elles sera
MIM" d(.l)4 )

‘ : S
M,M/ étant la longueur ‘d’une génératrice, et dw, la section
droite. - . S
§'il s’agit d’un liquide, son volume reste constant et :

MM'do = M,M] do,
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Nous avons vu d’ailleurs que do varie en raison inverse du
tourbillon. La distance MM’ de deux molécules varie donc
proportionnellement au tourbillon. MM’ représente donc en
grandeur, direction et sens, le tourbillon multiplié par une
certaine constante e.

Soient @, y, = les coordonnées de M, celles de M’ seront
@+ ek y -+ en, 2 el

Au bout d'un temps infiniment petit d¢, les coordonnées de

M sont devenues
@ udt, y4 ovdt, =z wdt

Celles de M’ :

@+ & -+ u,dt, .. ele.
Or:

. du du du
u, =u-+ BESE-[—S;]-svl—f—b—ceC, ‘
Les coordonnées de M’ sont donc devenues :
’ du du du
@ 4 & udi - edt (53;+na§+ ¢35 ete.

D’autre part, les projections de MM’ étant égales & &£, en, <,

ces coordonnées sont :

@ -}~ udt + ¢ (E —l—%d&)*

En égalant ces deux expressions, il vient:
L, o, L

N {4 o v,
W) GEtnbag s

Cette relation est identique & la suivante
A, L dw
(16) dt— Dx—]—nbm_'—tbw
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En effet, si nous les retranchons membre 4 membre :
du u dw
0_7'<y >+c<‘z 3w>

0:—27]{—'-27){:0.

ou

La relation (18) et les deax autres qui s’en déduisent par
permutation expriment le théoréme de Helmholtz, mais dans

le cas des liquides exclasivement.

19. Autres démonstrations du théoréme de Helm-
holtz. — 1° Démonstration de Helmholtz. — Helmholtz
cherche a obtenir les équations sous la dernidre forme (15), que
nous venons de leur donner, en partant des équations d’Euler.

Nous avons écrit [4] les équalions de Lagrange :

du b_‘k
a T W ete.

sous une forme qui contient encore les variables de Lagrange

et celles d’Euler. Pour ne laisser que les derniéres, faisons la

transformation :
du du du Ju ou ‘
%=$+uﬁ+vﬂ+w$’ ete.

nous obtiendrons :

du -Bi; du du du

D) =% %% %y “%
Bv_b_uk _b_v dv ag

4n (@ 5 =5 " “% "’ "
wo_d_ o dw

B ¥=n YWy "%
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Différentions 1'équation (3) par rapport & y, I'équation (2)
par rapport & z, et retranchons : il vient, en se rappelant la
définition de &, 7, ¢[9]:

M_ g, Mg X g B
(18) 2-3-2_—214%—%5——%031—” Fy
dwdo dwd | dudv , WIw , dwdw
WY R TERTEY T EN
D’autre part,
' dt % % P %
&= T4 T Z/'l'w'a_z’

et 'équation de continuité pour les liquides se réduit & :

du , dv | dw
ﬁ+@+g—¢

En tenant compte de ces relations, on met aisément 'équa-

tion (4) sous la forme:

dt b_u v dw
7Rk s el Sl vt

Nous retrouvons bien I'équation (16). Seulement cette
démonstration du théoréeme de Helmholtz ne s’applique qu'anx
liquides.

20. Démonstration de Kirchhoff. — Kirchhofl prend

comme point de départ les équations de Lagrange

du ﬂ dv 2* dw

’ —_ =

@ % 'z?t—=by Y

transformées de maniére a ne plus dépendre que des variables

de Lagrange.
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Nous avons:

4y ddn | ddy 3 dr]

dz,  dax dzx, Dy da, ' dz dz,
Multiplions la premiére équation de Lagrange par ;700’ la
0

. dy - dz -, . .
deuxiéme par day’ la troisiéme par da, et ajoutons : il vient

du dw dv dy+dw dz__ﬂ.
de dz, dt dx, ' dt de,  dx,
et deux autres équations analogues obtenues par symétrie.
21. On peut d’ailleurs donner & ces équations une forme
plus générale en substitnant & 2, y., 2, trois avtres variables,

a, &, ¢, définies par trois relations quelconques :

Ty = @ (a, b, c)
Yo =9, (@ b, ¢)
Zy = g, (@, b, ¢) _

a, b, ¢ ne dépendant pas de ¢. Les dérivées par rapport &
¢ seront les mémes dans les deux systémes de variables.
Faisons la méme opération que précédemment et nous trou-

verons: .
dudz | dvdy 4 % dwdz _ dy
dt da +a dt da dt da — da

et deux autres en changeant @ en 6 et en c.

Nous aurons finalement le systéme :

) \ du dx E‘li
dtda” da
' du dee __ dy
(19) 1@ dt db  db
3) W dude_dy
. dt .de de
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Différentions (1) par rapport & b, (2) par rappdrt A a, et
retranchons : ~

2@2@ Du da\ _
didb da — dida d_b> =0

ou, comme il est facile de le vérifier :

gl_Z(o_lgHﬁc du dx
dt dbda_az,ﬁ>=°’
et enfin :
dudry  dude
dbda  dadb
dvdy dvdy
(20) t & de T Zaas

On obtient deux autres équations analogues en permutant

circulairement a, &, ¢ et changeant la valeur de la constante.

21 bis. Ces équations de Kirchhoff sont équivalentes, comme
nous allons le montrer & celle que nous avons donnée au
début :

:fudw + vdy 4 wdz = const.

Considérons, en effet, un point M dont les coordonnées
soient (2, y, %) dans le systéme d’Euler, ou a, 5,¢,¢ dans celui
de Kirchhoff: @, y, # varient avec ¢, mais a, &, ¢ sont indé-
pendants de ¢ et dépendent seulement de ,, ¥, z,. Le point
M appartient & une certaine courhe C: je puis choisir a, 5, ¢
de maniére que, pour tous les points de cette courbe, ¢ = o.
Si cette condition est remplie 3 Vinstant ¢ = o, elle le sera

encore & toute autre époque.
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Si nous regardons pour un instant @, & comme les coor-
données rectangulaires d'un point dans un plan, & chaque
point M de C correspondra un point M’ du plan et, quand M
décritla courbe G, M’ décrit une certaine courbe C' qui sera
fermée si C est fermé ; seulement la courbe ¢’ est fixe, tandis

que la courbe G est mobile. Prenons l'intégrale

-/; udwx

le long de la courbe G:

: dx dw
qudw _‘fe(u% ‘da + u&?,'db>’

la seconde intégrale étant prise le long de C'. Transformouns

celte intégrale par la formule de Stokes [8] .

t/;’<u%da+ug—:db>:ff[§;<u%>——é—lb (u%ﬁ-)]

laffélant étendue & toute I'aire A’ limitée par la courbe C'.
Effectuons les différentiations indiquées, il vient aprés

réductions:
*(tdude  du dw
J;udw —jf<:i-“ ) %-> dadb.

En opérant la méme transformation surj;vdy et ‘/;wdz,

puis additionnant, nous trouverons :

dudx du dx
2 == | o ——_— e ———
1) =/ uds+ vdy + wds ) D < duds _du da) dads,

L'aire A’ ne varie pas, puisque C' est fixe;la X placée sous

le signefest constante en verlu de I'énoncé de Kirchhoff:

donc J = const.
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CONSEQUENCES DU THEOREME DE HELMHOLTZ

22. Cas des mouvements permanents. — Le mouve-

ment est permanent quand toutes les fonctions que nous
= .

avons définies u, v, w, ¢ ne dépendent pas de ¢, mais seule-

ment des variables @, y, z d'Euler. Par conséquent, dans le
cas des mouvements permanents:

et {1} :
du u du du
a—“—+”—+w$

ot

relation'qui g'applique d'ailleurs & une fonction quelconque .
Dans ces conditions, on peut déduire du théoréme fonda-

mental de Helmholtz un certain nombre de conséquences.

28. TakorEME. —Sile mouvement est permanent, il existe
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une infinité de surfaces sur lesquelles on peut tracer une infi-
nité de lignes de courant et une infinité de lignes de tourbillon.

Voici ce que signifie cet énoncé :

Par un point A (fg. 9), on peut mener une ligne de cou-
rant AC et une ligne de tourbillon 4
AT. Si par les différents points de AG
nous menonsles lignes de tourbillon,
elles engendrent une certaine sur-
face; si nous menons de méme, par
les divers points de AT, les lignes de
courant, elles engendrent une autre

surface; le théoréme signifie que ces

deux surfaces sont identiques.

Autrement encore, si nous menons par les points A, A’, A”,
A” de AT les lignes de courant AC, A'C/, A”C”, A”C”, une
ligne de tourbillon menée par un point B quelconque de AG
renconirera AG, A'CY ..., etc.

Cette proposition est presque évidente. En effet, quand le
mouvement est permanent, les lignes de courant sont les tra-
jectoires des molécules fluides. Or considérons les molécules
qui A 'époque ¢ = o sont en A, A, A", A”; a I'époque ¢, elles
sont vénues en B, B, B", B”. Comme les tourbillons se con-
servent en ‘vertu‘ du théoréme de Helmholtz, les molécules
B, B’, B”, B” sont encore sur une méme ligne de tourbillon.

24. Equation générale de ces surfaces. — Nous
avons posé [4]: ' o
y=v—[2
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Je dis que I'équation des surfaces que nous venons de défi-
nir est:

J — T = const.

Pour le démontrer, il suffit de montrer que ¢ — T est constant
d’une part sur les lignes de courant, d’autre part sur les lignes
de toarbillon.

1° Sur les lignes de courant. — Ces lignes sont les trajec-
toires des molécules ; nous suivons une molécule dans son
mouvement ; avec les notations de Lagrange, ¢ seul est
variable, donc:

ay =2 a
dfl‘
dT-—-d—dt

d'l‘:udu-[—vdv+wdw——u—+ dt+wdt
) 2
-o—li:._u-i-l-v 4'—l— -fk u-gt-—[-v(ﬂ-l—w-%

car, d'aprés les équations de Lagrange |4] :

03: Di ete.
Donc :
dy _dT =
priaae Tl dy — dT =o.
(1) ¢ — T = const.
2° Sur les lignes de tourbillon. — Ces lignes ont pour
équations :
de  d dz
—E- = Tl]y = -C— =du,

ou:
de = tde dy = nda dz = {du.
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Je dis que : ‘
ay __at,
de ™ do
En effet :
dy v, W W
da_3w5+3yn+bzc"
o du d

u du du
w T d T "% + ?by + Wiz et
Substituons :

(2
2o =4 f5p T gt Cw)

+ D’autre part :

T Ny T
dv dv v
+ (Ea—cﬁ-ngg-l-taz)

" Mais nous avons vu 18] que :

du du du L u dv , Ldw
Fio gy T 5% = Wt i T 355

THEORIE DES TOURBILLONS.
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Par conséquent :

a_dr T —
Te = o et.{; T= const.‘
25. Théoréme de Bernouilli. — Dans le cas ou les tour-
billons sont nuls, c’est-a-dire quand. il existe une fonclion des
vitesses:

t=qn={=o0.

La direction du tourbillon est indéterminde ; une ligne
quelconque peut éire reéarde’e comme une ligne de tourbil-
lon et ¢ — T est constanl dans toul I'espace: ¢’estle théoréme
de Bernouilli. ' '

26. Déterminationdes viteéses en fonction des tour-
billons, — Nous nous proposons, étant données les compo-
santes §, v, { du tourbillon d’en déduire les composantes de la
vitesge Uy U, W.

Si nous pouvons résoudre ce probléme, comme les tourbil-
lons se conservent, nous connaitrons la vitesse avec laquelle
ils se déplacent et, par conséquent,leur direction et leur gran-
deur, & une époque ¢ -4 dt infiniment peu différentede la pre-
miére, puis par intégration & une époque quelconque.

Remarquons d'abord que ce probléme est en général indé-
terminé, saufdans deux cas seulement: quand il s'agit d’'un
liquide homogene, occupant un espace indéfini, ou d’un
liquide homogéne remplissant entiérement le vase qui le ren-

ferme.

2%. Volumes & connexion simple et volumes & con-
nexion multiple. — Avant d’aborder 1'¢tude de la question

(PR3
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proposée, il est indispensable de définir ce que nous appel-
lerons volume & connexion simple et volume 3 connexion
maltiple: ce sont des notionsdont nous aurons constamment
a faire usage. ‘ _

Un volume i connexion simp!e, ou volume simplemer* con«
nexe est un volume qui ne présente pas de trou: elr sont la
sphére, V'ellipsvide, le cube,.

Toute courbe fermée tracée dansl'intérieur
d’un pareil volume peut se réduire a un

point, en se déformant d'une maniére con-

tinue, sans sorlir du volume (fg. 10}, elle
balaye alors une certaine aire A qui est exclu- Fig. 10.
sivement limitée par la courbe. ’

Nous conviendrons donc de dire qu'un volume est & con-
nexion simple quand toute courbe fermée intérieure & ce
volume peut éire regardée comme le_contour d'une aire plane
située tout entiére a l'intérieur du volume. Si 'on adopte
' cette définition le volume
compris entre deux sphéres

concentriques est encore a

connexion simple,

28. Un volume a con=

nexion multiple est un vo-

lume qui présenle un ou

plusieurs trous: le nombre

des trous marque 'ordre de

Fig. 11, - multiplicité; tel est un tore

(fg. 11).

Dans les voluines & connexion multiple on peut tracer des

4
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courbes fermées de deux.espéces; des courbes de premiére
espéce, comme celles que nous avons définies au paragraphe
précédent, pouvant se réduire & un point sans sortir du vo-
lume. Telles seraient, dans le tore, les circonférences tracées
dans un plan méridien, concentriques & 'une des circonfé-
rences méridiennes.

Des courbes de seconde espéce, qui ne peuvent se réduire
A un point, par une déformation conlinue, sans sortir du vo-
lume : par exemple, dans un tore, les circonférences tracées
dans des plans perpendiculaires & 'axe et ayant leur centre

sur cet axe.

29. Ceci posé, supposons que ie tourbillon soit nul.

E = n=§{=0
et considérons l'inlégrale -
:ﬂudw + vdy + wdz).

Cette intégrale prise le long d'une courbe fermée de pre-

miére espéce est nulle. En effet [9] :
J = fas,,dm,

t, élant la composante normale du tourbillon, dw un élément

de l'aire limitée par la courbe. Commepar hypothése :
£, = o, ona J=o.

Celte propositionn’est plus vraie pour lescourbes de seconde

espéce. Supposons en effet que le volume soit celui d’un tore
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et que:

V= ——— w = 0.

- Y
TEty TT TS
Les lignes de courants sont des cercles ayant leur centre

situé sur 'axe et tracés dans des plans perpendlculalres a cet

axe.
dow — ad
udz |- vdy = W/ = d arc tang -ay;

'

Cette fonction des vitesses arc tang o—z n'est pas uniforme,

" mais elle est susceptible d'une infinité de déterminations qui
différent entre elles de =. Quand nous prendrons l'intégrale J
le long d’une courbe de seconde espéce, cette intégrale sera
égale non pas 4 0, mais & = oud un multiple de = : parce
qu'en revenant au point de départ on retrouve une autre déter-

minalion de la fonction,

30. Coupures. — Lorsqu un volume est & connexion
mnltlple il est poss1ble de le rendre smplement connexe en
praliquant des coupures. Si en particulier le volume est dou-
blement connexe, il suffit de faire une seule coupure. Par
exemple, un tore peut étre rendu simplement connexe en le
coupant le long d’un de ses cercles méridiens,

Les courbes qui ne traversent pas la coupure seront de pre-
miére espéce; les courbes qui traversent la coupure seront
de deuxiéme espéce.

La fonction des vitesses reste uniforme 1ant qu’on ne tra-
verse pas la coupure, et l'intégrale J prise le long d'une
courbe qui ne traverse pas la coupure est nulle.

- Considérons au contraire deux points infiniment voisins I'un
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de 'aulre, et infiniment voisins de la coupure, muais sitnés de
part et d’autre de cette coupure: d’un de ces points & V'autre
la fonction des vitesses: pr;ésente une discontinuité ; la diffé-
rence des valeurs qu’elle prend en ces deux points est finie et
égale & la valeur de'intégrale J prise lelong d'une courbe de

deuxiéme espéce reliant les deux points.

84, TatoriMeE, — Cette différence est conslante, autrement
dit la valeur de lintégrale J est la méme pour toutes les
courbes d'intégration qui traversent une seule fois la cou-

pure. :
Supposons, en effet, que la courbe C
se déforme d'une maniére continue,
sans sortir du volume et devienne par
exemple telle que G’ (£g. 12). Pendant
cette déformation, la courbe G balaye

Fig. 12. une certaine aire qui est tout enliére
) située a lintéricur du volume.
L'intégrale J prise le long du contour complet de cetle
.aire GC’ est nalle. '
Seulement les deux courbes G et G’ sont parcourues en sens

contraire, donc:
Jo—Jo=o0
“on

Je=J¢.

La valeur de la discontinuité de la fonction ¢ des vitesses
d’un bord A Fautre de la coupure est donc la méme en tous
les points de cette coupure: soit A sa valeur.

* 'Sila courbe de deuxiéme espéce suivant laquelle on fait
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l'intégration traverse deux fois la coupure, la discontinuité
de la fonction g sera 24, etc. D'une maniére générale, sile con-
tour d'intégration traverse la coupure n fois dans le sens
direct, »' fois dans le sens inverse, la valeur de lintégrale

sera (n — n') A.
S

32, Sile volume est triplement connexe (fg. 13), il faut
prathuer deux coupures pour le rendre simplement connexe.
La fonction des vitesses ¢ est alors ’
entiérement déter.minée; mais elle
présente une discontinuilé d’un bord
a l'aulre de chacune des coupures.
Cette discontinuilé a une valeor

constante A le long dé Ia premiére - \

coupure, et une valeur conslante B
généralement différente de A le long . _Fig.13.
de la seconde.” ' '

Si le contour d'intégration G rencontre une seule fois la

3

premlere coupure

r . . PR

Jo = A.

Si ca contour C' rencontre une séule fois la seconde cou-
pure, sans traverser la premiére
Jo = B. . o

1 V.

Enfin, d’une maniére générale, si le contour d’intégratidn
traverse la premiére coupure » fois dans le sens direct, »’ fois
dans le sens inverse, et la seconde coupure p fois dans le sens
direct, p' fois dans le sens inverse, on a:

J={@n—n)A+ (p—p)B.
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CHAPITRE 111

DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA VITESSE
EN FONCTION DES COMPOSANTES DU TOURBILLON
CAS PARTICULIER DES LIQUIDES

83. Nous avons établi dans le cas général [8) I'équation

de continuité :
. %, Apw) | Aev) , Aew)
() ¥t ty T =°
g'il s'agit d'un liquide, la densité p est constante et cette

équation se réduit a:

du gz_; dw

() st

Supposons que le tourbillon soit nual partout, autrement dit,

que V'expression L
udx < vdy + wds

soit une différenlielle exacte, do; ¢ sera la fonction des

vitesses.
L’équation de continuité s’écrit alors :

Ag = o,
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LIQUIDE OCCUPANT UN ESPACE INDEFINI - 41
en posant comme d’habitude :

2 2, 2
Ap = 2—;2- + §—;§ + 3—;5

84. TaktorkMe. — Il y a deux cas ol ces conditions ne
peuvent étre remplies sans qué le liquide soit en repos.

1° Quand le liquide remplit 'espace indéfini et se trouve en
repos  I'infini ;

2° Quand le liquide remplit entiérement un vase solide,
fermé et simplement connexe.

Nous démontrerons ces deux propositions en nous appuyant

sur le théoréme de Green, qui s’exprime par I'équation:

o frfhan=foie 4 [+ )+ (9]

L’intégrale du premier membre est étendue & tous les élé-

ments do d'une surface fermée; les deux autres, & tous les

éléments dz du volume limité par cette surface, d est la dé-

%
dn
rivée de ¢ estimée suivant la normale & la surface aél centre
de gravité de I'élément dw. Ici c'est la proj;action de la
vitesse sur ceite normale. La fonction ¢ doit étre uniforme a

I'intérieur du volume r.

85. Liquide occupant un espace indéfini. — Appli-
quons le théoréme de Green & une sphére de rayon trés grand.

Comme nous supposons que le liquide est en repos a l'in-

£

- fini, Z—% sera nul sur toute la surface de cette sphére; l'inté-

grale du premier membre sera nulle. La premiére inté-

grale du second membre est aussi nulle, phisqﬁe Ag=o0; par
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42 DETERMINATION DES COMPQSANTES DE LA VITESSE

conséquent il en est de méme de la derniére:

22\ 1 (22}’ 1. (%)
JIGE + G +6) =

L’élémept différentiel est ,esseniiellefpér_lt positif, cest :pne
somme de carrés; cette égalité entraine donc les suivantes: -
=0 =0 Reo,
d dy !

ou

La vitesse est donc nulle.

36. Liquide remplissant complétement un vase im-
mobile, — 1° Vase simplement connexe. — Appliquons en-
-core le théoréme de Green: en choisissant pour la surface
d’'intégration la surface des parois du vase, et pour le volume,
le volume du vase, Puisque Ia paroi est immobile, la vitesse

du lxqulde en un pomt de cette paroi ne peut étre que tan-

gentielle, et la composante normale de estnulle; donc

dn
ﬁ T gy = 0;

comme Ap == 0,
ﬁAqadr =o,

et par conséquent :

JIG+ G+ @)=
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- VASE DOUBLEMENT CONNEXE - ) 43

On en déduit comme ci-dessus :

7 -

La vitesse est donc nulle en tous les points."

3

87. Le raisonnement qui précéde n'a de valeur que pour
un volume simplement connexe. Si le vase était & connexion
multiple, la fonction ¢ ne serait plus uniforme, et le théoréme

de Green cesserait d'élre applicablé.

88, 2 Vase doublement comjaexe. — Supposons que le
vase soit doublement éonnexe, et par exem;'ﬂ‘e qu'il ait la
forme d’un tore. Pratiquons une coupure suivant un cercle
méridien: les courbes fermées de seconde espéce rencontre-
ront cette coupure. La fonction des vitesses ¢ est uniforme
tant qu'on ne traverse pas cette coupure; mais d'un bord &
Vautre, la fonction ¢ présente une discontinuité qui est cons-
tante sur toute la surface de la coupure.

Je dis que, si on se donne cette constante, antrement dit la
valeur de J le long d'une courbe de seconde espéce, le mou-
vement dua liquide est entidrement déterming.

Supposons, en effet, qu'il y ait deux solutions possibles, et
soient ¢’ et ¢” les deux fonctions des vitesses correspondant &
ces solutions ; soient ¢ et 3 lesvaleurs de ¢’ de part et d’autre

de la coupure, ¢{ et o4 celles de ¢”. Nous aurons:

Jo
o

?

—¢
s — ¢

W

- e

J, étant la constante donnée; tant qu'on ne traverse pas la

coupure, ¢’ et ¢” sont d'ailleurs uniformes. Retranchons
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membre 3 membre les deux équations ci-dessus, i) vient:

i = @ — 93

La fonction ¢’— ¢” a donc méme valeur de part et d’autre
de la coupure, elle est uniforme et continue dans tout le
volume, et on peut lui appliquer le théoréme de Green ; on

en déduira: -

ou

Les composantes de la vitesse sont les mémes dans les

deux cas: ily a donc un seul mouvement possible.

39. 3° Vase triplement connexe. — 1l faut faire dans ce
cas deux coupures pour rendre le volume simplement con-
nexe. .

Le mouvement est déterminé quand on se donne:
‘Pn"'%=Jo. s — ¢4 =1,

¢, — @, étant la différence des valeursde ¢ sur les deux bords
dela premiére coupure, ¢, — ¢, cette différence relativement
4 la seconde coupure,

On trouverait comme précédemment, en admeltant qu'il

existe deux solutions ¢’ et ¢”:

?
?

—¢
-

ru aom

L4
1
4
3

?
¢

L L * B

i—9
, ]

., La fonction ¢" — ¢” étant uniforme et continue A l'intérieur
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du volume, on déduit du théoréme de Green:

¢’ — 9" = const.

ou:
"
T o= e ele.

2

d' g
X

o/

40. Le tourbillon n'est pas nul, — Dans le cas o le
tourbillon n'est pas nul, le probléme de Helmholtz est déter-

miné el, s'il admel une solution, n’en admet qu'une seule.

En effet, quel est ce pbobléme? 1l s'agit, étant données les

composantes § v, { du tourbillon, de déterminer u, v, w»

d’aprés les équations:

dw hL)
< — —

%= dy  dz
du v
I = iz

(4) 2 D
Qt Jv _cil,
. dy

e, W N

Supposons que nous ayons trouvé deux solutions :

7

u=u U=y
v=19 v =1
w=w  w=1"
Nous aurons :
98 — dw' W'
Y Az
9F — dw” W'
Y, Az
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d’ou : '
o’ —w") v — )
dy oz

0 =

et deux autres équations analogues. Ces trois équations
expriment que la somme

(o —w)dw 4 (' — ") dy + (0" — w")dz

est une différentielle exacle dg. On peut donc poser :

u'—u":i%----- ele.

Ecrivons que l'équalion de continuité est satisfaite pour

U= U... etc., et pour v = o”..... etc., il vient :
G _ . owW
dx T e T

d’ot, en retranchant membre & membre : -

‘b ! I 4
w=v)
i
¢’est-a-dire : ,
A:p = 0.

Si le vase esi enlierement rempli, la composante normale
de la vitesse doit étre nulle en chaque point de la paroi.
Soient !, m, p les cosinus directeurs de la normale en un

point de la paroi, la composante normale de la vitesse sera:

u + mv 4 pw,

el si cette composante est nuylle :

! 4 mv' - pw’ =o
W’ 4 mv’ 4 pw’ =o
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Par conséquent :

2 % 3_%_- )
D +m +pbz = o.

dn

Si le vase est & connexion simple, nous trouverons, en

" raisonnant comme ci-dessus [36] :

¢ = const.
d% . d %%
T dy T O
ou :
w=u" v =1 10 == 10"

Le probléme ne comporte donc qu'une seule solution.

41, Sup‘posons que le vase soit & connexion multiple, le
raisonnement précédent n’est plus légilime ; il faut intro-
duire une ou plusieurs conditions de plus.

Soit, par exemple, un volume doublement connexe. Prati-
quons une coupure, et soit J, la valeur de I'intégrale prise le
long d’une courbe fermée qui traverse une seule fois la cou-
pure. -

Le probléme sera déterminé si onse donne, outre lesvaleurs
de E, n, &, celle de J,.

Supposons, en effet, qu’il puisse exister deux solutlons,
(W, v, 0) et (u”,v”, w"), nous démontrerions comme plus haut
[38] que:
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D’aulre part :

. f wdx 4 v'dy + w'dz =1,
f wda 4 v'dy 4 w'ds = J,

et en retranchant membre & membre :

d d 99 —
J@atFarize)=o
ou :

qu;.—:o.

La fonction ¢ reste donc uniforme, méme quand on supprime
la coupure; elle doit se réduire 4 une constante : par consé.

quent:

42. Si le volume était triplement connexe, il faudrait pra-
tiquer deux coupures.Pour déterminer le probléme, il est né-
cessaire de se donner, outre les valeursde &, =, §, la valeur Jy
de l'intégrale J prisele long d’une courbe fermée rencontrant
une fois la premiére coupure seulement et sa valeur J, le
long d'une courbe fermée, rencontrant une fois la deuxiéme

coupure seule.

43, Analogie des équations hydrodynamiques de
Helmholtz et des équations électrodynamiques de
Maxwell. — 1° Supposons que le liquide considéré occupe

un espace indéfini et soit en repos.
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EQUATIONS DE HELMHOLTZ ET DE MAXWELL 49

Dans ce cas, le systéme des équations de Helmholtz pré-
sente la méme forme que le systéme des équations de Maxwell,
relatif an champ magnétique. '

Maxwell appelle «, v, w les composantes du courant, ce
qui signifie qu’un élément de surface dw normal & oz est tra-
versé dansletemps d¢ parune quantité d’électricité udew dt...

«, B, v sont les composantes du champ magnetxque prodmt
par le courant ; a, b, ¢, les composantes de I'induction ma-
gnétiqne qui se réduisent & o, B, y quand il n'y a ni ‘aimant

permanent, ni fer doux. L'équation

da b - de

w Ty TaE="
L
de Maxwell se réduit alors a la suivante :

bw+ +bz

Si nous comparons les deux systémes, nous trouvons :

(Maxwell) (1) (Helmboltz)
47ru=a—y--—-b—[3' 25:@_@2
dy = dy dsz
_ %% ¥y __du dw
[mv_bz_bw 27‘_?1}_0%
B A dv  du
dnw =1~ — — ===
™= oy % de dy
du | dv |, dw
bx+ +Dz o %—FF}/—I—%:O

On voit que, pour passer des équation‘s de Helmholtz & celles

(1) Voir Eleciricilé et optique, 1,3 102 el § 118.
TOEORIE DES TOURBILLONS. 1
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50 DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA VITESSE

de Maxwell, il suffit de changer{, », %, u, v, w0 respectivement
en 2nu, 2mv, 2mw, o, B, Y.

Nous avons démonlré que, si un pareil syst¢cme admet une
solution, cette-solution est unique.

Or supposons que nous connaissions en grandeur, direc-
tion et sens le vecteur t‘ourbillon. Divisons ce vecteur par 2x
et ‘admellons que ce vecleur ainsi réduil représente un courant
électrique. Le sysléeme de courants ainsi oblenu produit un
champ magnétique, et le vecteur qui représente ce champ
représentera la vitesse de la molécule fluide au méme point,
Les lignes de force magnéliques seront Ies lignes de courant
hydrodynamiques.

44, Cas ou il existe un seul tube de tourbillons, —
Supposons qu'il existe un seul tube de tourbillons fermé et
de section infiniment pe-
tite, que le tourbillon ait
c' R/ en chaqué point une va-
(3 leur assez grande pbur

que le momen! dua lube
soit fini, et enfin que le
tourbillon soit partout

nul en dehors du tube.
c En raison de celte der-
Fig. 14. : niére hypothése, il y aura
: ¢n dehors du tube une
fonclion des vitesses . Mais le volume extérieur au tube est
doublement connexe, car on peut lracer deux sorles de
courbe fermées: les unes, telles que C!/ig. 14), qui n’enlacent

pas le tube; les autres G’ s'enlagant avec lui a la fagon des
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anneaux d'une chaine, L'intégrale J prise le long des pre-
miéres courbes est nulle ; mais, prise le long des courbes de
la seco»nde espéce, elle est égale non plus & 0, mais au moment
du tube,

La section du tube étant infiniment petite, ce tube peut
étre assimilé & une courbe que je supposerai fermée et que
j'appellerai I'axe du tube. En effet, nous pouvons faire passer
par Vaxe du tube tourbillonnaire une certaine surface et
prendre comme coupure 'aire limilée sur cetle surface par
I'axe du tube. Toutes les courbes fermées qui ne traverseront
pascelte aire seront de premiére espéce; celles qui la traversent

- seront de seconde espéce [30].

45. Supposons que la fonctlion ¢ soit nulle & I'infini, ce qui
esl permis puisque celte fonction n’est donnée que par ses
dérivées et n'est, parconséquent, délerminée qu’a uné constante
prés. Pour définir la valeur de ¢ en un point donné P, nous
prendrons 'intégrale J le long d'une courbejoigrﬁmt un point
infiniment éloigné au point P considéré, sans traverser la
coupure. Cette définition n'est évidemment suffisante que si
la fonction ¢ est uniforme et, par conséquent, si la valeur ainsi
calculée ne dépend pas du chemin suivi pour venir de I'infini
au point P, Or cette condition est remplie. En effet, considé-
rons deux chemins quelconques, MQP, MRP, joignant un
point M trés éloigné au point P. Le long du contour fermé

MQPRM, quine traverse pas la coupure, l'intégrale J est nulle,

donc:
fd(p + [de =0
MQP PRM
- ou :
dp = ;1 = gp.
j;lgp l\([:EP e
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La valeur de ¢ ainsi calculée en un point M dépend de la
surface choisie comme coupure; elle est la méme pour deu);
coupures qui ne comprennent pas entre elles le point M, mais
elle est différente si le point M se trouve entre les deux sur-
faces choisies successivement comme coupures, ‘

1l faut maintenant déterminer celte valeur de ¢. Soit wle

moment du tube tourbillonnaire :
p=2 VI 91 1 0 do;

dw élant la section droite du tube, que nous avons supposée
infiniment petite. Si nous remplagons les tourbillons (£, =, {)
par des courants (u, v, w), chacune des composantes du cou-
rant cst égale & la composante correspondante du tourbillon
divisée par 2. L'inlensité du courant, comptée tangentielle-

ment au tube tourbillonnaire, sera :

i = Vu? 4 v? - wide.
Par conséquent :
po= &ni.

Si on détermine la valeur de ¢ d’aprés cette égalilé, la force
magnétique et la vitesse d’une molécule fluide en un point
seront représentées par le méme vecteur. La fonction des
vitesses sera le potentiel magnétique du courant. En un

point donné, ce potentiel a, comme onlesait, pour expression

io, ‘

o étant I'angle solide sous lequel on voit de ce point le contour

du courant. (Cf. Electricité et optique, tome I, page M .) Par
160
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suite :
— gy = 28
= {5 = ‘i~
¢ < Am
¢ élant I'angle solide sous lequel on voit du point considéré
I'axe du tube tourbillonnaire.
§'il y avait plusiears tubes lourbillonnaires, la fonction ¢
relative au systéme serait J]a somme des fonctions ¢, ¢, ... ete.,

relatives & chacun d’eux, et la méme relation subsisterait.

46. Cas d’un tube tourbillonnaire rectiligne et indé-
fini. — Soit un tube tourbillonnaire rectiligne.

Appliquons la régle précédente. Nous devons remplacer le
tube par un courant rectiligne indéfini, possédant une inten-
sité:

1—471:

D’aprés la loi de Biot et Savart, 'action de ce courant sur
un pole magnétique M est perpendiculaire au plan MPQ et
inversement proportionnelle A la distance » du point M a la
droite PQ. La vitesse d’'une molécule fluide M sera donc perpen-
diculaire au plan MPQ et variera en raison inverse de sa dis-

tance A 'axe du tube tourbillonnaire.

47, Ce résultat peut d’ailleurs s'obtenir directement, sans
lintermédiaire de la comparaison électrodynamique. '

Par raison de symétrie, la vitesse doit se trouver dans le
plan R mené par M perpendiculairement & PQ. Si, d’auire
part, nous considérons le plan PMQ), ce n’est pas, & proprement
parler, un plan de symétrie. En effet, prenons pour plan de la
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ﬁgﬁre le plan R (/ig. 15): la droite Pg se projette sur ce plan
en N. MN est la trace.du plan PMQ. Supposons que le tour-
billon ait le sens indiqué par la fléche et que la vitesse soit
dirigée snivant MV,
Prenons l'image de la figure
\ par rapport & MN ; le moment du
\ tube tourbillonnaire conserve la
N T M méme valeur, mais le tourbillon
change de sens. La vitesse con-
servera donc sa grandeur absolue
Fig. 15. et sa direction, mais changera de
sens ; elle devient MY'. Comme
MV’ doit étre symétrique de MV par rapport & MN, il faut que
MYV soit perpendiculaire & MN et, par conséquent, an plan
MPQ, puisque nous savons que MV est situé dans le plan R.

48. Pour trouver la grandeur de la vitesse, rappelons que :

~

=f(udx + vdy + wdz) = u.

Choisissons comme contour d'intégration le cercle décrit
de N comme centre avec MN comme rayon, dans le plan
perpendiculaire & PQ; prenons PQ) comme axe des z,le point N
comme origine, comme axes des et des y deux diamétlres

rectangulaires du cercle. Dans ce systéme d’axes:

& ==pcosw = psinw
dx = — psin vdo dy = p c0s wdw dz=o
u:—-Vsinw, ‘D;VCOS(D, w = 0,
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D'odi :
. 27‘ 3
n =fpV (sin? 0 4 cos? w) do = 2rpV
0

Cette vitesse est donc inversement proportionnelle 4 la dis-
tance MN =, comme nous l'avons trouvé par une autre
méthode.

49, Démonstration directe. — Il n'est pas indispen-
sable, pour obtenir I'expression de la fonction ¢, d’avoir
recours & la comparaison entre les équations hydrodyna-
miques et les équations électrodynamigues, comme nous
Iavons fait; celle expression peut s'obtenir directement
comme je vais le montrer,

Pour abréger, nous dirons que la fonction ¢ est engendrée
par un contour G quand elle est due & un tube tourbillon-
naire dont ce contour C est I'axe, et ' '

. 8
nous conviendrons de prendre un

tube tourbillonnaire dont le moment il

soit égal & 1. Ce choix d'unité n’en- ———

lévera rien évidemment & la généra-
lité de notre démonstration. Je
vais d'abord établir quelques théo- )

Fig. 16.
rémes qui nous seront nécessaires

pour trouver l'expression de la fonction g.

50, TaktoreMeE I. — Considérons une courbe fermée ABCD
(7. 16) ; joignons deux pointé de cette courbe, B, D, par un
chemin quelconque BED. Nous formons ainsi deux contours
partiels, ABEC, BCDE, et un contour total, ABCD. Admettons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



56 DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA VITESSE

que ces contours forment les axes de trois tubes tourbillon-
naires T', T” el T. Chacun des contours engendre une fonction ¢.
Soient ¢’, " et ¢ les fonctions correspondant respectivement
AT, T etT, Je dis que:

?=¢ 1T9¢"
" En effet, par lestrois courbes nous pouvons faire passer une
certaine surface, laquelle détermine deux coupures. La fonc-
tion ¢ admet les deux coupures ; 9’ n’admet que la coupure (1),
et ¢” la coupure (2). Pour établir le théoréme, il suffit de

montrer qu’on a identiquement :
$—¢ —¢ =o.
Cette fonction vérifie I'éguation de Laplace
Aflp—¢ —9')=0,
puisque :
Ap = Ag' = Aq)”: 0
elle s'annule & Yinfini, de méme que les fonctions par-

tielles ¢, ¢', ¢”. Tl est permis de lui appliquer le théoréme de

Green [84], si elle est uniforme, ¢'est-a-dire si l'intégrale

qu; -—-qu)' -—qu;” =0

le long d'un contour fermé quelconque. Supposons que la
courbe d'intégration soit de premiére sorte, c'est-a-dire ne
rencontre ancune coupure; alors les trois intégrales partielles

sont nulles. Si la conrbe franchit la coupure (1) seulement,

‘/’da? est égal au moment du tube T, c'est-a-dire & 1 par hypo-

thése.l/‘ci«/ est égallau moment du tube T, qui esi aussi 1.
! ’
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qu;” est nul. L’équation est encore vérifiée ; on I'établirait de

la méme maniére si la courbe d'intégration rencontrait seu-
lement la coupure (2).

D’ailleurs un contour fermé quelconque peut toujours étre
remplacé par unesérie de contours dont chacun ne rencontre
qu'une seule coupure (£g. 47). Ainsi le contour MNPQ, qui
rencontre les deux cou- '
pures, peut étre remplacé
par MNRQM, qui ne ren- B
contre que la premiére R
coupure, et NPQRN, qui

ne rencontre que la deu-

xiéme. En effet parcourir ‘

ces deux contours revient )
A paréourir Te contour P
primilif dans un sens dé- ' Fig. 11.

terminé, et arc NRQ une

fois dans un sens et une fois dans l'autre ; cet arc disparait
dans le résultat. Par conséquent, le long d'un contour quel-
conque :

fd<9 -ﬁi<?’—-ffl?” =0

La fonction ¢ — 9" — ¢” est uniforme et par conséquent,

d’aprés le théoréme de Green, identiquement nulle.

* 54. Tokorime I, — La fonction ® engéndrée par un con-
tour plan G est nulle en tout point du plan.
Soit C le contour (fg. 18); représentons la direction du

tourbillon par une fléche, prenons la figure symétrique par
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48 DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA VITKSSE

rapport au plan du contour. ¢ ne doit pas changer. Le
point M, qui appartient au plan de symétrie, ne change pas;le
moment du tube conserve la méme
valeur absolue, mais change de si-

gne, car le mouvement du tourbillon

T

change de sens. La fonction o doit &

¥

la fois ne pas changer et modifier son
Fig. 18. P &

origine : elle ne peut étre que nulle,

52. TutortME III. — Supposons qu'un contour G soit tracé

sur la surface d’un cOne ayant son sommet en M (fg. 19). On

peut tracer sur la surface du cdne deux espéces de courbes:
les unes, limitant une aire dans laquelle ne se trouve

pas le sommet ; les autres faisant le tour du cone et M

limitant une aire qui comprend le sommet.

a. Pourles courbes de la pre-

M

misre espéce, la fonclion ¢ est

nulle au poidt M. En eflet, on

peut décomposer G en contours 0
infiniment  petits,
dont chacun peut .
étre assimilé 4 un o

élément plan situé
Fig. 19. dans le plan tangent Fig. 20.
au coéne : comme

tous ces plans tangents passent par le sommet M du céne, la
fonction ¢ engendrée par chacun d’eax est nulle. La fonetion ®
engendrée parle contour entier G étant la somme des fonctions
élémentaires [50] seranulle aussi.

b. Scient maintenant deux courbes de seconde espéce ABCD
el AB'C'D’ (£g. 20).
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Je dis que les fonctions ¢ engendrées par ces deux courbes ‘
ont méme valeur au point M. _

Joignons, en effet, un point B de la premiére courbe & un
point B” de la seconde, par la génératrice BB’ par exemple ;
joignons de méme DD, Je puis remplacer le contour ABCD
par les conlours A'B'C’'D’, ABB'A’'D'DA, CDD'C'B'BC. En déeri-
vant, en effet, successivement ces trois contours dans le sens
indiqué par la succession des lettres, je parcourrai chacun des
arcs deux fois en sens contraire, sauf ABCGD. Or les fonctions ¢
engendrées par les deux derniers contours sont nulles d'aprés
la premiére partie du théoréme (a) ; doncles fonctions engen-
(}rées par les courbes ABCD et A'B'CDY, qui ont méme pers-

pective au point M, ont 1a méme valeur en ce point.

53. Contour infiniment petit. Forme dela fonction ¢.
— Supposons que le contour soit infiniment petit. La fonc-
tion ¢, a priori, peut dépendre de la distance » du point M &
Ja surface élémentaire limitéepar le contour; del’angle ¢ que
fait Ja droite qui joint le point M au centre de gravité de 'élé-
ment avec cet élément; de l'aire de cet élément et enfin de sa
forme. Autrement dit, ¢ peut dépendre de r, de ¢, de 'angle
solide ct de la forme du cOne qui a pour directrice le contour
et pour sommet le point M.

Je dis d’abord que ¢ ne peut dépendre de la forme de ce

" cOne. En effet, cette aire infiniment petite du premier ordre
peut étre décomposée en carrés qui seront infiniment petits
du second ordre; tous ces carrés ont méme forme, Pangle ¢
a méme valenr pour chacan d’eux, & des infiniment petits
prés d’ordre supérieur. En outre, on peut rendre leur

nombre assez grand pour que leur ensemble différe aussi pen
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gu'on voudra de l'aire considérée, quelle que soit sa forme.
La valeur de ¢ engendrée par le contour total sera la somme
des fonctions ¢ relatives & chacun des carrés; mais, comme
ces fonctions sont les mémes pour chaque carré, puisque
r et | sont les mémes, et que les carrés ont méme forme, la
fonction totale ¢ sera proportionnelle au nombre des carrés,
¢’est-d-dire & 'aire limitée par le contour, et sera indépendante

de sa forme. Par conséquent, nous pouvons poser:

9= dsf (1‘, q/)

da étant Pangle solide du cdne, et 7/ une fonction qu'ilnous faut
déterminer,

ds a méme valeur tout le long du cdne; d’autre part, deux
courbes ferméesG et ¢, tracées sur le cOne, doivent engendrer
la méme fonction ¢ ; mais pour ces deux courbes r et ¢ peuvent

étre quelconques; il faut donc que:
[ (r, §) = const = A.

54, 8'll s'agit d’'une courbe fermée finie, nous la décompo-
serons en courbes élémentaires; pour chacune d'elles ¢ sera

proportionnel a I'angle solide do. Pour I'ensemble, on aura:
¢ =Ag

o étant ’'angle solide total.
Pour déterminer A, supposons que le point M décrive un

contour fermé quelconque, il viendra :

'qu>=Afdc,
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en appelant p. le moment du tube tourbillonnaire :

fd:p::.‘-p,.

D’autre part :

d’ou :
p = 47A,
et:
— PS,
¢ = 4r

55. Liquide remplissant complétement un vase sim-
plement connexe. — Nous nous proposons de déterminer

u, v, w d'aprés les équalions

) 0z
do OB, dv
B?c+by+$—o

Dans le cas d'un liquide remplissant un vase simplement .
connexe, il faut que la composante de la vitesse, normale 4 la

paroi, soit nulle en tout point de cette paroi. Si on appelle
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I, m, n les cosinus directeurs de la normale, cette condition
g'écrira

lu -4 v 4 nw = o.

Pour oblenir le cas qui eorrespond a celui-la en électro-
dynamique, il faut supposer que des couranls réghent dans
I'intérieur de la surface S dela paroi, et que tout 1'espace exté-
rieur est occupé par un conducteur parfait, Si on part du
repos et que les couranls intérieurs augmentent progressive-
ment, il se produira des courants d’induction dans I'espace
extéricur. Lorsque le régime permanent est établi, la force
¢électromotrice d’induction disparail; mais les courants d’in-
duclion subsisteront, si le milieu extérieur est un conducteur
parfail, c'est-a-dire présenie une résislance nulle. En faisant
celle hypothése, le probléme d’¢lectrodynamique se confond
avec celui de Helmhollz, ‘

En efllet, soit un circuit fermé, N le flux de force magné-

lique qui le traverse, la force clectromotrice d'induction est

%, et d'apres la loi de Ohm :

dN .
E == Q4.

Si nous supposons le conducteur parfait, R = o, et par
suite :

aN
a—t_o N = const.

Si nous partons du repos, N = o au début et resle cons-
tamment nul, aucune ligne de force ne traverseralasurface S,
c'est-a-dire que la composante de la force magnélique nor-

male a cette surface est nulle.
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58. Cas particulier. — La vilesse est paralléle au plan

des oy et ne dépend que de « et de y, alors:

En supposant que ces conditions soient remplies l'origine
dus temps, elles le seront toujours : 4° si le liquide est indé-
fini, parce que tout plan paralléle au plan des oy est un plan
de symétrie; 2° si le liquide remplit un cylindre paralléle a
0z, indéfini dansles deux sens. Il en sera de méme encore si
ce cylindre est limité par deux plans perpendiculaires &
'axe des z. En effet, quand on introduit une cloison dans
le liquide, on impose en général au mouvement une condition
de plus,a savoir: quela composante de la vilesse normale a la
cloison soit nulle en chaque pointde celle-ci. Mais, dans le cas
qui nous occupe, cette condition était remplie avant quon ne
mette la cloison el I'existence de cetle cloison ne modifie pas

le mouvement,

B%7. D'aprés les hypothéses que nous avons failes

o
2 _-b—y—b—z—_

du  dw
QQZD—U—D—M

r dy

et I’équalion de continuité se réduit a :

du . dv
(1) e T3, =0
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Tous les tourbillons sont paralléles & 0z, tous les tubes
tourbillonnaires sonl des cylindres ayant oz pour axe.

Suivons un de ces tubes dans son mouvement : je dis que sa
section droite demeure constante.

Considérons en effet une portion du liquide limitée par la
surface du tube tourbillonnaire et par deux seclions droites
distantes de 4. '

Si nous appelons » l'aire de celte section droile, le volume
du liquide est 2.

Le liquide élant incompressible, ce volume resle conslant.
D'autre part, le tube dé lourbillon se conservant, le volume
reste cylindrique, Unemolécule qui, & 'origine des temps, est
située dans une section droite du tube, y restera toujours,
puisque sa vitesse est située dans ce plan: les deux seclions
qui limitent le cylindre resteronttoujoursa la méme distance.
Puisque Ao eth sont constants, il ’ensuit que » est constant.

8i, en parliculier, nous considérons un tube tourbilionnaire

de section infiniment petite dw, son moment w est donné par:
p = 2dw.{

do doit étre constant ; p aussi ; done § est constant et :

dg,
@=
g P4 .
by et non 37 car nous suivons une molécule dans son mou-
[& .

vement, c’est-d-dire que nous adoptons les variables de

Lagrange).

58. Le cas que nous venons de traiter est celui que Helm-

holtz appelle le cas des tourbillons rectilignes:
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Supposons, en particulier, que nous ayons un tube tourbil-
lonnaire dunt la section par le plan des ay soit un cercle de
rayon R, a lintérieur de ce cercle
{ = const; a l'extérieur, { = o, etil y
a une fonction des vitesses. Prenons
comme origine .le centre du cercle.
Soit M un point quelconque (fig. 21).

Posons :

OM=p = Ves? -+ y2 ' Fig. oL

Par raison de symétrie, la vitesse V du point M est perpendi-

culaire au rayon vecteur OM:

et V ne dépend que de p. Prenons I'intégrale
I= ﬁuda: +- vdy) = ﬁtdm

le long de la circonférence décrite de o comme centre avec le
rayon OM = p: f udw + vdy représente le travail que produi-

rait sur un point matériel décrivant la circonférence une
force représentée par le vecteur (u, », w) qui est la vilesse; ce
vecteur a une grandeur constante et est dirigé en tous les

poinls suivant la tangente 3 la circonférence, par conséquent :

ﬂudw - vdy) = 2np V.

TEEORIE DES TOURBILLONS. : )
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Nous obtiendrons une auire expression de J au moyen de
I'inle’gralef?tdm étendue & toute la surface du cercle OM.

Deux cas sont & distinguer:
1° Le point M peul étre & l'intérieur du cercle de rayon R

(p < R); ¢ est alors constant & l'intérieur du cercle p et
J = =lp? = 2=pV.

2° Le point M est & I'extérieur du cercle R (p > R); { est

constant a I'intérieur du cercle R et nul en dehorg, donc:
J = 2z{R2 = 2=pV.

Nous déduirons de la que:

V=20
si p est plus petit que R,
. 2
V=% 'Ii-
e

si p est plus grand que R.
Dans ce dernier cas, remarquons que le moment du tube

tourbillonnaire est égal a:

2r{R? = 2nm,
en posant:

m = {R2,

et V prend la forme

Cette formule subsistera si R devient trés petit, mais { trés

grand de fagon que m reste fini.,
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59. Ce résultat peut étre comparé a d’autres résultats de
tn.'ois ordres différents.

1° Comparaison électrodynamique. — Nous avons vu que
la vitesse d’'une molécule était représentée par le méme vec-
teur que la force magnélique i)roduite d’aprés_la loi de Biot
et Laplace par un courant qi]i ‘pai'courait le tube de tourbil-
lons [45].

60. 2° Comparaison analytique. — En dehorsdutube{ =o:
d’aprés cette condition et d'aprés l'équation de conti-
nuité (2) [67] :

w_

da T dy
8)

dwe T dy

Ces équations expriment que » - Y— 1 u est une fonction

de @ - y V— 1. Ce qu'il est aisé de vérifier dans le cas ac-
tuel. En effet:

e K — m
—lu=m(———F— -V —1 = —
v+v (av"-l-y2 v w“-l-y”) @+ y—1y
. Posons: . .
Z=a+V—1y,
et nous pourrons écrire :
Iy m
9) vV lu=r@) =2

641. S’il y a plusieurs tubes tourbillonnaires, le plan des
oy coupe chacun d'eux suivant un cercle infiniment petit
qu'on peut'confondre avec les poinls a,, ay, ..... a, coinci-

dant avec leur cenlre. Soient 2mwm,, 2mmy, ..... 2nm, les
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moments de ces tubes; si a,, a; ont pour coordonnées a{, af,
aj, aj, ... ces points seront les affixes des quantités imagi-
naires :

) ¢, =aj +V—"1a

a,=aj +V—1aj.

Pour oblenir la valeur de » 4y — 4u correspondant au pre-
mier tube a,, il suffira de prendre la formule (9) en {ranspor-

tant l'origine au point a,, ..... de méme pour les autres tubes
la valeur totale de v 4 y— 1 u sera la somme des valeurs

partielles ainsi obtenunes :

My M

e My N e,
vV—1u Z—a,+Z-—a2+"'+Z—a,._ Z—a

Celte expression est la dérivée de la fonction: -
0(2) = Em. log (Z — a).

Soit M le point qui ést l'affixe de Z, p, la distance Ma,, ou le
module de Z — a,. De méme p, = May,, ... pn = Mas.
Soit w, Pargument de Z — a,; c'est Iangle que fait Ma;

avec Ox... etc.

0 (Z) = ka log ok + V—1 Emkmk

ou en posant:

{10) y= ka log px
T(1) p = kawk )
(12) 02)=¢ +V—1g.
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Différentions cette identité par rapport & Z, en remarquant
que

Z Z —_—
0'(Z)=v+\/—ju=g_i+\/_._1§£
0’(Z)=\/:-—1v—u=g—;\lf/+\/__.{§§.

D’ou, en identifiant :

, ; .

(13) o=z w=— -
d P

(14) 4= a—; v = S;

D’aprés les relations (14), on voit que ¢ est la fonction des
vitesses. ' ‘ .

6%. 3° Comparaison électrostatique. — Supposons que de
1’électricité soit distribuée  uniformément sur une droite
indéfinie : I'attraction de cette droite électrisée sur un point
exlérieur est en raison inverse de la distance.

Remplacons le tube tourbillonnaire par une distribulion
d’électricité uniforme sur son axe. L'attraction sur un point M
serait dirigée suivant la normale menée de M 4 l'axe.

La vilesse serait représeniée par le méme vecteur qu'on
aurait fait tourner de 90 degrés. 8'il y a plusieurs tubes, on
fera la méme transformation: on composera les attractions
partielles, et la vitesse résultante sera représentée par la résul-
tante de ces attractions quand on l'aura [fait tourner de
90 deg‘rés.

On arriverait au méme résultat en supposant que les
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points a,, a,, ... a, agissent sur le point M en raison inverse
de la distance,.

Si nous considérons des tubes tourbillonnaires distribués
d’'une maniére quelconque et un poinl M trés éloigné, la dis-
tance étant infiniment grande du 'premier ordre, l'attraction

(ou la vitesse) sera infiniment petite du premier ordre.

63. Les courbes ¢ = const, c’est-a-dire suivant lesquelles
Targument de ¢ () est constant, sont les lignes qui sont nor-
males & la vitesse en chacun de leurs points. En effet, pour

ces courbes:

dy = udx -} vdy = o. .

Les courbes ¢ = const, c'est-a-dire le long desquelles la
parlie réelle de 6 (Z) oule module de ¢® (%) sont constants, sont

les lignes de courant. Le long de ces courbes, en effet :

vdaw — udy = o,

ou

Q

dz _ dy
u v
. En électrodynamique, les équations ¢ = const représentent
les lignes équipotentielles, et les équations ¢ = const, les
lignes de force ; c’est I'inverse en électrostatique.

Ces deux systémes de courbes se coupent a angle droit.

64. Cas particulier de deux tubes tourbillonnaires.
— 8'il y a senlement deux tubes tourbillonnaires a, et a,,

6 (Z) ne renferme que deux termes :

0 (Z) = m,log (Z — a,) + m,log (Z — a,).
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L'équation des lignes de courant sera :
m, log oy -+ mylog py == const.
Si m, = m,, I'équation devient

01ps = const.:

Les lignes de courant sont des ovales de Gassini.

Si m, = — m,, les lignes de couranl représeniées par
I'équation
o % — const
P2

-

sontdes circonférences par rapportanxquellesles points 2, et @y

sont conjugués.
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MOUVEMENT DES TUBES TOURBILLONNAIRES

65, Théoréme de la conservation du cenire de gra-
vité. — Supposons que "nous ayons n tubes tourbillon-
naires @,, ag,... @5 ayant respectivement pour moments 2z,
2nmy, ... 2nm, ; admettons queles tubes se déplacent, mais que
leurs moments restent les mémes. Sinous regardons m,, 7y, ...
comme des masses, nous pourr’ons construire leur centre de
gravité G. Je dis que, dans le déplacement des tubes, le point
G demeure fixe,

Soient @;, v,, @3 Yp, .. %4, Yn les coordonnées de
ay, g, ... G, et @y, Y, celles de G, ces coordonnées sont lides
entre elles par les relations

7 Yyma = Yomaas

onmK = meyx. ‘

Si, au lieu de tubes infiniment déliés, il s’agissait de tubes de
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dimensions finies, on définirait w,; yo, d’une maniére ana-
logue,

les intégrales étant étendues 4 tous les éléments dw des sec-
tions des différents tubes,

Différentions par rapport & ¢ : puisque nous avons assujetti
les moments des tubes 4 demeurer constants, { el w ne
dépendent pas de £ [B7], et:

dax, __ [d= .__ ]
1) = ‘/'cdmf_ Stdo = [uldo.

Je veux établir que cette derniére intégrale est nulle. Pour
cela, je considére V'intégrale

Sl — v do + 2uvdy)
prise tout le long d'un cercle de rayon trés grand. Cette inté-
grale est nulle. En effet, pour R trés grand, » et » sont infi-
niment pelits du premier ordre [62]; u?, »?, uv sont infini-
ment petits du second ordre; le chemin d’intégration est bien
infiniment grand, mais du premier ordre seulement ; l'inté-
grale est donc négligeable.

D’autre part, transformons cette intégrale d’aprés la for-
mule (1) du § 8:

f [(-u‘l — %) dz 4 2uvdy] =ﬁm [3 (“:;' v 2 (“”)_]

dw
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Effectuons les différentiations

d(u? — v?) W (uw) du o v dv du
dy - uby_‘vby__gubx_%ﬂ

du . v dJv  du\
— 9 _— pin S e o — s
=—n(5+5)— (3 )

Mais, d’aprés I'équation de continuité, nous avons

du , dy
o + dy i
et, d’autre part, par définition :

x dy

Donc :

f[(u’ — v% dw 4 2uvdy] = — 4 [uldo.

La premiére intégrale étant nulle, la seconde l'est aussi ;
donc :

daty _

ot

De méme on démontrerait que :

dy
Yy
a =%

et par suite que le point G est fixe.
66. Mouvement du centre de gravité d’un tube

tourbillonnaire. — Je vais étudier maintenant le mouvement

du centre de gravité del'unde ces tubes tourbillonnaires. Nous

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITE D'UN TUBE T

avons:

%ﬁdm = /“u(dw. N

u=u -},

Posons :

u’ étant la vitesse due an tube considéré s'il existait senl, v la

vitesse due aux autres,
ﬁcdm = [Widw + [w'tdo.

L’intégraleﬁ’cdm est nulle, car, si le premier tube existait

seul, son centre de gravité serait fixe.
Par conséquent, si nous voulons déterminer la vitesse du
centre de gravité de I'un des tubes tourbillonnaires, il suffira

de tenir compte des vitesses communiquées par les auires
tourbillons.

6%7. Soient a,, a,, ..., a, lestubes tourbillonnaires. Posons:
Pia = A4q5
P13 = 23,

et d'une maniére générale

Pk = a;a;.

Considérons la fonction :’
(2) P= Emimk log pux-

P est une fonction des 21 coordonnées 2., ..... YZrnYan-
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11 faut déterminer 0%' et %%‘-; nous venons de voir que la

- vitesse du point 2, y, sera la méme que si le tube e, était
supprimé et 6i les autres tubes subsistaient seuls; nous aurons
donc, d’aprés les équations (13) [61] :

do, 2
ey,
dy, __ 3%,
dat
ol '
&P = Emklogo,,k.

Je dis que ces formules équivalent aux suivantes :

dx P

i ol |
Mg T Ty,

dyy _ P,

Mt T Y,

En effet, P peut s'écrire :

P = my Emk lOg Prk + Zm,-mk 10g Pi ks

avcun des indices ¢ et 2 dans le secend terme n'étant égala 4
D’autre part, les p affectés de l'indice 4 sont les seuls qui.
dépendent de x, et y,, donc: ’

E_m P Em/‘loga”() gi

o, = ™M T = M,
de méme :
P
dy, 'y,
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68. D'une maniére générale, nous obtiendrons donc les
équations suivanles:

‘ my, day —_— ﬂ)_
I df \yk

m by
AT dt = Q)

Sous cette forme on reconnait les équations canoniques
d’Hamilton au facteur 7, prés; pourles ramener exactement

4 la forme canonique, il suffirait de prendre comme variables:

Zyy Loy oovy Xn L MY, MoYgy ovy MpYne

69. Intégration des équations. — L'intégration des
équations (I) est possible gnand il existe seulement trois tubes

tourbillonnaires, comme nous allons le montrer.

70. TaéoreME. — Nous pouvons retrouver d'abord le théo-
réme de la conservation du centre de gravité. En effet, la
fonction P dépend seulement des distances p ct seulement, par
conséquent, des différences 2, — @y, ..., ¥,— ¥4, ..., etc. Donc :

+ —l_ + byn
soit ¢
3) 2 ‘ ou: Zm, deg =0
e 7
Zm,cxk == const.
De méme :

Emkyk == const.

Le centre de gravité du systéme reste donc fixe,
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74. Théoréme des forces vives. — Multiplions les deux
membres des équations (I) respectivement par dwx; dyy; opé-

rons de méme sur toutes les équations analogues et ajoulons,

il vient :
O%dwk +E%dyk=0,
ou :
dP =o.
Donc :
(4) P = const.

Cette relalion exprime le théoréme des forces vives. Cecine
s’apercoit pas immédiatement, et nous avons a lever plusicurs
difficultés. D'aprés nos hypothéses, en eflet, la force vive serdit
infinie, pour trois raisons:

1° Le liquide estindéfini dans tous lessens. Mais nous avons
vu qu'en introduisant deux cloisons planes solides, perpendi-
culaires & l'axe 0z, on ne modifie pas le mouvemeént. Nous
pouvons donc nous borner & considérer le liquide campris
entre ces deux plans.

20 Méme avec celle restriction, la force vive serait encore
infinie, puisque le liquide s'étend indéfiniment dans le plan
des xy. Les composantes u et v de la vitesse tendent vers o,
quand on s’¢loigne indéfiniment, sur une circonférence dont
le rayon R est regardé comme un infiniment grand du pre-
micr ordre; u et v sontinfiniment pelits du premicr ordre [62] :
la force vive élémentaire serait infiniment petite du second
ordre, mais Ia surface du cercle étant un infiniment grand du
second ordre, la force vive totale serait infinie. En appelant

2zM la somme des moments de tous les tubes tourbillon-
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naires, la vilesse sur la circonférence de rayon R a pour

valeur:

V=

==

aux infiniment petits prés du second ordre. .
Supposons que M soit nul ; alors la vilesse (i, v) est infini-
menl petite du second ordre; la force vive élémentaire est du
quatriéme ordre, et la force vive totale sera finie;
3° Ceci suppose encore que les lubes tourbillonnaires ne
sonl pas infiniment déliés; sans quoi la vilesse au voisinage
de ces tubes serail infliniment grande du ﬁl'elnier ordre et la

force vive infiniment grande du second.

72. Nous admeltrons que la force vive cst finie. Il suffit
pour cela, comme nous venons de le voir: 1° que le liquide
soit limité par deux plans paralléles perpendiculaires a oz;
2° que la somme des moments de tous les tubes soit nulle;
3° que les tubes aient une section finie,

Considérons deux petils éléments de surface do et do’
correspondant aux valeurs { et ¢’ dutourbillon. Soient 2rdm,
2ndm’ les momenls des tubes élémentaires limités a ces élé-

ments:
2dw == 2rdm
W dew' = 2xdm’.

Le terme de P correspondant & ces éléments sera:

dmdm’logp .

en appelaht p la distance des deux éléments, et :

P = f f dmdm!' log p,
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ou :
(5) P— f f C————Eﬁ"d""fr";' logo,

I'intégrale étant calculée en prenant toutes les combinaisons
deux & deux des éléments do et dw’, chacune étant prise une
seule fois. Soient z, y el ', ¥’ les coordonnées des centres de
gravité des éléments dw et dw’; la valeur de ¢ au point (z, )

sera : .
U =:fdm’logp — {dw'log .
! T
D’autre part :

2r2p =ff(t'dmdm' logo,

l'intégrale étant élendue & foutes les combinaisons (dw, dw'),

chacune d’elles élant ainsi prise deux fois, done :

(6) 2xP = 'n:ftqzdw.

78. Nous aurions pu écrire celte formule immédiatement,
en nous reportant & la comparaison électrostatique [62].

Si, en effet, nous considérons dm, dm’ comme des masses
glectriques répandues sur les éléments dw, dw’, la fonction ¢
représentera, a un facteur constant prés, le potentiel électro-
statique et P représentera l'énergie électrostatique. On sait

qu'entre ces deux fonctions existe une relation de la forme (6).

74. Remplagons 2f par sa valeur dans I'expression de P,

1P = [%ydo = f (gﬁ — %) Yoo,

il vient:
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. Considérons I'intégrale :

M fledy + )y

Prise le long d’un cercle de fayon irés grand, ‘cette intégrale
est nulle, puisque nous avons supposé [72] que la somme
algébrique des moments de tous les tubes est nuile; il arrive
alors que % et v sont du second ordre} la longueur de la cir-
conférence étant infiniment grande du premier ordre seule-

ment, Transformons-la par le théoréme de Stokes: '
(L) a4, o,
dw dy )

ou en effectuant les différentiations :

fq,(v d —|—f —uoﬂ dm'_—_‘o.._‘

Or : 3
_dv _ du
do~ dy
ap _ d_ __
aw= " ay- Y
Done :
8) - zmp-[-fvﬂ + u?) do = o.

P représente donc, & un facteur constant prés, la force

vive f (v” -+ 4?) do et par conséquent cette force vive est

conslante.
THEORIE DES TOURBILLONS. 6
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75. TetoriME. — Le moment d'inertie des masses m par
rapport a 'axe Oz est une constante,

Imprimons 3 tout le systéme une rotation infiniment petite ¢
autour de I'axe des #. En négligeant les infiniment petits du

second ordre, les coordonnées «;et y; deviennent:

Xy — Yie Yi + &ie

. P, qui ne dépend [71] que des distances p;z, ne changera
“pas.
Ecrivons done que dP = o, il viendra :

Z— y;-—[—zd—w;e:O

ou
S(af—uh)=o
idyl yidxi - .

Dans la comparaison électrostatique, cette équation signifie
que la somme des moments des attractions qu'exercent I'une
sur l'autre les droites électrisées, prise par rapportal'axe des z,
est nulle. Ceci est évident puisque les altractions sont deux &

deux égales et de signes contraires.

1

Si nous remplacons P et ar ar leurs valeurs m, di t
plag dw;p : ) t dt €

dy;

dy;
—my l’ on trouve :

dt
' d;
3 mi(on G+ 0 ) =o

ou en intégrant :

(9) 2 my (#3 + y3) = const.
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)

6. TatoriME, — La somme des moments des quantilés de
mouvement par rapport & l'axe des z est constante. Si f-est
une fonction homogéne du premier degré, le théoréme

N

d’Euler donne:

0 Lty Ltad =y,

.ou :
ar __
2 wo-=
ou enfin :
“dlogf
Ew' doe

Appliquons & la fonction P. g, est une fonction homogéne
du premier degré de @, y;; et @y, ¥z, les auires coordonnées,

n’y entrent pas. Par conséquent

d log 01,1 d log os,
a@; dmi +yi dyi +-....

=1,
ou en multipliant tous les termes par mmy :

Z ({L' dmpm, lOs Pisk + Y dmimk 108‘ 413

dz,p ayp ) = Mt

la sommation étant étendue & toutes les valeurs de p,delan,
Ensuite il faut prendre toutes les combinaisons possibles de ¢

et %, et faire la somme ; ce qui donne:

E(”dw +y"dy) Emimk

D'aprés les équations (1 ) [68], cette relation équivaut a :

ady,
(10) E My <oap 01l/t — Yp dt> 2 m,mk
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- Le premier membre est lasomme des moments des quantités
de mouvement, le second est une constante.

77. Nous avons ainsi déterminé trois intégrales de nos -
équations différentielles (1); ces propriétés des équations nous
permettront de les intégrer par des quadratures quand il y
aura seulement trois tubes tourbillonnaires.

En effet, nos équations ont la forme des équations cano-
niques de Hamilton, lesquelles s'intégrent par quadratures,
quand elles renferment 2n variébles, et qu'on connait n inté-
grales particuliéres. Or, quand il existe trois tubes tourbillon-
naires, les équations renferment six variables a,, y,, @3, Y2,

@4, Y3, €t nous avons trouvé trois intégrales particuliéres.
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CHAPITRE V

CAS DE DEUX TUBES TOURBILLONNAIRES, METHODE
DES IMAGES

78. Soient deux tubes tourbillonnaires @,, @,, dont les
moments soient 2mm, et 2mm,. Leur centre de” gravité G
sera situé sur la droite a;a, et déterminé par la condilion

Ga, _ _ my
Ga, m,
(les segments Ga,, Ga, étant pris avec leur signe). . '

D'aprés ce que nous savons [65], le point G reste fixe. La

vitesse du point a, est la méme que si le tourbillon o, existait

seul, soit :

aay
et elle est dirigée perk)endiculairement 4 a,a,.
Le point G étant fixe, les trois points a,, G, @, étant toujours

en ligne droite, et la vitesse dn point a, constamment normale

au rayon vecteur Ga,, la trajectoire du point a, est une ¢ir-
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conférence ayant son centre en G, et dont le rayon est Ga,.
La trajectoire du point a, sera de méme une circonférence
ayant son centre en G, et un rayon égal & Ga,. Comme la

distance a,a, reste constante, les vitesses des deux points qui

sont égales respectivement 4 —- et —2 seront aussi cons
ey a0y
tantes.
79, Supposons que m, et m, soient de signe contraire ; le
point G sera en dehors de a,a, et encore déterminé par la

condition :

bay ",
Ga, my
En particulier si m, = — m,, le point G estrejeté a I'infini,

et les trajectoires des points a, et a, se réduisent & des droites
perpendiculaires & a,a,.

Les deux tubes se déplacent avec ]la méme vitesse :

E

= V.
a2y

Si nous considérons le point M, milieu de a,a,, la vitesse

communiquée & ce point par le tourbillon a, est

KT 2 LT 2V.
aM, a,ay

Le tourbillon a, lui communique de méme une vitesse

L§

=
_a,M—QV'

=

2

La vitesse résultante du point M est donc égale & quatre fois
la vitesse commune des cenires des deux tubes tourbillon-

naires.
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80. Liquide renfermé dans un vase cylindrique. —
Imaginons que le liquide soit renfermé dans un vase ayant la
forme d’un cylindre dont les génératrices soient paralléles &
I'axe des z. Dansce vase se trouve
un tube tourbillonnaire, formé
d'un cylindre infiniment délié,
aussi paralléle 4 oz. .

Soient G (fig. 22) la section
droile du vase dans le plan des
ay, et A, le pointa uquel seréduit
la section du tube tourbillonnaire. Fig. 22.

Les composantes u et » de la \ '
vitesse doivent étre finies et continues dans tout l'intérieur du
vase, sauf au point A.

L’équation de conlinuité se réduit
du | W
E + 55 = 0.
Comme le tourbillon est partout nul, sauf en A :

Egbu

Nous avons vu que dans ces conditions {33] il existait une

fonction des vitesses ¢ telle que:

. T'équation de continuité devenant :
Ap =0,

Dans le cas actuel, la condition aux Jimites est que le con-
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tour C de la section du vase soit une ligne de courant, c’est-

a-dire qu'en tout point de cette courbe la -vitesse lui soit

tangente. v -+ YV— 1 u doit étre une fonction de = + \/:Ty
dans l'intérieur de G, Celte fonction doit se comporter régu-
lierement, sauf au point A ou elle devient infinie.
Ladéterminationde et de v pent se faire par deux méthodes:
1° La méthode des images, qui s’applique seulement dans
un certain nombre de cas simples ; ‘
2° La méthode des représentations conformes, qui est beau-

coup plus générale.

81. Méthode des images.  Supposons que le vase ait
la forme d'un cylindre
circulaire, paralléle 3 0z
et de rayon R. Soit C la
trace de ce cylindre sur

B le plan des ay. Soit A
la trace d’un tobe tour-

‘ billonnaire de moment

Fig. 23. , 2n (fig. 23).

Joignons le centre O

du cercle au point A, et prenons sur OA le point B défini parla
condition : '

OA.OB = R3.

Le tube tourbillonnéire‘paralléle a oz, dontla trace est B et
dont le moment est égal & 2=, s’appelle I'image de A par
rapport au cercle C. ' A

Si le liquide était indéfini et que les tubes A et B existassent

en réalité simultanément, les lignes de courant seraient des
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circonférences par rapport auxquelles B et A seraient conju-
gués [64].

En partiéulier, la circonférence G serait une ligne de
courant ; la composante de la vitesse normale a cette courbe,
et plus généralement normale au cylindre droit, ayant G pour

“ base, serait nulle. L'introduction d’une paroi solide, ay'ant la
forme de cetle surface cylindrique, ne modifiera donc pas le
mouvement a I'intérieur de cette surface.

Le centre de gravité A du tube se déplace avec la méme

vitesse quesi le tube B existait seul, le liquide étant indéfini.

g—f— serait la grandeur absolue de cette vitesse, Qirigée cons-
tamment suivant la perpendiculaire au rayon vecteur OAB.
Le point A décrira donc une circonférence concentrique'.é C.

Cette frajectoire n'est pas la méme jque si la cloison G
n’existait pas, quoique la vitesse soit la méme. En effet, si le
liquide ‘était indéfini, le point A décrirait une droite, perpen-
diculaire & OA [79].

82. Si le rayon de la circon- C
férence C croit indéfiniment, '

cette courbe finit par se réduire T

3 une droite, B est symétrique

de A par rapport & cette droite
ou, pour mieux dire, au plan G,
auquel s’est réduit le cylindre.

La trajectoire de A, normale &

S
fos]

AB, est une droite paralléle a _
la trace du plan C (fg. 24). Fig. 24..

83. Liquide renfermé entre deux cylindres de révo-
lution concentriques, — Sofent C et C' les traces sur le
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" plan des zy de deux cylindres de révolution dont'axe est Oz;
A, la trace sur ce plan d'un tube tourbillonnaire infiniment
délié, de moment 2x (Ag. 28).

Fig. 25.

Soient B, 'image de A, par rapport & C'; B,, I'image de A,
par rapport & G; A, l'image de B, par rapport a ', ete. ; de
sorte que nous ayons une infinité de couples de points con-

jugués par rapport & G et G/, comme l'indique le tableau

suivant : -
CONJUGUES
Par rapport a C'. Par rapport 4 C.
A,, B, B, A,
A_,, B, By, A,
A, B_, B,, A_,
Ay, B, B_. A;

les indices variant de — o0 & - . Considérons chacun des
points A comme la trace d’un tube tourbillonnaire de
moments 2z, et chacun des points B commela trace d’un tube
de moment — 2. Ces tubes seront conjugués,

Supposons que tous ces tubes existent réellement, et quele

liquide soit indéfini; la vitesse du liquide sera la méme que si’
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les cloisons existaient avec le seul tube tourbillonnaire A.
Nous calculerons celte vitesse en faisant la somme des vitesses
dues 3 chaque tube séparément. Nous obtiendrons ainsi une
série, et il s'agit de savoir si cette série est convergente.
D'aprés les relations : ‘

04,.0B, = R"
0A,.0B, = R?
on a:
0B, _ <E‘_ ’
0B, — R’)
De méme :

2
O (B g
1

D’une fagon générale :
R 2n
1) 0B, = 0B, () -

On démontrerait de la méme maniére que :

R 2n
@) OA, = OA, (—) :
R
Groupons les termes de la série comme il suit:
1° Les termes relatifs aux tubes A affectés d’indices néga-
tifs; la somme de ces termes forme une série. Quand l'indice
n devient irés grand, le point A_, devient trés éloigné, la

vitesse communiquée & un point M par ce tube devient trés

petite, de 'ordre de

L Si le point A, est trés éloigné, la
MA_, .

différence OA, — MA _, est négligeable et la vitesse est de

I'ordre de grandeur de

1 . .
OA_,L' La distance OA _, croit suivant
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2 oA
une progression géométrique de raison (%) - La série OA_.

est donc convergente.

2° Les termes relatifs aux tubes B affectés d'indices néga-

tifs. Un raisonnement identique au précédent fait voir que la
. .
série

! est convergenle
0B_, gente.
3° Groupons deux a deux les tubes affectés d'indices posi-

tifs :

Retranchons membre 3 membre I’égalité (2) de I'égalité (1),

il vient ;
[{ n
3! AB, = A.B, <E’> )

Les tubes A,, By, ..., A,, B, ont des moments deux & deux
égaux et de signe contraire. La somme géométrique des
vitesses dues & un groupe (A,, B,) est du méme ordre de gran-
deur que A.B,; elle décroit donc suivant une progression

’

2
géométrique de raison <%> et tend vers O quand » aug-

mente indéfiniment ; la série est donc convergenle.
Les trois séries partielles étant convergentes, il en sera de

méme de la série tolale.

' 84. De plus, je dis que les circonférences C et C’ sont des
lignes de courant. Cela est évident ; en effet, tous les tubes sont
conjugués deux & deux par rapport aun cercle Get au cercle C'.
Assemblons les tubes par groupes de deux conjugués par
rapport & G ; la vilesse due & chaque groupe sera tangente & C,

- la vitesse totale sera par conséquent tangente elle-méme a C.

Démonstration analogue pour C'.
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85. La solution que nous venons de trouver n’est pas la
seule, car le vase n'est pas simplement connexe. Pour obtenir
la solution la plus générale, il suffit d’ajouter un tube ayant
pour trace le cenire O et un moment quelconque. En effet, la
vitesse due A ce tube est tangente en particalier & G et 3 C/,
puisque toutes les lignes de courant dues & ce tube sont des
circonférences ayant le point O pour centre.

La trajectoire de A, est évidemment une circonférence de
centre O, la vitesse due & tous les tubes élant constamment

normale au'rayon vecteur QA

86.Liquide comprisentre deux plans rectangulaires.
— Prenons les deux plans qui limitent le liquide pour plan
des zz et des yz. Soient Ox
et Oy leurs traces ; A,, celle
d’un tube tourbillonnaire in-
finiment délié de moment 2n Ay~ ooo-- --7EA, .
(ig. 26). ':

Prenons les symétriques '

de A, par rapport & Oz et Oy

en A, et en A,, puis les sy- A
métriques de A, par rapport

4 Oy et de A, par rapport &

Oz ; ces deux points se con= Fig. 26.
fondent en A, symétrique de A, par rapport au point 0.

Attribuons les moments :
+wmas,
— 271' é. A‘

—QnaAa
+ 2= & A,
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Supprimons les cloisons et imaginons que les quatre tubes
Ay, Ay, A, A, existent simultanément. Les axes oz et oy seront
des lignes de courants puisque les tubes sont conjugués deux &
deux parrapport & ces axes; et 'introduction des cloisons dans
les plans des @z et des yz ne modifiera pas le mouvement.

Quelle sera la trajectoire du point A,. Nous avons défini
[72] la fonction P, et nous avons vu que, dans le cas d’un
liquide indéfini, cette fonction est proportionnelle & la force
vive: si done les cloisons étaient supprimées et que les quatre

- tubes existassent réellement, la force vive totale du liquide
serait égale 4 P & un facteur constant prés. Mais la force vive
du liquide compris entre les deux plans est le quart de la force
vive totale, qu’on obtiendrait en supprimant les cloisons et
donnant une existence réelle aux tubes A,, A,, A,.

Done: La force vive du liquide réel compris entre les deux
plans est encore proportionnelle & P, et I'équation des forces
vives s’écrit :

P = const.

Or:

P= 2 mmy, lOg Pik

Dans le cas actuel m; — ==1, et il y a six termes, corres-
pondant & six distances p quisont égales deux & deux. Pour les
termes qui correspondent & deux sommets opposés da
rectangle, le produit mm; = -|-'1 ; pour les quatre autres

termes, mm; = — 1. Donc:

P=21logAA; —2logAA; — 2logA,A, = const,

Ay =2 Vo + 32
AA =2
A Ay = 2.
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L'équation de la trajectoire du point A, sera donc :

2 log 2 \/o_o-‘ +y? — 2 log dwy = const.
ou :

2 2
?—Fgl = const,
zy

| i
o + e const.

Donc la trajectoiré du point A, dans le mouvement étudié
est représentée par ceite courbe, qui est asymptote aux deux

axes. .
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CHAPITRE VI

METHODE DE LA REPRESENTATION CONFORME

84%. Définition de la représentation conforme, —
Soient deux aires planes simplement connexes ; deux points M
(e, y). et M’ (#', ¥') de ces aires. Supposons qu’on ait établi
entre Met M’ une correspondance telle que 2’ et 3’ soient fonc-
tion de « et de y: a chaque point M correspond un seul
point M’, et réciproquement. Si &' et y' sont des fonclions
continues de « et de y, M' décrira une courbe quand M décrit
une courbe, et inversement. Aux différents points du contour
de la premiére aire correspondront les points du contour de
la deuxiéme. En choisissant convenablement les fonctions o'
et ¥, on peut conserver les angles, c'est-a-dire obtenir que
les représentations des courbes se coupent sous le méme angle
que les courbes elles-mémes, On dit alors que la représenta-
tion est conforme. Deux triangles infiniment petits correspon-
dants sont alors semblables; et aussi deux figures infiniment
petites correspondantes quelconques, puisqu’on peutles décom-

poser en triangles semblables deux & deux.
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88. Considérons la variable complexe &' - y—1y': il
peut arriver que @' -}~ \/——Iy’ soit fonction de o - V=—1y.
Dans ce cas les angles sont conservés et réciproquement. En
effet, les conditions qui expriment ce fait sont :

da’ _ dy'
de ~ dy
n R
ox _ 9.
dy —  dw

Peut-on de cette maniére faire la réprésentation conforme
d’une courbe sur elle-méme ? -

Soit, par exemple, une circonférence:

1° On peut la faire tourner autour de son centre ;

2° Considérons un point M dans l'intérieur du cercle ; soient
(,y) ses coordonnées: je puis y faire correspondre M'(«', ¥/
également intérieur & la circonférence, suivant une représen-
tation conforme, de maniére qu’au centre O corresponde un
point O’ quelconque a I'intérieur du cercle.

En effet, prenons le rayon de la circonférence pour unité.
M a pour affixe la quantilé imaginaire « 4 V— 1y, etl'équa-

tion dela circonférence est :
| @ 4 \/—:ly | = const = 1.

Soit @ -+ V — 12 I'affixe de 0'. Considérons l'expression :

Je puis choisir : «, B, y, 5 de fagcon que M’ décrive la cir-

conférence en méme temps que M, c’est-a-dire que le module
THEORIE DES TOURBILLONS. 1
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de ' -+ V— 1y’ soit égal I'unité en méme temps que celui
de  + V—1y. .
Le point 0” conjugué de O a pour affixe : :—-_\/i_ﬁ;

faisons :

w,+¢_—4y,=w+V—4y—<a+z/—4b)-a_ :/:*u,

w+‘/rfy—m

La condition :

loV—1y|=1
équivaut a :
w? 4 y? =1, .
ou :
1 _—
=+ V—1y.

@ —y—1y
Done, pour les points de la circonférence (%, ¥), nous pour-

rons écrire :

Y e ST ey P (g S
¥+ V== 1 . 1 a—\—1b
m—\/—Ti—y a-—-\/————ib

ou

o -]-\/—_iy'= w—l—\/:Ty—(a-}-\/—_lb) (@ _\/_'_fy) at-V—15 V—15

w——\/_-—_iy—(a—\/-?fb) a—\/—jb.

Les deux fractions ont pour module I'unité, puisque leurs
deux termes sont conjugués. Celui de & — y— 1y est égal &

l'unité. Le module de &’ + y— 1y’ se réduit donc a I'unité.

Si on fait :

@+ V= 1y = a + V=15,
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ona:

@+ V—1y' =o,
de sorte que le point O est le transformé du point O’, qui a
été choisi arbitrairement a 'intérieur de la circonférence.

89. M. Schwartz a donné le moyen de faire la représenta-
tion confdrme d’une aire plane quelconque sur un cercle ; mais
les procédés sont en général assez compliqués, sauf dans
quelques cas relativement simples.

Supposons que nous sachions faire la représentation con-
forme d’une aire A sur un cercle de telle maniére qu’au point M
de l'aire A corresponde un point M' du cercle, et qu’an
point P, de l'aire A corresponde le centre du cercle. Je dis
qu’on pourra aussi trouver une autre représentation de I'aire A
sur le méme cercle, qui sera telle qu'un autre point P de
l'aire A vienne au centre du cercle. Soit, en effet, P’ le point du
cercle correspohdant 4 P dans la premiére représentationi.

" Faisons la représentation conforme du cercle sur lui-méme,
de maniére qu'an point M’ corresponde le point M”, et qu’au
point P’ cbrresponde le centre du cercle. Cela est toujours
possible [88].

Nous aurons encore une représentation conforme de Vaire
primitive A ; en effet, soient (@, ¥), (@, ¥') et (=", ¥”) les coor-
donnges des points M, M’ et M”; =" et y” sont fonctions de @, ¥)
et, par suile, fonctions de (@, y) comme &’ et y' eux-mémes.
D’autre part, les angles n'Gnt pas 6té altérés puisque les deux
représentations faites successivement sont toutes deux des
représenlations conformes. Enfin, si le point M vient en P, le

point M’ vient en P’, et le point M” an centre du cercle.

90. Probléme de Helmholtz (Application au). — Suppo-
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sons que la seclion du vase soit une courbe C; soit A, latrace
d’'un tube tourbillonnaire ayant un moment égal a 2.

Comme nous I'avons établi [60] :

. v yY—1u

est une fonction de  + y— 1y.
Je puis done poser :

@) o V= Tu = L V=T)

d (@ 4+ V—1y)
d’ou :
o= B _do
(.3) dy dx
U = ﬂ = d
de dy
Posons :

- @+ V— 1y =ep+V=le;

. Cetle expression sera une fonction de x - V= 1y. Les
fonctions u et v se comportent réguliérement a l'intérieur de
la courbe G, sauf au point A, ol % et v deviennent infiniment
grands du premier ordre.

Jajoute que la différence

o V=T — —

@+ V—1y
reste finie. La fonction ¢
¢+ V—"Ae—log@+V—1y) =7, @+ V=19
reste aussi finie, méme au point A,. Par conséquent :

bt V1o = (@ Y—1y) o
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n’admettra pas de point singulier, puisque les deux facteurs
se comportent régulierement au point A, Le long de la

courbe G, qui est une ligne de courant, y = const. Or e} est
le module de es+V=19 ou o + V= 1y. Donc le long de G
le module de &’ 4 yV— 1y est constant :

(1 a'? - 2 = const.

Considérons un point M (z, ) & l'intéricur de la courbe C;
quand ce point parcourra toute I'aire limitée par C, le point
(=, y') parcourra l'aire limitée par la courbe correspondant & G;
or, d'aprés 1'équation (1), cette courbe est une circonférence

dont le centre correspond & A,. La représentation est conforme

puisque &’ 4 V— 1y’ est fonction de « - V— 1y.

91. Réciproquement, si on sait faire la représentation con-
forme de I'aire C, on pourra résoudre le probléme d'Helmholtz.

On connaitra alors ' 4~ V— 1y, on posera :

r

ey tV=1o — o' + \/—_Ly"
_ 4. — %
U= O b= T dy

¢ sera la fonction des vitesses (en dehors du tube Ap).

92. Pour déterminer la trajectoire du centre de gravité A,
du tube, il est plus commode d’avoir recours & la comparai-
son électrostatique.

Considérons un champ électrique déterminé par un certain
nombre de droites perpendiculaires au plan des ay, de lon-
gueur 2/ trés grande par rapport i leurs distances, et élec-
trisées uniformément ; nous supposerons que les extrémités

de toutes ces droites sont dans les deux plansz=1{let 2 =—1.
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Soient (/ig. 27) AB une de ces droites; P,un point quelconque
sur cette droite, ayant pour coordonnées «', ', 2’ ; P’, un
point de la droite infiniment voisin dont les
coordonnées sont &', ', 2’ -} dz'.

Si 3 est la charge par unité de longu‘eur, la
charge de PP’ sera 3dz’ et le potentiel de la
droite AB en un point tel que M (@, y, 2)

ek
2
V:fﬁ-
-1

Soit p la distance du point M a la droite

sera:

Fig. 27.
MP? = o2 4 (z.— 2
(NN .
V= [ 2
Ve e~ )
Posons :

Fd={+z e=l—z PB=Il-+=%

" s
V: —
. LV92+52

V= atog SRV otV ) (o p VPR,
_p_l_\/Pz_l_pz 0

ou, comme « et B sont trés grands vis-a-vis de p, on a approxi-

mativement :

9 VP — 22
V= Slog%ﬁ — 93 logﬂ——i-
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93. Si les droites électrisées sont en nombre quelconque :

7 __ 22
v =2281 l()g2'—\ll_"i

Pi

ou

(4) V=—2)5logp +2log2 VP — Y3,

Si la somme des charges est nulle :

283 = 0.

alors le potentiel
(3) V=— 223, log p:
ne dépend plus de ¢ ni de 2.

La composante de la force électromotrice paralléle a 0Oz,

ill—z, est nulle.

94. Appiication 4 I'hydro-
dynamique. — Soient G la sec- -
tion du vase, Q celle du tube

tourbillonnaire (#g. 28). Le tour-
billon { varie d’une maniére quel- ' Fig. 28.
conque & l'intérieur de Q et est

nul & T'extérieur. Soit 2x le moment total du tube:

(6) fzcdw: 2.
Les équations & satisfaire sont : 'équation de continuité

) du |, dv
(7) do Ty =
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et I’équation

@du

(®) =%

La relation (1) exprime que et » sont les dérivées d'une

méme fonction ¢ (x,y)
U= — % v = % ‘
vde — udy = dy.
Substituons ces valeurs de % et » dans (2), il vient :
AY = 2.
Par conséquent & Vextérieur de Q
Ay = o,

et il y a une fonction des vitesses. La courbe G doit étre une

ligne de courant, c’est-3-dire que le long de cette ligne

dw _ dy
w v

ou
Bt Wy — gy =
qulw-l—- dydy =d} =o.
Le long de G on a donc
¢ = const.

Comme ¢ n’est défini que parA ses dérivées, on peut toujours

s’arranger de maniére que cette constante soit nulle.

95. Remplagons maintenant dans le tube Q chaque {ube

infiniment délié par une droite électrisée de longueur 27, la
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densité sur cette droite étant proportionnelle & &. Supposbns
I'espace compris entre Q et G rempli par un diélectrique, et &
I'extérieur de C un conducteur limité intérieurement par le
cylindre qui admet cette courbe comme section droite. Si ce
conducteur est en communication avec le sol, son potentiel ¢
sera nul, et tout le long de C on aura ¢ == o.

Mais il se répandra sur G une couche d'électricité, formant
une charge égale et de signe contraire & celle de Q (théoréme
de Faraday). En choisissant convenablement le facteur de
proportionnalité qui lie la densitéa g, le potentiel sera repré-
senté par la fonclion ¢, que nous avons précédemment
définie [94].

A l'intérieur de C, dans le di€lectrique:

Ay =o.

Dans l'intérieur du cylindre Q,

AY = — dmp”.
¢ Y 2
Il suffit donc de prendre :
14 c [
(9) W= —=
ou: -

fy.”dw = — 1,

La fonction ¢ satisfera alors aux mémes conditions que la

[

fonction ¢ définie par le probléme de Helmholtz. ¢ ne dépend
que dex et de y, et la somme des charges est nulle, puisque
les charges de C et de Q sont égales et de signe contraire.

En un point de la surface du cylindre G, la densité super- .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 DEFINITION DE LA REPRESENTATION CONFORME

ficielle p’ sera telle que

f wds = %a

en appelant s I'arc de la courbe C.

Le potentiel a donc pour expression :

(10) ¢$=— pr.'dslogp — ‘2fp.”dw10gp
o q’l + q‘”
(endésignant i)ar {'1a premiére intégrale,et par ¢” laseconde).
1l faut bien remarquer que Y’ n’est pas le potentiel da au
cylindre C seul, et §” le potentiel d&i au cylindre Q seul, parce

que les charges de ces cylindres considérés isolément ne sont
plus nulles,

L’expression du potentiel de G serait [93)]:

—ef,xdslogp 4 2log2 Vi _zﬂfu'ds,,

ou:
— ¢ - log 2V — 22,
et pour le ¢cylindre Q :
4" — log 2 ViE— 32,

en remarquant quefp'ds = %, etfp.”dw —_—

Les composantes de Ja force électromotrice sont :

bO| =

_ % —_ %
'v—dw U = dy’
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il faut les faire tourner de 90 degrés pour obtenir les compo-

santes de la vitesse, dont les valeurs seront par conséquent:

/ .I/

v — oy __a

dy dy

(“) 3y | ay
b= da:+dw.

96. Supposons que le tube devienne infiniment délié, sa
trace se réduisant au point G, et que son moment reste égal
aom |
. Toute I'électricité sera concenirée sur la droite G perpendi-
culaire au plan des wy; au voisinage de cette droite, la force
électrique et, par conséquent, la vitesse deviennent infiniment

grandes. Alors I'expression de §” devient :
" = — 2log Po/l*”d‘” = log pq,

po 6tant la distance du point M a la droite menée par le
centre de gravité du tube, parallélement a I'axe des z.

En effet, a des infiniment petits pres d'ordre supérieur, p
devient égal A éo. [MP devient égal & MG (fg.28)]. Si le point
considéré M approche indéfiniment de G, p, tend vers O,
et 4" devient infiniment grand. Au contraire ¢’ reste fini,
parce que p reste fini méme si le point M s'approche indéfini-

ment de G.

Par conséquent % et » croissent indéfiniment, quoique leurs

12 ’
premiers termes %ﬂ;— et % demeurent finis, autrement dit les
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fonctions :

dlogpy
u 4 dy
o — dlogp,
dx

restent finies, méme au point G.
La fonction ¢ doit donc satisfaire aux conditions suivantes :
La fonction doit étre finie et continue ainsi que ses dérivées
dans toute l'aire limitée par la courbe G, sauf au point G; elle
doit satisfaire en tout point de cette aire & I’équation de
Laplace Ay = o et étre égale 40 en tout point du contour C;
enfin les fonctions

dlo dlo
R e

doivent rester finies au voisinage de G.
Le probléme ainsi posé ne comporte qu'une solution ; cette

-solution nous sera donnée par la représentation conforme.

97. Admettons, en effet, que nous ayons obtenu la repré-
sentation conforme de l'aire C sur la surface d’un cercle de
rayon égal & 'unité, ayant son centre & 'origine. Supposons '
que le point G carresponde au centre du cercle. A un point M
(e, ) de V'aire G correspond M’ (2, &) du cercle: & 4y — 1y’

est une fonction de @ 4~y — 1y. Posons :

log (&' 4 V—1y) = § + V—Ts.
Je dis que la fonction :

¢ = log Va'? — 37

satisfait aux conditions demandées.
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En effet :
Ay =0

puisque ¢ est la partie réelle d’une fonction analytique.

¢ = otoul le long de G, puisque C a pour représentation le
cercle:

oy =1

¢ — log po reste fini. Il ne pourrait étre infini qu’au point G
correspondant au point O, pour lequel :

x? 4+ y? =o.
Soient x,, ¥, les coordonnées du point G :

90=|w+\/:_1y|_‘lmo+\/:_iyo|

o o 4 \/-—- 1y
¢ — log p, == partie réelle de log
* @+ V—1 1y — \/_ 1y,)

o 4 V= 1y gannule pour @ + V— 1y ==z, + y— 1y, et
¢’est un zéro simple; la quantité sousle signe log ne s'annule
donc plus au point G.

98. Vitesse du point G. — La vitesse du pomt G est -
déterminée par l'équation (1) [65]. .

dz, f tdo = f uldo,

ou :

%ftdwz——- ‘ﬂ’-cd — di”ﬁdm

Or,f% {dw = o. En effet, si la cloison G n'existait pas,
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les composantes de la vitesse seraient :

ay _ay
w=- dy = 3z
Mais, dans ce cas, le centre de gravité G du tube tourbil-

lonnaire est fixe :

d'ol :

1! reste donc :

-

do, d*’
=0 —_—
7 f{dm = f ; {dw,

O%Q sera une des valeurs que prend — %Py_ a l'intérieur de la

- section Q du tube tourbillonnaire. Si le tube est infiniment
délié, cette valeur différe peu de la valeur que prend cette
fonction au point G.

’
Pour calculer %"’ nous prendrons donc la dérivée — %

et nous y substituerons & a et y les coordonnées =y, y, du

4
point G. De la méme facon nous calculerons dyy E= (@—) .
: ‘ dt dwx /g

99. Comparaison électrostatique. — Considérons un
point M dans le plan des @y ; la force électrique qui agit en

ce point est, par raison de symétrie (puisque les extrémités
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des droites électriques sont supposées dans les plans z = == ¢
équidistants du plan des xy), située dans ce plan, ses com-
ay

. d :
posantes ont pour expression d—i, @; elle est due & la charge

du cylindre Q et & la surface C. Cette force peut donc étre
regardée comme la résultante de deux autres, l'une due i la

charge de C et dont les composantes seront :

ay dy  dlog2 VB — 2?
dw  dy dz g

Sile point M est dans le plan des @y, la troisiéme composante
s’annule. La seconde force due & Q a pour composantes :

@y’ dy’  dlog2 VE — 2
de dy dz

Le second terme du potentiel de Q ne dépend pas non plus
de et de y.
Dans le plan des @y, la troisiéme composante s’annule

encore, et nous avons deux forces dont les trois composantes

sont respectivement :

ay dy
dw dy _
et
@’ dy .
do dy T

prés du point G cette derniére devient trés grande. La pre-
miére reste finie et, d'aprés le numéro précédent, en la faisant

tourner de 90 degrés, on obtiendra la vitesse du point G.

100. Trajectoire du point G. — Pour trouver celte

trajectoire, ou plutot une de ses principales propriétés, car il
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n’est pas toujours possible d’obtenir son équation sous forme
finie, il est commode de recourir encore & la comparaison

électrostatique.

101. Je rappelle d’abord quelques théorémes d’électrosta~-
tique dont je ferai usage.

TatorfME I. — Soit un champ électrique contenant des
conducteurs qui possédent des charges M,, M,, ..., M, respec-
tivement aux potentiels V,, V,, ..., V,. Si ce champ subit un
changement, le travail produit par les forces électriques est

égal 3 'accroissement de la somme:
- FN
3 (LY, + MV o+ MV, =5 Ymv.

Tniorime I1. — Soient deux systémes de conducteurs S et &/,
qui exercent I'nn sur l'antre des actions muluelles (abstrac-
tion faite des forces qu’exercent les conducteurs d’un systéme
sur les conducleurs du méme systéme).

Supposons, pour simplifier 'énoncé, que les condueteurs
soient trés petits et assimilables a des points. S'il n’en élait
pas ainsi, on devrait décomposer chaque conducteur en é16-
ments infiniment petits.

Soient My, M,, ..., M, les charges électriques des conducteurs
qui composent le systéeme S; V;, V4, ..., V. les potenticls que
produirait le systéme S’ aux points ou se trouvent ces charges.
Soient M{, M4, ..., M} les charges des conducteurs dans le
systéme S, et V,, V,, ..., V, les potentiels que produirait en
ces points le systéme S.

Le travail des forces qu'exerce S sur 8’ augmenté du travail

des forces qu'exerce S’ sur S est égal & 'aceroissement de la
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fonction :

MV] MV oo 4 M VL =MV, ... M2V,

ZMV’ = ZM’V .

Si les masses électriques sont en nombre infini, les théo-

ou :

rémes sont encore vrais; mais il faut remplacer les sommes

Epar des intégralesf-

102. Appliquons ces théorémes & I'étude du champ élec-
trique que nous avons défini [95]. '

Les forces qui s’exercent dans ce champ forment quatre
groupes :

Les forces F,, exercées par les charges p” les unes sur les
autres; les forces F'y, actions des charges i’ sur les charges u1”;
les forces F3;, actions des charges p” sur les charges g/, et
enfin les forces F;, actions des charges y” les unes sur les
autres,

Décomposons le cylindre Q en éléments infiniment petits
de la maniére suivanle ; nous partagerons le cylindre Q en
¢ylindres infiniment déliés de section dw, paralléles a Oz, et
nous découperons ensuite ces cylindres par des plans paral-
léles au plan des oy ; le volume de chaque tranche sera do dz,
et sa charge u'dwdz,

Les composantes de la force F, relatives 4 cet élément
seront : . )
wdeds %
p”dwdz% -
vdodz d log 20;/13 — 22

THEORIE DES TOURBILLONS, 8
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Remarquons que la section du cylindre Q a été supposée
trés petite. A T'intérieur de cetle section, % et %ky ont une

valeur sensiblement constante. Le point d’application de la
résullante des forces F, est situé a Vinlérieur de Q: il est donc
trés rapproché de la droile menée par le point G parallélement
4 Oz. En appelant ! la charge totale de Q, supposée con-

centrée sur cetle droite, la résullante des forces F, aura pour

projections:
. o ay
_Idoo ——ldy 0

103. Evaluons le travail de ces forces et commencons par,
le travail total des quatre sortes de forces électrostatiques
Fy, F;, Fiet Ty,

Le travail des forces électrostatiques est représenté, ainsi

que nous 'avons rappelé, par l'accroissement de :

% dem,

V étant le potentiel auquel se trouve la charge infiniment
pelite dm, et l'intégrale étani étendue & toutes les masses.
Dans le cas qui nous occupe, le potentiel total est ¢. Le tra-

vail cherché est donc égal a I'accroissement de:
i ” 1 Id d
@f% dwdz + gﬂm sdz,

do élant la section d'un des cylindres élémentaires dans
lesquels nous avons décomposé Q; et ds, un élément du con-
tour C,.de sorte que la surface C est décomposée en rectangles
dont V'aire est dsdz. .
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En remarquant que lp, p et n” ne dépendent pas de z, et

qu’on doit intégrer entre z = — [ et # = I, celte expression
s'écril :

lf\bp”dw + lfl“.l.’ds.
Posons : ‘ '

P ::ﬁ;p.”do) +fq;y.'ds.
Le travail des forces électrostatiques sera représenté par.
d@ = ldP.

104. Faisons le méme calcul pour les forces F, seules. La
charge d'un pelit cylindre est p"dwdz, et son potentiel

Y — log 2 VI2 — 2*

il vient donc :
- 1 ” 72 o1 .
dwzédf[qa — log 2 VI — 22| Wdwdz
___1' 7. " _1 4 _2?5
_Qdfq;p.dwdz 2dfy.dwlog2\/l Zidz

" on 1 ” L 2 2
=ldf'1'/y.dw—éfpdwjj()lg2\/l‘—z2dz,

car " ne dépend pas de z. Les deux derniéres iniégrales sont
des constantes. En posant par conséquent :

P/ = f ' dw,
le travail des forces F, aura pour expression :

dP,
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Le travail des autres forces Fy, F] et F§ sera représenté par
la différence :

d (P —P).
Or:

P—P'= [{udo + fq»p.'ds.

¢ représente le potentiel d’un bointde C; ce polentiel est nul
puisque G communique avec le sol : le second terme est donc
nul. La premiéfe intégrale doit élre élendue & toule I'aire Q.
Comme cetle aire est infiniment petite, ¢’ y a une valeur &
peu prés conslante dans toute son élendue, valeur égale &

celle qu'il a au point G, ¢4. Nous pourrons donc écrire :
P— P =y fudo =—3 4
=Yo )t b 9 0°

105. Supposons que le tube se déplace, la vilesse de son

centre de gravité aura comme composanties :

) o (ﬂ’-) C-l—y—" = <ﬂ>o

dt — — \dy dt dx

dy
4 o el 4 y les coordonnées @y, ¥, du point G.

’ !
(ﬂ’—> désignant la valeur que prend % quand on substitue
0

Les masses u” se déplacent donc, et ce déplacement modifie
en méme lemps la distribution électrique sur la surface C.
Les forces F, ont pour composantes dans le plan des ay:
a4y,

do dy

’

La résultante des forces F', est donc normale a la trajectoire du
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point G et, par soite, ne fournit aucun travail. Il en est de
méme des forces Fj et F;. En effet la résultante de ces forces
est normale au conducteur G (car dans une distribution élec-
trostatique les lignes de forces aboutissent toujours normale«
ment aux conducleurs): les masses p' se déplacent, mais en
restant & la surface du conducteur, et par conséquent dans
une direction perpendiculaire & celle de la force. Cette force
ne produit pas de travail.
Le travail total des forces Fy, Fj et Fy est done nul.
11 résulte de 13 que :
dP —P)=o,
ou: \
P — P’ — const,
et:
¢§ = const.

108. La trajectoire est une courbe fermée. — Suppo-
sons qu’on ait fait la représentation conforme de 'aire C sur
un cercle K ayant son centre en
0 (fig. 29). Au point G (x,, y,)
correspond G’ (x{, yi), et au
point M (x, y) le point M’ (&, ).

Posons :

w'—l—\/——_ly':Z'
'$+V—ly = Z
@) +V—1y, =127}

@+ V—1 Yo =17, Fig. 29.

Z' est une certaine fonction de %, r(zZ). 2§ la méme fonction
de Z,, 7 (Z,).
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Posons encore :
wf —V=1y; =1

Pour pouvoir appliquer les formules, il nous faut trouver
une autre représentalion conforme telle qu'au point G corres-
pbnde le point O, et & M un point M” (a7, ") tel que:

a” - \/_:I Yy =1"= ¢(Z).

Pendant le de’p]acemen't du point G, la forme de la fonction ¢
variera, mais celle de / demeurera ]a méme, car dans la défi-
nition de fle point G ne joue aucun role.

Nous savons [88] qu'il suffit de prendre: .

72— 7
(A (1]
"= 70§ —1

En effet: si mod Z'= 1, on a mod Z" = 1.

SiZ =2, 27 =2} et Z}, = o, c’est-a-dire qu'au point G
correspond bien le point O,

Z’ est une fonction de « et de y:

’

7" = eb+V=19
¢ = p réelle de log Z" = log |Z’|
" = log p,

en prenant:

N

po=MG=1Z— 72, .

'z Z — 17 ,
7 '—Zol— log 'Z—-_—Z—ol— lOgIZ Ug — 1]

Y = log

$o est la valeur de cette expression pour Z = Z,, soit en
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appliquant la r:égle de I'Hopital

y¢ =log

YA
72| — log1zug — 1|

=log

dZ; ,
Tl — log 1 — (217

L'équation ¢§ = const peut donc s'écrire en passant des

logarithmes aux nombres:

dZ;
7.

— const.
1 —\Z58?

La trajectoire est donc toujours une courbe fermée.
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CHAPITRE VII

MOUVEMENT DES TUBES TOURBILLONNAIRES
THEOREMES GENERAUX. TUBES DE REVOLUTION

10%7. Tubes tourbillonnaires de révolution. — Suppo-
sons qu’il existe dans un liquide indéfini des tubes tourbil-
lonnaires qui soient de révolution autour de 'axe des z. Si
2 cette condition est remplie & l'origine

des temps, elle snbsistera constam-

M ment ; tout plan passant par 'axe des
'/ z sera et restera un plan de symétrie.
Soit M un point quelconque du li-

quide; menons le plan méridien pas~

sant par ce point (£g. 30), et prenons

l'image du systéme par rapport a ce

Pig. 30. plan. La vitesse du point M ne devant

pas changer, par raison de symétrie, il
faut qu’elle soit contenue dans ce plan méridien.

108. Considérons un tube infiniment délié, formant une
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sorte de tore (/g. 31), et soient dw sa section droite, R la dis-
tance du centre de gravité de cette section al’axe Oz. Le volume

du tube sera:

2zRdw,
et il doit demeurer constant. Le tour-
billon ¢ .étant perpendiculaire au plan
méridien, le moment du tube a une _""ﬂ_"
valeur

26dw

constante tout le long du tube. Puis- ¢ Fig. 31
que dw est constant, il faut que o le

soil aussi; ¢ ne dépend que de z et de R ; en posant:

o= Rcosg
y = Rsin?
F=2z

il viendra :
s = (R, 2).

D’autre part,le moment du tube doit demeurer constant par

rapport au temps; il en sera par conséquent de méme de %-’

109. Nous avons & trouver des fonctions u, v, w qui salis-
fassent aux équations:

25:1’-;’—3—3
O» : 211:;—3——%
X=G—

: %—i—%-ﬁ-%:o.
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Ces équations ont la méme forme que celles de Maxwell.
Elles se confondent avec les équations de Maxwell en admet-

tant qu’on remplace les tubes tourbillonnaires par des cou-

rauts dont les composantes soient Qi, 211_, c)i; u, v, w seraient
T T 4T

les composantes du champ magnétique délerminé par ces
conrants,
Maxwell introduit ce qu'il appelle le potenliel vecteur dont

les composantes F, G, H sont définies par les conditions :

di dG
(2) u_@_to_(_z, etc.,
et qui vérifie la condition
dF  dG | dH
D — —— .J_. — —
HtayTE="

En éliminant %, v, w, on trouve

AF +4 Hzu = o,
ou
" AF 111:.32- = o.
2n

Fest donc le potentiel d'une matiére attirante dont la densité

serait 2—5- Soient &, ¥, #les coordonnées d’un point du champ;
%9

«', 3’y 2’ les coordonnées du centre de gravité d'un élément
de volume dx; &, %', {, les valeurs de £, m, { en ce point; r, la

distance des points z, y, z et &', ¢/, 2’, nous aurons, d'aprés
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_[edx
F _f;wr
_[ndx

(3) { G—fgm,
_[tds,
H —ﬁnr

Ces formules donnent F, G, H et par suite u, », % quand

cela :

E, m, { sont connus. (Cf. Electricité et optique, 1, page 144,
sqq.) T

110. Expression de la force vive du liquide. — La
force vive totale du liquide a pour expression :

s

(4) . T.= %f(ug _|_ »? + w2) dr,

en supposant que la densité du liquide est prise pour unité ;
dans la comparaison électrodynamique, si le milieu dans
lequel se trouvent les courants n’est pas magnétique (. =1),

I’énergie électrocinétique sera:

1 2 2 2 _T
(8) o (u? 4 v +w)d7"'lm
Cette énergie électrocinétique est susceptible d’une autre
expression. Considérons, en effet, un élément de courant sur
Yun des circuits qui engendrent le champ; soient ds cet é1é-
ment ; ¢, l'intensité du courant ; P la projection du potentiel

vecteur sur la direction de 1'élément ds, la somme :

% ﬁdsp
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étendue & tous les éléments de courant représente 1'énergie
cinétique. Si pour un instant nous désignons avec Maxwell
par %, v, w les composantes du courant, Maxwell démontre

que:
(6) fdsp_-fru+av+11w)

(Cf. Electricité et Oplique, 1, page 153.)

Dans nos notations actuelles les composantes du courant sont

a, £,
2% 2 2x
d’ol :
Lop vl igraong8 e =L
3 fiasp _?/(142—1r + G2w+H2n)dr =/ (FE-{—Gn-}—Ht)dr,
et
(1) ' T=f(FE+Gn+HC) dx

111, Lidentits de ces deux expressions ‘se démontre

d’ailleurs directement. En effet:

f (F& + Gy, +Hc f W Ftdr = ZF‘@C& fEF‘“ dr.

Remarquons que dr = dwdydz, et integrons par parties :

dw ’ dF h
fF o dadyds = frwodudz — fo &

Nous devons intégrer entre — @ et - . Or, & l'infini,
AN

~
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125

F et w sonl nuls; le terme tout cunnu est done nul aux limites,

et il reste seulement :

/‘@dr = —/z;@dr.
dy

De méme :

Done

soit, en développant les 2 :

dF daG

dH
T=- o —l— —l— e W — U= —
f v w udy wdy udz

_ i, (dH 4G df dH dG
=3 dTI_u(dy_dz>+v<z;_@>+w <d—w—

ou, en se reportant aux équalions (2)

T=%f(u’+v’—|—w2)dr

7)
vdw

%))

112. Actions mutuelles des éléments de courants qui
remplacent les tubes tourbillonnaires. — Soit un élément
de courant MM’ de lodgucur ds et d'intensité ¢ placé dans
un champ magnétique ; soient MP le vecteur qui représente
la force magnétique en M; MC, un vecteur tangent & MM’
et proportionnel & ids. L'élément MM’, comme on le sait, est
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soumis & une force perpendiculaire au plan MTG et égale &
l'aire du parallélogramme construit sur MT et sur MC. Soient
dwx, dy, dz les projections de ds sur les trois axes; a, 8, y
celles de la force magnétique MT ; ida, idy, idz les projections
du vecteur MC. Les projeclions de la force électrodynamique

sur les axes sont :

Ox) idz.p — idy.y
Oy) ido.y — idz.a
0z) tdy.« — idz.B.

Dans le cas qui nous occupe, les quantités qui corres-
pondent a idx, idy, idz sont :

ﬂﬁ ndt {dz
o 2% %

et celles qui correspondent & z, f, y sont «, v, w. Les compo-

santes de la force éleclrodynamique seront alors :

dr
o (
dr

o (1h ~ ut) = Yd

v — wy) = Xdx

a:
3731 (uq — vE) = Zdr,

en posant :

4

o (V5 — 1) ...:., elc.

X=

113. TatoreNE, — Les forces(X, Y, Z) qui représentent les
aclions mutuelles des éléments de courants fictifs, par lesquels
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nous avons remplacé nos tubes tourbillonnaires, doivent étre
égalés et opposées deux & deux, Donc:
La somme de leurs projections sur un axe quelconque est

nalle: -

(8) E Xdr=o0 ou: E (v — wm) dv = 0.

De méme, la somme de leurs moments par rapport & un axe

quelconque est nulle :
(9) Y, (Xy - Ya)dr =o.

114, Démonstration directe de I’'équation ZXdr= o
— Soit une surface S, par exemple une sphére ayant pour
centre l'origine et de rayon R trés grand. Soit dw un élément
de celte surface, I, m, n les cosinus directeurs de la normale a

cet élément. Je dis que l'intégrale:
fdm [é (u? + v? 4 w?) —u (tw + mo 4 nw)]

est nulle.

En effet, nous avons supposé tous nos tubes tourbillonnaires
a distance finie ; un point de la surface situé a une distance R
tres grande de l'origine sera aussi & une distance trés grande,
du méme ordre que IR, des tubes tourbillonnaires. Le vecteur

(u, v, w) représente la vitesse ou la force magnétique. On sait
:

i Si donc nous

regardons R comme un infiniment grand du premier ordre,

1

R%’

que celle force magnétique varie comme

u, ¥, wseront infiniment petits du troisitme ordre, comme
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et u?, v, w? seront du sixiéme ordre. La surface & laquelle on

étend l'intégrale est infiniment grande, il est yrai, mais seule-

ment du second ordre ; 'intégrale est done nulle.
Transformons celte intégrale d’aprés la formule connue :

aF
J o = f = dm,

il vient :

T du dv dw
u%+va—;}+w%
fd‘t -—-2,&01—“—1,¢-d—v-—-—?.¢£li.i = 0.

dic dy dz

du du du

—Y = — Y =
dx

dy—w?i;

La seconde ligne est nulle en vertu de I'équation de con-

tinuité. En tenant compte des équations (1), il reste :

Qfdr(vt;—w-q)=o,

ou <

ZXdr = o.

115, Le théoréme des moments donne une équalion ana-
logue :

Xy — Ya) dv = o,

ou :
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116. Autre expression de la force vive T.— Pour
obtenir cetie expression, rappelons d’abord le théoréme
d’électrodynamique suivant : Si on déplace des courants sans
changer leur intensité, le travail des forces électrodynamiques
est égal & 1'accroissement de I'énergie électrocinétique. Soit
un élément de courant ds d'intensité i ; supposons qde_ les
coordonnées «, ¥, z de cet 6lément éprouvent des variations

Sz, 8y, 8z.
3T
fmm+¥w+m4mzﬁ.

Admeltons en particulier que 3z, 3y, 3z soient proportion-

nelsa o, y, z :
dx = ex, 3y = ey, 8z = ez.

¢ 6tant une constante infiniment petite, la transformation
revient 4 multiplier toutes les distances par 1 4 ¢, Supposons
pour fixer les idées qu'il n’y ait que deux courants; dans ce
cas -
T = z (L¢? + 2Mié2" 4~ N¢'?)

3T =

DO, == Oy

(SLi? 4 20Mié?" J- 3N¢"3), -
: .

Dans le changement particulie'r que nous avons effectué,
les courants restent homothétiques par rapport & l'origine.
Dans le systéme électromagnétique L, M, N sont des lon-
gueurs : en raison de l’homogénéilé ces longueurs doivent
étre multipliées par 1 4~ ¢. Donc : ' ‘

5L == Le, M =M, . N=N

THEORIE DES TOURBILLONS, 9
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et enfin ¢
3T = Te.

Cette formule reste évidemmeni vraie pour un nombre

quelconque, et méme une infinité de courants. Donc :

f(Xa;+Yy+zz)e=;f—:,

ou en supprimant ¢ et remplacant X, Y, Z par leurs valeurs :

® y z
(10) ::f u v w |dv= %v
3 4

N

ou en représentani le déterminant par D :

fl)d‘: ='§1‘

114. Liquide enfermé dans un vase. — S'il s'agit d'un
liquide renfermé dans un vase qu'il remplit complétement, on
pourra recourir encore 3 la comparaison électrodynamique
A la condition de remplacer le vase par un conducteur par-
fait.

Maxwell a montré que dans un tel conducteur les courants
sont localisésa la surface, et que cette surface forme un écran
électrodynamique (nappes de courants). Les théorémes énon-
cés précédemment demeureront vrais si on tient compte de

cette nappe de courants.

118. Considérons un point de la surface du vase : les
molécules de liquide situées & l'intérieur du vase ont une

vitesse située dans le plan tangent; en un point infiniment'
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voisin, mais situé de I'autre coté de la surface, le liquide en
repos. La vilesse est donc discontinue. Cetle discontinuité
peut étre remplacée par l'introduction d’un tube tourbillon-
naire. En effet, prenons le cas particulier d’une surface plane,
le plan des xy par exemple, le liquide étant au-dessous de ce
plan. Au-dessus du plan la vitesse sera nulle; au déssous, elle
sera constante et paralléle & Oz. '
Supposons qué la variation de, vitesse se fasse non pas
brusquement, mais d’une fagon continue, quoique trés rapide.

Dans la couche de passage « sera une certaine fonctlion de z :

.

u=r(s)
et :
d; '
Z=r)

sera différent de O. D’aprés les hypothéses faites, u est fone-
tion de z, seulement; v = w = 0. Donc £ et { sont nuls;
mais
1 du
"= 3ds
est différent de O, et est méme trés grand.
Le tourbillon qui remplace la discontinuité sera done paral-

léle au plan de séparation et perpendiculaire 4 la vitesse u,

149, Sila surface de séparation est courbe, et la vitesse
variable, le théoréme sera encore vrai. Il suffit, pour le
démontrer, de décomposer la surface en éléments assez petits
pour qu’on puisse considérer ces élémenis comme plans, et la
vitesse comme constante dans toute leur étendue ; il est tou-

jours possible de choisir I'épaisseur de la couche de passage
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trés petite méme vis-2-vis de ces éléments; nous pourrons
ainsi remplacer la surface par une nappe de tubes tourbil-
lonnaires. D’aprés la démonstration précédente, chacun des
tubes sera dirigé dans le plan de I'élément, c'est-a-dire dans
le plan tangent & la surface, et la limite sera sur cette sur-
face elle-méme, perpendiculairemeni 3 la vitesse au point

considéré,

120. La force (X, Y, Z) qui représente l'action électro-
dynamique' sur un élément de nos couraﬁts fictifs doit étre
perpendiculaire & la fois au courant eta la force magnétique.
Le courant est dans le plan tangent & la surface du vase; la
force magnétique, qui est dirigée comme la vitesse, est aussi
située dans le plan tangent;la force (X, Y, Z) est donc nor-

male & la surface du vase.

421. Pour appliquer au cas actuel les théorémes que nous
avons démontrés dans le casd'un liquidé indéfini (113-116),
il nous faudra tenir compte de deux groupes de forces élec-

" trodynamiques, celles qui agissent sur les couranils que nous
avons substitués aux lubes tourbillonnaires, et celles qui agis-
sent surla néppe de courants qui remplace la surface.

Mais, dans un certain nombre de cas particuliers, les termes
complémentaires provenant de ces derniéres forces, que nous
devrions ajouter dans nos équations, auront une somme nulle.

Par exemple, sile vase a la forme d'un cylindre dont les
génératrices sont paralléles & Oa, les forces qui agissent sur
la. nappe de courants étant normales & la. surface seront nor-
males a O, et la somme de projections sur Oz sera nulle. Le
premier théoréme reste vrai sans modification (143).

Si le vase est de révolution autour de Oz, la somme des
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moments des forces complémentaires par rapport & Oz sera
nulle, puisque toutes ces forces rencontreront Oz. Le deuxiéme
théoréme (113) sera encore vrai.

Si le vase est une sphére ou I'espace compris entre.deux
sphéres concentriques, le second théoréme est vrai par rap-
port & un axe quelconque passant par le centre, la sphére
étant de révolution autour d’un axe quelconque.

Sile vase est limité par deux plans paralléles au plan
des xy par .exemple, on peut le considérer comme de révo-
lution autour de 'axe des z, ou comme un cylindre paralléle
soit & Ox et & Oy, et appliquer les remarques relatives & ces

différents cas.

122. Les tubes tourbillonnaires sont des cylindres -

paralléles 4 oz. — Dans ces conditions :

.

{, u, v ne dépendent que de z. _

Le mouvement ne sera pas todifié {36) si nous limitons
une portion du 1iqi1ide par deux plans paralléles au plan
des wy,'par exemple : 2 =0, 2 = 1. Les deux théorémes
sont encore applicables. Voici comment nous définirons 1'é1é-
ment dz. Décomposo‘ns le plan desxy enélémentsde surface dw,
et prenons chacun de ces éléments comme base d’un cylindre
paralléle & Oz, et limité aux plans 2=0 et z2=1. L'espace
compris entre les deux plans sera de cette facon partagé en
une infinité de ces cylindres; puis nous menons des plans
paralléles au plan des @y, distants entre eux de dz. G'est la

tranche limitée dans un des cylindres par deux de ces plans
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que nous prendrons pour I'élément dz. Nous aurons donc :
dr = dwdz,

et I'expression du premier théoréme devient :
ﬁtdzdm =0

Comme v, ¢ ne dépendent pas de 2 ; nous pouvons intégrer
par rapport & z entre les limites z =0 et 2 =--1,d'ou:

(1) ﬁ:dm =0
de la méme maniére, nous trouverions
(12) ﬁcdw = o.

Le second théoréme devient, en dvéeloppant le déterminant
(116)

f (@u - yv)idzdo = 0
ou en intégrant par rapport & z, comme ci-dessus :
(13) f(a:u + yo)de = o.

123. Nous retrouvons ainsi les théorémes que nous avons
démontrés dans les chapitres précédents.
Le centre de gravité de tous les tubes tourbillonnaires

demeure fixe, ce qui s’exprime par les équations :
fw(dw — const

ﬁytdm = const
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et le moment d'inertie des tubes par rapport & un axe quel-

conque paralléle & Oz demeure constant, par rapport & Oz lui-

méme, par exemple :
(14) f (2?4 y?) (2? 4 y?) dldw = const.

En différentiant ces équations par rapport a ¢, il vient en
effet :

dx '
j‘az {do = Juf{dw = o

Y, _
fdtcd‘n = [vido =0

f(w%—f—l—y%) {dw =f(a;u -+ yv) tdo = o.

Nous retrouvons les équations (11), (12) et (13) écrites
ci-dessus. .

Enfin, en écrivant quela somme des moments des quantitéé
de mouvement des tubes par rapport & Oz est nulle, nous

obtenons : -

f (uy — v2){dow = const

2 y o
/ “ v 0 dow = const
0o o ¢ A

qui, dans le cas ou nous nous sommes placés, n’est autre
que I'équation (10) du n° 146 :

ou

. fDd': = const.
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124. Démonstration directe de la relation f Ddr = g

— Revenons maintenant au cas général. Nous avons démon-

tré par la comparaison électrodynamique la relation (10)

Cette relation peut aussi s'établir directement, comme nous
allons maintenant le faire voir.

Posons pour abréger :

u? 4 v? - »?
h=

ou

T = fhdr.

Développons le déterminant D suivant les éléments de la
premiére ligne -

D = Az + By + Cz,

en posant
A=nw—1{v
B={tu—%w
C =8t —yu.

Calculons A par exemple

°A_2'qw—2tv—w<du d—"’)—

o (2
dz dx dm—dy)
du

du dv du dw
:udx —|—v v%—l-wd—z—wa;

du dh
+vdy+ dz _ dx’
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les expressions de B et de C se déduiront de celle-la par

symeétrie,
Envisageons l'intégrale

f I:(Zw—l—-my—l-nz) u’-[-v;-{_—ﬂ"‘ ——(lu—[-—mv—]—nw)(wu—{—yv-[—zw)] do.

Cetle intégrale, prise sur toute la surface d’une sphére de
rayon trés grand, est nulle, d’aprés un raisonnement que nous
avons fait plusieurs fois déjd (voir en partie, 144). Transfor-
mons-la d'aprés la formule dont nous avons aussi déja fait

usage :
[ixdo = [N 4
ou |
fElem =32y,

2 2 2
X=a;u—+—v2—-[io— — u(@u+ yv + 2w) = xh — uK

en posant :

K = awu -+ yv 4 zw,

et par conséquent

dX _ dh du 9 du dv dw\ .
dm_wdm—*—h da:K_u —u(xz”-Fy%—}—zdm)
ayY dh dv du dv dw
oy 2Kt (D Wy 22
dy " Vay Tk ’«%@+y@+¢@>
dZ _ _dh _dw, du dv dw
A e e e —’”(”dz"‘yaﬁ"“d—z)’
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les deux derniéres équations étant obtenues par symétrie.

Nous devons écrire que :
dX
f\Z%dr = 0.

En effectuant la somme 2 nous trouvons aprés des réduc-

tions évidentes, en tenant compte de I’équation de conti-
nnité :

ax.

%zh—ﬂ(Aw—{—By—]—Gz):h——%D,
d’ou

ﬁldf —ﬁDd‘r = O

fDdr = %ﬁzdr = 2!

125. Les tubes tourbillonnaires sont de révolution
autour de Oz, — Supposons que les tubes tourbillonnaires
soient de révolution autour de Oz. Dans ce cas, nous adopte-

rons les coordonnées semi-polaires en posant :

&= pCosg
y =psing
2 =2.

Par hypothése, le tourbillon est en chaque point perpendi-
culaire au méridien.
Si donc ¢ est la grandeur du tourbillon :

E=—g¢sing
Mm=—06Co8¢9

= 0.
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Par raison de symétrie [107], la vitesse (4, v, w) est situde

dans le plan méridien et
d

U= 3% cos g

s
=~ sing
_ 4z
7

De plus, comme nous 'avons vu [108], g est une constante.

Substituons ces valeurs dans nos équations : un certain
nombre se réduisent & des identités. Mais il nous restera en

particulier la suivante :

(16) Sn— o) dr = o.

Pour définir I’élément dr, considérons un plan méridien,
celui des zy par exemple : décomposons-le en élémeants de
surface dw, Chacun de ces éléments dans la révolution autour
de Oz engendre un volume. Si nous menons des plans méri-
diens distants angulairement de dy, ces plans découperont
dans les volumes des trongons assimilables 4 des cylindres
de section dw et de hauteur pdy. Le volume de ces trongons
sera :

dr == pdwdyp.

L'équation (15) deviendra :

f;% (cos? ¢ + sin? ¢) = pdwdy = o,
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ou
(16) fs‘%ipdw.dq; =o0.

L’intégrale doit étre étendue & tous les éléments dw d’une
moitié du plan des zy, et entre les limites ¢ =0, et ¢ == 2.
Comme le coefficient de dp ne dépend pas de ¢, on peut

intégrer par rapport & q;‘ et écrire :

(17) ‘/x‘og—-gdw =o.

Transformons maintenant le déterminant D en le multi-

pliant par un autre qui est égal a 1.

x y z cosp sing o |

D=|% % ¢| > | —sing cosp o '
u v W 0 o 1

xcos9 +ysing —asing4-ycosg =
= | §cosgp+msing —Esing -+ ncose ¢

ucos¢ Fvsing —using fvcose w
ou
p O =z
p=|©® ¢ © =o(9f’§‘f'—zg$>'
&, oz
dt dt

Si nous portons cette valeur de D dans la relation (10), il
vient :

Jbds =[Dpdudy = él-‘

% Dpdu;:g' ..
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(18)  dn fapd (%f s ‘55) =T ().

126. Grandeur de la vitesse. — Soit un tube infini-
ment délié, de section circulaire, existant seul : son rayon

demeure constant. La relation (17) :

fcp%dw:O ,

exprime que :

‘fcp”dw = const.

En effet, si nous différentions cette derniére par rapport
a ¢ en remarquant que odw représente le moment du tube

et est constant, nous retrouvons I'équation (17) :

" Posons : .
(1) Jodo=n
@) f sp?dw = MR2,

M sera une constante, ainsi que MR2,
Si ¢ a partout le méme signe, R sera compris entre les
valeurs exlrémes de p, p, et p,.

En effet, soit p, la plus grande valeur de p :
MR? < [ep3dw

(1) Au iieu de cetts équation, Helmholtz trouve, par suite d'une erreur de

caleul : i
ds_ , doy o
Imfepdw (p FTh 2zdt)'—T’

la présence de ce facleur 2 ne change pas d'ailleurs les résultats que nous
allons exposer et qui reposent ssulement sur la considéralion de l'ordre de
grandeur des différents facteurs.
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ou :

MR? < p%fcdm == Mp3

R? < o33
on démontrerait de méme que :
R? > o}.
Par conséquent :
po > R>pp.

- 8i le tube est infiniment délig, p, et p, différent trés peu
I'un de l'autre et trés peu du rayon moyen du tube. Ce
rayon moyen différera aussi trés pea de R et pourra étre
regardé comme constant, de méme que R. Le seul mouve-
ment que puisse prendre le tube se réduit donc & un dépla-
cement paralléle & Oz. Quelle sera la vitesse de ce déplace;-
ment ? Il n’est pas évident @ prioré qu'elle sera constante,
parce que la position du tube relativement & Oz ne change
pas par le déplacement; la vitesse pourrait dépendre de la
forme de la section.

Il n’en est rien : la vitesse est constante et trés grande,
ainsi que le montre Helmholtz en s’appuyant sur 'équation (3),

et tenant compte de 'ordre de grandeur des quantités
' d
T, u, v et :i-te

Si la section du tube est infiniment déliée, un point situé
A distance finie du tube aura une vitesse finie. Mais un point
situé au voisinage de ce tube aura une trés grande vitesse. Le
rayon de la section du tube et la distance de ce point au
bord de cette section seront toujours trés petits vis-a-vis de R.

On obtiendra une approximation suffisante en assimilant la
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partie voisine du tube & un cylindre et lui appliquant les
formules des tubes cylindriques.

12%. Considérons un tube rectiligne infiniment délié. Pour
déterminer la vitesse, nous remplagons ce tube par un cou-
rant rectiligne indéfini. La vitesse est représentée par le méme
vecteur que la force magnétique : elle est done en raison
inverse de la distance du point considéré a 1'axe du courant.
En un point infiniment voisin de celte droite, la vitesse sera
infiniment grande. Par conséquent la force vive T est infinie.

Le potentiel vecteur (F, G, H) est défini par lesrelations:

——f dl, etc.

Supposons notre tube rectiligne paralléle & V'axe des .
Dans le cas actuel é;_ est une constante. F serait le poten-
N T

tiel d'une droite indéfinie électrisée uniformément. En un
point infiniment voisin de la droite, ce potentiel est de I'ordre
de log p, si p est la distance du point & la droite.

128. Soit maintenant un tube circulaire ou le courant cir-
culaire qui le remplace. Dans le plan normal & ce cercle au
point O, je prends un point M trés voisin de O. Je vais cher-
cher la force magnétique et le potentiel vecteur engendrés
au point M par le courant circulaire, et les comparer & ceux
qu'engendrerait un courant rectiligne, dirigé suivant la
tangente en O, et ayant méme intensité que le courant cir-
culaire,

Prenons le point O comme origine (%g. 32), la tangente
comme axe des w, le diamétre OC comme axe des y. Le point
M sera dans le plan des yz. '

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



144 MOUVEMENT DES TUBES TOURBILLONNAIRES

Supposons l'intensité du courant égale & 1'unité. Soient ds
un élément de courant, dz sa projection sur Ox, r la distance

de ds au point M :

3
PR
- ‘ L'intégrale doit étre prise de —
/_,.'/ o R & 4 R, R étant le rayon du
o\ ¢ 7

cercle.

Soient PP’ = ds, et P,P] =
dx la projection de PP’ sur I'axe
des z (fig. 33); r, la distance de

Fg. 32. P,P; a M. Le potentiel vecteur dt

au courant rectiligne a pour expression :

de

F=|[]—:
g

L'intégrale devrait étre p'rise de — ¢ A - 00; mais, comme
nous ne nous proposons que d’é-
tudier ’ordre de grandeur de F,,
nous pourrons la prendre comme
la premiére entre les limites — R
et 4 R. ‘

En effet, les éléments situés a

distance finie de M donneraient

Fig. 33. dans I'expression de F, des termes
: finis, qui sont négligeables vis-a-

vis des termes trés grands donnés par les éléments voisins

de M.
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1l en résulte que nous avons le droit d’écrire

F-F,:fdw(%—-ri)
Fi= 4

Nous pouvons trouver une limile supérieure de l’élément

de cetle intégrale. Soient, en effet :

0, Yo 2, les coordonnées de M
w’ y, 0 idt de p )
x, 0, O id. de P,.

Dans le triangle MPP,

MP =~ MP, =, PP, =y.
Or:
i i

r ™

ry—1r

frames

est plus petit que :

Comme », —r < y, on a enfin:

1 i 1 1
r 7'4(| <V (72 + 77‘4‘)
et : , : '
dx ydx
F—F < yox /_ .
! r? + r3
D’ailleurs :

"= NP = o2 o (y — gy)? + 53

ydw _ ydee
") A =y + 5

THEORIE DES TOURBILLONS. 10
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. }/dw "yds
/ =< / r
Y

“Quand Te point P se rapproche indéfiniment de o, =

d'on :

tend vers une limile finie 2R, R élant le rayon du cercle.
. R
. ydx . - ydus
L'intégrale ‘%~ el de méme 1’||1lcgrule/J—r55 reslent donc
: . ¥

finies, par suite la dilférence F — F, est finic.

129, Ordre de grandeur du potentiel vecteur. —
Puisque la différence F; — I esl (inie, nous pouvons, pour
chercher I'ordre de grandeur du polentiel vecteur, remplacer
le tube circulaire par le tube rectiligne.

Supposons d’abord qu'il s'agisse d’'un tube unique, et que
le tourbillon soit constant. Le tube rectiligne sera un cylindre
a section circulaire. Le potentiel vecleur sera égal au poten-

tiel d'une masse attirante distribuée sur le cylindre, et dont

. o 3
la densilé serait égale & o

En un point extérieur au cylindre, le potenliel est le méme
que si toule la masse allirante étail concentrée sur l'axe.
Si p, est le rayon du cylindre, tout se passera en un point-
exlérieur, c'est-a-dire en un point dont la distance a l'axe p
est plus grande que p,, comme s'il exigtait sur I'axe une

maliére attirante de densité :

-, &
g =
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et le potentiel en ce point sera :

(3) f 3 108 p (P > Po)

Pour un pomt mteneur au cy]mdre, ¢'est-a-dire pour
p < pos le potentiel s'obtient en decomposant le cylindre en
deux parties par une surface cylmdnque ayant méme axe que
lui et passant par le point considéré. La couche annulaire '
n’a aucune action sur le point : Tautre partie a méme action
que siloute la masse était concentrée sur son axe.
Par-conséquent l'attraction est égale & :

-~ %o P=Po -
— P < fo-

Le potentiel aura donc pour expression :

(4) . '_';_P?.'I— C‘a_

les deux formules (3) et (4) devant concorder pour P = pge

Cetle condition détermine la constante G :

” A‘ .
—"%"I“ G =— %} logp,
G =10p} (: - log Po)

Supposons le moment du tube Cp, fini. Si po‘_eét trés petit,
C, et par conséquent, le potentiel vecteur sera de I'ordre de

grandeur de log p,.

130. Ordre'de.g}andéurde la force ;rive. -~ Soient P
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lg potentiel vecteur, s le tourbillon, qui sont perpendiculaires

ay méridien. La force vive a pour expression :

I =chd1 =chpdwdo?,
ou en intégrant par rapport 4 ¢ :

I= ancppdw.

Or fcdm est fini; c’est le moment du tube que nous regar-

dons comme fini, par hypothése. P est de I'ordre de log p,.
La force vive sera aussi de cet ordre, et par conséquent trés
grande. Quant & la vitesse, elle est du méme ordre de gran-

deur que l'altraction de notre cylindre considéré plus haut et

par conséquent que _:_
0

131. Vitesse du mouvement. — Posons :

(6) - A = [optado = NR%,
en prenant :-
(6) MR? = f sp?dw = const.

z, sera 'ordonnée d’un point situé & l'intérieur de la sec-
tion méridienne du tube. Soient en effet z; et z, les ordon-
nées extrémes de cette section.

Je dis que :

2, > 2,> 2,0
En effet :

fap’zldm = z,fp’cdw = {,MR’.
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D’autre part :
fcpﬂzdw <fcp'zz,dm,

7, MR? < 7,MR3

ou:
et .
z < 2
On démontrerait de la méme maniére que :
z, > 2,

Différentions A par rapporta ¢, il vient :

dA __ arp2 %% do 4 29
2 s o cdm(?pzdt—l—p dt>,

car odw, quireprésente le moment du tube, est une constante.

D’autre part, de I'équation (3) [125] nous tirons :

dz 4 T
fcpﬂ-&zdm.:.fcpz Esd"’"}'ﬂ'

Par conséquent :

dA __ ype %30 d T .
N dt—MR dt-_3fspz,dtdw-|—-z-t-

De I'équation (1) on déduit, en remarquant que z, est ume

constante :

®) 0= f 00 D 2o,
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et en additionnant (7) et (8) :

4 dz i de s T
3 2%0 Fiin ~ —
(9) MR : _3fcp t(" _,‘,0) d“"‘l"

s

Le premier terme du second membre est fini, En effet,

fcdw est fini de méme queg; %%est la composante de la

vilesse suivant le rayon vecteur; c'est une quantité tres

grande, du méme or-dre que %; &z — 2, est plus petit que le

diamétre ¢ de la section du tube; donc gg (z — z,) est fini.

On pourra donc négliger le premier terme devant le second

et se borner a écrire :
L dz, T 1
' “<o _ —. o
di — A= < MR

<
. .

L]

Il résulte de cette équation que :

1° La vitesse ‘—%0 est trés grande, du méme ordre de gran-

deur que la force vive T;

2¢ Elle est sensiblement constante puisque T est constant;
le premier terme est variable, il est vrai; mais nous avons
montré qu'il est négligeable vis-a-vis de T.

Le tube tourbillonnaire se déplacella donc avec une vitesse

trés grande, paralléle a Oz.

132. Ordre de grandeur de la vitesse. — .Démbnsf
tration directe. — La vitesse (u, v, w, est représentée, comme
nous le savons, par le méme vecteur que la force magnétique.
Soient AB = ds un élément de courant (fig. 34); P, un pole
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magnétique égal a T'unité. La force que 1'élément AB exerce'

sur ce pole est perpendiculaire au plan PAB et a pour expres-

sion :
AR > ¢
r? Bh-w---» B
AB’ étant la projection de AB sur une” = L —
perpendiculaire PA; 7, lintensité du * * _ Fig. 3. T

courant, et » Ja distance AP,
En valeur absolue :
AB i _ids
r? re

‘

. <L .

Décomposons notre tube tourbillonnaire en éléments-de
volume et remplagons chacun d’eux par un élément de cou-
rant. Si ¢ est I'intensité du tourbillon, nous devrons donner

dw

. s G SUNRE
au courant une intensité o [43], et par conséquent
. cdsdw  adr
ids = = —
.o 2n o 2n

do étant I'élément de section, et dr 1'élément de volume du
tube. ' :

La vitesse aura donc pour limite supérieure :

adr
23

Décomposons le tube en élémenlts de la maniére suivante :.

\

<

Du point P comme centre, décrivons des sphéres concen-
triques : ces sphéres découperont dans le tube des tranches:

ayaht la forme de calottes sphériques, Gonsidérons en parti-
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culier une de ces tranches, limitées par les sphéres de rayon r
et » 4 dr, et l'intégrale
edt

r?

étendue & tout le volume de celte tranche. Soit ¢, la plus
grande valeur que prenne ¢ dans la tranche; tous les élé-

ments de 'intégrale ayant méme signe :

edv o,dr
. 7;<f_;7.

r peut étre regardé comme constant pour toute l'épaisseur
de la tranche, Ce qui permet d’écrire :

odr _ o
—r';< —% dr.

Orfdr est le volume de la tranche, qui en appelant X1la

.section de cette tranche est égal a Adr. Par suite :

ﬂl} cl)\dr_
o) 72

Soit maintenant dw un élément de la section du tube, et
considérons le Lube élémentaire engendré par la révolution
autour de l'axe de cet élément dw, d) sera la section faite
dans ce tube par la sphére de rayon r.

-Je vais partager ces sphéres en deux .groupes : 1° celles
dont le rayon est plus pelit qu'une certaine limite supérieure

au plus grand diamétre ¢ de la section du tube total. Par
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exemple : je prendrai pour cette limite 2¢; 2° celles dont le
rayon est supérieur & 2s.

La limite supérieure de la vitesse devient alors :

2 a

6, \dr 6, Adr
(10) f i+ f o

[ 2t

Dans la premiére intégrale, A est évidemment plus petit

que 4nr?, surface entiére de la sphére. Donc :.

2¢
, \dr 2e
f"—ra— < 47t‘/;0"d1",

ou

Comme toujours, nous supposons le moment du tube de

grandeur finie; ¢,Q est fini. o, est donc du méme ordre de

grandeur que é’ c’esl-3-dire que 512 et ;¢ sera de I'ordre de %

Dans la seconde intégrale :
do

A

0 étant P'angle sous lequel la sphére coupe le

tube (fig. 33); 6 est toujours supérieur & une

certaine limile 8, différente de O. En effet,

Fig. 35.

aucune sphére du second groupe ne peut deve-
nir tangente au tube; le contact aurait lieu dans la section

méridienne, et le rayon de la sphere serait inférieur & e,
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Par suite :

do
< sin 4,
et
A<
sin 9,
a
a,Adr Xdr c,Q dr .
‘ r_2 me =N
2
le premier facleur 0 est fini; le second,
0
dr 1 1
2T 2% a
2

. . 1
L'intégrale est encore de l'ordre de grandeur de .
Les deux termes de l'expression (10) sont donc du méme

ordre que i; et la vitesse esl elle-méme d'un ordre de grandeur
€ .

au plus égal 2 celui deé-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE VIII

CONDITIONS DE STABILITE DU MOUVEMENT
" PERMANENT

'133. Mouvement permanent. — Supposp’né que . le
liquide soit indéfini et les tubes tourbillonnaires paralléles

3 Oz. Le mouvement sera évidemment permanent si les §

sont fonctions seulement de la distance p = Va? + 2.
. Autour de Oz, il y aura une série de couches concentriques
A lintérieur desquelles le tourbillon aura une valeur cons-
tante. i

Soit M un point quelconque (/y. 36);,
la vitesse de ce point sera dirigée.per-
pendiculairement au rayon vecteur OM,.
mené de V'origine 4 ce point. Au bout
du temps dt 1e Hpoint, Msera venuen M,,
situé & la méme distance de O, M décrit

donc une circonférence de cenire O. Fig. 36.

Soient ¢ Ia valear du tourbillon au

point M, & l'instant ¢; ¥, sa valeur en M, au temps ¢+ dt;

%y, sa valear en M au temps d.
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Je dis que :

{=v.

En effet, la molécule, qui au tempsd se trouvait en M, vient
au temps ¢ -|- dt en M,, sur le méme tube. Or pour un méme
tobe { = const.

De méme :

C4 = C'-

En effet, au temps ¢, les deux points M et M, sont sur une
méme circonférence de centre O, et par hypothése ¢ ne
dépend que de la distance au point 0.

L'intensité du tourbillon en M, est donc constante. Comme
M, est un point quelconque, il en est de méme en tout autre

point, etle mouvement est permanent.

134. Stabilité du mouvement, — Ce mouvement per-
manent est-il stable?

Autrement dit, si une cause quelconque vient & déformer
infiniment peu ces couches concentriques, cetle déformation
ira-t-elle en s'exagérant, ou bien le liquide tiendra-t-il &
reprendre son état de mouvement primitif? ’

Pour décider de cette question, il nous faut étudier les
variations de la vitesse (u, v) dans ces transformations.

Nous avons trouvé d’une maniére générale [94] :

. ] —
w = dy Y= T

en posant :
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Si nous passons aux coordonnées polaires, en posant :

T =7rcosy
y = rsing,

les composantes de la vitesse deviennent :

ar__ _ 4
dt rdy
Lde__dy.
dt dr

135, Cas particulier. — Supposons qu'il existe un seul
tube cylindrique dont la section droite soit un cercle, et qu'a
Pinlérieur de ce cercle sbit constant. La vitesse en un point
quelconque sera §r & lintéricur du cylindre, et ?;Trg al'exté-
rieur, en appelant r; le rayon de la section droite.

D’ailleurs :

¢y =1{rilogr.

Supposons que le cylindre subisse une petite déformation,
le point M, par exemple, vient en
M,, et le rayon vecteur OM =
devient une fonction du temps ¢
et de l'angle ¢ qu'il fait avec un
certain  diamétre origine O0X

(fig. 37).
Au bout du temps d¢ le point

M, sera venu en My, et ses coor-
données polaires ¢ et s auront

subi des accroissements de :

d d
dy = ngt = ;diro-”’
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el

__ %
ds = —?'d?dt.

D’autre part, comme s est fonction de ¢ et de ¢,
ds d“s'
ds = Z?-dcp + ‘-ﬁdt,

d'ou, en remplagant ds et dg par leurs valeurs et résolvant par

ds

rapport & T

an d_ oy _dyds,
dt rde  rdrde

Développons s suivant les mulliples de ¢ d’aprés la for-

- mule de Fourier :
(12) 8§ =1y -+ Ea,, cosng + Eb,, sin ntp.‘

" La surface tolale du tube ne doil pas avoir varié; donele
terme constant est égal & ry aux infiniment petits du second
ordre prés; a, et b, sont des foncllions de ¢, indépendantes
de ¢ et trés petiles, puisque nous avons supposé les transfor-
mations trés petites. La fonclion 4 est,'a une conslante pres, le

potentiel d’'une matiére atlirante qui scrait répanduc dans

tout le eylindre qui forme le tube, avec une densité q_( Pour

am
simplifier, I'écriture, dans ce qui va suivre, nous supposons
{=1. '

Le potentiel  peut étre considéré comme formé de deux
parties : 'une, ¢,, due au cylindre non déformé ; I'autre, 3¢,

des parties déformées (ombrées sur la figure 38). L'épaisseur
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de ces portious déformées étant trés faible, le potentiel aura
méme valeur si, au lieu de leur aitribuer une densité cubique
constante, on leur donm;une densité superficielle proportion-
nelle a leur épaisseur s — 7.

Celte densité superficielle sera %ﬁ

- Za,, cos ng - Zb,, sin ng
o

O b2

(13)

Le potentiel 8) sera donc une funclion de r el de ¢, et nous

pourrons écrire :

B = Ec,, cos np - Zd,, sin ngp.

Pour un point extérieur aux couches agissantes, 8¢ vérifie
'équation de Laplace :
A (34) = o.
Par conséquent :
Afc,cosng) =0 ‘
A(d,sinng) = o

¢ ¢l d, étant des fonctions de » seulement,

Cp = Chrn - cp

dp = d} r* + d; r,

Cuy el di, di sonl des conslanles.
Comme 8 ne doit pas devenir infini en méme temps que 7

il faut que:

Ch=d, = 0.

Pour un point inlérieur, la fonclion est différente; il faut
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qu’'elle reste finie pour r = r,; donc & l'intérieur :

cf = df =o.

1l en résulte que, pour un point extérieur, nous devrons

poser:

(1%) 3 = Eg,, (%’)n o8 n¢ +2/z,, (;?)n sin no

et pour un point intérieur :

(18) Sq, = 29,’, (i)n 06s ne Zh,’, (;E)n sin ng,

Le polentiel reste continu quand on traverse la surface
attirante; les deux formules (14) el (15) doivent donc donner

la méme valeur pourr =: ry; ce qui exige que :
9!; = G hl’L =z hy,.

Mais la force, quand on franchit la surface, éprouve une
variation brusque égale au produit de la densilé par 4x. Cette
force a pour expression :

1° En un point extérieur :
5 ro\" 4 '
(16) —d—;k = E—- n <~79> S anersng + hnsin ng;
2° En un point intérieur :

S r\"{ .
(17) % — En <;—0> - (9 cos np - Ry, sin ny),

Pour » = r, la différence de ces deux expressions doit étre

égale & &= multiplié par I'expression (13) de la densité.
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Dol la relation :
. n . .
-2 2 ™ (gn cosng 4-h,sinng)=2 2 (@n cos ng-b,sin ng).

En identifiant les coefficients de cos ng et de sin ng, il vient:

anry
g'l = e
n
b,r
h, = — rno,
n

Si nous substituons ces valeurs dans l'expression de 3¢,
nous obtiendrons pour le potentiel :

4° En un point extérieur :
7 . ro\"
(18) x}g:%—]—w_—_%——g-ﬁg (ancosng-tb,sinng) (f) H
2° En un point intérieur :
748 . #\"*
(19) $=1, —2 —;‘T (@, cos ng b, sin nyg) (70> .

{en rétablissant le facteur { que nous avions supprimé).
Pour » = r,, les deux formules se confondent et donnent

toutes les deux (en supposant de nouveau { =1):

r .
=, — E-j (an cos ng -+ b, sin nyp)

-~

de plus, I'équation (11) doit étre vérifiée.

Or pour r =r, on a:

g Ero (an sin ng — b, cosng)

dy =
a in ng—
rdy = 2(“" sin ng — b, cos ny)
ds .
T =7, 2( — na, sin ncp -+ nb, cosng).
THEORIE DES TOURBILLONS. 11
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ds
dy
‘négligeons les infiniment petits du second ordre, il nous suf-

est un infiniment petit du premier ordre; comme nous

ds
dy

A ce degré d'approximation, ce coefficient se réduit a :

dio — 1
rdr, :

fira de prendre, dans le coefficient de - les quantités finies.

Remplacgons dans I'équation (11) :

ds . - - o
oTj = ‘—E(a,,smn:p—b,lcos ny) —72 (—nansinng-nd, cosng)

_\da, dby
_Z 7 cos ng - 5 Sin ne.

En identifiant, nous obtenons les conditions :

da,

'717 = (1 —_ n)b,,.
20)
(' by _ _ (1 —n)

at -

Ces équations admelttent comme inlégrales:

ap= Asin(l—n)t 4+ B

20
‘b, = Acos(l —n)t+B

Ces expressions montrent que, si a, et b, sont pelits aun
temps ¢ = 0, ilsresteront toujours trés petits. Le mouvement

est donc stable.

136. Déformations particuliéres. — Soit une déforma-
tion telle que tous les coefficients soient nuls au début,

sauf a, et b, : tous les autres resteront constamment nuls.
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La courbe déformée aura comme équation :
(22) s =1y 4 a, cosng 4 b, sinny.

Le rayon vecteur présente donc #» maxima et » minima, et
1a courbe, une série de festons (Ag. 38).

Quand ¢ varie, la courbe conserve la méme’foriné, seulement
elle semble tourner autour de Oz avec ’
une vitesse égale a (1 — ») &.

Si la courbe était plus complexe,
c’est-3-dire s'il y avait plus de deox

coefficients différents de O, on pourraif

la décomposer en courbes simples cor- —

L. Fig. 28.
respondant chacune a'une valeur de n i

et qui chacune tournerait autour de Oz avec sa vitesse parti-

culiére.

13%. Supposons n = 1, il vient :

s =14+ a, cos ¢ 4 b, sing.

Cette équation, aux infiniment petits du second ordre prés,
représente un cercle dont le centre aurait pour coordonnées

a, et b,. Dans ce cas, 1 — » est égal a4 0, done .

da db,
— 4 —
di 0 dt 0.

Le centre du cercle (@,, &,) est done fixe.
Soit n = 2.

s = ry 4 a,y cus 2p - b, sin 2q.

Aux infiniment petits du second ordre prés, cette équation
est celle d'une ellipse ayant son centre a l'origirie et dont
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Yexcentricité est trés faible ; d’autre part 1 — 2 == 4. Donc :

a, = Asint 4B
b, =Acost+4B

Vellipse paraitra {ourner d'un mouvement uniforme.

138. Ce théoréme est encore vrai dans le cas d’une ellipse
quelcongue. Soit en effet  la valeur, supposée constante, du
tourbillon a Pintérieur de Uellipse.

Reprenons les coordonnées reclangulaires, en choisissant
ppour axes les axes de l'ellipse & un instant déterminé.

Les composantes de la vitesse sont :

~ d
U = — g—f v = Zli
<e seraient les composantes de I'atiraction exercée par une
maltiére attirante remplissant le cylindre et possédant une den-
sité {/2n constante, Or nous pouvons considérer un cylindre

elliptique comme un ellipsoide dont un axe serait infini.

Soit un ellipsoide homogéne :
ax? + by? - c2? = 1.
Son atlraction sur un point intérieur a pour composantes :
Az, By, Cz,

A, B, G étant des constantes,

L'équation du cylindre se réduit 3 :

ax? + by2 + =1.
Donc :
-Cﬂ{ = A.’X)
dx
dy _
dy By
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Au bout du temps dt, le point intérieur. considéré aura

subi un déplacement donl les composantes sont :

W,
udt = &y dt = — Bydt
vdl — — ¢ dt = Axdt.
dw

-- Je puis toujours déterminer deux nombres « et B, tels que :

A=« fa
‘B=o--Bb"’
tant que @ % b et A % B.
Le déplacement se décompose alors en deux autres ayant

respectivement pour composantes :

— Bbydt = dx @ — aydt = dw

(1) ~
Baxdt = dy awdt = dy..

Le déplacement (1) n'altére pas la forme de lellipse. En

effet, différentions 1’équation de 'ellipse :
2amde + 2bydy = — 2axBbydt - 2byBaxdt = o.

Le déplacement (2) représente une rotation autour de Oz.
Au bout du temps dt et, par conséquent, au bout d’'un temps.
quelconque I'ellipse a tourné sans déformation.

189. Tubes tourbillonnaires concentriques., — Con-- -
sidérons un tube tourbillonnaire limité par deux surfaces
cylindriques G et C’, de révolution autour de Oz (fAg. 39)..
Nous admettons qu'a l'intérieur du cylindre C, de rayon 7, le
lourbillon a une valeur constante { - ¢{’; entre les deux
cylindres, une autre valeur constante ¢’ ;-enfin & I'extérieur-

du cylindre ¢/, dont le rayon est »{, le tourbillon est nul.
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L'effet de ces deux tubes concentriques sera égal ala somme
des effels de deux tubes, dont I'un aurait
un rayon r, avec une valeur du tourbilion
égale a {, et I'anire un rayon r§ avec un
tourbillon 7',

Chacun de ces tubes donnerait lieu a

un mouvement permanent [133]; si on

superpose leurs effets, le mouvement sera

encore permanent.

140. Conditions de stabilité. — s mouvement sera-t-il
stable? .

Pour nous en rendre comple, nous allons procéder par une
mélhode analogue A celle que nous avons précédemment
employée.

Soit §, la valeur de § : ¢, ne dépend que de r, la vitesse

est perpendiculaire au rayon vecteur el égale & %

dr
Sir < ry, le point est intérieur aux deux cylindres, doac :
P vy
o = O e

Si ry < 7 <rg, le point est extérieur au premier cylindre
C et intérieur au second C/, et :

.

o _ 8
dr — r i

Enfin, si » > rg, le point est extéricur aux deux cylindres;

et e " -
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“Pour r = ry et » == »} ces formules deviennent :

=+
% 0+c

dri ™

r} T
En posant -;—" = ¢, il vient :

d, , . ' ;
ety

By oy oy

rodr] = T

Imprimons & G et & (' une petite déformation, de telle sorte

que leurs rayons vecteurs deviennent respeclivement :

s=ry + Z a,,cosmp + basinng
s=r} —|- Z a, cos ny 4 b, sin ng.

l
Pour un tube seul, nous avons trouvé comme valeur de ¢,
aprés la déformation :

-
Il

: .n
— Z "at (@n cos ng - b, sin ng) <Z> )

n ) T
en convenant de donner & n un signe tel que ce facteur

r\*® .
(—) - soit toujours < 1,
ry

Pour les deux tubes, nous aurons :

q’ = "Po -—' Z /'-:O—C (an cos ng + b, sin n(?) (%>*n
'_ Z uty (a,,cos mp -[—b'sm mp) ( )in.

Is

r

D=
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168 CONDITIONS DE STABILITE DU MOUVEMENT PERMANENT

Ecrivons, pour chacun des tubes, I'équation différentielle
(11), il vient :

ds _ _ 44 g8
@ = Ty CTE G
ds’

@ A oy %
@ = Tridg UG

Développons les termes el identifions les coefficients de
cos ng et de sin np pour r =1, et » = r;. Nous trouve-
rons ainsi les équations (en supprimant les indices n deve-

nus inutiles):

%‘tz =b 4% —nb ({40

%, = blent! 4 BY — b’ (L2 + O)
®)

- == ater—1+4na {4+ ¢)

%bz' = — alent — @ - nd (e 0.

Nous obtenons ainsi quatre équations différentielles
linéaires, & coefficients constants, pour déterminer les quatre
inconaues a, b, &, ¥'. Les intégrales de ces équations se
raménent & des sommes d'exponentielles, de la forme %,

Si o est réel et positif, cette exponentielle croit indéfiniment
avec le temps, et le mouvement est instable, puisque la défor-
mation ira en s’accentuant.

Si les exponentielles sont de la forme e¢~*, o élant réel et
positif, la déformation lendrait vers O, et on pourrait croire
que le mouvement est alors stable. Il n'en est rien cependant,

car, I'équation caractéristique ayant ses racines égales et de
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signe conlraire, nous ne pourrons avoir d'exponentielles e-%
sans avoir en méme temps d’exponentielles e+%z,
Par conséquent, il y aura instabilité toutes les fois que

I'équation caractéristique a une racine réelle.

Si les racines sont complexes, de la forme o 4- y— 18,

les exponentielles seront de la forme :
e®+V=1Bt — %t (cos B + V— 1 sin ge),

el il y en aura encore au moins une dont le module croitra
indéfiniment. Le mouvement sera encore instable.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y ait stabi-
lité est donc que toutes les racines de I'équation caractéris-
tique soient de la forme :

o \/—— 1
o étant réel. Les intégrales sont alors une somme de {ermes

tels que :

eV=Tat = cosat + \— 1sin af,

qui restent finis.
Nous avons donc & chercherles conditions pour qu'il en soit
ainsi.

Posons pour abréger :

e=t—n(+0)
B = et

Y = gert!

S=¢ —n{(+ .
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Les équations (23) deviennent :
da ,
T ab -}~ §0
d 7
-—‘% = vb 4 8%’

db
-a—t:—aa——ﬁa’

db’

E:——ya—%a’.

. Posons encore ;
- Na =«
Ab WY =y,

A et M étant deux nombres que nous nous réservons de
déterminer convenablement.
Multiplions les deux premiéres équations {24) par et X el
| ajoutons-les, il vient :

92— b (a4 Ny) 4 7 (38 4 2)

Je choisis maintenant ) et )’ de fagon que le second membre
se réduise & Sy,

A et )’ seront donnés par les équations :

-

e 4 Ny = S
B4 2T =S¥,

Si on a trouvé X et ) satisfaisant & ces conditions :

dx
-;17 = Sy.
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En opérént de méme sur les deux derniéres équations du
systéme (24), on trouverait :

A

dy _
dt = — Sa.

-

Nous obtiendrons la valeur de S en écrivant que le déter-
minant des équations homogénes en X et en A est nal.
S sera donc une racine de I'équation :
«—39 Y

23 = 0.
(25) 8 3—8 o

Cette équation est du second degré; soienl S etS, ses
racines :

A M,a,y  lesvaleurs correspondantes & S
My Ay @4 Yy » a8,

Nous aurons :
\a -+ Aja = x
Mo+ MY =y,

dx
'al = 8,y,

dy e
- -c_i_ti = — 8,x,.

L'intégrale générale de nos équations sera alors :

2 = A sin (St 4 B)
.- y = A cos (St + B)

o, = A, sin(8,t 4 B)

Yi = A, cos (S, 4 B).

Si 8 est réel, le sinus et le cosinus restent finis, el il y a
stabilité,
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. 8i 8 est imaginaire, S = s 4- V— 1u,

sin St = e (cos st 4 V— 1 sin si).

Le module croit indéfiniment avec ¢; le mouvement est donc
instable,
.La condition nécessaire et suffisante pour que le mouve-
ment soit slable est donc que les racines S soient réelles.

Développons I'équation en S :
S — S («-3) 4 a8 — By =o.
Les racines seront réelles si :
(a4 8 — & (a3 — 1) >0

ou
(« + 3)2 + 48y > o.

* Remplagons «, B, y, 3 par leurs valeurs :
[t —n @+ 1) =¥ 4 n (e 4 ) + 4%e > o,

Cette inégalité doit étre vérifiée pour toutes les valeurs
entiéres de n.

Remarquons d’abord que, si les tourbillons ¢ et ¢ sont de
méme signe, cetle inégalité a toujours lieu. Dans ce cas, le

mouvement est toujours stable.

4141, Nous ne ferons pas la discussion compléte de l'iné-
galité. Nous considérerons seulement le cas particulier ol ,

te? 4 U = o.

. - . . r's
_ Cette condition exprime que la vitesse ({e? + &) —-f_’ en un

point extérieur & €, est nulle avant la déformation. Choisis«:
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sons les unités de maniére que ¥ = 1; alors ¥’ = — ¢ Le
mouvement sera stable si I'inégalité énoncée est vérifiée pour
{foutes les valeurs de n. En écrivant qu'elle est vraie pour
n = 2, nous aurons une condition nécessaire de la stabilité :
4 —2(1 — &) + e22 — 4 > 0
ou
(1 —e?2 (1 —4e?) > 0.

Le premier facteur étant essentiellement positif, il fautl

que :
1 — 42 > o,

ou comme ¢ est posilif

e <

PO

Par suite, si lerayon du cylindre intérieur G est plus grand
que la moitié du rayon du cylindre extérieur ', il ne pourra
y avoir stabilité.

142, Explication d’un fait expérimental. — Imagi-
nons que, dans un liquide, il existe deux courants de sens
conltraires ou seulement de vitesses différentes. Les deux
masses liquides animées de vitesses diflérentes frotteront
F'une contre 'autre, et il naitra & la surface de séparation de
petits tourbillons. Ordinairement on se contente de dire, pour
expliquer la production de ces tourbillons, qu'ils sont dus au
frottement des deux veines liquides. Celte explication n’est
pas suffisante. En effet, & I'origine nous avons deux masses,
liquides, animées de vitesses différentes, que, pour plus de
simplicité, nous considérerons comme constantes en grandeur

et en direction. Cet état ne peut subsister & cause des frotte-
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ments dus & la viscosité du liquide. Mais il semble d’abord
qu'il devrait se produire une couche de passage dans laquelle
la vitesse varierait graduellement, et dans laquelle les tour-
billons seraient répartis uniformément. Or ce n’est pas cette
apparence qu'on observe, mais on voit se tormer de petits
tourbillons qui paraissent avoir une tendance a se ramasser
en tubes éép&rés. Cela tient & ce que, dans les conditions ou
nous nous sommes placés, 'état ou les tourbillons seraient
répartis uniformément est instable, comme nous pouvons le
montrer en nous appuyant sur ce qui précéde.

Soit, en effet, un eylindre C : imprimons & tout le liquide
contenu & l'intérieur de ce cylindre une vitesse de rotation
uniforme ({4 ¢, le liquide extérieur restant en repos. La
vitesse sera discontinue & la surface du cylindre, el par suite
du frotlement il va se produire une zone de passage, qui
sera limitée par deux cylindres concentriques & C.

Comme dans le cas qﬁe nous avons étudié, il y aura donc
deux cylindres conceniriques; & Iintérieur du premier la
valeur du tourbillon est § 4-¢'; & l'extérieur du second, le
tourbillon est nul; enfin,dans la zone annulaire, il varie gra-
duellement, Pour plus de simplicité, toutefois, je supposerai
que ce tourbillon a dans cette zone annulaire une valeur
constante inlermédiaire entre O et - ¢§'; soit ¢ cette valeur.

Posons :
t+cI:a7 ) o

et attribuons 4 ¢’ une valeur moyenne constante, comme dans
I'exemple précédent, telle que :

- (240 =o,
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ce qui exprime que le liquide est en repos & l'extérieur.
Nous tirons de 12 : ‘

Comme la zone de passage est trés mince au début, ¢ est

trés voisin de 1 et ¢’ trésgrand. Seulement, ¢ étant plus grand

1 - . ,
que 3 ces conditions sont instables d'aprés ce que nous avons

vu [141]. .
Supposons que le liquide extérieur, au lieu d’étre en repos,

posséde une certaine vitesse 5. Alors:
’;82 'l— U= ba

il y a encore frotlement, puisque la vitesse est discontinue;
en portant les valeurs de ¢ et de {’ dans les inégalités de con-

dition, nous trouverions encore qu'il y a instabilité.
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FLUIDES PRESENTANT UNE SURFACE LIBRE

143. Jusqu'ici nous n’avons étudié que le mouvement des
liquides indéfinis ou remplissant complétement le vase dans
lequel ils sont renfermés. Nous allons nous occuper mainte-
nant du cas ol les liquides ne remplissent plus compléte-
ment les vases et possédent une surface libre en contact avec
un autre fluide.

Imaginons que les molécules décrivent
des circonférences dont le centre soit sur
'axe des z, et le plan perpendiculaire &

, / cet axe. Si un tel mouvement est possible,
GD/ il sera nécessairement permanent.

~m Si la pression et la densité sont les

mémes lout le long de 'une des circonfé-

g rences, 'équation de continuité est véri- -
Fig. 40. fiée. Tout le systéme est de révolution
autour de Oz, A un instant quelconque, la

vitesse d’'une molécule M (fg. 40) est dirigée suivant la tan-
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gente & la circonférence G, et elle a méme grandeur pour tous
les points de cette circonférence.
Prenons dans le plan ZOM un petit élément de surface :
dans la révolution autour de Oz ‘cet élément engendre une
_ petite surface. Le fluide qui occupe le volume limité par cetle
surface éprouve une rotation autour de Oz et son volume n'est
pas altéré,
Posons :

MP:r::m

La pression p et la densité p sont fonctions seulement de »
et de 3z, d'aprés les hypothéses que nous avons failes. Par
conséquent :

w=o0
ux 4 vy =o
Le demi-carré de la vitesse
u? v?
T= 2

sera aussi une fonction de r et de z seulement.
Si la pesanteur est la seule force extérieure, qui agisse sur

le fluide (I'axe des z étant vertical), nous avons posé [4] :

V=ygz

y = f‘{ﬁ+v.

La fonction ¢ existe a condition que p ne soit fonction que
de p. C’est ce qui arrive si le fluide est un liquide homogéne
ou un gaz qui éprouve des transformations isothermiques ou

adiabatiques.
THEORIE DES TOURBILLONS, 12
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Dans le systeme de notations de Lagrange, les composantes

de l'accélération ont pour expression :

o __du

) de T dit
‘ _B_qf dv

(l) ay - %
o _ dw

dz T dt

(Voir § 4.)
D’autre part, si une molécule décrit une circonférence d'un
mouvement uniforme, 'accélération se réduit & I'accélération

normale :
u? o2 2T

r r

dirigée suivant MP. Ses composantes sont :

- 2T = 2Ty
—_——— —_ 0
rr ror
D'ailleurs:

A __ 3¢ ar

dx” drdx

et par suite : :
o __ 2T

‘ T r

(@) )

% _
Py

- Il faut donc que ¢ ne dépende que de r: il en sera de
méme de%‘kr et de T. La vitesse ne dépend pas de z, et les
tubes tourbillonnaires sont des cylindres de révolution autour

de Oz.
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144. Cas particuliers simples. — Etudions d’abord
quelques cas particuliers simples : ,
1° La vitesse est inversement proportionnelle 4 la dis-
tance r : alors T est inversement proportionnel & 72, ou
T=2

r2

« étant une constante.

dr— 718
et en intégrant, il vient
o
Donc :
8) " ¢ — T = const.

Nous retrouvons I'équation de Bernouilli, ce qui était facile &
prévoir. Cette équation a été démontrée, en effet (24-25), dans
le cas ou il existe une fonction des vitesses, c'est-a-dire ou le

tourbillon est nul et od par conséquent la vitesse varie
1 ,
comme - Actuellement nous supposons 'qu’il y a seulement

un tube de tourbillon, ayant Oz pour axe, et en dehors duquel
le tourbillon est nul : nous.somimes donc placés dans les con-

ditions énoncées,

145. 2° La vitesse est:proportionnelle & la distance 7,
autrement dit le liquide posséde un’mouvement de rotation :

autour de 'axe des z, avec une vitesse angulaire constante :
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il se meut & la fagon d'un corps solide. On a évidemment :
T=ar
@y
Pt Qur
¢ = — ar? 4 const.

ou
(4) ¢ 4 T = const,

Ce résultat était aussi & prévoir.
Rappelons, en effet, que nous avons appelé J [5] l'inlé-~

grale :

J :fuda:—|— vdy + wdz
prise le long d’un arc de courbe, Nous avons démontré que :
dJ
& — [l +am

@y -+ dT élant une différentielle exacte, -le—'; est nul quand la

courbe d’intégration est fermée. Ici, d’aprés 1'équation (4),

¢ - T = const.
ou
ar _
a = °

.

méme quand la courbe d’intégration n’est pas fermée.

En effet, nous avons admis que le liquide tournait d'un ~
mouvement uniforme autour de Oz; la courbe d’'intégration
tourne aussi autour de Oz, sans se déformer. Menons au

point M (£g. 41) un vecteur MV représentant la vitesse. En
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considérant ce vecteur comme une force, J est le travail
qu'effectuerait cette force pendant que le
point parcourt la courbe d’intégration AB.
Quand cette courbe, dans sa révolution
autour de Oz, a pris la position A'B’, le

vecteur M'V'a conservé la méme grandeur

et la méme position relativement 4 A'B’:
M'V’' s’obtiendrait, en effet, en faisant tour-
ner MV autour de Oz, jusqu'a amener M

en M'. Le travail J de la force M'V’, quand o
Fig. 41.

le point M’ parcourt A'B’, est done le

méme que le travail de la force MV quand le point M décrit
AB.

- 146, Forme de la surface libre. — Supposons que la
seule force extérieure agissant sur le fluide soit la pesanteur.

Prenons pour axe des 2 la verticale, en comptant z positi-
vement vers le haut. Dans ces conditions :

V=—gz
dp
=—gz— | =
’ [
Si le fluide est un liquide homogéne :

, p = const.
et

s P
(5) p=—yg "

S'l s’agit d'un gaz dont la température est constante,la

densité p est proportionnelle & la pression, et en désignant
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par B une constante :
p=Ffp
1
(6) V=—gr—g5L0

Enfin, pour un gaz qui subit des transformations adiaba-

tiques :
p'= BpY

en appelant y le rapport ade la chaleur spécxﬁque sous vo-

lume constant ¢ & la chaleur spémfique sous pressmn cons-

tante C. Alors :
(™) b= g5 — o i1
B(1—y)

146 bis. Soit un liquide homogéne sur la surface libre
duquel s’exerce la pression atmosphérique. Si nous appelons p
l'excés de la pression réelle sur la pression atmosphérique,

il faut faire dans I'équation (5) :

p=o

et écrire:
(8) Y = —gz.

¢ est une fonction de r, et cette équation est celle de la
surface libre du liquide.

Supposons qu'il existe un seul tube tourbillonnaire, ayant
la forme d'un cylindre de révolution autour de Oz; le tour-
billon est constant A l'intérieur de ce cylindre, et nul & I'ex-

térieur. Le cylindre possédera donc un mouvement de rotation

uniforme.
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Soit 7y son rayon; & l'intérieur de sa surface, ¢’est-a-dire

pour r < ry, la vitesse est proportionnelle & r, et
T = ar?

A l'extérieur, pour » > 7, il y a une fonction des vitesses et

o©
T= 5
Ces deux expressions de T doivent prendre la méme valeur
en un point de la surface du cylindre, c'est-a-dire pour

r = r,. Donc :

: o
g %
ars — ]
o 2
7o
dou
— ki
o = aro

Calculons an moyen de ces expressions les valeurs de ¢.
A Tintérieur:
¢ 4+ T = const,
donc:
, $=—ar? +GC;
et & Pextérieur:
¢ — T = const,

dong:

r4
=224

Ces formules doivent donner la méme valeur de ¢ quand
on y fait » = r,. Ce qui donne une relation entre les coms-
tantes G et C':

5
ard
72

—ar} +C= + .
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Je puis disposer arbitrairement de la constante (!: chan -
ger sa valeur revient en effet & déplacer le plan des @y paral-
lélement & lui-méme, ce qui a simplement pour effet d’ajouter
une constante & z et, par suite, & ¢. Je vais prendre ¢’ = O.
D’aprés ce choix, nous aurons pour » = oo :

$=o,
et par conséquent :
z=o0.

La surface libre du liquide admet donc un plan asympto-
tique; c’est le plan que nous avions choisi pour plan des xy;
¢’est le niveau du liquide & une distance trés grande de I'axe.
L’équation de la surface libre, rapportée & I'axe de rotation
et au plan asymptolique, sera done :

4° A 'intérieur du tube tourbillonnaire :
9) gz =—ua(rt —ri);

2° A Vextérieur de ce tube:

z ary
(10) gz =— -r—z"

La premiére représente

= un paraboloide : & I'inté-
\ ' rieur du tube, la méri-
dienne de la surface libre

sera un petit arc de para-
bole.

La seconde équation re-

Fig. 42.

présente une surface dont la méridienne est formée de deux
branches asymptotes & I'axe des z (£7. 42). Les deux courbes

se raccordent sur la section du tube de tourbillons.
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Remarquons que z est tonjours négatif; par conzéquent, la
surface libre est située tout entiére au-dessous du plan des xy.
Cetle circonstance ne tient pas aux hypothéses particu-
ligres que nous avons faites; c’est un fait général, comme je
vais le montrer.

En effet : q; est nul pourr = . Donec :

—f—m‘—_—_ 21@5

T et r étant essentiellement positifs, il en sera de méme
de ¢ et, par conséquent, z sera négatif, d’aprés I'équation (8).

Ce résultal ne parait pas conforme & i’observation.,Tous
ceux en effet qui ont eu l'occasion d’observer des trombes
affirment que le liquide est au contraire soulevé, vers le
centre du tourbillon, de maniére & former une sorle de bour-
relet au-dessous de la surface libre. Ce désaccord entre le
calcul et I'observation tient probablement en partie 4 ce que,
dans le calcul, nous avons admis que la pression élait uni-
forme a la surface du liqui;ie; cette condition n'est probable-
ment pas remplie dans le cas d'une trombe; il est douteux
cependant que cette hypolhése ait une influence assez grande
sur le résultat du calcul, pour faire disparaitre la difficulté

que nous venons de signaler.

147, Distribution de la pression dans un gaz, — Si
le fluide en mouvement est un gaz, nous déterminerons son
état en étudiant la maniére dont varie la pression p dans un
plan parall¢le au plan des xy. Si le gaz conserve une tempé-

rature constante, il faut se servir de la formule (8), et on
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trouve dans le plan 2 = z;:

Lo = — Bgzy — B
¢ devient nul & l'infini : soit p, la valeur correspondante
dep:
Loy =— pgzoa‘
d'ol :
r_ _
o ]

Le second membre est négatif, car ¢ est toujours positif,

comme nous venons de le voir;% est donc plus petit que 1,
0

et par conséquent il v a dépression dans l'intérieur du tour-
billon.

Si le gaz subit une transformation adiabatique, c’est la

formule (7) qui convient. Dans le plan z = z,, la pression p
sera donnée par : -

PrY=—f1—y) 5 —B81—1)¢.
A Tinfini, ¢ est nul et p est égal & p,; par conséquent

Pt T =—B( —¥) 7y
d’on :

P —p!T=—B(1 —1y) ¢
Les quantités §, 1 — y, ¢ sont positives, par conséquent

P —pt-T <o,
ou

b < Py

Il y a encore dépression dans l'intérieur du tourbillon.
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148. Cas de plusieurs liquides superposés. — Forme
des surfaces de séparation., — Supposons qu'il n'y ait
que deux liquides. Soient p, la densité du premier, p, sa pres-
sion, p, et p, la densité et la pression du sécond; soient ¢,

et ¢, les fonctions ¢ relatives aux deux liquides :

¥ = — gz, —b

P4
Yy = _gzz_&'

- fa

A la surface de séparation z, = z,, et les pressions doivent

étre égales p, = p,. Mais nous ne savons sur ¢, et ¢, qu'une

chose, c'est que leurs dérivées %\!;71 et %‘;—3 doivent avoir la

méme valeur, De cette condition

Ay . Iy

ar ~ ar
on déduit :
¢, — ¢, = const,
ou
(—1- - —1> p = const.
Pi P2

La pression est donc constante sur la surface de sépara-
tion, et cette surface aura méme forme que la surface libre.
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INFLUENCE DE LA VISCOSITE DES FLUIDES

149. Hypothéses, — Notations, — Lorsqu'il s’agit
d'un liquide visqueux, c'est-d-dire dont les molécules ne
peuvent se mouvoir qu'avec un certain frotlement les unes
contre les autres, il n’existe plus de fonction des forces ; les
forces de frottement dépendent en effet de la vitesse. Le théo-
réeme de Helmholtz, tel que nous 'avons démontré, n’est done
plus applicable.

Jusqu’aujourd’hui, on n'a pu soumettre "ce cas au calcul
qu'en s'appuyant sur certaines hypothéses, plus ou moins
vraisemblables, mais qui sont généralement adoptées.

On admet d’abord que la force due & la viscosité a pour

composante :

KAu, KAv, KAw,

dans le systeme des variables de Lagrange, K étant une cons-

tante.
Ensuite on admet qu’a la surface du vase le liquide est en
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repos, autrement dit que :
U=—=DV==1wWw =0,

enfin que sur un élément dw de cette surface agissent des

forces superficielles, dont les composantes sont :

du
dn

do, EK%ds, 1™

K dn dn

do.
Supposons que les forces extérieures agissant sur le liquide
admettent une fonction des forces V. Les équations de

Lagrange (1) deviendront, en y introduisant la force de

- viscosité :
ES—’;:-%-{—;—:—Z-[—KAu
Q) %=_37”+%+KM
%ﬁ:-%+g—:—'+mw.

Lorsqu'un élément de volume dz du liquide subit un dépla-
cement dont les projections sont dw, dy, dz, le travail effec-

tué par les forces qui admettent la fonction V sera
gdrdV,

et en y ajoulant le travail de la force de viscosité, on obtient
le travail réel :

dG = pdr [dV + K (Audw 4 Avdy + Awdsz)).
Nous poserons encore :

de = pdz. AV
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ou
(2) dV' =dV+4 K(Aude + Avdy + A wdz).
.Seulement, il est essentiel de remarquer que cette nota-
tion dV’' n’a qu'une signification purement symbolique, car

dV' n'est plus une différentielle totale.

Ensuite, nous écrirons :

(3) | dy = dV’ — ‘%

et nous retrouverons les équations (1) sous une forme simpli-

fiée, analogue A celle que nous avions obtenue au § 4.

B_q._«du

Dwzgt-
o __dv
(4) dy T de
o _ dw
dz T dt

en remarquant, comme plus haut, qu'il s'agit seulement de

symboles : d n’est pas une différentielle totale, mais est dé-
fini par la relation (3); A nesont pasles dérivées d’une

méme fonction ¢ (x, y, z), mais seulement les coefficients de
dew, dy, dz dans I'expression de dy.

150. Le théoréme de Helmholtz (5-6) s’exprime par la

relation :
®) | %:ﬂ(dn};—l—dT):O.

L'intégrale prise le long d'une courbe formée est nulle,
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- quand d{ - dT est une différentielle totale, c’est-a-dire quand
il s’agit d’un fluide non visqueux.

Mais, si on ne néglige pas la viscosité, d -}~ dT n’est plus

une différentielle totale. D'aprés les relations (2) et (3), on a

alors :
6)‘(’%: f (dV —"%4- dT) +K [ (Audor-t- dody+-8whs).

La premiére intégrale étendue 3 un contour formé est nulle,
d’aprés le théoréme de Helmholtz (6). I1 reste donc :

(7 Z——': = Kf(Auda: + Avdy | Awdz).

Faisons passer par le contour d’intégration G une surface
fermée quelconque. La courbe G limite une certaine aire A.
Soient I, m, n les cosinus directeurs de la normale & I'élé-
ment dw de l'aire A. Nous avons trouvé,.en appliquant le
théoréme de Stokes (8) :

J:%f(l&+mn+nt)dm
I'intégrale étant élendue & tous les éléments dw de l'aire A;

g, m, { étant définis par les relations (1) du § 9.
Transformons1'intégrale (7) par le méme théoréme, il vient :

. f Audx 4 Avdy 4 Awdz
dAw dAv dAu  dAw dAv dAu
ﬁ“’[ +’_"(W"%>+”< dw " dy )]

Remarquons qu’on peut intervertir I'ordre des différentia-~
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tions et écrire:

dhw _ \dw
dy = " dy
div _ v
dz ~—  dz

ou en retranchant membre & membre:

dAw  dAv dw dv
dy Az (dy - dz> = 24%.
En transformant de méme les autres termes, on arrive fina-

lement a la -formule:
dJ
(8) ==K f (1AE 4+ mAn 4 nAY) do.

151, Conditions nécessaires pour que lethéoréme de
Helmholtz soit encore applicable. — Nous avons démon-
tré [14] que, d'aprés le théoréme de Helmholiz, les surfaces
de tourbillon et, par conséquent, les lignes de tourbillon se
conservent dans le mouvement du liquide, si on néglige les
forces de viscosité ou de frottement. Si on tient compte de
ces derniéres forces, il peut n'en étre plus de méme en géné-
ral. Le théoréme ne sera plus vrai que dans des conditions
particuliéres que nous nous pfoposons de déterminer,

Le théoréme de Helmholtz [8] s'exprime par la condition :

dJ

—_——0

dt

Lelong d'une courbe tracée sur une surface de tourbillon,

J=o0
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puisque tout le long de cette courbe le tourbillon est repré-

senté par un vecteur tangent a 14 surface.

Pour que %I reste nul quand on introduit les forces de vis

cosité, il faut que :
INE+ Ay f-nAL =0

d’aprés I'équation (7). A
Cette relation exprime que le vecteur (A, Ay, AZ) se trouve
dans le plan de I'élément dw. Tracons ce vecteur : s'il est tan-

gent a la surface J=0 et au bout du temps dt, on a encore

J=o0. Puisque' ZZ_Z;I = (0, la surface de tourbillon est conservée.

Si nous voulons que les lignes de tourbillon se conservent, il
faut qu'un- élément queleconque de ces lignes reste constam-
ment langent au vecteur tourbillon. Il est nécessaire alors que
le plan de 'élément dw contienne A la fois les deux vecteurs,
et comme cela doit avoir lieu pour un élément dw quelconque
passant par le tourbillon, il faut que ces deux vecteurs se con-

fondent en direction, autrement dit que :
9 - ==
©) : 3 " 4
En général, celte condition ne sera pas remplie et les lignes

de tourbillon ne se conserveront pas.

152, Dans le cas particulier oi il existe une fonction' de
vitesses, le tourbillon est nul, on a donc : -

E:yl_—_c.:.—o,

et par suite A, An, A{ sont identiquement nuls. Pour une
TBEORIE DES TOURBILLONS, ‘ 13
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courbe quelconque, nous pouvons écrire :,

Et la fonction des vitesses subsistera donc & un instant
quelconque. o

Cette conséquence de nos raisonnements parait constituer
une objection contre les hypothéses qui leur ont servi de
point de départ.

153. Cas particuliers ol les lignes de tourbillon se
conservent. — Supposons que dans un liquide indéfini les
lignes de tourbillon soient des droites paralléles aYaxe des 7,
¢ et v sont nuls, ainsi que A% et Av: mais § et A{ sont diffé-
rents de 0. Les conditions (9) sont remplies, et les lignes de
tourbillon se conservent. Il suffit dailleurs, pour le démon-
trer, de s’appuyer sur des considérations de symétrie,

Gonsidérons, en effet, un plan quelcon‘que paralléle au plan
des wy. Ce plan est un plan de symétrie, quel’on tienne compte
ou non du froltement. Si, au début du mouvement, les lignes
de courant sont planes et situées dans des plans paralléles au
plan des wy, elles resteront toujours dans ces plans par raison
de symétrie, indépendamment du frottement.

Seulement, dans les conditions acluelles, § ne conserve plus

sa valeur, et g n’est plus nul.

Prenons, en effet, comme contour d'intégration, la section
droite d’un tube tourbillonnaire. En raison de ce choix, il

faul faire :
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et il vient :

(10) I =2 [tdo
Sl |
(11) = 2KfAtdw.

La section du tube de est constante: en effet, le volume
limité par ce tube et deux plans z = z, et = z, est constant,

d’aprés 1'équation de continuité. Ce volume est égal a
(2) — 7,) do.

#, et z, restent constants, puisque la vilesse est toujours
paralléle au plan des @y, donc dw est constant.
Différentions 1'équation (9) par rapport & #, il viendra

dong :
ay o [dg
12) 5= ﬁ”dw. .
Comparons ces deux expressions deﬂ: comme les inté-

dt
grales sont étendues a la méme aire, il faut que

| dg

(13) < = KAL.

ds

¢’est-a-dire en suivant une molécule dans son mouvement.

La dérivée eld est calculée avec les variables dé Lagrange,

Cette équation (13) est analogue a celle qui représente la
propagation de la chaleur par conductibilité. Seulement, dans
ce dernier probléme, on regarde d'ordinaire les molécules .
comme immobiles. Ici au contraire { varie comme varierait

la température du liquide, §’il possédaitle méme mouvement,
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et que % fat son coefficient de conductibilité; mais il se pro-
duirait aussi, dans ces conditions, un transport de chaleur

par convection.

154. Extension des théorémes généraux., — Nous
avons démontré (n* 65 et suiv., 113 et suiv.) quelques théo-
rémes applicables aux liquides dans lesquels il ne se produit
pas de froltement ; quelques-uns seront encore vrais.

Soit, en effet, un liquide indéfini dans lequel les tubes tour-
billonnaires sont des cylindres paraliéles & Oz.

Nous avons vu [16] que, en considérant { comme la densité

d'unc matiére atlirante répandue sur le plan des xy, la masse
totale M = f {dw de cette matiére fictive est constante (l'in-

tégrale étant étendue & tous les éléments dw du plan des xy).
La masse ainsi définie est encore constante quand le liquide
éprouve des frottements.

En effet, différentions:

’M =ﬁdu) |

par rapport au temps, en remarquant que dw est constant ;
il vient : '

‘ M (r,
(12) e _ﬁtdw = K [atdo.

Je dis que celle intégrale est nulle. Pour le démontrer,

appliquons la formule de Green :

dv du
f(u% — v%> ds _.f(uAv — vAu) dw
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4 un cercle de rayon trés grand, en supposant que les fonc-
tions u et v ou l'une d’elles s’annulent & l'infini; Vintégrale du

premier membre est nulle, et il reste :

ﬁAvdw = ﬁAudw.

Faisons maintenant

N

et nous trouverons :

(15) ) fAde =o.

Donec
M = const.

155, Le centre de gravité de ‘ces masses fictives est fixe,
méme quand il y a frottement. -
En effet, les coordonnées de ce centre de gravité sont défi-.

nies par les équations :

Mz, =‘/&wd¢»
My, :ﬁydm.
Différentions la premiére par rapport a ¢, il vient :
doy dg ‘
M p _ﬁudu) + dta.‘dw,
puisque dw est constant. La premiére intégrale est nulle, car

I'existence du froltement influe senlement sur la valeur des

dérivées de u et de v, non sur les valeurs elles-mémes de ces
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fonctions. Il reste donc : -

@y (R i —
M= __fdt wdo =K [ Atado.

Appliquons encore le théoréme de Green en faisant :

« étant du premier degré, Az est nul.

Par conséquent :

(16) f . Aldo = f tAwdo = o.

dx
D’otl EO = o, et z, est une constante.

. Lemémeraisonnement conduit & laméme conclusion pour y,,.

156, Le moment d'inertie I des masses fictives par rapport
& un axe paralléle & Oz est constant, quand il n’existe pas de
frottement, Mais, quand il existe des frottements, ce méme

moment varie proportionnellement au temps,

En effet :
I ::ft(w’ + ¥?) deo

a % (au —]- yv) do -I—f(% (@? 4+ y?) do.

et
gz p—1l
" La premiére intégrale est nulle, comme s'il 0’y avait pas

de frottement, puisque la présence du frottement n’affecte pas

les valeurs de « et de v. En tenant compte de I'équation (12),
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on a:

dl

d A}
dq_ d—f(wﬁ ) do = K‘/‘Al:,(ao2 + 3?) do.

Le théoréme de Green pour v = «? + y*, v = { donne :
S @ + v e = [t (@249 do,

soit en remarquant que :
Afad 4y =14,

f (@2 + 2 Alde = 4 f Ldw = 4M,

et enfin :

dl :
(47) o= 4K,

La dérivée %i est constante et par suite I varie proportion-

nellement au temps; il serait aisé d’ailleurs de calculer la

rabidité de cette variation.

~

15%. Application 4 un cas simple, — Supposons qu'a
lorigine § dépende seulement de la distance & I'axe des 2,
r= \/a;_2-|-_y” Par raison de symétrie, cette condition subsis-
tera toujours. La vitesse en un point sera perpendiculaire au
rayon vecteur abaissé du point pef'pendiculairement&l’axe Oz.
Le point décrit une circonférence ayant son centre surI'axe Oz
et située dans un plan perpendiculaire a cet axe. A cause de
la symétrie, le point restera. sur cette circonférence, méme

8'il y a frottement ; mais, dans ce dernier cas, la vitesse cessera |
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d’étre uniforme. En effet { est une fonction de » et de £. Done

dZ: bc DC dr
+ rde
. . dr
Mais puisque » = const, > est nul, et on a simplement:
&% _
=0 = AL

ou, d'aprés une formule bien connue, puisque § ne dépend
que der:

d d? 1d
W B4l

rdr

1l s’agit d’intégrer cette équation différentielle.

Considérons 'intégrale :

+oo % -
zzf e * F(z + aVi)de,
- o0

% étanl une constante. Nous aurons :

+®
az -
" f e A F X da
~o 2t
Intégrons par parties :
3 2
dZ : _."‘_( h) F/J+oc h ptoo %
—=le r{—=) = - e " Fda.,
a= )Rl a e

Le terme intégré étant nul aux deux limites, cette expres-

sion se réduit a :

4f e _a—F"da.
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D’autre part :

donce :

D’une maniére un peu plus générale, considérons 1'inté-

grale :
_ff ~3F F(ao—l— Vo, 5 4 o V) dudp.

Si, pour un’instant, nous regardons y et ' comme des
constantes, Z est fonction seulement de x et de , et d’'aprés
ce qui précéde :

Si de méme nous regardons x et + comme des constantes :.

a _nez,
di " 4dy?

D’autre part, nous avons :

dZ _dZd~x  dZd7

@* o ddt Tar @ +m
ou :
dZ  h
S =34z

Il nous suffit, pour identifier cette équation avec I'équa-

tion (12), de poser :

h = 4K,

I

K étant essentiellement positif,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



202 INFLUENCE DE LA VISCOSITE DES FLUIDES

En prenant ensuite

C-‘:Z,

nous pourrons calculer { & un instant quelconque.
Pour choisir la fonction F, il faut connaitre la valeur de §

& l'origine du temps, car pour ¢ = o

024-88

% =ffe"az+p, F(z, y) dads = F(, y)ffe“-hp‘dadp.

Or:
a2+ 3

‘[fe—TE-dadp =7Z:’

et par conséquent

ézluation qui détermine F.

Si la valeur initiale de { ne dépend que de r, F ne dépen-
dra non plus que de », et il sera possible de déterminer f &
une époque quelconque, si rien ne vient déranger la symétrie,

_ ou si les conditions de stabilité sont remplies. .

158. Théoréme de Helmholtz dans le mouvement
relatif, — Le théoréme de Helmholtz exprime que l'inté-

grale

J = fudz 4 vdy + wdz

r
v

est constante quand il y a une fonction des forces. Dans le cas

du mouvement relatif, il n'y a plus de fonction des forces: le
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théoréme n’est plus vrai. On a :

dl

3 =Jav+ar
avec

dl,l) —_— dv — ?’

quand il existe un potentiel V.
S'il n’existe plus de potentiel

4y = Xdw + Ydy 4 Zdz — %’9.

Si le mouvement d’entrainement est par exemple une rota-
tion autour de 'axe terrestre avec une vitesse angulaire wg,

on aura :
Xdz 4 Ydy + Zdz = dV 4 20, (vdx — udy)

d’aprés le théoréme de Coriolis, en comprenant dans le poten-
tiel V la force centrifuge ordinaire, I'axe des z étant I'axe de

r»otation. 11 vient Ialors :
A [@v + am) + foo, (vdr — udy).
dt AL

La premiére intégrale est nulle, et il reste :

dl '
o= 2“’9[ (vdze — udy)'.

Soit G la courbe d'intégration; projetons-la sur le plan
des wy; soit A l'aire limitée par celte projection (fg. 43),
soient M et M’ deux points infiniment voisins : les projections
de MM’ sur les trois axes sont dw, dy, dz. Au bout du temps d,
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204 INFLUENCE DE LA VISCOSITE DES FLUIDES

les diverses molécules qui se trouvaient sur C viennent surC’
et, en particulier, M vient en M, et M’ en M'4; Les projections
de MM, sont udt, vdt, wdt. Le quadrilatére MM'M, M est assi-
milable & un parallélogramme dont la
projection sur le plan des @y limite une
aire égale a ;

Jdt (vdew — udy). -

L'intégrale

Fig. 43.

dz] (vda — udy)

représente donc la variation %dt de l'aire A pendant le temps
dt. Par conséquent. :

dl dA

7= 2‘”0%
et

J = 20,A -} const,
et si J, et A, sont les valeurs initiales de J et de A, on aura :

I = 2w4A 4 -} const
J—J, =20, (A — Ay).

Soit (fg. 44) un cercle de rayon r,.
Les molécules situées sur cette circon-
férence sont primitivement en équilibre

latif | t & la surface de la :
relatif par rappor r Fig. &.
terre. Donc :

‘ A, = ar}sin},
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2 étant la latitude et

Jo=o.

S'il se produit une perturbation, un appel d’air vers le
“centre du cercle, les molécules viennent au bout d’un certain
temps occuper une courbe fermée, assimilable & une circon-

férence de rayon », Dans celte nouvelle position :
A = nr?sind
J = 20y7 (#2 — #) sin .
Il se produira alors une rotation : soit w la vitesse angu-

laire de cette rotation ou la composante verticale du tour-
billon il viendra

J = 2|wds,

de étant un élément de surface, ou en supposant o constant
J =20 [ds = 20mr?,
Egalant les deux expressions de J, on trouve :
® = w,sin A (i —;—%)'

. T . . N
Si oy est assez petit, o deviendra trés grand et aura tou-
1}

jours le méme signe, c'esl-a-dire que la rotation sera toujours
dirigée dans le méme sens. '
(’est 1a I'une des explications proposées pour la formation

des cyclones atmosphériques.
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