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SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES

I)I2S

MOUVEMENTS DE L'APOGÉE ET DES NŒUDS

DE L'ORBITE LUNAIRE.

Connaissance des Temps pour l'an VIII (23 septembre 1799-22 septembre 1800);
pluviôse an VI (février 1798).

J'ai donné, dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1786 (' ),
la théorie de l'équation séculaire du mouvement de la Lune, et j'ai
observé que les mouvements des nœuds et de l'apogée de son orbite
sont assujettis à de semblables inégalités. Dans la détermination de
leur valeur, je n'ai eu égard qu'à la première puissance de la force
perturbatrice, ce qui est d'une grande précision relativement à l'équa¬
tion séculaire du moyen mouvement; mais on sait que cette puissance
ne donne que la moitié du mouvement de l'apogée de la Lune; l'autre
moitié est principalement due aux termes dépendants de la seconde
puissance de la force perturbatrice et résulte de la combinaison des
deux grandes inégalités, la variation et Yévection. Cette remarque,
l'une des plus importantes que l'on ait faites sur le système du monde,
et dont on est redevable à Clairaut, nous prouve la nécessité d'avoir
égard au carré de la force perturbatrice dans le calcul de l'équation
séculaire du mouvement de l'apogée.

Pour cela, il est nécessaire d'analyser avec soin tous les ternies

(') OEuvres de Laplace, L. XI, p. 241.
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h SUD LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS

dépendants du carré de l'excentricité de l'orbe terrestre, qui entrent
dans l'expression du mouvement de l'apogée lunaire, et dont les inté¬
grations augmentent considérablement les valeurs. Le résultat de cette
épineuse analyse, dont je réserve le détail pour les Mémoires de l'In¬
stitut national ('), m'a donné, dans le mouvement de l'apogée, une

équation séculaire soustraclive de sa longitude moyenne, et qui esta
l'équation séculaire du moyen mouvement à fort peu près dans ie
rapport de 33 à 10; en sorte que le mouvement de l'apogée se ralentit
lorsque celui de la Lune s'accélère. Dans les Mémoires cités de l'Aca¬
démie, les termes dépendants de la première puissance de la force
perturbatrice m'ont donné l'équation séculaire du mouvement de
l'apogée, égale à f de celle du moyen mouvement; les termes dépen¬
dants du carré de la force perturbatrice, qui doublent le mouvement
de l'apogée, dû-h la première puissance de cette force, augmentent
donc, dans une raison plus grande encore, l'équation séculaire de ce
mouvement.

L'équation séculaire de l'anomalie étant la somme de l'équation
séculaire du moyen mouvement et de celle du mouvement de l'apogée,
prise avec un signe contraire, elle est égale à ~ de l'équation sécu¬
laire du moyen mouvement, et, par sa grandeur, elle doit influer très
sensiblement sur les observations anciennes.

J'ai considéré de la même manière l'équation séculaire du mouve¬
ment des nœuds de la Lune sur l'ôcliptique vraie; il résulte de ce que

j'ai prouvé dans les Mémoires cités que, en n'ayant égard qu'à la pre¬
mière puissance de la force perturbatrice, le mouvement des nœuds
de la Lune est assujetti à une équation séculaire additive à leur longi¬
tude moyenne et égale aux f de l'équation séculaire du moyen mouve¬
ment lunaire. Le mouvement des nœuds est dû principalement aux
termes dépendants de la première puissance de la force perturbatrice ;
ces termes donnent un mouvement qui surpasse un peu le mouvement
observé; mais l'inégalité principale de la latitude, en se combinant

(') OEavres de Laplace, t. XII, p. 19t.
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I)E L'APOGÉE ET DES NŒUDS DE L'ORBITE LUNAIRE. S

avec celle de la variation, produit dans l'expression du mouvement
des nœuds un terme dépendant du carré de la force perturbatrice et
qui, en le diminuant, le fait coïncider à fort peu près avec l'observa¬
tion. En ayant égard au carré de cette force, je trouve que l'équation
séculaire des nœuds est ~ de celle du moyen mouvement et additive
à leur longitude moyenne; en sorte que le mouvement des nœuds se
ralentit, comme celui de l'apogée, lorsque le moyen mouvement de
la Lune s'accélère, et les équations séculaires de ces trois mouve¬
ments sont dans le rapport constant des trois nombres 7, 33, 10.
L'excentricité de l'orbe lunaire et son inclinaison à l'écliptique vraie
restent constamment les mômes.

Les siècles à venir développeront ces grandes inégalités qui produi¬
ront, un jour, des variations au moins égales au ~ de la circonférence,
dans le mouvement séculaire de la Lune, et au - de la circonférence
dans le mouvement séculaire de son apogée. Ces inégalités ne vont pas

toujours croissantes; elles sont périodiques comme celles de l'excen¬
tricité de l'orbe terrestre dont elles dépendent, mais elles ne se réta¬
blissent qu'après des millions d'années; elles doivent, à la longue,
altérer les périodes imaginées pour embrasser à la fois des nombres
entiers de révolutions de la Lune, par rapport à ses nœuds, à son

apogée et au Soleil, périodes qui diffèrent sensiblement dans les
diverses parties de l'immense période de l'équation séculaire. La
période luni-solaire de six cents ans, dont l'origine est inconnue,
a été rigoureuse à une époque à laquelle on peut remonter par l'ana¬
lyse, et qui serait celle de sa formation, si l'on était certain qu'elle
fût exactement déterminée.

Déjà les observations ont fait reconnaître l'équation séculaire du
moyen mouvement de la Lune, telle, à fort peu près, que je l'ai con¬
clue de la loi de la pesanteur universelle et qu'elle a été employée
dans les nouvelles Tables de la Lune; mais on n'a point encore eu

égard à l'équation séculaire de son anomalie. Pour constater son
influence sur les observations anciennes, j'ai prié le citoyen Bou¬
vard de comparer à ces Tables toutes les éclipses que Ptolémée nous
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G SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS

a transmises et celles que les Arabes ont observées. Ce travail, impor¬
tant pour la théorie de la Lune, ne laisse aucun doute sur l'existence
de l'équation séculaire de l'anomalie. Son introduction nécessite un

changement dans le mouvement de l'anomalie de la Lune; car il est
visible que les astronomes, n'ayant point eu égard au ralentissement
de l'apogée, ont dû trouver, par la comparaison des observations
modernes aux anciennes, son mouvement séculaire trop grand de
quelques minutes, de même qu'ils trouvaient le moyen mouvement
de la Lune trop petit lorsqu'ils ne tenaient point compte de son équa¬
tion séculaire. En déterminant ces mouvements par l'ensemble des
anciennes éclipses, on voit qu'il faut augmenter de 4", 7 par siècle le
moyen mouvement svnodique actuel de la Lune, et de 8'49" le moyen
mouvement séculaire de son anomalie. Le premier de ces résultats
nous prouve, par sa petitesse, l'exactitude des moyens mouvements
des Tables du Soleil et de la Lune. Le second résultat est confirmé par
les observations de la Lune que Lahirc fit vers 1680, et qui, compa¬
rées à celles que Maskeline a faites un siècle après, ont donné sept
minutes et demie pour l'accroissement du mouvement séculaire de
l'anomalie de nos Tables.

Avec ces changements et l'équation séculaire de l'anomalie, les
Tables satisfont aux anciennes éclipses, aussi bien qu'on peut l'at¬
tendre de l'imperfection de ces observations; mais, avant de présenter
le Tableau de leurs différences, je vais comparer les corrections que

je propose aux Tables du Soleil et de la Lune que Ptolémée a don¬
nées dans son Almageste.

Les époques et les moyens mouvements de ces Tables sont le résultat
d'immenses calculs faits par cet astronome et par Hipparque sur les
éclipses de Lune : malheureusement, le travail d'Hipparque ne nous
est point parvenu; nous savons seulement, par le témoignage de Pto¬
lémée, qu'Hipparque avait mis le plus grand soin à choisir les éclipses
les plus propres à déterminer les éléments qu'il cherchait à connaître.
Ptolémée, deux siècles et demi après, ne trouva rien à changer, par de
nouvelles observations, au moyen mouvement de la Lune établi par
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DE L'APOGÉE ET DES NŒUDS DE L'ORBITE LUNAIRE. 7

Hipparque; il ne corrigea que très peu les mouvements des nœuds et
de l'apogée : il y a donc tout lieu de croire que les éléments du mou¬
vement lunaire des Tables de Ptolémée ont été déterminés par un très
grand nombre d'éclipsés dont cet astronome n'a rapporté que celles
qui lui paraissaient le plus conformes aux résultats moyens qu'Hip-
parque et lui avaient obtenus. Les éclipses ne font bien connaître
que le moyen mouvement synodique de la Lune et ses distances à
ses noeuds et à son apogée; on ne peut donc compter que sur ces
éléments, dans les résultats de Ptolémée : or cet astronome fixe à

rjo°?>r]' l'élongation moyenne de la Lune au Soleil, au commencement
de l'ère de Nabonassar, à midi temps moyen à Alexandrie; cette
époque répond au 25 février de l'année 746 avant l'ère vulgaire,
à 22h8m39s, temps moyen à Paris supposé plus occidental qu'Alexan¬
drie de ih5im2is. Les Tables du Soleil et de la Lune, insérées dans la
troisième édition de YAstronomie de Lalande, donnent 68° 5g'27" pour

l'élongation moyenne de la Lune au Soleil, à cette époque, sans avoir
égard à l'équation séculaire de la Lune et en partant du moyen mouve¬
ment lunaire actuel que Delambre a déterminé par un grand nombre
d'observations de d'Agelet, comparées à celles de Lahire. La diffé¬
rence i°37'33" entre ce résultat et celui de Ptolémée indique évi¬
demment l'équation séculaire de la Lune. Celle que j'ai tirée de la
loi de la pesanteur universelle devient i°4o'2o'/ à la première époque
des Tables de Ptolémée, ce qui donne 70°39'47" pour l'élongation
correspondante de la Lune, suivant les Tables actuelles, en ayant
égard à son équation séculaire, résultat qui ne surpasse que de 2'47"
celui de Ptolémée. Si l'on augmente de 4"» 7 Par siècle le moyen
mouvement synodique actuel, cette élongation devient 7o°37'54",
plus grande seulement de 54" que celle de Ptolémée. On ne devait
pas espérer un si parfait accord, vu l'incertitude qui reste sur les
masses de Vénus et de Mars, dont l'influence sur la grandeur de
l'équation séculaire de la Lune est sensible : le développement de
cette équation est une des données les plus avantageuses que l'on
puisse employer à la détermination de ces masses, et l'accord que
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S SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS

je viens de trouver confirme les valeurs que je leur avais assignées.
L'accélération du mouvement de la Lune se manifeste encore

dans les moyens mouvements des Tables de Ptolémée; elles donnent
a34° 19'55" pour le mouvement synodique de la Lune, dans l'inter¬
valle de 810 années égyptiennes. Le moyen mouvement actuel, cor¬

rigé par ce qui précède, donne 235° 3'i5" pour cet excès, plus grand
que le précédent de 43'20" : ainsi l'équation séculaire du mouvement
de la Lune est prouvée à la fois par son élongation au Soleil à la pre¬
mière époque des Tables de Ptolémée, et par le moyen mouvement
synodique de ces Tables.

Considérons présentement le mouvement de l'apogée. Ptolémée
fixe l'anomalie moyenne de la Lune à 268°49' Pour 'a môme époque.
Cette anomalie, suivant les Tables actuelles, était de 265° 15' 1", plus
petite que la précédente de 3°33'59"; cette différence augmente
encore et devient 7°9'59", en vertu de la correction que nous fai¬
sons au moyen mouvement séculaire de l'anomalie; l'équation sécu¬
laire de ce mouvement est donc indiquée par cette différence qui la
représente. On a vu que cette équation est quarante-trois dixièmes
de celle du moyen mouvement, et par conséquent de 7°it'26" à la
première époque des Tables de Ptolémée, ce qui ne diffère que de
x'27" du résultat donné par l'anomalie moyenne de ces Tables, à la
même époque.

L'accélération du mouvement de l'anomalie se manifeste encore

dans le mouvement de l'anomalie moyenne des Tables de Ptolémée :
elles donnent 222°io'57" pour l'excès de ce mouvement sur un
nombre entier de circonférences, dans l'intervalle de 810 années

égyptiennes; les Tables actuelles donnent, en ayant égard aux cor¬
rections que je propose, 224°59'33" pour cet excès, plus grand que
le précédent de 2°48'36" : ainsi l'équation séculaire de l'anomalie
est prouvée à la fois par l'anomalie moyenne des Tables de Ptolémée
à leur première époque, et par le mouvement qu'elles supposent à
cette anomalie.

Yoici maintenant le Tableau des résultats du citoyen Bouvard,
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DE L'APOGÉE ET DES NŒUDS DE L'ORBITE LUNAIRE. 9

relativement à vingt-sept éclipses anciennes, les seules qui aient été
observées avec assez d'exactitude pour en faire usage dans les cal¬
culs astronomiques. On n'a fait d'autre correction aux temps vrais
indiqués par Ptolémée que celle qui résulte de la longitude mieux
connue de Babylone et de Rhodes. Ptolémée suppose Babylonc de
5om, en temps, plus orientale qu'Alexandrie. Suivant les observations
de Beauchamp, faites à Hella qui paraît être près de l'emplacement
de l'ancienne Babylone, cette ville devait être de 57m à peu près à
l'orient d'Alexandrie; c'est cette longitude que l'on a employée. Pto¬
lémée place encore Rhodes sous le méridien d'Alexandrie; et, d'après
les observations modernes, il est plus occidental d'environ 8œ. On a

supposé, avec Albatenius, Aracte de 4°m à l'orient d'Alexandrie, et
Antioche de i5m à l'occident d'Aracte.

Pour avoir les corrections séculaires des mouvements de la Lune

et de son anomalie on a formé, pour chaque éclipse, une équation de
condition entre ces inconnues; on a ajouté toutes ces équations, après
les avoir disposées de manière à rendre positifs tous les coefficients
de la première inconnue, et ensuite ceux de la seconde inconnue.
Ces deux sommes ont donné deux équations au moyen desquelles
on a trouvé les corrections précédentes.

Les éclipses marquées d'une étoile sont des éclipses de Soleil; dans
la colonne des excès des lieux calculés de la Lune sur ceux du Soleil,
la longitude de la Lune est augmentée de six signes, lorsqu'il s'agit
d'une éclipse de Lune, et l'on n'a point appliqué d'équation séculaire
à l'anomalie; dans la colonne des excès avec la nouvelle équation, ces
excès ont été calculés en augmentant de 4">7 le mouvement séculaire
synodique des Tables, et de 8'49" le mouvement séculaire de l'ano¬
malie, et en ayant égard à l'équation séculaire de ces mouvements.

QEuvres de L. — XIII.
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10 SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS

Tableau des éclipses anciennes, comparées aux Tables de la troisième édition
de /'Astronomie de Lalande.

Excès

T. M. —

de Lieux des lieux avec

Avant la conjonct. du do la
l'èro vulgaire. à Paris. Soleil. la Lune. nouv. équat

720. 19 mars
h m

6.53
s 0 , „

11.21.37.23
/ //

+ 10.57
r n

— O. 2

719. 8 » 9.35 11.10,46.45 +33.12 +12.57
719. ier soptembro. 5.49 5. I. 2.32 — 9.52 + 6.38
620. 21 avril 14-48 0.24.29.37 +40.35 +21.40
S22. 16 juillet 8. 2 3.16.34.47 + 3.3g — 9-5I
501. 19 novembre.. 8.26 7.21.56.33 + 4-59 — 14. 0
490. 25 avril 8.27 0.28.36.28 +21.14 +22. 7
382. 22 décembre .. 1G.24 8.27. 3-46 —34.55 —27.45
381. 18 juin 5.55 2.20.33.22 —20.58 + o.58
381. 12 décembre.. 8.10 8.16.i5.45 + 8.28 — 3.32
200. 22 septembre.. 5. 3 5.26. 0.48 — 3.10 — g.i3
199. 19 mars 10.44 11.25.3o.26 — 15.33 -14.40
199. 11 septembro.. 12.19 5.15. 8.22 —12.55 — 11.22

173. 3o avril 12.3o 1. 5.47.13 + 3.5o + 10.35
140. 27 janvier 8.5i 10. 4.39. 5 + 4.31 +10.34

Après
l'èro vulgaire.

125. 5 avril 6.25 0.14.18.21 —16.18 —iG.11
133. 6 mai ■ 9-" 1.14•i5.33 + 10.42 + 6.58
134. 20 octobre 9. 1 C.26.18.28 + 0.34 — 2.53

136. 5 mars . I4.l3 II.14.43.44 4- 9.86 + 11.39
364*. 16 juin 1.49 2.25. 5.29 —19. 3 — 16.49
883. 23 juillet 5.37 4. 3.59.56 -f- 8.41 + 7.I3
891*. 7 août . 22.3o 4.19.11. 2 — 1.12 + 0.5g
901*. 22 janvier . i8.35 10. 8.25.11 + 5.49 + 3.58

901. 2 août I3.I2 4.14-33. 0 + I3.38 +12. 8
977*. 12 décembre .. . 19.28 8.27. 4.22 — 2. 7 — 3.56
978*. 8 juin i .3o 2.21.5o.12 — 3.24 — 3. 9
979. 14 mai . 4-3O 1.27.53. 7 + 5.49 + 4-47

On voit, par ce Tableau, que les corrections proposées diminuent
les grandes erreurs des Tables, ainsi que la somme de toutes les
erreurs qui, prises positivement, sont de 2G6' au lieu de 326'. En
général, on doit peu compter sur l'exactitude de ces anciennes obser¬
vations; elles ne peuvent servir que par leur nombre et par le grand
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DE L'APOGÉE ET DES NŒUDS DE L'ORBITE LUNAIRE. 11

intervalle qui nous en sépare. Malgré leur imperfection, elles prouvent
incontestablement l'existence des équations séculaires du mouvement
de la Lune et de son anomalie, la nécessité d'y avoir égard et celle
d'accélérer le mouvement de l'anomalie donné par nos Tables. Je ne
balance donc point à proposer aux astronomes : i° d'accroître d'en¬
viron 8', 3o" par siècle, le mouvement de cette anomalie, qui me paraît
avoir été bien déterminée, pour le commencement de 1750, par les
observations de Bradley; 20 d'appliquer à ce mouvement une équa¬
tion séculaire additive égale à de celle du moyen mouvement. Je
ne doute point que ces corrections n'augmentent l'exactitude de ces
Tables si importantes pour la navigation et la géographie, et qui
sont d'une grande précision relativement aux inégalités périodiques,
mais que leurs erreurs sur les moyens mouvements écartent déjà
d'une demi-minute, au moins, des observations faites dans ces der¬
nières années, vers l'apogée de la Lune.

ADDITION AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT.

Albatenius, le plus célèbre des astronomes arabes et très exact ob¬
servateur, corrigea les éléments des Tables lunaires de Ptoléméc; il
trouva que le moyen mouvement synodique de ces Tables satisfaisait
aux éclipses observées de son temps, c'est-à-dire 1620 années égyp¬
tiennes environ après leur première époque. Dans cet intervalle, leur
mouvement synodique a surpassé un nombre entier de circonférences
de io8°39'5o". Le mouvement synodique des Tables actuelles, aug¬
menté de 4">7 par siècle, a surpassé dans le même intervalle de
temps un nombre entier de circonférences de no°6'46". La diffé¬
rence, i°26'56", représente la différence des équations séculaires de
la Lune, à la première époque des Tables de Ptolémée, et 1620 années
égyptiennes après. Cette différence, par nos Tables, est i°28'i4", ce
qui ne surpasse la précédente que de i'i8". Cet accord remarquable est
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12 SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS

une nouvelle confirmation de la valeur que j'ai assignée à l'équation
séculaire de la Lune ; ainsi cette équation est confirmée par les époques
des Tables de Ptolémée et par les observations d'Albatenius. Les résul¬
tats de ces deux astronomes étant fondés sur la comparaison d'un
grand nombre d'éclipsés dont ils n'ont rapporté qu'une très petite
partie, on doit y avoir au moins autant de confiance qu'aux éclipses
mêmes qu'ils nous ont conservées et avec lesquelles ces résultats sont
parfaitement d'accord. On peut donc en faire usage pour déterminer
la correction du mouvement séculaire du nœud, donné par nos Tables,
car il est clair que les astronomes n'ayant point eu égard à son équa¬
tion séculaire ou à son ralentissement, ils ont dû trouver, par la com¬

paraison des observations anciennes et modernes, un mouvement
séculaire trop rapide.

Ptolémée ne considère point séparément le mouvement des nœuds;
il réduit directement en Tables la distance de la Lune au terme de sa

plus grande latitude boréale, c'est-à-dire, à la position de son nœud
ascendant, augmenté de 90° suivant l'ordre des signes. Il fixe cette
distance à 354°i5', au commencement de l'ère de Nabonassar. Sui¬
vant les Tables actuelles, cette distance devait être 352°45'i9", sans
avoir égard aux équations séculaires; mais l'équation séculaire du
nœud étant ^ de celle du moyen mouvement, l'équation séculaire de
la distance de la Lune au terme de sa plus grande latitude est^ de
celle du moyen mouvement, et, par conséquent, elle était de 3o'6" à
la première époque des Tables de Ptolémée. En l'ajoutant à 3o2°45'i9",
011 a 353°i5'25"pour la distance de la Lune au terme de sa plus grande
latitude boréale, suivant les Tables actuelles, et en ayant égard aux

équations séculaires. Cette distance est plus petite de 35" que sui¬
vant Ptolémée, ce qui indique que le mouvement séculaire du nœud
des Tables actuelles est trop grand d'environ 2'20".

Albatenius trouva, par les éclipses observées de son temps, qu'il
fallait diminuer de 27' la distance de la Lune à son nœud, conclue par
les Tables de Ptolémée. Dans l'intervalle de 1620 années égyptiennes,
le mouvement de la Lune par rapport à son nœud, suivant ces Tables,
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DE L'APOGÉE ET DES NŒUDS DE L'ORBITE LUNAIRE. 13

a surpassé un nombre entier de circonférences de 75°x4'44"; en l'ajou¬
tant à 354° 15', distance de la Lune au terme de sa plus grande latitude
boréale, au commencement de l'ère de Nabonassar, on a 69°29'44"
pour cette distance, 1620 années égyptiennes après; et en la dimi¬
nuant de 27', d'après les résultats d'Albatenius, elle devient 69°2'44"-
A cette dernière époque, cette distance, suivant les Tables actuelles,
était G8°32'i", en .ayant égard aux équations séculaires des moyens
mouvements de la Lune et de ses nœuds.

La différence 3o'43", divisée par 8,77, nombre de siècles écoulés
entre cette époque et 1700, donne 3'3o" pour la correction du mouve¬
ment séculaire du nœud des Tables actuelles, correction plus grande
de i'io" que celle qui vient d'être déterminée parles Tables de Pto-
lémée. La moyenne entre ces deux corrections est 2'55"; c'est la quan¬
tité dont il me paraît que l'on doit diminuer le mouvement séculaire
du nœud de nos Tables lunaires.

Lorsque la cause de l'équation séculaire de la Lune n'était pas
connue, les géomètres avaient imaginé diverses hypothèses pour l'ex¬
pliquer. Le plus grand nombre l'attribuait à la résistance de 1'éther;
la transmission successive de la gravité me paraissait offrir une expli¬
cation plus naturelle de ce phénomène. Mais alors on n'avait reconnu,

par les observations, que l'accélération du moyen mouvement de la
Lune. Maintenant que le ralentissement des mouvements du nœud et
de l'apogée est bien constaté par les observations anciennes et mo¬
dernes, il faut que la même cause explique, à la fois, et ce ralentisse¬
ment et l'accélération du mouvement lunaire; or, j'ai trouvé que la
résistance de l'étirer accélère le mouvement moyen de la Lune, sans

altérer ceux de son nœud et de son apogée; l'analyse m'a conduit au
même résultat, relativement à la transmission successive de la gravité;
l'équation séculaire n'est donc point l'effet de ces deux causes, et,
quand même sa vraie cause serait encore inconnue, cela seul suffirait
pour les exclure. Mais les trois équations séculaires des moyens mou¬
vements de la Lune, de ses nœuds et de son apogée, tirées de la loi de
la pesanteur universelle, satisfaisant exactement aux observations, il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



14. SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES, ETC.

en résulte que la résistance de l'éther et la transmission successive de
la gravité n'ont produit jusqu'ici aucune altération sensible dans les
mouvements des corps célestes; car, si elles avaient quelque influence
sur l'équation séculaire du moyen mouvement de la Lune, elles la rap¬

procheraient de l'équation séculaire du mouvement de son apogée et
l'éloigneraient de celle du mouvement du nœud, en sorte que ces
trois équations ne seraient point dans le rapport constant des nombres
10, 33 et h, rapport que donne la théorie de la pesanteur, et que les
observations confirment.

Ces variations des mouvements séculaires de la Lune peuvent
répandre des lumières sur le temps de la formation des Tables astro¬
nomiques, dont l'origine est inconnue; car il est visible que si, dans
ces Tables, les mouvements séculaires de la Lune, par rapport au
Soleil, à son apogée et à ses nœuds, sont plus rapides que suivant les
Tables de Ptolémée, cela indique qu'elles sont moins anciennes que
ces dernières Tables, puisque ces trois mouvements s'accélèrent de
siècle en siècle. En comparant ainsi les mouvements séculaires des
Tables indiennes que Le Gentil a rapportées de l'Inde, et qu'il a pu¬
bliées dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1772,
IIe Partie, on trouve que les mouvements séculaires de la Lune par

rapport au Soleil, à son apogée et à son nœud, sont, par ces Tables,
3O7°II'I6", i78°44'25", 82°IO'57",

et, par les Tables de Ptolémée,
3O7°I'5I", 178° 29'56", 82° 2'42".

Les Tables indiennes sont donc moins anciennes que celles de Pto¬
lémée; et cette preuve, jointe à celles que j'ai données ailleurs, me

paraît établir incontestablement qu'elles ont été construites, ou du
moins rectifiées, postérieurement au siècle de Ptolémée.
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SUR

LES PLUS GRANDES MARÉES
DE L'AN IX.

Connaissance des Temps pour l'an IX (23 septembre 1800-22 septembre 1801);
fructidor an VI (août 1898).

L'annonce des grandes marées intéresse les travaux et les mouve¬
ments des ports; elle est encore utile pour prévenir, autant qu'il est
possible, les accidents qui résultent des inondations qu'elles pro¬
duisent. L'état actuel des Sciences rend cette annonce facile, puisque
nous sommes parvenus à connaître la cause et les lois de ces phéno¬
mènes. On sait que cette cause réside dans le Soleil et dans la Lune :
le Soleil, par son attraction sur la mer, l'élève et l'abaisse deux fois
dans un jour, en sorte que le llux et le reflux solaires se renouvellent
à chaque intervalle d'un demi-jour solaire : pareillement, le flux et le
reflux produits par l'attraction de la Lune se renouvellent à chaque
intervalle d'un demi-jour lunaire. Ces deux marées partielles se com¬
binent sans se nuire, comme on voit, sur la surface d'un bassin légè¬
rement agité, les ondes se disposer les unes au-dessus des autres,
sans altérer mutuellement leurs mouvements et leurs figures. C'est de
la combinaison de ces marées que résultent les marées observées dans
nos ports; la différence de leurs périodes produit les phénomènes les
plus remarquables du flux et du reflux de la mer. Lorsque les deux
marées partielles coïncident, la marée composée est à son maximum ;
elle est alors la somme des deux marées partielles, et c'est ce qui a
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lieu vers les pleines et les nouvelles lunes ou vers les syzygies.
Lorsque la plus grande hauteur de la marée lunaire coïncide avec
le plus grand abaissement de la marée solaire, la marée composée
est à son minimum; elle est alors la différence de deux marées par¬
tielles, et c'est ce qui a lieu vers les quadratures. On voit ainsi que
la marée totale dépend des phases de la Lune; mais ce n'est point aux
instants mêmes de la svzygie et de la quadrature que répondent les
plus grandes et les plus petites marées; l'observation a fait connaître
que ces marées, dans nos ports, suivent d'un jour et demi les moments
de ces phases.

Les plus grandes marées vers les syzygies ne sont pas égales; il
existe entre elles des différences qui dépendent des distances du
Soleil et de la Lune à la Terre, et de leurs déclinaisons. Le prin¬
cipe de la pcsafltcur universelle, comparé aux observations, nous
montre : i° que, chaque marée partielle augmente comme le cube du
diamètre apparent ou de la parallaxe de l'astre qui la cause; 20 qu'elle
diminue comme le carré du cosinus de la déclinaison de cet astre;
3° que dans les moyennes distances du Soleil et de la Lune à la Terre,
la marée lunaire est trois l'ois plus grande que la marée solaire. En
nommant donc \ la distance du Soleil au moment de la syzvgie, sa

moyenne distance étant prise pour unité, et v la déclinaison de cet
astre; en nommant i la parallaxe de la Lune au même instant, divisée
par la constante de la parallaxe des Tables lunaires, et V sa décli¬
naison; la hauteur de la plus grande marée qui suit la svzygie, dans
nos ports, comptée de la surface d'équilibre que la mer prendrait sans
l'action variable du Soleil et de la Lune, est à très peu près propor¬
tionnelle à i3 cos2v -1- 3i'3 cosV.

Nous prendrons pour unité la valeur moyenne de cette hauteur dans
les équinoxes, que l'on déterminera facilement par le milieu entre un

grand nombre de différences des hautes aux basses mers, qui suivent
d'un jour ou deux les syzygies vers les équinoxes : la moitié de cette
différence moyenne est, à fort peu près, la hauteur prise pour unité :
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J'ai trouvé, par un très grand nombre d'observations, qu'à Brest elle
est égale à 3™, 183 ; c'est le facteur par lequel il faut multiplier les
nombres du Tableau suivant pour avoir la hauteur absolue des plus
grandes marées dans ce port.

Dans les syzygies, la parallaxe moyenne de la Lune surpasse de •—

la constante de cette parallaxe, à raison de l'argument de la varia¬
tion; la valeur de in est par là augmentée de ^ et devient ainsi la
valeur moyenne de t3 cos2v 3 i'3 cosV, dans les syzygies, où i — i à
très peu près, est i + 3^; d'où il suit que, relativement à la marée
prise pour unité, l'expression générale des plus grandes marées qui
suivent les syzygies est

—rrr ( i3 COS2 V -+- M3 cos2 v').
106

Cette expression n'est pas rigoureuse, comme on peut le voir dans
les Mémoires de l'Académie des Sciences pour l'année 1790. Les petites
quantités négligées peuvent augmenter de deux ou trois unités la
dernière décimale des nombres du Tableau suivant; mais cela n'a lieu

que vers les solstices où il est le moins intéressant de connaître exac¬
tement la grandeur des marées, très sensiblement affaiblies par les
déclinaisons des deux astres. Voici maintenant le Tableau des plus
grandes marées qui suivent d'un jour ou deux chaque syzygic de
l'an IX, et qui sont à très peu près égales aux plus grandes dépres¬
sions de la mer au-dessous de sa surface d'équilibre, dépressions qui
leur correspondent et qu'il est encore utile de connaître.

QEuvrcs de L, — XIII. 3
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18 SUR LES PLUS GRANDES MARÉES DE L'AN IX.

Jours et heures de la

Vendémiaire. 10. P.
» 26. N.

Brumaire.
»

Frimaire.
»

10. P.
25. N.
10. P.
25. N.

Nivôse 10. P.
» 24. N.

Pluviôse g. P.
» 24. N.

Ventôse g. P.
» 23. N.

!)•Germinal..
»

Floréal 8
» 22

Prairial 8
» 22

Messidor 7
» ...

Thermidor..
»

Fructidor ..

»

P.

23. N.
8. P.

N.
P.

N.

7. P.
21. N.
6. P.

21. N.
5. P.

21. N.

50jourcomplémro. P.

syzygie.
ii

10 du

9 du
2 du
8 du

9 du
G du

4 du
4 du

10 du
3 du
3 du
3 du
5 du

4 du
5 du
G du
1 du

g du
8 du

11 du
3 du
3 du

à 10 du
à 6 du
à 8 du

Hauteur
do

la marée.

soir 0,94
matin 1,06
soir o,84
soir 1,00
matin 0,73
matin o,g4
matin 0,71
soir,

soir.
0,93
0179

malin 1,02

0,92
1 ,o3
1,00

soir

soir

matin
matin 0,91
soir 0,99
soir 0,79
matin 0,92
matin 0,69
matin 0,90
soir o,Gg
soir o,g4
soir 0,78
soir.. 1 ,oG
matin 0,90
malin ... x ,07

On voit par ce Tableau que les mouvements de la Lune par rapport
au Soleil, à son apogée et à ses nœuds, ne seront pas coordonnés,
pendant l'an IX, de manière à produire de très grandes marées. Mais
lorsque, par la variation de ces mouvements, la syzygie coïncide avec
le périgée de la Lune vers les équinoxes, alors les marées qui suivent
la syzygie sont fort grandes : c'est ce qui a eu lieu vers le dernier
équinoxe d'automne. La nouvelle Lune et le périgée sont arrivés le
23 fructidor de l'an VI et, le 25 du même mois, la mer, en s'élevanl
au-dessus de sa hauteur ordinaire, a inondé les rues de Port-Malo et
ses environs, où elle a causé plusieurs accidents qu'un peu d'attention
à l'état du ciel eût suffi pour prévenir. Les journaux ont encore fait
mention de la hauteur des marées qui ont suivi la nouvelle Lune du
jB vendémiaire de l'an YII, dans laquelle cet astre était périgée, avec
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une très petite déclinaison. A l'équinoxc du printemps de cette même
année VII, la plcinaLune du ier germinal concourra avec le périgée;
les marées du 3 germinal seront donc fort grandes et égales, par la
formule précédente, à i,i54, ce qui diffère peu de 1,166, expression
de la plus grande hauteur des marées; celle qui suivra la pleine Lune
du 3o germinal sera égale à 1,12 : pour peu que ces marées, et surtout
celles du 3 germinal, soient favorisées par les vents, elles reprodui¬
ront les inondations observées vers le dernier équinoxe d'automne.
Il importe à nos départements maritimes d'en être instruits d'avance,
et c'est pour leur procurer dorénavant cet avantage que l'on insérera
dans la Connaissance des Temps le Tableau des plus grandes marées de
l'année qui pourra servir, d'ailleurs, à vérifier sans cesse la loi des
attractions célestes, dans leur résultat le plus près de nous et le plus
sensible.
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ÉQUATIONS DES TABLES LUNAIRES.

Connaissance des Temps pour l'an X; fructidor an VIL

Il n'y a maintenant aucun doute que les inégalités du mouvement
de la Lune ne soient ducs à l'attraction du Soleil, mais le calcul de
ces inégalités, dépend d'approximations tellement compliquées que
les astronomes ont préféré en fixer la valeur par la comparaison des
observations; cependant, la loi de la pesanteur universelle donne
quelques-unes de ces inégalités d'une manière si précise qu'il vaut
mieux, à leur égard, s'en rapporter à la théorie qu'aux observations;
de ce genre sont les deux inégalités suivantes.

La première dépend de la distance de la Lune au Soleil, plus l'ano¬
malie du Soleil, ou plus simplement de la distance de la Lune à
l'apogée du Soleil : elle est la onzième dans les Tables insérées dans
la troisième édition de VAstronomie de Lalande; on peut la considérer
comme une véritable équation du centre de la Lune, rapportée à
l'apogée solaire. Cette équation est remarquable par la discussion
qu'elle a fait naître entre les géomètres qui se sont occupés les pre¬
miers de la Théorie de la Lune. Clairaut trouvait par son analyse que
son coefficient renfermerait des arcs de cercle si l'apogée du Soleil
était immobile, et que, vu la lenteur du mouvement de cet apogée,
ce coefficient devait être très grand : c'est, en effet, la considération
d'équations semblables dans la Théorie des planètes qui détermine
leurs inégalités séculaires; mais d'Alembert observa que le mouve¬
ment de l'apogée lunaire diminue extrêmement la valeur de celte
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inégalité et la réduisit à quelques secondes, et il en donna la véritable
expression analytique dans le premier Volume de ses Recherches sur
le système dumonde. On peut voir, dans le second Volume des Mémoires
de Mathématiques et de Physique de l'Institut national, page i63 (1 ), la
théorie de ce genre d'inégalités, de laquelle il est facile de conclure
que, si l'on nomme v la longitude vraie de la Lune, tV celle de l'apogée
du Soleil, m le rapport du moyen mouvement du Soleil à celui de la
Lune, c le rapport du moyen mouvement de l'anomalie de la Lune à
celui de la Lune, ie' la plus grande équation du centre du Soleil,
et k le rapport de la parallaxe moyenne du Soleil à la constante de la
parallaxe des Tables lunaires, la valeur de l'inégalité dont il s'agif
est, à fort peu près,

— i5m2ke' sin( c — m')
4Q —c2)-

Les observations donnent

m =0,0748013, c = o, 99154774,
on o

ae'= i°55' 17", A-= Vf;
07

en fixant à 8", 8 la parallaxe moyenne du Soleil, l'inégalité précédente
devient ainsi

— 11", 1 sin(e — ro').

Mayer, dans sa Théorie de la Lune, trouve — 21", 1 pour son coef¬
ficient, quoiqu'il ne porte la parallaxe du Soleil qu'à 7",8. Il me
semble que son erreur vient de ce qu'il n'a employé dans son ana¬
lyse, pour le mouvement de l'apogée de la Lune, que celui qui est
donné par la première approximation et qui, comme Ton sait, n'est
que la moitié du véritable mouvement, au lieu qu'il faut employer
le mouvement total, comme je l'ai fait voir dans l'endroit cité des
Mémoires de l'Institut national. Malgré la grandeur de cette équation,
Mayer, voyant que les observations ne la confirmaient point, ne l'a
pas employée dans ses Tables, mais Mason l'a rétablie d'après la corn-

(') Œuvres de Laplace, T. XII, p. ai8'.
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paraison d'un grand nombre d'observations deBradley, en lui donnant
— 17" pour coefficient. Il me semble que l'on doit le fixer à — x 1", 1,
conformément à la théorie, qui le détermine avec beaucoup d'exac¬
titude.

La seconde inégalité que je me propose de considérer ici est pro¬

portionnelle au sinus de la longitude du nœud de l'orbite lunaire.
Jusqu'ici, aucune des Théories de la Lune 11c l'a indiquée. Mayer,
par ses observations, avait fixé son coefficient à -+-4"; Mason l'a porté
à -H 7",7. Il est visible qu'elle dépend de la position des équinoxcs
et, par conséquent, de l'intersection de l'équateur avec l'écliptique;
elle doit donc dépendre de la figure de la Terre. Cette inégalité est
facile à déterminer par les formules que j'ai données dans ma Théorie
des satellites de Jupiter, insérée dans les Mémoires de ïAcadémie des
Sciences pour l'année 1788. On voit, par la formule (2) de la page 256
de ces Mémoires ('), que l'expression du mouvement vrai de la Lune
renferme la fonction

a étant la moyenne distance de la Lune au centre de la Terre, ni étant
son moyen mouvement, et r étant son rayon vecteur; R est une fonc¬
tion des coordonnées des centres du Soleil et de la Lune rapportées au
centre de gravité de la Terre, et qui renferme un terme dépendant de
la figure de la Terre; enfin la caractéristique différentielle d se rap¬
porte uniquement aux coordonnées de la Lune. Ce terme est, par les
Mémoires cités de l'Académie, page 208 (2), égal à

p étant l'aplatissement de la Terre, <p le rapport de la force centrifuge
à la pesanteur à l'équateur, et v la déclinaison de la Lune; la masse
de la Terre étant prise pour unité.

(A)

(B) (sin2v — |),

(•) Œuvres de Laplace, T. XI, p. 3iG.
(s). Ibid., T. XI, p. 3i8.
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La fonction (B) ne dépendant que des coordonnées du centre de la
Lune, il est visible que, on ne considérant qu'elle, on a

J dix = R ;
on a d'ailleurs

dR „ T>

'37=-311;
la fonction (A) devient ainsi

— 3 aj n R dt.

Il est facile de voir par la Trigonométrie sphérique que si l'on
nomme v la longitude de la Lune, comptée de l'équinoxe du prin¬
temps, y l'inclinaison de son orbite à l'écliptique, X la longitude de
son nœud ascendant, et 0 l'obliquité de l'écliptique à l'équateur, on
a, en négligeant le carré de y»

sinv = sin 0 sin v -+- y cos0 sin(e — À).

La fonction (B) renferme ainsi le terme P """Y* ^ y s in 8 cosQ cosX.
C'est le seul de cette fonction qui puisse devenir sensible, à raison
de la petitesse du coefficient du temps i, dans la valeur de l'angle X
que nous supposerons égal à (3 — gt. On a, en n'ayant égard qu'à ce
tcrm'e et faisant r = a, l'expression suivante

— 3a fndt R = 3— 2—~-y sinScosôsinX;J g a- <

le second membre de cette équation est donc l'inégalité du mouve¬
ment vrai de la Lune dépendant du sinus de la longitude de son
nœud.

Pour la réduire en nombres, nous observerons que l'on a

<r j
- = o,oo/îo2i85, a — —,
« langD7'

y =5° 8'49", 0 = 23°28'2o",
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2k SUR QUELQUES ÉQUATIONS DES TABLES LUNAIRES.

Quant à la valeur de p, j'ai fait voir, dans le premier Volume des
Mémoires de Mathématiques de l'Institut national, page 374 ('), qu'elle
ne peut être au-dessus de et les observations du pendule la don¬
nent, au plus, égale à —. Dans la première supposition, l'inégalité
précédente est de 2", i65; elle est de 1",937 dans la seconde suppo¬
sition. Ainsi je 11c crois pas qu'elle s'élève au-dessus de 2", quoique
M. Burg, habile astronome devienne en Autriche, l'ait faite un peu

plus grande par la comparaison des Tables avec un grand nombre
d'observations de Maskelyne.

(1 ) OEucres de Laplacc, T. XII, p. i85.
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SUR

LES TABLES DE JUPITER
ET SUR

LA MASSE DE SATURNE.

Connaissance des Temps pour l'an XIV; nivose 11 (1804).

La comparaison des observations avec les inégalités des planètes,
que j'ai déterminées dans le sixième Livre de ma Mécanique céleste,
réunit à l'avantage d'établir incontestablement la loi de la pesanteur
universelle celui de perfectionner les Tables astronomiques. M. De-
Iambre a déjà fondé sur ces inégalités les nouvelles Tables du Soleil
qu'il va publier incessamment, et qui représentent toutes les bonnes
observations avec une précision remarquable. Il en a conclu les va¬
leurs des masses de Vénus, de Mars et de la Lune, que j'ai rapportées
dans le Livre cité, et qui ne permettent plus de douter que la diminu¬
tion séculaire actuelle de l'obliquité de l'écliptique est à fort peu près
de 5o". Plusieurs astronomes se proposent de rectifier par le même
moyen les Tables des diverses planètes, et M. Bouvard vient de l'ap¬
pliquer avec le plus heureux (succès aux Tables de Jupiter. On peut
se rappeler qu'il n'y a pas vingt ans ces Tables étaient quelquefois
en erreur de dix à douze minutes; l'analyse m'ayant fait découvrir
depuis les grandes inégalités du mouvement de Jupiter, M. Delambre
a réduit, par leur moyen, les plus grandes erreurs de ses nouvelles
Tables à une demi-minute. Ayant déterminé avec un nouveau soin
ces inégalités, j'ai désiré voir si ces Tables en peuvent retirer un
nouveau degré d'exactitude. M. Bouvard a bien voulu faire, à ma

OEuvres de L. — XIII. ^

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



26 SUR LES TABLES DE JUPITER

prière, tous les calculs numériques que ce travail important exige :

il a déterminé les oppositions de Jupiter, depuis 1750 jusqu'en 1761,
par les observations de Bradley; celles de 1787 à 1800 par les obser¬
vations de M. Maskelyne; enfin les trois dernières par ses propres
observations. Si l'on réunit ces oppositions à celles que M. Delambre
a déterminées depuis 1761 jusqu'en 1787, principalement par les
observations de M. Maskelyne, on a, dans l'intervalle des cinquante-
quatre dernières années, quarante-neuf oppositions de Jupiter, obser¬
vées à la lunette méridienne, avec les meilleurs quarts-de-cercle et par
les astronomes les plus exercés.

L'ensemble de ces oppositions offre le plus sûr moyen de corriger
les éléments elliptiques des Tables de Jupiter. La valeur de la masse
perturbatrice de Saturne est un élément essentiel de ces Tables.
Newton, à qui sa découverte de l'attraction universelle donnait le
pouvoir de comparer à la masse du Soleil celles des planètes accom¬
pagnées de satellites, engagea Pound à mesurer avec soin les plus
grandes élongations des satellites de Jupiter et de Saturne. Il conclut
de ces mesures la masse de Saturne égale à 3^77' ce''e du Soleil étant
prise pour unité. M. I^agrangc, par une discussion nouvelle des mêmes
observations, l'a réduite à 33^7' c'est celle dont j'ai fait usage dans
le Livre cité de la Mécanique céleste. Il est h désirer que les astronomes
déterminent de nouveau ces plus grandes élongations, en ayant soin
de les mesurer dans deux points opposés des orbites, afin d'avoir des
résultats indépendants des ellipticités, jusqu'à présent inconnues, de
ces orbites. J'ai prié MM. Herschel et Mécliain de suivre cet objet;
mais d'autres travaux les ayant occupés, j'ai pensé que, vu la pré¬
cision avec laquelle on connaît maintenant les perturbations que
Jupiter éprouve par l'action de Saturne, et l'exactitude des quarante-
neuf oppositions dont je viens de parler, on pouvait déterminer, par
leur moyen, la correction de la masse de Saturne d'une manière
encore plus approchée que par les mesures des plus grandes élonga¬
tions. M. Bouvard a donc introduit, dans les quarante-neuf équations
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ET SUR LA MASSE DE SATURNE. 27

de condition que ces oppositions lui ont fournies, une indéterminée
dépendante de la correction de la masse de Saturne. L'inspection de
ces équations a bientôt fait reconnaître la nécessité de diminuer cette
masse, et le résultat de l'élimination l'a réduite à P^us petite
de environ que la valeur assignée par M. Lagrange, qui avait déjà
diminué de ^ à peu près celle de Newton. Cette nouvelle valeur
résulte des observations de Bradley et de M. Maskelyne, prises soit
séparément, soit ensemble; elle résulte encore des observations de
Flamsteed, qui sont à la vérité moins précises que celles de Bradley
et de M. Maskelyne, mais sur lesquelles la correction de la masse de
Saturne a plus d'influence. On peut donc regarder cette valeur comme
très approchée.

La comparaison de toutes ces observations m'a fait voir que le
moyen mouvement tropique de Jupiter des Tables de M. Delambre
n'a besoin d'aucune correction sensible. L'époque de ces Tables doit
être augmentée de 42", 5; l'équation du centre doit être augmentée
de 4">7 en 17^0, et la longitude du périhélie, à la même époque,
doit être diminuée de 62", 5.

Voici la formule d'après laquelle M. Bouvard a construit ses Tables
du mouvement de Jupiter en longitude.

Soit y la longitude moyenne héliocentrique de Jupiter, suivant les
Tables de M. Delambre; soit s celle de Saturne, suivant les Tables du
même astronome, et faisons

p. =/-+- 42"» 5 — î.5o", i5,
p' = s — i.5o", i5 ;

1 étant le nombre des années juliennes écoulées depuis 1750, et la
précession annuelle des équinoxes étant supposée de 5o",i5; soit
encore

9 = p -H (2o'i2",96 — t.o",o335) sin(5p'— 2p + 4°22'2i"— i.77",653)
— 12",66 sin2(5p' — 2p -+- 4°22'21"— i.77",653 ) ;

?' = p' — (49'i3", 75 — i. 0", o854 ) sin ( 5 p' — 2 p + 4® 21' 20" — i. 77", 631 )
-h 3o",6g sin2(5p' — 2p -f- 4°2i'2o" — i.77",63i).
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En nommant « la longitude du périhélie de Jupiter soit

CO m IO°2o'i"-+- i. 6", 6557.

Cela posé, la longitude vraie de Jupiter dans son orbite sera

'
— 8o",75sin (9 — 9' — i° 8'53")
+ 199",48 sina(9 — 9'— O°34'59")
4- i6",27sin3(9 — 9')

-4-»/ 4- 3",75 sin4(9 — 9')
I 4- 1", 16 sin5(9 — 9')

f 4- 0",4o sinô(9 — 9')
1 4- o", i6sin7(9 — 9')
I ( 131 67 4- i.o",oo66) sin(9 — 29'—i3° i7'55"4- i. i5", 27)

4- | 4-17", 25 sin2( 9 — 29*4- 28°36' i3")
I 4- 3",84sin5( 9 — 29*4- io°i6'23")

| 83", 15 si 11 (29 — 39'—6i°56'22"4-L 26", 32)
( — i",58siri2(29 — 39'4- 27012'54")

4-161",49 sin(3'9 — 59'4- 55°4o'49"4- i.5o",5i)
_ i5",2i sin(39 — 49'—62°48'52")
4- 12",22 sin(39 — 29'— 8°48'38")
4- 11", 18 sin(39'— 9 4-79°39'48")

| io",99sin (9'+44°56'5o")
( — 5",32 sin2(9'4- 7°58'i2")

4- io",98 sin(49 — 59'4- 58° o'36")
— 5", iisin(29— 9'4-i6°i9' 3").

(i9832",o 4- Lo",633o) sin ( 9— w)
4- (595",7 4- (.0",o38 ) sin(29 — 2 w)

On a renfermé, sous une même parenthèse, toutes les inégalités
qui peuvent être dans une même Table.

Cette formule, comparée aux quarante-neuf oppositions dont on
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ET SUIl LA MASSE DE SATURNE. 29

vient de parler, a donné les excès suivants des observations sur ses
résultats :

1730..
ir

. —5,8 1763...
rr

— ',4 1778...
\r

+ •7,7 1791...
ir

— 2,0
1731.. • -+-3,7 1766... H- 5,5 1779... + 8,7 1792... - 1,3
1732.. . +5,1 1767... + 4,° 1780... + i,7 1793... — 1,0
1734... +3,9 1768... - 7,3 1781... — 5,0 1794... - 7,0
1753... . +3,8 1769... — 1,2 1782... H— 1,6 1795... — •4,9
1756... — 2,0 1770... - i,5 1783... + 9,8 1796... -+- 0,1
1757... H-1,0 1771... 1,8 *5*00«H + 4,6 1797... + 4,7
1758.. -4-3,2 1772... + i3,4 2000r- H- 6,6 1798... H- 2,o
1759.. • +4,7 1773... ■ —u,9 1786... H- I , 3 1799... -H 3,6
1760.. • -i,7 1774.. . —16,8 001--H - 8,2 1801... — 7,3
1761 .. • —4,o 1775.... — 3,2 1789... — 5,o œOUS — >3,6
1762.. . 1,6 1777.. . -f- 8,3 1790... , — 2,3 1803... — 6,5
1763.. H-5 ,0

On voit, par ce Tableau, que l'erreur de la formule n'a surpassé
to" que six fois, et qu'elle ne s'est pas élevée h 18". C'est toute la
précision que l'on peut désirer, vu les petites erreurs dont les obser¬
vations sont susceptibles. Les observations antérieures à 1750 sont
encore mieux représentées par la formule précédente que par les
Tables de M. Delambre. M. Bouvard applique la même méthode aux

oppositions de Saturne, et, lorsqu'il aura terminé ce travail, il pu¬
bliera ensemble ses nouvelles Tables de Jupiter et de Saturne, que
l'on ne peut maintenant séparer.
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THÉORIE DE JUPITER ET DE SATURNE.

Connaissance des Temps pour Tan XV; frimaire an XIII (1804).

«m |iQi | iTr

J'ai donné, dans le sixième Livre de la Mécanique céleste ('), les
expressions numériques des inégalités planétaires. Les soins que
j'ai pris pour n'omettre aucune inégalité sensible me font espérer
que les Tables astronomiques seront améliorées par l'emploi de ces
formules. Déjà M. Dclambre s'en est servi avec succès pour perfec¬
tionner les Tables du Soleil. M. Bouvard a bien voulu, à ma prière,
les appliquer aux Tables de Jupiter et de Saturne. Pendant qu'il
s'occupait de la partie astronomique de ce travail j'ai revu avec une
attention particulière la théorie de ces deux planètes, et j'ai reconnu

quelques petites inégalités nouvelles dont voici l'origine.
Le rapport presque commensurable des moyens mouvements de

Jupiter et de Saturne donne lieu, comme on l'a vu dans le deuxième
et le sixième Livre, à des variations considérables dans les éléments
de leurs orbites et principalement dans leurs excentricités et leurs
périhélies. Ces variations dépendent de cinq fois le moyen mouve¬
ment sidéral de Saturne, moins deux fois celui de Jupiter, et leur
période embrasse plus de neuf siècles. On a vu dans le sixième Livre
que les excentricités de Jupiter et de Saturne produisent des inéga¬
lités très sensibles, et dont une, pour Saturne (2), surpasse i3oo" de

(') OEuvres de Laplace, T. 111.
(2) OEuvres de Laplace, T. III, p. i43.
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la division décimale du quart de cercle ; les variations précédentes des
excentricités et des périhélies doivent donc affecter sensiblement ces

inégalités et donner lieu à de petites inégalités auxquelles il est utile
d'avoir égard : c'est ce que j'ai fait et, par ce moyen, la théorie s'est
rapprochée de l'observation. J'ai reconnu encore qu'il était utile de
substituer ces variations dans les termes de l'expression elliptique de
la longitude vraie en fonction de la longitude moyenne qui dépendent
du cube des excentricités. J'exposerai le détail de toutes ces substitu¬
tions dans un Supplément à la Théorie des planètes qui paraîtra dans
le quatrième Volume de la Mécanique céleste.

On a vu, dans le n° 17 du sixième Livre ('), que, t représentant
un nombre quelconque d'années juliennes, et n"t-\-zlw et n" t 4- £v
étant les longitudes moyennes de Jupiter et de Saturne, comptées
d'un équinoxe fixe, il faut dans tous les arguments de Jupiter et de
Saturne, dans lesquels le coefficient de t n'est pas 5nv— 2n'v ou

n'est pas n'v±: (5nv— 2n,v) pour Jupiter et /*v± (5nv — 2n'v) pour
Saturne, augmenter n'vt 4- eIV, de la grande inégalité de Jupiter, et
nvt 4- £v, de la grande inégalité de Saturne. Nommons <p,v et ipv ces
longitudes ainsi augmentées. On pourra encore les employer dans
l'inégalité de Jupiter, dépendante de 3nIvl — 5nvt, et dans l'inégalité
de Saturne, dépendante de 2nlvt —nvl; car, en substituant dans ces
deux inégalités, au lieu de 11"l 4- £IV, <p'v moins la grande inégalité
de Jupiter, et au lieu de ri l 4- £v, çv moins la grande inégalité de
Saturne, on aura, en développant en série, au lieu des deux inéga¬
lités précédentes, une suite d'inégalités qui ne dépendent que de
<pIV et de <pv; et par là, toutes les inégalités de Jupiter et de Saturne,
à l'exception des deux grandes inégalités, seront ramenées à ne

dépendre que de <plv et de çv.
J'ai obtenu de celte manière les formules des longitudes vraies de

Jupiter et de Saturne. Pour comparer ces formules aux observations,
M. Bouvard a fait usage des oppositions de Jupiter et de Saturne,

(') OEuvres de Laplace, T. III, p. 55.
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déduites principalement des observations de Bradley et de M. Mas-
kelyne, et de celles de l'Observatoire national dans ces dernières
années. Ces observations ayant été faites avec d'excellentes lunettes
méridiennes et les meilleurs quarts-de-cercle, et embrassant un inter¬
valle de plus d'un demi-siècle, elles offrent, par leur précision et leur
grand nombre, le moyen le plus exact pour corriger les éléments du
mouvement elliptique. Plusieurs de ces oppositions avaient été déjà
calculées par M. Delambre : M. Bouvard a calculé les autres, et il a

obtenu ainsi, depuis 17^7 jusqu'en i8o3 inclusivement, 49 opposi¬
tions de Jupiter et 53 oppositions de Saturne. Il a formé, par leur
moyen, autant d'équations de condition entre les corrections des élé¬
ments du mouvement elliptique des deux planètes; mais, comme la
valeur de la masse de Saturne présentait encore de l'incertitude, il a
fait entrer sa correction dans ces équations. Il a été facile de recon¬
naître qu'il fallait diminuer la valeur de cette masse de sa vingt-
deuxième partie environ et la réduire à 35^' 5^ ^e ce^e du Soleil.
Cette correction essentielle, évidemment indiquée par les observa¬
tions, est un des principaux avantages de nos formules. Leur exac¬
titude, jointe à la précision et au grand nombre d'oppositions em¬
ployées, doit faire préférer ce résultat à celui que donnent les
élongations observées de l'avant-dernier satellite de Saturne, vu
l'extrême difficulté d'observer ces élongations, et l'ignorance où
nous sommes de l'ellipticité de son orbite et de l'effet de l'irra¬
diation. La comparaison de nos formules avec les oppositions de
Jupiter n'a indiqué aucune correction sensible à la valeur de sa
masse. Si l'on considère, en effet, les observations de Pound, que
Newton a rapportées dans le troisième Livre des Principes mathéma¬
tiques de la Philosophie naturelle, on voit qu'elles donnent avec exac¬
titude la masse de Jupiter, tandis qu'elles laissent de l'incertitude
sur celle de Saturne. Nos formules conduisent donc à la même masse

de Jupiter que les élongations observées de ses satellites, et il est
curieux de voir le même résultat conclu de deux moyens aussi diffé-
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cents. J'aurais bien désiré de la même manière la correction de la

masse d'Uranus sur laquelle il y a plus d'incertitude qu'à l'égard de
la masse de Saturne : les observations n'ont point indiqué de cor¬
rection sensible dans la valeur de cette masse; mais son influence
sur le mouvement de Saturne est trop peu considérable pour pou¬
voir compter sur ce résultat. Les oppositions dont je viens de parler
sont très propres à déterminer les moyens mouvements de Jupiter et
de Saturne parce que, les deux grandes inégalités ayant été à leur
maximum dans l'intervalle que ces oppositions embrassent et, par

conséquent, ayant peu varié dans cet intervalle, l'incertitude qui peut
rester encore sur la grandeur de ces inégalités n'a point d'influence
sensible sur la détermination des moyens mouvements par ces obser¬
vations. Voici maintenant les formules du mouvement de Jupiter et
de Saturne qui résultent de la théorie et des corrections que les
équations de condition ont données pour les éléments elliptiques et
pour la masse de Saturne. J'ai adopté dans ces formules la division
décimale du quart-dc-cerclc, ainsi que je l'ai fait dans la Mécanique
céleste; cette division, par sa simplicité, devant prévaloir un jour,
il importe d'v accoutumer insensiblement les astronomes. Pour cette
raison, M. Bouvard va publier sous cette forme ses nouvelles Tables
de Jupiter et de Saturne. Deux petites Tables de la correspondance
entre la division décimale du quart-de-cercle et du jour et leur divi¬
sion sexagésimale donneront la facilité de traduire les résultats d'un
système dans l'autre système. Le Bureau des Longitudes cherchant à
rapprocher le langage astronomique du langage civil, lorsque cela
n'offre aucun inconvénient, a arrêté qu'il ferait commencer le jour à
minuit, et l'année au minuit commençant le iet' janvier. Il est, en

effet, naturel de comprendre la présence du Soleil sur l'horizon dans
la durée du jour, et il n'y a aucun avantage à fixer, avec les astro¬
nomes; le commencement du jour à midi. Ainsi, dans les formules
suivantes, l exprime un nombre quelconque d'années juliennes ou
de 365 jours {, écoulées depuis le minuit commençant le ier janvier
de 1700.

OEuvres de L. — XIII. 5.
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Formules du mouvement de Jupiter.

Soient
nlvt -H s,v= 4°, 17858 -H t. 33°, 721121,
nv t -h £v = 257°, 07259 4- 1.13°, 579357,
/jVI£ 4- £VI = 353°,96753 H- 4°,760710.

Ces trois quantités sont les longitudes moyennes de Jupiter, de
Saturne et d'Uranus, comptées de l'équinoxe fixe de 1750.

Soient encore

<M,V = II0,4.7940 4" t. 20", 527446 -I- t2.o", 0006 (769,
cov =3- 970,96370 4- t. 5q",736418 4- ;2.o",00049627,
0IV — ro8°, 82267 ~+- '• io5", 832376,
0V = i23°,8834i 4- t. 94"»677000,

précession annuelle des équinoxes = i54",63;
<pIV — ttlv/ -h £,v4- (3739",o5 — Lo",11224 -H F-o",0001078)

X sin(5«vit— 2/iIV< + 5sv- 2£IV+ 50,oo93
— /. 2.42", 25 4- F. o", 03789 )

— 4o",86sin2(5rtvi — 2nlw t -4- 5ev— 2s™h- 5°,0093
— t.242",25 -h £2.o",03789),

— nv t 4- £v— (91 n",4o6 — t.o",ij38 4- <2.o",0002534)
X sin(5nv£ — 2 nxv t 4- 5ev — 2sIV4- 5°,o5 io

— t. 237", 84 4- ^.o", o3635)
4- (94",72 — £.o",oo53) sin2(5/iv£ — 2 nlvt 4- 5£v — 2£1V -h 5°,o5io

- t.237",84 + ^.o",o3635)
4- g5",76 sin(3«VI£ — 4- 3£vi— £v— 900,0779).

La longitude vraie VIV de Jupiter dans son orbite, et comptée de
l'équinoxe moyen, sera

V1V= ?,v4-1.154",63 4- (61208", 23 4- M",9446) sin(çIV— wIV) '
+ ( 1838",54 4-1.o", 1168) sin2(cpIV— wIV)
+ ( 76",57 4-1.o",0072) sin3(<pIV— coIV)
4- ( 3",65 4- £.o",ooo5) sin4(œIV— toIV)
-+- o", 19 sin5 (<p,v — wIV)
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— 249">6osin( <?IV— <?v— I°,28)
4- 616",69 sin(2cpIV— 2<sv — i°,3o)
4- 5o",35 sin(3<p,v—3<pv)

!-t- 11",58 sin(49IV— 4<pv)-t- 5", 23 sin (5 ©IV—5 <pv -1— i3°, 28)
4- 1", 26 sin(6cpIV— 6^v)
4- o", 51 sin ( 7 cpIV — 7 <pv )

( (4o8", 10 4- t.o",020/4) sin(<p!v— 29v— 14°,78 4-1.47",1 )
4-< 4-53",3i sin (2<pIV— 4©v+63°,56)

( 4- 10", 5o sin(5<pIV— i0 9v4- 07°, 07)

( ( 257",o3 — t.o",0189) sin ( 29IV— 39v — 68°,82 4-1.81",a3)
| — 4">86 sin(4®IV—69v4-6o°, 48)

4- (499", 21 — £.o",oi32) sin(3œIV— 59v4- 6i°,87 4- 1.155",89)
— 47", 07 sin (3 9,v — 4 <?v — 69°,79)

4-37",78sin(3 9IV—2 9v — 9°,79)

4-29",22 sin(39V — 9IV4-75°,78)

^ | 33", 98 sin ( ©v 4- 49°» 94 )
( — i5",99 sin (9V4-5o°,78)

4- 33", 95 sin ( 4 9" _ 5 9V 4- 64°, 46 )
— 15",8j sin(29IV— 9V4-170, i3)
4- 3",75 sin(49IV — 39V — 2°,98)
4- 3", 10 sin ( 9,v4- ©v4-5o°, 54)
— 2",71 sin(59IV—69*4-73°,5o)

/ -3", 25 sin (9,V-9V')
4- ! 4-i", 32 sin2 (9"—9")

( 4- o", 14 sin3(9IV— 9VI),

o" étant égal à nyit -+- sVI dans la formule précédente. J'ai compris sous
une même parenthèse tous les arguments qui peuvent être réduits
dans une même Table : la réduction à Pécliptique vraie se fait comme
à l'ordinaire.
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Le rayon vecteur rlv de Jupiter est donné par la formule
' i-lv— 5,2087833 / .0,0000003737

— (o,2./i997i 4- t.0,000007932 ) cos (9™—w'v)
— (0,00600/i 4- £.0,0000003726) C0S2(cpIV— WIV)
— (0,000217 ~+" £.0,0000000207) cos3(otv— wIV)

0,000010 cos 4 (oiy — o)lv)

0,ooo655cos( ç>IV— ov— i°,4963)
— 0,002797 COS(2Cp'V— 2©v— 1°, i5o6)
— 0,006289 cos(3cpIV— 3<pv)
— 0,000074 cos(4?IV— 4i ?v)
— 0,000026 cos (5 cpIV—5<pv)
— 0,000010 cos(6cp,v— 6cpv)

( — 0,000265 cos( cpIV— 39V— a4°,8842 4- £.58",o)
( — 0,000096 cos (2 9"— 4ov+ 56", 7419)

— o,ooo883 cos ( 2 cplv — 3<pv— 69°, 82,54 + £.8i",o)
— (0,002018 — £.o,ooooooo5o5) cos(3©IV— 5©v+ 6i°,7749 -t- £• i55",6)
4- 0,000287 cos (3 9"'— 4 ?v — 6g°,o565)
— 0,000127 cos(3cplv— 2 tpv — 8°, 4166)

( —0,000068 cos( ©v H- 32°,4691 )

( +0,000077 C0S(2CpV 4- 12°, 1277)

4- 0,000090 cos(4-9iv— 5<pv — i5°,9873)
— 0,00026.0 cos(5ov — 29IV— i3°,496o).

Enfin la latitude au-dessus de l'écliptique vraie est

(14638", 3 - t.o", 69412 ) sin ( VIV — 8<v)
— i",66siu( 9v4-6O°,444O) t

4- i",g6sin( 9"'— 2©v—6o°,444o)
4- 3",3o sin (29"'— 39v— 60", 444°)
4- 11 ",61 sin(39IV— 5QV4- 66°, 1219).
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Formules du mouvement de Saturne.

L'expression de la longitude vraie Vv de Saturne dans son orbite,
comptée de l'équinoxe moyen, est

Vv~ 9V+ 1.154",63 4- (71663", 37 - t.3",9673) sin(9v- wv)
4- (2520", 02 — t. 0", 2793) siri a ( cpv — wv)
-h ( 122",87 — t.o",o2o4) sin3 (cpv — wv)
4- ( 6", 85 — t. o",ooi5) sin4 (?v— wv)
H- o"4t sin5(<pv— (ov)

/ 89",4osin( 9™— ©vH-86°,73)
! — 92", 33 sin (29"—2 9v— 6°, 34)
1 —20",27 sin(39IV—39v)

-h | — 6",07 sin(49IV— 49v)
j — 2", i5 sin (59iv—59v)
f — o",84 sin (69"— 69v)
\ — o",36 sin (79IV—7 9V)

— (i3o4",78 + f.o",o682) sin( 9"—29"" — 16°,47 -+- t. 4'",67)
— (2066",92 — t.o",04.77) sin(2©IV— 4?v + 62",4a5 4- 1.151 ",77)
— ( 149",o5 — i.o",oou) sin(3ov — ©ivh- 86°,4g5 — 1.106",64)
— ( 76",84 — £.O",OI36) sin(29lv—39v4-I6°,45 —t. 38",23)
H-34",8isin( 9IV4"95°, n).
— 46", 08 sin ( 49IV— 9?v+ 57°,585)
-H i5", 12 sin(39IV—4®v—69°, 76 )
-H 9", 28 sin (2 ©IV— ov —1— 35°, 23 )
4- 9", 06 sin (39™—5®v4-63°, 5o )
4- 4">38sin(49IV—59V—690,93 )

I —28", 54 sin ( 9V— 9VI)
4- 44", 60 sin ( 2 9V— 2 9VI )

4- < 4- 5",9i sin(39v—39""—-760,06)
4- 0", 97 sin ( 4 9V — 4 ?VI )
4- o",28 sin(59v—59vi)
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4- 84", 4.7 sin ( 2 <pv— 3 tpVI H- 26°, 59)
-+- 3o", 43 sin( <yv— 29™ 4- 8o°, 22)
-h 4", 20 sin ( cpvl — 46°, 26 )
4- 4"> 70 sin ( 3 cpv — 2 9VI — 970, g5).

Le rayon vecteur rv de Saturne est

rv— 9,55783314-^.0,00000167
— (0,536467 — t.0,00002963) cos (<pv — cov)
— (0,015090 — t.0,00000167) cos 2 ( <pv— cov)
— (0,000639 — t.0,00000011 ) cos3(<pv— wv)
— o,oooo32 cos4(©v—wv)
— o,ooo34o cos 4 (<pv— 11°) 5o)

0,00811 cos( <pIV— 9v+4°,4o)
4- o,ooi38 cos (2 cpIV — 2 cpv)
4- o,ooo32 cos(39IV— 3tpv)
4- 0,00010 cos(4©,v— 4?v)
4- 0,00004 cos(59IV— 5©v)

\ 4-0,00001 cos(6tpIV—6<pv)
4- (o,oo535 4- £.0,00000027) cos( 9IV— 2tpv— 13°,2952 4- t. 45",5)
4- (0,0ï520— t. 0,00000034 ) COS (2 <pIV— 4<9v4-62°,2324 4- £. 151 ", 4 )
4- 0,00117 cos(39v— cpIV—ioo°,233o)
— 0,00138 cos (29"—3 9v— 25°,9i3o)

— 0,00022 COS(39iv— 49v — 68°, 1717)
-4 O,OO352 cos(59v — 2 9IV-t- 14°, 4782)

/ o,oooi5 cos (9V— 9VI)
4- ' — 0,00040 C0S2(<pv— 9VI)

f —o,oooo5 cos3(9v— cf>vl)
— o,00061 cos(2©v— 39V14- 26°,37)

Enfin la latitude de Saturne au-dessus de l'écliptique vraie est

( 27748", 2 -t. o", 478816 ) sin ( Vv- Ôv )
— 2", 19 sin3( Vv— 0V)
4- 5",52 sin( cpIV-H 6o°,29)
— 9",70sin( <pIV—2tpv—6o°,29)
— 28",28 sin(29,v— 49v4- 66°, 12).
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Comparaison des formules précédentes avec les observations.

Les oppositions observées depuis 1747 jusqu'en x8o3, et compai'ées
aux formules précédentes, ont donné les résultats suivants, évalués en
secondes sexagésimales :

Excès des observations sur les formules du mouvement en longitude.
Années. Jupiter. Saturne. Années. Jupiter. Saturne

1747 —4,5 1776 .. " +2','9
1748 —7,6 1777 +4,9
1749 —3,6 1778 .. + 6,7 +6,1
1750 .. -- 6,2 tr 1779 .. + 2,7 —o,9
1731 .. - 2,8 —o,9 1780 .. - 3,6 —0,9
1752 -o,5 1781 .. — 8,5 +°,9
1753 —8,5 1782 .. - 2,1 +5,6
1734 .. -4-1,0 H-1,4 1783 •• + 7,7 +9,4
1733 -1—2,3 1784 -6,4
1750 —6,2 1785 +4,2
1737 —4,2 '1786 -+" 2,7 +7,9
1758 •• +9.7 —5,0 1787 . . — 8,2 —2,9
1759 —2,6 1788 +3,6
1760 —o,3 1789 .. — 3,7 +0,7
1761 .. H- 5,6 — 1,4 1790 .. +.,8 +4,9
1762 .. -3,5 —4,9 1791 .. + 2,7 +0,6
1763 // 1792 .. +0,7 —6,0
1764 +5,8 1793 .. — 3,o 1,8
1765 +2,6 1794 •• — 9,3 —1,3
1766 — 1,3 1795 -1-4) j l
1767 .. — 1,2 —3,9 1796 .. -3,7 +4,1
1768 -3,4 // 1797 —1,9
1769 +1,4 1798 //

1770 + 1,1 1799 +9,9
1771 — ',9 1800 // +3,7
1772 ■ • H- 0,8 ~f~2 j O 1801 .. - 2,4 +5,5
1773 +2,7 1802 -4,8
1774 +0,3 1803.. .. .. — 2,0 —9,7
1775 .. -4,8 —0,3

Toutes ces erreurs sont très petites; elles ne s'élèvent pas à 10"
pour Saturne et elles ne vont qu'une fois à i3" pour Jupiter. Les
erreurs des dernières Tables surpassent quelquefois 3o"; ainsi les
inégalités nouvelles que nous avons introduites et la pi'écision que
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nous avons apportée dans le calcul des anciennes inégalités ont con¬
sidérablement amélioré ces Tables. Les observations de Flamstced

sont encore mieux représentées par les formules précédentes que par
les Tables. Ces observations, quoique imparfaites, mais sur lesquelles
la correction de la masse de Saturne a plus d'influence à raison de la
grande inégalité, m'ont conduit à très peu près à la correction de
la masse de Saturne que j'ai conclue des observations modernes.
M. Bouvard va réduire les formules précédentes en Tables qui feront
partie de la collection des Tables astronomique que le Bureau des
Longitudes se propose de publier. 11 n'y a pas vingt ans que les erreurs
des Tables de Saturne, qui maintenant sont réduites au-dessous de
jo", s'élevaient à 22 minutes, c'est-à-dire cent trente fois davantage.
On doit aux progrès de la théorie de la pesanteur, à la perfection des
observations modernes et aux calculs immenses que MM. Delambrc
et Bouvard ont faits sur ces observations l'extrême précision des nou¬
velles Tables. Cette précision est à la fois une confirmation frappante
du principe de la gravitation universelle et une preuve que l'action
des causes étrangères qui peuvent altérer les mouvements du système
planétaire a été jusqu'à présent insensible, car je ferai voir, dans un
autre Mémoire, que les observations anciennes sont représentées par
nos formules avec toute la précision que ces observations comportent.
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Connaissance des Temps pour l'an 1811 ; juillet 1809.

Deux conditions sont nécessaires pour soutenir l'anneau de Saturne
en équilibre autour de cette planète. L'une d'elles est relative à l'équi¬
libre de ses parties. Cet équilibre exige que les molécules de la surface
de l'anneau ne tendent point à s'en détacher; et qu'en supposant cette
surface fluide, elle se maintienne en vertu des diverses forces dont
elle est animée. Sans cela, l'effort continuel de ces molécules finirait
à la longue par les détacher, et l'anneau serait détruit, comme tous
les ouvrages de la nature qui n'ont point, en eux-mêmes, une cause
de stabilité propre à résister à l'action des forces contraires. J'ai
prouvé, dans le troisième Livre de la Mécanique céleste, que cette
condition ne peut être remplie que par un mouvement rapide de
rotation de l'anneau dans son plan et autour de son centre toujours
peu distant de celui de Saturne. J'ai fait voir, de plus, que la section
de l'anneau par un plan perpendiculaire au sien et passant par son
centre est une ellipse allongée vers ce point.

La seconde condition est relative à la suspension de l'anneau autour
de Saturne. Une sphère creuse, et généralement un ellipsoïde creux,
dont les surfaces intérieure et extérieure sont semblables et con¬

centriques, serait en équilibre autour de Saturne, quel que fût le
point de la concavité occupé par le centre de la planète; mais cet
équilibre serait indifférent, c'est-à-dire que, étant troublé, il ne ten¬
drait ni à reprendre son état primitif, ni à s'en écarter; la cause la
plus légère, telle que l'action d'un satellite ou d'une comète, suffirait

OEuvres de L. — XIII. - 6
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donc pour précipiter l'ellipsoïde sur la planète. L'équilibre indifférent
qui a lieu pour une sphère creuse enveloppant Saturne n'existe point
pour une zone circulaire qui environnerait cette planète. J'ai fait voir,
dans le Livre cité de la Mécanique céleste, que si les deux centres de
l'anneau circulaire et de la planète ne coïncident pas, alors ils se
repoussent, et l'anneau finit par se précipiter sur Saturne. La même
chose aurait lieu, quelle que fût la constitution de l'anneau, s'il était
sans mouvement de rotation; mais si l'on conçoit qu'il n'est pas sem¬
blable dans toutes ses parties, en sorte que son centre de gravité ne
coïncide point avec celui de la figure; si, de plus, on suppose qu'il
soit doué d'un mouvement rapide de rotation dans son plan, alors son

centre de gravité tournera lui-même autour du centre de Saturne, et
gravitera vers ce point comme un satellite, avec cette différence qu'il
pourra se mouvoir dans l'intérieur de la planète; il aura donc un état
de mouvement stable. Ainsi les deux conditions dont je viens de
parler concourent à faire voir que l'anneau tourne dans son plan, sur
lui-même et avec rapidité. La durée de sa rotation doit être à peu près
celle de la révolution d'un satellite mû autour de Saturne, à la dis¬
tance même de l'anneau, et cette durée est d'environ dix heures et

demie sexagésimales. M. Herschel a confirmé ce résultat par ses
observations; mais comment concilier ces observations et la théorie,
avec les observations de M. Schroeter, dans lesquelles des points de
l'anneau plus lumineux que les autres ont paru pendant longtemps
stationnaircs? Je crois qu'on peut le faire de la manière suivante :

L'anneau de Saturne est composé de plusieurs anneaux concen¬

triques; de forts télescopes en font apercevoir deux très distincts,
que l'irradiation confond en un seul dans de faibles télescopes. Il est
très vraisemblable que chacun de ces anneaux est formé lui-môme de
plusieurs anneaux, en sorte que l'anneau de Saturne peut être regardé
comme un assemblage de divers anneaux concentriques : tel serait l'en¬
semble des orbes des satellites de Jupiter, si chaque satellite laissait
sur sa trace une lumière permanente; les anneaux partiels doivent être,
comme ces orbes, diversement inclinés à l'équateur de la planète : et
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alors leurs inclinaisons et les positions de leurs noeuds changent dans
des périodes plus ou moins longues, qui embrassent plusieurs années ;
leurs centres doivent pareillement osciller autour de celui de Saturne;
tout cela fait varier la figure apparente de l'ensemble de ces anneaux.
Leur mouvement de rotation ne change pas sensiblement cette figure,
puisqu'il ne fait que remplacer une partie lumineuse par une autre
située dans le même plan. Il est très probable que les phénomènes
observés par M. Schroeter sont dus à des variations de ce genre. Mais,
si un point plus ou moins lumineux que les autres est adhérent à la
surface d'un des anneaux partiels, ce point doit se mouvoir aussi
rapidement que l'anneau, et paraître changer de position en peu
d'heures. On peut croire, avec beaucoup de vraisemblance, que c'est
un point de celte nature que M. Herschel a observé. J'engage les
observateurs munis de forts télescopes à suivre, sous ce rapport,
les apparences de l'anneau de Saturne. La variété de ces apparences
tourmenta beaucoup les géomètres et les astronomes, avant qu'Huv-
gens en eût reconnu la cause : l'anneau se présenta d'abord à Galilée
sous la forme de deux petits corps adhérant au globe de Saturne, et
Descartes, qui malheureusement voulut tout expliquer dans ses Prin¬
cipes de la Philosophie, attribua, dans la troisième Partie de son

Ouvrage, l'état stationnaire de ces prétendus satellites à ce que
Saturne présente toujours la même face au centre de son tourbillon.
Nous savons maintenant que cet état répugne à la loi de la pesanteur
universelle, et cette raison suffirait pour faire rejeter l'explication de
Descartes, quand même nous ne connaîtrions point la cause de ces
apparences. Je ne crois pas l'immobilité de l'anneau moins contraire
à cette grande loi de la nature, et je ne doute pas que des observa¬
tions ultérieures, faites sous le point de vue que je viens d'indi¬
quer, ne confirment les résultats de la théorie et les observations de
M. Herschel.
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MÉMOIRE
SUR LA

DIMINUTION DE L'OBLIQUITÉ DE L'ÉCLIPTIQUE
QUI RÉSULTE DES OBSERVATIONS ANCIENNES.

Connaissance des Temps pour l'an 1811 ; juillet 1809.

Quoique la diminution successive de l'obliquité de l'écliptiquc, à
mesure que l'on approche des temps modernes, soit maintenant
incontestable, cependant on voit toujours, avec un extrême intérêt,
les grandes inégalités du système du monde se développer lentement
avec les siècles. La postérité, qui pourra comparer aux résultats de la
Théorie une longue suite d'observations très précises, jouira de ce
sublime spectacle beaucoup mieux que nous, à qui l'antiquité n'a
transmis que des observations le plus souvent incertaines; mais, ces
observations, soumises à une saine critique, pouvant, par l'intervalle
qui nous en sépare, répandre un grand jour sur plusieurs éléments
importants de l'Astronomie, elles méritent toute l'attention des géo¬
mètres et des astronomes.

DES OBSERVATIONS ANTÉRIEURES A NOTRE ÈRE.

Observations chinoises.

Les observations chinoises que je vais rapporter sont extraites
des Lettres édifiantes, do VHistoire de l'Astronomie chinoise du savant
P. Gaubil, publiée par le P. Souciet, et principalement d'un manu-
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scrit précieux envoyé de Chine par le même P. Gaubil, en 1734, et que
j'ai publié dans la Connaissance des Temps de 1809.

La plus ancienne observation qui nous soit parvenue relativement
à l'obliquité de l'écliptique est celle de Tcheou-kong, frère de Vou-
vang, empereur de la Chine, et qui, vers l'an itoo avant notre ère,
s'occupait, avec un soin particulier, d'observations astronomiques.
Après la mort de son frère, il fut régent de l'empire, et sa mémoire
est encore en grande vénération à la Chine, comme étant celle do l'un
des meilleurs princes qui l'aient gouvernée. Ses observations sur la
longueur du gnomon aux solstices sont les plus anciennes observa¬
tions astronomiques dont on puisse faire usage. Toutes les obser¬
vations antérieures d'éclipsés ou de solstices qui nous ont été trans¬
mises sont rapportées d'une manière trop vague pour qu'elles puissent
servir aux déterminations astronomiques; elles sont propres seule¬
ment à éclairer la Chronologie, et, pour avoir d'autres observations
véritablement utiles à l'Astronomie, il faut descendre de l'époque de
Tcbeou-kong à l'éclipsé de la Lune observée à Babylone l'an 720 avant
notre ère, et rapportée dans XAimageste de Ptolémée. Cette grande
antiquité des observations de Tcbeou-kong et leur importance me
font espérer que l'on suivra avec intérêt les détails dans lesquels je
vais entrer à leur égard. Yoici d'abord ce que le P. Gaubil rapporte
dans son Histoire de l'Astronomie ancienne des Chinois, insérée dans le
Tome XXYI des Lettres édifiantes, page 142 :

« Tcheou-kong, de même que son père le prince Ou-en-ouang et
un de ses ancêtres, le prince Kong-hieou dont on a parlé, aimait à
observer les ombres des gnomons. A la ville de Tching-tcheou, il traça
une méridienne avec soin; il nivela le lieu de l'observation, il mesura

l'ombre avant midi, après midi; la nuit, il observa l'étoile polaire. Ce
prince fit faire aussi des observations à des lieux à l'ouest, à l'est, au

nord, au sud de Tching-tcheou.
» A la ville de Tching-tcheou, un gnomon de 8 pieds donnait,

au midi du jour du solstice d'été, une ombre de 1 pied 5 pouces.
La déclinaison du Soleil étant supposée de 23° 29'» l'observation de
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Tcheou-kong donne la latitude boréale de 34°22'3". Le centre de
la ville de Hon-an-fou a été observé à la hauteur de 34°43' i5", avec

un instrument de Chapoutot, par plusieurs hauteurs du Soleil. Diffé¬
rence de l'observation des missionnaires avec celle de Tcheou-kong,
21'12", dont Hon-an-fou serait plus boréal que selon l'observation de
Tcheou-kong. Quoiqu'on ne puisse pas savoir au juste l'emplacement
de la ville de Tching-tcheou, il paraît que la différence avec Hon-
an-fou ne saurait donner une différence de 2i'i2". Le défaut d'exac¬

titude dans les observations, surtout du gnomon, pourrait produire
une partie de la différence. Les missionnaires supposaient une décli¬
naison de l'écliptique de 23°29', ils se servaient des réfractions, paral¬
laxes, diamètre du Soleil, selon les nouvelles Tables de M. de Lahire,
et ils se croyaient assurés de la vérification de l'instrument. La diffé¬
rence peut venir aussi de quelque changement dans l'obliquité de
l'écliptique. »

J'observerai d'abord que les Chinois divisent le pied en 10 pouces,
le pouce en 10 feu, le fen en 10 li, le li en 10 hao, etc., en sorte que
la longueur de l'ombre est 1 pied 5 pouces. Quant à la latitude de
34°43'15" de la ville de Tching-tcheou, la même que l'on a désignée
sous les noms de Loyang et de Hon-an-fou, le P. Gaubil, dans une

note de la page citée des Lettres édifiantes, dit que l'observation en
fut faite dans le mois de juin 1712; que, selon une observation, cette
latitude fut trouvée de 34°52'8"; suivant une autre, de 3404G'i5";
enfin, suivant une troisième, de 34°43'x5". Cette dernière lui paraît
préférable aux deux autres. La différence de ces résultats prouve
l'inexactitude de ces observations, et cela, joint à l'incertitude du
lieu précis de l'observation de Tcheou-kong, fait désirer la connais¬
sance de la longueur de l'ombre au solstice d'hiver, à l'époque do
ce prince.

Voici ce que je trouve sur cet objet dans le manuscrit cité du
P. Gaubil (Connaissance des Temps de 1809, p. 893) :

« De tous temps, les Chinois ont observé les ombres du Soleil à
midi, et à d'autres temps, mais la plus ancienne observation qui reste
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est celle de Tcheou-kong, frère de You-vang, dans la ville de Loyang.
Selon la tradition, un gnomon de 8 pieds donnait, à midi, l'ombre
de x pied 5 pouces au solstice d'été. Cette ombre est dans l'ancien
Livre de Tchcou-li et ailleurs, et les auteurs des Han supposent cette
observation incontestable.

» Loyang est la ville de Hon-an-fou dans le Hon-an ; selon l'obser¬
vation du P. Régis, cette ville est à la hauteur de 34°46'i5". Le
P. Démaillé observa avec le P. Régis aussi bien qu'à Caifongfou et
Hang-tcheou.

» x pied 5 pouces d'ombre pour un gnomon de 8 pieds donne une
latitude de près de 34°22', en supposant la déclinaison de l'éclip-
tique de 23°29'. Tcheou-kong gouvernait l'empire, pour son neveu,
l'an 1100 avant J.-C., et c'est lui qui lit bâtir le palais impérial à
Loyang. C'était une seconde cour .de l'empire de Tcheou. Si l'on
admettait donc une déclinaison de 23°55' au temps de l'observation,
on aurait une latitude de 34°48'5i", ce qui est remarquable.

» C'est encore une tradition que, au solstice d'hiver, Tcheou-kong
observa avec le môme gnomon une ombre de i3 pieds. Cette tradition
n'est pas si sûre que la première. Cette ombre donnerait une vraie
hauteur du centre, 3i°i8'42"; l'ombre d'été donne 79°7'n", diffé¬
rence 47°48'29"; la moitié, 23°54,i4'/3o'", serait l'obliquité de l'éclip-
tique, ce qui est digne de remarque. Si l'on calculait seule l'ombre
du solstice d'hiver, et, en supposant la déclinaison de 23°29', on
trouverait une latitude bien plus grande que par la hauteur solsti-
ciale d'été. »

Dans le Tome II, page 21, de son Histoire de l'Astronomie chinoise,
publiée par le P. Souciet, le P. Gaubil attribue la même observation
aux auteurs de l'Astronomie Sfefen, dans la même ville de Loyang;
mais, dans le manuscrit que je viens de citer, il rapporte ce qui suit
{Connaissance des Temps pour l'année 1809, p. 3g4) :

« Les auteurs de l'Astronomie Sfefen ont marqué pour Loyang, aux
deux solstices, les ombres observées par Tcheou-kong, et rapportées
dans la première observation. Ces auteurs ont marqué des ombres
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méridiennes pour les autres jours de l'année, pour les équinoxes.
Ces ombres sont si fautives qu'on ne peut faire aucun fond sur ces
observations. Ces auteurs supposèrent sans doute irréformablc l'ob¬
servation faite par Tchcou-kong.

» Dans plusieurs Astronomies chinoises, on a d'abord mis les
ombres solsticiales attribuées à Tchcou-kong pour Loyang; ensuite
on donne des règles pour augmenter ou diminuer la quantité de ces
ombres, selon que les lieux sont plus au sud ou plus au nord que
Loyang. Ce que je dis ici est marqué clairement dans quelques Astro¬
nomies; mais, dans d'autres, les éditeurs n'ont pas eu soin de mar¬

quer les règles de l'augmentation ou de la diminution des ombres
observées par Tchcou-kong, pour trouver des ombres qui répondent
à des lieux plus au sud ou plus au nord; de Là vient que, dans les
calendriers pour Nanking, ou Hin-tcheou ou autres, on trouve les
ombres pour Loyang. »

D'après ce qui précède, il me semble que l'on ne peut révoquer en
doute que l'observation citée n'appartienne tout entière à Tchcou-
kong. Le savant Fréret a calculé cette observation importante dans
la troisième Partie de son excellente dissertation touchant la certi¬
tude et l'antiquité de la chronologie chinoise. Voici ce qu'il dit :

« La plus ancienne observation des solstices, connue avec certi¬
tude, est celle du prince Tcheou-kong, frère de Vou-vang, fondateur
de la dynastie Tclicou. Tcheou-kong fut régent de l'empire depuis
l'an 1104 jusqu'à l'an 1098; l'observation est de l'une de ces six
années. La date précise de l'observation pour le quantième du cycle
et de la lunaison n'est pas marquée; mais on connaît le lieu de l'ob¬
servation et la longueur des ombres. Ce détail est rapporté dans le
Tchcou-li, qui fait partie du Li-ki ou du Livre des Rites.

» On employa un gnomon de 8 pieds chinois. Au solstice d'été,
l'ombre était de i piedet au solstice d'hiver elle fut de i3 pieds,
ce qui donne pour l'obliquité de l'écliptiquc 23°54' i4", la même
quantité, à peu près, que celle qui est supposée par les anciens
astronomes grecs, Pythéas, Ératosthène, Hipparque et Ptolémée.
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» La hauteur du pôle de Loyang, lieu de l'observation, déterminée
par la hauteur du Soleil sur l'horizon, et par l'obliquité résultante de
l'écliptique, se trouvera de 34°47'3". Régis et Mailla l'ont trouvée,
par une observation faite avec des instruments exacts, de 34°46'i5".
Par l'obliquité de 23°29', telle que la supposent nos astronomes mo¬
dernes, Loyang serait, par 34°32' seulement, différente de i5'3"; ce

qui donne lieu de présumer que l'obliquité de l'écliptique doit avoir
changé.

» L'observation de Tcbeou-kong est d'un temps antérieur au règne
de Salomon, et voisin du temps de la guerre de Troie; son exactitude
montre qu'il devait y avoir plusieurs siècles qu'on observait à la
Chine. »

Les calculs de Fréret ont besoin d'une légère correction ; en les rec¬
tifiant et ayant égard à la réfraction et à la parallaxe du Soleil, sup¬
posée de 8", 7, je trouve 79° 22'3g",G pour la hauteur du bord supé¬
rieur du Soleil au solstice d'été, et 3i°35'i",8 pour celle du même
bord au solstice d'hiver. En retranchant les demi-diamètres appa¬
rents du Soleil, aux deux solstices, et que je trouve respectivement
de i5'47'/,7 et de i6'i4">3, on aura, pour les hauteurs correspon¬
dantes du centre du Soleil, 79°6'5i'/,g et 3i°i8'47",5, ce qui donne
23°54'2", 2 pour l'obliquité de l'écliptique et 34°47'io" Pour ^ hau¬
teur du pôle, qui, tenant à très peu près le milieu entre les trois ob¬
servations des missionnaires, prouve l'exactitude des déterminations
de Tcheou-kong.

Fréret, par des calculs ingénieux et certains, a fixé, dans la même
dissertation, l'époque de la régence de Tcheou-kong entre 1098 et

1 io4 ans avant notre ère. J'observerai qu'à cet égard il est parfaite¬
ment d'accord avec le P. Gaubil. Je supposerai donc que ces obser¬
vations se rapportent à l'an 1100 avant notre ère. J'ai donné, dans le
Tome III de ma Mécanique céleste, Livre VI, Chap. XVI ('), une for¬
mule par laquelle on peut déterminer, pour un temps très éloigné,

(') OElivres de Laplace, t. III, p. 1G8.
OEuvres de L. — XIII. 7

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



30 SUR LA DIMINUTION DE L'OBLIQUITÉ

l'obliquité de l'écliptique. t exprimant un nombre d'années écoulées
depuis 1750, on a, pour cette obliquité évaluée en degrés décimaux :

26°,0796 — 3676", 6 [ 1 — cos(i43",c>446)] — io33o",4sin(ig9",i227).

fei, l = — 285o, ce qui donne, en degrés décimaux, l'obliquité cor¬

respondante de l'écliptique, égale à 26°,5i63, ou, en degrés ordi¬
naires, 23°5i'53,/; il faut l'augmenter de 5" environ, parce que l'obli¬
quité de l'écliptique, en 1700, a été de cette quantité plus grande
que suivant la formule précédente; ainsi, i100 ans avant notre ère,
l'obliquité de l'écliptique était de 23°5x'58", résultat qui ne diffère
que de 2'4" de celui que donnent les longueurs observées de l'ombre
du gnomon aux deux solstices. On ne peut pas désirer un plus parfait
accord, vu l'incertitude que présente ce genre d'observations, surtout
à cause de la pénombre, qui rend l'ombre mal terminée.

Si l'on no considérait, avec le P. Gaubil, que la seule observation
du solstice d'été, et si l'on supposait, comme lui, la hauteur du pôle
à Loyang égale à 34°43'i5"; en retranchant son complément, 55° i67p'',
de la hauteur 79°6'52" du centre du Soleil, déterminée par la lon¬
gueur de l'ombre au solstice d'été, on aurait l'obliquité de l'éclip¬
tique égale à 23°5o'7". Le résultat de ma formule tient à fort peu près
le milieu entre cette obliquité et celle que donnent les longueurs
observées de l'ombre, aux deux solstices. Cet accord est une con¬

firmation remarquable des valeurs des masses de Vénus et de Mars,
que M. Delambre a déterminées par la comparaison d'un très grand
nombre d'observations du Soleil avec les formules des perturbations
du mouvement de la Terre, que j'ai données dans le troisième Volume
de la Mécanique céleste.

Tcheou-koug avait déterminé, par ses observations, le moment du
solstice d'hiver, mais elles ne nous ont point été transmises; nous
savons seulement qu'il fixait ce solstice à deux degrés chinois de v,
constellation qui commence par s. du Verseau (TomcXNVl des Lettres
édifiantes, p. 124). Nous fixerons encore l'époque de cette détermi¬
nation à l'an 1100 avant notre ère. Tcheou-kong et les astronomes
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chinois rapportaient alors les constellations à l'équateur; de plus,
deux degrés chinois font i°58'i 7" ; retranchant cette quantité de 270°,
la différence 268°i'43" était l'ascension droite de £ du Verseau, à

l'époque de 1100 ans avant notre cre. Déterminons cette ascension
droite par les observations modernes.

Au commencement de 1700, la longitude de £ du Verseau était de
3o8°i4'io"; sa latitude était boréale et de 8°6'2o".

Comparant les Catalogues de Bradley et de Mayer avec celui de
Piazzi, cette étoile ne parait pas avoir de mouvement propre sen¬
sible, et sa précession annuelle est de 5o",i.

Je trouve, par les formules du Chapitre XVI du sixième Livre de la
Mécanique céleste, pour l'époque de 1100 ans avant notre ère,

W — 4o° 2'43",
Y = 23°32'4c)";

étant la précession des équinoxes depuis cette époque jusqu'en 1700,
cette précession étant rapportée à l'écliptique fixe de 1750. V est l'obli¬
quité de l'équateur sur cette écliptique à la môme époque. Ainsi, à
cette époque, la longitude de £ du Verseau, comptée de l'intersection
de l'équateur avec l'écliptique fixe de 1750, était, l'an tioo avant
notre ère, 268° 1 F27". De là je conclus son ascension droite, relative¬
ment à la même intersection, égale à 2G8°9'2".

Je trouve ensuite, par les formules du Chapitre cité :

<p"=25'44"; 6>=— i°33'25";

9" étant l'inclinaison de l'écliptique d'alors sur l'écliptique de iqSo,
et 0 étant la longitude de son nœud sur la même écliptique, à partir
de l'équinoxe fixe de iq5o. De là je conclus que l'ascension droite
de l'équinoxe vrai avec l'équinoxe précédent, c'est-à-dire avec l'in¬
tersection de l'équateur avec l'écliptique fixe de 1700, était, dans
l'année 1100 avant notre ère, égale à — 42'ia"; l'ascension droite
de £, par rapport à l'équinoxe vrai, était donc alors 268°5i'i4", plus
grande de 49'31 " que la détermination de Tcheou-kong. Cette diffé¬
rence paraîtra fort petite, si l'on considère l'incertitude de l'époque
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précise des observations sur lesquelles cette détermination est fondée,
et surtout l'incertitude des observations elles-mêmes. 11 suffirait de

remonter de cinquante-quatre ans au delà de noo avant notre ère,
pour faire disparaître cette différence, et alors l'observation se rap¬

porterait au temps de Ou-en-ouang, père de Tcheou-kong, et que
le P. Gaubil nous dit avoir beaucoup aimé et cultivé l'Astronomie.
Les astronomes chinois déterminaient l'instant du solstice, en obser¬
vant des longueurs égales de l'ombre du gnomon, quarante ou cin¬
quante jours avant et après le solstice; et sur cela, il peut y avoir
déjà quelque erreur dans la détermination de Tchcou-kong. Mais la
plus grande erreur à craindre dans cette détermination est dans la
manière de rapporter le solstice aux étoiles. Pour y parvenir on
observait, la nuit, l'instant du passage au méridien des étoiles qui y
passaient douze heures après l'instant du solstice; on pouvait déter¬
miner ainsi l'ascension droite du point opposé au solstice d'étc, et
par conséquent celle du solstice d'hiver. Mais pour cela, il fallait
mesurer un intervalle de douze heures. 11 paraît qu'on se servait de
clepsydres; on mesurait le temps qu'un vase employait à se remplir
à diverses hauteurs, en y faisant'couler l'eau d'un vase plus élevé
{Traite de l'Astronomie chinoise du P. Gaubil, publié par le P. Soucict,
Ire Partie, p. 37). On sent combien ce moyen de mesurer le temps
offre d'incertitude, et trois minutes d'erreur sur un intervalle de
douze heures suffisent pour expliquer l'erreur de la détermination
de Tcheou-kong. Les astronomes chinois se servaient encore de la

position de la Lune par rapport aux étoiles, dans les éclipses de
Lune, pour avoir celle du Soleil, et par conséquent aussi celle du
solstice d'hiver, où ils fixaient le commencement de leur année.

11 faut descendre de mille ans, depuis l'époque de Tcheou-kong,
pour avoir une seconde observation des ombres solsticiales du gno¬
mon à la Chine. Vers l'an 104 avant notre ère, les astronomes Lieou-
hiang et Lo-hia-hong observèrent la longueur de l'ombre d'un gno¬
mon de 8 pieds aux solstices d'hiver et d'été; ils la trouvèrent de
i3 pieds t pouce 4 fen, ou de 13'", 14 au premier de ces solstices,
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et de i pied 5 pouces 8 fen, ou de iU", 58 au second (Tome II de
I Histoire de l'Astronomie chinoise, publiée par le P. Souciet, p. 8).
Celte observation est rapportée à la ville de Siganfou, alors capitale
de l'empire; mais c'est une erreur que le P. Gaubil a rectifiée dans
le manuscrit cité, dans lequel on lit ce qui suit (Connaissance des
Temps de 1809) :

« Lieou-hiang, père de Lieou-hin, écrivait plus de 5o ans avant J.-C.
Cet auteur dit qu'un gnomon de 8 pieds donnait l'ombre solsticialc et
méridienne d'hiver, de i3 pieds 1 pouce 4 fen. L'ombre solsticialc
et méridienne d'été était de 1 pied 5 pouces 4 fen. Litchun-foung,
astronome de la dynastie des Tang, se plaint qu'on a mal à propos
appliqué ces ombres méridiennes à Siganfou. Lieou-hiang ne dit ni
le lieu, ni le temps de ces observations. »

L'ombre au solstice d'été n'est pas exactement la même que celle
qui a été publiée dans l'Histoire citée de l'Astronomie chinoise; mais
je pense qu'il faut préférer celle-ci, l'ombre indiquée dans le manu¬
scrit donnant une obliquité de l'écliptique évidemment trop grande.
II est très vraisemblable que, dans ce manuscrit, le P. Gaubil a écrit
par méprise, au lieu de 8 fen, le même nombre de fen qu'il avait écrit
pour le solstice d'hiver. En adoptant donc ipi,58 et i31>i,i4 pour les
longueurs des ombres aux solstices d'hiver et d'été, et en ayant égard
à la réfraction et à la parallaxe du Soleil, je trouve 3i°2'23" et 78°33'4i"
pour les hauteurs du centre du Soleil qui résultent de ces observa¬
tions. La moitié de leur différence donne 23°45'3()" pour l'obliquité
de l'écliptique. En l'ajoutant au complément de 78°33'4i", on aura la
hauteur du pôle égale à 35°ii'58", hauteur bien différente de celle
de Siganfou, que les jésuites ont trouvée de 34°i6'45". Litchun-foung
avait donc raison de se plaindre que l'on ait appliqué à Siganfou ces
ombres méridiennes.

Pour comparer ma formule à cette observation, je suppose
t -- — 185o, et alors elle donne, pour l'obliquité de l'écliptique,
23°43'59",4. En l'augmentant de 5", comme nous l'avons fait dans
l'observation précédente, on aura 23044'4">4> co qui ne diffère que
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de i'34" ,6 du résultat de cette seconde observation. Ces deux obser¬
vations sont les seules, avant le commencement de notre ère, que le
P. Gaubil nous ait fait connaître, et il est vraisemblable que ce savant
missionnaire n'a pu en découvrir d'autres, l'incendie des livres, qui
eut lieu 2i3 ans avant le commencement de l'ère chrétienne, ayant
fait disparaître la plupart des observations antérieures.

Observations grecques.

L'observation de Pythéas à Marseille eut lieu entre les époques des
deux observations précédentes. Dans le Livre 11 de sa Géographie,
Chapitre IV, Strabon dit : Suivant Hipparque, à Byzance, la propor¬
tion de l'ombra au gnomon est la même que Pythéas prétend avoir ob¬
servée à Marseille, et dans le Chapitre V du même Livre, il ajoute : A
Byzance, au solstice d,'été, la proportion de l'ombre au gnomon est celle
de 4 v. moins l- à 120.

C'est sans doute d'après cette observation que Ptolémée, dans son

Almageste (Livre XII, Chap. VI), fait passer par Marseille le i/|e paral¬
lèle, dans lequel la longueur de l'ombre au solstice d'été est de o.o par¬
ties f, celle du gnomon étant de Go parties. Pythéas fut, au plus tard,
contemporain d'Aristote; on peut donc, sans erreur sensible, rap¬

porter son observation à l'an 35o avant notre ère. En la corrigeant de
la réfraction et de la parallaxe, elle donne 19°28'29" pour la distance
solsticiale du centre du Soleil au zénith de Marseille. La latitude de

l'observatoire de cette ville est de 43° 17V19" : si l'on en retranche la
distance précédente, on aura 23°49'20" pour l'obliquité de l'éclip-
tique au temps de Pythéas.

Les nouvelles Tables solaires publiées par le Bureau des Longi¬
tudes, et qui sont fondées sur les formules du Livre VI de la Méca¬
nique céleste, Chap. XVI, donnent 230/|6'7" pour l'obliquité de l'éclip-
tique correspondant à l'année 3.5o avant notre ère. La différence 3'i3"
est dans les limites des erreurs dont l'observation de Pythéas est sus¬

ceptible.
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Environ un siècle après l'observation de Pythéas, Ératosthène en¬

treprit de mesurer la Terre, et il fonda cette mesure sur des observa¬
tions solsticiales du gnomon, faites à Syène et h Alexandrie (Cléo-
mède, Livre I, Sur la contemplation des orbes célestes, Chapitre X de la
grandeur de la Terre). Ératosthène employa un style vertical élevé
dans un segment sphériquc, le sommet du style étant au centre du
segment; il trouva la distance entre les zéniths de Syène et d'Alexan¬
drie égale à la cinquantième partie de la circonférence; ainsi, le
Soleil étant, suivant cet astronome, au zénith de Syène. le jour du
solstice d'été, il trouvait le même jour sa distance au zénith d'Alexan¬
drie, de 7°i2'o". Cette distance était celle du bord supérieur du
Soleil ; car les anciens astronomes ne corrigeaient point la hauteur du
Soleil observée au gnomon, pour avoir celle du centre du Soleil; c'est
la raison pour laquelle leurs latitudes étaient trop petites du demi-
diamètre du Soleil. Cela est évident pour Alexandrie, dont Ptolémée
suppose la latitude de 3o°58', tandis que, par les observations de
Nouet, elle est de 3i°i3'5", plus grande par conséquent de i5'5", ce

qui est à peu près le demi-diamètre du Soleil. 11 faut donc corriger la
hauteur apparente du Soleil observée par Ératosthène, au solstice
d'été à Alexandrie, du demi-diamètre du Soleil, de la réfraction et de
la parallaxe; ce qui donne 7027'58" pour la distance du centre du
Soleil au zénith d'Alexandrie, au même solstice. En la retranchant de
la latitude d'Alexandrie observée par Nouet, la différence 23°45'7"scra
l'obliquité de l'écliptique au temps d'Ératosthène, ou vers l'an a5o
avant notre ère. Suivant les formules de la Mécanique céleste elle était,
à cette époque, de 23°45'i9", ce qui s'accorde d'une manière remar¬

quable avec les observations d'Eratosthène. Ces observations, celle
de Pythéas, et les observations chinoises précédentes, concourent
donc à faire voir que l'obliquité de l'écliptique, antérieurement à
notre ère, était à fort peu près telle que la donnent les formules de
la Mécanique céleste. Considérons maintenant les observations posté¬
rieures à notre ère.
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DES OBSERVATIONS ANCIENNES POSTÉRIEURES A NOTRE ÈRE.

Observations chinoises.

La première de ces observations est de l'année 178 de notre ère.
Elle est ainsi rapportée dans le manuscrit cité du P. Gaubil (Connais¬
sance des Temps de 1809, p. 3g5) :

« Le 9 novembre 178, à Loyang, ombre méridienne 10 pieds. Le
7 février 174, ombre méridienne 9 pieds G pouces. Les ombres furent
observées avec soin. »

Le gnomon était de 8 pieds.
La hauteur du centre du Soleil qui résulte de la première ombre est

de 38°22,i4",o, en la corrigeant de la réfraction et de la parallaxe.
Celle qui résulte de la dernière ombre, et ainsi corrigée, est de
39°3i'9",4. Soit a? la hauteur de l'équateur à Loyang. Si l'on calcule
par les nouvelles Tables du Soleil, que le Bureau des Longitudes vient
de publier, la déclinaison de cet astre pour le 9 novembre 173 à midi
à Loyang, plus oriental que Paris de 7h2ora6s; si de plus on multiplie
par y la variation ou déclinaison, correspondant à 10' d'accroisse¬
ment dans le lieu du Soleil; enfin, si l'on désigne par z un accrois¬
sement dans l'obliquité de l'écliptique, 011 aura les deux équations

x — 16°56'58",9 — /.2'53", 1 — - .0,69421 = 38°22' i4",o,
x — i5°37'44">3+/.3' 5", 9 —5.0,63720 = 39°3i' 9",4.

Ces deux équations donnent
x — 55° 14' i4",4 + 11.0,66668;

et, par conséquent, la latitude de Loyang, qui résulte de ces observa¬
tions, est

34°45'45",6— l-z.

Par un milieu entre les observations des PP. Régis et Mailla, cette
latitude est de 34°40'i5", et l'on a vu que ce résultat diffère peu de
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celui des observations de Tclieou-kong; on a ainsi
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-t* = a9',4,

ce qui donne z = — 44">1 • L'obliquité de l'écliptique donnée par les
Tables citées était, à cette époque, de i3'54" plus grande qu'en 1800;
les observations précédentes donnent, par conséquent, un accroisse¬
ment de i3'9", 9 dans cette obliquité, ce qui diffère très peu du ré¬
sultat des formules de la Mécanique céleste, sur lesquelles ces Tables
sont fondées. Pour admettre une obliquité invariable, il faudrait faire
s = — 13'54", et alors on aurait 34°55'i",6 pour la latitude de Loyang,
ce qui est inadmissible.

En supposant s nul, dans les équations précédentes, on aura

/ = —1,7242;

les observations précédentes paraissent donc indiquer une diminution
de 17' dans le lieu du Soleil, déterminé par les Tables. Cette diminu¬
tion est trop grande pour pouvoir être admise, et il est plus naturel
de l'attribuer aux erreurs des observations. En supposant y et z nuls,
on aura par la première observation 3404o'47", i pour la hauteur du
pôle, et 34°5i'G",3 par la seconde observation, ce qui donne par un
milieu 34°45'56", 7 pour cette hauteur.

L'an 46r, Tsou-tehong, habile astronome chinois, détermina l'in¬
stant du solstice d'hiver. Voici ce que rapporte, sur cet objet, le ma¬
nuscrit cité du P. Gaubil (Connaissance des Temps de 1809, p. 389).

« Ce solstice fut déterminé à Nanking l'année sin-tcheou, 5e de
Taming, au jour y-ycou, 3i ke après minuit; c'est l'an 46r, le 20 dé¬
cembre 7h26,D24s du matin.

» L'astronome Tsou-tchong détermina ce solstice, et c'est le pre¬
mier solstice chinois dont on trouve la détermination détaillée. La

voici : au jour gin-su de la dixième lune, ombre méridienne 10 pieds
7 pouces 7 fen 5 li. Au jour ting-oucy de la onzième lune, ombre mé¬
ridienne 10 pieds 8 pouces 1 fen 7 li 5 hao. Au jour vou-chin, onzième
lune, ombre méridienne 10 pieds 7 pouces 5 fen 2 ou 3 li.

OEuvrcs de L. — XIII. §
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» Le xer janvier 462 fut ting-yeou, ainsi gin-su fut le 27 no¬
vembre 461, ting-ouey fut le 11 janvier 462, et vou-chin fut le
12 janvier 462.

» Tsou-tchong examina la différence de l'ombre les 11 et 12 jan¬
vier, et par la règle de trois qu'il emploie, il trouva entre le 11 et le
12 janvier le moment où l'ombre fut égale au midi du 27 novembre;
il compta les jours ke, fen, entre ce moment et le midi du 27 no¬

vembre; il en prit la moitié, qu'il ajouta au midi du 27 novembre, et
il trouva ainsi ce solstice le 20 décembre, à 3i ke après minuit, ou

7h26ra24s du matin. Jusqu'à la venue des Jésuites, les astronomes chi¬
nois se sont servis de cette méthode pour déterminer les solstices.

» La hauteur du gnomon, 8 pieds : le pied a 10 pouces, le pouce
a 10 li, 1 li a 10 hao.

» Tsou-tchong prit de grandes précautions pour que le gnomon fût
bien perpendiculaire; le plan fut de niveau, et il mesura exactement
l'ombre; il voulait relever les défauts de la méthode de Hoching-tien.
Selon cette méthode, l'an 481, le solstice aurait dû arriver au jour
kiaching (19 décembre) 7hi2m après midi. L'année solaire de Hoching-
tien était de 365 jours 24 ke 6om7is, ou 5h53m44"; Tsou-tchong entre¬
prit de faire voir le défaut de cette année, et il dit que l'an solaire
était de 365 jours 5l,49ra4os; il ne dit pas sur quelles observations il
lit cette détermination. Cet auteur corrigea encore le temps du sol¬
stice de l'an 173, et il le détermina le 22 décembre à 9h7m du matin. »

Les observations sur lesquelles Tsou-tchong fonda sa détermination
de l'année sont évidemment ce solstice de 173, et celui qu'il déter¬
mina en 461 ; car l'intervalle de ces deux solstices, tel que Tsou-tchong
les a déterminés, est de 288 révolutions solaires et de 288 années ju¬
liennes moins 2 jours ih4o'n36\ ce qui donne, pour la longueur de
l'année, 365 jours 5h49m39s, la même à is près que celle de Tsou-
tchong.

Si l'on nomme x la hauteur de l'équateur à Nanking, y le nombre
par lequel on doit multiplier la variation de déclinaison, correspon¬
dante à 10' d'accroissement dans la longitude du Soleil; enfin, si l'on
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désigne par s un accroissement dans l'obliquité de l'écliptiquc, les
observations de Tsou-tchong donneront les trois équations suivantes :

x — 2i°39'59" —y. i'4i",o — 5.0,90669 = 36° i8'5i",
x — 2i°42'48",5 -+-y. 1'41",0 — - .0,90678 r= 36° 12'48",o,
x — 2i°39'25",7 +7. i'44",7 — - .0,90093 = 36°2i'58",o;

ces trois équations donnent
x ~ 57°56'55"s .0,90527,

ce qui donne la latitude de Nanking égale à

. 32°3'5" — 5.0,90527.

Suivant l'observation du P. Fontaney, missionnaire jésuite, la latitude
de Nanking est de 32°4'; en la comparant à la précédente, on a

,S — i 0,7,

mais les observations étant susceptibles d'une minute d'erreur, et la
ville de Nanking ayant une si grande étendue, que la différence en
latitude de ses points extrêmes est beaucoup plus grande, on peut
regarder ces observations comme étant conformes aux formules de la
Mécanique céleste. L'obliquité de l'écliptiquc donnée par les formules
de la Mécanique céleste était alors de 23°39'25",7; elle était donc, par
l'observation de Tsou-tchong, de 23°38'8,/, 2. En supposant 5 nul, on
aura

y —— 1,12800,
x = 57°56'8".

Cette valeur de x diffère peu de la précédente. La valeur de y semble
indiquer, comme celle de l'observation précédente, une diminution
dans la longitude du Soleil donnée par les Tables; mais les observa¬
tions modernes ne permettent pas d'admettre cette diminution. Quoi
qu'il en soit, les observations de Tsou-tchong méritent d'autant plus
de confiance, que l'intention de cet habile observateur ayant été de
relever les fautes de ses prédécesseurs, il a mis un soin particulier à
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les faire avec exactitude. C'est d'ailleurs au solstice déterminé par
ces observations que Cochcou-king a comparé ses propres observa¬
tions, pour avoir la longueur de l'année, qu'il trouva de 365 jours,
2425, la même exactement que notre année grégorienne.

Nous trouvons dans l'an 629, une observation faite avec soin par
un habile astronome, dans l'intention encore de relever une faute de
ses prédécesseurs. 0. On a vu dans la seconde observation, dit le P.
Gaubil (Connaissance des Temps, année 1809, p. 397), que Litchun-
foung s'était récrié contre des ombres solsticiales appliquées mal à
propos à Siganfou. Cet astronome voulut donc observer exactement

»

l'ombre méridienne des solstices à Siganfou, avec un gnomon de
8 pieds; il fit son observation l'an ki-tchcou (629) de l'empire de
Tching-koan, à la ville de Tchang-gan ou Siganfou, capitale de l'em¬
pire; au jour kouey-hang de la cinquième lune (19 juin) fut le sol¬
stice d'été ; l'ombre méridienne fut de 1 pied 4 pouces 6 fen.

» Au jour ping-yn de la onzième lune (19 décembre) fut le solstice
d'hiver, ombre méridienne 12 pieds 6 pouces 3 fen. »

L'ombre d'été donne pour la hauteur du centre du Soleil, corrigée
de la réfraction et de la parallaxe, 79°23'3i",6.

L'ombre d'hiver donne, pour la même hauteur ainsi corrigée,
32° 3'21", 3.

La différence de ces deux hauteurs est 47°2o' 10",3, dont la moitié,
23°4o'5", r, est l'obliquité de l'écliptique déterminée par ces observa¬
tions. Suivant les nouvelles Tables qui sont fondées sur les formules
de la Mécanique céleste, l'obliquité de l'écliptique devait être, à cette
époque, 23°38'i". La différence est peu considérable, vu l'incertitude
des observations elles-mêmes.

La hauteur du pôle à Siganfou, qui en résulte, est 34°i6'33",5; cette
hauteur a été observée de 34° iG'o" par les missionnaires jésuites. Cet
accord est une preuve de la justesse de ces observations.

Je viens enfin aux observations nombreuses et précises du plus
grand astronome qu'ait eu la Chine, de Cocheou-king. Aucun obser¬
vateur avant lui n'a laissé des observations aussi exactes que les
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siennes; leur exactitude est même supérieure à celle des observa¬
tions de Tycho : elle est due à la grandeur de l'instrument dont il a
fait usage, et aux précautions qu'il a prises pour en assurer la jus¬
tesse. Rapportons d'abord les observations du manuscrit cité (Con¬
naissance des Temps de 1809, p. 392);

« Solstice d'hiver à Peking; ce solstice est marqué à l'an ting-tcheou
de l'empire de Cobilay (1277), 'à 7h43m du matin du jour koucy-mao
(14 décembre).

» Solstice d'été à Peking, an vou-yn de l'empire de Cobilay (1278),
à ioh43mi2s du soir, du jour y-se de la cinquième lune (14 juin).

» Solstice d'hiver à Peking, an vou-yn de Cobilay (1278), ih28m48s
après midi du jour vou-chin (14 décembre).

» Solstice d'été à Peking, an ki-mao de Cobilay (1279), 4h33m36s
du matin au jour sin-hao (i5 juin) de la cinquième lune.

» Solstice d'hiver à Peking, an ki-mao de Cobilay (1279), 7h28m48s
du soir du jour kouey-tcheou (14 décembre), onzième lune.

» Solstice d'hiver à Peking, an kent-chin de Cobilay (1280),
11126™24s après minuit du jour ki-oucy de la onzième lune (14. dé¬
cembre).

» Ces solstices furent déterminés par Cocheou-king, selon la mé¬
thode de Tsou-tchong rapportée ci-dessus ('). Tsou-tchong n'employa
que trois observations; son gnomon était de 8 pieds. Cocheou-king
employa sept, huit, neuf, dix observations correspondantes, et il se
servait d'un gnomon de 4° pieds. Le dernier solstice est l'époque de
l'Astronomie de Cobilay, rangée par Cocheou-king.

» Ces solstices méritent d'être examinés, à cause des ombres méri¬
diennes que Cocheou-king observa avec ce gnomon (Connaissance
des Temps de 1809, p. 899). Il fit un petit trou à une lame de cuivre
pour recevoir l'image du Soleil. Ce trou était, dit-il, comme celui
d'une aiguille; c'est du centre de ce trou qu'il prit la hauteur du
gnomon, et il mesurait l'ombre jusqu'au centre de l'image. Jusqu'ici,

(') Connaissance des Temps de 1809, p. 389.
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dit-il, on se servait de gnomons de 8 pieds, et par leur moyen, on
n'observait que le bord supérieur du Soleil. On avait, ajoute-t-il, de
la peine à distinguer le terme de l'ombre, et le gnomon de 8 pieds
était trop petit. Ce sont les raisons, poursuit Cocheou-king, qui m'ont
porté à me servir d'un gnomon de 4o pieds, et à prendre l'image du
centre du Soleil.

» A Peking, au solstice d'été, un gnomon de 4o pieds, ombre
méridienne du centre du Soleil ii pieds y pouces; au solstice d'hiver
79 pieds 8 pouces.

» C'est aux années 1277, 1278, 1279 et 1280 que Cocheou-king fit
ces observations; et, vu les précautions qu'il prit pour le niveau et
pour le mesurage, elles paraissent exactes.

» L'an 1279, au jour y-ouey de la deuxième lune (3i mars), ombre
méridienne du centre du Soleil 26 pieds 3 fen 4 li 5 liao (') :

pl po fen li hao
Le iG mars, ombre méridienne 3a. 1 . 9 . 5 . 5
Le 29 août, ombre méridienne a5 . 8 . 9 . 9. o
Le 29 juin, ombre méridienne 12.2.6.4.0
Le 29 novembre, ombre méridienne 76. 7 . 4 . o . o
L'an 1278, io juin, ombre méridienne 11.7.7.7.5

» Il y a beaucoup d'autres ombres méridiennes observées avec ce

gnomon de 4° pieds. Si on le souhaite, on en fera part. »
On doit bien regretter, vu l'exactitude de ces observations, qu'elles

11e soient pas en plus grand nombre, et que l'offre du P. Gaubil n'ait
point eu d'effet. On doit inviter les savants et les missionnaires qui
seront à portée de se les procurer, à nous les faire connaître et à
nous donner sur l'Astronomie chinoise, et en particulier sur celle
de Cocheou-king, tous les renseignements qu'ils pourront obtenir.

Discutons d'abord les observations au gnomon qui n'ont point été
faites aux solstices. Ces observations, réduites en pieds, renfermant
un grand nombre de décimales, paraissent avoir été faites ou du
moins rapportées avec plus de précision que celles des solstices.

( ') Le pied a 10 pouces, le pouce 10 fen, Je fen 10 li, le li 10 hao.
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Les trois observations méridiennes faites vers les solstices, sont

celles des 10 juin 1278, 29 juin 1279 et 29 novembre 1279. Les lon¬
gueurs correspondantes observées du gnomon sont

iiP1,7775, 12P', 264, 76?', 74-

Ces longueurs donnent pour les distances correspondantes du Soleil
au zénith, corrigées de la réfraction et de la parallaxe et réduites au
solstice,

16° 20'35", 6, 16° 20'38", 9, 63°24'57",o.

La moyenne des deux premières observations donne i6°2o'37",2
pour la distance du Soleil au zénith, au solstice d'été; en la retran¬
chant de la distance du Soleil au zénith, au solstice d'hiver, la moitié
de la différence donnera 23°32'9",9 pour l'obliquité apparente de
l'écliptique. La nutation était alors —7",4; ainsi l'obliquité vraie
était 23°32'2",5 en 1279. Suivant les nouvelles Tables, cette obli¬
quité devait être 23°32'27",7. La différence 25" est dans les limites
des erreurs des observations. La moitié de la somme des deux dis¬
tances du Soleil au zénith donne 39°52'47", 1 pour la distance appa¬
rente de l'équateur au zénith ou pour la hauteur apparente du pôle.
En en retranchant 7", 4 à raison de la nutation, vers le milieu de 1279,
on aura 39°52'39", 7 pour la hauteur vraie du pôle.

Les deux longueurs d'ombres solsticiales 11pi, 7 et 79pi,8 donnent
pour les distances respectives du Soleil au zénith, corrigées de la
réfraction et de la parallaxe,

7 6° 18'28", 9 et 63°24'24",°;

d'où résulte 23°32'57",5 pour l'obliquité de l'écliptique, 39°5i'26",5
pour la hauteur du pôle. Ces résultats diffèrent un peu des précé¬
dents; mais 011 peut croire, avec quelque probabilité, que la diffé¬
rence vient des décimales négligées dans les longueurs solsticiales
des ombres, dans lesquelles il paraît que l'on n'a conservé que la
première décimale.
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Considérant présentement les observations faites vers les équi-
noxes, savoir celles du 16 mars, du 3i mars et du 29 août 1279, les
longueurs observées des ombres donnent, pour les distances appa¬
rentes du centre du Soleil au zénith, corrigées de la réfraction et de
la parallaxe,

38°5o'27",4, 33° 4/0", 5, 32°55'48",5.

En prenant donc 39°52'47", 1 pour la distance apparente de l'équateur
au zénith, on a les trois déclinaisons boréales suivantes du Soleil,

i°2' 19", 7, 6° 48'4 6", 6, 6°56'58",6;

ce qui donne, pour les longitudes apparentes du Soleil,

» 20 36'5", 2, 17016'36", 7, 5si2°22'i",3.

Ces longitudes, calculées par les nouvelles Tables, sont

2°35'io",6, i7°i7'24", 1, 5s i2°23'5",o.

Les erreurs des Tables sont donc

— 54", 6, +47", 4, -+-1'3", 7.

Ces erreurs sont dans les limites de celles dont les observations sont

susceptibles.
Ces observations sont très propres à déterminer l'équation du

centre du Soleil à leur époque; elles donnent cette équation plus
grande de 122" qu'en 1800 et, par là, elles confirment avec évidence
sa diminution successive, de même que les observations vers les sol¬
stices confirment la diminution successive de l'obliquité de l'éclip-
tique.

Il nous reste à considérer les observations des solstices de Cochcou-

king. En calculant, par les nouvelles Tables, les longitudes du Soleil
pour les instants de ces solstices, on a les résultats suivants :
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Longitude Erreurs
du Soleil. des Tables.

1277. 14. décembre —0. 18,2
1278. 14 juin 2.14,a
1278. i4 décembre —o.i5,o
1279. i4 juin 2.24,0
1279. i4 décembre o o o o 0.19,1
1280. i4 décembre 0.35,8

Les erreurs sont peu considérables, mais il est remarquable qu'elles
soient les plus grandes aux deux solstices d'été, et presque nulles aux

quatre solstices d'hiver. On peut expliquer cette différence en obser¬
vant que Cocheou-king a déterminé l'instant de chaque solstice, au
moyen d'un grand nombre de longueurs méridiennes, avant et après
le solstice. Concevant donc qu'il ait choisi des observations voisines
des équinoxes, temps où la variation journalière de la déclinaison est
considérable, cet astronome supposait le grand axe de l'orbe solaire
perpendiculaire à la ligne'des équinoxes, comme on le voit dans
YHistoire abrégée de l'Astronomie chinoise; et en 1280 l'apogée était
avancée de 3S34' suivant les nouvelles Tables. Cocheou-king se trom¬
pait donc en fixant l'instant du solstice au milieu de l'intervalle de
temps écoulé entre les deux équinoxes ou entre les deux instants où
les deux ombres avant et après le solstice étaient égales. ïl est facile
de voir qu'il retardait d'une demi-heure environ le solstice d'été, et
qu'il avançait de la même quantité le solstice d'hiver; en sorte que
les erreurs des Tables au solstice d'été doivent surpasser de 2'27"
environ les erreurs au solstice d'hiver. C'est en effet ce qui a lieu, à
fort peu près, dans les observations précédentes. L'erreur moyenne
dans les observations précédentes des solstices d'hiver est 5", 4; dans
les solstices d'été, elle est 2/iç)", 1 ; ainsi l'erreur moyenne dès six obser¬
vations précédentes est i'i2",5; en la divisant par 021, nombre des
années écoulées depuis 1279 jusqu'en 1800, le quotient o",i4 sera ce
dont il faut augmenter le mouvement séculaire du Soleil, suivant les
solstices précédents, ce qui diminuerait d'environ 3", 5 la longueur
de l'année. Les observations rapportées ci-dessus, des longueurs de

OEuvres de î.. — XIII. 9
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l'ombre, vers les équinoxes, donnent — 3",G pour l'erreur moyenne
des Tables, après l'équinoxe du printemps, ci -f-i'3",7 pour l'er¬
reur avant l'équinoxe d'automne; en sorte que l'erreur moyenne des
Tables, donnée par ces observations, est 60", 1, et l'on doit remarquer

que cette erreur est indépendante de celle que l'on a pu commettre
sur la position de l'équateur. Il en résulte un accroissement de 11"
environ dans le mouvement séculaire du Soleil. Quoi qu'il en soit,
la petitesse de ces erreurs prouve la bonté des observations et fait
regretter de n'en pas avoir un plus grand nombre.

On voit dans l'Histoire de l'Astronomie chinoise du P. Gaubil, publiée
par le P. Souciet, p. 72, troisième Partie ('), qu'au solstice d'hiver
de l'an 1280, Cocheou-king détermina le lieu du Soleil dans la con¬
stellation ki (-)? et qu'il trouva le solstice éloigné du Ge degré chinois
de la constellation hiu, de 3i5°, 1070 chinois, c'est-à-dire éloigné de
32i°, 1070 du commencement de la constellation hiu. Cette constel¬
lation commence à l'étoile [3 du Verseau; ainsi le solstice était, sui¬
vant Cocheou-king, éloigné de cette étoile de 321°, 1070 chinois. Cet
astronome, et généralement les astronomes chinois, jusqu'à l'arrivée
des Jésuites, ont divisé la circonférence en degrés, de manière que
chaque degré représentait le moyen mouvement du Soleil dans un

jour. Ce degré variait ainsi avec la durée qu'ils supposaient à l'année
solaire. Or, Cocheou-king la faisait de 365j, 242.5, ce qui réduit les
321°, 1075 chinois à 316° 29'58" degrés sexagésimaux. La longitude
de [3 du Verseau pour le ier janvier 1281, et calculée par les formules
du Tome III de ma Mécanique céleste, est de iosi3"22'5"; le solstice
d'hiver en était donc éloigné de 3i6°3o7|5": l'erreur de Cocheou-king
n'était donc que de 5V17", ce qui est très peu considérable.

(') Observations mathématiques, astronomiques, géographiques, etc., rédigées et
publiées par le P. Etienne Souciet. Paris, 1732.

(2) « Cocheou-king commençait les degrés du Zodiaquo par !o sixième de la constel¬
lation hiu. »
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Observations arabes et perses.

M. Caussin a bien voulu, à ma prière, traduire la partie de l'Ou¬
vrage d'Ebn-Jounis, qui renferme les observations arabes. Sa traduc¬
tion est imprimée dans le 7e Volume des Notices des manuscrits ; elle
contient la collection la plus nombreuse des observations arabes, et
parmi elles il s'en trouve plusieurs relatives à l'obliquité de l'éclip-
tique. On y voit que l'an 214 de l'hégire, les astronomes d'Almamon
ont observé à Bagdad l'obliquité de l'écliptiquc, de 23°35', et que
trois ans après ils l'observèrent à Damas de 23°33'52". Cependant
Ëbn-Jounis rapporte le passage suivant d'Ebn-hatem-Alnairizi :
« L'obliquité de l'écliptique des astronomes d'Almamon est celle
qui subsiste encore de notre temps; elle fut observée par eux avec
beaucoup d'exactitude, et quoiqu'ils n'aient pas également réussi
dans leurs observations, attendu les connaissances qui leur man¬

quaient, celle-ci a été très bien faite, à cause de la grandeur et de
la bonté de l'instrument,"et du peu de difficulté de l'opération et
du peu de secours qu'ils avaient. Cette obliquité est de 23°35'. »
Les astronomes arabes paraissent s'être arrêtés généralement à cette
détermination; mais je ne trouve d'observations détaillées que celles
d'Albatenius et d'Ebn-Jounis. Dans son Ouvrage de Scientia stellarum,
Chapitre IV, Albatenius dit : « Avec un instrument formé de plusieurs
côtés et d'une très longue alidade, tel que Ptolémée le décrit dans
VAlmagesle, après avoir vérifié la position de l'instrument aussi bien
qu'il est possible, j'ai trouvé dans la ville d'Aracte la plus petite dis¬
tance méridienne du Soleil au zénith, de i2°2(i', et la plus grande
de 59°36'. » Ces deux distances, corrigées de la réfraction et de la
parallaxe, deviennent t2°2G'io" et 59°37'32"; la moitié de leur dif¬
férence donne 23°35'4x" pour l'obliquité de l'écliptique, à l'époque
d'Albatenius, c'est-à-dire vers l'an 880. Les formules de la Mécanique
céleste donnent, à cette époque, 23°35'53", ce qui s'accorde d'une
manière remarquable avec l'observation d'Albatenius.
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Voici maintenant l'observation d'Ebn-Jounis, extraite du Cha¬

pitre XI de son Ouvrage :
« J'ai mesuré la plus grande déclinaison, et j'ai trouvé 23°35',

en faisant la parallaxe du Soleil différente de celle rapportée par
Ptolémée, comme je l'expliquerai dans cette Table. J'ai trouvé, avec
les instruments de notre seigneur le prince des fidèles Alâziz-Billah-
Nazar-Aboulmansor, la hauteur du Soleil à midi, corrigée de l'effet
de la parallaxe qui la diminuait, 36°2i'3o", le Soleil étant alors dans
le premier degré du Capricorne. J'ai pris cette mesure avec toute la
justesse et tout le soin possibles. J'ai trouvé pareillement la hauteur
corrigée de l'effet de la parallaxe au commencement du Cancer et
lorsqu'elle était à son maximum, 83°3i'3o". Retranchant la plus petite
de ces deux hauteurs de la plus grande, on a /|7°io' dont la moitié ou
la plus grande déclinaison est 23°35'. C'est ce que j'ai adopté dans
cette Table.

» J'ai comparé aussi, un grand nombre de fois, les hauteurs méri¬
diennes au commencement du Cancer et du Capricorne avec des hau¬
teurs correspondantes avant et après midi, et j'ai trouvé qu'elles
s'accordaient avec la plus grande déclinaison que j'ai observée : c'est
pourquoi je puis garantir son exactitude.

» J'ai choisi ces deux points de l'écliptique pour cette recherche,
parce que, quand il y aurait dans le lieu du Soleil erreur de plusieurs
minutes, cela ne produirait aucune différence sensible, le changement
de déclinaison étant alors très petit. »

Quoique l'auteur dise qu'il a employé une parallaxe du Soleil diffé¬
rente de celle de Ptolémée, qui n'est point indiquée dans la partie de
l'Ouvrage que nous possédons, tout porte à croire cependant que la
différence est peu considérable. Nous pouvons donc adopter ici, sans
erreur sensible, la parallaxe de Ptolémée pour rétablir les observa¬
tions d'Ebn-Jounis, telles que son instrument les a données. Cette
parallaxe est do 2'5i" et devient 2A8" à 36°2i'3o" de hauteur; ainsi
la plus petite hauteur méridienne observée par Ebn-Jounis était de
36° 19' 12". En la diminuant de 1 'j9", à raison de la réfraction, et en
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l'augmentant de 7" à raison de la parallaxe, telle que la donnent les
observations modernes, on aura 36°i8'o" pour la plus petite hauteur
vraie du Soleil. Pour corriger semblablement l'observation de la plus
grande hauteur, il faut en retrancher 1.8", à raison de la fausse paral¬
laxe, et 7" à raison de la réfraction ; il faut ensuite l'augmenter de 1"
à raison de la vraie parallaxe, ce qui donne 83°3i'6" pour cette hau¬
teur ainsi corrigée. La moitié de la différence des deux hauteurs
donne 23°36/33" pour l'obliquité de l'écliptique au temps d'Ebn-
Jounis, c'est-à-dire vers l'an 1000. La moitié de leur somme donne

3o°5'27" pour la latitude du Caire.
Cette latitude a été trouvée de 3o°3'2o" par les astronomes fran¬

çais dans la maison de l'Institut, à fort peu de distance du lieu où
l'on présume, avec beaucoup de vraisemblance, que l'astronome
arabe a observé. En faisant usage de l'observation française, et en
la comparant avec la plus grande hauteur du Soleil déterminée par
Ebn-.lounis, on doit avoir une obliquité plus exacte, plus indépen¬
dante de la fausse parallaxe qu'il attribuait au Soleil, de la réfrac¬
tion, des erreurs de division do l'instrument et de celles des obser¬

vations. La latitude 3o°3'2o", ajoutée à 83°3i'6", donne ii3°34'26";
si l'on en retranche 90°, on aura 23°34'26" pour l'obliquité vers
l'an 1000. Les formules de la Mécanique céleste donnent 23°34'5o",
ce qui s'accorde, autant qu'on peut le désirer, avec les observations
d'Ebn-Jounis.

L'Astronomie des Perses nous offre une observation détaillée de

l'obliquité de l'écliptique faite par Ulugbcy en 1437, avec un grand
instrument, qui probablement était un gnomon d'une très grande
hauteur. Ce grand observateur trouva à Samarkande, capitale de ses

États, les hauteurs du Soleil aux deux solstices, corrigées de la paral¬
laxe qu'il supposait au Soleil, égales à 73°o2'54" au solstice d'été,
et à 26°52'20" au solstice d'hiver. Il faisait la parallaxe du Soleil
de 2'29",4. Les hauteui's, telles qu'il les a observées, étaient donc
73°52'i2",5 et 26°5o'6",7. En les corrigeant de la réfraction et de
la parallaxe vraie, elles deviennent 73°5i'58",4 et 26°48'22",6; ce
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70 SUR LA DIMINUTION DE L'OBLIQUITÉ, ETC.

qui donne 23°3i'48" pour l'obliquité de l'écliptique en 1437, et
39°3c)'49" pour la latitude de Samarkande. Suivant les formules
de la Mécanique céleste, l'obliquité de l'écliptique à cette époque
devait être de 23°3i'5", ce qui ne diffère que de 43" du résultat
des observations d'Ulugbey.

Rassemblons maintenant les résultats que nous venons de trouver.

Observations antérieures à notre ère.
Excès

Obliquité do l'écliptique de
——~——— la première
par par sur

les observations. les formules. la seconde.

1100. Tcheou-kong 23.54- 2 a3.5i.58 2. 4
350. Pytheas 23.49-20 23.46. 7 3.13
250. Érathostène 2.3.45. 7 23.45.19 —0.12
100. Lieou-hiang a3.45.39 2.3.44. 4 1 • 35

' Observations postérieures à notre ère.
173. Observation chinoise... 23.41. 7 23.4t.5i —0.44
461. Tsou-tchong a3.38.aa 23.3g.aG —t. 1
629. Litchun-foung 23.40. 5 a.3.38. 1 2. 4
880. Albatenius 23.35.41 a3.35.53 —0.12

1000. Ebn-Jounis 23.34.2G a3.34.5o —0.24
1279. Coeheou-king a3.3a. 3 a3.32.28 —0.25
1437. Ulugboy a3.3i.4S 23.3t. 5 0.43

L'ensemble de ces observations établit d'une manière incontestable

la diminution successive de l'obliquité de l'écliptique : leur accord
avec les formules de la Mécanique céleste ne laisse aucun lieu de
douter que cette diminution est uniquement due à l'attraction des
planètes les unes sur les autres et sur le Soleil. Les différences très
petites qui existent encore entre les formules et les observations étant
alternativement positives et négatives, elles n'indiquent aucun chan¬
gement à faire dans les valeurs des masses que j'ai employées; ces
valeurs sont ainsi fort approchées, et pour les rectitier il faut attendre
les nouvelles observations que la suite des siècles doit procurer à l'As¬
tronomie.
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DÉPRESSION DU MERCURE DANS UN TUBE DE BAROMÈTRE
DUE A SA CAPILLARITÉ.

Connaissance clés Temps pour l'an 181a; juillet 1810.

Il est nécessaire de connaître cette dépression pour rendre les baro¬
mètres comparables. On trouve pour cet objet, dans les Transactions
philosophiques de 1776, une Table de correction que M. Charles Caven-
disli a formée par l'expérience. A cette époque, la théorie de l'action
capillaire n'était pas connue, mais cette théorie ayant été depuis dé¬
couverte et ramenée au principe fondamental des affinités chimiques,
celui d'une action mutuelle des molécules de la matière, décroissante
avec une extrême rapidité, de manière à devenir insensible aux plus
petites distances perceptibles, il convient de fonder sur ce principe
la Table des dépressions du mercure, et de n'emprunter de l'observa¬
tion que les données indispensables, comme on le fait en Astronomie.
On a ainsi l'avantage d'obtenir ces données avec toute la précision
possible, en comparant l'ensemble des phénomènes qui en dépendent
aux résultats de la théorie, et l'on évite les petites irrégularités qu'in¬
troduisent dans une Table formée par l'expérience les erreurs des
observations. Ici, les données sont l'angle que la surface du mercure

fait avec les parois du tube au contact, et la dépression du mercure
au-dessous du niveau, dans un tube de verre très étroit. La dessicca¬
tion plus ou moins parfaite des tubes peut influer sur ces données.
On sait que leur surface intérieure est tapissée d'une couche aqueuse
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72 SUR LA DÉPRESSION DU MERCURE

qu'il est très difficile d'enlever. C'est dans cette couche que se meut
le mercure du baromètre; son épaisseur suffit pour rendre insensible
l'action du verre sur le mercure, et la dépression de ce liquide dans
le baromètre est due à l'action réciproque de l'eau et du mercure.
L'ébullition du mercure dans le tube diminue de plus en plus l'épais¬
seur de l'enveloppe aqueuse; mais il paraît que, dans les meilleurs
baromètres, elle reste encore assez épaisse pour que l'action du verre
soit insensible. On observe, dans l'excellent baromètre à siphon de
l'Observatoire, que la convexité de la goutte qui termine les deux
colonnes de ce liquide est sensiblement égale dans les deux branches,
et j'ai conclu des expériences de M. Gay-Lussac que cette convexité
est celle qui a lieu dans un tube de verre très humecté, pourvu que
l'eau ne recouvre aucune partie de la surface de la goutte, car si la
surface entière est recouverte, j'ai fait voir qu'alors cette surface
devient celle d'une demi-sphère. Cependant, si l'on fait bouillir très
longtemps le mercure dans un tube de baromètre, on parvient, en
diminuant l'épaisseur de la couche aqueuse, à rendre sensible l'action
du verre sur le mercure. On sait, parles belles expériences du béné¬
dictin Casbois, que, par une ébullition longtemps continuée, la sur¬
face de la goutte devient de moins en moins convexe, ensuite plane,
et enfin concave; dans ce dernier cas, les phénomènes capillaires
changent de nature, et la dépression se change en ascension; mais,
dans la construction des baromètres, on ne prolonge point l'ébulli¬
tion jusqu'à ce point; ainsi l'action du verre sur le mercure n'y étant
point sensible, les différences qui peuvent exister dans la matière du
verre de ces tubes n'ont point d'inlluencc sur les effets dus à leur
capillarité. Nous supposerons donc, conformément à l'expérience,
que l'angle de contact de la surface du mercure avec les parois du
tube est le même qu'à l'air libre. Cet angle et la dépression du mer¬
cure, dans des tubes très étroits, sont fort difficiles à déterminer par

l'expérience. On peut les conclure de divers phénomènes, tels que

l'épaisseur d'une large goutte de mercure sur un plan de verre hori¬
zontal; la différence de niveau du sommet de la surface du mercure
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DANS UN TUBE DE BAROMÈTRE, ETC. 73

et du contact de cette surface avec les parois d'un vase de verre ver¬
tical; la dépression du mercure dans des tubes de verre très étroits;
cette même dépression, lorsque le tube de mercure est introduit dans
un tube de verre humecté, de manière que la surface du mercure se
recouvre d'une petite colonne d'eau. J'ai conclu de l'ensemble de ces.

phénomènes, observés avec des instruments très précis par M. Gav-
Lussac, que l'angle de contact de la surface du mercure avec le verre
est de 48° de la division décimale de l'angle droit, et que le mercure,
dans un tube de verre dont le diamètre serait de o,um,ooor, s'abaisse¬
rait de 9476Gmm au-dessous du niveau. La Table suivante est fondée
sur ces données, suivant lesquelles l'action du mercure sur lui-même
est, à volume égal, à très peu près six fois et un tiers plus grande que
celle du mercure sur l'eau.

Pour former cette Table, il a fallu intégrer, par approximation,
l'équation différentielle du second ordre de la surface du mercure
dans un tube cylindrique de verre. Cette équation, que j'ai donnée
dans ma Théorie de l'action capillaire, fournit une expression fort
simple du rayon osculateur de la courbe génératrice de la surface. En
considérant donc cette courbe comme une suite de petits arcs de
cercle, décrits avec ces divers rayons, et qui se touchent par leurs
extrémités, on aura les coordonnées de la courbe d'une manière
d'autant plus précise que l'on aura divisé l'amplitude de la courbe
en un plus grand nombre de parties. Cette amplitude, à partir du
sommet, est l'angle que le côté de la courbe fait avec l'horizon; l'am¬
plitude totale est donc de 5a°. On l'a divisée en douze parties égales
et l'on a supposé la dépression du mercure dans le baromètre succes¬
sivement de 4m,n,5, 4m"',o, 3mm,5, 2m,n,o, imm,5, xm,n,o. Au-dessous
de i"'m, on a fait varier les dépressions de dixième en dixième jus¬
qu'à omD,,i; enfin on a considéré la dépression de omm,o5. La dépres¬
sion étant toujours réciproquement proportionnelle au rayon oscula¬
teur du sommet de la courbe, on a eu, par cette propriété, le premier
rayon osculateur. Ce rayon a donné les valeurs de l'abscisse et de l'or¬
donnée correspondantes à la première division, en la considérant

OEuvresde L. — XIII. <0
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Vi SUR LA DÉPRESSION DU MERCURE

comme un arc de cercle, les abscisses étant prises à partir du sommet
de la surface sur son axe de révolution. Ces premières valeurs, sub¬
stituées dans l'expression du rayon osculatcur de la courbe, ont donné
le second rayon oscillateur, et à son moyen on a déterminé les accrois¬
sements de l'abscisse et de l'ordonnée dans la seconde division, en

considérant encore, dans cette partie, la courbe comme un arc de
cercle décrit avec le second rayon osculatcur. On a ainsi obtenu les
secondes valeurs de l'abscisse et de l'ordonnée, au moyen desquelles
on a déterminé un troisième rayon osculatcur. En continuant ainsi
jusqu'à la dernière division, la valeur obtenue pour la dernière or¬

donnée a exprimé le demi-diamètre du tube correspondant à la dé¬
pression supposée. Au-dessous de omm,8 de dépression, les rayons
oscillateurs, vers le sommet de la courbe, sont si considérables, qu'il
a été nécessaire, dans cette partie, d'employer de plus petites divi¬
sions de l'amplitude; on ne l'a donc fait croître que de deux en deux
degrés, jusqu'à douze degrés, et, pour les six premiers degrés, on a
calculé les coordonnées au moyen de séries convergentes que j'ai
tirées de l'équation différentielle de la surface d'un liquide, lorsque
le dernier angle de contingence est très petit. Voici les formules et
les séries dont on a fait usage.

Soit X{'"> l'inclinaison du côté de la courbe, à l'extrémité inférieure
de la rième division; soient et uin l'abscisse et l'ordonnée corres¬

pondantes à la même extrémité; soient encore b{r) le rayon oscillateur
de la courbe au même point et h ce même rayon au sommet de la
courbe; l'équation différentielle de la courbe donnera

feôô = \ +2<zz<p— sinV(''),

a étant ensuite un coefficient constant éaal à le millimètre étant0 0,5

pris pour unité. On aura ensuite

„0-+!)

30'+0

«<'')-4- 2Ô(r) sinj (Vir+n —

s('') -h 2 ô('') sin( VO'+i) —

V<'0) cos|-( V"'+1)-+- V"')),

V(D)sin{(V(r+1> + Vf)).
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On a, pour la première division,

ii(•)— b sin V(,) ;

£<') — 2 b sin2 .y V(1).

La dépression du mercure dans le baromètre est ~ [voir le Supplé¬
ment à la Théorie de l'action capillaire, p. 5q et suivantes, Tome IV de
la Mécanique céleste (')]. Les expressions de z et de la page 6o de
ce Supplément, donnent les séries suivantes dont on a fait usage pour
les dépressions au-dessous de omm, 8 :

z ~ -1— (2,886o566«2-t- 3, i7oo53a «4 -+- 5,1018673««ab

-f- b,7838o4o«s-i- 10,2719206 «10 4-.. .),

tangV = ^ j ) 187 0866 « -+- 3,772 113 2 u3 + 5,8800186 m

-t- 7,6868g4om7 + 9,271 9206«® + ...),

les coefficients des puissances de u étant ici représentés par leurs
logarithmes, pour la facilité du calcul; les chiffres surmontés d'une
barre horizontale étant des caractéristiques négatives. Ainsi, en
donnant à u une valeur telle que Y tombe entre quatre et six degrés,
on a déterminé fort exactement les coordonnées relatives à cette

inclinaison des côtés de la courbe. De là, au moyen des formules pré¬
cédentes, on a calculé ces coordonnées pour Y — 6°, et l'on a fait
croître cet angle de deux en deux degrés jusqu'à douze degrés; au
delà, on a supposé les accroissements successifs, de quatre degrés jus¬
qu'à V = 52°.

Pour coordonner les divers résultats obtenus par la méthode précé¬
dente, dans une Table relative à des accroissements égaux du diamètre
du tube, j'ai observé que les différences des logarithmes des dépres¬
sions, divisées par les différences des diamètres des tubes, forment
une suite de quotients qui varient avec lenteur. 11 m'a été facile, au

(1) OEuvrcs de Laplace, T. IV, p. /179 et suivantes.
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moyen de cette propriété, de former la Table suivante, dont Al. Bou¬
vard a bien voulu faire la plupart des calculs. La même propriété peut
servir encore à l'interpolation de la Table. On trouve, dans le Journal
de Nicholson du mois d'octobre 1809, une Table semblable, formée
par le développement en série des expressions de s et de sinV, et sui¬
des données peu différentes de celles que nous avons employées. Ces
deux Tables s'accordent à peu près entre elles et avec celle que
AL Charles Cavendish a fondée sur les expériences. Mais la méthode
que nous venons d'exposer me paraît être plus exacte et d'un calcul
plus facile; elle a, de plus, l'avantage de faire connaître l'influence
de la variation de l'angle de la surface du mercure, avec le tube, sur
la capillarité. On sait que, par le frottement du mercure contre les
parois du tube, et peut-être encore par une viscosité propre à ce
liquide, cet angle peut éprouver des variations considérables; il
diminue d'une manière sensible quand le baromètre monte, et il
augmente quand le baromètre descend, la surface de la goutte de
mercure devenant plus convexe dans le premier cas, et moins con¬
vexe dans le second. Pour rétablir cette surface dans son état naturel,
on frappe doucement et à plusieurs reprises le tube du baromètre;
mais il est difficile de lui rendre parfaitement cet état. Heureusement,
si le baromètre est fort large, les variations dans l'angle de contact
influent peu sur la dépression du sommet de la goutte, quoiqu'elles
aient une influence sensible sur sa hauteur. La méthode exposée ci-
dessus donne le moyen d'apprécier cette influence. Car, la dépression
restant la même, elle l'ait connaître l'accroissement que prennent les
deux coordonnées de la courbe de révolution de la surface, dans la
dernière division de l'amplitude de cette courbe. Ensuite, l'angle de
contact restant le même, elle donne les variations des coordonnées
extrêmes, relatives à une variation donnée dans la dépression. Il est
facile d'en conclure, par les méthodes différentielles, les variations du
sommet de la goutte et de sa hauteur, dues à une variation donnée de
l'angle de contact, et, par conséquent, la variation de dépression rela¬
tive à une variation observée dans la hauteur de la goutte. Je trouve
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ainsi que, pour un tube de nmm,/j de diamètre intérieur, une dimi¬
nution de o""n,i dans la hauteur de la goutte produit, dans la dépres¬
sion du sommet, due à la capillarité, une diminution de omm,oi5, ou

environ sept fois plus petite.

Table des dépressions du mercure dans le baromètre, dues à sa capillarité ('■).

Diamètre intérieur dos tubes Dépressions
en millimètres. en millimètres.

2 4,579
3 2,902
4 2,O53
5 1,507
G

, 1,136
7 9,677
8 o ,084
9 o,53j10 0,41911 o,33o12 o, 26013 o, 20414 0,1G1

'ô
.■ 0,127

•G
°,°99

'7 0,07718 o, 0G019 °,°4720 o,o3G

(') On trouvera plus loin une Table analogue, mais plus détaillée, à la suite d'un
Mémoire de Laplace extrait do la Connaissance des Temps de 1829.
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DU MILIEU QU'IL FAUT CHOISIR
ENTRE

LES RÉSULTATS D'UN GRAND NOMBRE D'OBSERVATIONS.

Commis,lance des Temps pour l'an 1813; juillet i8u.

Ce Mémoire est la reproduction presque littérale du Mémoire déjà
inséré au Tome XII, page 4°i> Article VIII.
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SUR L'INÉGALITÉ
A LONGUE PÉRIODE

OU MOUVEMENT LUNAIRE.

Connaissance des Temps pour l'an 1813 ; juillet 1811.

Il est difficile de révoquer en doute l'existence d'une inégalité à
longue période dans le mouvement de la Lune, inégalité que j'ai
indiquée aux Astronomes pour concilier les anomalies observées
dans ce mouvement. 11 paraît bien prouvé que dans les quarante-
cinq années écoulées depuis 1756 jusqu'en 1801, le moyen mouve¬
ment sidéral de la Lune a été plus lent que depuis 1692 jusqu'en
1756. Cette différence est indépendante des valeurs que l'on peut
attribuer a la précession des équinoxes; puisque, dans toutes les
observations, la Lune a été comparée aux étoiles. Une inégalité pro¬
portionnelle au cosinus de fi, fi étant la longitude moyenne du pé¬
rigée lunaire plus deux fois celle du nœud, fait disparaître ces
anomalies : c'est ce que je vais établir par les observations.

Les Tables de la Lune de M. Biirg, publiées par le Bureau des
Longitudes, donnent — 10" pour l'excès de l'époque de 1692, déter¬
minée par les observations, sur l'époque de ces Tables. Mais M. Biirg
étant parti, pour déterminer le mouvement des étoiles ou précession,
des positions déterminées en 1700, par Bradley, Maver et La Caille,
et de celles de Maskclyne, en 1800; et Maskelyne ayant supposé aux
étoiles une ascension droite trop faible de 4"> en 1800, comme il l'a
reconnu lui-même, on voit que M. Biirg a trouvé un mouvement de
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80 SUR L'INÉGALITÉ A LONGUE PÉRIODE

précession trop grand de 4" dans l'espace d'un demi-siècle; il faut
donc diminuer d'environ 5", l'époque de 1692 qu'il a déterminée par
les observations, ce qui donne — i5" pour la correction de l'époque
des Tables, en 1692. Les corrections des autres époques ont été dé¬
terminées par M. Burckardt : elles sont le résultat d'un travail impor¬
tant, qu'il a fait pour perfectionner les Tables de la Lune. Voici toutes
ces corrections :

1692 _ l5"0
l~,p»6 _|_ 12 )()
l™ H- 9,9
1801 ■>.,2

J'ai appliqué à ces corrections l'équation y cosE; et, en désignant
par e la correction de l'époque des Tables en 1706, et par S celle du
moyen mouvement annuel de la Lune, j'ai formé les équations de
condition suivantes :

x — io,o — e — 64.6 -t-y. 0,2 554o,
X1 + I2,0=E- /.0,9161g,
x" + 9)9 = £ 28.G — y.o,34o55,
x1" 4- 2,2 = £ + 45.6-1-^.0,40554,

x, x', x", x'" étant les erreurs des époques déterminées par les ob¬
servations. Le coefficient de y en 1779 n'est pas rigoureusement le
cosinus de l'argument de l'inégalité à cette époque. Comme on a fait
usage, pour déterminer cette époque, des observations depuis 1760
jusqu'en 1791, il faut prendre une moyenne entre les cosinus dans
tout cet intervalle, et cette moyenne est égale à la différence des sinus
extrêmes, divisée par la variation de l'argument dans cet intervalle.

Si l'on suppose y nul, ou qu'il n'existe point, dans le mouvement
lunaire, d'inégalité à longue période; si de plus, on cherche alors
par la méthode du n° 39 du troisième Livre de la Mécanique cé¬
leste ('), le système des valeurs de £ et de S, qui donne un minimum

I ') OEuvres de Laplace, T. II, p. 13 J.
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pour la plus grande des erreurs x, x', x", x'", on trouve
x — x"'=— x'— 8", 5,

6 = o", i58, £ = 3", 5.

On ne peut donc pas, sans l'inégalité à longue période, éviter une
erreur de 8", 5 au moins sur quelques-unes des époques précédentes,
et une semblable erreur ne paraît pas admissible, surtout pour les
époques de 1756 et de 1801. Si l'on ne considère que les trois der¬
nières époques, on trouve que le système qui donne un minimum
pour la plus grande des erreurs est

x' = -- x" — x"' — 1", 45,
6 =— o", 218, e = i3",45.

Les erreurs précédentes sont admissibles; mais ce système donne
x — 42"; 8,

ce qui est inadmissible. L'inégalité à longue période paraît donc né¬
cessaire pour concilier toutes ces époques.

Déterminons maintenant son coefficient. Si l'on cherche, par la mé¬
thode citée, le système qui donne un minimum pour la plus grande
des erreurs, on trouve

x — — x' — x"= — x'" — — o",76i;
£ = 0, 6 = o",i9o6,

y = — i3",92.

On peut donc, au moyen de l'inégalité à longue période, satisfaire
à toutes les époques, en n'y supposant que des erreurs en plus ou en
moins de o", 76. En corrigeant, au moyen des valeurs précédentes,
l'époque des Tables citées, pour 1766, on trouve cette époque égale
à 5si°8'54">4; et M. Burg a trouvé par les observations 5si°8'54", 5;
ce qui s'accorde parfaitement.

Ces valeurs donnent, pour la correction des époques des Tables de
M. Burg, la formule

+ j.i9",o6 — i3",92.cosE,

tétant le nombre des siècles depuis 1756.
OEuvres de L. — XIII. 1 '
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En indiquant aux Astronomes l'inégalité lunaire à longue période,

j'ai observé qu'elle se présentait, dans la théorie de la Lune, sous trois
formes différentes. Sous la première, elle est proportionnelle au
sinus de E diminué de trois fois la longitude du périgée solaire; sous
la seconde forme, elle est proportionnelle au sinus de E moins une
fois la longitude de ce périgée, et elle dépend de l'ellipticitc de la
Terre; et sous la troisième forme, elle est proportionnelle au cosinus
de E, comme nous venons de le supposer, et elle dépend de la diffé¬
rence des deux hémisphères austral et boréal de la Terre.

Plus je réfléchis sur cet objet, et plus je suis porté à croire que
cette dernière forme est la seule qui puisse être sensible.

La différence des deux hémisphères terrestres paraît indiquée par
la mesure du degré du méridien au Cap de Bonne-Espérance; elle
l'est plus encore par la constitution même de la Terre, dont les mers
recouvrent en plus grande partie l'hémisphère austral que l'hémi¬
sphère boréal. La comparaison, sous ce point de vue, de la théorie aux
observations de la Lune pourra répandre un grand jour sur cet objet.

En considérant l'expression générale du rayon du sphéroïde ter¬
restre, que j'ai donnée dans le troisième Livre de la Mécanique
céleste ('), et celle de l'attraction qui en résulte sur un corps placé
à une distance quelconque de la Terre, on voit que ces expressions
sont liées l'une à l'autre, de manière que les termes de la première
sont divisés dans la seconde par les puissances successives de la dis¬
tance du corps attiré au centre de gravité de la Terre; et, de plus,
sont multipliés respectivement par les exposants de ces puissances,
diminués do deux unités. Ceux qui dépendent de Tclliplicité de la
Terre ont pour diviseur le cube de la distance, et ce sont les seuls
sensibles dans les phénomènes de la précession et de la nutation. Ils
produisent encore dans le mouvement lunaire, en longitude et en
latitude, deux inégalités sensibles que j'ai déterminées dans le
septième Livre de la Mécanique céleste (2) et qui, comparées aux

(i) OEuvres de Laplace, T. II.
id., t. m.
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observations, donnent l'ellipticité cle la Terre avec plus de précision
que les mesures géodésiques. Les termes dépendants de la différence
des deux hémisphères, de l'expression générale du rayon du sphé¬
roïde terrestre, sont divisés dans l'expression de son attraction, suc¬
cessivement par les puissances quatrième, sixième, etc., de la dis¬
tance et, de plus, sont multipliés respectivement par 2, etc.; ils
sont donc, à la distance de la Lune, d'ordres très différents, quoiqu'ils
puissent être du même ordre à la surface de la Terre. A cette surface,
ils peuvent se détruire mutuellement; mais la distance les sépare et,
à la distance de la Lune, le premier, qui a pour diviseur la quatrième
puissance de cette distance, l'emporte de beaucoup sur les suivants.
Cependant ces termes ont à la surface une influence différente sur les
variations des arcs du méridien, de la pesanteur et de la parallaxe
lunaire. On peut, à la rigueur, en multipliant par des constantes
convenables les termes du rayon du sphéroïde terrestre, rendre in¬
sensibles à la surface ceux qui dépendent de la différence des deux
hémisphères, en donnant au premier de ces termes, à la distance de
la Lune, une influence sensible sur le mouvement de cet astre. Toute¬

fois, il n'est pas naturel de le supposer plus grand, à la surface de la
Terre, que celui qui dépend de l'clliplicité; il faut donc que l'inéga¬
lité de cent quatre-vingts ans qui en résulte, et qui est proportion¬
nelle à cosE, soit considérablement augmentée par les intégrations,
pour compenser par cette augmentation la petitesse de son facteur.

La théorie de la Lune, considérée avec une attention particulière,
présente une circonstance qui augmente considérablement cette iné¬
galité. Les termes dépendants des produits de deux dimensions, des
forces perturbatrices, acquièrent par les intégrations successives,
dans l'expression de la longitude vraie, des diviseurs égaux au carré
du coefficient du temps, dans l'argument des inégalités. Ces termes
viennent du rayon vecteur et de la latitude lunaire. Le rayon vecteur,
en vertu de la différence des deux hémisphères terrestres, acquiert
une inégalité dont l'argument est la longitude moyenne de la Lune,
plus celle du périgée, plus celle du nœud. Chacune de ces inégalités
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a pour diviseur le coefficient du temps, dans le mouvement du
périgée, plus deux fois le mouvement du nœud, comme il est
facile de s'en convaincre par la théorie de la Lune exposée dans le
septième Livre de la Mécanique célesle ((). En les substituant dans
l'expression différentielle de la longitude vraie do la Lune, elles pro¬
duisent l'inégalité à longue période, affectée du même diviseur. Or
ce diviseur est rendu très petit par la circonstance remarquable qui,
dans la théorie lunaire, double à peu près le mouvement du périgée
lunaire déterminé par une première approximation, circonstance qui
a pendant quelque temps trompé les géomètres sur la correspon¬
dance de la théorie de la pesanteur universelle avec le mouvement
de ce périgée. Ensuite l'intégration de l'expression différentielle de
la longitude vraie donne de nouveau à l'inégalité à longue période
le môme diviseur qui, se trouvant ainsi élevé au carré, augmente
considérablement, par sa petitesse extrême, le coefficient de cette
inégalité, et peut ainsi la rendre sensible. Je ne fais qu'indiquer
cette remarque, qu'il sera temps d'approfondir lorsque les observa¬
tions postérieures, ou une discussion très exacte des observations
de La Hire et de Flamsteed, auront entièrement mis hors de doute
l'existence de cette inégalité déjà si vraisemblable. MM. Bouvard et
Arago ont bien voulu entreprendre, à ma prière, cette discussion,
dont je présenterai le résultat dans le Volume prochain de la Con¬
naissance des Temps (2).

(') OEuvres de Laplacc, T. III.
(!) Id.t T. XIII.
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Connaissance des Temps pour l'an 1815 ; novembre 1812.

Je vais présenter ici le résultat des comparaisons que MM. Bouvard
et Àrago ont bien voulu faire, à ma prière, des Tables de M. Biirg,
publiées par le Bureau des Longitudes, avec les observations de
La Hirc et de Flamsteed. Les positions et les mouvements des étoiles
auxquelles la Lune a été comparée dans ces observations sont dé¬
duits des Catalogues de Bradlcy, Mayer et La Caille pour i^So, com¬
parés aux derniers Catalogues de Maskelyne et Piazzi; ainsi, quand
il resterait encore quelque légère incertitude sur la précession des
équinoxes, elle ne peut influer sur le moyen mouvement sidéral de la
Lune, et sur les anomalies qu'il présente.

Les observations de La Elire, que l'on a calculées, sont au nombre
de soixante-douze : elles ont été faites depuis le 4 juillet i685 jus¬
qu'au 27 novembre 1686, en sorte que leur époque moyenne répond
à 1686,4• Leur ensemble donne +i",25 pour la correction de l'é¬
poque des Tables, c'est-à-dire pour ce qu'il faut ajouter à cette
époque afin qu'elle coïncide avec la longitude moyenne déduite des
observations. Si l'on rejette les observations qui surpassent 3o", et
dont le nombre est dix, 011 a -h i",o8 pour la correction de l'époque
des Tables; ce qui diffère très peu du résultat précédent : nous em¬
ploierons la totalité des observations. Mais cette correction est
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affectée de l'inégalité à longue période de ces Tables, et la valeur de
cette inégalité était alors io^Bo; la correction réelle de l'époque des
Tables, considérées indépendamment de cette inégalité, est donc
- 9">55-

On a choisi quatre-vingts observations de Flamsteed, faites depuis
le 23 janvier 1690 jusqu'au 11 juin 1693. Leur époque moyenne ré¬
pond à 1691,4, et leur ensemble donne -+-i",45 pour la correction
des Tables. Cette correction est + 1", 70, si l'on rejette quinze obser¬
vations dont l'erreur surpasse 3o". A cette époque la grande inégalité
était de — 9", o, ce qui donne — 7", 55 pour la correction de l'époque
des Tables.

M. Bûrg, que j'avais engagé à faire de semblables calculs, m'a fait
l'honneur de m'envover le résultat, qui donne — 8",o3 pour la cor¬

rection de cette époque de ses Tables telles que le Bureau des Longi¬
tudes les a publiées. Ce dernier résultat est fondé sur la discussion
de cent soixante-cinq observations de Flamsteed. En prenant une

moyenne entre les deux résultats, on peut fixer à — 7", 79 la correc¬
tion de l'époque des Tables en 1691,4.

On a vu, dans la Connaissance des Temps de 1813 ('), que cette
correction est + i2",o pour 1756; +9",9 pour 1779, et +2", 2

pour 1801; ainsi le moyen mouvement de la Lune surpasse celui des
Tables de 12",o -+- 7", 79, depuis 1691,4 jusqu'en 1756 : il est, au

contraire, plus petit, depuis 1706 jusqu'en 1801, de 12",0 — 2", 2.
Cette diminution dans le moyen mouvement actuel de la Lune

est confirmée par les calculs que le Bureau des Longitudes a fait
exécuter, pour comparer les nouvelles Tables que M. Burckhardt
vient de lui présenter, avec celles de M. Bûrg. Les Tables dans
lesquelles la somme des carrés des erreurs est la plus petite de¬
vaient être préférées, suivant la règle que j'ai-donnée pour cet objet
dans ma Théorie analytique des probabilités, etc. (2). Les Tables de

(1 ) OEuvres de Laplace, T. XIII.
(2) Td., T. VII, Livre II.
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M. Burckhardt ont obtenu cet avantage, soit en longitude, soit en
latitude.

Cent soixante-six observations faites à Greenwich et à l'Observa¬

toire impérial ont donné — o",37 pour la correction de l'époque des
Tables de M. Biirg, en i8o4,5; cent trente-sept observations faites
à l'École Militaire, par M. Burckhardt, ont donné — 2",46 pour la
correction de l'époque des moyennes Tables, en 18x1,5. Ainsi les ob¬
servations de ces dernières années confirment la diminution actuelle

du mouvement moyen de la Lune.
Pour corriger ces anomalies du moyen mouvement de la Lune,

j'avais indiqué à M. Bùrg une inégalité à longue période, propor¬
tionnelle au sinus d'un argument formé de deux fois la longitude
moyenne des nœuds de l'orbe lunaire, plus celle de son périgée,
moins trois fois la longitude moyenne du périgée de l'orbe solaire.
Par ce moyen, toutes les observations sont bien représentées de¬
puis i685 jusqu'en 1811. Mais elles le sont également bien par l'iné¬
galité proportionnelle au cosinus de l'argument formé de deux fois la
longitude moyenne du noeud lunaire, plus celle du périgée lunaire, et
que la théorie indique comme devant être beaucoup plus sensible
que la première. J'ai engagé, par cette raison, M. Burckhardt à em¬

ployer cette dernière inégalité dans ses Tables, et si, comme cela
devient extrêmement vraisemblable par les calculs précédents, cette
inégalité est confirmée par les observations futures.('), elle répandra
un grand jour sur la différence des deux hémisphères de la Terre,
différence dont elle dépend.

(') OEuvres de Laplace, T. V, Livre XVI, p. 408.
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Parmi les hypothèses que l'on a proposées sur l'origine des comètes,
la plus vraisemblable me paraît être celle de M. Herschell, qui consiste
à les regarder comme de petites nébuleuses formées par la condensa¬
tion de la matière nébuleuse répandue avec tant de profusion dans
l'univers. Les comètes seraient ainsi, relativement au système solaire,
ce que les aérolithes sont par rapport à la Terre, à laquelle ils pa¬
raissent étrangers. Lorsque ces astres deviennent visibles pour nous,
ils offrent une ressemblance si parfaite avec les nébuleuses qu'on les
confond souvent avec elles, et ce n'est que par leur mouvement, ou
par la connaissance de toutes les nébuleuses renfermées dans la
partie du ciel où ils se montrent, que l'on parvient à les en distin¬
guer. Cette hypothèse explique d'une manière heureuse la grande
extension que prennent les têtes et les queues des comètes, à mesure
qu'elles s'approchent du Soleil, et l'extrême rareté do ces queues qui,
malgré leur immense profondeur, n'affaiblissent point sensiblement
l'éclat des étoiles que l'on voit à travers, en sorte qu'il est très pro¬
bable que plusieurs ont enveloppé la Terre sans avoir été aperçues.

Lorsque les nébuleuses parviennent dans cette partie de l'espace
où l'attraction du Soleil est prédominante, et que nous appellerons
sphère d'activité de cet astre, il les force à décrire des orbes elliptiques

(') Consulter, pour les commentaires provoqués par ce Mcmoiro : Étude sur la pro¬
babilité' des comètes hyperboliques et l'origine des comètes, par M. L. Fauuy ( Annales
de la Faculté des Sciences de Marseille, T. IV, p. i)-
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ou hyperboliques. Mais leur vitesse étant également possible suivant
toutes les directions, elles doivent se mouvoir indifféremment dans
tous les sens et dans toutes les inclinaisons à l'écliptique, ce qui est
conforme à ce que l'on observe. Si leurs orbes sont elliptiques, ils
sont très allongés, puisque leurs grands axes sont au moins égaux au
rayon de la sphère d'activité du Soleil; mais ces orbes peuvent être
hyperboliques, et si les axes de ces hyperboles ne sont pas très
grands par rapport à la moyenne distance du Soleil à la Terre, le
mouvement des comètes qui les décrivent paraîtra sensiblement
hyperbolique. Cependant, sur cent comètes dont on a déjà les élé¬
ments, aucune n'a paru se mouvoir dans une hyperbole, ce qui forme
une objection spécieuse contre l'hypothèse précédente, à moins que
les chances qui donnent une hyperbole sensible ne soient extrême¬
ment rares par rapport aux chances contraires. La conformité de
cette hypothèse avec les phénomènes que nous offrent les comètes
m'a fait soupçonner que cela est ainsi, et, pour m'en assurer, j'ai
appliqué à cet objet le Calcul des probabilités. J'ai trouvé qu'en effet
il y a un grand nombre à parier contre l'unité qu'une nébuleuse qui
pénètre dans la sphère d'activité solaire, de manière à pouvoir être
observée, décrira ou une ellipse très allongée ou une hyperbole qui,
par la grandeur de son axe, se confondra sensiblement avec une
parabole dans la partie que l'on observe. Cette application de l'analyse
des probabilités pouvant intéresser les géomètres et les astronomes,
je vais l'exposer ici.

Les comètes sont si petites qu'elles ne deviennent visibles que si
leur distance périhélie est peu considérable. Jusqu'à présent, cette
distance n'a surpassé que deux fois le diamètre de l'orbe terrestre, et
le plus souvent elle a été au-dessous du rayon de cet orbe. On con¬

çoit que, pour approcher si près du Soleil, leur vitesse au moment de
leur entrée dans sa sphère d'activité doit avoir une grandeur et une

direction comprises dans d'étroites limites. Il faut donc déterminer
quel est, dans ces limites, le rapport des chances qui donnent une

hyperbole sensible aux chances qui donnent un orbe que l'on puisse
OEuvres de L. - XIII. 12
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confondre avec une parabole. 11 est clair que ce rapport dépend de la
loi de possibilité des distances périhélies des comètes observables, et
l'examen du tableau des éléments des orbes cométaires déjà calculés
nous montre que, au delà d'une distance périhélie égale au rayon de
l'orbe terrestre, les possibilités des distances périhélies diminuent
avec une grande rapidité à mesure que ces distances augmentent. La
loi de ces possibilités doit donc être assujettie à cette condition ; mais
étant, à cela près, inconnue, nous ne pouvons que déterminer la
limite du rapport dont il s'agit, ou sa valeur dans le cas le plus favo¬
rable aux hyperboles sensibles. Si l'on suppose le rayon de la sphère
d'activité du Soleil égal à cent mille fois sa distance à la Terre, ce qui
paraît être encore au-dessous de ce qu'indique la petitesse de la pa¬
rallaxe des étoiles, l'analyse donne, dans le cas le plus favorable,
—■ pour la probabilité qu'une nébuleuse qui pénètre dans la sphère
d'activité solaire, de manière à pouvoir être observée, décrira une
hyperbole dont le grand axe égalera au moins cent fois la distance du
Soleil à la Terre. Une pareille hyperbole se confondra sensiblement
avec une parabole; il y a ainsi, dans le cas le plus favorable aux hy¬
perboles sensibles, à fort peu près cinquante-six à parier contre
l'unité que, sur cent comètes, aucune ne doit avoir un mouvement
sensiblement hyperbolique; il n'est donc pas surprenant que, jus¬
qu'ici, l'on n'ait point observé de mouvement semblable.

L'attraction des planètes, et peut-être encore la résistance des
milieux éthérés, a dû changer plusieurs orbes cométaires, dans des
ellipses dont le grand axe est beaucoup moindre que le rayon de la
sphère d'activité du Soleil. On peut croire que ce changement a eu
lieu pour l'orbe de la comète de 1G82, dont Je grand axe ne surpasse

que trente-cinq fois la distance du Soleil à la Terre. Un changement
plus grand encore est arrivé à l'orbe de la comète de 1770, dont le
grand axe n'égale que six fois environ cette distance.

Une comète perd, à chaque retour à son périhélie, une partie de sa
substance, que la chaleur et la lumière du Soleil élèvent en vapeurs
et dispersent dans l'espace, à une distance de la comète telle que son
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attraction ne peut les faire retomber à sa surface. Cet astre doit donc,
après plusieurs retours, se dissiper en entier ou se réduire à un

noyau fixe qui présentera des phases comme les planètes. La comète
de 1682, la seule dans laquelle on ait jusqu'à présent observé des
phases, paraît approcher de cet état de fixité. Si ce noyau est trop
petit pour être aperçu, ou si les substances évaporables qui restent à
sa surface sont en trop petite quantité pour former, par leur évapora-
tion, une tète de comète sensible, l'astre disparaîtra pour toujours.
Peut-être est-ce une des causes qui rendent si rares les réapparitions
des comètes; peut-être encore cette cause a-t-ellc fait disparaître plus
tôt qu'on ne devait s'y attendre, plusieurs comètes dont on pouvait
suivre la trace dans l'espace, au moyen des éléments de leurs orbites;
peut-être enfin la même cause a rendu invisible la comète de 1770,
qui, si elle a continué de se mouvoir dans l'ellipse qu'elle a décrite
pendant son apparition, est revenue, depuis cette époque, au moins
sept fois à son périhélie.

Soient

V la vitesse d'une comète.à l'instant où elle pénètre dans la sphère
d'activité du Soleil ;

r le rayon vecteur de la comète au même instant;
a le demi-grand axe de l'orbite qu'elle va décrire autour du Soleil;
e l'excentricité de cette orbite;
D sa distance périhélie.
En prenant pour unité de masse celle du Soleil et pour unité de dis¬
tance sa moyenne distance à la Terre, et, de plus, négligeant les
masses des comètes et des planètes relativement à cet astre, on aura,
comme l'on sait (1 ) :

/•V sirm = \/a ( 1 — e2),
D — a(i — e) ;

(') OEuvres de Laplace, T. i, Livre H, Chapitre IV.
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ct étant l'angle que la direction de la vitesse V fait avec le rayon vec¬
teur r. Ces équations donnent, en éliminant a et e,

2I)2
2D — — + D2 V2

sin!®= ^ -?
d'où l'on tire

COSW :
rV V/''v'(, + 7)-2B-

Maintenant, si l'on imagine une sphère dont le centre soit celui de
la comète et dont le rayon soit égal à la vitesse Y, cette vitesse pourra
être également dirigée vers tous les points de la moitié de cette
sphère comprise dans la sphère d'activité du Soleil. La probabilité
d'une direction formant l'angle t? avec le rayon vecteur sera 27; sinw,
- étant la dpmi-circonfércncc dont le rayon est l'unité; en divisant
donc l'intégrale 211 f'dm sinw par la surface de la demi-sphère, on
aura la probabilité que la direction de la vitesse Y sera comprise dans
les limites zéro et w; cette prohabilité est ainsi 1 — cosw. Les limites
de la distance périhélie qui correspondent à ces limites de n sont zéro
et D ; en supposant donc toutes les valeurs de D également possibles,
on a pour la probabilité que la distance périhélie sera comprise entre
zéro et I)

I + - -2D.

Il faut multiplier cette valeur par dX; en l'intégrant ensuite dans des
limites déterminées et divisant l'intégrale par la plus grande valeur
de V, valeur que nous désignerons par U, on aura la probabilité que
la valeur de V sera comprise dans ces limites. Cela posé, la plus
petite valeur de V est celle qui rend nulle la quantité renfermée sous
le radical précédent, ce qui donne

/' V ~ ^2l)
V D

1
/•
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Supposons ensuite à l'autre limite

/•V = i\/?;

et cherchons, dans ces limites, la valeur de l'intégrale

93

(a)

Soit

on aura

/dV[—"4rV'''v'(, + £

\/^V»(n-^)-aD=(rVy/i + 5

2t)

/Y:
al)

:\/, + 7
la formule (a) devient ainsi

+ È-—V(i_ «_ + îJ \ 2 2 D ■+• Ss s

En intégrant, elle devient

(/>) V-+
/ - -

-I- V 1 '' /•= /~K - I) \' ' 21/21) arc tanff -== + C,
Va •>/' V 2

C étant une constante arbitraire. Pour la déterminer, nous observe¬
rons que les deux limites de r\ étant, par ce qui précède,

y/a D ■ /-
— > 1 y l'y

I ' -

les limites correspondantes de s sont

\!21), i \JrV-"[
2 I)

V •2 f »\vr i -1
\ r J
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Cette dernière limite est

D

i \Jr
1

2 /"

En déterminant donc C de manière que la formule (h) soit nulle à la
première limite et s'étende jusqu'à la seconde, cette formule devient

( 7T •— 2) ^21) ])
2 r ir\Jr

Si l'on divise cette fonction par U, on aura

( 7T — 2 ) v/âï> t)
2>-U iMr\Jr

pour la probabilité que la distance périhélie d'un astre qui entre dans
la sphère d'activité du Soleil sera comprise dans les limites zéro

£*2 p. j
et D, la valeur de Y2 n'excédant pas -• Cette valeur est on a1 r va

donc
I 2 — î2
a r ;

l'orbe est elliptique ou parabolique lorsque r est inférieur ou égal
à 2, elle est hyperbolique lorsque i' surpasse 2. Si l'on suppose, par

exemple, a — — 100, on aura
r h- 200

l-=z ,
100

et la probabilité que la distance périhélie étant comprise entre zéro
et D, l'orbite sera ou elliptique, ou parabolique, ou une hyperbole
dont le demi-grand axe sera au moins égal à 100, est

(71 — 2)^/2!) loi)
2/-U r U yV ( /• H- 200)

La probabilité d'une valeur de i plus considérable, ou d'une hyper¬
bole dont le demi-grand axe serait moindre que 100, est égale à

101)

r U r ( r -h 200)
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car, en supposant i infini, on aura Pom' probabilité que

la distance périhélie sera comprise entre zéro et D. Si l'on en retranche
la probabilité que les orbes seront des ellipses, ou des paraboles,
ou des hyperboles d'un demi-grand axe égal ou supérieur à 100, on
aura

I0l)
?

r U \Jr ( /' -+- 200)

pour la probabilité des hyperboles d'un grand axe au-dessous de cette
valeur. Ainsi la distance périhélie étant supposée comprise entre zéro
et T), la probabilité que l'orbe sera ou une ellipse, ou une parabole,
ou une hyperbole d'un demi-grand axe au moins égal à 100, est à la
probabilité qu'il sera une hyperbole d'un demi-grand axe inférieur,
comme

(71 — 2) / /• , .i -A/-=-(r-t-200) —1:1.
10 y 2.1)

Si l'on suppose r = 100000 et D = 2, des distances périhélies plus
grandes étant tellement rares que l'on peut en faire abstraction, ce

rapport devient celui de 5712,7 à l'unité; il y a donc à fort peu près
cinquante-six à parier contre l'unité que, sur cent orbes cométaires
observables, aucun 11c doit être une hyperbole d'un demi-grand axe
inférieur à 100.

L'analyse précédente suppose toutes les valeurs de D comprises
entre zéro et 2, également possibles relativement aux comètes que
l'on peut apercevoir. Cependant l'examen du tableau des éléments
des orbites cométaires déjà calculées fait voir que les distances péri¬
hélies qui surpassent l'unité sont en bien plus petit nombre que
celles qui sont au-dessous. Nommons cp(D) la probabilité d'une dis¬
tance périhélie 1) relative à une comète observable. On vient de voir
que la probabilité que la distance périhélie d'une comète observable
sera comprise entre zéro et D, D étant fort petit par rapport à r, est,
dans le cas où toutes ces distances sont également possibles, égale à

( 7T — 2)^/2!)
2FU >

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



9G SUR LES COMÈTES.

et que la probabilité que le demi-grand axe sera inférieur à est

D

«Ury/V

Pour avoir le rapport de ces probabilités, dans le cas où ces distances
ne sont pas également possibles, il faut, suivant l'analyse des proba¬
bilités, différentiel' ces deux quantités par rapport à D et multiplier
les différentielles par <p(D); alors, suivant cette analyse, les probabi¬
lités précédentes seront respectivement comme les intégrales de ces

produits, ou comme

/V ( D ) dtfâ : —^ fdD 9 ( I) ) ;

les intégrales étant prises depuis D — o jusqu'à sa limite, que l'on
peut ici supposer infinie, car ç(D) est nul lorsque D surpasse 5.
Ainsi la probabilité que le demi-grand axe de l'orbite sera inférieur
à ——est

2 — l

2 /rff)çp(D)
(?) —

(tt — 2)i\Jr / —J V2P

Dans le cas de ®(D) constant, la fonction précédente devient

y/21)
(71 — 2)i y/r

ce qui est conforme à ce qui précède; mais, si <p(D) diminue quand
I) augmente, alors la formule (q) diminue. Pour le faire voir, il suffit
de prouver que, dans ce cas, on a

2 f d\) 9 ( D )
rd\)9{\Y) <^J)

J y/2 D
ou

rdD 9(1))fdD 9(D) < V/2U
J V2P
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et, en différenciant,

œ(D)<-L D)-~ fdVfiï)^^.A
s/iV Y v/aD ^

Or cette inégalité est évidente, car, <p(D) diminuant lorsque D aug¬

mente, d^ est une quantité négative.
En examinant la Table des éléments des orbes cométairos déjà cal¬

culés, on voit qu'on s'éloignera peu de la vérité en faisant ç(D) — kc~"D\
c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité. Alors la
formule (</) devient

\fit
(tc — 2 )i \Jirjs'' dsc~&

En supposant, comme ci-dessus, r = iooooo, et observant que l'on a

r-
logio /s1' dsc~e= 0,9573211,

la fraction précédente devient
1

8264,3'

il y a donc alors, à fort peu près, 8263 à parier contre l'unité qu'une
nébuleuse qui pénètre dans la sphère d'activité du Soleil décrira un
orbe dont le demi-grand axe sera au moins égal à 100. Ainsi l'on
peut regarder la supposition de ?(D) constant, et ne s'étendant que
jusqu'à D — 2, comme la limite des suppositions favorables aux mou¬
vements hyperboliques sensibles, en sorte qu'il y a au moins 56 à
parier contre l'unité que, sur cent comètes observables, aucune

n'aura un semblable mouvement.

OFjiivres de L. — XIII.
I 3
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SUR

L'APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITÉS

A LA PHILOSOPHIE NATURELLE (<).

Connaissance des Temps pour l'an 1818; i8i5.

Quand on veut connaître les lois des phénomènes, et atteindre
à une grande exactitude, on combine les observations ou les expé¬
riences de manière à faire ressortir les éléments inconnus, et l'on
prend un milieu entre elles. Plus les observations sont nombreuses,
et moins elles s'écartent de leur résultat moyen, plus ce résultat ap¬
proche de la vérité. On remplit cette dernière condition par le choix
des méthodes, par la précision des instruments, et par le soin que
l'on met à bien observer. Ensuite, on détermine par la théorie des
probabilités le résultat moyen le plus avantageux, ou celui qui donne
le moins de prise à l'erreur. Mais cela ne suffit pas; il est encore né¬
cessaire d'apprécier la probabilité que l'erreur de ce résultat est
comprise dans des limites données : sans cela, on n'a qu'une connais¬
sance imparfaite du degré d'exactitude obtenu. Des formules propres
à cet objet sont donc un vrai perfectionnement de la méthode de la
philosophie naturelle, qu'il est bien important d'ajouter à cette mé¬
thode. C'est une des choses que j'ai eues principalement en vue dans
ma Théorie analytique des Prohabilités (2), où je suis parvenu à des
formules de ce genre qui ont l'avantage remarquable d'être indé¬
pendantes de la loi de probabilité des erreurs, et de ne renfermer

(') Lu à la première classe do l'Institut, le 18 septembre i8i5.
( 2 ) OEuvrcs de Laplace, Tome VII.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR L'APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITÉS. 99

que des quantités données par les observations mêmes et par leurs
expressions analytiques. Je vais en rappeler ici les principes.

Chaque observation a pour expression analytique une fonction
des éléments que l'on veut déterminer; et si ces éléments sont à peu

près connus, cette fonction devient une fonction linéaire de leurs
corrections. En l'égalant à l'observation même, on forme ce que l'on
nomme équation de condition. Si l'on a un grand nombre d'observa¬
tions semblables, on les combine de manière à former autant d'équa¬
tions finales qu'il y a d'éléments; et en résolvant ces équations, on
détermine les corrections des éléments. L'art consiste donc à com¬

biner les équations de condition de la manière la plus avantageuse.
Pour cela on doit observer que la formation d'une équation finale, au

moyen des équations de condition, revient à multiplier chacune de
celles-ci par un facteur indéterminé, et à réunir ces produits; mais
il faut choisir le système de facteurs qui donne la plus petite erreur
à craindre. Or il est visible que si l'on multiplie chaque erreur dont
un élément déterminé par un système est encore susceptible, par la
probabilité de cette erreur, le système le plus avantageux sera celui
dans lequel la somme de ces produits, tous pris positivement, est un
minimum; car une erreur positive ou négative peut être considérée
comme une perte. En formant donc cette somme de produits, la con¬
dition du minimum déterminera le système de facteurs le plus avan¬
tageux, et le minimum d'erreur à craindre sur chaque élément. J'ai
fait voir, dans l'Ouvrage cité, que ce système est celui des coefficients
des éléments dans chaque équation de condition; en sorte que l'on
forme une première équation finale en multipliant respectivement
chaque équation de condition par son coefficient du premier élément,
et en réunissant toutes ces équations ainsi multipliées. On forme une

seconde équation finale en employant les coefficients du second élé¬
ment, et ainsi de suite. J'ai donné dans le même Ouvrage l'expres¬
sion du minimum d'erreur, quel que soit le nombre des éléments.
Ce minimum donne la probabilité des erreurs dont les corrections de
ces éléments sont encore susceptibles, et qui est proportionnelle au
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nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, élevé à une

puissance dont l'exposant est le carré de l'erreur pris en moins, et
divisé par le carré du minimum d'erreur, multiplié par le rapport
de la circonférence au diamètre. Le coefficient du carré négatif de
l'erreur, dans cet exposant, peut donc être considéré comme le mo¬
dule de la probabilité des erreurs, puisque, l'erreur restant la môme,
la probabilité décroît avec rapidité quand il augmente; en sorte que
le résultat obtenu pèse, si je puis ainsi dire, vers la vérité, d'autant
plus que ce module est plus grand. Je nommerai, par cette raison, ce
module, poids du résultat. Par une analogie remarquable de ces poids
avec ceux des corps, comparés à leur centre commun de gravité, il
arrive que, si un même élément est donné par divers systèmes com¬

posés chacun d'un grand nombre d'observations, le résultat moyen
le plus avantageux de leur ensemble est la somme des produits de
chaque résultat partiel par son poids, cette somme étant divisée par
la somme de tous les poids. De plus, le poids total des divers sys¬
tèmes est la somme de leurs poids partiels; en sorte que la probabi¬
lité des erreurs du résultat moyen de leur ensemble est proportion¬
nelle au nombre qui a l'unité pour logarithme hyperbolique, élevé à
une puissance dont l'exposant est le carré de l'erreur, pris en moins,
et multiplié par la somme de tous les poids. Chaque poids dépend, à
la vérité, de la loi de probabilité des erreurs dans chaque système, et

presque toujours cette loi est inconnue; mais je suis heureusement
parvenu à éliminer le facteur qui la renferme, au moyen de la somme
des carrés des écarts des observations du système, de leur résultat
moyen. Il serait donc à désirer, pour compléter nos connaissances
sur les résultats obtenus par l'ensemble d'un grand nombre d'obser¬
vations, qu'on écrivît, à côté de chaque résultat, le poids qui lui
correspond. Pour en faciliter le calcul, je développe son expression
analytique lorsque l'on n'a pas plus de quatre éléments à déterminer.
Mais cette expression devenant de plus en plus compliquée à mesure

que le nombre des éléments augmente, je donne un moyen fort
simple pour déterminer le poids d'un résultat, quel que soit le
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nombre des éléments. Alors, un procédé régulier pour arriver à
ce que l'on cherche est préférable à l'emploi des formules analy¬
tiques. Quand on a ainsi obtenu l'exponentielle qui représente la
loi de probabilité des erreurs d'un résultat, l'intégrale du produit de
cette exponentielle, parla différentielle de l'erreur, étant prise dans
des limites déterminées, elle donnera la probabilité que l'erreur du
résultat est comprise dans ces limites, en la multipliant par la racine
carrée du poids du résultat, divisé par la circonférence dont le dia¬
mètre est l'unité. On trouve, dans l'Ouvrage cité (1), des formules
très simples pour obtenir cette intégrale, et M. Kramp, dans son
Traité des Réfractions astronomiques, a réduit ce genre d'intégrales
en Tables fort commodes.

Pour appliquer cette méthode avec succès, il faut varier les circon¬
stances des observations de manière à éviter les causes constantes

d'erreur. Il faut que les observations soient rapportées fidèlement et
sans prévention, en n'écartant que celles qui renferment des causes
d'erreur évidentes. Il faut qu'elles soient nombreuses, et qu'elles le
soient d'autant plus qu'il y a plus d'éléments à déterminer; car le
poids du résultat moyen croît comme le nombre des observations
divisé par le nombre des éléments. Il est encore nécessaire que les
éléments suivent, dans ces observations, une marche différente; car

si la marche de deux éléments était rigoureusement la môme, ce qui
rendrait leurs coefficients proportionnels dans les équations do con¬
dition, ces éléments ne formeraient qu'une seule inconnue, et il se¬
rait impossible de les distinguer par ces observations. Enfin, il faut
que les observations soient précises, afin que leurs écarts du résultat
moyen soient peu considérables. Le poids du résultat est, par là,
beaucoup augmenté, son expression ayant pour diviseur la somme
des carrés de ces écarts. Avec ces précautions on pourra faire usage
de la méthode précédente, et déterminer le degré de confiance que
méritent les résultats déduits d'un grand nombre d'observations.

(') OEuvres de Laplace, Tome VII, p. 104.
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Dans les Recherches que j'ai lues dernièrement à la Classe sur les
phénomènes des marées, j'ai appliqué cette méthode aux observations
de ces phénomènes. J'en donne ici deux applications nouvelles : l'une
est relative aux valeurs des masses de Jupiter, de Saturne et d'Uranus ;
l'autre se rapporte à la loi de variation de la pesanteur. Pour le pre¬
mier objet, j'ai profité de l'immense travail que M. Bouvard vient de
terminer sur les mouvements de Jupiter et de Saturne, dont il a con¬
struit de nouvelles Tables très précises. Il a fait usage de toutes les
oppositions et de toutes les quadratures observées depuis Bradley, et
qu'il a discutées de nouveau avec le plus grand soin, ce qui lui a
donné pour le mouvement de Jupiter, en longitude, 126 équations de
condition. Elles renferment cinq éléments, savoir : le moyen mouve¬
ment de Jupiter, sa longitude moyenne à une époque fixe, la longitude
de son périhélie à la même époque, l'excentricité de son orbite; enfin
la masse de Saturne, dont l'action est la source principale des inéga¬
lités de Jupiter. Ces équations ont été réduites, par la méthode la plus
avantageuse, à cinq équations finales dont la résolution a donné la
valeur des cinq éléments. M. Bouvard trouve ainsi la masse de Sa¬
turne égale à la 3512e partie de celle du Soleil. On doit observer que
cette masse est la somme des masses de Saturne, de ses satellites et
de son anneau. Mes formules de probabilité font voir qu'il y a 11000
à parier contre un que l'erreur de ce résultat n'est pas un cen¬
tième de sa valeur, ou, ce qui revient à très peu près au même,
qu'après un siècle de nouvelles observations ajoutées aux précé¬
dentes et discutées de la même manière, le nouveau résultat ne dif¬
férera pas d'un centième do celui de M. Bouvard. 11 y a plusieurs
milliards à parier contre un que ce dernier résultat n'est pas en
erreur d'un cinquantième, car le nombre à parier contre un croît,
par la nature de son expression analytique, avec une grande rapidité
quand l'intervalle des limites de l'erreur augmente.

Newton avait trouvé, par les observations de Pound sur la plus
grande élongation du quatrième satellite de Saturne, la masse de
cette planète égale à la 3oi2e partie de celle du Soleil, ce qui sur-
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passe d'un sixième le résultat de M. Bouvard. Il y a des millions de
milliards à parier contre un que celui de Newton est en erreur, et l'on
n'en sera point surpris si l'on considère l'extrême difficulté d'observer
les plus grandes élongations des satellites de Saturne. La facilité d'ob¬
server celles des satellites de Jupiter a rendu beaucoup plus exacte la
valeur de la masse de cette planète, que Newton a fixée par les obser¬
vations de Pound à la 1067e partie de celle du Soleil. M. Bouvard, par
l'ensemble de 129 oppositions et quadratures de Saturne, la trouve
un 1071e de cet astre, ce qui diffère très peu de la valeur de Newton.
Ma méthode de probabilité, appliquée aux 129 équations de condition
de M. Bouvard, donne x 000 000 à parier contre un que son résultat
n'est pas en erreur d'un centième de sa valeur; il y a 900 à parier
contre un que son erreur n'est pas d'un cent cinquantième.

M. Bouvard a fait entrer dans ses équations la masse d'Uranus
comme indéterminée; il en a déduit cette masse égale à la 17918e
partie de celle du Soleil. Les perturbations qu'elle produit dans le
mouvement de Saturne étant peu considérables, on ne doit pas
encore attendre des observations de ce mouvement une grande pré¬
cision dans cette valeur. Mais il est si difficile d'observer les élonga¬
tions des satellites d'Uranus, que l'on peut justement craindre une
erreur considérable dans la valeur de la masse qui résulte des
obseiwations de M. Herschel. Il était donc intéressant de voir ce que

donnent, à cet égard, les perturbations du mouvement de Saturne. Je
trouve qu'il y a 2i3 à parier contre un que l'erreur du résultat de
M. Bouvard n'est pas un cinquième; il y a 2456 à parier contre un
qu'elle n'est pas un quart. Après un siècle de nouvelles observations
ajoutées aux précédentes, et discutées de la même manière, ces
nombres à parier croîtront au delà de leurs carrés; on aura donc
alors la valeur de la masse d'Uranus,avec une grande probabilité
qu'elle sera contenue dans d'étroites limites.

Je viens maintenant à la loi de la pesanteur. Depuis llicher qui
reconnut, le premier, la diminution de cette force à l'équateur par le
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ralentissement de son horloge transportée de Paris à Caycnnc, on a
déterminé l'intensité de la pesanteur, dans un grand nombre de
lieux, soit par le nombre des oscillations diurnes d'un môme pen¬
dule, soit en mesurant directement la longueur du pendule à se¬
condes. Les observations qui m'ont paru mériter le plus de confiance
sont au nombre de trente-sept et s'étendent depuis 67° de latitude
boréale jusqu'à 5i° de latitude australe. Quoique leur marche soit
fort régulière, elles laissent cependant à désirer une précision plus
grande encore. La longueur du pendule isochrone qui en résulte suit
à fort peu près la loi de variation la plus simple, celle du carré du
sinus de la latitude, et les deux hémisphères ne présentent point, à
cet égard, de différence sensible, ou du moins qui ne puisse être
attribuée aux erreurs des observations. Mais, s'il existe entre eux une

légère différence, les observations du pendule, par leur facilité et la
précision que l'on peut y apporter maintenant, sont très propres à la
faire découvrir. M. Mathieu a bien voulu discuter, à ma prière, les
observations dont je viens de parler, et il a trouvé que, la longueur du
pendule à secondes à l'équateur étant prise pour l'unité, le coeffi¬
cient du terme proportionnel au carré du sinus de la latitude est
551 cent-millièmes. Mes formules de probabilité, appliquées à ces
observations, donnent 2127 à parier contre un que le vrai coefficient
est compris dans les limites 5 millièmes et 6 millièmes.

Si la Terre est un ellipsoïde de révolution, on a son aplatissement
en retranchant le coefficient de la loi de la pesanteur de 868 cent-
millièmes. Le coefficient 5 millièmes répond ainsi à l'aplatisse¬
ment il y a donc 4254 à parier contre un que l'aplatissement
de la Terre est au-dessous. Il y a des millions de milliards à parier
contre un que cet aplatissement est moindre que celui qui répond à
l'homogénéité de la Terre, et que les couches terrestres augmentent
de densité à mesure qu'elles approchent du centre de cette planète.
La grande régularité de la pesanteur à sa surface prouve qu'elles sont
disposées symétriquement autour de ce point. Ces deux conditions,
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suites nécessaires de l'état fluide, ne pourraient pas évidemment
subsister pour la Terre, si elle n'avait point eu primitivement cet
état, qu'une chaleur excessive a pu seule donner à la Terre entière.

1. Supposons que l'on ait une suite d'équations de conditions de
la forme

(i) &W=pWz + qWz'+ /•«) z" + s"' -t- vW sn+ X(')sv+... —ûjU),

z, z', z", ... étant des éléments m des corrections d'éléments que
l'on cherche à déterminer par l'ensemble de ces équations, dont le
nombre est supposé fort grand; p{i), q{i), ... étant des quantités
données par les expressions analytiques des observations; a>(t) étant
la quantité donnée par l'observation même, et z{l) étant l'erreur de
l'observation. J'ai fait voir dans le n° 21 du second Livre de ma

Théorie analytique des prohabilités ('), que si n est le nombre des
éléments, on aura les n équations finales les plus propres à déter¬
miner les éléments : x° en multipliant chaque équation finale par son
coefficient de z, et en réunissant toutes les équations résultantes de
ces produits, ce qui donne

SptOgO') — z$p z'SpWqVl-t- z"SpWrW +. .. — Sjp(')w(0,

le signe S indiquant la somme des quantités qu'il affecte, depuis
i= o jusqu'à i = s — i, s étant le nombre des observations ou des
équations de condition; 2° en multipliant chaque équation de con¬
dition par son coefficient de z'; ce qui donne, en réunissant ces
produits,

g q(Opi)— ~SpU) qU) z"è qW-\- z"Sqd) r(') -+-.. . ■— S «O,

et ainsi de suite. On résoudra ces équations en y supposant

Sp(0£(0= o, SrjrO'JgO)— o, SrU')£(i')= o, ... ;

et l'on aura les valeurs de s, z', z", ... les plus avantageuses. 11 ré¬
sulte du numéro cité, que la probabilité de l'erreur u de la valeur

(') OEuvres de Laplace, Tome VII, p. 327.
OEuvres de L. — XIII.
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v/Pc~~PmS
de s ainsi déterminée, est de la forme -—-=r—-> c étant le nombre

y tu

dont le logarithme hyperbolique est l'unité, et tt étant le rapport
de la circonférence au diamètre. En multipliant cette prohabilité
par udu, et prenant l'intégrale depuis u = o jusqu'à u infini, on aura,
par le numéro cité, ce que j'ai nommé dans ce numéro le minimum
d'erreur à craindre; ce minimum est donc 1 J'ai donné dans le

2 yjrP
même numéro l'expression de ce minimum d'erreur; cette expres¬
sion donnera donc la valeur de P, ou du poids du résultat; et l'on
trouve que s'il n'y a qu'une correction ou élément s, on a

£SpW
~aS8<«'

S'il y a deux éléments z et z', on aura la valeur de P, relative au

premier élément, en changeant SpW dans Sp®* — > en Éli¬
sant donc généralement

et désignant, pour abréger, Sp(l>' par p(2>, Sp(l)q(t> par pq, Sq(i)' par q{2),
on aura

A — pq ,

B = qm.

S'il y a trois éléments s, z', z", on aura A en changeant, dans la
2

valeur précédente de A, p{2) danspm — ~ > pq danspq — et qw
2

dans <7(2)— et multipliant le tout par r(2). On aura II en faisant
les mômes substitutions et la même multiplication relativement à la
valeur précédente de B; on a ainsi

A =pWqWrm — pWqr — qWpr — rwpq -4- ipqprqr,

B =
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S'il y a quatre éléments, on aura les valeurs de A et de B en
— 2

changeant, dans les deux précédentes,/?'2' dans j»'2' — ÉL, pq dans

pq — • et multipliant le tout par 2'2', ce qui donne

A — pW q&l rw tm— pWq.Mrt — pwrWqt*—pWtWqr*
— qWrWpt — qWtMpr ' — r'2)*'2'pr/

2 2 2 2 2 2
+pq rt ■+■ pr qt + pl qr

H- ipWqrqtrt + 2qWprptrt
-+- ar'1'pqptqt -4- it^pqpr qr

— 2P1Prql rt — 2pqptqrrt — iprptqrqt,

B — qW rW tW — q(*> rt —rWqt —tmqr -\-2qrqtrt.

En continuant ainsi, on aura la valeur de P relative au premier
élément, quel que soit le nombre des éléments. En y changeant p
en q et q en p, on aura la valeur de P relative au second élément;
p en r et r en p, on aura la valeur de P relative au troisième élément,
et ainsi de suite.

La valeur de A devient plus compliquée à mesure que le nombre
des éléments augmente; son expression pour six éléments est d'une
longueur excessive, et son calcul numérique serait impraticable. Il
vaut mieux alors avoir un procédé simple et régulier pour y par¬
venir; c'est ce que l'on obtient de la manière suivante :

Supposons qu'il y ait six éléments, et qu'ainsi l'équation de con¬
dition (i) soit de la forme

(2) g"'' —p(0-'v_,_ ((i)z'"+ r(l)-« + q(i)+ pWz— w(0.

En multipliant cette équation par Vi}, et réunissant les produits
semblables, relatifs à toutes les équations de condition que l'équa¬
tion (2) représente, on aura

SX'" = sv S X'"' + sIVSX"'' vW + z" SX<0 +... — S X'«
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Par les conditions de la méthode la plus avantageuse, on a

S £(»') — o,

l'équation précédente donnera donc
v

_

rSXWp<0 „S XWitO
, SX<0w<0

SX")1 5 SX")1 '-'+ SX")1

En substituant cette valeur de sv dans l'équation (2), on aura
celle-ci

(3)

sx")1 ; 1 ••• " ^ sx")1

On a ainsi, en faisant successivement i= o, i — 1, ..., 1 = 5 — 1,

un nouveau système d'équations de condition, qui ne renferme plus
que cinq éléments, z", z'",

Faisons, pour abréger,
-,n ,,„SX«M<>r'," = c") — X"> SX")1

f</> =i(0 — xw s*("'("1
SX") 5

(«i m ■w«SX<o&)(i)
«y_ «") — X(o • SX'"1 '

l'équation (3) deviendra
(4) e<0 = p(/>5IV+ d/V"-4- r',"*»-»- tft'V+ />'/'.5 — &>»>.

En multipliant cette équation par v\", et réunissant les produits
semblables, relatifs à toutes les équations que celle-ci représente, en
observant ensuite que l'on a Se(,"e(i)=o, en vertu des deux équa¬
tions SV'U(i,= o, Se(,)£(1) = o, que donnent les conditions de la mé¬
thode la plus avantageuse, on aura

o = zlvS c'y'1 4- z" S c'/' *'/>

Si l'on tire de cette équation la valeur de ziv, on aura, en la substi-
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tuant dans l'équation (4),

( 5 ) £«= + r(0«"+ ?<pa' +pf z - w'1'1,

en faisant

4" = «'/> - rl(> STLii
S <>*</>

» Se1,'»2 '

2-1 SeV»' '

En multipliant encore l'équation (5) par et réunissant les pro¬
duits semblables relatifs à toutes les équations de condition repré¬
sentées par l'équation (5), en observant ensuite que l'on a S^"e(0=o,
en vertu des équations

î
SX(Og(0 — o, Sp(i,£(') = o, Sf('>g(0 — o,

on aura une équation d'où l'on tirera la valeur de z'", qui, substituée
dans l'équation (5), donnera

(6) e(J)= r3z"-<r q3z'+p3z — coj/',

en faisant
....

En continuant ainsi, on parvient à une équation de la forme
(7) 8<0=ip'i'>*

Il résulte du n° 20 du second Livre de ma Théorie analytique des pro¬
babilités (') que si la valeur de z est déterminée par l'équation (7) et
que u soit l'erreur de cette valeur, la probabilité de cette erreur est

-s p<P
5 S p'{l' --7Z77K;'"PY „ 2 s e(0»

on a donc
P:

aSs"')2

(') OEuvres de Laplace, t. VII, p. 318.
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Maintenant il s'agit de former la quantité Spf\ Pour cela, j'observe
que les équations de condition, représentées par l'équation (2),
donnent les six équations suivantes, en les multipliant d'abord par
leur coefficient de £v et les ajoutant, ensuite en les multipliant par
leur coefficient de £IV et les ajoutant, et ainsi de suite :

I 7^ = l^zy+T^ zlv+Vt z'" + ï7 z"~\~ Yq z'+Të z,
— zv-+- ç'(2>z'v+ et zm -4- vr ^"-t- vq z'■+■ vp z,

l w = \t z^ -H v t z1v z"r tr z1' tq z' -H tp z,
_____ _ _

/■<M = À/' z^ -+- rv 5IV+ vt zm+ H'Ij'h- rq z'-t- 1-p z,

quz^lq zy + q v z™ + qt z1"-+- qr z"H- qWz'4- qp z,

I pu = }.p zv+pv ziv+ pt z'"-hpr z" +pq z'+pWz.

On doit observer que, dans ces équations, on a

x<2>= S ),«■>', Të = SW''>,

et ainsi du reste.

On formera de la même manière les cinq équations suivantes :

f. a(2) „IV ,Ç10)l — ~ -t - Vityz'"-\- Vi /") z"Viqiz' + <'i Pi -,

Ci Wj = tp>i zlv-i-t\v z'"-\! **"i £
! t?i -h t{pi Z,

(B) i\ a), —l'i i'i Z™ H-VitiZ'"-h /•'*' z"+riqiz' + >'l Pl -,

7IWI= q\Cl s"H „ j- „tn
~ cj\ n*» V-qi'\z" + qa' *+" <7i Pi -,

Pi Wj —pi Vi z™-H pt li zm + Pi z*, s"-4- pi qi s'-)-/»1,21 z.

On aura les valeurs de v\S), vttir • • • > au moyen des coefficients des
équations (A), en observant que
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On formera de la même manière les quatre équations suivantes :

+ tiCJi z' + t2p2 Z,

(C)
/'2 W2 7\ tï z'" + /'(22 ' z" + 7*2 z' + /*2 p2 Z,

(J-l (»2 172 ^2 ^2 '*2-3 + g,22' -s'+ q^Paz,

p2(ô2 — p2t2z"' + P%r2z" + p2q2z' + /7(22) .s,

où l'on a
—2

^(2) _ ^(2) ^1 L ï27-2=iir,—
f1L <'i

c?(7

Comme on n'a plus ici que quatre éléments, on peut appliquer à
ces équations les formules du n° 1, mais on peut continuer d'éli¬
miner et former ainsi la valeur de pf\

2. Pour appliquer cette méthode à un exemple, je prends les six
équations suivantes :

129 3* + 46,3iocIV-f- 1,11285'" +1,3371.3" +57223' +26023 =—1002,900,

46,3i03v+ 21, 5433iv+ 3,62133"' +1,24843" —54593' +696,133 =-343,455,
1,1x283*+3,62i33IV+57,19113"'—3,22523" —39749,13' —1959,03 = —4o,335,
1,33713*+ i,2484-iv— 3,2252 3'" +71,87203" — x53xo6,53'+ 6788,23 =237,782,
07223* —545931* —39749,13'"— I53IO6,53"+4248657293'—12729398 3=—738297,8,
26023* +696, i33iv—1959,03'" +6788,23" —12729398 s'+ 7959383 =7212,6.

Ces équations sont celles auxquelles M. Bouvard est parvenu par
129 tant oppositions que quadratures de Saturne, et dont il a conclu
les corrections des éléments du mouvement de cette planète. £v est la
correction de la longitude moyenne, en 17,50; zlv est la correction
séculaire du moyen mouvement; z'" est la correction de l'équation du
centre; z" est le produit de l'équation du centre par la correction du
périhélie; z est la masse de Jupiter et s est celle d'Uranus. La seconde
décimale est l'unité.
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Au moyen do ces équations, qui sont renfermées dans le sys¬
tème (A), j'ai formé les cinq suivantes, renfermées dans le sys¬
tème (B) :

4,9i8isIV + 3,2217s'" +0,7684^" —75i3,2 s' —237,97z
3,22i7-sIV+ 67, i8i5s'" — 3,23675'' —39798,5s' —1981,45 = ...,

0,7684*"—3,a367s* +7i,858i-5» - i53i65,8s' +6761,2s =...,
- 75i3,2siv—39798,5s'"— i53i65,8s"+424611921 s'- 128448145 —...,
— 237,975IV I98l,4s'" +676I,2s" — I28448l4s' +7434545 =....

De ces équations j'ai tiré les quatre suivantes, renfermées dans le
système (C) :

55,071s'" - 3,74015" -34876,8s' -1825,5s =...,

— 377401s'" +71,73805" — i5i992,os' +6798,45 =...,
— 34876,8s'"— 161992,05"+ 413134287s'— i32o8352s = ...,

— 1825,5s'" +6798,4s" - j32o8352s' + 731939s = ....

Ces dernières équations m'ont conduit aux trois suivantes :

7i,484os" - i5436o,6s' +6674,45 =...,
- 154360,6s" + 391046641 s' - 1436445os = ...,

6674,45" + I436445OS' +6714275 = ....

Enfin, j'ai tiré de ce dernier système d'équations les deux sui¬
vantes :

677244875'+ 48067s = . . .,

4.8067 s' +482445 = ....

Je me suis arrêté à ce système parce qu'il est facile d'en conclure les
valeurs de P, relatives aux deux éléments z' et 5, que je désirais par¬
ticulièrement connaître, et j'ai trouvé par les formules du n° 1,
pour z',

et pour s,

p=r48244 - ] •282(0* [ h 57724487J
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Le nombre s des observations est ici 129, et M. Bouvard a trouvé

Ss(i),= 3iog6,

on a donc, pour z',

et, pour z,

La masse de Jupiter est

logP = 5,07785/18,

logP = 1,9999383.

(i + s'b1067,09

et M. Bouvard a trouvé z' — — o,oo332, ce qui donne la masse de
Jupiter égale à —-—-•1 0

1070,0
La probabilité que l'erreur de z' est comprise dans les limites ± U,

égale
^ fdu c~ v"\
y IX*

l'intégrale étant prise dans les limites u = ± U. On trouve ainsi la
probabilité que l'erreur de la valeur de la masse de Jupiter, déter¬
minée par M. Bouvard, est comprise dans les limites ± de

1067 09' ^§a'e a et. la probabilité que cette erreur est comprise
dans les limites ± — de —-7^ > égale à La masse d'Uranus

100 1007,09 0 999006
est

1

ig5o4
(1 + 5),

et M. Bouvard a trouvé 5 = 0,08848, ce qui donne pour la
masse d'Uranus. La probabilité que l'erreur de la masse d'Uranus
ainsi déterminée est comprise dans les limites ± ^ de —est
212,8
â7378'

Relativement à la masse de Saturne, M. Bouvard l'a supposée,
dans ses équations de condition du mouvement de Jupiter en longi-

CKuvres de L. — XIII. *5
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tude, égale à

3534,o8

et il a trouvé s = o,oo633, ce qui donne pour la masse de Sa¬
turne. En appliquant mes formules à ces équations de condition, je
trouve

logP = 4,8851146.

La probabilité que la masse de Saturne ainsi déterminée est dans
les limites ± — de 5~—5, égale —IZZ.

100 3534,08 n 11171

3. Appliquons encore les formules de probabilité aux observa¬
tions du pendule à secondes.

En représentant par s' la longueur du pendule à l'équateur,
par p{i) le carré du sinus de latitude, et par -3 son coefficient dans la
loi de la pesanteur, M. Mathieu a formé, en comparant à cette loi
les trente-sept observations dont j'ai parlé ci-dessus, trente-sept
équations de condition de la forme

£fo — -4- z'— w(0.

En les résolvant par la méthode la plus avantageuse, il en a tiré
deux équations finales qui lui ont donné les valeurs de ^ et z', et il
en a déduit, pour l'expression de la longueur du pendule,

(a) i,ooooo43i62 + o,oo55i88/>(i').

Dans cette expression, la longueur du pendule n'est comparée à
aucune de nos mesures linéaires, parce que les observations, telles
que M. Mathieu les a considérées, ne sont, à proprement parler, que
celles du nombre des oscillations diurnes qu'un même pendule a
faites dans les divers lieux. 11 faut donc, pour avoir en mesures li¬
néaires la longueur du pendule à secondes décimales, comparer
cette longueur à ces mesures, dans un lieu donné. C'est ce que
Borda a exécuté avec un soin et une précision extrêmes, à l'Obser¬
vatoire de Paris, où il a trouvé cette longueur égale à om,741887.
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De là j'ai conclu, pour l'expression générale de la longueur de ce

pendule,
om, 73g5o5 -f- om, 0040780/>o').

Maintenant, pour avoir la probabilité que le coefficient de pli) ou
de la loi de la pesanteur est compris dans les limites données, il
faut connaître les valeurs de Sp{i), Sp{i)' et Si{i)\ M. Mathieu a trouvé

S/jO) — 14,255136,
SpW= 7,9569564,
Se1')5— 0,00000093890182.

On a d'ailleurs ici q[i) — 1 ; ce qui donne Sq{i) = s, s étant le nombre
des observations qui, dans le cas présent, est égal à trente-sept. Cela
posé, j'observe que si l'on nomme u et u' les erreurs simultanées
des valeurs de s et s', déterminées par la méthode la plus avanta¬
geuse, la probabilité de ces erreurs est, par le n° 21 du second Livre
de ma Théorie, analytique des probabilités ('), proportionnelle à l'ex¬
ponentielle

( F tû -t-2 G un' -t-1111's ) s

c E 2 S e(05 ■ ^

et l'on a, par le même numéro,

G = S/>"'> [sSpW-(Sp^Y],
H — «[«S/i'0"—
E = *S^")'— (S/h")2>

ce qui change l'exponentielle précédente dans celle-ci
S ( u* S;j(Q9 + 2 lin' Sp(0 + SU'-)

cr 2 s e(0*

Mais, si l'on prend pour unité la longueur du pendule à l'équa-
teur, il faudra diviser la formule (a) par son premier terme, et alors

(!) OEuvres de Laplace, Tome VIT, p. 327.
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elle devient à fort peu près

(b) i = o,oo55i45 pli).

On voit aussi que l'erreur de ce nouveau coefficient do p[i)
est u — u!, nous la désignerons par t, en sorte que u — u'=t. En
faisant de plus

P l>S/?"'>'— (SP<f>_)2]5
(Sj3(i)S-h 2S/>(i>-+- S)2Ss(i)î

t' — U
t(Sp'J) -1- s)

s2Sp(i)-hi'

l'exponentielle précédente devient
5(S/>(*)' + 2S/?(t') + s) t'9

_ p /3 _ -

c " 2 S 6(0*

En multipliant cette exponentielle par dtdt', en l'intégrant par

rapport à t', depuis t' — — oo jusqu'à /' = co, et relativement à t, dans
des limites données; enfin, en divisant cette double intégrale par la
même double intégrale, prise relativement à t et à t' depuis — cc

jusqu'à -t- oo, on aura la probabilité que la valeur de t est comprise
dans les limites données. L'expression de cette probabilité sera ainsi

v/P fdtc~vt\
\Ju

Les valeurs précédentes de s, Sp[i)\ Sp® et S donnent
»

logP = 7>388443i.

Au moyen de cette valeur de logP, on peut déterminer la proba¬
bilité que le vrai coefficient de p{i), dans la formule (b), est compris
dans des limites données. Je trouve ainsi que la probabilité qu'il est
compris entre o,oo5oi45 cto,oo6oi45 est ai2g i •
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CALCUL DES PROBABILITÉS
APPLIQUÉ

À LA PHILOSOPHIE NATURELLE.

Connaissance des Temps pour l'an 1818; 1815.

J'ai donné, dans ma Théorie analytique des probabilités et dans ce

qui précède, des formules générales pour avoir la probabilité que les
erreurs des résultats obtenus par l'ensemble d'un grand nombre
d'observations, et déterminées par la méthode la plus avantageuse,
sont comprises dans des limites données. L'avantage de ces formules
est d'être indépendantes de la loi de probabilité des erreurs des
observations, loi toujours inconnue et qui ne permet pas de réduire
en nombres les expressions qui la renferment. Je suis heureusement

2 k"
parvenu à éliminer de mes formules le facteur -y a-s, qui dépend de
cette loi, en observant que le nombre s des observations étant fort
grand, ce facteur est très probablement égal à la somme des carrés
des erreurs des observations, et que cette somme est très probable¬
ment la somme des carrés des restes des équations de condition,
lorsqu'on y a substitué les éléments déterminés par la méthode la
plus avantageuse. Je suppose que l'on a sous les yeux les nos 19,
20 et 21 du second Livre de ma Théorie analytique des probabilités (').
L'importance de ces formules dans la philosophie naturelle exige que

('.) Œuvres de Laplace, T. VIL
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l'incertitude qu'elles peuvent laisser soit dissipée, et la seule qui
reste encore est relative aux égalités dont je viens de parler. Je me

propose ici d'éclaircir ce point délicat de la théorie des probabilités
et de faire voir que ces égalités peuvent être employées sans erreur
sensible.

La somme des carrés des erreurs des observations étant supposée
2 k"

égale à — a2 s 4- arrsjs, la probabilité que la valeur de r est comprise
dans les limites données est, par le n° 19 cité,

/_ o'a r*6' drc " ,

,

l'intégrale étant prise dans les limites données. Représentons l'équa¬
tion générale de condition des éléments z, z', ... par celle-ci :

£<')— pW z 4- . .— cc(''))

£(,) étant l'erreur de l'observation. Les éléments z, s', ... étant déter¬
minés par la méthode la plus avantageuse, désignons par u, u', ...

leurs erreurs, nous aurons, en nommant e'tô le reste de la fonction

pd)z qWz' + . . .-aW,

lorsqu'on y a substitué pour z, z', ... leurs valeurs ainsi déterminées
£W — £'(0 _|_pH) u -i- qli) 11 _|_ _ _ , >

ce qui donne
SSe'"')54- 2 S£'(''(/>"')« 4- qd)u' + ...) 4- S (/>"> « 4- qU) u1-+-..

le signe intégral S s'étendant à toutes les valeurs de i, depuis i= o

jusqu'à 1 = s — 1. Mais, par les conditions de la méthode la plus avan¬

tageuse, on a •
Spli)e'(i) — o, Sql,>s'('> — o, ...;

on a donc
S £"')' = S£'"')' 4- S ( pO u 4- qtt) U' 4- • .. )2-

En comparant cette valeur de S£(i)! à sa valeur précédente
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on aura

r i /q — ^ cf(i)* —- .

9 k"
a2 r \Js — Se'W' — -f^+S( p('*> a H- u' +... )2.

Faisons
Qj f{"

Se'O)2. —a2 5 = fi/s
k

v . v'
u — —, u -

v/r " v^' ""
nous aurons

S( r 4- e'4-.. ,)2a2 /• — t 4-

_ g" r'

l'exponentielle c 4 devient ainsi

; y/s

c

6" r S(p(')f+7Wp'+...)'l»w,4L+ sfs J.

ainsi la probabilité de t est proportionnelle à cette exponentielle.
La probabilité de l'existence simultanée des quantités u, u', ... est,

par le n° 21 du second Livre de la Théorie analytique des probabilités,
proportionnelle à l'exponentielle

c~iTP^S(>><'V+?(iW"-)5
la probabilité de l'existence simultanée de t, ç, v', ... est donc pro¬

portionnelle à
Jn r<+s(^+7(.-w..4-n k (0|>+
tfl'L SJ- J 4 l"a's 'C

En substituant pour £ s sa valeur 2S£,(')!— 2t\Js, cette exponen¬
tielle se réduit, en négligeant les termes de l'ordre à la fonction
suivante :

t\fs
I

2

c ia'■ L 1 sfs J sSe'(0»

Maintenant, pour avoir la probabilité que la valeur de v est com¬

prise dans des limites données, il faut : i° multiplier cette fonction
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par dtdvdd20 prendre l'intégrale du produit, pour toutes les
valeurs possibles de t, d, ... et, par rapport à v, intégrer seulement
dans les limites données; 3° diviser le tout par cette même intégrale,
prise par rapport à toutes les valeurs possibles de t, v, d, — La
valeur inconnue de a/> ® s pouvant varier depuis zéro jusqu'à l'infini,

g ./(/)«
la valeur de t peut varier depuis —— jusqu'à l'infini négatif, et

v5
comme Se'w est de l'ordre de s, t peut varier depuis l'infini négatif
jusqu'à une valeur positive de l'ordre \fs; l'exponentielle précédente
deviendra donc, à l'extrémité de l'intégrale prise par rapport à/, de la
forme c~^'% et pourra être négligée à cause de la grandeur supposée
à s; ainsi l'on peut prendre l'intégrale relative à t, depuis t = — oc

jusqu'à i = oo. Pareillement les intégrales relatives à v, d, ... peuvent
être prises dans les mêmes limites. Si l'on fait

S {p^v + qU d + ...Y
77T "i;

l'intégrale relative à s pourra être prise, par rapport à s, depuis
z = — oo jusqu'à z — cc.

De là il est facile de conclure que la probabilité que v est compris
dans des limites données est égale à l'intégrale

U dd.. .c- s<p(^S,+"-)' j, + j,./ I a(Ss'io ys i
/

l'intégrale étant prise depuis d, d', ... égaux à — oo jusqu'à leurs
valeurs infinies et, par rapport à e, dans les limites données, et étant
divisée par la même intégrale étendue aux valeurs infinies positives
et négatives de e, d, d'

■2 k"
La considération de la différence entre et Ss'C'1 n'introduit

donc, dans l'expression de la probabilité dont il s'agit, qu'un terme
de l'ordre ordre que je me suis permis de négliger dans l'Ouvrage
cité, vu la grandeur supposée à s.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LA

LONGUEUR DU PENDULE A SECONDES

Connaissance des Temps pour l'an 1820; 1817.

La variation de la pesanteur est le phénomène le plus propre à
nous éclairer sur la constitution de la Terre. Les causes dont elle

dépend ne sont pas limitées aux parties voisines de la surface ter¬
restre; elles s'étendent aux couches les plus profondes, en sorte
qu'une irrégularité un peu considérable dans une couche située à
mille lieues de profondeur deviendrait sensible sur la longueur du
pendule à secondes. On conçoit que plus cette irrégularité serait pro¬
fonde, plus son effet s'étendrait au loin sur la Terre. On pourrait
ainsi juger de sa profondeur par l'étendue de l'irrégularité correspon¬
dante dans la longueur du pendule. Il est donc bien important de
donner aux observations de cette longueur une précision telle que
l'on soit assuré que les anomalies observées ne sont point dues aux
erreurs dont elles sont susceptibles. Déjà l'on a fait sur cet objet un

grand nombre d'expériences dans les deux hémisphères, et, quoi¬
qu'elles laissent beaucoup à désirer, cependant leur marche régulière
et conforme à la théorie de la pesanteur indique évidemment, dans
les couches terrestres, une symétrie qu'elles n'ont pu acquérir que
dans un état primitif de fluidité, état que la chaleur seule a pu
donner à la Terre entière. Les difficultés que présente la mesure du
pendule disparaissent en grande partie lorsqu'on transporte le même

(') Lu à l'Académie des Sciences, le 28 octobre 1816.
OEtvres de L. — XIII. >6
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pendule sur différents points de la surface terrestre. À la vérité, 011
n'obtient ainsi que les rapports des longueurs du pendule à secondes
dans ces lieux divers; mais il suffit, pour en conclure les longueurs
absolues, de mesurer avec soin sa longueur dans un de ces lieux.
Parmi toutes les mesures absolues, celle que nous devons à Borda me

paraît être la plus exacte, soit par le procédé dont il a fait usage et
par les précautions qu'il a prises, soit par la longueur du pendule
qu'il a fait osciller, soit par le grand nombre de ses expériences, soit
enfin par la précision qui caractérisait cet excellent observateur. Le
peu de différence qu'offrent les résultats de vingt expériences ne
laisse aucun doute sur l'exactitude du résultat moyen. En leur appli¬
quant mes formules de probabilité, je trouve qu'une erreur d'un cen¬
tième de millimètre serait d'une invraisemblance extrême, si l'on
était bien sûr qu'il n'y a point eu de cause constante d'erreur.

En examinant avec attention l'ingénieux appareil de Borda, on
aperçoit une de ces causes, dont l'effet, quoique très petit, n'est
point à négliger dans une recherche aussi délicate. Cet appareil est
composé de ces trois parties : i° Un couteau, dont le tranchant s'ap¬
puie sur un plan horizontal, est traversé dans son milieu, perpendi¬
culairement à ce tranchant, par une petite verge qui, dans sa partie
supérieure, porte un poids que l'on peut faire glisser à volonté, pour
donner à cette partie de l'appareil, prise isolément, la même durée
d'oscillation qu'à l'appareil entier; 2" Un fil métallique très mince et
d'un diamètre égal dans toute sa longueur, est suspendu par son
extrémité supérieure à l'extrémité inférieure de la verge dont je viens
de parler; il est attaché par son extrémité inférieure à une petite
calotte dont la concavité recouvre la partie supérieure d'une boule de
métal et y adhère par la pression de l'atmosphère et par un léger
enduit étendu sur cette partie de la boule. Le fil forme la seconde
partie de l'appareil : la calotte et la boule en forment la troisième
partie.

. On a jusqu'ici supposé dans le calcul que le tranchant du couteau
est infiniment mince; mais, en le considérant avec une loupe, il pré-
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sente la forme d'un demi-cylindre dont le rayon surpasse un centième
de millimètre. Un premier aperçu porte à croire qu'il faut ajouter ce

rayon à la longueur du pendule, mais, en y réfléchissant, on recon¬
naît facilement que cette addition serait fautive. En effet, le pendule
oscille à chaque instant autour des points de contact du cylindre avec
le plan, et ces points varient sans cesse; il n'y a donc que le calcul
des forces que le pendule éprouve par l'action de la pesanteur, et par
le frottement du couteau sur le plan, qui puisse faire connaître la
correction due au rayon du cylindre. En faisant ce calcul dans la sup¬

position que le couteau ne glisse point sur le plan, je parviens à ce
résultat singulier, savoir qu'au lieu d'ajouter le rayon du cylindre à
la longueur du pendule, il faut l'en retrancher. Cette correction est
d'autant moins sensible sur la longueur du pendule à secondes que
le pendule mis en oscillations est plus long; dans les expériences de
Borda, elle se réduit au quart du rayon du cylindre; elle surpasse ce

rayon dans celles que MM. Bouvard, Biot et Mathieu ont faites à l'Ob¬
servatoire royal, avec un appareil beaucoup plus court; par consé¬
quent ces observateurs ont dû trouver, et ont trouvé en effet, une

longueur du pendule à secondes plus grande que celle de Borda
d'environ deux centièmes de millimètre. 11 est remarquable qu'en
appliquant la correction précédente au résultat de ces deux mesures,
leur différence soit réduite au-dessous d'un demi-centième de milli¬

mètre, ce qui prouve à la fois l'exactitude des expériences et la pré¬
cision de l'appareil imaginé par Borda, précision qu'il sera bien dif¬
ficile de surpasser.

Si le tranchant du couteau glissait sur le plan qui le soutient, la
correction dépendrait de la loi de résistance du frottement, et il
deviendrait presque impossible de la déterminer. 11 est donc utile de
laisser sur ce plan de légères aspérités qui ne permettent pas au
couteau de glisser. Il convient, de plus, de n'imprimer au pendule
que des oscillations assez petites pour que les points du tranchant,
en contact avec le plan, ne puissent pas surmonter le frottement
qu'ils éprouvent.
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La démonstration des résultats précédents m'a conduit à examiner
avec un soin particulier la nature du pendule composé que forme
l'appareil de Borda et la formule donnée par ce savant géomètre pour
conclure, de la durée de ses oscillations, la longueur du pendule
simple qui bat les secondes. Borda considérait son appareil comme
formant une masse dont toutes les parties sont fixement liées entre
elles; cependant il est composé de trois parties distinctes, qui
peuvent osciller les unes autour des autres; il est donc nécessaire,,
dans une matière aussi délicate et où l'on veut atteindre à la préci¬
sion d'un centième de millimètre, d'apprécier l'influence de cette
mobilité respective des parties de l'appareil sur Ja durée des oscilla¬
tions. C'est- ce que je fais dans l'analyse suivante, de laquelle il
résulte que la mobilité respective des trois parties de l'appareil et la
flexibilité du fil n'ont aucune influence sensible sur la durée des
retours du centre de la boule à la verticale, et qu'ainsi l'on peut cal¬
culer cette durée comme si le fil était inflexible et fixement attaché
aux deux autres parties de l'appareil. On obtiendra plus de précision
dans le résultat si l'on emploie, comme Borda l'a fait, un fil d'une
grande longueur; si, pour mettre le pendule en mouvement, on
l'écarté un peu de la verticale, de manière que le centre de la boule,
le fil et le point de suspension soient sur une même droite, et qu'en¬
suite on abandonne le pendule à l'action de la pesanteur; enfin, si
l'on rend le plus égales qu'il est possible les durées des oscillations
de l'appareil entier et de sa première partie prise isolément.

i. Concevons que le tranchant du couteau forme un demi-cylindre
dont r soit le rayon. Nommons dm une molécule de cette partie de
l'appareil; z sa distance à l'axe du cylindre; y l'angle que le plan qui
passe par cette molécule et par l'axe du cylindre forme avec le plan
passant par le même axe et par le centre de gravité de la partie de
l'appareil, plan qui passe également par l'axe de la petite verge de
cette partie. Soit encore o l'angle que ce dernier plan fait avec le
plan vertical passant par l'axe du cylindre. Désignons par X la dis-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LA LONGUEUR DU PENDULE A SECONDES. 125

tance de cet axe à un plan fixe vertical qui lui soit parallèle. Nom¬
mons enfin g la pesanteur et dt l'élément du temps.

La distance de la molécule dm au plan fixe vertical sera

X + z sin(<p H- y),

et sa distance au plan fixe horizontal passant par l'axe du cylindre,
sera

z cos(© -+- y).

En désignant donc par S une variation arbitraire, la somme des
forces détruites à chaque instant dans la première partie de l'appa¬
reil, et multipliées chacune par l'élément de sa direction, sera à très
peu près, en négligeant les quantités de l'ordre <p', <p étant supposé
très petit,

— âcp £ Jz"- dm + ij s dm cos ( 9 + y ) •+■ g^z dm sin ( 9 + y )
r (jfi q) r*

ÔX
—j~ I s dm cos((f+y) + m

m étant la masse entière de la première partie de l'appareil.
On a, par la nature du centre de gravité,

Çz dm sin y — o, J z dm cos y — ml,

létant la distance du contre de gravité à l'axe du cylindre; la fonction
précédente devient ainsi

— do (Js2 dm -1- Im cos c? H- glm sin <pj,
«./ d2X ,c?2© Y-sx(mdë+mlW cos<?)'

quantité qui, en négligeant les termes de l'ordre <sf-, se réduit à
, (d2o r„, ,d*x . \-^{^tJ^dm + ml-^+gml?j,

/ d! X , d2 o \

La première partie de l'appareil est encore assujettie à la résistance
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que le plan sur lequel appuie le tranchant du couteau oppose à son

déplacement. Je nomme T cette résistance. Sa direction est opposée
au mouvement des points du couteau en contact avec le plan. La
variation de cette direction est donc — (V09 -f- §X); ainsi le produit
de la force T par l'élément de sa direction est

— T(/-Ô9 + 6X).

Si la force de résistance est telle que le tranchant ne puisse pas
glisser sur le plan, alors rSo -+- oX est nul, ce qui fait disparaître le
produit précédent. De plus, les deux variables X et o ne sont plus
indépendantes et l'on a entre elles l'équation

dX = '— rdq,
d'où l'on tire

diX
___

__ j'y.
dt- ~~ ~~ ' "cW '

la somme de toutes les forces dont la première partie de l'appareil est
animée, et multipliées par les éléments de leurs directions, devient
ainsi

— oep (/,* dm — imlr -f- mr^ C^-~- + gmlca .

2. Considérons maintenant la seconde partie de l'appareil. Elle
est, comme on l'a vu, formée d'un fil attaché, par son extrémité supé¬
rieure, à l'extrémité inférieure de la verge de la première partie de
l'appareil, et tenant suspendue à son extrémité inférieure la troisième
partie de l'appareil. Concevons ce fil comme formé d'une infinité de
petits poids égaux, représentés par dm', et séparés par des intervalles
égaux entre eux et à l'élément ds du fil. Nommons a la distance de
l'extrémité supérieure du fil à l'axe du cylindre formant le tranchant
du couteau. Nommons encore h la longueur totale du fil et s sa lon¬
gueur prise depuis son extrémité supérieure jusqu'à la molécule tièmc.
La distance de cette molécule au plan vertical fixe considéré dans le
numéro précédent sera X -t- a<p x, x étant la distance de la molé-
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culc à la verticale qui passe par l'extrémité supérieure du fil. La
somme des forces détruites dans la molécule, et multipliées respecti¬
vement par les éléments de leurs directions, sera donc

. d2 a d'1 x '
(a-r)diï + HF dm'[(a — ;•) ôcp -f- &e].

En faisant dm' — p ds et désignant par le signe S une intégrale étendue
à toutes les molécules du fil, la somme des forces détruites dans le fil

entier, et multipliées par les éléments de leurs directions, sera

— (a — ry-m' âcp <^- — (a — /• ) ô<pS p ds >

— (a — r) ^-| Sp ds Sx — S p ds ~ §x.

Les molécules du fil pouvant osciller les unes autour des autres, il
faut considérer séparément chacune de ces oscillations. Pour cela, je
nomme ^(i) l'angle que l'élément ds, placé à la distance s ou ids de
l'origine du fil, fait avec la verticale. On aura dx — ^ ds, ^(,) étant
supposé fort petit. On aura donc x — f^ds; ce qui donne, en
n'ayant égard qu'à la variation &{/'',

S bx — (/i — s) o'jjC';

car (j/'i ne commence à s'introduire, dans la valeur de x, qu'à la dis¬
tance s de l'origine du fil, et il entre dans toutes les valeurs de x,
depuis s — s jusqu'à s — h. On voit de la même manière que

d2x

l'intégrale étant prise depuis s— s jusqu'à s = h. La somme précé¬
dente devient ainsi

- (a - ry m' o> - (a - r) Ô9Sp ds ,

— ds {a-r)?(h-s)^±+f9• r , d*x'

ds
dt'1
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le signe intégral S se rapportant à toutes les valeurs de i, depuis
h

i = o jusqu a i = -j -
Si l'on nomme y la distance de la molécule pds au plan horizontal

passant par l'axe du demi-cylindre qui forme le tranchant du couteau,
la somme des actions de la pesanteur sur le fil entier, multipliées par
les variations de leurs directions, sera Sgpdsdy. Si l'on n'a égard
qu'à la variation de <p, on a

ày = — a 9 <5o ;

l'intégrale précédente devient ainsi

— agpho <5©.

La variation Sy dépend encore de la variation S'jf0. En effet, on a

dy — ds cos<|3'> ~ds( r — | ).

Delà il est facile de conclure que l'intégrale S gpdsdy contient le
terme

— gp{h — s)t|/U &[;(') ds.

La somme des actions de la pesanteur sur le fil, multipliées par les
éléments de leurs directions, est donc

— gp hao §cp — 2 âdà1') dsgp(h —

3. Il nous reste maintenant à considérer la troisième partie de
l'appareil. SoientM la masse de cette partie; Lia distance de son centre
de gravité au point de suspension par le fil. Soit <p' l'angle formé par
un plan vertical mené par ce point et parle centre de gravité de M,
perpendiculairement au plan d'oscillation du pendule. Soient encore s
la distance d'une molécule e?M de la masse M, à l'axe passant par son
point de suspension, perpendiculairement au plan d'oscillation, et
<p'~f~ y' l'angle que forme s avec la verticale. Nommons enfin x' la dis¬
tance de l'extrémité inférieure du fil à la verticale qui passe par l'ex-
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trémité supérieure. Cela posé, la somme des forces détruites dans la
masse M sera

r d*x
dt2

d2 cp d2 x'
■ ! I

dt* dt-

d2cpr
s-^Tc°s(?'+/)

<M [
ôX H- a -4- §x

+ s 1Î9' eos(9

'

1
'+/) J'

sin(<p'-+- y')J o?M àcp'z sin (9' + y'),
le signe S' se rapportant à toutes les molécules de la masse M. On a,

par la nature du centre de gravité,

S'z dM siny' = o, S'- dM cosy' = ML,

L étant la distance du centre de gravité de la masse M à son point de
suspension par le fil. En substituant au lieu de SX, — rS<p, et au lieu
de Sa/, la somme précédente devient

M [^-r^+P+L£t][(a-r)3f +^
- j ML [(o - r) ^j + ^ S'«VM |

On a ensuite, pour la somme des actions de la pesanteur sur la
masse M, multipliées par les éléments de leurs directions,

— gM(acp âtp 4- Lcp' ôcp') — gAIXij/') ds ôij/1'.

Maintenant la somme des forces détruites et des actions de la pesan¬
teur, multipliées par les éléments de leurs directions, doit être nulle
en vertu du principe des vitesses virtuelles; en formant donc cette
somme et en y égalant d'abord à zéro le coefficient de £<p, on aura, en

négligeant les termes de l'ordre r2 et observant que ph = m',

(O
!•=(/• dm — 2 mit\dl± (M + m') (a — r)2

d2 9
/ dt2 ' ' dt2

I + Ml(» - r) + M~ O~ + (a - r)Sp
1 '<r gmlco + «^-(M -H m')y;

OEuvres de L. — X.III.
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en égalant à zéro le coefficient de o<p', on aura

(2) o = ML [(a - r) + g?> + ^ SV cfM;
enfin en égalant à zéro le coefficient de û <|/!), on aura

o = (a—r)p(h-s)^- +J\ds^+gp{h — s)^W
M f, .d2a> d2x' T d'2<&'[{a~r)'dû + }

La masse M étant beaucoup plus grande que celle du fil, nous dési¬
gnerons par a le rapport de celle-ci à la première. En négligeant les
termes de l'ordre a, cette dernière équation donnera, pour <]/''>, une

valeur indépendante de i et qui sera par conséquent la même pour
toutes les valeurs de i; elle sera évidemment égale à très peu près

x'
à c'est-à-dire que le fil, par la tension du poids M, forme à très
peu près une ligne droite, ce que l'on voit d'ailleurs a priori. En sub-
stituant donc pour dans les termes de cette équation dépen¬
dants de la masse du fil, et en y faisant x cette équation don¬
nera aux quantités près de l'ordre a2 :

/ \ /; p ,,, (h—s) ,
o = (a-r)p{h-s)^ + ^Ti{h*-s*)-T-+gp—ir-x'

M [" .d2 a> d2x' d2ca' 1

On aura la somme de toutes les équations semblables que fournit l'in¬
finité des valeurs de i, en multipliant l'équation précédente par ds et
en l'intégrant depuis s — o jusqu'à s = h, ce qui donne, en observant
que x' est égal à la somme de toutes les valeurs de ^[l) ds,

(3)

Cette équation, réunie aux équations (i) et (2), déterminera les

+ h~ ( M + £ m') + ML h^ H- gx' ( M H- \m' ).
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valeurs de <p, x' et <p', en observant de mettre dans l'équation (i)
1 // \dlx'

au lieu de
✓72 rp

(a-riSp&^.
4. Pour intégrer les équations (i), (2) et (3), je suppose

9 = K cos(rc£ -+- s), 9'= K' cos(nt 4- s), x'= K"h cos(nt + s).

En substituant ces valeurs dans ces équations, en faisant
S',g2 dM — ML 7

et
A = gml — »2 (fz2 dm — imlr),

on aura les trois équations suivantes

o = Kj A + (M + m') [ag — n2(a — /-)2]j
— IC'ML(a — r)n2 — K"(M 4- r)hnï,

o = K (a — r)n2 — K '{g — n2q) -+- K"lin2,

o = K (M 4- \m!) (a - r) n2 + K'ML/i*
— K"[(M + \m')g — (M -+- -m1) fin2].

Si l'on ajoute la première de ces équations à la seconde multipliée
par (M -h^m')(a — r), on aura

o r= K[A -+- (M -h m')ag — — r)2n2]
— K'[ML(a — /•) (M + {m') {a — r)(g — n2q)].

Si l'on ajoute la seconde équation multipliée par

(M -+- \m')g — (M + ïw')k!,

à la troisième multipliée par hn-, on aura

o — (a — r)hn* + (M. + \m') g(a — r)«2]
— K' [( M H- \m' ) g {g — n2 q ) — ( M 4- £ m' ) hn2 ( g — «2 q j _ ML hn* ] ;
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d'où l'on tire

o = [ML(a — ?')/i24- (M + ±m')(a — r)(g — /i2?)]
X — r) hnK 4- (M -h f m') g {a — r)n2]
— [(M +{m') g(g — n*q) — (M 4-\m') hn2{g— n2q) — ML/m4]
X [A 4- (M 4- m')ag — { m'(a — r)2/i2].

Pour déterminer la valeur de rr, je donne à cette équation la forme
suivante, en faisant = i, et négligeant les quantités de l'ordre r,

fret km', à cause de la petitesse de la masse du fil relativement à M,

I o = gni(h 4- a — 2r) (L — q) 4- gîni(h 4- q 4- a — ir) — g3
— i[^nsah(L — q)

(4) 1 4- nKg($hq 4-\ah — h L 4- §«</— i«L)
— «2 g* ( ih 4- ! <1 4- Ia ) 4- 1 g3 ]

^ est la longueur du pendule simple dont les oscillations sont de
même durée que celles de tout l'appareil.

En faisant d'abord A et i nuls et a — ir = a', on a

é =h + a'+q — ^(A + a')(j-L),,L t>

d'où l'on tire à fort peu près

I=A + o'4-L4- L(y-L) + L(<7 — L)2
/l2 /i + (t +L (/t 4- « 4- L)2

nommons F cette valeur de ~ qui a l'exactitude nécessaire à cause

) . L2
de la petitesse de —■——, quantité de l'ordre et à très peu près

égale aux deux cinquièmes du carré du diamètre de la boule, divisé
par la distance du centre de la boule à l'axe du tranchant du couteau;
nommons encore I le coefficient de — i dans l'équation (4); cette
équation donnera

£=F_-iL.
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En y substituant pour ~> /i + a'+L, et négligeant les termes des
CL~ (72 L2ordres tjt->T3 on aurah h h

.4 =F - Uh + za'+SL-q).nl o

Il nous reste à considérer l'influence de la valeur de A que nous

avons supposée nulle en vertu de cette valeur de Supposons que,

en égalant les oscillations de l'appareil entier aux oscillations de
la première partie de l'appareil, on se soit trompé d'une quantité a,
en sorte que n' étant la valeur qui rend nulle la fonction

mlff — s2 dm,
1 1 H- a

n' n

il est facile de voir que la correction qui en résultera dans la valeur

précédente de ou de la longueur du pendule simple qui répond
à n, sera —~l, quantité qui a été insensible dans les expériences de
Borda à cause de la petitesse de la fraction ^ et de la quantité l, et
parce que l'on avait eu une attention particulière à rendre égales les
oscillations de l'appareil entier et de sa première partie, ce qui a
rendu a extrêmement petit. Mais dans les appareils d'une petite
longueur il faut redoubler d'attention pour remplir cet objet.

En vertu de la valeur de n- que nous venons de considérer, les trois
parties de l'appareil font des oscillations de même durée, mais les
grandeurs des angles qu'elles forment avec la verticale ne sont pas les
mêmes, en sorte que les centres de gravité de ces trois parties et le
point de suspension ne sont pas constamment sur une môme droite.
Ces grandeurs dépendent des valeurs de K, K' et K". On trouve facile¬
ment, par ce qui précède, que si l'on néglige les termes affectés de r,
011 a

K = K'=K'|"i- (<7 — L)-1.[_ 2 h -\- ci -\- Yj \ [_ h ci \
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On voit donc que si le centre d'oscillation de la troisième partie de
l'appareil coïncidait avec son centre de gravité et si la masse du fil
était infiniment petite, ce qui fait disparaître i et q — L, l'appareil
oscillerait à très peu près comme si toutes ses parties étaient fixes.
Voyons la différence qui résulte de leur mobilité respective dans la
valeur de 4'îl

On a par le n° 1, dans le cas où tout l'appareil est fixe,

mly dm — 2 mly r,

m étant la masse de tout l'appareil, l, étant la distance de son centre
de gravité à l'axe du cylindre formant le tranchant du couteau, et l'in¬
tégrale Jz- dm se rapportant à l'appareil entier. On a par le n° 1, re¬
lativement à la première partie de l'appareil,

* f — £>
z2 dm = 2 mlr + ~ ml.

J n2

Ensuite, on a relativement au fil

j z1 dm = m' (|ù2 + ah -t- a-),

et relativement à la troisième partie de l'appareil, on a

J'z- dm = M[(/t + a -t- L)2+ L (q — L)].
On a enfin

m = m 4- m' + M,

mli — ml -h m'(\h -t-#)-t-M(/î-t-<z-l-L).
On aura donc

[ml -t- m'({h + ce) + M(/i + a-t- L)] ^
= 2mlr ■+- 4ml -t- ah a"-)n*

-+- M [(A a + L)2 -+- L(<7 — L)]
— 2r[ml -+- m'(\h -h a) -t- M (A -+- a +L)],

d'où l'on tire en négligeant les termes de l'ordre ~ et *4 et00 k h
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faisant comme ci-dessus a — ir = a',

^=/i + s' + L+ 4 {h + 2«'+ aL).h ■+■ a -+- L o

On voit donc que la mobilité des diverses parties de l'appareil ne

fait qu'ajouter à la valeur de ou à l'expression de la longueur du
pendule simple, les termes

L(9-L)* i,
— +«(?-L).(A + a'+L)* ' 6

Ces termes sont insensibles dans un long appareil et ils ne
s'élèvent pas à ^ de millimètre dans un appareil qui n'aurait que

om,742 de longueur. Mais la considération du demi-cylindre qui
termine le tranchant du couteau diminue la longueur du pendule,
comptée de l'axe de suspension, du diamètre de ce cylindre et, par
conséquent, elle diminue cette longueur comptée du plan sur lequel
le couteau s'appuie du rayon r de ce cylindre. Cette correction est
sensible sur la longueur du pendule à secondes, déterminée par les
oscillations d'un court appareil.

5. Je vais maintenant considérer les deux autres valeurs de ri1 de

l'équation (4) du numéro précédent. Ces deux valeurs étant fort
grandes relativement à celle que nous venons de déterminer, on
pourra négliger dans cette équation les termes indépendants de n2.
En la mettant ainsi sous cette forme

T. n'' „ 112 TTE —, — G t-II = o,
S 8

on aura à fort peu près, en négligeant a et L par rapport à h et la très
petite quantité r,

E = (<7 — L) ( |ia + Çs2 dm\
a M /

G = g — L + ïiq + \ia + S" dm - /T.
aM

H = 1.
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f z2 dm
Nous supposons ici q — L d'un ordre supérieur à ih et à ' —>

alors G2 est d'un ordre supérieur à 4E» l'équation précédente en n

donnera ainsi ces deux valeurs —,

K—c-- £. — 1
»2 G' /i2 ~~ G'

L'isochronisme des oscillations de la première partie de l'appareil
et de l'appareil entier donne

îdJz2 dm — mlg,

n étant ici la première des trois valeurs de n, qui donne à fort peu

près £ = h + a + L ; on aura donc à très peu près

Jz- dm m ifc
a M M a '

les deux dernières valeurs de deviendront ainsi

jji = q - L + f iq - iL,
g , . m Ih
j? = iia + a «■

Relativement à la première des valeurs do on a par le numéro
précédent

K =K'|"i — \i- ,iq~L\ 1>L 2 /t+« + LJ

K"-= K' I i - }q~h\ 1 •[_ II ■+■ a -f- JL J

Si relativement à la seconde valeur de ^ l'on désigne par K, K', K",
n et s ce que nous avons désigné par K, K', K", n et e relativement à
la première valeur, on aura à fort peu près par le n° 4
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Nommons encore relativement à la troisième des valeurs de K,

K', K", n, z ce que nous avons désigné par K, K', K", n, z relativement
à la première, on aura à très peu près

W— ia^ P- _

6(<7 —- l) h'

Maintenant, pour mettre l'appareil en mouvement, on l'écarté un

peu de la verticale, de manière que le centre de la boule, le fil cl
le point de suspension soient sur une même droite, et ensuite on

l'abandonne à la pesanteur; on aura

£ = 0, £ = 0, £ = 0,

K + k + K = K'+ÏÛ+P-K"+ÏÛ+P,
d'où l'on tire à fort peu près

k'=- (y--M K/ p=- - k
h 2

Dans ce genre d'expériences on observe les retours de l'extrémité
inférieure du fil à la verticale, et l'on suppose le nombre de ces re¬
tours égal à ni, n étant la première des valeurs de n et T étant la
durée de l'expérience.

La distance de cette extrémité à la verticale est

(«K -4- hK") cosnt + (ait 4- hV) cosht + («K -+- hK") cosni.

Cette distance est donc à fort peu près
r ( 1 — l t„ . l ( <7 — l ).., —

i ■— -t—, L K' cos nt H -J—, - K cos nt.h
_ n

( ci 4- // ) i

En concevant donc un pendule de la longueur h -t- a et oscillant de
manière que la durée de ses oscillations corresponde à la première
valeur de n, les extrémités du fil de l'appareil et de ce pendule re¬

tourneront, dans un temps donné, le môme nombre de fois à la ver¬
ticale. Seulement à la fin de l'expérience, lorsque le pendule arrivera
à la verticale, l'extrémité inférieure du fil en pourra êtré encore

OEuvres de L. — XIII. l8
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éloignée de la quantité -+- mais cette distance presque

insensible par elle-même sera décrite en vertu de la vitesse du fil
près de la verticale dans un temps déterminé inappréciable, en sorte
que les extrémités du fil et du pendule paraîtront toujours revenir
ensemble à la verticale.

Il résulte de l'analyse précédente qu'avec la précaution indiquée
pour mettre l'appareil en mouvement la mobilité de ses trois parties
et la flexibilité du fil n'ont aucune influence sensible sur la durée des

retours du centre de la boule et de l'extrémité inférieure du fil à la

verticale, et qu'ainsi l'on peut calculer cette durée comme si le fil
était inflexible et fixement attaché aux deux autres parties de
l'appareil.

6. Soit D la distance du centre de gravité de la calotte, qui re¬
couvre la boule, au centre de cette boule. Soit L' la distance de l'ex¬
trémité inférieure du fil à ce même centre. Soit encore p le rapport
de la massé de la calotte à la somme M des masses de la boule et de
la calotte. On aura

L — h'—p[).

Ensuite, le centre d'oscillation d'une sphère étant, comme on sait,
au-dessous du centre de la sphère d'une quantité égale aux § du carré
du rayon de la sphère, divisé par la distance du point de suspension
au centre de la sphère, si l'on nomme 11 le rayon de cette houle, on
aura, pour la partie de Lq relative à la boule, la quantité

(i-P)(L'* + {IV).

La partie de Lq relative à la calotte est la somme des produits de
chaque molécule de la calotte par le carré de sa distance à un axe

perpendiculaire au plan d'oscillation et passant par l'extrémité infé¬
rieure du 111. Cette distance étant fort petite, cette somme peut être
négligée sans erreur sensible et je me suis assuré que même dans les
courts appareils dont on a fait usage cette erreur n'est pas de de
millimètre. Mais on corrigera, en grande partie, cette erreur déjà
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insensible, en considérant la masse de la calotte comme réunie à son

centre de gravité, ce qui donne />(!/— D)2 pour la somme dont il
s'agit. La distance du point de suspension au centre de la boule est
h -h a-f-L'; en la désignant donc par /, l'expression dc' ou de la
longueur du pendule simple, oscillant en même temps que l'appareil,
sera par le n° 4 à très peu près

S t il , f (i — /j)R2-4-/»D- if 2 Rs\
n- + f-r-pU ~ 6 y~ '• + L - 3'' » + 5 17 )'
h étant la longueur du fil, on a

a -H L' =f— h ;

on peut d'ailleurs, vu la petitesse de i, substituer R au lieu de L' dans
2 J R'I ...

le terme ~ jj; la formule précédente devient ainsi

(A)' J =/- r-pD + - g (a/- '' ~ h - 3yjD - |R).

Borda suppose dans son calcul D = R = L', et dans les termes mul¬
tipliés par i la différence qui peut exister entre ces trois quantités est
insensible. Alors h est égal à f— a — R. Pour comparer la formule
précédente à celle de ce savant géomètre j'observe que, dans son

appareil et en prenant avec lui pour unité la ,0„2„„„ partie d'une grande
règle qui lui servait de module, on a

« = 1968, /=ao3o i 5,17, R==g37,
p — o,oo3 801 5, i =0,001 3861.

Borda n'a point eu égard à la valeur de r; en la supposant nulle, la
formule précédente donne

g
~

— 202965,855,

ce qui ne diffère que d'une quantité insensible delà valeur 202960,82
que Borda trouve par sa formule.
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ADDITION AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT

SUR LA

LONGUEUR DU PENDULE A SECONDES.

Connaissance des Temps pour l'an 1820; [817.

Huygcns a observé que si l'on fait osciller un pendule composé et
qu'ensuite on prenne pour point de suspension le centre d'oscilla¬
tion, les oscillations nouvelles seront de même durée que les pre¬
mières. De plus, la distance des deux points de suspension est la
longueur du pendule simple qui correspond à cette durée. Je vais
examiner ici l'influence que doivent avoir sur ces résultats les rayons
des petits cylindres sur lesquels se font ces oscillations.

En conservant les dénominations du n° 1 du Mémoire cité, on a,

pour un pendule représenté par la première partie de l'appareil de
Borda, l'équation

o = ( jz- dm — 2 mlr 4- 4- gmly.

Supposons que ce pendule ait un second couteau placé très près du
centre d'oscillation de ce pendule dans sa première suspension et que
la durée des oscillations, lorsque le pendule oscille sur le second
couteau, reste la même qu'auparavant, on aura dans ce nouvel état

Jjj „

o = ( f zn dm — 2 ml' r' -4- H- gml'y,

y', z', V et r' étant ce que deviennent alors y, z, l et r. Pour déter¬
miner z on observera que si l'on nomme q la distance des axes des
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petits cylindres qui forment les tranchants des couteaux, on aura par
le n° 1 du Mémoire cité

: cosy

; s in y :

cosy' — q,
•J siny',

d'où l'on tire

jz"' dm = mq2 — a mql + J z- dm,
ml'—jz' dm cos y' — mq — ml.

On a ainsi, en négligeant les carrés de r et de r',

o = (mq2-— a mq l H- j"z"1 dm — imqr' -+- 2 mlr'^j + gm(q — l)(D.

Retranchant la première équation de celle-ci, on aura

O ( q — 2 / ) j
, 2l{r— >■')'

q — 2 H i ~-1
ci — il

d- cp
dCl

Si l'on suppose égaux les rayons des petits cylindres qui forment
les tranchants des couteaux, ce qui donne r= r', on aura

O == {q — 2 /)
d2 o

{q-2r)^+g9

Cette équation peut être satisfaite par l'une ou l'autre des deux
équations suivantes

O = q — 2 /,

O = {q — 2 r)
d2 <y
"dt2 ■89-

La première nous montre que les durées des oscillations seront les
mêmes, dans les deux situations du pendule, si le centre de gravité
divise en deux parties égales la plus courte distance des surfaces des
deux couteaux. La seconde équation fait voir que, si l'on obtient autre¬
ment l'identité de durée des oscillations, alors la longueur du pendule
simple correspondant à cette durée est la plus courte distance des
surfaces des couteaux. Ainsi le théorème d'Huygens subsiste relative¬
ment à cette distance.
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N. H. — Mathieu, d'après une nouvelle discussion de toutes les ob¬
servations du pendule, trouve en partant des expériences de Borda
sur cet objet, réduites au niveau de la mer, l'expression suivante de
la longueur du pendule à secondes sexagésimales

oœ, 990787 -+- om,oo53gS2 sin2 latitude.

Dans cette expression j'ai diminué de de millimètre le résultat
de Borda sur cette longueur, pour la correction du rayon du cylindre
qui formait le tranchant du couteau, rayon que j'évalue à de milli¬
mètre.

Les expériences que l'on va faire avec un soin particulier, dans les
deux hémisphères, répandront de nouvelles lumières sur le coeffi¬
cient du carré du sinus de la latitude ou sur la variation de la pe¬
santeur à la surface de la Terre.
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APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITÉS

AUX OPÉRATIONS GÉODÉSIQUES (').

Connaissance des Temps pour l'an iS-.!o; >8i8.

Ce Mémoire est reproduit, avec additions, dans le deuxième Sup-
ilément : Application du Calcul des Probabilités aux opérations gèodé-
iques, t. VII, p. 531.

(>) Lu à l'Académie des Sciences, le 4 août 1817.
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SUR

LA ROTATION DE LA TERRE.

Connaissance des Temps pour l'an 182 r ; 1819.

Toute l'Astronomie repose sur l'uniformité du mouvement de rota¬
tion de la Terre. La durée de ce mouvement est l'étalon du temps que
nous appliquons aux périodes des révolutions célestes. Les plus an¬
ciennes observations n'y font voir aucun changement. S'il y en avait
un, il serait principalement sensible dans la longueur observée du mois
lunaire, qui nous paraîtrait diminuer si la durée du jour augmentait
sans cesse. A la vérité, toutes les éclipses observées par les Chaldéens,
les Grecs et les Arabes, indiquent avec évidence, par leur comparaison
aux observations modernes, une diminution progressive dans la lon¬
gueur du mois. Mais ayant reconnu la cause de ce phénomène, j'ai
trouvé que ses effets répondent si exactement aux observations que
Ton ne peut attribuer qu'une très petite partie de cette diminution à
un accroissement dans la durée du jour qui, depuis Hipparque, n'a
pas changé de ^ de seconde. L'axe de rotation de la Terre est aussi
invariable à sa surface que la vitesse de rotation. 11 se meut dans le
Ciel autour des pôles de l'écliptique, suivant des lois que la théorie de
la pesanteur universelle a déterminées, mais il répond toujours aux
mêmes points de la Terre, les observations les plus exactes ne faisant,
apercevoir aucun changement dans les latitudes géographiques. Il est
donc certain que la Terre se meut uniformément autour d'un axe
invariable.

L'existence d'axes semblables dans les corps solides est connue
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depuis longtemps. On sait que chacun de ces corps a trois axes prin¬
cipaux rectangulaires autour desquels le corps peut tourner unifor¬
mément, l'axe de rotation demeurant en repos. Mais cette propriété
remarquable est-elle commune aux corps qui, comme la Terre, sont
recouverts d'un fluide? La condition de l'équilibre du fluide s'ajoute
alors aux conditions des axes principaux, elle change la figure du
corps lorsqu'on le fait tourner autour d'un axe différent. 11 s'agit donc
de savoir si, parmi tous les changements possibles, il en est un dans
lequel l'axe de rotation et la figure du fluide sont invariables. La théorie
que j'ai donnée dans le troisième Livre de la Mécanique céleste ('),
sur l'attraction des sphéroïdes, m'a fourni le moyen do résoudre cette
question délicate du système du monde; elle m'a conduit au théorème
suivant :

Supposons que la Terre soit un sphéroïde formé de couches de densités
variables suivant une loi quelconque et recouvert d'un fluide. Imaginons
un second sphéroïde qui pénètre le premier et dont les couches soient les
mêmes, avec la seule différence que leurs densités soient diminuées de la
densité du fluide. Si Tonfait tourner le premier sphéroïde autour de l'un
des axes principaux du second sphéroïde, le fluide qui le recouvre pourra

toujours être en équilibre et alors sa figure et l'axe de rotation seront
invariables, en sorte que les trois axes principaux du sphéroïde imaginaire
deviendront ceux de la Terre entière (-).

Les actions du Soleil et de la Lune influent sur la figure de la mer

qui, par là, varie sans cesse. Parmi ces forces d'où naissent les phéno¬
mènes du flux et du reflux, quelques-unes sont constantes, d'autres
changent avec lenteur. Celles qui sont rigoureusement constantes
concourent, avec la force centrifuge, à produire la figure permanente
de la Terre. Les forces lentement variables changent insensiblement
cette figure et, vu la tendance de la mer à se remettre promptement en

équilibre, on peut supposer qu'abstraction faite des oscillations jour-

(') OEuvres de Laplace, T. II.
(2) OEuvres de Laplace, T. XII, p. 453; voir également T. V, Livre XI, Ch. III.

OEuvres de L. — XIII. '9
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nalières sa figure est celle qui correspond à cet équilibre. Je fais voir
que toutes ces forces laissent subsister le théorème précédent. Mais
ces forces étant incomparablement moindres que la force centrifuge,
la variation qu'elles produisent dans la figure permanente de la Terre
est insensible.

Si, par le centre de gravité supposé immobile d'un système de
corps, on imagine un plan fixe, la somme des produits de chaque
molécule par l'aire que sa projection décrit dans un temps donné est
constante; le plan du maximum de cette somme ou des aires est inva¬
riable ainsi que ce maximum. Concevons maintenant que ce système
soit celui du sphéroïde terrestre, de la mer et de l'atmosphère, et que
ces fluides ayant été primitivement agités d'une manière quelconque,
les mouvements relatifs de leurs molécules se sont peu à peu détruits
en vertu des obstacles qu'elles éprouvent à se mouvoir entre elles; le
système a pris à la longue une figure stable et un mouvement de rota¬
tion uniforme autour d'un axe fixe; le plan invariable est devenu
l'équateur terrestre et la vitesse de rotation est celle qui donne le
maximum primitif et invariable des aires. On se formera une idée
juste de la manière dont la Terre est parvenue à cet état en consi¬
dérant qu'une légère résistance, proportionnelle aux vitesses relatives
des molécules fluides, introduit dans les expressions analytiques
de ces vitesses des exponentielles du temps décroissantes et qui
finissent par amener un état permanent. Elles y parviennent d'autant
plus vite que la densité des fluides est moindre que celle du sphé¬
roïde qu'ils recouvrent, car j'ai prouvé, dans le quatrième Livre de la
Mécanique céleste ('), que cette condition est indispensable pour la
stabilité de l'équilibre des mers, en sorte qu'une petite agitation dans
un océan de mercure, qui les remplacerait, suffirait pour le répandre
sur les continents terrestres. Cette infériorité dans la densité de la

mer est une suite de la fluidité primitive de la Terre, car alors les
couches les plus denses ont dû se porter vers le centre. Cette consi-

(') OEuvres de Laplace, T. II, p. 21 G.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR LA ROTATION DE LA TERRE. 147

dération, jointe à celle delà régularité des couches terrestres prouvée
par les expériences du pendule, indique avec une grande probabilité
qu'en vertu d'une chaleur excessive toutes les parties de la Terre ont
été primitivement fluides.

Le système du sphéroïde terrestre et des flui'des qui le recouvrent
est troublé par les actions du Soleil et de la Lune, qui changent con¬
tinuellement la position de son équatour. L'explication de ce change¬
ment observé sous les noms de précession et de nutation est, à mon

sens, le résultat le plus frappant et le moins attendu de la découverte
de la pesanteur universelle. Les anciens avaient bien connu que la
cause du flux et du reflux de la mer réside dans ces deux astres.

Képler avait conclu, de ce phénomène et des lois des mouvements
célestes, l'attraction mutuelle de toutes les parties de la matière.
Mais personne avant Newton n'avait soupçonné la cause de la pré¬
cession des équinoxes, cause d'autant plus cachée qu'elle dépend de
l'aplatissement de la Terre, inconnu jusqu'alors. La manière dont ce

grand géomètre a déduit la précession de l'ellipticité du sphéroïde
terrestre et de la théorie du mouvement rétrograde des nœuds de
l'orbe lunaire, deux choses qu'il avait tirées de sa découverte, cette
manière, dis-je, quoique inexacte à plusieurs égards, est un des plus
beaux traits de son génie.

Le plan du maximum des aires, dont j'ai introduit la considération
dans la dynamique et ce maximum lui-même étant déterminés par
l'état primordial du système, la théorie connue de la variation des
arbitraires conduit facilement aux équations différentielles du mou¬
vement de ce plan. On parvient ainsi aux expressions très simples de
la précession et de la nutation que j'ai données dans le cinquième
Livre de la Mécanique céleste ((). A la vérité, le plan du maximum des
aires n'est pas rigoureusement celui de l'équateur; mais on voit,
a priori et par l'analyse exposée dans le quatrième Livre de la Méca¬
nique céleste, que la pesanteur ramenant sans cesse vers l'équilibre

(') OEuvres de Laplace, T. II.
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les fluides qui recouvrent le sphéroïde terrestre et ne leur permettant
de faire que de légères oscillations autour de cet état, les deux plans
du maximum des aires et de l'équateur ne diffèrent jamais l'un de
l'autre que de quantités insensibles. Le plan de ce maximum ne

changerait pas si toutes les parties du système venaient à s'unir
fixement entre elles; la considération de ce plan montre donc avec
évidence que la précession et la nutation sont les mêmes que si la
mer et l'atmosphère formaient une masse solide avec le sphéroïde
terrestre. La pesanteur est le lien qui les unit au sphéroïde et qui lui
transmet les impressions qu'elles reçoivent des attractions du Soleil
et de la Lune.

Les lois de la Mécanique et de la pesanteur universelle suffisent
donc pour donner à la mer un état ferme d'équilibre qui n'est que
très peu altéré par les attractions célestes. Sa pesanteur qui la ramène
sans cesse vers cet état et sa densité moindre que celle de la Terre,
conséquences nécessaires de ces lois, sont les véritables causes qui la
contiennent dans ses limites et l'empêchent de se répandre sur les
continents, condition nécessaire à la conservation des êtres orga¬
nisés. La nécessité de cette condition pourrait paraître une raison
suffisante de son existence, mais on doit bannir de la Philosophie
naturelle ce genre d'explications qui en arrêterait infailliblement les
progrès. Il faut rattacher autant qu'il est possible les phénomènes
aux lois de la nature et savoir s'arrêter quand ce but ne peut pas être
atteint, se rappelant toujours que la vraie marche de la Philosophie
consiste à remonter, par la voie de l'induction et du calcul, des phé¬
nomènes aux lois et des lois aux forces.

Je termine ces recherches par la considération du mouvement du
système formé de la Terre et de la Lune. En rapportant ce système à
son plan invariable je fais voir qu'abstraction faite de l'action du
Soleil, le nœud ascendant de l'orbe lunaire sur ce plan coïncide
toujours avec le nœud descendant de l'équateur terrestre et que ces
nœuds ont un mouvement rétrograde uniforme, les plans de l'orbe
lunaire et de l'équateur conservant sur le plan invariable des incli-
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liaisons constantes. Ces résultats sont analogues à ceux que j'ai dé¬
montrés dans le second Livre de la Mécanique céleste ('), relativement
aux orbes de deux planètes mues autour du Soleil.

L'action du Soleil sur le système de la Terre et de la Lune modifie
les résultats précédents. Elle imprime aux nœuds de l'orbe lunaire et
du plan du maximum des aires, des mouvements tels que ces deux
plans se réunissent toujours à l'équateur, le plan du maximum des
aires partageant l'angle formé par l'équateur et l'orbe lunaire, en
deux angles dont les sinus sont en raison constante. Le mouvement

rétrograde des nœuds de la Lune, combiné avec l'action de cet astre
sur le sphéroïde terrestre, donne naissance à la nutation observée par

Bradley, et la réaction de ce sphéroïde sur la Lune produit les deux
inégalités lunaires dépendantes de l'aplatissement de la Terre. Ces
inégalités, comparées par M. Bïirg à plus de trois mille observations
et récemment par M. Burckhardt à l'ensemble des observations lu¬
naires depuis Bradley jusqu'à ce jour, s'accordent à donner ~j pour
l'aplatissement de la Terre, ce qui diffère peu de l'aplatissement —

qui résulte des mesures des degrés terrestres. Mais si l'on considère,
d'une part, l'accord des deux inégalités lunaires, et le nombre
immense d'observations qui ont servi à déterminer leurs coefficients,
on jugera que ces inégalités offrent le moyen le plus précis de con¬
naître la vraie figure de la Terre. Elles sont une preuve incontestable
de la gravitation du centre de la Lune vers chaque molécule terrestre,
comme la précession, la nutation et le reflux démontrent la gravi¬
tation de ces molécules vers le centre de la Lune. La gravitation de
molécule à molécule est prouvée par l'accroissement régulier du pen¬
dule de l'équateur aux pôles, et par son accord avec la théorie, ce qui
donne à ce genre d'observations une grande importance.

Soient a(i -+- ay) le rayon d'une couche quelconque du sphéroïde
terrestre et p sa densité; a étant un très petit coefficient constant et
l'origine des rayons terrestres étant très près du centre de gravité de

(') Œuvres de Laplace, T. I.
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la Terre. Concevons par cette origine un axe quelconque et faisons
passer un plan fixe par cet axe, menons ensuite par le même axe un

plan qui passe par un point quelconque de la couche du sphéroïde et
nommons u> l'angle formé par ces deux plans. Enfin, nommons 0
l'angle que le rayon a(i 4- ay) de la couche forme avec l'axe et
faisons cosO = p.. Cela posé, les trois coordonnées rectangulaires du
point seront

a(H-ay)p, a(i + a.y)\Ji — p.2 cosw,

a(j + ay)\Ji — ps sin w;

y pourra être considéré comme fonction de « et de p.

\J\ — p.-cosw, \/i— p2sinw.

Supposons cette fonction réduite dans une série de la forme

y( U _4_ y(~) y(^) -f- -f- . . . ,

yw, y{-\ ... étant des fonctions rationnelles et entières de p., de
y/i — p.2 coso) et de \/1 — p.2sinco; la première d'une dimension; la
seconde de deux dimensions et ainsi de suite, ces fonctions étant
telles que l'on ait, quel que soit i,

d gy cPyV)
du- . . .

——r + i{i + i )y<".dp. i

En désignant par V la somme des molécules du sphéroïde, divisées
par leurs distances à un point extérieur attiré, dont r soit la distance
à l'origine des rayons du sphéroïde, on aura par la formule (5) du
n° 14 du troisième Livre de la Mécanique cëlesle (1 )

Tr M 4r j(«5jOO a6yW \v = 7 + V ffd{ %r * -575" + H-.• ■ • ).
M est la masse du sphéroïde, ~ est le rapport de la circonférence au

(l) OEuvres de Laplace, T. II, p. 40.
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diamètre, p est une fonction de a et la différentielle ainsi que l'inté¬
grale de cette équation se rapportent à la variable a, l'intégrale étant
prise depuis a — o jusqu'à a = a, a étant la valeur de a, relative à la
couche extérieure du sphéroïde; enfin, p. et w dansy(,),y(2), ..., sont
relatifs aux points où le rayon r traverse les couches du sphéroïde. '

Si l'on fait a = i à la surface de la mer, la somme de ses molécules
divisées par leurs distances au point attiré sera la différence de deux
sommes relatives l'une à un sphéroïde de même densité que la mer et
dont les couches seraient semblables à celle du sphéroïde terrestre, et
l'autre à un sphéroïde de môme densité que la mer, qui aurait pour

rayon celui de la surface de la mer. En désignant donc ce dernier
rayon par

r -H a (y'(1) y'W H-y'(3> ■+...),

et prenant pour unité la densité de la mer, la valeur de V relative à
l'Océan sera

M' 4«7T /y''1'—a* y'1' y'(2>— a5y(2) \
7 + ~ V 37 1 57* ^ • • • )'

M'wétant la masse de la mer; y(,),y(2), . .. étant ici relatifs à la surface
du sphéroïde*. La somme des molécules de la Terre entière, divisées
par leurs distances au point attiré, est ainsi

M -+- M' t\ocrt /> • / ,/a4r(1) a3y(2) a6y(3> \
r + — /(p - 0 d{-JT + -f?r + -JFT +* * *)

4 an f y'(i> y'(2) y'(3) \1
r \ 3 /• ' 5 r2 7 r3 ' ' ' / '

La condition de l'équilibre de la mer donne à sa surface, par le
n° 23 du troisième Livre de la Mécanique céleste, cette somme égale à

une constante plus | ^p.2 — g étant la pesanteur. Or, on a à la
surface r=i-f-ay; on aura donc en négligeant les quantités de
l'ordre a2 et désignant par acp le rapport de la force centrifuge à la
pesanteur, à l'équateur, pesanteur à très peu près égale à la masse
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M + M' de la Terre,

(M + M ')(y(»+y<2) +/(3>+...)
a}yw a6y(3)• _l_ —:

7
-t- (p — I) g- H

(m) {
H-

yl(t) y! m
~T + +

= (M 4- M') - ( p:

Maintenant, si l'on place l'origine des p. au centre de gravité d'un
sphéroïde formé de couches dont le rayon soit a(i + aj) et dont la
densité soit p — x, on a par le n° 31 du troisième Livre de la Mécanique
céleste

o=J\p -i)c?(avy(").
Si l'on prend ensuite pour axe des p. l'un des axes principaux du

même sphéroïde, on a par le n° 32 du même Livre

,/ (P — 0 d(a*yM) — II {u.- — ^ j + ÏI'(i — p.2) cos2w,

11 et II' étant des constantes; on a donc, en comparant respectivement

,r

/">= o,

ym-
^|ll(p2-l) H- H' ( I — p2) C0S2W :(M\M')?(p»-g

M + M'- 4tt

/'(3)

4tt
_ "7 f(p — j)d(asf<*>)

M -i~ M'— —

y

4tc

'(4) — JL/ (p — o^(«7y(4))
M -I- M'

4 Tï
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Ainsi, la figure de la mer sera déterminée par celle du sphéroïde
qu'elle recouvre.

La condition nécessaire pour que l'origine des rayons terrestres
coïncide avec le centre de gravité de la Terre entière donne, par le
n° 32 du troisième Livre de la Mécanique céleste,

o + f (p — O a?[a4j(1'].

Cette condition étant remplie par ce qui précède, on voit que le
centre commun de gravité de la mer et du sphéroïde qu'elle recouvre
coïncide avec le centre de gravité du second sphéroïde où nous avons

placé l'origine des rayons terrestres.
La condition nécessaire pour que l'axe des p. soit, un axe principal

de la Terre entière est, par le numéro cité, que la fonction

f (p — i) d[a?yW~\
soit de la forme

-h h'(i — fx2) C0S2w;

les valeurs précédentes de y'(i) et de j(p — i)d[aiy{-)] remplissent
cette condition; ainsi l'axe principal de rotation du second sphéroïde
devient, dans l'état d'équilibre de la mer, un axe principal de rotation
de la Terre entière.

Il existe donc, dans un sphéroïde quelconque recouvert d'un fluide,
un a-xe autour duquel le système du sphéroïde et du fluide peut
tourner uniformément, l'axe de rotation étant invariable.

L'action du Soleil et de la Lune influe sur la figure de la mer qui
par là varie à chaque instant. Parmi ces variations d'où naissent le
flux et le reflux de la mer, quelques-unes sont constantes; d'autres
s'exécutent avec une grande lenteur. Celles qui sont rigoureusement
constantes concourent avec la force centrifuge à produire la figure
permanente de la Terre. Les variations très lentes changent insensi¬
blement cette figure et, vu leur lenteur et la tendance de la mer à se
mettre promptement en équilibre, on peut supposer que sa figure est

OEuvrcs de L. — XIII. 20
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celle qui correspond à cet équilibre. Toutes ces forces laissent sub¬
sister le théorème précédent. En effet, si l'on nomme v la déclinaison
d'un astre L, son ascension droite et r sa distance au centre de la
Terre, il faut, par le n° 24 du Livre troisième de la Mécanique céleste,
retrancher, du second membre de l'équation précédente (m), la
quantité

^(V2) + y.P(3> + ■■■),
la fonction

- (^1 -+- p/>(,) + p.P(v+ pipw + - ■

étant le développement, dans une série ordonnée suivant les puissances
de -, du radical

r

i

— 2 r[ cos v cos 9 -I- sinv sin0 eos(«£ -+- s -t- Z — T)] + i

ni étant le mouvement de rotation de la Terre; on a généralement

cl

o — —

(l — p' cpp<0
du2 ... , ...

t(i H-i)/>0).dix i — ix1

Si Ton n'a égard qu'aux variations croissantes avec une grande
lenteur, on aura

pW— ^ /'cos'v cos2ô 4- - sin2v sin20 — iV

on peut négliger les termes dépendant dc/>(3), pw, ..., vu la petitesse
de p-p jrp ■ ■ ■ ; l'équation (m) donnera ainsi, en faisant ~ — al/,

(^cos4vcos*0 4- ^sin'vsin*0 — ^ + Ç
M + M'-~

0

d'où il est facile de conclure que j/(2) sera toujours de la forme
[j-~ — 0 +A'(i — p.2) cos2 co, et qu'ainsi Taxe de rotation du sphé¬

roïde imaginaire sera toujours.axe principal de la Terre entière. La
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force centrifuge étant incomparablement plus grande que l'action
des astres, on voit que, par cette action, la figure de la Terre n'est
altérée que de quantités très petites relativement à l'aplatissement de
cette planète.

La tendance des eaux de la mer à reprendre bientôt leur état
d'équilibre, en vertu de leur pesanteur et des obstacles qu'elles
éprouvent à se mouvoir entre elles, fait que l'équateur terrestre ne

s'éloigne jamais que de quantités insensibles du plan du maximum
des aires décrites autour du centre de gravité de la Terre, par toutes
les molécules de cette planète. Les mouvements de ce plan, produits
par l'action du Soleil et de la Lune, sont donc à très peu près ceux de
notre équateur. Déterminons ces mouvements. On voit, par le 11" 21
du premier Livre de la Mécanique céleste('), que le plan du maximum
des aires serait invariable sans l'action des forces étrangères; les con¬
stantes qui déterminent la position de ce plan sont donc des arbi¬
traires, qui deviennent variables lorsqu'on a égard à l'action de ces
forces. Nommons ce', y, z' les trois coordonnées rectangulaires d'une
molécule de la Terre, rapportées à un plan fixe passant par le centre
de gravité de la Terre. En désignant par cdt, c' dt, c" dl, le double des
aires décrites pendant l'instant dt, par toutes les molécules de la
Terre autour de ce centre, et projetées sur les plans des x' et des y',
des x' et des z', des y' et des z', on aura

attirant, divisée par sa distance à la molécule dm, il est facile de voir,

l'intégrale / s'étendant à toutes les molécules de la Terre.
Maintenant, si l'on nomme V le quotient de la masse d'un astre

(1 ) OEiwres de Laplace, T. I.
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par l'analyse et les formules du n°64 du second Livre de la Mécanique
céleste, que l'on aura

a {£?)]•

. £=/*•[>(£)-(£)]■
Pour fixer nos idées, imaginons, comme dans le n° 21 du premier
Livre de la Mécanique céleste, que le plan des x' et des y' soit celui de
l'écliptique à une époque donnée, que l'axe des x' forme avec la ligne
d'intersection de ce plan et du plan du maximum des aires un

angle TIr, en sorte que tT soit la longitude de l'extrémité de l'axe
des a/, comptée de cette intersection. Soit 0 l'inclinaison du plan du
maximum des aires sur l'écliptique fixe, et dans le plan de ce maxi¬
mum prenons un axe mobile qui forme l'angle <p avec la ligne d'in¬
tersection dont nous venons de parler. En supposant T nul après les
différentiations, ce qui revient à supposer l'axe des x' infiniment
voisin de cette intersection; en faisant de plus J dm Y = Y', on aura,
par le n° 21 du premier Livre de la Mécanique céleste,

On a par le même numéro, en faisant K = \jc2 + c"- 4- c"-,
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de là on tirera, en supposant toujours \F nul après les différentia-
tions,

(^) + cose(%) m\
io) iT=_Asi, dK=\^i.v ' K sin 9 K sin Q K

Ces équations, auxquelles M. Poisson est parvenu le premier, ont
généralement lieu, soit que le système soit entièrement solide, soit
que, comme la Terre, il soit en partie solide et en partie fluide, et
dans le cas même où des satellites et des anneaux en feraient partie.

Si l'on nomme. A, B, C les moments d'inertie de la Terre entière
par rapport à ses trois axes principaux, C étant relatif à l'axe prin¬
cipal de rotation, et si l'on désigne par X, Y, Z les trois coordonnées
rectangulaires d'un astre L, rapportées au centre de gravité de la
Terre, l'axe des X étant l'intersection du plan du maximum des aires
avec Técliptique fixe, l'axe des Y étant perpendiculaire à cette inter¬
section dans le plan de cette écliptique, et l'axe des Z étant perpen¬
diculaire à cette écliptique; on trouvera facilement, par le n° 3 du
cinquième Livre de la Mécanique céleste, en nommant /'la distance de
l'astre L au centre de la Terre et T la masse de la Terre entière :

^ c- — (Y sin0 + Z cosô)'-J
I T 'II

V'=— + 7—4 (aC — B — A)
/■ 41"

3L ( (X1— Y2cos20 — Z2sin20H-2YZsinôcos0)cos2ffl j'"à'"5 ( -t- (2XYcos0 — aXZsintf) sin a® >'

Pour différentiel* celte expression par rapport à l'angle fF qu'elle
ne renferme point explicitement, on observera que

dX\

dWJ Y,

j=x,

(£)=-
(—)\dV)

comme il est facile de s'en assurer.
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Cette valeur de Y' est relative à l'équateur terrestre dans l'état
d'équilibre de l'Océan, tandis que la valeur de Y', dans les équations
précédentes (o), se rapporte au plan du maximum des aires; mais on
a vu que ces deux plans ne s'écartent l'un de l'autre que de quantités
de l'ordre des forces perturbatrices : en négligeant donc les termes de
l'ordre du carré de ces forces, on pourra confondre ces deux valeurs.
Cela posé, si l'on lait abstraction des termes périodiques dépendant
de l'angle 9, et qui restent insensibles après les intégrations, à cause
de la rapidité du mouvement de rotation de la Terre; si l'on observe
de plus que Iv = Cn, 11 étant la vitesse de rotation de la Terre; enfin,
si Ton suppose

p = ~ [(Y2 — V) sinôcosS 4- YZ(cos20 — sin20)],

P'= ~[XYsin0 + XZcos9J,

les équations (o) donneront

dW . . 2 G — A — B
- sin 0 = —- p,dt 2«C

dQ
_ 2C-A-B

dt 2/1C P '

équations auxquelles je suis parvenu dans le n° 4 du cinquième Livre
de la Mécanique céleste ('), et qui renferment, sous la forme la plus
simple, tout ce qui concerne les mouvements de l'équateur terrestre,
qui, comme on Ta vu, peut être confondu avec le plan du maximum
des aires, auquel les valeurs précédentes de dW et de dQ se rap¬

portent. Mais la considération de ce plan a l'avantage de montrer
clairement que les phénomènes de la précession et de la nutation
sont les mêmes que si la mer formait une masse solide avec la Terre,
la tendance des eaux de l'Océan vers l'état d'équilibre ne leur per¬
mettant de faire que de légères excursions autour de cet état. C'est
sur cette tendance et sur le principe de la conservation des aires que

(') OEuvres de Laplace, T. II, p. 328.
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j'ai fondé, dans le n° 12 du Livre cinquième de la Mécanique céleste,
la démonstration de ce théorème.

Considérons la Terre et la Lune comme formant un système. Si
l'on prend son centre de gravité pour origine des coordonnées; si
l'on nomme X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité de la Terre,
x,, y,, z, celles d'une quelconque de ses molécules dm; x, y, z- les
coordonnées de la Lune et T la masse de la Terre, on aura

fCdm

+ L

x\ dy\ — y \ dx\ T x dy — y dx
- —J— —'

dt dt

( x, — X ) ( dy, — dY ) — ( y, — Y ) ( dx, — dX )
dt

(x — X) (dy — dY) — (y — Y) (dx — dX)

(T + L)

dt

X dY — Y dX
dt

car on a, par la propriété du centre de gravité du système,

(x, dm -t- Lx — o, ( dm -+- L — — o,
J J dt dt

jyt dm + Ly — o, fdm + L^ = o.

n étant la vitesse de rotation de la Terre et C désignant la somme des
produits des molécules terrestres par le carré de leurs distances à
l'axe de rotation, on a

fdm (^i ~ x) — dY) — O'i — Y) (dxi — — c n cos0',J dt

0' étant l'inclinaison de l'équateur terrestre au plan fixe. On a pareil¬
lement

n' étant la vitesse moyenne angulaire du mouvement de la Lune
autour de la Terre, a étant sa moyenne distance à la Terre, e étant le
rapport de l'excentricité au demi-grand axe de son orbite, et y étant
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l'inclinaison de cette orbite au plan fixe. On a ensuite, par la nature
du centre de gravité du système,

TX + Lx = o,

TY H- Ly — o ;

d'où il est facile de conclure

X t/Y — Y ctX
__ V (x — X) (dy — dY) — (y — Y) (tfcc — dX)

dt (T -h L)- di

= (qr^«^V^cosy;
on a donc

Jrp
(p) c =z C n cosO'-h T fl2 n' i — e2 cosy.1 -f- L

Si l'on nomme Q l'angle que l'intersection de l'équateur terrestre
et du plan fixe forme avec une ligne fixe prise sur ce plan, le cosinus
de l'angle que cet équateur forme avec un plan perpendiculaire au
plan fixe, et passant par la ligne fixe, sera sinO'cosQ. Pareillement,
si l'on nomme I l'angle que l'intersection de l'orbe lunaire et du plan
fixe forme avec la ligne fixe, sinycosl sera le cosinus de l'angle
formé par l'orbe lunaire et le plan perpendiculaire; il faudra donc,
pour avoir c', substituer respectivement ces cosinus, au lieu de cosQ'
et de cosy, dans l'équation précédente, ce qui donne

jyp ,

c' z= C n sio d'cos Q 4- «' — e"' si n y cos I.T + L * '

On aura de la même manière, en changeant, dans cette équation,
Q et I en ^ + Q et | -t-1,

Lf
— c"= C" sinO' sinQ +

^ + ^ a"- n'\Ji — ei sin y sinl.

Si l'on prend pour plan fixe le plan invariable, on aura, par le
n° 21 du premier Livre de la Mécanique céleste, c'=-o, c"o; d'où
l'on tire d'abord, en regardant 0' et y comme positifs,

Q — r. -t- I;
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l'intersection de l'équateur terrestre et du plan invariable coïncide
donc constamment avec l'intersection de l'orbe lunaire et du même

plan, de manière que le noeud ascendant de l'équateur coïncide avec
le nœud descendant de l'orbe lunaire. Les deux angles 0' et y ont
entre eux la relation

. LT
~

Cn(T + L)a2nW'-e* sinV-

De plus cette équation, combinée avec l'expression précédente de la
constante c, nous montre que les deux angles 0' et y sont constants.
Ainsi, dans les mouvements respectifs de l'équateur terrestre et de
l'orbe lunaire, ces deux plans conservent une intersection commune
et des inclinaisons constantes au plan invariable, et cette intersec¬
tion a un mouvement séculaire rétrograde et uniforme, puisque ce
mouvement ne peut dépendre que de l'inclinaison de l'orbe lunaire
sur l'équateur. Ce résultat est analogue à celui que j'ai donné dans le
n° 62 du second Livre de la Mécanique céleste sur les mouvements des
orbites de deux planètes qui s'attirent mutuellement et qui sont atti¬
rées par le Soleil.

Pour déterminer le mouvement rétrograde des nœuds de l'équateur
et de l'orbe lunaire, je reprends l'équation ci-dessus

dW . n (aC-A-B)
-77 sinfl = - -, '-p.cit 2/iL

En prenant pour plan de projection un plan passant par le centre de
gravité do la Terre, parallèlement au plan invariable du système de la
Terre et de la Lune, il est clair que le mouvement rétrograde des
nœuds de l'équateur sur ce plan sera égal au mouvement rétrograde
de l'intersection de l'équateur et de l'orbe lunaire sur le plan inva¬
riable. Or on a dans l'expression de p, et en supposant que L soit la
Lune,

Y = r cosy sinU, Z — r siny sinU,

U étant la distance angulaire de la Lune au nœud de son orbite, qui
coïncide avec le nœud de l'équateur; on doit ensuite changer 0 en 0';

OEuvres de L. — XIII. 21
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enfin on peut, au lieu de l'élément dl du temps, substituer
r-- dVi

y/(T -t- L)a(i — e2)'
on aura donc ainsi

3LsinsU rfU(2C —A —B)
-7- sin0'= « - —dt r 2 n Gv/(T -+- L)a(i — e2)

X [(cos2y — sin2y) siuS' cosô'-t- (cos-6'— sin26') siny cosy].
On a

r — a(i-d-) ^
i 4- e cos(U — w)'

to étant la longitude du périgée lunaire. En négligeant donc les
termes périodiques, on aura

dW . 3 L ( 2 C — A — R ) rfU
— sin0'= —— —-

4 «C[a(i — e2)]2 \/TTL
x [(cos2y — si n2 y ) sinf'cosô'H- (cos2C — sin2(5') siny cosy].

Si l'on suppose
g nC(T-l-L)

LT «2 n' \J i — e2
on aura

siny == 6 sinô'.

De là il est facile de conclure que l'on aura, pour le moyen mouve¬
ment rétrograde des nœuds dans le temps t, en observant que
T + L
—ï— = n2,a3

__ _3Ln't n' (aC-A-B)
4(Th-L) ti ,tv '

a{i — e-y
x [(cos2y — sin2y) cos0' + (cos-0'— sin20')6 cosy].

Considérons maintenant l'action du Soleil sur le système formé de
la Terre et de la Lune. Le plan du maximum des aires, au lieu d'être
invariable, changera sans cesse, mais, comme au moment où l'action
du Soleil cesserait, il serait le plan invariable du maximum des aires,
on voit, par ce qui précède, que ce plan doit toujours passer par l'in¬
tersection de l'équatcur et de l'orbe lunaire, et qu'il doit diviser
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l'angle formé par ces deux derniers plans en deux autres dont les
sinus sont en raison constante.

Concevons que, dans l'équation (p), le plan fixe auquel on rap¬
porte les mouvements de l'équateur et de l'orbe lunaire soit celui de
l'écliptique; alors 0' et y seront les inclinaisons respectives de ces
deux derniers plans à l'écliptique. Si l'on fait

j_,»
c,= ch- 7^—^a-n'^i — e'2 cosy,

l'équation (/;) deviendra
Ci — C/i cos0' -t~ La2 n'\Ji —■ e- cosy.

Le second membre de cette équation sera la somme des aires
décrites par toutes les molécules de la Terre et de la Lune autour du
centre de gravité de la Terre, supposé immobile, et projetées sur

l'écliptique; cK est une arbitraire que l'action du Soleil sur ces molé¬
cules fait varier; or si, faisant abstraction de l'excentricité de l'orbe
solaire et des inégalités périodiques dépendantes du mouvement du
Soleil, on conçoit cet astre distribué en forme d'anneau autour de la
Terre, il est clair que la résultante de son action sur le sphéroïde
terrestre, projetée sur l'écliptique, passera par le centre de gravité
de la Terre, et qu'il en sera de môme de la résultante de son action
sur la Lune; la somme des aires décrites par toutes les molécules de
la Terre et de la Lune, projetées sur l'écliptique, ne sera donc point
altérée par cette action.

Cela posé, si l'on désigne par la caractéristique o une variation
dépendante de l'aplatissement de la Terre, de la masse de la Lune et
du sinus ou cosinus de la longitude du nœud de l'orbe lunaire, divisé
par le coefficient du temps dans l'expression de cette longitude, la
variation Se, sera nulle par ce que l'on vient de voir, et l'équation
précédente donnera

o = C Sri cos0'+ L cosy â(a2n'\Ji — e2)
— C n §8' siii0'— L ôy sin y a2 n'\Ji — e2.
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On voit, par les deuxième et cinquième Livres de la Mécanique
céleste, que a, n, n' et y ne peuvent avoir un terme de l'espèce dont il
s'agit, c'est-à-dire affecté du diviseur dont je viens de parler. L'équa¬
tion précédente donne donc

o = C n§8' sinÔ'-i- L Sy sin y a2 «'y/1 — e\

§Q' est l'inégalité observée sous le nom de nutation; ainsi cette iné¬
galité produit, par la réaction du sphéroïde terrestre sur la Lune, une

inégalité correspondante dans l'inclinaison de l'orbe lunaire à l'éclip-
tique, ce qui confirme ce que j'ai dit à cet égard dans le n° 20 du
septième Livre de la Mécanique céleste.
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SUR

LA LOI DE LA PESANTEUR
EN SUPPOSANT LE SPHÉROÏDE TERRESTRE HOMOGÈNE

ET DE MÊME DENSITÉ QUE LA MER.

Connaissance des Temps pour l'an 1821; 1818.

Dans l'hypothèse de l'homogénéité du sphéroïde terrestre, l'ana¬
lyse conduit à une expression très simple de la pesanteur à la surface
de la mer et qui offre cela de remarquable, savoir : que si la mer est
de même densité que le sphéroïde, la pesanteur à sa surface est indé¬
pendante de sa figure. Pour un point quelconque, situé soit à la sur¬
face de la mer, soit à celle d'un continent ou d'une île, la pesanteur
est égale à une constante, plus le produit du carré du sinus de la lati¬
tude par cinq quarts du rapport de la force centrifuge à la pesanteur
à l'équateur, moins le produit de la pesanteur à l'équateur par la
moitié de la hauteur du point au-dessus du niveau de la mer, hauteur
que l'on peut déterminer par le baromètre; le rayon moyen de la
Terre est pris pour l'unité.

La démonstration do ce résultat est fondée sur un théorème que

j'ai donné dans le troisième Livre de la Mécanique céleste et que je vais
rappeler ici. Soit Y la somme des molécules du sphéroïde terrestre,
divisées par leurs distances respectives à un point attiré dont je dé¬
signerai par r la distance à un point pris très près du centre de gra¬
vité de la Terre. La considération de cette somme est d'une grande
importance dans la théorie des phénomènes célestes, parce que ses
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différences partielles expriment les forces attractives du sphéroïde
dans des directions quelconques. Si l'on conçoit une sphère homo¬
gène du rayon a et si l'on fixe à son centre l'origine des r, V sera la
masse de la sphère divisée par le rayon r; ainsi l'on aura, ~ étant la
demi-circonférence dont le rayon est l'unité,

Maintenant, si l'on imagine à la surface de la sphère une molé¬
cule dm, sa distance au point attiré sera \Jr- — 2arcosv H- a2, v étant
l'angle compris entre le rayon r mené au point attiré et lè rayon a
mené à la molécule dm; V sera donc, relativement à cette molécule,

dm

\Jr"- — 2 ar cos v H- a-

ct la valeur de (çjp) sera
dm(r — a cos m)

— .

(r2— 2ar cosv -+- a-)'1

Si le point attiré est à la surface de la sphère, on aura r~a et

alors devient
— dm

2«/aa!(i — cosv )

ou — ~ V; on a donc cette équation remarquable

et, comme elle a lieu pour chaque molécule d'un système de molécules
disséminées sur la surface de la sphère, elle aura lieu pour le système
entier, en supposant Y relatif à ce système.

Cette équation cesse d'avoir lieu si l'on suppose la molécule dm
très près du point attiré et très peu élevée au-dessus de la sphère, en
sorte qu'en désignant par a' son rayon, la différence r — a! des deux
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rayons r et a! soit fort petite. La fonction a' \ ~n) + -V étant égale à2

r — a' r dm(r — a'—2 a' cosv)
(/) j -,J (r2 — ia'r cosv + a'2)2
(/) /
cette intégrale, à cause de la grandeur de son diviseur, pourrait alors
ne pas devenir insensible par la petitesse de son facteur /• — a!. Mais
on voit que si, près du point attiré, la molécule dm diminue comme

le carré r2 — 2a'rcosv -ha'2 de la distance de ce point à cette mo¬
lécule, alors l'intégrale (/) devient insensible et l'équation (i)
subsiste.

Si l'on conçoit présentement un sphéroïde très peu différent d'une
sphère et si l'on suppose le point attiré à sa surface et, à ce point, une

sphère osculatrice du rayon a fort peu différent du rayon du sphé¬
roïde, alors Y désignant la somme des molécules do l'excès du sphé¬
roïde sur la sphère, divisées par leur distance au point attiré,
l'intégrale (/) deviendra nulle, parce que les molécules dm de cet
excès sont nulles au point de contact et, près do ce point, elles
croissent comme le carré de leur distance à ce point. L'équation (i)
subsiste donc pour ce point. Relativement à la sphère, on a

en supposant donc que V est relatif au sphéroïde entier, on aura,
pour le point attiré situé à ce contact,

c'est l'équation que j'ai donnée dans le n° 10 du troisième Livre de la
Mécanique céleste (' ).

Ici l'origine des r est lixéc au centre de la sphère osculatrice du
rayon a. Si l'on désigne par a{ i + ay) le rayon du sphéroïde, a étant

(') OEuvres de Laplace, T. II, p. 3o.

(2)
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une quantité très petite, ce centre ne s'écartera du centre de gravité
du sphéroïde que d'une quantité de l'ordre a; l'attraction du sphé¬
roïde, décomposée vers l'origine des r, est — ^777:^) et il est facile de
voir qu'elle est la même, aux quantités près de l'ordre a2, quelle que
soit cette origine, pourvu qu'elle ne s'écarte du centre de gravité du
sphéroïde que d'une quantité de l'ordre a, puisque ces attractions
partielles sont les résultantes de l'attraction totale composée avec des
forces de l'ordre a, qui lui sont perpendiculaires; ainsi, l'équation
précédente subsiste en fixant l'origine de r à un point quelconque
très près du centre de gravité.

Telle est la démonstration que j'ai donnée de cette équation dans
l'endroit cité do la Mécanique céleste. Quelques géomètres, ne l'ayant
pas bien saisie, l'ont jugée inexacte. Lagrange, dans le tome VIII du
Journal de l'École Polytechnique, a donné une démonstration do cette
équation, fondée sur une analyse à peu près semblable à celle qui
m'avait fait découvrir cette équation (Mémoires de l'Académie des
Sciences, année 1775, p. 83) ('). C'est pour simplifier cette matière
que j'ai préféré de donner, dans la Mécanique céleste la démonstration
précédente.

Si le point attiré est élevé d'une quantité aay' au-dessus du sphé-
A a3

roïde, Y étant de la forme ^ n -- -+- aQ, il ne variera, par ce déplace¬
ment du point et en négligeant les quantités de l'ordre a2, que de la
quantité — |r^a-ay'. La différence partielle variera de la
quantité 4- Lr.aray'. La variation du premier membre de l'équa¬
tion (2) sera donc 27ca-cr.y'\ 011 aura donc alors

/ (dV\ I _r 2fl2TC „ ,(3) a(_J+_\=__ + aa.„«y.
On peut considérer la Terre entière comme étant formée d'un

sphéroïde dont le rayon est celui de la surface de la mer et de la partie

(') OEuvres de Laplace, t. IX, p. 8?..
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du sphéroïde terrestre qui s'élève au-dessus de la surface du premier
sphéroïde, et qui forme les continents et les îles; la Terre étant
supposée homogène et de même densité que la mer, nous nomme¬
rons Y la somme des molécules du sphéroïde dont le rayon est celui
de la mer, divisées par leurs distances à un point attiré que nous

supposerons à la surface de la mer; nous nommerons V' cette somme,
relativement à la partie du sphéroïde terrestre dont nous venons de
parler. V-t- V' sera cette même somme relative à la Terre entière et
l'on aura, par la condition de l'équilibre de la mer (Livre III de la
Mécanique céleste, n° 24),

(4) const.= V + V'- ^acpP/'2(V- g),
P étant la pesanteur de l'équateur, aç étant le rapport de la force
centrifuge à cette pesanteur et jx étant le sinus de la latitude. La
différentielle du second membre de cette équation, prise par rapport
à r et divisée par — dr, sera l'expression de la pesanteur que nous

désignerons par/;; on a donc

(5) p = -(g)_(^.) + a?rP(lx,_0.
En faisant, pour simplifier, a = i, nous pourrons, dans le dernier

terme, supposer r = i. Si l'on retranche de cette équation l'équa¬
tion (4) multipliée par ^ on aura

'=(f) - ;v -{%) - ; v'+ s '■>p (e-
mais on a, en vertu de l'équation (2),

-ÎÎI-7Vdr ) 2 3 71 '

et, en vertu de l'équation (1),

dr -V'=o;2

OEueres rte L. — XIII.
22
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on a donc
5 „ .

p — const. -h j a9 P fjr.

Telle est donc la loi de la pesanteur à la surface de la mer, et l'on
voit qu'elle est indépendante de la figure de la mer et de celle du
sphéroïde terrestre.

Pour avoir la loi de la pesanteur à la surface des continents, con¬
sidérons une atmosphère extrêmement rare, élevée d'une quantité de
l'ordre a, mais telle qu'elle enveloppe la Terre entière. En nommant Y,
et V, ce que deviennent V et Y' relativement à un point de la surface
de cette atmosphère pris au-dessus de la mer, la condition de l'équi¬
libre de cette surface donnera

(6) const.= Vj4- V', — ^a?P(V —

En supposant V, égal à ^ -h aQ, Q pourra être supposé le même à
la surface de la mer et à celle de l'atmosphère. En nommant donc a A
la hauteur du point de l'atmosphère, au-dessus de la mer, on aura

V,= ,, ^ - 4- «Q = V - Qah.6 (r h- a h) 6

V'( étant de l'ordre a, on peut le supposer le même aux deux surfaces
de la mer et de l'atmosphère; l'équation de l'équilibre de l'atmosphère
deviendra ainsi

const. = V 4- V' — 17ia A — ^ <*9 P ^ •
Si l'on retranche de cette équation l'équation (4) relative à l'équi¬

libre de la mer, on aura
ah — const.

Ainsi les points de la surface de l'atmosphère sont également élevés
au-dessus de la surface de la mer, en sorte que ces deux surfaces sont
semblables.

En nommant p' la pesanteur à la surface de l'atmosphère, on aura
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Retranchant de cette équation l'équation (6) multipliée par et
observant qu'en vertu de l'équation (3)

dVA i v a—)--Yl=-ÎC-2ncch,

et qu'en vertu de l'équation (i), ^Yj = o, Y', étant de
l'ordre a, on aura

a
(7) p'= const.— 2itah 4- - aipPp.2,

a A étant constant pour tous les points de la surface de l'atmosphère
situés au-dessus de la mer, on voit que la pesanteur suit, à cette sur¬

face, la même loi qu'à la surface de la mer.
Pour avoir la pesanteur à la surface de l'atmosphère, au-dessus des

continents, nous considérerons la Terre comme formée du sphéroïde
terrestre et de la mer. Soient Y" la somme des molécules du sphéroïde
terrestre, divisées par leurs distances à un point de la surface de
l'atmosphère situé au-dessus d'un continent, et V'" la même somme
relative aux molécules de la mer. L'équation de l'équilibre de l'atmo¬
sphère donnera

const.= V"+ V'"— - «tp P (V" '2-
TT i>
3,

etp' étant toujours la pesanteur à la surface de l'atmosphère, on aura

Si l'on retranche de cette équation la précédente multipliée par -,
«. 2

et si l'on observe que, ah étant ici l'élévation du point de l'atmo¬
sphère au-dessus du sphéroïde terrestre ou du continent, l'équa¬
tion (3) donne

dV"\ 1
w 2

—y— V" = 7; 71 — 2 ît« A,dr 2 3
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et que V'" étant de l'ordre a, l'équation (r) donne

4

expression qui est la même que l'équation (7); seulement a h, au lieu
d'être constant comme au-dessus de la mer, est une variable dépen¬
dante de la figure du sphéroïde terrestre et qui est proportionnelle à
la hauteur du baromètre.

Pour conclure de l'expression de p' la pesanteur à la surface du
sphéroïde, il faut la multiplier par 1 h- 2ah, et alors, en désignant
par p la pesanteur à la surface du sphéroïde, 011 aura, en observant
que ~p, aux quantités près de l'ordre a,

expression qui a lieu encore à la surface de la mer, la constante H
étant la même aux deux surfaces du sphéroïde et de la mer et a./t ex¬

primant la hauteur de l'atmosphère au-dessus du point que l'on
considère. Si l'on nomme l cette hauteur à un point quelconque de
l'équateur et P la pesanteur à ce point, on aura

ce qui donne
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L'expression de la pesanteur p à la surface des continents et qui
est donnée par l'équation suivante, qui termine le Mémoire cité,

cette expression, dis-je, a lieu généralement, quel que soit le rapport
de la densité de la mer à celle du sphéroïde terrestre supposé homo¬
gène, comme je le ferai voir dans le volume suivant ('). En ajoutant
donc à la pesanteur observée p la quantité

que donne la hauteur du baromètre, on aura une pesanteur corrigée,

expériences du pendule, faites dans les deux hémisphères, donne à
fort peu près, pour cet accroissement, o,oo54Pp-2; l'hypothèse de
l'homogénéité du sphéroïde terrestre est donc exclue par ces expé¬
riences, qui prouvent, de plus,

i° Que la densité des couches du sphéroïde terrestre croît de la
surface au centre;

2° Que ces couches sont, à très peu près, régulièrement disposées
autour du centre de gravité de la Terre;

3° Que la surface de ce sphéroïde, dont la mer recouvre une partie,
a une figure peu différente de celle qu'elle prendrait, en vertu des
lois de l'équilibre, si elle devenait fluide;

Y (al — ah),

(') Œuvres de Laplace, T. XII, p. 4i5 el suivantes.
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4° Que la profondeur de la mer est une petite fraction de la diffé¬
rence des deux axes de la Terre;

5° Que les irrégularités de la Terre et les causes qui troublent sa
surface ont peu de profondeur;

6° Enfin, que la Terre entière a été primitivement fluide.
Ces résultats de l'analyse et de l'expérience me semblent devoir

être placés dans le petit nombre des vérités que nous offre la
Géologie ( ').

(') OEuvres de Laplace, T. XII, p. 4'5.
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SUR L'INFLUENCE

DE LA

GRANDE INÉGALITÉ DE JUPITER ET DE SATURNE

DANS LE

MOUVEMENT DES CORPS DU SYSTÈME SOLAIRE.

Connaissance des Temps pour l'an 1821; 1818.

Cette grande inégalité, dont la période est de neuf siècles et qui
s'élève à ^ de degré sexagésimal pour Jupiter et à | de degré pour
Saturne, se répand, par l'action de ces deux grands corps, sur tout le
système solaire. Elle acquiert pour diviseur, dans les perturbations
des éléments planétaires, le très petit coefficient du temps, de son

argument; et, en se transmettant par l'action du Soleil, de la Terre à la
Lune, elle acquiert de nouveau le même diviseur, ce qui la rend plus
grande dans le mouvement do ce satellite que dans celui de la Terre.
C'est ainsi que la variation séculaire de l'excentricité de l'orbe
terrestre devient beaucoup plus sensible dans le moyen mouvement
de la Lune que par elle-même. L'irrégularité que ce dernier mouve¬
ment semble présenter aux astronomes m'a fait rechercher l'in¬
fluence que la grande inégalité de Jupiter et de Saturne doit avoir
sur lui et généralement sur les mouvements des corps du système
solaire. Voici le résultat de mes recherches:

Les coefficients des inégalités produites par cette cause, dans les
éléments des planètes, sont insensibles; ils ne sont que d'une seconde
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centésimale environ pour Mars et Uranus et de ~ de seconde pour la
Terre. L'inégalité qui en résulte dans le mouvement de la Lune est
d'une seconde centésimale. Dans les mouvements des satellites de

Jupiter, elle est beaucoup plus sensible : son coefficient est, en se¬
condes centésimales, 44"»3 pour le quatrième satellite; i8",8 pour
le troisième; 12",8 pour le second et, pour le premier, une seconde.
Les moyens mouvements de ces astres, déterminés par M. Delambrc,
doivent être modifiés en vertu de ces inégalités. Mais elles n'altèrent
point le rapport que j'ai trouvé entre les moyens mouvements des
trois premiers satellites, suivant lequel la longitude moyenne du pre¬
mier, plus deux fois celle du troisième, égale trois fois la longitude
moyenne du second, parce que le même rapport a lieu généralement
entre les coefficients de leurs inégalités à longues périodes.

Je désignerai, comme dans le Livre YI de la Mécanique céleste, par n,
n', n", n'", s", ... ; xz, vs', u", ... ; a, a', a", ... ; e, e', e", ... ;

r, /•', r", ... les moyens mouvements pendant une année julienne, les
longitudes moyennes à l'époque de 1750, les longitudes moyennes
des périhélies à la même époque, les demi-grands axes des orbites,
les rapports des excentricités aux demi-grands axes, enfin, les rayons
vecteurs de Mercure, Vénus, la Terre, Mars, Jupiter, Saturne et
Uranus. En nommant x la quantité

5 nvl — 2 niv t — tï 55", 89 -+- 15°, 15,

i exprimant un nombre d'années juliennes depuis 1700, on a par le
n°23 du Livre X de la Mécanique céleste, dans le mouvement de Jupiter,
l'inégalité

496", 71 sin(«lvt + sIV— x).

Cette inégalité peut être considérée comme une véritable équation
du centre; orl'équation du centre de Jupiter, -+-2eivsin(/iivt-f-£,v —cr,v),
donne, par les nos 50 et 55 du second Livre de la Mécanique céleste,
dans l'expression des perturbations du rayon vecteur r divisé para,
le terme

[~o74] teIVsin(nt -t- £ — ®'v) ;
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on peut donner à ce terme la forme

sin(nf-f-e) jdte™ cos<3?IVo,4
cos(«£H-s) j dlelv sin 5T

En comparant l'inégalité 496", 71 sin(/ïIV<f 4- £u — x) à l'équation
du centre de Jupiter H- 2e™ sin(ra'vj! 4- e.iv—- ralv), on a

2CIV cosroIV= 496", 71 cosa?,

: 496", 71 sin x.

En substituant ces valeurs dans les intégrales précédentes,
aura, en exprimant par — cette partie des perturbations de

on

§r |o,4|
— = —j-496",7i cos(nt -h s — x),
a 2J

f étant égal au coefficient de t dansa; ou à 5nv — 1 n™ — 155",89; ce

qui donne, par le n° 23 du Livre X de la Mécanique céleste,

3/= 8779",5.

De là résulte, dans le mouvement de la planète dont x est le rayon
vecteur, l'inégalité

,—t-,4Q6",7I . .
~ 2 l0'^! 8^7Q/ 5 sm (nt H- £ — x)>

de même que le terme — ecos(nt1 — xx) de l'expression de r

produit, dans ce mouvement, le terme -f- 2e sin (nt -t- £ — ct).
L'inégalité précédente est relative à Mercure. Pour Vénus fô7T| se

change dans 11 >41 et nt -1- e devient n't -+- d et ainsi des autres pla¬
nètes. J'ai donné, dans le Livre VI de la Mécanique céleste, les valeurs
numériques de 10>41, (174], ... ('). La plus grande de ces valeurs
est celle de | V4|. Elle est égale à 16", 108 et se rapporte à la planète
Mars pour laquelle l'inégalité précédente devient ainsi

— 1 ", 82 sin (n'"t -j- s'" — x).

(') Œuvres de Lapla.ee, T. III, p. 92.

OEui'res de L. — XIII. 23
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Relativement à la Terre, on a

Â] = 5", 12974
et l'inégalité devient

— o",58o4 sin( n" t -4- s"-— as).

Cette inégalité est totalement insensible pour Mercure et Vénus.
Elle doit être calculée différemment pour Uranus, où elle n'est sensible
que par l'action de Saturne dont le mouvement renferme, par le n° 23
du Livre X de la Mécanique céleste, l'inégalité

— 2066",92 sin(/tv^ 4- £v— se);

il est facile de conclure, par l'analyse précédente, qu'il en résulte,
dans le mouvement d'Uranus, l'inégalité

On a, par le n° 24 du Livre VI,

| <>,5 — 2",6908,
ce qui donne

1", 27 sin (ré"t 4- s"— as),

pour cette inégalité.
Je vais maintenant considérer l'influence de la grande inégalité,

dans le mouvement des satellites. Je commence par la Lune, c" étant
l'excentricité de l'orbe terrestre, si l'on désigne par i le rapport du
moyen mouvement du Soleil à celui de la Lune, l'équation séculaire de

3 r
la Lune sera, par le Livre VII de la Mécanique céleste, — -J c"-n" dt.
En représentant donc par le" une inégalité à longue période dans
l'excentricité e", cette inégalité produira, dans le mouvement de la
Lune, l'inégalité

— 3ife"ôe"n"dt,

inégalité qui pourra devenir sensible par la petitesse du coefficient
du temps 1 dans l'argument de le", ce coefficient devenant diviseur
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par l'intégration. Maintenant, si dans le terme

2,4| g^g'r^ cos (n" ' +
jjf

que contient, par ce qui précède, l'expression de on change
cos(n"^ + t" — x~) dans

cos (a; — tz") cos{n"t + s"— bt") + sin(tf — m") sin (n"l + g" — m"),

et qu'on le compare à la variation
— Se" cos ( n" t -+- e" — rz" ) — e" Srz" sin ( n" t + z" — xz" )

v"du terme — e"cos(n"t-h t"— ts") que contient l'expression de
on aura

Se" = - [M] |cos ( ^ - et") ;

l'inégalité lunaire qui en résulte devient ainsi
o",997 sin (a; — xz").

Il faut employer une autre analyse pour les satellites de Jupiter,
parce qu'ils reçoivent immédiatement de Jupiter l'empreinte de sa

grande inégalité. Pour cela, je reprends l'expression des perturba¬
tions, en longitude, d'un satellite de Jupiter, donnée par la for¬
mule (2) du n° 2 du Livre VIII de la Mécanique cèleslc. Dans cette
expression, le terme -- jn dtr(^c~^j est le seul qui puisse donner une
inégalité sensible, dépendant de la grande inégalité de Jupiter. Dans
ce terme, a est la distance moyenne du satellite à Jupiter, ni est
son moyen mouvement, r est son rayon vecteur et p. est la masse de
Jupiter. Par le n° 1 du même Livre l'expression de 11 contient le
terme — ~73> S étant la masse du Soleil. C'est le seul terme à con-

4/-,v
sidérer ici ; on a donc

la partie de or,v dépendant de la grande inégalité de Jupiter est, par
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le n° 23 du Livre N de la Mécanique céleste,
— 0,002008 COS(rtIV4 H- £IV—- x),
— o, 000264 cos ( x 4- 48°, 27 ).

En supposant donc l'expression de S/-,v, du même numéro, réduite
aux termes suivants

/'IV= 5, 208735 — 0,24999 cos(«IV< 4- £IV— etiv),
— 0,002008 cos(«IV£ 4- £IV— x),
— 0,000264 cos(« 4- 48°,27),

en substituant ensuite a pour r et en observant que

p. , s S |Va
- n ' ~ (5,2O8735)3 - n '

a f n dt$ri
le terme - -——— donne, dans le mouvement du quatrième sa-

fj. /'

tcllitc, l'inégalité
— 44",334sin(^r4- 23°,4i).

Les trois premiers satellites sont assujettis à des inégalités sem¬
blables et qui seraient séparément réciproques à leurs moyennes
vitesses angulaires; en sorte que, pour obtenir leurs coefficients, il
suffirait de diminuer le coefficient — 44"»334 de l'inégalité du qua¬
trième satellite, dans le rapport du moyen mouvement du quatrième
satellite au moyen mouvement de chaque satellite. Mais j'ai fait voir,
dans le n° 1.6 du Livre VIII de la Mécanique céleste, que les inégalités
à longue période de ces trois satellites sont liées entre elles, de
manière que le coefficient de l'inégalité du premier satellite moins
trois fois celui de l'inégalité du second, plus deux fois celui de l'iné¬
galité du troisième, doit donner un résultat nul. En appliquant à ce
cas les formules du numéro cité, je trouve les coefficients relatifs
au premier, au second et au troisième satellite, respectivement
égaux à

— O",994, —12",847, — Ï8",774 (1 ).

(') Consulter Œuvres de Laplace, T. V, p. 461-462, 607-508.
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SUR LA FIGURE DE LA TERRE
ET

LA LOI DE LA PESANTEUR A SA SURFACE.

Connaissance des Temps pour l'an 1821; 1818 (1 ).

Les géomètres ont, jusqu'à présent, considéré la Terre comme un

sphéroïde formé de couches de densités quelconques et recouvert en
entier d'un fluide en équilibre. Ils ont donné les expressions de la
figure de ce fluide et de la pesanteur à sa surface, mais ces expres¬
sions, quoique fort étendues, ne représentent pas exactement la
nature. L'Océan laisse à découvert une partie du sphéroïde terrestre,
ce qui doit altérer les résultats obtenus dans l'hypothèse d'une inon¬
dation générale et donner naissance à de nouveaux résultats. A la
vérité, la recherche de sa figure présente alors plus de difficultés,
mais les progrès de l'analyse, surtout dans cette partie, donnent le
moyen do les vaincre et de considérer les continents et les mers tels
que l'observation nous les présente; c'est l'objet de l'analyse sui¬
vante, dont voici les principales conséquences.

La Terre étant un sphéroïde peu différent d'une sphère et recou¬
vert en partie par la mer, la surface de ce fluide, supposé en équilibre
et fort peu dense, est du môme ordre que celle du sphéroïde. Ainsi
cette surface est elliptique lorsque le sphéroïde terrestre est un ellip¬
soïde, mais son aplatissement n'est pas le même que celui du sphé¬
roïde. Généralement les deux surfaces, quoique du même ordre, ne

(') Lu à l'Académie des Sciences, le 4 août 1818.
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sont pas semblables; seulement, elles dépendent l'une de l'autre. La
théorie des attractions des sphéroïdes, exposée dans le troisième
Livre de la Mécanique céleste, m'a conduit aux expressions les plus
simples de cette dépendance réciproque et de la loi que suit la pesan¬
teur sur chacune des surfaces. L'expression de cette loi est du même
ordre que celle du rayon terrestre, et il en résulte ce théorème
général, quelle que soit la densité de la mer :

La pesanteur à la surface du sphéroïde, réduite au niveau de la mer,

en n'ayant égard qu'à la hauteur au-dessus de ce niveau, suit la même
loi qu'à la surface de la mer.

Cette loi, bien déterminée par les observations du pendule, fera
connaître la figure do la mer au moyen d'un rapport très simple que

l'analyse établit entre elles; les observations du baromètre donneront
l'élévation des continents au-dessus de la mer. On connaîtra donc les

figures de la mer et du sphéroïde terrestre et les lois que la pesanteur
suit à leurs surfaces par le concours de ces observations, qu'il importe
démultiplier en leur donnant une grande précision et en ayant soin
de les rendre comparables. Le théorème précédent sur la loi de la
pesanteur s'étend aux degrés des méridiens et des parallèles. Ces
degrés, mesurés sur le sphéroïde et réduits au niveau de la mer, en

n'ayant égard qu'à la hauteur, suivent les mêmes lois qu'à la surface
de la mer.

L'expression de la pesanteur à laquelle je parviens donne ce résultat
singulier, savoir que le sphéroïde terrestre, étant supposé homogène
et de même densité que la mer, quelles que soient d'ailleurs la figure,
l'élévation et l'étendue des continents, l'accroissement de la pesan¬
teur à la surface de la mer est égal au produit du carré du sinus de
la latitude par la force centrifuge à l'équateur augmentée d'un quart.
Des plateaux de densités quelconques et de hautes montagnes dont on
recouvrirait les continents changeraient la figure de la mer sans
altérer la loi de la pesanteur à sa surface.

Dans le nombre infini des figures que comprend l'expression analy-
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tique des surfaces de la mer et du sphéroïde terrestre, on peut en
choisir une qui représente l'élévation et les contours des continents
et des îles. Ainsi je trouve qu'un petit terme du troisième ordre,
ajouté à la partie elliptique du rayon terrestre, suffit pour rendre,
conformément à ce que l'observation semble indiquer, la mer plus
profonde vers le pôle austral que vers le pôle boréal, et même pour
laisser ce dernier pôle à découvert. Mais la figure du sphéroïde ter¬
restre est beaucoup plus compliquée. Cependant, au milieu des iné¬
galités qu'elle présente, on reconnaît, par les expériences du pen¬
dule, que sa surface et celle de la mer sont à fort peu près elliptiques.
Le rayon de la surface de la mer, diminué du rayon du sphéroïde, est
l'expression de la profondeur de la mer; cette expression, lorsqu'elle
devient négative, représente l'élévation des continents, d'où il suit
que la profondeur de la mer est peu considérable et du même ordre
que les hauteurs des continents au-dessus de son niveau.

La petitesse de cette profondeur, sur laquelle les observations du
pendule que l'on fait maintenant dans les deux hémisphères répan¬
dront un nouveau jour, est un résultat important pour la Géologie.
Elle explique, sans l'intervention de grandes catastrophes, comment
la mer a pu recouvrir et abandonner le même sol à plusieurs reprises.
On conçoit en effet que, si par des causes quelconques, telles que les
éruptions des volcans sous-marins, le fond de la mer s'affaisse dans
une vaste étendue, ses eaux, en remplissant les cavités formées par
cet affaissement, découvriront un espace d'autant plus considérable
que la mer est moins profonde. Si, dans la suite des temps, des causes
semblables et les matières que les courants apportent élèvent une

partie de ce fond, la mer viendra recouvrir l'espace qu'elle avait
abandonné.

Je viens de considérer l'Océan comme un tout dont les diverses

parties communiquent entre elles, ce qui a lieu pour la Terre, car

les petites mers isolées, telles que la mer Caspienne, ne sont à pro¬

prement parler que de grands lacs. Mais on peut supposer au sphé¬
roïde terrestre une figure telle que l'Océan ne puisse y être en équi-
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libre qu'en se divisant en plusieurs mers distinctes. L'analyse nous
montre qu'alors l'équilibre peut s'établir d'une infinité de manières
et que les surfaces de ces mers sont semblables, c'est-à-dire assujet¬
ties à une même équation. Seulement leurs niveaux peuvent être dif¬
férents. Si l'on imagine une atmosphère incompressible, très rare et
peu élevée, qui enveloppe toutes ces mers et le sphéroïde terrestre,
sa surface extérieure sera semblable à celle des mers, en sorte que
l'élévation des points de cette surface qui correspondent à chaque
mer sera constante, mais elle pourra être différente d'une mer à
l'autre. Une communication qui viendrait à s'ouvrir entre ces mers

les réduirait au même niveau, et ce changement pourrait à "la fois
inonder et découvrir des parties considérables de la surface terrestre.
11 suit de là que, si l'Océan était dans un parfait équilibre, sa commu¬
nication avec la mer Rouge et la Méditerranée maintiendrait au même
niveau ces deux mers. La différence observée entre leurs niveaux est

donc la partie constante de l'effet des causes diverses qui troublent
sans cesse cet équilibre.

La pesanteur et les degrés des méridiens et des parallèles, mesurés
sur le sphéroïde terrestre et réduits au niveau de la surface de l'atmo¬
sphère que je viens de considérer, en n'ayant égard qu'à la hauteur,
sont les mêmes qu'à cette surface. C'est encore l'cllipticité de cette
surface que donnent les deux inégalités de la Lune dépendant de
l'aplatisgement de la Terre, en sorte qu'elle est à la fois déterminée
par ces inégalités et par les mesures des degrés et de la pesanteur.
Les ellipticités obtenues par chacun de ces trois moyens sont à peu

près les mêmes et égales à Cette identité remarquable prouve la
petitesse des causes perturbatrices de la figure elliptique de la Terre.

II suit de ces recherches que la surface du sphéroïde terrestre est
à peu près celle qui convient à l'équilibre de cette surface supposée
fluide, mais son aplatissement moindre que dans le cas de l'homogé¬
néité indique évidemment que la densité de ses couches croît de la
surface au centre. Je trouve, par l'ensemble des phénomènes qui
dépendent de l'aplatissement do la Terre, que si la densité des
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couches augmente en progression arithmétique, la moyenne densité
de la Terre est fi de la densité de la couche extérieure du sphéroïde.
En supposant donc la pesanteur spécifique de cette couche égale à
celle du granit, ou à trois, la densité moyenne de la Terre sera quatre
fois et deux tiers celle de l'eau, ce qui tient le milieu entre les résul¬
tats que Maskelyne et Cavendish ont obtenus par l'observation directe
de l'attraction mutuelle des corps à la surface de la Terre. La régu¬
larité de la pesanteur à cette surface prouve que les couches sont à
très peu près elliptiques et disposées symétriquement autour du
centre de gravité de la Terre. Une telle disposition ne peut exister
que dans le cas où la Terre entière a été primitivement fluide, car
alors ses couches ont pris, en vertu des lois de l'équilibre, une forme
elliptique qu'elles ont conservée en se refroidissant lentement. C'est
la seule cause naturelle que l'on puisse assigner à ces phénomènes.

L'Analyse fait voir que l'équilibre de la mer est toujours possible,
quel que soit l'axe de rotation du sphéroïde terrestre. Si la masse ou
la densité de la mer était infiniment petite, l'axe principal de rotation
de la Terre serait celui du sphéroïde. La mer étant peu profonde et
sa densité n'étant qu'un cinquième environ de celle de la Terre, on

conçoit qu'en écartant un peu dans tous les sens l'axe de rotation de
l'axe principal, la série de ces écarts doit en offrir un qui donne à la
Terre entière un axe de rotation invariable. On voit ainsi générale¬
ment la possibilité de cet axe, dont toutes les observations astrono¬
miques établissent l'existence, et qui, dans le cas où la mer recou¬
vrirait tout le sphéroïde terrestre, serait un axe principal de ce

sphéroïde, en supposant les densités de ses couches diminuées de la
densité de la mer.

Tous ces résultats subsisteraient encore dans le cas où de vastes

plateaux et de hautes montagnes recouvriraient une partie du sphé¬
roïde terrestre.

La longueur de ces recherches m'oblige d'en remettre la partie
analytique au Volume suivant. Mais il est facile, sans le secours de
l'Analyse, de démontrer les propositions énoncées précédemment sur

OEuvres de L. — XIII. 24
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la pesanteur et les degrés à la surface de l'atmosphère que j'ai sup¬

posée recouvrir la mer et le sphéroïde terrestre. Pour cela, j'imagine
un canal rentrant en lui-même et composé de quatre branches dont
deux, horizontales, soient couchées, l'une sur la surface de la mer,

l'autre sur la surface de l'atmosphère, les deux autres branches étant
verticales. Clairaut a fait voir, dans son bel Ouvrage sur la figure de
la Terre, qu'un fluide qui remplirait ce canal y serait en équilibre.
Or, dans les deux branches couchées sur les deux surfaces, le fluide
serait de lui-même en équilibre par les conditions de l'équilibre de
chaque surface; les pressions des deux colonnes verticales doivent
donc être égales, quel que soit l'éloignement respectif de ces colonnes.
La pesanteur est la même dans chaque colonne, aux quantités près de
l'ordre de l'ellipticité de la Terre. Les longueurs des colonnes ne

peuvent donc différer que de quantités de l'ordre du produit de cette
ellipticité par la hauteur de l'atmosphère, hauteur que je suppose du
même ordre. En négligeant donc les quantités de l'ordre du carré de
l'ellipticité, ou du second ordre, les colonnes seront égales, c'est-
à-dire que les points de la surface de l'atmosphère seront tous égale¬
ment élevés au-dessus .de la surface de la mer. On voit de plus que la
pesanteur à la surface de l'atmosphère sera, aux quantités près du
second ordre, la pesanteur à la surface de la mer réduite à la première
surface, eu égard à sa hauteur; on voit encore que la direction de la
pesanteur à la surface de l'atmosphère formera, avec la verticale, un

angle qui ne différera que d'une quantité du second ordre de l'angle
que fait, avec la même verticale, cette direction à la surface de la mer
ou à la surface du sphéroïde, d'où il suit que les degrés mesurés sur
le sphéroïde et réduits à la surface de l'atmosphère, à raison de sa
hauteur, sont ceux de la surface elle-même.
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SUR

LA FIGURE DE LA TERRE.

Connaissance des Temps pour l'an 1822; 1820.

Ce Mémoire est inséré au Tome XII, p. 4^9-469, sous le titr
Addition cm Mémoire sur lafigure de la Terre.
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APPLICATION OU CALCUL DES PROBABILITÉS
AUX OPÉRATIONS GÉODÉSIQUES DE LA MÉRIDIENNE.

Connaissance des Temps pour l'an 1822; 1820.

Ce Mémoire est reproduit au § 1 du troisième Supplément : Applica¬
tion des formules géodésiques de probabilité à la Méridienne de France,
Tome VII, p. 581-585 (').

(') La comparaison du Mémoire dont nous venons do donner le titre avec celui qui a
été inséré au Tome VII permet toutefois de relovcr uno petite erreur dans lo § 1 du
troisième Supplément, Tome VIL A la pago 583, lignes 7-8, 011 lit : /

« 11 y a un contre un à parier que l'erreur tombe dans les limites ± 8m,0757. »
Et à la pago 585, ligne 10 :
« Do là il suit que les limites zh 8™,0987, etc. »

L'un do ces deux nombres est donc erroné.
Le Mémoire de la Connaissance des Temps, 1822, donne deux fois la même valeur pour

l'erreur moyenne, soit ± 8m,o()37.
En réalité il faudrait ±8™,0940. Effectivement

0

(Pari un contre un)

pour
t — 0,476930 (Faye, 1881, t. I, p. 225, ou Liagre, 1879, p. 273).

D'autre part, Tome VII, p. 583, on a

. _ ■«689,7971 — 7—;— '
I I70t),40

d'où, pour l'erreur moyenne,
s = ± 8m,og4o.

Le nombre ±8m,o937, donné par Laplace, diffère un pou, sans doute, parce que la
valeur do t, déduite des formules de Laplace, Tome VU, p. 104, n'a pas été calculée avec
autant do précision quo cello employéo plus haut et tirée de Faye.
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SUR

LES INÉGALITÉS LUNAIRES
DUES A L'APLATISSEMENT DE LA TERRE (').

Connaissance des Temps pour l'an i8a3; 1820.

J'ai publié, dans les Mémoires de l'Institut (2) et dans le septième
Livre de la Mécanique céleste (3), l'analyse par laquelle j'ai reconnu
dans le mouvement lunaire deux inégalités, l'une en longitude, et
l'autre en latitude, qui dépendent de l'aplatissement de la Terre. Les
coefficients de ces inégalités ont été comparés aux observations,
d'abord par M. Bouvard, ensuite par MM. Biirg et Burckhardt, qui les
ont déduits du nombre immense d'observations qu'ils ont employées
pour la formation de leurs Tables lunaires. Toutes ces comparaisons
donnent à la Terre un aplatissement à très peu près égal à et, ce

qui est remarquable, l'aplatissement conclu de l'inégalité en longi¬
tude s'accorde avec celui que donne l'inégalité en latitude. Cet
accord prouve l'exactitude de cet aplatissement, le même, à fort peu

près, que celui qui résulte, soit des mesures des degrés des méridiens,
soit des expériences du pendule.

Quelques géomètres se sont, depuis, occupés de l'analyse des iné¬
galités précédentes. Leurs résultats s'accordent avec les miens, rela-

(') Lu au Bureau dos Longitudes, lo 19 janvier 1820.
(2) OEuvres de Laplace, T. XII, p. 267.
(3) Id., T. III, p. 266.
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tivcment à l'inégalité en latitude; mais ils en diffèrent environ de
par rapport à l'inégalité en longitude. Cette différence qui, si je
m'étais trompé, troublerait l'accord des deux inégalités, m'a fait
examiner de nouveau mon analyse, et je l'ai trouvée juste. Elle est
fondée sur les équations différentielles du mouvement troublé, dans
lesquelles la différentielle du temps est supposée constante, et que
j'ai développées dans le second Livre de la Mécanique céleste. Ces
équations sont propres à cette recherche; et l'on voit, en suivant
l'analyse du Livre VII, Chapitre II, qu'elles donnent, avec autant de
facilité que d'exactitude, l'inégalité dont il s'agit.

Les géomètres dont j'ai parlé ont fait usage des équations où la
différentielle du mouvement vrai en longitude est supposée con¬

stante, et sur lesquelles j'ai fondé ma théorie de la Lune, comme
étant plus avantageuses pour obtenir, par des approximations con¬
vergentes, les diverses inégalités du mouvement de cet astre, ducs à
l'action du Soleil. Car, dans des recherches aussi compliquées, le
choix des méthodes n'est point indifférent, et celles qui conviennent
à une question peuvent no pas convenir aux autres : ainsi, dans la
théorie des planètes, il est préférable d'employer, comme je l'ai fait
dans la Mécanique céleste, les équations différentielles où l'élément
du temps est supposé constant; l'emploi des autres équations exige
quelques attentions assez délicates dont l'omission peut induire en
erreur. Cela est arrivé à Clairaut, relativement à l'inégalité produite
par l'action de la Lune dans le mouvement de la Terre (Mémoires de
l'Académie des Sciences, année 1704); et l'on peut conclure de ce qui
précède qu'une omission semblable a été faite par les géomètres
qui ont voulu dériver de ces équations les inégalités du mouvement
lunaire dues à l'aplatissement de la Terre. Mais, pour m'en assurer
encore plus, j'ai cherché les coefficients de ces inégalités, par les
mêmes équations, en faisant usage de toutes les considérations déli¬
cates que cette recherche exige; et je suis parvenu aux résultats que

j'avais trouvés par ma première analyse; ce qui en confirme l'exacti¬
tude. J'ai pensé que cette confirmation de l'un des résultats de la pe-
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sauteur universelle, les plus curieux et les plus utiles dans la théorie
de la Terre, pourrait intéresser les géomètres.

Je supposerai ici que l'on a sous les yeux le septième Livre de la
Mécanique céleste dont ce qui suit doit être regardé comme la con¬

tinuation, les numéros étant ceux de ce Livre. On a vu, dans le
Chapitre II, que la valeur de Q est augmentée, par l'aplatissement de
la Terre, du terme

— 2(3 lés sin/V,
en faisant

(3 = ^ocp — ^ acpj D2 sinT. cosX.

La troisième des équations (L) du n° 1 donnera ainsi, en la déve¬
loppant, en y faisant s = H sin/V et en ne comparant que les termes
dépendants de fv,

o — (i —/2)II sin/V + (/ — i)II sinfv h- ~~ sin/V.

Car cette équation (L), développée, se change dans l'équation (L")
du n° 13; or il est clair que, si, dans le développement, on substituait
pour s, H sin/V, au lieu de y sin (gv — 0) (1 ), H sinfv aurait le même
coefficient que y sin(gv — 0); seulement il faudrait changer, dans le
coefficient de y sin(gv — 0) de l'équation (L"), g en/. Ainsi la valeur
de G n'entrant que dans la partie de ce coefficient, de l'ordre
on voit que le coefficient de H sin/c ne doit différer du coefficient
de ysin(gv —0) et qui est égal à g2— i, que de quantités de
l'ordre ms. En ne portant donc l'approximation que jusqu'aux termes
de l'ordre m\ on aura

U étant la partie constante de u. Le dénominateur de cette quantité
est exact aux quantités près de l'ordre m5; et, comme il est de
l'ordre m2, la valeur de H est exacte aux quantités près de l'ordre m5.

(') OEuvrcs de Laplace, T. III, p. 199.
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Maintenant la fonction ^ ~ donne le terme
(JV UL

— p/âysint^p — fv — 6)-,

ce qui donne dans ~ ^ le terme1 /i2 J dv> u2

~/fff V cos(^c -fv-9).
Si, dans la seconde des équations (L) du n° 1, on n'a égard qu'aux

termes qui peuvent produire le même argument; si l'on substitue
au lieu de ^ -f- - ^ sa valeur relative à l'action du Soleil, donnée

ou u os

dans le n° 3 ; et si l'on augmente Q de la quantité qui dépend de
l'aplatissement de la Terre, on aura

d1u. ( 3 _\ iu f'OQ dv i
~cûiï + (/ ~ 2 m ) U~~ Id J ~âv Id

4(3«

Le terme

produit le suivant

/j2 y cos(é'c —fv — 0). ■

m fàQ dv
h2

/"()() dv
J ~dv

3 s2
le terme -p2 prodùit le suivant :2 h'1

3 (3 u
Tf- ycos(#e — fv— 9).W(g*~f2)

En nommant donc ou la partie de u relative à cet argument, et né¬
gligeant (g — /)2, comme étant de l'ordre m'1, on aura à très peu
près

èll :

J?, j-S"2 3 Ma/té--+-/)« 4(3 M
3 f1 Pv COS (gv — fv — 6) y cos (£V - /V
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équation dans laquelle on peut supposer/=i dans le numérateur
du premier terme du second membre,/— i étant incomparablement
plus petit que g — i.

Considérons maintenant le dénominateur

'"'V' + é/:dQ dv
dv a2'

de l'expression de di donnée par la première des équations (L) du
n° 1. Ce dénominateur est à très peu près égal à

/(M2
1" i CdQ dv'|LI+ 7? J ~â7 ï»J;

cette fonction devient, en y substituant u 4- Su, pour u,

- 3(g — 1) — 3m-

, * hu ] . n / ,
+ - ' h*u ) }Pycos(gv—fv — 9).

W(g* — P)(^ i—

On a, par les nos 4, 6 et 10,

S(s-2—.)( 3
.

i m'
2

70 a\ I «h* u — — — i m-'
a 2

ainsi, dans le second terme de la fonction précédente, le numérateur
est de l'ordre m-, et, par conséquent, du même ordre que le dénomi-

3
nateur; on peut donc substituer, dans l'un et dans l'autre, - au

lieu de g- —f '1, et jjn-, au lieu de g — 1, ce qui réduit ce terme à
hu

1

[I — T —0)|»
u étant à fort peu près égal à et h~ étant à peu près égal à a.

De là on tire

n dt = dv |\ + y 5 f cos~fv - 0)J,
OEuvres de L. — XIII. 25
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d'où résulte, par l'intégration, dans l'expression de la longitude
moyenne, l'inégalité

ce qui est conforme à ce que j'ai trouvé dans le second Chapitre (').
On voit par l'analyse précédente que le coefficient de l'argument

sin(gv — fv — 0) n'est divisé que par la première puissance du
facteur qui multiplie v dans cet argument : cela résulte encore de ce

que l'on sait d'ailleurs touchant les inégalités du mouvement des
corps célestes, données par une première approximation : le carré
du coefficient de l'angle v ne peut y être introduit comme diviseur
qu'en vertu de la partie de ce coefficient qui est relative au corps

perturbateur. Dans l'argument précédent, cette partie est (/— i), et
elle dépend de la précession des équinoxes. On trouve, en effet, par
ce qui précède, qu'elle peut introduire un terme qui a pour diviseur
(g — f)~• Mais, comme ce terme a/— i pour facteur, il en résulte

que, vu la petitesse de la fraction il peut être négligé, comme
S 1

nous l'avons fait. Il suit de là que les termes dépendant des carrés
de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbe lunaire n'introdui¬

raient, dans l'expression de la longitude moyenne, que des termes
de l'ordre de ces carrés, ayant pour diviseur la première puissance
de g — i; ils sont donc très petits par rapport à l'inégalité que nous
avons déterminée. Mais l'importance de ces inégalités lunaires dans
la recherche de l'aplatissement de la Terre m'a déterminé à con¬
sidérer ces termes. Pour cela, j'observerai d'abord que la valeur
exacte de p. ou du sinus de la déclinaison de la Lune, considérée dans
le second Chapitre, n° 20, est

s cos>, -+- sinÀ sinfv _

f i -+■ s* '
elle rentre dans celle du numéro cité, en négligeant le cube de .v,

(1 ) OEuvrcs de Laplace, T. III, p. 272.
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auquel il faut ici avoir égard. En faisant

(3 — 2 ^ap — ^ D2 sinÀ cosX,
l'aplatissement de la Terre introduit dans Q le terme

(3w3ssin/V

(i + s2)f

Il introduit, par conséquent, dans la fonction

àQ . àQ
us

j U (' + s ) "T^
ou os

h'1 u1

le terme

-KI~4)'2)^sin•/v•
On a, par les nos 4, 6 et 10,

5
i + i e2 + y y211

— 4' i i / , i
Ts — ' = — M "U - m •lr aax aax a- \ 2 J

De là il est facile de conclure que l'inégalité précédente en latitude
devient

, 1 \ I)2 sinÀ cosX Vf 1 , 1 , sinfv,

mais cette expression a besoin d'une correction fondée sur ce que

g-2 — t n'est point exactement le coefficient qu'aurait sin/e dans
l'équation (L") du n° 13, en introduisant Hsin/e dans l'expression
de s. Il est facile de voir que les deux coefficients doivent différer,
d'abord parce qu'il faut changer g en / dans le coefficient de
y sin(gv — 0), ce qui donne à très peu près

(g*—Q(ff —OQ —3 m)
2(i ■— m) 1

pour la quantité dont il faut diminuer le coefficient (g2— i) de
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y sin(gv — 0) dans l'équation (L") pour avoir le coefficient de sinfv,
coefficient que nous désignerons par g] — i. La petitesse de B((°\ qui,
par le n° 16, est égal à o,o28383i, rend cette diminution insensible.

On trouve, en effet, qu'elle est égale à (g2 — 1)0,000047845. Ainsi
elle n'altère pas d'un vingt-millième le coefficient de l'inégalité pré¬
cédente; on peut donc la négliger.

Les deux coefficients g] — 1 et g- — 1 peuvent différer dans les
puissances s3, s'% ... que donne le développement des forces pertur¬
batrices dans les équations (L) et (L") des nos 1 et 13. Mais si l'on
substitue dans s3, par exemple, au lieu de s, y sin(gv — 0) -h II sinfv,
et qu'on néglige le carré de H, il est facile de voir que les coefficients

3
de ysin(gv — 0) et de II sinfv seront égaux entre eux et à ^y2. La
quantité g\—f- est le dénominateur qu'il faudrait rigoureusement
substituer à g- — f- dans l'expression de l'inégalité précédente en
latitude; on peut donc y conserver sans erreur sensible le dénomi¬
nateur g- — f2.

Le facteur 1 -h 2e2-1- — dy2 est égal à 1,004757; il diffère très
peu de l'unité. Cependant, il est utile d'y avoir égard dans la re¬
cherche délicate de l'aplatissement de la Terre. Pour avoir égard aux
carrés de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite lunaire, dans

l'inégalité lunaire en longitude, il devient très avantageux d'employer
l'analyse du Livre VII, Chapitre II.
' MM. Bûrg et Burckhardt ont comparé les inégalités précédentes : le
premier, «à toutes les observations de Maskelyne; le second, à l'en¬
semble des observations de Maskelyne et de Bradlcy. L'un et l'autre
sont parvenus à la même inégalité lunaire en latitude, dont ils ont
fixé le coefficient à 8",o en secondes sexagésimales; on peut donc re¬

garder ce coefficient comme bien déterminé. En le comparant à l'ex¬
pression analytique précédente, on. trouve ~ à très peu près pour

l'aplatissement <xp de la Terre.
Relativement à l'inégalité en longitude, Bûrg l'a fixée à 6", 8, et

Burckhardt à y",o. On voit donc qu'ils sont à très peu près d'accord
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sur cet objet. Par l'analyse précédente, le coefficient de l'inégalité lu¬
naire en longitude est à très peu près égal au coefficient de l'inégalité
lunaire en latitude, multiplié par-^-y, du moins, si l'on néglige les
carrés de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbe lunaire; ces

coefficients sont donc dans le rapport de l'unité à 0,85576; en sorte
qu'au coefficient 8",o de l'inégalité en latitude répond le coeffi¬
cient 6", 846 pour l'inégalité en longitude, ce qui diffère très peu de
la moyenne 6", 9 des résultats de MM. Bùrg et Burckhardt. Cela montre
avec quelle précision ces inégalités donnent l'aplatissement de la
Terre.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SUR

LE PERFECTIONNEMENT DE LA THÉORIE
ET DES

TABLES LUNAIRES.

L'Académie des Sciences, en proposant pour sujet de prix la for¬
mation de Tables lunaires uniquement fondées sur la théorie de la
pesanteur universelle, a eu pour objet de faire disparaître la seule
exception que présentait, à cet égard, l'ensemble des Tables des mou¬
vements célestes.

Déjà, par les travaux des géomètres, la théorie lunaire se rapprochait
beaucoup des observations; et, dans le septième Livre de la Mécanique
céleste, j'étais parvenu à réduire à 8", 5 la plus grande différence entre
les coefficients des inégalités de mon analyse et ceux des Tables de
M. Bûrg. Il était donc naturel de penser qu'au moyen d'approxima¬
tions portées plus loin la théorie représenterait les observations dans
les limites des erreurs dont elles sont susceptibles. Les deux pièces
que l'Académie vient de couronner remplissent cette condition. Elles
sont, l'une et l'autre, le résultat d'un immense travail ; et leur compa¬
raison avec nos Tables lunaires ne laisse aucun lieu de douter que les
formules qu'elles contiennent, réduites en Tables, satisferaient aux
observations. C'est ce que l'auteur de la première pièce, M. Damoi¬
seau, a prouvé directement en formant, d'après sa théorie, de nou¬
velles Tables qui, comparées à soixante observations de Bradley, et à

(') Lu au Bureau des Longitudes, le 29 mars 1820.
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soixante observations faites depuis 1802, n'ont donné que de légères
erreurs du même ordre que celles des Tables de MM. Bùrg et Burck-
hardt. On peut donc croire qu'en améliorant encore, par la discussion
d'un très grand nombre d'observations, les éléments arbitraires de sa
théorie, l'auteur donnerait à ses Tables toute l'exactitude que l'on
peut désirer. Eclairés par la théorie sur la forme des arguments des
inégalités lunaires, les astronomes ont pu construire de bonnes Tables
par les observations et, par ce moyen, éluder les difficultés des inté¬
grations et des approximations, que cette théorie présente. Mais il
était intéressant de vaincre ces difficultés, et d'arriver directement au

but que l'on se proposait d'atteindre.
Les auteurs des deux pièces sont partis des équations différentielles

du problème des trois corps, dans lesquelles la différentielle du mou¬
vement vrai de la Lune, rapporté à l'écliptiquc, est supposée constante;
et ils ont déterminé la longitude moyenne de cet astre, sa latitude et
sa parallaxe, en séries de sinus et de cosinus d'angles croissant propor¬
tionnellement à son mouvement vrai. Cette méthode, dont j'ai fait
usag'e dans le septième Livre de la Mécanique céleste, me paraît devoir
donner les approximations les plus convergentes. En effet, les forces
perturbatrices se présentent sous cette forme, ou du moins elles y sont
facilement réductibles : pour les réduire à une autre forme, par

exemple, à des séries de sinus et de cosinus d'angles croissant pro¬

portionnellement au temps, il faudrait, à cause des inégalités considé¬
rables du mouvement lunaire, provenant soit de sa partie elliptique,
soit des perturbations, porter fort loin les approximations; ce qui
compliquerait l'analyse et rendrait les approximations moins conver¬

gentes. On a essayé d'autres formes de séries, et il est facile d'en ima¬
giner un grand nombre; mais aucune ne paraît plus propre à obtenir
les coefficients des inégalités lunaires. Cependant quelques inégalités
fort petites, dont l'argument croît avec une grande lenteur, peuvent
être mieux déterminées par d'autres méthodes. Dans la précédente,
ces inégalités acquièrent pour diviseurs, en vertu des intégrations
réitérées, les carrés des coefficients très petits de la longitude vraie
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de leurs arguments. Dans le résultat final, ces divers carrés dispa¬
raissent et se réduisent à la première puissance; en sorte que ce
résultat, étant la différence de quantités très grandes par rapport à lui,
devient inexact si l'on n'a pas l'attention de conserver, dans la suite
des calculs, toutes les quantités de son ordre. On a vu, dans le Mémoire
précédent sur les inégalités lunaires ducs à l'aplatissement de la
Terre, que plusieurs géomètres, pour avoir négligé cette attention,
n'avaient pas bien déterminé l'inégalité dépendant de la longitude
du noeud de l'orbe lunaire. C'est pour éviter cet inconvénient que

j'ai cherché cette inégalité par une autre méthode dans le Chapitre II
du septième Livre de la Mécanique céleste. L'uniformité de la méthode
donne sans doute de l'élégance à l'analyse. Mais, quand on se propose
de rapprocher le plus qu'il est possible l'analyse, des observations,
ce qui doit être le but de la théorie lunaire, il faut varier les méthodes
suivant la nature des inégalités. C'est dans le choix de ces méthodes
et dans la prévoyance des quantités qui peuvent devenir sensibles par
les intégrations successives que consiste l'art des approximations,
art non moins utile au progrès des Sciences que la recherche des
méthodes analytiques. La méthode qui me semble préférable donne
la longitude moyenne de la Lune en fonction de la longitude vraie, et
pour la formation des Tables il est nécessaire de réduire la longitude
vraie en fonction de la longitude moyenne. Mais cette réduction peut
s'exécuter facilement avec toute la précision désirable, et avec la certi¬
tude que les termes négligés sont insensibles.

Ayant reconnu, par la théorie, la cause des inégalités séculaires du
mouvement de la Lune, j'ai mis un grand intérêt à la vérification de
mes résultats, surtout de celui qui est relatif au mouvement du
périgée à raison de sa grandeur. Les deux pièces ont confirmé ces
résultats. La forme des expressions analytiques de la première étant
la même que j'ai adoptée dans le septième Livre de la Mécanique céleste,
j'ai pu comparer ces expressions aux miennes. Je les ai trouvées concor¬
dantes dans les degrés d'approximation qui leur sont communs; mais
l'auteur de la pièce ayant porté plus loin ses approximations, les non-
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veaux termes introduits par elles ont produit des différences peu consi¬
dérables à l'égard des équations séculaires du moyen mouvement et
du périgée, mais un peu sensibles à l'égard du mouvement des nœuds.

Le Tableau suivant offre les coefficients numériques par lesquels
on doit, pour avoir les équations séculaires, multiplier l'intégrale du
produit de la différentielle du temps par l'excès du carré de l'excen¬
tricité de l'orbe terrestre, sur ce même carré, à une époque arbitraire
origine du temps, et que je fixerai au commencement de 1801.

Première pièce. Mécanique céleste. Deuxième pièce.
Equation séculaire de la longitude

vraie 0,0086457 o,oo836Go 0,0076010a
Équation séculaire du périgée. .. —0,0229890 —0,0251023 —o,o3imo
Équation séculaire du nœud o,oo5tg36 0,0061528 0,0053877

Les résultats de la première pièce, vérifiés de nouveau par l'auteur
à ma prière, me paraissent dignes de confiance. Les auteurs de la
seconde pièce, MM. Plana et Carlini, n'ont point eu égard, dans l'ex¬
pression de l'inégalité séculaire du moyen mouvement, aux termes
dépendant du carré de l'excentricité de l'orbe lunaire et qui, rendus
sensibles par les petits diviseurs qu'ils acquièrent dans la suite des
intégrations, produisent la différence des résultats des deux pièces.
Quant à l'inégalité séculaire du périgée, la différence inc paraît tenir
à la nature des approximations dont les auteurs de ces pièces ont fait
usage. L'auteur de la première a suivi la marche que j'ai adoptée dans
la Mécanique céleste. Seulement il a porté plus loin les approximations.
Les auteurs de la seconde pièce ont réduit leurs expressions en séries
ordonnées par rapport aux puissances ascendantes du rapport du mou¬
vement du Soleil à celui de la Lune, rapport moindre qu'un douzième.
L'analyse ne présente point ces expressions sous cette forme : elle
conduit à des équations dans lesquelles les quantités cherchées sont
entremêlées et affectées de divers diviseurs. Pour les réduire à la

forme de séries, il faut éliminer ces quantités et réduire ensuite en

séries les diviseurs des divers termes de leurs expressions. On conçoit
que cela doit conduire à des séries peu convergentes, et qu'il faut
beaucoup prolonger pour obtenir le même degré de précision que

OEuvres de L. - XIII. 26
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donne la méthode employée dans la Mécanique céleste. Cependant cette
cause d'erreur, qui me semble avoir influé sensiblement sur la valeur
de l'inégalité séculaire du périgée donnée dans la seconde pièce, ne

produit aucun effet sensible sur les inégalités périodiques. A leur
égard, les deux pièces sont à très pou près d'accord entre elles et avec

nos meilleures Tables ; ce qui prouve les soins que les auteurs de la
seconde pièce ont mis à porter leurs approximations aussi loin qu'il
était nécessaire, et à vérifier des calculs aussi compliqués; les Tables
fondées sur leurs résultats représenteraient donc les observations aussi
bien que les Tables de la première pièce. Mais il suit incontestablement
de ces deux pièces, que la loi de la pesanteur universelle est la seule
cause des inégalités bien connues de la Lune, et que l'on peut fonder
uniquement sur cette loi des Tables lunaires aussi exactes que nos
meilleures Tables.

Les auteurs de la seconde pièce trouvent, dans le moyen mouvement
lunaire, une inégalité séculaire égale au produit de — o", i3ç)8 par le
cube du nombre des siècles écoulés depuis 1801. Cette inégalité, qui
augmenterait d'environ 37' la longitude de la Lune au moment de ses
éclipses dans les années 719 et 720 avant notre ère, dépend, suivant
eux, du déplacement de l'écliptique vraie sur une écliptique fixe, par

exemple sur celle de 1801. Mais ils n'ont point eu égard au déplace¬
ment séculaire de l'orbe lunaire sur la même écliptique, ce qui aurait
détruit leur résultat; car j'ai fait voir que bipartie de l'équation séculaire
relative aux inclinaisons ne dépend que de l'inclinaison de l'orbe lunaire
sur l'écliptiquc vraie, et que la rapidité du mouvement des nœuds
de la Lune rend insensible la variation séculaire de cette inclinaison.

Si les auteurs de la seconde pièce eussent, comme celui de la pre¬

mière, donné à leurs expressions analytiques la forme que j'ai adoptée
dans la Mécanique céleste, la comparaison de ces expressions en eût
rendu la vérification très facile, et l'on aurait pu vérifier semblable-
ment les calculs numériques. On parviendrait ainsi à donner à la
théorie lunaire et aux Tables toute la certitude et la précision dési¬
rables. J'invite donc les géomètres et les astronomes qui s'occupent
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de cette théorie à suivre la méthode que je viens d'indiquer et à
comparer leurs calculs à ceux de la première pièce, lorsqu'elle sera

publiée. L'importance de l'objet est un puissant motif pour les y déter¬
miner. J'ai fait cette comparaison relativement à l'inégalité lunaire
dépendant de la distance vraie de la Lune au Soleil. Cette inégalité
que l'on nomme parallactique, parce qu'elle dépend de la parallaxe du
Soleil, s'élève à plus de 2 minutes; elle est, par sa grandeur, très
propre à déterminer cette parallaxe. J'ai donc mis, dans ma théorie de
la Lune, un soin particulier à la bien calculer; mais, en comparant
mon expression analytique à celle de la première pièce, j'ai trouvé
entre elles une légère différence provenant de quelques petits termes
que j'avais négligés, que l'auteur de la pièce a considérés, et dont j'ai
reconnu l'exactitude. Il a revu de nouveau tous ses calculs analytiques
et numériques sur cet objet, et il a trouvé que, en supposant la paral¬
laxe du Soleil ^ de celle de la Lune, l'inégalité dont il s'agit
est iai",i5. Je l'avais trouvée, dans la même hypothèse, de i22",or,
et, suivant les auteurs de la seconde pièce, elle serait 122",90. Elle
est de 122",378 suivant les Tables de M. Burg, et de 122",97 suivant
les Tables de M. Burckhardt; ce qui donne respectivement

8", 63o3, 8", 6721

pour la parallaxe moyenne du Soleil, sur le parallèle dont le rayon
terrestre est celui d'une sphère de même masse que la Terre et de la
même densité que sa densité moyenne. Le milieu 8",65 me paraît
être la valeur la plus probable de la parallaxe solaire.

L'emploi des observations pour la formation des Tables lunaires a

l'avantage de faire connaître les coefficients des inégalités avec une
exactitude toujours croissante, quand on augmente le nombre des
observations. On voit même, par le calcul des probabilités, que l'on
peut ainsi en approcher indéfiniment et, par là, surpasser la précision
de la théorie dont les approximations deviennent tellement compli¬
quées, lorsqu'on veut les porter fort loin, que l'on est forcé d'y
renoncer. La méthode d'approximation, tirée des observations, peut
donc être utilement employée. Mais on la rendra plus exacte et plus
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l'acilc si l'on y regarde comme autant de données certaines les coef¬
ficients sur lesquels la théorie ne laisse point d'incertitude, et les
rapports qu'elle indique avec précision entre ces coefficients. Par ce

moyen, on diminuera considérablement le nombre des coefficients à
déterminer par la comparaison des observations; ce qui simplifiera
le calcul et donnera plus de précision à ses résultats. On perfection¬
nera ainsi, par la combinaison des observations et de la théorie, les
Tables du mouvement lunaire en longitude. A l'égard des Tables de
la latitude et de la parallaxe, je pense qu'il convient de les former
par la théorie.

Les auteurs des deux pièces ont considéré les inégalités à longues
périodes, que j'ai indiquées dans le septième Livre de la Mécanique
céleste; mais, à cet égard, leur analyse est incomplète. Les hautes
montagnes de l'Asie et son plateau élevé peuvent avoir, sur l'inégalité
qui dépend de la différence des deux hémisphères terrestres, une
influence qu'il était intéressant d'apprécier, mais que j'ai trouvée
insensible, comme on le verra dans le Mémoire suivant. La petite alté¬
ration que les astronomes ont cru remarquer dans le moyen mouve¬
ment de la Lune est le seul point de sa théorie qui reste à éclaircir.
Les observations futures, en constatant son existence, fixeront sa

valeur. Heureusement, dans l'intervalle d'un demi-siècle, cette inéga¬
lité peut se confondre avec le moyen mouvement. Ainsi, tant qu'elle
ne sera pas bien connue, il suffira aux besoins de la navigation de
rectifier, de demi-siècle en demi-siècle, le moyen mouvement lunaire.
Mais, quand son existence sera certaine, la Science aura besoin d'en
connaître la cause. Les mouvements des planètes et des satellites
sont-ils sensiblement altérés par l'attraction des comètes et par le
choc de petits corps semblables aux aérolithes que nous voyons tomber
sur la Terre et qui paraissent venir des profondeurs de l'espace cé¬
leste? C'est ce que l'imperfection des observations anciennes ne permet
pas de décider; mais un siècle au plus d'observations précises éclair-
cira ce point important du Système du monde.
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SUR

L'INÉGALITÉ LUNAIRE A LONGUE PÉRIODE,
DÉPENDANTE DE LA DIFFÉRENCE

DES DEUX HÉMISPHÈRES TERRESTRES (').

Connaissance des Temps pour l'année 1828; 1820.

1. Je conserverai ici les dénominations des Livres III et VII de la

Mécanique céleste et je supposerai que l'on a ces Livres sous les yeux.
Si l'on conçoit une molécule dm de la Terre, placée à distance l du
centre de gravité de cette planète; si l'on nomme p.' le cosinus de
l'angle que / fait avec le demi-axe boréal de la Terre, et xx l'angle que
le plan mené par ce demi-axe et par l forme avec un méridien fixe sur
la Terre; si l'on nomme pareillement p. et rx les mêmes quantités
relatives au rayon rde l'orbite lunaire, il résulte du n° 15 du Livre III
que l'action de dm sur la Lune produit, dans la valeur de Q du n° l
du Livre VII, le terme

en ne considérant que'les termes divisés par r",'et on n'ayant point

dm

\ r* — 2 Ir [ju/p-h \J 1 — p.2 \J 1 — p.'- cos(ut'— rx

ce qui produit, par le n° 15 du Livre III, le terme

(') Lu au Bureau des Longitudes, le 12 avril 1820.
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égard aux termes dépendant des cosinus de l'angle v' — vs et de ses

multiples, termes que l'on peut ne pas considérer ici, vu la rapidité
du mouvement de rotation de la Terre, qui les rend insensibles dans la
théorie de la Lune. Cela revient à considérer la Terre comme un sphé¬
roïde de révolution.

Si la Terre était symétrique de chaque côté de l'équateur, des molé¬
cules égales correspondraient aux valeurs de p.' et de — p.' ; la somme
des termes précédents relatifs h ces molécules serait donc nulle. Mais,
si la Terre n'est pas symétrique, la réunion de tous ces termes en pro-

Kl)3 / 3 \duit un que nous désignerons par -p- i p.3 — gpO, D étant le rayon

moyen de la Terre. Nous allons examiner ici l'influence de ce terme sur
le mouvement lunaire; ce qui exige des considérations délicates pour
n'omettre aucun des termes qui peuvent avoir une influence sensible.

2. p. est ici le sinus de la déclinaison de la Lune. Si l'on nomme v,
comme dans le Livre VII, le mouvement sidéral de cet astre sur l'éclip-
tique, et fv sa longitude vraie comptée de l'équinoxc du printemps; si
l'on désigne par \ l'obliquité de l'écliptique, on a

sinX sin A + s cosX
F= ^ ,

(n-s2)2

s étant la tangente de la latitude de la Lune. En faisant ensuite, comme
dans le Livre cité,

v/i -H V
/• = I ,

a

K.1) ^ ( 3 \
le terme —r- (p.3 — ~p.j produit le suivant:

H m4 sin 3 fv
— 5

( i -+- s2 )4
H étant égal à

— Kl)3 sin3y
4

Cela posé, reprenons les équations (L) du n° 1 du Livre VII, et consi-
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dérons d'abord la seconde de ces équations. Dans le développement de
ses termes, j'aurai égard aux termes dépendant des angles 3fv — 2gv,
et 3fv — -igv — cv, à cause des grands diviseurs qu'ils acquièrent par
les intégrations. En faisant

on a, à très peu près,

H «'» sin3 fv
y —

(r + s3)3'

àQ dv 3II u'1 dv cos 3 fv

on a ensuite, par le n° 4 du Livre VII,

u — 7——1 — (Vi + s2 + e cos ce),ARi + yD lV 'H' + yq

s—.y sin^e;

en négligeant donc les termes inutiles et ceux qui sont insensibles,
on aura

■/dQ dv
_ 2 H

de h2 id h6
sin3 fv +

i5y2 sin (3/e — igv)
3/~ 2 g

q „ sin(3/e — 2gv — c<>)
+ 7.ey

d'où l'on tire

/ d2 a

l dû*

Sf—tg — c

\ fdQ dv HTc, .")'J dît** = P 2gV)

9 _ , sin(3/e — dgv — ce)
-_l_. — c y -

2 ' 3/~ 2,
On trouve de plus

1 )Q_ .s dQ — 15 H y
/C de h-u âs l\/d

la seconde des équations (L) citées devient ainsi

du dQ — 3IIy- . .
7———, 7^ = —. ,. ' sin (3/e — 2 2V ,h1 u2 dv dv t\!d

sin ( 3/e — a^e);

_ d'1 u
^ _ gHey2 sin(3/e — 2^-e — ce) 3,so.s_

de3 " ' 2/r8 3/—2^" — c A2 '

Ss étant la variation de s, duc à la différence des deux hémisphères
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terrestres. Cette variation dépend des angles 3/e — gv — cv, 3fv — gv.
On a, en n'ayant égard qu'à ces angles,

i dsdQ 3II e y „ 3IIy
rr-v —v = —Tir Cos(3fv — gv — cv) H —i-cos(3 fv — gv),/du2 dv dv 2h J ° i/d v J °

s dQ (i -f- s-) dQ
h2 u du id U2 ds

3Hey , 3IIy „ . .~ C0S(3^ ~ ® "_ C(,) + If/U cos(3/c- gv);

. la troisième des équations (L) devient ainsi
d2s . 3IIey „ 3Hy . „ . ,

o = — + +• —^cos(3/e - — cv) -+- -jf cos(3 fv — gv).

Cette équation intégrée donne à fort peu près

& = a/tc(3/" ayg_c) cos( 3> - Z" - CV) + cos~ Sv) i
en substituant cette valeur dans l'équation différentielle en u, et dési¬
gnant par ou la variation de u dépendante de la différence des deux
hémisphères, on aura

, 9 Hey2 sin(3fv — o.gv — cv) 3IIy2sin(3/e— 2gv)0U~~
4 h" 3f ■ 2g c 4A8(3/— ig —■ c)

3. Je reprends maintenant l'analyse du Chapitre II du Livre VII de
la Mécanique céleste. La partie

3 dC- f§ oîR H- 2 dt2 <Lr-r~ — cW- ~ or
, s J àr dr(a) r2dv'

de la formule (T) du n° 46 du second Livre exprime la variation diffé¬
rentielle de la longitude vraie de la Lune sur l'orbite, relative à l'iné¬
galité que nous considérons, dv' étant dv rapporté à l'orbite lunaire,
et la caractéristique 0 se rapportant ici aux variations dépendant de
la différence des deux hémisphères terrestres.

La fonction — oit est ce que nous avons désigné ci-dessus Q; cette
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fonction est donc de l'ordre L\ en u et, par conséquent, de l'ordre — 4
en r, ce qui donne r-r~ = — 4R- De plus, lorsqu'il s'agit des iné-dr

,,olifAo rînn t l'ourt-nm a

dR

salités dont l'argument ne dépend que des éléments du mouvement

lunaire, on a fSdR = §R. Enfin, le terme — est de l'ordre S2
lorsqu'on ne considère, dans la force perturbatrice R, que la partie
relative à la différence des hémisphères terrestres; en négligeant donc
les quantités de l'ordre de S2, la formule (a) devient

5 dr- Q
r2 dv'

. •

En substituant pour dl sa valeur elliptique ? et ensuite pour —

sa valeur elliptique et pour Q sa valeur précédente, ce terme
devient

511 u"- dv sin3/e
A2 ( i -+- s* y

En y substituant pour u et s leurs valeurs elliptiques précédentes,
en le développant et observant que h2 diffère très peu de a, on voit
que l'expression différentielle do la longitude vraie contient le terme

i5IIey2dv . .■—i-d, sin (3 fv — 2 ffv — cv).
4 a* J °

Mais ce terme n'est pas le seul de ce genre : l'action du Soleil donne
dans Q, par le n° 3 du Livre VII, en prenant pour unité la somme des
masses de la Terre et de la Lune, le terme

2 ,.2m- r

(l— 252) OU (l — 3 s"-)4 a3 u2 4 a'

en prenant donc ce terme pour — R, et observant que J Sc/R = 8R, et
dt2

r2 dv'que or est — ~ enfin, en substituant pour sa valeur fort

approchée pour Su et os leurs valeurs précédentes, la fonc-
OEuvres de L XIII. 27
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tion (a) donne le terme

— 2jm-ey'ill dv sin(3 fv — 2gv — cv)
4«3(3/— 2g — c)

En réunissant ce terme au précédent, l'expression différentielle de
la longitude vraie de la Lune contiendra le terme
... 3ey2IIrtT[~T q m<0 -b—p-(!-*-/— 2g — C)_

sin(3fv — 2 gv — cv).

Le terme (b) est rapporté à l'orbite de la Lune. Pour le rapporter à
l'écliptique, il faut, par le Chapitre II cité ('), lui ajouter ce que produit

/ j j fat \
la fonction 1 - s" — - dv, lorsqu'on y substitue pour s

3II c y
y silifff H- — c) ffp c).

Le terme qui en résulte est

3IIey2 dv . ,

4/U(3/- 2ff-c) (3^~ 8 ~ C) ~ l] sin(3/f' - 2SV - c
En l'ajoutant au précédent (b), en intégrant et observant que

,3
g1 — 1 est à peu près -m2, on aura, dans l'expression de la longitude
vraie de la Lune, rapportée à l'écliptique, l'inégalité

9 Ile y2 ( 5 m2 \
0 -, 5-5 4 cos(3/e — — ce).8ai(3f—2g — c)\3f—2g — c )

Enfin, la formule (T) du n° 46 du second Livre de la Mécanique
céleste donne, dans l'expression de la longitude vraie, la fonction

2d(rdr) — dr§r
r* dv' '

ce qui produit le terme
— 3Hey2 . „ , .cos(3fv — 2 gv — ce),8 «3 ( 3/ — 2g —c)

qu'il faut ajouter au précédent.

(') OEuvres de Laplacc, Tomo III, p. 271.
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L'inégalité entière devient ainsi
3 Hey2 / i5/n*

8a'3(3f— ig — c) \3f—2g — c

En faisant

i3^ cos(3/e — 2gv — cv).

a j. m 33/_2^_c=_, m=~,

cette inégalité devient à fort peu près, en substituant pour H sa valeur,
K D3

x ■o 55o
-j- — ey2 sin'X cos(3fv — 2 gv — cv).

En supposant, comme dans le Livre YII de la Mécanique céleste,

5 — o,oj6 551,

y — 0,090 081,
e = o,o54873,

et faisant l'obliquité A de l'écliptique égale à 23°28', la valeur de cette
inégalité en secondes sexagésimales est

i",i2Kcos(3 fv — 2 gv •— ce).

Pour déterminer K, nous observerons que, par le n° 1, la Terre peut
être ici considérée comme un sphéroïde de révolution; alors

est le terme, divisé par r', de la formule (3) du n° 14 du Livre III.
Le terme ctlY(3) du rayon d'une couche du sphéroïde terrestre dont l

est le rayon moyen est de la forme alp^j.'9— p étant fonction
de l; le terme, divisé par r\ de la formule (3) citée devient ainsi

^J*pd(l°p)(p'3-| p'),
l'intégrale étant prise depuis l nul jusqu'à 1= D; on a donc

KD3=^ fpd(l«P),
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mais, la masse de la Terre ayant été prise pour unité, on a

i = |nfp dl3 ;
on a donc

K 3 afpWP)~

7 IPj'pdl*
Dans le cas de la Terre homogène, cette équation donne

nous sommes certain que ap est une petite fraction au-dessous de
l'inégalité précédente est donc au-dessous de

o",ooi6cos(3/c — igv — cv).

On voit par là que cette inégalité est insensible dans toutes les
suppositions que l'on peut raisonnablement admettre sur la constitu¬
tion du sphéroïde terrestre. Ainsi, nous pouvons affirmer que la diffé¬
rence des deux hémisphères de ce sphéroïde ne peut produire aucune

inégalité sensible dans le mouvement de la Lune (').

(') Consulter les OEuvres de Laplacc (Tome V, Livre XVI, p. 42.4), où le calcul des
inégalités lunaires à longues périodes dépendant de la figuro non sphôriquo de la Terre
est effectué avec plus do précision.
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SUR LA

DIMINUTION DE LA DURÉE DU JOUR

PAR LE REFROIDISSEMENT DE LA TERRE.

Connaissance des Temps pour l'année 18a3 ; 1820.

Ce Mémoire est reproduit textuellement, ou avee des compléments,
Tome V, Livre XI, Chapitre I, pages 24-28, et Chapitre IV, pages 82-88
91-96.
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Ce Mémoire est reproduit intégralement au Tome Y, Livre XI,
Chapitre IV, pages 88-91.
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SUR LA

DENSITÉ MOYENNE DE LA TERRE.

Connaissance des Temps pour l'année 1823 ; 1820.

Un des points les plus curieux de la Géologie est le rapport de la
moyenne densité du sphéroïde terrestre à celle d'une substance connue.
Newton, dans ses Principes mathématiques cle la Philosophie natu¬
relle, a donné le premier aperçu que l'on ait publié sur cela. Cet
admirable Ouvrage contient les germes de toutes les grandes décou¬
vertes qui ont été faites depuis sur le Système du monde : l'histoire de
leur développement par les successeurs de ce grand géomètre serait
à la fois le plus utile commentaire de son Ouvrage et le meilleur
guide pour arriver à de nouvelles découvertes. Voici le passage de
cet Ouvrage, sur l'objet dont il s'agit, tel qu'il se trouve dans la pre¬
mière édition et dans les suivantes.

« J'établis ainsi que le Globe terrestre est plus dense que l'eau;
s'il en était entièrement formé, tous les corps plus rares s'élèveraient
et surnageraient à la surface à raison de leur moindre gravité spéci¬
fique. Ainsi, le globe de la Terre, étant supposé recouvert en entier
par les eaux, s'il était plus rare qu'elles, se découvrirait quelque part,
et les eaux des parties découvertes se rassembleraient dans la région
opposée. La même chose doit avoir lieu pour notre Terre, en grande
partie recouverte par l'Océan. Si elle était moins dense que lui, elle
en sortirait par sa légèreté; les eaux se portant alors vers les régions
opposées. Par la même raison, les taches solaires sont plus légères
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que la matière lumineuse sur laquelle elles surnagent; et dans la
formation quelconque des planètes, les matières les plus denses se
sont portées vers le centre, lorsque toute la masse était fluide. Ainsi,
la couche supérieure de la Terre étant à peu près deux fois plus dense
que l'eau, et, les couches inférieures devenant, à mesure qu'elles sont
plus profondes, trois, quatre et même cinq fois plus denses, il est
vraisemblable que la masse entière de la Terre est cinq ou six fois
plus grande que si elle était formée d'eau. »

Les théories de la figure des planètes et des oscillations des fluides
qui les recouvrent, considérablement perfectionnées depuis Newton,
ont confirmé cet aperçu. Elles établissent que, pour la stabilité de
l'équilibre des mers, leur densité doit être moindre que la moyenne
densité de la Terre : comme je l'ai fait voir dans le quatrième Livre de
Va Mécanique céleste. Malgré les irrégularités que présentent les degrés
mesurés des méridiens, ils indiquent cependant un aplatissement
moindre que celui qui convient à l'homogénéité de la Terre; et la
théorie prouve que cet aplatissement exige dans les couches terrestres
une densité croissante de la surface au centre. Pareillement, les expé¬
riences du pendule, plus précises et plus concordantes que les mesures _

des degrés, indiquent un accroissement de la pesanteur, de l'équateur
aux pôles, plus grand que dans le cas de l'homogénéité. Un théorème
remarquable, auquel je suis parvenu (Tome II des Nouveaux Mémoires de
l'Académie des Sciences) ('), rend ce résultat indépendant delà figure
continue ou discontinue du sphéroïde terrestre, des irrégularités de
sa surface, de la manière dont elle est recouverte en grande partie par
la mer, et de la densité de ce fluide.

Si l'on imagine un fluide très rare qui, en s'élevant à une petite
hauteur, enveloppe la Terre entière et ses montagnes, ce fluide
prendra un état d'équilibre, et j'ai fait voir, dans le Tome cité (2), que
les points de sa surface extérieure seront tous également élevés
au-dessus de la mer. Les points intérieurs des continents, autant

(') Œuvres de Laplace, T. XII, p. 4i5.
(2) Ibidem.
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abaissés que ceux de la surface de la mer, au-dessous de la surface
supérieure Au fluide supposé, forment, par leur continuité, ce que je
nomme niveau prolongé de la mer. La hauteur d'un point des conti¬
nents, au-dessus de ce niveau, sera déterminée par la différence de
pression de ce fluide, à ce point et au niveau de la mer, différence
que les observations du baromètre feront connaître, car notre atmo¬
sphère, supposée réduite partout à sa densité moyenne, devient le
fluide que nous venons d'imaginer.

Cela posé, concevons que la Terre soit un sphéroïde quelconque
homogène, et recouvert en partie par la mer; et prenons pour unité

'

la longueur du pendule à secondes, à l'équateur et au niveau des mers.
Si, à la longueur de ce pendule, observée à un point quelconque de la
surface du sphéroïde, on ajoute la moitié de la hauteur de ce point
au-dessus du niveau de l'Océan, divisée par le demi-axe terrestre,
l'accroissement de cette longueur ainsi corrigée, de l'équateur aux

pôles, sera égal au produit du carré du sinus de la latitude par cinq
quarts du rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur,
ou par TÔWÔ •

Les expériences multipliées du pendule, faites dans les deux hémi¬
sphères et réduites au niveau de la mer, s'accordent à donner au carré
du sinus de la latitude un coefficient qui surpasse 7777?, et à fort
peu près égal à 77757! il est donc bien prouvé, par ces expériences,
que la Terre n'est point homogène, et que les densités de ses couches
croissent de la surface au centre.

J'ai fait voir, dans le Tome cité ('), que les inégalités lunaires dues
h l'aplatissement de la Terre et les phénomènes de la précession
et de la natation conduisent au même résultat, qui ne doit ainsi
laisser aucun doute.

Mais tous ces phénomènes, en indiquant une densité moyenne de
la Terre supérieure à celle de l'eau, ne donnent point le rapport de
ces densités. Des expériences sur l'attraction des corps à la surface
de la Terre peuvent seules déterminer ce rapport. Pour y parvenir, on

(') OEuvres de Laplace, Tome XII, p. 9.57.
OF.uvres de L. — XIII. 28
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a d'abord essayé de mesurer l'attraction des hautes montagnes. Cet
objet a fixé particulièrement l'attention des académiciens français
envoyés au Pérou pour y mesurer un degré du méridien. Cette attrac¬
tion peut se manifester, soit par le pendule, dont elle accélère la marche,
soit par la déviation qu'elle produit dans la direction du fil à plomh
des instruments astronomiques. Ces deux moyens ont été employés au
Pérou. 11 résulte de la comparaison des expériences du pendule, faites
à Quito et au bord de la mer, que, par l'action des Cordillères, la pesan¬
teur, à Quito, est plus grande qu'elle ne doit être, si l'on ne considère
que l'élévation de Quito, et que cela indique dans ces montagnes une
densité à peu près égale au cinquième de la moyenne densité de la
Terre. Les déviations du fil à plomb ont donné un résultat peu différent.
Mais l'ignorance ou l'on est de la constitution intérieure de ces mon¬
tagnes, la certitude que l'on a qu'elles sont volcaniques, jointe à l'in¬
certitude des observations, ne permettent pas de prononcer sur la vraie
densité spécifique de la Terre. On a donc cherché une montagne assez
considérable, dont la constitution intérieure lut bien connue. Le mont

Shichallin, en Ecosse, a paru réunir ces avantages. M. Maskclync
observa la déviation du fil à plomb d'un instrument astronomique, de
deux côtés opposés de ce mont, et il trouva la somme égale à n",6;
mais il fallait ensuite déterminer la somme des attractions de toutes

les parties de la montagne sur le fil, ce qui exigeait un calcul délicat,
long et pénible, et l'invention d'artifices particuliers propres à le sim¬
plifier et à le rendre très précis. Tout cela fut exécuté de la manière
la plus satisfaisante par M. Hutton, géomètre illustre, auquel les
Sciences mathématiques sont redevables d'ailleurs d'un grand nombre
de recherches importantes. Son travail sur l'objet dont il s'agit
a été couronné par la Société royale de Londres, qui avait déterminé
l'auteur à l'entreprendre. Il en résulte que la densité de la Terre est
à celle de la montagne dans le rapport de 9 à 5. Pour avoir le
rapport de la densité de la montagne à celle de l'eau, M. Plcyfair fit
un examen lithologiquc de cette montagne; il la trouva formée de
roches dont la densité spécifique ou relative à celle de l'eau varie
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de 2,5 à 3,2, et il jugea que celle de la montagne est entre 2,7 et
2,8; ce qui donne à fort peu près 5 pour la moyenne densité spéci¬
fique de la Terre.

M. Michell, de la Société royale de Londres, imagina un appareil
propre à mesurer l'attraction de très petits corps, tels que des sphères
en plomb de om, 1 ou o"',2 de rayon; mais il ne vécut pas assez pour
le mettre en expérience. Cet appareil fut transmis à M. Cavendish, qui
le changea considérablement pour éviter toutes les causes d'erreurs
dans la mesure d'aussi faibles attractions. La pièce fondamentale de
l'appareil est la balance de torsion, que mon savant confrère Coulomb
a inventée de son côté, qu'il a le premier publiée, et dont il a fait de
si heureuses applications à la mesure des forces électriques et magné¬
tiques. En examinant avec une scrupuleuse attention l'appareil de
M. Cavendish et toutes ses expériences faites avec la précision et la
sagacité qui caractérisent cet excellent physicien, je ne vois aucune

objection à faire à son résultat, qui donne 5,48 pour la densité moyenne
de la Terre. C'est le milieu de vingt-neuf expériences dont les extrêmes
sont 4,88 et 5,79. Si l'on applique, à ce résultat, les formules de ma
Théorie analytique des probabilités, on trouvera qu'il y a une très
grande probabilité que l'erreur est extrêmement petite. Ainsi, 011

peut, d'après ces expériences, confirmées par les observations faites ,

sur le mont Shichallin, regarder la moyenne densité spécifique de la
Terre comme bien connue et à très peu près égale à 5,48, ce qui
confirme l'aperçu de Newton.

Ces expériences et ces observations mettent en évidence l'attraction
réciproque des plus petites molécules de la matière, en raison des
masses divisées par le carré des distances. Newton l'avait conclue du
principe de l'égalité de l'action à la réaction, et de ses expériences sur
la pesanteur des corps, qu'il trouva, par les oscillations du pendule,
proportionnelle à leur masse. Malgré cette preuve, Huygens, fait plus
qu'aucun autre contemporain de Newton pour bien l'apprécier, rejeta
cette attraction de la matière de molécule à molécule et l'admit
seulement entre les corps célestes; mais, sous ce dernier rapport,
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il rendit aux découvertes de Newton la justice qui leur était due. Au
reste, la gravitation universelle n'avait pas, pour les contemporains de
Newton et pour Newton lui-même, toute la certitude que les progrès
des Sciences mathématiques, qui lui sont dus principalement, et que
les observations subséquentes lui ont donnée; et l'on peut justement
appliquer à cette découverte, la plus grande qu'ait faite l'esprit
humain, ces paroles de Gicéron : Opinionum commenta delet (lies,
naturœ judicia confirmai.
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ÉCLAIRCISSEMENTS SUR LES MÉMOIRES PRÉCÉDENTS,

RELATIFS

AUX INÉGALITÉS LUNAIRES
DÉPENDANTES DE LA FIGURE DE LA TERRE,

ET AU

PERFECTIONNEMENT DE LA THÉORIE DES TABLES DE LA LUNE.

Connaissance des Temps pour l'année i8?.3; 1820.

Dans le premier de ces Mémoires ('), j'ai fait
— 25 a

et l'on a réellement, comme je l'ai dit,

II =

h 1
I (étant le coefficient de sin/e dans le développement de l'équa¬

tion (L") du n° 13 du Livre VII. J'ai supposé que g- — gf n'était que
de l'ordre m5; mais, en analysant cette différence, on trouve facile¬
ment, par le n" 13 cité, qu'elle est de l'ordre m* et égale à ce

(') UEuvres de Laplace, T. XIII, p. 189.
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qui donne, à très peu près,
p i 9nl

■ 26 u[ j-4-
"

h*{g>-P) '

3
en observant que g- —f - est à peu près - m-.

J'observe ensuite que, dans le terme — ^ ~ de l'équation différen¬
tielle en u, il faut substituer, pour s, les termes suivants:

y sin(,ç-e —- 6) -4- II sin/V
-4- B|01y sin (2 v — 2m v — gv -4- 9) -+- Bf'II sin (2 v — 2 mv — fv);

étant ce que B,0) devient en y changeant g en f Le terme dont il
s'agit donne ainsi le suivant :

— IIy(i + B i°: B'/0) ) cos(£v —fv — G).

r 3On peut supposer ici Bjn) et B'f0> égaux à g m; en substituant ensuite
pour II sa valeur précédente, ce terme devient

3g"(I + 9 9
h-(gï-fi) ' y c°s(gv -fv - G).

La valeur de ou, que nous avons trouvée dans le Mémoire cité, est
ainsi augmentée du terme

27 m2 6 M , , .
+ 3ïV(iW7'cos^''->-6»-

3
On peut, dans ce terme, substituer -m2, au lieu de g- — f2, et alors

il devient
9 6« .

+ qg jï-ycos{gv-fv-G).

Le terme ^J ^ ~ reçoit un accroissement par la substitution de
la partie de Q relative à l'action du Soleil. En effet, cette action pro-
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duit, par le n° 3 du Livre VII, dans le termedv il

3(i — m) m2
2 a W

dv sin (2 v — 2 me).

Substituant, au lieu de u, sa valeur elliptique

IVi-w2-t-ecos(ce-w)],

le développement produit le terme

3 113 7U5 .ç5 .

= sin (2 v — 2 me).a3 '

En substituant, dans ce dernier terme, au lieu de s, sa valeur pré¬
cédente, on a, dans le développement, un terme égal à

^ /■» 12 7» 8
+ y II(Bp0)- RI01) sin {gv -/e - Q).

On trouve, à fort peu près, par le n° 14, Livre VII ('),

Bi(0> —B{°>= Iffiî;
04

3
en substituant donc pour II sa valeur, et faisant g2 — 1 — - m2, 011

trouve qu'il en résulte dans f^ —, le terme1 h1J dv u

3 6 u- A4 0
+

g ~^r~ y cos(^e —-/e — 0);
la valeur de ou se trouve ainsi augmentée du terme

3 6« A' a
~~

4 —dr~yco?,(8v-fv-e)-
En supposant, comme on le peut, dans ces divers accroissements,

û — ~ et h- — a, on aura, pour l'accroissement total de Su,
3 6

-

76 pycos(gv-fv-e)
(1 ) OEuvres de Laplacc, T. III, p. 2.39.
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et, pour l'accroissement de ~~ j" ^r>
3 6 , .

H- g -lycos^r— fv — 9).
La valeur de o ^ estdv

r 2 <3 u
, 1 a fdQ dv~hr - ! df u1

En substituant, pour ou et ~ qp.' leurs accroissements pré¬
cédents, et mettant - au lieu de u, on aura un résultat nul; ainsi, les

termes que nous venons de considérer se détruisent et ne changent
point le cofficient de l'inégalité lunaire.

On voit, par ce qui précède, qu'il faut multiplier par 1 -+- ^7 m2 le
coefficient de l'inégalité lunaire en latitude de la page 6 de mon
Mémoire, en rectifiant ensuite ce que j'ai dit à la page 7 relativement
aux termes multipliés pars8, dont l'influence, sur la différence g1 — gl,
n'est pas nulle et l'augmente du terme ~(g~ — Oï2' enfin, ayant égard
au terme — êuy8 sin/è que produit la fonction + ■?) ~u"
la troisième des équations (L) du n° 1 du Livre VII, l'inégalité lunaire
en latitude devient

( 1 \ D' sinXcosX/ , /41 ,\ . ,
- a («p - - «cp ) - gt_r ^ + ae»+ __ sm/c.

Si les termes dont j'ai parlé ci-dessus ne se détruisaient pas mutuelle¬
ment, la différence qu'ils auraient produite entre le résultat de mon
Mémoire et celui de la Mécanique céleste m'aurait averti de leur exis¬
tence. J'en ai été instruit par les observations que MM. Plana et Carlini
ont publiées sur mon Mémoire relatif au perfectionnement de la théorie
et des Tables lunaires, dont je leur avais envoyé un exemplaire, ainsi
que de mes deux Mémoires sur les inégalités lunaires dépendant de la
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figure de la Terre. Dans leur pièce couronnée par l'Académie des
Sciences, et dans un Supplément qu'ils ont envoyé trois mois après
leur pièce, ils avaient trouvé un coefficient de l'inégalité lunaire en
longitude plus petit, de \ que celui de la Mécanique céleste. Mais, en

analysant avec beaucoup de soin tous les -termes qui doivent entrer
dans sa valeur, ils viennent de retrouver celle à laquelle j'étais parvenu
dans l'Ouvrage cité, par une méthode qui ne doit laisser aucun doute,
qui a l'avantage de dispenser des attentions minutieuses et délicates
que la méthode précédente exige et que j'ai confirmée, par une nou¬
velle analyse, dans le Supplément au troisième Volume de la Mécanique
céleste. Ils trouvent qu'en ayant égard aux carrés des excentricités et
des inclinaisons des orbites, les termes qui en résultent se détruisent.
Comme cette destruction est un corollaire du n° 5 de ma Théorie de
la Lune ('), je me suis dispensé d'avoir égard à ces termes : ce que
j'ai dit, dans la page 7 de mon Mémoire, n'est pas, comme le pensent
MM. Plana et Carlini, relatif à ces termes, mais aux termes de l'ordre
de ces carrés, que la considération du carré des forces perturbatrices
introduit, et qui peuvent alors, dans l'expression de la longitude,
acquérir pour diviseur le carré du coefficient qui multiplie e dans les
angles des arguments, ce qui ne peut arriver aux termes dépendant
de la première puissance de ces forces, lorsque les angles ne dépendent
que des moyens mouvements de la Lune, do son périgée et de ses
nœuds. C'est ce qui rend si petite l'inégalité lunaire, dont l'argument
est 2gv — 2cv, et ce qui me l'avait fait négliger. MM. Plana et Carlini,
qui ont rapporté fort au long les tentatives infructueuses d'Euler,
de d'Alembert et de Mayer pour la déterminer, n'approuvent point
mes raisons; mais, qu'ils veuillent bien y réfléchir de nouveau, et ils
en sentiront la justesse confirmée a posteriori par leur calcul. On est
redevable à M. de Lagrange du théorème énoncé dans le numéro
cité (2) et qui, comme on voit, peut épargner de longs calculs.

Ayant examiné attentivement les raisons que MM. Plana et Carlini

(') OEuvres de Laplace, T. III, p. 201.
(2) Ibidem, T. III, p. ao3.

OEut'res de /., — XIII. >()
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allèguent en laveur de la méthode qu'ils ont suivie dans leur Théorie
de la Lune, je persiste à croire que celle de la Mécanique céleste est
plus propre à donner des approximations convergentes, parce qu'il y
a de l'avantage à ne pas réduire en séries les diviseurs que l'analyse
donne, surtout lorsqu'ils sont fort petits. Mais je rends avec plaisir
à ces analystes très habiles la justice de dire qu'ils compensent la
perte de cet avantage par une attention spéciale à prolonger leurs
séries autant qu'il est nécessaire. J'observerai cependant que le divi¬
seur, introduit par l'inégalité dont l'argument est la distance du
périgée de la Lune à celui du Soleil, donne une série divergente en
le réduisant dans une série ordonnée suivant les puissances des rap¬

ports du mouvement moyen du Soleil h celui de la Lune; mais l'iné¬
galité dont il s'agit est si petite, par le n° 5 de ma Théorie lunaire, que
cela n'a aucune importance dans cette Théorie.

Dans le Mémoire auquel ils répondent ('), j'ai nié l'existence de
leur équation séculaire proportionnelle au cube du temps, et qu'ils
attribuent au déplacement séculaire de l'écliptiquc. Je vois que, sans

approuver mes raisons, ils commencent à élever sur cette équation
des doutes qu'ils se proposent d'éclaircir par le calcul. Je crois pou¬
voir affirmer que ce calcul confirmera mon assertion et les raisons
a priori sur lesquelles je la fonde : elles sont développées dans le
Mémoire où j'assignai la véritable cause de l'équation séculaire de la
Lune, et qui est inséré dans le Volume de l'Académie des Sciences
pour l'année 178!) (2). J'ai dit encore, dans mon Mémoire, que la dif¬
férence, entre leur valeur de l'équation séculaire du moyen mouve¬
ment de la Lune et celle de la première pièce, venait principalement
de ce qu'ils n'y faisaient point entrer les termes dépendant du carré
de l'excentricité de l'orbe lunaire, parce qu'ils les jugeaient fort petits.
En développant leur analyse et réduisant en nombres les termes dont
il s'agit, ils obtiennent un résultat fort approchant de celui de la pre¬
mière pièce : les résultats des deux pièces, sur l'équation séculaire du

(1 ) OEuvres clc Lapl-ace, T. XIII, p. 198.
12) hlcm, T. XI, p. 243.
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nœud, sont pareillement très peu différents. Je désirerais beaucoup
le même rapprochement à l'égard de l'équation séculaire du périgée.
J'invite les auteurs de ces pièces à revoir, avec un soin particulier,
leurs calculs sur cet important objet.

Désirant de voir l'empirisme banni des Tables de la Lune, et de faire
discuter par d'autres géomètres plusieurs points délicats de la théorie
lunaire dont j'avais donné l'analyse, j'obtins de l'Académie qu'elle
proposerait pour le sujet du prix de Mathématiques de l'année 1820 la
formation, par la seule théorie, de Tables lunaires aussi parfaites que
celles qui ont été construites par le concours de la théorie et des obser¬
vations. Tous ceux qui s'intéressent au progrès des Sciences verront
sans doute avec satisfaction cet objet rempli par les auteurs des deux
pièces couronnées. L'auteur de la première pièce y a joint des Tables
lunaires fondées uniquement sur sa théorie, il les a comparées à
120 observations qu'elles représentent aussi bien que nos meilleures
Tables. Il a donc, le premier, satisfait littéralement au programme de
l'Académie, conçu en ces termes :

Former par la seule théorie de la pesanteur universelle, et en

n'empruntant des observations que les éléments arbitraires, des Tables
du mouvement de la Lune aussi précises que nos meilleures Tables
actuelles.

Les auteurs de la seconde pièce n'y ont point joint de Tables; mais
ils ont exposé leur méthode et leurs formules avec beaucoup d'étendue;
ils ont donné les expressions analytiques et numériques du rayon
vecteur, de la longitude moyenne et de la latitude, en fonctions du
mouvement vrai; enfin, ils ont comparé leurs coefficients des inéga¬
lités lunaires en longitude à celles de nos meilleures Tables réduites
à la même forme, et ils n'ont trouvé que de légères différences. La
Commission de cinq membres, nommée par l'Académie pour juger les
pièces du concours, et dont je faisais partie, pensa unanimement que
le mérite de l'analyse, l'immensité des calculs et leur accord avec nos
Tables et avec les résultats de la première pièce rendaient la seconde
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pièce également «ligne d'un prix. L'Académie, par une circonstance
particulière, avait les fonds nécessaires pour décerner un prix à cha¬
cune des deux pièces : elle adopta la proposition que nous lui en fîmes.
Notre jugement ayant été proclamé dans sa dernière séance publique
et inséré dans les journaux, j'ai cru qu'il était convenable d'en publier
les motifs.
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DES

ÉLÉMENTS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE
ET SUR

LES INÉGALITÉS LUNAIRES A LONGUES PÉRIODES.

Connaissance des Temps pour l'an 1824; 1821.

Les inégalités lunaires à longues périodes ne peuvent être obtenues
qu'avec difficulté par la méthode générale exposée dans le septième
Livre de la Mécanique céleste, méthode si propre, d'ailleurs, adonner
par des approximations convergentes les autres inégalités lunaires.
Mais dans le second Chapitre du même Livre, et dans le Supplément
au troisième Volume de l'Ouvrage ('), j'ai donné deux méthodes fort
simples pour déterminer les inégalités à longues périodes, et je les ai
appliquées aux inégalités de la Lune, dépendant de l'ellipticité de la
Terre. C'est par la première de ces méthodes que j'ai découvert ces
inégalités. Les termes des expressions de ce genre ■d'inégalités ont pour
diviseurs le très petit coefficient du temps dans leurs arguments, ce

qui les rend sensibles. La méthode générale conduit, par des intégra¬
tions doubles, à des termes qui ont pour diviseur le carré de ce coef-

(') Œuvres de Laplace, T. III. C'est dans ce Mémoire que Laplace a développé, pour
la première fois, les idées fondamentales des Livres XV et XVI do la Mécanique céleste;
plusieurs parties de ce Mémoire ont été reproduites par Laplace, presque sans chan¬
gement, dans sa Mécanique céleste; on les retrouvera au Tome V, pages 367-873, et
pages 424 et suiv.
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ficient et que l'on sait, d'ailleurs, devoir se détruire dans le résultat
final; en sorte que ce résultat étant la différence de quantités fort
grandes, il faut déterminer avec un soin particulier toutes les quantités
d'un ordre inférieur qui entrent dans cette différence, ce qui exige
des considérations délicates et minutieuses. La recherche, par cette
méthode, des inégalités lunaires dues à l'ellipticité de la Terre, re¬
cherche que j'ai publiée dans le Volume précédent de la Connaissance
des Temps, en offre un exemple. Les deux méthodes spéciales dont je
viens de parler ne considèrent point ces grandes quantités; elles ne
donnent que des termes qui ont pour diviseurs la première puissance
du coefficient du temps dans les arguments, et qui subsistent dans le
résultat final. Je vais déterminer par ces méthodes les inégalités lu¬
naires à longues périodes; mais, auparavant, je présenterai quelques
considérations nouvelles sur les formules de la variation des éléments
du mouvement elliptique, exposées dans le Supplément cité dont je
conserverai les dénominations.

I.

De la variation des éléments du mouvement elliptique.

Les équations (5) et (6) de la page 6 de ce Supplément supposent
que l'on néglige les carrés et les produits de p et de q\ ce qui revient
à les considérer comme infiniment petits. Mais il est facile d'étendre
ces équations au cas où ces quantités sont finies. En effet, imaginons
sur la surface d'une sphère deux arcs AC et BC, se coupant en G, dont
le premier représente un plan fixe infiniment peu incliné au plan de
l'orbite, représenté par le second arc BC. Représentons encore, par l'arc
BAM, un autre plan fixe formant avec AC un angle fini A. Nommons y'
l'inclinaison de l'orbite BC sur BM ou le supplément do l'angle CBM.
AC étant ce que j'ai nommé 0 dans le Supplément, et l'angle ACB étant
ce que j'ai nommé y, on aura, en désignant par tc le rapport de la cir¬
conférence au diamètre,

A + 7I — y'-\-y — -K + surface ACB.
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La surface sphérique ACB est, aux infiniment petits près du second
ordre, égale à y(i — cosO), et par conséquent égale à y — q, q dési¬
gnant dans le Supplément ycosO; on a donc

A-t-rc — y'-t-y=r7t + y — q;
ce qui donne

q—y'—A, dq — dy[.

On a ensuite, en faisant AB — /,
siny sin 9 = sin/ siny';

ce qui donne, en observant que y et/ sont infiniment petits, et que
y sinO est ce que nous avons désigné par p dans le Supplément cité,

dp — df siny'.

Nommons présentement 0' la distance du nœud B de l'orbite au point
fixe M, et faisons

p' — siny' sin6', q'— siny' cosô';

on aura, en observant que df— rfû',
dp' = dy' cosy' sind' -+- df siny' cos0',
dq' — dy' cosy' cosô'— df siny' sin 6'.

L'expression précédente de dp donne

df—4t-r,siny'

on a ensuite, par ce qui précède, df — dq; on aura donc
dp1 — dq cosy' sin9' + dp cos9',
dq' — dq cosy' cos Q' — dp sin 8'.

Si l'on substitue, au lieu de dp et de dq, leurs valeurs données par les
équations (5) et (6) de la page 6 du Supplément, on aura

an dt, ( . <JR a, dRdp' — — cosy' sinO' cosÔ'
v/i - e2 V ' dp dq

On a évidemment, en considérant successivement H comme fonction
de p' et de q', et comme fonction de p et de q,

dR , , dR , , dit , dit ,
■

d? P à? P+*jd,>-
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En substituant pour dp' et dq' leurs valeurs précédentes en dp et dq, et
comparant séparément les coefficients de dp et de dq, on aura

dR
a, dR . dR

-T—, COS Ô t—. Sln = "T— '
dp dq dp

dl\ , . ■ dR , 0. dR
-^7 cosy' sin 9' -+- cosy'cos 0' — -j--

Ces valeurs de — et de substituées dans l'expression de dp',
donnent

, , an dt , dR

rfp=-;/T=5C0S1'5?-
On trouvera de la même manière

, , an dt , dR

Ces équations sont rigoureuses et peuvent être substituées aux équa¬
tions (5) et (6) du Supplément.

On peut en conclure de cette manière les valeurs de df et de d()'.
Pour cela, on observera que

sin2y' — p"1 + q">, tan —

ce qui donne
dy' sin y1' cos y' = p'dp' -+- q'dq', dd' sin5 y' = q'dp' — p'dg'.

Substituant au lieu de dp' et de dq' leurs valeurs précédentes, on aura

dy' sin y' .=
an dt

\J i — e-

( i dR
AP0q'

, dR \
-*dP)

dR
^ /

w p *
dR , ,

tydq =
dR n

wia-
dR . ,

h
d/ y "

On a

En substituant pour c/ô' et dq' leurs valeurs précédentes, et en compa¬
rant séparément les coefficients de dp' et de dq', on aura

dR
__ dR cos0' dR sin6'

dp' dB' sin y' dy' cosy''
dR

_ dR sin(?' dR cos6\
dq' dO1 sin y' dy' cosy"

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET INÉGALITÉS LUNAIRES A LONGUES PÉRIODES. 233

d'où l'on tire
, dR , dR dR

r " ~

on a donc

p dq' ^dp'~ dô"

, , an dt dR
^

yh — e2 siny' àô'

On trouvera de la même manière

lnl andt ditdô' — —.

y/i — e2 siny' dy
De là il suit que l'on a

dR , , dR ,,,

0~d7 7 + dê^;
ainsi la fonction R est constante, eu égard aux variations de y' et de 0'.

Si l'on réunit ces équations aux équations (i), (2), (3), (4) de la
page 6 du Supplément cité, et si l'on désigne par y et 0 ce que nous
venons de désigner par y' et 0', on aura les six équations suivantes :

( 1 ) da — — 1 a- d R,

.

, , andt\J 1 —e2/ , ;\dR , 7, dit
(2) de =- ^ (1-v/i-e2)-^ + 2a*ndt^,

a\Ji — e1 f , 5\ Jr> , andt\Jr —e*dR
(3) de = (r V 1 6 / -h

e

. .. 7 andtJ 1 — e2 dR
(4) = — 5-5'

e de

, «« f/i dR(5) = ~7==r~- dë'\/i — e2siny
andt dR

(6) dô = — ,

\/i — e2siny dy

Dans la théorie des variations séculaires, il est plus simple d'em¬
ployer, au lieu des quantités e, u, y, 0, les suivantes, h, l, p, q, en
faisant

/i = esinsr, / = ecosro,

p — y sin 9, q = y cos 9.

Si l'on néglige les carrés et les produits de e et de y, eu égard à
OEuvres de L. — XIII. 3o
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l'unité; si l'on substitue pour n, -^, et si l'on observe qu'en n'ayant
a2

égard qu'aux variations séculaires on doit supposer d'il nul, les équa¬
tions (3), (4), (5) et (6) donneront les suivantes :

dh dR
mdi^a = -m-dî'

dl y- ditmTt^a = mdh>-

dp dit"ld^a = -'nà^>
dq dR

m -~\Ja= m -3-,dt dp

où l'on ne doit considérer dans une première approximation que la
partie constante de mR et dépendant de h, l, p et <7. Cela posé, si
l'on développe l'expression de 11 du n° 46 du second Livre, et si l'on
désigne par F la fonction

'i'-TTXy (p'-py-(Î'-Î>I
à ,[(a2-h a'2)(a,a') aa'(a, a')1'] . )Smm L J"'4 + »>j'

(a, a') étant la partie indépendante de 0, dans le développement de
(a2— saa'cosO -+- a2)2, suivant les cosinus de 0 et de ses multiples;
(a, a')* étant le coefficient de cosO dans ce développement et Smm'
désignant la somme de tous les produits des quantités m, m', m", ...,

multipliées deux à deux, on aura les équations suivantes :

dh r- dF
"lTt^a=~Ti'

dl dF
mdtVa= W

dp /- dF
m da =— -r—»

dt. v dq
dq /- dF

m -rr v a —dt dp
ih! n dF
dt*"— dl1'
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Ces équations sont les équations (À) et (C) des nos 55 et 59 du
second Livre de la Mécanique céleste. Lagrange a donné le premier les
équations (C), relatives aux nœuds et aux inclinaisons des orbites,
dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de 1774- J'ai donné les
équations (A) dans les Mémoires de la même Académie de 1772.
Toutes ces équations sont linéaires et facilement intégrables par les
méthodes connues; leur forme symétrique et fort simple m'a permis
de l'aire voir (Mémoires de l'Académie des Sciences de 1784) que leurs
intégrales ne renferment, par rapport au temps, ni arcs de cercle, ni
exponentielles, et qu'ainsi les valeurs de h, l, p, q, h', ... sont des
fonctions périodiques de sinus et de cosinus d'angles croissant avec
une extrême lenteur, en sorte que les orbites planétaires ont toujours
été et seront toujours presque circulaires et peu inclinées entre elles,
résultat très important en ce qu'il assure la stabilité du système solaire.
Il est facile de voir que les équations précédentes donnent

1n\Ja{hdh+ l dl) H- né \Ja' {lé dlé -+- V dl' )+... = o,

m\Ja(p dp -4- g dq) 4- m'\ja'{p'dp' 4- q1 dq') .. =0.

En les intégrant, on aura

e2 m\Ja -+- e'2 m'y/a' -+-.. .= C,

y2m\Ja + y'2m'\ja' +...— C'.

C et C étant des constantes très petites, il en résulte que e, e', ...,

y, y', ... seront toujours de très petites quantités. Lagrange, dans la
seconde édition de sa Mécanique analytique, observe que, si m' est très
petit par rapport à m, comme Mars relativement à Jupiter, dont il n'est
pas la centième partie, alors le terme e'2m'\Ja' sera toujours du même
ordre que edm^Ça, quoique e' croisse considérablement et devienneV'x
même égal à l'unité. Il en conclut que l'on ne peut être alors assuré
que e'2conservera toujours une très petite valeur qu'en résolvant l'équa¬
tion algébrique qui détermine les coefficients du temps dans les sinus
et cosinus des expressions de h, l, h', ..., et en s'assurant ainsi que
les racines de cette équation sont toutes réelles. Mais, si ce grand géo-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



236 VARIATIONS DES ÉLÉMENTS DU MOUV. ELLIPTIQUE

mètre eût considéré ce que j'ai dit dans les Mémoires cités de l'Académie
de 1784 et dans le second Livre de la Mécanique céleste, il aurait vu que,
sans recourir à cette résolution, je démontre que ces racines ne doivent
point renfermer d'imaginaires. En effet, h aurait alors une exponen¬
tielle de la forme t/fP. Soient </fQ, (/'P', e^Q', ..., les exponentielles
correspondantes de /, h', V, l'équation précédente en e2, e'~, ...

donnera
e2/ï[(p2+ Q«)my£ + (P«+ Q't)m>fâ+.. .]+...= c.

En supposant eft, la plus grande des exponentielles des valeurs de h,
l, h', ..., on voit que le premier terme du premier membre de cette
équation ne peut être détruit par les suivants, d'où il suit que P, Q,
P', ..., sont nuls, et qu'ainsi toutes les racines de l'équation dont nous
venons de parler sont réelles. C'est ainsi que dans les Mémoires de
/'Académie de 1784 et dans la Mécanique céleste, j'ai conclu des équa¬
tions précédentes entre e2, e'-, ..., y2, y'2, ..., auxquelles je suis
parvenu le premier, la stabilité du système solaire et des systèmes de
satellites. J'ai observé de plus, dans le Livre VI de la Mécanique céleste,
que la grande inégalité de Jupiter et de Saturne n'altère point cette
stabilité, quoiqu'elle produise des quantités très sensibles dans les
expressions des variations séculaires des éléments.

Eulcr, Clairaut et d'Alcmbcrt appliquèrent, les premiers, l'analyse
aux perturbations des mouvements célestes, que Newton n'avait consi¬
dérées que d'une manière synthétique et imparfaite. Mais, ce qui est
très remarquable, ils trouvèrent, tous les trois, des résultats de la
théorie contraires aux observations. Euler, dans sa pièce sur Jupiter
et Saturne, qui remporta le prix de l'Académie des Sciences de 1748
et qui parvint au secrétariat de l'Académie le 27 juillet 1747» donna
les équations différentielles du mouvement de trois corps qui s'attirent
suivant la loi newtonienne. En les appliquant au mouvement de
Saturne troublé par l'action, de Jupiter et cherchant à les intégrer, il
rencontra une grande difficulté dans le radical qui exprime la distance
rectilignc des deux planètes. Il parvint, par une savante analyse, à le
développer dans une série de cosinus d'angles multiples de leur élon-
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gation mutuelle, série que les intégrations rendent fort convergente,
ce qui est d'une grande importance dans la théorie des perturbations.
Les résultats de son analyse, réduits en nombres, lui donnèrent, dans
le mouvement de Saturne, une inégalité considérable dépendant de
l'excentricité de l'orbite de cette planète, mais affectée d'un signe
contraire à celui que les observations indiquaient. Ayant refait son
calcul, il n'y trouva point d'erreurs, et il en conclut que l'attraction
newtonienne ne suffisait point pour représenter les observations.
Dans les recherches que je communiquai à l'Académie, le 10 mai 1786,
et qui ont paru dans le Volume de ses Mémoires de la même année,
j'ai repris, avec tout le soin nécessaire, la théorie générale de ces
deux planètes; non seulement j'ai rectifié l'erreur d'Euler, niais j'ai
trouvé, dans les termes dépendant des carrés et des cubes desNixccn-
tricités, les plus grandes inégalités qui affectent leurs mouvements,
et spécialement la grande inégalité dont la période est d'environ neuf
siècles, et qui explique les anomalies singulières que les observations
présentaient dans ces mouvements. Au moyen de mes formules,
M. Delambrc, et tout récemmentM. Bouvard, ont construit des Tables
de Jupiter et de Saturne qui satisfont à toutes les observations
anciennes et modernes, avec la précision des observations elles-
mêmes.

Dans l'année 1747» mais après la réception de la pièce d'Euler,
Clairaut et d'Alembert communiquèrent à l'Académie leurs solutions
du problème des trois corps qu'ils appliquèrent d'abord au mouvement
de la Lune. La différence de leurs méthodes, soit entre elles, soit avec la
méthode d'Euler, ne permet pas de douter que ces trois grands géo¬
mètres aient résolu à la fois ce problème. Clairaut et d'Alembert
tirèrent aisément de leur analyse la variation que Newton avait déter¬
minée par la synthèse d'une manière ingénieuse, mais pénible; l'évec-
tion beaucoup plus grande que la variation, et que Newton n'avait pas
même essayé do rattacher à son principe, découle de leurs solutions,
ainsi que les autres inégalités lunaires, ce qui montre la grande supé¬
riorité de l'analyse sur la synthèse. Mais ils s'accordèrent tous les deux
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à trouver, par une première approximation, le mouvement du périgée de
l'orbe lunaire pins petit de moitié que suivant les observations, ce qu'il
était facile de conclure du second corollaire de la proposition 45 du
premier Livre des Principes de Newton. Clairaut pensa qu'il fallait
ajouter à la loi newtonienne un nouveau terme qui, diminuant dans
une plus grande raison que le carré de la distance, est sensible pour
la Lune et devient insensible pour les planètes. Cette idée fut vivement
combattue par Buffon qui chercha, par des raisons métaphysiques, à
établir que la loi de la gravitation universelle no pouvait être exprimée
que par un seul terme. Clairaut, en cherchant à déterminer ce qu'il

»

jugeait devoir y ajouter, reconnut que la seconde approximation donne,
à fort peu près, la seconde moitié du mouvement du périgée, ce qui a
été confirmé depuis par les recherches des géomètres qui sont enfin
parvenus à ramener toutes les inégalités lunaires au seul principe
général de la pesanteur et à former, d'après ce principe seul, des
Tables lunaires aussi exactes que celles que l'on a déduites des obser¬
vations combinées avec la théorie.

Les arcs de cercle, que la suite des intégrations introduit, ont em¬
barrassé les géomètres qui ont appliqué l'analyse aux perturbations
des mouvements célestes, et les moyens qu'ils ont imaginés pour les
faire disparaître sont une des parties les plus intéressantes de l'Astro¬
nomie théorique. L'un de ces moyens consiste à considérer l'orbite
comme une ellipse variable, dont le périgée et les noeuds ont des mou¬
vements uniformes. En substituant les coordonnées de cette ellipse
dans les équations différentielles du mouvement troublé, on détermine
ces mouvements de manière que les termes qui peuvent introduire des
arcs de cercle se détruisent. Clairaut a, le premier, employé, dans la
théorie de la Lune, ce moyen qui devient insuffisant dans la théorie des
planètes. Euler, dans sa seconde pièce sur Jupiter et Saturne, qui rem¬

porta le prix de l'Académie des Sciences de 1702, imagina de consi¬
dérer l'équation du centre comme formée de deux autres. Il supposa
donc la partie variable du rayon vecteur de l'astre troublé exprimée
par deux termes, dont l'un se rapporte à un périgée mobile et l'autre à
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un second périgée mobile. Il supposa pareillement la partie variable
du rayon vecteur de l'astre perturbateur exprimée par deux termes
semblables rapportés aux deux périgées précédents. En faisant ensuite
les substitutions de ces rayons et des mouvements qui en résultent,
dans les équations différentielles des mouvements troublés, il déter¬
mina les mouvements des périgées de manière à faire disparaître les
termes qui pouvaient introduire des arcs de cercle, ce qui le conduisit
à une équation du second degré, dont les racines sont les coefficients
du temps dans l'expression de ces mouvements. Un calcul inexact lui
donna des racines imaginaires, et l'on vient de voir qu'elles sont toutes
réelles, quel que soit le nombre des planètes. Ce grand géomètre ne
s'est plus occupé de cette méthode, dont il ne paraît pas avoir senti
l'avantage et qui conduit d'une manière beaucoup plus simple à la
théorie générale des variations séculaires que l'analyse profonde em¬
ployée par Lagrange dans sa théorie des satellites de Jupiter. La con¬
sidération d'une double équation du centre conduisit Euler à une iné¬
galité dans les mouvements de Jupiter et de Saturne, dont l'argument
est la distance angulaire des deux périgées, et qui, acquérant par l'inté¬
gration, pour diviseur, le coefficient du temps dans cet argument,
devient très considérable. En la développant en série, par rapport aux
puissances du temps, le premier et le second terme de cette série se
confondent l'un avec l'époque de la longitude et l'autre avec le moyen
mouvement. Le troisième terme donne une inégalité dans ce mouve- .

ment, proportionnelle au carré du temps, la même pour Jupiter et pour
Saturne et additive à leur longitude moyenne, ce qui est contraire aux
observations. Lagrange obtint ensuite, dans le Tome IV des Mémoires
de Turin, des résultats qui leur sont plus conformes. Frappé de ces dif¬
férences, j'examinai do nouveau cet objet, et en apportant le plus grand
soin à sa discussion je parvins à la véritable expression analytique
du mouvement séculaire des planètes. En la développant, je reconnus

qu'elle était identiquement nulle ; d'où je conclus que les moyens mou¬
vements des planètes et leurs distances moyennes au Soleil sont inva¬
riables, du moins quand on néglige les quatrièmes puissances des
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excentricités et des inclinaisons des orbites et les carrés des masses

perturbatrices, ce qui suffit aux besoins actuels de l'Astronomie.
La variation des éléments arbitraires fournit un moyen ingénieux de

l'aire disparaître les arcs de cercle et de déterminer les inégalités des
mouvements célestes. Déjà Newton avait déterminé les inégalités du
mouvement de la Lune en latitude, produites par l'action du Soleil, en
considérant comme variables la position des nœuds de l'orbite lunaire
et son inclinaison à l'écliptique. Euler, dans sa pièce sur les pertur¬
bations du mouvement de la Terre, couronnée par l'Académie des
Sciences en 1756, étendit cette considération à tous les éléments du
mouvement elliptique; il donna les expressions différentielles de ces

éléments dépendant des forces perturbatrices et il les appliqua au
mouvement de la Terre. Ces expressions se rapportent à toutes les
inégalités périodiques et séculaires du mouvement troublé. Mais, l'in¬
tégration directe des équations différentielles qui déterminent le rayon
vecteur, la longitude et la latitude, donne des expressions des inéga¬
lités périodiques beaucoup plus simples et plus commodes pour la
formation des Tables. 11 était donc utile de faire disparaître, des inté¬
grales, les arcs de cercle que l'intégration introduit alors. Pour cela,
je considérai que ces arcs viennent du développement en série des
constantes arbitraires; en augmentant donc, dans les intégrales, cha¬
cune de ces constantes d'un terme égal au temps multiplié par la
différentielle de cette constante supposée variable, divisée par l'élé¬
ment du temps, la comparaison des termes multipliés par le-temps
donne, entre ces constantes et leurs différentielles, autant d'équations
qui, étant intégrées, déterminent ces constantes en fonctions de sinus
et de cosinus d'angles croissant avec une extrême lenteur. Ces fonc¬
tions étant substituées dans les intégrales au lieu des constantes, on
peut effacer do ces intégrales les termes dépendant des arcs de cercle
et de leurs diverses puissances. Tel est le moyen que je proposai dans
les Mémoires de l'Académie des Sciences des années 1772 et suivantes,
et que j'ai exposé dans le n° 45 du second Livre de la Mécanique
céleste.
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Lagrangc fit la remarque importante que les forces perturbatrices
des diverses coordonnées des mouvements planétaires sont les diffé¬
rences partielles d'une même fonction. En reprenant ensuite la consi¬
dération de la variation des éléments arbitraires, il parvint à l'ex¬
pression différentielle du grand axe donnée par l'équation (i), et il
démontra ainsi, d'une manière aussi élégante que générale, l'invaria¬
bilité des distances moyennes des planètes au Soleil et de leurs moyens
mouvements, résultats auxquels j'étais parvenu en portant l'approxi¬
mation jusqu'aux troisièmes puissances des excentricités et des incli¬
naisons inclusivement. J'observerai ici que l'expression de d^, donnée
par Euler dans sa pièce couronnée en 1756, coïncide avec l'équa¬
tion (1) lorsqu'on prend pour plan de projection celui de l'orbite de
la planète troublée à une époque fixe; alors la latitude dé cette planète
devient do l'ordre des forces perturbatrices, et en négligeant, comme
on le fait ici, le carré de ces forces, il est facile de s'assurer que l'ex¬
pression d'Euler revient à l'équation (1). Mais cette propriété remar¬

quable de d^> d'être une différence exacte de R par rapport aux coor¬
données de la planète troublée, se montre avec évidence lorsqu'on
emploie, dans la décomposition des forces, les différences partielles
de 1t.

Il était intéressant d'exprimer, d'une manière semblable, les autres
éléments du mouvement elliptique, et mes recherches sur cet objet me
conduisirent au système des équations (1), (2), (3), (4), (5) et (6),
que je présentai, le 17 août 1808, au Bureau des Longitudes. Dans
la même séance, Lagrangc lui communiqua une savante analyse par

laquelle il exprimait la différence partielle de R, prise par rapport à
chaque élément, par une fonction linéaire des différences infiniment
petites des éléments, et dans laquelle les coefficients de ces différences
ne sont fonctions que des éléments eux-mêmes. En déterminant au

moyen de ces expressions les différences de chaque élément, il parvint
ensuite aux mêmes équations que j'avais trouvées. La propriété remar¬
quable des coefficients des différences partielles dans ces équations

Œuvres de L. — XIII. 3l
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de n'être fonctions que des éléments est très utile pour les approxima¬
tions, et j'en ai conclu facilement le beau théorème auquel M. Poisson
était parvenu le premier sur l'invariabilité des moyens mouvements,
en ayant égard aux carrés et aux produits des masses perturbatrices.
Lagrange a étendu son analyse au mouvement des corps solides et
généralement d'un système de corps liés entre eux d'une manière
quelconque. Ces travaux des dernières années de ce grand géomètre
doivent être mis au rang do ses plus belles productions et montrent
que l'âge n'avait point affaibli son génie. M. Poisson a publié plusieurs
savants Mémoires sur cet objet., et il a été conduit pour le mouvement
des corps solides à des équations de la même forme que pour les
points libres, ce qui établit l'analogie de tous ces mouvements.

Dans le Supplément cité du troisième Volume de la Mécanique cèlesle,
j'ai conclu des équations précédentes (i), (2), (3), (4), (5), (G)
que, en désignant par la caractéristique 0 les variations relatives aux
forces perturbatrices, la valeur de £lt est nulle dans une première
approximation, en n'ayant égard qu'aux variations séculaires. Mais,
dans la théorie de la Lune, il est nécessaire de porter plus loin les
approximations. Si l'on désigne par mt le moyen mouvement du Soleil,
celui de la Lune étant représenté par t, la force perturbatrice du Soleil
et, par conséquent, 11 seront de l'ordre m-. Les termes de R, qui ne

dépendent que de l'angle mt, acquérant par l'intégration le divi¬
seur m, leurs expressions deviennent de l'ordre m. Ces termes, dans
une seconde approximation, donnent un terme de l'ordre m3 dans
l'expression du mouvement du périgée lunaire, et il arrive que ce
terme est à fort peu près égal à celui de l'ordre m- donné par une pre¬
mière approximation. De là résulte la nécessité d'une seconde
approximation de la valeur de oit.

Je vais maintenant conclure de ces équations que, dans la théorie
lunaire, les inégalités à longues périodes, dont les arguments sont
supposés ne varier qu'en vertu des changements fort lents du périgée
et du nœud de l'orbite lunaire, disparaissent de l'expression de IL Pour
rendre plus claire mon analyse, je vais l'appliquer à l'inégalité à
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longue période, dont l'argument est le double de la distance angulaire
du périgée au nœud de l'orbite de la Lune.

— R est, dans ce cas, ce que j'ai nommé Q dans le n° 1 du Livre VII
de la Mécanique céleste, et en négligeant, comme on peut le faire ici,
les termes dépendant de la parallaxe du Soleil et de l'excentricité de
son orbite, on a, par le n° 3 du Livre cité,

rv\P> /*2
Q = —^— [i — 3s2 + 3(i — s'2) cos(2e -2c')]=— R.

Je suppose II développé dans une suite ordonnée par rapport aux

puissances et aux produits de e et de y, et qui, en ne considérant que
les termes constants ou dépendant seulement du mouvement du
Soleil, soit

M m2 -1- II m- e2 -+- II' m2 y2 -+- L m2 e2 cos ( 2 mt — i m )
-h L'm2 y- cos (2 mt — 2 0) + P w.2e2y2 cos(2ïïj — 2 0)+....

En négligeant les termes de l'ordre m\ on peut négliger les termes du
développement dépendant du moyen mouvement de la Lune, parce que
ces termes ne produisent que des termes de' l'ordre m2 dans les varia¬
tions des éléments, comme il sera facile de le voir par l'analyse sui¬
vante; il n'en résulte donc, dans R, que des quantités de l'ordre m''.
En substituant pour R le développement précédent, dans les équations
différentielles des éléments, et faisant, pour simplifier, a et n égaux à
l'unité, on aura

de — m3dt[ieh sin (2 mt — 2rn) — 2 ey2 P sin (257 — 2 0)],
drn — — m3dt\2H h- 2L cos(2mt — 2tn) h- 2y2 P cos(257 — 2 0)],

dy — m3 dt[iy\d sin(2m£ — 20) -+- 2e2y P sin (257 — 20)],
dO — — m3dt^ihM + 2L' cos(2mt — 20) h- 2e2 P cos(257 — 2 0)]-

Je néglige, dans l'expression de de, le terme dépendant de c/R, parce

qu'il est de l'ordre e2 par rapport au suivant et parce que l'on peut
supposer ici d'il nul. Ces expressions différentielles donnent, en les
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intégrant et désignant par la caractéristique S, les variations
m^eL i)i~ G"/" Pde — : cos(2mt — 2 et) 4 —■ cos(2,srt— 2et),

m -h c — 1 g — c

77%^ P V2 772" L
ctar — — 2 m2 Hit — sin(2^f — 2 et) sin(2/?îi — 257),

g — c ^ 0 ' m-x-c — i '
s ift'yL' . msesyP ,

oy =— 1 cos ( 2 7?l£ — 20) -— cos ( 2 ■£?*£ J— 2Cf),'
m + g — i K ' g — c v "

7)i2 p />2 7??^ T/
00 =— 2 7«2H'< sin(2£-ï — 2 et) — sin (2/nt — 20).

g — c m-h g — 1

Nous avons substitué, dans les termes dépendant de l'angle 20 — 20,
(1 — c)t pour ci et (1 —g)t pour 0, en vertu des équations

t — m — et, t — 0 = gt.

Il est nécessaire ici de porter plus loin l'approximation des valeurs
de Se, ou, Sy et S0, en substituant ces premières valeurs dans les
expressions différentielles des éléments. Si l'on désigne par o'e et S'y
les parties de Se et de Sy qui dépendent de l'argument 2gt— 2 cl, ou
iu — 2O, on voit facilement que l'on aura à très peu près, dans Se, les
deux termes

(« + 0'e)L/7i2 - m?ey-P ,

COS(2 7»i — 2TO — 2Cto) H 1— cos (2 — 2 et),
m H- c — 1 v ' g — c K 0

et, dans Sy, les deux termes

(y 4- è'y)L'm* a mieîy P ,
_ il il cos(2mt — 2 0 — 2 00) -— cos(2gt — 2et);

m 4- g — 1 g — c

on aura ensuite, dans Set, le terme proportionnel au temps

2\?m'>t
— 2II m21 + —,

m + c — 1

et, dans S0, les termes
2 L'2 m4 £

2 H' /m2 £ 4-
771 -+- S — I

Ces termes proportionnels au temps donnent les mouvements du
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périgée et des nœuds, en sorte que l'on a

2 L2 ;?z4
i —c = — 2 m"1 II 4-

I — g = — 2 7?72 II' -h

m 4- c — i

2 L'2 m4

m -h g — i

Maintenant, on peut donner à l'expression précédente de H cette
forme

M m? 4- II /}i2(e 4- de)2 -+- H'm2(y 4- ây)2
4- L mï(e -i- cïe)2 cos (2 mt — ixs — 2 fe)
4- L'7?z2(y + §y)2 cos(2mt — 2O — 250 )
4- P 77^2e2y2 cos(2g-£ — 2Ct) +....

Le terme IIm2(e 4- Se)2 donne, par la substitution de la valeur de Se,
le suivant, 2ÏIm2eS'e, ou

2lle2y2m4 , ,P COS(2^ — 2Ct).
g—C

Le terme L(e 4- Se)2 m2 cos(2mt — 2® — 2Sw) donne, en substituant
pour Se sa valeur,

2L 2 7726e2y2P ,
— —— -t

. C0S(2£t — 2C<).(777 4-C — l){g — C) ° '

Si l'on réunit ce terme au précédent, on aura

(x — cle'ï'Pm' .
— - -— cos(2 gt— 2 et).

S — c

On trouvera de la même manière que les deux termes

ll'inï{y 4- <5y )2 et L'7?i2(y 4- ôy)2 cos(2/n« — 2 d — 2§d)

de l'expression de R produiront le terme

4- ^ ~ e2y2P rri1 cos( 2gt — 2 et).

En le réunissant au précédent, on aura le terme
— e2y2P/?72cos(2g-£ — 2 et),

qui détruit le terme rysPm2 cos(zgt — ict) de l'expression de R.
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L'inégalité dépendant de l'argument igt — ict disparaît donc de cette
expression, en portant même l'approximation jusqu'aux quantités de
l'ordre ms. La même analyse s'étend généralement aux inégalités
lunaires à longue période, dont l'argument ne dépend que des éléments
du mouvement lunaire, ou n'est censé varier que par la variation de ces
éléments.

En intégrant, relativement à ce genre d'inégalités, l'équation diffé¬
rentielle (i), on a ~ = R; on a de plus n-a3 = i; ainsi ces inégalités
disparaissent, comme dans R, des expressions de a et de n.

Les résultats précédents donnent lieu à une considération impor¬
tante pour les calculs suivants. Le développement de 11 donne

d'où l'on tire

ce terme est égal à 0,790; ce qui ne diffère de l'unité que de 0,21, ou
d'un cinquième, à fort peu près. Cette valeur considérable du second
terme de l'expression de 1 — c, en série, change considérablement les
diviseurs très petits dans lesquels cette expression entre, et par consé¬
quent les inégalités à longue période que ces diviseurs rendent sen¬
sibles. 11 faut donc, dans le calcul de ces inégalités, porter, comme dans
celui de 1 — c, la précision jusqu'aux termes de l'ordre m3. C'est ce

que nous allons faire.

Le terme '' quoique de l'ordre m, est peu différent de

3
l'unité; car 1 — c étant à fort peu près ~m2> m étant égal à 0,0748,
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II.

De l'inégalité lunaire dont l'argument est le double de la distance
angulaire du périgée au nœud de l'orbite.

Je vais déterminer cette inégalité par la méthode du second Chapitre
du Livre YIÏ de la Mécanique céleste : je conserverai les dénominations
de ce Livre et du second Livre du même Ouvrage. La formule (T) du
n° 46 de ce second Livre.peut être mise sous la forme

2d2(r §r) — d(dr Sr) -+- dP (z f3 e?R +1 3.r ^ §,-\
(A) dèv — f-f — — -•

r- dv

Je supposerai ici l'orbite lunaire très peu inclinée à I'écliptique, et que
la caractéristique S est relative à son inclinaison, dont je négligerai les
puissances supérieures au carré. On peut, dans cette formule, suppo¬
ser r- dv proportionnel à l'élément du temps. Cette proportionnalité a
lieu, même en ayant égard aux termes de l'ordre m, de r et de v, m étant
comme ci-dessus le rapport du moyen mouvement du Soleil à celui de
la Lune; car ces termes, que l'intégration réduit à l'ordre m, ont des
arguments qui ne diffèrent de v que de quantités de l'ordre m-, on peut
donc les considérer comme autant de petites équations du centre, qui,
comme l'on sait, ne troublent point la proportionnalité de l'aire ~ r2 dv,
décrite par le rayon vecteur, à l'élément du temps. On s'assurera direc¬
tement de ce résultat de cette manière. Reprenons l'équation du n° 46
du second Livre :

r* dv2 rd2r u.
—-j—z— = ——- — -H cR •dll dt- r

En désignant par o' les perturbations, on aura

z, r'1 dv2 d23'r 3 r*d2r&lS
~dd~ = ' HT + a r + f* * r + r R '

En ne considérant que les termes de l'ordre m et observant que R' est
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de l'ordre m2, et que les termes de l'ordre m de S/'ont des arguments
dont la partie variable diffère très peu de t\ en prenant pour z le moyen

mouvement de la Lune, ce qui donne, à fort peu près, dJt2' — —
on aura, en négligeant les termes de l'ordre m2,

. r4 dv* /„ d*r \
~dtT ~ \ 5F _ '

or, la supposition de t égal au moyen mouvement de la Lune donne
dp t*

p. = i, et le facteur 3r2^—r3 ■+- i est nul aux quantités près de
l'ordre e2 ; on a donc

a, dv*

ainsi l'on peut supposer que r2 dv reste, en vertu des perturbations, à
fort peu près égal à cit.

Nous observerons ensuite que, relativement aux inégalités à longues
périodes, §R est nul par l'article précédent. En négligeant donc, comme

• 2 dP ( T $F \
on le peut à l'égard de ces inégalités, ——-, la formule (A) prend
cette forme très simple,

,, d(drdr) , / , dl\ dit , \(a) dôf> = —, -+rff(2d./-^ r-Sr :dt \ or dr )

— R est ce que nous avons nommé Q dans le n° 1 du Livre VII; et
en négligeant, comme on peut le faire ici, les termes dépendant de la
parallaxe et de l'excentricité solaires, on a, par le n° 3 du Livre cité,
— Q ou R égal à

ifl 2 /*2

^— [i — 3s2 4- 3(l — S*) C0S(2C — 2 (>')];
ce qui donne

dR .

dF ~
et par conséquent

ad.r■— =4ÔR = o.
dr

La formule (a) devient ainsi
d(drêr) , m*r§rr „ , ,

:

—rfi + dt [I4-3C0S(2C — 2C')].
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L'équation

donne

la fonction

,.2_ I±1

êu s ês
ror = h -

m2 dt.r §r r „

[i + 3 cos(2e — 2 e')]
2

devient donc, en y substituant pour cil,

,,, m2 dv ( §u s §s(b) —
/ du s§s\

\ V J CI + 3cos(2(2-2(' )]•
Si l'on désigne par A(24> le coefficient de ey2cos(2gv — cv), dans
l'expression de 8u; par A(40) le coefficient de e2y2 cos(2gv — 2cv), dans
la même expression; et par B(l3) le coefficient de ye2 sin(2ce — gv),
dans l'expression de os, tous ces coefficients devenant de l'ordre m"
par leurs diviseurs, il est facile de voir que la fonction

2

donne le terme

m- (ou.
1

\ m» IF)

ni1 dv A(24) — d A(40)4- j B(13)^ e2y2 cos(2#v — 2 cv).
Le coefficient 2g — 2c de l'angle v dans l'argument de ce terme, deve¬
nant diviseur en vertu de l'intégration, et la valeur de c, dans ce très
petit diviseur, étant doublée par les termes de l'ordre ni3, comme on
l'a vu ci-dessus, il est nécessaire, pour pouvoir employer ce diviseur,
d'avoir égard aux termes de l'ordre m3. Les termes de cet ordre sont
produits par le développement de la fonction

. . 3m* dv ( du s os\
(c) J H J- ) COS(2f>— 2e').

En désignant par A(,) le coefficient de ecos(2p — imv — cv), dans
l'expression de u, A(" étant, comme l'on sait, de l'ordre m, on trouve

OEuvres de L. — XIII. 32
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facilement que la fonction précédente, en y substituant me au lieu de v',
ce que l'on peut faire en négligeant les termes de l'ordre m", produit
le terme

12 A(,) A(24)m2 dve2y2 cos(2gv — ce).

Si l'on désigne par A(22) le coefficient de ey2 cos(2e — imv -hev — 2gv)
dans l'expression de 8u, on trouve encore que la fonction (c) produit
le terme

ID

-g- A(22) m2 dve2y2 cos(2gv — 2ce).

11 nous reste à considérer les termes du développement de la fonc¬
tion (c), dépendant de os. En désignant par B(0,y sin(2e — 2me — gv)
le terme de £s dépendant de cet argument, B(0) étant de l'ordre m, la
fonction (c) produit le terme de l'ordre m3

15
— B<°>m2 dve2y* cos(2£-e — 2ce).

Si l'on désigne par B() l)e2y sin(2e — imv — 2ce -h gv) la partie de 8s
dépendant de cet argument, la fonction (c) produit le terme

3
—

g B(11)m* dve2y2 cos(2^e — 2ce).

En réunissant tous ces termes, le développement de la fonction (b)
produit le terme suivant, dans l'expression de d8v,

m2 dv (~ A<24>- - A^°>-+- yB'") + *4- A^'A'24)\4 2 4 8

+ ~ A'22' + B'°) - | B"1^ e2y2 cos [p>gv -2 cv).
Pour avoir la valeur de d8v, rapportée à l'écliptiquc, il faut, par le
Chapitre II du Livre VII, ajouter à la valeur de dv sur l'orbite la fonction
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En substituant dans cette fonction, au lieu des,

y singe -+- B<13'e2y sin(2ce — gv),

on aura à très peu près, dans dSv, les termes

(i — c)B(l3>e2y2 dv cos(2gv — 2 ce) — ^ y2 dv C0S2ge.

En réunissant ces termes au terme (e), en intégrant et observant
* 3

que x — c est à fort peu près égal à - m2, on aura dans Se les termes

J A(2'°- - A<40' + l B<13) h- A'1' A(»J
ig — ic\k 248

-+- A(22,+ B(0) — k B'uA e2y2 sin(2gv — 2cc),
O 10 O /

I
, .

— 7y2 sm2ge;
4

les valeurs de e et de Se étant ici rapportées au plan de l'écliptique.
d1 ' § a*

La formule (a) donne encore, dans dv, le terme — —ou à fort peu
? ^ x

pr£s tj~' y substituant pour du, — c</esinee, et pour Su,
A(2/,)eY2 cos(2gv — cv), on aura le terme

— b A<24'e2y2 sin(2gv — 2ce),

qu'il faut ajouter aux précédents. Nous observerons ici que l'on peut,
dans l'argument 2gv — 2cv, changer v en t. En substituant, dans le

i 5
terme — ^Y2siti2gv, au lieu de v, t + 2esinci + sin2c£, il en
résulte le terme

3
—

16 sin (2gf 2ct) ;

on aura donc par la réunion de ces termes la valeur de l'inégalité dépen¬
dant de l'argument igt — 2et, dans l'expression de la longitude vraie
de la Lune, rapportée à l'écliptique. Pour réduire en nombres cette
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valeur, j'emploierai les valeurs suivantes que M. Damoiseau a déter¬
minées dans sa pièce sur la théorie de la Lune :

A(1) =0,202461, A(22) = — o,o468o,
A(24) = — o,7255o8, A(40> = — 0,72857,
r(») =0,0284888, b<1') = 0,003991, rus)— 0,475745.

Ces valeurs, et les valeurs connues de c, g, e, y et m, donnent
+ o",82 sin(2gt — 2 et)

pour l'inégalité dont il s'agit, ce qui diffère de 1" environ de l'inégalité
-h i",9 sin(a£-i — 2 et)

que M. Burckhardt a déduite des observations.
Je n'ai point eu égard à cette inégalité dans la théorie de la Lune,

exposée dans le Livre VII de mon Traité dé Mécanique céleste, parce que,
ne me proposant que d'avoir les inégalités lunaires jusqu'aux quantités
du troisième ordre inclusivement, j'ai regardé l'inégalité précédente
comme étant du quatrième, ce qui résulte du n° 5 du Livre VII. En
effet, si l'on considère, ainsi que dans le Chapitre VIII du Livre 11,
l'orbite troublée par les forces perturbatrices, comme une ellipse dont
tous les éléments sont variables, 011 voit clairement par le même
Chapitre que les éléments ne peuvent acquérir pour diviseurs que la
première puissance du coefficient du temps dans les inégalités. Mais,
pour repasser de l'expression du demi-grand axe à celle de la longitude
moyenne, il faut une nouvelle intégration qui reproduit ce diviseur et
l'élève au carré. Si l'argument de l'inégalité ne dépend que des éléments
du mouvement de l'astre troublé, on voit par l'analyse du même Cha¬
pitre que le diviseur n'affecte point cette inégalité dans l'expression du
demi-grand axe, et qu'ainsi il n'est élevé qu'à la première puissance
dans l'expression de la longitude moyenne et, par conséquent, aussi
dans l'expression de la longitude vraie; en supposant donc que ce
diviseur soit de l'ordre de la force perturbatrice, le coefficient de l'iné¬
galité ayant cette force pour facteur, il ne changera point d'ordre par
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les intégrations. Dans l'inégalité précédente, ce coefficient est de
l'ordre e2y2, ou du quatrième ordre; il sera donc du même ordre dans
l'expression de la longitude. Tout ce raisonnement est si simple que
j'ai dû l'abandonner à l'intelligence du lecteur.

III.

De l'inégalité lunaire dépendant de la distance angulaire des périgées
du Soleil et de la Lune.

J'ai déterminé cette inégalité par la méthode précédente et par celle
de la variation des éléments. Je suis parvenu au même résultat par ces
deux méthodes; mais, pour donner une application de la seconde, je
vais déterminer, en la suivant, la valeur de l'inégalité dont il s'agit. En
conservant toujours les dénominations du Livre YII de la Mécanique
céleste, la partie de Q dont cette inégalité dépend est, par le n° 3 de
ce Livre,

lïlr II'
-g 3-13 cos(e — v') 5 cos(3e — 3e')].

En faisant donc toujours a — 1, la partie correspondante de R est

77Î.2 7'3
—

g—, jp,y[3cos(e —$>')-+-5 cos(3e —3e')].
w

Considérons d'abord le premier de ces deux termes. En y substi¬
tuant 1 — ecos(t — ct) au lieu de r, t + 2esin(f — rs) au lieu de v,

1 —e'cos{mt — ur) au lieu de et mt2e'ûn(mt — ■&') au lieu
de d, on aura dans R le terme

15 1 *
-F m2 -7 ee' cos ( œ — m' ).16 a x '

*

Pour porter l'approximation jusqu'aux termes de l'ordre m3, on obser¬
vera que, par le Livre VII, l'action du Soleil augmente m, ou de la
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quantité
A'/'e cos(< — 2mt -+- ht) -+- A\s)ee' cos (t — ml -hxa — m')

-+- A i9,ee'cos (t — mt — w -t- ro').

Ces termes peuvent, à cause de la petitesse de m, être considérés comme
autant d'équations du centre, qui produisent dans la longitude v de la
Lune les termes

2A(,1,e sin(f — mit -+- m) + 2 A(16'ee'sin(f — mt + xs — xs')
-t- 2 A(!9)ee'sin(£ — mt — et + xss') ;

il faut ajouter à ces termes celui-ci : — C'/'Vsin(ra7 — tj'). De là
résulte, dans R, le terme de l'ordre m3

La partie entière de R, relative à cos(u — u'), et dépendant de la pa¬
rallaxe du Soleil, est ainsi

mais la partie de R, indépendante de la parallaxe du Soleil, peut pro¬
duire un terme semblable, en y substituant pour r et c les termes
dépendant de cette parallaxe. Désignons par m3r2Q' cette partie de R;
on aura

en désignant par X le terme précédent (/). En désignant donc par la
caractéristique § la variation relative à cette parallaxe, et observant
que la partie de R qui en dépend a pour facteur r3, on aura

(/)

II = m-r*-Q'+ X,

<LR = <5.™V2Q' + X;

2«s j- = 4«w2''2Q'-+- 6aX;
partant

2 d. a?
-j-- = 4<5.a»i2 /'!Q' -1- 6aX — 4<L«R-H2aX.
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Mais on a
ô.all = a 3R 4- R Sa;

et par l'article I on a, aux quantités près de l'ordre m\ Sa et oR nuls
relativement aux inégalités à longues périodes; on a donc, en faisant
toujours a — 1,

, 2^R v20.a2 -r— = 2 X.
oa

Considérons maintenant l'équation différentielle (2) de la longitude
de l'époque, elle donne

dSi = — dlS- ™ -h 2 dtS.a2'-^-;2 de oa

<9Ril faut déterminer S.e-^- En substituant pour R sa valeur précédente,
on a

<9R
de

soit, en négligeant les puissances de e supérieures à e2,

TO2r2Q/_ mï jj eW-\- m2e2H";
on aura

R = m2 11 4- m2 e II' + m2 e2 H" + X,

S [e = m*à.eH' + amM.e'H";
mais l'expression de R donne, en vertu de l'équation 8R = o,

m'2S.e2II" = — m2 <511 — S.m2eH'— X;
on aura donc

Q<)] =-2ffîSÔH-mSâ-eH'~2X.
Par le n° 3 du Livre VII on a

111 '
;wV2Q' = [l + 3 C0S(2 V— 2 e')];
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ainsi II contient un terme de la forme

ni1 L c0s(2 t — 2mt — 2£ h- 2s').

Ce terme varie à raison de la variation Sz, et sa variation est

Mais il est facile de voir, par l'inspection seule de l'expression de Sz
de l'équation (2) de l'article I, que la partie de Sz qui peut réduire cette
variation à 11e dépendre que de l'angle u — u', ayant pour argument
it. — imt h- (a — gj'), ne peut être que de l'ordre m2, ce qui abaisse
cette variation à l'ordre m\

Pareillement, el\' contient un terme de la forme

Ces termes 11c peuvent se réduire il des termes dépendant de
l'angle u — zs' que par les parties de Se, Su et Sz, dont les arguments
renferment l'angle 1 — zmt; et il est visible par les expressions diffé¬
rentielles de e, xs et z, de l'article I, que ces parties sont de l'ordre m2 ;

ainsi la variation précédente ne peut produire que des termes de
l'ordre m4, dépendant de xs — xs'. On peut appliquer le même raison¬
nement aux autres termes du développement de ell'. Ainsi, en négli¬
geant les termes de l'ordre m\ on a

2/n2Lôs sin(2i — 2 mt— 2 s 4- 2 s')-

m2Pe cos(( — 2mt -h 224-22'),

dont la variation est

mïP §e cos(t — 2mt -\-u — 22 + 2e')
-1- »i2P(2($£ — to)esin(£ — 2mt -\-u — 2e 4- 22').

o = — 2»i2 oïl — m2o.ell';
on a donc

En substituant cette valeur et celle de S.a2^ dans l'expression<)a
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de dos., elle devient
dde=-Xdt.

2

Nous pouvons, dans l'argument us — us', substituer (i — c)i pour us,
et regarder us' comme constant; et comme nous avons porté l'approxi¬
mation jusqu'aux quantités de l'ordre m\ qui doublent à fort peu près
la valeur de i — c et la rapprochent beaucoup des observations, nous

devons, dans l'intégration, employer sa véritable valeur, telle qu'elle
résulte des observations. On a donc à fort peu près

a£ = p -2— ±j(i + 3 A'" + A'/1' 4- Af - h C(',,N) ce' sin (us - us').3a i — c a \ 2 1 ]

L'expression de la longitude vraie de la Lune étant

«i 4- s 4- 2 e sin ( rai 4- £ — ro) 4-.. .,

elle varie par les variations de n, s, e et us. On vient de voir que, rela¬
tivement à l'inégalité dont l'argument est UJ U7 9 la variation de n est
nulle. Les variations de e et de us produiront les termes

■ièe sin (ni 4- s — us) — ie dus cos(nt 4- e — us).

Mais pour qu'il en résulte un terme dépendant de l'angle us — us', il
faut employer les parties des variations Se et Snr, qui renferment ni
dans leurs arguments, et l'on voit, par l'inspection seule des équa¬
tions (3) et (4) de l'article I, que ces parties sont de l'ordre nr.
En négligeant donc les quantités de cet ordre, la valeur précédente
de os exprime l'inégalité de la longitude vraie de la Lune, qui dépend
de l'angle us — us'.

Dans le n° 16 du Livre VII j'ai trouvé

A i1 ^ = 0,202619, A(,C) =—0,0698493,
Ai9'= 0,274122, Cj1 "= o, 196755.

En employant ensuite pour e, e', m et 1 — c leurs valeurs données
OEunrcs de L. — XIII. 33
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dans le numéro cité du même Livre, et faisant

a'

on trouve l'inégalité dont il s'agit, égale à i",3sin(cr — es'), ce qui
diffère peu de l'inégalité o",8 sin(cy — es') que M. Burckhardta déduite
des observations.

Des inégalités lunaires dues à l'aplatissement île la Terre.

L'importance de ces inégalités, pour la théorie de la figure de la
Terre, rend très utile la recherche des termes qui peuvent donner à
leurs expressions plus d'exactitude. Dans le Volume précédent de la
Connaissance des Temps, j'ai considéré les termes dépendant des carrés
de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite lunaire, que le carré de
la force perturbatrice introduit dans l'expression de l'inégalité lunaire
en latitude due à l'aplatissement de la Terre. Je vais considérer ici, dans
l'expression de l'inégalité lunaire correspondante en longitude, les
termes de l'ordre m, auxquels je n'ai point eu égard dans le Chapitre II
du Livre VII de la Mécanique céleste.

,1e reprends l'équation (a) de l'article II,

dans la question présente on.a, par le Chapitre II du Livre VII de la
Mécanique céleste, en négligeant la parallaxe solaire,

IV.

H- 2ssin^ cosÀ s infv -+- s"- cos2?i — ^ +',2Q',
Q' étant, par le n° 3 du Livre cité,

[i — Si2 + 3(i — s-) cos(2e — 2 e')].

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET INÉGALITÉS LUNAIRES A LONGUES PÉRIODES. 259

En désignant donc par N le premier terme de l'expression précédente
de R, on aura

<?R
/n v2 r — 4R — 10X;

en supposant'que là variation o se rapporte à l'aplatissement de la
Terre, on aura

S <m / M,a O. /• -r- == 4 oR — I o XOr

et l'expression (a) précédente de d$vdonnera, en faisant §R nul, comme
on le peut à l'égard des inégalités à longues périodes,

dt

Le terme

ddt> = — d(dci°r- — dt(ioX+arQ'âr).

(ap — ^ c.o'j ~ 2,çsinÀ cosÀ sin/c

de l'expression de X produit le suivant à longue période :

^«p — ^ «9^ ~ sin)i cosXy cos(£T — fv).
En n'ayant donc égard qu'à ce terme, et substituant dv pour di, ce que
l'on peut faire quand on néglige les quantités de l'ordre des carrés de
l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite lunaire, l'équation (a)
donnera

,d(drôr) ,ddv == :1 — dv
dt

> (^/.p — <*9^ si n À cos À y cos (gv —fv) -+- 2 Q'r dr

Pour déterminer or je reprends l'équation différentielle (S) du n° 46
du second Livre

d'2.(r à/')
0 ~

dt*
/11 \r %r s C m * dR

H- ( M -+- m ) — — H- 2 0 t/R + d. r •
r J Or

Si l'on n'a égard qu'aux quantités à longues périodes on a, par ce qui

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2(30 VARIATIONS DES ÉLÉMENTS I)U MOUV.' ELLIPTIQUE

précède,
2(5J dl\ Ô./-™ = 2 ôR — 3X + 2â.r2Q';

mais on a

3R = X + a.r*Q;

on a donc, en observant que oit doit être supposé nul,

aiy*rfR+3.r~=—5X;
l'équation différentielle en or donnera ainsi

§r = 5X.

En négligeant donc les quantités des ordres e2 et m2, et observant que Q'
a pour facteur m-, on aura

( i \ D2ddv = — iode ( ap — - acp J —^ sinA cosAy cos(gv — fv).

Cette valeur de dw est relative à l'orbite. Pour la rapporter à réclip-
lique il faut, par le Chapitre II du Livre VII, lui ajouter la fonction

, [ . dsdôs\
dç\sSs~-lûÂ-)-

En substituant, pour s, ysingv, et pour 8s sa valeur approchée aux

quantités près de l'ordre m2, — sin A cos A sin/e, on aura

dv ^s §s — ^ dv (xp — y sinA cosX — y cos(gv — fv),
ce qui donne

ddv =— dv fo-.p — ~ (x<f \ ~ sin A cosAy cos(g-e —fv),

la valeur de dov se rapportant ici à l'écliptique, ainsi que les valeurs
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de v et de Se. L'inégalité en longitude rapportée à l'écliptique est donc

iq (ap — la©) D2 . ., i . , ±-2 —i —ll . sin\ cosAy sin (st — ft),
2 g — i d1

en intégrant et changeant c en t. Cette expression est exacte aux quan¬
tités. près des ordres e2, y2 et m-.

V.

De l'inégalité lunaire à longue période, dépendant de la différence
des deux hémisphères terrestres.

J'ai considéré cette inégalité dans le Volume précédent de la Connais¬
sance des Temps pour l'année 1823, pages 282 et suivantes. Mais je n'ai
point eu égard aux termes de l'ordre m3. Cependant, ce sont les termes
de cet ordre qui, doublant la valeur de 1 — c, rendent extrêmement
petit le diviseur 3f— ig — c qui affecte cette inégalité, ce qui l'aug¬
mente considérablement. Dans l'errata de la Connaissance des Temps,
citée, j'ai observé que la considération de ces termes doit diminuer
encore l'inégalité dont il s'agit, et que j'avais trouvée insensible. Je vais
ici avoir égard à ces termes.

En conservant les dénominations de mon Mémoire inséré dans la
Connaissance des Temps de 1823, on a

R = r'Q'-
/■'' ( ( -+- s- )2

Q' étant égal à
711^

— [1 — 3s2-f- 3(i — s2) cos(2r — ap')],

Cette expression de H donne

dR . 2A, 8II sin 3/Va/-— r=4r2Q'+ J-.
r4(i + s2)2
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Si l'on ne fait porter la caractéristique S que sur les termes dépendant
de II, et si l'on néglige les termes de l'ordre H2, on aura

X dit * „„ 811 sin3/c2 o.r-y- =:4o./-Q'h
r»(i+

oïl — 6./'-Q'— Hsm3^"i .
r»(i-+-«*)*

Mais en n'ayant égard qu'à l'inégalité à longue période dont l'argument
est 3\fv — igv — ce, on a, par ce qui précède, SR = o, ce qui donne

3.r»Q'= IIsln3/";i;
d(i + s')'

on a donc
, PR i2llsin3/c

2ô-r-o? = 1>

la formule (a) de l'article II devient ainsi

n a Ai
irQ'àr

.. d(drdr) ,dov — >—-—-+- dt
dt

iaHsin3/e
r'* ( i + s2 )2

En faisant a — i, on peut substituer ~ pour dt. On a ensuite

d i -f- s2 /
r~- , (i = \/i + i- + ccoscc;

u

le terme
m II dt sin 3/<>

T
rWl -L/-*(i -t-i2)2

donne celui-ci,
qey- dvII sin(3/<> — 2gv — cv),

a étant y sin^e, et u étant à fort peu près \Ji -+- .v2 h- ecosce. On trou¬
vera facilement

Al ,, » m"1 r o > ,-1 ( 3« sSs\dc
— zQ' dtrdr = — [i + 3 cos(2C — a/ne)] ( + ~ )
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011 a (Connaissance des Temps de 1823, p. 235)

5, <) , H sin (3/e — igv — ce) 3 v2 H sin(3/c>— ?.£•(•)du .— — e y2 5-/- 2 7 5-7 — »4 ' 3/— 2g — c 4 oj — ig — c

, 3 II cos ( 3/e — gv — ceï
ds = - ey 572

2 ' 3/— 2g — c

lin substituant ensuite, pour s, y sin «v, et pour u sa valeur fort appro¬
chée, ï + ecosce, 011 trouve

ni1 / 6« .yâsX
_ 3m- ey'Hsin(3/e— 2gv — cv)

m3 u'" J 16 3/ — 2 g — c

Pour avoir égard aux termes de l'ordre m3, il faut considérer la fonction

3 m2 , . f du sds\~—dv C0S(2C - 2me) + —rJ.

On doit supposer ici

m = 1 + e cosce 4- A(iUe cos(2c — 2me — ce),
s — y sin^e -+- B(,n)y sin(2 e — 2/ne — /gQ.

La fonction précédente donne ainsi le terme suivant

... dv (I3 A«>- 3 B»>) ef '").16 \ 2 1 / 3/— 2^ — C

En réunissant tous ces termes, l'expression précédente de /oe devient

sin (3/e-- 2gv — ce);d(drdr) .rtdc = t-ey-IIch
'

3 w2(i + " A',"— 3B(,0')'
9 ~ 16 (3/— 2£' — c)

dans le premier membre de cette équation, e se rapporte à l'orbe lunaire.
Pour le rapporter, comme dans le second membre, à l'écliptique, il
faut, par le Chapitre II du Livre YII de la Mécanique cèlesle, lui ajouter
ce que produit la fonction

(1 _ 1 ^ \
\ 2 2 <ie2 J

dv
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lorsqu'on y substitue, pour s,

3 II cos(3/"c — gv — cv)
y singv - ey 2 —••'

2 ' ij — 2 g — C

Il en résulte le terme

X3/ — g — c) — l
j^eyHldv 3/ — *g — c

sin(3/e — 2 gv — cv);

en l'ajoutant à l'expression précédente de dlv, en intégrant ensuite,
on aura l'inégalité Se rapportée à l'écliptique, égale à

dr or eyilï
dt 3/ — ig — c

x j 9 + l§ - 2,f — ig — c f COs(3/,; - 2-t; -

En substituant, pour dr, — pour or, — ^ et pour dt, ~
le terme — ~~ donne le suivant :

dt

3ey2II
COS [oJV — 2 gi' -- cv).8(3/—2g — c)

Cela posé, en suivant l'analyse de la page a38 de la Connaissance des
Temps de 1823, on trouve que cette inégalité est insensible et au-dessous
d'un centième de seconde sexagésimale.
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SUR LA

DÉTERMINATION DES ORBITES DES COMÈTES.

Connaissance des Temps pour l'an 1824; 1821.

J'ai donné dans les Mémoires de VAcadémie des Sciences pour
l'année 1780 ('), et dans le second Livre de la Mécanique céleste, une
méthode pour déterminer l'orbite des Comètes par les observations.
Cette méthode diffère des autres en ce qu'elle fait porter les approxima¬
tions sur les données mêmes de l'observation, l'analyse étant d'ailleurs
rigoureuse et fort simple. On peut employer plus de trois observations,
pourvu que l'on ait l'attention d'en augmenter l'intervalle, à mesure

qu'on les multiplie; on obtient alors des données analytiquement plus
exactes; mais la longueur du calcul et les erreurs dont les observations
sont susceptibles diminuent cet avantage, de sorte que ceux qui ont fait
usage de cette méthode ont presque tous préféré de n'employer que
trois observations peu distantes entre elles. Dans un court intervalle,
les différences supérieures aux secondes différences sont insensibles.
On peut donc ne considérer que les époques des mouvements en lon¬
gitude et en latitude, et les premières et secondes différences de ces
mouvements. Ce sont les seules données de l'observation que l'on
emploie dans la méthode. Trois observations suffiront pour les déter¬
miner; chaque observation étant équivalente à deux, l'une en longitude
et l'autre en latitude. Mais on peut faire servir à la détermination des
six données précédentes toutes les observations faites dans l'intervalle
que l'on considère.

(') OEuvres de Laplace, T. X.
OEuvres de L. — XIII. 34
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En exprimant chaque observation par une fonction linéaire de ces
données, on aura plus d'équations que de données inconnues; alors,
suivant un procédé bien connu, on multipliera respectivement chaque
équation par le coefficient de la première inconnue. En ajoutant
ces produits, on formera une première équation finale. En traitant de
la même manière la seconde inconnue, on formera une seconde équa¬
tion finale, et ainsi de suite. En résolvant ces équations, on aura les
données avec une précision d'autant plus grande que l'on aura fait
concourir plus d'observations. C'est un avantage propre à cette méthode.

Au moyen de ces données, la méthode conduit, dans le cas ordinaire
du mouvement parabolique, aux équations (i), (2), (3), (4) de la
page 224 du premier Volume de la Mécanique céleste ('), qui déter¬
minent le rayon vecteur de la Comète, sa distance à la Terre, projetée
sur l'écliptique, et la différentielle de cette distance, divisée par l'élé¬
ment du temps. En désignant par y ce quotient, les équations (2) et (3)
donnent deux expressions de y, entre lesquelles on peut choisir. Les
erreurs des observations étant principalement sensibles sur les diffé¬
rences secondes des mouvements en longitude et en latitude, j'ai pres¬
crit, dans la page citée, d'employer celle des deux expressions de y
qui dépend de la plus grande différence. Mais depuis cette époque,
m'étant beaucoup occupé des milieux qu'il faut choisir entre les
résultats des observations, j'ai reconnu qu'il y a de l'avantage à faire
concourir les deux valeurs de y; et en appliquant à cet objet les mé¬
thodes que j'ai données pour obtenir les résultats les plus avantageux,
j'ai trouvé qu'il fallait multiplier l'équation (2) par le carré de a,

l'ajouter à l'équation (3), multipliée par le carré de A, et diviser leur
somme par a2 -f- A2 ; ce qui donne l'expression de y qu'il faut combiner
avec les équations (1) et (4) conformément à la méthode dont il s'agit.

Cette méthode donne la distance périhélie,et l'instant du passage
par le périhélie. Ensuite, on corrige ces deux éléments approchés, au
moyen de trois observations choisies, sans avoir besoin des autres
éléments de l'orbite, ce qui simplifie beaucoup le calcul. Pour cela, on

(') OEuvrcs île Laplace, T. I, p. 227-228.
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détermine, en partant des éléments approchés et des observations, les
différences d'anomalie de la première à la deuxième observation, et de la
première observation à la troisième. On compare ensuite ces différences
aux mêmes différences d'anomalie que donnent immédiatement les
deux éléments approchés, et l'on note les deux résultats de cette compa¬
raison, dans cette première hypothèse. On fait ensuite varier d'une
très petite quantité la distance périhélie, et l'on calcule les mêmes ré¬
sultats dans cette deuxième hypothèse. Enfin, en conservant la distance
périhélie do la première hypothèse, on fait varier très peu l'instant du
passage au périhélie, et l'on calcule encore les résultats dans cette
troisième hypothèse. En multipliant respectivement les deux variations
supposées dans la distance périhélie, et dans l'instant du passage, par
les indéterminées u et t, on forme, au moyen des résultats obtenus dans
les trois hypothèses, deux équations du premier degré, qui donnent
les inconnues u et t, par lesquelles il faut multiplier les variations
supposées pour avoir les véritables. On peut obtenir ces inconnues par
les méthodes différentielles, mais il m'avait paru que le moyen précé¬
dent, ayant l'avantage de refaire les mêmes calculs pour chaque hypo¬
thèse, était préférable. M. Brinkley, astronome très distingué de
l'Observatoire de Dublin, pense que les formules différentielles sont
plus exactes et plus simples, et il a donné ces formules dans les
Transactions de TAcadémie d'Irlande. L'usage seul peut décider cette
question.

M. Bouvard a bien voulu appliquer la méthode précédente à l'orbite
de la seconde Comète de i8o5. Voici le résultat de son calcul (').

(') Voir également OEuvrex de Laplace, T. V, Livre XV.
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DE

L'ORBITE DE LA SECONDE COMETE DE 1805;

Par M. BOUVARD.

La méthode de M. de Laplace consiste à choisir quatre ou cinq
observations très rapprochées les unes des autres, en employant, la
formule suivante :

dans laquelle x représente la longitude prise pour époque moyenne,
y la différence première et s la différence seconde; t le temps qui sépare
les observations employées du temps de l'observation moyenne. La
même formule servira également pour la latitude.

Substituant, dans cette formule, pour t les temps correspondant aux
observations, on aura autant d'équations que d'observations. On fera
ensuite usage de la méthode des moindres carrés pour trouver les
valeurs des trois inconnues x, y et s.

Voici les observations de cette Comète :

Temps moyen. Longitudes. Latitudes.

1805. Novembre 16,45206

Décembre 5,29581

8,27324

17,36386

18,39927

a3,32241

3o,5iog5

o ! "
r> ° / Il

29.23.37 = p +3o. 2.40 = y

28.5I.23 = p' +29.48.52 = 7'
28.14.18 = [4" +29.32.44 = 7"
24.41- 4 = P'" +27.25.35 = 7"'
15.39.40 = p,v +19.25.28 = 7"
2. 7.11 = pv + 3.20.45 = 7"

344. i.3i = P" —18.54.14 = 7"

En choisissant les quatre premières observations et en prenant pour
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époque celle du 18, les temps sont

« = —ii, 94721, t' — — ii,o354r, i"—-h4C923i4;

ce qui donne les équations

(1) x— 1,94721/+ i,8958is = 29°23'37"=r 290,3937,
(2) x— i,o354ij+ o,536o4s = 28°5i'23"—28°,8564,
(3) x 4- oy+ os = 28° 14' 18" = 28°, 2383,
(4) x 4- 4)923147 4- 12,118663 = 24°41' 4"= 24°,6845.

L'équation du minimum, pour x, sera

(a) l\x 4-1,94o52j 4- i4,55o5i s — 4-1110,1729.

L'équation du minimum, pour y, est

( b ) 4-1 ,g4o52;r 4- 29,10102^ 4- 55,41531 z =4- 34°, 4' '3.

Enfin celle relative à 5 sera

( c) 4- i4,55o5i3; 4- 55,4i53iy 4- i5o,74344-s = -t- 370°,336i.

La résolution de ces trois .équations donne

x — 28°, 2276 = 28° i3'3g",

y = — 2279", 536,
s — — 125,8951 ;

d'où l'on tire le premier membre de l'équation de condition

(711) 28° 13'39"— 2279", 5361 — 62", 94751"1,

laquelle, étant comparée à celle de la Mécanique céleste, page 2oo'('),
donne

a = 28° 13'39"
et, par suite,

log« = 9,8078393 —,

logô = o,3i44i9° —,

(1 ) OEuvres de Laplace, T. I, p. 205.
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ou

a — — 0,642^5,

b ■— — 2,06262.

E11 opérant de même pour les latitudes, on aura également les quatre
équations
(1) 6— 1,94721/'+ 1,890812'=; 3o° 2'4o" = 3o°,o444,
(2) 0—i,o354iy'-V- o,536o42'= 29°48'52"= 29°y8i45,
(3) 6 4- oj'+ 02'= 29°32'44"—29°>5455,
(4 ) 0 -H 4>923i4/'-t- 12,118662'= 27°25'35"= 27°, 4264 ;

d'où l'on tire les équations
(a') 40h- ' >94o52j'-+- i4,55ooï2'=-i-h6°,83o8,
(b') -h 1 ,94o520 -h 29,101027'+ 55,4i53i2'=+ 45°,65i2,
(c') -1- i4,55ooi ô h- 55,41531 j'-t- i5o,74344~' — + 4oo°,3i 18.

En résolvant ces trois équations, on a trouvé
0 = 29°3i'57", y' — —1112", 72 et 2' = — 172", 9608 ;

ce qui fournit le premier membre de l'équation de condition
(11) 29°3i'o7" — il 12",721 — 86", 4701 p,

de laquelle on tire
0 — 29°3I'57"

et, par suite,
log/i =2 9,4963774 — et h = — o,3i36oj,
logT =o,452332o— et l = — 2,83356.

11 ne reste plus qu'à substituer ces quantités dans les équations de
la page 224 (') de la Mécanique céleste. Nous avons pris pour époque
moyenne l'observation du 18 novembre. Là longitude du Soleil pour
cet instant est égale à

236° 9' 39" =E,
son rayon vecteur, ou

logR =9,9946166;
enfin, on a trouvé

log ( R' — i ) = 8,0666986.

(!) OElivres de Laplace, T. I, p. 227-228.
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Les équations seront les suivantes :

(1) f,!~i ,32095a?2-+- i ,745218,2; + 0,975514,

(2) y — — 1,605275.2? + °>36o°85 _ 0,373728,

(3) y •— —4,o5788oa; — 0,596684 O)0[Q29I>

I o ~ 1, 32og5y2 — 0,469364^ + o,584345a;2
(4) ' 2

| — 0,969176/ — 1,142341a; — - -H I ,025l0I.

En multipliant la première valeur de y par a-, et la deuxième par A2,
la somme divisée par a2-!-A2, l'équation en y est la suivante :

y = — 2,165710a? H- °' — o, 182648.

En la combinant avec les équations (1) et (4), j'ai trouvé qu'il fallait
supposer x — o,2oo83, ce qui donne r — 1,17448 et y — — 0,00901.

L'équation de la parabole donne pour reste — 0,00014, quantité suffi¬
samment exacte.

J'ai trouvé ensuite
P = — 0,757218.

Cette valeur de P donne
D =0,88779,

et le temps du passage

Décembre 3i ,683o, temps moyen.

Pour corriger ces deux cléments j'ai fait usage des observations
du 16, du 3o novembre et de celle du 8 décembre, qui a été faite au
méridien de Grecnwich par Maskclync. Les observations ont été corri¬
gées de l'aberration, de la nutation et de la parallaxe, d'après les élé¬
ments que j'avais calculés en 1800, de sorte que les calculs précédents
sont déduits des observations déjà corrigées.

Voici les éléments que j'ai trouvés :
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Passage par le périhélie, décembre i8o5, le 31, 28224.
( Temps moyen compté de midi. )

Distance périhélie 0=0,8917974
Longitude du périhélie P = i09°23'a9"
Longitude du nœud & = 25o°33'2o"
Inclinaison de l'orbite f = i6°3i'27"
Mouvement Direct.

Ces éléments représentent les observations comme il suit :

En longitude. En latitude.

Novembre iG — 0'. 8

"7 — 1.2

18 -h 0. 4 -H 0. 3

23 —H 0. 2

3o i co H- 0.37
Décembre 5 -t- I . II

8 -+- 2.25

La Comète étant très près de la Terre, l'angle au Soleil très petit,
les plus légères variations dans les éléments changent considérable¬
ment les erreurs.
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SUR

L'ATTRACTION DES SPHÈRES
ET SUR

LA RÉPULSION DES FLUIDES ÉLASTIQUES

Connaissance des Temps pour l'année 1824 ! 1821.

I.

Newton a démontré ces deux propriétés remarquables de la loi d'at¬
traction réciproque au carré de la distance : l'une, que la sphère attire
un point situé au dehors, comme si toute sa masse était réunie à son
centre; l'autre, qu'un point situé au dedans d'une couche sphérique
ne reçoit de son attraction aucun mouvement. J'ai fait voir, dans le
second Livre de la Mécanique céleste, que parmi toutes les lois d'at¬
traction décroissante à l'infini, par la distance, la loi de la nature est
la seule qui jouisse de ces propriétés : dans toute autre loi d'attraction,
l'action des sphères est modifiée par leurs dimensions. Pour déterminer
ces modifications je partirai des formules que j'ai données dans le n° 12
du second Livre cité, en conservant les mêmes dénominations. J'ai
trouvé l'attraction d'une surface sphérique dont u est le rayon, et r est
la distance d'un point extérieur à son centre, égale à la différentielle,
prise par rapport à rct divisée par dr, de la fonction

^[ + (1•+«)-!(/--«)].

(*) Lu à l'Académie des Sciences le 10 septembre 1821.
OF,uvres de — XIII. 35
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274 SUR L'ATTRACTION DES SPHÈRES

Dans cette fonction, n est le rapport de la circonférence au diamètre;
<|>(r) estj rdry^r), et f,(r) cst J dr<p(r), <p (r) exprimant la loi de
l'attraction. Enfin, l'attraction de la couche est supposée dirigée vers
son centre.

Désignons j'dr^(r) par fdr^,(r) par 4b(7,)> ^ ainsi de
suite. La fonction précédente multipliée par du, et intégrée depuis
u = o jusqu'à u = R, R étant le rayon de la sphère, devient

ou

2rR2 d <\J„(r + R) —

~T" dR ~ R '

La différentielle de cette fonction, prise par rapport à r et divisée par dr,
donne, pour l'attraction d'une sphère de la densité p,

(A) 2rpR2 d> ^(/, + R)-4'*(r-R)( ' rp K dr ^R rR

Si l'on suppose la loi d'attraction <p(r) égale à r~2_a, cette formule
devient, en désignant par M la masse de la sphère,

3 M ( /• + R )3-M- ( r - R)3-M- ( 3 - a) [( ;• + R )'~a -+■ ( /■ - R )'~K j R r
2/'2R3 (i-h q) (i — q) (3 — q)

Si le point attiré est à la surface, on a r = R, et cette fonction devient
Ma—"R—2~«

(I —«)(! — {«)'

A une grande distance r, la même fonction devient Mr-2_a; ce n'est
donc que dans les deux cas de a = o et de a = — 3 que l'attraction à
la surface de la sphère est à l'attraction à une grande distance dans le
rapport donné par la loi de l'attraction, c'est-à-dire dans le rapport
de R-2-« à r-a~a.

Lorsque Newton voulut reconnaître l'identité de la force qui retient
la Lune dans son orbite avec la pesanteur, il supposa que la pesanteur
d'un corps qui s'élève successivement de la surface de la Terre diminue
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suivant le rapport des distances, donné par la loi d'attraction de la
nature. L'exactitude de cette supposition, que ce grand géomètre a
démontrée depuis, lui fit voir cette identité.

Dans le cas de oc — — i, Je numérateur et le dénominateur de la
formule (B) deviennent nuls, et l'on trouve, par les formules connues,

que cette formule devient

( r2 -+- R2 ) + ( r'- 11' ) log —-•8/-R2V ' i6r2R3V r-t-R

Considérons présentement l'attraction d'une couche sphérique sur
un point placé au dedans, à la distance r de son centre : R et r' étant les
rayons des surfaces extérieure et intérieure de la couche. L'attraction
d'une couche dont u est le rayon, du l'épaisseur et p la densité est, par
le n° 12 du second Livre,

r
r

Il faut intégrer cette quantité depuis u = r' jusqu'à u — R, et l'on trou¬
vera par J'analyse précédente que cette intégrale est

<C\ ?T-,ps d2 ^,(R + r) —4/,(R —r) ,f —
1 Or dR /'R drdr' rr'

En comparant cette formule à la formule (A), on voit que l'attraction
de la couche sphérique sur le point intérieur est la différence des pro¬
duits des attractions de la sphère intérieure dont le rayon est r, sur
deux points placés aux surfaces extérieure et intérieure de la couche,

fi 2 r/2
multipliées respectivement par et ce qui donne l'attraction de
la couche sur un point intérieur, lorsqu'on a l'attraction de la sphère
sur les points extérieurs.

Si l'on suppose le point attiré à la surface intérieure de la couche,
r devient r; en ajoutant à la formule (G) l'attraction de la sphère dont
le rayon est r, sur un point placé à sa surface, la formule (C) deviendra

(D) g?;pR» I2 ^(K+'-)-^(R-Q.[ ' 27rpU <WR rR
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c'est l'expression de l'attraction de la sphère dont le rayon est R, sur
un point de son intérieur placé à la distance r du centre. La compa¬
raison de cette formule avec la formule (A) donne le théorème suivant:

Vattraction d'une sphère sur un point de la surface d'unepetite sphère
intérieure concentrique à la première est à l'attraction de la petite sphère,
sur un point de la surface de la grande, comme la grande surface est
à la petite.

De là il suit que l'attraction entière d'une sphère sur la surface de
l'autre est la même pour chacune d'elles.

Je vais maintenant considérer l'attraction mutuelle de deux sphères
l'une sur l'autre. Soient R et R' leurs rayons, p et p' leurs densités et r
la distance de leurs centres-. On peut considérer la première sphère
comme si sa masse était réunie à son centre et attirait les points exté¬
rieurs suivant une loi d'attraction exprimée par la formule (A). En
vertu de l'égalité de l'action à la réaction, un point attire une sphère,
comme il en est attiré; ainsi, pour avoir l'action de la seconde sphère
sur la première, il faut supposer la loi d'attraction exprimée par la
fonction (A). En désignant donc cette fonction par on aura

'Wrï— 2 ^pR2 ° + — ^„(r~ R)
F" 5H R—: '

ce qui donne Jrdr.'yfr), que nous désignerons par '^(V) ®gal a

2 7TOR3 0 4v(R + r)-^;,(/--R)27ipu ^ _

Si l'on substitue cette valeur de '^(r), au ''GU ('c 'KO» ('ans 'a f°r"
mule (A), cette formule donnera, pour l'attraction delà seconde sphère
sur la première,

( ^(r + R + R'J-Mr + R-rd')}
(E) 4irspo'R2R'2 — l-fr(r-R + RQ + «Mr--R-R')l.a 99 drtlRcM' /TUE

ce sera aussi l'attraction de la première sphère sur la seconde, c'est-
à-dire que l'on peut supposer les deux sphères réunies respectivement
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à leurs centres, et agissant l'une sur l'autre suivant une loi d'attraction
exprimée par la fonction (E) divisée par le produit des masses ou par

— ttWR'R'3.
9

II.

Les formules précédentes s'appliquent évidemment à la répulsion
des fluides élastiques contenus dans des enveloppes sphériques, pourvu

que la densité du fluide soit partout la même.
Si l'on nomme p la pression du fluide, et si l'on désigne par ç la

force répulsive d'une sphère fluide, dont R est le rayon et p la densité,
sur un point placé à la distance r de son centre, et qui éprouve la pres¬
sion p, on aura, par le n° 17 du premier Livre de la Mécanique céleste,

dp — p<p dr,

drétant l'élément de la direction de la force répulsive qui agit en sens
contraire de la force attractive, © est la fonction (D); j© dr est donc
cette fonction dans laquelle on supprime la diflerentiation par rapport
à r; et alors on a p — constante

(F) ,.,/'*.1» + ')-*«-".r
r PR R

Newton a supposé entre les molécules de l'air une force répulsive réci¬
proque à leur distance, ce qui revient à supposer <p(/•) =-^- Cette
supposition donne

+,(r)= "(Uogr-^); '
cette valeur substituée dans la fonction (F) est loin de représenter les
observations qui donnent p constant; aussi ce grand géomètre ne

donne-t-il à cette loi de répulsion qu'une sphère d'activité d'une étendue
insensible. Mais la manière dont il explique ce défaut de continuité
est bien peu satisfaisante. Il faut sans doute admettre, entre les molé¬
cules de l'air, une force répulsive qui ne soit sensible qu'à des distances
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imperceptibles; la difficulté consiste à en déduire les lois que pré¬
sentent les fluides élastiques. C'est ce que l'on peut l'aire par les consi¬
dérations suivantes :

J'observe d'abord qu'une molécule de gaz ou de fluide élastique,
contenue dans une enveloppe sphérique, n'étant point en contact avec
les molécules voisines, elle doit être en équilibre, en vertu de toutes les
forces répulsives qu'elle éprouve; en sorte que ç doit être nul dans
l'équation1 dp — pep dr,

ce qui donne la pression p constante dans toute l'étendue du fluide. En
supposant donc, conformément à l'expérience, la pression p fonction
de la densité dans les fluides élastiques, à une température constante,
on voit que la densité p doit être supposée la même dans toutes les par¬
ties du fluide. Nous démontrerons ci-après ce résultat de l'expérience
pour tous les points du fluide placés à une distance de l'enveloppe
plus grande que le rayon de la sphère d'activité sensible, de la force
répulsive.

Maintenant, je suppose les molécules des gaz, à une distance réci¬
proque, telle que leur attraction mutuelle soit insensible, ce qui me

paraît être la propriété caractéristique de ces fluides, et môme des
vapeurs, de celles du moins qui, par une légère compression, ne se
réduisent point en partie à l'état liquide. Je suppose ensuite que ces
molécules retiennent par leur attraction la chaleur, et que leur répul¬
sion mutuelle soit duc à la répulsion des molécules de la chaleur,
répulsion dont je suppose l'étendue de la sphère d'activité insensible.

Soit c la chaleur contenue dans chaque molécule de gaz, la répulsion
de deux molécules sera évidemment proportionnelle à c2. En nommant
donc r leur distance mutuelle, nous exprimerons la loi de répulsion de
deux molécules de gaz, par lie2 <f (r), œ(r) devenant insensible lorsque/
a une valeur sensible. II est une constante qui dépend de la force répul¬
sive de la chaleur, et qui semble ainsi devoir être la même pour tous
les gaz; mais ne connaissant point la nature de cette force, nous ne
savons pas si elle est modifiée par la nature même de la molécule du
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gaz; je la supposerai seulement constante pour le même gaz, laissant à
l'expérience à déterminer les modifications qu'elle peut ainsi recevoir.
J'imagine présentement une enveloppe sphérique, remplie d'un gaz

quelconque. On vient de voir que la pression et la densité seront les
mômes dans tous les points de cette sphère placés à une distance sen¬
sible de l'enveloppe. Je conçois ensuite une sphère intérieure concen¬

trique à l'enveloppe, dont R soit le rayon à très peu près égal à celui de
l'enveloppe, de manière cependant que la densité de la couche du gaz
qui recouvre cette sphère puisse être censée constante dans une étendue
égale ou supérieure à celle de la sphère d'activité sensible de la force
répulsive de la chaleur. Si l'on nomme r le rayon d'une molécule de
cette couche, la formule (A) de l'article I donnera

— qttHC'PR». ^ ~ R)P drdR /R

pour la force répulsive que la sphère exerce sur cette molécule de la
couche. En effet, la nature des forces qui ne sont sensibles qu'à des
distances insensibles rend <bu(r) insensible, lorsque ra une valeur sen¬
sible. Sur quoi j'observerai qu'en vertu de cette nature, 'jj(r) est in¬
comparablement supérieur à ^,('')> ^,(r) est incomparablement supéi
rieur à ^„(r)> ^ ainsi de suite. J'affecte l'expression précédente du
facteur Ile2, parce qucç(r)a ce facteur. La fonction précédente devient
encore par les mêmes considérations

Hc'pR* . . p.271
rR <Hr-R)-

Il faut multiplier cette fonction par 4r.pr- dr, pour avoir l'action ré¬
pulsive de la sphère sur la couche extérieure dont p est la densité, r le
rayon et clr l'épaisseur. Soit r — R = s, s étant une quantité impercep¬
tible, la fonction précédente devient à très peu près

2Tr IIc2 p24R2 ds d/ {s) ;

il faut, pour avoir l'action entière de la sphère intérieure sur la couche
qui la recouvre, intégrer cette différentielle, depuis s nul jusqu'à s in-
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fini; en nommant K l'intégrale Jds^s} prise dans ces limites, on
aura, pour cette action,

27rIIc2p247îII2K-

Concevons maintenant toutes les molécules du gaz liées fixement
entre elles, et que la couche qui recouvre la sphère soit divisée en par¬
ties finies qui puissent se soulever par l'action répulsive de la sphère,
mais qu'elles soient retenues par fine pression P exercée sur chaque
point de l'enveloppe. Cette pression sur l'enveloppe entière sera4"h2P»
à très peu près, et elle doit faire équilibre à l'action répulsive de la
sphère, ce qui donne

P = 2 îrIIe2p2K.

Cette valeur de P est indépendante du rayon R de la sphère, ce qui
tient à ce que l'action répulsive de la chaleur ne s'exerçant qu'à des
distances insensibles, on peut ne considérer que les parties du gaz
extrêmement voisines du point de l'enveloppe qui éprouve la pres¬
sion P. De là et de ce que la pression p dans l'intérieur du gaz est
constante, la force <p qu'éprouve chaque molécule étant nulle dans
l'équation

dp = pep dr,

il est facile de conclure que, quelle que soit la forme de l'enveloppe,
la pression P du gaz est toujours

(i) P = 2 TrIIKp2c2.

Imaginons cette enveloppe à une température t, et contenant un gaz
à la même température. Il est clair qu'une molécule quelconque de ce

gaz sera atteinte à chaque instant par des rayons caloriques émanés
des corps environnants. Elle éteindra une partie de ces rayons, mais il
faudra, pour le maintien de la température, qu'elle remplace ces rayons
éteints par son rayonnement propre. La molécule, dans tout autre
espace à la même température, sera atteinte à chaque instant par la
même quantité de rayons caloriques; elle en éteindra une même partie
qu'elle rendra par son rayonnement. La quantité de rayons caloriques
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qu'une surface donnée reçoit à chaque instant est donc une fonction
de la seule température, et indépendante de la nature des corps envi¬
ronnants; je la désignerai par 11(7). L'extinction sera donc <711(7),
q étant un facteur constant dépendant de la nature de la molécule ou du
gaz. J'observerai ici que la quantité de rayons émanés des corps envi¬
ronnants, et qui forme la chaleur libre de l'espace, est, à raison de
l'extrême vitesse que l'on doit supposer à ces rayons, une partie insen¬
sible de la chaleur contenue dans les corps, comme on l'a reconnu
d'ailleurs par les expériences que l'on a faites pour condenser cette
chaleur. Maintenant, quelle que soit la manière dont la chaleur des
molécules environnantes agit par sa répulsion sur la chaleur de la
molécule du gaz, pour en détacher une partie, et pour faire rayonner
cette molécule, il est clair que ce rayonnement sera en raison composée
de la densité du gaz environnant la molécule, ou de pc et de la cha¬
leur c contenue dans la molécule; il sera donc proportionnel à pc2;
pc2 est donc proportionnel à l'extinction <711(7), et nous pourrons

supposer

(2) pc2=gr'II(0,

q' étant un facteur constant dépendant de la nature du gaz et 11(7) étant
une fonction de la température, indépendante de cette nature.

Les équations (1) et (2) renferment les lois générales des fluides
élastiques. Elles donnent

(3) p = »Pn(o,

en désignant par i le facteur 2ttHKq', qui dépend de la nature du gaz.
Cette équation donne, en supposant la température constante, P pro¬

portionnel à p, ce qui est la loi do Mariotte. En supposant ensuite P
constant, la température t devenante et la densité p devenant p' on a

p' _ n(p
p 117')'

Le second membre de cette équation étant indépendant de la nature du
OEuvres de L. — XIII. 36
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gaz, on voit que la fraction ~ est la même pour tous les gaz lorsque la

température t se change en t', ce qui est la loi que M. Gay-Lussac
nous a fait connaître, et suivant laquelle le même volume v des divers
gaz se change pour tous dans le même volume v' par le même change¬
ment de la température t en t'; car on a évidemment

L -

p'-r '
11 résulte de l'équation (i) que la pression P croît dans un rapport

plus grand que la chaleur c; en sorte que la chaleur c de chaque molé¬
cule devenant double, P devient quadruple; ce qui explique l'écono¬
mie de combustible observée dans l'emploi des machines à vapeur à
grandes compressions.

Il résulte de l'équation (2) que, la température restant la même, la
chaleur c diminue quand la densité augmente : la compression d'un
gaz doit donc développer de la chaleur pour être ramené à la même
température, ce que l'expérience confirme. Ainsi une pression qua¬

druple exprimera d'une masse de gaz la moitié de sa chaleur.
J'ai observé le premier que l'excès de la vitesse du son sur le résultat

donné par la formule newtonienno était dû à ce développement de
chaleur; il serait même plus grand que l'excès observé si la compres¬
sion ne dégageait pas instantanément, par voie de rayonnement, une
partie très sensible de cette chaleur développée.

Les considérations et l'analyse précédentes s'appliquent facilement
au mélange des gaz et des vapeurs, qui dans ce mélange n'exercent
point d'affinité les unes avec les autres. On sait qu'à la longue la diffu¬
sion de ces gaz les répand en proportions égales dans toutes les parties
du mélange. Je vais donc considérer le mélange de deux gaz dans cet
état. Je le suppose dans une enveloppe sphérique. On voit d'abord que

chaque molécule de ce mélange, étant en équilibre au milieu de toutes
les forces répulsives qu'elle éprouve, la pression doit être la môme dans
toutes les parties du mélange. Si l'on conçoit, comme ci-dessus, une
sphère intérieure concentrique à l'enveloppe, et d'un rayon lt à très
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peu près égal à celui de cette enveloppe, on aura l'action répulsive de
cette sphère sur la couche très mince de gaz qui la recouvre, en consi¬
dérant la sphère et la couche comme deux sphères et deux couches,
formées des deux gaz. Soient p et p' les densités de ces gaz; l'action de
la sphère du premier gaz sur la couche du premier gaz sera, par ce qui
précède, 2-rcHKc2p~, ou Lc-p-, en désignant 2tïHK par L; c est la cha¬
leur contenue dans chaque molécule du premier gaz, et L dépend de la
nature de ce gaz, ou de la manière dont ses molécules se repoussent
mutuellement en vertu de la force répulsive de la chaleur qu'elles
contiennent. 11 résulte encore de l'analyse précédente que l'action ré¬
pulsive du premier gaz sur la couche du second gaz peut être exprimée
par Nce'pp', c' étant la chaleur contenue dans une molécule du second
gaz, et N étant une constante qui dépend de la manière dont deux mo¬
lécules du premier et du second gaz se repoussent mutuellement par
la force répulsive de leur chaleur. L'action de la sphère du second gaz
sur la couche du premier gaz sera pareillement Ncc'pp'. Enfin, l'action
de la sphère du second gaz sur la couche du second gaz peut être
exprimée par LV2p'2. En réunissant toutes ces actions dont la somme
doit être égale à la pression P du mélange, on aura

P = Lc2p2-+- 2Ncc'pp'-f- L'e'2p'2.

On voit, par ce qui précède, que cette valeur de P a lieu quelle que soit
la figure de l'enveloppe.

Considérons maintenant le rayonnement de chaque molécule du gaz

mélangé. Le rayonnement d'une molécule du premier gaz, produit par
l'action répulsive de la chaleur de ce gaz, sera, par ce qui précède,
proportionnel à Le2p. Le rayonnement de la même molécule, par l'ac¬
tion du second gaz, sera dans le même rapport avec Ncc'p'. En égalant
la somme de ces rayonnements à l'extinction, par la molécule, des
rayons qu'elle reçoit, et qui est proportionnelle à la fonction II(/) de
la température t, on aura

Lc2p -t- Ncc'pf= iII(Q ;

i étant un facteur dépendant de la manière dont les molécules du pre-
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raier gaz éteignent les rayons caloriques. On aura pareillement

L'c'2p'+ Ncc'p = i ' n ( 0 •

Ces deux équations, multipliées respectivement par p et p', donnent
en les ajoutant

Lc2p2+ 2Ncc'pp'+ L'c'2p'2= tp H(0 4- i'p' R'(t).

Le premier membre de cette équation est la pression P du mélange à
la température t. La fonction ipll(t) serait, par ce qui précède, la pres¬
sion du premier gaz, s'il existait seul dans l'enveloppe; et i'p'U(t)
serait la pression du second gaz s'il était seul. En nommant donc p
et p' ces pressions, on aura

P = p + p1.

11 est facile de voir que la pression P d'un nombre quelconque de
gaz, dont les pressions partielles seraient p, p', p", ..., sera

p — p -H p' H- p" 4-...,

ce qui est donné par l'expérience.
Cette équation ayant lieu, quelle que soit N, elle subsistera en fai¬

sant, comme M. Dalton, N nul, c'est-à-dire en supposant nulle l'action
répulsive réciproque de deux gaz différents. Mais cette hypothèse est
bien peu naturelle : elle me paraît d'ailleurs contraire à plusieurs
phénomènes.

L'équation (3) donne pour un même gaz

n(0 __ Fp
H(0 ~ PP'*

Si l'on nomme c et v' les volumes du gaz aux températures i et t', on

aura ^ — £•; par conséquent,
ll(t') PV
11(0 ~ Pc '

En supposant P constant ou P = P', II(«) sera proportionnel à e; la
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fonction n(/) sera donc indiquée par un thermomètre d'un de ces gaz,
maintenu à une pression constante. L'équation (t) donne alors

p'c'—pc;
et par conséquent

c' v'
_

c v '

ce thermomètre indique donc les accroissements de la chaleur c,
contenue dans ce gaz à diverses températures. Pour i° d'accroisse¬
ment, en partant de la température zéro, v' croît de 0,00370e; c' croît
donc de 0,00370c; d'où il suit que si l'on a trouvé par l'expérience
qu'une masse donnée de ce gaz, en s'abaissant de la température de i°
à celle de zéro ou de la glace fondante, peut élever ier d'eau, de zéro
à i°, par le développement de sa chaleur, toute la chaleur contenue
dans cette masse de gaz, à zéro de température, élèvera 266s'' f d'eau,
de zéro à x°.

III.

Je dois faire ici une remarque importante. L'action réciproque de
deux molécules de gaz, appartenant au même gaz ou à deux gaz diffé¬
rents, est composée : i° de la répulsion mutuelle des deux quantités de
calorique qu'elles contiennent; 20 de l'attraction du calorique de la
seconde molécule, par la première molécule; 3° de l'attraction du calo¬
rique de la première molécule, par la seconde molécule; 4° de l'attrac¬
tion mutuelle des deux molécules. Je n'ai considéré, dans ce qui pré¬
cède, que la première de ces forces, et j'ai supposé que les trois autres
sont considérablement plus petites. Cela me paraît certain relativement
à la quatrième force que l'écartcment des molécules des gaz rend
insensible; mais je n'oserais assurer que la seconde et la troisième
force soient insensibles, surtout relativement aux vapeurs, qu'une
légère compression réduit à l'état liquide. Je vais donc considérer ces
forces, et présenter en même temps la théorie précédente sous un

point de vue plus simple.
Imaginons qn vase cylindrique vertical d'une largeur et d'une hau-
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tour indéfinies. Supposons-le rempli d'un gaz pressé par un poids à sa
surface supérieure. Concevons dans le cylindre, à une distance quel¬
conque de cette surface, un plan horizontal A, infiniment mince, de
toute la largeur du cylindre, et supposons les molécules du gaz situées
au-dessus du plan, fixement liées entre elles. Soient m une de ces
molécules, r sa distance au plan horizontal, f sa distance à une molé¬
cule m' située au-dessous du plan à la distance R, de manière que les
deux verticales passant par ces deux molécules soient éloignées entre
elles de la quantité s. On aura évidemment

/=V(R + r)'+ «L

Soient Hcp(/) la loi de l'action répulsive des quantités de chaleur
contenues dans ces molécules, et N<p(/) la loi de la force attractive
de la chaleur par ces molécules, l'action répulsive de la molécule m'
sur la molécule m, décomposée verticalement, sera évidemment

(IIc*_NC)?(/)^±-^;

et relativement à toutes les molécules situées à la distance/de la mo¬
lécule m, et sur le plan horizontal passant par la molécule m', elle sera

(Ile2— Ne),

p étant la densité du gaz. Pour avoir l'action répulsive de tout le gaz
contenu au-dessous du plan A, sur la molécule m, il faut multiplier
la fonction précédente par dsdJ\, et intégrer depuis s = o jusqu'à .v in¬
fini, et depuis R = o jusqu'à R infini. On trouvera ainsi

2 7ip(IIc2 — Ne) 4>('')

pour cette action répulsive. Maintenant, si l'on conçoit des séries ver¬
ticales de molécules, contiguès et prolongées depuis le plan A jusqu'à
la surface supérieure du cylindre, elles formeront une colonne verti¬
cale. Soit nr la base de cette colonne; l'action répulsive du gaz situé
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au-dessous du plan A sur cette colpnne placée au-dessus sera

2 r. vap2 (île2 — Ne)ydr<\/(r);

l'intégrale étant prise depuis r nul jusqu'à/- infini; car je suppose la
distance de la molécule m à la surface, plus grande que le rayon de la
sphère d'activité sensible des forces attractives et répulsives. La pres¬
sion sur la surface w est gtP, P étant le poids que cette colonne supporte
à la surface supérieure prise pour unité; on aura donc, en négligeant
le poids du gaz,

(4) P ™ 27rp-(IIc2 — Nc)K.

Je considère maintenant l'action d'une molécule quelconque m' du
gaz sur une autre molécule m, dont elle est éloignée de la distance r;
cette action sera (Hc —N)ç(r). Je suppose le rayonnement de la
molécule m proportionnel au nombre des molécules, à ces forces et à
la chaleur c contenue dans la molécule m-, ce rayonnement sera donc
proportionnel à p(tlc2 — Ne), et l'on aura

(5) p(IIc2— Ne) = <7II ( f ) ;

11(0 exprimant une fonction de la seule température. Les équations (4)
et (5) donnent les deux lois de Mariotte et de M. Gay-Lussac. Mais on
doit observer que ces équations n'ont été trouvées qu'en supposant
que o(r) représente à la fois la loi de répulsion de la chaleur et la loi
de son attraction par les molécules du gaz.

11 est maintenant facile de faire voir que la densité du gaz doit être
partout la même, à une distance de l'enveloppe plus grande que le
rayon de la sphère d'activité sensible des forces. En effet, on peut sup¬

poser la densité des tranches fluides horizontales sensiblement con¬
stante dans une épaisseur égale au diamètre de cette sphère. En plaçant
donc le plan horizontal A au milieu d'une de ces tranches dont la densité
soit p; en appliquant ensuite l'analyse précédente, on aura

P = ip II(Z).
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Pour une. autre tranche dont p' serait la densité, on aurait encore

p — y ii(o ;
on a donc p — p'.

Considérons maintenant, comme nous Pavons fait ci-dessus, le mé¬

lange de deux gaz. Soient IIc2cp(r) la répulsion, à la distance r, du
calorique d'une molécule du premier gaz, par le calorique d'une autre
molécule do gaz, et Ncsy) l'attraction du calorique d'une de ces mo¬
lécules, par une autre molécule; on aura, par ce qui précède, la répul¬
sion du premier gaz situé au-dessus du plan A, par le même gaz situé
au-dessous, égale «à

27rKp2 (Ile2— Ne).

Soient Lcc'cp(>) la répulsion du calorique du second gaz par le
calorique du premier gaz, et Mc'<p(r) l'attraction du calorique du
second gaz par une molécule du premier; on trouvera par l'analyse pré¬
cédente la répulsion du second gaz situé au-dessus du plan A, par
l'action du premier gaz situé au-dessous, égale à

2TrIvpp'(Lcc'— Me').

En désignant par L' et M' pour le second gaz, relativement au premier,
ce que nous avons désigné par L et M pour le premier gaz, relative¬
ment au second, on aura

2îiKpp'(L'cc' — M'c)

pour la répulsion du premier gaz placé au-dessus du plan A, par le
second gaz placé au-dessous. Enfin, 11' et N' désignant, pour le second
gaz, ce que II et N signifient pour le premier, on aura

27iKp,2(H'c'2 — N'c')

pour la répulsion du second gaz placé au-dessus du plan A par le
second gaz placé au-dessous. En nommant donc P la pression du fluide
à sa surface supérieure, on aura

P = 2tcK jp2(IIc2- Ne) h- pp'[(L + L')cc'- Me'- M'c] -t- p"(H'c'2-- N'c') j.
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L'action du premier gaz sur le calorique d'une molécule de ce gaz
est proportionnelle à

p ( II c2 — Ne) <p(r).

L'action du second gaz sur ce même calorique a le même rapport à

p'(L'cc'— M'c) <p(r) ;

on aura donc le rayonnement de la molécule du premier gaz, propor¬
tionnel à la somme de ces actions, ce qui donne

p(IIe2— Ne) 4- p'(L'cc'—- M'c) = z'H(Z);

on aura pareillement

p'(H'c"— N'c') -h o(Lce'— Me') — i' H(Q.

En multipliant respectivement ces deux équations par p et p', on
aura, en les ajoutant,

P — ip II(Z) -+- i'p'Tl(t);

mais, en désignant par p et p' les pressions relatives à chacun des gaz,
on a

p=ipR(t), p'=i'p'Tl(t)i
donc

P = p h- p'.

Quant à l'égale diffusion des deux gaz, dans toutes les parties du
mélange, il est facile de voir que ce n'est que dans cet état que chaque
molécule de gaz peut être en équilibre.

La théorie précédente revient à considérer chaque molécule des corps
comme rayonnant du calorique, par la force répulsive que le calorique
des molécules environnantes exerce sur le calorique qu'elle contient.
Un corps jouit d'une température constante, lorsqu'il éteint autant de
calorique qu'il en rayonne. Un espace qui renferme un système de corps
jouit d'une température constante, lorsque chaque corps y rayonne
autant de calorique qu'il en éteint. La densité du calorique répandu
par les rayonnements dans cet espace croît avec la température; elle
peut ainsi lui servir de mesure et même de définition. Cette densité est

OEuvrcs de L. — XIII. %7
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exactement représentée par les dilatations d'un volume de gaz soumis
à une pression constante, ou par les degrés du thermomètre à air, que
l'on peut ainsi regarder comme le thermomètre de la nature. Deux
corps à la température de l'espace supposé ne changent point de tem¬
pérature par le contact, car leurs surfaces,.qui ne se touchent point,
devant rayonner comme avant le contact, la chaleur intérieure de
chacun d'eux doit rester la même. Si le premier de ces corps est une
couche polie d'une mince épaisseur, elle réfléchira en grande partie
le calorique qu'elle reçoit, et n'en éteindra qu'une petite partie à
laquelle son rayonnement sera proportionnel. Mise en contact avec le
second corps, clic n'en changera point la température. On conçoit ainsi
que le poli d'un corps ne change point sa température intérieure.
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DÉVELOPPEMENT
DE

LA THÉORIE DES FLUIDES ÉLASTIQUES
ET

APPLICATION DE CETTE THÉORIE A LA VITESSE DU SON (»)■

Connaissance des Temps pour l'an 1825 ; 1822.

La théorie que j'ai donnée de ces fluides consiste à regarder chacune
de leurs molécules comme un petit corps en équilibre dans l'espace,
en vertu de toutes les forces qui le sollicitent. Ces forces sont : i° l'ac¬
tion répulsive de la chaleur des molécules environnant une molécule A,
sur la chaleur propre de cette molécule qui la retient par son attrac¬
tion; 20 l'attraction de cette dernière chaleur par les mêmes molé¬
cules; 3° l'attraction qu'elles exercent, parleur chaleur et par elles-
mêmes, sur la molécule A. Je suppose que ces forces attractives et
répulsives ne sont sensibles qu'à des distances imperceptibles, et qu'à
raison de la rareté du fluide, la première de ces forces est la seule qui
soit sensible. Cela posé, je trouve, par les lois de l'équilibre des fluides,
l'équation suivante :

(1) P = lin*- c2 ;

n est le nombre des molécules du gaz contenues dans un espace pris
pour unité, et que je supposerai être le litre; c est le calorique renfermé

(l) Présenté au Bureau des Longitudes, le 12 décembre 1821.
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dans chaque molécule; k est une constante dépendant de la force ré¬
pulsive que les particules du calorique exercent les unes sur les
autres, et qu'il paraît naturel de supposer la même pour tous les gaz.
Enfin, P est la pression du fluide contre les parois du litre qui le
contient.

J'obtiens une seconde équation par les considérations suivantes. Je
conçois le litre comme un espace vide à une température quelconque.
En y plaçant un ou plusieurs corps, ils rayonneront du calorique les
uns sur les autres, et sur les parois du litre, qui rayonneront pareille¬
ment du calorique sur eux et sur elles-mêmes. Il y aura équilibre de
température, lorsque chaque molécule rayonnera autant de calorique
qu'elle en absorbe. L'espace vide du litre sera traversé dans tous les
sens par les rayons caloriques qui formeront ainsi un fluide discret
d'une densité très petite, et dont la quantité sera insensible relative¬
ment à la quantité de chaleur contenue dans les corps. On peut facile¬
ment prouver qu'à raison de la vitesse des particules libres du calo¬
rique, vitesse qui peut être comparée à celle de la lumière, ce fluide
doit être d'une extrême rareté. Aussi les expériences que l'on a faites
pour le condenser n'ont-elles donné aucun résultat sensible. Il est clair
que la densité de ce fluide discret augmente avec la chaleur des corps.
Elle peut ainsi servir de mesure à leur température, et en donner une
définition précise. Elle croît proportionnellement aux dilatations de
l'air dans un thermomètre d'air à pression constante et, par cette rai¬
son, ce thermomètre me paraît être le vrai thermomètre de la nature.

J'imagine présentement que le système des corps contenus dans le
litre soit un gaz. Chaque molécule dans l'état d'équilibre rayonnera
autant de calorique qu'elle en absorbe. Or il est évident que cette
absorption est proportionnelle à la densité du calorique discret que je
viens de considérer, ou à la température que je désignerai par u. Pour
avoir l'expression du rayonnement de la molécule il faut remonter à sa
cause. On ne peut pas l'attribuer à la molécule même, qui est supposée
n'agir que par attraction sur le calorique; il paraît donc naturel de le
faire dépendre de la force répulsive du calorique contenu, soit dans la
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molécule, soit dans les molécules environnantes. Le calorique de la
molécule étant infiniment petit par rapport à l'ensemble du calorique
de toutes les molécules environnantes, on peut n'avoir égard qu'à la
force répulsive de cet ensemble. Sans chercher à expliquer comment
cette force détache une partie du calorique de la molécule A et la fait
rayonner (f), je considère que l'action du calorique d'une molécule B
pour cet objet est proportionnelle à ce calorique et au calorique c de la
molécule A; je la fais ainsi proportionnelle au produit /«r. Le rayonne¬
ment de la molécule A est donc proportionnel à ce produit; en l'égalant
à l'absorption du calorique, on a

(2) kn^—qu;

q étant une constante dépendant de la nature du gaz.
ne exprime la quantité de calorique du gaz contenu dans le litre; en

supposant donc que c soit le calorique contenu dans iet' du gaz, et
que p soit le nombre de grammes ou le poids du gaz renfermé dans le
litre, on pourra, dans les équations précédentes, substituer p à n, et
alors elles deviennent

(3) P — kfc\
(4) /c p e2 = qu.

On peut voir, dans la Connaissance des Temps de 1824, l'analyse qui
m'a conduit à ces équations. Je l'ai étendue au mélange d'un nombre

v

quelconque de gaz, en supposant pour une plus grande généralité que
la valeur de h n'est pas la même pour les divers gaz, et que l'action
répulsive du calorique d'une molécule de gaz sur le calorique d'une
autre molécule pouvait être modifiée par la nature même de ces molé¬
cules. Mais il me paraît naturel de la supposer indépendante de cette
nature, ce qui simplifie les formules que j'ai données dans l'Ouvrage

(') Les mouvements des molécules d'un gaz, produits par l'action des rayons caloriques
et dont les liquides soumis à l'action de la lumière et de la chaleur offrent des exemples,
ne peuvent-ils pas occasionner leur rayonnement, en faisant varier alternativement l'action
répulsive du calorique des molécules qui environnent chaque molécule du gaz, sur le ca¬
lorique de cette molécule?
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cité. Car alors on doit y faire

H = H'=L = L'....

En n'ayant point égard à l'action des molécules sur la chaleur et sur
elles-mêmes, M, N, M', N', ... sont nuls, et alors on a les équations
suivantes relatives au mélange d'un nombre quelconque de gaz, ren¬
fermé dans iHt, mélange qui n'est dans un état stable d'équilibre qu'au¬
tant que chacune de ses plus petites portions contient les molécules
des divers gaz, en même rapport que le mélange total :

P est la pression du mélange; k est une constante dépendant de l'in¬
tensité de la force répulsive mutuelle des particules du calorique;
c, c, c", ... sont les quantités de chaleur contenues dans igr du pre¬
mier gaz, du deuxième, du troisième, etc.; p, p', p", ... sont les
nombres de grammes de ces gaz, dans iut du mélange; u est la tempé¬
rature du mélange, et q, q', q", ... sont des constantes dépendant de
la nature de chaque gaz.

Les équations (A) donnent

P = /f(pc + p'c'+p"c" + ...p,

(A)

. kpc{pc 4- p'c'-h p"c" + ..— qpu,

/cp'c'(pc4- p'c'H- p"c"+...) — q'p' u,

kp" c" ( p c 4- p' c' -1- p" c" 4-... ) — q"p" u,

iÉ. — isL E— —

pc ~ qp ' pc ~ qp
on a donc

pc H- p'c'+p"c"+.. . = (pq 4- py+p'y-K ..) -•

Ainsi en faisant
pq + p'g'+p"q"+---={q)(p),

p H— p' H- p"+. • (p)>
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les équations (A) donneront

295

(5) P = £(p)2(P,
(6) k(p)0={q)u.

Ces équations sont les mêmes que les équations (3) et (4) relatives,
à un fluide simple. Elles reviennent à considérer comme molécules du
fluide composé un groupe infiniment petit dans lequel les molécules
des divers gaz entrent dans le même rapport que dans le mélange entier.
C est le calorique contenu dans isr de ce mélange; (p) est le poids de
iht du mélange.

L'air atmosphérique est, comme on sait, composé de quatre différents
gaz, savoir : l'azote, l'oxygène, la vapeur aqueuse et un peu d'acide car¬

bonique; on peut donc appliquer à ce fluide composé les équations (5)
et (G). On peut encore, dans les vibrations aériennes, considérer l'air
comme formé de groupes pareils à ceux que je viens d'imaginer. A la
vérité, chaque molécule d'un de ces groupes étant sollicitée par des
forces différentes, elles devraient, dans leurs mouvements, se séparer;
mais les obstacles que les autres groupes opposent à cette sépa¬
ration suffisent pour les retenir ensemble, en sorte que le centre de
gravité de chaque groupe se meut comme si ses molécules étaient liées
fixement entre elles; et c'est ainsi que nous les envisagerons dans la
suite.

Les équations (5) et (G) donnent

P = (?)(p)«;

ainsi, la température restant la même, la pression d'un fluide quel¬
conque, simple ou composé, est proportionnelle à sa densité; ce qui
est la loi de Mariotte.

Les mêmes équations donnent encore, pour un autre fluide simple
ou composé,

P = (jr')(p')u,

(p') étant la densité du second fluide et (y') étant la valeur de (q) rela-
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tive à ce fluide; ou a donc, quelles que soient la pression P et la tem¬
pérature u,

(p')
_ if)

(P) (?')'

Le rapport des densités des deux fluides reste donc toujours le même,
ce qui est la loi de M. Gay-Lussac.

Enfin les équations (A) donnent

P = q p u 4~ q' p1 u H- q"p" u -+-. . . ;

qpu, q'p'u, q"$"u, ... sont les pressions que chaque gaz exercerait
contre les parois du litre, s'il était seul dans cet espace; en nommant
donc p, p', p", ... ces pressions, on aura

P=/>+p'+p"+...,

ce qui est la troisième loi des fluides élastiques.
Dans l'analyse exposée (p. 339 et suiv. de la Connaissance des Temps

de 1824) j'ai omis l'action des molécules inférieures au plan hori¬
zontal que j'y considère, sur le calorique des molécules supérieures à
ce plan, ce qui m'a conduit à une expression incomplète de la pres¬
sion P. En rétablissant cette action, on voit que l'on ne peut alors
satisfaire aux trois lois générales des fluides élastiques; ce qui prouve

que l'attraction de chaque molécule d'un gaz sur les autres molécules
et sur leur calorique est insensible, et ce qui dispense de toute hypo¬
thèse sur la loi d'attraction des molécules des gaz par la chaleur. Mais
alors, pour satisfaire à l'ensemble des phénomènes que les gaz nous

présentent, il faut considérer le calorique de chacune de leurs molé¬
cules dans deux élats différents. Dans le premier état, il est libre, et
c'est ce que nous avons désigné par c. Dans le second état, il est
combiné et n'exerce alors aucune force répulsive et attractive sen¬
sible; mais il se développe dans le passage de l'état gazeux à l'état
liquide, et même dans la variation de densité des gaz. En le désignant
par i, la chaleur absolue de la molécule sera c -h i.
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De la vitesse du son dans l'atmosphère.

Je vais maintenant appliquer la théorie précédente à la vitesse du son
dans notre atmosphère. Je considérerai, comme ci-dessus, ses molé¬
cules comme des groupes composés des molécules des divers gaz dont
elle est formée, et qui se meuvent comme si les molécules de chaque
groupe étaient liées fixement entre elles. Imaginons un cylindre hori¬
zontal d'une longueur indéfinie et rempli d'air en vibration. Pour avoir
la force qui sollicite une de ses molécules A, désignons par Nç(/) la
loi de la force répulsive de la chaleur, relative à la distance f. La force
répulsive de la chaleur d'une molécule B sur la chaleur de la molé¬
cule A sera Ncc, ®(/),/étant la distance mutuelle des deux molécules,
c étant la chaleur de la molécule A, et c, celle de la molécule B. En
nommant j la distance horizontale de B à A, et s leur distance verticale,
l'action répulsive de la chaleur de B, sur la chaleur de A, sera dans le
sens horizontal, et en sens contraire de l'origine des s,

Ncc, j <p(/).
En la multipliant par la densité p de l'air au point B, et par nzzdz,
■k étant la circonférence dont le diamètre est l'unité, on aura, pour la
force entière qui sollicite la molécule A dans le sens horizontal,

27tNJ'J ZjîpcCiSdscpif);
les intégrales étant prises depuis z — o jusqu'à z infini, et depuis
s — — co jusqu'à s — ce. On a

en désignant donc par ?,(/) l'intégraleJdfy(f), et observant que
ç,(/) est nul lorsque / est infini, la force précédente devient

— 27tN J pccts dscpl(s).
QEuvres de L, — XIII. 38

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



298 DÉVELOPPEMENT DE LA THÉORIE

p, c, étant relatifs à la section verticale du cylindre qui passe par la
molécule B, nous aurons, en réduisant en série,

dpc
pCCi — pc- + sc-~- -+-. . .,

les différentielles du second membre se rapportant à la molécule A.
Or on a

f sdsy^s) — o,

lorsqu'on prend les intégrales depuis s = — oo jusqu'à s~oo. On a
ensuite

f s* ds <p,{s) = s<\>(s) — J ds^(s),

en désignant par '}(s) l'intégrale / sdsyt(s). Donc, si l'on nomme Q
l'intégrale / prise depuis s nul jusqu'à s infini, la force qui
sollicite horizontalement la molécule A sera, en sens contraire de l'ori¬
gine des s,

Soit

i£f =(,-6)4;p cas p os

la force précédente devient ainsi

47tNQ^c2(i-®).
Soient X la coordonnée horizontale de la molécule A dans l'état d'é¬

quilibre, et X-t-a? sa coordonnée dans l'état de mouvement. Soit en¬
core (p) la densité de l'air dans l'état d'équilibre. On aura

p~(p)tfX + dx'

en négligeant donc le carré de dx, et observant que ~p = on aura
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La lorco qui sollicite la molécule A dans le sens des x sera donc

4irNQ(p)^c«(.-6).
Il résulte de l'analyse que j'ai donnée dans la Connaissance des Temps

de 1.824, que P étant la pression de l'atmosphère, on a, dans l'état
d'équilibre,

P — 27iNQ(p)2cs;

en égalant donc la force précédente à , ôt étant l'élément du temps,
on aura

d'2 x
_ 2 P „ d2 x _

Ht? ~ 'dXd'

ainsi la vitesse du son ou l'espace qu'il parcourt dans une seconde
étant, comme l'on sait, et comme il est facile de le conclure de l'inté¬

grale de cette équation aux différences partielles, la racine carrée du
^2 rjQ

coefficient de cette vitesse sera
oX*

Soient h la hauteur d'une atmosphère de la densité (p), et £ la hauteur
dont la pesanteur fait tomber les corps dans une seconde, cette vitesse
devient

\/^~he{i — 6).

Les géomètres, en étendant ces principes et cette analyse au cas où
l'air a trois dimensions, trouveront facilement que, dans ce cas, la
vitesse du son a la même expression.

La formule de Newton donne sjahi pour l'expression de cette vitesse,
et en partant des valeurs connues de a et de h, elle serait de 282'",4
à la température de 6° centésimaux. L'expérience a donné, à la même
température, 337m,2 aux académiciens français. 11 est donc bien cer¬
tain que la formule de Newton donne un résultat trop faible. Si la
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valeur de i était nulle, la formule précédente' donnerait you 3gcp", 4
pour la vitesse du son, résultat trop considérable.

Il est difficile, par les expériences sur l'air, de déterminer le fac¬
teur 1 — 6, et il est plus exact et plus simple de le conclure de la
vitesse même du son. Cependant on peut faire uâage, pour cet objet,
des expériences de MM. Laroche et Bérard, sur la chaleur que l'air
abandonne sous diverses pressions, en passant d'une température élevée
à une température inférieure. J'en ai conclu ce facteur 1 — 6 égal à 0,8
environ; d'où résulte à peu près la vitesse observée du son. Mais ces

expériences délicates méritent d'être répétées avec un grand soin.
Les géomètres ont, d'après Newton, fondé la théorie du son sur des

principes différents de ceux qui précèdent. Ils considèrent une molé¬
cule aérienne pdX, comme étant pressée d'arrière en avant, par la
pression P, et d'avant en arrière, par la pression P + rfP; ce qui donne,
en vertu des principes dynamiques,

Ils supposent ensuite que l'équation
P = qpu

a lieu dans l'état de mouvement comme dans celui d'équilibre, et que la
température u reste constante, ce qui donne

dV
_ dp

"P "7?

et comme on a, par ce qui précède,

<)\T dP

J? PdX'

i! est facile d'en conclure
(P x P à- x

_

~W ~ (p)W2'

ce qui donne la vitesse du son égale à • On vient de voir que cette
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valeur est trop faible, ce qui montre l'inexactitude de l'analyse sur

laquelle on l'a fondée. En effet, l'air n'agit point, sur une couche
aérienne d'une épaisseur infiniment petite, par une simple différence
de pression, comme il agirait sur un plan d'une épaisseur sensible; en
sorte que l'équation différentielle

<yx
_ dP

dfL ~ PdX

n'est point exacte. De plus, l'équation P = qpu n'est vraie que dans
l'état d'équilibre. Il est donc nécessaire, pour avoir l'expression véri¬
table de la vitesse, de considérer, comme nous l'avons fait, toutes les
forces qui sollicitent une molécule d'air.

./

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CONTINUATION DU MÉMOIRE PRÉCÉDENT

SUR LE

DÉVELOPPEMENT
de

LA THÉORIE DES FLUIDES ÉLASTIQUES.

Connaissance des Temps pour l'an i8î5; 1822.

Ce Mémoire, pages 3o2-3a3 de la Connaissance cles Temps de 1820,
est reproduit textuellement et avec des Additions au Tome V, Livre XII,
pages i35-i6o, et dans l'historique du Livre XII, pages io/j-io5 et

page 112.
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SUR LA VITESSE DU SON.

Connaissance des Temps pour l'an [825; [822.

La formule de la vitesse du son, que j'ai publiée dans les Annales de
Physique et de Chimie pour l'année 1816, consiste à multiplier la for¬
mule newtonienne par la racine carrée du rapport de la chaleur spéci¬
fique de l'air sous une pression constante, à sa chaleur spécifique sous
un volume constant. La formule de Newton donne la vitesse du son,

égale à la racine carrée du rapport de la pression à la densité de l'air.
Si l'on prend pour unité la seconde sexagésimale, ce rapport à zéro de
température, et sous la pression barométrique est le produit
de cette pression par le rapport de la densité du mercure à celle de
l'air, et par le double de l'espace dont la pesanteur fait tomber les corps

dans la première seconde. J'ai conclu ce double espace des expériences
de Borda sur la longueur du pendule, qui le donnent égal à 9"', 808674.
MM. Iliot et Arago ont trouvé le rapport de la densité du mercure à
celle do l'air sous la pression om,q6 et à zéro de température, égal
à 10466,82. On aura donc, par la formule newtonienne, la vitesse du
son égale à la racine carrée du produit de ces trois nombres, 9'", 808674,
ow,76 et 10466,82; ce qui donne 279™,33i pour l'espace décrit par
le son, dans une seconde sexagésimale, à zéro de température. On doit
remarquer que par la loi de Mariotte cette vitesse est constante, quelle
que soit la pression, pourvu que la température reste la même. On
réduira cette vitesse à la température de i5°,9, à laquelle la nouvelle
expérience de la vitesse du son a été faite, en la multipliant par la
racine carrée de l'unité augmentée du produit de i5,9 par la dilatation
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de l'air, correspondant à l'accroissement de i° dans la température,
dilatation que M. Gay-Lussac a trouvée égale à 0,00376. On a ainsi
287™,538 pour cette vitesse, ce qui diffère de 53™,35 du résultat de
la nouvelle expérience sur le son.

11 faut multiplier cette vitesse par la racine carrée du rapport des
deux chaleurs spécifiques de l'air. Ce rapport important peut être
conclu avec une grande exactitude des expériences intéressantes que
MM. Gay-Lussac et Welter font dans ce moment sur la compression de
l'air. Quatre de ces expériences faites sous la pression atmosphérique
om, 707, et que ces savants physiciens ont bien voulu me communiquer,
m'ont donné pour ce rapport 1,3748. Les résultats extrêmes ne diffèrent
pas de ce résultat moyen de ,-yj de sa valeur. Il est très remarquable
que ce rapport soit à fort peu près constant à toutes les pressions et à
toutes les températures. Dans les grands intervalles de — 20° à 4«°,
et de i42mm de pression à 23oora,u, ce rapport n'a pas varié d'un sei¬
zième de sa valeur. En multipliant donc 287'", 538 par la racine carrée
de 1,3748, on a pour la vitesse du son 337IU, 144- On doit faire à ce
résultat une petite correction dépendant de l'état hygrométrique de
l'air. Toutes les expériences de MM. Biot, Arago, Gay-Lussac et Welter
ont été faites sur un air privé d'humidité. La vapeur aqueuse répandue
dans l'air atmosphérique étant plus légère que ce fluide le rend moins
dense; elle doitdonc produire, sur la vitesse du son, un effet analogue
à celui de la chaleur. Dans la nouvelle expérience sur cette vitesse, les
hygromètres à cheveu indiquaient 720. En partant des expériences de
M. Gay-Lussac sur ce genre d'hygromètres, et en supposant avec lui la
densité de la vapeur aqueuse égale à fi de la densité de l'air, je trouve
om,57i. pour l'effet hygrométrique de l'air, qu'il faut ajouter à la vitesse
précédente; elle devient ainsi 337m,715. La nouvelle expérience sur
le son donne 34om,889; la différence 3m, 174 me parait être dans les
limites des petites erreurs dont cette expérience et les éléments de
calcul dont j'ai fait usage sont encore susceptibles.
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ADDITION AU MÉMOIRE

SUR

LA THÉORIE DES FLUIDES ÉLASTIQUES.

Connaissance cles Temps pour l'an i8%5; 1822.

Ce Mémoire, pages 386-387 de la Connaissance des Temps i8z5, est.
reproduit à peu près textuellement au Tome V, Livre XII. pages io4-io5.

OEuvres de L, — XIII. 39
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DE

L'ACTION DE LA LUNE SUR L'ATMOSPHÈRE.

Connaissance des Temps pour l'an 1826; 1823.

Ce Mémoire, pages 3o8-31 - de la Connaissance des Temps 1826, est
inséré textuellement au Tome Y, Livre XIII, pages 184-188 et 262-268.
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SUR LES

VARIATIONS DE L'OBLIQUITÉ DE L'ÉCLIPTIQUE
ET DE

LA PRÉCESSION DES ÉOUINOXES.

Connaissance des Temps pour l'an 1827; 1824*

_

J'ai fait voir, dans le cinquième Livre de la Mécanique céleste, que

l'aplatissement de la Terre change considérablement la variation de
l'obliquité de l'écliptique, qui résulte du mouvement séculaire de l'orbe
terrestre, produit par l'action des planètes. Leur action directe sur la
Terre, pour changer la position de son axe, est insensible. Mais cette
action réfléchie, si je puis ainsi dire, par le Soleil, acquérant par là,
dans son expression, de très petits diviseurs, devient considérable. Il
arrive ici la même chose que j'ai remarquée dans la théorie de la Lune,
où, par une réflexion semblable, la variation séculaire de l'excentricité
de l'orbe terrestre devient, dans les équations séculaires du mouvement
de ce satellite, beaucoup plus sensible que par elle-même.

On sait que les produits de la tangente de l'inclinaison de l'éclip¬
tique vraie, sur une écliptique fixe, par le sinus ou par le cosinus de
la longitude de son nœud, comptée d'un équinoxe fixe, sont exprimés,
le premier par une suite de termes de la forme csin(gtf-t-S), et le
second par la même suite de termes dans lesquels on change le sinus
en cosinus.
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Nous représenterons la première suite par

^csin(^ + 6),
et la seconde par

^CCOS^f+ 6),

le signe ^ désignant la somme des termes de la nature de celui qu'il
précède.

L'angle gt -+- ë peut être rapporté à l'équinoxe mobile, en l'augmen¬
tant de l'angle h, It exprimant le moyen mouvement des équinoxes.

En faisant donc
1 + S =/.

les produits de la tangente de l'inclinaison de l'écliptique vraie, par le
sinus ou par le cosinus de la longitude de son nœud, comptée de
l'équinoxe mobile, seront

^]csin(/* + ê), ^ccos(/£ + 6).

Maintenant, j'ai fait voir dans le cinquième Livre de la Mécanique céleste,
que si l'on nomme G' l'inclinaison de l'équateur à l'écliptique vraie,
on a

(i) fl'= h C l) [COS(ft + g) - COSë],

h étant l'obliquité de l'écliptique lorsque t est nul. Si la Terre était
sphérique, l serait nul et l'on aurait

(i) 0'= h + ^ c[cos(gt + 6) — cosg].

Ce n'est pas ainsi que Lagrange, dans les Mémoires de l'Académie de
Berlin de 1781, et d'après lui M. Schubert, dans son Traité d'Astrono¬
mie théorique, ont considéré cet objet. Ils ont égard à l'aplatissement
de la Terre, en tant qu'il produit la précession moyenne II des équi¬
noxes; mais ils n'ont point égard à l'effet de cet aplatissement combiné
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avec le déplacement séculaire de l'écliptique. Ils trouvent ainsi

B' — h +2 c[cos(/f -+- S) — cos(&.+ 6)].

Lorsque le temps t, que nous supposerons exprimer un nombre d'an¬
nées tropiques, n'excède pas ioo, cette formule et la formule (i) don¬
neront à fort peu près l'une et l'autre, pour la variation de l'obliquité
de l'écliptique,

— /)csin6;

mais ces formules seront fort différentes, lorsque le nombre t sera de
plusieurs milles.

<J/ exprimant la précession des équinoxes sur l'écliptique vraie, on
a, par le cinquième Livre de la Mécanique céleste,

(Ji'= Il c^i+ y tang2/i^ ^ ^ y ^ cot/i[sin(/£ + g) — sinê].
Suivant les géomètres cités, on a

d/— It —^ ccot/i[sin(/£ + g) — sin(/i -H 6)];

la longueur de l'année est

T|rI-_^LVV dt 36o°;

T étant l'année sidérale, on a donc cette longueur égale à

T' I 1 ~ 3dô° 2 c (' + J tanS2/l) (z—/) cotA[cos(/f + g) — cos6] |,
T' étant la longueur de l'année tropique, lorsque t est nul. Suivant les
géomètres cités, cette longueur est

T'ji — 3^^ccot/î[cos(/*-b6) — cosë] j.
En comparant ces formules aux nôtres, on voit que l'on aura notre
expression de Ô' en multipliant chaque terme de leur expression, ren-
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fermé sous le signepar ^ l, et en retranchant du produit ce qu'il
devient lorsque l est nul.

On aura pareillement notre expression de / en multipliant chaque
terme de leur expression renfermé sous le signe ^ par

(j/"_ l) (i -+- 4 tang2 h
f X f

et en retranchant du produit ce qu'il devient lorsque t est nul.
Les diverses valeurs de /sont les racines d'une équation algébrique,

d'un degré d'autant plus élevé qu'il y a plus de planètes. Les valeurs
numériques de ces racines dépendent des rapports que l'on assigne aux
masses des planètes comparées à celle du Soleil. Lagrange, dans les
Mémoires cités de l'Académie de Berlin, a déterminé ces valeurs en

adoptant des rapports qui lui donnent, pour la diminution séculaire
actuelle de l'obliquité de l'écliptique, 6i",56. Cette diminution est
beaucoup trop grande, et les observations do Bradley, La Caille et
Mayer, comparées aux observations modernes, me paraissent indiquer
une diminution plus petite que 5o". M. Schubert, dans la seconde édi¬
tion qu'il vient de publier de son Traité d'Astronomie théorique, a
donné une expression de la variation de l'obliquité de l'écliptique plus
concordante avec les observations modernes. Elle consiste à ajouter,
à l'obliquité de l'écliptique du commencement de l'année 1800, la
formule suivante :

— 1307", 2i cosi 5o", i — 5527", 78 si ni 5o", 1
— 387", 02 cosi 2/|", 8715— 53o",93 sin 124",5715
— 1274",56 cosi3i",4271 + 5681 ", 76 sin < 3i", 4271
-h 264",24 cosi33",38oi-h 2g4",4osini33",385i
— 45o",9i cosi43", 2280 h- i522",68 sin/43", 2280
H- 3155", 49 cosi45",3674 - x44o",48 sinf 45",3674.

On transformera cette formule dans la véritable, en multipliant chacun
1 . — ( 5o", 1 — f) r „ . ,de ses termes par ———, jo , 1 exprimant la procession moyenne
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annuelle des équinoxes, et /étant le coefficient de l'angle t compris
sous les signes sinus et cosinus : on aura ainsi la formule suivante :

402",09cos<24",57i5 + 55I",6I sinf24",57i5
H-767", 3o cosï3i",437i — 3375",91 sirU 3i", 4271
— i32",3o cos£33",385i — 147",4° sin£33",385i
H- 71",68 cosf43", 2280 — 24.2",06 sini43", 2280
— 329", 17 cos^ 45", 3674 + j5o", 26 sin^ 45",3674.

Il faut ajouter cette formule à l'obliquité de l'écliptique du commence¬
ment de 1800, et retrancher de la somme la valeur de la formule

lorsque t est nul, ou l'arc i2'49",6o.
Comparons à cette formule l'observation de Tcheou-kong, que j'ai

rapportée dans les Connaissances des Temps de 1809 et 1811 ('). Cette
observation donne l'obliquité de l'écliptique correspondant à l'an 1100
avant notre ère, égale à 23°54'2",5. Il faut, dans la formule précédente,
supposer 1 = — 2900, et alors elle donne 2111",56. En faisant donc
l'obliquité de l'écliptique égale à 2?>0 2-)'07" ,0, au commencement
de 1800, cette formule donnera 23°5o'i9",o pour l'obliquité corres¬

pondant à l'an jioo avant notre ère; ce qui ne diffère que de 3'43",5
de l'observation de Tcheou-kong.

Les limites comprises entre le maximum et le minimum de la fonc¬
tion a sinO + b cosO sont ± y/a2 -1- b'~. De là j'ai conclu que les limites
de la variation de l'obliquité de l'écliptique donnée par la formule de
M. Schubert sont ±4°53'33". Par cette formule transformée dans
la véritable, ces limites se réduisent à ±i°22'35".

On voit donc que la considération de l'aplatissement du sphéroïde
terrestre réduit considérablement l'étendue des variations de l'obliquité
de l'écliptique qui existeraient sans cet aplatissement; ce qui a lieu
pareillement pour les variations de la longueur de l'année.

(1 ) OEuvres de Laplace, T. XIII.
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SUR

LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DU RADICAL
QUI EXPRIME LA DISTANCE MUTUELLE DE DEUX PLANÈTES

ET SUR

LE DÉVELOPPEMENT DU RAYON VECTEUR ELLIPTIQUE.

Connaissance des Temps pour l'an 1828; 1825.

Ce Mémoire, dans lequel Laplace recherche et détermine pour la
première t'ois la valeur de l'excentricité e pour laquelle les séries de la
Mécanique céleste restent convergentes, est reproduit, avec des addi¬
tions, dans le Supplément au cinquième Volume du Traité de Mécanique
céleste, par M. le Marquis de Laplace (imprimé sur le Manuscrit trouvé
dans ses papiers), 1827, Tome V, pages 469-489-
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MÉMOIRE

SUR

LES DEUX GRANDES INÉGALITÉS

DE JUPITER ET DE SATURNE.

Connaissance des Temps pour l'an i8'jg; i8?.6.

Ces inégalités ont pour argument cinq fois la longitude moyenne
de Saturne, moins deux fois celle de Jupiter; leur période est de
neuf siècles environ. J'ai reconnu qu'elles ont entre elles, à fort peu

près, un rapport simple, qui consiste en ce que, si l'on nomme m la
masse de Jupiter, celle du Soleil étant prise pour unité, a la moyenne
distance de cette planète au Soleil ; si l'on désigne pareillement par m!
la masse de Saturne et para' sa moyenne distance au Soleil, la grande
inégalité de Saturne est à celle de Jupiter comme mqa est à — m'y/a'.
Dans le calcul de ces inégalités, j'ai eu égard aux parties très petites
dépendant du carré de la force perturbatrice, et j'ai conclu, au moyen
du rapport précédent, la partie relative à Jupiter de celle qui est rela¬
tive à Saturne. Dans un Mémoire inséré parmi ceux de la Société astro¬
nomique de Londres ( ' ), qui a pour titre Mémoire sur différents points
relatifs à la théorie des perturbations des planètes, exposée dans la Mé¬
canique céleste, M. Plana a discuté de nouveau ces petites parties, et il
a reconnu que le rapport dont il s'agit ne leur est point applicable.
Cette remarque m'ayant fait reprendre mon analyse, je suis parvenu à
un rapport entre ces parties auquel les résultats de M. Plana sont loin

(') Tome II, pages

OF.ueres de Z. — XIII. é 0
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de satisfaire, et d'où il suit que le rapport dont j'avais fait usage

s'éloigne peu de la vérité.
En publiant mon Traité de Mécanique céleste, j'ai désiré que les

géomètres en vérifiassent les résultats, et spécialement ceux qui me
sont propres. Les résultats de la théorie du Système du monde sont si
distants des premiers principes que leur vérification est nécessaire pour
en assurer l'exactitude. Les géomètres qui s'en occupent font donc une
chose très utile à l'Astronomie. Je dois, comme savant et comme au¬

teur, beaucoup de reconnaissance à ceux qui veulent bien prendre mon

Ouvrage pour texte de leurs discussions et qui, par là, me fournissent
l'occasion d'éclaircir quelques points délicats traités dans cet Ouvrage.
Ainsi, dans le Mémoire cité, M. Plana étant parvenu par une analyse,
qui n'est point irréprochable, à des équations différentielles du mou¬
vement de l'orbite du dernier satellite de Saturne, qu'il croit devoir
être substituées à celles que j'ai données à la page 182 du quatrième
Volume de la Mécanique céleste, j'ai de nouveau examiné mes équations,
et j'en ai confirmé l'exactitude par une autre méthode, comme je le
montrerai dans un prochain Mémoire.

Je reprends l'équation (7) du n° 9 du deuxième Livre de la Mécanique
céleste ('). En n'y considérant que l'action mutuelle du Soleil dont je
désigne la masse par M, de Jupiter dont je désigne la masse par m, et
de Saturne dont je désigne la masse par m' ; en nommant x, y, z les
trois coordonnées orthogonales de Jupiter, rapportées au centre du
Soleil, x', y', z' celles de Saturne, r et r' leurs rayons vecteurs ; enfin dt
exprimant l'élément du temps t, cette équation donnera

,,, ,, dx" + c/r2-t- dz- M mconst.= (M + ru') m 2 (M -+- m ■+■ m')—~

2 ( M + m + m') —jj
Mm'

2 (M H- m -h m') mm'
\J{x'—xy+ — [z'-z)*

( ') Œuvres de Laplacc, T. I, p. i47-
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On a, par le n° 46 du deuxième Livre ('),
dx- -+- dy* H- dz* 2 ( M 4- m )

^ s — ^ —• 2 J rfR -+- const.,
...

/ \

j r/'R'-t- const.;
dx12 H- dy'* + dz'"- _ 2 ( M H- m

dT1 ~ r'
R étant égal à

m' ( xx' -+- yy' -

s/{x' — xy-+ (/ — yY+ (s' — zy

la différentielle d sous le signe intégral j" se rapportant aux seules
coordonnées de Jupiter, et la différentielle d'se rapportant aux seules
coordonnées de Saturne; on aura donc

(M -I- m') mj «?R -+- (M -t- m) m'J'd'R'
, / m m'\ , dx dx' -t- dy dv' H- dz dz'

, = mm i r — mm' -rr-

(A) { \ r >" J dt*
(M -t- m -t- m') mm' • const.

\/{x'-x)*-h (y' — yy-fr(z'—zy

Il faut maintenant considérer les termes de cette équation, affectés
du très petit diviseur 5«'— 2n, et qui ont pour argument 5rit — 2ni,
ni et rit étant les moyens mouvements de Jupiter et de Saturne. Ces
termes sont en effet les seuls qui, acquérant encore ce diviseur par une
nouvelle intégration, donnent dans les expressions de j'j rfR et de
j j d'II', et par conséquent dans les expressions de la longitude des

deux planètes, des termes ayant pour diviseur (5ri — irif. Pour les
déterminer, nous observerons que les fonctions

, dx dx' + dy dy' -4- dz dz' — ( M + m -t- m ' ) mm'
— mm' » -^=============L========

\J{x'—«)"+(/' — /)*-H («'—-s)2

ne renferment point de termes semblables de l'ordre ni1. Car on obtient
les termes de l'ordre /n2, dans ces fonctions, en y substituant, au lieu
de x, x', y, y', ■ ■., leurs valeurs elliptiques, et il est clair qu'en déve¬
loppant ces fonctions, elles ne donneront point de termes ayant pour
diviseur 5«' — an. Il faut donc, pour avoir des termes semblables dans

(') OEuvres de Lnplace, T. I, p. 278.
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ce développement, substituer pour x, y, x', y', ... leurs valeurs
augmentées des quantités dues aux forces perturbatrices, ce qui don¬
nera des termes do l'ordre m3. On peut obtenir ces termes d'une manière
fort simple, en considérant les orbites comme des ellipses variables.
Pour cela, je vais rappeler ici quelques résultats exposés dans le Supplé¬
ment (') au Traité de la Mécanique céleste, et dans le deuxième Livre (2).

En exprimant par jndt 4- e la longitude moyenne de Jupiter, e sera
l'élément que l'on nomme époque de la longitude moyenne. Soient a le
demi-grand axe de son ellipse, e l'excentricité, xz la longitude du péri¬
hélie, y l'inclinaison de l'ellipse à un plan fixe, et 0 la longitude du
nœud. Marquons d'un trait, pour Saturne, les lettres n, e, a, e, u, y et 0.
Les quantités a, n, a' et n' seront, par le n° 23 du deuxième Livre,
liées entre elles par les deux équations

rd a1 — M -+- m, nna'* — M H- m',

et l'on aura, par le n° 64 du môme Livre,

, M + m M 4- m'd = aaR, d ——;— = arf'R .
a a

V étant une fonction des coordonnées x, y, z, x', y', z' des deux
ellipses, on peut la différentiel" une première fois en n'y faisant varier
que le temps 1, et en y regardant les éléments comme constants, ce qui
donnera, lorsqu'on aura substitué dans Y, au lieu de x, y, z, x', y', z',
leurs valeurs elliptiques, et faisant

J n dt + s = L, j n' dt e' = L',
,v dV . dVd\ = -rj- n dt -+- -rj-. n dt;dL oh

on a ensuite

dV ,

-r— da -+
oa

dV
ds.

dV
"

dL
+ dT"

dV , ,

Jd'da-"
dV

ds!
dV
de'

~

dL'

dV , dV , u dV ,0__cbs + _dy + TQdO,
dV , , ■ dV , , dV dO'
dS7 d/ 7 à9'

(1 ) OEiwres de Laplace, T. III, p. 3m.
(}) ht., T. I, Chap. VIII, p. 346.
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Cola posé, les valeurs elliptiques de x et de a/ peuvent être mises sous
cette forme

x — A 4- B cos ^ y n dt + z 4- L j 4-...,
x'= A'-t- B'cos^y^ n'dt-\-z'-

A, B, L, ..., A', B', L',... étant fonctions des éléments des orbites; on

aura donc par ce qui précède
dx — — B n dl sin^ j n dt-\- z 4- L ^ —...,

dx' — — B'n'dt sin^yn'dt 4- z' + L'^ —....

Le produit dxdx' ne renfermera donc que des quantités périodiques
de la forme

II cos^îj ndt-1- i'J n' dt 4- E^,
11 et E étant fonctions des éléments. Il est facile de voir, par le Supplé¬
ment cité, qu'en considérant les éléments comme variables, leurs
variations correspondant aux deux grandes inégalités de Jupiter et de
Saturne ont le même argument que ces inégalités, savoir Sri 1 — 2ni
ou 5 /n'dt — 2 fndt, et elles ont 5n! — ts.n pour diviseur. En les
substituant dans la quantité précédente, il en résultera des termes qui
auront ce même diviseur; mais il est visible qu'ils n'auront point le
môme argument, à moins que i' ne soit égal à 10 et i égal à — 4;
mais, dans ce cas, II est très petit de l'ordre e\ ce qui rend sa consi¬
dération inutile. On voit ainsi que la fonction

, dx dx' 4- dy dy' h- dz dz'
— ni m —

dt2

ne renferme point de termes des ordres m2 et m3, qui aient pour argu¬
ment S n't — 2nt, et pour diviseur 5ii — 2n.

Cependant cette fonction contient un terme de la forme
II' cos (511't — ait 4- A),

1F étant fonction des éléments. En y substituant la partie des variations
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des éléments proportionnelles au temps, on aura des termes de la forme

K£cos(5«'f — 2 nt -+- B),

termes qui, sans avoir 5n' — 2n pour diviseur, peuvent, à la longue,
devenir sensibles. Mais j'ai eu égard à ces termes dans ma théorie de
Jupiter et de Saturne.

La fonction
— (M -+- m -+- m') mm'

v\®'—^)2+ (/—j)2+(s'—s)2

peut se réduire à sa partie
— M mm'

«)2+ (/ — j)2-H {z'—zf

parce que l'autre partie est de l'ordre m3 et ne renferme point de
termes qui, ayant pour argument 5n't — 2nt, ont pour diviseur
5n'—2.n. Concevons la fonction

I

—xy+ (/—?)* +(z1— s)2

développée dans la suite

A 4- K cos(5«0 — 2nt h- I) -1- Q,

Q étant une série de cosinus d'angles de la forme int -+- i'n't, i et i
étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et int -+- i'n't étant dif¬
férent de 5/ït — 2nt. Cela posé, si l'on désigne par la caractéristique S
les variations, et si l'on fait

R == (R) + <5R, R' = (R') + «R',

(R) et (R') étant les parties de 11 et de IV de l'ordre m; SR et ôIV étant
les parties de l'ordre m2; l'équation (A) donnera en ne conservant que
les termes utiles, c'est-à-dire ceux qui ont pour argument 5rit — 2nt,
et 5n' — 2n pour diviseur, et observant que mm'-+- ^-) n'en ren-
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ferment point de semblables de l'ordre m\

M[m/rf(R) + m'fd'( R')] + mm' | frf(R) +fd'( II')]
-+- M(jn fdSR -h m'Jd'3R'] = — Mflim'j(A) —f- [K cos(5«'< — int +■ I)] j

— M mm' ô[A -+- K cos(5 n't — ->.nt +1)],

(A) et [Kcos(5«'f — mt + l)]

étant les parties de
A et de K cos(5«'< — int + I)

indépendantes de m et de m. En égalant donc séparément les quantités
de l'ordre m2 et de l'ordre m*, on aura

M £/»J<a!(R) -+- m'Jrf'(R')] = — M mm' j ( A) + [K cos(5«'* — int + 1)] J,
mm! | Çat(R)-l-j(R')~J -h mm'J d ——— + Qj

t fjr a(+ yy' + zz' /-A4- mm' I d'ôl -Id. 1_ Q \ — o;

les quantités

rn' j'd i^+ + et m j-d,§ (XX'+ y-y + zz' + Qj
sont, comme il est facile de s'en assurer, celles que j'ai considérées,
ainsi que M. Plana, dans les valeurs deJ doR et de j d'oR'; en restrei¬
gnant donc ainsi ces valeurs, on aura

( O ) o — m j'd ôR H- m'j d'âR' -t- mm!j d( R ) -t- mm'J'd' ( R' ),

ce qui donne

(Z) 3 a'n'Jd'ôR' = — ^^3 anJ rf«R + (m'_ m)3o'/i'Jrf'(R').
On a, aux quantités près de l'ordre m,

n-a3= ?inan,
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ce qui donne
ma! n' m\Ja _

m'an ~ m< yjâ''

de plus, si l'on nomme Ç et 'C les deux grandes inégalités de Jupiter et
de Saturne, on a à fort peu près, par le n° 64 du deuxième Livre,

Ç'=fia'n'dt fd'{R');
l'équation (Z) donnera donc

f ia'n'dt fd< ôR'— "7^=7 fïandt^fdèR + (m'-m)t;'.
Suivant M. Plana, dans son Mémoire cité ('), on a en secondes sexa¬

gésimales

f 3 an dt f*d ÔR = — 1", 9200 sin(5/i'< — 2 nt) -t- 5", 55j5 cos (Sn11 — 2 nt);

on aura donc, en observant que l'on a

1

> m'=Tr~> log =0,3844953,3512 r»/ i/n' yii1070 3512

f 3a'n' dt Çd'oR'
= 4",6537 sin(5n'i — 2nt) — 10",6998 cos(5«0 — 2nt) -1- (— —V';

\35i2 1070/

la valeur de 'Ç du n° 35 du sixième Livre (2) est, en la réduisant en
secondes sexagésimales,

— 2931" sin (5n't — 2 nt) — 223" cos(5nO — 2 nt);

on aura ainsi

Ç3 a' 11' dt fd'3R'= 6", 559 sin (5n't — 2nt) — 10", 555 cos(5«0 — 2 nt);

M. Plana trouve (8)

j 3 a' n' dtfd'311', = 2 5", io36 sin(5/iO — 2 nt) — 12", 8932 cos (5 n' t— 2nt),
(') Mémoires de la S. II. A., T. II, p. 397.
(2) OEuvres de Laplace, T. III, p. 147-
(3) Mémoire cité, p. 4o5.

«
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ce qui diffère beaucoup du résultat précédent. Il me paraît donc que les
valeurs de ?> janch J d oll et 3Ja!n'dt jd'oR', déterminées par ce
savant géomètre, ont besoin de correction (').

On aura égard dans l'équation (O) aux valeurs entières do §R et de SR',
en ajoutant au second membre de cette équation la fonction

mm' d[X + K cos(5n' t — 2nt + I)].

Enfin, pour compléter le calcul des parties des inégalités de Jupiter
et de Saturne, dépendant du carré de la force perturbatrice, et qui, ayant
pour argument 5 n't — int, ont pour diviseur (5n' — iiif\ il faut avoir
égard aux variations de l'élément que l'on nomme époque, et que l'on
peut obtenir par les formules que j'ai données à la page 6 du Supplé¬
ment au troisième Volume de la Mécanique céleste.

(') Los résultats numériques de Plana, donnés ci-dessus et empruntés par Laplace,
sont entièrement erronés, par suite d'une faute do signe dans les calculs analytiques. La
découverte on a été faite par do Ponlécoulant.

Au lieu de
Ç = — 1", 9200 sin(5«'t — 2ni) -t- 5",5575 cos(5«'« — 2nt)

et

Ç' = 25",io36 sin(5n't — int) — 12",8932 cos(5w't — int),
il faut lire :

Ç = i",48oo sin(5 n't — int) -t- 17",7241 cos(5n't — int)
et

= 5",0730 sin(5n't — int) — 4°", 3282 cos(5n't — int),

d'après lo Mémoire :
Note sur le calcul de la partie du coefficient de la grande inégalité de Jupiter et

Saturne qui dépend du carré de la force perturbatrice, 1829 (Mémoires de l'Académie
de Turin, T. XXXIV et XXXV).

Si maintenant nous refaisons les calculs do Laplace, nous avons successivement

J Sa'n'dtJ d'oR' = —3", 5872 sin(5//z — int)
— 42", 9595 cos(5ra'r — int) -k- (rzJ— 1— ) t'

y OJ 12 I O" O J
et

j" 'Sa! n' dtJ"d'oR' = — i",6823 sin(5re'i — int) — 42", 8146 cos(5 n' t — int),
au lieu do la valeur

Ç' = 5", 0730 sin(5«'t — int) — 40", 3282 cos(5«'* — int),

obtenuo par Plana.
OEuvres de L. — XIII. [\ I
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Celto rectification nous dispense de corriger les coefficients —io",6998, —10",555

et — r/,8g32, qui sont également inexacts.
Sur la valeur

Ç' = — 293i"sin(5«'f — 2nt) — 223" cos(5n't — int),

employée par Laplacc, voici la remarque de Plana, Mémoire cité, page 7 :
« Laplace, dans la page 243 do la Connaissance des Temps pour l'année 1829, fait

Ç' = — 2y3i" sin(5«'t — 2 nt) — 223" cos(5 n't — int),

ce qui revient à réduire en secondes sexagésimales le résultat qu'il avait donné dans la
page i4o du troisième Volume de la Mécanique céleste. Mais cela n'est pas exact. Car :
1° on doit appliquer à ces nombres la correction dont il est parlé dans les pages 23 ot 24
du premier Supplément à la Mécanique céleste, publié en 1808 ("); 20 on doit, pour se
conformer à l'esprit do la démonstration par laquelle on arrive à l'équation

m\ a 8Ç 4- m' <Ja' SÇ'-H (m — m')m' Ja' Ç' = o,

exclure de la valeur totale de Ç' la partie 8Ç', qui est de l'ordre du carré do la force per¬
turbatrice. Et comme il est démontré maintenant que les nombres (en division centésimale),

— 11",779432 sin(5rc'r — int) •+• 132*, 4701 cos(5n't — int),

donnés dans la mémo pago 140, doivent être pris avec un signe contraire, on sent qu'il
n'est pas permis de négliger ces deux corrections. D'après ces motifs, j'ai formé la valeur
de C que j'emploie ici en posant (division centésimale)

V — — —il/—; [(3900", 616 — 38", G92) sin(5«' t — 2 nt )ru' y al 35i2 > j / \ /
-+- (3G8",9io -+- 25",o65) cos(5n't — int))

(voir p. 127 et 129 du troisième Volume do la Mécanique céleste) ot faisant ensuite la
réduction en secondos sexagésimales. »

Le calcul de la grando inégalité do Jupiter et Saturne a suscité de nombreuses recherches ;
nous mentionnerons seulement, en dehors dos Mémoires déjà cités, parmi ceux qui se

rapportent plus directement au travail précédent de Laplace :
Plana, Sur le Mémoire de Laplace intitulé: Sur les deux grandes inégalités de Jupiter

et Saturne (Mémoires de TAcadémie de Turin, t. XXXI, 1827).
Poisson, Sur les inégalités à longues périodes résultant de l'action mutuelle de Saturne

et Jupiter ( Connaissance des Temps pour les années i83i et 183a).

( a) OEuvres de Laplace, t. iii.
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DIVERS POINTS DE MÉCANIQUE CÉLESTE.

Connaissance des Temps pour l'an 1829; [826.

I.

Sur les mouvements de l'orbite du dernier satellite de Saturne.

J'ai donné, à la page 182 du quatrième Volume de la Mécanique,
céleste ('), les variations différentielles de l'inclinaison de cette orbite
et du mouvement de ses nœuds sur l'orbite de Saturne. M. Plana,
dans un Mémoire inséré parmi ceux de la Société astronomique de
Londres (2), est parvenu à des résultats différents; mais, en les exa¬
minant avec attention, on reconnaît que son analyse n'est pas entière¬
ment exacte. D'ailleurs, j'ai retrouvé mes résultats par une autre
méthode, comme on va le voir.

Si l'on nomme :

II la distance du nœud ascendant de l'équateur de Saturne au nœud
ascendant de l'orbite du satellite, ce dernier nœud étant supposé
moins avancé que le premier dans le sens du mouvement de la
planète;
l'arc de l'orbite du satellite, compris entre son nœud ascendant sur

l'orbite de Saturne et son nœud descendant sur l'équateur de cette
planète;
(') OEuvres de Laptace, T. IV, p. 182.
(2) Ibid., T. II, p. 323-412.
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y l'inclinaison mutuelle de cet équateur et de l'orbite du satellite;
À l'inclinaison do l'orbite du satellite à l'orbite de Saturne;
A l'inclinaison de l'équateur de Saturne à son orbite.

Si l'on désigne par k la quantité fm2, mt étant le moyen mouvement
de Saturne, et t exprimant le temps représenté par le moyen mouve¬
ment du satellite dont le mouvement vrai est exprimé pare; si l'on
désigne encore par k' la quantité

a2

a étant la moyenne distance du satellite au centre du sphéroïde de
Saturne dont le rayon moyen est pris pour unité; p étant l'ellipticité
de ce sphéroïde; M sa masse et © le rapport de la force centrifuge à la
pesanteur à son équateur; je suis parvenu, dans la page citée, aux
deux équations suivantes, en ne considérant que les actions du Soleil
et de Saturne sur le satellite dont l'orbite est supposée circulaire :

(1) ~ = — I^siny cosy sin^»
. . dU , . A'sin y cosy .
(2) -7— = k cos A -d-r—i-cosiy.dv sinA

En considérant le triangle sphérique formé par les positions, sur la
sphère céleste, des trois nœuds dont je viens de parler, observés du
centre de Saturne, les formules trigonométriques donnent

siny sin^ = sinA sin II,
cosy = sinA sinA cosll + cosA cos A,

ce qui donne

(3) ~ ~ — k' sinA cosA cosA sinll — - k' sin2 A sin A sin 2II.dv 2

Ensuite les formules trigonométriques donnent
siny cosip = sin A cosA cosll — cos A sinA;

on a donc

i ^5 _ _ j, (sinA sinA cosll 4- cosA cosA)
(4) dv 1 sinx

( x (sin A cosA cosll — cosA sinA).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DE MÉCANIQUE CÉLESTE. 325

Les équations (3) et (4) ne renferment plus avec v que les variables A
et II, si l'on suppose invariables l'orbite et l'équateur de Saturne, ce

que l'on peut, à fort peu près, supposer; on aura donc ces variables en
intégrant ces équations. Sous cette forme, l'intégration est très diffi¬
cile; mais on peut, par l'analyse exposée dans le n° 35 du Livre VIII de
la Mécanique céleste ('), la ramener, au moyen d'une transformation
convenable des variables, à la rectification des sections coniques.

Si l'on conçoit un plan fixe qui passe entre l'équateur et l'orbite de
Saturne, par leur commune intersection, et qui soit incliné à cet équa-
teur d'un angle 0 tel que

k sin 2 A
tangaô: k + k' cosa A

en nommant u l'inclinaison de l'orbite du satellite à ce plan, et II' la
distance angulaire du nœud de cette orbite avec ce plan, et du nœud
de l'équateur avec l'orbite de Saturne, le premier de ces nœuds étant
supposé moins avancé que le second, en longitude; si l'on fait

q y (/f + k'— \J/c2-f- 2 kk' C0S2 A + A-'2),
4

p — y(k H- k'+3y/A:2-t- 2/c/c'cos2A -+- k/2),
4

on aura, par le numéro cité,
b

sinro :

\Jp — q C05 21I'
dv :

<aflï t .

\/{p — q C0S2II')( p — b- — <7 cos 2 Et' )

b étant une constante arbitraire. En faisant

tangn'z= y/~~ tangll",
on aura

dW
dV :

y//i2 — qï — b'*p — b2 q cos 2II"

(') OEuvrcs de Laplacc, T. IV, p. 173.
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L'intégrale de cette dernière équation dépend, comme on sait, de la
rectification des sections coniques.

Ayant ainsi tu et II' en fonction de v ou du temps, on aura, par le
numéro cité, ~k et II, au moyen des équations

cos). = cos(A — 6) coscT — sin(A — 0) sinnrcosll',
sinA sinX cosll + cosA cosX = cos0 cosra -+- sin0 sinro cosll',

car les deux membres de cette dernière équation sont, par ce qui
précède et par le numéro cité, les expressions de cosy.

Je vais maintenant parvenir d'une autre manière aux équations (i)
et (2). Je reprends pour cela les équations (5) et (6) du n° 2 du
Livre XV de la Mécanique céleste ('). En y changeant y en et en

négligeant le carré de l'excentricité de l'orbite du satellite, elles de¬
viennent

dl\ dR
dl

_ a_ôd_ de _ _ a dl
dt sinX ' dt ~ sinX '

t étant le moyen mouvement du satellite et 0 la longitude de son nœud
ascendant sur l'orbite de Saturne, comptée d'un point lixc. La l'onc¬
tion R est ce que j'ai désigné par cette lettre dans le n° 35 du Livre VIII
de la Mécanique céleste; et il résulte de l'expression que j'ai donnée de
sa valeur, qu'en négligeant les quantités périodiques dépendant des
sinus et cosinus des moyens mouvements de Saturne et du satellite,
on a

ait = g m° — ^ cos2X -t- p.2 —

p. étant le sinus de la latitude du satellite, au-dessus de l'équateur de
Saturne. On a

ft. — siny sin(e — ^),

e étant l'arc de l'orbite du satellite, compris entre ce satellite et l'orbite
de Saturne, ce qui donne, en négligeant les inégalités périodiques

(1 ) OEuvres de Laplace, T. V, p. 370.
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p2-^sin'y;

327

on a ensuite, en nommant T la longitude du nœud ascendant de l'équa-
teur de Saturne sur son orbite, à partir du point fixe,

n = r - o.

Les équations différentielles précédentes deviendront ainsi

dX k' cosy dcosy
dt sinX d\i '

g?ïï
, , /c'cosy d cosy

-r- = k cosX — ■—:—=~ •
dt sinX dk

En substituant, au lieu do cosy, sa valeur, on aura
f

-j^ —— k' cosy sinA sinll,
~ = k cosX — ^ C(>^ (sinA cosX cosll — cosA sinX);dt sinX v "

ce qui, en changeant
dt en dv, sinAsinlI en sinysin^,

sinAcosXcosII —cosAsinX en sinycos^,

donne les équations (i) et (2).

II.

Sur l'inégalité de Mercure à longuepériode, dont l'argument est le moyen
mouvement de Mercure, moins celui de la Terre.

La période de cette inégalité est environ 27 fois plus grande que
celle de Mercure. Son coefficient est de l'ordre du cube des excentri¬

cités; mais il peut devenir sensible par le diviseur très petit ^1 — >
qu'il acquiert par une double intégration, dans l'expression de la
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longitude de Mercure; ni et n't étant les moyens mouvements de Mer¬
cure et de la Terre. Je l'ai déterminé dans le n° 10 du Livre VI de la

Mécanique céleste ('), par une méthode d'approximation fort simple,
et qui m'a dispensé de calculer les termes du développement de la
fonction perturbatrice, dépendant des produits de trois dimensions des
excentricités et des inclinaisons des orbites. J'ai trouvé ainsi ce coeffi¬
cient au-dessous d'une seconde sexagésimale. M. Plana, dans son
Mémoire déjà cité, a fait contre cette méthode des objections qu'il ré¬
soudra lui-même, s'il prend la peine de revoir son analyse et la mienne,
en observant de ne conserver que les termes qui ont pour divi-
seur ti — • Il a calculé l'inégalité dont il s'agit, en considérant
les termes du développement de la force perturbatrice dépendant des
produits de trois dimensions des excentricités et des inclinaisons, et
il est arrivé à un résultat numérique fort peu différent de celui que
j'avais trouvé; ce qui prouve que ma méthode est suffisamment appro¬
chée.

III.

De l'action des étoiles sur le système planétaire.

J'ai traité cet objet dans le Chapitre NVIII du Livre VI de la Méca¬
nique céleste (2); mais en revoyant mon analyse, elle m'a paru suscep¬
tible de plusieurs corrections; je vais donc la reprendre ici en suivant
la même méthode.

Je suppose que l'on a sous les yeux le Chapitre cité dont je conser¬
verai toutes les dénominations, et l'analyse jusqu'à la ligne 17 de la
page 165 du troisième Volume de mon Ouvrage (3). Je substitue, à la
partie suivante de cette analyse, ce qui suit :

fdR = R, 4- g, r jp = 2 R,,
(') Œuvres de Laplace, T. III, p. 3a.
(2) Ibid., T. III, p. 174.
(3) Ibid., T. III, p. 175, ligne ai.
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g étant une quantité qui ne varie que par la variation très petite de la
position de l'étoile. On a, en négligeant le carré de l'excentricité e de
l'orbite, et en négligeant les variations de la position de l'étoile,

r = a[i — e cos(c — bt)], n dl — dv [i — 2 e cos(e — ©)].

La formule (X) donnera ainsi, en ne considérant que les termes mul¬
tipliés par l'arc v, et en supposant p. = i, ce qui revient à très peu près
à prendre pour unité de masse celle du Soleil,

iïi1 oJ*
ô/'rr: 3egcdv sin ( r — bj) + 6-^-p- (2 — 3 cos2/)er sin(r — bj)

ni! o!
— 9 ~i~gïï cos2/er sin(e — bj — 2U H- 2tu).

La formule (Y) donnera
nm! a?

0 2 dàr§v = 3agv + / e(2 — 3 cos2/) H 7—•0 4' a dv

v étant égal au moyen mouvement nt, plus à des quantités périodiques,
Bv ne doit contenir que ces dernières quantités, ce qui donne

3^ = -^(2-3cos2/);
d'où résulte

7??'
dr = 7—7-(2 — 3 cos2/)tt*esin(p — 55)

4 rA

Q îll/
—

—77- cos^lnte sin(e — bj — 2 U -H 2bt),
4'

o m ' n ^
dv —

477F (2 — 3 cos1 l)nte cos(c — sr)
18 rn'a3 „, , TT .

—

—7—77— cos2/ rite COSIC — BJ — 2 U -+- 2BJ).
4 r3

Déterminons présentement Bs au moyen de l'équation (Z). On peut
faire ici

s = (f sin(e — 9),

<p étant l'inclinaison, supposée très petite, de l'orbite à un plan fixe,
et 0 étant la longitude de son nœud ascendant sur ce plan. On a, à fort

OEuvres de L. — XIII. l\2
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peu près, z = as; on aura donc
d\\ 6 m'a . , . TI.

-v- = j—fr sin 21 cos ( v — U ) :
az 4 '

l'équation (Z) donnera ainsi
î ni ' /7 3

8s = —t-tt sin2/e sin(e — U).4 '

Cette variation en latitude est l'effet le plus sensible de l'action des
étoiles sur le système planétaire. Mais il est visible que, par rapport
aux planètes les plus éloignées du Soleil, où cet effet est le plus grand,
il ne pourra devenir sensible qu'après un grand nombre do siècles.

(
x.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE
sun

UN MOYEN DE DÉTRUIRE LES EFFETS DE LA CAPILLARITÉ

DANS LES BAROMÈTRES.

Connaissance des Temps pour l'an 1829; 1826.

Je prends pour exemple le baromètre qui sert journellement à l'Ob¬
servatoire royal. Le tube de ce baromètre plonge dans une large
cuvette, en partie remplie de mercure et dont le fond est mobile. La
différence en hauteur de la surface de ce mercure et du sommet de la

surface du mercure dans le tube est la hauteur du baromètre, abstrac¬
tion faite de sa capillarité. Pour avoir cette différence, on élève ou l'on
abaisse le bord de la cuvette de manière que la surface du mercure

qu'elle contient touche l'extrémité d'une pointe d'ivoire attachée fixe¬
ment, ainsi que la cuvette et le tube, à une règle verticale dont les
divisions indiquent la hauteur du baromètre. On obtient ce contact
en élevant le fond mobile de la cuvette, en sorte que la pointe plonge
un peu dans le mercure et forme autour d'elle, par un effet capillaire,
une cavité en forme d'entonnoir. On abaisse ensuite insensiblement
la surface du mercure de la cuvette, jusqu'au moment où cette cavité
disparaît. La précision et la facilité avec lesquelles on reconnaît ainsi
le contact de la pointe, avec la surface de mercure, est un des avan¬

tages de ce baromètre. La règle donne alors, par sa division correspon-
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dant au sommet de la surface du mercure du baromètre, la hauteur
barométrique.

Il y a dans cette hauteur observée deux effets capillaires qui, étant
contraires, peuvent se détruire mutuellement. L'un de ces effets est dû
à la convexité de la surface intérieure du mercure du baromètre, et il
diminue la hauteur barométrique. L'autre effet est dû à la courbure
de la surface du mercure de la cuvette, courbure très sensible vers ses

bords. En vertu de cette courbure, l'extrémité de la pointe d'ivoire,
au moment où elle ne fait que toucher le mercure, est un peu au-des¬
sous de la vraie surface de niveau du mercure de la cuvette, ou du plan
horizontal tangent à cette surface, en sorte que sa distance au sommet
du mercure du baromètre est plus grande que la distance de ce plan
au même sommet. La hauteur barométrique observée est donc augmen¬
tée par cet effet capillaire. Ainsi, la pointe étant placée do manière que
cette augmentation soit égale à la diminution produite par la capilla¬
rité du tube, la hauteur observée sera, sans aucune correction, la vraie
hauteur représentative de la pression de l'atmosphère.

J'ai donné, dans la Connaissance des Temps de 1812 (1), des formules
fondées sur ma théorie de l'action capillaire, pour avoir la dépression
du mercure dans le tube d'un baromètre, due à sa capillarité et corres¬

pondant à son diamètre intérieur, formules que M. Bouvard a réduites
en Table. On peut, par la même théorie, former une Table correspon¬
dante de la distance de la pointe d'ivoire à la cuvette, nécessaire pour
détruire l'effet de la capillarité du tube. Voici les formules dont on peut
faire usage. Soient 1 cette distance; & l'inclinaison à l'horizon de
l'élément de la courbe que forme l'intersection de la surface du mer¬
cure de la cuvette et d'un plan vertical mené par le sommet de cette
surface; soit vs' ce que devient xs au point de contact du mercure et de
la cuvette. Soit enfin s l'abaissement de la pointe au-dessous du plan
horizontal mené par le sommet. Cela posé, il résulte dos formules que
j'ai données dans le Supplément au Livre X de la Mécanique céleste (2),

(') OEnvres do Laplace, T. XIII, p. 71.
(2) Ibid., T. IV, p. 484.
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relativement à la figure d'une goutte de mercure, que l'on a

«=[■**» GSg) - H^)] \\fv

a étant une quantité dépendant de l'attraction moléculaire du mercure
sur lui-même. J'ai conclu d'un grand nombre d'expériences de Gay-
Lussac :

gt'=52'.

Cela posé, les deux effets capillaires du baromètre dont je viens de
parler se détruiront mutuellement si l'on fait s égal à la dépression du
mercure dans le baromètre, produite par sa capillarité, dépression
donnée par le diamètre intérieur du tube. La valeur de s donnera
l'angle ^cj, et cet angle donnera e, ou la distance à laquelle il faut placer
la pointe de la cuvette. Et M. Bouvard a formé, d'après ces formules,
une Table qu'il doit publier dans ce Volume.
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TABLES NOUVELLES

DES DÉPRESSIONS DU MERCURE DANS LE BAROMÈTRE,

DUES A SA CAPILLARITÉ;

Par M. BOUVARD.

Dans les Additions de la Connaissance des Temps de 1812, Laplacc
a inséré un Mémoire (') où il rappelle sa théorie des attractions molé¬
culaires de la matière, d'après les lois des affinités décroissant avec une
extrême rapidité, do manière à devenir insensibles aux plus petites
distances perceptibles. Les formules qu'il a données sur la dépression
du mercure, dans un tube de baromètre, me servirent alors pour
calculer la Table qui est imprimée à la fin de ce Mémoire.

Quelques erreurs de transformation et d'impression s'étant intro¬
duites dans la Table, elle se trouve inexacte dans quelques parties.
Aujourd'hui que de toute part l'on s'occupe avec zèle d'observations
météorologiques, j'ai pensé qu'il 11c serait pas inutile de reprendre
avec de nouveaux soins la formation d'une Table qui doit mettre les
observateurs à même de rendre leurs baromètres comparables.

« Pour former cette Table, dit Laplacc, il a fallu intégrer par approxi¬
mation l'équation différentielle du second ordre de la surface du
mercure dans un tube cylindrique de verre. Cette équation, que j'ai
donnée dans ma Théorie de l'action capillaire, fournit une expression
fort simple du rayon oscillateur de la courbe génératrice de la surface.
En considérant donc cette courbe comme une suite de petits arcs de
cercle décrits avec ces divers rayons, et qui se touchent par leurs extré-

(') OEuvres de Laplacc, T. XIII, p. 71.
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mités, on aura les coordonnées de la courbe d'une manière d'autant
plus précise que l'on aura divisé l'amplitude de la courbe dans un
plus grand nombre de parties. Cette amplitude, à partir du sommet, est
l'angle que le côté de la courbe fait avec l'horizon. » L'amplitude totale
est de 52°, ou4f>°48' do la division ordinaire. Cette quantité est donc
la valeur de V qui entre dans les formules.

J'ai divisé cette amplitude en douze parties égales, et j'ai supposé la
dépression du mercure dans le baromètre successivement égale à
5mm,o, 4mm,5, 4m,n,o, 3mm,5, 3mm,o, 2mm,5, 2mm,o, imm,5, imm,2,

imm,o. Ensuite, pour les dépressions à partir de imm et au-dessous,
on a fait varier la dépression de dixième en dixième jusqu'à omm,4;
de omm,4, de 5 en 5 centièmes, et enfin, dans les deux dernières dé¬
pressions, on a supposé om,n,o6 et omra,o3.

Voici maintenant les formules et les séries que j'ai employées; elles
sont tirées du Mémoire que nous avons cité.

Soit Vw l'inclinaison du côté de la courbe, à l'extrémité inférieure
de la première division; soient z{r) et u[r) l'abscisse et l'ordonnée cor¬

respondant à la même extrémité; soient encore Ur) le rayon osculatcur
de la courbe au môme point, et b ce même rayon au sommet de la
courbe, l'équation différentielle donnera

i 2 sinV"')
r= H 2 (XZ^'I — ,

lu-) uW >

_ u(r) _J_ 2 b(n sin I ( Vf+D _ VU)) COS - (V"'+1) + V"')),

z(r+i) —zw + 2 sin b (VC-+D — v<")) sin b(V('-+1) +Vf));

la quantité a étant un coefficient constant égal à le millimètre
étant pris pour unité. La dépression du mercure dans le baromètre

est^=/î, n étant la dépression supposée; d'où l'on tire b=
quantité connue. Les séries suivantes sont employées pour déter¬
miner les valeurs de s et V, qui sont nécessaires pour les dépressions
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au-dessous de imm :

s — ( 2,886o566 «2 -+- 3,1700532 u4 h- 5,1018673 «6

+ 8,7838040 if8 h- 10,2719206 m10),
tangV = -E (1,1870866« + 3,772n32 «3+ 5,8800186«s

+ 7,68689^0 m7+ 9,2719206 «9);
les coefficients des puissances de u étant ici représentés par leurs
logarithmes, pour la facilité du calcul; les chiffres surmontés d'une
barre horizontale étant des caractéristiques négatives.

Dans les calculs de la dépression du mercure, au-dessus de iram, on
a supposé d'abord V = 4°> et l'on a fait croître cet angle de 4° en 4°
jusqu'à 4o°; le reste do l'amplitude a été divisé en deux parties, cha¬
cune de 3°24'; et, pour les dépressions au-dessous de imra, on a fait
usage des deux séries précédentes, en choisissant pour u une valeur
telle que V se soit trouvé exactement de 4°- Ensuite cet angle a
été successivement augmenté de i° en 20 jusqu'à 120; depuis 120
jusqu'à 4o°, de 4° en 4°; enfin de 3°24' deux fois de suite, jusqu'à
46° 4 8'.

Pour coordonner les résultats obtenus par cette méthode, dans une
Table procédant suivant des accroissements égaux du diamètre du tube,
Laplace fait observer que, dans ce cas, les différences des logarithmes
des dépressions, divisées par les différences des diamètres des tubes,
forment une suite de quotients qui varient avec beaucoup de lenteur.
En désignant par a et a' les dépressions, par d et d'les diamètres cor¬

respondants, on trouve la formule

loga — loga' _
. = C = const.

a — a

Ensuite, soit a; la dépression cherchée, correspondant à dh, diamètre
du tube de la Table, on aura semblablcment

loga —loga; _r

d,-d '
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d'où l'on tire
loga? = Iog« -+- (d — di) C.

C'est au moyen de la propriété précédente, et exprimée par cette for¬
mule, que j'ai formé la Table I, dans laquelle la première colonne
contient les diamètres de demi-millimètre en demi-millimètre, depuis
21 jusqu'à 2; la deuxième colonne renferme les dépressions correspon¬
dantes; enfin la troisième les différences entre ces quantités, afin de
rendre l'usage de cette Table plus commode dans fa pratique.

L'utilité de cette Table est évidente; elle sert à réduire la colonne
de mercure à sa véritable hauteur, quand le zéro de l'échelle du baro¬
mètre correspond d'ailleurs exactement à la sommité de la surface su¬
périeure du mercure de la cuvette.

Les baromètres do Fortin ne réunissent pas toujours cette dernière
condition; il est important de la vérifier. On sait que le zéro de l'é¬
chelle est marqué par la pointe d'une cheville que l'on met en contact
avec la surface du mercure, et que cette cheville n'est en général placée
par l'artiste qu'approximativement; l'erreur sur la hauteur absolue est
donc variable pour chaque instrument, comme je m'en suis assuré,
depuis quelque temps, par des expériences directes sur le baromètre de
l'Observatoire. L'échelle de cet instrument ayant été vérifiée il y a

quelques années par Arago, je n'ai pas eu besoin de m'en occuper de
nouveau; mais en examinant avec attention la position du zéro, nous
reconnûmes, M. Gambart et moi, que ce point de départ ne correspon¬
dait pas exactement à la partie la plus élevée de la surface du mercure
dans la cuvette. L'erreur était sensible, et il devenait important d'avoir
un procédé certain pour l'estimer. Nous en fîmes part à Laplace. Peu
de temps après, ce savant lut au Bureau des Longitudes le Mémoire
précédent, où l'on trouve des formules pour apprécier cette erreur, et
à l'aide desquelles j'ai construit une Table qui fera connaître la place
qu'on doit donner à la cheville, dans chaque baromètre, afin de dé¬
truire les effets de la capillarité dans le tube et dans la cuvette, qui
sont de signes contraires.

En partant donc de ces formules, j'ai formé la Table II, dans laquelle
OEuvrcs de L. — XIII. 43
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on trouve, à la première colonne, le diamètre du tube du baromètre et, à
la deuxième, la distance de la cheville à la paroi intérieure de la cuvette.
Un exemple rendra facile l'usage de ces deux Tables pour toutes ces
corrections.

Je suppose un baromètre dont le diamètre intérieur soit de 9ram,3o
et dont la distance de la cheville à la paroi soit de 4mm>5o.

Entrez dans la Table I avec 9mra,3o, diamètre du tube, vous trou¬
verez omm,/|97 pour la dépression du mercure. Cette quantité s'ajoute
toujours à la hauteur observée du mercure dans le baromètre. Mainte¬
nant, pour trouver la correction dépendant de la position du zéro de
l'échelle, cherchez dans la Table II le diamètre du tube correspondant
à 4mm,5o, distance de la cheville il la paroi de la cuvette, on trou¬
vera i3mm,55. Enfin, avec i3mm,55 pour argument, la Table I donne,
pour dépression, omm, 177.

Cette quantité est l'erreur du zéro de l'échelle barométrique; elle est
toujours soustractivc de la dépression dans le tube; on aura donc
omra,32o pour la correction totale dépendant de la dépression et du zéro
de l'échelle.

Pour compléter le système des corrections h faire aux observations
barométriques, je donne ici la Table III, propre à réduire les hauteurs
barométriques à zéro de température. Pour la former, j'ai pris dans
VAnnuaire du Bureau des Longitudes la différence des dilatations du
mercure et du cuivre. Cette différence est égale à — 0,0001614 pour x°C.
En désignant par h la hauteur du mercure du baromètre, et par n le
nombre de degrés du thermomètre centigrade, la correction cherchée
sera exprimée par la formule suivante :

zp lui X 0,000161/i.

La Table III est construite en donnant à n toutes les valeurs depuis
l'unité jusqu'à 3o, et en faisant varier h de 5mm en 5mm, depuis 780
jusqu'à 700.
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TABLE I

DES DÉPRESSIONS DU MERCURE DANS LE BAROMÈTRE,
DUES A SA CAPILLARITÉ.

DIAMÈTRE
intérieur du tube.

DÉPRESSION. DIFFÉRENCES. DIAMÈTRE
intérieur du tube.

DÉPRESSION. DIFFÉRENCES.

mm mm mm mm

21,00 0,028 mm 11,5o O,293 mm

0,004 0,037
20,5o 0,032 11,00 o,33o

o,oo4 0,042
20,00 o,o36 10,5o 0,372

0,047o,oo5
19,5o 0,0^1 10,00 0,419

o,o540,006
19,00 0,047

0,006
g,5o 0,473

0,061
18,5o o,o53 9,0° o,534

18,00 0,060
0,007 0,070

8,5o 0,604
0,008 0,080

17,5° 0,068 8,00 0,684
0,009

7,5o 0,775
0,091

17,00 0,077
0,010 0,102

16,5o 0,087 7,00 0,877
0,012 0,118

16,00 °,°99 6,5o o,995
o,oi3 o,i4i

i5,5o 0,112 6,00 1,136
o,oi5 0,170

i5,oo 0,127 5,5o 1,3o6
0,016 0,201

i4,5o 0,143 5,oo i,5o7
0,2450,018

il\ ,00 0,161 4,5o 1,752
0,020 o,3oi

i3,5o 0,181 . 4,oo 2,o53
0,023 0,362

i3,oo 0,204 3,5o 2,4i5
0,026 0,487

12,5o 0,23o 3,oo 2,902
o,o3o 0,692

12,00 0,260 2,50 3,594
o,o33 o,g85

11,5o 0,2q3 2,00 4,579
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TABLE II

de la distance de la pointe d'ivoire a la surface intérieure de la cuvette,
pour détruire la capillarité dépendant du diamètre intérieur du tube du

baromètre.

DIAMÈTRE DISTANCE DE LA rOJNTE
DIFFÉRENCES.

intérieur du tube. à la paroi de la curette.

mm mm

20,0 22,43 mm

2,83
19,5 19,Go

2,40
I9r° 17,20

2 ,o5
OO î-tx i5,i5

1,78
l8,0 x 3,37

i ,58
17,5 ">79

1,40
10,3g17>°

1,23
l6,5 9>l6

iG,o
1,07

8,09
0,93

0,81
15,5 7,IG

i5,o 6,35
5,G4

0,71
14,5

0,64
1/1,0 5,oo

o,55
i3,5 4,45

0.49
i3,o 3,96

o,44
12,5 3,52

3,i3
o,3g

o,35
12,0

11,5 2,78.
o,3i

11,0 2 >47

io,5
0,27

2,20
0,24

10,0 ',96
0,21

9»5 i,75
0,18

9i° i,57
o, xG

8,5 ïA1
0,14

8,0 1,27
0,12

7.5 i, i5
0,11

7J° 1,04
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TABLE III

POUR RÉDUIRE LES HAUTEURS BAROMÉTRIQUES A ZÉRO DE TEMPÉRATURE.

0. 780»». 775»°. 770°°. 765mm 760°°. 755°°. 750°°. 745mm# 740°°. 735»°. 730»°. 725°». 720»°. 715°°. 710°». 705°». 700»».

mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm

1 0,12G 0,125 0,124 O, 123 O, 123 O, 122 0,121 0,120 0,120 0,119 0,118 0,117 0,116 0,116 0,n5 0,1.4 0,113
2 0,25a O,25O 0,24g 0,247 0,245 0,244 0,242 0,241 0,23g 0,237 0,236 0,234 0,233 0,261 0,229 0,228 0,226
3 0,377 0,375 0,373 0,371 0,368 0,366 0,363 o,36i 0,359 o,356 0,354 0,35. 0,34g 0,347 0,344 0,341 0,339
4 0,5o3 o,5oo 0,497 °,494 0,490 0,488 0,484 0,481 0,478 0,475 0,472 0,468 o,465 0,462 o,458 0,455 0,452
5 00OJO 0,625 0,622 0,618 0,614 0,610 0,606 0,602 0,098 o,5g4 0,590 o,586 0,582 o,578 0,574 o,56g 0,565
6 O,75G 0,751 0,746 0,741 0,786 0,731 0,727 0,722 0,717 0,712 0,707 0,703 0,698 0,693 o,6S8 o,G83 0,678
7 0,882 0,876 0,870 0,8G5 0,859 o,853 0,848 0,842 0,837 o,83i 0,825 0,820 o,8i4 0,809 o,8o3 0.797 0,79'
8 1,008 1,001 °)994 0,988 0,982 °,975 0,969 0,962 0,956 o,g5o 0,943 0,937 0 > o,92'l 0,918 0,910 0,904
9 1, i33 1,126 Ï,"9 1,112 1,104 ',097 1,090 i,o83 1,076 1,068 1,061 i,o54 1,047 1,0.40 I ,032 1,024 1,017

10 I,259 I,25I 1,243 i ,235 1,227 1,219 1,211 I ,2O3 i,ig5 1,187 1, '79 1 > I7I i,iG3 i, i55 I,I47 i,i38 i,i3o
11 i,385 1,376 1,367 1,359 1,35o 1,341 1,332 1,323 i ,3i5 i ,3o6 1,297 1,288 ",279 1,271 I

, 262 1,252 1,243
12 i ,5io i ,5oi ',492 1,482 1,472 i,463 i,453 1,444 1,434 1,424 I,4i5 I,4°5 1,3g6 i,38G .,376 i,366 .,356
13 i,636 I ,626 I ,6l6 1 ,Go6 1,595 i ,585 I,574 i,564 1,554 .,543 i,533 I ,522 I ,5l2 I ,5O2 1,491 1,479 1,469
14 1,761 1 ,J5I 1,740 ',7*9 1,718 1,707 1,690 1,684 1,673 1,662 i ,65i i ,63g I ,628 1,617 1,606 1,593 i ,58-2
15 1,889 1,877 r, 865 i,853 1,841 1,829 1,817 1,8o5 1,793 1,781 *>769 *>757 »,745 x,733 I,72ï ',707 I,695
10 2,015 2,002 1,989 1 »97® 1,963 1,950 i,938 1,925 1,912 1,899 .,886 1,874 1,861 .,848 1,835 I ,S2I 1,808
17 2,l4l 2,127 2,113 2, IOO 2,086 2,072 2,o5g 2,045 2 ,O32 2,018 2,004 1.991 *>977 1,964 i,g5o ',934 1,921
18 2,2f»7 2 ,232 2,237 2,223 2,209 2,194 2,180 2,165 2,.5. 2,137 2,122 2, 108 2,093 2,079 2,O65 2,048 2, o3_4
19 2,392 2,377 2,362 2,347 2,33I 2,3i6 2.3oi 2,286 2,271 2,255 2,240 2,225 2,2.0 2,195 2Ji79 2,162 2,'47
20 2,518 2 ,5O2 2,486 2,47° 2,454 2,438 2,422 2,406 2, 3go 2,374 2y358 2,342 2,32.6 2,3.0 2,294 2,276 2,260
21 2,644 2,627 2,610 2,594 2,577 2,5CO 2,543 2,526 2,5IO 2,493 2,476 2,459 2,442 2,426 2,409 2,390 2 ,378
22 2,77° 2,752 2,734 2,7.7 2,699 2,682 2,664 2,646 2,628 2,611 2,594 2,576 2,55g 2,541 2,523 2,5O3 2,486
23 2,895 2,877 2,859- 2,84I 2,822 2,804 2,785 2,766 2,748 2 ,73o 2,7.2 2,693 2,675 2,667 2,638 2,617 2,599
24 3,021 3,002 2,983 2,964 2,945 2,926 2,906 2,886 2 ,867 2,84g 2,83O 2,8lO 2,79' 2,772 2,753 2,731 2,7.2
25 3,i48 3,128 3,io8 3,088 3,068 3,o48 3,028 3,007 2,987 2,968 2,948 2,928 2,908 2,888 2,868 2,845 2,826
26 3,274 3,253 3 ,232 3,211 3,190 3,169 3,i 4g 3,127 3,106 3,086 3,o65 3,045 3,024 3,oo3 2,982 2,959 2,908
27 3,4oo 3,378 3,356 3,335 3,3i3 3,291 3,270 3,24s 3,226 3,2O5 3, .83 3,162 3,i4o 3,119 3,097 3,072 3, o51
28 3,524 3,5o3 3,48o 3,458 3,436 3,4i3 3,391 3,368 3,346 3,324 3,3O2 3,279 3,256 3,234 3,2.2 3,186 3,i64
29 3,602 3,G2S 3,6o5 3,582 3,55g 3,536 3,512 3,48g 3,466 3,443 3,420 3,3g6 3,373 3,35o 3,327 3,3oo 3,277
30 3,778 3,754 3,730 3,706 3,682 3,658 3,634 3,6.o 3,586 3,56a 3,538 3,5.4 3,49° 3,466 3,44' 3,4.4 3,3go

( 0,1 ■ 0,4 O O Cn O 0,7
Pour les dixièmes de degré. ] 0,2 o,5 0,8....

( o,3.... ... 0,037 0,6 0,9
La correction est soustractive pour les degrés du thermomètre au-dessus de zéro

et positive au-dessous de zéro de température.
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MÉMOIRE
SUR

LE FLUX ET REFLUX LUNAIRE ATMOSPHÉRIQUE.

Connaissance des Temps pour l'an i83o; 1827.

J'ai donne à la fin du Livre XIII de mon Traité de Mécanique céleste ( 1 )
la théorie du flux et reflux lunaire atmosphérique. J'ai conclu les élé¬
ments de ce phénomène d'une longue suite d'observations du baromètre,
faites à l'Observatoire royal pendant sept années consécutives, chaque
jour à 9h du matin, à midi, et le soir à 3h et à 9''. L'ensemble de ces
observations, réduites par M. Bouvard à zéro de température, a donné

de millimètre pour l'étendue entière du flux lunaire, depuis son
maximum jusqu'à son minimum, et 3h 19™ sexagésimales pour l'heure
de son maximum du soir, le jour de la syzygic. Mais j'ai reconnu par
le calcul des probabilités que cette heure, et l'existence môme du
phénomène sensible à Paris, n'ont qu'un faible degré de probabilité.
Le système d'observations, suivi à l'Observatoire royal, déjà adopté
dans quelques autres Observatoires, et que l'on doit désirer de voir
répandu généralement, est dû à M. Ramond, qui l'a employé dans les
nombreuses observations qu'il a faites à Clermont, chef-lieu du dépar¬
tement du Puy-de-Dôme. Il l'a exposé, ainsi que les résultats qu'il en
a déduits sur la variation diurne du baromètre, dans plusieurs Mé¬
moires lus à l'Institut, et qui peuvent être regardés comme une des
choses les plus intéressantes que l'on ait faites en Météorologie.

(') Œuvres de Laplacc, T. V, p. 2C2.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MÉMOIRE SUR LE FLUX ET REFLUX LUNAIRE, ETC. 343

M. Bouvard a confirmé ces résultats, dans ses recherches qu'il vient
de perfectionner en ajoutant quatre années d'observations à celles des
sept années qu'il avait considérées, et en discutant avec une attention
scrupuleuse les observations de ces onze années, dans la réduction
desquelles il a eu égard à la dilatation de l'échelle du baromètre.

Ce travail immense m'a fait reprendre ma théorie du flux lunaire
atmosphérique. J'ai déterminé avec un soin spécial les facteurs par les¬
quels on doit multiplier les diverses équations de condition, pour obte¬
nir les résultats les plus avantageux, dans lesquels l'erreur moyenne à
craindre en plus ou en moins est un minimum. Ces facteurs ne sont point
ceux que donne le procédé connu sous le nom de méthode des moindres
carrés, procédé qui n'est qu'un cas particulier de la méthode la plus
avantageuse, et dont il diffère dans la plupart des questions où il a été
employé. En effet, lorsqu'il s'agit, par exemple, de corriger les élé¬
ments elliptiques du mouvement des planètes, on forme des équations
de condition, en égalant chaque longitude observée à la longitude cal¬
culée par ces éléments augmentés chacun do sa correction. On forme
ainsi un grand nombre d'équations de condition. Ensuite on multiplie
chacune d'elles par le coefficient de la première correction, et l'on
ajoute toutes ces équations ainsi multipliées, ce qui donne une pre¬
mière équation finale. En opérant do la même manière, relativement à
la deuxième correction, à la troisième, etc., on forme autant d'équa¬
tions finales qu'il y a de corrections que l'on détermine en résolvant
ces équations. Mais la longitude n'est point le résultat d'une observation
directe; elle est déduite do deux observations faites avec des instru¬
ments différents, dont l'un donne l'ascension droite de l'astre, et dont
l'autre donne sa déclinaison. La loi de prohabilité des erreurs de chacun
de ces instruments peut n'être pas la même; de plus, ces erreurs ont,
suivant la position de l'astre, une influence différente sur la longitude.
La méthode des moindres carrés, dont plusieurs géomètres ont donné
des preuves très peu satisfaisantes, ne donne point ici les facteurs les
plus avantageux; elle n'a plus que l'avantage d'offrir un moyen régu¬
lier de former les équations finales. J'ai présenté, dans le troisième
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Supplément à ma Théorie analytique des probabilités ('), l'expression
générale des facteurs les plus avantageux.

M. Bouvard, ayant appliqué mes formules à toutes les observations
qu'il a considérées, en a conclu que l'étendue entière du flux lunaire
est de j~^ de millimètre, et que l'heure du plein flux lunaire, le soir du
jour de la syzygie, est 2h8m. Ces nouveaux résultats sont différents des
premiers; mais, quoiqu'ils soient fondés sur 298 syzygies et autant de
quadratures, dans chacune desquelles on a considéré le deuxième et le
premier jour avant la phase, le jour même de la phase et les deux jours
suivants, ils n'ont cependant qu'un faible degré de probabilité, en sorte
que l'on doit, jusqu'ici, regarder comme incertaine l'existence sensible
à Paris du flux lunaire atmosphérique. Le même nombre d'observa¬
tions faites avec le même soin à l'équateur, et discuté de la même ma¬
nière, indiquerait ce phénomène avec une grande probabilité. Il est
vraisemblable que de pareilles observations faites dans un port où les
marées sont très grandes, tel que celui de Saint-Malo, manifesteraient
le flux atmosphérique produit par l'élévation et par la dépression de
l'atmosphère, ducs à l'élévation et à la dépression alternatives de la
surface de la mer.

M. Ramond a remarqué le premier que la variation diurne du baro¬
mètre, de 9'1 du matin à 3h du soir, n'était pas la même dans toutes
les saisons; M. Bouvard a confirmé ce résultat. Il a trouvé : i° la varia¬
tion moyenne des trois mois de novembre, décembre et janvier, égale
à omm,55y; 20 celle des trois mois suivants égale à omm,9/jo; 3° celle
des trois mois de mai, juin et juillet égale à omm,752; 4° celle des trois
autres mois égale à omm,8o2; ce qui donne omm,763 pour la variation
de l'année entière. Ces différences dépendent-elles des anomalies du
hasard, ou indiquent-elles des causes régulières? c'est ce que le calcul
des probabilités peut seul faire connaître. Il était donc intéressant
de l'appliquer à cet objet. J'ai trouvé qu'il y a une très grande probabi¬
lité que des causes régulières ont produit le minimum oram, 55y de la

(') OEuvrcs de Lapla.ce, T. VII, p. G08.
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variation, et son maximum omm,94o; mais que les différences entre
les variations omm, 752, omm, 802 et la moyenne omm,763 de l'année»
peuvent sans invraisemblance être attribuées aux anomalies du hasard.

Les i32 mois d'observations que M. Bouvard a discutées pour
avoir la variation diurne du baromètre présentent ce phénomène
remarquable, savoir, que la variation moyenne de gh du matin à 3h du
soir a été positive pour chacun de ces mois. Je trouve, par le calcul
des probabilités, que ce phénomène, loin d'être extraordinaire, est
a priori vraisemblable.

I. Je nomme \ l'heure sexagésimale du flux et reflux lunaire atmo¬
sphérique du soir, le jour de la syzygie supposée arriver à midi, cette
heure étant convertie en arc, à raison de la circonférence pour un jour.
Je nomme 11 la hauteur du baromètre, au-dessus de sa hauteur moyenne,
au moment du flux, produite par l'action de la Lune sur l'atmosphère.
Je fais

4Rsin2À = ;r, 4R cos 2 À = y.

Soient A(-, A-, A'-les hauteurs observées du baromètre, à g'1 sexagési¬
males du matin, à midi et à 3'1 du soir, le jour iiime, à partir de la
syzygie, i étant nul pour le jour de la syzygie, positif pour les jours
qui le suivent et négatif pour les jours qui le précèdent. Soient pa¬
reillement B,, BBj' les hauteurs observées du baromètre, à 911 du matin,
midi et 31' du soir, le jour iitme à partir de la quadrature. Je suis par¬
venu, dans le Chapitre VII du Livre XIII de la Mécanique céleste (1 ), aux
deux équations suivantes :

x cos 2 iq y sin 2 iq = E;,

y cos 2 iq — x sin 2 iq = F,-,

dans lesquelles q est le moyen mouvement synodique de la Lune dans
un jour, et l'on a

E,- = A'I — A,- -+- B, — B",
F; = (2A'I - A, - A;; -2 B;. -H B,. + B?) (\ + ;

(') OEuvres de Laplace, T. V, p. 2G4.
OEutres de L. — XIII. 44
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les équations (o) donnent

(u) ce = EiC0S2iq — FtSmïiq;

on peut former autant d'équations semblables qu'il y a de syzygies et
que i a de valeurs. En nommant donc n le nombre de syzygies, n étant
un grand nombre; en nommant s' le nombre des valeurs de i, on
aura ns' valeurs de x \ d'où il faut conclure la valeur la plus avantageuse,
c'est-à-dire celle dans laquelle l'erreur moyenne à craindre, en plus ou
en moins, est la plus petite.

On doit pour cela multiplier chacune des ns' équations que repré¬
sente l'équation (u) par un facteur convenable. J'ai fait voir [p. 3a
du troisième Supplément à ma Théorie analytique des prohabilités (')]
que, si l'on a entre les éléments x, y, z, ... un grand nombre d'équa¬
tions de condition représentées par la suivante :

(i) l^x -t- p^ly + qWs +...— a'O-)- -1- Hs)ô(s>-+-.. .,

le facteur le plus avantageux par lequel cette équation doit être mul¬
tipliée est

I
_ j

/,.// Ut lctî
— m^2 4- — — r^>2 +...
k k k

kk", Jck", ... dépendant des lois de probabilité des erreurs yw, \{s), ...

de la manière suivante : si o(yw) est la loi de probabilité de l'er¬
reur yw, cette loi étant supposée la même pour les erreurs positives et
pour les erreurs négatives, on a

k — 2 Jdy^ <p(y("'), k"— J"dyWyW* <p(y(s>),

les intégrales étant prises depuis zéro jusqu'à l'infini : pareillement,
si est la loi de probabilité des erreurs on a

k — 2 F=fcWnwyiW),
(') OEuvres de Laplace, T. VII, p. G12.
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et ainsi du reste. Dans la question présente yw, Xw,... sont les erreurs
des observations désignées par les lettres A"', A'/*1, Af, B"',
observations qui se rapportent au iièrae jour depuis la sième syzygie. La
loi des erreurs des observations étant supposée la même pour toutes
ces observations, on aura

k — k = % = k"=kr'=...->

le facteur précédent deviendra donc

I

r(s)24~...)

En désignant par ff, Vf, Sf, y"', Vf, §f les erreurs des observa¬
tions Af, A'/s), A".w\ B"', B^', B'j(î) ; et par m{s), n(s), r{s\ relativement
aux trois dernières de ces observations, ce que représentent»^, nw, r{s),
relativement aux trois premières, on aura

= — cos2iq 4- ^i-t- —^ sin2«'<7,
«(» = — 2 ( I 4- — ) sin 2 iq,

\ '9/

r<s> — cos2«<7 + ^ sin2i#,
mf)=-«w, «w = -n(", V') — — r(0;

le facteur précédent devient ainsi
I

y. /fit
-^-(i + 2,324 sin22 iq)

K

En réunissant toutes les valeurs de x, multipliées par ce facteur, on

aura
. SEis) . . SFisl

COS 2 iq sin 2 iq —
x n n

n- 2,324 sin22iq ~~ î 4- 2,324 sin22iq '

Ef et Fy étant les valeurs de E,- et de FÉ relatives à la syzygie et
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à la sième quadrature à laquelle on la compare. Le signe S indiquant la
somme des quantités qu'il précède, pour toutes les syzygies dont le

SE^) sF(-5)
nombre est n, et —- seront donc les moyennes des valeurs de E"1
et F'.s), moyennes que l'on obtiendra en substituant dans les expres¬
sions de E, et de F,-, au lieu de A,-, A';., A';', B,, leurs valeurs
moyennes. L'équation précédente deviendra ainsi

x E/ cos 2 iq — F,- sin 2 iq
1-t-2,324 sin22 iq > -H 2,324 sin2 2 iq

Cette équation produit autant d'équations que i a de valeurs. Si l'on
réunit ces équations on aura

x
^ /'E,- cos 2 iq — F,-sin 2 07 \ _

Z_J ( . 1 „ ) >+-2,324 sin12 iq *à\ 1 + 2,324 sina 2 ï'y

le signe exprimant la somme des valeurs du terme qu'il précède,
on aura ainsi, pour la valeur de x la plus avantageuse,

Vi /E,- cos 2 iq — F,-sin2«'<7\
£i\ 1 + 2,324 sin22iq J

y 1
i + 2,324sin22iq

les équations (o) donnent

y — F, cos 2 iq H- E; si n 2 iq.

On aura donc la valeur de y la plus avantageuse en changeant, dans
l'expression précédente de x, cos2iq dans sin2«y, et sin2«'<7 dans
— cos2iq, ce qui donne

'E, sin2«7 -+- F, cos2«V/\2
y — —

H- 2,324 cos22iq

2r !, 324 COS22J<7

M. Bouvard a conclu de ces formules

x = o,031708, =: o,oi534,
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et l'étendue entière aR du flux lunaire atmosphérique égale à 0,01763.

II. Je vais présentement déterminer la loi de probabilité des erreurs
de ces deux valeurs de x et de y. Il résulte des formules que j'ai
données dans ma Théorie analytique des probabilités ( ' ), que si y, A, S,...
sont des erreurs indépendantes, mais assujetties «à la même loi de
probabilité, la probabilité que l'erreur de la fonction

my + ni + rd +...

sera égale à une quantité quelconque l est proportionnelle à l'expo¬
nentielle

-kl'

cbk" H

II étant la somme des carrés de m, n, r et c étant le nombre dont
le logarithme hyperbolique est l'unité. Si, dans la valeur précédente
de x, on désigne par y, A, S les erreurs des observations A"', A'-"', A"'s>,
il est facile de voir que les coefficients do ces erreurs sont

[ 1

19
Sin2ï<7 — C0S2 iq

i + 2,324 sin22«'<7
y

1 + 2,324 sin22i'<7

— 2 ( 1 ■+■ — ) sin 2 iq -\ 19/ i -+- 2,324 sin22j'g

1 + 2,324sin22iq

H—- | sin2iq 4- cos2iq „ T. .

19/ J 1 + 2,324 sisin" 2 icf

1 2,324 sin22iq

La somme des carrés de ces coefficients est

1 4- 2,324 sin22iq £ y
1 -+- 2,324 sin22«<7/

La somme des carrés des coefficients des erreurs des observations ,

(!) OEuvres de Laplace, T. VII, p. 322 ou G10.
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B-w), BjW! est égale à la précédente. En ajoutant donc ces deux sommes,
on aura

T T

4
i -h 2,324 sin22iq Et ■ 2,324 sm22«V/

Chaque syzygie fournit une quantité semblable; la somme de toutes ces
quantités sera donc, pour les n syzygies, la quantité précédente multi¬
pliée par le nombre ndc syzygies. Cette somme sera donc, relativement
à toutes les syzygies, et relativement à toutes les valeurs de i, c'est-
à-dire relativement à toutes les observations,

ny 1Xd i + 2,324sm22«<7

Ainsi la probabilité que / sera l'erreur de x peut être supposée égale à
— /9 /z Y1 1
16 W 1 -+• 2,324 sin92ty

Ile *

H étant une constante qu'il faut déterminer. Pour cela, j'observe que si
l'on intègre cette différentielle depuis l— — tc jusqu'à / — co, l'inté¬
grale doit être l'unité, puisqu'il est certain que la valeur de / est com¬

prise dans ces limites; en faisant donc

, _ nk_ y 1b 16k" 1 +2,324 sin22j</'
on doit avoir

II/ dlc-?l'= I.
J

— 00

Mais on a, par un théorème connu,

Te étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité; on a donc
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Ainsi la probabilité que l'erreur de la valeur de x sera comprise dans
des limites données est

rJedlc",%
l'intégrale étant prise dans ces limites.

On trouvera de la même manière que la probabilité que l'erreur de la
valeur de y sera comprise dans les limites données est

~ fg'dlc~^\
V7T J

l'intégrale étant prise dans ces limites, et g'2 étant égal à
nk i

\§k" Jmi I 4- 2,324 COS-2 iq

Il faut maintenant déterminer par les observations la valeur numérique
de —• Pour cela, j'observe que par ma Théorie analytique des probabi¬
lités (1 ), si l'on nomme e la somme des carrés des différences des varia¬
tions journalières de gh du matin à 3h du soir, d'un grand nombre s de
jours à leur variation moyenne, on a, avec une très grande vraisem¬
blance,

2 k"

ce qui donne
k 2 s

k" e

k
Le calcul de p devient pénible lorsque s est très considérable; mais
on peut le simplifier de la manière suivante :

Je conçois le nombre s de jours partagé en groupes de jours, par

exemple, dans un nombre f de mois moyens, et je supposes assez grand
pour que i soit lui-même un grand nombre. Je désigne par 7c et /c", rela¬
tivement à ces mois, ce que j'ai nommé le et k" relativement aux jours.
Soit encore E la somme des carrés des différences des erreurs des varia-

(') OEuvres de Laplace, T. VII, p. 317.
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tions moyennes de chacun de ces mois, à la variation moyenne de tous
ces mois. On aura par ce qui précède

k 21

p" — E"

Mais la probabilité de l'erreur u de la variation moyenne de tous ces

jours, ou de tous ces mois, est, par la théorie citée, proportionnelle à
l'exponentielle

— SU*

d?.
Elle est encore proportionnelle à l'exponentielle

— IU>

En comparant ces exponentielles on aura

k i k 2 P

k" s ~/Ji ~~~ s E

Le calcul de E est beaucoup plus simple que celui de e, et c'est ainsi

que la valeur numérique de ~ a été déterminée. Il y avait pour cela

quelques précautions à prendre. La variation diurne du baromètre n'est
pas la même à Paris, dans tous les mois; elle est la plus petite dans
ceux de novembre, décembre et janvier, et la plus grande dans les trois
mois suivants. Dans les six autres mois, elle diffère peu de la variation
moyenne de l'année. 11 y a donc des causes régulières de ces phéno¬
mènes, et que l'on ne doit pas confondre avec les causes irrégulières
de la variation diurne. Les causes régulières agissant de la même ma¬
nière sur la variation des syzygics et sur celle des quadratures, elles
n'influent point sur les valeurs de x et de j, qui ne dépendent que des
différences de ces variations; les valeurs de E;-et de F, ne dépendant
que de ces différences. Il faut donc, pour avoir la loi de probabilité des
erreurs dont ces valeurs sont susceptibles, ne considérer que les varia-
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lions diurnes dépendant des seules causes irrégulières et qui paraissent
être celles des mois de mai, juin, juillet, août, septembre et octobre;
ce sont celles dont on a fait usage pour avoir la valeur de p- On a
trouvé ainsi, en prenant le millimètre carré pour unité, E = 2,565 118 ;
d'où l'on tire

P =4.0,42884.
On a ensuite

^ 1 + 2,324 sin22«<7 3,29667,
^ 1-+- 2,324 COS22«<7 1 '979°4.

Pour déterminer le flux lunaire, j'observe que l'on a /1 = 298, d'où
l'on tire

g"1 — 3,29667.298. o, 42884 j )

Sn— 1,97904.298.0,42884^,
et, en supposant que la valeur de x soit le résultat des causes acciden¬
telles, la probabilité qu'elle sera comprise dans les limites ±0,081708
sera

~ fgdlc-\JllJ

l'intégrale étant prise relativement à l, dans ces mêmes limites. On
trouve, au moyen des données précédentes, 0,3617 pour cette proba¬
bilité. Si cette probabilité était fort approchante de l'unité, elle indi¬
querait avec une grande vraisemblance que la valeur de x n'est pas due
aux seules anomalies du hasard, et qu'elle est en partie l'effet d'une
cause constante qui ne peut être que l'action de la Lune sur l'atmo¬
sphère. Mais la différence considérable entre cette probabilité et la
certitude représentée par l'unité montre que, malgré le très grand
nombre d'observations employées, cette action n'est indiquée qu'avec
une faible vraisemblance, en sorte que l'on peut regarder son existence
sensible à Paris comme incertaine. La valeur de y, considérée de la
même manière, donne encore plus d'incertitude sur cette existence.

OEuvres de L. — XIII. l\ 5
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III. Je vais soumettre au calcul des probabilités quelques singula¬
rités que la variation diurne du baromètre a présentées à M. Bouvard.
Ce savant astronome a trouvé, par onze années d'observations baromé¬
triques faites tous les jours à ç)'1 du matin et à 3h du soir, que la varia¬
tion moyenne diurne du baromètre dans cet intervalle a été orara,557
pour les trois mois de novembre, décembre et janvier; om,a,9./jo pour
les trois mois de février, mars et avril; oram,752 pour les trois mois de
mai, juin et juillet; enfin, omm, 802 pour les trois mois d'août, septembre
et octobre. Il a trouvé omm,763 pour la variation moyenne de l'année.
Déterminons la probabilité des différences de ces variations en les
supposant dues aux anomalies du hasard.

Si l'on nomme u l'erreur de la variation conclue par une moyenne
de onze années ou de cent trente-deux mois, la probabilité de cette
erreur sera proportionnelle à

c u" ,

comme il est facile de s'en assurer par le n°20 du deuxième Livre de ma
Théorie analytique des probabilités. Pareillement, si l'on nomme u' l'er¬
reur de la variation conclue par une moyenne des mois de février, mars
et avril pendant onze années, la probabilité de u' sera proportionnelle à

la probabilité de l'existence simultanée de u et de u' sera donc propor¬
tionnelle à

t 4 H3 -f- U'3 }
C k k" ,

soit u' = u-h z; la probabilité de l'existence simultanée de u et de z
sera ainsi proportionnelle à

En multipliant cette exponentielle par du et intégrant le produit de¬
puis u — — co jusqu'à u = oc, on aura une quantité proportionnelle à

i
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la probabilité de la valeur do s correspondant à l'ensemble de toutes
les valeurs de u, et cette exponentielle sera proportionnelle à

c kk" 5
En faisant donc

/,2 —
_ _

4 F 5
A«=ïïîi

la probabilité que la valeur de s sera comprise dans des limites données
est

4= fh ds
Wt: JS/'

l'intégrale étant prise dans ces limites. Par les observations précé¬
dentes, s est égale à o,nm,94o — omn',763 ou à omin,i77; ainsi la pro¬
babilité que ^ est au-dessous de omui,i77 est

i — j=f dt c-'\
\Tt J0,177 h

On a, par le n° 44 de ma Théorie analytique des probabilités ('),

i C~ * _« c~'n ( i i.3 i.3.5 \
y/û i ~ 2'fy/S (' 2'P + 23T6

et la série a l'avantage de donner une valeur alternativement plus
grande et plus petite, suivant que l'on s'arrête à un nombre pair ou

impair de ses termes.

Si l'on fait ~ = q, la série i — 4^ H- —... peut être mise
sous la forme suivante de fraction continue

i -+-
2 q

3 q
I -) -

1 + -4S-

(') OEuvrcs clc Laplacc, T. VII, p. 178.
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ici i on a

T = 0,177 h,

et l'on a, par le numéro précédent,

on a donc
T5 = (o,i77)2 26,4.12,8662;

c'est le logarithme hyperbolique de cT!, et, pour avoir le logarithme
tabulaire de cette exponentielle, il faut le multiplier par 0,434294. On
trouvera ainsi, à fort peu près,

en retranchant ce nombre de l'unité on aura la probabilité que l'excès
de la variation diurne observée pendant les trois mois de février, mars
et avril, et pendant onze années, sur la variation moyenne de onze an¬
nées, serait moindre que omm,irj'j, s'il était dû aux simples anomalies
du hasard. L'excès observé indique donc, avec une extrême vraisem¬
blance, une cause constante, qui augmente à Paris la variation diurne
du baromètre pendant les trois mois cités.

On trouve de la même manière que l'excès omu>,2o6, de la variation
moyenne de l'année, sur la variation moyenne des trois mois de no¬
vembre, décembre et janvier, indique, avec une vraisemblance encore

plus grande, une cause constante, qui diminue la variation diurne pen¬
dant ces mois.

Enfin, on trouve que les différences observées entre la variation
moyenne de l'année et les variations moyennes, soit des trois mois de
mai, juin et juillet, soit des trois mois d'août, de septembre et octobre,
peuvent sans invraisemblance être attribuées aux seules anomalies du
hasard.

Les observations de la variation diurne du baromètre, de 9''du matin
à 3h du soir, discutées par M. Bouvard, présentent ce phénomène re-
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marquable, savoir que la variation moyenne de chacun des cent trente-
deux mois qu'il a considérés a été positi ve. Pour apprécier la probabilité
de ce phénomène, je supposei'ai que la variation moyenne des trois mois
de novembre, décembre et janvier serait, indépendamment des anoma¬
lies du hasard, et par l'effet des seules causes régulières, celle que
M. Bouvard a conclue de onze années d'observations, savoir omm,557-
.Te ferai une supposition semblable relativement à la variation des trois
mois suivants : février, mars et avril, et qui a été trouvée de omœ,94o.
Enfin, je supposerai que la variation moyenne des six autres mois, qui
ne paraît être soumise qu'à l'action des causes accidentelles, est celle
que l'on a trouvée pour l'année entière, savoir oimn,763. Cela posé, si
l'on nomme u l'erreur de la variation d'un mois, due aux seules causes

accidentelles, la probabilité de cette erreur sera, par ce qui précède,
proportionnelle à c~n'mtu\ D'où il est facile de conclui'e que la probabi¬
lité que u ne sera pas au-dessous de — omm,557 sera

en supposant
t-=z 12,865a u-,

et, l'intégrale étant prise depuis t = omm,557 \^ïâ, 8652 jusqu'à t = x.
La probabilité qu'aucun des ti'ois mois de novembre, décembre et

janvier n'aura de variation négative, ou que l'erreur négative de u
n'atteindra jamais — omra, 5.37, sera

et celle que le même résultat aura lieu pendant onze années sera

On trouvera de la même manière que la probabilité semblable relative
aux trois mois de février, mars et avril est
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l'intégrale étant prise depuis i — orara,()4o\/i2,8652 jusqu'à t = cc.

Enfin, on trouvera que la probabilité semblable relative aux six autres
mois est

l'intégrale étant prise depuis i — omm, 763 \j\i ,865a jusqu'à t — x.
Le produit de ces trois probabilités est la probabilité du phénomène

observé, que l'on trouve ainsi à peu près égale à 0,9, en sorte que,
loin de présenter une chose invraisemblable, il est lui-même vraisem-

J'ai supposé dans tous ces résultats tous les mois égaux et de trente
jours. On leur donnerait plus d'exactitude en y introduisant l'inégalité
des mois, ce qui n'a d'autre difficulté que la longueur du calcul. Mais
comme il suffit que ces résultats soient approchés pour que nos conclu¬
sions soient justes, soit relativement à l'existence des causes régulières
qui produisent le maximum et le minimum de la variation, soit relati¬
vement à la vraisemblance du phénomène suivant lequel les cent trente-
deux mois ont donné une variation diurne positive, on peut se dispenser
de ce calcul.

hlable.

FIN DU TOME TREIZIÈME.
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