
PURA ED APPLICATA 

GIA DIRETTI DA 

PRANCESCO BRIOSCHI 
e continuati dai professori: 

SERIE III. * TOMO XVII. 

Luigi Bianchi in Pisn 

Ulisse Dini in ~ i s n  

M I L A N 0  
TIPO-LITOGRAFIA REBESCHINI DI SURATI E C. 

OFPICINA CARTE VALORI 
- 

1 9 1 0 .  

Giuseppe Jung in Nilano 

Corrndo Segre in Toriiio 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I N D I C E  

DELLE MATERIE CONTENUTE KEL TOJIO XVI1.O (SERIE 111.") 

Losung bestimmter Integrale durch Veriinderuug des Integrationswegcs. - Fr. Iseli. 
Sull'integrazione delle equazioni fondamentali dell'elettrodinamica. - Ange10 To+zolo . 
Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di due O più variabili 

cornplesse. - Eugenw Elia Levi. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Sulla permutabilità della trasformazione H colla trasforinazioiie Bk nella teoria delle 

superficie applicabili sulle quadriche. - Antonio Signorini. . . . . . . . 
Dimostrazione d'un teorema sopra i massimi e minimi delle funzioni di piil variabili 

indipendenti. - Cesare Russya?>. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Equazioni integrali e valori ~ccezionali. - Guido F~bin i  . . . . . . . . . . . 
Saggio di una teoria generale delle equazioni dell'equilibrio elastico per un corpo iso- 

tropo. - Or& Tedone. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Saggio di Geometria differenziale dei complessi di rette. - Gustavo Sasnia . . . . 
Intorno alle possibjli distribuzioni della massa nell'interno della Terra. - P. Pizzetti. 
Studii sulle equazioni differenziali lineari, per riguardo ai loro integrali normali. - 

Ul'isse Dini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Le superficie a curve sezioni di genere 3.  - Gaetano Scoma . . . . . . . . . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Losung bestimmter Integrale 
durch Veranderung des Integrationsweges. 

E i n e  der interessantesten operationen beiiii ~ i i s e n  iiestiiiirnter Integrale 
ist die Veranderung des Iiitegrationsweges. M a n  gelaiigt liiebei liaufig aiif 
ganz einfache Ar t  zu Resultaten, die cliircli Anweiirlung niickrcr Verfaliren 
rinr iiiülisa~ii gefiiiiden werden kiinneii. Ili rorliegeiider Arbeit sollen eiiiige 
Iiitqrnlc iii ol)geiiaiinter Weiso gcliist wercleii. 

Das Integi*sl der Ganiiiisfiinktioii. 

Als Ausgangspuiikt unserer Untersiicliixngen wBli1ei1 wi 
strass'sclic Drfinitioiisiiiteprnl der Gniimafunktioii 

Dasselbe hat für alle riidlichen a einen Sinn. Der Integrationsweg sol1 
iiun wie folgt rerandert werdeii : Ausgehend von - rn folge die Variable deiii 
si'lrlliclieii Horizonte bis zuin Punkte - i PO, clurclisclireite tlaiin die negatim 
Hlilfte der iiiiagiii3reii Axe his in (lie M i e  iles Siillpimktcs, uingelie den- 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XPII. 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 

cbenard
Note

cbenard
Note



selben Gstlich, bewege sich weiter der' positiven Halfte der ilnagingren Asu 
eritlang nach + i oa und kehre danri derri Horizonte nach gehend nacli - ~x, 

zurück. Bei clieser VerZnderuig des Integratiooswegeç kann Integral (1) den 
Wert nicllt andern, weil beiin Aiisdeliiieil des ~ e g &  die heitleri Pole des Tii- 

tegrals, xi%iiilicli O und + oc nicllt iiberscliritteii werdeiî. 
Soiiiit ist 

Weiin ~iiin e se7~r gross, ist, so sind illit denî letzlen Integral gleieli- 
wertip 

und weil ei?3inP eiiie periodische Funktioii k t ,  so fallt, uni den Wert des Iii- 
tegrnls in beliebigen Punkten des westlicllen Hoi-izoiites zu schiitzeii, iri 

.Da die Convergenz des Integrals ( 1 )  in - ao der Expoilentialfunktion e" 
wegeii ohne weiteres erkeimtlicli kt, so kann dieser Punkt, fiir den pr = 7; 
und m = - 1 ist, ausser acht gelassen werdeii. Fiir ülle übrigen Punkte des 

1 
westlic~heii Horizontes hataclie Wurzel _= einen von Nul1 verscliiedeiieii 

d i  - zz 
Wert und fallt hei einer Schatziiiîg des Integrals in eineni solchen Punkte 
gegeiiL~1)er (Ici* Exponentinltùiiktioii e?" iiiclit i i i  Uetiacl~t. Soiuit resultiert 
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iiücli Weglüssurig des negativen Vorzeiclieris 

ePs verscliwiiidet so lange, üls z negativ Ideibt. Hieraus ergibt sicli, cluss 
7 35i - < < - sein inuss. 9 3 

Soinit llat Integral (1)  in jedeni Pulikte des westliclien Horizontes, uiiit.11- 
Iiarigig voiii Paraineter a, den Wert NCLL. 

Es entspringt daher als lieue Integrnlforiii 

wo a und y) O und P und 8 > O  siiid., Die Variable uingelit den Nullpui~kt 
(istlicli. Die Endpunkte des lncgratioiisweges liegen iii beliebigen Punkten 
des westichen Horizontes. 

Es sol1 iiun untersuclit werdei-i, unter welcliei. Beclingung Integral (1) 
- 3 ,  

aud l  in +- i ûs verschwindet. Iii tlieseii Grenzlagen ist p, = oder = - 
d O 

und e?. wird zur Eiiiheit. 
Die Convergenz ist so lange sicher als recp. a )  O (*). 
Dalier k t  

Die Viiiiable weiclit deni Kullpu~ilit ostlicli aus. 
Uliigelit sie denselben aber westlich, so verscliwilidet dus Integral. Uem 

Integrationsweg darf der ganze westliclie Horizont angefügt werdeii. .Der so 
verlangerte Weg Mdet  iiuii die Begrerizuiig eiiies F'liiclienstückes, auf deiii 
die Funktioii ers-"  übci.al1 eiiideiitig urid stetig ist. Soinit ist 

+iw 

J- e" ;x-'' tl c = O, recp. cc > 0. 
-im 

Die Variable weiclit deiii Xullpuiikt westlicli aus. 

(") Reçp. bedeiitet: IZeelle Coiupor~er~te uou a. 
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lVirtl die Variable .x: durch --.a ersetit, so folgt 

wo die Variable dem NuIlpurikt nuil 6stlicli dusweiciit. 
Substituicrt inan in  clen Gleicliungen (4) iiilcl (Ci) x = i z ,  so e~itspri~igcri 

die zwei hlgenden Integraie 

. I e-" z-" (2 x = O, ïecp. cc > 0. 
-en 

Beide Male wird der. Kullpiinkt südliçli uiiigaligeii. 
Durcli Addition von (7) und (8) eiitstelit 

Suhtraliiert iiiau aber (8) von (7) 

A11 beitle Gleicliuiigeii ktiüpfeir sicli wieder die Bediiqpigeii , class 
recp. cc> O und dass der Kullpuiikt südlicli uingarigen werde. Gilt aber fur 
dieselben O < recp. n < 1, su darf dei. Nullpu~ikt betreteri werden. Ietzt zer- 
legel1 wii  Integral (9) in zwei Integrale, von denen das eine von - .cio bis o, 
das andere von O bis + x geht. Also 

O < recp. a < 1. 
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Iiii ersteii inoge a = e-ix a çesetzt werderi. 

- 
cos 52-" d z = C ' C G ; ;  

d /(61) S .  COS - 02 
cc .n 

Alultipliziert ~ i ian  Zalller uncl Neliner der reclite~i Seile mit siii , so - 
iesultiert 

. ccx 
S .  sin - 

2 
- 

/(CG) sin a ;t 
1; 

iuacli eineni hekaniiteli Sl~eorelii ist 

d s o  
m 

. n x  -- 
cos z e-" d z = sin - /( 1 - cc) 2 

6 

fiir cc = 1 - b gesetzt 

Ailalog ehZlt  iiiali aus (10) 

b n siii z eh-' r7 z = sin - / ( b )  
'2 

0 

O < recp. b < 1. 
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Die Gleichungen ( I l )  urid (12) sind uiiter der Bezeiclinulig « Diriclllet'sslle 
Foriiieln » bekailnt. 

Iritegsal (12) b e l d t  seine Bedeiitimg aucli dalin 'iioch, weim iiii Greuz- 
fdle b = s = O yird.  Dailn ist 

. . . E r  E r  
Da. s selir klciii ist, so darf slri - = - gesetit werderi. 2 2 

m 
I" sin Z - - ,- < b  1 .  . 

]Vira jetzt s = O, so k t ,  da /(1) = O ! = 1 

1 
Für b = - entspringen aus (1 1) uiid ( 19) die weitei.eii Bezieliu ilgeo Ot 

COS z s i n  e 

O O 

it loileil Ersetzt 1ii;iii ilun z dureh a" so erzielt iliüti die Kel t' 

Multipliziert iiian die zweite Gleicliuiig mit i, so gewinrit iiiau di~seli Ad- 
dition 

Die Bezieliungeii (15) und (16) solleil ilii folpellden S clisekt Iiergeleitet, 
werden, 
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Wenn recp. a )  O kt., so liailn (lie Gnmmafunktion t lu i~ l i  folgciîdes 111- 
tegrnl tlefiiiiert werdeii : 

m 

1 fi-* d = /(q. ( 1 )  
O 

SVrriii a = '1, , und a = x h o  ist 

in. 
- .  

4 woraus füi. x = e . \/b. z gesetzt, folgt 

Der Integrationsweg k t  die Winkellialbierende des 1.  und 111. Quadranten, 
unil dns Ititegral besitzt in den ~ h d ~ u n k t e n  desselben den Wert Null. Ex 
kaiin nun aber leiclit nachgewiesen werden, dass dasselbe niclit nur in den 
zwei gennnnten Punkten rerschwindet, sondern auclî in bestilnmteii niideim 
Teilen des unendlichen Horizontes. Mali fintlet diese, uTei-in 3 = Q ei'+ sulxdi- 
tuiert wird, wo Q als Radius vector sehr gross k t ,  Dadurcli fol@ 

hlit dieseii Integralen ist itn Horizonte gleichwertig 
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8 Ise li : Losznng bestiwîzter Integrale 
.--.k. 

wornus fiir sin 9 = v substituiert, eiltspringt 

Sol1 (lei. letzte Wert verschwinden, so muss, da b positiv sein soll, die 
Vnrinl~le 21 aucli positiv ist 

sein. 

 enl lier) , . 
Es ergibt sich liieraus, dass (las Integral (3) iiii 1. und iiii 111. Quadranten 

X 3ri 
langs dns Horizontes verschwindet, die Grenzlagen O, - , T und - inbe- 

9 9 
griffen. 

Daller ist es erlaubt, den Integrationsweg in (3) un1 zwei Streckeii zu 
verlangern. 

]Tir füliren die Varial~le sus  dciii Westpuiikte '(- oo) deib Hoi.izontc ent- 
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d w c h  Verd~tderwyj des Integrations~veyes. 9 

i7t 

lnng nadi  Südwesteii (2 e ~ m ) ,  von da geradlinig naci  Nordostcn (e'ai) 

und dniiii wieder derii Horizonte folgend ilacli (lem Ostpunkte (+ cro). Dei. 
, 

. 

\Vert cles 'ktegrals l b g s  der drei Strecken kt aber gleicli deiiijenigen liiiips 
der Relzlitlitsgeraden. Es gilt dalier 

woraus sicli sofoi-t erpiét 

Wiid b = 2 ,  so folgt sls Spezialfall 

Vertatlscht iiian in (5) z2 diircll a, -so ergiht sicli 
33 00 

cos (b a) 

O O 

Satzt iiian schliesslicli .in 

-m 

f'fiin b = 1, so eïgibt sicli 

J 
-8 

O 

A~lzaZi di Matenzatica, Serie III, s on rio' XT11. 
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Nun stiinmen die Relationen (6) und (8) mit den Resultaten (15) und (16) 
des vorigen 9, die wir als SpezialfLlle erhalten haben, vollstiindig üherein. 

Aus Integral (9) kkoniien nocli andere, allgeilieine Inteprnle cladurcli ab- 
geleitet werden, ilass rimn liierein siil~stituiert % = ( a  + i b) 2,' wo n und b 
positiv. Dnnn ergibt sidi zun%clist 

Wie ~~erliiilt sidi clns letzte Integral iin Horizonte? 
Es sri x = g eis, wo g uncl p, die frülierc Bedcutuiig haben. 

welcli 1etzt.ei.em Integral sich iiri Horizonte niinlog verliiilt 

. . 
41 e-~?(a?-b?+2ic~b)(cos!q+isinlq) y. (10) 

Kun siild drei Fille zu untersolieiden, ntiinlich b < cr., b = a, 6 )  fi. 

Fall. 1.. b < a. In diesem Falle ist  a"-- V e i n e  positive Zahl. Bedenkt 
man üherdies, dass cliejenigen Exponentialfunktionen, deren Exponenten mit 
der ilnaginsren Grosse i iilultipliziert sind; für die Untersucliungeii der Con- 
trei.geiiz des Integrals iin Horizont ausser Betrüclit fallen, so fliesst aus (10) 

Da es sicli ntir t~in ganz rohe Schatzung des Iiiteçrals (9) haiidelt und 
die Convergena desselben in erster Linie von den Vorzeiclien der als Expo- 
ilenteil voi*lioiiiiiiendeil trigonoiiietrisclieii FunMionen und in zweiter Linie 
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von1 k'üktor e ini Neiliier des iiuil folgeliden Iiilegrals nhliliiigt. so k t  es ci.- 
lauht, das letzte Integral mit '2 (cos 3 ? + siil 2 ?) zu iiiultiplizierc~i. Ih l ier :  

'C ~ - ( c o s ? q -  sin-9) 9 (cos 9 y + 1 y )  ($ = 1 B-~:(~~"y-'in5yi)e (12) 
e .  e 

Der letzte Wert ~~erscli\vi~itlet fiii. eiii sellr grosses q, wciiii cos 2 yl > O  
uiicl gleiclizeitig sin '2 cp 2 O k t .  

cos 2 (F. ist positiv otler Kull, wenn 

- - 
2 y gellt voii -. '" l ~ i s  + " . i i lso y gelil von - " his + '* oder 2 9 4  4 

y 

2 y gelit von 7i l i s  2 z, ûlso ~p geht roii 
2 

bis 5; oder 

duch  in clcri Grenzfiilleii, wo L o o  - , .n 3 r  6;. 
y die Werte - - 1 - 

4 4 '  4 '  4 - 3 z 
oder '' 5, 2 .i; aiiiiiiiinit, ist 

2 2 
die Convergenz der heziipliclieii 
Werte siclier. 

Die Verbiricliiiig beider Çoii- 
rergeiizhedinguiîgeii ergiljt, class 
die Variable in iiebeiistelierider 
Figur in den doppelt sclirüffiei.teii 
Gebieten ins Uiieiidliclie gelieii 
clürf, oline dass Integral (9) siriillos 
wiirde. 

Weil vorausgesetz t \Y cirtle,dass 
h < n sei, so licgt der Puiikt 
(a  - i b) oa ni i f  tlciii nogeii 
-. 
l'lm 

e h bis 4 x 1111,l der I)iii,kt - 
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Du wir sicller sintl, class Integral (9) langs der zwei getialiiiteii Bogen 
in jedeiii Punkte verscliwindet, so tliiifeii wis deil gei.üdlinigeii lutegi.ntioiisweg 
- (cc - i b )  zc bis (cc - i b) % sso ~erli i i igem, I ~ i s  dei. Aiifaiigspunkt rlessell~en 
in -m, der Eadpunkt aber i r i  +CU liegt. D a m  zielieii wir tleii lutegra- 
tionsweg, (leu wir uns als sellr laligeri Fatleii cleiikeii Itiiimeli, iti - m LUMI 
i i i  + cx, nr i  und bekoiiiinen so niis  (9) 

(. e-(~l"-D+Jic~b)r': C ~ S  = ( a  - i 6 j \/s: 
2 (n' 6') 

0. 

Ku11 atltlicïcii wir die Quaclrate voii (17) und (1s) i i i d  crliullcil 
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~ U Y C ~ L  Ver&~Zertmg des Iiztegrcctionstueges. 13 

(Die zwei letzten Integrale findet i i i m  auuli in C k m .  FEKD. MEYER, be- 
stiminte Integrale, Seite 288). 

Fa12 JI. b = cc. Iri dieseln Falle ~eduziert  sich (ru)  a.uf 

und 'weiter entspringt, dü es sich nui. uni selir rolie Scliiitzung liandelt 

ilegatir d e r  Nul1 sein. Also muss 

Es darf also p in1 il. und iv. Qiiadranteii ins Uiiericiliclie gelien, die Greiiz- 
1;igeii ink~egriffen. Die Eridpunkte des Integratiolisweges in (9) liegel1 in diesen 
&l,ieten. JVir verlangern denselben bis, - rn und + S. Hierüus zielien wir 
tlen Fadeti in den zwei genannteil Puiikteri ail, iind es folgeii die Integrale: 
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1 . \ @ .  
('cos (5') dz = ,, \i g ; J sin (5'1 t l z  = -- 

O -  O 
2 2 

Ebenso gut wie wir den Integrationsweg riacli - m uiid + m vei.lZngel:t 
haben, konnen wir die Variable nach + .i CO und - i oo gehen lassen, ollne 
dass sicli der Wert des Integrals Zndert. Zielien wir nuil den Weg wieder 
an, so bekoiniiien wir \ 

und für z = i z substiluiert 

Pctll III. b > CC. 
F'pr diesen Fa11 Iliesst aus (10) 

uiid belianti'elt inau dieses Integral wie (I l ) ,  so ergiht sic11 
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Soinit iiiuss cos 2 5 O iind sio 2 y < O  sein. Der erstcn Bedinpunp wird 
geiiiipt, weiiii - 3 s - :: s 

2~ gellt roii '. 
2 

bis 
2 

nlso p geht von -" I)is - otlci. 
4 4 

l)ie Gegeiiileii, welche der Si- LOO 

iiusfunktion zufolge 11eti.etei-i \ver- 
tleii cliirfcn, siiitl die plcichen, wie 
tliejeriigcii, die ails (12) lierror- e 
geheii. 

Scliraffieren wir wiecler die 
clurcli den cos. erlaubten Gehiete 
Iiorizontnl, die tlurcli den sin. er- 
Iaubteil vertical, so g~.l;iiigetl wii. 
zii folgendern Biltl. 

Dm Integral verscliwindet also 
iin Horizonte iiur liings der Bogeii 

:3iz 7in 

e '  cm b i s i w  und e t  oobis-iac. 
I)a die Conveipenz aucli fiir ülle 
Grenzlngen fest steht, so gel1 t ,  weiiii tler Integrat ioiisweg eiitsprwlicii tl w i . -  

liingert und daiin angezogen wird, (las folgentle Iiiteprxl l icr~oi . :  

otlci. fiir n = -- i x gesetzt 
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Da b ) a ist, so ist bZ - a' = qz ,  eitie positive Zahl. Ferner sei 2 a, b = r .  
~ a n n  resultiert aus den zwei letzteii Integralen 

Da die Fornieln (19) und (20) mit (33) und (34) vollig übereinstiinuieii, 
so clwf dafaus geschlossen werden, dass es gleicligültig kt,, 01) in der Sul~sti- 
tution LG = (a  + i b) z, wotlurcli (2) transforiniert wurde, b < otler > n sei. 

1- 

Andere Folperiingcn des Iiitegrals = yx siiitl die Integrale 

0. ,y! 

(é+ COS (2 CL B) d ' - 
ô 

. " -2  l F e -  It 

welche mit Hülfe der Substitution a = n z + i b und einigen leicht zu bewal- 
tigenden Uriirechungen erlialten werden konnen. 

(Siehe audi  MEYER, besti1ii1nt.e Iiî tegrale, Seite 978 und Prof. D.' I. H. GRAF, 
Beitrag zur Ausweihng bestiiiiinter Integrale inittels Ver5iitlerurigen des 
Weges, 1884). 
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durch Veriinderwzg des  Integrationsg veyes, 17 

Wir fandeil in 1 

Die .Variable x umgelit den Nullpui.ikt in iistliclier Rirliluiig. 
FLir x 2 c y gesetzt., wird nus ( 2 )  

Da c > O ist, weicht die'varial-de tien1 r\iiillpunld Gstlicli nus. 
Nuir sci y = Tt + i 2, und es folgt 

Der neue Pol ik wird von der Variablen 5 in eiiiein Halbki-eise südlicli 
umgaiigen. Mit Ausnahine desselben k t  der -1ntegrationsweg eine zur Reali- 
tiitsgeraden parallele Linie. Wir verandeni ihn so, dass die Variable aus 
- cc +- i k zuerst deni Horizont entlang nacli - rn danil Iiings der Realitats- 
geraden nacli + oo und von hier nadi  + oo + i k geht. 

Nuil untersuchen wir. das Integral im Horizont. Es verli?ilt sicli lltngs 
desselben aiinal-iernd wie 

S eica J-C& d J, woraus für J = g eip 

substituiwt, roll gereclinet, resultiert 

Anfiali di Matematica, Serie III, Tomo XVII. 
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- -- 

uiîd wei ter, da c > O 

e--eu 
-- ist so Inilge Kull, nls v 2 0  ist. 
e'" - 

Soinit oiuss, da u=siil y ,  Osf? - 7;; sein. r)alieia rciascliwiiitlet (2)  iin gaimeil 
iiiiidliclien Horizoiit, aiirll in  deil l~eitleii G I Y I I Z ~ ~ I ~ P I ~  y = O ~ m r l  = z. Da111i 
a l w  fol@ iiiiiii it telbar ans (9 )  

Der liitegrationsweg liegt seii-iei. gaimeri Xustleliiiiiiig iiacli in der ]<en- 
litiitsgeradeti. 

Da das Integral i i i ~  ganzen nijrdlielieri Hofizonte Nul1 ist, dwf derse1l)c 
l~eigefiigt werden, olirie dnss sirli tler Wert des Iiitegrals andert. Wird zucleai 
a. eiiie gniize, positive Zalil 1 2 ,  so ist tler Weg eiiie geschlosseiie Curre, uiitl 
1 ~ 1 1 i i i  iiis Eiirlliclie lierein rrclitliiiilig uni ik zusniiiiiirii gezogeii wercleii. Ihiiii 
gilt 

f w  a eic4 2 ,  -+ -- d d c - - , (y>- I e - c ~ . .  . (h+i  3)" ( 1 8  - 1 )  ! ( 5 )  
-w 

Der m u e  Pol - i k lie@ siitllicli des Weges. 
Dns Intcyinl verscliwiiiclet iiu ganzeii siicllic~licii Horizoiite. IVii~tl n eine 
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positi~e,  gaiize Zalil, so erhiilt iiian, wie leiclit ei.sichtlicli 

Es kaiiii nuf ciiifaclie \Veise hewiesc~i wcrtleii, tlass 

&:t 
, , ' d 5 = 0  ist. 

( k -  i d )  

Die 1)eiclen Pole cles Iiitegrals, niiiiilicli - i k  uiitl - i ûs liegeli sücllicli 
(les Zi~tegratioiisweges, iincl es daif letztere~ii der gaiize ii6rtlliclie Hoi.izoiit 
I~eigefügt werdeii, olme dass sicli dei. Wert des 1ntegr;ils :iiidert. Die Inte- 
grütionscurve ist d a m  unabliangig voin Parameter cc, stets gesclilosseii, uiitl 
tler Integrand innerlialh t1ei.selheii iiberall eiidlicli uiicl stetig. Soinit ver- 
schwindet das Integrnl. 

Hier liegeii tlic beiden Pole +- i k uiitl , i x iliircllicli tlcs \Vegcs. Der 
siiclliçlie Horizo~it tlarf beigefiigt werdeii. ' 

Durcli Addition und Subtraktioii cler Iiitegrüle (i), (Ci), (8) iuid (!)) kaiili 
niui weiteie Kesultate erlialteti. 

(4) + (9) 

(9) -- (4) oder (i) - (9) 
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(8) -- (6) oder (6) - (8) 

-m 

Bus (13) 
. - 

cos (c:  5) 
e"-' e-". 

O 

111 ( t 7 )  sei w = 1. 

cos (c 4) - j" a2 + lc2 d 3 = - - e-r* 
2 1; 

O . 

(18) ist ei11 Lap1;~ce'sches 1iitegi.al. 
(8) - (6)  oiler (5) -- - (8) 
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d u r d ~  Veri ir~dermy des Integrcctiomweges. 92 f. 

4 sin (c.3) - 
cl S = 2- C,"l e-ck 

00- I ( 4  

4 sin (c 5) 7 t  
a2md5=---  i (k2 +. ) 6"-' 

ii "2,o 

Aucli (93)  ist ein Laplace'sclies Integral. 
1st in ( I l )  O < recp. cc < 1, MO gilt 

-Cc= 

J sin$-) ( $ ~ = - ~ , b - l  ir e -- inn - .  
M /<a, -- 

Hieraus : 

Iiii e ~ s t e n  liitegral S diircli - 4 ersetzt 

w 4 X 
Ti C < ~ - l  x cm-' COS ,). ii - 

- - 
7 1- -- L /(lYG) 

ccz /(CC) sin n 7i / (a )  sin cc x 2 /(n) sin, 

w ah  --- 

J' 
cos - /(l- @) 

sin (r; 2 )  P ' d S  = 52 

b x  - 
sin - / ( b )  

si11 (C 5) uU-' d S = 
9 
ch 

O 
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woraus für c = 1, b = E, wo E selir klein, wird 

E X  - 
d J = sin - /(E) 2 

O 

lir 7C 
Aber siil - - -. E und 2 - 2  

Aus (10) erhiilt inün tlurçll. \Viederbolung des soeben angewendeteil Ver- 
falirens 

w 
b n  -- 

cos - / ( b )  2 
, /'cos (o  3) 5+' d ,? cb 
O 

(24) unil (26) sind die Diriclilet'sclien Fornieln, die wir für (: = 1 sclioii in 
Cj 1 gefunden liaben. 

. - -  

Ï cl3 
Ilas Integral - .  

y (k  + i 5)" ( 1  + i 5)h 
-m 

Uas Eulersclie Integral 1. Art, 2. Forni lüntet 
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(Siehe Einleiturig in die Tlieoi-ie tler Gamiiit~fiiiiktioii von Herrn Prot: 
L).' GRAF, Seite 8). 

12 bedeutet eine positive, pi ize  Znl-il. Dalier k t  tler Puiikt x = - 1 
stetsfort zughglicli. 

KWI ersetzen wir n durcli b - 1 uiicl a - 1 tluwli - cr. Ilanii folgt iiacli 
- 

An wriitluiig (lei. Relntioii / ( n )  /F n )  = 
'* 

sin n z 

Es ist leiclit einzuselien, dass (las Integral keine eiiiscliiieidci~c~e Antie- 
runç erleidet, wmii b aufliort, eine gonze, positive Zalil z i i  sein. Es bclililt 
seine Gültigkeit auch danii, wenii b eiiie coiiiplese Grosse ist. Allcrdiiips 
iniiss recp. b > O seiil. Es çilt also 

rccp. b > O. 
Mittels der Suhstitutioii i = e eirr fiilciet iiian, tlass Integral (3) iiii gslnnen 

Horizont ~erscliwiiitlet, weiiii rcq). b>O kt .  
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Daller darf die Variable folgenden Weg einschlagen : Aus - ao gehe sie 
über - i ao nacli +- cm, dann der 
Realitatsgeraden entlang uin + 1 
Iieruin iuriick nacli +- ao und 
schliesslicli iiber + i cm nacli 
- m. 

Aber langs des Horizontes 
verschwindet das Integral. Somit 
bleibt als Integrationsweg einzig 
übrig eine r&kliiufige Sclilii-i pe 
aus +cc um + 1 .  

Wir setzen in (3) a - b - 1 = - b und bezeichnen den sicli ergebenden 
\Vert des Integrnls nach den Parainetern a und b im Nenner mit f (a, b) 
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Eritspreulieiicl wird nüch (4) 

/(. +T- 1) z-m(l-g)-Ldz=Siri. -- = f ( n ,  b). 
/ < @ >  /O 

L)as letzte Integral transforniiert sic11 clurcli 1 - z = = z il1 

recp. a+ b> 1. 
Aus (5)  und (7) folgt 

f (a, 6 )  - f (b ,  a )  
d. 11. 

Beim Eulerschen Iu~tegrnl 1. Art, 2. Porm diirfen die beidett Yc~rn~ueter mit 
einccnder vertazcscht werdetz, ohne dass sich der Wert des I~ttegrnls iindert. 

Wir fügen Integral (5) die Wege - i oo bis - oo uiicl - cc bis + i cc 11ei 

Die Variable weiclit dein Nullpunkt 6stlieli ails. Zetzt su1)slitiiiereli wir 
?l 

a = , wo recp. w > O  sein soll. Da das Iiitegral ini gaiioeii Horizoiit ver- 
9 t h  

schwindet, ergibt sich 

v = 8 + IV gesetzt, wo O < recp. k < recp. tu.  

Annali da Matewmtica, Serie III, Tonio XVlI. d 
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26 Ise l i : Lbsuny bestiriwter 'Integrale 

I ~ L  - k = 1, wo nun recp. 1 > 0 ist. 

Der Integrationsweg liegt ganz in der iiiiaginiiren Axe. 
Schliesslicli werde IV = i S substituiert 

recp. ct + b )  1.  
Der Integrationsweg liegt gaiiz in der Realitatsgeraden. 
(Siehe MEYEH, bestiininte Integrale, Seite 905). 
Aus (11) erhalt man sofort 

Auf selir eiiifache Weise kann die Kiclitigkeit der Bezieliung 

eiiigeselien werdeii. 
Weil die reelleii Coiiiponenten von k und 1 positiv sind, so liegen die 

beicien Pole des Integrals, i k und i 1, n6rdlicli des \ITeges. Wir fiigen demselbeil 
die Südhalfte des Horizoiites bei. Der Integrand kt  iimerhalb der abgegrenzteii 
Fliiche überall eildlich und stetig, somit das Integral voln Werte Null. 

Wir setzen in (11). 
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durch Veranderurûg des Iittegrcctionsweges. 27 

b=a und 1=k=I 

t P  - - x gesetzt. 

Das letzte Integral aber ist ein Euler'sches. Es kanri nacli (ter Forinel 
gelost werden 

Somit ist 

w . Z 1 1 2 - ~  / (2 a T )  
- - ( ( 1 + m ) , ' d s = 2 x .  

8 
(/<..))? 2"-' I<.> 

Substituiert man für 2 a - 1 = b = a und berücksichtigt, dass 

ist, so erhalt man 

Anscliliesserid an rliese Cauchy'sclieri Integrale sol1 z ~ i m  Schl~isse iiocl~ 
das Dirichlet'sche Integral 

gelost werden. 
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88 Iseli:  Losulag bestiil.~iuter Irategrde, z i ~ l  so îtjeiter. 

Es wird sich zeigeri, dass die Losung desselhen ein ausserortle~ltlich e h -  

Wir setzen voraus, c sei reell und positiv und 1, k, I c , ,  k ,,..., a, a , ,  cc. ,... 
seien complexe Constanten, deren reelle Bestandteile positiv seien. Dann 
verscliwindet das Integral langs des südlichen Horizontes. 

Derselbe darf also dem geradlinigen Iiitegrations weg, der von - XI bis + cx. 
geht, angefügt werden. Die Pole des Integrals sind _+ i 1 ,  + i k ,  + i li,, 
+ i k ,  . . . + i m. Es lie@ also nur ein einziger, namlicli - i 1, südlicl-i des 
geradlinigen Weges - cc bis + CO, d. 72. nur dieser wird durch die Integra- 
tio~iscurve eingeschlossen. Alle anderli sind ausserlialb derselben. Der Pol 
- i 1 ist kein Verzweigungspunkt. Die Variable 5 kehrt also nach einem Uiu- 
lauf un1 denselben auf ihren ursprünglichen Wert zurück. Somit kann cias 
Integral iiach der Cauchy'schen Formel ausgeinittelt werden. Es ist 

e- icS 

= I  (1' + 5'). ( k  + i 2)" . ( k ,  + i (hl + i 5)h. . . d.5 
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Sull'integrazione delle equazioni fondamentali 
dell'elettrodinamica. 

(Di  ANGRLO TONOI~O, a Casale su1 SiZe (Trevz'so).] 

Scopo precipuo del presente lavoro, i: quel10 di integrare il sistema delle 
equazioni indefinite di MAXWELL-HERTZ : più precisamente, di assegnare le 
espressioni delle forze elettroinagnetiche nei punti interni di un dato campo S,  
nella ipotesi die  siano dati per ogni istante di tempo i valori delle forze 
stesse al contorno G del campo. È cib, tanto nella ipotesi di un contorno 
fisso; yuanto variabile col tempo. Per ottenere gli integrali dell'anzidetto si- 
stema, mi sono servito, ne1 caso del contorno fisso, della forniula di KIR- 
CHHOFF reiativa a h  eyuazione canonica dei piccoli moti. Ne1 caso del con- 
torno mobile, Iio usato il iiietodo di integraxione sviluppato da1 prof. TEDOKR 
nelh  Nota : S d l a  diuzostrazione. della formula che rappresenta analiticamente 
il principio di Huyg7zens (*). Esso è in sostanza una estensione di un inetodo 
d'integrazione dovuto al prof. VOLTERRA, esposto in ispecial modo nella Me- 
inoria : Sur les vibrations des corps élastiques isotropes (**). 

Ho trattato dapprima il caso della superficie fissa (Cap. II), e ho dimo- 
strato iqnanzitutto che, dalla eonoscenza per qualsiasi istante di tempo delle 
forze elettromagnetiche in t, segue quella della rispettiva derivata normale 
(Cap: II, § 1). Sono riuscito poi, mediante opportune trasforinazioni, a pre- 
sentare l'espressione definitiva de@ integrali sotto forma notevolmente seni- 
plice (Cap. TI, $j 1). 

L'estensione al caso di un contorno variabile col tempo, si compie senza 
forti difficoltà, e dà luogo a delle espressioni perle forze elettromagnetiche, non 
molto diverse da quelle ottenute ne1 caso del contorno fisso (Cap. III, § 5). 

Di questi rniei risultati ho fatto la verifica., di~nostrmdo ehe essi soddi- 

(*) Reale Accademia dei Litacei (Vol. V, Serie 5.", pag. 35'7-360). 
("*) Acta mccthematicn (Tom. XVIII). 
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30 Tono 1 O : S~cll'integrnxione 

sfano effettivaniente le eqiiazioni indefinite di MAXWEIL-HERTZ (Cap. II, 9 3; 
Cap. IIJ, $j 5).  

Spero di poter mostrare prossimamente l'interesse tlelle dette formiile, 
facendone applicazione a qualclie yuistione concreta. Qui ini sono limitato 
ad lin iinico eseinpio: quel10 dei cnmpi elettroniagnetici stazionari, per i quali 
le mie espressioni possono farsi rientrare in formole note (Cap. II, $j 4). 

11 problen~i clle mi sono proposto, fu già risoluto, ne1 caso del contorno 
fisso, da1 prof. LOVE nella Memoria: Th.e integratioizs of the equations of pro- 
pagation of electvic Ivnves (*), inediante introduzione di tre sisterni aiisi1iai.i 
tli soliizioni delle equazioni indefinite dotate di singolarità. caratteristiche. PerO 
le forinule finali di yuesto autore sono assai coniplicate: a ' ine pare di avere 
raggiuiito un perfezionainento, cos1 concettuale, conîe formale. Spero quindi 
di no11 meritare biasiino, se sono tormto sopra. un argomento, clle già era 
st.nto svolto da1 prof. Lovs, e illiistrato con iiiterpretazioni del piil alto in- 
t eiwsc. 

Sia S, un inezzo non polarizzabile, iiidefinito, oinopeneo, isotrope, iii ri- 
1 ~ O S O ,  in cni a r~engono  fenoiiieni elettrodinainici. Rappresentino : A = -- la 
C' 

inversa della. velocità della luce in tale iiiezzo; t il tempo; x, y, x, \e coor- 
tlirlate Cartesiane ortogonali dei punti di SI; E, H rispettivaiiiente la forza 
clettrica e inagnetica corrispondenti a cia.scuii punto del iiiezzo; e finalmente 
S. una parte del campo S,, priva di sorgenti di elettricità., non percorsa da 
correnti elettriclie, e liinitata cla una superficie chiusa o, fissa, oppure varia- 
hile col tempo. A questo campo S si riferiralino costanteinente le ricerclie 
clie mi accingo ad esporre. 

Preinetto innanzitutto il sigiiificato di alcuni siiiiboli die, in seçiiito, ver- 
raniio frequentenlente adoperati, e ricliiaiilo alcime for~iiule tlelle yiiali nvi-b 
hisogno di servirmi. 

(*) Philnsn~hicrcl T m  nsnrtio~r s o f  the Royal Society of Lonclo~t (Vol. 197, 1901, pag. 1 -85). 
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Siano: F ( x ,  y, g, t) uiia funzione regolare (*) di x ,  3, x ,  t ,  in un certo 
campo; x i ,  y,, zi , t ,  , quattro valori rispettivamente fissati per detti argomenti; 
a = s  (x, 9) una fuinioiie regolare di m e di y. Si pongn: 

, t = t , - A r  r = d(m,  - x)" ((ZJ - + (zl - z ) ~  

d 3  Ci6 posto, col siiiibolo -- (u = a, y) intendo la deriva.trt di P rispetto ad ~ c ,  
d $4 

qimndo si pensa clle questa variabile coinparisce esplicitaiilente, iioncliè in 
D F  

z e in t ,  (derivatn totale). Col simholo ( ~ c  = x, y, z) iiitendo la derivata 
D u  

tli F rispetto a d  u, quand0 si pensa clie qiiesta  ariab bile coinparisce esplicita- 
al? 

inente, noncliè in t (pel tra.nîite di r ) .  Finalmente col sinibolo -- (14 =x, y, z, t) a 26 
inteildo la derivata ne1 seiiso ordinario (derivata parziale). 

Ph forazz~la di I(irchko#. - Uiia superficie G cliiusa, tissa nello spazio, 
liiniti un campo S. Detiotino: n la direzione della normale che entra nello 
spazio S; r  la distanea di un punto yua1.unque del contorno, da. un punto 
Pt ( T , ,  y,, 2,) interno, prefissato, nia. qualunque; U = U (r;, J ,  z, f )  uiin fiiii- 

zioiie regolare iiegli argomenti, clie sodclisfa l'equazione tlifftrenziak 

Sin. t ,  un istante fissato, e si coiivenga che il simbolo (W rappre- 
, df% k t , - A r  

senti la fiiiizione clie si ottiene sostitiiendo, a derivazioiie normale eseguita, 
t ,  - A r  a t. Allora il valore die  cietta funzione assuine ne1 punto P, e nel- 
l'istaiite t , ,  é dato dalla segueilte formula dovuta a KIRCHHOFF (**).: 

4;; U(xl, y,, 2,. t , )  = - 

(*) Per fiinzioni regolari inteiido funzioiii monodroine, finite, contiiiue, (O aliiieno atte 
aHa integrazione), assieme alle derivate ehe ho bisogiio di considerare, 

(**) KIRCHHOFF, Vwles über math. Physik (Baud I I ,  pag. 99-30). - VOLTERRA, Su1 prin- 
cipio di Huyglzens u Niiovo Cimento » (Serie III, Tomo XXXI, Anno 1892). - TEDONE, Reale 
Acrarlemia dei Lincei (Vol. V ,  Serie F i a ,  pag. 357-3613). - B ~ R G A T T I ,  Sulla fnem.ulrc di Kiv- 
ehhoff e szce e s t e m i m i  «Nuevo Cimeiito » (Serie V, Toino XIV, Aniio 1901). 
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L e  eqlcazioni d i  MaxwelLHerta. - In ogni punto di S ,  le componenti 
tklle forze elettroiiiagiîetiche sono legate dalle segueiiti equnaioni di MAS- 
WRLI,-HERTZ (*) : 

n a  cpeste, coine & noto, si possoiio coi1 faciliti far tlisceiirlei-e le a1ti.e (**) : 

(F=,") O EL, = 0, 

(Hel)  L I  H,' = 0 ; 

nelle quali E,,, H,,, denotano rispettivaineiite la coiiîporieiite dellu forza elet- 
trica e magiletka secoiitlo l'asse delle 18 (indicarlclo con quwta. Iettera iirio 

qualuilque degli assi coordinati). 

Ci0 preiiisso, ini itivio alla risoliiaioiie del pi~ol)leii~n clir i i i i  occupa, nello 
ipotesi della superfirie fissa. 

Indichi G il contorno cliiuso, fisso, clie limita il campo elettroiîiagnetico S. 
Siano date le componenti della forzrt elettrica e inagnetica, per qualsiasi 
istante di tempo, e SU ogni punto tli G, i i i  inorlo da sot1disfai.e quelle rela- 
zioiii (in nuiiiero di (lue) cl-ie sono necessaria coiisegueiiza tlelle ~quazioni  

(") Le notazioiii vettoriali che qui si troraiio, soiio quelle proposte dai sigg. BURALI- 
Fowrr e MARCOLOXGO. (Cfr. Rewd. del Ciwolo Matematico di Palemto. Tom. XXIU e XXIV.) 
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delle equclxioni fondnuzetztnli dell'elettroditza~~~icc~. 33 

di MAXWELL-HERTZ (*). Mi propongo il problema della deternîinazione univoca 
di dette coniponenti in qualunque istante nei punti interni a o. 

Espressione della derivata normale di Er (**). - Innanzitutto dirnostro 
che, nelle ipotesi ora enunciate, il valore della derivata normale delle coin- 
poneiiti delle forze elettromapnetiche risulta di coiiseguenza. A tale scopo sia : 

l'eyunzione di a : ne prendo iin pezzo per il quale valga la rappresentazion~ : 

" +, y) ; 
e pongo con Moxm : 

Osservo che, su questo pezzo di 5, E,, (a, y, z, t ,  - A r) diviene la fun- 
zioiie E,, (a, 3, z (x, y), t, - A r ) ,  la quale, per le ipotesi amiilesse, è cono- 
sciuta. Coilsidero percid il sisterria : 

(*) Che questa ipotesi sia necessaria risulta dalle coilsiderazioni seguenti: Sia P un 
punto di U: si  assuma l'asse delle z nella direzioiie della iiorinale in P a u, con che la di- 
rezione degli altri due assi risulta ovviamente flssata. Fra le otto ecpazioni indefinite di 
MAXWELL-HERTZ, soltanto le due : 

involgono derivate tangenziali: e percio esse devono essere identicamente soddisfatte dai doti 
iii superficie. 

(**) In cib che segue mi riferisco costantemente alla forza elettrica; facilmente si vedri 
corne le considerazioni che svolgero, siaiio senz'altro applicabili alla forza magnetica. 

Annali di  Mntematica, Serie JII, Tomo XVII. 5 
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34 To no 1 O : Sull ' integrazione 

In  esso; le prime sei eyuazioni rliscendono dalla regola. di derivnzione 
delle funzioni composte: le iimanenti sono tre delle otto ricordate eyuazioni 
in'definite di MAXWELL-HERTZ. Sottraeiido ln (2) dalla (3), tenendo presetite 
ln (9) 110 : 

Soinniaido la (1) con la (4) ricordando che: 

Div E - 0, 

si trne : 

Poiché dalle (5) e (8) scende l'equazione: 

si ha, in virtii della. (Il) ,  clle : 
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d'onde per la (10) : 

Se ora si iiidicaiio con a ,  p, y,  i coseni direttori della iiorniale, voltn 
verso l'interna del10 spazio 8, e si eseguiscoiio alcutie seiiîldici trasfoma- 
zioni, si trova (*) : 
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36 To n O 1 O : Sull'integrazione 

Questa espressione per -- d  Eu Ez , assieme alle altre due per - (u = y, 2 )  
d m  d n  

dimostra quanto ho asserito in principio di questo paragrafo. Si badi perb, 
(ci6 che del resto è evidente), che nelle derivate parziali che compariscono 
in essa espressione si deve porre, t = t ,  - A r .  

Per ragioni che scaturiranno in seguito, è opportun0 trasformare l'e- 

spressione (II) ora ottenuta per la - Er . In virtù delle equazioni (3), (4), (5) 
d n  

del sistema (1), la (II) pu6 anche scriversi cos1 : 

Ovvero per la nota della pagina precedente : 

Ora si osservi che l'espressione (II) di b- è stata ricavata in base alla 
d n  

ipotesi che si tratti di un pezxo di superficie fi, per il quale valga la rap- 
presentazioue : 

z = z ( x ,  y). 

Importa stabilire che l'espressione sussiste in ogni caso. All'uopo si os- 
servi che sarà lecito risolvere rispetto a z la :  

ogni yualvolta : 

ogni yualvolta cioè le nor~iiali ai punti del pezzo di contorno considerato, 
non siano parallele al piano x y. Pub darsi perb, che per qualclie pezzo di u, 
questo fatto non si verifichi; allora non è più lecito porre la sua equazione 
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delle equccziotzi fondanzentali deil'elettrodi)~at~.~ica. 3 7 

sotto l'aspetto anzidetto. In tale contingenza per6 l a :  

f ( ~ 7  Y, 2 )  = O ,  

sarà certamente risolubile rispetto ad una delle altre due variabili: x ed g. 
Se questa è la y, siccome le eyuazioni cui soddisfa Er, lianno coniportairiento 
perfettnmente siminetrico rispetto ad y e rispetto a z, basta evidenteinente 
un ma.teriale scanibio di notazione per ritrovare la ( I I ) .  Se questa è la x, 

basterà invece osservare che l'espressione di d- deve far riscontro alla 
d n  

(III), che era valida nella ipotesi della risolubilità rapport0 a 3. Per far ve- 
dere ci& basta considerare un sistema di equazioni, arialogo al sistema (I), 
dedotto dalla ipotesi che sia:  

ed eseguire un procedimento di calcolo simile a quel10 precedenteinente 
usato. 

Espresuione d i  Ez, e delle altre coazponenti delle forze elettro/mgneticIte. - 
Applicando la formula di KIRCHHOFF alla equazione (E,,) del Cap. 1 ove si 

E* , si trae : faccia u = x, tenendo conto della espressione ( I I I )  per --- 
drz 

Si osservi Che, nelle derivate parziali rispetto a x, g, z, che conipariscono 

sotto il segno , si deve pensare posto, t = t ,  - A r. 1nolti.e si è scritto E, l 
invece di E, (a, g, 3, t ,  - A r )  : le derivate parziali rispetto a t ,  , hanno poi 
ovvio significato. 

Ora trasfoririero la espressione di E, (x, , y, ,  z , ,  t,) in  modo clle in essa 
figurino le componenti di E secondo determinate direzioni. 
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A tale scopo pongo : 

1)enoto con S'  Io spazio contenuto in S, liinitato da G e dalla superficie 
sferica G,, avente il centro ilel punto di coordinate x,, yi, z ,  e uli raggio con- 
veniente, che indico ancora con r. L'integrale 1; si pub allora scrivere cosi: 

Si lia. poi, ricordando il signiticato dei siniboli spiegato ne1 Cap. 1: 

d'onde nioltiplicando per p, e integrando a tutto il contorno a + G,: 
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delle eqztnzioni fondmie~ztccli dell'elettrodinnn~icc~. 39 

dalle yuali si trae : 

Quindi : 

Si osservi che : 

la yuale espressione S identica.rnente nulla sulla superficie sfericn G, . lüe con- 
segue : 
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Dacchè iri coordinate sfericlie r ,  4, cp, si ha : 

d G~ = r2  sin 5 d 4 d cp, 
15 cliiaro che : 

converge a zero assieine ad r .  Risulta quindi, col tendere di r a. zero : 

111 modo dcl tiitto aiialogo si trae : 

Si lia percib, in virtù degli integrali I ,  e 1, ora. otteiluti : 

la quale espressione, denotando con E,. e con E,, rispettivaineiite la coiiîpo- 
nente di E secondo il raggio r e secondo la normale 1% al coiitortio c rolta 
verso l'iilterno di 8, si trasforma nell'altra : 
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La espressione per E, (x, ,  y , ,  z, ,  t,) trovata precedentemente, pu6 percib 
essere scritta cos1 : 

nJ d s  
47cE,(x1, y, ,  z,, t l ) =  (E , . cosnx -E ,cosrx -E ,cosrn )  + 

r 

Per le altre due componenti di E si avranno le espressioni : 

n G 
4 z E , ( 2 , ,  y , ,  z i ,  t , ) = [ ( ~ . . e o s n y - E . e o s r y -  E,cosrn). 1' + 

@ 

a - d G + A a i ; . ! ( ~ , . c o s n y - E . e o s r y - E , e o s r n ) -  r + 
<r 

d G 
4 z E . ( r 1 ,  y , ,  z,, t , ) = ( ( ~ , c o s n z - 4 , c o ~ r z -  I $ z ~ ~ ~ r ~ z ) i  r - +- 

Ll 

a .  d l ;  
f A -  a t1 ( ( ~ ~ c o s n z - ~ . c o s r z - E , c o s r n ) -  r + 

; 

@ 

Per trovare le formule che dàlino le coniponenti di H bgsta osserrare 
che il sistema di equazioni (1) è identico, nella forma, a yuello clie si do- 
vrebbe considerare per determinare le componeiiti della forza inagnetica, a 
ineno del camhiainento di segno di A in - A, iielle ultime tre eyuazioni. Si 
avrà percib : 

d c  
4 x H z ( s 1 ,  y , ,  z,, t , )=  (H,cosrzx- I I , , cosrx-H,cosr ta) ,  + r 
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a .  d~ 
- A - 1 (E, cos r - E. cos 72, y) - . 

a l l  _ r 
0 

È quasi supertluo avvertire clie si è scritto Eu, a,;, in luogo di 
E,(x, ?I, z7 t , - A r ) ,  H , ( x ,  y, G, t , , - - -AI . ) . (U=X,  3, z, r ,  ,n). 

Se E, soddisfa in S I'eyuazione differénziale : 

e se sono conosciuti su1 coiitorno c che limita S, per qualsiasi istante di 
teinpo i suoi valori, e quelli della sua derivata normale, la formula di KIH- 
CHHOFP applicata alla (1) d à  il valore della funzione E* in un punto interno 
Pl, generico, ma prefissato, i n  qualunque istante di tempo. E tale valore, col 
tendere del punto Pl ad un  punto generico P del contorno, tende al valore 
che in detto punto viene assunto da E, . Cid accade pure per la sua derivata 
di direzione. ' 

Si supponga ma che siano dati arbitrariamente, per qualsiasi istarite 
di teinpo, su1 colitorno a i valori di E,, e della sua derivata norinale. In tale 
contingenza sorgoho le doinande : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle epzcnxioni fo~zdnr~~e~dccli t l e l l ' c l e t t ror l i~~nj~~icn .  43 

a) L'espressione data dalla applicazione della forinula di KIRCHHOFF 
alla (l), rappresenta utia fulizioiie che in S soddisfa detta equazione? 

b) Quando il punto Pl tende a P, i valori di Eu e della sua derivata 

, ven- di,direzioiw, tendono rispettivanlente ai valori che per E, e per - 
d n 

nero assegnati in Pt 
La prima doiiianda amrnette risposta affermatira, coine è facile vedere 

eseguendo delle ovvie derivazioni sulla. espressione di cui è parola. 
Per renderci conto della domanda (b), si coiisideri cib clie avviene ne1 

caso statico, cioè quando le forze non variano col tempo. In tale circostanza 
la coinponente E, soddisfa in S 'l'eyuazione di LAPLACE : 

Ora è noto clle, se si dànno arbitrarianiente su1 contorno cr i valori di Et,, 

oppure quelli della - d E u  si -pu6 determinare in s rispettivamente in modo 
d n  

univoco, o a nieno di una costante arbitraria, una funzione arinonica die  
otteinpera alle condizioni al contorno. Ne consegue, clle le due successioni 
di valori iu superficie non possono assegnarsi ad arbitrio, ma clie anzi una 
è necessaria conseguenza dell'altra. Ci6 lascia presuniere clle, ne1 caso delle 
forze variabili col tempo, la doinanda (b) non amnietta, in generale, risposta 
afferinativa. 

Si deve perb osservare, che ci6 accade quando si vuole l'integrale della ( 1 )  
regolare in tutto S. II fatto (b)  si verifica (il fiitto (cc) si rerifica pure) invece, 
quando si esige la soluzioiie della (1) in U I I ~  regione assai ristretta. del10 
spazio, (soluzione locale, secondo HADAMARD) la. yuüle perb non 11s iinpor- 
tanza per il probleilia fisico di cui mi occupo. 

Dimostrb infatti il sig. HADAMARD che, se si considera la funzione data 
dalla applicazione della formula di KIRCHHOFIT alla equaziotie (1) in una pic- 
cola striscia di spazio avente per sezione mediana (mi si periiietta la. parola) 
la superficie stessa, in essa regione la funzione ottempera anche alla condi- 
zione (b). 

Del resto, se i dati in Superficie sono oloinorfi, il teorenia di CAUCHY- 
KOWALESKA, assicura in detta striscia I'esistenza, l'uiiicità, e la analiticità di 

. uria soluzione della equazione (i), che soddisfa le condizioni al contorno. 
Queste soluzioni locali esistono sempre, quaildo la varietà che porta i 

dati è una superficie fissa. Invero le considerazioni del sig. HADAMAHD, e il 
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teorenla di CAUCHY-KOWALESKB, perd0110 la loro valiciità soltanto quando i 
dati del problema sono sopra una « varietà caratteristica. » Ora, seguendo la 
definizione di BEUDON e HADAMARD (*), si trova subito Che, ne1 nostro caso, 
le varietà caratteristiche : 

f (x, y, 2, t )  = O, 

sono inteçrali della equazione : 

Se ne deduce, in particolare, che nessuna superficie fissa pub essere ca- 
ratteristica. 

Kelle ipotesi che E, e Hu soddisfino le eyuazioni (Eu) ed (H,) del Capi- 
tolo 1, e che siano dati al coritorno ,T clie limita S per qualsiasi istante di 
teinpo i ioro valori, in modo, che siano rispettate le condizioni imposte dal- 
l'enunciato del prohleina clie mi sono proposto di risolvere, le espressioni 
che ho trovato per queste funzioni ne1 8 1, fanno conoscere i valori che 
dette furizioni iLssuiiiono uei punti d i  S, in qualsiasi istante di teinpo. Ma 
non si pufi dire clle esse espressioni soddisfino le equazioni di MAXWELL- 
HERTZ, perchè se le eyunzioni (&) ed (H,,) ne sono necessaria conseguenza, 
non sussiste peïb la reciproca. 

Dimostrerb ora elle, nelle ipotesi ainmesse nell'enunciato del problema, 
gli integrali Eu e H, prima ottenuti, soddisfano pure il sistema di MARWELL- 
HERTZ. 

A tale uopo si consideri, ad esempio, la funzione : 

(*) BAUUON, Sur les caractéristiques cles équatioirs aux dérivées partielles (Bulletin de la 
Société mathématique de France. Tom. 25, 1908. - H A D A M A R D ,  Leçom sur ln propayatiotz 
des oudes, etc. (Herinaiiii, Paris, 1903, p. 263-171). 
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la quale è identicamente nulla per qualsiasi istante di tenipn, quando il punto 
x, y, a, è situato su1 contorno. Ora io dirnostrerb che la derivata normale 
di f è pure zero. Con ci6 l'annullarsi di f anche nei punti appartenenti ad S, 
discenderà dalla formula di KIRCHHOFF, che è effettivarnente applicabile, perchè 
anche f soddisfa la equazione canonica dei piccoli inoti. Per seiriplificare i 
calcoli, procedo ne1 modo seguente. 

Fissato un punto generico P di G, si assuma l'asse delle z nella direzione 
della normale n in P a G; con chè la direzione degli altri due assi risulta 
ovviainente fissata. Dalla precedente espressione di f si trae allora : 

Poichè per qualsiasi punto di S : 

O EL = O ,  
e in qualsiasi punto di G : 

D i v E  = O ;  

sarà ancora: 

Ma, essendo per qualsiasi istante di tempo, solira G :  
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Uja corollccrio del lemma di Stokes. - Conservando le notüzioni precedenti, 
sia V una generica funzione regolare dei punti del coritorno chiuso 6. Appli- 
carido il leinma di STOKES alle funzioiii: 

s i  trae : 

Esplicitando le derivate ed osservando clie : 

si  ricava : 

Poichè ilel nostro caso : 
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Se poi si osserva clie : 

si trne la formula clie contiene il corollario del lemnîa nnzidetto : 

Analogailiente si trae : 

a v 
826, (u, = y,, 2 , ) .  

Ciil pieniesso, si osservi clie le espressioiii di E, e di Hu trovnte iiel 3 1, 
lie1 c:iso dei ct~ii ipi  elettroniagrietici stüzio[iaii, si riducoi~o alle seguenti: 

I n  \.irtù delle equazioui indefinite di ~IAXWELL-HEKTZ, le forze E ed H 
clerivatio da potenziali armoiiici. Ditnostrer6 ora, considerando, per eseiiipio, 
la forzü elettrica, che le formule (1) sono sostanzialinente identiclie a quelle 
clie si otterrebbero, derivnticlo la classica. fomula di GREER' : 

relatirn a l  potenziale V di detta forza. 
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Si ha itlfatti, derirando rispetto ad zc, : (u,, = x, ,  y,, z,) 

4 5i W x 1 ,  Y , ,  G) - - d 5 ;  
a 21, 

ovvero, per il letimn ora trol-ato : 

4 ;c E,. cos n a  - 4 cos r zt - E.. cos r 12 

CAPITOLO III. 

S u p e r f i c i e  m o b i l e .  

§ 6. ESPRESSJONJ DELLE FORZE ELETTROMAGNETICHE 

FOHKITE DAL PROÇEDIMENTO GREEN-VOLTERHA. 

S'interpretino x, y, z, t, coine coordinate Cartesiane ortogonali dei punti 
di uno spazio S ,  a quattro dimensiorri, e inclichino: X I  una varietà a tre di- 
inensioni e Pl (x, ,  y,, z,, t , )  un punto di s,. Quwti elementi siano tali che 
la varietà conica C (conoide cccrcctteristico) : 

stacclii sulla varietà 2 ,  una porzione fiiiita L tale, che le parallele condotte 
all'asse delle 1, dai punti di un piccolo intorno di P,, la jntersechino in un 
solo punto. Denotino ancora: S', quella parte di S, che 15 limitata dalla va- 
rietà conica C, dalla varietà cilindrica r di raggio E (piccolo a piücere): 

(x, - xy + (y, - + (2, - z ) ~  = 2 

e dalla varietà L' staccata su X, dalle dette varietà ; n la direzione della nor- 
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male al contorno di S',  clle entra in tale spazio, e si ponga cos n a  = a, 

cos n y = p, cos n z = y, cos n t = 8. Si supponga che in S ' ,  si abbia t ,  > t .  
Siano date per qualsiasi istnnte di tempo sopra x le coinponenti delle forze 
elettroinagnetiche, in modo da soddisf&re le condizioni (die si è ~ i s t o  essere 
in riumero di due) che sono necessariü conseguenza delle equaziorii di  MAX- 
WELL-HERTZ. Mi propongo il problenia della determinazione univoca di dette 
coniponenti ne1 punto Y, . 

Indichino U ed E, (si consemorio i simboli precedenteiiiente usati) due 
funzioni regolari dei punti del10 spnzio liiiiitato da C e da 1, clie ivi sotldi- 
sfirio l'eyuazioiie : 

a=o. 
Si avrà : 

ovvero, integrando per parti : 

La funzione : 

è regolare in S,  e soddisfa. in esso, corne è facile provare, l'ec~uazioiie = O; 
inoltre essa si amul la  sulla varietà conica C. La si assuma quale funzione U. 
Si ponga: 

Se si risguardano conie conosciute le coinporienti delle forze elettroiiia- 
gneticlie anche su  C e su r, sa r i  lecito considerare un sisteina di equazioni, 
identico a quel10 (1) considerato ne1 caso del contorno fisso, con la sola dif- 
ferenza che, nelle equazioni di esso, la  ariab bile t deve essere considerata 
corne indipendente, e mai dovrh essere sostituita da ti - A r .  Applicando a 

Atztzali d i  lçlatenautica, Serie III, Toiiio XVII. .- 
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detto sistema il procedimento ctie ho usato per calcolare la - dE* ne1 caso 
d n  

del contorno fisso, si trae: 

In virtù di tale formula. la M, pud anche scriversi cosi: 

Poichè U e 8 sono nulli rispettiramente su C e su r, sarà: 

Per la ti-asforiiiazione esposta ilel $j 1, teilendo pi'esente clle t è qui V L ~ -  

riabile indipendente, si trae : 

Ma è facile constatare die  sulle varietà conica e cilindrica sussistoiio le 
identit>i : 

au au) -i au au)] 
= 1' [ E ~  (. - 9 ;- +ET r - ---. ci i .  
2:' oc, '17 ' G  
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Finalinente per l'annullarsi di U su C : 

Sarà quindi, per le trasformazioni ora eseguite: 

Se si osservano i calcoli fatti ne1 5 1, ricordarido clie (*) : 

e ponendo : 
E,, = E, cos n x + E, cos 12 y + E, cos n z 

facilmente si trae : 

+ c3.1 (E,. cos n s - E. cos r x  ) i l ,  dx-c((c Y ;%)cl:e 
ZH, t'  - t - L ) ( ;  =- 

Z' r 

Si ponga ancora: 

Si osservi che sulla varietà conica sussiste l'identitk: 

- b - c 2  au, - z + - $ + -  y = O ;  
a t (im au  a, 8 ,  au 1 
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e sulla varietà cilindrica .si ha : 

cosicchè : 

Indicando c.on do l'elemento di superficie sferica di raggio unitario, sarà: 

l'elemento della varietà cilindrica. Percib denotando con t,  la coordinata t 
del punto ove la retta x = x, , y = y,, O = a , ,  incontra la- varietà 8, e o la 
superficie della sfera ora considerata, risulta : 

Per queste trasformazioni e, ove si ricordi Che, per un noto teorema: 

l'identità ( J I )  pub anche scriversi cos1 : 

t , - t  (E, cos i CY: - E , ~  cos r x - E, cosr n) -2- d i + r 
' 2 1  
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E questa, facendo teridere s al10 zero, si trasfornia nell'ültra : 

4 

4 r r o 8 \ ~ , ( x i , y 1 , a , ; t ) ( t l - t ) d t =  

Derivando due volte rispetto a t,,  ricordando elle sulla ilitersezione di 
C con x sussiste l'identità : 

t, - t 
G-- 1 =O, 

+r 

ci6 che permette di derivare coine se la porzione 2, fosse indipendente da t , ,  
e dividendo per c3, si ottiene finalinente la formula: 

111 modo amlogo si trova: 

t , - t  
4.x E!, (s,, y , ,  z , ,  t , )  (E,.'cos 11 y - E,, cos r g - E:, cos r a)  - di+ 

r2 
'2 
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a a E, a H,, a H  + A - [ ( A - - c o s ~ ~ + - c o s ~ x - - c o s w ~ ) ~ +  a t , .  a t a t a t 
2 

Le componenti della forza niagnetica H,  mercè l'osservazione fatta ne1 
caso del contorno fisso, risultano ovviainente dalle precedenti componenti 
della forza E. 

Le trovate espressioni per le forze elettromagneticlie soddisfano, nelle 
ipotesi ammesse nell'enunciato del probleina, il sistema di eyuazioni di MAX- 
WELL-HERTZ. A yuesta conclusione si arriva come segue. Si consideri la fun- 
zione f del $ 3 : in virtù del calcolo ivi esposto è :  . 

Se ora si applica a detta funzione il procedimento GREEN-VOLTEKHA, per 
la identità ora scritta, si trora che f si annulla anche ne1 punto P, . 

$ 6. Drsccss~on.~ DELLE FOHiZIULE TKOVATE. 

Se si dà alla coordinata t del paragrafo precedente il suo significato or- 
clinario (tempo), il problema ora trattato si pub enunciare cosi : 

Sia G una superficie cliiusa, mobile, dello spazio fisico sulla quale, per 
ogni istante di tempo, siano date le coniponenti della forza elettrica e rna- 
gnetica in modo da soddisfare le condizioni (die si è visto, riel Cap. II, essere 
i n  nunlero di due) che sono necessaria conseguenza delle equazioni indefinite 
di MAXWELL-HEKTZ. Mi propongo il proldema della determinazione univoca 
di dette componenti, in qualsiasi istaute di tempo, nei punti iiiterni a c. 

Una superficie variabile col tempo dello spazio ordinario, si pub riguar- 
dare colne una varietà fissa dello spazio S ,  a quattro diinensioni. Ma non è 
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lecito dare u a priori » per espressioni delle forze elettroinagnetiche quelle 
trovate ne1 paragrafo precedente, per il ftttto che la varieta che porta i clati 
in detto parag-afo, deve soddisfare certe conclizioni restrittire. Le quali, tra- 
dotte in linguaggio ordiiiario, iiiipongono delle restrizioni alla mobilità del 
contoriio. Percib, per potere assuinere per espressioni delle forze elettronia- 
gneticlie quelle del 5, occorrer& esaminare, in base alle speciali ipotesi ci- 
neinaticlie clie caratterizzano la variabilità del contoriîo, se sono soddisfatte 
le condizioni restrittive aiii~iiesse per la varietà 2 , .  Quando yuesto sia cori- 
statato, giorerà liberare le trovate espressioni dalla. foriiia iperspaziale, met- 
tendo in e\-iclenza Io spazio fisico e il teiiipo. 

Si consideri una superficie fissa e chiusa del10 spazio fisico. Essa, nello 
spazio S,, si pub considerare coine una varietà cilindrica con le generatrici 
parallele nll'nsse delle t .  Liinito « inferiorii~ente » detta variet& con uno spazio 
pii~iio !! di eqiitizioni t = t,, iriclico con A quel seii~icilinclro ne1 quale t > t ,  (*), 
e considero la varietà h + n. Essa soddisfa le condizioni aiiiniesse per la il 
del S 5. 

Dilnostrerb ora clie le espressioni per le forze elettroinagneticlie d i  detto 
paragrafo si riducoiio, nelle ipotesi ora aminesse, a quelle trovate ne1 caso del 
coiitorno fisso. È evideiite, del resto, clie cib debba avvenire. A tale uopo si 
indirhi con 6 l'intersezione di A con n, e si supponga ulteriormerite che la 
iiitersezione della varietà A +  r2 con la varietà conica C, appaibtenga a A. 

Orn si osservi clle sullü varietà A : 

e sullo spazio n : 

Ci6 posto (prendendo in ispeciale cotisiderazione la espressioiie del 8 5 

(*) « Infcriortiieiite >a sta a significare clie si lia su A t > t, . 
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otteiiuta per ET), si ponga : 

La vnrieth 2 è composta orn dalle cllie varietti A e 0;  per c u i  : 

Ma per le relazioni (9): 

cosicclié resta : 

t ,  - t 
(E,. COS n x- E, c o s r x  - E,cos r  n) -- 

rP 
d A. 

Se si osserra clle sull'intei.sezioiie di C con A :  

ossia : 

t = t , - A r ;  

e clle la rarietà seinicilii~drica A pub pensnrsi decoinposta. in striscie di am- 
piezza d a  coiiiprese fra due geneixtrici ricinissiine, si vede clle : 

La fuilzioiie sotto il segiîo d'iiitegrale seiiiplice, racchiusn trtt parentesi, 
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è inclipendente da t ,  : cosicchè, esplicitando la derivata seconda, si trae : 

d G 
n x - E'z) cos r x - E l  cos r n) + r 

0 ' 

a -  .d c3 + A  - I ( ~ ( 2 e o s n s -  E ( ~ c o s r ~ - E ' ~ ) c o s r n )  - -  a, . r 
a 

In questi integrali si sono segnate con asterisco quelle funzioni nelle 
quali al posto di t deve esser posto t ,  - A r :  questa notazione sarà manlenuta 
in seguito. 

Si ponga ancora : , 

e si. noti che il coritributo relativo a 0 è nullo, perchè l'integrale risulta in- 
dipendente d a  t, ; nientre sopra A, cos n t = O. Rimane cos1 : 

Finalmente per lé (1) e (2) : 

d,: 
Er COS rc t - = 0. a r 

l n  virtù di queste trasformazioni di N e N,, risulta : 

d o  
4 ~ E , ( x , ,  y , ,  z,, t , ) =  

. O 

8 " d a  + A~-(E~:)COS~,- ~ ~ ~ ) c o s ~ z - ~ ~ ~ ) c o s r n )  - r + 
u 

2 " d G + ~ - J ( ~ ( : ) o o s n ~  - ~ ' 7 c o s t a z ) -  : a tl r 
a 
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espressione clie è itlentica a quella ottenuta per E, (x,, g,, z,, t , )  riel caso 
del contorno fisso. 

Si supponga fiilalinente clie uria superficie cliiusa tlello spazio oidinario si 
iriuova rigidaiiiente di iiioto traslatorio uniforme. Essa genera allorü, iiello 
spazio S,, una varietà cilindrica. Limito « iiifeiiorniente » detta varietà con 
uno spazio piano rz, e indico col1 A il seniiciliiidro ne1 yuale t > t, .  La va- 
rietà A + n  ottempera alle coridizioni mimesse per la s,, e percib le espres- 
sioni delle foi-ze elettroiiiagneticlie sono quelle trovnte ne1 8 5, a patto clie 
le generatrici del coiioide caratteristico iiicontrino a distanzn finita quelle 
della vaiietà cilindrica. Il che avviene ceitaiiîente, ogni cjualrolta non siano 
eguali gli nngoli clie dette rette formano rispettivaiiieiite con l'asse delle t. 
Questa conclizione iiiipone una restrizione alla inohilità della superficie : dico 
clie essa è certaniente sodtlisfatta, qiiando la velocità u del iiioto del contorno 
è diversa da quella c della luce. 

Invero, se (x,, y,, 2,) è la posizione occupnta da ut1 punto generico della 
superficie i î~ul~ile nell'istaiite t = O, e t , , ,  v, ,  v,, sono le coiriporieriti della ve- 
locità t1 secoiido gli nssi r, y, 2, le equazioni del iiioto di tletto yniito saraniio: 

Sono queste le ecjuazioni, clle assienle alla iclentità.: 

dànno quelle della geiieratrice clle passa per il puiito (x,, yo, z,, O) della rn- 
rietà ciliridrica, considerata rie110 spazio S,. Indicaildo coi1 A un fattore di 
proporzionalità, i coseili tlirettori di detta geiieratrice g, snraiiiio : 

D'onde per essere: 

-2  -- 01 9 S 
c o s g x  t c o s g y  + c o s G  +cosTt  = 1 ;  
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delle equaaioni fondanzentali delE'elettrodinam.ica. 59 

quindi : 

D'altra parte, se si dice g, una generica generatrice della varietà co- 
nica C, si ha (*) : 

tgg, t = c ;  
d'onde : 

Per poter deterininare il valore di Eu e di II, ne1 punto P,, si deve 
avere : 

( g t )  1-(a t) ,  

ovi7ero, per le (3) e (4) : 

?! C. 

Cmale su1 Sib (Treviso). 

(*) Ci6 si  deduce dalla equazione di C. 
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Studii sui punti singolari essenziali delle 
funzioni analitiche di due O più variabili 
cornplesse. 

( D i  ELTGENIO EIJA LEVI, CG G e m u a . )  

1. &a f (x y) ona  funzione mchoilroliia (*) analitica di due variahili com- 
plesse a = a, + i x,, y = y, + i y,. Si dice d i e  f (x y) è regolnre ne1 punto 
(5, 3) se nell'intoriio di questo punto è sviluppabile in serie di potenze di 
!x -- .- <, y - ri ; si dice che in ( E ,  3) lia un ptcnto singolare 11011 esse)zzinle, se 

è possibile trovare una serie di  poteiize go (x  - 5, y - Y,) tale che il prodotto 
po (x - i ,  y - YI) f (x y) sia regolare ne1 punto (5, -1,) ; e cioè quando la f (x y) 

p ,  (x - <, y - - f i )  
si pub porre nella forma f (x y) = d o r e p , ( x  : , y - x ) h -  

pn ( a -  5 3  Y - -11) 

dica essa pure una serie di potenze di x - 2, y - n. Ogiii altro puiito snrà 
per la fiinzione u n  puiito s ir~golnre  esse~zzinle (**). . 

Ne1 presente lavoro mi 1)ropongo di iiiostrare clie le varictà foi.iii;ite clai 
punti siiigolari essenziali soddisfaimo a coildizioni assai restrittive; O, i l  clle 
è 10 stesso, che i canipi in cui uiia funziolie pub essere irieroinorfa (***) soi10 
di ii:ttura particolare. Cosi verrà inostrato clle è eiaroiiea 1'affei.iiiazioiie del 
W E I E H S T R A ~ ~  che, analogaiiieiite a quanto üvrierie per le fuiizioiii di una sola 

(*) Sovente per la validità di quanto segue si potrà anche coiisideraw iin raino ino- 
nodromo di una funzione polidroma. 

("*) Cosi sono punti singolari essenziali anche qiielli d i  iin campo (laciinare) cui non 
si possa giungere per prolangamento arialitico. 

(***) E cioè in ciii la  funzione pub non avere punti regolari e punti singolari non es- 
senziali : secondo WEIERSTRASS si direbbe: i r ~  C u i  una fiiiaziov~e pub aoere cotttportamet~to di 
una fuuzione raziosale.  
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6'2 E. E. Levi: Shcdii sui p u d i  singolari esserzziali 

I .  

variabile, assegnato ad arbitrio un  îainpo continu0 a 4 diniensioiii ne110 
sjazio in cui sono rappresentate le variabili coinplesse x y, esiste seiiipre una 
funzione inei.otiiorfa in esso, che ha, singolarità essenziali in ogni punto del 
contorno di questo (*). 

La natura degli iiisieini di punti singolari di una funzione analitica è 
già stata studiata ~ ~ ~ ~ ' H A R T O G S  (**) nei suoi hei lavori partendo sis dalla for- 
mula di CAUCHY sia dagli sviluppi in serie di potenze: perb ~'HAHTOGS non 
riesce ü scindere nelle sue considerazioni i punti singolari essenziali dai non 
essenziali, cosicchè i suoi ris~iltati nulla ci dicono sui punti singolari essen- 
ziali limiti di punti singolari non essenziali; e limitano la natura dei caiiipi 
in cui la funzione pub essere regolare, e non di quelli in cui pub essere 
ineroinorfa. 

Le deduzioni di yuesto lavoro liaiino comune fondainento ne1 seniplicis- 
simo teorelria del § 1 (11. 4 e 6) secondo il coiicetto esposto ne1 n. 6. Ne1 9 II 
inostro coine da questo solo priticipio e ne1 campo più ainpio ora ricordato 
si possano facilmente dedurre tutti i principali risultati che ~'HAHTOGS ottenne 
per varie vie. Ne1 § III deterniilio alcune proprietà differenziali delle ipersu- 
perficie che possono costituire la frontiera di un campo in cui una. funzione 
analitica di due variabili coniplesse è inero~iiorfa. 

Tutti i risultati di questo lavoro s i  estendono senza dificoltà essenziali 
alle funzioni di più variabili. 

2. Un'equazione (x y) = O, dove cq è una funzione analitica di x ed y, 
determitia rie110 spazio a 4 diinetisioni, in cui si rappresentano i punti (x, y), 
uria varieti a due dihîensioui cli natura pai.ticolnre: indicher6 yueste varietà. 

(*) ~ s r s ~ s ~ ~ a s s ,  U t i t e m z ~ c h u i t y e i ~  iiber tlie 2 r-fach periotlische:t F u ~ ~ c t i o ~ i a i t  v o n  r V e v f i i ~ -  
derliclzeiz. Crelles Journal, 89, Werke II ,  pag. 183-133 : Wird aus den1 Gebicte von r corn- 
plexen Veraiiderlichen tr, u, . . . zrr a i ~ €  irgeiid eine Weise ein 2 4.-fach üusgedehiitts Continuum 
ausgeschiedèii, so lasseri sich stets eiiid~utige Fnrictionen von u,, . . . ur bestitnmen, wrlche 
sich an allen Stellen iin Iiinern dieses Çoiitinuums, aber an  keiiier Stelle seiner Begreii- 
ziiiig wie rationale Punctionen verhalten. 

(**) FRITZ HARTOGS : - 1.O Zlw Theorie cler aualy t i scheu  F a ~ ~ ~ c t i o v i e i t  qnehrerer u i inbhüu-  
giyer Veru1zr1erlichel.1, etc. Math. Aiiiialeii, Bd. 68, pag. 1-58. -- 8.O Eiwiqe Folyerunyen  a u s  
cler Cauclzy'schen Ii~tegralforrizel bei Fui tk t ionen  mehrerer Verunderl ichen.  Iliiiicherier Sitzungs- 
herichte, Bd. 36 (1906). - 3.O Ueber d ie  aus clen s ingularen  S te l le~z  e iuer  aualyt isclzen F u n -  
k t i o l ~  mehremr  Irerümler.lichen bestehenden Gebiete. Acta Mathematica, Vol. 32(1909), pag. 57-79. 
- Vedi anche il rapport0 rins::!uitivo ~ ~ ~ ~ ' H A R ' c o G s  nei Jahresber. der Deutschcr Math. Ve- 
reinigung, 16 (1907), pag. 283 e ss. Ueber neuere U~~tersucltuizgetz  a u f  dern Gebiete der  utca- 
lyt ischeu P u u l c t i o ~ ~ e i i  inelzrerer Verü~~cler l ichen .  
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delle funcioni analitiche di d~ce O più uariabili coqAesse. 63 

col nome di varieth o szcperficie cnratteristiche ("): in particolare un'equa- 
zione lineare tra x ed y rappresenta un piano caratteristico. 

Un punto di una superficie caratteristica p (x y) = O pub essere: regolwe 
O critico se la superficie pub nell'intorno di esso essere rappreseritata col 
dare x (od y) in serie di poteiize intere O fratte di y (od x); singolare se 
è un punto singolare di q ( x  y) limite di punti in cui è y (x  y)= 0. 

Con queste definizioni risulta clie noi potrenlo parlare di ~uultiplicitic di 
intersexione di un piano caratteristico con uiia superficie caratteristica in un 
punto regolare O critico per questa: risulta pure clle, data una superficie ca- 
ratteristica che in ( 5  3) abbia un  punto regolare o critico, esiste un  intorno a 

di (in) suficientemente piccolo ed un riumero  IL tale che ogui piano carat- 
teristico x = cost. ha  in c al più 11.1. punti - contato ognuno colla sua mol- 
teplicità, - coinuni con essa, fatta. eccezione per il piano x = 6 clie pub np- 
partenere alla superficie medesiina. 

Applichiamo queste considerazioni ai punti singolari non essenziali di 
una funzione f (x y). Se (5, n) è uii tale punto, e se precisamente nell'intorno 

di esso è f (x y) = ( x  - y -li), i soli punti singolari di f (x  y) d i e  esi- 
Po (x - E, y - -4) 

stono nell'intorno di ([-II) sono punti sirigolari non essenziali i quali appar- 
tengono alla varietà caratteristica p, (x -- 5, y - -0) = O :  (sr, ri) è su essa un 
punto regolare O critico. Die segue: 

Osservazione 1. Se (5 7,) è un punto regolare O singolare non essenziale 
di  f ( x  y) si pub trovare un intcmo c di esso cd un riiiniero ut, tale che ogiii 
piano x = cost. abbia in fi al più u~ punti singolari di f (x y) tutti noii esseii- 
ziali, fatta eventualinente eccezione per il piano x = ! clie pub far parte dclla 
varietà caratteristica di puriti singolari non essenziali cui appartiene ( 5 - 4 ) .  

Infatti se ( 5 . 4 )  è regolare non esistono putiti siiigolüri ne1 suo irilorno: si 
pub fare nb = O. Se (5 n) i: singolare rioil essenziale è queuta un'iiiinietlicita 
conseguenza del fatto che i putiti singolari di f (x y) nell'intorno di ( t e r , )  co- 
stituiscono uiia varietà caratteristica pet' ciii (5 n )  è regolare O critico. 

L'osservazione precedente vale pure yuando si coriti ogni punto (i'x') 
singolare non esseiiziale per f (xy) coine inultiplo secondo il numero clie 

(*) Seg~iendo la terniiiiologia proposta da1 LWI-CIVITA : Siclle frtwiotii awdifiche d i  dtce O 

yiù uariabili cowzplesse. Rend. della R. Accadcniia dei Lincei, (l905), vol. XIIT, seiii. 2, pag. 492-!). 
Tali varietà sono iiivero le vaiietà caratteristirhe rispetto al problenia di CACICHP pvr il no10 
sisterna d i  equazioiii cai  devoiio soddisfare la parte reale gd il coefiiciente dell'iniiiiaginario 
di  una fuiizioiie di due rariabili. 
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64 E. E. L e v i :  S t u d i i  s u i  y u n t i  s ingolar i  essenziali  

rappresenta l'ordine del polo che f (t'y) ha in y =-fi' (*). Invero tale ordine 
7 ,  è senipre inferiore d l '  ordine intinitesimale di p, (x - r', y - n) in  x = s , 

y=Yl. 
Osservnxione II. Se un piano x = 5 non è tutto di puiiti singolari non 

essenziali per f (xy), m a  SU esso esistono infiniti punti singolari non essen- 
ziali di f (x y), ogni punto ( r  r i )  litnite di questi punti singolari non essenziali 
è un punto singolare essenziale di f (x y). Iiihtti tale punto per l'osservazioiie 
precedente non pub essere nè regolare, né singolare non esseiiziale. 

3. Aggiungiamo un lemma sullo sviluppo di LAURENT-. 
LEMMA. S i a  f (x y )  una funrione regolnre n e i  pzcnti in cu i  

E s s n  s i  suilzcpperiç in serie d i  LAUREKT rapport0 n d  I/ con coeflicien.ti fun- 
aioni anal i t iche  d i  x per  x 5 8 : 

Condixione ttecessccrin e sufficieute a f f inchè qzcestn fwaxione s i n  i~~eroriborfcc 
rzel c a r ~ q o  x 6 6, y f k ,  è c72e es is tn  u n  numero  finit0 1 +- 1 d i  funxioni  
- ccnnlitiche -- d i  x : A, (x), A, (x), ... , A, (x) t d i  che sicc i t le~aticnme~zte per 
n< O : 

a, (x) g , 4  (x) t A, (x) g,,-l+, (2) + . . t 4 (2) Y,, (x) = 0. (2) 

Per rnaggior cliiarezza preitiettinmo l'osservaziotie clle, se delle Fiiiizioiii 
A , ,  A , ,  . . . , A,  esistono le qiinli sodtiisfüno alle (">, esse po traiirio certaineri te 
riteriersi furlzioiii regolari analitiche di x: per x 5 S. Infatti osserviaino rtie 
le g,, (x) sono funzioni analiticlie regolari per 1 x 6 8 ;  e quinrli, se le (2) sono 
equazioni cotnpatibili nelle di  (x), esse si possono r isol~ere  con funzioni ana- 
litiche cli x regolari per x r 3. 

Ci6 posto, la condizione è sufficiente. Infatti la f~inzione 

sa14 colne la  f (x y) una funzione regolare per x ' 6 8, k ,  2 y 2 k , .  Ma 

(*) È noto che i soli pupti i; cui la fuiizione f (t 'y) della variabile y pub avere un polo 
sono i punti (t 'y) in eui f ( x y )  ha uiia singolarità tion essenziale: lion viceversa. 
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per (1) e (2) essa si sriluppeiù in cjuesto cainpo nella forma 

00 + (x 9) = 2 [A, (x) g,, , (x) + A, (x) g,,-7 tl (X) 4- . ' + (x) !7. (PX)] y" 
O 

e cioè per sole potenze positive d i  g: onde segue clie essa t regolare ana- 
litica per x r 8, y l _L k ,  . Quincli si avrü rlie 

coine quoziente di due funzioni nnnlitielie repolari ilel canipo 1 x 1 r 8, y 5 k, , 
s a r i  iiierouiorfa. ilel cainpo niedesiino. 

La coridizioile è iiecessarin. Infatti poicliè f (xy) è regolare per x r 8, 
h,  s y 1s k, ,  nessun piano x = x,, con a, r 8 è una varietà di puiiti sin- 
golari non esseiiziali di f (xy): oiitle per l'osservazione II del n. 2 su esso 
esiste ne1 cercl~io 1 y 1 r k ,  un nuniero fiiiito di punti singolari non essenziali. 
Sia me, il nnmero di tali punti su1 piano x: = x,, ognuno contato colla iiiul- 
tiplicitii che lia il polo di f (x ,  y) in esso :  IL,, arrà  per x, G 8 un iiiassi~ilo 1. 
Infatti ore questo non esistesse, \ i  sarebbe un puiito ( 5 % )  con 5  G 8 e 
1 r, 1 r k ,  tale clle si troverehbero piani x = a, clle deiitro ad un intorno ar- 
bitrnrianieiite piccolo di esso, avrebbero un nuiilero di  punti singolari non 
essenziali superiore ad ogni numero iissato graiicle a piacere: e cib contrad- 
dice per l'osservazioize 1 del n. 9 all'ipotesi che E x  sia un punto regolare 
non essenziale. 

Concludeildo su ogni piano x = x, (con 1 x, 1 r 8) f (x, y) lia al più 1 
poli, distinti O coincideiiti, eiitro il cercliio y _L k ,  e quincli entro il cercliio 
1 ZJ 1 5 k,; onde potrenîo costrurre uii'equazione 

tale clie per ogni valore di x i poli di f (x y) siaiio tra le rndici di essa, cia- 
scuno contato colla sua inolteplicità. La fuilzione 

sar5 cjuindi su ogni piano x = cost. uiia funzione della variabile y regolnre 
entro il cercliio 1 y / k ,  onde il suo s~ i luppo  per potenze di y clel-e man- 
care di potenze negative. E ci6 ricliiede che le Ai(x)  cos1 costruite sodcli- 
sfacciano iclentican~ente alle ecjuazioiii (8). 

A~tnnli di IlTdeii~nticn, Serie III, Toino XYlI.  Y 
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C'orollario. Il nzcwzeu.0 l c 7 ~  compare ?tel precedente enzinciuto è u n  limite 
superiore per i l  wmwro dei yzinti s in~olari  non essenzinli d i  f (x y) appnrte- 
nenti ad u n  piano x = x, con 1 x, [ < S. 

4. Preniesso questo leiiiiiia possinino diiiiostrnre il seguente 
TEOREMA. Xia f (x y) m a  fimzioîze nicnlitica di x ed y che ne1 punto (O O) 

abbia ztna singolnritù esse~azial~, me~rtre nei pz~~zt i  d i  ?Ln certo intorno 1 y 1 r k 
dell'origi~ze appiwtetzelzti a l  pin110 x = O sia ~~beromorfn. Dato ? i l s  nzcmero E 

piccolo a pincere, è s e a ~ p e  possibile trovare zin wwhero S tale che i î z  ogni 
piano CG = x, con 1 x, 1 f 8 esista seszpra almeno tctz ptcîtto siîzgolare esse~zaiale 
per f (x y )  per cui è 1 y 15 E (*). 

Intanto possiamo supporw clie iiei putiti del piano x = O la funzione 
sia generalinente regolare: poichè altrinieiiti i punti generici del piano x = O 
sarebhero tutti punti singolari non essenziali, e quindi esisterehbe un nu- 
rnero n tale clle x"f(x y) avrebbe aiicora coiiie f (x y) il punto (O O) conle 
punto singolare essenziale, e sarehbe rneroniorh, ina generalinente regolrtre 
per x = O, y -I= 0. 

Cib posto le nostre ipotesi clicono clie f (x 3) pu0 ayere dei punti sin- 
golari non essenziali nei punti (O y) con y I= O, ma l'unico punto limite che 
essi possono avere è, per l'osserrazione II del 11. 2, il pu i~ to  (00). Onde fis- 
sato E, potremo trovare ilel piano (Oy) una coroi-ia circolare di centro l'o- 
rigine liiiiitiita dai cerclii di rtiggio k ,  e k ,  (ha, > k,), interna ad ambedue i 
cerclii ] y  1 f ,, ] y  1 f E, tale clie in qualunque punto di essa e ciel suo con- . 
torno f (xy) sia regolare: onde per il teorenia di LAUREKT ne1 campo niede- 
siino si potrà sviluppnre in serie di potenze positive e negatire di y :  

dove le g ,  (x) sono funzioni ailditiclie di x per 1 xl r 8. E poichè il punto (00) 
è un puiito singolare essenziale, per il'leiniiia prececleiite le g,, (x) non sod- 
clisfanno alcun sisteilla del tipo (2) per 1 x 1 6 3. 

Ne riene clie per 1 x, 1 r S la f (x y) lia su1 piano x = x, eiitro il cercliio 
1 y 1 G k ,  - e yuindi a fortiori eiitro il cercllio 1 y 1 G E - almeno un punto 
siiigolare essenziale. Invero, ove ci0 non fosse, In f (xy) sai-ebbe meroinorfa 

(*) Pel caso che f (x y) sin regolare iiei punti x = 0, O < 1 y 1 5 k, questo ieoreiiia è stato 
dimostrato dnli'H~ii~oc:s, 1. c. 2 . O  ; e poi con una diiiiostrazione del tipo di quella usata ne1 
testo in 1. c. 3 . O .  
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in tiitti i punti del piano x = x,, 1 y Ir k, e vi arreblie un numero fiuito di 
punti siliçolari non essenziali, poichE altriiiieiiti per l'osservazione II  del il. 2 
esso sarelilie t~ i t to  di punti siligolari non esseiiziali il clie è contrario all'ipo- 
tesi clie per x = x,,  JE, 2 1 y 1 h2,  f (x 9) sia regolare. Quindi esisterebbe 
un caiiipo 1 x, - x 1 6 8', 1 y 1 r k, in cui la fuiizione f (x Y) nrrelhe solo un 
nuiiiero finito di punti singolari non essenzinli su oglii piano x = cost. : e 
quiiidi si srilupperebbe iil uiia serie di JAUR~:KT:  

le y',, (x) essendo fuiizioiii regolari aiialiticlie di x per 1 x - x, 1 6 8': e per il 
leinina del n. precedente esisterebbe un ilunlero 1 tale clie le g', (x) socldi- 
st'anrio (per #%<O)  ad un sistenia clel tipo (9) .  Ma poiclicl i cainpi 1 x - r ,  16 a', 
75, 2 1 y 1 2 k ,  , e 1 x 1 r 8, F z ,  t 1 y 1'- k ,  lii~nno un campo a qiiattro dinien- 
sioni coiiiuiie, i due sviliippi (4) e (5 )  coincidono: e ci6 è assurdo poicliè le 
g,, (x) di (4) non possono soddisfare alcuii sistema del tipo (8). 

Corollnrio. L ' i m i e m e  de i  pttnti siicyolnri essenziccli d i  zctaa fmurione a m -  
litica d i  dzte vnrinbili cor~~plesse  è perfetto ("). Iiit'atti esso è cliiuso: e per il 
teorenia pr.ecedente non contiene nlcun puiito isolato. 

5. Il teorenia precedelite si pu6 iiiimrdintnrnente estendere yuando al  
punto (0 0) si sostitiiisca. 1111 punto (< -ri) geiierico, alla fainiglia dei piani ca- 
rntteristici x = cost., unn fiiiiiiglia t l i  rarietà caratteristiclie regolnre nell'in- 
toriio del punto (<, 7).  Coli quest'ultiiua espressioiie voglianio indicare uiia 
fainiglia di superficie caratteristiclie regolari iiell'iiitoi~iio di (5 ri) dipendmti 
ailaliticaiiiente da un parainetro K per iiiodo clie per ogni puiito dell'intoriio 
passi uiia ed uiia sola superficie della faiiiiglia. Percliè l'equaziorie ÇJ (x, y, (y.) 

rappreseiiti uiia tale fatiiiglia occorre yuiiidi e Ijasta : 1 .O clie per o: - (y., sia 
y (5, ri, no)  = 0; 2.' clle per ogni p ~ i n t o  (x y) dell'iiitoino di ( 5  a )  passi uila et1 
una sola superficie della f:miiglia, in altri terinini clle l'ecluazione cp (.x, y, a )  = O 

si possa risolrere rappo~-to ad R ,  e cioè clle sia (z)(F,n a,, -1- O ; 3 . O  die  (5 3) 

ed ogni punto dell'intnrno sia regolare per la superficie passante per esso, 

(") Era noto che u n  puiito singolare non pub essere isolato, e quiiidi che l'iiisieiiie dei 
punti siilgolari é perfetto. II corollario ci dice che esso riiiiaiie prrfetto se I ~ P  sopprimiamo 
l'insieme dei p~ in t i  siligolari ilon esse~iziali. 
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68 E. E. L e v i :  Stztdii  s u i  y z d i  s i~zgo lnr i  essenaitçli 

e cioè clie iina alineno delle variabili x oppure y si possa espriiilere per 
una serie di potenze iiitere cli y od x rispettivamente; deve esser quiridi 

Ci6 posto, a cliinostrare la nostra afferiiiazioiie, si scriva l'eqiinzione della 
faiiiiglia regolüre di siiperiicie nella foriiia $ (x  y )  = x, il clle per 9.' è possibile : 

e sia ad es. : (2) -1 O. Si faecia ln trasforiiinzioiie di variabili eJ= / ($y) -a,, 
(50) 

y' = y - T, ; poicllè è -1- O, è cluesta una trasforniazione regolare ilel 

punto (5 3). Uiia funzioiie f (x y) clie abbia in (5,~) iiiia siiigolarità esseiiziale 
e clie sin iiîeroiiiorfn nei punti della superficie + (x y )  = z, dirersi da (5, s), 

diviene uiia funzioiie F (x' y') aveiite una singolarilà esseiiziale il1 (O, O) e 
iiieroiiiorfa iiegli altri punti di x' = O. Essa arrà  yiiiiidi nell'intorrio di x' = O 
y'= O un punto singolare essenziale alnieno su ogni piano x'= cost.; e cioè 
la  f (x y) avrà un punto singolare essenziale alnieno nell'iiitorrio di (t, . ~ j  su 
ogni superficie + ( x y )  = a. Coiichiudereiiio dunqiie col seguente 

TEOREXA. S e  (5-4) 6 ~ c ~ z  p m f o  s i n g o l n m  esseminle  per l n  f m z i o n e  aîzaliticcc, 
ntouodrorun f ( x y ) ,  e s i  J L ~  z i m  f ~ ~ m i g l i a  regolnre nîznliticn d i  superficie ca- 
rntteristiche nell ' iator~zo d i  (57,) tale clte i u  questo iu toruo s ~ t l l n  superficie pas- 
sante  per  (5 s) ,  l n  f (x IJ) è meroî~~orfcc  tralz~ze  che uel pzcîtto (5 %), s o p n  ogni  
superficie della f n ~ ~ t i g l i a  esiste nell'iutorrzo d i  (5 T , )  z u z  p m t o  s i q o l a r e  essen- 
xiale a lmeno d i  f ( x  y). 

6. S;lrLi yuesto il teoreina. foiidaiiie~ilale per le coiîsidei-azioiii clle se- 
guoiio. Poichè ogiii volta clie, tlato iin insieiiie d i  puiiti, si pub prendere uiia 
faiiiiglia analitica di superficie caratteristiclie i.ego1ai.e in un  piinto (5  s) clel- 
i'insieiiie, tale die  uiia d i  esse conteiîga il solo l~ i i~ i to  ( 5  7 1 )  tlell'insienie, iiia 
infinite ne esistoiio clie noil ne coiiteiigono alciino, potreiuo concliiudere elle 
l'insieine dato non pub essere l'insieme dei piiiiti singolari essenziali di una 
funzioiie aiialitica. 

Ci verrà soreiite utile la segueiite osserrazioiie : S e  (x L/) = O è uîzn szi- 
perficie cnrntterist ica regolnre in (( s), in famig l i r~  clze se ne ot f ieue  crssogget- 
tnltdoln cc tzttte le t rns lnz ioui  che portcrtzo (5, T )  m i  v n r i i  p u d i  d i  uu y i a ~ l o  
cnratteristico per (2, I I )  uoiz tnngellte a y (x  y) = O, è regoinl-e in (5 n) .  

Iiifatti se X - [ - p ( Y  - T,) = O è un ta1 piano, la fariliglia é data da 
y ( x + p m ,  y + a ) = O :  e si lia: 
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dalle fiuzzioni analitic7~e di due O pi& unrinbili co~qdessa. 69 

9.0 poieliè (a ') =(ai) $1 + (2) ed il piano s - E = y ( Y  - n) 
( E , J I , ~ )  &I,Q 6' Y ( h o )  

non è tangente a cp (x y) = 0 sarà certainente 

3.' poicliè 9 (& y) = O  è regolare in (5, - r i ) ,  è 

g II. 

7. Sia  E u n  ilzsiar~te perfetto (7i pztnti, O un pi)zto arbitrario fisso del10 
spazio, r ( O  P )  Zn distanxn d i  O dal pzcnto gelzerico P di E. Se esiste tut p m t o  
P' di E tale che r ( O  P') sia il ~ I ~ S S ~ I I L O  dei urclori c71e r ( O P )  pretzde nell'iw 
torno d i  P', nola pub esistere tsna f~~nzione ntealiticn mo~zodromrc la phale abbia 
l'i~asienza E come insietue di pzcnti singolari essa~zziccli. 

Si supponga per seiiiplicità che O sia l'origine, clle le coordinate di P' 
siailo (5, -ri) e che ad es. sia 5 =I=0. 

Osserviamo anzitutto clie è sempre possibile costruire uiia superficie ca- 
ratteristica data da un'equazioiie 

passante pcr P', regolare in questo puilto e tale clie i suoi puiiti iiell'intoriio 
di P' diversi da P' abbiüno da O una distaiiza maggiore (non nini uguale) 
di r (O P ' )  : basta percib disporre conrenienteinente dei valori di n e b .  Itivero, 
postto a = a ,  + i a , ,  b = b ,  + i b, , le equazioni reali conteiiute in (1) sono 

1 1 
Quiiidi posto p (yI y2) = (x: +xi + y; + y;) = r2 (O  P) dove w, , x, 2 2 
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sono date dalle (2) sarà : 
I 

Affincliè dunque la 3 e quindi la distarizn da O dei punti di (1) abbia 
un niiniiiio effettivo ne1 punto (5, .r,) basterü clle : 1.' le a ,  cc,'siaiio determi- 
iiate per modo che 

il che è senipre possil~ile poichè il deterniiiiaiite di cptbste equazioiii lineari 
è ugunle a - ( 5 1' =; O per ipotesi; 9 . O  iiioltre Et, e b, siaiio tali clle 

a2 y 
sfütta; ed ii1loi.a ln (6) snrh soddisfath di neeessità poielii: ( -  e (Q) a 9: ( t a )  a 9; (Fa 
avraoiio certaiiieiite il iiiedesiino segiio, e precisairieiite lo stesso segno della 
loro soiiiiiia, die  pei' le (3) è 

Ci6 posto, sul)l)oiiiaiî.io dato un iiisieliie E quale è stato detto ilell'enun- 
cinto. Costriiiniiio coine si è fa tto ora uiia superficie cara tkristica S passante 
per P', regolnre in P', tale clie tutti i suoi pui~t i  iiell'intorno di P' abbiano 
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delle funxiowi analibiche d i  due O più varinbili co?nplesse. 71 

da O una distanza maggiore di r (O P') ed assoggettiamo S a tutte le trasla- 
zioni che portano P' in un punto del piano caratteristico passante per O Pr. 
Questo piano non pu6 essere il piano tangente in (Sri)  a 8;  in'fatti le. (4) 
esprimono precisainente che il piano caratteristico tangente a S giace nell'i- 
perpiaiio 5,  (XI - t,) + E ,  ( X ,  - 5 , )  + TI,  (Y, - T , )  + TI, ( Y ,  - v,) = 0, normale 
alla retta che congiunge O con P', la yuale è invece contenuta ne1 piano 
caratteristico O Pl. Quindi pel n, 6 la famiglia di superficie caratteristiche cos1 
costruita è regolare ne1 punto Pt. E delle superficie di .yuesta famiglia, la 
superficie S ha nell'intorno di P' il solo punto P' comune con E; mentre 
le infinite superficie S' che si lianno per una traslazione sufficientemente 

-+ 
piccola lungo la retta O Y' ne1 verso da O a P', non Ilanno nell'intorno - d i  
Pr alcun punto coinune con E (*). Se ora fosse E l'insieme dei punti singo- 
lari essenziali di una funzione f ("3) meromorfa e nionodroma, la super- 
ficie S non avrebbe nell'intorno di P' che il solo punto Y' singolare essen- 
ziale per f (LE y), e le superficie .S' non avrebbero punti singolari essenziali 
per f (%y): ora questo coiitraddice al teoreina del n. 5: quindi è assurda 
l'esistenza di f (x y). 

Corollarii. 1. L'insieme dei punti singolari d i  una funzione f (x 9) non 
pu6 contenere ztma parte perfetta isolata tutta al finito. Poichè elridenteinente 
in una tale parte esisterebhe un punto quale il punto P' del teorema pre- 
cedente. 

In  particolare si pu6 dare a questo corollario la forma seguente: 
II. 'se m a  fmzione f (cc y )  è meromorfa i n  tutti i panti di una iper- . 

superficie chiusa, è rneromorfa all'interno di essa (**). Onde segue ad esempio 
che uwo funzione wzonodronaa, mero~or fa  d i  dthe variabili non pu6 avere 
spazii lacunari tutti al finito. È questo un primo teorema clle contraddice 
all'affermazione del WEIERSTRASS richiamata al n. 1 : ne vedrerno tosto altri 
anche più intéressanti nei nn. seguenti e ne1 § III. 

8. Da1 precedente teorenia è perb agevole trarre c,onseguenze un po' 
plù nascoste che i precedeuti corollarii. 

Consideriamo nei piani y = cost. i l  cerchio 1 x [ 6' r,  nei piani x = cost. 

(*) Poichè per tale traslazione il punto P' si alloiitanerà da 'O e Io stesso accadrà dei 
punti di un intorno di P'. 

(**) Per le funzioni olomorfe in tutti i punti di una ipersuperficie chiusa vedi HARTOGS, 
1. c., Müncb. Sitz. Ber. 
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78 E. B. Levi : Studii swi ptcwti singolari essenziali 

u n  campo Bi  , c72e swpponiar)m tutto interno al cercl~io 1 y 1 G r ,  , e chiaininwo 
Ci i l  suo contomo. Supponiamo c7~e uncc fzclzsione f (x y) sicl. mero~norfa : 

a) in tutti i pzoati (0, y) dove y è in. BI O su C i ,  
b) i ~ z  tutti i punti (x y) dove y è su Cl e 1 x 1 < r ;  

ullora potreu~o ufferlnnre che la funzione f (x 9) è ~ i w o ~ n o r f a  in  tutti i pzinti 
(x y) dove ( x 1 < r ed y è in  B I  . 

Se il teorema non fosse rero, esisterebbe un punto singolare esseiîziale 
(! .O) per cui 1 4 1 < r ecl 1 è in B I  : poniamo 1 5 1 = p. 

k 
Facciamo allora la trasformazione X = - dove k = , rl?? . La fun- 

X \Ir2 - p2 
zione f (x y) diverrà una fiinzioiîe l i ' ( S y ) ;  e siccoine la funzione f (x y) è 
merornorfa nei puriti (0, y) yuando y è in BI O su Cl ,  e qiiindi pure esiste 
un nuniero 6 taie die  f (x g)  è ineroii-iorfa in tutti i punti (x y) per cui y è 
in B, O su Cl e 1 x / L 5,  anche la P ( X y )  è ineroii~orf;~ iii tutti i puiîti (,Y, y) 

k 
per cui 1 X 1 t - e y è in B,  O su Cl ;  e poicliè la funzioiîe f (x y) è inero- 

G 

inorfa in tutti i puiîti ( x  y) per cui 1 x 1 < r ed y è su C l ,  la P ( X  y) è pure 
IL? 

iiieroniorfa in tutti i punti (X y) per cui 1 X 1 > - = ,ly2y7 " f' e. y su C, ; ed 

infine P ( X 9 )  avr2 ne1 piiiito (q 3 P), per l'ipotesi fatta su f (î: y), un punto 

singolare esseriziale iiiterno al campo in B,] 

Considerianlo l'insieme El dei puiîti singolari essenziali di F (X y) all'iiî- 

teriio a siil eontoriio del campo [/ X 1 > 
questo un insieiue perfetto tutto al finito, e di piil, poicliè la. funzione 

ri j3 F (Xy) è ineroinorfa per y su Cl ed 1 S 1 > 7 se esistono punti di 
1 r2  - p3  

El su1 contorno del campo essi apparteiigono necessariamente alla varietà 

1 X 1 = \l % 7 y in BI .  D'altra parte se diciamo R il innssiino della distnnza 
r- - p 

di un punto di E, dnll'origiiie, poiclii! (+, a) C un punto di El sa r i  certn- 
3 

ik '  K 
mente R t \ p , + ] a 1 2 ~ -  = - 9" "-1 Ne wgue clle un punto P' di El il 

P \Ir2 - 

c l d e  disti dall'origine di R k certaniente interno al campo 
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delle fimzioni cruanlitic7~e d i  due O ~ ~ i i c  vnriccbili co~~?plesse. 73 

y in Bl O su  C l  perehè la sfera 1 SI2 + 1 y 1" R-ncontra la varietà 1 
r1 p - r ,  e quindi eerto 

all'csterno del canîpo B, . 
Troraridosi P' all'interno - e non su1 contorno - del campo 

[ X > y in 13, clie iiell'intorno di P' non si trovano 
\Ir2 - pe 

altri puriti singolari esseiiziali di P (S y) oltre a yuelli cli E,; oncle il punto 
Y' si  troverà nelle coiidizioni del teoreina del II. precetlente: il che è assurdo. 
Quinrli aiiclie f (x y) non pub certainente arere uii puiito siiigolare essenziale 
all'interrio del campo 1 x 1 < r ,  y in BI c. v. (1. 

9. Invece cli considerare sui piani y = cost. il cercliio 1 x 1 = r, si pot& 
evidenteineate considerare u n  c a n ~ p o  B clle si p o s a  rappresentare confor- 
inemeiite su  un cercllio cli raggio r :  poicliP se x'= $ (x) è la fuiîzione a m -  
litica della variabile x d i e  dà questa rappresentazione coiiforme, ln trasfor- 
mazione xl= $ (x), y = y sarà regolare per x interno a B ed y clunlurique, 
onde muta la funzioiie f (x y) in iina f~inzione F(x'y) clie sarà nieroiiiorfa 
all'interno del canipo [ I  x'l ( r ,  y in BI, allora ed al1oi.ü soltanto clie la 
funzione f (xy) è nieroiiîorfa per x interno al campo B ecl y iriterno a l  
canipo B, . Onde potrenio conchiudere : 

Se R rnpprese~zta zcn campo qzcnln~iqîce tzei pinui y = cost. c7ze si possa 
rnppresentnr.e confor-luemente sic un cerchio ed x == a è lcn p z d o  d i  esso, se 
R, rccppresenta ztn ca~zpo inter-lzo cd cerchio 1 y 1 5 r ,  e Cl ne itzdicn il con- 
torno, se infine f (xyj è una funzione mer-ontorfa 

a) i n  tzttti i pzcnti (&y) doue y è i n  BI O szc C l ,  
b) i n  tutti i p7c1tti (x y) dove x 13 i n  B e y su C l  , 

allora potremo afferrmre c 7 ~  la fzcwio~ze f (x y) è wzeromorfa in tutti i ptcnti 
(x y )  per C Z L ~  x è i n  R ed y in BI O su Cl (*). 

10. Sia f (x y) iina funzione iiieroirioi'fa su1 piano x = O quando y è 
. interno a d  u n  certo campo B I  tutto al finito O su1 contomo Cl di esso; sopra 

ogni piano y = y,, y, essenclo u n  punto di BI O C l ,  esisterà u n  iiiassiiiio 

(") Pel cas0 che la  f (x y) sia oloinorfa vedi HARTOGS, 1. C. 9 . O  

Amrnli di Matematica, Seiie I I I ,  Toino XVII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



cercliio di ceritro x = O entro cui f (x y) è iiieromorfn. Diciaino R,, il raggio 
di tale cerchio (*) : snrà R,, la iiîinii-iia distariza da1 piano x = O dei punti 
singolari essenziali di f (x y) apparteiienti al piano 9 = y,. 0ssei.visi110 subito 
per la R, la seguente proprietil: 

L a  fun t io~ze  R, è seaziconti~turr, in fer iormente;  ossia, assegnato zcn nm- 
mero E, è sempre possibile trovnre 2112 Izuluero 8 tale d t e  per 1 y y, 1 < 8 s i n  
R, 2 R,, - E. 

Infatti ove cib non fosse esisterehbero infiniti valori y,, y,, . . . , yi , . . . tali 
che liin yi = y, e R,,< R,, - c. 1 punti singolari esseiiziali (xi y*) con ] xi 1 = Ri 

k m  

che si trorano nei piiiili y =y, arrebbero allora u n  piinto limite (x, y,) con 
1 X, ( 5 R,, - E, e qiiesto sarebbe necessariainente un  piliito singolare essen- 
ziale, il clie è assurdo poicliè per ipotesi entro al cercliio 1 x 1 < R,, su1 piano 
y = y, non esistorio punti siilgolari essenziali. 

Ma da1 teorenia del n. 8 segue utia proprietà aricora più notevole: 
S e  p, è zcna fuîzzione renle d i  y, ed y,, definita in  BI ,  che szcl contormo Cl 

socldisfa al la  l imitasione 0 < p, f R, ed cxll' iizter,zo d i  B, all' equnzione 
A"2 logp, = 0 (**), in t d t i  i p m t i  d i  BI sari& pure  

Inht t i  su Cl ,  poicliè è O<p,s  R,, l o g p ,  è senipre finito: l'ipotesi clie 
in B, sis A", logp!, = O porta clle logp, sia seinpre fiiiita e regolare: quindi 
sarà sernpre p, > O  anche all'interiio di B, . 

Indicliianio con q, la futizione coniugata d i  logp, - fissandorie arbitra- 
riaiiiente la costante aclditirn -; le fuiizioni 

sono funzioni regolari analiticlie di y in B, ; e s a r i  1 + (y) 1 = p, > O. 

(*) L'HARTOGS chiama aualogainente Ex, la inininla distanza d i  un  puiito singolare es- 
senziale O no del piano x = x, dal piaiio y = O. Cfr. 1. c., Math. Amz. E mediante coiiside- 
razioni sugli sviluppi in serie dimostra per qaesta funzioiie proprieti aiiiiloghe a quelle che 
seguono rie1 testo. Cfr. specialilieiite i 55 5 ,  6, 8,  10. 
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Pacciamo allora la trasformazione 

È questa utia trasfxinazione regolare invertilde iii tutti i punti per cui y 
è interno a BI o su C,;  e se, coine segue dall.'ipotesi d ie  su Cl sia R , 2 p y  
la f (x y) è meromorfa. 

a )  nei puriti (Oy) per cui ZJ è in BI o SU C l ,  
b) nei punti (xyj yuando y è s u  C, e I x l < p y ;  

la funzione F ( X Y )  trasforiiiata di f (x: y) per la (8) è iiieromorfa 
a') nei punti ( O  Y) per cui Y è in Hl o su C,, 
b') nei punti (X Y) per cui Y è su C, e 1 XI< 1. 

Segue da1 teoreiuü del n. 8 clie F ( 9  Y) è iiieroiiiorfa in tutti i punti 
(X Y) per cui Y è in B, O su Cl, e 1 X 1 < 1; ossia clie f (x 9) è nieromorfa 
in tutti i pu~l t i  per cui y è in BI o su C l ,  e 1 x 1 <J + ( J )  1 = p y  . Quiildi sarii 
certo R, ' p , :  c. v. d. 

Dai due teoreini diii~ostrati per R, seguoiio, ragiotiando coiiie fa ~'HAHTOGS 
nella hleirioria citata del Math. Anrz. a1 S 8 (n. 1, Zusatz, pag. 47 e 48; e 
n. 3), i seguenti coiollarii: 

1 . O  Nnntenzcte le ~ z o t n ~ i o ~ ~ i  del teorema precedetzte, se anclke i t z  utz sol 
pzt~zto y, itzterno a B, è Il , ,  = p,, sccric allorcc ouztuqzte in B, 

A", log R, r O. 

Il teorema precedente ed il suo primo corollario sono - insieme col 
teorenia fondamentale del § 1 - i teoreiiii su  cui fonda ~'HAKTOGS tutti i 
ragionanienti clie svolge iiella Menioria citata degli Acta Ilfnthematica: setiza 
ripeterli quindi noi potrenlo conchiudere coi segueiiti enunciati clle si otteti- 
gono da quelli ~ ~ ~ ~ ' H A R T O G S  mutnndo le parole << funzione regolare B e « puiito 
singolare nelle parole « funzione ineromorfa B e punto singolare esseii- 
ziale. » 

1. Se x = O y = O è 2cn pzc~zto singolare esse,z:icile yev zma fimziotze ann- 
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76 E: E. L e v i :  Stzrdii s u i  pzhnti sirtgolcuri e s s e m i d i  

l i t icn f (x ZJ) ~ ~ h o n o d r o m n  (*) d i  x ed y ;  e se l'insietrze dei  p u n t i  s i t z g o l a ~ i  es- 
senzinli  d i  f (x y )  i n  ztn certo irttorizo ( a ]  < p, 1 y 1 < ( cle l l 'or igi~~e è cosi CO- 
s t i t z~i to  clze in  o g ~ t i  piroto x = x, d i  esso vi sicc al p i i ~  211~.  pt t~bto singolat-e es- 
senaiale mentre  n e i  res idu i  l n  funzione è s~m-or~ tor fa ,  esiste ailorcc stc ogni  p i a n o  
LE = 5 doue appnrt iene  ad zctz co~zvtwie,zte ~ ~ ~ O T I E O  del10 zero 2 c ) z  p z ~ ~ ~ t o  sin- 
golnre essetzziale (:, p (:)), e l a  f r tna io~~e  ? (;) è ztna f z w ~ i o n e  rc~znliticn regolnre 
d i  [ (1. c., pag. 70). 

I I .  S e  ~zelle stesse condizio)zi del tcore~~tcc precet7ertte s7t ogwi pictno 
x = 5 1- O esistono proprio  r p o z t i  s i t ~ g o l n r i  esse~zxiccli d i  f (x y) .r i , ,  - r i , , . . . ,  v,., 
le loro funzioni  simmetriche elemerztari so~zo  f u ~ z z i o ~ z i  regolari armliticlze d i  5;  
od ilz al tr i  t e r m i u i  le .rii (g) sono fur~riorli cuttcrlitiç7?e d i  5 le q m l i  1)er E = O 
71,nh?1lo a l  p i ù  ztn yzcnto d i  dirccrr~criiorze (1. c., pag. 76). 

Non tralascereiiio di iiotnre die  ln proprietà dilnostiatn jwi In fiiiizio~ie 
R, è in certa qua1 guisa cnratte?*islicn per essa: precisaliieiite die  se è rcsse- 
g n n t a  zcna fzmzioîze U, reccle, fimita, nuertte derivnte pl-irue e seconde fiphite e 
continzce e soddisfncente a l la  condiz io~ze  A", Ug = O in zcrz c n ~ u p o  T, è sempre 
possibile tl-ovnre zwa ftcrzaione f (x y )  per  clhi ln ficnaioite R, s i n  i l z  T qigztale 
a d  e%. Iiifatti in yueste ipotesi ~ 'HAHTOGS costruisce (**) i m a  furizioi~e ? (x y) 
che lia in ogni pialio y = y, sopra il cercliio di raggio ecTu e ceiitro l'origine 
un pimlo singolare essenziale O no, ed è reg-olare all'iilteriio del cerchio: 
basterà allora considerare la. funzione f (x y) = e ( ~ ( ~ y J ,  perchè la niiova fuiizioiie 
ottenuta pure restando regolare all'iiiterno di quei cerchi a11bia su1 contorno 
di essi una siiîçolürità essenziale. 

11. Sia y (x,, x,, y,, y,) = 0 unn ipersuperficie S clello spazio a 4 di- 
melisioni: vogliamo esitiiiiiiare cpando essa possn essere froiitiera del caiiipo 
di esistenza di uiia fiiiizione arinliticn iiiero~iiorfa: in altri teriiiini rogliaiiio 

(*) Evideuteineiite s i  pub anclie supporre f ( x y )  u n  ranio moiiodi.omo nell'iiitor~io del 
punto (00) di iiiia fuiizione polidroina. L'HARTOGS tratta anche il caso in cui f (x y) alsbia un  
punto critico in  (OO), non sarehhe dificile aiiche a noi raggiuugere con qualche compleiriento 
la stessa estensioiie. 

("*) L. c., Mutlz. Aizn., § 10. 
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vedere quando la S è tale clle esiste uria fiinzioiie analitica ineromorfa in 
una. delle regioni n che liniiiio S per frontiera per cui tutti i punti di S 
siano singolari essenziali. Canil~iaiido al  più il segno di y  possiaiiio supporre 
clie la regione n sia cpella in cui è 

Appliclierenio ancora il teorenia del § 1. Consideriaiiio un piinto P r  ( 5  -4) 

di S,  e supponianio di poter costruire uiia superficie caratteristica .X che passi 
per Y ,  ed ivi sia regolare e tocclii l'ipersuperficie S,  ed infiiie noii abhia nel- 
l'intorno di P altri punti cotiiiiiii col1 S. Essa cadrà nell'iiitorrio cli P tutta 
in una delle due regioiii in eui S tliride lo spazio: affincliè nella regione 
c p )  O possa esistere uiia funzioiie f (a y) clle aiiiinetta S conle frontiera, è 
necessario clie ogmi tale szcperficia carntterist icn c n d n  nello vegiotte p < O. 

Infatti assoggettiamo X alle tïaslazioni clle portano P nei puiiti del 
piano caratteristico die  contieiie la norniale a S per P; poichè yuesto piaiio 
non è tangente a ?, la faiiiiglia di superficie cosi geiierats è uiia faiiiigliii 
regolare in P. lnoltre le superticie corrispoiidenti ad una traslazione suf- 
ficientemente piccola diretta secondo la normale a. S in Y volta verso la re- 
gione in cui cade 2: non liaiino nell'intorno del puiito P  punti coitiutii 
con S (*). Se quindi L giacesse nella regioiie ? > O ,  la f (x 3) sarebbe iiiero- 
iiiorfa in tutti i puiiti di n dell'intorno di P, fuori clie in P, e ineroniorfa 
in tutti i punti dell'intorno di P di queste superficie: e ci6 per il teorenia I 
è assurdo. 

19. Cerchianio dunque di costruire ima superficie caratteristica 2 clie 
goda rispetto a S ne1 punto (5%) delle proprietà dette sopra. Siipporremo 
che la lg abbis le derivate dei prinii due ordini finite e contiiiue. Tn un 

A', y - O oppure A", rp O (**). 

(") Tale afferinazione è geoinetricameiite evidriite: ci si piib ridiirre all'iiituizionr geo- 
metrica nello spazio a 3 diinensioni segando coi1 uii iperpiano varinbile nttoriio alla norinale 
a S i n  P. 

(**) In modo analogo a qunnto si fece al il. 10 poninino 
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Supporremo, per fissare le idee, che ne1 punto (571) sia A', p =(=O. 
La superficie 2 sia allora data corne ne1 § II dall'equazione tra le va- 

riabili complesse : 

~ = ; 4 t a ( y - x ) + b ( y - ~ i ) ~ + ~ ( y - . o ) ~ + . ~ .  (il 
e cioè da1 sistenia di eyuaziomi tra le variabili renli : 

x, - 5 ,  = a1  ( y 1  - x,) -.a, ( y ,  - n,) + b, (y,' - a,)' - 
- b, ( y ,  - 7,)' - 9 6, (yi - 3,) (y2 - . f i2)  + . . . 

~2 - 4 2  = a 2  (y1  - ./il) + a 1  (y,-- r i 2 )  + b2 ( y i  - 71,)' - 
(2) 

- b, (y, - n,)" 2 6, ( y1  - 4,) (y,'- x2 )  + . . 
Calcolando il ralore di p (x ,  x, y ,  y,) iiei punti di x avreino dunyue, ri- 

cordniido che P è su S ossiü che y (5, s', 8 ,  n,) = O : - 

? ( X I % Y ,  y z )=(y l - -4 , )  

(3) 

i terniiiii tralasciati essendo di ordine ~naggiore del secondo nelle cjuantità 

aY a r p , 3 , a r p  yi - -O, ,  y, - x 2 .  Nella. (3) si deve iritendere che le -- , -- a ~ ,  a ~ ,  a ~ ,  a ~ ,  
siano calcolate nel punto ([ 1) : inoltre A,, B,, C, non dipendoiio da b ,  e b, 
e precisamente è : 

a z  y BA,= ,a:+2 a z  y aZ 19 aa  cp 
a , a 2 i a , a :  t 2 , z 1  + ' a x, a V? y, a, +- az Y , a x, a.%, a X, x, a Y ;  

a 2  )ai-  
a l  a, + a O ,  a O, 

(4) 
- 
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dove per6 le derirate seconde debbono intendersi tutte calcolate in un puilto 
iriternledio del segment0 clle unisce (?,, i , ,  .O,, v,) con (x,, x,, y , ,  y?). Afiiicliè 
la superficie z: data da ( 2 )  a1.1hia il solo punto P coiiiune con S occorrerà 
intanto che sia 

Per l'ipotesi clle in (5 n )  sia. A', - 1  O yueste eyuazioni aiuiiiettoiio sempre 
soluxione; e precisamente si lia 

Affincliè z: sia dunyue una delle superficie ricllieste occorre clie a, ed a, 
siano dati dalle (6); ricoiioscinnlo subito con ci6 clle iiecessai.ianiente è anche 
soddisfatta la condizione che 2 ed S siarlo tangenti poicliè le (5)  espriniorio 
precisainente clie il piano tangente a n giace nell'iperpiano tangente a S. 

Ma le condizioni precedenti non bastano ad assicurare die  i abbiii il 
solo piinto P coinune con S ;  percib hnsterà invece deteriniilare b ,  e b ,  per 
modo clle la forma quadratica costituita dai terinini di swondo grado di (3) 
sia definita: ed ami  per la supposta continuità delle derivate seconde di y, 
hasterà clle sia definita. quella forma die  si ottieiie da yuestn col prendere 
per le derivate seconde delle cp che compaiono nei coeficienti di qiiella foriiia 
i valori che esse assuinono ne1 punto (5.4); - e cosi ii-itendereiiio di fitre 
d'ora in poi -. Ed allora affinchè x giaccia ne1 caiiipo p, < O  occorrerà clie la 
foruiîa sia definita negativa. 

Ora affincliè questa forma sia definita occorre si abhia 

ed allora essa sarà definita positiva O negativa a seconda clie è > O  opimre 
< O  la sounina dei coefficienti di (9, --O,)" (b - v2)\ ossia. secondo clle 

Ma perché b ,  e b ,  si possano deteriniiiare per modo che (7) sia soddi- 
sfatta occorre e basta clle sia A, + Cl = = 0:  perchè se A, + Cl = 1 =  O basta 
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deterininare b, e b, colle condizioni clie " ~ , + B , = o  e clie a x, a%, 
a ?  a? 
-- b, + bp sia compreso f ~ a  - A, e Cl percliè risulti soddisfatta ln (71, 
ax, d a, 
inentre se A, = - Cl il primo meinbro di (7), coirie soiilma di due yuadrati, 
risulterà 5 0. 

Concludiaino dunque clle se A ,  + Cl > O  si pub rendere ln nostra forma 
definita positiva, se A ,  t Ci <O, la si pub rendere definita ~iegativa. E quiiidi 
infirie che affincliè non si possa costruire uiia superficie 2 coiiîe yuella in- 
dicata al n. precedeiite, oppiire clle essa cnda iiecessal$meiite nella regioiie 
p < O, occorre sia. 

Sostituiaiiio ad A , ,  Cl, cc,,  c r ,  i valori clati da (4) e (6): la (8) diviene 

Poicliè si è supposto A', O e q~iiiidi > 0, ln (9) si tratlurrA quindi 
ne1 chiedere clie la parte tra parentesi del secoiido ineiiihro di (9) six 5 O. 
In tale forn~a  la condizione (9) riene ad essere sinîmetrica nelle due coppie 
di variabili x , ,  x, ed y,, y,, onde essa risulta indipendente dalla ipotesi clie 
sia A', p -1- O piuttosto clle A", I =  0. 

Raccoglierido : 
Affinchè z c m  i~~erszcperficie S di eqzmxione p, (x, x, 9, y,) = O posscc essere 

frontiern per ulzn fwzxione f ( x  y) malitica, monodronm, mero~uorfn i t z  uno 
dei c a w ~ i  i n  cui essa divide lo spcczio (oc1 in  parte di esso) è necessario c7te 
la quantith 

conservi nei punti di  S u n  segno deternzinoto. 
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è recr l~~ten fe possibile c o s t r w r e  f~dnzio~zi  ~ireronzorfe ssici ne1 ca l~rpo  p < O c7re 
)?el rcrri~po fp > O c7re crbbirrno per  frontiera l'iperstlperficie S or1 nlrrre~îo ?clin 
1îcrt.te d i  e s sn  s~rfl icie~zfe~lretl te  lirwifcrtcc : i'isiiltato clic iiii piire iaeiitla iiiolto pro- 
l iul i i l~ clie niiclie alla tloiiiaiicla più geiiernle fatta sopi-n si dowà  i.isl)oiitlere 
nflferiiintivnniei-ite. 

~ i i i ios twreino pei-ci0 il srgueiite l~iiinin' clic iiii pare niiclie iiiteressiiiite 
pi. se iiieilesiiiio : 

Le i lxxs iperf ic ie  s ( x ,  cc, y, y?) = 0 tcrli clre gzei loro p u d i  ln firlzaione y 
sodtlisftr. l ' eqw- ione  ( 1 1 )  solzo tictte e sole le iperswj,erficie c7ello , s l ~ ~ r n i ~  « q ~ ~ c r f f v o  
tlirlzetzsioui c o ~ u p o s f e  col2 1 1 ~ 0  serirl)lice iitfirriiii d i  sul)erficie c«r(t tferist icke.  

A4ilii~cliè 1'ipei.supeiiicie 

s i n  coinposta con x1 superficie 'c.nralteiisticlie è iiecessnrio e siit'hieiile clie 

si possa. 1i.ovai.e uiict f i i iu io i i~  + (ç, x? g, y.,) tale clie ;issoc.iantlo alla ( 19) l'e- 

Amaali di  Matewzatiecc, Serie III, Toino XYII. 11 
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yuazione 

+ (x, LX;, y, y%) = a 

clove r. iiiclien uii parainet.ro ni.l)itrario, si possniio ihlle (12) e (13) ricarare 
ad es.: le x , ,  x? ii i  fiiiizioiie di y, y, i i i  iiinrlo clle risiiltino sodclisfatte le 
ecluazioni 

Al sislenia foriliato tfalle (12) e (12) se ne pub erideiiteniente sostituire 
uiio equiralente in cui la + iisulti iiiclipeiideiite (la x ,  ( O  cla x,): onde al 
posto della (13) potreino supporre di ayeie un'equazione del tipo 

e queste dovi.nniio essere socldisfatte per x , ,  x,, y, ,  y, sotltlisft-~centi a (19). 
Le (16) soiio un sistelna tli equazioiii liiienii alle derivate paixiali per 

la + (x, y, y,) ; afiiiichè esso ainirietta una soluzioiie iion costaiite occorre 
clie sia. coinljleto (*). Foririiaiiio l'alternats delle due equazioiii, ricordando 
clle iiel1'esegiiii.e cliie.40 calcolo occoi-re pei-~sare . l e  rai-ial~ili xi, z, ,  y , ,  2/ ,  

(*) Pu6 essere iilile l a  coiisiderazione che sentie, l a  rpnle  perinette di prevedere, dire1110 
cosi, siriteticamente che il  risultato del cnlcolo del testo clie rspriine che il sisteina (16) è 
conipleto, deve riportarci all'equazione üi p -O. Si ammetta percii, che, coiiie é dimostrato 
ne1 il. seguente, uiin ipersuperficie coiiiposta d i  superficie caratteristiclie possa senipre essere 
frontiera coiiiiine per due f~iiizioiii f (x y) nieromorfe 1'~iiia ur l  cmipo > 0, l'altra iiel caiiipo 
rp < O .  Ne segue pel 11. 18 clie per y = O  dovr i  iiecessarianlente essere socldisfalta l'ec~uazioiîe 
d i  secoizdo ovd i~ i e  & < p  = O. Ma cl'altro canto 1'espriiiiei.e che il sistenin (16) +, per cp '0, corii- 
pleto porta evicleiitemente acl uii'eq~iazioiie d i  secorzilo orrlirbe che p clet-e sor7rlisf<ire ~ z e i  pztnti 

= O .  Questn. e q ~ ~ r n i o u e  W O ? ~  p l i )  yuindi d i f fer iw rlctll'equ«ei».ize 4 = O. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle funrioni nnccliticl~e d i  dm O piic unrinbili conaplesse. 83 

l e p  te dalla (19) : otterreoio l'equaziotie 

S 9 a? cp a? ,?  \ a ll a?  -+ +--- '+ -----A ô', - a p j  - a +  
+[-A"' 2 1 l n  (as, a r ,  ' a ~ ~ a ~ ~ a ~ ?  [ a j e ,  a y 2  a%,  a y l  aa ,  a 7- \ ' (17) 

Ed afincl-iè questa equaziotie sia consegueiiza di (16) oecorrerà elle il 
deterniinante dei coelfkienti di (16) e (17) sia nullo: sviluppaildo i calcoli si 
ottiene che cleve essere percib - iiei punti cli (12) - 

Inversamerite, soddisfatta quesia. equazione, il sisterna (16) è completo; 
e presa una qualunque sua soluzioiie quale priiilo inembro di (la), le (15) 
segario sulla varietà (19) un sisteim, sempliceiiieizte irifinito di superficie ca- 
ratteristiche. La siinmetria rapporta alle variabili xi x2, e y, y, del risultato 
indica clle yuesto è indipendente dall'avere supposto la (19) risolubile rap- 
porto a LE,. Il lemina è quindi -pienameute diniostrato. 

14. Per. p r o ~ ~ a r e  ora clle preso un pezzo siifficientemente piccolo di una 
ipersuperficie S soddisfacente a ( i l )  è senipre possibile costruire uoa fun- 
ziorie a.nalitica esistente nell'inturno di S da uiia parte prefissata e clle lia S 
Der froiltiera iioi diiiiostrereiiio clic, ttlnierio qiialitlo si suppouc il caiii po clle 
si consitlera sufticienteinente piccolo, si pub seiiipre iiiiiliergcre la seni plice 
iufinità di superficie caratteristiclie costitueilti S in u m  doppia iiifitiità tale 
che per ogni putito del campo pnssi u m  ed uiia sola. siiperficie S caratte- 
ristica. Costruireiiio poi una funzio~ie a.ilalItica. (-l--O) che si annuili sopra 
i~ifinite delle superficie caratteristiche cosi costruite aveiiti per iiisieiiie liliiite 
lutte le superficie di 8 :  una tale funzione avrà eviclcnteirieiite su S tutti 
puriti singolari essenziüli. 

11 primo punto è quasi evidente. Supponiai-iio ctle l'origiue ~ i i t  LUI p ~ m t o  
di S e clle ad essa corrisponda il valore o l =  0 del paranietro a iielle (15). 
Suppoliiaino corne precedeiitemente che il sistema (18), (15) siü riell'iiitorno 
deli'origine risoluhile rapporto a; ed a, : avremo 
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@, e a, essenclo funzioni ariiioiiiclle coiii~igate cli g,  g 2 ,  e fuwioiii derivabili 
(Li u ;  almeno iii un certo canipo attoriio ai valori g ,  = y? = a = 0. Potreiiio 
aiiclie scrivere : 

X = @ (/J X) (18) 

~4, essendo fuiizioiie aiialitica della vnriabile coiiiplessa y e derivabile della 
variabile reale a.  Avremo inoltre 

ax  - -(D , 2  as . ,  
I L%!= (%)+(  a i ) = -  a ( ' + )  A'{ Y " = = 0. bal 

Coiisitleriaino allora i'iiisienie cli superficie caratteristiclie 

dove & è una variabile reiile, k è uii i1uiiiel:o conil~lesso = - O, e, tale clle il 

Hu,a=" r a p p ~ ~ t o  - - 
k 

è alicoi.iL uri iiiiiiiero coliiplesso (tioii reale). Le (19) coin- 

preiitloiio coine caso 1)articolai.e per fi = O le sul)erticie (18) : di più iti ogiii 
puiito, dell'iiitorlio tlell'origiiie 1)iisSa uua ecl uria sola superficie caratteri- 
stica. (I!)). Basta. osservait clie le (L!)) equivalgoiio alle 

dove 3 ( y )  iiiclica i l  coefticiciile tlcll'iiiliiiiigiiiai.io di p. : e quiiitli per le ipotesi 
fatte su h è çerto = O. 

Koi potreiiio qiiilicli iiell'iiit ortio elcll'origii~e dcteriiiiiiti re uii caliipo C 
iiitemo al caiupu x < p, y < p Lde clie per ogiii puiito al)pai.teiiciite ;i C 
passa ullit ed uiliL sola superficie coratteristica (19) corrispulitleiite ucl 

.J. (a, ( 6 ;  ed iaversüinei~tc ü d  ogtii valore u < 6, p <a coi~rispoiicle 
uiiu sul)erficie (19) i cui puiiti a\retlti coordiiiata y minore in rnoclulo n s 
soiio iiiteriii a C. clliaro per continuità clle le siiperficie (19) per cui I: > 0 
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apparterraiino ad uiia liietlesiina delle regioni in cui 5' di\ide 10 qazto,  ad  
es.: alla p >O, le superficie per c.ui p< O apparterraimo all'altra. 

Passianio ora alla costruzioiie della fuiizione f (x y). Coilsiideriniiio percib 
un iiisierne di puiiti (a, , ,  fi,-) tale clie sia seriipre F, > O (o selnpre p,, (O)  e 
clie l'insieme derivato di esso sia l'itisieme r. 6 a, = O. Basta, percib per 
es.: numemre al m ~ d o  solito i valori ixzionali cli or minori di G e preildere 

1 
per a, l'n-esimo putito in tale nuinerazione, per F,, il valore - . 

YB 

Consicleriaiiio allora il protlotto ilifiiiito (*) : 

e P d r J )  (90) 
X - (Y, cc,,) (x - @ (y, a,,)) 

dove 
k 1 .+ - - k- 

P. (x y) = 
12 (X - @ (J, cc,,)) 9 9%' (X - Q> (y, a,,))? 

1 h" \ (21) 
. . .+  

n n" (a - (y, cc,,))" ' 

È facile vedere clie il proclotto (90) è uiiiformemente coiiwrgente in ogili 
campo i' appartenente a C il < p i l e  non contenga alcuil punto di S. Se aiii- 
mettianio per un ~iionieiito tale converçenza, esso i.appreseiiterri eviclente- 
mente iina fuiiziorie atialitica di x ecl y, 11ullit su tutte le superticie caratte- 
risticlie (19) corrispondeati ai  valori a,, e fi,, di a e F; e (luindi, coii-ie cliceiiiiiio, 
uria fuiizione clie esiste ne1 cainpo > 0 &i;t y > 0 ,  et1 lia iiecessaiii~- 
meute S conle frontiera. È cliiitro clie si potrehhe costruire uiiil fuiizioiie 

1 
atialoga tiel cainpo < O col porre p,, = - e coi1 cib resta d i i i i~~ t i . i~ lo  

I I  ' 
il 110stro teorenia. 

Occorre quiridi solo rliiiiosticire ln coilveigeiiza unifoime i i i  uii q~ialuiiqiie 
cainpo r del protlotto (20): Iiiclicliiiiiiio percib coi, cl la iniiiiiiia clistilliza dei 
pi~iiti di 1' (la S. Sar i  per un qualuilcpe puiito (x, y,) di l', x, - 0 (J, or,,) 2 tl: 
iiifatti x, - (P (y,,, ol,,) rappreserita Iü distaliza ciel punto (a, g,) da1 puiito 
il1 cui il piilno J = y, iiicoiitra la superficie x = (y, a,,), la quale appartieiie 
tutta ad S. Fissato allora uu riuinero i piccolo a piücere, dividiuiio i nuiiîeri I &  

(*) Il ragionamento che segue non é che la ripetizioiie sotto f o r m  Icggeriiieiile iliverxa 
del classico ragioiiainento de' WEIRRSTR.~SP relativo alla scoi~lposizioiie di uiia fii~izioue in- 
tera in fattori priinarii. 
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cotiterrà solo un iitiinero fiiiito di valori di I L :  poicliè s a r i  IZ G 
k 

: uoi 
( 1 - ~ ) d  

rie1 considerare il 1)rotlotto (SU) lascereliio CI;L parte questi valori di I.L. Per gli 
altri valori di t h  si  lia 

quindi i fattori corrisponcleiiti di I L  iii (-O) noii si aiiiirillrraiiiio niai per ( X  y) 
iii r :  e per diiiiostrare clie (20) converge uiiiforiiieiiiente a d  i l i l  limite - O 
basterà cliniostrare la. cotivergeiiza della serie dei logaritiiii dei siiigoli ter- 
~iiiiii. Orit per (911) tale serie è 

)lI=w 1 k" +"' - i A = t h , ,  l l l z  (3 - (1) (y, a,,))*+ 
- 

illa per (X y) in r e 

011de segiie clle la serie dei inoduli di (22) coiivcrge più i'al~itl~iineiite della 
serie 

e quiildi converge ui~iforaienieiite iri  1'. . 
Oncle resta pieiiameiitc rliiiiostralo il iiostro enuiiciato. 

15. Ove si iiiterpietiiio i risulti~ti clegli stutlii preceder~ti coule risultati 
relativi a1 sistellia di equazioni nlle tlerivate paiziali cui sotldisfa lit parte 
reale di uila funzione di due variabili coinplesse, si otteiigouo iildicazio~ii 
i ~ o n  pri1.e di valore. È iinto che, assegnare i valori d i  uiia tale fulizione 
sopra l'ipersuperficie cotltorno di cüiiipo, è assegiiare coiidizior~i sovrabbon- 
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delle f m z i o n i  atzalitiche di due O pi& uariabil i  comnplesse. 81 

danti; quali siano le condizioni cui devono soddisfare tali vnlori è un pro- 
bleina ancora assai oscuro non ostante gli sforzi d i  parecclii studiosi. Orbene, 
t h  quanto precede risultn clle dette condizioni portano non solo sulln natura 
della funzione assegnata, ma anche e principalmente su quella dt4l'ipersu- 
perticie considerata; in yuanto rbe, se, per es., si suppone yuesta ipersuper- 
ficie analit ica, non potrebhe assepiiarsi su essa una fuiiziorie noii aiialitica 
a riieno clle l'ipeiwpwficie stessa lion sodclisfarcia, rispetto al campo che 
essa limita, alle condizioni del n. 22 

Ottobre 1909. 
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Sulla perrnutabilità della trasformazione 
colla trasformazione Bk nella teoria delle 
superficie applicabili sulle quadriche. 

(Del Bott. A s ~ o s ~ o  S I G K ~ R I N I ,  ci Pisn.) 

$ 1. S iano  Q, due quadriclie corrispoiiùentisi in una proiettisitli n 
clie cangi la scliiera confocale a Q nella schiera confocnle a Corne é noto 
(V. EIAXCHT, Lesioni d i  G e o m e t r i a  D i f f e r e~ l x in i e ,  Vol. I I I ,  $js GS e segg.) se noi 
le inliiiaginiaiiio iinmerse in due spazi a curvatura costante, eguale e ilifTe- 
rente, esse risulteranno seinpre coniugate in deformazioiie, cioè si corrispon- 
tleranno per sistenii coniugati attunli e per liiiee geodeticlie, e ogni clef'oi- 
niata S cli Q deterininerh intriilsecamente una deforniata S di & corrispon- 
deilte ad S per sistemi coniugati attuali e per linee geodeticlie: la sua coiiiugatn 
in deforiiiazione. 

Supponiamo dappriiiia clle 10 spazio a curvatura costante in cui è iiii- 
iuersa la Q, sia Io spazio ordinario, e considerinino una congruenza B, 1-e- 
lntiva alla quadrica Q, le cui falde focali cliianierenio S ,  SI. Iininaginiaiiio 

- 

clie la S si.applichi su 9, seco trascinando i segnienti focali FFI della coii- 
gruenza B,, e i secondi piani focali z l .  Siano 31, III, le posizioni finali di 
F, FI e a, la posizione finale di T , .  Per le note proprieth della trasforina- 
zione R,, il luogo dei puriti Al ,  sa r i  una yuadrica Q, confocale a Q, e il 
luogo dei piani G, l'iiiviluppo aderente alla yuaclrica stessa. L'oiilografia fi 

cnnîl~ierà Q, in una cjuadrica Q, confocale a @, e yuindi il segmento III %,, 
corrispondente per l'oinografia stessa al segmento 11 JI,, sa r i  tangente iii 

- 
.Ji a Q ed avrà il secondo estrenio sopra Q,, e il piano G,, corrispondeiit~ 

-- 
per fl n cl ,  passerà oltre die  pel seginento J I  J I ,  anche per la geiieratricc 
di a usceiite da AT. 

Supponiaino ora clie Q si deforiiii nella superficie S coniugata in defor- 
- - -  - 

iiinzioiie ad S, sec0 trascinaiido i segnieiiti AI AI, e i piani G, : sial10 F, E',. Z, 

Attnali di Matematica, Serie III, Tomo XVII. 12 
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90 Signorilzi: Sd la  pen~ilitnbilitd, della trnsforuzaziolze H 

- -  - 
le posizioni fiiîali di AI, JI,, c, . Allora, se la curratura dello spazio in cui 
si suppone iinmersa la Q è nulla O positiva, è iioto clie la congruenza S 

- - - 
dei rnggi P P ,  gotira di proprietà del tutto analoglie a quelle della con- 
gruenza R,. da cui siaino partiti. In particolare, colle dei~oini~~azioni il1 uço 
ilella teoria della trasforinazione B k ,  avreiiio clie 

LX) la congrz.cewa ,Y è m a  congruewa IV; 
F) la seconda falda focale della colzgruenza X è la superficie hiogo dei 

- 
y u d i  z, e i l  secondo inuiluppo focale è Z'inviluppo luogo dei  p i ~ ~ z i  x ,  ; 

y )  ln secorzdn falda clella coqqmenxa X è coque la prima applicn- 
- 

bile sulla qzcadrica Q e la legge d'applicclbilith trn S ,  S, è clclta dccll'ctffinitic - - 
~ ' I T ' O R Y  tra le quadricl~e Q, Q ,  ; 

8) la deformata & di Q è coniuycctct i n  deformasione nlln deforrrmtn 
S ,  di Q. 

Noi ci proponiaino orit di cli~iiostrare die  yueste proprietà sussistono 
iildil~eiideriteniente (la1 valore della cui.vatiii.a dello spazio in cui si iinniagiria 
iinmersa Q ("1, ci6 clie in particolare serve a diliiostrare anche per 10 spazio 
iperbolico l'esisteiîza di una trasfo~iiiazione delle rleforinate delle quadriclie 
(le110 spazio stesso clotata di proprietà del tutto aiialoglie a quelle di cui gode 
la trasformazione Bk dello spazio ordinario. 

Possiamo enuiicia~e hreveinente l'insienîe dei risultati cui cosi perver- 
reiiio dicendo clie la trasforeznzione II è permutabile colla tu.asfon~cazio~ze B,. . 

Coininceremo da1 premettere alcune osservazioni, basandoci sulle yuali 
potremo arrivare abbastaiiza seinpliceniente al nostro scopo. 

§ 8. Siano S, S due superficie coniugate in deformazione in due spnzi 
a curvatura costailte qualunque. Deformiamo la S iiitorno ad una sua asiii- 
totica a e in ogni sua configurazione consideriaino una congruenza W - 
clie direino C - tale clle la abbia per prima falda focale e conservi seiiîpre 
lungo l'asintotica a gli stessi segmenti focali in ainpiezzn. ed orientazione. 
Conteinporanearriente consideriaruo le deforii~ate corrispondenti di S' - cia- 
scuna delle quali si potrà ottenere daiido ad 3 uiia conveniente deformazione 
intorno alla sua asintotica CG che corrisponcle all'asintotica a di S - e per 
ciascuna di tali deformate consideriarno la congrueriza. Cottenuta tirando pei 
suoi punti le rette nelle direzioni corrispondenti - secondo la legge primi- 
t ira di corrispondenza tra S,  3 - alle direzioni dei raggi della congruenza C: 

(*) Cf. BIAYÇHI, 1. c., 78 (pag. 2353, ove la proprietà iii discorso trovasi eiiunciata. 
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colla trasfornzaxione B, nella taorin delle szyerficie npplicabili alle guadriche. 91 

intanto la congruenza ?? sara una congruenza W. (V. BIANCHI, op. cit., 
Vol. III, fj  74.) 

Vogliamo ora dimostrare che tutte le congruenze C hanno lungo gli 
stessi segrnenti focali. Su S ed 3 assumian~o corne liriee coordinate u = cost. 
le linee inviluppate su tali superficie dai raggi delle coiigruenze C, C e corne 
linee u = cost. le loro linee a tangenti coniugate, clle evidentemente si cor- 
risponderailno secondo la legge priinitiva di corrispondenza tra S,  % Sup- 
poniaino, ad es., clie S sia imniersa nello spazio ordinario, ed S nello spazio 
iperbolico di raçgio R. Sia d la lungliezza del segmeiito focale cli C ne1 
punto geiierico P di S :  inantenendo le solite notazioni per gli eleinenti in- 
trinseci di S, posto 

si trova (V. BIANCHI, op. cit., III, 74) 

- Diciamo poi 5 (i = 0, 1, 8, 3) le coordinate di ~ r ~ ~ ~ i w ~ ~ ~ ~ $ ~  del punto 
F di S corrispondente ad F, (i'= O, 1,8,3) i coseni della normale in P ad 
- 
5 l'ampiezza del segmento focale della congruenza C in F: avremo allora, 
adoperaildo per gli elementi intrinseci di S le solite notazioni contrassegnate 
con un sopraw6gn0, avremo allora per le coordinate zj (i =O,  1, 9, 3) del 
secondo fuoco F' del segmento stesso 

- - 
G -- a 1 a $  

x;' = cosh - m + sen11 - --= - . R R (IE 3%. 

Se formiamo le derivate delle 2, a&licando le note forinole 

posto 

- u 
p = cosh - R 

- 1 5 z = , senh- 
\/ E B 
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si ottiene subito, csseildo U'= O 

Questa relnzioile, teilendo coiito delle foriiiole urn trovate, si ricluce ini- 
nietliataniente all'altra 

- 
Q = O 

clic ci dà 

D'altra parte S, S' sono coiiiugate in cleformazione, (juindi, posto 

sarà (Y. BIANCHI, op. cit., 3 69) 
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Sin oïit S* uiia superficie otteiiuta da S cleforiiiüiiclola iiitorno all'asiii- 
totica a,, %* la deforiiiata corrispoiitlerite di rlie otterreii~o deforinando coii- 
venieilteiiieilte 3 intorno ad G, C* uiia coiigrueiiza IV avente per prima falda 
focale S* e i segiiieiiti focnli in comuiie con C luugo a,  c* la coiigruenza TV 
clie ad essa corrispoilde per R*. 

- - 
Intaiito i segiiieiiti focali di 12, C'" l~iiigo Cb avraiiiio l i ~  stessa orientazioiie. 

Per diniostrare clie linniio anclie la stessa ampiezza scriviaiiio la  foriiiola 
- 

clle corrisponde per le due superficie S*, S* e le due coiigruenze C*, 
alla (1) : coiitrassegiiaiido con un asterisco gli eleiiienti d ie  corrispo~idono 
ne1 caso in cjuestioiie a yuelli priniitivaniente coiisiderati, avrenio 

ove ancora 

Ora se iiidicliiaiiio coi] 

le equazioni delle antiche linec coordiiiate rispctto alle iiuove, iiei puiiti clelle 
liiiee &, a\7reiilo 

av - = O  
i) u* 

percl~è ivi le liiiee u, v* lianno la stessa direzioiie, e quiiidi s a r i  
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9& S i  y noritzi  : Sulla perrwtccbilitic della trasforntaxione H 

e iiifine per la. (1)" 

Confrontaiiclo (pesta foiiiiola colla (l), risulta evideiite clle se d = cl* 
saià pure ri = r i * .  c. d. d. 

Cj 3. Coiisiclerianio ora in genei.de due rigate A, A, iiiiiiiersc ad es. iiello 
spazio iperbolico di raggio B. Assunta in a ~ i i h e d ~ e  coiue direttrice la lii~eu 
di stririgimento, indicando con zc il valore ülgebrico clell'nrco di gelleratrice 
clie intercede tra un punto P della direttrice e un punto qualuique di A ,  
con 0 l'angolo clle in P la generatrice di d pel putlto stesso forma colla t l i -  

rettrice, con li (i = 0, 1, 2, 3) i coseni di direzione di ta1 retta ne1 punto P, 
con v l'arco della direttrice contato da un suo punto arbitrürio, avreino per 
l'elemento lirieare di A : 

Snaloganiente, coiitrüssegnando con un indice gli elenienti corrispondeiiti 
per A,, sarà, posto zc, = u 

1 

Se anche su A,, invece dell'arco v, della relativa linea di stringiinento, 
assunliamo corne parametro l'arco stesso u della linea di stringiinento di A, 
definendo u, in funzione di v niediailte la relazione 

l'elemento lineare di A, assuinerà la forina 

lC 
d si = d tc2 + 2 cos 0, v', d zc d v + iiIS senli" + 1 

R 
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colla trasformwione R, nello teoria delle superficie appliccrbili crlle qwrdriche. 95 

e poicliè la curvatura relativa di A, A ,  é data rispettivaiilente da 

in punti corrispondenti a valori eguali dei parainetri u, u le due superficie 
arranno egual curvatura. 

Viceversa se in una corrispondenza tra due rigate si conserrano le liiiee 
di stringirnento, le generatrici e gli archi delle generatrici, e i ralori della 
curvatura, necessariainente, scxitti gli elementi lineari delle due rigate nelln 
forma (1) (l), , varrà la relazione ( a ) .  

Ora per il nostro scopo è utile osservare elle se nelln corrispondeiiza 
stabilita tra A, A, dall'eguaglianza dei vitlori dei paraiiletri 2 1 ,  v si corrispoii- 
clono le asintoticlie curvilinee delle due superficie, si corrisponclemniio m d i c  
le traiettorie ortogonali delle generatrici. Diciaino secontlo il solito 

e 
Dl D', D", 

i coeficienti delle seconde forme fondainentali di A, A, rispettiraniente ne1 
sistema di coordinate u, v e ilel sistenia di coordiiinte N, v , .  Evitleiiteiiîente 
sar:t 

D = B , = O  

e la seconda forina fondanientale di A, in coorcliinate N, v sadi data da 

S D', v', d zc d v + Du, v'f d vy 

e quindi le equazioni delle asintoticlie curriliriee per A ecl A,  in cooriliiinle 
u, 27 saranno date rispettivanîente da 

2 D f d u +  D " d u = O  

2 Dtl dl d u  1- D", t7':dt3= 0. 
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Ora in base alla relaziorie (cc) ai vecle subito clle 

sen 0 ,  
Dll v', = D' - v', ; sen 4 

se ciunque su A, A, si devono corrispondere le asintoticlie curvilinee clovrà 
essere 

sen O ,  Di', = - 
sen 9 "" . 

Scriviaino ora l'equazioni di CODAZZI per la rigata A, in coordinate u, u. 
Siccome si trova subito calcolanclo e riferendosi anche per A, a questo si- 
stema di parainetri 

u u 
I I  8 1  1 R R cos 8 31' cos11 - sen11 -- 

l C  W 

2 41 cosli - senli -- 

-- - 
R R 

R zc 
A1 senh2 - + sen' 8 R 

d n ~  IC 1 ' 1 ~  W, d O 
III- senli" + - cos 8 Alz cosli -- sen11 - + cos 6 sen 4 - 

- - d u  R R  R R d v .  -- 
di senh2 + sen' 8 R 

14 14 

1 cos 8 ,  M i  v', cosli - senli - 
R fi 

2C u 
Ai' cosli - senli - r i e (  2 - R R 

I '-O Il R th ili:senhB - + sen2 08, R 
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~ 0 1 1 ~ 6  trcisformcrsio~ze Il,. neilcc teoria delle superficie rrpplicrrbili alle q~iatlriclle. 07 

la pi-iiiia equazioiie per A, si ri(1ucc i~imecliataniente alla corrispoiitleiite 
pcr A :  

e quiildi è senz'altro soddisfatta. Dalla secondn. otteiiiaiiio poi per lc (p) (y) 

seilfl, , aD" seiiB, an' ut-- -  (7 v', sen O ,  
seno au s e n B v " a v  

- D' 
d y (  seno ) +  

Q 9 ( ( 1 1 url  sen 8 ,  \ 1 2 ( D" sen O,  J - 
\ 1 1 ,  sen9 1 B p l  

= 0. 
seil 9 

Teiieiîtlo conto della 8." eyuazioiie cli C o i ~ ~ z r  per ln. rigata A, cioè 

e dei valori trovati pei simholi di CHRISSOFFEL, ciovremo cluiique avere 

ecl aiiclie 

d31 zc ZG ? G  ' cos 9 nr2 cosli sen11 + cos 0 sen 9 JI ~ e n h ' ~ ~ ~  
d 0  

ut,  sen 6,' d v  R R d v  
-log( (7 v sene  )+ u 

dL2 seiiliP II + senP B 

u I I  COS 0 ,  rl(cos9,v',) 
cos9, v', A l :  cosli seiili - 

- R 11 v', d u  = O  
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98 siglz0rin.i : Sulla permutabilith della trasfonnazione II 

relazione clle in conseguenza della (a)-si pu6 anche scrivere 

8 '  u TA JIQ d v', sen 9, + - senh - cosh - --- (cos 4 - vfl cos 4,) + - log 
R R R sen2 8 d v ( sen 4 ) + 

cos 9 d 6 +-- -- ~ " 1  
 COS^, d 

- (v', COS 0,) = o. 
sen 0 d u dl sen2 9: + v', sen' R I  d v 

U Essendo, seinpre in consegueiiza della (a), nul10 il coefficiente di senli' -- R 
affincliè sussista questa rehzione per yualunque sisteina di valori di u, 11, sarà 
necessario e sufficiente clie sia 

COS 0 = cos 6, v', 

d ' u', sen 0, cos0 d 4 vn cos4, d 
& 1% =-- -tI-'-- -- - (ul, cos O,). 

sen 0 sen4 d u  v , sen", v', senV, du 

La prima di queste eyuazioni ci dà ilninediatainente la proprietà clie 
avevamo in vista. Dalla seconda ottenianio poi subito: - 

d d 
sen 8, - (v', sen 0,) + cos 8 - cos O - u", v', = O d u  d v  

cioè : 
d 
- (cosZ 0 - 9'; cos2 01) = O d v  

. . 

ci6 clie iiiostra che questa seconda equazione è una conseguenza della prima. 
Vediaino cosi clle le relazioni ainmesse tra A ,  A ,  non portano di neces- 

sit2 a concludere che queste due rigate sono identiche. Questo accadrà allora 
ed allora soltanto che sia v', = 1, cioè quando la corrispondenza fissata tra 
A A, dall'eguaglianza delle coordinate u, v sia una corrispondenza conforine. 

§ 4. Premesso tutto questo veniamo a dimostrare le proprietà enun- 
ciate in ( a )  (F) (y) (8) al 5 1. Intanto la proprietà a)  è evidente perchè le 
congruenze B, sono congruenze W e in generale date due superficie S, s 
coniugate in deformazione, ad una congrueiiza W per l 'ma corrisponde seinpre 
una congruenza W per l'altra (V. BIANCHI, op. cit., S 69). Per dimostrare la 
proprietà (3) osserviamo in primo luogo ,ch'essa sussiste ne1 caso limite che 
S, S si riducano. rispettivainente a Q, & e quindi la seconda falda focale SI 
della congruenza Bk considerata si riduca ad imâ generatrice di 9,. Basan- 
doci su quanto ahbianro dilnosirato a l  § 2 potrerno d i  qui dedurre subito 
che ln. proprieth F) vale in generale. 
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Siaiio infatti a,  a' le üsiiitoticlie di S per F, cc a' le linee corrisporideiiti di 
5, cioè le asiiitoticlie di s per F. Deforniiaiilo la S intorno all'asintotica a 
fino a ridurla una rigata R, e nella iiuova configurazione consideriamo la 
congruenzlz Bb) clie lia in coninne colla congruenza pri~nitiva il seginento 
focale in P e yuiiidi aiiclie tutti i seginenti focali lungo cc e i secondi piani 
focali nei piniti dell'asintotica della seconda faltla focale corrispondetite ad a. 
Al teinpo stesso coiisideriaino la. deforiiiata rigata R di S corrispondente ad R, 
deforinata clle e~identenieiite si potrà ottenere defornmido S intorno ad cc, 
e considerianio anclie la congruema X"" clie si ottiene tirarido pei suoi punti 
i raggi nelle direzioni corrispoiiclenti alle direzioni dei raggi della congruenza 
Br' considerata per S.  Per i risultati del 5 9 potrenio suhito afferinare clie 

. . 
le congrueiize X, x(@ nvraniio in coinune lungo a i seg~nenti focali, e quincli 
in F sia il seginento focale clie l'angolo dei piani focali sarà in anibeche Io 
stesso. Deformiaino ora la rigata R intorno alla sua generatrice per F fino 
a ridurla alla quadrica Q e nelle singole configui.azioiii R', esclusa dappriiiia 
la configurazioue filiale, consideriamo le congruenze Bk (R') clie hanno in 
coinune in F il seginento focale colla Br). Al teinpo stesso corisideriamo le 
deforinate (rigate) R' di R corrispondenti alle deforiiiate R' di R, superficie 
che si potranno oltenere deformando coiivenienteinente ?i intorno alla sua 
generatrice per p, e per ogiiuna di tali deforniate considerianio la coii- 
gruenza x(% clle corrisponde alla congruenza Bn') clie consideriaino per R'. 
Tutte le congruenze cos1 ottenute evidentemente avranilo in coiiiune in P 
il segmento focale e l'angolo dei piani focali. Ora se R' si riduce a Q, il seg- 
iiiento focale della congruenza Br') in P diviene il seginento M X ,  e il se- 
condo piano focale n, diviene il piano : al tempo stesso per il modo con 
cui la X("') è dedotta dalla BiR9, il segniento focale in P della congruenza Fa;) 

-- 
si riduce al segment~  M JI, e il secondo piano focale in tale congrueiiza al 
piano 6 , .  Possiamo .dunyue concludere die  se deforinianio le Q iiiantenendole 

-- 
iiivariabiliiierite uniti i segirienti Jf  JI,  e i piani G, fin0.a coincidere colla S, 

-- 
a deforniazione compiuta il segment~  AL A I l  diverrà il segniento focale della 
coiigruenza X e il piano il secondo piano focale della congruenza stessa, 
il che è appunto quailto volevariio diinostrare. 

S 3. Per diinostrare le proprietà 8) y) comincianzo da1 supporre clie S, S ,  
siaiio superficie rigate R, R,: in ta1 caso anclie la superficie S sarà una su- 
perficie rigata 2. Di più per le note proprietà della trasforinazione Bk ne1 
caso delle deformate rigate delle quadriche, la rigata della congruenza B,. 
considerata, circoscritta ad R secondo la generatrice y per F, risiilteri iden- 
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tica alla quadrica q ottenuta coiigiuligeiido ogni punto della gcnerntrice cor- 
rispondente di Q col puiito in cui il piano tangente iicl piiilto stesso a Q 
titglk uiia certa. geiieratrice r ,  di Q,. Vuol dire clle anche la rigata. della 
corigrueiiza S circoscritta a d  M secondo la generrttrice per E", risuller~i 
iclentica alla quiidrica q che si ottieiie coiigiungendo ogiii pulito della gelje- 
ratrice cori.ispoiidente di Q col punto in cui il piano tangente ncl punto stesso 

Q tnglia la generatrice r i  di Q ,  clie nell'oiiiografia 0 corrispontlc nllü ge- 

neratrice r ,  di Q,, . Di più evidentenieute, per c p n i o  al~biaino diiiiostrnto iiel 
paragrah preceilente, (pesta retta c ,  nelle posizioni g ,  clle assume cjuanClo Qu 
trascinando seco q si cleforma nella superficie S, ci da r i  la liuea die  corri- 
spoiide a 2 sulla seconda falda focale della congruenza X ,  superficie clie s a l i  
clunque ancli'essa uiia rigata. Ml  . 

Prencliamo ora a considerare anche la rignta g*, coniiigata iii  def~riiiil- 
zione ad R,, e la congruenza X* clie si ottiene conducendo pei suoi puriti 
le rette nelle clirezioni corrispontleiiti alle direzioni secondo le quali sono 
tangenti ad RI i raggi della congruenza B,. considerata. Direnio F*, il puiito 
di z*l clle corrisponde al punto F,  di R, , p* l'altro fuoeo del ~ g g i o  dellu 
congruenza X* per F*, . 

Supponinnio ora clle RI si appliclii su Q seco trascinando i seginenti fo- 
- 

cali FI P e siano JI*, , J I*  le posizioni finali di FI,  F: il luogo dei punti 
JI* sarà evicleiitenieilte la quaarica Q,, e le col~pie di 1,unli AI, JI*, e J I , ,  JI* 
saranrio corrispondenti nell'affinità d ' I \ o ~ u  tra le quadriclie Q, Q,. Diciaino 

- - a*,, %* i lmnti clie corrispondono su Q, Q, ai punti J I" ,  , JI* nell'oino- 

grafia n. Tntaizto il punto V*, ci da r i  la posizioiie ehe assuine F*, quaildo 
x*, si applica su Q: se poi il punto z*, si sinuore sulla geiieratrice di Q 

- 

die corrisponde alla geiieratrice g*, di %*, per F*l, anche il punto ,Ti* de- 
scriverà una retta, e il luogo delle rette z*, iv* sarà uua yuadrica ?. 

Colle denoiiiinazioiii introdotte, esseiido la relazioiie tra le due falcle II, R, 
della coiigruenza B, considerata perfettanieilte reciproca, per yuanto precede 
potrenio seiiz'altro afferriiare clle se & si clefornia in z*, seco trascinando 

- 

invariabilinente unita la quadrica p*, la posizione filiale del seginento B*, %*, 
-- 

sarà il segment~  focale F*, F* di  X* iiscente da TE'", e cjuiiidi anche la po- 
sizione finale della generatrice di q* che i: luogo dei puiiti g*, sarà la l ima 
clie corrisponde alla retta g*, di z*, sulla seconda falda focale della con- 
grueiiza S*, superficie che sarà durique ancli'essa una rigata %?. 

Noi diiiîostrerenio ora che con un iiio~-iinento rigido si pub far coiilci- 
dere ogiii puiito B, di 3, col punto corrispondente E'*, di R*, . Per far questo 
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colla trasforîmaione B, nella teorin delle superficie ctpplicnb'ili alle puadricha. 101 

è essenziale osservare che per le proprietà elelilentari dell'affinità ~ ' I V O H Y  tra 
- - 

le cluadriclie Q, Qx e per il fatto clle l'affinità d71voiiu tra le quadriclie Q, Q, 
- - 

per l'omografia Q si trasfornîa nell'aEtiità ~ ' I V O K Y  tra le quadricl~e Q, Qk, la 

quadrica risulta identica alla cjuadrica 3 e precisamente esiste un niovi- 
nîento rigido clie porta i singoli punti g, SI sui punti corrispondeiiti - - 
AI*, JI*, . Segne di qui immediataniente che nella corrispondenza di R, ad  a*, 
in cui sono oiîiologlii i punti z, pl, -non solo risultano corrispondenti le 
asintotiche e le generatrici, nia anclie le generatrici si corrispondono per 
archi eguali, e in punti corrispondenti sono eguali i valori della curvatura: 
per cpanto abbianio dimostrato .al 8 3 si corrisponderanno dunque anclie le 
traiettorie ortoçoriali delle generatrici. D'altra parte alla direzione di per 

- .  - - 
coniugata alla direzione del seginento focale FI F, corrisponde su  RI la 

- 

direzione per F, coniugata alla direzione del segment0 focale FI P: le dire- 
-- 
/ A -  

zioni dei due segmenti B', B', B', F in R ,  FI saraiino dunque direzioni cor- - - - 
rispondenti di RI,  R, . Vu01 dire che anclie le direzioni dei segmenti F, F,. 

- 
p*,  Pm in E ,  E'*, saranno clirezioni corrispondeilti di BI, R'", . Ora gli aii- 
goli formati in FI, F*, da tali segnienti colle generatrici di RI, pei punti 

- - 
stessi, sono eguali per l'identith delle yuadriche q, 2%. Vedianlo dunque clle 

A - 
la terna di raggi per FI formata dalla retta Fl F, dalla generatrice di Rl e 
dalla tangente alla traiettoria ortogonale delle generatrici di RI per è so- 
vrapponibile alla terna di raggi on~ologt mcente da FI, e questo trae di con- 
seguenza che la corrispondenza di % ad %*, in cui sono oinologhi i punti - 
F,, F*, è una corrispondenza conforme. Per quanto abhiamo .osservato in 
tine al § 3 vediaino dunque clle le due rigate BI, x*, sono identiche e clie 
la legge di corrispondenza stahilita dall'identità tra le due rigate è proprio 
quella enunciata. Con questo resta dimostrato die  la rigata BI non è ültro 
die  la rigata R*, coniugata in deformazione ad R I .  

Di più, l'affinità ~ ' I V O R Y  t raQ,  Q, trasforniandosi per l'oiîiografia a nell'af- - 
filiità ~ ' ITORY tra le quadriche &, Q,, vediaino anclie che il punto a* cli Q 
su cui si applica p*, cluando R*, si distende su a è il punto clle corrisponde - 
nell'afinità ~ ' I V O R Y  tra Q, QE al punto al posizione finale di F, yuando R 

- -- 
si disteide su.Q seco trascinando i segnie,nti P, FI ; Possiamo dunque ancora - - 
dire che la legge d'applicabilità tra le due rigate R, RI è data dall'affinità - - 
~ ' I V O R Y  tra le quadriche Q, Q, Con ci6 restano completamente dimostrate 

anche le proprieti 8) y). Vediaiiîo dunque che, almena ne1 caso che 3 sia una 
r i p t a  R, üarà perfettamente giustificato chiarnare coilgriienza Bk la con- 
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gruenza clie corrispoilde per ta1 superficie ad una congruenza Bk relntiva ad 
uria superficie (rigata) ad essa coniugata in deforinazioiie. 

6. Veniamo ora a diiiiostrare le proprietk 8) y) in geiierale. Maiîte- 
niaino le notazioiii del 1 e di piii diciaino S*, la deformata di Qconiugata 
in deforinazione ad S,,  X* la congruenza clle per essa corrisponde alla cori- 
gruenza B, coiisiderata per S ,  : sia inoltrcl S" la seconda falcla focale di 
questa congruenza, p*, il punto di S*, clle corrisponde al punto FI di S , ,  
B* il secondo fuoco del raggio della congruenza X *  uscente da F*, . Diiuo- 
strereino che esiste un inoviinento rigiclo clle sovrnppone 3, ad S*, facendo 
coiucidere punti FI, F*l corrispondenti ad uno stesso punto FI di S, . 

Per giunçere al iiostro scopo prendiaiiio ri. considerare le rigate R, R' 
circoscritte ad S lungo le asintoticlie a, cc' per F secondo il teorenla di 
CHIEFF~ applicato ad S iii corrispoiiclei~za del sisteina cli geodeticlie defoi- 
niate delle rette ad es. del 1 . O  sistema di Q. Consideriaino anche le rigate 
R I ,  R', circoscritte ad S, lungo le asintotiche a,, a', per Pl secondo le di- 
rezioni corrispondenti a quelle delle generatrici delle rigate R, R'. R I  ed R', 
avranno in coniune la generatrice per F,, e per le note pr.oprietà. della tra- 
sforinazioiie BA. R et1 R I ,  R' ed R', risulteranno trasfornîate l'una dell'altra 
mediante la stessa trasformazione Bk clie trasforma S in 8,.  lie due coppie 

- - 
cli rigate R, R' e R I ,  R', corrisponderailno per S, S*, due coppie di rigate 

-- - 

R, R' e Z*, , p*, circoscritte a tali superficie lungo le loro asintoticlie a ,  cc' 
- - - - 

e a*, e a'*, passanti rispettivainente per F, P*, . Di più, per yuanto precede, 
- -  - - 

i segmenti focali delle congruenze X, S* uscenti dai punti di a, cc' e a*, a'*, 
si potranno considerare evidentemente coine segnienti focali di coiigruenze 
- - - 
Bk relative alle deforniate rigate R, B, R*,, R'* di Q corrispondenteinente 

alla quadrica qk confocale a g. Le seconde falcle focali R , ,  R',, E*, R'" cli 
queste congruenze risulteranno rispettivainente circoscritte ad e g* luilgo - - - - 
le asintotiche c c , ,  a', e cc*, a'* per I',, F* e inoltre si potrà sovrapporre RI 
ad R*, , PI ad Rf*, rispettivaniente con un ~iiovinzento rigido che porta l'a- 
sintotica Z ,  di %, sull'asintotica ;*, di R*,, facendo coincidere ogni punto 
FI di col corrispondente F*, di z*, , e con un movinlento rigido che porta 
l'asintotica G', di R', sull'asintotica a*, di R'*, facelido coinciclere ogni punto 
F', di ni, col corrisponclente FI*, di.z*, . Di più le due rigate RI ed R', hanno 
iri conlune la generatrice per li; e le due rigate E*, , R'*, , che per yuanto 
ahbiaiiio ora. visto sono ad esse congruenti, hanno in cornune la generatrice 
pel punto corrispondente F*, . Vu01 dire che la configurazione delle due ri- 
gate % , R', sarà sovrapporiibile alla configurazione delle due rigate E*, , z*, . 
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colla trasformnzione R, nelh teorin delle superficie applicabili a71e qundricke. 103 

Possiamo dunque concludere che secondo'la corrispondenza fissata tra S', 
ed g*, , le asintoticlie di queste superficie risultano congruenti e forinano 
in punti corrispondenti angoli eguali, e yuesto basta, eviclenteiiieiite, per 
poter concludere clie le due superficie secondo la corrispoi1denza stessa ri- 
sultnno congruenti, cioè la superficie & non è altro che la cleforniata S*, di 
Q coniugata in deforamione ad 8,. 

Di pih la legge d'spplicabilità tra S, è ancora data evirlenteriieiite - - 
dall'afinità ~ ' IVOHY tra le yuadriche Q, Q- . 

Co11 cib resta conipletamente diinostrato c~uanto voleranio. 
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Dimostrazione d'un teorema sopra i massimi 
e minimi delle funzioni di più variabili in- 
dipendenti. 

tlelln teoria t l ~ i  iiiassiini e iiiiiiiini delle fuiiziotii di piii yai.inbili iiitlipeiicleiiti: 
« Se per u n  sisteilin. di valori x = a, y = b ,  ..., a = c delle vrtiiti1)ili iiitlipeii- 
u cleiiti x, y, ..., z si aiiiiulliiilo tutte le derirate della fuiizioiie t l i i tn  f (s, y, ..., 3)  

« fiiio a (pielle tlellyoi.tlilir 2 1 h  - 1 iticlusire; se la Eoriiia 

« t: cleiiiiitn e se, iiifiiie, tiitte le tlci*irate pnrziali 1.; !Le, ..., 2 12' sono fiiiite 
« e coiitiiiiie in u n  iiitariio qiialuiiquc del 1)unto coilsiderato x = ci, y - O, ... , 
« z = c, all.orrt la f i i ~ i z i o ~ e  data f (x, y , . . ,  , .c) lia iiello stesso puiito uii iiins- 
u sinio O 1111 mii~ii~io.  * 

La tliiiiostrrtzioiie di cjuesto teorema, ilatn tlnl sig. U. UIKI (*), è basata 
sulla p iwl~6e t i  del polinoiilio 

di avere il limite iiiferiore del suo valore assoluto diverso da zero iii tutto 
72 7 

il caiiipo iiifiriito di  valori clelle rariabili iiidipeiicleiiti . . . , , percib P .  
Ih Ir 

possil~ile tli dimostrare l'esist~ilza clell'iiitoriio (le1 puiito x = cc, y - O, ..., 
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e = c ahbastaiiza piccolo, iiei yuiiti del yuale il resto 

sia diverso da zero per tutti i sisteiili di ralori di II,, i l ,  ... , 1, clle iioiz siaiio 
tutti nulli, ed ahbia sempre il segno di A,,, . 

L'nltra cliiî;ostrazione, data clnl GENO(;CHT, è basata su1 teorema clie il rnp- 
porto di due forine qualuiiyue del inedesirno grado pari, essendo il denomi- 
natore uiia forma definita, 1x1 ambedue i limiti finiti, sotto la supposizioiie 
clle le variahili delle forii-ie noil siaiio tutte iîulle. Questo teorema è dimo- 
strato per inezzo del caripiaiiiento delle ~rariabili iiidipendenti delle forine: 

Ma cioilontliiiieno io credo sia utile tli dare aucora uiia diiiiostrazioiic 
del10 stesso teoreii~a, peidiè questa è, a iilio creclere, inolto seinplice. 

Si lia cos3 a diinostrare, clie se tutte le condizioiii del teorelna suiiidicato 
sono soddisfatte, esiste seinpre un nuniero positiro 8, suficienterneilte pic- 
colo, tale clle per 

X - ( 1  ,<8,.,., 9 -  c l < $  

ln differenzn 
f (x ,  y ,..., 2 ) - f ( n , b  ,..., c) 

non iiiuta mai il segno. 
A eaiisa delle ipotesi fa tte sulle derivate Le, 3.', :Le,. . ., (2 11)' della fuii- 

zione data nell'intorno dato del puiito x = cc, y = b ,  ..., c = c esiste peï gli 
stessi valori di variabili x, y,  ..., z la foriliola di TAYLOR : 
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Esaminiamo il segno clel resto 

per i valori consiclerati di hl k,. .., 1, clie non sono tutti nulli. 
Noi abhiarilo evidenteinente 

"21~ ! IL,, - A,,, 1 + --- --- 
A,,, 

2 n ! B2,, - A2,, -- 
As,, 

clie è uguale a 

e cerchiamo il suo valore assoluto. 
Cangiamo percib le variabili h, k ,  ..., 1 riel iiiodo seguente. Siü p un nu- 

mer0 positivo qualunyue, dato a piacere; sia poi L il più grande fra i va- 
lori assoluti delle rariabili h, k,.. ., l, e sia, p. es., L = l l . Poniaiuo 

L I, L 
7 ô =  h, ,  k = - k  ,,..., 1 =  I l .  

P P P 
Ne risult'a, che 

Ih, fy, k ,  f p  ,..., con I , I=p ,  

e cosi uno alii~eiio fra i valori assoluti delle nuove variabili è uguale a p; 
gli altri non superano p. Percib tutto il campo dei valori delle variabili lz, ,  

k ,  ,..., 1 ,  pub ottenersi ne1 modo seguente : ogni variabile lô,, k  ,,..., 1,  consi- 
derata separatainente e successivarilente i.iceve.i valori t p ,  ineritre le altre 
ricevono allora ciascuna un contiiiuo di valori nell'intervallo (- p, p).  

Dopo questo cangianlento si avrà : 

a 
(hl + k,  -+. . . 

azl 
t 1 ,  ay''f (a, b , . .  . , c )  
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Indichiaino la forma definitn ne1 cleiioiiiiiiatore coi1 A',,, . Si pub diiiio- 
strare che esiste un iiuiiiero positivo Pz,, tale, clle 

per tutti i valoil coiisiderati delle wriahili 7~,, k,, . , . ,  1,  . 
InfatLi, se la forma A',,, potesse prendere riel caiiipo considerato valori 

numericamente piccoli a piacere, in virtù della sua coiitinuità essa. dovrebhe 
airnullarsi, il clie è impossibile, poicllè la forma A',,, è definita ed uiia almeno 
delle variahili 72,, k ,  ,..., 1 ,  ha il valore t $1 diverso da. zero. 

Sia allora ri il più grande dei valori assoluti dei iiioltiplicatoii dei coef- 
ficienti di la,, tz,,..., 1, ne1 numeratore, clie lianno tutti la fornia 

hllora si avrà evidetiteinente 

2 n ! R,,, -A, , ,  p'"pY" -- - < -- -fi2 (*) 
A?" p, . 

dove p è il imii1ei.o delle variahili x, I/ ,.. . , su; p, P,,, sono çostanti, ina. 7, è va- 
rinbile con h, k ,  ..., l. Ora le clerivate clell'ordine 8 n soi10 continue e finite 
ne1 punto x = cc, y = b ,  ..., z = c;  esiste perci6 un nuinero positivo 8, abba- 
stanza piccolo, tale clie per 

h <o, k < , .  1 < S  
si lia 

Xllora per gli stessi valori di h,  k , .  .. , 1, ma clie noil siano tutti nulli, 

(") Si polrclhe dimostrare in  modo similc chc ilel caso di due forme qiialui~que As>#,  &n 
del iiicdesiino grado pari, dove i l p  6 la forma drfiliita, si lia seinpre 

dove ri é il più grande dci valori assoluti dei coefficieliti coslüiiti della forma B2*. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



avreiu o clie 

ecl il resto 

sarà diverso da  zero ed avrà il sepo costante, idelitico con quel10 della 
forma defiiiita A,,, . 

Koi abbiaiiio cluilque diinostrato clie miste u n  iiuiiiero positiro 8 tale, 
clie per tutti i valori di x, y, ..., z nell'iritorno clato, pei quali 

sarà diversa da zero cjuaiido uiia aliiieiio della clifferenza CG - cc, y - b ,  ..., 
z - c ilon è zero, ed avrà il segiio costailte, identico con quel10 della f o m a  
definita A ,,,, cioè che la funzione data f (x, y , .  .., z) h a  per x = cc, y = b ,..., 
z = c un massinlo O u n  miniiiio. 
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Equazioni integrali e valori eccezionali. 

(illemo~ia di  Gurno FUETNI, n Torrno.) 

A l l a  orniai classiea teoria del PKEDHOLN delle equazioni integrali I < H i r . n m ~  
porto un coinpleinento esseiiziale coi1 le sue 5 Jlittheilungen delle Gotfirlger 
Nachrichten (19~1906) ,  in cui egli srolge la teoria delle equazioni lineari a 
nucleo (KERN) 8immetric0, e la teoria delle foriiie quadraticlie a infinite varia- 
bili. La teoria delle ecjuazioni siniiiietriclie, dei loro valori eccezion a 1' i e re- 
lntivi sviluppi in serie trorb nuova, Giretta trattazione nelle Meniorie del10 
SCHMIDT, e in' special luogo nella sua Dissertazione : Entdckelung willkiir- 
licher Ii'unctionen nach Systemen vorgeschriebener (Gottingeii, 1905). Le forme 
quadratiche con un nuniero infinito di .variabili servirono specialinente al- 
 H HILBERT per gettare le hasi della teoria delle equazioni integrali polari, ai 
suoi discepoli (HILB, WEYL, PLANCHEREL) per 10 studio delle equazioni iiite- 
grali a nucleo singolare. 

A me parve clic: la teoria delle equazioni integrali avrebbe ricevuto mag- 
gior seinplicità e geiieralità, se si fosse potuta abbaiidonare la via indiretta 
delle forme quaciraticlie con infinite variabili, e clie si sarebbe potuto per 
via senlplice e breve portare questi studii più generali alla. stessa perfezione, 
a cui è giuiita la teoria delle ordinarie ecpuioni  integrali a nucleo siinine- 
trico. Tale previsione trovb coiiferrna nelle ricerche, che saranno esposte in 
questo lavoro; ove svolgerb cornpletaniente la teoria delle equazioni integrali 
polari, cosi importante per Io studio più generale dei problemi al contorno. 
Coine vedreino, i risultati ~ ~ ~ ~ ' H I L R E H T  vengono conipletati e geiieralizzati. 
In particolare, p. es., alla fuozione iiidicata con V (s) non si iiiipone più la con- 
dizione di arere un iiuniero finito di canibianienti di segno. Cliiudono il laroro 
nlcuni ceiîiii di possibili esteiisioni del metodo O dei risultati otteiiuti (*). 

(*) Meiitre rpesta Memoria si sta stampaiido, nei Comptes Rendus escoiio alruiie iiote dd 
sig. MARTY, ove coi1 iiietoili affatto differeiiti clni iiostri si stiiiliniio le stesse qiiestioiii. 
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Kon nii occupo qui ex pvofesso delle equazioiii integrdi a nucleo siiii- 
metrico singolare (per le cjuali cl6 un solo risultato), pei*cliè cli esse ~ 'HELI~INGEH 
promette (*) di occuparsi prossiiiianiente. Delle equaziorii polari singolari ti-at- 
terfi iii un altro laroro. 

E ora un hrew cenno del iiietoclo seguito iii qucstn Meiiioria. Anclie ne1 
caso attuale, conie per le cquanioiii a nucleo siiniiietiko, uiin clilficolth assai 
grave consiste nella clitiiostrnzioiie tlel17esisteiiz,z dei valoi-i eccesioiiali. Iii un 
caso estreiiiaiiieilte ynrticolnre, e fticeiiclo iiso (lei risultati clel ~ + I E D H O J ~ ,  il 
MAX MASON riusci a diiiiosti.nriie l'esisteiiza col yvincipio di wi~zimo, lm '  seiîzil 
giimgere fino agli sriluppi in serie relativi. Il iiietotlo del isesto assai iiidiretto 
del h h x  W a s o ~  spinse I 'HOLMC~REN ad approfoiitlire ("*) l'applicnzioiic clcl  
p1.i iicipio di iniiiiiiio alle eyiiazioiii i i i  tegrali a iluclco siniiiictrico. Mn iiè il 
iiietoclo del hi.\so,v, troppo indiretto e particolare, iiè il iiietodo d e 1 l ' H o ~ ~ c ; i t ~ x  
seinbrailo esteiltli1,ili al iiostiao problenin l,iii generiile. Cosi, p. es., la disri- 

b 

gutiglinilza del10 S~:HW.IRZ + d 32y51i9 dx.\b+' d x  (c,, b =cost. , cosi i~lile 1 
B Ch CL 

d l o  S C H ~ D T  e ~ ~ ~ ' H o I , w c ; H E N ,  11011 pliO servire al caso attualc, c lo~c  iioii si 
pu0 n priori trornre un limite superiore per I'iiitey-ale del qiiatlrato tli uiiit 
fiiiiziolie eccezioiiale. 

Queste clifiicoltà reiigoiio superate, osserl-aiirlo clie iiifiniti problenii di 
iiiiiiiino possono servire ugunliiiente per giuiigere alla coilsiclernzioiie dei rn- 
lori eccezioilali, e sceglienclo p i  tra essi uiio specinlirieilte adntto alla diino- 
strazioiie dei teoremi tli esisteriza. Le tliiiiostrnzioiii, d ie  usereiiîo, in parte 
sono maloglle a quelle dello SCHMIDT e ~ ~ ~ ~ ' H O L M G H E N ,  illa assai spesso SP 

lie discostaiio co~iipletaineiite per la iiiaggiore coiiiplessitA di cpesti stiidii piii 
generali. Non ci liiniteretiio poi a i  teoreiiii strettameiite indispeiisabili alla 
co,struzione della teoria, ina ci occiiperenio anche di qualclie altra yuestioirie, 
clie ci seinhra arere qualclre interesse di per sè stessn (***). 

(*) Cfr. Neeue Beyrüdutzg del* Tlzeorie, etc. (Journal für die reine 11. a. Matlieiii., Bd. 136). 
(**) Sur la thCorie des éqzdions lir~éaires, etc. Arkiv for Mathein. Astroii. ocli Fysik, 

Band 3 (2906). 
(***) Classi particolari di probleini al contoriio, e di equazioili polari'soiio state stutlinte 

da1 Dott. P rcox~  ilella sua belln Mernoria : Stti ualori eccezionali d i  un paranzetro, ecc. (Aiiiiali 
della R. Scuola Normale Superiore di Pisa; 19m) (vol. 11). Anche qu i  si trova che i valori 
eccezionali corrispoiidono a problenli di iniiiiino ; ina qiiesti risultati üoiio troppo legati alla 
iinturn particolare della questioiie trattata, perchP se ne posSa trarre un iiietodo geiier:de per 
st~itlintc lc equazioiii iiitrgrali polari. 

Nella Blriii. tic1 P~coxr-: si troveriiiino aiiclie iiiinierose iiidicazioni bil~liograficlie. 
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Se al posto di V(s) ponessimo nelle segueiiti pagii~e untl fiinzione sinînîe- 
trica di s e t, otterreniino di nuoro ln teoria delle eyuazioni integrali a nucleo 
siii~iîîetrico. 

Con a, b indiclieremo due costanti (a < 6 )  ; tutte le volte clle parleretno 
di una funzione di una O più rariabili, noi supporrenio questa funziorie de- 
finita per tutti i valori delle variabili dell'iiiterrallo a . . . b (estreini iriclusi). 

E, salro indicazione esplicita contraria, con f (s) d s (die noi cliiameremo J' b 

senz'altro l'integrale di f (s)) iridicliereino l'integrale clefitiito f (s) d 8. Cosi 1 
f (a, y) d x  tly, ... indicliereino gli intetpixli 

1' -l'f (2, y) d x d y ,. . . Con K (8, t) indicliereino una funzione sinmelrica delle 
. - 
a a 

variabili s, t (clîe chiamerenîo anche il nucleo); con V(s) indicherenio una 
funziorre integrabile della s, d ie  assuina solo i valori + 1, - 1, cosicché sia 
1 V(s) 1 = 1. Ecco le ulteriori ipotesi d ie  fareino su queste funzioni: 

1:) Se 1 rp ( 8 )  1 è funrione cont in~a ,  ( IC (S , t) p (8) è s b fiinrione con- 
J 

tinua di  t. 
9 . )  Le funsioni I<& =P<(s,  p) IC(p, t)dp e H,(s, f )  = k ( s ,  p) V(p)K(p, t )  dp 

so~zo funzioni continue di s, t. 
3 . O )  K ( s ,  t )  è un nucleo definito positive; in  nltt-e parole, se zc (s) è con- 

t i n u ~ ,  è L, (u) = K (s, t) u (s)  u (1) d s d t 2 0. !J 
Le prime due di queste proprietà ci assicurano che al nucleo l<(s,  t) è 

applicabile la teoria di HILBERT-SCHBIIDT per i nuclei siniinetrici. Da esse cli- 
scende qualche altra proprietà, assai importante per noi. Cosi, per es., se t , ,  
t, sono due punti del solito intervallo a .  . . b, l'integrale 
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1 14 Fubini: Equasiorzi in tegral i  e vnlor i  eccezionnli. 

E, per la nota disiiguaglianza di S c ~ r v e ~ z  è 

1 q t , ,  t , )  j 5.i / <P. 1.1 - II, ((, ~,)-y p I F ~ )  ( f i ,  ti) , 
i = l  . 

Essendo k"" (s, t) continua, $K(?) ( t i ,  t;)  è inferiore iii inodiilo a uria costante P, 
& indipendente da t , ,  t,. Essendo II2 continuo. dato un numero piccolo n 

P 

d. l. E piaeere, si pub trovare un iiuiiiero r, tale rhe [ H ,  ( p ,  t , )  - H, (p, t,)]' r l ?  L p. 

se 1 t ,  - t, 1 < T,. Quindi : 
4:) Dnto un i.zumero E piccolo a pincere, existe mn wumero T, tccle cke, 

se I t , - t , I & r i ,  è :  

Vale pure il teorema : 

6 . O )  L'integrale f ( t )  - V ( s )  IC (s,  t )  H o  (s, t )  cl s è fujzsione co î~ t imm di t .  S 
Itifiitti, iielle solite iiotaziorii 

f ) - f ( [[E (8, t , )  - IIz (s, t ,)] Y(s) l< (s, t , )  d s 1 + 
1' 

+ / [ K  {(s, 4) [ V ( s )  K(s, t , )  - 17 (8) K (s, t g ) ]  d S .  

Coine sopra, si dimostra, clle il primo integrale del ~econcio ii-ienibro è 
infinitesilno per t ,  = t , .  F, altrettanto avvierie del secoiiclo7 percliè, essendo 

H2 (s, t,) coiitiiiiio, Ii, (s, t,) V (s)  K(s7 i )  ri s è per la. l.'L propriet i  (li K (s,  t ) .  l 
fuilzione cou ti inin di t .  

Porre tiio : . . 
\ 

L, (u, a)  = K ( s ,  t )  u (s )v( l )  d s d  t ;  1.i i 
- .  

L, ( 1 4 ,  u)  = ( ) H, (s, t )  ti (s) * ( t )  d s d t ;  .. . 
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Uno deçli scopi del presente lavoro è quel10 di costruire per le soluzioni 

dell'equüzione [IL (8, t) V ( s )  (s) d s = I p (t) un;r teoria ;~ffatto ünaloça a 
G 

quella di HILBERT-SCHMIDT per i nuclei siaimetrici. E non sarà forse inop- 
p o r t u n ~  preiîiettere al10 studio del caso çenerale quello di un caso seinplice, 
che noi chismeremo il caso elemedare: il caso cioè, in cui il inodulo li (s, t )  

1% 

si pub porre sotto la forina 2 zti (s) ui (t), clove 12 è un intero positivo fiiiito, 
i 

le t h ,  e le vi sono furizioni di una. sola variabile. 
Kon coiidurrenio la ricerca relativa fino al terniine, accoi~teiitniitioci di 

diinostrare le formole foiidamentali della teoria: formole clle al 8 genera- 
lizzerenîo a ogni nucleo K(s,  t). Cosiccllè, in parte alnieno, il nostro studio 
si pub interpretare come un'estensione al caso çenerale delle proprietà dei 
nzcclei ele~îaentari. 

Osser~iaino intanto clle se una delle zci (una delle vi) fosse eguale a una 
coiuhinazione lineare della restante, noi potremino (sostituendo ad essa questa 
coinbinazione lineare), diininuire il nuniero n degli addendi della nostra 
somma. Cosicchè, se 12 è ridotto al suo ininiino valore, allora tanto le ui clle 
le ui sono linearniente indipeudenti. Espriniendo che K(s,  t) é siminetrico 
nelle variabili s, t, troviamo facilinente clle ognuna delle uj (s) è coinbiiîazione 

n 

lineare delle vi (s). Cosicchè infine si trova clie I< (s, t) = 2 aikvi (8) U, (t), dove 
1 

le a, sono costanti, soddisfacenti alle a, =a,., . E, sostituendo alle vi loro 
opportune colnbinazioni lineari .lui, possianîo ilninaginare I<(s, t )  scritto sotto 

w 
la forina 2 si mi (s) mi (t), dove E; = f 1. Ricordando la terza proprietà di I< 

1 

si trora che non pub essei-e q = - 1 per iiessun valore di i. Cosiccliè s a r i  
1E 

1< (8, t) = Y 12); (8)  t V i  (t). Ir' 
" " 

Indicando con ai dei parainetri, è erideiite ehe ( ( V (s) [i ai 1s (8) 
1 

una fornia ,quadratica 2] ci, a, z, delle a, dove le c sono costanti, determinate 
dalle IV,  ma indipendenti dalle x .  È ben noto die  si pu6 trovare una trasfor- 
iiiazione ortogonale 

Di più sarà 

gi = x p ,  F k  in guisa die  sia 
k 

r( ci, a, a - - V pi (ili =  COS^.). 

2 xi lu i  = pi, fik lvi  = F Bk zk 
2 i ,k 
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Si ha poi identicaiilente (per qualsiasi d o r e  delle P, B') 

E, posto pi = a, (c), Pli= a,(:), dove G, 7 sono punti del solito intervallo 
cl.. . . b,  se ne deduce 

H2 (O, T) = 2 p., ad (7) ai ( 5 ) .  

Posto tiri = ci (T), se lie deduce 

doiide 

Sono yueste le forrnole che corrispondoiio a quelle più generali, che tro- 
veremo più avanti ne1 9 8 per i nuclei generali, e clle costituiscono il fon- 
dairiento della nostra teoria. 
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Pub i r h  i : Equaziomi iibtegrali e uulot-i ecceziomli. 11 7 

1 1 1  Se - , -, - .  . . sono i valori eccezioiiali, ciisposti in orcliiie crescciite 
1,  1, 1, 

per l'equazione integrale 

f (s) = Q (s)  - h rg ( t )  K (8, t) d t 
* l- 

e se z, ,  z,, ... soiio le corrispondenti soluzioiii di yuesta equazio~le (ove si 
1 ponga 1 = -, f (s)  = O )  forrnanti un sisteiiia ortopriale iiorrnale, e iiifiiie 
Ei 

se u (s), v (s) sono funzioni integrabili insielne ai loro cluadrati, è noto clle 
in virtù della 4." proprietà aiilinessa per K (s, t) le 1; sono positive, e clle: 

Dalla (9) si deduce per le (1) 

L, ( 1 ~ )  5 II  Z[ 2 .  [ Z I  (Y) u ( S ) I 2 L  1 ,  p (s) d S. 

E, si pu6 dire, in questa disuguaglianza è il fondaiiiento del prolile~iia 
di iiiiiiinio studiato ~ ~ ~ ~ ' H O L M G K E N .  Noi invece partireiiio dalla (2)""(*) os- 
servando clle da essa si deduce 

M a  ora, poicl~è per le ( l) ,  

. "  
K "' (s, t) u (s) u (t) tl s d f, 

(*) Potrenmo anche partire dalle foriiiole aiialoglie relative ai nuclei K ( 4  (s, t )  ove sia 

K ( s .  ~ ) K ( ~ - l ) ( p ,  t )cZp .  
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avremo : 
Ll (zc )  f 1 ,  L I  (z1) ( I I  = cost.) 

clle è la disuguaçlini~za foiidaiiientale per la iiostra attiiale riceïra, c clie si 
potrebbe diniostrare direttamente. 

Per la 4." proprieta di K (s,  t) avreiuo, se 72, k sono costanti clualsiasi: 

(per tutti i valori di h, k). 
Quiridi - -- 

I LI ( t h ,  v)  15 \ IL ,  ( t 1 )  \iLI ( O ) .  (:Vis 

Cosi pure, se noi in (3) alla u sostituiamo 72.21 + k u, otteiliaiiio : 

la' [ I l  L I  ( ~ c )  t L, (u)] + 2 h h [ 1 ,  I;, (u ,  v) -t L, (zc, a) ]  + k' [ I l  LI (0) I L? ( P ) ]  1 O 

donde : 
-- 

[ 1 ,  Li ( . I I ,  vj t L, (u, 6 )  1 5 \:zl L ,  (11 )  _t I;, (2.1) \k, L,  (v) t L2 ( u )  

ossia. pei' (3), (3)"'" -- 
l L, (u, 4 1 5 3 1 1  \ Ll (u) LI (v). ( Q ) l e r  

Riassuniendo, otteuiamo : 
TEOH. 1 . O  Se sc, v sono ficnaioni iu~tegrnbili insieme ni loro qtccedrnti, e se 

LI (u) 6 111. L, (v)  5 N (ru, 21 = cost.) 
allora é : 

Supponiamo p. es. che L, (u) = O ;  poninino nelle formole precedeuti irt, = O ;  
si trova LI  (u, v) = O ,  yualunque çia la fuiizione v integrabile, n quadrato v" 
pure integrabile. Se ne deduce iiiiiiiediataiiîeilte : 

TEOR. 2 . O  S e  u è m a  funxiom integrabile ,i?zsieme al suo qztadrato clle 

soddisfa alla LI (u) = O nllora K ( s ,  t )  .16 ( 8 )  tl s = O, esclzcso al pi& z c u  aggre- . i 
gato di misura nulla di valori della t. Se poi 1 u ( s )  1 è colilinzca, allora (per 

la 1." proprietà di Ii) è K (s, t )  u (s )  (1 s = O per o p i  cnlore della t .  

Osserviaino clie 

( 'H,  (s, t )  u (s) d s  = ( ' b i ( s ,  p) [V(p) K(?,  t i ] u ( s )  d s d p  = Li (u, f )  
* - 
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Pu b i n i  : Equnzioni  integrnli e valori ecceziomli.  119 

clore, considerando per un inoiiieiito t come pnran~e tro ,  si è posto 

Ora 

St, per le ipotesi fatte, su K, funzioiie contiiiua della t (proprietà La). Quiiitli: 
LI ( f )  ha un lilnite siiperioi.e finito Q ;  e in ~ i r t ù  di (3)Ibis si coiiclude: 

TEOR. 3 . O  S e  u è inteyrabile irzsiewte a l  suo q m d r a t o ,  ed L,  (u) è inferiore 

n ut ta  costnirte m. nllora S H ,  ( s ,  t )  u (s )  d s 5 Q 91% ( Q  = eost.). 1 l- 

In modo simile si trova, se t , ,  t ,  sono due puriti del d i t o  iritervallo 
cr . . . b ,  clle 

clove, consicleraildo t , ,  t ,  per un iiiomento coine parametri, si è posto 

E, per la proprietà 4." di K ( s ,  t )  si conclude : 
TEOK. 4.' S e  u è idegrab i le  insieme al suo  quccdrnto, e se L, (14) 5 wz, 

dom J H, (s, t , )  u ( s )  d s è funzio~ze cont i i~zin  d i  t ;  e p ~ e c i s a m e i d e  è 

Da questi teorenii con uii procedin~eiito affatto simile a quel10 scoperto 
~ ~ ~ ' H I L B E K T ,  e giü applicato ~ ~ ~ ~ ' H O L M G R E X ,  si pub dedurre d i e :  

TEOR. 5.' S i a n o  date infinite fitnzioni t ( ,  , u,, N,, ... i)ztegrcibili ins ieme cf1 
loro qundrnto soddisfncenti  nlle T, (u,) r al, dove ur è utta costcinte. Dnlln p e -  
cedelzte successione s i  p 1 O  es tmrre  u n a  sztccessione s?.rbodinatcr ui,  , ?dil, ai, ,. . . 
in  gu isa  che El,  ( s ,  t )  ui,, ( s )  d s teîzda u n i f o r ~ ~ & e w e d e  a a n a  fu,ziio!ze lirnite .I 
cont inua + ( t ) .  Infatti per il teor. 3 . O  gli integrali Ii ,  (8,  t )  ai,, ( s )  d s sono l 
tutti inferiori in d o r e  assoluto a una stessa costante d G ;  col metodo di 
HILBERT si cliniostrn allora l'esistenza di uiin successioiie subordinatn, iii 
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1 BO Fubini:  Equaxioni integrali e valori eccexionali. 
- .  

guisn che lim J'H. (s,  t )  ui. (s)  d s esista per tutti i vülori razionali della f. 
n=a . 

In virtù del teor. 4.O, yuesta successione teiitlerà uii'ifornieinente a i i n  limite 
per tutti i valori della t (*). 

Se T , ,  ?? sono due funzioni iiitegrabili insieme ai loro quadrati, tali clle 

I V  (a) y, ( s )  rpn (s)  d s = O, io dirb clle ?, 13 polore a (oppure con) p, . Se più 

funzioiri ?, , y , ,  rp, ,. . . iiitegrabili insieine ai loro yuaclrati soddisfano alle 

V ( 5 )  9: (s)  d s = zi ( E ~  = -t- 1) ( . ~ ( s ) ? ~ ( s ) ~ , ( s ) r l s  ' O (per i 1 k )  (4) 

noi direino che esse forniario un. sistema polnre normale. 

(*) Vale infatti il seguente teor.: Se u n a  successione d i  funzioni Ijl,*(t) tende a un limite 
i n  u n  gmppo G di p u d i  delzso itz tutto l'intervallo a .  . . b,  e se, dnto .un numeeo E piccolo a 
piacere, esiste un  nulnero n tale che ( (t,) - ), ( f , )  1 G E pel" 1 t, - f, 1 4 -o, l a  successione delle 
)* tende nwifornzemente a u n  limite per oy9zi valore d i  t .  Se infatti t è un punto qualsiasi di 

a .  . . b ,  potremo trovare un puuto t, di 6, tale che 1 qn (t) - )fi (1,) 1 < ; per ogni valore din. 

Potrenio poi trovare un nuinero nz covi grande che per p s rn, p 2 m sia ! & (t,) - $, ( t , )  L 5 . 
3 ' 

sarà quindi I +# (t) - +, ( t )  1 ZG E .  Ci6 che dimostra che le +n tendono a un  limite ) (1) in ogni 
punto dell'inlervallo a .  . . b. Io dico clie vi tendono in modo uniforme. Possiamo infatti di- 
videre l'intervallo in un nuinero abbastanza grande di pezzetti parziali, tale che in ognuno 

di questi pezzetti ciascuna delle Ijl, abbia un'oscillazione minore di . Scelto poi in ognuno 3 
di qiiesti pezzetti un punto A, potremo trovare un intero MZ tale che per n > m sia 

1 - -  + 1 r in tutti questi punti A (che sono in numero finito). Io dico che in ogni punto B 3 
di a .  . . b è 1 +, - $ 1 6 E .  Tnfatti, se  A è quel punto da noi precedenteineiite scelto, che cade 
nello stesso pezzetto a cui appartiene B, è 

~$~(B)-+(B)IGI)~(B)-$~(A)I+I#*(A)-#(A)I+I$(A)--$(B)I* 

E quindi poichè per le nostre ipotesi è anche 1 ) (A) - ) (B) 1 = lim 1 $n (B) - )n (A) 1 6 , 

se ne deduce tosto che per lz> m per ogni punto B clel nostro intervallo 6 
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Se due sistemi di funzioni sono tali, clle ogiii funzione di un sistema è 
conibinazione lineare delle funzioni de117altro sisterna, direnio die  i due si- 
stemi di funzioni sono eqwCualerzti.. 

Oss. 1. Se un sistema di n funxioni integrabili insiewe ai loro quadrati 

è tale c7te nessuna loro co~nbinazione lineare y soddisfa alla V (s)  y2 (s)  d s = 0, J" 
allora i l  sisteaza è equivaleizte a z t n  sistema polare normale. La dimostrazione 
si coinpie imrnediatamente col procediinento di incluzione coiiipleta (da n 
a n+ 1). 

Oss. II. Se la funsione p integrabile insietne al suo quccdrato soddisfa alla 

) K(s,  t )  V ( s )  p (s) d s = A p ( t )  ( A  - 1  0 ;  i = eost.), e se q~ Ifon è identicamente 

nullo, allora V (s )  9' (s)  d s =I O. Infatti per l'ipotesi fatta . I 

Se questo integrale fosse nullo, per il teor. Bo sarebbe K (s,  t )  V (s) p (s)  d s = 0, J 
e quindi anche h y ( t )  = O, escluso al più un aggregato di punti di misura 

K (s, t )  V (s) p (s )  d s, ed anche ~g ( s )  sarebbero identicantente 

nulli. 
Oss. III. Se un siste~na d i  funxioni p integrabili insiewe ai loro quadrati 

e linearmente indipendenti soddisfa alla K(s, t )  y (s) ds=l y ( t )  (1-1-0; 1 = cost.), S 
allora detto sistenza è equivalente a u n  sistema polare normale. Ci6 è conse- 
guenza . immediata delle ultime osservazioni. 

Sia ora dato un sistema di costanti p., , p.,,..., y,, e di funzioni corrispon- 
denti y , ,  y,,. , . , y,, (integrabili insieme ai loro quadrati) tali clie 

Supponiamo che quelle delle pi che corrispondono a costanti pi tra di 
loro uguali siano linearmente indipendenti: per l'oss. III potreino a esse so- 
stituire un sistema equivalente polare norniale. Se poi pi - 1  y,, allora da (5) 
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si deduee L, [ V  ( s )  .pi (s),  V ( s )  p, (s)]  = p, 1 v (s)  pi ( a )  y,, ( s )  d S.  Scnnibiûliilo i, k ,  

e sostenendo lnembro n membro, si avrà 

Quindi : ' 

TEOR. 6 . O  Le funzioni .pi forazano nelle nostre ipotesi un sistema polure 
normale. In ogni cnso futzzioni y, ,  y,. corrispondedi a costnnti o.,, p, distinte 
Sono polari l ' u m  all'nltra. 

Dalle (5), si cletluce per (4) 

.LI [ V ( s )  ?, (s)] = E i  p; . (7) 

Quindi per ln 3." proprieti di K è c t p , >  0, ossia E? ha i l  s e p o  d i  y i ,  e 

E, pi = pi 1. Siinilinente si trova 

Sia ora f una funziniie integrabile insieme al  suo yuatlrato. Posto 

si deduee per le (4) . . . (8) elle : 

Noterenio infine le seguenti ideiitità : 
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Pub ini : Equcwiorzi itztegrnli e valori eccezionnli. 123 

ove 

cosicch6 F'? (s,  t) = F';' ( s ,  p) V(p) F(>;) (p, t) d p ai tledzcce d a  F':', cotrce H ,  (s, t )  

d n  R (s,  t) .  
j 

Le F?', F';' dipendono soltanto d a  K e dalle yi:  no^ d n l l n  f. 

La p r i m a  delle (12) dimostrcc che F I '  è, corne K, un  îzzccleo defiv~ito po- 
si t ivo (perchè il suo primo nienîbro non è inai negativo). 

S e  8'':' è un nzccleo eletlaentare, anche K è zcn nzccleo elertterztare ($ 1). 
Infime osserviamo che le fztnzioni 

souo tutte e sole le funxioni po lar i  nlle V y,. (E quindi le V g  sono le funzioni 
polari alle yi .) 

Posto in (II) f ( s )  = V(s) K ( s ,  t ) ,  e ricordando (5) si ottiene, se P è uiia 
costante maggiore di L, [V ( s )  K (8, t ) ]  (*), 

donde, integrando rispetto a t :  

Le forinoie (5), (15) del $j 3 valgono, pet- qiianto siit grande il niiiiiero la 

delle funzioni pi .  

(*) Questo integrale V(u) K (u, t )  K (a, T) V(T) K ( r ,  t) d c d s è evidentenmite limi- II 
tato, perchè è uguale a H, ( t ,  r) V ( T )  K (T, t) d t, che (proprietà 5.& d i  K (s, t ) )  è una fun- I 
zione contilzua, e quindi liiiiitata, della t. 

(**) 1 teoremi di questo paragrafo sono geiirralizzazioiii di teoremi iioti per le equaxioiii 
integrali siminetriche: le dimostrazioiii sono perb affatto nuove. 
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Cosicchè, se le funzioni cp, sono i n  nuutero infinito, dalle (Il), (15) pos- 
siaino trarre i teoretni : 

TEOH. 7.' Se f è integrabile insieme al suo quccdrccto, la serie 

converge e non supera LI ( f ) .  
TEOR. 8.' La serie Z 1 pi l 3  converge. Di costanti p, ugztali a uncc stessa 

costante p (=/- O )  ce ne pu6 essere al piti un tzumero finito. 
Poichè (se u, v sono funzioni integrabili insieme ai loro yuadrati) vale la :  

ne deduciamo, in virtù del teor. 7.O : 
TEOR. 9.' Se u, v sono funzioni integrabili insiewe ai loro qzcadrati, la 

serie 

è assolzctatwente convergente, e ha u m  somma che i n  valore nssoluto è infe- 
riore a 

Se f = u = v, il teor. 9.' si riduce al teor. 7.' 
Da1 teor; 9.0 si deduce die, se p (t) è una funzione integrahile insienîe 

a1 suo quadrato, la serie 

è assolutainente convergente. Noi indicherelno con S,, (G) e con S (G) la soinnia 
dei primi .iz termini di (29), e la somma della serie coinpleta. 

Se cl, o2 sono due punti del solito intervallo a . .  . b, sarà 

.Ora se a,, b ,  sono 9 n nuineri reali qualuilque, e pi sono nunieri positivi 
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( i =  1, 9 ,  ..., n) dalla 

Posto 

se ne deduce, in rirtù di (17) : 

Ism(4-S, (d2)  f 

donde, per la (Il), si trae: 

Per la 4." proprietà di K (s, t ) ,  dato un iiuniero E piccolo a piacere, si 
potrà percib trovare un numero 1 -ri i tale clle 1 S,, (o,) - S,, (5,) 1 6 e -per 
1 cl - 6, ( r ri (per ogni valore di n). E, in virtù del teor. diinostrato in  nota 
al § 2, si ottiene, ricordando che S ( 5 )  converge (assolutamente) per ogni 
valore di G :  

TEOH. 10.O La serie S ( 5 )  data da (16) (nell'ipotesi d i e  p (t) e pz (t) siano 
integrabili) converge assolzitamente e uniforw~ewzente in  tutto l'interucillo cc 4 a r  b. 

§ 5. IL TEOHEMA FONDAMEKTALE. 

Vogliatno ors  rispondere alla donianda: 
Qtlando esiste una funzione y thon nulla, e urm costcozte p. tale c l ~ e  

I K  (s, t) V (s) 9 ( 8 )  d s = p y (t) [?  e p? integrahilil, (y =I= O)? (5)1Ji' 
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126 F u b i n i  : E q u a z i o n i  i n t e g r d i  e va lor i  eccezionali. 

Noi diremo che una funzione u appartiene al cainpo fuiizionale u 1, se 
14 ed u2 sono integrabili, e se LI (u) = 1. Per il teor. 1.' del § 2, i valori d i  
L, (zi), quando w varia in ( u] harino un limite inferiore m,, e un limite su- 
periore Ml finiti (*). Con p-, indicheren~o indifferente~nente Puna O l'altra 
delle quantità m l ,  AI,. Estenderemo alle ut, ,  ïll, le solite proprietà, che il 
calcolo delle variazioni diiiiostra per i ninimi ed i massiini di un integinle. 
Per ipotesi si possono trovare delle funzioili u, ,  zc,, zc,,. . . di 1 u ) tali clie 

Per il teor. 5.O del 8 9 possiamo estrarile una successione subordinata 

M i , ,  ua, ui, , . . . in guisa clie gli integrali H, (A, t )  ui, ( s )  d s tendüno per 12 =cc l 
wniformemente  n un l imite 4 ( t ) .  E ,  se iloi prescindiamo da quelle delle zt clie 
non appartengono a questa successione subordinata, potreiiio porre ui, = zc,,. 
Quindi : 

J TEOK. I l .  L ' i ~ t t e p n l e  H, (s,  t )  u, (s)  d s t e d e  uniforwewzente cc tuta fun- 

sione l imite # ( t )  cotztinucc. 
Siano ora v, , v,, a,, . . . funzioni integrabili iiisieriîe ai loro quadrati, tali 

clle gli integrali L, (v,,) abbiano un limite superiore finito 1%. Per il teor. 1.O 
del 2 sa r i :  

Se h, k sono rostanti arbitrarie, è, in virtù di (18), (19) 

(*) Eccettuato a l  più qualche nucleo elewze+~tccre, è Inl 6 O ,  Ml 2 O. Iiifatti, se non ci tro- 
viamo ne1 caso elementare, le costanti 2i (a  2) sono in iiuniero infiiiito, e lin1 l i - O .  POS~O 

e=w 

8.i 
ur - (cfr. le (8) e (Y)bis del 2) si ha I+ (xi) = 1 ; 1 XW (s,  1)  ui (s) xi (t) d s d t = l i ,  e qiiindi 

dli 
1 L, (ui) 1 r li . Dunque, pur  lasciando la (u) ne1 canipo fuiizionale [ n i ,  I'iiitegrale I;, (u) si 
pu6 ridurre in modulo piccolo a piacere. c. d. d. 
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Ora y ,  è il limite superiore (se p., = Ji,) O il limite inferiore (se ,u, = 112,) 

L2 ) ,  O ZI è unn furizione iiitegrabile insienie al suo del rapport0 - - 
Ll (u)  

yuadrato per cui .LI (u) =/= 0. 
Se yuindi h J O, e percib anche l'integrale (20) è direrso da zero, la. 

differenza tra l'integrale (91) e l'integrale (20) i~ioltiplicato per p., è una forma. 
quadratica delle 72, k clie lia segno costante (non è positim se pl  = NI ; 11011 

è negntiva se p./., = 112,) .  Questa differenza è uguale a 

E, per yuarito diceinino, è quindi: 

11 secondo meinbro di questa disuguaglianza tende a zero per n = oo; 

altrettanto avviene quindi del primo ineinbro, ossia 

Poniarno in (24) v, (s) = # (s, t )  V(s); per le (18) e per il teor. 11 si 
avrà : 

Posto in (94) successivamente v, (s) = V(s) + (s) e v,, (s) = u,, (s) si trom 
(per la (25)) : 

liin M,, (8) + (s) d s = litn (p., + E.) LI (zc,) = p., 

cloncle 
l 

I V(s)+"(S)ns=p;. 
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128 Fub ini  : Equazioni  integrali  e valori ecceziomli. 

Le (%), (26) danno poi 

Distinguiamo ora tre casi : 
1.O)  Le costanti m , ,  A i ,  sono entrambe differenti da. zero. Se fosse 

ml = Ml, vorrebbe dire clle, se u è f~inzione integrabile insienie al suo qua- 
clrato, allora dalla L, (u) = 1 seguirebbe la L, (u) = ml = d l , .  E i precedenti 
ragionamenti pertlerebbero il loro interesae, in quanto clie ha solo un siglii- 
ficato forniale parlare di riiinimi O massiini cli una funzione costarite. Ma. os- ' 
serviamo clle nelle nostre ipotesi dovrebbe essere 

per ogni funzione u di lu 1; e cib pub avvenire soltanto se vale la 

fi2 (8, t )  = 932, (s, t) (*) 
ossia la 

( .K (s,  p) V ( s )  K (s, t )  d s = ml K (p, t). 

La ricerca, difficile per via diretta, di trovare i nuclei K che soddisfano 
alla precedente uguaglianza si conîpie ne1 modo più semplice coi nostri nie- 
todi. Infatti in ta1 caso, la funzione K (s, p )  (dove si consideri p corne un pa- 
raszetro) considerata coiiîe funzione della sola s, soddisfa all'equazione (5)'lis 
ove si ponga p. = m, =I- O (e cp (s) = K(s ,  p)). &/la per la seconda parte del 
teor. 8.' del § 3 pu6 esistere solo un nuniero finito di funzioni linearmente 
indipendenti che soddisfino alla (Q)bis con un0 stesso valore di p. differente 
da zero. Quindi le funzioni di s, che si ottengono dando a in K (s, p) un 
d o r e  arbitrario, si riducono a combinazioni lineari di un numero finito di 
funzioni della S. E quindi K (s, t )  è un nucleo elementare: la cui teoria è 
già stata esaurita al S 1 (**). 

(*) Oppiire (ci6 che per noi è 10 stesso) se, cambiando valori di K ( s ,  t )  in un gruppo 
di punti di misura nulla, è H, (s, t )  = ln, K (s,  t). 

(**) Un nucleo elementare appartiene al tipo discusso, se le costanti pi (cfr. per le no- 
tazioni il § 1) sono tutte uguali fra loro. Il risultato del testo si  pub anche dimostrare ri- 
cordando che (corne abbiamo già visto in nota in questo stesso paragrafo), se il i~ucleo K (s ,  t) 
non è eleinentare, é ml L O, Mi 2 O ;  se K (s,  t )  non è un nucleo elementare, non pu6 essere 

= Ml =Ic O .  
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Fu birzi : Equnz ion i  integrdi e valori eccezionali. 189 

Possiamo dunque supporre senz'altro ml =1= Ml. Iridicando allora ancora 
con pl  una delle due costanti ml, Ml ,  ponendo poi s = + 1 ,  oppure E = - 1 

secondo ehe y., > O l  oppure pl < O, e infine ponendo y = si trarrà 
Pl dl Pl l 

dalle (95) . . . (85) 

lip appartieiie a ! u 1, e fa assuinere a L, (u) proprio La funzione ~d = - 
K I  

il valore miniwzo o massimo pl. Noi, per evitare ambiguità, indicliereino ril 
spettivamente con c p ,  e con <P, quella delle due funzioni y che corrisponde 
a p * m l ,  oppure a p. = M l .  

%O) Uria sola delle costanti ml, M ,  è nulla. A quella di queste costanti, 
che è differente da zero, potremo applicare tutti i ragionamenti precedenti, 
provando cosi l'esistenza o di una funzione T, clie soddisfa alle @9), ove si 
ponga (P = y , ,  1'. ='ml (se ml =I= O) oppure di una funzione cD, clie soddisfa 
alle (29), ove si ponga y = al,  !,. =Ml (se Ml =1= O). Quanto poi a guello dei 
valori di che è nullo, il nostro inetodo ci dimoitra soltanto che la fun- 
zione $ corrispondente è nulla. Che, se poi L, (u) raggiungesse effettivamente 
il valore' zero, p. es. per zc = v (s), allora (posto in (24) zc,, = v) si trova che 

JH, (s, t )  v (a) d s = 0. 

3.') Entrambe le costanti m l ,  Ml sono nulle. In questo caso Hz (s, t) = O. 
Ma allora è ben certo ch6 non esiste alcuna soluzione non identicainente 
nulla di. (5)bi8, qualunque sia il valore (differente da zero) dato alla p. Infatti, 

ioltiplicando @)bis per V(t) K (t, G) e integrando rispetto a t si trova 

Poichè H, == 0, !J. =/=O, se ne deduce irifatti che p, dovrebbe essere identica- 
mente nullo, contro il supposto. 

Ant~ali di Içfatentatica, Serie III, Toriio XI'II. 
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130 Fzcbiuzi: Equaxioni integrali e valori eccezionali. 

Da1 $j 5 si sa, che se Hz (s, t) non è identicawzente nullo, esiste alineno 
una soluzione ) non identic,amente nulla di (5)"'", dove p. lia un valore mi 
oppure MI differente da zero. Questo valore di p. e la funzione p, corrispon- 
dente si diranno: valore eGcezionale (EIGEKWEKT) e funxione eccez.iona7e. Noi 
vogliamo ora vedere corne si possano determinare tutti i valori eccezionali, 
e le funzioni corrispondenti. Escludiamo senz'altro dalla nostra ricerca i 
nuclei ele.îlze?ztari. E, per fissare le idee, supponiamo mi =j= O. Esiste dunyue 
una funzione y, soddisfacen~e alle (29) ove si ponga p. = tn , .  Ripetiamo i 
ragionairienti ûpplicati al nucleo K rie1 § 5 per il nuovo riucleo 

ne dedurremo facilmente l'esistenza di un valore eccezionale ,nz m,, e d i  
una corrispondente funzione eccezionale y2,  polare a y,, per il tiucleo pii- 
mitivo K (s, t). Applicliianlo poi il nostro procedimento al nucleo 

e cosi continuiamo iiidefinita.inente. Altrettanto facciamo, partendo (se Mi =I=  0) 
da. a, e Mi. Trovere~iio cosi tutti i valori eccezionali cercati, e le funzioni 
corrispondenti. Non sarà male studiare questo procedimento nei singoli par- 
ticolari. Per le identità (12), (13) del § 3, e per l'osservazione fatta ne1 § 3 
per le funzioni f (s) - L, ci pi (s) V(s), studiare il !imite inferiore e superiore di 

quando u, u b o n o  integrabili, e F(:)(s, t), u(s)  u (t) = 1, equivale a studiare JS 
il liniite inferiore e superiore di L, (u), quando u appartiene a ( u ) ,  ed i, 

polare con pl V. Questo studio non ha significato ne1 solo caso che sia 
F':) = 0, rna in ta1 caso La (13) del § 3 (ove si ponga n = 1, pi = ml) diinostra 
che E è un uzucleo elewzentare. II liniite inferiore, che noi troveremo, è un 
nuinero m, evidenteinente non miriore di nz, ; il limite superiore è ancora M,, 
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Pubini: Equazioni integrali e valori eccezionnli. 131 

coine si vede faciltnente (*); e noi percid limiterenlo la nostra attenzione al 
limite In, 1 .in, . Se m, = 0, noi non possiamo affermare l'esistenza della fun- 
zione ?,; cosiccliè la successione che volevamo costruire resta limitata alla 
sola funzione p l .  Se m, = Ml =;=O, allora (per quanto diceinrno al 8 5 per 
il caso ln, = 31, =1= O) il nucleo 3":) è un nucleo elenîentare; e (per i risultati 
del 3) è eletnelitare anche K (8, t) .  Rimane da esaminare il caso in cui 
m2., =I= Ml,  rn, -]= 0. 

In questo caso si dimostra col nostro metodo l'esistenza di una fun- 
zione ?, , che soddisfa alle (29), quando a K, p, , <P si sostituiscano ordina- 
tainente l?':), In,, y,,  clîe soddisfa cioè alle 

v @, 
(*) Infatti, se ilTl = I =  O, la  funzione f = = è polare con V<pl, appartiene a 1 u e fa 

dinip, I 
assumere a L, ( f )  proprio il valore massimo Ml. Se .invece ML = O, allora se zc è una fun- 

5 2  (4 zione tale che L, ( u )  TI= 0, e .se u, uP sono integrabili, è wl s - - 4 0. E allora ml < O ,  
Ll (4 - 

[Y y: d s = - 1 ; la  fnmione u = r + v q~,l u (s) y, ( s )  d s 5 polare con li <pl , soddisfa alle 

L, (u )  = Ll (u) + n, [ru fi d .s)', L2 (u )  = L, (u) + rn: u 7, d s  . Sia r ,  , qi, . . . . una succes- II )' .- 

sione tale che lim L, (u,) = O ;  e sia v, , r ,  , . . . la  successione corrispondente delle funzioni u. 
n = w  

Io dico che si pub scegliere la successione delle zc, in guisa che da un certo valore di n in 

poi sia L, (u.) +O. Infatti, se cos1 non fosse, sarebbe ideutkaniente L, ( a )  + w,(lu 7, ris)'= O 

e quindi K (s, t )  + ml y ,  (s) pl, (t) = 0: cioè K (s, t)  sarebbe un lzucleo elementare. Possiamo 
dunque supporre che da un certo punto in poi Ll (v,) cl= 0. II rappori 

(4 ha un limite superiore non minore di perché ml <O,  ml L, (11,) G T ,  (u,). Quindi - LI (un1 
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132 F24 b ini : Eqzcccxioni in tegral i  e vcclori eccexiomli .  

Moltiplicando la prima di queste eyuazioni per V ( t )  cp, ( t )  e integrando 
rispetto alla t ,  se ne deduce iiiiiiiediataiiiente clie y ,  è polare alla cp, e clie 

qiiindi [F':' (s, t ) ]  V y, (s)  d s = [ K  (8, t )  - 1 % 1 11 (8) 11 ( t ) ]  v (8) ?Z (8 )  d 8 = S S 
1 K (4 t )  V v1 (s) d S, e clle percio p, soddisfa proprio alle (959, oi.e soltanto 

si ponga y = cp,, p. F m,, ed è polare a y ,  . 
Cosi possiaino continuare ii1definitanieiite, costruendo la successione po- 

lare nornîale di furizioni ?,, y,, p ,,.. . e di costanti 112, G +)t, G u ~ , ~ , .  .., le quali 
soddisfano alle (%), ore si ponga y = cp .  , > p =; mi. Questa successione sarà 
liniitxtn, ossia. conterrà un +tzcruero f h i t o  n d i  t e r m i n i  ne1 solo caso c7ze 
~) t , ,+~  = O. (Se I J L ,  =- 0, l'ititerü successione non esiste.) 

In niotlo analogo, partendo dalle cD,, Al,, si pu6 costruire una successione 
dTntto arialoga di fui~zioni CD,, CD,: ... e di costarlti Al, S M ,  & Jl,, ... soddi- 
sfacenti slle (El), qurtriclo vi si ponga y = (hi, p.= Ni,  e costituenti un sistema 
polare noririale. E cjuestn successione coiiterrà un nunlero limitato n di ter- 
miiii ilel solo caso clie AI,,,,, = 0. 

(Dalla successioiie delle y j  si passa a quelle delle m i ,  mutando V(s) in 

- V(s)) .  
L e  costnnti  mi (eccetto a l  più la m,,,, se la successione delle mi contiene 

solo 12 costanti) sono negntive. Infatti ci6 è evidente se ? th ,+ ,  = 0, percliè 
mi 6 G - . 6 l n ,  5 JI&,, = O ;  se iiivece le U A ,  sono in numero infinito, si 
iioti che in virtù del teor. 8 . O  del 3 4, la serie 2 lmd l 3  converge; quindi 
lin1 nz, = O ;  e, poiclk le uti non decrescono mai al crescere dell'iiidice i, esse 
i=co 

sono tutte negntire. Cosi pure le c o s t a ~ t t i  A l i  (eccetto a l  più la Jf,,,,, se la 
successioiie delle 171; coiitiene sole II, costanti) sono tutte positive (*). Quindi 
le funzioiii y; corrispoildoiio a valori cccaezionali del paranietro p. distinti da, 
quelli corrispondenti alle funzioiii m i .  E per il teor. 6.' del $j 3 il sistema 
delle y,, Q j  costituiscoiio un sistelna polare normale. Poichè le (rieçative) 
crescono, e le Ni (positive) decrescono al crescere di i, noi potrenlo ordi- 
narle coliiplessivaiiiente in un'u~iica successione pl ,  pp, p3,. . . tale che 

1 1 pl 1 - j 2  1 2 !*3 . '. . Indicliereiiio (vnriando legçermente le attuali nota- 
zioni) le funziotii cp o s corrispoiidenti con cp,, ?,, ?,,. .. 

(*) Ci6 si poteva dedurre anche da quanto dicemmo nella prima delle note a l  § 5.  Se il 
nucleo K non è un iiuclro eleiiirntare, iieaïlche i nliclei successivi 3";' , . . . che ne dedu- 
ciarno col nietodo del testo sono elellientari (5  3). E per la nota citata i corrispondenti li- 
miti superiori sono nulli O positivi, gli inferiori nulli O negativi. 
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Avremo clie le fzinzioni pi forntmzo sistema polnre nonuale, clze esse 
soddisfarbo alle (29), ove si p o n p  p, = id, (J. = : . i .  E, per il modo stesso coi1 
cui esse sono state deterininate, se f è ?&na fuwione d i  ( zt polnre con V y , ,  
Vrp ,,..., Vv iP1 ,  Vyi, è I L , ( z ~ ) l ~ ] ~ q ~ , l .  Se L,(u)--1,  ma L,(u)-[-O, è 
invece 1 L ,  (24) 1 6 mi+, 1 L, (zt) .  

S 7. IL SISTEMA COMPLET0 DELLE FLTSZIONI ECCEZIOh'ALI. 

Pub essere interessante il cliinoslrnre clirettaniente clle con le precedeiiti 
ricerclie abbiaiiio trovato tutti i possibili valori eccezioiiali di (J. e aiiclie, si 
puh dire, tutte le corrispondenti funzioni eccezioiiali. 

Comiiiciairio intanto a far vedere clie un valore eccezioiiale non pub 
essere iiiimaginario; cioè clle se una funzione p non identicaiilente nulla 
soddisfa alla ( 5 ) "~  del § 3 ,  allora p è certameiite reale. Posto infatti 

p. = a + i p (i = < ( s )  = u (s) + i v (s) ,  la (5)'jis si sdoppia ilelle: 

(k (s,  t )  V (8) u (s) d s = a u ( t )  - p v ( t )  i 
Moltiplicando p e s t e  equazioni rispettivamente per V ( t )  v ( t )  e V ( t )  2d ( t ) ,  

e integrando rispetto a t, si trova 

Cosiccliè, se /3 -1- 0, è 

iîloltiplicando le (30) rispettiva~iiente per Ir ( t )  u ( t )  e V ( t )  u ( t ) ,  integrando 
rispetto a t, e somnmndo si trova per (31): 

L, ( V Z L )  + L, ( V u )  = O. 

Ma poiclîè per la 3." proprietà di K, è L, ( V u )  2 O,  LI ( V v )  5 O, se ne 
deduce : 

LI ( V u )  = L, ( V u )  = o. 
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Per il teor. 8.O del 5 9, sa r i  

eccettuato al più un gruppo di punti di iiiisura nulla; dalle (30) si deduce 
clie altrettanto avrerrà per le u, v;  e yuindi, per le (30) stesse u = v = O. Se 
dunyue rp non è identic;tinente nullo, è /3 =O.  c. cl. d. 

Sia ora y. un valore eecezionale (clie sappianlo già reale); e sia, se pos- 
sibile, p differente da tutte le costanti rd cleteriiiinate al # 6. 

Allora per il teor. 6.' del # 3, la funzione eccezionale corrispondeiite p, 
sarehbe polare a tutte le funzioni cpi; per l'oss. II del # Y sarebbe L, (Vy)  - 1 - -  0 ;  

e per l'ultiiiio teor. del # 6 la frssione '" ( V y '  sarebhe piccolü a piaeere. Ma 
Ll ( V ? )  

per la (5)IJis (pesta frmione l: uguale a p. Quiildi sarebbe ,v. = 0 eoiitro l'ipotesi. 
Supponianio ora in fine d ie  il valore eccezionale y. sia uguale a un  certo 

nuinero delle costanti f i ,  p. es., a p.; = : I ; + ,  = - . = pi+,*. Dico clle la fuiizione . 

eccezioiîale corrispondente rp è coiiibinazione lineare delle rpi,  .. . , T~,,, . Iiifatti, 
togliendo dalla cp uiia conveiiiente coiiibinazione lineare delle y;,. . . , yi+. si 
pub ottenere una nuova fui~zione, clle ancora soddisfa alla (5)'lis, ed è polare 
con le yi,.. ., ?,,, . Conie ne1 caso precederite si prova che questa funzione è 
polüre aiîclie con y,, ,,..., rpi-17 yi+,,+,, yi++, . . . e clie quiiicli (se 11. = = 0) 
essa è identicamente nulla. 

§ 8. SVILUPPI 1N SEHIE. 

Sia ora f  (s) uiin fuimione iiitegrabile insienle al suo quaclrato. ~a fun- 
Iû 

zioiîe f (8) - $ ci V (8) cpi (s), dore ci = r. f (8) pi (a) d s (cfr. il § 3), è polare S 
con Vcp,, Vrq ,,..., Vcp,, . E quindi per l'ultimo teor. del 6 è 

dove (cfr. le (10) del # 3) 
I t  

=L l ( f ) 'S ( l I * ,~ :5L , ( f ) .  

(Cfr. la Nota in fine della Meinoria.) 
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Per la (2)" delle (13) del 5 3 è percib 

Poicliè, se le y. sono in numero liinitato, l'ultirna è uguale a zero; e, se 
sono in nuinero illiinitato, lirn p..; = O inentre 1 il; 1 4 L, ( f ) ,  avreino dall'ultiina 

i=a, 
formola : 

Se f ( s )  e d '  f 2  (s)  sono i~tegrabili, nllorn 

( f )  = z Pi ! P i  1 ( i f  (8)  m i  ( 8 )  d s)l. (32) 

Questa uguagliariza corrisponde all'ulti~na delle formole trorate al S 1 
per i nuclei e1e~)çentcct-i. 

Posto in (32) f (8) = u (s)  + v (s) (siipposte a, u9 ,  v, vZ iiitegrabili), e sot- 
traenclo dalla forinola cosi otteliuta. In (38) ore si poiigct successivainente 
f = zc e f = u, si ottiene 

L, (u, v)  = l; y ,  IpiIJzc (8) y i  (8) d s (3 3) 
i 

Sin ora p ( t )  una funzione integrabile insieine al suo yuadrato. Posto 

cercliiüino di sviluppare g (s )  in una serie S di fuilzioni cp,, poriendo 

s (8) = z ci Ti (s). 
2. 

Calcolando i coefficienti ci della S al modo di F O U R I E R ,  si trora 

La serie S ( s )  da studiare si pub porre sotto la forifia equivalente 

= 2 si y i  ( r ) J S v ( t )  yi (t) H, (t ,  3 p  (T) d t d 7 = 
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136 Pub in i :  Equasioni integrali e valori eccezionali. 

Da quest'ultima forrna di S si riconosce per il teor. 1 0 . O  del § 4, che la 
serie S è nssolutntnente e unifornzeme~zte conuergevde. Noi dirnostreremo osa 
che essa è uguale a g (s). Infatti, se q (s) e qys)  sono funzioni integrabili, 
dalle (33), (34) si ottiene : 

S Sg (8) p (s) (1s = L2 (p, p) = I pi 1 pi y (s) yi (8) d sJv, (t) g ( t )  d = 2 

Ossia, per la convergenza uniforme di S (s), si ha clie è iclentican~ente, 
comunque sia scelta la funzione q (s) integrabile insieine a q2 (s), 

(y (8) p (s) d s = S (8) y (s) d S. .f 
E, poichè la g (s) è continua per la (34) ,  e la S (s) è pure continua, percliè 

definita da una serie uliiforinenîente convergente cli funzioni continue, sarà 
S (s) = y (8). Donde si deduce : 

Ogni funzione f (s) che si pu6 scriuere sotto la formcc H, (s, t ) p  (t) d t 

(essendo p (t) e pz (t) integrabili) 13 svilztppccbile i rz  una serie nssolzctame~zte e 
ztwifor)neme)zte convergente 2 ci pi (s) di funzioni eccezionali. Ed è 

5 9. R i s o ~ u z i o ~ ~  D I  UPI'EQUAZIONE INTEGRALE. 
DETERMINAZIONE DIRETTA DEI VALOKl ECCEZIONALI. 

Sia data l'equazione integrale 

f (s) = p (s) - I (s, t )  p (t) V (t) d t (f ed f 2  iiitegrahili) (34) 

dove o, (t) è la funzione incognita. Noi anzitutto la risolveremo con metodo 
analogo a quel10 del10 SCHXLDT per le equnzioni integrali similietriclie. Posto 

(s) = f (s)  t g  (s), si trova : 
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Supposto clle g (s )  esistü e clie g e g2 siano integrabili, i risultati del 
5 8 dimostrano clie si puo porre 

g (s )  = 2 Ci rg, (s)  
dove 

'If ( f  
J f  ( 1 )  pi ( t )  v ( t)  d t .  g ( s ) = h y l p i l  1-1,v.i 

Posto clie lim ( 1  - h p i )  = 1, pi ?i (s) = K ( s ,  t )  V ( t )  rgi ( t )  d t ,  si ded~ice 
i=3 J 

da1 teor. 1 0 . O  del 4 clle la preceqente serie converge assolutrtii~eiite e uiii- 
fonneniente : ci6 clie legittiiiia i calcoli prececlenti. 

La ~zostra funxione y ( 8 )  [ O  (s)]  esiste; e, comiderctta come ftc~zxio~te d i  A, 
1 

è analitica, ed a distana fifilzita ha soltauto dei poli senzplici: i padi  A = . 

Se ponianio f (s) = f12 (r,  s), si brova clle la funzione G (r ,  s), clic sod- 
clisfü ' alla 

( 8 )  Y ;  ( 4  . 
G (r ,  S )  = H, (r,  s) + h 2 ci p: 

' 
1-ApS 

Questü funeioile si pu6 c1~iaimi.e il uztcleo tisolvertte della (34), percliè 

Antaali di  Matematica, Serie [II, Tomo XVII. 18 
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138 P u  b in i  : Equazioni integrnli e valori eccexionali. 

dalla (34) si trae : 

y (8) = (8) + ~ J G  (8, I )  f (r) V  (r) d r (che risolve la (32)). (32)bis 

1 
La G (r, s) ha per poli i soli punti À = ed è regolare in tutti gli 

altri punti a distanza finita, in particolare per A = O .  Nell'intorno del punto 
il = 0 la G è sviluppabile in una serie di potenze, clie si calcola facilinente, 
e si trova essere 

03 

H (l' (r, s)  h" C1 %=O 
(36) 

dove 

H(;)(r, s) = H ,  (r, s ) ;  H(S)(r, 8) = H'S-')(r, t )  H, ( t ,  s) V ( t )  d t  per i>O. S 
Dalla (30) possiamo dedurre facilmente una serie di potenze a coeficieiiti 

1 
costanti, clle ha per poli tutti e soli i punti 'h = Ci6 avviene infatti per 

pi 

=- 5 1 ' 1 ~  (r) H(i) (r, r )  d r. 
i-'1 

Ora di questa ultima serie i coefficienti sono facilmente calcolabili; e, 
poichè essa rappresenta una funzione analitica c d  poli nei soli punti 
1 1  -, , . . .  (posti in ordine non decrescente), procedimenti e metodi ben 

P.: r.; 
classici permettono di determinare successivainente yuesti poli: dopo di che 
si potranno facilmente assegnare i relativi residui della G (r, s), e quindi le 
funzioni pi (corne limiti O coine integrali di espresdoni note). 

1 nostri nietodi si estendono quasi sema ~nodificazione ai problenii di 
~ninimo e massimo per l'integrale 
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F u  b i n i  : Equnxioni integrali e valori eccesiorzali. ' 139 

quando V(p, G )  sia una tale funzione si~nmetrica delle p, 6, che 

dove h è una costante indipendente da u. 
Questa osservazione è utile, p. es., se si volessero esporre conteinpora- 

neamente la teoria delle equazioni polari, e la teoria delle equazioni a nucleo 
simmetrico V(p, a). 

È assai più' importante osservare, che se K ( r ,  s) è un nucleo simmetrico 
definito positivo singolare, per il quale aininettianio soltarito la validità del 
teor. 1.' del 5 9, si pub dimostrare col metodo del § 5 la risolubilità appros- 
simata dell'ec~uazione oinogenea (5), e la corrispondente esistenza di almeno 
un valore eccezionale pi. La prima parte del § 5 dirriostra infatti in ta1 caso 
l'esistenza di una successione di funzioni u,, , tali clle u, e zcl sono integrabili, 
che L, (u,) = 1, e che valga la (24), quando le u, sono scelte in guisa che 
LI (a,) non cresca oltre ogni limite. 

Nota. Il ragionamento delle prime righe del S 8 è inspirato all'analogo 
' ~ ~ ~ ~ ' H O L M G R E N .  ESBO è in difetto, soltant0 se una delle quantità 

è riulla. Supponiamo che questo avvenga per n = W. 

Poichè le A, (mai neçittive) decrescono al crescere di n, sarà 6, = O  per 
n > +PZ. Da1 teor. 3.O del § 2 e dalla A,,, - O si deduce (poichè ci = O per 
i > nz) 

(escluso al più un aggregato di misura nulla). 

Poichè L, (f) = I v ( ~ )  [JK (s, t) f (s) d s]' d t ,  se ne deduce facilmente clie 
- 

anche in yuesto cas0 vale la (38) del 8 8. Cosicchè i risultati del § 8 sono 
assolutainente generali. 
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Saggio di una teoria generale delle equazioni 
dell'equilibrio elastico per un corpo isotropo. 

(D i  O R A Z ~ O  TEDONE, a Genoua., 

MEMORIA III. 

( E l l i s s o i d e  di  r o t a z i o n e . )  

1. R i e ~ ~ i a t n o  delle projirietci fondamentali e wotnzioni. Indiehianio, d o t -  
tando un sistema di notazioni molto usato, col simbolo P, (t) la funzione 
sferica seinplice (polinomio di L~BENDHE) della variabile t d'ordine 9 n  di prima 
specie e col sirnbolo Q, (t) la funzione sferica semplice di f ,  dello stesso or- 
dine wt e di seconda specie. ~on iamo ,  inoltre: 

i i 
- d" Pm ( t )  

Pm,< (t) = (1 - t2) -- 
- d" Q, (t) ,,i . Qm.d(t)=(1-t7P I / r  1 (1) 

P,,o = PM, Qm.0 = Q, . 
Il sisteka delle funzioni Pm,;, Q , , ;  è completamente definito dalle posi- 

zioni (1) e dalle relazioni: 

e tutta la teoria di queste funzioni è racchiusa, quindi, nelle ( l ) ,  (2), (Y). 
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- 

Le (8') niostraiio clle P,, si esprime per mezzo di Po e Pl coine Q,,, si espriine 
.per mezzo di Q ,  e QI e le corrisporidenti espressioni potrebbero scriveisi 
iiiimecliatainente sotto forma di determinanti. Y, ( t )  è un polinoinio di  grndo 
112 in t, mentre 

1  
Q. ( t )  = Pq,, (1) log t+ l  - Z , ( t ) ?  

clove Z,, ( t )  è un polinornio di grado 7n - 1 clella stessa variabile t clie sod- 
disfa, coiiie P,,, e Q,,,, alle relazioni iicorrenti (2') e, solo, clifferisce cla. esse 
per i salori iniziali clie sono : 

Il sisteiiiu delle fuilzioni P,,,, pub essere definito, coni'è noto, anche 
con l'aiuto di equazioni diflerenziali ortlinarie e dei valori clle esse acquistano 
per un dato valore di t coilformemeiite alle (l), (g), (2') .  Pm e Q,, sono, iiifatti, 
cl iie integrali particolari distinti dell'equazioile 

di P,,, 
-- 

d t" e -  ' Qm sono due integrali particolari distinti dell'equaiioiie 
d ti 

.e PM,<, Q ,,,, sono tali per l'equazione 

d" P,, 
CG,  per i r m. Per i > m, e Pm,, sono identicamente nulli, inentre 

d t .  ' 
e Q..,, continuano a soddisfûre alle (4') e (4"). Drll'altro integrale di  

d t  
queste due equazioni, in quest'ultiilio caso, non ne avremo bisogno e percio 
non ce ne occupiarno. Al contrario ci s a r i  utile notare aucorû le formule 
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dell'equilibrio elastico per un corpo isolropo. 143 

seguenti che discendono subito dalle (h'), ('2) e (Y) : 

delle quali la prima vale anche per i = 0. 
8. Relazioni differenziali fra le funzioni PM, e fra le Q,,,. Chiaino re- 

lazioni differenziali fra le funzioni P,,,, ovvero QMBi le relazioni clie passano 
fra yueste funzioni di indici diversi e le loro derivate prime. La scelta di 
questa denominazione mi è consigliata anche dalla maniera con la quale 
esse sono qui ricavate, che è perfettamente generale e pub servire a trovare 
utili formole anéhe in altri casi analoghi. 

Se x, y, z sono le coordinate cartesiane di un punto e .  poniaino: 

le funzioni : 

Cos i , p-@+l, p cos i w 
P'" Pwi (1) sen i m'a ( t )  sen i 

cos i o COS i O 
prn Qm.r (0 sen i P-('+" Q".., ( t i  sen 

sono, per ogni sistema di valori degli indici 911. ed i ,  funzioni armoniclie, cioè, 
espresse in coordinate cartesiane x, y, z pcr mezzo delle (6), soddisfano all'e- 
quazione 

ed espresse in coordinate polari p, t, o soddisfano al'equazione $rasformata 
della (8) 
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144 T e d  O n e  : Saggio di una teoria generale delle- equcczioni 

Viceversa, se una. funzione armonica è il prodotto di una funzione di t 
, cos i O COS i 6) 

per p sen i w 
ovvero per p-("+') quella funzione di t soddisfa alla (4") 

sen i w 

e, se nt ed i sono interi con nz 5 i, essa è pure una con-ibinazioiie lineare a 
coeficienti costanti di ( t )  e Q,,,< (t). 

Ora, la nostra osservazione fondamentale è die, se rp è una funzione ar- 
n-ionica qualunyue, anche : 

9 = cosw r/l - t 2  senw a V, 
a?! I 

sono funzioni armoniche. Applicando quest'osservazione e le altre già fatte. 
prima alle due funzioni arinoriiche 

p'" P,,,; ( t )  cos i w, p-'"+') Pm, (t) cos i w, 

si trova che clevono sussistere le relazioni seguenti: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dell'equilibrio elccstico per un corpo isotrope. 145 

badando di porre 10 zero a1 posto di quelle P in cui il secondo indice risulti 
niaggiore del primo. Applicantlo le stesse osserrazioiii alle due funzioni 

si trova un sistema di relazioiii perfettamente analogo al precedente conte- 
ilente le &,*, invece clelle P,, clie, per brevità, non starelno a scrirere. Se, 
infine, le stesse osservazioni si applicmo alle fiinzioni (7) clie conteilgono a 
frittore sen i w, invece di cos i w, si ricade nelle formole giü trovate. 

Tutte queste forrnole si stabiliscono con nietodo uniforme con l'aiuto delle 
osservazioni indicate, delle (5), (5') e delle altre proprietà delle P, Q giii ri- 
cordate, fincliè il secondo indice delle P  o delle Q, che coinpaiono al secoiido 
iiieinbro. delle (1), (II), (III) è minore orITero eguale del primo. Ne1 ca%o coii- 
trario clie pu6 accadere quando n z  = i, i + 1 ,  le forinole stesse si possono 
verificare direttamente, tenendo conto di quelle gi5 diiiiostrate. Solo è da os- 
servare ancora che, per le Q, , ,  ne1 caso in = O, i = O, wlgono solttinto le se- 
coiide dei due gruppi (1) e (II) e ci6 si verifica subito tener~do conto della 

Altre formole analoghe alle precedenti si possono ottenere derivando le 
(I), (II), (III) ed eliminando poi le derivate seconde con l'aiuto dell'eyuazione 
differenziale (4) .  Da tutte queste forniole se ne possoiio poi ottenere facil- 
mente altre che contengano le P m ,  ovvero le Q,,,,; liberi da segni di deriva- 
zione. Fra tutte queste foriiiole notereiiio soltnnto quelle clie si ottei-igoi-io 
elimiiîando le derivate di fra le due forniole apparteneiiti a ciascuiio dei 
gruppi (1), (II), (III) di cui avrerno subito hisogno e cioè: 

3.  Sul prodotto di due serie di  fuîzzioni sferiche. Essenclo t ed w le 
due varia,bili defiiiite dalle (6), ricordiaino che ogni funzione 5 soddisfa- 
cente a condizioni generalissime che non stareino a ricordare, data su una 
sfera di raggio uno si pub sviluppare in serie di funzioni sferiche sotto la 

A~ztzali di  IlIatematica, Serie III, Soino XI'II. 19 
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forma 
m m. 

5 - 2;,, 2, (A ,,,, cos i w + n ,,,, sen i w) P ,,,, , (t). 
O O 

Ora una yuistiorle interessante clle iii nuinerosi casi pnrticolari è suscet- 
tibile di applicazione e clie, nialçrado ci& non è stata. ancora, ch'io snppia, 
suficienteniente approf&~dita, è ln seguente : Date due serie di funziold sfe- 
riche sviltcppnrne il prodotto in m a  serie ccnalogcl.. Noi ci occ,upcrenlo qui 
soltanto del easo part i~ola~nîenle  importante per ln. nostra quislione in cui 
uiio dei fattori si riduce ad una delle tre funzioni 

nlentre l'altro fattore è la. serie generde (10). Bnstnno al iiostro scopo le (IV). 
Con l'aiuto di esse si trova facilinente : 

03 nt 

5 6 = Y,,, xi (Y9 ,j,, cos i o, + B ,,,, sen i W) P ,),, ( t ) ,  
O O 

m m 
a \il - t2 COS w = xi ($i'+,,ii COS i 6) + i-',,,, + sen i w) P ,,,,, (t), 

O U i (V) 

m m 

2 \/1 - t 2  sen w = 1),, xi (3" ,,,,,cos i w - &",,,, sen i o) P,n,i ( t )  
O O 

1 
i 

dove : 

e, niutanclo nei seconcii ineiiibri le A,,,; nelle B,,,,,, si ottengono le corrispoil- 
denti espressioni di 35 ,,,,,, B',,,, ,, S3",,,i. Solo è da osservnre clie, per i = 0, 
vaniio cancellati i termini coritenenti le A O le B con qualclie indice nega- 
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dell'equilibrio elnstico per  un coryo isotî-opo. 3 47 

1 tivo e, per i = 1, va soppresso il fattore a ~ l i  ultimi due terinini di 
2 

a" ,,,, coine a yuelli d i  3 $,,, i ,  23" ,,,,;. 
I n  seguito avrenio occasione di applicare replicatameiite le (Y), (V'). In 

tutti questi casi a l  posto della serie S vi coiiipariraniio altre serie analoglie 
iii cui le costailti A ,,,,,, B ,,+ soiio sostituite da costanti coine A ,,,, P ,,, ,, R ,,,, , P ,,,,,, 
Ce,,i P,,+, ecc., ovvero A ,,,, P',,,,;, B ,,,, P f  ,,,, i, eçc., prodotti delle costanti A ,,,, i, B ,,,, i ,  

C,,.,, ecc., per i ralori clie la funzione P,,,,, O la sua derivata assuine per uii 
valore costante dell'argoiiieato. Eoi stahiliaiiio di inclicare le espressioiii a 
clestra delle (V') costruite con costailti prodotti di unn letterti italica iiiaju- 
scola accompagnata clagli indici m ed i e .  del d o r e  di P,,,,i corrispondente 
ad u n  valore fis80 dell'ürgoniellto coiiie A ,,,,, P ,,, i ,  B ,,,, , P ,,,, , ecc., rispettiva- 
merite ancora con i simboli: 

e con gli stessi siniboli con sopra un punto se  al posto di P,,,+ vi coiilpare 
P',,,, ;. A questo iiiodo sarà, p. es. : 

112 + i + 1 IIC - i 
%,i = 9 ],& + P1,>&+,,L L + l , L  + -- P f , d , i  LA,,, 1,; - %IL - 1 

ecc. 

1 .  I~z t roc lw ioue  di  c o o r d i m t e  c~cruilirz.ee. 1)iiiotaiiclo uiicora con x, y, 2 
le coorciiriate cartesiane di  un puiito nello sl)azio, poiiiniiio aclesso : 

(love 7~ è ulia costaute nuineriça, 1 t r 1 ed o varia fra O e 3 ~ i .  Il sistenm di 
coordinate curviliaee clle cosi iiitroclilciaiiio è ben iioto: lc siilwrticie w = cost. 
sono i piani pnssnriti per l'asse z e le siipcrficie p - cost., t = cost. soiio, ri- 
spettivainente, le quadriclie : 
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-- 

In seguito \Il - thsarà  assuuta seinpre positiva e, precisato il senso di 
\ / F I ,  definiremo la \/i - pz della cui coiisiderazione avreino, in seguito, bi- 
sogno, con l'equazione 

Distinguiamo ora i due casi : 
a) la, p reali e 1 p 2 1. Le yuadriclle p = cost. sono ellissoidi allungati 

di rotazione intorno all'asse x e le cpadriche t = cost. sono iperboloidi a 
due falde di rotazione intorno al10 stesso asse. l n  cpesto caso supporremo 
clle \ / p a x  sia positiva e possiaino limitarci anche a considerare per h e p 
solo valori positivi. 

b )  7a;p pur'aiiwnte inimaginarii. Le quaclriclle p = cost. sono ellissoidi 
schiacciati di rivoluzioiie intorno all'asse a e le quadricbe t = cost. iperbo- 
loidi ad una falda di rotazione intorno al10 stessn asse. In c~uesto caso as- 

-- 

sumerenio positiva la radice \ /1-  ps ed allora \/PL 1 sar i  definita dalle (13) 
e possiamo liniitarci a considerare per i coefficienti dell'immagiriario di h e 
p d o r i  positivi.' 

Con queste convenzioni le (18) fanno corrispondere sempre ad ogni punto 
del10 s p a z i ~  un solo sisterna di valori per p, t, o e viceversa. 

S. F m x i o n i  armouiclte dell'ellissoide d i  rotazione. L'equazione di LA- 
PLACE, trasforn~ata nelle coordinate curviliriee p, t ,  w, si scrive 

e, se conveniaino di porre: 

avrerno in :  

COS i w 
@m,i sen i w 

le funzioni armoniche 
Per togliere ogni 

che sia 

cos i 0 
'Yrn,i O ,  l , . ,  ; i ~ ~ n  sen .i w (15) 

e1e)lwntari dell'ellissoide di rotazioiie. 
ambiguità aggiungiamo che ne1 caso b) intendiaino 

- 
l'arco essendo coinpreso fra O e " . 

2 
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Sia ora p = r un ellissoide deterinindo e supponiamo clie sia data una 
funzione dei punti della sua superficie sviluppata in serie di funzioni sferiche. 
Allora la funzione 8 armoriica e regolare riell'interno dell'ellissoide p = r e 
clle sulla superficie assume i valori dati, sarà data dalla forinola 

m m  

4 = 2, xi (Am,i  COS i o + B,,+ sen i o) *,+, 
O O 

inentre la funzione 0 arrnonica e regolare all'esterno dello stesso ellissoide 
che sulla superficie assume queçli stessi valori sarà data dalla foriliola 

CO 112 

0 = 2, J;, (A,, cos i o + B,, sen i w )  Ym,i 
O 

le A m , i ,  B,,i essendo perb delle costanti deterininate in modo diverso ne1 
1.' cas0 e ne1 8.O caso. 

La funzione armonica e regolare nell'interno dello spazio conqreso fra 
l'ellissoide p = r  ed un ellissoide confocale, che assume su queste superficie 
valori sviluppabili in serie di funzioni sferiche sa r i  rappresentata dalla somma 
di due serie analoghe alla (16) e (16'). , 

3. Derivate delle ficnxioni anwoniche elenzentari dell'ellissoide d i  rota- 
zione rispetto alle coordinnte cartesiarze. Dalle regole generali di trasforma- 
zione delle variabili ricaviaino subito : 

- -- a - \ /+ l&- t3  sen o 
- 6 h (p" t 2 )  
- -- 

a - dp" i ,!i - t a  COS fa) 
- - a z hl t 2 )  

Di qui, ponendo : 
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e con l'aiuto delle (1), (II), (III), si trova facilnieiite : 

a cos i (m + i) (m - i + 1) cos i w 
( a m > '  sen i o 

- TW-1;<  

16 (p2 - t 2 )  sen i o 
9 

cos (i - 1) w] , 1 + ( ~ J Z  4 i - 1) T & l > i L l  sen (i - 1) (19) 

sen (i - 1) (1, 

- (9Jb - 1, i - 1) ?,,&l, i  1 

iiell'ultiina delle quali forniole va scelto il segno + O il segno - a secorida 
clie si tratla della funzione trigonoiiietrica superiore O della inferiore e dove 

Le (19) valgono per ogni sistemü cli valori 1 1 ~ )  O, i>  O, Inentre per 111. > O, 
i = O  le ultiiiie due vanno nioditicate secondo le altre formole : 

cos i O 
Le derivate delle funzioni ir,,,,; rispetto ad x, y, x con 91, > 0 si sen ,i o 

ottengono dalle (19), (19') poriendo le v ,,,, ( ,  + ,,,,; al posto delle @ ,,, i ,  y,,+. Quando 
poi sia gr8 = O si Iianno le iiuove formole seguenti: 

",- - _ - - 
a z7 - - - - \ I - 1 -  rh - t g )  a h (pz - t 2 )  pl,; (6)  VO,, (,o) COS a, 

- (1 9") 
a y,,, = - \ L I  P 

a - P 1 , 1  ( t )  Q 0 , l  sen o. F, (p' - t') 

1 secondi ineinbri delle (19)' (19'), (19") sono a loro volta funzioni arm,o- 
niche e devoiio percib potersi sviluppare in serie di fuilzioili arinoniclie ele- 
rnentari. Si raggiunge questo scopo tenendo conto della identità 
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die vnle per ogni sistema di valori degli iiidici se si conviene di porre eguali 
a zero le cp con qualclie iridice negativo, e della identitü aiialoga relatira a 
Y,,,; die, per 912) 1, si deduce clalla (VI) con le solite sostituzioiii, meiitre, 
per WL = 0, m = 1 ,  diventa: 

Dalle (VI) discende iiifatti : 

Y'm>; = (m + i) ! +" (k - i) ! 
z k  ( g k  + 1) ( h  + i) 1 ' ~ , i )  pz - t"wt - i + 2) %,%+i (VIT) 

+na,< - (k  - i )  ! - -- 
Pz - t e  - + i, ! i l r  (a K + I) (k + i) ! Y,,' 

(91% - i + 9)  ! ,,'+9 1 

nella prima delle yuali forniole va scelto, per l'indice inferiore, i ovvero i + 1 
per modo clie esso sia pari o dispari insieine ad m e l'accerito sulle som- 
inatorie ricorda che l'indice k percorre tutti e soli quei valori per cui 
it r 9 n  (mod. 2). In particolare si ha:  

Dalle prime due di quest'ultinio gruppo di forniole discende l'altra nota ed 

Per il seguito potranno riuscire utili anche le formole seguenti: 

- - 
sen i w 

- - 1 a COS i w 
[p (p2 - 1) - -+ t (1 - t 2 )  a ?  a t @3''7i sen i w 

- 1 
7 

l (9 N z  + 1) (pz - t') (92% - i + 1) (91% - i + 2) y,,,,i + 
cos i O 

t (111. + 1) (m + i) (iiz + i - 1) ?,n-z,i ] sen i o 
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159 Tedone :  Saggio di una teoria generace delle eqwxzioni 

c o s i o  a -- cos i o sen i o 
= q= i cos i w 

a a COS i O 
z - - x -) @"8,i  - - ( 8s a., s e n i o  

- s e n ( i + l ) u  1 + 
+B(p2 - t2) cos ( i +  1) o 2- [(II& - i + 1) ?m,i+i + ($1' + i )  * ,<+I I  - 

+ .sen (à - 1) o (nt + i )  (m - i + 1) 
- 2( (p  - t 2 )  cos ( i  - 1) o 2 118 1 X 

a 7 COS i o 
%--Y- @m,i 

- ( a,  a, - 
sen i o 

- - (-1 cos ( i +  1) o 1 -- 
2 (pz - t 2 )  sen (i + 1) o 2 nz + 1 [ ( g ~ t  - i + 1) ? m , i + i  + (112 t i )  y m - z , i + i I  + 

cos ( i  - 1) w (nz + i) (9% - i + 1) 
+YL (pz - tï sen ( i  - i )  o 2 tlt + I X 

x [(m - i + 1) (91% - i + 9) (11% - i + 3) T"M,<-,  -+ 
+ (112 + i) ( I I &  + i - 1) jl~z + i - 2) rg,-,,; ,] 

cos i u e quelle perfettameilte analoglie relative alla fünzione Y,, 
sen i w 

. Solo è da 

osservare clie nell'ultimo caso accennato le fortnole vanno modificate per 
i valori particolari m = O ed wz = 1. Queste rnodificazioni è agevole trovare 
e non insistiamo più a lungo su questo formulario prelirninare. Vogliamo 
perb ancora far notare clie cosi, seguendo i suggeriinenti che spontaneamente 
ci offriva il nostro proidema, siarno riuwiti a trorare e a porre nella niiglior 
luce le  principali formole sulle fuilzioili sfericlie. 
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111. RISOLUZIONE DEL PROBLEMA 

NEL C A S 0  I N  C U I  SULLA SUPERFICIE ELLlSSOIDALE SONO DA7'1 GLt  SPOSTAMENTI. 

1 .  Cnso i n  cui è nota anche la dilatanione elementnre. Sia G la super- 
ficie dell'ellisoide p = r clie limita il iiostro corpo elastico ed S 10 spazio 
finito da esso oceupato. Ricordiaino quiiidi clie, nell'ipotesi clie sien nulle le 
forze di iiiassa die, per orn, esplicitamente faceiailio e clie sia nota la dila- 
tazione eleinentare relntiva, In soluzione del probleiiia è data clalle forinole: 

dove, secondo le nostre abituali notazioni, u, 9, lu  sono le coiiipoiienti del10 
spostaiiiento, G la funzione di GHEEN, 4 la dilatazione eleinentare, n ln iior- 
male a G diretta verso l'interno di S, F ,  -4, < i valori delle eoordinate a, y, z 
su G e 1, p. le due eostanti di LAMÉ. Per la costruzioiie effettiva delle (Ti), 
invece d i .  servirci dell'espressione di G, preferiamo seguire l'altra strada clie 
passiaiiio subito ad indicare. 1 primi termini dei secondi membri delle (81) 
sono le furizioni armoriiclie e regolnri in S clie su 6 acquistano i valori dati 
per u, v, I V ;  possiamo, senz'altro, ritenerli noti e sviluppati in serie di filil- 
zioiii armoniclie eleinentari dell'ellissoide di rotazione secoiido le formole : 

m nt 

d s = Z,,. 2, (a  ,),, ,. cos i w + b ,,,, , sen i w) O ,),, , , \ 
O O 

a - 1 

Se poi supponiairio nota anclie la dilatazione O e data dalla foriiiola 

Q) tn 

0 = x,,& xi ( A  ,,+ COS i 6) + B ,,,, sen i o) @ ,,,, , , 
O O 

allora le (21) saranno costruite yuando arreino eostriiiti, per iiiezzo dei clati 
Attnali di Matewzatica, Serie III, Toino XVII. 20 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



154 T e d o n e :  Sagyio d i  zcnn teoria generale delle eqkasioni 

del problema speciale di cui ora ci occupiamo, gli ultimi terniiiii (lei secoiidi 
iiieiiihri di esse. Orn, iiotando clie su G è :  

applicando le (V) ,  s i  trovano siihito i risiiltati ricliiesti. Cosi le (41) si pos- 
sono scrivere : 

dove le P,I>,,,i senz'argoinento staimo ad iridicnre le ( r ) ,  convenzione clle 
voglialiio tener ferma aiiclie per il seguito, e le fi ,,,, ;, 23 ,,,, ,..., 3" ,,,, rappre- 
sentano i simboli introclolli in 1, 3, costruiti con le A ,,, i ,  B ,,, ,. e le I'*,,< (r). 

2. Detewuinaaio~?e clellcc dilatacione e l e m n t n r e .  Risoluto cosi il prol~lerna 
spwiale del 11.' prec., si riso1vei.i coii~ldetn~iiente il problenia proposloci in 
prii~cipio,,determinanclo la dilatazioiie 4 clall'eyuazioiie 

Esegueiido le derivazioiii secoudo le regole date dalle (19), (19'), (SO), 
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~iioltiplicatido, quii~tli, per p? - t' e faceiiclo uso della (VI) per trasforiiiare 
(p' - t2j 0, si trovn per risultxto 

s,,,,; - 3 A + a ?. + 911 (A + II.) 11" ,i + 1 
+ r  - 

E r -  ( A  + p) Pmi pn+l,i I 

Per i = 1, le R,,,,,, S,,,,, rientrano nella legge geiierale espressa dalle (26), 
mentre le  T,,,,, , T',,, ,  se ne  discostano soltanto percllè i termini c h  conten- 
gono a',,,,,, - b",,,,,, e b',,+,,, + a",,, +,,, vanno iiioltiplicati lier S. Per i = 0, 
iiivece, R,,,,, S ,,,, , si deducoiio da B,, ,, , S ,,,,, , oltrc clie facendo i = 0, aiiclie 
sopprimendo i termini clie contengoilo P,,+,,-, ü tlenoiiiiiiatore e inolti- 
plicaiido per 2 gli ultiiiii teriiiirii, ï",, ,, lion lia significato e T,,,,, si  de- 
duce da T,,,i, oltre clle poiieiido i = O, aiiche soppriinendo il termine in 
a'.,,+,,-, - bn,+ 1,-1 . 
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Passando dalla (25) alla (23) abbiamo introdotto un fattore estraneo 
p" t 2 ;  per ritornare alla (25) ed ottenere il primo nienlhro sviluppato in 
serie di arriloniche elernentari, dividiamo la (95') per p" t 2  e p i n d i  sosti- 

tuiamo a --- <Pm.6 la sua espressione data dalla (VIT). Aniiicliè l'equazione 
p" t 2  

che cosi si ricava sia soddisfatta identicanmite, devono essere soddisfatte le 
equazioni seguenti nelle A,.,: 

ed equazioni perfettainente analoghe devono essere soddisfatte dalle B,,,,<. 
Ordiiiando le ('27) rispetto alle A esse possoiio scriversi anche: 

e devono valere, colne le (97), per tutti i valori cli i = 0, 1, 9, ..., cm e di 
m = i ,  i + 1 ,  i+'2 ,..., m. 

Basta occuparci della determinazione delle sole A perchè le B sono date 
da forniole perfettamente analoglie. Si pub, inoltre, osservare clie ad ogni 
valore di i corrisponde un probleina distinto e clie, fissato i, il corrispon- 
dente problenia si scinde, alla sua rolta, in altri quattro probleini distinti : 
la deterininazione delle A,,,,;, ovvero B,,i, con 112 i (mod. 2) .e la deternii- 
nazione delle A,+, ovvero B,+, con nz r i + 1 (mod. 9). 

3. Determinazione della dilntazione e l ementwe .  Cotztinzcnaiotte. Le equa- 
zioni (27), ovvero le (2'77, sono equiralenti alle altre : 
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ecl alle : 

Per passare ora alla effettiva deteriiiiilazioiie clelle costanti A,,,+, poniaino 
mente, dnppriiiia, die  

Rm,, = Sm,i ("LI 

relnzione clie si verifica facilmente con l'niuto delle (IV) e clie vale lier ogni 
sistema di valori di m e cli i. Osserriarno poi clle la (%), in virtù della (%), 
si scrive 

( 1 1 ~ + i + % ) !  A,,+,,d ( m t i ) !  A , .  , --- ( ~ I L  + i) ! Y,,+ 
(ut, - +- 2) ! 2  IL + 5 - (lu - i )  ! 2 ut, + 1 Ï- ( I I& - i + 2) ! 

e da questa si deduce subito 

Questit equnzione ci fornisce i .  valori delle Ai+.7i.,i, (lualunque siü k, per 
mezzo cli A,,, ecl i valori delle di+,,+,,, per iiiezzo di Le (28') ci deter- 
inineraiiiio poi A,,, e di,,,i. Eliniinaiido, p. es., clnlla priiiia delle (9s') le S,,,,; 
e le A,,,,, con k > O  per niezzo delle (29) e @O), qiiell'ecluazione si rifluce 
facilniente all'altra 
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e, poiclit: lin1 Ri+,.,i è firiito e diverso da zero, si trora. 
k=a, 

Ili inotto aiinlogo si deterinitia il,,,;. La soliizione clel pro1)lciiia pi.opo- 
stoci è: coiupeiiclirtto nelle foniiole : 

( ) I L  + i )  ! Am,i 00 
( 1 ) ~  + i t 9 j)!_ T,,, +? j , i  

- q ! 2 1IL + 1 = - Zj ,, ( H L  - i + 2 j + 2) ! Id,,, 2,i,t /'>O\ 

clle rnlgono per ogiii sistema di ~ a l o r i  di u c  ecl i. 
Osserviamo ancora clle ln priiiîa delle (S", e cosc analoglie valgono per 

la seconda, si pub dedurre subito ddlii (30) faceiido tetidere 7i ail cc cd os- 
servando clle il priiiio iriembro cli quest'iiltiiiia teiide a zero in virtù della 
conrergenza. della serie (23) clle dev'essere su1)postn; iiloltrc clie la (30) è 
corisegueiiza soltaiito delle (%) e clle queste ultiiiie si otteiigono niiiiullando 
i coefficienti di cp,,,,, nella (43'). 

4. Irerifiche szclla solzcaio~ze otte)tzctrc. Pcr giustificare co~iipletarnente i 
iiostri calcoli, conrielie diniostrare, iiiilaiizitutto, clle R,,,+, conie P,,,,,, è diversa 
cla. zero per ogni sistema di valori di lit, e cli i e per ogui valow che il loro 
argomento r pub acquistare ; iiioltre conviene 1)iire (liinostrare clie liiii 

m=03 

è effettimineiite fir~ito e diverso cla zero. Per questo, coilie lier il seguito, 
converra teiier presenti i valori nssiiitotici, l m  I ~ L  = CU, di P,,,.i e di m ! .  Atlo- 
peraiido il iioto s i m l ~ o l < ~  - per itidicare cllc iiiia fuiizioiie è assiiitotica di 
im'altra, ricordinino clie, lier t reale e 1 t 6 1 : 

die, in ogtii altro cas0 iti cui 1'argoi:ieiito r tlelln P,,,.; rioii i: rcale e con tew 

(*) Se le (22) sono seniplici soinme in modo che omri, Z) ,,,, ;,. . . , li",,,i, da un certo valore di 
112 in poi, si aiiii~illaiio, anche le Tm,;, T',,i si atiiiullaiio da uti certo puiito iu poi. l u  questo 
caso ln  soliizioiie del prohleiiia si ottieiie più faciliiietite poii~lido egi~ali a zero tulte le A,+, 
B.,,;, che coiiipaiono in quelk delle (es), o oiiiologhe, i ciii secoiidi iiieiiibri sono nulli. Le altre 
costanti sono allora determiiiate da iiii sistema fiiiito di equazioni fra altrettante iiicogiiite. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dell'eputlibrio elccstico per un corpo isotrope. 139 

dove E = r - , r 2  - 1 e ~ l  il s ~ g n o  11 i \Ir' - 1 è scelto in ~iiodo cl I e E < 1. Ki- 

per cui, teiieiiclo coiito della (337, si lia subito: 

Iii coiisegueiiza tlel1;i (3) si tro1.a clie : 

iiieii tre 

E di qui cliscende clle, al rariare di r per rnlori reali da + 1 n +oc, B,,,,i 
pub acquistare soltnnto un nuiiîero pari d i  radici; ma, al variare di r ilel 
~iiodo iiidicato, la parte di R,,,,,. col segiio + e quelln col segiio - variaiio 
tutte e due sempre nello stesso seiiso alla guisn d i  espoi~eiiziali, coiiie si prova 
faciliiierite, percio R,,,, non potrebbe aiinullnrsi che una volta al più iiel cletto 
iiitervallo. Questn coiitradizioiie si toglie soltaiito aiiniîetteiiclo clie IZ,,,,i iioii 
si aunulli niai quaildo r varia c h  +- 1 a + ciu. In iiianiera aiinlogn si pro- 
\-erebbe che R,,,,; iioii si a~mulla  niai qiiaudo r S puraiilente iiimiagiiiario. 

(") Vedi: HEINE, Handbucli der K~igelfunctioiien, 1." Baiid, png. 171 e seg. e pag. 231. 
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Resta ancora da esaminare la questione fondamentale della convergenza 
della serie ottenuta per 8. Supponiamo percib che le serie (28) clie rappre- 

1 d G. 
sentano gli integrali - f a  - d o, A Jc  ci O, - 4 x .  d , n  l J'w - <10 sieno asso- 47~  d n  

u . u u 

lutamente ed uniformemerite convergenti. Tenendo presente la forinola 

siarno allora condotti a supporre clie le serie : 

sieno convergenti per qualunque valore cli i, e che quindi 

per yualunque valore di i. E basterk allora dimostrare clie, in conseguenza 
di (peste ipotesi, le serie : 

. . 

sono convergenti per ogni valore di i. La dirnostrazione del nostro assunto 
si pub, cliiaramente! scomporre in parti distinte, iiidipendenti fra loro, e per 
ciascuna delle yuali la diinostrazione si fa nella stessa maniera. Ci liinitereino 
perci6 a considerare solo il caso in cui sono diverse da zero le a,,; con i 
fisso ed nz variabile da i ad m, meiitre le altre a,,i e le b,,i, a',,i ,..., bu,,* 
sono nulle. Allora, delle costanti A,,i, B,,,, sono diverse da zero soltanto le 
A,,i con i fisso ed eguale al precedente valori di  i ed m variabile da i ad oo, 
e sono determinate dalle formole : 

Il rapport0 del valore assoluto di un termine al precedente nella serie a se- 
Condo meinbro della (397, ha per limite, per wz= oo : 
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percio, almeno per $12 suficienteniente grande, 

E da yuesto risultato discende iiililiediatainciite la coilvergenza della serie 

3. Soluzioni eleme~rtccri. Cliinmiaino soluzioni elementari del nostro pro- 
blema quelle soluzioni clle si ottengoiio suppoiiendo tiitte le costanti n, 3, 
cc', b', a", b" eguali a zero, nieno una clle si assuiilerà, invece, eguale ad uiio 
e clie cliiameremo costaute eccezionccle. Vi sono quindi sei tipi distinti di so- 
luziorii elementari che orn vogliaino pnssare a descrirere rapidninente. 

a)  La costante eccezioriale è n,,i. In cpesto cnso, di tutte le T e T', é 
diversa da zero soltnnto 

Tutte le B sono nulle e, delle A, sono diverse cln zero soltaiito: 

Ay-l,i, A>,-g,;,..., A;,;, orvero, Ap-1,i7 Af-s,~, ,-- ,  Ai+,,< 

a seconda clle 1) i + 1 (niod. 2), ovvero y r i (niod. 2) e sono date clall'e- 
yuazione genericn 

b)  La costante eccezioiinle è b,,i. Jla corrispondente soluzione eleinen- 
tare si ottiene dalla precedente, per ln parte clle r i g~~nrda  fl, scainhiando le 
Am,i coi1 le B,,;. 

c) La costante eccezionale è cc;,;. Tutte le T e T' sono nulle ad ec- 
cezione di: 

tutte le B soiio nulle e, delle A, sono diverse cla zero le A,.,,.,, per cui: 

I n - 1  ? 1 1 . ~ y - I ( n l o d . 2 )  

Atz~inli di  Motematicn, Serie III, Toiiio XVII. 21 
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e le A,,,,.-, per cui 

i - I ~ i ~ z ~ p - - l ,  ~ u ~ p - l ( ~ u o d ,  2) 

e sono cletenninate dalle equûzioni : 

d) La costante eccezioiiale è O'p,i. La cori.ispoiîclentc soluzioiic elellieil- 
tare si cleduce dalla prececlente conie la soliizione e1eiiiciitni.e b)  dalla a) ,  
scambiando le A,,,i con le B,,,i. 

e) La costante eccezionale è ~&"p, i .  111 qiiesto C ~ S O  le A sono tutte nulle 
e le R diverse da zero Immo gli stessi indici clelle A d i~e r se  cln zero ne1 
caso c). Poiiendo nelle (X,,) B ,,,, i + i  a1 posta di A ,,,, i + , ,  - B ,,,, ,, al posto di 
A,,,,,-, , si otteilgoilo subito le fortnole clie clanno i d o r i  delle B cliverse da 
zero in questo caso. 

f )  La costaiite eccezionale è b'>,,i. In quest'ultiiilo caso le B sono tutte 
nulle e le A diverse da zero sono quelle stesse del caso c )  ; soltanto va cam- 
biato il segno alle A,,,,, . 

È: bene rainineritare clie, per i = O, i = 1, anche le soluzioni elementnri 
vailno modificate in confornîità nlle osservazioiii precedenteinente fatte. 

Le soluzioni eleinentari sono polinoiiii nelle coordinate cartesiane x, y, z 
di grado p, ossin di grado eguale al primo indice della costaiite eccezioiiale 

conie risulta subito notanclo clle il grndo di in x, y, x è aplmito m. 

IV. C ~ s o  IN CUI SULLA SUPERFICIE ELLTSSOIDALE 

SONO DATE LE TENS1ONI. 

1. Condixioni i n  superficie e condixioni di fissilit. Supponiamo ancora 
nulle le forze di inassa, tenianio ferme tutte le iiotazioiii avanti introdotte 
e ricordiamo, yuindi, die,  indicando, coiiie di solito, coi1 L,  41, 1V le coin- 
ponenti della teiisione unitaria esterna applicata ai punti della superficie a 

dell'ellissoide p = r e con a,, n,, a, le componenti della rotazione eleiuentare, 
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'le condizioni i n  superficie si scrivono : 

Noi supporremo che i valori dati per L, JI, N abbiano la fornia : 

teriendo conto perd che, dovendo L, 31, N corrispondere ad un probleina di 
equilibrio, devono essere soddisfatte le note condizioni : 

le quali, corne facilrnente si vede, richiedono che sia : 

È pure noto clle quando, cohe ne1 nostro caso, in un problerna d'eyui- 
librio elastico sono date le tensioni in superficie, la deformazione del corpo 
elastico richiesta è deterininata solo a. nieno di uno spostanlento rigido. Ci 
è lecito quindi aggiuiigere alle condizioni precedenti le altre ehe 10 sposta- 
rnento e la rotazione elementare si' annullino ne1 centro dell'ellissoide. 

8. Trasfor~naxio~te delle condizioni in stcperfieie. 1 coseni di direzione 
della normale interna alla superficie del nostro ellissoide sono dati dalle 
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cos 1 2 2  = - - 

i2  
(y2-  1)  d7 + < r 2 - i > 2  

le yuali, tenendo coiito dei valori di 5, .r,, <, possoiio porsi sotto la forinü: 

E d a  yueste, tenendo coiito delle (1/), discentle 

In coiiseguenza di yuesti risultati le (38) si possoiio scrivere: 

nelle cpali deve inteoclersi di aver poslo dappertutto p = r .  
Per risolvere il nostro probleiila noi supporreiilo, coiiie ci è lecito, che 

ln. cercata deforniaziorie dell'ellissoitle abbia la forma precedentemente deter- 
minata e rappreseiitata dalle (SI'), (39).  Cos1 la. nostra cluistione si trasforma 
nell'altra di deteïniiriare le costanti a,,+, b,,,i ,..., b",,i per mezzo delle Lm,;, 
- 
L m , i  ,..., in iiiodo clle sieno soddisfatte le (28'). Poichè perb i n  yueste 
equazioni, oltre a 8, coiml~nioilo a,, a,, GT, s a r i  necessario di calcolnre queste 
clunntità per mezzo delle costanti . . . , bUfl,,i al10 stesso modo coine ilel 
probleina precedente abbiaaio calcolato 8. Suppoiiiamo per ora di aver fatto 
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questo calcolo e di aver posto le fuiizioiii ariiioniclie a,, al, a, sotto la 
forma : 

Notarido allora clle 

CO 111 I+p i ,+ 
= 2% zi ( f i n < +  COS i w + bni , i  sen i (13) P f n r , i  Pw,i ( t )  - p .  r 

ecc., 
dove Pl,,,+ indica la. derivata cli P,l,i rispctto al suo lirgoiiiento e 9 va piesa 
per p = r, baste15 sostituire questi risultati iielle (38'), qui i ld i  npl)licnre ripe- 
tutamente le (V) per avere anche i secontli uieilil~ri di queste equazioui s i -  
luppati in serie di funzioni sfericlie. Serveiicloci seiiipre delle notazioiii iliclicale 
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ecl eguaçliantlo riei secondi ineiiibii delle (39) e (:18") i coeflicienti di 

P,,,,i ( t )  trorisnlo le eptcazioui f o ~ z c l a ~ ~ ~ e ~ z t o l i  della nostrn quistioiie : 
sen i w 

ecc. 
3.  C'nlcolo d i  Q,. Per calcolare a, psrtireino di~lla rclazioiie 

Procedeiiclo coiiic i i i  111, per la detcr~iiiiiuï,iorie di 8, dopo arela iiioltipli- 
cata la (44) per P' - tP ed aver ortliiiato rispetto alle s,,,,i, si trovailo sut~ito le 
ecjuazioni seguenti : 
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dore, per i > 1 : 

- 
Per i = 1, R ,,,, cd S ,,,, rientrano nella ' legge gwerale, iiientre Y:,,, e ï" ,,,., 
se ne cliscostüno peidiè i teimini i n  pnrentesi col secondo indice O vaiiiio 
aiicora iiioltiplirati per 9. Per i = 0, iiifine, vale soltatito la prii~in delle (45) 
iii cui è cla porre, naturalinente, Bw8T2,0 = B,,,, = O ed è seiiipliceiiieiite : 

. 4. Eli~)t,innzioîze d i  a, e a,. Iiivece di calcolare in in,odo aiialogo al 
precedente a2 e a, dalle eyuazioni clle si cleducono dalla (44j con le solite 
perrnutazioili circolari, al10 scopo di ottenere la soluzione del nostro prolileiiia. 
più seiiipliceinente, procederelno ne1 inoclo seguente. Dalle due note ecpazioiii : 

eseguenclo in esse le derirazioni secoriclo le regole date dalle (tg), (l'Y), si ricara: 
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e yueste relazioni, per un i fissato, valgono per l n  = i + 1, i + 8,. . . ; soltanto, 
per i = 1, i terniiiîi col secondo indice egualc a zero vanno iiioltiplicati per 9. 
Dalle (48) ottenianio subito : 

e queste nuove relazioni valgono coine quelle cla cui sono dedotte, per ogni 
i fissato, per s n  = i + 1, i + 2,. . . Perb, con I'aiuto delle altre due equazioni 
clie si ottengoiio dalla prima delle (47) con permutazioni circolari, troviaiiio 
subito clie sussistoiio anche le equazioni die  si deducono dalla seconda e 
terza delle (45') facendo s u  + i, siccliè puh afferinarsi clie le (48') valgono per 
ogni sistenia di valori di 111. ed i per i yuali i due ineinbri di ciascuna di esse 
haiino un  significato. Soltanto si clere aiicora avvertire clie, per i = 1, i primi 
inenibri clella S." e 3." delle (48') mnno iiioltiplicati per 52 e che per i = O sus- 
sistono solo la 1." e la 4." purcliè si sopprinia iiei priini riienibri il fattore 2 
e si ponga naturalliîente, B ,,,, = D ,,,,,,, = 0. 

Con l'aiuto delle (48') riusciamo facilniente ad eliniinare v, e a, e a co- 
struire un sistenia di equazioni nelle yuali compaioiio soltanto 8 e a, per 
niezzo delle costanti con le quali sono costruiti i loro sviluppi. 

3. Costrztsione delle equazioni in 9 e a, . Cnso in czci i > O. Per costruire 
- - 

queste equazioni poniaiiio in T ,,,, $ ,  T',a,i, Y',, al posto delle a,,$,. . ., b" ,,,,; 
le loro espressioiii ricavate dalle (43). Poicliè a ,,,, ,..., b",,, coinpaiono nelle Y,,, ,..., 
- . . T',,,; soltailto per mezzo delle combinazioni b,+,,i ,  - b",H+l,i-l, 

d,,+,,i+l + bfrni+i,i4 , , b',n+l,ci + a"m+i,i-i , b',+l,;+l - ar'+,b+l,i+l ed in yueste combi- 
nnzioili le costanti di a, e a, coinpaiono senîpre accoppiate coine nei priiiii 
inenibri delle (48'), si riesce agevoliuente ad eliiniiiare dalle espressioni di 
T ,,,, $,. . ., le n ,,,,... e le costanti di a, e di n, e ad ottenere dalle (281, (45j 
le richieste equazioni. Queste si clividono iii due sistemi distiiiti: unci con- 
teliente le A ,,,, ;, D ,,,, , ,  e l'sltro le B ,,,, ,, C ,,,, <,, i quali pero clifferiscoiio solo pel 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dell'equilihrio elnstico per un corpo isotrope. 169 

nome delle iricogoite e per i valori dei terinini noti. Basterà dunque occu- 
parsi del primo di essi. Segueiido i calcoli indicati si trova seiiza clificoltà: 

%,i + 3'w.i) A, . ,  + (2  + Km,i, Dw,i,l] 

dore = S,,,i, = lmri~io i significati clie abhiamo loro già attribuiti 
ed iiioltre è : . 
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- 
Questi risultati valgono fincliè i 1 ; per i = 1 i terinini di T*,,.i, 
clle harino a denomina tore P',,,+,,, raiino iiioltiplicati yer 2. 

Dalle equazioni clle cosi si ottengoiio è facile elilniriare m a  volta 4 etl 
una volta a,. Si trovano cosi le equazioni : 

da cui, fiiialineiite, si ottiene : 
- 

@ + i + W !  K,Jt+2,j,4 T**J2+2,j,i - - H#8+2j,i T'é9,,+?,;,i , (521 
(m-i)! !2m+ 1 (f12.-i-w+f)! lJlli+Zj,i R*,,t+2j,i- X,,,+2j,iRa,1,+z~i,i 

ed uiia forniola perfettamente analoga per le D,,,,,,, . 
5'. Cccso in cui i = 0. Il caso in cui i = O è particolarmerite importante 

perchè quando si tratti di una deformaxione di rotazione, 8 e a, sono rappre- 
sentati coinpletamente da termini di questa specie ed anche perché la determi- 
nazione di essi è molto più seniplice clle ne1 caso generale. Essendo, infatti, 
nulle le B ,,,,, e le D ,,,,,,, le A ,,,,,, C ,,,,,,, soddisfitilo fin da1 priricipio ad eyua- 
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zioni tlistinte. Si ha intauto : 

con 

e siinilinente : 
- 

~ , , , , o  = T*,>L,o + 
con 

q~lindi : 
A,"." 

- Si osservi qui che essendo K,,, =O,  conie pure, a causa delle (ml), 
T*,,, = O, Co ,,,, resta indeterminato. 

6. Determinazione delle ccltre incognite. 1 coefficienti de@ sviluppi di G, 

e di a, sono subito deterininati dalle (48') trnnne quelli per cui 9th = i e per 
i yuali le (48)  ci dünno soltanto due equazioni. Per la  loro conipleta deter- 
minazione bisogna procurarsi altre equazioni ; e queste possono essere quelle 
clle si ottengono eguagliarido a zero i coeficienti di ?si cos i w nelle equazioni 
analoglie alla (44), in a, e a,, inoltiplicate per p' - t" Con l'aiuto di cpeste 
equazioni, delle (18') e delle (43) si deterininano tutte le costai~ti del nostro 
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probleilia; in particolare .le ccn,,i,. .., b",,i. Soltanto, per = i = O, le (43) soi10 
identicanlente soddisfatte in virtù delle (48') ed a,,,, cc',,,, a.",,,, coin'era da 
aspettarsi, restano indeterminate. Lo stesso accade di Co,,,, , Co,,,, coine si ri- 
riscont,rerebbe facilinente. 

SuIle soluzioni elementari e sulla questione delle verifiche valgoiio cose 
analoghe a quelle che abbianio detto alla fine di III e non crediamu utile 
fer~ilarci più a lungo su queste quistioni. 

V. E~mssorns  RIGIDO DI KO'ïA%IONE JAIBIEISO I N  U N  MEZZO ELASTIC0 INDEFINITO. 

1. Non vi sono difficoltà speciali ne1 trasportare le soluzioni prece- 
denti al caso di un nlezzo elastico indefinito esterno ad un ellissoide di ro- 
taziorie. Fermaildoci, per fissare le idee; al cas0 in cui sulla superficie del- 
l'ellissoide sieno dati gli spostanienti, possiamo sul~ito asserire clle valgono 
ancora le (H), (22), (23) e (21') con la sola avvertenza di porre le U',,,i al 
posto delle @,,,; e di catnhiare dappertutto le Pn,, i  del17argomento r nelle cor- 
rispondenti del10 stesso ai.goinento. Ne1 passaggio perb dalla (25) alla 
(25') hisogna tener conto che, per ogni valore di i, le $,,; conservano un si- 
ynificato e vanno considerate ailclle per m = i - 1 ed = i - "2 che per 
i = O ed i = 3 le forinole prelinîinari si allontanano da1 tipo geilerale cjuando, 
si applicano a .Y,,,, Y,,,, Y,,,. Si~ssistotlo cos1 delle equazioni perfettainente 
ailaloglie alle (%), ina. a cjueste, pcr ogrii valore di i > O ,  vaniio nggiunte yuattro 
equazioni e, per i =O,  due. Allora, se si tratta, per es., delia determinazione 
delle A,,,i con I I L  i (mod. 9) ,  iibbiarrio una prima equazione clle contiene 
soltanto Ai,i e che yuindi ce In <leterlniria, metitre dalle altre equazioni del 
tipo delle (28) si cleteriniilario succ.essivamente Ai+2,i, A,il , i , . . .  Per questi nuovi 
probleiiii ci 1imi.reino a yuesti accenni percliè la trascrizione di tutto il si- 
stenia di forniole non è giustificato dalle dificoltà clle si devono superare (*). 

(*) Detenninate le soluzioni eleiiimtari pel problema interno e per qiicllo esteriio per cui 

uno degli spostameiiti acquista sulla superficie valori proporzionali a Pm+ ( t )  cos i O 
e gli 

sen i a 
altri due si aimullano, la coiri~iiiüzioiie lineare a coeficieiiti costaiiti di esse ci fornirà una 
soluzione elementare del problema d'equilibrio elastico di un corpo cornpreso fra due ellis- 
soidi di rotazione coiifocali, 
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Ci contenterelno, tanto per dare un esempio, di coiisiderare il cas0 seniplice 
di un ellissoide rigido di rotazione iniinerso in un niezzo elastico iiidefinito e 
di ricercare la cleformozione che subisce il mezzo elastico quando l'ellissoide 
subisce un inoto elicoidale iiifinitesiino intorno all'asse di rotazione. 

9. Questo probleiiia si scinde in  due parti distinte e si ha la priina 
quando l'ellissoide subisce soltanto unü rotazione iiifinitesiina intorno all'üsse 
di rotazione. Si riconosce subito clle 'a questo caso coinpete utia diiataziode 
eleiiientare nulla. E se la rotazione in cliscorso ha la forma : 

dove p indica la graiidezza della rotazione, per risolvere il prohleiiia, basteri 
costruire le funzioni armoniclie all'esterno dell'ellissoide clie sulla superficie 
acquistino i ralori (56). La so1uzio:ie di cluest'altro prohlenia è seinldice e già 
nota. Se indicliiamo con V il potenzinle esterno all'ellissoide di iina massa 
di densità costante 8 distribuita nell'interiio dell'ellissoide s tesso, è 

x2 yP + 2 
clove h è la radice positiva clell'eqiiazioiie - + = 1; e si avrà per la 

'A, A - 1%' 
soluzioiie del nostro problema: 

3. Occupianioci ora clell'altra parte clella. quistioiie, di ricercare cioè 
la deforiiiüzione del mezzo elastico qunndo l'ellissoide sul~isce iina traslazioile 
infinitesirna di grandezza a secondo l'asse di rotnzioiie. In questo caso cleve 
essere sulla superficie dell'ellissoide 

e si riconosce subito clie tutti i coefficieiiti A,,,,i e B,.i, iîello sviluppo di O 
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sono nulli tranne quelli della forrila A,,,,,, e chcl, conie .risulta dalle equa- 
zioni analoglie alle (W), è pure, per' qualutique valore tli lz, 

03 

3. (" + 3) Y,,,,,, = Al," t , \  
3 O 3 p"t2 

nientre A,,, è deterniinato in funzioiie di a dall'equszione 

Gli spostainenti stessi, in fine, si costr~iisçoiio seiixa difliicoltü, 

VI. CASO IK CUI DEBBANO COKSIDEHAHSI ANCHE LE F O I U E  D l  MASSA. 

1. Zn una Meiiioria del Cire. mat. di Palernio (*) abbiaino già dato me- 
totli generali per la. soluzione di problenii di equilil.)rio elnstico quarido in- 
tervengoiio forze di massa. Dal' punto di vista teorico, è iioto clie tutto si 
riduce n trorare uiia soluzione particoInre delle equazioiii indefiiiite dell'equi- 
lihrio elastico in cui sia tenuto coiito aiiclie delle forze di inassa; e si cono- 
scoiio diversi iiiodi per raggiungere yuesto scopo. Mn resta seiiipre la qui- 
stione di scegliere opportunanieiite fra queste diverse soliizioiii particolari e 
di adoperarle iiel riiiglior modo p~rcliè,  iii ciascuii cnso particolare clie si 
abbia a trattare, i calcoli e le forinole riescnno i più seniplici possibili. 

"2 Noi qui vogliaiiio liiiiitarei alla consideraxione del caso in cui le forze 
di'inassa aminettono un potenziale P per cui le equazioni ilidefinite dell'eyui- 
librio elastico nl111iano ln forma 
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Ne1 caso più seinplice in cui F è arnionica ecl in superficie son dûti gli 
spostainentï, risolviaino il probleiiia aggiungendo rispettimineilte ai  secondi 
iilenibii delle (91') le quailtiti note : 

e deterniinando 8 düll'eyuazioiie (95) in cui il secoi-iclo iiieinhro, ilirece d ie  
au av aw 

eguale a zero, si poiiga eguale a -- + -- + --. La qiiistione iiuova resta 
ax  a g  a 5  

sostaiizialiiiente della stessa iiatura di yuella risolutn. iii III. 
Si passa da1 caso in cui son dati in superficie gli spostanienti a quel10 

in cui son date le teilsioni con lo stesso nietodo iiiclicato i i i  IV. 
Lasciando da parte il caso di P qualunque, liiiiiterenio niicora le iiostre 

ulteriori considerazio~li a quel10 in cui 

quaildo si cllieda rlie sulla superficie dell'ellissoide sieno iiulle le tensioiii. 
In yuesta cpistiorie sono coinpresi couie yuistioni particolari quelle della de- 
termiliazioiie della deforniazione di uil ellissoide di rotazione rotaiite unifor- 
iiieiiiente iiitoriio al suo asse e yuella di un ellixsoide le cui particelle si 
nttraggono secondo la. Iegge di NEWTON, se ritenian10 A e B (lue costaiiti iil- 
determinate. In  yuesto caso convierie ûssuiiiere la soluzioiie particolare delle 
(61) sotto la forina: 

a O a (t, U = - ,  y = -  7 W =  a @ 

ax 
Coi1 ( A  + o  p.) A' @ = F. a~ a 5 

(6%) 

Si pub percib porre 

x2 
@=------ [' ( A  - 2 B )  x2 + B (y2 + 2') 

2 ( A + 2 p )  6 
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con la tlila tazio ne elemeiîtare relativa 

Calcolando le tensioni in superficie corrispondenti a questa deforn-iazione con 
l'aiuto delle (387, si trova subito clie esse sono della fornia : 

\Ir2 - t2  L = .LI,, Pl,, ( t )  + L,., P,,, ( t ) ,  

1ir2 - t' 31 = [JI,,,  P,,, ( t )  + JI,,, P,,, ( t ) ]  cos 6), 

{r' - t? iV = [pl,, Pl,,  ( t )  + p,,, P,,, (t)] sen w, 

~V1,t = JI,,, 7 N3,l = m 3 , l  

E, se poniaiiio la soluzione della nostra quistioiie sotto la forma 

essa allora si riduce alla ricerca della deforrnazione u, v, IV ,  caso particolare 
di quella determiiinta in IV, per cui le tensioni in superficie acquistano i 
ralori (67). Si trovü subito clie, qualuilque sieno L,,, , L ,,,, M ,,,, M ,,,, la de- 
formazione è di rotazione con a, = O, 9 funzione di secondo grado ed u, v, 12, 

di terzo grado in CE, y, z. Con l'aiuto di (peste indicazioni possiamo costruire 
anche direttanlente u, v, IV .  Per essere infa tti o, = O si pub porre : 

clove $ è una funzioiie ariiionica e quindi: 

1 
v = y  [ ( a - ;  . ) x 2 + + ( $ a + a  p- A l  ( g 2 + a 2 ) + - ( b - ~ ) ]  2 

con : 
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In cjuesta soluzione compaiono le quattro costanti arbitrarie a, b, a, ((, 
le quali devono essere deteriniriate in iiioclo clie sieno socldisfatte le condizioni 
in superficie. Senza passare per il tramite delle fuiizioni sfericlie, si possono 
determinare queste costnnti cost.ruendo i secondi meirihri delle (38') per la 
deformazione u , ,  v , ,  I V ,  ed eguagliaiidoli a zero. Basta porre eguali a zero 
i coefficienti tlelle varie poteiize di C ,  -0, [ p e i  otteiiere le yuattro equazioiri 
ricl iieste. 

OSSERVAZIOSE FINALE. 

Ferinandoci al prohlenia risoluto i n  III, possiaiiio osservare clie, cain- 

hiando iil tutte le forniole iri contenute, a ,,,, ;, b ,,,, ,..., b",",;, A ,,,,, B,,; in am,i 

r''' ' 
hm,i  ,...> - f - 9  - . P 
r" 

b"m'i cambiando quiiidi p e r rispettirainerite in - ed r rm r+" ' h 
r 
- e facendo tendew h a zero, si ottiene la soluzione del prohlenia analogo 
h 
per la sfera; mentre sriluppando secondo le potenze di 7~ e tenendo conto 
tlelle potenze più basse si ottiene la soluzione~tlello stesso problema per un 
ellissoide pocliissiino differente dalla sfera. 

È chinro poi clle queste considerazioiii sono esteiidihili anche agli altri 
probleiiii risoluti nella presente Menioria. 

Attwali d i  Matematica, Serie [II, l'onio XVIl.  
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Saggio di Geometria differenziale 
dei cornplessi di rette. 

(Di G u s ~ a v o  SANNIA, u Torii20.) 

INTRODUZIONE. 

N e i ~ a  Memoria: Nuova esposiïione della geometrin infittitesiimle delle 
congruenze rettilinee (*) e in due successive Note (**) lio posto corne base dello 
studio delle congruenze di raggi due forme differenziali quadratiche in due 
variabili, clie rappresentano, l'una il quadrato dell'angolo di due raggi infi- 
nitamente vicini della congruenza, l'altra il moniento dei medesimi raggi. In  
ta1 modo ho raggiunto 10 scopo c h  si era proposto il KUMMER (""*): costruire 
una teoria delle coiigruenze rettilinee parallela alla teoria delle superficie 
fondata da GAUSS. 

Due forme differenziali quadratielie Iianno pure adoperato il FIBBI (****) 
ed il FUBINI (**) per rappresentare una coiigrueilza di raggi in uno spazio di 
curvatura costante; m u  nessun tentutivo in guesto senso è stuto fatto finora 
per i covrplessi di  rette. 

In questa Meinoria io ne do un primo saggio, ponendo conle base di 
tutta la teoria le stesse forme quadraticlie clîe ho adoperato per le con- 
gruenze. Esse saranno ternarie, percliè la posizione di un raggio di un com- 
plesso si pub far dipendere dai valori di tre parainetri indipendenti; ma la 

(*) Annali d i  Matenaaticu, tom. XV della serie III (1909), pag. 143. 
(*") Nuoue forwtole utiU per 10 studio delle conyruewe rettililzee e Szcll'inviluppata wzeclia 

di  un; conyruenza rZi rette (Atti della R. Accadeinia delle Scieiize di Torino, vo1.i XLIV e 
XLV, 1909-10). 

(***) Allgell~eine !%?O&? der yeradlinigew Stralzlensystewze (Crelles Journal, vol. 57, 169).  
(****) I sistemi cloppiamente infiniti di m y y i  tzegli spazi cli czwvatirra cdstawte (Annali 

della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, tom. V11, 1895). 
(**) Il puralle2ismo di Cliflord ~zeyli spazî ellittici (ibid., tom. IX, 1900). 

A,tlzali di Matematica, Serie 111, Tom0 XV11. 03 
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prima forma sarà necessariamente riducibile, perché dipende solo dalla di- 
rezione dei raggi del coniplesso. Queste direzioni sono al più oo" quindi po- 
tremo supporre che la prima forma sia già ridotta a contenere non più di 
due parametri essenziali. Tale ipotesi non produce evidentemente diminuzione 
di generalità; anzi il lasciare tre parametri non essenziali nella prima forma 
è (da1 punto di vista geometrico) andar contro alla natura dell'ente geoine- 
trico che quella forma rappresenta. 

Ne1 corso del lavoro mi occorrerà spesso di invocare i risultati contenuti 
nella citata Menioria degli Annali: li supporrb noti senz'altro al lettore e 
farh precedere dalla lettera A le citazioni che 17i si riferiscono. 

Per la vastità dell'argornento dovrb limitarmi ad esporre, in questo primo 
saggio, solo i concetti fondanientali del nietodo, e a non uscire da1 campo 
dei coniplessi generali, tralasciando quelle proprietà che spettano solo a com- 
plessi particolari. Tuttavia io spero che quanto dirb sarà suficiente a pro- 
vare i'eficacia del nuovo nietodo, il quale ha tutti i vantaggi che presentano 
i metodi cosidetti intrinseci. 

. 1 complessi che considero sono generali, algebrici O trascendenti, ma 
reali, quindi tutte le funzioni che introdurrb saranno funzioni reali di varia- 
bili reali. Rispetto a queste funzioni dico una volta per tutte che le supporrb 
finite e corntinue insietne con tutte quelle derivate che mi occorreranno, sia pure 
limitatainente a regioni opportune del loro campo di esistenza. 

Ne1 corso del lavoro il lettore incontrerà alcune proprietà geometriclie 
note, che non 110 creduto conveniente di omettere in una esposizione siste- 
matica. Ma del tutto nuovo è 10 studio delle singolarità dei complessi e nuova 
è la considerazione dei raggi bisingolari, i yuali apportano nuova luce ne110 
studio delle singolarità. 'E  per la prima .volta sono qui studiati in modo si- 
stematico i complessi definiti dalle espressioni esplicite delle coordinate di 
una retta generica in funzione di tre parainetri indipendenti: infatti finora 
sono stati studiati sistematicamente solo i complessi definiti da una equa- 
zione fra le coordinate di retta (con speciale riguardo ai complessi alge- 
briti) (*). 

(*) Limitandomi alle trattazioni sistematiche, citer6 KOENIGS, S u r  les propriétés infinite- 
simales de l'éspace reglé (Thèse, 1882) ; ZINDLER, Littiengeometrie, Bd. I I  ; JESSOP, A treatise 
on the litze complex (Cambridge, 1903). 
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Definizioni. 

1. Sopra ogni retta del10 spazio fissiaino ad arbitrio un punto origine A I  
ed il verso positivo. Una retta sarà allora individuata dalle coordinate x, 9, z 
del punto JI e dai coseni direttori X, Y, Z del suo verso positivo, rispetto 
a tre assi cartesiarii ortogonali; quindi per definire analiticamente un com- 
plesso o sistetna oos di  raggi basta dare 

X, Y, a, X ,  Y, 2 

in funzione di tre pararnetri indipendenti .u, v, W. 
1 raggi del complesso aventi una data direzione ( X , ,  Y,,, 2,) corrispon- 

deranno alle soluzioni' (zt, v, 92)) del sistema 

X (u, 8, PU) = X o  , Y (u, u, I V )  = Y', , Z (u, a, I V )  = Z,, . 
Or yueste equazioni non sono indipendenti, essendo 

x ~ + t 2 + z 2 = x ; + y : + z + 1 ,  

quindi la matrice jacobiana 

avrà la caratteristica O, 1 O 8. Se la caratteristica è 1, allora X, Y, Z sono 
riducibili a funzioni di un  sol parametro essenziale, quindi le direzioili dei 
raggi del cornplesso sono ml, ed il coinplesso è costituito dalle rette clie si 
appoggiano ad una data curya all'infinito ; se la caratteristica è 0, allora X, 
Y , , Z  sono costanti ed il coliiplesso degenera in una stellz. impropria. 

Noi escluderemo questi coinplessi dalle nostre considerazioni (*), cioè sup- 
porremo che la precedente matrice (cbbia la carntteristica due. 

(*) La nostra trattazione esige questa esclusione, iiia non per questo pub esser condan- 
nata a priori, perchè i complessi esclusi hanno poco interesse. Del resto non mancano esempî 
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Ne segue che X ,  Y, Z saranno funzioni di due soli parametri essenziali: 
noi supporremo clie esse siano già ridotte ad essere funzioni di questi pa- 
rametri che indicliererno con u e W. Iilvece a, y, z saranno funzioni, non solo 
di zc e v, ma anche di un terzo parainetro'w. 

Diremo u, v, PU le coordinate (interne) del raggio del complesso che esse 
individuano. 

Essendo u, u paranjetri essenziali per X, Y, 2, anclie la matrice 

avrà la caratteristica due in tutto un campo a due diniensioni delle varia- 
bili u e v, quindi il suo quadrato per orizzoiitali sarà essenzialinente positivo : 

Afinchè il complesso non degeneri in una congruenza, hisognerà sup- 
porre inoltre clie per tutti i valori di zc, v del cainpo considerato non sieno 
conteniporaneamente nulle 

. . 
Se per due valori u = o n , ,  v = v, di un ta1 campo le funzioni X, Y, 2 

assumono i valori Xo, Y, ,  Z,,  vi saranno ne1 coiiiplesso ool ragçi aventi la 
direzione (X , ,  Y,,, Z,), i quali passerailno per i punti di coordinate 

ove rv è arbitraria. Dunque nel couqîlesso esistono cm2 cilindri. 

di metodi analoghi che presentano analoghe eccezioni : dallo studio delle superficie mediante 
la rappresefitazione sferica di Gauss sono escllise le superficie sviluppabili; i l  metodo di 
KUMMER (loc. cit.) per 10 studio delle coiigruenze di raggi, non coiisidera quelle i cui raggi 
hanno soltaiito mi direzioiii. 

(") Col simbolo 2 indicheren10 costantemente una somma di tre teriniiii che si  dedurranno 
da1 primo cambiandovi rispettivaniente z, X in y, Y e in z,  Z, 
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Se poi (X,,, Y,,, ;T,) è uria tlirezione assegnata a priori, v i  saranno ne1 
complesso cilinclri le cui geiieratrici Iianiio qiiesh tlireziolie, se esisto~io (*oppie 
u,, uo di valori di ic, v clie sotltlishnrio le equazioni 

' delle qud i  tlüe sole sono iritlipendenti. 
Per un piinto fissato al finito I'(.x,, y,,, zu) passerarino raggi del coiiî- 

plesso, se s a r i  possibile deteriiiiiiare terne di valori reali per ?/, 27, l u  socltli. 
sfacenti al sisteina di due equazioni 

X(u, q It j ) -Xn - - ( U  v ) - ( I L )  Z, 

x (u, v) 1- (th, v) % ( 1 1 ,  v) 

Se esiste iina soluzione zt,, en ,  IP, del sisteiiia e se per qiiesti ~ a l o r i  non 
sono tutti nulli i iiiiiiori di secondo oitliiîe di uiia certa inatrice fiitizi.onale, 
il sisteina deiinirà due delle rariabili in fuiizione della terza (per es. zc e v 
in funziorie di IU iii un intorno di IU, e tali clie per IU = w, sia zc  = u,, 
v = a,). In questo seriso si pub dire clle se per un punto P al iiiiito passa 
un raggio del coiiiplesso, ne passeraiino i n  generale (*) oo' costituenti un 
cono, il colza del complesso relativo al punto P. 

Se clall'origine O dagli assi cartesialii conduciaino il raggio g' paralle10 
al raggio g ( M ,  v, IV) del coinplesso e lo sechiamo con la sfera clie lia per 
centro O e per.raggio 1, ottenianio il piinto 31' ('Y, Y, Z) i~lcucngiue sfericn 
di g. Variarido g ne1 coinplesso, g' clescrive infiiiite volte uiia stella di centro 0, 
rnrntre 211' descrive infinite volte lit sfera o unn regione di essii. 

2. Un sistema oo2 di raggi scelti fra quelli del coii~plesso, costitnisce 
unn congruewa del coinplesso. Noi consiclerereiiio seiiipre soltnnto quelle 
congrueiize clie sono analiticainente clefiiîite da una ecpazione 

tra le coordinate u, v, IV, ove f sia uiia funzione iiliita e continua con le 
sue derivate prime in un campo opportilrio; supporrenio nriclie die  f six 
tale che In. prcicecleiite cquazioiie permetta di colisiderare una. tlclle vnrinl)ili 
coine funzione (fiuita, contiiiua e derivabile delle nltre due). 

(*) D'orn. iimanzi qilaiido direrno che uiia certrt proprit'tà si verific:~ i i ~  geuerale, vorreiiio 
iiiteiidere che essa si verifica, pzwchi non  sisno soddisfutte certe co~zdiaioni, tmcZuciZdi in  equct- 
z io~zi  tva le coorrZimte u, v ,  W. 
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Se per ese~npio è possibile dare all'equazione della congruenza ( O  di una 
regione di essa) la forma 

= y (u, 4, 
s i  pub asserire che i punti all'infinito clistinti dei raggi delle congruenze sono 
c d o s s i a  clle l'imniagine sferica della congruenza ricopre tutta una regione 
della sfera di centro O e di raggio 1. Tale è per ese~npio una congruenxa nj, 
cioè di equazione .IU = costante. 

Se invece si pub clare all'equaziorie della congruenza la forma 

i punti all'infinito distinti dei raggi della congruenza saranno soltanto oa', 
cioè l'immagine sferica clella coiigruenza si ridiirrà ad uiia linea. Queste con- 
gruenze sfuggono alla trattaxione generale della Meiiîoria il (corne pure a 
quella di K u ~ E I ~ ) .  Noi le cliiaiiieremo con ZINDLER (loc. cit.) congruenxe ci- 
lindriche, perché eridentemente si possono geiierare dando un moto coiltinuo 
ad un cilindro il yuale, durante il nioto, si infletta conservando rigide le sue 
generatrici re ttilinee. Tnli sono le congruenze u o a, cioè di equazione zc = cost. 
O v = cost. 

Le congruenze u, v e t u  sono le congruenze coordinate del coinplesso. 
Due congruenze del conîplesso 

(P (u, V, 1u) = O, + (u, v, Tu)  = O 

si tagliailo secondo una superficie rigata.(o seniplicemente tigata) del com- 
plesso. Se cp e $ sono indipendenti da TU, la rjgata è un cilindro (o sistema 
di cilinclri) ititersezione di due congruenze cilindriclle. Per esempio, sono ci- 
lindri le rignte 7 u  luilgo le quali varia la. sola IV, cioè a ~ e n t i  ller equazioni 
U = cost., v =, cost. 

Non sono cilindri le rigate u O v, cioè lungo le c~uali varia solo z b  O 

solo v. 
Le rigate zc, u, lu  sono le rigccte coordinate del complesso. Per ogrii raggio 

del coinplesso ne passa una di ciascun sistenia. 
Notiaino infine elle, giusta le ipotesi fi~tte, ci s a r s  lecito eseguire un qztal- 

sinsi cambinwento di  vcwiahili del tipo 
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Forme qiiadratiche fondaiuentali. 

3. Consideriaino ne1 coinylesso due raggi infinitainente viciili 

e supponiamo in primo luogo che non sieno conteniporaneamente nulli d ac 
e d v .  

~ ' a n ~ o l o  di g e g' è inisurato dalla distanza d ü' delle loro inliiiagini sfe- 
riche 

( X ,  Y, Z ) ,  ( X + d X ,  P + d  Y, Z t d Z ) ,  

quindi è dato dalla formola 

d s ' " d X X 2 + d  Y 2 + d Z 2 .  

Introducendo le variabili u, v ,  si lia 

d d 2 = E d u 2 + 9 P d u d v + G d v 2 ,  (3) 

ove E, F, G sono funzioni note di zc, v :  

E =  Y v(ax]' y F = Z - - ,  axax 
au a u  G = 2 (y). 

Giusta le ipotesi fatte ne1 1, le funzioni E e G sono essenzialiiiente 
positive e, per la (l), è anche positiva la funzione E G - F" la cui ratlice 
quadrata positiva indicheremo costantemente con A. Ne segue clie la forma 
differenziale quadratica binaria (3) è definita positiva : la cliiainei.eiiîo la primcc 
forma fonda+mntale del complesso. 

.Or consideriaii~o la ~rzinimtu dis ta~zza  d G ti-a y e g'. I suoi coseni diret- 
tori sono dati dalle forniole (*) I 

( a x  ;;) 
d u +  F---G-- d v  

cos (d U, a) = 
a v  > . . . >  

A ~ E ~ U ~ + ~ ~ P ~ Ü ~ V + G ~ ~ V ~  ( 5 )  

ilelle yuali convenianîo di assuinere per valore del radicale il positive. 

(*) Cfr. BIANCHI, L e r i o ~ i  di Geotneti-ia DifferenzGale, vol. 1, 5 137. 
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Ne1 passaggio da g a g' il punto JI (x, y, x )  origine di y diventa il punto 
(x + d x, y + d y, x + d x )  di quincli evidentemente 

p = d s r d G  

é espresso da 

ossia da 

- ~ = D ~ ~ C ~ + ~ D ' ~ U ~ V + D ~ ~ V ~ + ~ J ~ ~ . ~ ~ I V + ~ N ~ V ~ I V ,  (6) 

ove D, D', Dr', Al ,  iV (ed r,) soiio funzioili note di zn, v ,  lu, definite dalle for- 

Clikmereino seconda forma fondrcl~~eutnle del coinplesso la forma diffe- 
renziale quadrntica ternaria (6). 

Le due fornie (3) e (6), per il loro sigiiifieoto geoiiietrico, sono iiiclipen- 
denti, noil solo dalla scelta delle coordiiiate zf, v, IO, inü. aiiclie dalla scelta 
del punto JI origine di y, quincli non si alterano canibiai-ido questo puiito su C. 
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Dalle (7) e (8) seguono le foimole inverse 

4. Or supponiamo d zc = d v = O. Allora l'aiigolo d sr (3) di g e y' sarà 
nullo, a presciiiclere da infinitesimi di ordine superiore, e perb i due raggi 
dovranno essere considerati coine parelleli ; sarà cpindi anclie nullo il 1110- 

rnento p. = d s' d c ma non sarà nulla in generale la loro distanza d G. In 
ta1 caso non valgono i calcoli fittti per ottenere 1a (6); tuttaria questa pub 
ritenersi coirie valida anclie in questo caso, perché, poneiido~~i d u  = d u = 0, 
da p. = O, come dev'essere. 

Teorema fondamentale. 

6. Definito analiticamente un complesso, le forinole (4), (7) e (8) per- 
mettono di calcolare i coefficienti delle due forme fondamentali (3) e (6) del 
complesso. Ora proponiamoci la iquistione inversa: date due forrne dei tipi (3) 
e (6), esistono cornplessi che le animettono rispettivamente come prima e se- 
conda forma fondamentale? quanti sono ? coine si costruiscono ? . 

Anzitutto osservianlo che la (3), per essere prima forma fondamentale 
di un coinplesso, deve rappresentare il qusdrato dell'elemento lineare della 
sfera di raggio 1, riferita ad un doppio sistema di coordinate curvilinee (u, u) : 
per ci6 è necessario e sufficiente che essa sia una forma definita positiva, 
quindi 

A a = E G - F 2 > 0 ,  

ed inoltre che essa abbiü la curratura eguale a + 1 (*), ci6 che è espresso 

(*) BIANCHI, loc. cit., § 78. 

A m d i  di Mateazatica, Serie III, Toino XVII. 
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dall'eguaglianza (*) 

Notiamo anche le altre equivalenti (**) 

ove i sirnùoli di CHRISTOFFEL ( ) si intendono forinati con i coeffi- 1 t 1 *** 
cienti della forma (2). 

È poi noto (****) che, soddisfatte queste condizioni, la ricerca delle tre 
funzioni X, Y, Z di u, u soddisfacenti alle (4) dipende dall'integrazione di una 
eyuazione differenziale del tipo di R~CCATI. 

Supponianio dunque note queste funzioni ed osserviamo che allora, non 
essendo nul10 il determinante 

è possibile determinare, ed in un sol rnodo, tre funzioni a, fi, y di zc, 9, ni7 

(*) BIANCHI, loc. cit., § 43, formola (17). 
(**) Ibid., 5 37, formole (IV). 

(***) Ibid., 43. 
(****) Ibid., $5 43, 79. 
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tali che risulti 

ove A, B, C sono funzioni date di u, v, ni. 
Ponendo 

indi moltiplicando le equazioni che ne risultano per 

e sommando, si .ha per le+ (4) e (7) 

intanto da 

segue derivando 

quindi le precedenti 

Ponendo invece 

ed operando al10 stesso modo, si ottiene 
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Infine, ponendo 

ed operando al10 stesso modo, si trova per le  (4) e (8') 

Ecr+Pp=!2 
E N - F A 1  P N -  G H  

A 
Fu+GP=8 , 

A 
da cui 

Raccoçliendo, otteniamo le formole 

con le analoghe in y, Y e in z, 2. In esse r n  è funzione arbitraria di u, v, IV 

e y, y', y" sono tre funzioni da deterininare. 
Percib formiamo le condizioni di integrabilità del sistenîa (12) e degli 

arialoghi : 

con le analoglie in y e z. 
La prima conduce ai risultnti seguenti (*) : 

ove 

(*) Per la dimostrazione vedi A, 81, 92, 23. 
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La prima delle (12) d i  

e la terza dà 

in virtù delle identità (*) 

a2 x -- 2 2 a x  e u x  
a v 2  - 1  1 lz.+l 2 1%-  x ;  1 
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dunque la seconda delle (13) diventa 

ed in virtù delle ideptità (*) 

si trasforrna facilmente nell9a.ltra 

s alv 1 9  nr O L N  [AE -+,au 2 1  + Ip-y . ]x+  

Questa egmglianza e le altre due analoghe che, si ottengono cambiandovi 

X in Y o in 2, sono lineari ed omogcnee nei coeficienti di - 9  e, X col. 
au . a u  

determinante (10) non nullo, e perb dànno: 
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Analogamente si trova che la terza delle condizioni (13) esige che sia 

Le (14), (15), (20),.  .., (45) sono condizioni necessarie e suficienti per la 
integrabilità delle (18) : supponendole soddisfatte, le (12) dàrino mediante qua- 
drature un'unica terna di funzioni x, y, z di zc, v, IV (a meno di costanti ad- 
ditive). Queste tre funzioni insielne con X, Y, Z definiscorio completamente 
(3 1)  un unico complesso clle ammette le forme (3) e ( G )  corne fondanientali. 

Le dette condizioni possono semplificarsi. 
Presa ad arbitrio una funzione r, d i  u, u, IV ,  le (14) dànno y e y'. Si 

lianno poi per y" due espressioni distinte (80) e (83), le quali perd debboiio 
dare per y" valori eguali, yuindi dev'essere 

Prendendo la semisomma delle due espressioni di y", si lia l'altra più 
seinplice 

Sostituendo i ,valori (14) e (87) di y, y' e y" nelle (28) e (%), si lia 

Raccogliendo: le funzioni incognite y, y', y" Iianno i valori (14) e (27), e 
le relazioni che legano i coeficienti delle due forme fondamentaii sono sei, 
cioè le (15), (81), (W), (96), (88) e (29). Ma si pu6 diinostrare clle le ultime 
due sono supertlue, cioè deducibili dalle jltre quattro. Infatti la prima delle 
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ossia, per le (81), (84) e (%), 

or si vede facilmente clie questa coincide con la (B ) ,  se si tengono presenti 
le (9') e la prima delle (19). 

Allo stesso modo si prova clie la (29) si pub omettere. Tuttavia la (28) 
e la (929) possono essere utili, coine pure la seguente 

che si deduce derivando la (28) rispetto ad u e la (29) rispetto a v, poi sot- 
traendole e tenendo presente la (la). 

Da quanto precede raccogliamo il seguente teorema fondamentale: 
Sieno date due forme quccdratiche differenziuli, una con due variabili u 

e v, Gefinitu ed a cztrvatura + 1 

ed una con tre vuriabili zc, v, w del tipo 

Affinchè esista ztn cowzplesso che le ammetta rispettivanzente come prima 
e seconda forma fondmcentale, è necessario e suflicie~te che tra i loro coefli- 
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cienti pnssino le quattro relnsioni segmegzti : 

ove H h a  i l  vnlore (15) e O,,,,  b, , ,  i vcilori (17) O (17'). 
Il complesso è mica (a prescindere cla snovimet~ti szello spazio). 
Pw costruirlo, basta conoscere i coseni diretfori X, Y,  Z d i  ?ma S ' I ~  rottts 

pner i ca  in ficnzione d i  u ,  v e le coordinate x ,  y, x d i  un pu~zto d i  p e s t a  l'ettn 
in funzione di u, v, w : i primi s i  otte~zgono itzteyrarido wa'equcrzione d i  Krc- 
CATI, le seco~zcle s i  calcolano poi con qundrcchre m e d i a d e  le formole 

e le analoghe in y, Y e in z, 2, doue r ,  è una funxione arbitraria d i  u, v, W .  

Le (cc) e (p) possoii ben cliiamarsi le equazioni intritzseche del coinplesso 
clle individuano. Noi d'ora innanzi supporreino sempre die  un complesso sia 
definito dalle sue equazioni iiitrinseclie ; quindi esprinierenio tutti gli elementi 
geoiiietrici che incontreremo mediante i coeficienti di esse e le loro derivate, 
ed ogni particolare proprietii di un con~plesso la tradurreino in una  O più 
eguaglinnze tra i detti coefficienti e le loro derivate, distinte dalle relazioni 
fondainentali (1) e (II). 

Aanali di Matematica, Serie [II, Toiiio XVII. 
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Direzioni di spazio rigato. 

6. Consideriamo due raggi infinitaniente viciiii del coinplesso 

e supponia~no clle non sia d u  = d u  = 0. 
Il piano TI determinato da g e dalla direzione della minima distanza d G 

tra g e g' si chiama pian.0 centrale di y relativo a y', ed il punto Q ore cl c 

incontra g pztnto centrale di g relativo a gr. Essi sono piano e punto centrale 
di g per ogtii superficierigata passante per g e g', e Q è un punto della l inea 
di stringimento per ognuria di tali rigate. È noto che queste sono tutte rac- 
cordate lungo g (ossia si toccano in tutti i punti di g) : il piano tangente co- 
inune, ne1 punto Q è il piano centrale, ed in ogni altro punto di g è quel10 
determinato dalla nota di legge di HAMILTON (*.) sulla distribuxione dei piani 
tangenti 

ove t è l'ascissa del punto rispetto al puilto ceiitrale Q, Y è l'angolo clie il 
piano tangente corrispondente fa col piano centrale n, e p è il parametro di- 
stributore 

Se p = O, g e g' si incontrano ' ne1 punto centrale &, il piano tangente 
è staxionario lungo g ed è il piano gg', perpendicolare al piano centrale 
(salvo ne1 punto Q ove è indeterminato) ; allora le rigate passanti per g e g' 
si comportano in g come superficie sviluppabili. 

In ogni cas0 il piano tangente ne1 punto all'infinito di g, piano a~intoto 
di g relativo a y', è perpendicolare al piano centrale. Se p = O, esso è il 
piano g g'. 

(*) Questa legge è cornuriemente attribuita a CHASLES; ma i n  realtà fu data per la prima 
volta da HAMILTON, come ha  fatto osservare il prof. SEGRE nella Nota: Motaye e le eonyruenze 
yelzerali di ret te  (Biblioteca Matematica, 1907-8, pag. 381). 
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La corrispondenza tra i punti e i piani di g deteminata dalla legge di 
HAMILTON è una proiettività (di CHASLES). Se p = O, essa è degenere col punto 
singolare g g' Q e col piano singolare g g'. 

7. Il piano centrale di g relativo a g' è individuato da1 fatto che esso 
passa per g e contiene la direzione di d a, i cui coseni direttori (5) sono noti. 
Il parametro distributore p (39) è misurato da1 rapport0 cambiato di segno 
delle due forme fondarnentali del cornylesso 

Finalinente per costruire il punto centrale Q, basta conoscere la sua ascissa 
r rispetto all'origine M(x, y, a) di g, la quale è (A ,  § 13) 

quindi, introducendo le variabili zc, v, w e ricordando le fornlole (9), i3), (7') 
e (8'1, si ha 

Questa formola dà precisaniente la distanza r - ro del punto centrale Q 
da un certo punto di g di ascissa r , ,  del quale dire1110 in seguito il signi- 
ficato geometrico (§ 18). 

8. È facile dare una formola per il calcolo dell'angolo di due piani pas- 
santi per g e che sieno i piani centrali di g relativi rispettivan~ente a due 
raggi infinitainente vicini 

Infatti quest'ançolo è eguale a quel10 format0 dalle direzioni delle ini- 
nime dislanze d G e 8 a di g da g' e g" ; ma d s e S G sono rispettivanrente 
ortogonali ai corrispondenti elementi lineari sferici ds' e as', e tutte e quattro 
sono ortogonali a g, quindi l'angolo di d u  e S G è eguale a quel10 di d s' e 
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congruenza passano in genernle ml direzioni ttppartenenti alla congruerua, 
per ogni raggio di un coriiplesso passalm in geiierale m' direzioiii apparte- 
nenti al complesso. 

Fissata una clirezioiîe di spazio rigato passante per un raggio g di u n  
conlplesso ed appartenente al complesso, ossia fissata uiia retta 9' infinita- 
mente vicinn a g ilel co~nplesso, sono rioti il piano centrale n (e quiiicli l'an- 
go10 0 che esso fa col piano centrale della rigata u passante per g),  il purito 
centrale Q (e quiridi la sua, ascissn r rispetto al punto JI origine di g ) ,  ed 
il paranietro distributore p. Per detmninarli basta applicare le forinole (37), 
(33) e (34). 

Viceversa, noti 0 ,  r e p, son noti il piaiio centrale n, il puiîto centrale Q 
ed in generale tutti gli elementi geometiici indicati ilel S 6, ossia è nota uiia 
rlirezione di spazio rigato passante per g .  

Chiameremo perci6 coordinnte della direzione considerata i tre numeri 
9, r ,  p e la direzione stessa la indicl-iereiiio con (8, r ,  p). 

Tiltto ci6 non vale se d u =  d v  = 0, ossia se g e g' sono parnlleli (SS 3 e O ) .  
In ta1 caso diremo clle g e g' cleteriniiiano uiia direzione singolare cilindricm 
lmssaiite per 0. 

Direino poi direzione singolare conicn (O direzione singolare senz'altro) 
una. direzione ititiividunta da due rnçgi vicini iiicidenti; per essa é 11 = 0, 

Congriieinze del coiiiplesso. 

11. Una congrilenza iioii ciliiidrica (S 2) è iiitliritliiatn da due  foriiie 
clifferciizinli qurtdraticlle binarie, dette prirrm e seco~zdrc forirm for~tlmrue~~tnle 
clelln coiigruenza: la prima rnppresenta il qiiadrnto dell'a~igolo di due i'nggi 
iilfinitainente vicini della corigruerrza, la seconda iappreseiita, il irioinento dei 
medesimi raggi ( A ,  9, 4 e 21). 

Data l'equnzioiie della congruenza (8  2) 

w = w (ZC, v), (38) 

le due fornie si otterraimo (la quelle (cc) e (p) del coiiil)lesso, sostitiie~iclo in 
essa a tu e ü tl u~ le loro espressioiii (35) e 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 S a n %  i a  : Saggio d i  Geo116etria d i  ferensiale 

Ma la forma ( a )  non dipende da w e d w, dunque: tutte le congruenze non  
cilindriche d i  un complesso 7mnno n comune la prima. fo r lm  fotzdnrrzentale, c7he 
è anc7ze quella ( a )  del cow~plesso. 

Ne s q u e  che: u n a  qunlunque congruenza non cilindricn d i  un complesso 
assegnato è individuata dalla sun seconda forma fondamentale. 

. 12. Cosi una congrueriza coordinats w è individuata dalla sua seconda 
fornîa fondamentale 

che si ottiene dalla (F) ponendovi per w quel valore che è costante lungo 
la congruenza considerata e ponendo d w =O.  

1 coeficienti delle due forme (cc) e (39) della cor&-uenza w sono legati 
da un'unica relazione clie è la (II) ( A ,  3 21). 

Le formole (33)  e (34)  direntano 

ed insierne con le (37) dànno le coordiiiate O, r ,  p delle CO' direzioni di spazio 
rigato passanti pel raggio g (zc,  a, zu) della congruenza w ed appartenenti alla 
congruenza. 

r,  è l'ascissa del puîzto medio di g nella congruenza W. (A, 8 14.) 
r pub variare tra due valori estremi ai quali corrispondono due punti 

fissi di g cletti pzclati l imiti ,  cpiiidi il piinto centrale Q delle 00' direzioni pas- 
santi per g ed appartenenti alla congruenza w non pub uscire ilal segtnento 
conipreso fra questi due punti. 

Anche p aninlette un massirno ed un ininiino assoluti p, e p,, la cui 
somina è il parnmetro medio H (16)  ed il cui proclotto è il pnrmtetro assolztto 

della congruenza w in g. 
Su g vi sono due puriti, cletti filochi, nei c p l i  si toccano tutte le rigate 

passanti per g ed appartenenti alla congruenza zu. Essi sono siiiliiietricaii~ente 
1- posti rispetto al puiito nieclio di g e distano da questo punto di \i-K; 

quindi essi sono O reali e distinti, O reali e coincidenti, O coniplessi-coniugati, 
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secondo clie in g è 
K<=>O. 

g si chiania rispettirainente un raggio iperbolico, parabolico, ellittico della con- 
gruenza PU. 

Seiiza iiisistere più oltre, possiaino asserire clle tutte le forinole della 
Meinoria A sono integralmente applicabili ad una congrueaza zu del cornplesso. 

13. Più generalnlente : una congruenza del conîplesso di equazione (38) 
é individuata dalla sua seconda forma foiidaiiieiltale 

e tutte le forniole della Meinoria A sono applicabili ad essa, purchè i n  quelle 
formole s i  sostituiscano D, 2 D', D" con i coeflicienti della (43). 

14. Per applicare le cose precedenti, proponianioci di cercctre le super- 
ficie le cu i  n o r ~ n a l i  sono rnggi  d i  un coi~zpiesso assegnato. Questa ricerca fu 
posta per la prima volta du MALUS e poi ripresa da TRARSON lie1 1861 (*). 

Osserviaino che essa equivale all'altra di cercare le conyrueîzze normali  
d i  un complesso, e che uiia congruenza è normale solo yuando è nul10 il suo 
paramedio inedio H (A, S 19). Basta dunyue eguagliare a zero il nunieratore 
dell'espressione (16) di H, in cui al posto di D, 9 D', D" si sieno sostituiti i 
coefficienti della (43), per ottenere l'equazione differenziale delle conyrztenxo 
normnl i  d i  un c o q d e s s o  : 

Questa è lineare nelle derivate parziali prime della funzioiie incogiiita w 
di u, v, quindi: in  un comnplesso vi sono segtzpre infinite conyruenze nor9nali 
(dipendenti da. una funzione arbitraria). 

Ogni soluzione della (44) conteneiite uiia costante arbitraria definisce una 
famiglia di w1 congruenze normali del coinplesso, tali die  per ogni raggio 
del complesso (O di una sua regione) ne passa una, in generale; quindi pos- 
siamo dire col TRANSON che : ogni  conzplesso puà  s e q m  spart irs i  in cm' con- 
gruenze normali  (ed in inf ini t i  wodi) .  

Nota una congruenza normale (38) del coinplesso, e quindi note le sue 

(*) Journal de l'lhole Polyteeht~ique,  3 8 . O  cahier, pag. 195. 
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due forme fondarnentali ( a )  e @3), per costruire le ool superficie parallele 
ortogonali ai suoi raggi, basta npplicare il procediinento spiegato in A, 97. 

Rieordiarno per fiiîire clie il D.miioua in i u e  receiiti Note (*) lis dimo- 
strato un teorema notevole,. cla lui enunciato fin da1 1870 (**): se s i  conosce 
una p r i m a  famigl ia  d i  superficie c7ze ccnw~zettolzo colne n o r m a l i  le r i t te  d i  Icn 
co~nplesso,  si p o s s o ~ o  determiizare tutte le altre senza integrazione.  

15. Altre' superficie notevoli, cercate da1 KLEIN (***), son quelle le cui 
tangenti alle asintoticlie di un sisteiiia sono rette di uii complesso assegiiato. 

La ricerca di queste superficie equivale a quella delle congruence para-  
boliche del coiiîplesso (A,  s 17) le quali sono caratterizzate dall'aiînullarsi del 
parametro assoluto K. Dutique eguagliai~do a zero il nuineratore dell'espres- 
sione (402) di K, tlopo ayer sostituito a D, 9 D', D" i coeficienti della (4.31, si 
ottiene E'equnciome differeîzziale delle cor~gruenze  pnraboliche d i  uîz coazplesso : 

Le superficie riclliesle sono le superficie focali (a falcle coinciclenti) di 
yueste congruenze, e per6 si costruiscoiio coine è spiegato in A, !?$ (****). 

SuperAcie rigate del coiiiplesso. 

1G. Una superficie rignta del coniplesso è deterininata dalle sue eyua- 
zioiîi finite 

(p (a, 21, PU) = O, + (u, V, w) = O  

oppure dalle sue eyuazioiii ilifferenziali 

du. d v  d w  -- - -- - 
U v Ili 

(*) Cowzptes Rendus, 15 e 88 novembre 1MQ. 
(**) Bulletin des Sc i emes  Matlzénzntiqzces, 1870, pag. 348. 

(***) Matlzemntische AwnaEen, tom. V .  
(****) Altre coiigrueiize iiotevoli di un coiiiplesso (ricercate da1 COSSERAT) sono le isotrope 

del RIBAUCOUR ; per ora lion ce ne  occupereiiio, perclk si pu6 diniostrare (çfr. ZINDLEK, loç. 
cit., pag. 195) clie noil esistono in un  coiiiplesso generico 
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(ove U, V, W sono funzioni note di 14, v ,  w) e dalla coiiosceiiza di uno dei 
raggi per cui passa. 

Essa deterinina in ciascuno dei suoi raggi u i ~ a  direzione di spazio rignto 
appartenente al coii~plesso, le cui coordinate O ,  r, 21 si ottetîgono dalle (33), 
(34) e (37) sostituenclovi a d u ,  d e ,  d tu  le yuaiitità proporzionnli U, Ir, W. 
In particolare la (33) permette di costruire il punto centrale Q di ciascuii 
raggio ed il cui luogo é la linea di stringiiiiento della rigatn. 

La rigata è sviluppabile se risulta p - 0, yuindi Z'eq~tnzio~ze dif fereniiale 
delle slbperficie sv i l z~ppab i l i  del c o ~ ~ z ~ l e s s o  è 

Essa é soddisfatta. dalle rigate w ,  ossia dagli CO' cilinclri del coiirplesso. 
P o n e i ~ d o ~ i  w = w ( zc ,  u),  ossia eguagliando a zero la fol.iiiü (53), si lia iii par- 
ticolare l'eyuazione differeiiziale dei due sisteiiii ml di sriluppnl~ili contenuti 
iiella congrueiiza (38). 

Gli spigoli di regresso delle sriluppabili si cliiniiiano c u w e  c7el c o ~ q ~ l e s s o ,  
percliè generate coiiie inriluppi di raggi del coinplesso. 

Consideriaino uria d i  tali curve C e la. tangente Q iii un suo puiito Q. 
Il cono del coiiiplesso che lia per vertice Q (5 1) coiileirü g coiiie geiiera- 
trice: i l  piano tangente a l  cono h n g o  g è i l  p i a n o  osculatore di C nel p m t o  Q. 
Infatti Q si pub considerare conic intersezioiie della tangente g alla curra 
con la tangente successiva; il piano di yueste due rette S il piano osculatore 
di C ne1 punto Q e d'a1ti.a parte, coine pirtiio di due generatrici successive 
del cono di rertice Q, è piano tangente al cono luiigo y. 

Aiicora siille direzioiii. 

17. Direiiio r a g g i  bisingolari  del coinplesso yuei raggi nei yuali risulta 
A l =  N =  O. F i n o  a dichiarazio$ze contraria  (S 95) l i  escluderemo dalle nostre 
comideraxioni .  

Sia y (u, v ,  tu) un raggio del coinplesso. Le direzioni di spazio rigato ap- 
partenenti a l  coinplesso e passanti per g sono oo2, percliè le coordiiiate 6, 
r, p di una direzione (8 10) dipeiidono dai rapporti di due delle yuantità 
d u ,  d v ,  d zo alla 'terza; yuiiidi fra (peste coordiiiate dovrà passare una re- 
lazione. 

Amzali di Mutemuticu, Serie III, Toiiio XVII. 26 
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Fer cercarla, poniamo per seinplicità 

e riprendiamo le formole (33) e (34) : 

- p = D u ~ + 2 D ' u , v , + D " v ~ + 2 ( A I u , + N v , ) w 1 ,  

ma il secoiido inembro si pu6 scrivere 

[ ( D f M - D N ) u , + ( D " A l - D I N ) v , ]  (Ezc?+BPu, v,+GvS) 
ossia 

(D'Al -  D N )  u, + (1)" M - D' N) v, , 

percliè dalle (a) e (47) si ha 

Eu:+BPu,v,+-Gv:=l; 
dunyue 

= ( D ' A I -  D N ) u , + ( D " M -  D ' ~ V ) V ,  
ossia 

ed infine, per le (377, 

[ ( E N -  Ffii)cosO - A  i'ifsenOlp- 

, - [ ( ~ ~ - F ~ ) s e n û + ~ ~ c o s b ] ( r - ~ ~ ) =  

1 
(4.8') 

= ( D ' M - D N ) c o s R + ~ [ ( E D " - F D ~ M + ( P D - ~ D ' ) N ]  sene. 
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La (48) O (49') è l n  relnxioîze che l e p  le  coordiiznte 0 ,  r ,  21 d i  unn dire- 
zione gencricn d i  spnzio  r iynto  passante  per i l  rngg io  g (a, v, w) ecl crppnrte- 
neitte a l  coaz~lesso.  

Pccnno eccexione le clirezioni s ingolar i  ci l indriche.  Per esse infatti è 
d u = d v = O (8 IO), quincli ln. (48)  svaiiisce. Se si vuole, si pub dire che 
per esse la ($8') è sostituita clall'altra p = CQ (S 9). 

18. La (4s') permette di calcolare uniL delle tre coordinate 8, r, 21 quaildo 
son date le d t r e  due, alineno in generale; duique : i j z  gelzernle z c m  d i r e x i o m  
d i  spazio  r ignto  ( n o n  singolare c i l indricn)  passan te  per z i n  rnggio  del com- 
plesso ed appartenerzte a l  complesso è i~zdiz.iciuntcc dai vn lor i  d i  &ce pzcnlm~zqzce 
delle sue  coordi)zate, asseyiznbili a d  nrbitrio.  

Vi sono pero delle direzioni eccezioimli. 
a). Pissnto  4 a d  arbitrio,  si pub nssegnnre  anche a d  r lob vnlore nrbi- 

t rnr io  (ed al lora p è i nd iu idun lo ) ,  a m e n o  che sicc 

( P J I - E N ) ~ U + ( P N - G N ) ~ V - O  (an) 
cioè 

(EN-FM) cos4 - dJIse118 = O .  ($9') 

Ne1 caso escluso, ossia se a O si dà il valore O ,  defiriito dalle forinole 

r non piib assuinere clle lin unico valore r ,  definito da 

coine risiilta dalla (48'1, meiitre clle p riinnile completr~niente arhitrario. 
L'aiigolo 8, inclividua un piano n ,  e l'ascissa r ,  un piiiito (S, di g (*). 

(") Si osservi che le formole @O),  (51) e le scgueiiti (53) e (5 l )  haiino sempre lin signi- 
ficato. Infatti, essendo E G - F 2 >  O, la forina quadratica i n  Df ed N 

è essenzialmente positiva, e quiiidi si a~liiulla solo nci raggi ne; quali è B I =  AT= O, da iioi 
espressamente esclusi, 
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Essi sono rispettivamente piano centrale e punto centrale coinuni ad ao' di- 
rezioni di spazio rigato passtmti per y, ossia alle direzioni ( O , ,  r,, pj con p 
arbitrario. 

b). Fissato 8 ad arbitrio, si pu6 nssegtzare arzc7~e cl. p un vnlore nrbi- 
trnrio (ed allorn r è individzcntcc), n meno c7ze sin 

cioè 

Ne1 caso escluso, ossin se a O si da il valore fi', definito dalle forrnole 

P M - E N  
COS O f l  = 

\ E'(G111" 2 B ' J L i V +  
(53)  

sen O' - A nr 
'-,/E ( G  i l 1 2 - % % ' n ~ ~ +  E N ' )  

p non pu6 assuinere che Y~iiiico valore 

come risulta dalla (48',, iilentre clle r riniaile co~-iil)letanlente arliitraria. 
L'angolo O', definisce un piano Il', di g :  ntl e pl sono 1)iaiio centrale e 

pararnetro distributore coiiiiini a m1 direzioni di spazio rignto passanti per g ,  
ossia alle direzioni (I', , r ,  21,)  con r arbitraria. 

c). Dati nd arbitrio p et€ r ,  8 & individzcnto (cc muno di ISO"), p.urchè 
non sin 

Risolvendo il sistenin (ris), si trova die  

ore p ,  ed r ,  Iinnno i ralori (54) e (al); attribuerido a p e ad r cpesti valori, 
la (48') risulta ideiiticailiente soddisfatta, cioè qualunque six 0. 

Dunyue il punto Q, di g e 11, sono punto centrale e parametro distri- 
butore coinuni ad oo' direzioni di spazio rigato passanti per g, ossia alle 
clirezioni (8, r , ,  p l ) ,  ove 9 è arhitrario. 
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19. La discussione precedente ci 11n coiidotti a clistingiiere, fra le wa 
direzioiii di spazio rigrato passanti per lin rnggio del coniplesso ed apparte- 
nenti al coiiiplesso, tre sisteini di CQ' direzioiii speciali 

ed a coiisiderare un certo punto Q, e certi due pinui n,  e n', di 9. 

Dalle (GO) e (53) segue clle 

ossia die  i piani ïI, e n', sono perpenclicolari frcc loro. 
Ne segue clie i piani n, e 111,, inentre son piaiii crntruli rispettivamente 

clclle direzioni dei primi due sisteini (56), sono anche piani asiiitoti di qiiesti 
sistemi invertiti. Segue pure clie i priini due sisteini non possono avere 
alcuria direzione a coinune, ineritre clie il priiiio e il terzo sisteiiia linilno a 
comme la direzioiie (O,, r ,  , pl), il secondo ecl il terzo la direzione (b', , r ,  , 11,). 

fiel priino sisteim vi è seiiipre uiin direzioile singolare (S IO), cioè la 
( O , ,  O). Invece nessuna direzione degli altri due sisteini è singolare in un 
ixggio generico del complesso; ina sono tutte singolari nei rüggi nei quali 
risulta pl = 0. . 

1 raggi nei quali è p,  = O  li clirerno rnggi sitzgolnri del coinplesso. 
Da1 S 15, a) segue che oçni piano II passarite per g si pub associare con 

oglii punto Q di g:  essi sono piano centrale e punto centrale di ujcn soin 
tlireziune di spazio rigato passante per g ed üppartenente al coiiiplesso. Fa 
eccezione il solo piano n, il quale non pu6 associnrsi clle col puiito 0 , :  11, 

e QI deterniinano, non una, illa oûl direzioni, cioi? le (O,, Y,, 11). 
Circa il piano Il', si pu6 osservare clie esso è i l  piajco tarlgente Ztrjrgo 9 

cd con0 del coa~plesso che lm per vertice Q I .  Ii~fatti n', è piano asiiitoto di 
ogni clirezioue del sisteiiia (O,, r , ,  y) ed in particolare clelln direzione siiigo- 
lare (O,, r , ,  O), quindi esso è piano osculatore iii QI al10 spigolo di regresso 
di uiia cjualuncjue svilu~pabile del coinplesso passante per g ed avente in g 
la. direzione (O,, r , ,  O); da cib si deduce l'cnunciato, se si tieii presente l'os- 
servazione fatta in fine del S 1G. 

90. La relazione (45') si pub porre sotto la forma più seiiiplice 

data per la prima volta da1 KOENIGS (loc. cit.), ove x è uii arigolo clie varia 
con la direzione clle si consiclera ed 12 è una costante. 
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Escliitlendo le direzioiii (O,, r , ,  p) ,  ossia supponentlo die l a  (4!J non si 
verifichi, s i  pu;) dare alla (48) la fornia voluta, poilendo 

tgr.  = 
A ( X d u +  Ndv) 

( E i V - F J f ) d u + ( F i V - G J 1 ) d v '  

e disponendo del pulito .JI origine di g (e quiiicli di r , )  in riiotlo clie 12. ri- 
siilti costante, ossin iticlipendente cla d u :  dv. Ci6 si ottieiie poiientlo 

A - ( ' - 1 )  E N - E A i  

A N r ,  - (D"J1-D',V) FlV- G A I  
ossia 

11 valorc trovnto (60) per r ,  è la clistanza clel punto iiietlio clel raggio 
nella coiigriienza I V  clle vi passa (la1 piirito 31 origine del rnggio (g 12); ma  
esso coiiicicle, a parte il segno, col secondo nienilxo della (r>l), clie è la di- 
stanza del purito Q,  clal detto puiito medio, cluiique l'origine Jf d a  tioi poc'aiizi 
fissata non è nltro d i e  il punto Q, . Per ripristitiare l'nrl~itrarictà dell'origine 211 
di g, basta csiiihiare nella (57) r in r - Y,. 

D'altra parte la (%), in virtil delle (377, pub scriversi 

ossia, per le (>O), 
tg r = cot (9 - 8,). 

Raccogliendo, otteniamo d i e :  le coordimte 4 ,  r ,  21 d i  a c m  direzio~ze d i  
st)azio rignto passante per un raggio del complesso ed appartene~zte al col~z- 
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plesso sono legate dalla relaziotze 

p - p ,  = ( r  - r , )  cot (O - O,). (62) 

Per la cli~nostraziooc, ablinnio escluse le direzioiii ( O , ,  r,, 11);  tuttaria 
la (62) pu;) riteliersi d i d a  anclie per esse. Infatti per r = r, e O = 4, il se- 
condo niembro lion lla. alcun d o r e  de terniinato, cpiiicli la (Gg), illecitainente 
npplicatn, non cl5 per 11 alcuii valore cletenliinnto: e cih dere apputito nc- 
cadere, secoiido il S 18, a). 

Le costanti O,, r , ,  p,  clie coiiipnioiio nella (62) soiio le coordiiinte cli iiiia 
tra queste m i  direzioiii. 

, 91. Gli elenieilti geonietrici n ,  , Tl', , 9,, pl da noi incon trati si collegano 
con un importante eleiiiento ii~trodotto da1 I ~ O E N G S  (loc. cit.). 

Una direzione di spazio rignto c~ualuiicluc passante per una retta g cle- 
termina, in virtù della. pl), uns  proiettivitü (di CHASLES) tra i punti e i piani 
d i  g ;  e viceversa. 

Le mVirezioni  di spazio rignto pnssaiiti per un raggio g di un  con^- 

plesso ed appnrtenenti al complesso deternîiiiano cluindi su  g altrettante pro- 
iettività di CHASLES. Si ditnostra che queste costituiscono una rete, e perh sono 
rcrllzoniclbe O involutorie con una proiettività fissa su g, alla cpale il KOENIC:~  
lia dato il nome cli proiettivitic norl~mle della retta g del coiiiplesso. Questa 
deterniina a sua rolta una clirezione di spnzio rigato passante per g: orbeiie 
si pub diinostrare clie yuesta clirezione, con le nostre iiotazioni è la (O',, 

Y1 7 - PI) (*). 
Essa ha per piano centrale n',, quindi per piano asi,ntoto n,, lia pei. 

punto centrale Q, e per parametro distributore -pl ossia n (61'). Noi percio 
cliiainereino nl piano asintoto norl~zale, n', piano centrcrle worlnale, QI p lz to  
centrale normale, - p l  = n parametro (distribzitore) noramle di  y. 

Osserviaino che la direzione (fl', , r i ,  - pl) individuata dnlla proiettivitù 
normale appartiene a l  conzplesso soltanto se g è rclggio si~zgolccre del co~nplesso, 
ed allora essa è singolare. Infatti essa lia per piano centrale n',, quiildi per 
appartenere al complesso dev'essere compresa tra quelle del sisteina. ( O f , ,  
r, pl) (S 18, b); cib pub accadere solo se è -pi = p ,  = O, ossia se o/ è rapgio 
singolare (5 19); ed allora essa è singolare ($ 10). 

(*) Per ci6 basta pnragonare la (62) con la foriiiola aiinloga clel Kossios (Loc. cit., pag. 59) 
e teuer conto del sigiiificato geoiiietrico delle costaiiti che coinpaioiio iii questa. 
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98. Per dare un'inimagine sensibile del modo di coinportarsi delle di- 
rezioni di spazio riçato appartenenti al coinplesso e passanti per un raggio g, 
farerno una rappresentazione geometrica. 

Sia (9, r, p) ulla yualunque di esse: 8 è l'angolo clie il suo piano cen- 
trale n fa con quel10 della rigata zc passante per g, r è I'ascissa del suo punto 
centrale Q rispetto all'origiiie N di g ,  ossia del piede della minima distünza 
d G fra g ed il raggio infinitaniente ~ ~ i c i n o  g' corrispondente alla direzione 
considerata (SS 6 e 10). 

A partire da Q portiamo nella direzione di d a ed in un rerso stabilito (*) 
il segniento Q P =p. Il luogo del punto P per tutte le mVirezioui passatiti 
per y sarà una superficie S. Vice~ersa ogni punto P di S determina una di- 
rezione di spazio rigato passante per g ed appartenente a.l coiiiplesso: yuella 
che lia per piano centrale il piano P g  n, pei. punto centrale il pietle Q 
clella perpendicolare coiidotta da P a g, per parainetro c1istributoi.e ln lun- 
gliezza p ciel segment0 Q P. (Fanno eccezione gli eventuali punti di ititerse- 
zione di S con g): 

Percih chiamereino S la superficie delle direzioni di g. 
Se adoperianio coordinate cilindriclie, assumendo come asse y, cotiie 

p ~ ~ n t o  origine su g  il punto centrale norinale Q, e coine piano origine iiel 
fascio di asse g il piano asintoto norincile n , ,  saraniio 

le coordiiiate cilindriclie di P e la (G2) darà l'equaziolie 

della superficie S in coordiiiate cilindriclie. 
Secando S con un piano passante per g,  di eyuazione cp = costante, si 

lia una retta s la cui equazione in  coordinate cartesiane p, p e la ((54); dunque 
S é una superficie rig&ta. 

Trasforiiiando le coordiimte ciliiiclriclie in cartesiane x ,  y, x, col 'porre 

si ~ e d e  subito clie S è ujza meth della sltperficie rigatcb del qzrarto orditze. 

(*) Per esempio ne1 verso fissato dalle forinole (5 )  del ÿ 3. 
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83. Se p, I= O, ossia se g non è raggio singolare per il coiiîplesso, s 
incontra g in u n  punto clie varia con rp, percorrendo tutta la retta g. Secando 
poi S col piano perpenclicolare a g in Q , ,  di ecjunzioiie p = O, si  lia un cir- 
colo clie Ila per centro Q, e per raggio p l .  Duiique: due direttrici piune della 
r i g d a  S soizo il raggio y ed il circolo che lm per usse g ,  per ce~ztro QI e per 
rccggio pl . 

Per cp = 8 - 8,  = O risulta p = r - r ,  = O e p riii-iaiie arl~itrario (S 18 a), 
quindi le speciali direzioili ( O , ,  r , ,  p) haiino per i~iiiiiaçiiie su S i puiiti della 
rettü perpendicolare a y in  QI e ilel pi$rio n , .  Cosi pure le direzioiii ( O 1 , ,  
r ,  p,) lianno per  iiiiiliagine su  S tutti i punti di una retta parallela a g ilel 
piano n', alla distniiza p , ;  e le direzioni (9, r , ,  pl) liniîno per iiiiiiîagiiie tutti 
i punti Ùel suddetto circolo. 

Tutti i punti  di g fanno parte di S c sono i soli pci cjunli è p =O,  quiocli 
(S IO) le direziowi singolctri hanno per iinutcrgi~ze tutti i puîiti di g. 

Osservcxaio>ae. Dalle considerazioni precedeilti vaiiiio escluse le direzioiii 
sing01;tri cililidriche (cfr. la fine del S 17). Tuttavia siccome per esse è 2) = CG, 

si pub dire clie Itanno p r  iivçmngine i p u d i  nll'infinito d i  S. 
Q~iest i  sono anche i punti all'iiîfinito del cono di equazioiie 

Questo cono,. di rertice QI, è coiio direttore per la rigata S. 

Raggi siiigolari. 

24. A questo cono si riduee la superficie S in un raggio singolare. 
Alla coiisiderazioiie dei raggi siiigolari di un coiuplesso si pu6 giungere 

per allre vie, fra le ciuali ve n'è uiia clie è la più coilsona ai  trietodi della 
geoinetria. differenziale. Sia g un raggio clualuiique del coiiiplesso ed A un 
suo punto, e si considerino due rigate cjualuiique del coinplesso passanti 
per g :  le due rigate si tocclieranno in A (ed in ogni altro punto di y) se 
hanno a coinune in g la direzioiie di spazio rigato; ma in cas0 contrni.io 
avranno in A d u e  piani tangenti distinti, in generale. Rla è lecito tloiuan- 
darsi: esiste ne1 coiiiplesso c~ualclie raggio g siil quale esista un puiito A, 
tale clie in esso si toccliino kctte le rigate del con~plesso passanti per y ?  

Anliali d i  ïîfutewdica, Serie III, Toino XYII. 47 
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Incominciamo dall'osseimre clie se un ta1 raggio esiste, dovraiino in 
particolare tocearsi in A tutte le sviliippabili del coniplesso passaiiti per g 
(escluse quelle per le quali A è punto singolare, e perb non liailno iii A un 
piano tangente deterininato). Ma il piano tangente di una sviluppnbile pas- 
sante per g è stazionario lungo g ed é perpenclicolare al piano centrale della 
direzione singolare di spazio rigato cleterniinato dalla sriluppaliile; rlunyue 
intanto: tutte le direzioni .singolari di spazio rigato pnssanti per y ed ap- 
partenenti al coniplesso clehbono a17ere 10 stesso piano centrale. 

Ora per una direzione sitigolare ( p  = O) la (68) direntn 

- p ,  = ( r  - r , )  cot (9 - 9,) 

e prova che, se îzon è pl == 0, 9 (e quiridi il piano centrale) varia con r ;  
duiiyue ilecessariüniente clev'essere p, = O  ossia g clev'essere un raggio sin- 
golare del coiuplesso. Allora la prececlente equazioiie clà 

e prova che il piano centrale fisso dev'essere il piano n', e yuiodi clie il 
piano tangente fisso clev'essere il piano TI,. 

Viceversa, considerianio un raggio singolnre g col piano asintoto nor- 
male n, e col punto centrale normale QI, e consideriarno una direzione yua- 
lunyue di spazio rignto (9, r , p )  appartenente al complesso e passante per y, 
col piano centrale n e col punto centrale Q. Il piano n ,  sarà piano tangente 
di tutte le superficie rigate passanti per g secondo la clirexione fissata (O, r ,  p), 
in un certo punto A,'deterininabile con la legge di HAMILTON (S 6) 

iu 15 l'angolo dei due piani centrali n e rr, ossia irr = 9 -O,, cpindi 

ma, essendo pl = 0, la (62) dà 

p = (r  - r,) cot (4 - O,), 

Q A = r ,  - r = Q Q , ;  

e perb A Q, . Ma QI è un puiito fisso di y clle non clipende dalla direzione 
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fissata (9, r, p ) ;  dunque qualunque rignta clel coinplesso passante per y tocca 
il piano n, ne1 yunto Q I .  

Coiicluderido : proprietic caratterist ica d i  un  rnggio  sitzgolnre d i  zwz com- 
plesso è che tzctte le sz~perficie rignte del complesso p a s s a d i  per  esso si toccano 
i n  u n o  stesso punko del ragg io :  qzcesto p u d o  è i l  pzozto centrale n o r ~ n n l e  Q I  

ed i l  p i a n o  t a n ~ e l ~ t e  coubune è i l  p i a n o  nsintoto n o r ~ n n l e  11,. 

Il punto QI ed il piano n ,  di un raggio singolare si cliiaiiîano rispetti- 
vainente pun to  singolare e pitsno singolnre del raggio. 

Ne segue (5 18) clie : i l  pun to  singolare QI è zct2o d e i  d u e  fuoc7~i del raggio  
singolare per  tzctte le congruenxe del c o ~ ~ q ~ l e s s o  pnssau t i  per  esso;  quiîzdi  le 
sîcperficie focnli d i  queste coitgrueizze si toccccno in Q ,  ed h n n ~ l o  i v i  per p i a n o  
tangente  coînzcne i l  p i n n o  ri, . 

Raggi bisiiigolari. 

25. Or consideriamo i 1-aggi hisiiigolnri del coiuplesso, analiticainent~ 
caratterizzati dalle eguaglianze 

e da noi esclusi sin da1 8 17. 
P e r  me ragg io  bisingolare passareo soltcc~to cm1 t l iresioni d i  s p z i o  rigclto 

appartenent i  a l  co~icplesso. 
Infatti in un raggio bisingolare i secontli ineinbi~i delle fornîole (33), (34) 

e (37) che dànno le coordinate 0, r ,  p di una direzione dipendono soltanto 
da1 rapport0 .d u : d v clic è arbitrario. 

In altre parole: le dette formole coincidono con quelle (kO), (41) e (37), 
clie dàniio le coordinate d i  una clirezione apparteiiente alla congruelma lu 
die  passa per g (anzi ad ogni conyrueiiza lion cilindricn. del coiiiplesso clie 
passa per g, cl16 ognuna di yueste pub essere presa come congruenza w). 
Dunque: tutte le congruenze nolc cil indriche del c o ~ ~ ~ p l e s s o  che passarzo per  un 
rngg io  bisingolare g s i  cow.portavzo i î ~  g al10 stesso moclo, ilel senso clie esse 
hanno a comune in g tutte le direzioiii di spazio rigato. 

Sicconle. il dintorno di un raggio bisingolare g coincide col diiltorrio di 
un raggio di congruenza, vale per esso tutto ci6 che abbiaiiio esposto iii A, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



214 S a  n n i a  : Sccggio di Georttetrin clifferenaiale 

$5 5, 6, 7, 13, 14, 15, 16. In particolare: tzctte le congruense pnssanti per g 
lzanno iw g gli stessi fuochi Q , ,  Q ,  e gli stessi pinni focali 11, e ri, (reali O 

inimaginarî, distinti o coincidenti). 
La proprieti geometrica caratteristica. pei raggi singolari, dimostrata ne1 

24, si verifica (anzi doppiamente) in un raggio hisingolare. 11iftt;ti una ri- 
gata qualunque passante per un tal raggio appartiene seinprc a qualclie coii- 
gruenza del coniplesso, e p r o  è toccata da1 rriggio nei due f~ioclii Q, e Q ,  
di questa coiigruenza, coi piani tangenti n, c r I , .  

Dunque: proprieth cnrntteristiccc cli ztn raggio bisingolare è che tutfe le 
rigate del cou~plesso pccssanti per esso si tocccctzo iu  clzre ptzti  fissi clel rnggio. 

Questi due puriti Q, e Q2 li direiiio pztlzti singolari clel raggio ed i piani 
tangenti relativi ri, e 11, piani sirzgolccri del rapgio. 

Le superficie focali (a  dlie falde) cli tdte le colzgruelzze clel coq)lesso pas- 
sccnti per ztn rccggio bisingolare si tocccç~zo nci due punti singolari ed hawno 
ivi per piani tangenti i due pinui singolari del raggio.. 

Corne fuoclii cli un raggio di coilgruenza, i rnggi singolari (e i pimti fo- 
cali) di un raggio bisingolccre possono essere renli e distinti O renli e coinci- 
denti O co~~~l~lessi-co~ziugnti (*). 

Eel primo caso cliiamerenio iyerbolico il raggio hisingolare, ilel secondo 
pccrnbolico, ilel terzo ellittico. 

Il  cnrattere ccnnlitico che distikzgzte i tre cc~si è rispettivainente 

tale .essenclo il carattere aiialitico clie distiiigiie i tre casi qiiniitlo si considera 
il raggio nella congruetun 1 ~ 1  clle \-i passa (cfr. la filie del 19)). 

Iafiiie osserviaiiio clie K, in un raggio qiialuiiqiie del complesso, rap- 
preseiita il 1)arametro assoluto della congruerizn I U  clle passa per esso (8 12), 
quiridi è invariante per ogtii ti-nsfoi~iiinzioiic delIe sole variabili zc, v ;  ma notz 
è invariante per le trasforiiiaziooi più geiierali a iloi lecite (cfr. la filie 
del  9). 

Perb i risultati precedciiti ci periiiettoiio di asserire clie il scgno di K 
(e  qtcindi l'n~znzcllccrsi di K )  i r b  2 ~ 1 1 .  rciggio bisirzgolccre è inunria~zte per td te  
le trasfor~~cuzioizi delle vnrinbili Z r ,  v, lu  indicate m l  S 2. 

(*) Si noti che iiivece il pr&o sit~golare erZ i l  piano singolare di  ut2 rugyio si~lyolare sono 

sempre reali, 
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26. Un raggio è siilgolare solo quanclo in esço è p, = O  osain, per la 
(54), qurtiiclo le siie coordinate u, v, IV ailriidliilio la f~iiizioue 

nia non aniiullano siniultnneaii~eiite A I  et1 AT. Se in\ ece JI = IV = O, il raggio 
è bisingolare; nia allora aticlie G è nulla. Sni  percii) cliiaiiiereiiio rrrggi siil- 
golcwi del coniplesso tutti i rnggi le cui coordiiiate u ,  v, sotltlisfriiiiio l'e- 
c~uazione 

D " J f 2 - 2 D ' X N + D i V 2 = 0 ,  ( (58) 

cioè sia i raggi singolari propriamenle detti clip i hisiligolari. Quniido vor- 
rein0 distinguere i lîrinii (lai srcoiidi, cliiainereiiio i priini rnggi sitigolari or- 
dinarî. 

Circa la furizioiie G osservianio clle essa E finita' e coiilinua con le siie 
derivate, tali essendo le funzioiii D, D', D", A I ,  IV che 1ii coinpoiigoiio (giusta 
la esplicitü clichinrazione fatta nell'I~~trot7usio)ze). 

527. Esistorio i raggi sirigolarit 
Kella teoria dei con~plessi olgebrici, iiella quale non si fit distinzione fra 

rnggi reüli ed immagiriarî, si Iianiio i risultati seguenti (*): 
O tutti i raggi del coiiiplesso sono singolari O nessiiii raggio del coiii- 

plesso è singolare; esclusi qucsti casi limite, in ogni coinplesso esistoiio 
senipre CQ? raggi siilgolari e foriilano uiîa congruenza, la congrueuncc delle 
singolarita del coniplesso. 111 conseguenza, i puriti singolari dei raggi siiigo- 
litri formaiio u11a superficie (O liiiea) clie è uiia delle cliie falde focali tlclln 
coiigrueiîza delle singolarità e si cliinnia. superficie delle siiîgolnritii clel coiii- 
plesso; l'ültrn. falds si cliiaiiia superficie nccessoricr. 

, Si noti clie, definito niialiticanieiite uii colnplesso, si pub coiistatare con 
procetliineliti algebrici quale (lei tre casi ora eiiuinerati si rerifica. 

1 poclii autori clie si occupano dei coinplessi trascencleiiti eniiiiciai-io gli 
stessi risultati (**). Ora a me pare che ci6 non sia leeito. 

(*) Cfr. p. es. ZINDLER, loc. cit. 
(**) Cfr. p. es. KOENIGS (loc. cit.); PICARD, Traité c l 'Awlyse ,  vol. 1, cap. XI, n . O  16. 
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Se la funzioiie c si ricluce ad una costante c, allora secorido cllie c è 
nulla o pur no si pub asserire clie O tutti i raggi del coiiiplesso sono siii- 
golari O che riessuli ragçio è singolare; ma s e  G è utta effettivo fiutsione di 
u, v, IU (colne accnde i r z  yenerale) nzdla si pztO cisserire. 

Ilifntti non si è per nulla autorizzati ad affermare clie esistono terne cli 
rnlori di u, v l u  clie annullano la fliiizioiie G, 12 si 115 c21cut1 iilezzo per de- 
cidere se ve ne sia oppur 110 almeno ama. E se pur ve ne sono, possono 
essere m', e dar lhogo ad unn congruenza, nia possoiio anche essere solo 
m' o in nurliero finito; possono variare con coiitinuità oppur 110, e possoiio 
essere in tutto O in parte isolate. 

Del resto quei risultati cessaiio di essere ralidi per gli stessi coinplessi 
algelsrici, se si considerano i soli raggi reali (coine qui noi facciaiilo). 

È: dunque vano il tentare una classificnzione dei coniplessi trascei~deiiti, 
poneuclo a hase di esso l'esistenza o non dei raggi singolari e la loro di- 
stribuzione ilel coiiiplesso. Si possono soltanto enunierare e studiare alcuiii 
clei più notevoli fra i casi possihili, liiiiitataineiite a regioni coiiveilienteiiîeiite 
piccole del coiiiplesso, ed è cib clle noi fareino. Ma uno studio coinpleto 
delle singolarità potrà fürsi solo caso per caso su ogni singolo complesso O 

classe tli coiiiplessi. Quel clle ora cliremo in generale potrà servire coine 
utile guida. 

28. Pu0 üccadere clie G si riduca ad uiia costante non nulla o che, 
pur essenclo una funzioiie di zc, v, I O ,  non possa annullarsi; allora i l  COMG 

plesso non h a  rnggi sirîgolari. 
Pub darsi iiivece clie G sia ideiiticaiiîeiite nulla, quindi clie tutti i rngyi 

del co~rq)lesso sierzo singolari. Uri ta1 coiiiplcsso si cliiama speciccle. Diiiiostre- 
reiiio piil iniianzi con colisideiaz~oni irlliiitive (") clle zcn coiiq)lesso speciale 
è costituito dalle tcmgetzti d i  una  superficie O dalle rette che si al~poggitcleo ccd 
wza linen, sz.tl,er$cie O lirzea chc i! il luogo clei putzti sirzyo1ur.i dei raggi del 

colrtplesso. 
Xotiaino perb clie i rnggi di un co~q)lesso ~ o j z  1)ossorzo esseye tutti bisirz- 

golari, ossin. clle le furtsiojai Al,  ili norz ~ O S S O ~ Z O  essere en,trnmbe iderzticnrueute 
Izulle. Iilfiltti per 31= K= O le (III) del S 5 e le ailaloglie in IJ  e x tlàniio 

(*) Ci6 fareino per b r e v i t i  Uiia diinostrazione rigorosn si trova per la prima volta in  
KLEIN ([oc. cit.) pei coinplessi algehrici ed in KOENIGS (loc. cit.) pei cornplessi trascendeiiti. 
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ina r, è fiirizioiie arbitraria di u, v, w, quindi è lecito nssuiiiere r ,  = O; allora 
risulta 

identicainente. Or cib è iliipossibile, se si vuole clle il coiiil~lesso iioii clegeiiei,i 
in uiia coiigrueilza (5 1). 

49. Ora, escludeiitlo i due preceileiîti casi limite, iioii rcsta che n h i e  
una terza ipotesi, cioè clie esista aliiiei~o uiia terila. di valori rcali ~ c ' ,  c', 20' 

di z t ,  v, zu clle annulli la. fuiîziuiie a, ossia clle esistn lzel  C O ~ I ~ ~ ~ E S S O  cilmeizo 
un rciggio singolccre g' (u', a', w' ) .  

Su g' si possono fare varie ipotesi. 
g' sia u n  raggio singolare ordinnrio ossin le sue coordinate non aiinul- 

lino sirnultaneamente JI ed N. Allora esse noil aiiiiulleranno i n  geiierale le 
tre derivate parziali priiiie di G, quiiicli l'eyuazioile (GS) dcfinirii uiia delle 
variabili zc, v, .w corne funzione delle altre due (per es. w conie fiinzioiie d i  
u,  v iii uri intorno dei valori u', a' e tale clle per t h  = u', 'L' = a' risulti zu - I V ' ) .  

Dunque: se ne1 complesso esiste t u 2  rclggio singolare orcliizario g', vi esi- 
steric in  generale (*) una congruenxa costituita di raygi ttctti sirzgolari, p s -  

sante Fer g'. 
La clliamereiiio ztnn coizgrztenxa di singolaritii del coiiiplesso. 
Se poi in g' si annullano le tre clerivate prime di o, nulln possiaiiio as- 

serire. 
30. g' sia bisingolare. Le sue coordinnte soddisfaraimo al sistenia 

ma, in generale, ilon annullernnno tutti i ininori di secoiido ordiue della 
matrice fuilzioilale 

quiiidi il sistema (69) Liefinir& due delle rariabili u, t,, IV coiiie fuiizioiii della. 
terza (per es. u, v coine funzioni di eu in un certo iiiterrallo conteiiente w', 
e tali clie per w = w' risulti u = u', t i  = v'). 

(*) Cfr. la nota ultiina del 3 1. 
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Dunque: in generale per u n  rnggio bisingolare del conzplesso passa u m  
superficie ,rigata del co~qAesso costituitn da raggi tutti bisingolari. 

31. Or vediamo se esistono anche raggi siiigolari ordiiiarî ne1 dintoriio 
di un raggio bisingolare g'. In esso si annullano le tre clerivate parziali priiiie 
di G (conie è facile verificare), quincli non valgono le coiisiderazioni srolte 
ne1 S '29 e lie occorroiio delle iiuo\-e. PerciO distinguiniiio tre casi. 

a). g' sicc ellittico ($ 5 j .  Allora in g' è R > O ;  ina R & funzione coii- 
tinua, e perh s a r i  IL> O, e quindi D D" - D" > O  ("), in tutto un intorrio 
di y'; ne segue clic in questo iiitorno la fuilzione G, clie è un trinoniio del 
secoiido graclo in 111 ed iV, conserva un segoo costante (quel10 necessarin- 
inente coinune di D e Dr'); yuindi non pub aniiullarsi clie solo yuariclo si 
anilullano siiliultaneainente ill ed N 

Dunque : ncl dintorno d i  ~n raggio Oisingolare ellittico non esistono raggi 
singolari ordinari. 

b). g' sia iperbolico. Sarà K < O  ossia D D" - D ' y 0  in g', e quiildi 
anche in tutto un iritoriio di g ' ;  ne segue clie in questo intoriio s a r i  possil~ile 
scomporre il triiioiiiio G ne1 prodotto di due binoiiiii linenri in M ed i i  

con coefirienti a , ,  a,, B i ,  P2 clie sieno funzioni reali di u, v, ut, e tali clie 

a, X~ = D", ,xi Pa + ae.Pi = - 2 D', /3, pz = D. (70) 

Nell'intorno di g' saranno raçgi siiigolari yuelli le cui coorclinnte annul- 
lano l'uno o l'altro fattore di G. Il primo fattore si annulla in g', percliè ~i 
si aniiullaiio M ecl iV, ma non si annullano in generale le sue tre derivate 
parziali prime, quiildi l'eyuazione , 

a, M+ pi N =  O 

defiilisçe una delle variabili u, v, w conle funzione Iinita e continua delle 
altre due, dando origine a d  una congruenza Cl di raggi singolari passante 
per g'. Lo stesso dicasi dell'altro fattore. 

Dunyue: per u n  raggio bisingolare iperbolico passnno i n  generale due 
regioîzi C , ,  C2 di zcm congruema C costituita di raggi tutti singolari. 

C si chiamerà una congruenza di singolcrritL'c del coiiiplesso. 

(*) Si ricordi clie il deiioiiiiriatom E 6 -Fa dell'espressioile (40,) di K è essenzialmente 
positivo (8 3). 
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L e  d u e  reyioni  C, e C, %el ditztorno d i  g' lzon possono azlere a comune che 
r ~ y y i  bisingolccri. Infatti, esseiido 

( a l  Pz - clz =4(D1' - D Dl') > O  (71) 
i due fattori lineari di o sono distinti ne1 diiitomo (li g', e per6 si ailiiullai~o 
siliiultaneamerite solo quand0 è JI1 = N =  O. 

c) g' s i a  pcwabolico, cioè sia IC = 0 in 9'. Allora pub clarsi clie esista 
un  intoriio di gr' in cui sia costanteiiirrite 1<>0 O K < O ;  in ta1 caso ral- 
gono rispettivainente i risultati eiiuiiciati in a )  o b).  Se iiivece un tale i i~torno 
non esiste, iiulla possinnîo dire, oltre ü ci0 clle abl~iaino detto iiel S 30. 

32. Dalla supposta esistenza di un raggio singolare g': abbiaino potuto 
dedurne in inolti casi l'esistenza di infiniti altri raggi singolari formanti una 
congruenza, O di infiiiiti raggi bisingolari forniaiiti uiia rigata, o l'uiia cosa 
e l'altra insieine, in un intorno convenienteniente piccolo del primo; appli- 
cando ci6 ai nuovi raggi ottenuti, e cosi via, potrenio p o s e g u i r e  la coii- 
gruenza O rigata gii costruitn. 

Pu6 darsi che in ta1 modo si esauriscano tutti i raggi singolari del coiii- 
plesso; allora si ottiene uii'uiiica congruema di singolitrità o una rigata di 
raggi bisingolari o i'una e l'altra insieine. Ma pub anclie clarsi clle ri sia 
qualclie nuovo rnggio siiigolare irrnngiuiigil~ile (parteiido cla g'); allora esso 
potrà essere raggio di partema cli uiia nuova congrueiiza o rignta di raggi 
singolari. E cosi ria. 

Infine vi possono essere raggi singolari isolnti ,  cioè ilel cui intorno non 
esistario altri raggi siilgolari. 

33. Sull'esistenza dei punti singolari niilla alhiaii-io da dire, percliè 
essa è subordinata a yuella dei raggi singolari a cui appartengono. 

Cirta la loro distribuzione nello spazio, esaiiiinerenio i casi più notevoli. 
Consideriaiiir, una congrueriza di siiigolarità C del coinplesso. I puiiti 

singolari dei suoi raggi (generalinente singolari ordinarii) saranno fuoclii dei 
raggi stessi per ogni congrueriza del coinplesso passante per essi (efr. la fine 
del § 94), e quindi in particolare per C. L)unclue: il lzcoyo de i  p w t i  s ingolar i  
de i  rccggi s ingolar i  ord inar i  d i  ulza c o u p u e l l m  d i  sinyolnritic è zwa delle d u e  
faicle della superficie focale della conyruexzcc. 

Annuli d i  Matemutiea, Serie III, Toino XVII. 28 
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Yercib questa falda S ,  si chiainerà u.na superficie di singolarita del coiil- 
plesso, e l'altra S,  zcna superficie accessoria; entrambe le direnîo relative qlla 
congruenza di singolarità considerata. Si noti clie sia l'una che I'altra pub 
degenerare in una linea (di singolaritic o nccessoria rispettivninente). 

Inoltre, pel teorema in fine del S 24, si lia clie 'l'inwiluppo dei piani sin- 
golari dei raggi simgolnri ordinnrâ della congruenza C coincide con la super- 
ficie di singolariti~ SI . 

Per 10 stesso teoreiiia, si 11a inoltre clie la superficie di singolccriti~ S ,  è 
inviluppcctn dalle superficie focccli di tufte le congrzcenze del concplesso passatzti 
.per i raggi d i  C. 

34. Or coi~sideriamo un con~plesso speciccle. Ogni congruema C in esso 
contenuta è uns  congruenza di singolarith ecl uiia delle due falde della su- 
perficie focale di C è uiia superficie di singolaritü; se dunyue consicleriaiiio 
tutte le corigrueuze. contenute ne1 coniplesso e di ciascuiîa di esse coriside- 
riaino uiia falda opportuna della superficie focale, possiaino asserire clle cia- 
scuna di yueste falde è inviluppata da tutte le altre. Ericlei-itenieijte cib pub 
accadere soltanto se tutte queste falde coiiiciclono, cioè se il complesso è 
costituito dalle tangenti di una superficie. Ci6 diii-iostra un teoreiiia eiiun- 
ciato ne1 § 88. 

35. Se i n  utza colzgruenza di singolaritic C vi 4 u n  raggio bisingolare g', 
yuesto non pu6 essere ellittico, percliè in un iritorrio coiivenieritemente piccolo 
di un raggio ellittico non vi sono raggi siiigolari ordiiiarî (S 31, a). 

Dunyue i due punti singolccri Q', e Q', di y' sono certamente reali (distiiiti 
o coincidenti). Q', e Q', sono i fuoclii di g' in C e perb si tro~.eraiino l'uno 
su S ,  e l'altro su 8,; nia d'ültra parte nulla distingue l'uno dnll'altro i due.  
punti, quindi Q', e Q', apparterrccvmo entranlbi tnnto ad S I  che ad S, .  

36. Per chi trovasse poco soddisfncente tale induzione, din-iostrerenio 
clie zcn punto s no bile su SI, percorre~tdo due cu.rue convenienti pînssa per i yunti 

Q'l e Q', . 
Se g' è parabolico, nllora Q', e Q', coincidono e la nostra prirnitica as- 

serzione è evidente. 
Supponiaiiio dunque clie g' sia iperbolico e ricordiaino (§ 31, b) clie allora 

ne1 dintorno di y' la congruenza C cui esso appartiene si pub inmaginare 
divisa iii due regioni C l  e C ,  clie si tagliano in g' e clie linnno per eyuazione 
rispettiraiilente 

a ,  M+P, N=O, t(.rJI+li)pN=O. 

Or suppoiiiaino clle un raggio singolare ordinario g si muova nella re- 
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gione Cl e tenda a gr attraverso ad una rigata fonnata da raggi singolari 
ordinarî; il punto singolare Q, di g si niuoverà in coiiseguenza sulla super- 
ficie di singolarità S I ,  tlescrivendo uiia curva, e tenderà ad una posizione 
limite L, su g'. 

L'ascissa r ,  di QI su g é data dalla. for~iiola (51); ma essendo g costan- 
teinente nella regione Cl, 111 ed N sono proporzionali a 5, e - a , ,  quiniii 
la fonnola (51) diventa 

Si noti clie in questa formola r, è l'ascissa del punto medio di g nella 
congrueiiza tu clle passa per g. 

A limite, quaiido g tende.a g', questn formola darà l'ascissa. r ,  del punto 
L, di g', limite di Q I  ; duiique, se si suppone clie nella (72) le funzioiii E, P, 
G, Li, Dr, D", a , ,  Ry, al~biano i valori clle assuinono in g', il secondo n1etiil)ro 
della (79) è la distanza Q', LI del punto .LI di g' clnl punto niedio Q', di g' 
nella congriienza IV clie vi passa. 

Per semplificare, specializzianio le coordinate interne u, v del complesso, 
supponendo che esse sieno tali da fare assumere alla prima foriiia fonda- 
nientale del complesso la forma isoterma (*) 

d d a  = 'A  (d zc2 + d  vZ). 
Ponenclo adunque 

E = G = A ,  F=O, 
la (73) diventa 

e, per le (70), assunie la forma semplicissiiiîa . 

Col solo scanibio degli indici 1 e 2, si lia la forniola 

(*) Ci6 è sempre possihile in infiniti modi, 
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clle clà la distanza da1 punto medio Q', di g' cli quel punto L, al quale tende 
il p~into singolare QI di un raggio singolare g clie si riîuova nella congruenza 
C, e tenda a 9'. 

Ne segue clie Q', L, = - Q', L, ossia clie i punti LI e L, sono sirntnetrici 
rispetto a Q', . 

Inoltre, per la (71) e poi per la (42), si ha 

quindi 
(yo Li = QIo Li = -- li. 

Ci6 prova (§ 19) clie i puuti L, e L, soiio i fiioclii di g' nella congruenza l u  

passante per esso, e perb (S 25) coincidono coi puiiti singolaxi Q', e Q', di g'. 
- 37. Dopo ci6 non vi è più alcun clubbio sui risultati del § 35. Racco- 

gliendoli, si lia clle : se 2112 rnggio bisirzgolare (necessariamente norz ellittico) 
uppartiene ad una congrzce~zza d i  singolarita, esso è bitangeide tanto crlla su- 
perficie d i  singolarith qunnto alla superficie accessoria relative alla congrzteitza; 
nnzi queste due sztperficie si toccalzo nei due punti singolari dei raggio.' 

Inoltre : E'interseziotte dei piani tatzgenti co~r~uni alle chce superficie nei due 
p~cnti singolari del raggio è i l  raggio stesso. Percliè i detti piani tançenti soiio 
i piani singolari del raggio (S 25). 

38. Spesso accade clle in una congruenza di singolarità six contenuta 
tutta una rigata di raggi bisingolari (non ellittici). Allora a ciascuno di questi 
soiio applicabili i risultati precedenti; dunque: se unch congruenxa d i  singo- 
laritic contiene una rigata di  raggi bisingolari, la szcperficie di singolarith e 
la superficie ncces.soria relative alla congruenxa si toccatzo lutzgo tutti i pcnti 
di una curücc. 

La consiclerazione dei ragçi bisingolari ci dA cosi la ragione intima del 
notevole teorema di Voss (*) : la superficie delle singolnritic e lcc superficie ac- 
cessorin d i  u n  complesso algebrico (§ 97) si toccano lemgo tutti i punti di 
una czcrva. 

39. J i i  gen~rale,  ne1 clintorno di un raggio bisingolare ellittico g' esiste 
una rigata di raggi 1)isingolari passante per g' (S 30) e non tsistono altri 
raggi singolari (s 31, a). I rcrggi d i  questa .rigccta sono certamente ellittici, 

(*) Ueber Coiiq)lexa u+ul C o q ~ r u e l ~ c e 9 z  (Math. Annalen, Band lx,  1876). 
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IZ è positivo in g' e, essendo continua, conserva il suo segno nel- 
l'intorno di g'. 

Il luogo dei punti singolari di una rigata d i  raggi tutti bisingoluri ellit- 
tici è zcwa coppia d i  linee iwmaginccrie coniugate. 

CORREZIONI ALLA MEMORIA A. 

Pag. 3 linea 8 invece di G leggi Q .  
» 10 » 19 sopprimere focali. 
» 10 » &O aggiiingere e piawi focnli quelli ad essi perpedicohri .  
» 16 » 19 soppriinere O asi&otici. 

a P a » 34 » 19 invece di - leggi - ( p  - r,,). a a a 
a * a 2 ' invece di a leggi - ( p  t r,). a< a u  

Torino, 14 marzo 1910. 
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Intorno alle possibili distribuzioni 
de l la  massa  ne l l ' i n te rno  del la  Terra.  

( D i  P. PIZZETTI, CG Pisa.) 

L a  forina di uiia superficie di lirello esteriore alla iiiassa terrestre puù, 
a1 di d'oggi, ritenersi nljbastanza ben conosciuta ne1 suo coniplesso. Le ben 
ilote proprieti delle fiinzioiii ariiioniclie provaiio clie la conosceiiza di una 
tale superficie, e, iiisienie, clella. massa totale della Terra e della velocità aii- 
golare del inovimento cliuriio, sono suficienti a determinare in modo non 
ainbiguo la grandezza e la direzione della accelerazione di gravità in ogni 
punto esterno al contorno (*), solido O liquiclo, della massa terrestre. 

Uiia tale deterininazione è pertanto indipendente da speciali ipotesi su1 
niodo di variare della hensi t i  nell'interno del globo ; epperb da tnli arbitrarie 
ipotesi risulta pure indipendente il contributo clie le iiiisurazioni della gra- 
vit& apportano al10 studio del Geoide. Questa rerità è stata per la prima 
volta enuiiciata da STOKES ne1 1549 e I'averln posta in evitleiiza costituisce 
senza clubbio il più grande progressa die, da1 punto di rista del probleiiia 
fisico, la teoria della figura della Terra abbia fatto dai teinpi di CLAIRAUT 
fino ai di nostri. 

Ma si coinpreiîcle coine, reciprocainente, la coiioscenza della figura del 
Geoide (e quindi la deterininazione teorica della espressione analitica della 
funzioiie potenziale dell'attrazione terrestre al di fuori della Terra) ben poche 
notizie ci possa porgere ("*) su1 nioclu di distribuzioiie della deilsità nell'iii- 
terilo. Infiniti modi differeiiti di mriazioiie della deiisità entro uno syazio 

(*) Si dovrebbe compreiidere, teoricaineiite, iielln inassa terrestre, anche l'atiiiosfera, ma 
si diniostra facilmente che, rie110 studio delle superficie d i  lircllo terrestre, l'iiifluenza di 
questa & del tutto trascurabile. 

(**) Quarido, ben iiiteso, si escludaiio le coiisiderazioni idrostatiche che derirano dalla 
ipotesi del10 stato priiiîitivamente fluido., 
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chiuso corrispondono ad uiia stessa espressione della funzioiie potenziale 
attrattiva all'esterno. Pur tuttavia yuesti differenti niodi liailno talune qua- 
lità in comune, sicchè le ipotesi sulla interna distribuzione della massa ter- 
restre restano legate, in causa della conoscenza della superficie esteriia, a 
certe conclizioni. Porre in evidenza quelle qualità cornuni e queste condizioiii 
6 10 scopo del presente lavoro (*). 

Due sono i pro1,lemi clle qui si presentaiio : Trovare yualcuna (zcna al- 
ii~eiio) distribuzione di iiiassa clle sia compatibile colla forma osservata del 
Geoicle; e vedere poi in q u d i  niocli si possa, nell'interno, ininlaginare alte- 
rata la distribuzione senza clle resti alterata 1s attrazione Newtoiiiana al- 
l'esteriio, nè, quindi, la forma delle superficie di livello esteriori. Coinince- 
renlo dallo studio di questo secondo problema. 

(*) Per quanto io mi sappia, i problemi che foriiiano oggetto di questo lavoro sono stati 
pochissimo trattati. Tipi classici di sistemi equivalenti rispetto alla attrazione esterna sono 
i notissimi stvccti d i  liuello di CHASLES; nla questi tipi Iianno poca importanza dal punto di 
vista del problema d a  me trattato, in quant0 involgono la esistenza di densitù wperficinli 
finite che io naturalineiite debbo rscludere. Un cenno appena della quistione sulla « interna1 
distribution of Matter which shall produce a giveu potential a t  Ille surface of a gravitating 
Mass » si ha in  una breve Nota di G. G. STOKES portante appunto il titolo: O+% the i n t e r d  
clist~ibution, etc. (1867) (Matlieni. and Phys. Papers. Vol. 4, pag. 977). 

Un modo molto ingegnoso di costruire sistemi equivalenti rispetto alla attrazione esteriia 
è stato indicato da G. V. SCHIAPARELLI nelle lezioiii di Meccanica Celeste da lui date nella 
Uiiiversità di Pavia iiell'aniio scolnstico 187576. Egli osserva coine s i  possa sostituire ad 
una inassa conceiitrnta in uii puiito P una iiiassa, di eguale graiidezza totale, distribuita per 
strati sferici omogenei di ceiitro P, senza alterare la attrazione esterna. Con questo proce- 
dimento (che si pub ripetere a piacere e ehe Egli cliiamn; espansione sferica) si possono so- 
stituire ad un corpo iiitiiiiti altri di eguale attrazione esterna e in parlicolare costruire corpi 
i quali attraggono all'esterno coine se tutta la loro inassa fosse concentrata in un  punto. Lo 
SCHIAPARELLI dimostra clie questo punto è il  ceiitro di iiiassa e che gli assi principali d'i- 
uerzia di un ta1 corpo sono fra loro eguali. Questi due teoreini sono caso particolare di quelli 
contenuti ne1 5 5 del presente lavoro. La costruzione da nie studiata nei $5 18, 13 corrisponde 
in certo inodo all'idea della espansione sferiea. Alla mernoria del grande Astronome, che 
ebbe la boiitL di inaiidarmi, per lettera, notizie e citazioiii bibliografiche inaiido un riverente 
saluto. 

Delle idee contenute nelie lezior;i di SCHIAPARELLI ebbi notizia quando le idee svolte in 
questo inio lavoro erano da un pezzo stabilite. Purtroppo quelle lezioni sono pochissimo co- 
iiosciute, esserido state soltnnto raccolte sotto forma di appunti da  pochi eletti scolari; ad 
~ i n o  dei quali, il niio carjssiino collega prof. G. A.  MAGGI, debbo la coiloscenza delle delte 
lezioni e il gentile iiiiprestito di quegli appunti. 
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della massa mll'interno della Terra. 22 7 

§ 1. E~zunciato da1 problemcc. I punti 1)riiicipali clle riguardano questa 
secoiîdo problema furono da me soiniiiariniilerite esposti iii una Nota pub- 
blicrtta l'nniio scorso riei Rendiconti della B. Accntfemia dei Lincei (*). Qui 
intendo svolgerli pi-ii ampiaiilente. 

Se in uno spazio finito r a tre diii~ensioni, liinitato da. una superficie 
chiusa. S,  si iininagiiia distrihuita una inassa. con dcnsità spaziale finita, e se, 
intorno a.1 valore della densith ne1 punto generieo M ( x ,  y, z), si fnnoo due 
differeiiti ipotesi espriineiidola succcssiraniente con 

(ove i secondi ineiiihri sono funzioni finite delle coordiiiate), la coildizioiie 
necessaria e suff~cieiite perchè, per ogni puiito esterno alla superficie S (**) 
risultino uguali, in graiidezza. e direzione, le attrazioni esercitate da quelle 
due differeiili clistribuzioni di inassa, è clie si abhia 

dove r è la distanza dell'elemento çenerico dr dello spazio r da un punto 
arbitrario P(x,., yl ,  zl) esterno alla S y). Si dirà d o r a  clie quelle due di- 
stribuzioni, O, coine più seriîpliceriîente diremo, i due corpi C e C' sono equiva- 
lenti rispetto alla attrnzione esterna. Indicando con h la funzione 

e iimnaginando die  la densità possa assuniere valori sia positivi, sia iiega- 
tivi, un corpo fittizio C"  la cui densità ne1 punto M(x, y, x )  sia 72, avr8, per 

(*) Corpi eqwivalenti rispetto alla attrazione newtonia*za esternu. Rendic. Lincei, XVIII, 
1 . O  sem., fasc. 5 . O  

(**) E quindi anche pei punti della superficie stessa, per la proprieta di continiiità della 
funzione potenziale. 

(***) È superflu0 osservare che le due fuiizioni potenziali non possoiio differire di una 
costailte, perchè debbono entranilie aniiullarsi nei punti P a distanza infinita. 

Alziali d i  Matematica, Serie I I I ,  Toino XVII. 29 
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l n  (l), funzione potenziale nulla sopra ogni punto esterno alla S (O della S). 
Lo chiaiiieremo corpo di nttrneiorae esternn nullcc, relntivo allospnzio 7: È chiaro 
clic la ricerca del coine possa alterarsi la distribuzione di niassa entro uiio 
spazio r in guisa clie noii cangi, in graiidezza e direzionc, la attrazione sopra 
ogni punto esterno, ec~uivale alla riccrca di tutti i corpi di attrazione nulla 
relativi al10 spazio stesso. 

2. Condiiioni alle qunli soddisfanno i corpi d i  attraxione nulla. Il 
punto P(x , ,  y,, 2 , )  pufi essere suyposto abbastaliza loiitano dall'origine delle 
coordinate percliè l'inversa della distanza di P da ogni puiito ïil dello spazio r 
possa essere espressa clüllo sviluppo 

dove p, p, sono. le distanze dei puiiti M, P dall'origine 0, e P, inciica il po- 
2ino.inio d'ordine 1% di LEGEXDRE, arente per nrpoiriento il coseno del17angolo 
J I 0  P. La condizione (1) eyuivale alla 

e, poicht: cjuestn dev'essere rerificata clualuncjue sia p l ,  dovranno essere ve- 
rificate le relnzioiii 

(Soppriiniaino d'or innanzi l'indice T presso al segno integrale; i~iteiidendo 
clie gl'integrali, salvo contrario avviso, si riferiscano a tutto lo spazio T chiuso 
dalla superficie 8). 

Indicliianio con 8, v la colatitudine e la longitudine clel puiito M, con 
O,,  u, quella di P in un arbitrario sisteiiia di coordiiiate polari avente origine 
in O, in guisa clie 

cos (21f O P) = cos 0 . cos O, + sen 9 . sen 0, . cos (v - a,). 

Introtlotta questa espressione di cos (AI O P) nella P., , yuesta pu6 porsi, 
corne è iioto, sotto la fornia 

12 

,, sen' 8 . seni 0 ,  di P,, ( p )  d i  P, (v) -- cos (i  v - -  i Y,). 1 
t 2 i $  ( n - i + ~ )  . . . (  n+i) dp'  d vi 
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In questa forinola P,, (?), Pm (v) sono ottenuti sostituendo le lettere p., v 

risp." alla lettera x ilel polinomio X,, = P,L (x) di LEGENDRE; dopo eseguite le 
operazioni indicate, s'intende alla lettera p sostituito cos 8, alla v cos O , .  In- 
troducendo l'espressione (3) nella (2) ed osservando clie la (9)  dev'essere ve- 
rificata per ogni valore di 4 ,  fra O e .ic e di v, fra O e 9 n, si vede clle la (9) 
si spezza nelle 2 n + 1 condizioni 

§ 3. Cuso della distribuzione siwa~netrica intorno ad uiz asse. Se la massa 
è sinimetricamente distribuita intorno all'asse 0 =O, la F, non dipende da a, 
e le (5) sono senz'altro verificate. Le sole condizioni a verificarsi sono allora 
le (4). Ma è facile vedere che le (4) esprimono le condizioni necessarie e suf- 
ficienti perchè sia nulla la f." poteiiziale del corpo sopra ogni punto, esterno 
al corpo, dell'asse 0 =O.  Resta cosi provato un noto teoreina di LEGENDI~E, 
che: se la f."otenziale d i  un solido omogeneo di rotasione (O più generalinente 
cli una inassa distribuita simmetricainente intorno ad un asse) è conosciuta 
per ogni pzcrzto esterno del17asse, essa resta, per questo, del tutto determimta 
per ogni altro punto esterno. 

5 4. Relazioni fra i azomerzti cl'inerzia di yrado qzcccluttque in un coryo 
d i  nttruzione nulla. 

Le (4) (5) condiicono facilmente a stabilire delle relazioiii fra i ~noinenti 
cl'inerzia del grado n. Poniamo, per eserripio, n = 5. Si ha 

1 
P, ( p )  = P, (cos 4) = - (35 cos4 R - 330 cos2 0 + 3) 8 
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La (4) dà pertan to per n = 4 

fi p4 ( 3 5 .  cos4 0 - 30 cos2 R + 3) (Er, (G) 

e le (5) forniscono altre otto condizioni che per hreviti raggruppismo due 
a due scriveridole cosi : 

I 

('IL p4 (COS 4 v f d z  sen 4 a) sen4 û . d r = 0. I 
Inclicliiamo, per semplicità, con [a" b" c'] il nîoinento d'inerzin di grado 

n = r + s + t espresso dall'iiitegrale 

Passando dalle coordiiiate cartesime alle polnri, scrivereti~o 

pz = x" y2 + z2 

LC = p sen 8 cos v, y = p sen û sen v, x = p cos 6 

p\ sen' 6 (cos i v + \/- sen i v) = (x + \/- 
iverramo sicchè le (6) (7) d' 
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Adottnndo In .notaziorie (8), queste dàniio luoço a noue relazioni frn i nio- 
menti d'incrzin clel quarto çrado, clie ne1 modo più spiccio trovinïiio coine 
segue. Dalle ultime due si ha 

Permutando fra loro le lettere a ,  b, c 

Abbiaiiio cosi le iiove relazioni cercate, delle c p l i ,  coin'è facile verificare, 
cjuelIe clie si cledurreblrero dalle prime tre clelle (9) sono conseguenza identica. 

111 gerlerale il riuïnero dei clifferenti inoiiienti d'inerzia di' gi-ndo n di un 
1 

corpo é - ( n  + 1)  (12 + 8). La assegnazione della funzione poteiiziale esterna 9 
del corpo lascia üdutlyue arbitrarii, per ogiii valore di n, 

ïnonieiiti d'irierzia di grado n. 

3 5. Cc~si n = 0, 1, 2. Particolariiiente interessnnti sono le consegiienze 
che dalie condizioni (4) (5) si deducono per i casi n = 0, 1 ,  2. Si ottieiie: 

per n = O  

per n = 1  

per n = 2, 

le tre condizioni 

1 
ricordando die  P, ( v )  = , ( 3  p.? - 1 )  si h a m o  le ciilque - 
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condizioni 

h p z  cos 4 sen 6 cos v . d = 0, 

p2 sen2 R (cos' u - seno u) . d r  = 0, ('hp2 sen24senveosv .  d r = O  

donde senza difficoltà 

Se dalla considerazione clel corpo di attrazione nulla, pnssiamo a clue1l;l 
'dei due corpi C, C'  le cui densità. genericlie sono k ,  k' r i~pe t t .~ ,  posto iielle 
(10) (11) (12) (13) k - k' in luogo di 72, abbianio le segiienti coridizioiii ne'ces- 
sarie affiiicliè i due corpi sii~no equiucclenti rispetto alla attrazione esterna 

La (10') esprime che i due corpi tlebbono muere z c p m l  massa, ci6 che era 
senz'altro eridente per le proprietà limite della f." potenziale nei pnnti a di- 
stanza infinita. 

Le (11') espriniono clle se l'origine delle coordi~iate è assunta ne1 centro 
di massa del corpo C, iti essa dere pur cadere il ceritro di niassa del corpo C'. 
Vale a dire ; 
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a) i dzie corpi lzanno 10 stesso centro di massa. Aidogainente le (18') 
espriinoiio che 

b) i due corpi ltanno gli stessi assi priîtcipali d'inerzicc. Assunti yuesti 
assi principdi coine assi coorclinati, e cliianiaiiclo P, Q ,  R gli orclinarii 1110- 

menti principdi d'inerzia del corpo C e P', Q', R' yuelli del corpo C' le (13') 
clàilno ovvinineiite 

ossia 
c) i tre ~jzo?nenti principali d'inerzia del corpo C f  sono eqznidifferenti dni 

corrispondenti momenti principnli del corpo C. Od anche: quanrlo sia nota la 

funzione poteniinle estertza di un corpo, restano per questo, determinate le dif- 
ferenze fra i s~zomenti principali d'inerzia del corpo stesso. 

Questi teorenii hanno interesse in yuanto stabiliscono esnttmze)zte alcuiie 
proprietà clie, nella teoria fisico-iîîateinatica della figura della Terra, vengoiio 
diinostrate i n  vin approssinzatn basandosi sopra espressioni approssiinate 
della f.>otenziale terrestre. 

Poriianlo che una superficie di livello esteriore, per un pianeta rotante 
uniforniemente, sia yuella di un ellissoide di rotazioni del quale l'asse geo- 
rnetrico coincida con quel10 della rotazione. È intuitive, e 10 diinostrereino 
del resto nella 8." parte di yuesto lavoro, che si pub seinpre iiiiinagii~are una 
distribuzione di massa siinnietrica sia rispetto all'asse di rotazione sia rispetto 
al piano dell'equatore, la quale sia compatibile colla suppostn forma della 
superficie di livello. Per questa particolare distribuzione, il centro di iilassa 
coincide col centro dell'ellissoide, un asse principale d'inerzia coll'asse di 
rotazione, e l'ellissoide principale d'inerzia è, alla sua volta, di rotazioiie. 1 
teorerni a) b) c) provano clie la effettiva distribuzione della massa nell'iiiterno 
del pianeta dovrà essere tale clle il centro d i  massa coincida col centro del- 
l'ellissoide, l'asse di rotazione sia asse principale d'inerzin, e i ~nowzenti d'i- 

. nerzia rispetto a diametri ne1 piano equatoriale siano fra loro eyzcmli. 
In questa ipotesi clie una superficie di livello esteriore terrestre sia el- 

lissoide di rotazione, e chiamando P il inoniento d'inerzia della massa rispetto 
all'asse polare, Q quella rispetto ad un dianietro equatoriale yualunque, ricor- 
diamo corne talune delle perturbazioni cui va soggetto il inoviniento della luna 
conducono ad una valutazione approssiniqta della differenza P - Q. E poicllé 
è nota una relazione approssimata fra questa differenza e 10 scbiaccianiento 
dell'ellissoide terrestre, il iiienzionato ferioineno porge un coiltributo alla co- 
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noseeiiza del10 schiacciamento medesiino. Che un ta1 contributo non involge 
itlcuiia particolare ipotesi- su1 modo di distribuzione della massa nell'interno 
della Terra, è cliiara conseguenza del teoreina c). 

S 6. Espressiorze della diffrerenza fra i nzomenti principali d'inerxia della 
orassa terrestre. .Le differenze' fra i irioiiieriti principali cl'inerzia sono, per 
quanto abbiamo climostrnto, assegnate, quando è data ln f." potenziale esterna 
di un corpo. Cercliiaino le espressioni generali di tnli differenze e applichiaiiio 
poi il risultnto al caso della Terra. 

La espressione della Le potenziale di un corpo sopra un pu~ito dell'asse a, 
a distanza z, dall'origine si ottiene dalla espressione çeiierale 

col porvi P,, (cos 4) iii luogo di P, e X ,  al posto di pl. 
Sarh 

k p" P, (COS 9). d r  (21 > P) 

donde 

- 
J 

(14) 
. =lirn.z;  z, Ir,-- k d r -  kp . cos0 .d . r  

E,=o~ i i 
Chiainando JI la innssa totale, supporiendo l'origine delle coorclinate ne1 

centro di massa e gli assi coorclinati coinciclenti cogli assi principali d'inerzia 
ed osservando clie 

(h pz . P, (COS 8) .  d r = 9 l ( k p ' ( 3 ~ ~ ~ 2 ~ - l ) d r  = 

1 1 
= - ( - - ) d =  (P+Q-BR), 

2 - 2 

avrciiio dalla (14) . 
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donde sottraendo si liaiiiio le cercate differelize P- Q, ecc. 
Supponiaino Q = II. La penultinm forn101a ià allora 

Q - P = liin . xi (x, Ir, - JI). 
z,=m 

Applicliiarno questa forqola al caso della Terra, supponelido clle uria 
superficie di livello esteriore coiiicicla con un ellissoide di rotazione scliiac- 
ciato (a, b, b ;  a< b), l'asse di rotazione essendo assunto coiiie asse s. L'e- 
spressione della V pel punto esterno (s, y, s,) è allora, come lio dimostrato 
in una Nota pubblicata ne1 1894 (*): 

dove sono adottate le seguenti notazioni. Inclicaiiclo con h la iiiaggior radice 
della euuazione 

si è posto E = Denotando poi con w la relocitü angolare di ro- 

tazione e con f ln costante di attrazione, la costante k ,  che figura nella (15) 
è data dalla forinola 

w-3 + i2) arc tg à - 3 i -- - 
a n f k o  i" 

essendo i = 
a 

(") Sulla espressione della gravitic alla superficie del yeoitle supposto ellissoidieo. Rendiconti 
della R. Accademia dei Lincei, III, 1 . O  sein., 1895, pag. 166 e segg. 
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Per un punto dell'asse z si lia 

xS = a2 + 1 EX, = \lb2 - a2 

Osservando clie E tende a zero col crescere infinito di x, , e sviluppaiido 
in serie arc tg E si ha 

dove H riiiiane finita c~uando E tende a zero. Quiildi tenuto coiito clella (17): 

Introducendo per k ,  l'espressione data dalla (IG) e ricordando le (14') 
avrerno diinque 

È questa ln espressione cercata. 
(PET piccoli valori di i, col10 sviluppo in serie si ottiene, a nieno di ter- 

mini in i4 ,  i 5 j 2 :  

Il 8.O termine entro pnreiitesi espriine prossinmnente il rapport0 fra la 
f." centrifuga all'eyuntore e la gravità media. La. relaziune approssimata (18') 
è ben conosciuta). 

$ 7 .  Una estesa classe di corpi di  attvazione nulla. La superficie S sia 
una sfei-a di raggio R, il clie rion esige propriainente, clle il corpo sia limi- 
tato da un contorno sferico; giaccliè la costruzione clle seçue, rale anche, 
da1 punto di rista teorico, ilel caso in cui una parte del10 spazio .r sia a den- 
sità nulla. 
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Indicliiamo ancora con p,, O,, u, le coorclinnte polnri del punto generico 
clello spazio r, essenclo il polo delle coordinate riel centro della sfera. Sulla 
sfera. concentrica alla S e di raggio pl (< R) la deiisità 7t potrà essere con- 
siderata coine funzione di O , ,  ,u, e, salve le note restrizioiii, sviluppata in serie 
di funzioni sfericlie Y,, (0, u,). 1 coeficienti di questi sviluppi varierailno coi1 pl; 
or bene noi supporrenio clie ciascun d'essi sia iiitegrabile rispetto a p, nel- 
l'intervnllo (0, R). 

a3 

h = 2; Ys ( O ,  v,). 
s=o 

La Y, pub alla sua volta esprimersi come soinina delle 2 s + i fuiizioni 
sfericlie fondameritdi Y,; di ordine s iiioltiplicate per dei coeficienti indipen- 
clenti da 8, v, in guisa clle 

Ainmetteremo dunque clle i coefficienti ASi siano integrabili rispetto a p, 
nell'intervallo (OR). Avrerno cosi 

E per le note proprietà delle f.' sferiche, iiidicando con d n l'eleinento 
angolare di spazio e integrando su tutta la sfera di raggio 1: 

Sostituerido nella (2) ove ponian~o d 7 = p? d p .  d (2 

E poicliè per l'annullarsi di uiia fiiiizione sferica di ordine t t  è necessario 
clie si annullino i coeficienti di ciascuna delle f.' sfericlie fondainentali die  
la costituiscoiio, avremo coine coridizione iiecessaria e suficiente pel verifi- 
carsi della (9) 

R 
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condizione (20). 
coefficienti sarà, 

Ciascuno dei coefficienti dello sviluppo di h è pertanto legato alla sola 
Uiio dei più seni1,lici iiiodi particolari di assegriare yuesti 
p. es., porre: , 

dove le costrmti cc p y . .  . sono legate alla sola condizione 

che, in cluesto caso, equivale alla (90) (*). 
Se dunque in unri. porzione sferica S dello sl)nzio occupato (la un corpo C, 

si muta la. distribuzione della massa, col dare alla densità un iricreniento 
espresso dalla (19), ove i coeficienti A,; soddisfacciano alla (%O), 17attrazione 
del corpo C all'esterno non sars alterata. 

§ 8. Si pub ancora porre la condizione che lo spostccwento di snassa 
avvença secondo i l  raggio  Gettore, in çuisa che non si alteri la quantità totale 
di materia con tenuta in ogni coiio avente il vertice ne1 centro della ,sfera. È 
facile vedere che, in questo caso, i coeficienti A, oltrechè alla (90) debhono 
anche soddisfare alla 

R 

1 A,,; pz  . d p = o. 
O' 

Ovvero si puo cliiedere clie i a ~ u t a m e n t i  d i  distribuxione avve,tgano nelle 
i w i w t i a t e  vicilznnze della superficie S. 

Bssterà allora, indicando con R, un valore cornpreso fra O ed R e ah- 
bastanza prossirno ad K ,  clare agli A,,i valore nullo per p coinpreso fra O 
ed R,,  e, nell'intervallo (R,, R) espriinere gli slessi A,,; inediante funzioiii in- 
tegrabili di p soggette d l a  sola. conclizione 

R 

p.+' . d p = O. 
il 

(*) È facile vedere che occorre che la a sia nnlla per tutti i valori di IL salve per +z = 0, 
affinche la densità h abbia un valore unico e determinato ne1 centro della sfera. 
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S 9. Le deduzioni dei due precedenti paragrafi 11011 esigorio, coine già 
si è osservato clie il corpo T riempia tutto lo spnzio liinitato dalla sfera S, 
siccliè la superficie limitaiite il corpo pub avere uiia forma iiiolto generale 
diversa clalla sferica, seiiza die  le formole t rorate  perdaiio, teoricameiite, il 
loro valore. Ma è cla osservare clle, in cpesto caso, per ogni valore di p corn- 
p e s o  in un tratto fiiiito fra zero ed R, i valori della deiisità h sulla sfera di 
ragçio p presentano ilecessariamen te delle discontiiiuit;i. La. rappresentnzione 
della 7% mediarite 10 sviluppo (19) piih ancorn ottenersi; ina. gli sviluppi cli 
f~inzioiii discontinue in serie di funzioiii sferiche, se costituiscono un bel caiiîpo 
di indagine per l'üiialisi pura, non h m n o  alcuiia pratica utilitA iiello studio 
nuwzerico dei fatti iiaturali.' 

S 10. dltro ucetodo per rappresentccre corpi d i  nttrasione ~zullcc. Consi- 
deriaino m a  funzione clualsinsi f (x, g, z) dei puiiti del10 spazio T ,  limitato 
dalla, superficie S, la yuale sia. finita e coiitinua insieiiie colle sue derivate l.", 
ed abbia le derivate S." finite ed iiitegrabili in ogrii purito di r e poninriio 
clie iiei punti della superficie S si abbia 

rosto 

(92) 

(OS') 

uii corpo situato entro 10 spazio r e la cui tleiisità ne1 piiiito generico sin 
A, f, sarà cli attrazione esterna nulla. Iiifatti per la nota fon~iola di GREEN 
si ha, per un punto cpalunque esterno alla superficie 5' 

E poichè, per le ipotesi fatte, il 2 . O  integrale è nullo, risultit piire niilla 
la f." potenziûle del corpo sopra ogiii punto esteruo. Reciprocaiiierite, se coi1 f 
si iildica ln funzione potenziale, in un  punto iutter~zo, di un corpo clie noil 
esercita. alcuna attrazione all'estesiio, dovrà, nei piiiiti della superficie, la f 
soddisfare alle condizioni (Yi!), e la densit& in un  puiito generico sarà, a iîleiio 
del divisore costante - 4 x ,  espressa dalla (22'). 

La ricerca dei corpi di attrazione nulla, relatiri al10 spazio r, pub duiique 
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ridursi alla ricercn di tutte quelle funzioiii f elle etitro r gotlono delle iiieii- 
zionate condizioni d i  regolarità, e sulla S godorio tlelle proprietà (99). 

Poniamo in particolare che la S sin un ellissoide (a, b,  c). Posto 

e indicaiitlo con y (x, y, s)  una funzione clle, sullü superficie e nell'interria 
dell'ellissoid~, goda delle dette condizioni di regolarità, potreiiio porre 

cwri clie le contlizioili (22) saranno soddisfatte. La densitü del corpo ne1 puiito 
(x, y, Z) s a r i  allora 

e nella ipotesi più seinplice, 1 = cost. : 

dove a è uria costailte. 
Ritornant10 al caso in cui la S sia unn sfera di raggio R, possiaiiio ri- 

t i m w e  nuovamente il risultato del s 8. Poiiiaiiio 

f =  2 Ba Y*, 
s=o 

clove Y, è funzione sferica. clell'ortliiie s, e B, è fiiiizione del raggio vettore p 
rlie aminette derivate 1.' finite e continue e derivate finite ed iiitegrc~bili, 
per p compreso fra O ed R, e si suppone clie, per p = R, si d h i a :  

Avremo, ricorclando la espressione del A ,  i n  coordinnte polari : 
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Ovrero, tenuto conto della eyuazione differenziale cui la lys soddisfa 

la deiisità, ne1 punto generico, di un corpo cl'attrazioiie esterna nulln conte- 
nuto entro la sfera di raggio R. 

Con due successive integrnzioiii per parti si lia, tenuto conto delle (22): 

Sicchè ln. (26) inoltiplicata per p * + Q  ii~tegratn. rispetto a p fra zero ecl 
R dà: 

p8+' A'. d p = O 

ossia, di nuovo, la condizione già. trovata ne1 § 7. 

§ 11. Altri corpi ellissoidici di attraaione nulla. Una classe n~olto ge- 
iierale di corpi di attrazione nulla a contorno ellissoidico si è ottenuta colla 
formola (94) del precedente paragrafo. Possiaino otteneriie altre valendoci 
del teorema di LAPLACE relativo alla attrazione di due ellissoidi omofocali, 
da1 quale si deduce clle una distribuzione per strati ellissoidici oiiiogenei 
oinofocali (di spessore finito O infinitesilno) esercita attrazione nulla all'esterno, 
semprecliè la niassa totale sia nulla. 

Si. considerino infatti tre ellissoidi oinofocali E, E,, E, dei quali il primo 
esteriore, il terzo interno agli altri due. Supponendoli süccessiramente riem. 
piuti di materia oinogenea e dette M, JI,, A& le niasse, Ir, l',, V, le f.' PO- 

tenziali rispettive sopra uno stesso punto esterno P, si tleduce da1 teorema 
di LAPLACE 
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e quincli, posta: 
V, - V ,  = A V, JI, - JI, = A Jf 

risulta 
V  A V = - . A n 2  

A l  
(97)  

corne espressioiie della f." poteluiale esterna del10 strato ornogeneo, di ruassa 
A llf coiîipreso frn gli ellissoidi E,, &. Il rapport0 V: J I  dipeiide unkainente 
dai setniassi dell'ellissoide esteriio E, oltrechè, s'inteiide, dalle coordinate del 
puiito poteiiziato P. Se, pertaiito, supponiaiîio 10 spazio interilo all'ellissoide E 
occupato cla una ii-iassa costituita da strati omogenei limitata da ellissoidi 
oiirofocali, la fuiizioiîe poteiiziale cli yuesta innssa sopra. un punto esteriio 
sarà 

clove qn è la graildezza della inassa totale. Sarà necessario 9 sufficieiite clie 
questa sin. nulla percliè sia pur nulla v. Iiidicliiaino con A la iiîaggior radice 

(a  < b < c ;  A )  - a') dovrà ln deiîsità 72 variare solo con A. 
Posto h = y (A) (dovc y potrà anche preseiîtnre discontinuitB ordinarie, 

e ilisiiteiiersi costaiite per tratti fiiiiti dell'interrallo (0, - a"), la coildizioiîe: 
1 1 ~  = O si espriiîîe, coin'è facile verificare, con 

S 12. Un terzo modo di costruzione di corpi d i  nttruzione nulla. Si con- 
sicleri un corpo sferico di raçgio c, coinposto di croste sfericlie oinogenee; 
sia y ( r )  la cleiisità a clistniîza r da1 ceiitro. Se è socltlisfatta la condizione 
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sarà nulla ln iriassa totale d'un ta1 corpo sferico, e yuiiidi nulla la funzioiie 
potenziale di esso sopra ogni purito esterno. Chinmereiiio sferzcla un colpo 
iittizio di tale costituzione. Distribueiîdo cjuaiite si rogliniio sfeïule entro uiio 
spazio fiiiito e consitleraiido un corpo ln cui deiisità in un punto sis la soiiiiiia 
algebriea delle densit& delle sferule cui quel puiito appai'tienc, la funzioile 
potenziale d i  yuesto corpo sarà nulln per ogiii pnnto esteriîo ad esso. 

Dnto ora 10 spazio finito r, limitato dalla. superficie S, consitlerianio entro 
yuesto spazio distribuite iufiiiite sferule in guisa clle iiessuli puiito di  alcuiia 
di esse sia esterno ad S. 

Per una yunluiique di tali sferule, la funzioiie r, (r)  si p ï i A  uguale a 

b .  f (Y, c ) .  d r ,  

ore b e c sinno funzioni delle coordiiinte del ceiitro della sferuln e si slip- 
yone, ben inteso, verificata la conclizione 

C 

Si potraiîno supporre i vn1oi.i del raggio c ahbnstaiiza piccoli percliè esista 
una porzione fiiiita t, 
(liinitata nella figura 
dalla superiicie 8,) del- 
lo spazio T, i punti tlel- 
la quale non apparteii- 
gano ad alcuiia delle 
sferule clle toccano la 
superficie esterna S (*), 

Supponianio c = 

costante. Allora per un 
pun to yualunque P,  
del10 spazio T , ,  consi- 
derato il solido sferico 
T di raggio c e centro 
P,, in ogni punto di yucsto solitlo vi sarà  il cciitro di unn sfeiula clie darà 

(*) Accadrà, ove le curvature delle sezioni iiormali della S siano superioii a quelle delle 
sferule clie la toccaiio, che restiiio porzioiii del10 spazio T, i puiiti delle qiinli ii6n apparteii- 
gano ad aleuna sferula. Ma ci6 potrà evitarsi assuiiwiido abbastaiiza piccoli i raggi e,  se le 
dette curvature non superaiio uii liiiiite fiiiito. 

A?~+zwli di Mdemntica, Serie III, Toiiro XTII. 31 
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un contributo d l a  densitQ del punto P,. La densità ne1 punto P, sarà quindi 

ove .r è la distanza clell'elemento d r da1 punto P, . 
Invece per un punto Pl del riinanente spazio rl (compreso fra le super- 

ficie S, ed S, consideriarno la superficie S ,  luogo dei centri delle sferule che 
toccari; la S ;  alla (99) andrà sostituita la 

ne= l'a (r, c) . d r (99') 
T; 

dove con T' si intende 10 spazio conîpreso fra la superficie S ,  e quella por- 
zione (tratteggiata in figura) di sfera di celitro P, e raggio c che è interna ad S ,  . . 

Poniaino nella (89) d r = r2 . d Y. d n essendo r la distanza del punto ge- 
nerico da1 punto 9, e d n l'elemento angolare di spazio intorno a P, . Avremo 

ove con III indichiamo il valore medio fra yuelli clie la funzione 21 assume 
nei punti di una sfera di centro P, e 1-aggio r. Supponiaino che la funzione b 
sia regolare e tale che il valore del suo parametro differenziale d'ordine Bm+2 
sia O nul10 O trascurabile. Allora, corne ho diiiiostrato in altro mio lavoro (*), 
si avrà 

dove b,  è il valore di b ne1 puiito P, e (A,, b), è il valore del paranietro dif- 
ferenziale d'ordine 2 i ne1 punto stesso. Sostituendo nella (30) e tenuto conto 
della (98) avreino : 

dove le ?Cc sono costanti date da 
l! 

1j;i = rait' f (r, C) . d r. ! 
O - - -  

(*) Rendîconti della R. Aecademia dei Lincei,  XVIII, 1.O Sem., serie 5."' pag. 188 (feh- 
braio 1909). 
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S 13. In particolare se la b é funzioiie ariiionica in r ,  risulta 12 = 0. 
Se, più generalniente, A, b è costante (== a), e quiildi son nulli i parainetri 
differenziali d'ordine superiore, risulterà pure lz = costante, ossia 

  na delle più s~iiiplici 

colla condizione (%), è 

forme clie pub assunlere la f (r ,  c) coiiipntibilniente 

4 
f (r ,  C )  = c -- r. 3 

Segue da cib clie si puo seqwe i n  un corpo d'crttrnzio~ze .~zzdln szqporre 
costnnte ln densitù per unn porzione finila del10 spnzio occzcpato &cl corpo. 

E di qui si decluce clie, dnto un corpo C o~rtoye)zeo, di densitic k , ,  si puo 
yenernl~uente (salue le restrizioni c h  stnbilire~no r ipardo  alla szcperficie esterm.) 
considerare uno strato tnaterinle esterno di spessore finito costante, nderente 
al corpo, e di densith varinbile k' la cui.funzio~e potelzziale esterna sia egunle 
n quella del corpo C medesimo. Per diiiiostrarlo indicliiaino con r, 10 spazio 
occupato da C, con S, la superficie che lo limita, e consideriamo lo spazio r, 
i cui punti appartengono alle infinite sfere di raggio costante c clie toccaiio 
esternainente la S, senza penetrare nello sl~azio 7,. Se la S2 è coiivessa, o 
se, presentando delle regioni di coiicavità, la curvatura delle sezioni normali 
clie volgono la concavità all'esterno non eccede, in valore assoluto un certo 
limite finito, si potrà sempie assuniere il raggio c abbastanza piccolo percliè 
ogni punto della S ,  sia puiito di contatto di una sfera di raggio c tutta. esteriia 
al corpo r,:In ta1 caso non vi sarà alcuria soluzione di continuità fra 10 
spazio r, e il r, e potremo dire che il 1.O aderisce al % O ;  di più la super- 
ficie S limitante esternainente r, risulterà paralleln alla 8, e a distanza co- 
stante 9 c da questa. 

Entro lo spazio r, + r, distril>ui;~ino, conie ne1 paragrafo precedente, 1111 

sisteiiia continuo di sferule di raggio c, assuinendo b uguale ad una fynzione 
di 2 . O  grado delle coordinate, p. es. 
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Sarà A, b = CG. Nell'interno di r 2  risulterk la densità h data dalla formols (30') 
e quiildi costante. Assunierenio la costante a in guisa che risulti h = k,. 
Sel10 spazio r1 la densità 12' risulterà espressü dalla (20') e s a r i  variabile da 
punto a purito. Posto k'= - 12' è clliaro clie una massa distribuita nello 
spazio r ,  coi1 clerisità genericn k', eserciterà all'esterno uria itttrazione uguale 
a quella esercitatü dalla iiîassa oinogenea k ,  contenuta nello spazio T,. 

RICIERCA D I  ALGUNI MoDI D i  D L 3 T K I B U ~ I O N E  DE1,LA AIASSA TERHESTKE, 

CHE SONO COMPATlRILI  COLLA SUPEKkllCIE D I  L lVELLO ELIJSSOIDICA. 

14. Funzione poteneiale esterna della a t t ra~ ione  terrestre ne1 cccso i u  
czci m a  superfiçie d i  livello esteviore s in  ellissoide d i  rotasiotle schiaccicrto: 
E (a, b, b; a< b). Già abbiaiiio ricordato al § 6 quale sia l'espressioiie, in 
terinini finiti, di questa funzione potenziale V. Qui giova piuttosto valersi d i  
un'altra più succiiita espressione. Nella citata Nota del 1894 ho  di~iîostrato 
coine yuella funzione possa ottenersi conie somma della f." potenzinle VI di 
uno strccto ellissoidico oinotetico e di cjuella V, di un ellissoide oniogeneo 
di tlensità k ,  opportunaineiite fissnta; in guisa clle 

( I 'ass~ x 6 assunto coiiie asse geoiiietvico di rotazioile rlell'ellissoide, e in- 
sieiiie coiiie asse d i  rotazione della terra). 

La ausiliaria k ,  è data dalla velazioiie già ricortluta a 6 
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Quürito alla IJ,, essa i: determinata clalla coiidizione clie sia 

ove A1 è la iiinssa totale tlella l'erra. E poicllP 

11 valore nunierico tlelln k,  pub, ne1 caso della Terra, calcolarsi all'in- 
grosso osservaiido clle se si iiidica con k,,, la (lerisilà iiieclia tlella Terra, e 
(*on G,,, la gritvitii media superficiale, si ha prossimai~ierite 

3 C*,,, - u 2 a  - 1 S i ~ f = -  - 7  
- 

2 ab, , ,  G,,, 0288 

0 
cloiitle - k," . D7altra parte, se si ndottn il ralore Besselimo drllo sr1ii;ie- 

gzf-4.32 
ciaiiierito terrestre, il secondo rneiiil~ro della (16) assume prossiiiiaiuente il 
vnlore 1 : 537. Ne segue 

k ,  = 1, 3 k,,, cires. 

La y definita dalla (33) è d u q u e  negatim, ed è uguale in mlore asso- 
luto a circa tre deciwzi della inassa totale terrestre. 

15. Distribusio~ze corrisponde~bte al t e rmi l~e  V ,  . Avenclo gih, iiella prima 
parte cli questo lavoro, trattnto con uiia certa generalità il probleinn delle 
possibili alterazioni che pub sut~ire uiia clistribuzione spaziale di massa nel- 
l'interno di unn superficie cliiusa S sema che resti alterata la f.' potenziale 
esterna, hasterà ora clie cercliiaino una, o yualcuiia, delle rlistribuzioiii coiii- 
patibili colla espressioiie (31) della f." 1)otenziale clell'attrazioiie terrestre. 

Quaiito al termine V,, ad esso si pub far corrislîoiidere o una distrihu- 
zione onioçenea con tlensità k,, O, più generalinente, una distribuzione per 
strati ellissoidici oiiiofocali di spessore finito o infinitesirno (S 11) con deil- 
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sità. variabile cla strato a strsto e soggetta alla sola coiidizioiie clle la iiinssa 
4 

totale sia - x k ,  n b'. 3 

16. II termine VI. Poichè dalle effettive distribuzioiii cli iriitssn vo- 
gliaiiîo naturalinente escludere quelle per le cpali la densita spaziale è in 
c~udche punto infinita, dobbiamo sostituire al10 strnto szcperficinle, del quale 
il termine Ir, esprime la funzione potenziale esterna, utin inassa distribuita, 
con densità spaziale finita, in tutto O in parte del10 spazio raccliiuso dall'el- 
lissoide E. 

Si tratta di t.rovare ilna funzione Vi fiiiita e continua, iilsieiiie colle sue 
clerivate 1." e colle derivate 2.' fiiiite ed iiîtegrabili, all'interno di E, tale che 
nei punti di E si abbia 

vi = VI, avi av, --- 
ar ô r  

iiidicaiîrlo con r iina delle coordinate. 
Utia classe estesa. di soluzioiii si ottieiie poliendo 

II. 
V ; = A -  (1) 

OC 

dore ii t iina eostante = $ (' $ e e (A) sodilisfi alle condizioiii - 
II 

e a conclizioiii di  rego1;trità che fra poco direiiio. La 2." delle (31) C evicleu- 
teinente verificata. Quaiito nlle altre, osserviaino che clalla (35) si ileduce: 

e dalla espressione di Ir, 

Quiildi nei punti di E ('h = 0) 
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La densità corrispoiiclente all'espressione (35) della V,. è 

Se a1 termine Vz della. (31) si fa corrispoiidere unn clistribuzione oiiio- 
geiiea cou densità k,, e si osservn clie la (33) pub scrirersi 

4 
p. = - - 7~ (ko - k,,,) a b2, 3 

risulterà la cleiisità totale, ne1 putito generico, data da : 

= 12,,, 1 ,  3 - 0, O5 . A, <I> (A) 1 I '  
yoidiè, coiiie si è visto, k ,  - 1, 3 k,, . 

Si ha poi 
A, @ (1) = a' (A) . A, 'h + 9" (A) . A ,  A (3'3) 

dore le espressioni di A ,  1, A, A si declucoilo seiiza clifficolta tlalla (32) con- 
sideraiidovi A coiiie fuiizioiie di x, y, z. Posto 

e sostitueiido nella espressiorie di 2 Vd : 8 x 

Affincliè la soluzione (35) sia aiiimissibile, occorre clie le espressioni (39) 
(40) riil~angano finite in tutto lo spazio iiiterno ad E. Questa coiidizioiie li- 
mita di iiiolto la scelta della fuiizioiie a. Per veclei.10 i.icordiamo coiiie si 
coiiîportiilo le funzioni A ,  A, A, 1 iiell'iiiteriio dell'ellissoide. 
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§ 17. Coiisideriamo pih generalliiente un ellissoide a tre assi (a< O<c), 
e sostituiaiiio, per un iiioruento, alla lettera X la p l ,  cliiaiiiaiido p l ,  p,, p, le 
ordiriarie coordinate ellitticlie, radici della equazione 

x" z2 y2 +y-- +- 
a"? b u a + p  c + p  

- 1, 

Iiidicando con 

il quaclrato dell'eleiiiento 1iiieai.e dello spazio in coordiilate ellitticlie, ahbiaiiio 

ed analoglie espressioni per H,, Ii,. Quindi 

Poicliè a si suppone differente da b (iiientre b in particolare potr' d essere 
uguale a c, in guisa clie il nostro ragio~mriiento compreiide anche il caso 
dell'ellissoide di rotazioiie considerato nei precedeilti paragmfi), sarà p l  > p, . 
Si ha poi çeneralinente pl  >pz ,  salvo nei punti della. ellisse focale dove 
p, = p, = - a" Sicclie la A, p l  diviene iufiiiita nei punti dell'ellisse stessa, e 
soltanlo in yuei punti. 

Quanto a A, pl, yuesta yuantità iiniaile senipre finita. Nei puiiti esterni 
a l  piano y z e nella regione al piano stesso clie è esterna all'ellisse focale 
si ha p ,  > p, , p l  > - a b  qquindi ivi A,  p l  é finita e differei-ite da zero. Nei 
punti inferni alla ellisse stessa p l  = - a> pz e quiildi A ,  p l  - O. Nei puilti 
della ellisse tinnllnente per essere p, - p, = - a h i  lia dalla (43) 
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E poicllè 
C' 2 - p, 2 b3,  

sarà 
4 ( b 2  - a") < A ,  p, < 4  (c"a2). 

Ne1 caso dell'ellissoide di rotazione A ,  pl = 4(b" a') nei piinti dell'el- 
lisse focale. 

Osserviamo poi clie, chiainando a il 1.' coseno di direzione della nor- 
male all'ellissoide (32) nei punti x, y, z, si lia 

donde 
5 

A, 'A = 2 a \'CA. 
(a" 'A) 

Ne segue, per quel clie ora si è detto iatorno al A ,  p , ,  clle, se @'(A) si 
inantiene finita per 1 compreso fra O e - a2, tali si maiiterranno pure le 
derivate prime della V; [formola 

§ 18. Differenza fra la sfera e gli ellissoidi, riguardo alle solztxioni del 
tipo (35). Ne1 caso della sfera il A, A è costante = 6, corne facilniente si ve- 
rifica; mentre ne1 caso dell'ellissoide, sia pure di piccolissirno schiacciaiilento, 
vi ha una linea (ellisse focale) in ogni punto della yuale la detta funzione 
diviene infinita. Da ci6 deriva clle talune espressioni di Vi che possono avere 
un significato fisico ne1 caso della sfera, non sono, neppure per approssima- 
zione, usufruibili ne1 caso dell'ellissoide, anclie poco differente dalla sfera; 
altre soluzioni adottabili si& per la sfera clle per l'ellissoide, conducono, nei 
due casi, a distribuzioni molto differenti della densità in prossimità del centro. 
Vediamone un esempio. 

Poniamo 

questa espressione soddisfà alla (36). Avremo 

Ne1 caso della sfera, chiamando r il raggio vettore del punto (x, y ,  x )  

Alzlzali di Matematica, Serie III, Toino XVlI. 39 
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si ha CC' + A = r2,  qu.indi A ,  A = 4 r f  La A, @ (A), e con essa la densitk Ic ,  , 
tende dunyue continunmetite a zero coll'avvicinarsi del punto al centro. R'el 
caso clell'ellissoide di rotazione, invece, nientre a" tl e A, A si annullano in 
tutti i punti i n t e r n i  ail'ellisse focale, lungo questa linea si lia a2 +A =O,  

6 
A,  h = 4 (b2 - a2)  e percih A, a (A) = (b2 - oa). La clensità presenta quindi, 

CC 

nrl piano eyuatoriale, ilna discontinuità, quando si attraversa la ellisse focale. 

§ 19. Altm espressiovzi della Vi.  Mn possiaino alla Vi attribuire altre 
espressioni, le quali, a differenza di quelle considerate ne1 5 1.7, non dknno 
luogo a cliscontinuità nei valori della densità. 

Poniaino 

e diaino a Vi la espressione 

1 
Vd = A + - f (h), D 

dove 

La A è una costante clie ha 1;) stesso significato che nella (33). Assog 
gettiarno la f (72,) alle conclizioni 

e di più alle condizioni di essere finite e continue, insieme colla sua derivata 
prima, e di avere la derivata 2." finita nell'intervallo (0, 1). Avremo 

Alla superficie dell'ellissoicle E 
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D'altra parte, pei punti della superficie stessa, la D lia 10 stesso valore 
a l  2 %  che la P che figura nelle forinole del g 1 6 ;  siccl-iè ivi - = - donde 
ax  a ' D 7  

Tenuto conto della espressiorie di B, si lia senza difficoltà 

dove il sirnbolo S ha il significato indicato dalla 

x2 x2 y2 + z2 8-= 
a4 a' +T 

ed analoghe. 

Perle condizioni di regolarità ciii la f  (7%) si suppone soggetta, il 2 . O  niembro 
della (47), e con esso la densitü R , ,  rimangono finiti in ogni punto interno al- 
l'ellissoide E. Coll'awicinarsi del punto (x, y, $) al centro dell'ellissoide, luilgo 
un qualsiasi raggio vettore, la D tende con continuità al d o r e  R e la A,V; 

2 f ' ( 1 )  S . è vi snid differeriïa es- tender2 con continuità al valore - - 
B a" 

senziale di cornportamento della A,Vi da1 caso della sfera a quel10 ciell'ellis- 
soide; e si pub notare die, col valore clie abbiünio scelto pei' B, i teriiiirii 
dopo i due primi ilel 2 . O  membro della (47) si n~anterranno sempre piccolis- 
simi pel caso di un ellissoide poco differente dalla sfera. 

Per avere un'idea del modo di variare di A ~ V ;  (e quiiidi della densità) 
nell'interno di E, vediamo che cosa direnta 1ü (47) ne1 caso della. sfera 
(CG = 6 ) .  Allora, posto x" yz + zZ = r2, 

r2 
A, Vi = 4 f "  (h )  - 6 f ' (7~). 

a2 
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Poniamo ad esempio : 

f(7a)=Alh+A,7&a+d,h3; (A' = m) P 

risulterà 

dove 
B I = - - 6 A l - 1 2 A 2 - l S A , ,  

Le quantità BI, B,, B, sono legate alla sola coiidizione 

$$ 20. Le formole del paragrafo precedente stabiliscono in modo esatto 
yuello che dalla teoria di CLAIRAUT era ciiinoslrato soltanto in via appros- 
simata, che cioè: distribuzioni di massa per strati omogenei, liuzitati da sur 
perficie di rotaxione poco difieregdi da sfere, sono coqnyatibili colla ipotesi che 
una superficie esterna di liuello sia un ellissoide di rotazione schiacciato di 
piccola ecce~ztricità. È facilissiino sviluppare in serie procedenti secondo le 

b2 - a2 
potenze della quantità - - iV1 2 . O  ineinbro della (47). I ternîini indi- 

a2 

pendenti da i2 coincidono naturalmente col 8.O inembro della (47'). A meno 
di termirii in i4 si ha poi 

L'ultiqo termine, ossia la parentesi clie rnoltiplica 8f(h) ne1 8.' metnbro D 
della (47), è dell'ordine di i4. 
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§ 91. Caso &ll'ellissoide a tre assi .  La ricerca di distribuzioni interne 
compatibili colla espressione della f." potenziale esterna è ugualmente age- 
vole ne1 caso dell'ellissoide a tre assi. Diamone un cenno. 

Ho dimostrato, nella citata Meinoria del 1895 (*), che qunndo una delle 
superficie d'equilibrio esterne è un ellissoide a tre assi (a ,  b, c) del quale 
l'asse a coincida coll'asse di rotazione del pianeta, la f.' potenziale dell'at- 
trazione sopra e fuori dell'ellissoide pub scriversi 

dove 

h è la maggior radice dell'equazione 

k ,  e k2 sono due costanti proporzionali al quadrato della velocità angolare 
e dipendenti da a, b, c. Posto 

(*) Rendiconti Lincei, I I I ,  1 .O  sem., 1894, pag. 833. 
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si deduce facilmente dalle (49) che nei punti della superficie dei2'ellissoide 

ed analoghe : 

Si hanno analogamente le derivate della V8 cangiando nelle ultime tre 
formole V2 in V3 e permutando circolarmente le lettere (x, y, z ) ,  ( a ,  b, c). 

Possianzo interpretare l'espressione (48) cotne la somma della f.>oten- 
ziale di un ellissoide omogeneo e di quella di tre strnti superficiali. Quanto 

hl al termine - Vl esso è notoriamente la f.' p." di uno st.rato distribuito sul- 
9 

l'ellissoide E, la cui densità superficiale sia proporzionale alla distanza fra E 
ed un ellissoide omoletico, concentrico, infinitaniente prossiino. Quarlto al 
termine k, V, ,  si osservi che posto 

si pub scrivere 

Sicchè, salvo un fattore costante di proporzionaliti, V,  riszdta la somma 
della f." potenxinle esterna di un ellissoide omogelzeo, e di quella di uno strato 
slcperficiale disteso szcll'ellissoide E e d i  densità proporzionale alla distanza 
fra E ed 2112 ellissoide conssiale infiizitnmente prossimo, i ctti assi siano a ,  
b - c, C. È facile verificare corne una tale densità ne1 punto generico (x, y, z )  
sia proporzionale a y? D o .  
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Siinilmente Ir, pub interpretarsi corne somma della fSc potenziale esterna 
di un ellissoide oinogeneo e di quel10 di uno strato superficiale coinpreso 
tra E e l'ellissoide inf.' prossinio di seiniassi a, 6, c  - E. 

§ 21. Si tratta ora di costruire delle funzioni VI,, V,;, V,; le quali, al- 
l'interna dell'ellissoide E, siaiio finite insielne colle loro derivate 1 .", abbiano 
le derivate 8.' finite, e siano tali che nei punti di E si abbia : 

dove r indica una qualunque delle coordinate. 
Riguardo alla Ir,, varranno gli stessi artificî che abbiam indicato per la 

costruzione della V; ne1 caso dell'ellissoide di rotazione. Per la V2; possiamo 
assumere 

ove la @(A) soddisfaccia alle condizioni 

@ (O) = O, @' (O) = 1, (53) 

e di più A, ID ('A) sia finita in ogni punto per valori di X fra O e - a" La V,{ 
si riduce evidentemente a V, per 1 = O. Avremo poi 

a 2 ~ "  a l  h y  
--=- 6 y  B,+---@'(A)+r <P ('A) a Y a b 5 c  ab c 

Ricordando le espressioni delle derivate di 'A, per 'A = O, e tenendo conto 
delle (53) si verifica coine queste derivate della VZi ,  sull'ellissoide E, risultino 
uguali a quelle della Ir, date dalle (50). 
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Con calcoli facili (*) si ottiene poi 

Questa espressione, divisa per - 4 ss, dà la densità spaziale di uns  massa 
la quale all'esterno di E dà luogo alla funzione potenziale V2. In siinile modo 
si pub costruire quella corrispondente al termine V,  della funzione poten- 
ziale esterna. 

(*) Occorre osservaré che i tre integrali A,', BI, C2 sono legati dalla relazione 

2 
A2+3B1 + 
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Studii sulle equazioni differenziali lineari, 
per riguardo ai loro integrali normali. 

(Di ULISSE DINI, a Pisa.) 

1. Nella  Meniorin pubhlicata a pag. 179 e segg. del T. XII, Serie III di 
questi Annnli al § 40, che fa seguito ad altre col10 stesso titolo, ho dato un  
teorema generale relativo agli integrali normali delle equazioni lineari generali 

E (y, 2) = a, y(") + a, y("-') + a Z J  7 (n-2) + . . t a,-, 9' t a,, y = X ,  (1) 

quando in esse i primi 9% coeficienti a,, a , ,  a ,,..., a ,,-, sono funzioni della 
sola x regolnri (ne1 senso inteso nelle Rleinorie precedenti) in tutto un in- 
tervallo dato (a,  b) (gli estr. incl.) almeno fino alle derivate n", (n - l)=, 
(m - 9)e,..., lma respettivan~eiite, e a,, = g cp (e) + l, essendo p (2) una funzione 
intera del parainetro r ,  e g ,  1 e X funzioni della x continue O no nello stesso 
intervallo (a,  b) ina finite e atte alla integrazione in questo iiitervallo, e delle 
quali la prima non cainbia mai di segno e non è d'integrale nul l~ ,  in nessuna 
porzione dell'iiltervallo inedesiino. 

E si suppone inoltre nello stesso teorema che la equazione data (1) sia 
di quelle per le quali la equazione omogenea corrispondente E (y, B) = O, 
alnieno per un valore particolare y del parametro z, se non per qualuilque 
valore di questo parametro, si riproduce nella sua aggiunta; coine si sup- 
pone anche che si riscontrino soddisfatte certe coridizioni speciali nelle quali 
figurâno insieine i valori dei priini 9% coefficienti della equazione data ai li- 
miti a e b dell'intervallo e i coefficienti delle condizioni date per gl'integrali 
a questi limiti quando queste condizioni vi siano. 

Questo teorema, in forza del quale si pub affermare che sotto l'una O 

sotto l'altra delle due ipotesi generali contenute nell'enunciato del teorema 
stesso dovrà essere X = O in tutto l'intervalle (a, b), d i  luogo in sostailz;t 
a due casi verailiente distinti nei quali si applica. 

A$&nuli d i  Mntemntica, Seiie III, Tom0 XVII. 33 
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L'una di tali ipotesi infatti è quella di essersi assicurati in un modo 
qualsiasi della esistenza di un integrale normale della nostra eyuazione (Ij  
che coiue funzione di z è funzione intera, e coine funzione di x è regolare 
fino alle derivate ne, per ogni valore di s, in tut,to l'intervalle da a a b (gli 
est;. incl.) ; e non si esclude che nello stesso intervallo il coefficiente a, possa 
anche divenire infinitesirno in qualche punto interno O agli estreini. 

L'altra di tali ipotesi invece è quella che siano soddisfatte certe condi- 
zioni speciali indicate nell'enunciato del teoreina stesso dalle cpali consegue 
appunto la esistenza dell'integrale normale che ha le indicate particolarità. 
rispetto ad x e a X; ma allora. fra le coiidizioni speciali che si richiedono vi 
lia quella che nell'intervallo da a a b e anche negli estremi, il coefficiente a,  
sia seinpre diverso da zero; per yuanto, in una nota al principio del 34, 
io facessi rilevare che tale condizione veniva posta specialinente al10 scopo 
di seinplificare le considerazioni clie allora si fecero, inentre salvo leggiere 
inodificazioni avrebbero potuto coiisiderarsi anche alcuni casi nei yuali a, 
fosse zero in alcuiii puriti fra a e b O a uno O a tutti e due i piinti estremi. 

Per le applicazioni dunque il primo di questi casi avrà più specialmente 
interesse quando, pei dati della questione da trattarsi, ci si ciebba necessa- 
riaiilente iiisntenere con x in un intervallo (cc, b) ne1 quale a, non è sempre 
cliuerso d a  zero; e ora in vista di questo ci feriiiereiiio appunto su1 cas0 in 
cui questa circostanza si presenta, suppoi-ieudo pei.6 clie 10 stesso coeffi- 
ciente a,  divenga infinitesiino soltanto in uno O in aiiibedue gli estremi a 
e b. E negli studi clie ora fareino anîmettereino dappriina in niodo piil ge- 
iierale che iiella equazione ( 1 )  clie considererenio tutti i coefîlcienti dopo il 
primo possano anche coiitenere il parametro .a essendo perb funzioni intere 
di yuesto parametro, e rispetto ad x i priini n coefficienti a,, a,, a ,,..., a,,-, 
nell'intervallo dato (a ,  b) ,  non esclusi gli estremi, siano aiicora funzioni re- 
golari fino alle derivate n', (n - l)", (9% - 9)" ..., 1." respettivanîente, mentre 
per a, e per X e per le varie derivate d'ordine più alto delle yuali si aiil- 
mette la esistenza per gli altri coefficienti basterà ricliiedere clie siano finite 
e atte alla iiitegrazione fïa a e b ;  e all'infuori di queste non fareitio altre 
ipotesi sulla nostra eyuazione. 

Sotto yueste condizioni rispetto alla ecjuazione data, troveremo alcuni 
casi nei quali, pure essendo a,  infiiiitesinio a uno O a tutti e due gli estremi 
dell'intervallo dato (a, b) esiste un integrale clie rispetto ad x è regolare 
fino alle derivate ne fra a e b (gli estr. incl.) e rispetto a z è seinpre una 
funzione intera; clopo di cliè, liiiiitandosi allora alle eqiiazioni alle yuali si 
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riferisce il teorema del § 4.0 della Memoria precedente (*), yuando ai liiniti 
cl. e b si abbiano le particolariti di cui ne1 teorema stesso, si potrà affermare 
che per la equazione corrispondente si lia X =  O in tutto l'intervalle (a, b). 

9. Ci6 posto, aniinettiamo dunque che per es.: a siü un punto d'infi- 
nitesirno di a,, e b 10 sia pure O no;  e osserviamo allora che bisognerà per 
prima cosa üssicurarsi della esislenza di integrali della iiostra equazione (1) 
che siano regolari rispetto ad x anche ne1 punto a, e 10 siano pure in b se 
anche b sarà coine a un infinitesiino di a,, e al tempo siano funzioni iiitere 
di x per ogni valore di x fra a, b (a  e b incl.); dopo di che volendo che 
siano anche integrali normali bisognerà cercare se sia possibile di soddisfare 
anche alle csndizioni che si richiedono per questi integrali. 

Indichiamo percib ancora con ~ v , ,  rrv, ,. . . , tu,, rz integrali fondamentali 
della equazione oinogenea E (2, z) = 0 per ogni valore di x fra n e b, acl 
es.: un sisteina di quelli clle si ottengono coi soliti processi dalle formole 
generali delle mie Memorie precedenti di questi Annali sulle equazioni dif- 
ferenziali lineari, partendo cioè da un punto yualsiasi cc fra a e b che ora 
dovrà supporsi diverso da a, e diverso anche da b yuando ariche b sia un 
punto d'infinitesiino di a , ,  per modo che in quelle forniole i liniiti inferiori 
degli integrali siitno tutti uguali ad cc, e prendendovi le solite c,, c,, ..., c,, 
successivainente tutte eguali a zero fuorchè una che sarà presa uguale ad uno. 

Questi integrali si inanterranno regolari rispetto ad x; fino alle derivate ne, 
nell'intervallo (a, b), anche pei valori di x vicini quant0 si vuole acl a e a b ;  
e per gli stessi valori di x saranno anche funzioni intere di 2. Alcuni poi 
degli integrali niedesimi potranno restare regolari anche fino in n sebbene 
ora in a l'cbo diventi infinitesiino, conie Io rimarranno tulti fino a b se b non 
sarà un infinitesiino di cc,; e yuelli fra essi che saranno regolari fino ad uno 
O a tutti e due yuesti estremi inclusivamente per yuanto si disse in generüle 
al S 6 della Menloria precedente rimarranno funzioni intere di x per tutti i 
valori di x nell'intervallo (a, b) non esclusi gli estrenii. 

3. Cib premesso, supponiamo per inaggioï clliarezza clle frü gl'integrali 
w,,  10 ,,..., 10, ve ne siano i, per es.: nt,, 90, ,... , I U ~ ,  ctie godono della parti- 

(*) Ci liiniteremo cioé allora a considerare le equazioni (1) nelle quali z figura soltanto 
in a,, e si  ha a, = y ?  (2) + 1, essendo g e 1 Ir solite funzioni di 3~ finite e atte alla integraziotie 
fra a e b delle qiiali la prima non cangia mai di segno i n  questo iiitervallo, e il primo membro 
E (y, z)  delle stesse equazioni, almeno per un valore particolare 7 di z, s i  riproduce nella 
solita equazione aggiunta. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



869 Dirzi: Studii sulle eyua&ni differenziali lineari, 

colarità di non avere singolarità in a, e non averle neppure in b quando 
anche b sia un  infinitesimo di a,; ve pe siano i,, ad es. : IVi+i7 U V ~ + O - ~ . . . ,  ~i+i , ,  
che le hanno in a e non in b; i,, ad es.: Wi+i,+i, ~vi+;,+s ,..., +vi+;,+ib, che le 
hanno' in b e non in a ;  e i riinarienti i,,, = n - (i + i, + 2,) le abbiano tanto 
in a che in b, senza escludere che per valori speciali d i  E quegli integrali 
che ordinariamente hanno singolarità in a O in b possano perderle e divenire 
anch'essi regolari in questi punti, e senza escludere inoltre clie alcuni di 
questi nunieri i, i,, i,, i,,, possano anche essere zero; ma non potendo perb 
essere zero contemporaneamente i, e i,,b, perchè a è un infinitesimo di a,, se 

a 

sarà 1 5 d x  = - m; e non potendo essere zero'insieine i, e i., se anche 
a0 

a 

b è un infinitesiino di a, e se sarà = - CQ (V. nota al § 18 della 

hlein. preced.). 
Allora per ogni integrale y della nostra equazione completa E (y, z) = X ,  

fincliè x è fra a e b (gli estremi al più esclusi) potremo sempre scrive 

y = C I  +VI  ')v2 +" ' +Cr UVM),+ Y, 

esserido Y il solito integrale particolare della equazione stessa che di1 
zero insieine alle sue prime n - 1 derivate ne1 punto a, e pel quale si 

riene 
lia 

dove D,,,, è il complemento algebi'ico di d:-" ne1 solito deteriiiinaiite fonda- 
inentale D relativo agli integrali tu,, I V , ,  . . . , tv,, , e per semplicità di scrittura 
si intende posto come nella Meinoria precedente al § 17 

essendo c un nuinero qualsiasi fra a e b pel yuale a, non è zero; e noi te- 
nendo conto dei dati che abbiamo dovrelno ora cercare conie debhano essere 
prese le c,, c,,.. . , c,, O a quali condizioni debbano soddisfare, sia pure fa- 
cendo qualçlie limitazione nella equazione (1) da considerarsi, per far si clie y 
sia un integrale normale che lia tutte le particolarità volute rispetto a 2 e 
rispetto ad x in tutto l'intervalle (a, b), non esclusi ora gli estreini a e b. 
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4. Aminetterenîo percib senz'altro, anche al10 scopo di seniplicizzare 
le nostre considerazioni, clle se anclie tutte o alcune delle D,., O le 

2! 

- e D,,, O @, D,,, hanno qualche singolarità per a = a O per x = b, esse 
a0 

perd moltiplicate per X restino tutte atte alla integrazioiie anche negli in- 
a 

torni di a O di b, per modo quindi che gli integrali X D,,,, d x a.nche J 
a 

al tendere di x ad a o a b e a questi estremi si mantengario deterniinati e 
finiti, cib cbe il più spesso avverrà quaiido negli intorni di a, e in yuelli 
di b se anclie b è un infinitesimo di cc,, X sia delle forme (x - a)X cp (x) O 

(b - X)P + (x) essendo 1 e p. numeri positivi sufficienteinente grandi, e esserido 
'9 (x) e + (x) funzioni di x continue O no nia atte alla integrazioiie negli in- 
torni di a e b respettivamente, e d ie  se anclie diyengono infiiiite restano 
atte alla integrazione anche ridotte ai valori assoluti. 

Per x fra a e b (a  escl. e b pure escl. se anclie b sarà un infinitesimo 
di a,) potremo scrivere per y 

e per le derivate iir) degli ordini r = 1, 2 , .  . . , n - 1 avremo 

le s, S., s,, s,,, essendo somme tutte della forma r W.,. ? 
e le d"), s") a 2 s$', s;; indicando lion le derivate P d i  s, s,, y,, sa,, ma soltniito 

le somme della foriiia x a") , cjueste soinme per s e d'), 

per sa e si;), per sa e s';) e per sa,, e s, essendo estese respettiraiiiente agli 
integrali .lu, che non hanno singolarilà nè in a nè in 6 ,  a quelli che le lianiio 
in a e non in b, a quelli che le hanno in b e non in a, e a quelli clie le Iianno si 
in a che in 6; per modo che se b non sarà un infinitesimo di a, i due terinini 
s, e sa,, in y e i due corrispotidenti 8': e s, in y'") iiianclieraniio senz'altro. 

Segue da ci6 che sareino certanierite sicuri che y sia un integrale clle 
si inantiene finito alnîeno fino alle derivate (n - 1)" ne1 punto a, e cosi pure 
ne1 punto b se anclie b sarà un infinitesimo di a,,, quaiido le sa,  s, e s,,, e 
cosi le s'a:', s'b e s, per r = 1, 2 , . . . ,  n - 1 si iiianterigaiio finite per x = n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264 Dini : Studii sulle equazioni differenzidi li)zenri, 

e x = b ;  e « i l  cas0 più seniplice ne1 quale questo avverrà sarà quel10 ne1 
x 

u quale le c,, + @, X D,,,,, d x: tendano a zero di per sè e anche moltiplicate I 
u per lu,, e per w:) con r = 1, 8 ,..., n - 1 al tendere di x ad a se. si tratta 
u dei termini corrisporidenti a sa ,  al tendere di ic a b se si tratta di quelli 
u corrispondenti a s , ,  e al tendere di x; si ad a che a b se si tratta di quelli 

corrispondenti a s,,, (*) » ; per modo che limitandoci per seinplicità a con- 
siderare soltanto questo caso, pei termini di s, dovremo intanto avere 

J ~.=[@,xD ,,,. dx; per quelli di 6, dovremo avere c,= @ , X B  .,,. d a ;  e per 
a b 

quelli di sa,, dovremo avere 

ci6 che porta in particolare clie se a, sarà infinitesitno tanto in a che in b, 
e se vi saranno integrali w, che abbiario singolarità in ambedue questi punti, 

per ciascuno di questi integrali ni, dovrenio avere @, X D,,,, d x = O se si 

vorrà che tutte le condizioni che ora poniaino siano soddisfatte. 
5. Ammesso ora che tutto questo avvenga, e nella espressione prece- 

dente di y cambimdo per comodo le prime i delle c,, (cioè quelle clle figurario 
O 

in s) in c,, + @, X D ,,,,, d x, si vede clie sarà I 
a 

(*) Evidentemente queste condizioiii sono soltatito suficienti. Noi le poniamo perché sono 
le piil semplici, ma basterebbe ad es.: anche supporre che, sempre teridendo a zero le 

c,,, + 0, x Dm,,, d x  a1 tendere di x ad a O a b nei rispettivi casi, tendessero poi a quaiitità f 
finite quando sono moltiplicate per ru, e per ~c; ' .  
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dove s'intmde che x,, X,, %,, si estendano respettivainente alla I V ,  che hanno 
le singolarità soltanto in a, O soltanto in b, O che le hanno ad un tempo in 

x x 

a e b, e nell'ultiina somma all'integrale 1 potrà anche sostituirsi l'altro ; J 
a b 

e una formola siniile l'avremo per per r = 1, 2,. . . , n. - 1 inutando sol- 
tanto, sotto le varie somme clle figurano in y, le w, in n$?. 

E in questo integrale ZJ della equazione completa E (y, s) = X e nelle 
sue prime n. - 1 derivate y"', delle c, riniarraniio dunque indeterminate sol- 
tanto le prime i c,, c, ,. .. , ci, cioè tante quante sono gli integrali w, della 
equazione onlogenea corrispondente E (y, z) = 0 che sono regolari contem- 
poraneamente in a e b, e non ve ne rirnarrà nessuna quando di questi in- 
tegrali non ve ne sieno, cioè quando sia i = O; e per ci6 che riguardx le 
derivate Io stesso integrale ZJ le avrà finite e continue alineno fino a quelle 
dell'ordine (n - 1) in tutto l'intervallo (a, b), non esclusi gli estreini a e b, 
mentre le derivate ne clie si determineranno per niezzo della equazione data 
e che saranno sempre finite (continue perd O no perchè non si ricliiede la 
coritinuità per le funzioni a,, e X) nei punti interni fra a e 6, potrailno essere 
infinite O anche inancare affatto a questi estreini a e b. 

E inoltre, sempre sotto le varie condizioni clie abbianio poste, quando 
ne1 caso di  i > O ,  per le cl, c,, ..., ci rimaste finora indeterininate rengano 
poi scelte funzioni intere di a, 10 stesso integrale y e le sue prime n derivate 
rispetto ad LE, per quanto dicemmo in modo generale nella Memoria prece- 
dente, saranno funzioni intere di z per ogni valore di s fra a e b (gli estr. 
a e b a.1 più esclusi per le sole derivate ne); mentre se sarà i = O i'iiitegrale 
stesso (B), ne1 quale allora verrà a mancare il primo termine del secondo 
menibro, avrà già la indicata particolarità rispetto ad x e a z finchè x è fra 
n e b (a  e b al più escl.), e sarà quindi senz'altro l'integrale cercato se non 
vi saranno altre condizioni speciali ai limiti alle quali esso debba soddisfare. 

6. Volendo ora che questi integrali siano anche integrali norinali della 
nostra equazione conlpleta E (y, s) = X, osserviamo che ne1 caso di i > O la 
determinazione delle c,, c,,. . . , ci dovrà farsi per mezzo delle condizioni ai 
limiti che saranno state date, e che potranno anche non esserci (V. 5 81 della 
Mein. precedente) se a, sarà zero ai due estreini a e b e se al tempo stesso 

x 

a questi estremi sarà d x = - CO; e se 
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sa.rà una qualsiasi delle condizioni ai limiti che potranno esserci per m = a, e 

sarà una di quelle che potranno esserci per x = b, per ciascuna di queste 
condizioni dovremo avere respettivainente le formole 

I 

essendo 

dore la soinina 2, in ICr' s'iiitentle estesa ai terinini nei quali figurano le I V ,  

clie lirtnno le sirigolarità soltanto ne1 punto b, e l'altra J', in IIb s'iritende 
estesa ai terniini nei quali figurano le i+i, IV ,  che non hanno sirigolarità 
ne110 stesso punto b; e di qui risulta iiîtanto clie onde, colle condizioni poste, 
ljintegrale cercato possa esistere, bisognerà clie le condizioni date ai lirniti 
cl. e b frit tutte noii siaiio più di i, cioè noii siano più del numero degli in- 
tegrali distinti IO,, I V , ,  . . . , IV, clie non Iiariilo singolarità nè in .a nt? in b, a 
ineno die, quaiido le coiidizioni stesse ai liiniti siano più di i, alcune di 
quelle siniili alle (5)  clie ne verraniio risultirio identicamente soddisfatte 
qualunyue sia z O rientrino l'una nell'nltra in forza della natura stessa degli 
integrali m,, 121~ ,.. . , IV,, della equazione omogenea dai quali si parte. 

Ricorciando dunque il processo die  teneinnio nei # 34 e segg. della Me- 
~iioria precedente per la trattnzione del probleiiîa analogo quando ponevanlo 
la condizione clie a, fosse selnpre diversa da zero fra a e E e a questi estreini; 
si vede ora clie salva l'itidicata liinitazione ne1 numero delle indeterminate c, 

e in quelle delle condizioni ai liniiti cc e b che possono ancora aversi, e 
salvo la sostituzione di IZ, e lrl, alle quantità O e Y, clle figuravano allora 
nei secoiicli membri delle forniole (36) della Meinoria stessa, che sono quelle 
alle quali ora corrispondono le prewdenti (5), il nostro prohleina attuale 
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pel cas0 di i> O resta ora ridotto a quello-già studiato nella detta Memoria, 
e quindi per trattarlo completamente basterà seguire la via che tracciainmo 
allora. 

Ne1 caso poi di i = O ,  non avendosi affatto indeterminate c , ,  e l'iiîtegralè 
cercato y, come abbiamo detto, risultando già pienaniente determiiîato colle (81, 
se saranno date anche condizioni ai iirniti come le (3) O (&), hisognerà assi- 
curarsi che queste veiîgano rese identiche dall'inteçrale stesso y, per essere 
certi clie questo integrale è l'iiitegrale normale cercato, e il probleiila con 
ci6 in questo caso di i = O rimarrà coinpletamente esaurito. 

7. Portata dunque la questione a questo punto non è il caso di fer- 
marsi più' oltre su1 problenia attuale che, yuando si voglia, potrà ora essere 
svolto completamente con tutta facilità, seguendo la via clîe indicainino; e 
solo, sicconie il caso che più coinuneniente si presenta è quel10 delle equa- 
zioni del  second'ordine, esporremo con dettaçlio le vari-e particolarità clie 
meritano di essere segnalate pel caso di queste equazioni, il clie faciliterà 
anche la trattazione, yuando voglia farsi, dei casi cii equazioni di ordini su- 
periori. 

Considerianio duilque la equazione del second'ordine 

nella quale supporreino che i coefficienti a,, a,, a, e X ahbiano le solite 
particolarità, e indiclriamo con w,  e w, i due integrali fondaiiientali clie si 
otterigono coi soliti nostri processi getierali partendo da un punto cc fra a 
e b diverso da yuesti estreini. 

Le condizioni poste sopra in generale al principio del S 4 rispetto agli 

integrali p. X D,,. d a ,  estesi a intorni (a, x), (x, b) dei punti a e b,  e agli 

stessi integrali moltiplicati per ru,,,, dm, w",,. . . , wZ-" si ridurrailno ora a 
quella die  anche quando gli esti'emi'a e b sono punti d'infinitesiino di a,, 
per yualunque valore di z le funzioni @,Xw, e @ , X  lu,  siano seiiipre inte- 
grabili negli intorni di a e di b, e i loro integrali da a ad  x O d a  x a b (x 
cornpreso fra a e 6 )  col tendere di x ad a e a b teiîdano a zero anche iiiol- 
tiplicati respettivaniente per .IV, e IV',, e per w, e .IV',; e oltre a ci6 quand0 
tanto a clie Z> siano infinitesimi di a, e uno almeno degli integrali IV, e tu,  

per es. .IV, abbia singolarità si in a che in b, per quanto diceiiiiîio in fine 
b 

del10 stesso $$ 4 bisognerA che per l'altro r., si abbia ~ r n . x w ,  d r  = O ;  e noi, 
a 
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quand'anche non si dica esplicitamente, ammetteremo sempre di avere ve- 
rificato clle queste condizioni siano soddisfatte nei varii casi che conside- 
reremo. 

Indicheremo poi con 

le condizioni ai liniiti a e b clie potranno essere date pei nostri integrali da 
determinarsi y, senza escludere clie possano anche ridursi a una sola O non 
esserci affatto, nei quali casi perb potreiiio scriverle ancora ambedue inten- 
dendo allora che se una o tutte e due dovranno mancare siano zero i coef- 
ficienti k O h corrispondenti; e rispetto ad i considerereiiio i varii casi clie ora 
possono presentarsi, che saranno quelli di i = O, i = 3 ,  e i = 8, e li tratte- 
remo separataniente, osservando che in ogni caso l'integrale corrispondente (2) 
avrà ora ne1 secondo inenibro uno O due termini soltanto. 

8. Incoininciando da1 primo caso quel10 cioè di i = O osserviamo che 
esso si suddivide in più altri, ma basterà naluralinente considerare i due se- 
guenti, che indicheremo successivamente, cioè : 

1.' il caso in cui i due integrali wl  e w, sono regolari l'uno soltanto 
iii cc e l'altro soltanto in b, Pei' es. zu, è regolare soltanto in a, e w, 10 è 
soltaiito in 6, ne1 qua1 caso la forinola (8) ci darà per l'integrale 

e le condizioni ai limiti (8) se vi saranno porteranno che debbano essere 
soddisfatte qualunque sia z le due condizioni corrispondenti 

talclié in questo caso, se le condizioni ai liiniti (8) vi saranno m a  O tutte 
e due, l'integrale normale cercato vi sarà e sarà dato dalla (9) quando siano 
soddisfatte identicamente qualunque sia x una O tutte e due le condizioni 
corrispondenti (IO), e in particolare quindi yuando siano soddisfatte le due 
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o quando le I V ,  e ru, soddisfino esse pure alle condizioni ai lin~iti per quel10 
dei lirniti n O b ne1 quale sono regolari; mentre se le condizioni ai liiniti (8) 
non ci saranno l'integrale cercato esisterà e sarà dato dalla (9) senz'altro. 

8.O il caso in cui ainbedue gli integrali IV ,  e ru, hanno singolarità 
in uno stesso dei liiniti per es. in a, le abbiano essi O no anche in b, rie1 
qua1 caso la formola (8) ci darà sempre per I'integrale y 

e ora la condizione al limite a se anclie ci s a r i  risulterà soddisfatta da sè. 
Invece quella al limite b se ci sarà darà luogo all'altra 

che dovrà essere soddisfatta identicanlente qualunque sia s, e rirnarrà sotto 
questa forma se ni, e YU, non avranno singolarità ne1 punto b. 

Se poi saremo ne1 caso che uno O tutti e due gli integrali ml e 1 v 2  ab- 
biano singolarità anche in b, allora per le condizioni poste in generale ne1 
paragrafo precedente oltre a queste, avreino una O tutte e due le altre 

che souo ancora le (Il), per modo clle quanclo queste singolaritA in b le 
abbiano ambedue gli integrali I V ,  e *v2 avreino yueste due coudiziorii cioè 
le (Il), e allora la (13) verrà soddisfatta da sè qualunque siano le condizioni 
ai lirniti date, mentre se per es. soltanto la lu ,  avrà singolarità anche in b 
avreino la seconda delle (11) e invece della (13) avreino l'altra 

e quindi 
avere (12, 

ritg in b 

O dovrà essere soddisfatta anclie la prima delle (II), O dovremo 
IV, + hl w',) = 0, cioè per l'integrale TV, clie allora non ha singola- 
dovrà essere soddisfatta la condizione al limite corrispondente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



270 D ilzi : Studii sulle equaxioni diferenziaii linenri, 

9. Passianio ora a considerare il caso di i = 1, e supponendo che per 
es. w, sia quel10 dei due integrali ru, e w, che sarà regolare in a e b qua- 
lunyue sia 2, osservianio che allora w, dovrà necessarianiente avere singo- 
larità in uno O in atnbedue gli 'stessi punti a e 6 ;  e noi per essere più 
chiari, considereremo separatamente questi due casi amnlettendo dapprima 
clie IV,  abbia singolarità soltarito in un punto per es. in a, e poi che le abbia 
in anîbedue gli stessi punti a e b. 

1." cnso. Essendo ora I V ,  regolare in a e in b, e w, essendo regolare 
soltanto in b, la formola (2) ci darà 

e la cl dovià essere deterniinata dalle condizioni ai litniti (8), una altneno 
delle quali ora supporremo sempre che vi sia perchè, se non 1.i fosse, yuesta 
formola per yualunque funzione intera di .G che si prendesse corne valore 
di cl  darebhe subito un integrale colle particolarità volute. 

Ora le dette condizioni ai limiti daranno luogo respettivamente alle due 

clie dovranno essere sodciisfatte cjualunque sia x,  e quindi poicl-iè per la 
prima di yueste condizioni, se ci sarà, si potrà sempre prendere cl = O  quü- 
lunyue sia la espressione ( k ,  I V ,  + k, IV',),, cosi quando ci saranno ambedue 
queste condixiorii vi socldisfarenio sempre col prendere cl = O  se per qna- 
lunc~ue valore di z risulterà soddisfatta identicamente la eondizioiie 

alla quale si ridurrà allora la seconda delle precedenti (16), e che combina 
colla (13); e quando questo avvenga, come quando la condizione al limite b 
inanchi (il che del resto corrisponde a un 'caso d'identità di questa equa- 
zione), l'integrale normale cercato y esisterà effettivainente e saià dato dalla 
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che combina colla (12). 
E poichè la condizione (17) sarà senipre soddisfatta identieainente quando 

lo siano le ( I l ) ,  cosi anche in questo caso l'essere soddisfatte le dette con- 
dizioni (11) porta subito all'esistenza dell'integrale y , 'v i  siano o no le con- 
dizioni ai limiti O qualunque esse siano. 

Se poi la condizione (17) non sarà ideriticainente soddisfatta qualunque 
sia a, ma l'integrale w, che noi supponiarno regolare in n e b soddisfarà 
esso qualunque sia a alla condizione data al limite ne1 punto a, allora non 
essendo più necessario di prendere cl = O per soddisfare alla prima delle (16), 
potremo talvolta soddisfare alla seconda di queste col prendere per cl una 
conveniente funzione intera di a diversa da zero. 

In  questo caso infatti se sarà nullo il secondo termine 

della condizione (16) qualunque sia a, allora si potrà prendere cl = @,Xiu, d x, l 
venendo quindi l'integrale sotto la forma 

inentre se la stessa espressione (19) noir sarà ideilticamente nulla e al  teiiipo 
stesso noil 10 sa& l'altra (12, IV, + h, IV',), clie figura ne1 priiiio termine della 
secouda della (16) stessa, allora sarà ailcorn possibile di trovare per c, uiia 
funzione intera di z che renda identicamente soddisfatta la seconda della (16) 
tutte le volte che gli infinitesinii a distanza finita clle abbia la espressione 
sutldetta (12, I D ,  + I L ,  lu',), si trovilio, e almeno allo stesso ordine, anche nella 
espressione (19) ; e c~i~ando questo avvenga l'integrale norinale cercato y sa r i  
yuello dato dalla (la) nella quale c, abbia per valore la funzione intera di a 
clle risulterà dalla seconda della (16). E in particolare se gli infinitesimi a di- 
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stanza finita della espressione (ho ru, + 72, ni',), saranno tutti del prim'ordine, 
basterà rhe essi si trovino anche nell'una O nell'altra delle due espressioni 

b 

(ho ru, + hl ruf,), e 1 n, X , d s lu a un ordine qualsiasi. 

Quaiido poi non essendo identicamente nulla la esPressione (19), 10 fosse 
la espressione (ho ru, + hl TU',),, O se per questa espressione non fosse sod- 
disfatta la condizione ora indicata rispetto ai suoi infinitesimi, allora l'inte- 
grale normale cercato y colle condizioni date al limite b non potrebbe esistere 
per qualunque valore di B. Esso esisterebbe perb ancora, e per yualunque 
valore che si prendesse per c , ,  per quei valori particolari di z clie soddi- 
sfacessero la seconda delle (16), ma per gli studii che ora faccianîo questa 
particolarità a nulla gioverebhe. 

2." caso. Essendo ora w ,  regolare nei due punti a e b, e ru2 invece 
avendo singolarità, in a,mbedue questi punti, a, dovrà essere infinitesimo 
nell'uno e nell'altro degli stessi punti, e si avrà ancora la forinola (15) corne 
ne1 caso precedente; e poichè in forza delle condizioni generali che abbiamo 

a b 

poste ne1 S 7 dorrà essere @ , X t v ,  dx; = O qualunque sia z, nell'ultiii~o ter- l 
a 

mine della formola stessa (15) all'integrale potrk anche sostituirsi I'altro ;i B 

Ne segue che per le condizioni ai limiti a e b yuando vi siano, si avranno 
ancora le (16), riducendosi perb ora la seconda di queste all'altra più sern- 
plice 

e quiiidi si avranno ancora, ma con inaggiore seinplicità, e senza veruii caso di 
eccezione, i risultati stessi del caso precedente, poichè si potrà prendere an- 
cora cl = O qualunque sia la. condizione al limite a, se sarà identicamente 
iiulla qualuique sia z la espressione 

b 

(ho ru, + b, HI',), 1 @. X w, d x 
a 
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che è più semplice di quella clie figura ne1 primo niembro della condizione (17), 
e allora l'integrale y snrà dato dalla (IS), e se sarà identicamente nulla qua- 

b 

lunque sia a la espressione (k ,  w, + I r ,  tu',). si potrd. prendere cl = ('e. Xw, d lo 

venendo allora l'integrale sotto la forma (90). 
E cosi in particolare anche in questo caso se saranno soddisfatte am- 

bedue le condizioni (11) esisterà sempre l'integrale normale cerca.to y e avrà 
la forma (18) che concorderà anche colla (20), qualunque siano le condizioni 
dake ai limiti che potranno anche non esservi. 

10. Passiaino infine a considerare il caso di i = 8, e allora osserviaino 
che venendo ad essere PU, e ru, ambedue regolari ai due estreini a e b, la 
formula (8) si ridurrà alla seguente 

e le condizioni ai limiti a e b quando ci siano porteranno alle forinole 

dove Y è il solito integrale particolare 

che si annulla insieine alle clerivate prime per x = a;  e poichè queste for- 
mole sono quelle stesse precise che si avevano nella Memoria precedente pel 
cttso allora considerato pel quale si supponeva che a, fosse sempre diverso 
da zero fra a e b e anche agli estremi, e che vi fossero due condizioni ai 
liiniti, c d ,  anche ora ehe si suppone che a, si annulli a uno O a tutti e 
due gli estiwni a e b,  se inalgrado questo gli integrali w, e au, saranno re- 
golari a. questi estremi qualunque sia z, e si avranno ancora effettivaniente 
due condizioni ai liniiti, otterreino gli stessi risultati della Memoria stessa, 
quando la espressione 
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non sarà identicamente nulla qualunyue sia x,. O essendolo non 10 saraiiilo 
conteinporaneamente anche le d u e  espressioni 

( h , . ~ v , + k ,  m',), e ( ~ , ~ D , + J Z , ~ ~ ' , ) ~ ,  (25) 
O le due 

(ho mi + h, ~ ' l ) ,  e (ho IV2 + hi n7'& (26) 

Se poi mancherà ad es. la condizione al limite a (ci6 che allora non fu 
supposto), O se essendovi anche questa condizione le due espressioni (95) 
saranno ambedue identicamente zero (il clle ora'pub aminettersi che possa 
avvenire perdhè a, è zero per x =a) ,  allora non avreino che la seconda 
delle condizioni (88), e yuindi se una almeno delle espressioni (26) non sarn 
identicamente nulla qunluiiyue sia z, avuto riguardo al valore (83) di P si 
vede subito che per soddisfare alla stessa condizione con valori di cl e c, 
che siano funvioni intere di x, basterà prendere 

essendo + (2) una 'funzione intera qualsiasi di s ;  e, come ora apparisce ben 
naturale, risultati simili si avranno se mancherd la condizione al limite b, O 

se non mancando saranno identicamente nulle qualunque sia x le due espres- 
sioni (26) senza che 10 siano ambedue le (%), bastando allora di prendere 

esserido ancora + (z) una funzione intera yualsiasi di x ;  coine se inancheranno 
ambedue le condizioni ai liiniti a e b,  o se saranno identicamente nulle qua- 
lunque sia z le quattro espressioni (25) e (36) i valori di c, e c, riinarranno 
coinpletamente indeterminati, e potrenio prendere per essi funzioni intere 
qualsiansi di z. 

E infine se saranno ancora soddisfatte le condizioni (Il) ,  a lhra  avendosi 
Y, = O e Y',, = O, le due condizioni (38) saranno senîpre soddisfatte da c, = O 
e c, = O  e talvolta anche da infiniti altri sistemi di valori di queste quan- 
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t i t i  c, e c, che avranno niaggiore O minore arbitrarietà a seconda dei Ta- 
lori delle quantità (25) e (26). 

11. Riassumiamo ora i risultati qui ottenuti e quelli della Meinoria 
precedente nelle loro parti più notevoli, inettendoli in relazione col teorenla 
già ricordato del 3 40 della Meinoria stessa, e enunciaiidoli ora conie pro- 
prietà della funzione X e degli integrali della equazione oniogenea 

yuando in questa equazione a, si annulla O pub annullarsi fra a e b ma sol- 
tanto in uno o in tutti e due gli estremi a e 6 ,  e il parametro ,y s'intende ora 
che figuri soltanto in a , ,  e sia a, = g z + 1, essendo g e 1 conie la X le solite 
funzioni della sola x continue O no ma firitte e atte alla integrazione fra a 
e b, e delle quali la prima non cambia mai di segno in questo intervallo, e 
non è d'integrale nul10 in nessuna porzione d i  esso (*). 

Inoltre per la equazione data (97) amtiiettianio : 
A) che w, e IV, siano due suoi integrali fondaineiitali ottenuti con pro- 

cessi qualsiansi, ma senîpre tali che pei valori di x fra a e b (gli estr. al pih 
esclusi) siano furizioni regolari di x fino alle derivate seconde e siano fun- 
zioni intere di x, coiiie sono quelli clle si ottengoiio ne1 solito modo colle 
solite iiostre form o l ~  generali ; 

B) che q~iando, essendo a, infinitesimo in u ~ i o  O in tutti e due i punti 
a e b, gli stessi integrali w, O PU, presentixio singolarità in questi punti d'in- 

finitesimo di a,, gli integrali @, X w, dx, estesi agli intorni 

(a ,  x) e (a,  b )  dei punti stessi, abbiano un significato, e si essi che i loro pro- 
dotti per I V ,  e w', , e per YU, e ru', respettivainente tendano a zero all'iii~pic- 
colire indefinitamente degli intorni medesiiiii corne si disse in inodo generale 
al $j 7 ;  

C) che quando degli stessi integrali IV, e .IV, uno almeno, per es. w,, 
abbia singolarità in ambedue gli estremi a e b, allora per l'altro integrale 9v1 

b 

si .abbia @, X TU, d x = 0 qualunque sia z ; Ï 
(*) Non si acceima qui alla condizione che la equazione data (Si) si  riproduca nella sua 

aggiunta, perché esseiido del second'ordine si pub sempre r idwre a soddisfare a questa con- 

1 j- al d z  
dizione moltiplicandola pel fattore - e senza canibiare i suoi iiitegrali. 

a0 
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D) e infine che siano 

ko Y, t k1 y'. = O, e ho y, + h l  yrb = O 

le solite equazioni ai liiniti a e b, l'una delle quali O anche tutte e due po- 
tranno mancare, il che perb non sarà ora da noi esplicitamente indicato nei 
nostri enunciati, intendendo che questi casi, quando si presentino, corrispon- 
dano a quelli pei quali k, e k, insieme, e ho e hl insieme sono zero. 

Con questi dati si potrà ora afferinare clle: 
1.' Se qualunque sia a, gli integrali w1 e TU, sono regolari ai due estreini 

a e b, essendo O no a,  infinitesiino i n  uno O in tutti e due questi estremi, e 
al tempo stesso : 

a) se la espressione 

non è identicamente nulla qualunque sia x, e i suoi infinitesimi a distanza 
finita (quando vi sono) sono tutti del prim'ordine, e per ciascuno a, di questi 

b 

infiiiitesiiiii è sempre zero l'espressione @,Xyda, dove y è un integrale J. 
a 

della equazione E (y, uT) = 0 clie al limite b soddisfa alla condizione 
720tj,+hitJ'b=0; O :  

b) se essendo la espressione (28) identicamente nulla qualunque 
sia z, senza clie 10 siano insieine le due 

O le due 
(72, w 1  + h,  +vJl),  e (72, wZ + hl 9 V J 2 ) b  , (30) 

b 

risulti pure identicamente nulla qualunque sia z la espressione @, X y  d x, S 
a 

dove y ora è un integrale della equazione E (y, a) = O che al limite b sod- 
disfa alla condizione ho y, + hl y, = 0, seinpre qualunque sia z, o : 

c) se sono identicamente nulle qualunque sia x le due espressioni 
(29) O le due (30) O anche tutte e yuattro insieine, o anche infine : 

b 

d) se siano zero qualunque sia 8 gli integrali @, X w1 d x; e 1 
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~ @ . s I u ,  d x, O (il che è 10 stesso) sia zero l'altro e X w d z  per i~ualsiasi 
a 

integrale I U  della equazione E (y, a) = O ;  allora sari6 sempre X =  0 per ogrzi 
vnlore d i  x da a ft b (S 30 e Mein. preced., $$ 35 a 43) (*). 

2." Se yualunque sia a l'integrale 7v1 è regolare in n e b, e lu, 10 è 
soltanto in uno di questi estremi per es. in b, e inoltre: 

a) se saranno identicamente nulli qualunque sia z i due soliti inte- 
b b h 

grali (1 1) cioè o, X w, d x, O l'altro @, Y ?u d x per clual- 
a a v 

siasi integrale ru della E ( y ,  z) = O;  O più generalniente: 
b) se sarà identicamente nulla qualunque sia z la espressione (17) O 

a a 

O se 10 saranno insieme le due espressioni 

b 

a 

O anche: 
c )  se di queste ultime espressioni la prima (k, w1 + k ,  

ticamente zero qualunque sia s, e le due 

h 

(ho l u ,  + 72, ru',), e (ho IL?,  + h, ~c' , ) ,  fi, S sr, t l  x I 
,  ILI',)^ sarà iden- 

ilon 10 saranno, ma gli infinitesimi a distanza finita della piilna di queste 
espressioni apparterranno tutti e almeno al10 stesso ordine anche alla se- 
conda : allora sarà X = O per ogni valore di x d a  a a b (8 9, 1.' caso). 

3.O Se qualunque sia z l'integrale I U ,  è regolare in a e in b e lu, non 
10 è nè in a nè in b, allora se oltre ad essere nul10 qualuilque sia z (conie giü 

(*) Poichè non si esclude che X passa essere discontiiiua fra a e b purchè sempre finita 
e atta alla integrazione, diciamo una volta per tutte che col dire in questi eiiunciati che 
« sarà sempre X = O  per ogni valore di x da a a b » si fa sempre astrazione da  una fun- 
zione d'integrale nul10 alla quale potrebbe anche essere uguale X .  
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abhiaino ammesso che in questo caso debha essere) l'integrale @, X w,  d x, i 
lo sarà anche l'altro (oc X i u ,  d s ,  o invece di questo sa r i  nulla identica- 

mente qualunque sia a l'una O l'altra delle due espressioni 

la fuwione X sard zero per ogni valore d i  x fra a e b ($j 9, 2.' caso). 
4." Se I V ,  e IV, sono regolari soltunto in uno dei due estremi a e b 

allora 
a )  ne1 caso che questo estreino non sia lo stesso pei due int,egrali 

e per es. I V ,  sia regolare in a e non in b e IV, sia regolare in b e non in a,  
se saranno identicainente nulle le due espressioni 

b b 

(k ,  r u ,  + k ,  wl,).Joc x ru, d ;o, (ho le', + hl ml,), roc x iu, ci x, (33) 

b) e iiel caso che I'estrenio ne1 quale i due integrali IU, e 927, sono 
regolari sia 10 stesso per tutti e due e sia per es. b se sarà identicaiiient,e 
nulla qualunque sia s la espressione (13) cioè 

Oc X ru,  d x - (ho w, + h, (36) 

e cosi iii particolare in ambedue questi casi se sararino nulli identicainente 
qualunque sia z i due soliti integrali (11) la fu+zxione X sarà ancora zero per 
qualztnqut? valore d i  x fra a e b ($j 8, 1.' e 2 . O  caso). 

6 . O  E ne1 caso che uno degli stessi integrali w, e IV, per es. NI, abbia 
singolarità in ambedue gli estremi a e b e l'altro PU, le abbia solo in uno 
di questi estrenii per es. in a, allora se avverrà che oltre ad essere identi- 

b 

camente nul10 (coine già sappiaiiio che dovrà essere) l'integrale 

sarà pure identicainente nulla la espressione 

(ho lve + h, w',), oc X I V ,  d a, f 
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e cos1 anche ora in particolare qua.ndo siano identicaniente nulli insieme i 
due integrali (Il),  la funzione X sarà zero per qzcaluuque valore di x: fra a 
e b (§ 8, 2.' caso). 

6 . O  Infine se ru, e ni, avranno entrambi singolarità ai in a che in b, 
allorg qzcando ~iszcltino ancora soddisfatte tutte le condizioni generali poste in. 
principio di qzcesto paragrafo, avendosi di necessità le (11) qualunque sia B,  

la fzcnxione X sarà pure sernpre nulla per tutti i valori di i~ fra a e b 

(§ 87 8.O). 
E cosi, col riprendere in esame tutte le condizioni trovate in questi varii 

casi, si vede in particolare che si avric sempre X =  O per tutti i valori di x: 
fra a e b qzcando insieme alle condizioni generali A), B) e C) poste in principio 
di cpesto paragrafo, sia soddisfatta l'altra ohe per qualsi&i integrale n< della 

i" nostra equazione (87) si abbia W, X ru d z = O qualunque sia z ;  e ci6 indi- 

pendenteinente dall'esservi O no le condizioni (8) ai limiti a e b, e qualunque 
siano queste condizioni quando vi sono. 

18. Seguendo i processi che abbiamo indicato, studii siniili potrebbero 
farsi per le equazioni di 3 . O  e 4.O ordiiie e in generale per quelle di ordine 
Buperiore, corne si fecero in fine della Memoria precedente per l'applicazione 
del teoreina del 3 PO della Meinoria stessa; e dopo ,per ogni equazione che 
venisse data basterebbe cercare come si cornportano nei punti estremi a e b 
gli integrali fondamentali dai quali si parte, e tenere conto delle condizioni 
ai limiti qhe fossero date per vedere quale dei teoremi che abbiamo dato 
prececlenteinente per le equazioni del second'ordine, e di quelli aiialoglii clie 
potrebbero aversi per le altre equazioni, siano da applicarsi per potere giun- 
gere, quando ne sarà il caso, a concludere che deve essere sempre X = O 
fra a e 0. 

E per,le condizioni ai liiniti, ne1 cnso testé ricordato delle equazio~zi del 
second'ordine, si pu6 osservare in modo generale clrie se ad  un estremo a 
O b, O a tutti e due, a, sarà zero, allor? per l'applicazione del teorema del 
3 PO della Memoria precedente e quindi anche di quelli del fj 11 di questa 
non occorreraniio condizioni al liiiiite O a i  limiti corrispondenti, mentre do- 
vranno sempre esservi (sebbene con coeficienti costanti qualunque h O it) 
al limite O ai limiti stessi quando in essi a, non sia zero. 

E quando a, sia. zero ad ambedue gli estreini a e 6 ,  per potere conclu- 
dere che X =  O per o-gni valore d i ' s  in questo intervallo basterà verificare 
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se siano soddisfatte le condizioni generali poste in principio del § I l ,  senza 
curarsi delle condizioni ai liiniti che particolari circostanze periiiettessero di 
porre, e delle condizioni particolari clie riei varii teoremi sarebbero coiise- 
guenza di queste condizioiii ai liiniti, percliè l'integrale corrispondente al caso 
ciie non vi siano queste condizioni sarebbe già un& funzione intera di z; 

mentre se a, sarà diverso da zero a uno O a tutti e due gli estremi a e b, 
allora oltre cliè delle condizioni generali poste in principio del § 11 clle si 
avranno sempre, basterà occuparsi di quelle particolari dei teoremi corri- 
spondenti clie si riferiscono all'estrerno O agli estreini a e b dove a, è di- 
verso da zero. 

E ne1 caso delle equazioni di ordine superiore, anche quando a, è zero 
ai due estreini a e b e a fortiori quando non 10 è, per quanto si vide in fine 
della Menioria precedente potrà essere necessario di phrre condizioni ai liiniti 
per gli integrali da considerarsi onde potere fare l'applicazione del teorenla 
del § 40 della Meinoria stessa, e giungere cosi a concludere che deve essere 
sempre X =  O fra a e b. 

Tutto questo pel caso delle equazioni del second'ordine apparirà chia- 
raniente dalle applicazioni clie faremo al caso di alcune delle stesse equazioni 
in  altra Meinoria che puhblictieremo fra breve. 

Pisa, Luglio 1910. 
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Le superficie a curve sezioni di genere 3. 

(Di GAETANO SCORZA, a Paler~no . )  

Questo lavoro B da consiclerarsi coiiie il seguito dell'altro, conrparso giX 
in questi A n n a l i  sotto il medesinio titolo (toni. XVI, 1909), e che noi indiclie- 
rerno con ( A )  tutte le volte clle ci occorrerà di citarlo; e i due, considerati 
insielne, risolvono pienamente il probleiiîa della deterininazione di tutte le 
superficie a curve sezioili (piaiie O iperpiaiie) di genere 3. 

In (A) ,  dopo aver distinte le superficie in discorso in diie specie, si os- 
servb clle, data una ricerca prececleute del prof. CBSTELNUOVO, bastara liiiii- 
tarsi alla determinazione di quelle di 2." specie e si proceclette alla parte 
meno agevole della enuiiierazione dei tipi, 1506 a quella riguardante le su- 
perficie norniali dello spazio ordinurio: qui si caratterizzano le superficie 
normali, sempre di 9." specie, degli iperspazi e cosi la ricerca rien portata 
a cornpiniento. 

Ma, coine era prevedibile, e corne era stato già rapidainente acceniiato 
nella prefazione di ( A ) ,  i risultati ottenuti in questo secondo lavoro non si 
limitano a uiia pura enuinerazione di tipi, beosi coiiducorio a fissare i tratti 
essenziali della teoria delle superficie a curve sezioni di genere 3. 

Essi infatti permettoiio di asserire. in primo luogo, d i e :  
Ogni  superficie normale  d i  2." specie dello s p a ~ i o  ord inar io  s i  pub ~012- 

sertire in un coiao cubico ellittico per  mtezxo d i  una trasformazione crewsoniana 
dello spazio  ambiente, 

e poi, traendo partit0 appunto da questo teorema, che: 
Ogni  superficie d i  2." spscie a curve sexioni ( p i a n e  O iperp iane)  d i  genere 3 

O coincide con unn d i  certe superficie, d i  d u e  t i p i  dist inti ,  del10 spaxio a cinpue 
dimelzsioni O pu6 ottenersi da  u n a  d i  queste med ian te  amn proiezione ( d a  p z d i  
esterni O no?&). 

Le superficie del17S,, cui qui si allude, son tutte de11'8.O ordine, 111a si cli- 
stinguono in due tipi a seconda dell'assenza O meno di punti singolari. 
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Quelle del le0 tipo son prive di punti doppi e, ne1 classico senso della 
geoinetria della retta, rrtppresentano le congruenze delle corde delle quar- 
tiche sgheinbe ordinarie di 1." specie; quelle del 2.' tipo sono dotate di due 
rette doppie sgheinbe (distinte O infinitnnieiite viciiie) e rappresentaiio certe 
particolari congruenze di 4.O graclo, cornplete inters&zioni d i  due coniplessi 
quadratici. 

Le une e le altre si lascian poi definire conle intersezioni parziali di una 
yuadrica e di una varietà normale a tre dirnensioni del 6.' ordine, luogo di 
uria m' ellittica di piani. 

Naturalinente non si tralascia di assegnare, anche per le superficie di 
2.." specie iperspaziali, una sappresentazione su1 cono cubico; e cosi, tenendo 
presenti teoremi già stabiliti dai proff. CASTELNJOVO e DE-FRANCHIS, si arriva 
fncilinente alla classificazione di tutti i sistemi lineari seinplici di genere 3 
e diinensione nori inferiore a 3 tracciüti sopra il coi10 cubico ellittico. 

CAPITOLO 1. 

Riduzione al cono ciibico delle superficie normali di 2." specie 
dello spaxio ordinario per mezzo di trasformazioni cremoniane. 

1. In (A) fu dimostrato clie tutte le superficie norinali del10 spazio or- 
dinario a curve sezioni di genere 3 e di 2." specie, cioè con un solo fascio 
di superficie cubiche (sub-)aggiunte, sono del 6.' ordine e contengono un 
fascio ellittico di coniche, distribuite 

cc)  O a coppie nei piani di u n  fascio, 
O una per una nei piani di uiia sviluppahile, clie pub essere 

/3) u n n  svilzcppabile fion conica d i  4." classe, oppurme 
y )  un com di 3." classe e del 6." ordine. 

l n  questo capitolo assegnerenlo le foririole delle trasforniazioni cremo- 
niane clie servono a niutare in coni cubici (ellittici) le superficie enurnerate 
in (A) (*); e in ta1 modo restera dimostrato che esse sono equivalenti a coni 

(*) Naturalinente (occorre appena l'avvertirlo) se esiste u+za trasfornlazione crenioniana 
che niuta uiia superficie in Lin con0 cubico ellittico ne esisloiio addirittura infinite. 
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cubici non solo da1 punto di vista delle trasformazioni birazionali (cib che 
è ben cliiaro), [na anche da1 punto di vista delle trasformnzioni cremoniane. 

2. Ipotesi a). 
Cominciamo da1 considerare le superficie con le coniclie situate a coppie 

nei piani di un fascio. 
Esse sono di due tipi generali, in quarito clie [(A), n.O 251 la liiiea doppia 

pu6 esser formata : 
a') dai sei syigoli d i  u~ tetraedro e da unn retta c7~e si appoggia a 

due suoi spigoli opposti, oppure 
cc") dai sei spigoli d i  u a  angoloide tetrnedro completo e da una relta 

adteriore appoggiata a due suoi spiyoli opposti. 
Ciascuno dei casi a') ed a") ainuiette poi un caso particolare caratteriz- 

zata dall'avvicinarsi indefinito di due certe rette doppie ad altre due delle 
rette niedesinie. 

3. Caso a'). 

All'equazioiie della superficie F più generale corrispondente all'ipotesi a'), 
assegnata già in ( A )  al n.O 19, -scegliendo oppoiturianiente il tetiaedio fon- 
damentale, pub darsi l'aspetto : 

B xx;:x;(nx,  + b 2,)" 

+ x , x z  ( a x , + b x , )  ( c x Z + d x 3 )  ( D ~ : + E x , x , + G x S ) +  

+ R x ~ x : ( c x , + d ~ , ) ~  = O .  

Ora si appliclii ad F la trasformazione cremoniana definita dalle forniule: 

P = 91 YS 1/1 GI/,==x,x,(GX, + dx,) 
ossia 

P X ~ = ( ~ Y , + Y , )  ( a ~ a - c ~ ~ ~ ~ )  GY, =x, X ,  ( C X ,  + d x , )  

B x4  = d Y I  (a  Y: - c Y I  y3j G y, = X, ( a  d x, X ,  - b c X ,  x,) ; 1 

essa si cangerà ne1 cono cubico 3": 

Le iiniiiagini delle sezioni piane C di F sono dunque date su  P' dalle 
curve C'  secondo cui F' è tagliato dalle superficie cuhiche del sistenia lineare 
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le quali passano per la retta y,.= y ,  = 0, per la retta y, = b y, + y 4  = O (Che 
sta su1 cono Pf) ,  per la retta y, = y, = O (lungo la quale toccano tutte il 
piano y, =O),  e per la coiiica k-appresentata dalle equazioni : 

Notisi poi che le superficie medesime toccano il cono F' ne1 punto 
21, = y ,  = y, =O, che in y, = y, = y, = O Iiariiio un '  punto doppio conico e 
clle in y, =y, = y, = 0 hanno un punto doppio hiplanare, uno dei piani 
osculatori essendo fisso e coincidendo con y, = 0, cioè col piano ivi tangente 
al con0 3'. 

Segue che le C' sono curve de11'8.O ordine, passanti due volte per il 
vertice di F', con tre punti doppi nei vertici 1, 3, 4 del tetraedro fondamentale 
del10 spazio (y, yz y3 y,) e due punti semplici nei punti ove la conica k-n- 
contra F' fuori di 1 e 3 (*). 

4. Caso particolare. 
La superficie del n.O precedente. puù presentare un caso particolare, e 

qutsto si lia qiinndo delle due quadriche, die  in (A) furono indicate con 
a', e con a', e clle in  generale si spezzano in coppie di piani distinti, una 
(ed una sola) si spezza in un piano coiitato due volte. 

Allora all'eyuazioiie della superficie clie coiitinuerenio a cliiaiiiare F si 
pub clare la fornia : 

e yuesta iiîediante la trasformazione crenioniana. definita dalle forrnule : 

si cangia ne1 cono cubico F': 

(*) II fatto, che ognuiia delle curve C '  ha, fuori del vertice di F', tre punti doppi, col- 
lima, per una notissima formula del prof. SEGRE (Xath. Awm., Bd. 34.1, con l'altro che le Cf  
bisecano in punti variabili le geiieratrici di F' e sono del genere 3. Notisi poi che la conica kP 
tocca F' in 1 e 3. 
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Il sistema C delle sezioni piane di F si muta ne1 siste111;t C '  tagliato 
su F' da1 sistema lineare di superficie cuhiclie : 

Queste superficie passano per la conica kvappresentata dalle equaoioni 

e per le rette : y, = y ,  = O (clle sta su1 cono F'), y, = y, = O e y, = y4 = 0;  
di più lu~igo quest'ultima toccano tutte il piano y, = 0. 

Notisi inoltre che esse haiino due punti doppi in y, = y, = y, = 0 e 
y, = y, = y, = O, quest'ultimo esseiido biplanare con un piano osculatore 
fisso. in y, = O ;  e che ne1 punto y, = g, - y, = O esse toccan tutte il cono 3". 

Si conclude allora che C' è un sistema di curve dell'8.O ordine, con 
un punto-base doppio ne1 vertice di P', con altri tre puiiti-hase doppi nei 
punti y, = y, = y 4  = 0,y ,  = y, = y, = O e y, = y, = y, = 0, e due punti-base 
semplici in quelli ove la conica kQ tagliata dalla retta y, = B y, + D y ,  = 0. 

6. Caso a"). . 
Per quanto è stato stabilito in (A)  al n.O 22, disponeiido convenieute- 

niente del tetraedro fondamentale, si pub fare in i-iiodo clle l'equazioiie della 
superficie di 8." specie P assuma qui (nelle ipotesi più generali) 17aspetto: 

Per ctriivertire yiiesta superficie in un cono cubico hasta npplicarle la 
trasforniazione : 

Si trova con ci6 il cono F': 

su cui il sistenia C' , immagine del sistema / C delle sezioni piaiie di 3, 
è tagliato dalle superficie cubiclie : 

3 0  y3 (a + 6 Y,) + 1, y, ( b  c y, + d y,) + (A, g, + A3 y,) (y: - a c y, g,) = 0. 
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Queste superficie passano tutte per le rette : y 2  = y4 = 0, y1 = y ,  = 0 
(cl-ie stü su1 cono P'), a d y, + b y,  = b c y,  + d y ,  = 0, y,  = y,  = O e lungo 
quest'ultinia toccano tutte il piano y ,  = O. Di più si vede che esse lianno due 
punti doppi in y, = y, = y, = O e y, = y, = y ,  = O  (quest'ultimo essendo bi- 
plsnare con un piano osculatore fisso ne1 piano y ,  = O, ivi tangente al 
cono P') e che la retta y,  = y, = O si stacca tre volte dalla linea d'interse- 
zione di due yualunque di esse. 

Si trae allora che C' è un sisteina di curve de11'8.O ordine con un 
punto-hase doppio ne1 vertice di P', con altri tre punti-base doppi (di cui 
uno cade in y,  = 9, = y ,  = 0 e altri due si avvicinano indefinitamente a 
yz = y3 = y, = O Lungo la direzione y, = y ,  = O) e due punti-hase semplici 
(nei puriti ove la retta a d y, + b y, = b c y, + d y,  = O incontra, fuori di 
y2 = y3 = y, =O, il con0 P'). 

6. Cnso particolare. 
Il caso ciii qui si vu01 alludere si presenta quando, per la superficie 

considerata ne1 n.O precedente, delle due quadriche indicate in ( A )  con e', 
e @', e spezzate in due coppie di piani, una si riduce a un piano contato 
due rolte. Allora l'equazione della superficie F, preso convenienteiiîente il 
tetraedro fondamentale, è : 

cioè si dediice dalla (7) faceildori b = O e a = 1. 
Ma allora si vede subito che tutte le conclusioni precedenti non subiscono 

che cangianienti lievi. 
Cosi la P si iiiuterà ne1 cono cubico P' rappresentato clalla (9) mediante 

la trasforniazione : 

e sopra F' il sisteina C delle sezioni piane di F sarà seinpre rappresentato . 
da un sisteina 1 C' 1 di curve de1l'S.O ordine; solo che questa volta / C' / ha 
ne1 punto y, = y, = y, = O, ilon solo due punti-base doppi infinita1nent.e vi- 
cini, ma anche altri due punti-base semplici. 
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7. Ipotesi p);  prima alternodiva. 
Ed ora passiaino a considerare le superficie di 2." specie con le coniche 

situate nei piani di una sviluppabile non conica di 4." classe. 
Coine risulta da (A), le superficie di questo tipo si dividono in due ca- 

tegorie secondo che sono irriducihili O no le loro ao' superficie cubiclie 
(sub-)nggiunte : liniitiamoci Fer adesso alla consideraziorie della prima al- 
ternativa. 

Allora le coppie di piani che contengono le coppie di coniche costituenti 
le aggiunte alle sezioni piane della superficie F, che si cotisidera, si tagliano 
secondo le generatrici di una schiera rigata z di una quadrica Q non spe- 
cializzata, e le superficie cubiclie @ aggiunte i d  F tagliano Q secondo una 
retta variabile in x e una quintica fissa formata da due direttrici di 2, d l  
e d, ,  e da una cubica gobba C 3  doppia per F e bisecata da d ,  e d,. Le rette 
d l  e d ,  sono poi quelle Che, insienit? con la linea doppia (del 7.O ordine) di ij, 
completano la linea base del fascio delle a). 

Qui è opportuno osservare clie se pure C 3  si spezza, non pub mai ac- 
cadere clie una sua parte sia formata da à, O d , .  

E infatti O d l  e d, sono distinte e allora tanto liingo d, quanto lungo d, 
una superficie @ è toccata da un inedesinio piano (*) (variabile da superficie 
a superficie) e quindi è iinpossibile clie d l  O cl, si stacchi due volte dalla 
intersezione di Q con una superficie m; O d,  e d2  coincidono in una stessa 
retta d e allora le superficie @ sono rigatr cubiche con la direttrice doppiü 
in d e d  è per la superficie F una retta tacnodale (alnieno), i i i  ogni punto 
di d il piaiio tacnodale essendo il secondo piano osculatore in quel punto 
alla superticie clie lia come primo piaiio oscul;itore il piai10 iv i  taogeiite 
alla quadrica Q (**). Segiie clle se d facesse parte della C" l'iiitersezionr di d 
con un piano c~ualuuyiie dtlllo spazio sarebbe, per la sezigne di F giacente 
in esso, un punto doppio a cui sarebbero veniiti infinitainente vicini altri 
due punti doppi in direzioni d i s t i d e :  cioè cl sarebbe alineno tripla per F, 
inentre ragionainenti analoghi ad  altri già fittti in (A) assicurano clie una 
superficie di 9." specie del 6.O ordine non pub avere rette triple. 

Ora, supposto che d l  e d ,  siano distinte, pu6 darsi clie 
&') C h i  appoggi a cl, in due punti distinti A,  e BI, e a d ,  i n  due 

punti distinti A, e B 2 ;  oppure clie 

(*) Cfr. ( A ) ,  1i .O 29. 
("*) Questa osservazione non è esplicitamente fatta in (A) ,  nia si giustifica subito ed è 

implicitamente contenuta in quanto ioi vien d ~ t t o  nei n.' 34, 33 e segg. 
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Br') C3 tocchi d l  iii un punto A, -B I  e si appoggi a d ,  in due punti 
distinti A, e B, (*); e analogmente se dl  e d, coiiicidono in un'uiiica retta d, 
pub darsi clie 

p") c" si appoggi a d in due punti distinti A e B, oppure che 
I;") C 3  tocchi d in ut1 punto A. 

Queste ipotesi, ne1 caso die  CS sia irriducibile, furono già considerate 
in (A)  (di cui abbianlo pure mantenute tutte le notazioni): cluindi, in virtù 
dell'osservazione ora fatta, la prima alternativa dell'ipotesi /3) sa r i  corripiu- 
taliieiite discussa quaiido accanto ai casi F r ) ,  pu) ,  F'") e Fm) con la C 3  irridu- 
cibile si sisno coiitemplati aiiclie quelli con la C 3  varianien te spezzata. 

8. caso Pt). 
Qui  [ch. ( A ) ,  1 i . O  311 I'eqiiazione della superficie F, scelto con\.eniente- 

mente il tetraedro fondamentale, pub scriversi: 

Ors si amlichi a questa superficie la trasforniazione rappresentata dalle 
formule : 

? X I  = [ (c  a) YS + ( C  d )  y ,  + ( a  d )  y,] y, y, 

? xo = [ ( d  b) Y I  1 /2  + (d C )  y ,  y ,  + ( O  C )  y, y:,] y, 
\ 

= [ ( d b ) y l y s + ( d ~ ) ~ , y ,  + ( b  c ) y ,  y , ] y ,  

? X 4  = [ ( c  a )  93 4 (C d)  y& + ( a  d )  y,] y1 213 

ossia ! (13) 

?II = [ (d  a) x2 x ,  + (d  b)  X ,  x ,  4- ( d  c) x ,  x,] x,  x, 

I /?  = [ ( c  a )  X, X ,  + ( C  b )  x, x, + ( c d )  x, x,] x? x,  

(+$) Per quel che è detto in ( A )  al n . O  33 non pub accadere che Ca tocchi taiito la retta 
cl, quaiito la retta cl,. 
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essa si canvertirà ne1 cono cubico F': 

Su questo il sistelna 1 C f  1 ,  inimagine del sistema ( C [ delle sezioni piane 
di P ,  vien tagliato da superficie cubiche, le yuali passano per la retta 
y ,  = yz = 0, per la conica ka secondo cui il piano : 

(ca)  Y , + ( c ~ )  y, t (ad)  y, = O  
taglia la. quadrica 

e per la retta y, = y, = O, toccando lungo yuest'ultima il piano y, = 0. 
Aggiungasi che esse hanno tutte dei punti doppi in y, = y ,  = y, = O  e 

y, = y4 = (a.d)  ye + (c  a)  y, = O e che ne1 punto y, = y, = y, =. O toccano il 
piano (d b )  y, + ( b  c) y, = O ivi tangente al cono F;;  di più la conica k2  passa 
per il punto y, = y, = ( a d )  y, + ( c  a)  y, = O ,  tocca in y, = y, = y, = O il 
cono P r  e si appoggia alla retta y, A y, = 0. 

Segue allora clle ( C' / 6 un sistema di curve de11'8.O ordine, con un punto- 
base doppio ne1 vertice di F', con altri tre punti-base doppi nei punti 
y ,=y ,=y ,=O,  y , = y , = @ , = O  e y l = y , = ( a d ) y 2 + ( c a ) y , = 0 ,  e due 
punti-base semplici nelle intersezioni di 7chon 3" che non cadono nei punti 
nominati più sopra. 

9. Ca& particolari. 
III (A)  per scrivere l'equazione della superficie considerata ne1 n . O  pre- 

cedente si suppose che fossero distinti i qui~ttro vertici del qua,drangolo 
gobbo A, A, B, B, e che inoltre fosse irriducibile la C 3  doppia della super- 
ficie. Ora rnanteniaino la prima ipotesi, ma togliaino la se,conda, cioè sup- 
poniamo che C\i spezzi. Lo spezzamerito potrà avvenire 

p'?) in una conica (irriducibile) e in una-retta, oppure 
el,) in tre rette. 

Entrambe queste alternative si esaiilii~ano facilinente; poicliè badando 
al fatto clie la C 3  (oinai spezzata) deve contenere i quattro vertici del qua- 
clrangolo gobbo e che nessuna delle parti di C 3  pub coincidere con dl O 
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con d,, si conclude subito che nell'alternativa P',) la retta che fa parte di C3 
coincide con uno dei lati del quadrangolo gobbo, e sia A, B I ;  e che nell'al- 
ternativa k',) delle tre rette che fan parte di CQdue coiticidoiio con due lati 
opposti del quadrarigolo in discorso, per es. con A, B, e A, B,, inentre la 
terza si appoggia a ciascuno di quesfi lati in un punto. 

Analiticamente, tenendo le notazioni di (A) e del n.O precedente, si vede 
subito clle l'alternativa $',) corrisponde al supporre (a  d )  = O, e che la F',) 
corrisponde al supporre (cc  d) = (b c) = O. Ora nessuna delle considerazioni 
fatte qui al n.O 8 diventa illusoria, quando vi si faccia ( a d )  = O oppure 
(a d) = ( 6  c )  = O, quindi la discussione dei casi particolari Pt,) e Br,) non pre- 
senta ilessuna dificoltà. 

Si trova cosi clie tanto nell'ipotesi P ' , )  quanto nell'ipotesi p',) la super- 
ficie F i? riducibile a un coiio cubico (ellittico), le immagini delle sezioni 
piane essendo curve de11'8.O ordine con un punto doppio ne1 vertice del cono, 
con altri tre punti-base ciol)pi, di cui due sono infinitamerite vicini, e due 
punti-base seniplici. 

Quaiito alla liiiea doppin d i  F, oltre clie dai lati del quadrangolo gobbo 
A, A, B, B,, essa é costituita : 

nell'ipotesi k',) da una conica, passante pei due vertici A, , B, del qua- 
ilrangolo e appoggiata al lato A, B , ,  e da Iuza retta infinita~l~evzte vicina ad 
A, BI thel pin~zo che t)nsscc per A, R, é tocca la conicn; 

nell'ipotesi fi',) da due rette, di cui una è infinitaniente vicina ad A, B I ,  
l'altra ad A, B, e infine da una retta ulteriore secondo la yuale si interse- 
Cano i due piani che contengono le due coppie di rette infinitamente vicine 
della superficie. 

10. Caso (3"). 
Questa volta I'ecjuazioiie della superficie P é, rispetto a un opportuno 

tetraedro fondaiiientitle [cfr. (A), n . O  321 : 
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9 A,, [(ao - a,) xl xz t ( a  6 )  xi + (a  C )  x2 x4] X 

[(c0 - cl) 2 ,  x, x, + (C  a)  x, X: + ( C  6 )  x, x:] x, + 
2A34 [(bo - 6 , )  xi x3 + (b  u )  x4 + ( b  c )  x3 x,] X 

(15) 

[ ( C o  - c,) XI xz X, t (C a )  xZ X: + ( C  b) x, x:] xl = 0. 

Applichiamole la trasforinazione definita dalle uguagliünze : 

ossia da 

e cosi troviaiilo clie essa si converte ne1 con0 cubico P': 

su1 yuale il sistema lineare / Cf 1 corrispondente al sistema C delle sezioiii 
piane di F vien secato da superficie cubiche che passniio per la retta 
y, = y, = 0, toccano il piano y, = O luiigo la retta y, = y, = O  (clie si stacca 
tre volte dalla linea d'intersezioiie di due qualunyue di esse) e passaiio per 
la retta 9, = (a b )  y, f (b, - b,) y,  = O,  siluata su1 cono P'. Di più, I-iaiino un 
punto doppio in y, = y 2  =y, = O e ut1 altro piinto cioppio in y, = y, = y3 = O 
col cono osculatore fisso : 

(ao - "1) Ye Ya + (bo - b1) + ( C o  - ci) ?/i 212 = 0; 
Annali di Matematica, Serie III, Toi110 XVII. 37 
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mentre ne1 punto y ,  = y ,  = y ,  = O esse toccan tutte il piano y, = O che è 
ivi tangente pure al con0 cubico P'. 

Se ne irae che / C' è un sisterna di curve de11'8.O ordine con un punto- 
base doppio ne1 vertice di P', con altri tre punti-base doppi nei punti 
y ,  = y, = y4 = 0 ;  y, = y ,  = y ,  = 0 ;  y ,  = y ,  = y ,  = 0 e con due punti-base 
semplici avvicinatisi indefinitanlente in direzioni generalniente distinte al 
punto y, = y, = y ,  = 0. 

11. Caso particolare. 
Mantenia1110 ora tutte le ipotesi del n? precedente e del n.O 39 di (A) 

prescindendo soltatito da quella che riguarda l'irriducibilità di C3.  
Si rede allora clie l'unico cas0 possibile è quello in cui C 3  si spezza in 

una retta coincidente con A, A, (O A, B,) e in una conica passante per A, 
e B, (O A, e A,). Esso corrisponde al supporre nei calcoli del n.' 32 di A 
a, a, = O oppure b, - b, = 0. 

Se supponiaino b, - b, = O anche i calcoli del n.O precedente continuano 
a sussistere tutti salvo leggeri mutamenti; e si trova senipre che P si pub 
rappresen tare sopra un cono cubico (elli ttico) iiiediante un sistema di curve 
dell'8.O ordine del10 stesso tipo di quello incontrato più sopra. 

Quaiito alla linea doppia di P essa è forniata da una conica per A,  e 
A,, da due rette cloppie infinitamente vicine ad A ,  A ,  e da trt. rette tloppie 
infinitamente vicine ad A, B, . 

19. Caso Pm). ' 

Qui, perchè risulti più rapida la discussione dei casi particolari clie se- 
guono ne1 n.' successive giova scrivere l'equazione di P in modo leggermente 
diverso da quellv clie si trova in (A)  al n.' 30. 

Ivi cornparivano due coni quadrici, dei quali l'uno era rappresentato da 

l'altro da 

Ebbene scriviaino le equazioni di questi due corii nella forma : 

allora l'equazione di P assume l'aspetto voluto : 

A,, c2 x3 (mx:-+ C X ,  x,)' - 

~ A , 2 a c ~ 3 ~ 4 ( ~ ~ ~ ~ ~ t ~ ~ 1 ~ 3 ) ( 1 x ~ + a ~ , ~ , ) + A , 2 a ~ x ~ ( l x ~ + a ~ , ~ , ) 2 +  

2 A l ,  c x, (wz xi + c xi x,) (lozx: X ,  + a 1 x2 8: + a2 xi X ,  - a c X ,  s2 a,) + 
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2 Aa4 n x ,  ( 1 x ~ + a x , x , )  ( ~ ~ x , x ? + ~ ) ~ c x ,  x ~ + c ' x ? x ,  - a c x l  x,x,) - 

~ A 3 , ( l ~ n x ~ x , + a l x , x ~ + c c 2 ~ ~ x 4 - a c x , x , x , )  X 

( 1  9 th  X ,  xL; + nt c x,  x: + ca xi x, - cc c x, x2 x,)  = 0. 

Adesso applichiailio alla F la trasfo~iiiazione crernoniana : 

p x, = (ln y: - a y, y,) y ,  Q yz = (1  xQ + (G x, x,) xz x, 
ossia 

P X s  = O)& y: - a y, y,) y4 0 y ,  = (?II ,  x: + C X I  x,) xi 

essa andià ne1 cono cubico P': 

A ~ ~ ~ 2 ~ Q ~ t - ~ A 1 2 a ~ 1 / 3 ~ S + A 2 z ~ 2 ~ ~ + 2 A 1 a ~ ( 1 y 3 + a y , - ~ y , ) y 3 y 4 +  

+ '9 A,, ( 9 t h  y: - a y, y ,  + c y ,  y,) y ,  - 

- '2 A,, (1  y3 + a y' - c y , )  (112 y: - a y ,  y ,  t c y, yJ) = 0. 

Il sistenîa C 1 delle sezioni piane di P si muta ne1 sisteiiia C '  tagliato 
su1 coi10 F' da superficie cubiche che passano per la retta y,  =y, = O  (si- 
tuata su1 cono F') e per la conica k2 : 

e inoltre toccano il piano y,  = O  lungo la retta g, = y ,  = O. 
Aggiungasi che esse hanno un punto doppio in y, = y, = y, = O e un 

altro in y, = y ,  = 1 y ,  - c y ,  = O ;  e che ne1 punto y ,  = y ,  = y,  = O toccano 
tutte il piano y ,  =O,  il quale è ivi tangente anche al cono F'. Iiio1ti.e la 
conica k' incontra F' ne1 punto y ,  = y, = 1 y ,  -- c y, = O e Io tocca secondo 
un contatto tripunto in y ,  = y,  = y,  = 0; quiridi la conica ed F' non !iani~.o 
che altri due soli punti ulteriori comuni. 

Da tutto ci6 segue che le curve di / C' sono seiiipre dell'orcline 8, pas- 
sano doppiamente per il vertice di P' e hanno altri tre punti-hase cloppi e 
due punti-base semplici; questi ultiini essendo forniti dalle ulterioii interse- 
zioni nominate più sopra della conica k2 e del cono P' e quelli coinciderido 
ordinatamente coi punti 

(*) Per persuadersi che quest'ultiino è un punto-base doppio per 1 C'I si peiisi che i punti 
della conica secondo cui F è tagliata, fuori delle rette doppie, da1 piano x8= 0, harino tutti 
per omologo su1 con0 F' il punto y, =y, = y, = O. 
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13. Casi particolari. 
Per trovare 17eyuazione della superficie considerata ne1 n.' precedente, 

si suppose in (A) clle la C 3  doppia fosse irriducibile e che essa incontrasse 
in due punti distinti la retta d. Ebbene inanteniaino questa seconda ipotesi, 
ma prescindiamo dalla prima. 

Le due rette indicate in (A)  con a e b continueranno ad  esser distinte 
e sghembe fra di loro e se la C 3  si spezza in una retta e in una conica, 
quella dovrà coincidere con a (O b) e questa dovrà toccare b (O a )  ne1 suo 
punto d'appoggio con d ;  mentre se la C 3  si spezza in tre rette, di queste, 
due coincideranno con a e b, e la terza si appoggerà ad a e b in p u r h  di- 
versi dû yuelli ove esse si üppoggiano a d. Notisi poi d i e  appena la no- 
stra superficie viene ad avere due rette doppie infinitamente vicine in a 
(O in b ) ,  necessariaiiîente queste due rette non sono da considerarsi corne 
situate ne1 piano d a  (O d b ) ,  giacchè altrimenti le rigate @ non sarebbero 
irriducibili. 

Si hanno duilque due casi particolari distinti: si ha il primo, e'",), (luando 
la C 3  si spezza in una retta e in una conica (irriducibile), si lia il secondo, 
P"',), quando la C h i  spezza in tre rette. 

Analiticainente, si ha il caso F m , )  quando nelle equazioni e nei calcoli 
ciel n.' precedente si fa 9% = O (ed 1 =I= O), oppure 1 = 0 (ed n b  - O); si lia 
invece il caso fY") yuando v i  si fa 1 = I I &  = O. Si vede con ci6 clie tutte le 
conclusioni cui si è pervenuti riel n.O precedente continuano a sussistere 
salvo leggerissiine modificazioni. 

I n  particolare si noti coine l'ipotesi P'",) conduca a t c l m  superficie F con 
due refte tloppie i~zfinitnmetzte vicine, fra loro sg7zembe, in d ,  dtce rette tloppie 
infinitna~elate uicir%e i t z  a e due rette doppie infinitnr~zente vicine in  b, quest'ub 
t h e  dae coppie d i  rette doppie infinitnwzente uicine essendo contenute i n  c l zw 
piani clze si intersecat~o i n  u ~ z a  zclteriore (ed ultima) retta doppia S.  Le ag- 
giurite 4 sono poi in questo caso delle rigate cubiclie con la direttrice doppia 
in d, la direttrice sernplice in s e le generatrici singolari in a e b. 

14. Cnso plV). 

Qui l'erpazione della superficie F [cfr. (A), 11.' 371 è data (la. : 
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dove 
~=nx~x,+x,(cx,+2hx,)x,+fx~x,+gx,x~+hx~, 

Q = x3 R = x ,  (x, x,  + xi), 

T=hx;+Bhx2xs+(g-c )xsx , .  

Ora si applichi a codesta superficie la trasforniazione crenloniana rap- 
presentata dalle uguaglianze 

~ X 1 = 1 ~ ~ ~ y : - [ ~ l ~ f 2 / , + ( g - ~ ) 2 / ? + ~ h y i ] 2 / i ~ / a + y z 2 / 3 2 / ~  

P x 2  = @ y3 ( y3 [Y ,  - (g - C )  - h I 
px,=Bahy; 

px,=Bnhy~y, . ,  

ossia 

a y, = X, X ,  (x,  x3 + xi) 

a y, = a x,  xi + f x,2 X ,  + (g  - G )  x3 X: - h X ;  + 2 h x4 (x, x3 + x:] 

O y, = x; (x2 X ,  + x S )  
~ ? / , = ( x , x , + x : ) [ ~ ~ . x : + ~ ~ ~ x , x , + ( ~ - c ) x ~ x , ] ;  

II sisteina / C' di P', corrispondente al sisteina C delle sezioni piane 
di F, è staccato su P' da. superficie cubiclie le c~ual i  passano tiitte per la 
retta y, = y, = O (situnta su1 cono F') e toccano luiigo la retta y, =y, = O 
il piano y, = O (tangente ad P' lungo la geaeratrice y, =y ,  = O). Di più esse 
hanno un piiiito cloppio in y, =y, = y ,  = O  col cono osculatore fisso: 
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e un punto doppio biplanare in y,  =y, = y ,  = O  con uno dei piani oscilla- 
tori ne1 piano fisso y, = 0. 

Segue che le Cf sono curve de11'8.O ordine, passariti due volte per il vertice 
di P f ,  con un pui-ito doppio in y, = y, = y, = O  e yuivi le tangenti fisse, e 
infine con un punto doppio in y ,  = y ,  = y 3  = O. Ma è facile accorgersi clle 
in questo punto le C' hanno tutte un tacnodo con la tangente tacnodale nella 
retta m rappresentata dalle eyuazioni : 

La maniera più semplice per persuadersene, dopo aller notato clle le Cf 
hanno uri'unica tangente in y, = y, = y, = O, consiste i~ell'osservare çhe le 
sezioni del cono F' coi piani del fascio *IL hanno per inmiagini su F le curve 
segnatevi da1 fascio di yuadriche : 

quadriclie clie passano tutte per la cubica doppia di P e per zcna delle sue 
quattro rette doppie infinitamente vicine. Ma allora codeste curre sono yuar- 
tiche sgliembe (ellittiche); il che significa che ogni curva C' è tagliata da un 
piano per 112 soltanto in yuattro punti, fixori di m. Segue clie ln, poicliè non 
pub incontrare u n i  C f  fuori di y, = y, = y, = O, ha yuivi un contatto qua- 
dripunto con ogni curra Cf. 

Ci6 basta per giustificare la nostra asserzione. 
Si conclude clie 1 C' 1 ha, al solito (fuori del vertice di F') tre punti-base 

doppi, di cui due sono infinitainente vicini fra loro, e due putiti-base semplici, 
arvicinatisi indefinitanieiitc, iti direzioiii grrieraliiietite (listinte, al punto doppio 
clle è a. dist;~nza firiita dagli altri clrle. 

Con quest.o, è esaiirito I'esame dellii. prima altemat iva a. cui d i  luogo 
l'ipotesi p), poichè, corne si v d e  facilinente, il cas0 FIv) noii pub veriticarsi 
nltro che con una C 3  irriducibile. 

15. Ipotesi p); seconda nlternativa. 
Passialno dunque alla seconda alternativa, cioè supponianio clle tutte le 

superficie aggiunte ad F siano riducibili. 
Allora la curva doppia di F ,  corne risulta da (A) ,  P generaliirente coni- 

posta di una cubica piana nodale e di quattro rette secondo cui si intersecano 
ulteriormente due coppie di piani uscenti dalle sue tangenti nodali, e l'equa- 
zione di una tale superficie pub scriversi ne1 modo clle è indicato in ( A )  al 
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1 i . O  40 (*). Ma qui, per poter considerare insieiiie il caso generale e uno dei 
casi particolari clie s a r i  notato ne1 11.' successivo, conviene scrivei.la in foriiia 
leggermente diversa. Per yuesto, al posto della prima delle (61) di ( A )  si so- 
stituisca l'ecjuazione 

XS ( c  X1 - x3) = O 

e, iii conforinità di cib, si sostituisca I'ecluazione 

all'altra che ivi si aggregava alla (68) per rappresentare analiticaniente la m' 

dei piani contenenti le conicl-ie di P. Allora l'eyuazione di F assume l'aspetto : 

Ebbeue si appliclii a yuesta superficie la trasfoimaziotie creinoniana rap- 
presentata dalle uguaglianze : 

(*) A questo proposito si osservi che nell'equazione di F scritta in (A) al n . O  40 al ter- 
niiiie che ha per coofficiente 2 A,, é stato soppresso, per wrore, il fattore (3 -x,). 
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ossia 

essa si convertirà 'ne1 cono cubico 3': 

11 sistetiia lineare C f  di F' corrispondente al sisteina 1 C 1 delle sezioni 
piune di P è staccato su 17' da superficie cubiclie le quali passano per le 
rette: y,=y,=O, y , - c t ~ , = c y , - y , = O  e y , - - y, = O, e lungo quest'ul- 
tima torcano tutte il piano y? = O  (*). Notisi inoltre clle esse Iianiio un punto 
doppio in y, = y, = y, = O col cono osculatore fisso 

clie toccn il piano ivi taigetlte ad F', e un altro punto doppio in 

Segue che 1 C' 1 è un sistema di curve de11'8.O ordine, passanti due volte 
per il vertice di F', con altri tre punti-base doppi e due punti-base semplici. Dei 
punti-base doppi, distinti da1 veitice di F', uno cade in y ,  = y, = y 4  - a, y ,  = 0, 
un altro coincide cor1 y, = y, = y,  = O e il terzo è infinitainente vicino a 
yuesto nella direziorie y, = y, = O (**) ; i punti-base semplici si trovxno poi 
nelle intersezioni del coi10 F' con la retta y, - c y, = c y, - y,  = O diverse 
da1 punto y, = y, = y, = O. 

(*) Notisi che quest'ultima si stacca tre volte dalla l ima di intersezione di  due qua- 
lunque delle superficie cubiche in discorso. 

(**) Si osservi infatti che le C' hanno in y, = g, - y, = O  la sola tangente y, =y, = O e 
che i piani per questa retta secano le C' in quattro soli puuti variabili, fuori di y, =y ,  = y, = 0, 
poichè essi secano il cono F' nelle immagini delle quartiche staccate da F per mezzo dei 
piani del fascio 

A (c  y1 - YS) $- Y4 = O. 
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16. Casi particolari. 
Per veder cliiaro quali particolarità possnno presentarsi per la siipeificie F 

studiata ne1 1i.O precedente, si ricordi da (A)  clie, se si tlice ik' la sviliippalde 
costituita dai piani delle si coniclie di E: le s~iperficie eubiche iiggiunte 
ad F si spezzano in un piano o, clie coiitieiie una, K, delle yuattro coniclie 
insci-itte in iu, e in un fascio di corii quadrici aveiiti i l  uertice i i i  un puiito O 
di o e passanti per le quattro rette secondo cui si intersecaiio le eoppie di 
piani di Qr uscenti dai raggi del fascio (O, w) clle toccano h7. 

Ora, O 
- 

P r )  il punto O non è situato su IL, oppure 
- 

p") il punto O giace su K. 
Se O è fuoii di IZ, i piani di Y uscenti dalle due rette del fascio (0,  6,)  

che toccano li: possoiio essere tutli distiiiti, e allora si ha il caso più generale 
possibile clie appunto è stato conteiiiplato ne1 n.O precedeiite; oppure di 
quelle due coppie di piani una sola [cfr. (A), il." 411 si coiilpone di due piani 
coincidenti e allora si lia un piiiiio caso particolare clle iiidichereiiio con p,). 

Se O giace su IC, il fascio di coni yuadrici che insieme con o dà il fascio 
delle superficie Q aggiuiite ad P non contiene più rhe un coiio spezzato in 
due piani di Y, questo coiio dovendo coiitare per due fra i roiii clegeiieri 
del fascio; i due piani di Y ora noiiîiiiati possoiio poi esser distiiîti O coin- 
cidenti e quindi si arranno altri due casi particolari, clie designereiiio rispet- 
tivamente con p,) e (3"J. 

. 17. C'nso k',). 
Per questo ilon c' è bisogno di spender inolte parole. Esso si preseiita 

quando nei calcoli e nelle considerazioni del i1.O 15 si supponga c = O : e 
con cib tutte le cose dette non subiscoiio che caiigiaiiienti lievi. Kotisi clie 
questa volta E ha sempre una cubica piana doppia dotüta di un noclo, nia 
delle sue quattro rette doppie soltaiito due sono distinte. 

18. Cas0 B",). 
Qui il punto O giace su IC e i due piaiii distiiiti di v passanti per la 

retta 1 tangente a IC in O assorhono due dei tre coni tlegerieri del solito 
fascio; per conseguenza questo fascio è costituito da coni col ~ e r t i c e  in O 
clie toccauo lurigo 1 un piano fkso 8, e il terzo cono degeiiere del fascio è 
dato da 8 e da un piano e clie passa per O nia ilon per 1. 

Per trovare l'equazione della superficie P clle corrisponde a queste ipo- 
tesi particolari scegliaino coine tetraedro foiidailientale 1 2 3 quel10 clie ha 
il vertice 2 ne1 punto O, il vertice 3 ne1 punto d'incontro di K con E, diverso 

Afinali di Mutematica, Serie III, Soino XVII. 38 
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da O, il vertice 4 ne1 polo di 83 rispetto a K e il vertice 1 in un punto ge- 
nerico dell'intersezione di E con uno dei piani di Y uscenti da l. Allora di- 
sponendo aiicora del punto unità pub farsi in modo che l'equazione di 1< 
(considerata corne quadrica-inviluppo) sia 

5 : - E , E , = O  
o, in forma parametrica, 

e quella. del fascio di coni quadrici sia: 

dove 

sono le equazioni dei due piani di iu uscenti da 1; e 

sono rispettivamente le equazioni di E e 6. 
Con una discussione analitica che non presenta difficoltà di sorta e che 

procede in niodo perfettamente analogo ad altre già eseguite i n  (A), si vede 
clle I'equazione di una delle CG' cluadriche-iiiviliippo inscritte in i ~ :  (diversa 
da K )  deve essere del tipo: 

che la proiettività indotta fra i coni del fascio (29) e le tangenti della conica K 
1 

dalle coniche di R [cfr. (A) n.O 401 deve tradursi fra i parametri 1 e - in 
P 

una equazione della forma 

e che nella (29) si deve supporre k = - 2 (*). 
Con tutto ci6 si arriva per la superficie F all'equazione : 

(*) Vale a dire: il piano 8 deve essere il coniugato armonico di w rispetto ai due piani 
di Y uscenti da 1. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Scorza:  Le superficie a curve sezioni d i  genere 3. 30 1 

yuindi la linea doppia di F si spezza nella conica Cf' ehe ha nel piano x,  = O 
Z'equaxione : 

a2 xi + 2 b2 xi + b2 x2 x3 - 3 a b x3 x4 = 0, 

nella retta x, = x, = O (cioè 1)  codata ire volte (") e nelle due rette x, = x, = O 
e xi - x, = x4 = O. 

La. cubicn. nodale doppia del cüso generale si spezza dunyue qui nella 
retta 1 e nella conica Cvangente  ad 1 ne1 punto O. 

Osa si assoggetti la superficie F in discorso alla trasfor~ilazione creino- 
niana definita dalle forniule : 

p X I  = b"; (y2 t 2 y4) 

? x2 = y4 (a  y ,  + b 7 / 2 1  ( b  y ,  - a y , )  - y ,  y, (y, + 2 y,) 

px3=b2 y:y, 

P X4 = - b2 Yi y4 (y2 + ~ 4 ) )  

ossia : 

'i Y i  = xi xs (x, - x J  
l 

(32) 

G Y2 = X I  X4 ( ~ 3  -4 ( X I  - 2 x3) 
6 y3 = b X ,  x, [b X ,  X ,  - 9 b X ,  x4 - a  x,  (a, - xi)]- 

- (%, - 3 4  [$, (x ,  - xi )  (b2 x2 + a2 x,) - 
- b x 4 ( 3 a x ~ - B b x ~ ~ , + b x i x 4 ) ]  

G y *  = x 1  $3  X1 ( ~ 3  - X I ) ;  1 

essa si iiiuterà ne1 cono cubico P r :  

Le superficie cubiche, che tagliano su F' il sistema liiieüre C'  corri- 
spondente al  sistema delle sezioni piane, 1 C 1, di F ,  hanno un punto doppio 
in y ,  = y, = y, = O e un altro, biplanare, in y, = y, = y, = O, coi piani oscu- 

(*) Corne controllo dei calcoli occorrenti per questa discussioiie e delle formule asse- 
gnate i n  ( A )  nella 8." Nota a piè di pagina del n.O 13 non abbiamo mancato di veri6care di- 
rettamente che ogni sezione piana di P ha, ne1 punto d'intersezione con la retta zl = x, = O, 
tre punti doppi infinitaniente vicini. 
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latori fissi y, = O  e 9, + "2, = O .  Di più esse hanno in comune una linea 
clel 5 . O  ordine, che si spezza nella. retta y, =y, = O  (appartenente anche al 
cono P'), nella retta 3, = y, = O contata tre volte e nella retta g, = y, = 0. 

Da tutto ci6 segue clie C' è un sistenia di curve de11'8.O ordine, pas- 
santi due volte per il vertice di P', con altri tre punti-base doppi, di cui uno 
cade in y, = y, = y, = O, un secondo in y, = y, = y, = O e il terzo si trova 
infinitamente vicino a yuesto nella direzione y, =y, =O,  e con due punti- 
base semplici nei punti ove Pt  è tagliato, fuori di y, = y, = y, =O, dalla 
retta y, = y, = 0. 

19. Cnso Bu,). 
Qui il puiito O giace su  Ii; e i due piani di Y clie escono dalla retta 1 

tangente a K in O coincidono in uno stesso piano n che, contato due rolte, 
assorbe tutti e tre i coni degeneri del solito fascio. Questo è dunque costi- 
tuito da un fitscio di coni che toccano -4 lungo 1 e le cui quattro rette basi 
coincidono tutte con Z. 

Per trovare I'equazione della superficie F corrispondente a queste ipotesi 
si scelga seiupre il vertice S del tetraedro fondamentale ne1 punfo 0 ,  il piano 
1 2 4  ne1 piano n e il piano 8 3 4  in id; poi si disponga dei rimanenti elernenti 
del tetraedro fandamentale in modo che I'equazione della coniaa K (consi- 
derata corne quadrica-inviluppo) abbia ancora l'aspetto: 

5:-5,E3=0 
O ,  sotto forina parametrica : 

e die  il fascio dei coni clnadrici sia rappresentato dall'eqiiazione: 

Si trova allora clle l'equazione di una delle ml quadriche-iriviluppo in- 
seritte in Y (diversa da K )  deve esser del tipo: 

che la proiettivitii indotta fra i coni del fasc'o (35) e le tangenti di Ii dalle 
1 

coniclle di F deve tradursi fra i paranietri e - in una relazione delle 
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e che iiifine la riclliesta equaoioiie di P é data da:  

A l , a [ n x 2 , t 2 ( x ~  -x3  X ~ ) ] ~ + [ A ~ ,  ( x : + 9 x p  x3) - - 2  A, ,  x , x , ~  

+ (9 A,, +- A,,) xi] [q xz + 9 (x: - x ,  x 4 ) ] V  

+ 9 (A11 $2 x4 -Al, X I  x ,  + A,, x:) [a  $8 + 2 (G - X ,  ~ 4 ) j  X Q  + (36) 

+ ( A , , x ~ - ~ A 1 , x l x , + A , , x ~ ) x ~ = O .  

Ln linea dopp ia  di qz.cesta superficie è costi tuita da l la  conica C2 del p i a n o  
x, = O che è i v i  rappresentcdn dall'equnxione : 

( e  che q u i n d i  toccn '1 rie1 punto  O )  e poi  d a  einque rette doppie  coincidenti 
tutte con 1. 

Per trasformare P iu un cono cuhico le si applichi la trasformazione 
cremoniana rappiesentata dalle formule: 

p "1 = 211 213 

p X z  = y ,  y3 y ,  - (y: + y ,  y3 + a y3  (a y3 t 2 y,) 

pz3 = y3 

P x, = Y3 (21: - Y ,  Y,) 

ossia 

0 y1 = x : x ;  

G yz = X i  x3 (x: - x3 x4) 

G y n  = X I  X B  

si troverà d ie  essa si ctingja ne1 coiio cubico 3": 

81, [ y ,  ~ 1 - 2  (ay3  + 9y213] - 2Aiz  yzyr + (2 A23 t A 4 4 )  213  ( a y 3  + 2 + 
+ 9 A,, y8 (a  y,  + "L2) + y3 = 0. 

S u  yuesto, il sisteriia 1 C' , corrispoticletite a yuello C delle sezioni piane 
di F, è tagliato da un sisteilla di superficie cubiche che passano per la 
retta y ,  = y 3  = O (situata pure su F r )  e toccano il piano y, = O lungo la retta 
y ,  = y ,  =O y); di più esse hanrio un punto doppio biplanare in y ,  = g, =y3=() 

(*) Quevta retta si stacca anzi quattro volte dalla linea di intersezioiie di due quaiunque 
delle superficie cubiche considerate. 
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coi piani osculatori fissi y ,  = O  e y, = 0, quest'ultimo piano esseildo il piano 
tangente ad P' lungo la sua generatrice di tlesso y, = y ,  = O. 

Si coiiclude che 1 C' 1 è un sistema di curve dell'.Ei.O ordine, passanti dop- 
piamente per il vertice di F', con altri tre punti-base doppi e due punti-base 
semplici tutti condensati ne1 punto y,  = y, = y, = O (*). 

20. Ipotesi y). 
Ci restano or& da esaminare le superficie di 9.' specie con le coniche 

situate ilei piani tangenti di un cono (generale) di classe. 
Anche qui vi sono da prendere in considerazione due diverse alterna- 

tive, secondo che son.0 irriducibili O no le superficie cilbiche aggiunte. 
21. Prinaa alterszatiua. 

L'equazione della più generale superficie di 9.' specie, F, che corrisponde 
alla prima alternativa dell'ipotesi y) si trova in (A)  al n.O 46: qui, per faci- 
litare la discussione dei casi particolari la scrivererno 'kotto la forma (**): 

Ora si applichi a questa superficie la trasforinazione cremoniana rappre- 
sentata. dalle formule: 

(*) La tangente conlune delle C' (a contatto quadripunto) in y, =y, = y, = 0 è la retta 
g * = y s = o .  

(**) Mantetiendo le notazioni di ( A )  ci6 equivale a supporre che le coordinate del purito B 
siano (O, O, a, b ) ;  che l'equazione del piano m f i  sia e q + f x, = 0 ;  che quella della conica 
h2 sia, ne1 piano x, = O, 

ax2- j -gx2 ,x ,  - b x S x 4 ~ 0  

dove, perb, A e + H f  = O. 
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ossia 

essa si convertirà ne1 con0 cubico P t :  

Le superficie cubiclie, che staccano da F' il sisteina C' 1 ,  corrispondente 
a quel10 1 Cl delle sezioni piane di Ii, passano per la retta y, = y 3  = O  (si- 
tuata su F r )  e per la conica C e :  

e toccano tutte il pimo y ,  = O lungo la retta y ,  = y, = 0. Di più esse hanno 
un punto doppio hiplanare in y, = y, = y, = O  con un piano osculatore fisso 
in y, = O  (cioè ne1 piaiio ivi tangente ad F') e un puuto doppio in y, =y,=y3=0; 
e, infine, esse toccano il cono 3' ne1 puiito y, = y, = y, = 0. 

Segue, allora, che 1 C' è, al solito, uii sistenia di curve dell'ELO ordine, 
passanti doppianîente per il vertice di P', con altri tre punti-base doppi in 
j n  = y$ = yr = 0, y3 =y, = y,  = 0, y, = yi = ye = O e due punti-hase sein- 
plici nelle intersezioni di F' con C2 che ilon cadono nei punti y? = g, = y, = O 
e y, = y, = y, = 0 (dove F' tocca C2). 

22. Casi particolari. 
In (A) ,  dove fil discussa al n.O 44 la forma della linea doppia della su- 

perficie F studiata ne1 nuinero precedente, si suppose che fossero distinti 
tutti e tre i piani che ivi furono indicati con cc, P, e y e che inoltre fossero 
distinti sulla conica, ivi chiamata h" i punti A e B. Ora, mantenendo seinpre 
le notazioni di (A),  si ricordi che la retta A B s non pub coincidere con r, 
in quanto clle s passa per il vertice V del cono inviluppato dai piani delle 
coniclie di P e V f! necessariamente esterno ad r [ (A) ,  n . O  44, 2." nota a piè 
di pagina]; e si osservi che s non pub risultare tangente ad h2 ne1 purito 
ove h2 si appoggia ad r,  poichè se cià accadesse le superficie cubiche @ non 
taglierebbero più il piano o nella retta r contata due volte e poi in una 
retta variabile. 
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Quiildi per trovare le forme particolari che pub assumere la nostra su- 
perficie F, per ci6 che riguarda la sua linea doppia, non si deve far altro 
se non clie iiiiinagitiare clie o reiigano a coincidere i piani F e y O vengaiio 
a coincidere su 7h2 (in un punto diverso da quel10 situato su r )  i punti A 
e B. Notisi a questo proposito che cr. è necessariaruente distinto da O ;i, 

poichè a contiene la conica doppia di P irriducibile, inentre e y ne conten- 
gono le coniche doppie spezzate in coppie di rette, e che non è perrnesso 
iinniaginare che la coiricidenza di con y si verifichi insieme con quella di 
A e B. Irifatti se cib si facesse le superficie @ diventerebbero rigate cubiche 
e la superficie P sarehbe anch'essa una rigata [cfr., per un'osservazione ana- 
loga, (A), n.O 331. 

Si conclude pertanto clle i casi particolari possibili sono soltanto due. 
Annliticaniente, si ha il primo yuando ne1 nutnero preeedente si sup- 

ponga clle sia e = O ina b = - O ;  si ha il secondo, quando si faccia invece 
b = O  ed e -- O; e con cib, coine 2: ben chiaro, tutte le cose dette non su- 
biseono muta menti no teroli. 

Quanto alla linea doppia di F si osservi die quando e = O  (ma b = O), 
essa si coinpoile della conica 7~" della retta x, = x, = O e di due rette tac- 
notlilli in s, -x,=O e x, = bx, -nx,=O coi pinni tncnodaii  rispettiri x, = O  
e b x, - a tr, = 0; nien tre allorchè b = O (ma e = O') essa si conipone della 
conica 7%: della retta cc, = x, = O e di due rette tacnodali in x, = x, = O e 
x, = e x, + f x, = O coi piani tacnodali rispeitivi x, = O ed e x; + f x2 = 0. 
Aggiungasi che in entrainbi i casi F è dotata di un punto quadrupla, questo 
punto coincidendo con x, = x, = x, = O quando e = O (ma b = I =  0) e con 
x1 = xz = x, = O quando b = O (ma e =I= 0). 

83. Seconda nlternntiua: caso y'). 
Per quel clie è detto in (A) al II.'> 47, questa seconda alternativa dà luogo 

a due casi differenti, clle qui cliinmereino y') e y"). 
Ne1 caso y') all'eyuazione della superficie F pub dai-si la forma (74) di (A), 

O, con un ovvia trasfonnszione delle coordiiiate, la forina piii seniplice (ma 
egualinen te generale) : 

quindi per trasforrnare P in un cono cubico P' basta adoperare la trasfor- 
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ossia 

L'erpazione del c o ~ i o  P' è : 

e il sistenia C' di F' corrispondente al sistema C delle sezioni piatie di F 
rien secato su F' cla snperficie cubiclie che toccano il piano y, = O  lungo l a  
retta y,=y,=O e passario p ~ r  le rette: z/,=y,=O, cry, - f y , = n y ,  - f y ,  =O, 
e y3 = y4 - f yz = O (quest 'i~ltin~a essendo situata su1 cono F'). Di più esse 
lianno un punto doppio in y, = y, = y, = O e un altro in y, = y? = y ,  = O 
col cono osciila tore fisso : 

y2 y, - y; = o. 

Si concliit-le d i e  C' è u n  sistenia di curr-e iel1'8.~ ordine, passanti due 
volte per il vertice di F', con altri tre punti-base doppi (di cui uno cade in 
g1 = y, = y4 = 0, i l i l  secondo in y, = y% = y, = O e il terzo è itifinitamente 
vicino a questo riella. direzione y ,  = y, = O) e due punti-hase semplici nelle 
interseziorii del cono F' con la retta rc y, - f y, = fi y, - f y, = O che cadono 
fiiori di y, = y2 = y, = 0. 

1 casi particolari che qui possoiio presentarsi sono due: analiticamente, 
sono caratterizzati, l'uno y',), da.ll'ipotesi f = O (nia a - = 0); l'altro y',), dal- 
1' ipotesi cc = O (ma f - = O) (*). 

In entranihi i casi y',) cl y',) la liiiea doppia di F é costituita dalla retta 
X, = x3 = O, dalla conica 

X, = X; + k xq X, = O 

(*) Se si facesse a = O e irisieiiw f = O F risulterebbe uiia rigata. 

Annali di Matematka, Serie III, Sonio XVlI. 
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e da due rette tacnodali: 111a nei due casi cambiano le relazioni di queste 
rette con l'altra x, = x, = 0. 

94. Caso y"). 
Posto 

y = -  x ~ + ~ ~ , x ~ - ~ x , x , + c x ~ + ~ x ~ x ~ + x ~  

l'equazione di F [cfr. (A), n.' 491 (*) pu6 scriversi qui: 

Applicliiaino a questa superficie la trasforinazioiie creiiioniana definita 
dalle formule: 

essa si cangerà ne1 cono cubico P': 

A k2 92/4 + B ' ~4 ( 2 / 3  [y3 + (d - 1 )  y*] - y4 [ J ~  + (d - 1) yi ] - 
- C A  Y: [y3 + (d - z) y4] - 
- D 1 Y3 + (d - 1)  Y,] - y, [y2 + (d - 1 )  y , ]  1 [y2 + (d  - 2) y,] + 

(47) 

+Ey4(y3+(d- l ) y , ] "  O. 

(*) Veramente in (A)  il coeficieiite di 2: entro cp era indicato con a ;  ma poichè a non 
pub esser nul10 (altrimenti P si  spezzerebbe iiel piano x,, = O e in una residua superficie 
del 5 . O  ordiiie) si pu6 bene supporre a = - 1, prendendo opportunamente il punto uniti. 
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Le superficie cubiche che staccano da F' il sistema 1 Cf 1 corrispondente 
quel10 1 C 1 delle sezioni piane di P passano per le rette: y, ='y4 = O  e 

B y i +  ( d - 1 - b ) y , = [ h c + ( d - - 1 - b ) " y y , - h y , = O ,  (delle qua.lila prima 
sta pure su1 cono F'), e toccano il piano y, = O  lungo la retta y, = y ,  = 0. 
Di più, esse hanno un punto doppio biplanare in y, =y, = y 4  =O, un0 dei 
piani osculatori coincidendo costantemente col piano y, = 0, ivi tangente al 
cono F', e un punto doppio in y, = y, = y, = 0. 

Segue che 1 C' / è un sistema di curve de11'8.0 ordine,' passanti. due volte 
per il yertice di F', con altri tre punti-base d o ~ p i  (dei quali uno cade in 
y1 = yp = y4 = O,. un secondo in y, = y, = y, = O e il terzo, infinitarnente vi- 
cino a questo nella direzione y, = t ~ ,  - y3 = O) e due punti-base seinplici nelk 
interseaioni di P' con la retta By,+(d--1- b)y,= ISc+(d -l-b)2]y,- 4y,=O 
che cadono fuori di y, = y, = y, = 0. 

Notisi che il caso y") ora considerato non dà luogo, per yuanto riguarda 
la linea doppia, a casi particolari. 

85. Conclusioni generali.. 
1 risultati conseguiti fin qui possono essere riuniti in un enunciato 

nlolto semplice. Essi ci assicurano che: 
Ogni superficie normale d i  2." specie dello spur~io ordinario (a c u w e  se- 

zioni d i  genere 3) è ridacibile, nzediante un.a trasformazione crerno- 
niana, a un cono cubico ellittico e s u  questo i l  gistemm delle sexioni piane 
è rappresentato d a  un sistema d i  curve de11'8.O ordine, passanti  doppiamente 
per i l  vertice del cono, con altri trepunti-base doppi e due punti-base semplici 
(distinti  O ,  in vccrio modo, infinitamente aicini). 

E di qua si trae facilrnente Che: 
Ogni superficie normale d i  2." specie del20 spcczio ordirbario (a cilrve se- 

xioni d i  genere 3) si puo  dedznrre, mediante proiezione d a  due m o i  yunti, d a  
uncc superficie (normale) d i  2." specie (dell' ordine 8.") dello spnzio a cinque 
dimensiotzi. 

È opportun0 osservare, prima di procedere iiinanzi, die la rappi.esen- 
tazione ottenuta di una superficie (normale, di 9." specie) dello spazio ordi- 
na?io sopra un cono cubico (ellittico) è una rappresentazione d[ordine a&iwzo. 

E infatti supponiamo che ( C'I sia il sisterna lineare che rappresenta. 
sopra un cono cubico V una superficie (normale, di 8." specie) 3 E'ello spazio 
ordinario: ( C' ( sarà di genere 3, grado 6 e diinensione 3. Dico che l'ordine w 
di ogni curva Ci  non pub essere inferiore ad 8. 

Poichè la C' generica è del genere 3, è chiaro intanto che n 5 6;  poi, 
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tenendo presente la forinula di SECRE, già citata più volte, si vede subito 
che se fosse n = 6  le C' dovrebbero avere tutte un punto doppio (fisso) 
e hoil passare per il vertice del cono, e se fosse îî = 7, le . C' dovrebbero 
avere tutte due punti doppi (fissi) e passare sew~plicernente per il vertice del 
cono. Ora, se P è un punto .del rono V (distinto da1 vertice), tutte le pos- 
sibili sestiche del genere 3 situate su  Ve aventi un punto doppio in P, son 
fornite dalle intersezioni del con0 con le w6 yuadriche che Io toccano in P, 
yuindi se le C' fossero dell'ordine 6 P non sarebbe una superficie d i  S." specie(*). 

Allo stesso modo, siano P e Q due punti di V (distinti da1 vertice). Tutte 
le possibili curve clel 7.' ordine situate su V e aventi due punti doppi in 
P e Q si possono staccare da V mediante superticie del 3 . O  ordine che 10 
tocchino in P e & (e ne contengano due generatrici): quindi costituiscono 
un sistenia continuo algebrico (non lineare) di dimensione 6 e grado 8. Questo 
sisteina si compone di w' sistenii lineari di dimerisione 5 e ciascurio di questi 
è fornito dalle superficie del 3.' ordine che toccano V in P e Q e ne con- 
tengono due generatrici fisse g ed h. Ma allora, poichè queste superficie del 
3.O ordine passano semplicemente per il vertice di V, le curve residue del 
7.' ordine secondo cui esse tagliano V toccano tutte ne1 vertice di V la terza 
geiieratrice comune al con0 e al piano g h, quindi i sistemi lineari in discorso 
non s o ~ o  del gratlo 8, ma bensi del grado 7. Segue clie essi non possono 
essere sisteiiii rappresentativi di superficie di 8." specie (**): e quiudi è di- 
niostrato, conle volevasi, che n 2 8. 

86. Uii'altra osservazione importante che scaturisce dalle cose dette 
(nia clle potrebbe anche esser dedotta da quel che si vedrà ne1 capitolo suc- 
cessiro) è la seguente. 

Sia F uiia superficie norniale d i  S.@sspcie del10 spazio ordinario e 1 C' 
il sisteiiia di cuiSve de11'8.O ordine che la rappreserita sopra un cono cubico V: 
siano poi P, Q, R i punti-base cloppi di 1 C' , distinti da1 vertice del cono, 
e A, B i puiiti-base seinplici, e, per non entrare iii discussioni minute che . 

sarebbero inutili in vista dei risultati successivi, supponianio seiix'a.1tr.o che 
i punti P, Q, R, A e B siano punti generici di V. 

Per un teorelna di SEGRE è noto che esistono su V due sistetni (ellittici) 
00' di quartiche sgliernbe di 1." specie sitnate su V e passanti, quelle di un  
sistema, (per il vertice di V e) per P, Q, R, A, quelle dell'altro sisteina (per 

(*) CAS~ELNUOVO, Sulle. superficie etc. (Atti di Torino, vol. XXV) 11 .O 10, a pic di pagina. 
(**) Cfr. ( A ) ,  1 i . O  3, seconda nota a pi6 di pagina. 
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il vertice di V e) pei. P, Q, H, B. 1 due sistenii sono poi del grado 1 e del- 
l'indice 2. 

Ora ognuna di queste quarticlie è l'iiniiiagiiie su V di uiia cubica piana 
(ellittica) situata su F, e ogni quartica di un sistenia presa insieine con uria 
yuartica deli'altro dà luogo a uiia curva di C' , dunque, atteso clie il ra- 
gionaiiîento fatto è irirertibile: 

S o p r a  U ~ C L  superficie normale  d i  2." specie dello spazio  ordi.izario (a  curve  
sezioni d i  genere 3) esistono in generale soltanto d u e  s is tew~i  d i s t in t i  CO' d i  
cubiche p iane  d i  grado  1 e indice  2, e la intersexione residztn della superficie 
col p i a n o  d i  una cubica d i  un sisteiwa è selnpre u n a  cubica dell'altro sistema. 

Osservando che per ogni punto di F passano y'uattro di queste sue cu- 
biche e che P non è certo l'inviluppo dei loro piani, si conclude clle: 

1 p i a n i  secanti  F secondo coppie d i  cubiche costitztiscotbo i i z  generale una 
suiluppabile (ellittica) della 4." classe (*). 

CXPJTOLO II. 

Le superficie normali di 2." specie degli spazi a quattro O cinque dimensioni. 

97. L e  superficie n o w ~ ~ ~ l i  d i  2." specie dello spnxio  n quat tro  dimensioni .  
Abbiatno gi& diiliostrato in ( A )  ehe una superficie noriiiale di 8." specie 

(a curve sezioni di genere 3) 6 di ordine 7 o 8 -  secondo che è iiiiiuersa iil 
un 8, O in S 6 ,  e quanto è stato detto riel capitolo precedeiite niette fuori 
di dubhio 1'esisteiiz;i. di superficie siffatte. 

Qui vogliaiiio precisare e 
28. Sia, in priiqo luogo, 

Essa viene proiettata da ogni 

caratterizzare i vari tipi esistenti. 
Fi  uiia superficie noriîiale di 8." specie delllS,. 
suo punto sopra un S, in una m: norniale di 

(*) 1 piani usceiiti dalle rette doppie .O seniplici di P (e di qiiest'ultiiiie P lie coiitieiie iii 
generale quattro), quelli che ne coiiteiigono le coiiiche e quelli che la tagliaiio secoiido coppie 
di cubiche esauriscono la sua sviluppabile bitangeute, poiché è chiaro a priori che ogiii piano 
bitangente d i  F deve tagliare F iii uiia curva spezzata. Iiifatti, se ci6 iioii accadesse, questa 
curva sarebbe del genere 1 e il piano lion tocchwebbe nessuna conica di F, inentre un piano 
generico lie tocca in generale quattro. 
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8." specie con un fascio ellittico di coniclie? e per quaiito sappiaino i piani 
di queste coniche possono forniare, 

a) un fascio di piani contato due volte, O 

p) un cono di 3." classe, O infine 
y) ULM sviluppabile ellittica (non conica) della 4." classe. 

Ma ne1 caso presente è facile diinostrare che le alternative a) e p) deb- 
bon0 essere escluse. 

Infatti nell'ipotesi a) i piani delle coniche di F i ,  O passano tutti per 
una iriedesiina retta o si appoggiano secondo rette distinte ad altri w' piani 
e quindi, per un noto teorenia (*), costituiscono una schiera di un cono qua- 
drico (di S,) sen~pliceineiite specializzato. 

Se passano tutti per m a  retta, O forniano i piani generatori di un SI-cono 
quadrico e ciascuno di essi contiene due coniche della Fa, O formano i piani 
geneiatori di un 8,-cono cuhico (ellittico) e ciascuno di essi contiene ? r m  
conica della Fa .  Ora un iperpiano clie passi per la  retta vertice di un tale 
Si-con0 non pub tagliare la Pi che in una linea del 7.0 ordine; quindi l'i- 
potesi dell'S,-coi10 c~uadrico deve esser seiiz'altro respiiita, e nell'ipotesi del- 
l'Si-coiio cubico bisogila clie la retta vertice appartenga sel)~plicea~ente ad E'a. 
Ma ci& visto che uiia ta1 retta sarehbe utia corcla d i  ogni cotiica della Fa, 
contrasta col fa! to clle la m' delle conicahe di FI deve essere ellittica; dutque 
non resta se non supporre clie i piani delle conidle di Fi forniilio una. schiera 
di uri cono quadrico setupliceinente specialiezato e t h e  ognuno di essi con- 
teoga due coniclie della Fi  . 

Illa allora, delle due schiere cli piat~i del coiio quadrico, l'una conteirebbe 
piaiii secaiiti la E'; secoiitlo coppie di conichç, l'iiltra piani secanti Iü Fi se- 
condo ciibirlir (el1;tticlie) iriitlucibili ; qiiintli, attrso clie (lue piaiii di diverso 
sistenin si taglinii sciiipre scwntlo imn rettri, la qiialc noii potrebbe risultare 
clie ilna triseciinte per F i ,  bisogiierebbe cllie tiitte le coiiiclie di If': passas- 
sero per il vertice del coiio qiiatlrico (e clie questo puntn, abbassanclo di 
due uoità il çeiiere delle sezioiii iperpiane passatiti per esso, risultasse un  
taciioclo per Fi). Ora questo è assurdo perchè le coniche della pioiezione 
generica di Fe, @ 2 ,  non passano per uiio stesso puiito; belisi tagliaiio sopra 
I'asse del fascio dei piaiii, clle le eontengono, le w' coppie di una involilzione 
yuadratica (contata due volte); involnziolie clie, per qiianto risulta dalle 
equazioni delle varie a;, non pub niai essere clegenere. 
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99. Passianio ora alla discussione dell'ipotesi p). 
Qui i piani delle coniche di P: passan tutti per un punto, oppure da 

ogni punto della Pi parte una retta a cui essi si appoggiano. 
Poichè F :  non è rigata, ove si verificasse la seconda alternativa, le rette 

appoggiate ai piani in discorso sarebbero m\ e poicliè il siipporre d i e  da 
ogni punto di uno dei piani partisse più di una retta appoggiata a tutti gli 
altri porterebbe alla conclusione che i piani rieiiipiono un cono quadrico, si 
concluderebbe che di tali rette da 
partirne che una (*). Ma allora la 
sarebbe inoltre la V3 riempita dai 
manifestaniente assurdo. 

Bisogna dunyue supporre che 

ogni punto di uno dei piani noii potrebbe 
 elle rette sarehbe razionale e tale 
piani delle coniche di Pi; mentre cib é 

i piani delle coniche di F :  passino tutti 
per un punto O e riempiano unü V,", proieziorie da O di una ordinaria rigata 
biquadratica (**). Ma allora conducendo un piano per O e considerando le 
quattro rette secondo cui esso seçü la V;, si vede subito clie Pi non pub 
essere situata su1 cono se non a pütto che passi yer 0; cib che è assurdo, 
perchè una @ di 9." sperie del10 spazio ordimrio, le mi coiiiclle sono si- 
tuate nei piani d i  un cono di 3."'classe, non passa per il vertice di questo 
cono [cfr. (A ) ,  n . O  44, seconda nota a piè di pagina]. 

È cosi diinostrato che soltanto l'ipotesi ;.) tleve esser presa in conside- 
razione; il clie val quanto dire che: 

1 pinni delle ool coniclze d i  ogni F: d i  2." specie dell'S, ~ieîîzpiotto ?.cm V, 
ellittica normale del 5." ordine. 

30. Ora si prencla nelllS, in cui è i iume~sa la F:  un fascio di iperpiani 
con l'asse y e si dicano oinologlii due iperpialii del fascio quando toccaiio 
una stessa conica di Fi .  Per la foriiiula d i  ZEUTHEX, applicüta all'involuzione 
ellittica segnata dalle coriiclie di Fi sopra ogiii sezione iperpiana, otteireino 
ne1 fascio una corrispondenza (4, 4) con 8 coincideilze. Di queste, 7 corri- 
spondoiio ai 7 punti ove y taglia Pi; un'altra, dovendo provenire da una 
co~iica mou appoggiata a y, proverra da una conica spezzata in due rette 
(distiiitej 1 ed m. Segue che : 

Delle oo' coniche d i  Pi uncc è sempre spezxata in  ztna coppia d i  rette. 

(*) Verüineote si potrebbe dubitare che le ooa rette di cui si parla si appoggiassero a 
ciascuiio dei piani delle coiiirhe di F i  in cc1 puiiti distinti soltaiito, ma il dubbio si respinge 
subito inolto ag:jevolineiite. 

(**) Notisi che la FS è certo seinplice per la 18 rieinpita dai piàni delle sue roiiiche. 
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31. La cP",roiezione di Fi  da un suo punto generico possiede in ogwi 
cas0 almeno una retta doppia, da ogni punto della quale escono due co- 
niche della a;, diinque O la Fi possiede anch'essa una ta1 retta dotata della 
stessa proprietà, oppure sulla P: esiste un sistenia cio' di curve piane, e pre- 
cisamente di cubiche (ellitticlie) unisecanti le coniche. 

Ora si osservi che, se la. Pi è dotata di una retta doppia appoggiata 
alle sue 'm '  coniche, ogiii iperpiano clle passi per la retta doppia e per il 
piano di una di queste coniche seca ulteiiorniente la superficie in uiia cubica 
(ellittica, e yuincli) piaria; durique in ogni caso la PB contiene un sistema m' 

di cuhiclie piane (ellittiche), uiiisecanti le coniche. 
Supposto che questo sia, eventualmente, spezzato, si dica z- una sua parte 

irriducibile; il resto di uiia curra di z rispetto al  sistema (normale) delle 
sezioni iperpiane di Fi è uii fascio di curre ellittiche del 4.') ordine neces- 
sarianiente sglieinhe (si pensi, ad esenipio, a yuella fra yueste curve che si 
spezza i n  una cubica e in quella delle due retle 1 ed Ir&, diciaino m, clie si 
appoggia alle cur\.e di i); quindi X ilon pub essere un fascio lineare e non 
pub neiiiiiieno essere uii sisteiiia ao' razionale, percliè in ta1 caso, per un 
noto teoreina di ENHIQCES, sarehbe contenuto in un sisteiiia lineare più ampio. 

Segue clie ': è necessaiiniiiente i i i i  sistema di gratlo 1 (altriliieilti i piani 
delle cul~iche di x sec;iiiclosi a due a due in rette e non appartenendo a 
un S,  passerehbero per iina stessa retta, forinerebbero un cono, non razio- 
nale, di ordine uguale alnieno a 3 e cib è inanifestamente assurdo) e di in- 
dice 2 (*). 

Di qui si deduce che ln  @:, proiezione di F,Z da un suo punto generico 
sopra un S,, possiede almeiio due rette doppie sghembe. D'altra parte risulta 
da (A) O, nieglio, da1 primo capitolo di questo lavoro, che da ogni ta1 retta 
doppia partoiio due piani r e (eventualniente coincidenti) della sviluppabile 
tli 4." classe costituita (lai piatii delle coniclie di a:, dunque da ogni piano 
contenente una cubica di 2: partono due S,  (distiiiti O coincidenti) che con- 
tengono ciascuno una delle coniche di F i  (**). La residua intersezione di 

(") Cfr. CASTELNUOVO, SzdEa lineurita, ecc. (Atti  della K. Accadeinia delle Scienze di To- 
rino, vol. XXVIII, 1893), n . O  4. 

. (**) La cosa stessa pub del resto diniostrarsi osservando che un piano contenente una 
cubica di Fi  seca la V ;  rieinpita dai piani delle coniche di Pl in quella cubica e in una 
coppia di rette: quindi esso si appoggia secondo una retta ai piani di due delle coniche 
della P l ,  ecc. 
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uno di yuesti S ,  con Pi non pi16 essere una conica ulteriore, percliè nessuno 
dei piani a e p pub contenere niai due coniche di ( ~ 2 ,  dunque sarà una retta 
doppia, e la P: verra a contenere due rette doppie g ed h distinte O infini- 
tamente vicine. Tanto g, poi, yuanto IL si appoggiano ai piani delle cubiche 
di r ;  ma x non è un fascio lineare, dunque g ed !z (anche se infinitainente 
vicine) sono certamerite sghernbe. 

Notisi che le cuhiche di 1, O, acldirittura, le cubiclie di 3': possono ot- 
tenersi congiungendo g (od 12) coi piani delle coiiiclie metliante ilierpiani e 
considerando le intersezioni ulteriori di Fi con eoclesti iperpiani; quincli la û3' 

delle cubiche di Fi  è irriducibile e coincide con X. In altri ternlini: 
Ogmi Fi  di  2." specie dell'S, contiene un sistema aol ellitlico di  grado 1 

e indice 2 di cubichs piane (ellittiche), ed è dotnta di due rette doppie sghetnbe, 
distinte O infinitamente vicitze. 

Queste due rette doppie sono poi due generatrici della rigata ellittica 
del 5.' orcline, che, corne è ben noto, costituisce la, superficie doppia della V :  
rieinpita dai piani delle coniche delle F i .  

30. Mantenute sempre le notazioni dei 11.' precedenti, e linlitandosi a 
considerare il caso della Pi con due rette doppie clistinte (il che, corne è fil- 
cile persuadersi, non ha valore sostanziale), si ricordi che, delle due rette 1 
ed I I &  costitueiiti una delle coniche di F i ,  118 è quella che si appoggia alle 
cuhidie di F i .  Si conclude allora facilnierite che la retta $11. è sgheinba con 
ciascuna delle due rette doppie g ed h di F i :  cl'altra parte ogni conica di 3'; 
deve appoggiarsi in un punto a g e iii un altro punto ad lz, dunque 1 si 
appoggia a g e ad h, e l'intersezione di Fi  con YS, g h si coinpone oltre che 
di g ed 16 coiitate due volte, di 1 e di una conica residua, k'. 

E qui possianio aggiungere un'osservazione nvtevole su1 sistenia 00' 2 

delle cubiche di F i .  
Si noti io primo luogo che per ogni punto di g (O di h) passano due 

cubiclie irriducibili (*) di z-:  esse sono le ulteriori intersezioni di P: coi due 
S, clie proiettano da h (O da g) i piani delle due coriiclie passanti per quel 
punto. Ebbeiie, sia A un punto di g e C ;  e C: le due cubicl-ie che vi pas- 
saiio. Se B è il punto ove Ci si appoggia ad h e D l'ulteriore intersezione 
di C; con A B  è chiaro che D è pure il punto ove A B  si appoggia alla 

(*) Inteiidiaino dunque escluse per il momento le cubiche d i  T, spezzate I'iina in 1 e nella 
retta y contata due volte, I'altra in 1 e ilella retta h contata due volte. Cfr. la nota a pi& di 
pagina del n . O  35. 

Annali di Matematica, Serie III, Ton10 XVIl; 40 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



316 S c o r a n :  L e  szcperficie a c w v e  sezioni d i  genere 3. 

conica di Pz che giace per iutero neli'iperpiano g h, cioè a ka. Ma da A esce 
una sola retta clle si appoggia ad h e a V i n  punti distinti, dunyue si deve 
arrivare al10 stesso punto D anche se ne1 ragionamento fatto si sostituisce 
a Ci la cubica Ci. Ci6 porta che anche C: passa per B; e yuindi, per una 
facile considerazione ulteriore, si pub enunciare il teorema: 

Le cm' cubiche d i  Pi s i  distribuiscono in ool coppie per  m o d o  che le cu- 
biche d i  unn stessa coppin  si nppogg iano  n g ed h negi i  stessi d u e  p u n t i ;  e 
g l i  oo' S, che confetzgono queste coppie d i  cubiche passano  tu t t i  per l a  re t ta  
IIL d i  F i .  

Ora la superficie Pi non è certo situata sopra la V,  inviluppata dagli 
oolS,, che ne contengono a coppie le cubiche, perchè altrimenti ognuiio di 
yuesti S ,  la toccherebbe in m1 pud i ,  nientre ci6 è manifestamente iinpos- 
sibile, durique per ogni punto del10 spazio ambiente, come per ogni punto 
di F i ,  passano soltanto due S, clie taglino PZ in coppie di cubiche. Si con- 
clude che : 

Gl i  oolS, per  +n, secanti  ulteriormente Pi in coppie d i  cubiche, inv i lup-  
p a n o  un colza puadrico dopp imzen te  specinlixzato. 

Infine è bene osservare che le due cubiche irriducibili e le due coniclie 
di F9 usceiiti da uno stesso punto di g (o di h) si conlportano fi'a d i  loro 
in maniera differente. Infatti ciascuna delle cubiche incontra una delle due 
coniche soltanto su g (O su h )  inentre incontra l'altra su g (O su h) - e un 
ta1 punto sull'ente algebrico m2 di cui la Pi è un mode110 proiettivo non è 
da considerarsi conie un punto comune alle due curve - e in un punto 
idteriore; e se una delle cuhiche si comporta in un certo modo rispetto a 
iina delle due coniche, l'altra cubica, rispetto alla medesima conica, si com- 
porta ne1 modo opposto. 

33. Siilla Fi  esistono, conie è chiaro, infinite yuarticlie sghembe ellit- 
tiche. Esse formano un sistema io' di grado B e indice B e quelle fra di 
esse che passano per un qualunyue punto di 9 t h  si spezzano in e in una 
cubica ulteriore variabile ne1 sistenia x. 

Se si proietta PI da un suo punto generico sopra un S,  in una CD!, dei 
due sistetiii di cubiche di cui @: è dotata (r1.O BG), uno è fornito dalla pro- 
iezione del sistema X, l'altro da cjuella del sistema delle m1 quartiche pas- 
santi per il centro di proiezione. 

Ora si iminagini di scegliwe il centro di proiezione in un punto O di m. 

Risulterà u n a  (02 cola un solo s is tema m' ( d i  y rndo  1 e indice  2) d i  cubiclze 
p iane (ell i f t iche) s i tuate  a coppie n e i  piarzi t n n g e d i  d i  un cono quccdrico, 
crvente per certice 2 ~ 2  p u ~ t o  doppio d i  <P: comulje n tutte le cztbiclbe in discorso. 
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34. Riassumendo quel che si è detto fin qui possiamo enunciare il 
teorelna : 

Esiste un solo tipo generale d i  superficie norrnali d i  2." s ~ e c i e  ( a  curve 
sezioni d i  genere 3) ne110 spazio a qunttro dimensioni. Esse sono tutte delle 

'superficie del 7." ordine con due re'tte doppie sghembe (distinte O inf&ita«tente 
vicirze) e con un fascio ellittico d i  coniche situate ne i  p ian i  d i  u n a  Vs (ellittica) 
normale; e posveggono tutte zcn sistenza algebrico ma d i  grado 2 e ind,ice 2 d i  
quartiche sghernbe ellittiche, net quale è contenuto (parzialwzente) un sistewa oo' 
d i  cubiche piane (ellittiche) d i  grado 1 e indice 2. 

35. Rappresentaxione su1 cono czcbico (ellittico) delle superficie (norntali) 
d i  2.* specie dell'S, . 

Sia Fi una superficie normale di 4." specie dell'S, con le rette doppie 
(sghembe) g ed h e si voglia rappresentarla sopra un cono cubico ellittico. 

Per questo supponiamo in primo luogo che g ed h siano distinte e pro- 
iettiamo la 3': da un punto P di una delle sue rette doppie, per es. di g, 
sopra un S,, u, che non passi per P. 

Il risultato della proiezione sarà una superficie del 5.O ordine a; (d i  l.* 
syecie) con un tacnodo G nella traccia di g s u  a, con un punto trip10 O 
nella traccia, su  sr, della retta secondo cui si intersecano i piani delle due 
cubiche di P: uscenti da  P, e con tre rette doppie h', p' e q' uscenti da O, 
e immagini, rispettivamente, della retta h e delle due cubiche in discorso. 
Quanto alle coniche di Qf, esse passano tutte per G e a coppie costituiscono 
le ulteriori intersezioni di coi coni quadrici che passario per G e per le 
tre rette ?if, p' e q' (*). 

Il sistema 1 C 1 delle sezioni iperpiane di Pi sarà rappresentato su da 
un sistema (ao4) 1 C' 1 di curve del 7.O ordine, trisecate da p' e q', con un 
punto doppio (fisso) in,  G e un punto doppio (variabile) su h'. 

Ora si sottoponga (t>: a una trasformazione quadratica prendendo coine 
punto fondamentale il punto G e come conica fondamentale quella spezzata 
nelle due ivtte p' e q'. La superficie 0; s i  muterà in una rigata biquachtica, 
û$, e il sistelna 1 C' 1 si cangerà in un sistema / C" 1 ,  segtiato su cp;, di curve 

(*) Questa è appunto quella che si trova descritta iiel già citato lavoro del prof. Ca- 
STELNUOVO (Atti di Torino, 1890) in una nota a piè di pagina del i1.O 10. Notisi come da1 
fatto che le coniche di  @: toccano tutte iii G il piano tacnodale segua l'altro che nei punti 
di g (O di h) le coniche di Pi toccano tutte un medesimo S2, contenente g (O 32) ed 1. II che 
potrebbe vedersi anche per via diretta. 
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del Gro .ordine con un punto-base seniplice iiel punto fondamentale dello 
spazio di cD; e con un punto doppio (variabile) sulla direttrice, h", di cor- 
rispondente aUa retta doppia 1%' di @ .  Naturalinente ogni curva C u  bisecherà, 
poi, noii solo ogni generatrice di (De, nia anche la sua ulteriore direttrice r". 

Ebbene, si applichi ancora. alla 4; una ulteriore trasformazione quadra- 
tica prendendo coine punto fondamentale un punto di h" (od r") e coine 
eonica fondamentale quella spezzata in r" (od h") e uiia generatrice geiierica 
di rDi. La @ si convertirà in un cono cubico e s u  questo il sistema 1 C"' 1 
corrispondente a , C "  1 sarà un sistema di curve de11'8.O ordine, passanti dop- 
piainente per il vertice, con altri tre punti-base doppi e un punto-base 
seinplice. 

36. Ne1 nu0 precedente si è supposto che le rette g ed h fossero di- 
stinte, nia il ragioiianiento fatto resta sostanzial~nente imniutato nell'ipotesi 
clie le rette g ed IL siano iiifinitaiiiente vicirie (*): quindi possiümo enunciare 
il teorema: 

Ogni  superficie normale  d i  2." specie dello spas io  a yzcattro d imens ion i  è 

rappresentnbile sopra  zcn cotzo cubico (ellittico) med ian te  un s is tema d i  curve  
de11'8.O ordine,  p a s s a n t i  d u e  volte per  i l  vertice, con a l t r i  t re  punt i -base  dopp i  
e un p u n t o 4 a s e  senzplice. 

37. L e  superficie (normal i j  d i  2." specie dello spaz io  cc ciszque ditlzensioni. 
Sia ora Fi una superficie di 2." specie, a curve seziorii di genere 3, dell'S, 

e quindi dell'ordine 8. 
Se la Pi si proietta da un suo punto getierico sopra un 8, si ottiene iti 

yuesto spazio~una Fi con due rette doppie, dunyue Pi O lia yualclie retta 
doppia, o, se non ne lia, possiede un sistema us' di indice S di cubiclie piane 
(ellitticlie). Badisi perd Clle se di rette doppie ne ha una, ne lia pure una 
seconda. 

Cid pu6 esser dimostrato in varia inailiera, dopo aver notato da utia 
parte che: 

I p i a n i  delle coniche di Fi riempiotzo zcna Ir: ellittica n o r m a l e ;  
dall'altra, per un ragionanierito analogo a quel10 del n.' 30, clle: 

N e s s z t m  delle coniche d i  Fi p u o  spesxarsi  in  una c o p j i a  d i  rette. 
Per eselnpio, pu6 osservarsi clle la V ;  rieinpita dai piani delle coniclie 

(*) In questa ipotesi si osserverà che la retta doppia h' di C$ viene a coincidere con la 
retta O G. 
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di Fi  ha in generale tre rette doppie: una di queste, dicialno g, sarà la retta 
doppia di cui Fi si suppone già dotata. Sia 1~ un'altra delle rette doppie 
della V : :  da ogni punto A di IL partono i piani di due coniclie di Fl che si 
appoggiano a g in due punti generalinente distinti : quiildi 1'8, di codesti due 
piani seca Pi in g,  in due coniclie e in una residua curra del 2.' ordine. 
Questa curva non pub essere una delle altre coniche di Pi ,  dunyue O è una 
ulteriore retta doppia di Pa O si raccoglie tutta in g contata altre due volte. 

Nella prima ipotesi l'assunto è già diniostrato e l'ulteriore retta doppia 
di Ir': è l'ulteriore retta doppia 1 di VI; nella seconda si conclude che tutti 
gli S4 del fascio, avente per asse 1'8, clle congiunge g con 1, toccaiio su g le 
coniche di Pa, il che val quanto dire clie tutte codeste coniclie toccano su g 
YS, g 1. Ma allora, in questa seconda ipotesi, basta ripetere per i punti di Z 
il ragionainento fatto per quelli di h per concludere clie h é l'ulteriore retta 
doppia di F i .  

Questo ragionaniento porta a un' osservazione che colliina con quella 
fatta in nota a proposito della F i  di S,, ma ricliiederebbe considerazioni 
minute per i casi particolari. Percib è preferibile servirsi della seguente con- 
siderazione. 

Se la P: avesse una sola retta dappia g, poicliè per ogni sua proiezione 
ottenuta da un suo punto sopra un S4 vi sarebbe una sezioile iperpianü 
composta di due rette doppie, una conica e una retta setiîplice, appoggiata 
alle due rette doppie, e poichè ta1 retta selnplice non potrebbe proveiiire 
che dalla proiezione della conica di Pi passante per il ceiltro di proiezione, 
la superficie F$ avrebbe delle sezioni iperpiane co~nposte della retta doppia y, 
di due coniclie e di una ulteriore linea piann d'ordine superiore a 9. Cib 
che è manifestainente assurdo. 

Riassumendo, possiamo dire che : 
Le Pi normali di 2." specie delllS, si distingzio~bo i,.~ due t i p i  cliferekbti. 

Quelle del 1." tipo non haîzno retts dogyie, ma codengolao zuz sisteam col di 
cubiche piane (ellittiche), unisecanti le coniche, di grado 1 e i~~clice Y ;  quelle 
del 2." tipo lzanno due rette cloppie syhembe (che yossono essere distilbte O itz- 
finitmaente vici~ze) (*). 

38. Uaa proprietà coinune d ~ l l e  superficie dei due tipi ora euuiiierati 
è quella clle risulta dalle seguenti osservazioni : 

a)  Sia Pi uiia superficie del 1.' tipo, cioè suppotiiaiiio clle Pi con- 
tenga un sistema ûsl 2; di cubiche piane (ellitticlie) di grado 1 e indice 8. 

(*) L'esistenza effettiva dei due tipi risulterà presto dalle cose'che seguiranno ne1 testo. 
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Due cubiche di Fi  si incontrano in un punto, quindi per i loro piani 
passano ao3 qqudriclie dellys,. Iinporre ad una di queste quadriche la con- 
dizione di contenere il piano di una terza cubica di Pi equivale ad imporle 
al più quat,tro condizioni lineari: cosicchè vi soiio alnieno 00"uadriche 
di S, che passano per tre ciibiche di Fi .  Cosi proseguendo si trova che vi 
sono almeno ool quadriche che passano per tre cubiche e due coniche di F:.  
Ora se di queste qiiadriche iiessuna passasse per Pi avremmo sopra Fi un 
fascio 1ineai.e di cubiche piane ellittiche, ci6 che è assurdo, perchè queste 
cubiche taglierebbero sopra ogni cubica di 2 una g; con n > 1, quindi i loro 
piani si appoggerebbero in rette ai piani delle cubiche di z; e 1'8, di due di 
questi piani conterrebbe tutta la superficie F ; .  Se ne trae che F:  appartiene 
a una quadrica e che quindi pub definirsi coine la parziale intersezione di 
una quadrica con una V ;  normale, luogo di una sol ellittica di piani; l'in- 
tersezione completa. essendo Iormata da PI e da una quaterna di piani. 

b) Supponiamo invece che Fi  appartenga al 8 . O  tipo e quindi abbia 
due rette doppie g e h. Le quadriclie per g e h sono col4; imporre a una ta1 
quadrica la condizione di contenere una conica di Fe equivale ad iniporle tre 
condizioni; dunque le quadriche per g, h e quattro coniche di Fi sono al- 
meno oo" Ora se di queste nessuna passasse per Fi avreinmo sopra Fi una 
rete di quartiche. e quindi Fi non sarebbe più una superficie di 8." specie. 
Di qua si trae una consegueriza identica a quella dedottü per le superficie 
del 1 . O  tipo, dunque : 

Ogni Fi (norsmle) di 2." specie dell'S, è pccrzinle ipztersezione d i  ulza qua- 
drica e di zcna V: vzorrr~nle l ~ o g o  di unrc CQ' ellittica di piani. 

Per le superficie del 2 . O  tipo trovereino poi più iniiünzi uii risultato an- 
cora più espressivo. 

39. Le Fi di 8, del 1." tipo. 
Volendo esaminare un po'da viciiio le proprietà delle varie Fi di S5 

gioverà distinguere i due tipi e consiclerarli separatainente. 
Sia Pg una superficie del 1 . O  tipo e Iü quadrica che la contiene. 
È chiaro che Y: contiene per intero i piani delle cubiche del sisteina 2 

di Pi: d'altra parte, x essendo del grado 1, tali piani debbono tagliarsi a due 
a due in un punto variabile su F; e cluindi non possono nè passare per un 
punto fisso nè tagliarsi a due a due sopra una retta, quindi Vf è certo una 
quadrica non specializzata e i piani delle cubiche d i  Pi appartengono tutti 
a uno stesso dei due sisteini ao2 di piani della V:. 
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Si concepisca allora la V:  in discorso corne l'inm~agine della varietà delle 
rette dello spazio ordinario: la Pi risulterà l'immagine di una congruenza 
di rette con ao' punti singolari, vertici di oo1 coni cubici appartenenti alla 
congruenza: di più ogni raggio della congruenza ne contieiie due punti sin- 
golari e due punti singolari sono seinpre congiunti da un raggio della con- 
gruenza. Segue clie : 

U n a  Pi del 1 . q i p o  n o n  è a l t r a  cosa c7~e l ' imrnagine n e l l l S ,  - nell'ordi- 
n a r i o  senso della geowetria della rettcc - della congruenza delle corde d i  una 
puartica sgheatba d i  1." specie. 

40. Giova che ci fermiamo un inoinento a esaminare le proiezioni della 
Fi del 1.' tipo da due suoi punti sopra un 8,; cosi potreiuo dedurre alcune 
conseguenze notevoli relativamente alla congruenza delle corde della quartica 
d i  1." specie r4, di cui essa è inlinagine. 

La proiezione della Fi da due suoi punti generici sopra un S,  è una @; 

con una cubica gobba doppia e con qunttro rette doppie fornzanti un  qua- 
drangolo gobbo seinplice inscritto in essa. Invece se essa si proietta da due 
suoi puiiti che corrispondano a due corde complanari della quartica r4, è 
chiaro che i centri di proiezione sono vertici opposti di un quadrilatero piano 
completo inscritto in Pl, e yuindi la proiezione risulta uria (Pi con quattro 
rette doppie uscenti da un punto quadruplo e con una cubica piana doppia 
avente un nodo ne1 punto quadruplo. Esiste dunque in yuesto scjcondo caso 
una sezione iperpiana di Pi passante per i centri di proiezione chg da essi 
viene proiettata doppiamente in una cubica piana nodale. 

Vogliarno vedere yuale sia nella coiigruenza delle corde di r4 l'imniagine 
di codesta sezione iperpiana: cosi trovereino una conferina diretta dell'affer- 
inazione fatta in seguito ai risultati di (A). 

Siano, per questo, A, B, C, D quattro punti complanari di r4 e A B, CD 
le corde iinmagini dei centri di proiezione. Posto M z i  A B. CD; N= A D. B C 
e P E A  C. B D si consideri il complesso lineare speciale (dello spazio di r4) 
avente per asse la retta P N :  dico che yuesto coniplesso stacca dalla con- 
gruenza delle corde di r4 la rigata inimagine della sezione iperpiana in discorso. 

Infatti sia R S una corda di r4 appoggiata a P N in 1: e sia X il punto 
di Pg: iinmagine di R S. Proiettare X dai centri di proiezione, sigilifica con- 
siderare il piano asse della rete di S,  che corrispondono agli me coinplessi 
lineari passanti per A B, CD, ed R S. Una ta1 rete di coniplessi ha coine 
rigata base una rigata quadrica spezzata in  due fasci; uno dei fasci è quel10 
di centro A l  e piano A B CD, l'altro è il fascio di centro T e  piano R S  T M .  
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Quindi sarà giustificata la nostra asserzione appena avreino fatto vedere 
che ne1 piano R S T N  vi è un'altra corda di r4 passante per T. 

Siano U e V le ulteriori intersezioni di r4 col piano R S T M .  Il piano 
polare di IV, rispetto a una yualunque quadrica del fascio passante per r4, 
contiene la retta PLV, ddunque il piano polare di T rispetto a una quülunque 
delle quadriclie stesse passa per JI. In particolare, il piano polare cli T ri- 
spetto alla quadrica del fascio clle passa per T (e contiene R S T) swà diinque 
il piano R S l ' J i ,  cioè R S T dl è il pinrio tangente in T  alla quatlrica in di- 
scorso (clle passa per U e V); nia allora la retta U V passa per T ;  c. d. d. 

4.1. Nell'interito sen7pi.e di esaminare le varie proiezioni di F I ,  siano 
A B  e C D  due corde di r4 tali che le 13 D e A C siano çeneratrici di uiio 
stesso sistema di uria quadrica Q2 passante per r"; siaiio poi PA, e PcD i 
punti di F ;  che rappresentano le corde A R  e CD di r4, e si iinrnagiiii di 
proiettare F'e sopra un S ,  precisamente dai punti PA, e PcD. 

Le rette A B  e C D  e tutte quelle della quadrica Qhppoggiate ad A C  
e B D stanno in una congruenza lineare, in quella, cioè, clte ha per diret- 
trici A C  e B D ;  duncjue il piano della coiiica C ;  di Fi  rappresentata dalla 
detta scliiera rigata di Qa e la retta P,,YcD statino in un 8,. Cio vu01 
dire che Y,, Pm è una trisecante della V; dei piani delle coniche di F i ,  
meiitre è soltanto uiîa bisecante della. F i ;  la proiezione di Fe da PA, e PCi 
riiiscirà dunque zcna con le conic7ze sitzttcte nei piani tnngenti di un Cowo 
di 3." classe [cfr. ( A ) ,  n.' 4&, 45 e seg.], e la. conica CS si proietterà doppia- 
mente in quella retta doppia di ù>i clie in ( A )  fu chiamata r.  Stavolta la 
linea doppia di (Di è formata da cinque rette (cioè r e le iininagini delle 
quattro cubiche piaiie di Pi passanti per PA, e PcD) e cla una conica. 

Si pub clo~iiandare c~uale sia la linea di Pi clie lia per iinmagine codesta 
conica. 

Ebhene si consideri la sclliera rigata di Q' cui appartetzgono B D e A C 
e la conica Ce di 3': di cui essa è inimagine. Dei quattro punti dove si ta- 
gliaiîo, fuori di PA, e PcD, le cubiche di F ;  uscenti da P, e PcD, due, III 
ed IV, stanno su C i ,  poichè essi non sono altra cosa che le iniinagini di 
B B e A C. Considero 1'8, clle passa per Ci,  PAB e PcD. Esso seca ulterior- 
mente PB in una sestica C V i  genere 2, bisecante le coniche di Pi e pas- 
sante per P, e P c D ;  la proiezione di C V a  PA, e Pm è dunque tins quar- 
tica con un punto cloppio, oppure, se non riesce biunivoca, una conica 
doppia. Ora è facile vedere clie deve verificarsi yuesta seconda alternativa, 
poichè i: facile persuadersi clie la proiezione di C Y i a  più di un punto 
cloppio. 
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Infatti il piano P.,, PcD JI incontra in un punto ulteriore la cubica 
che passa per PA, ed AI e in un  punto ulteriore la cubica che passa per 
Pm ed 31, e questi due punti situati entrambi su C"i riflettono in un punto 
doppio della sua proieziorie. E 10 stesso puo ripetersi per il piano P, PcD N; 
dunque è chiaro clie C q i a  per iininagine appunto la conica doppia di a;. 

E qui si pub aggiungere un'osservazione importante. 
Sopra la m: del caso attuale una delle oo' aggiunte alle sezioni piane 

(Che si spezzano tutte in coppie di coniche) è for~ilatn dalla coiiica seinplice 
di 4; situata ne1 piano che ne contiene la conica cloppia e diilla conica di cD; 
che si spezza nella retta r contata due volte; duriyue C: e Cg prese insienle 
forniscono una delle m1 aggiunte alle sezioni iperpiane della F i .  Cib val 
yuanto dire: 

Le coppie d i  sclziere rigate apPartenentt alle varie quadriche passnnti per 
utin quartica sghenzba di 1.- specie staccano g ~ u p p i  canonici da tutte le rigate 
di S." grado e del genere 3 secondo cui la congruenza delle corde della quar- 
tica è secata dai vari cowtplessi lineari del suo spaxio. 

49. Rappresentaxione su1 con0 cubico delle Pl di S, del 1." tipo. 
Dalle cose dette possiarno ricavare agevolmente la rappresentazione cli 

una Pi del primo tipo sopra uii cono cubico (ellittico): per il clle, basterà 
evidentemente rappresentare sopra un ta1 cono la congruenza delle corde di 
uria quartica sglieinba di 1." specie. 

Ebbene sia r4 la quartica in questione e V un suo punto qualunque. 
Per ottenere una rappresentazione della varietà delle corde di r4  sui punti 

del corio cubico clze la proietta da Ir basterà. evidentetnente coorditzare ad ogni 
corda di r4 quel pukto del cono V in cui essa seca i l  cono fuori di r4. 

In yuesto modo, infatti, ad ogni corda di r4 vien coordinat0 un punto 
di V e ad ogni punto di V vien coordinata una corda di r4, poiclîè per ogni 
punto di Ir passano due corde di r4 ma una di queste è appunto la gene- 
ratrice di V che passa per quel punto. 

Sia ora p una delle rigate secondo cui la congruenza delle corde di r4 
è tagliata da un complesso lineare generico; 9 è dell'8.O grado e del genere 3, 
ha in r4 una quartica tripla e contiene tre generatrici del coiio V. 

Ma allora p taglia il cono TT, fuori di r4 e di codeste tre generatrici, in una 
curva dell'ordine 8.3 - 4.3 - 3 = 9 con un punto trip10 ne1 vertice V del cono. 

Si deduce da cib che le inîmagini delle rigate staccate dalla congruenza 
delle corde di r4 dai cornplessi lineari del10 spazio ambiente, cioè le imma- 
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gini delle sezioni iperpiane di F,", sono intanto curve del 9 . O  ordine con un 
punto trip10 in V. 

Per trovare le altre singolarità di codeste curve, si noti che il con0 V 
passa per i vertici A,, A,, A , ,  A, dei quattro coni quadrici passanti per r4, 
e 'che A, (i = 2, 2, 3, 4) è l'iinmagine su1 cono V di tutte le corde di r4 che 
costituiscono le generatrici del cono quadrico A,. Ma allora quelle curve 
del 9.' ordine hanno tutte quattro punti doppi in A, , A,, A, e A, ,  poichè 
ogni complesso lineare contiene due generatrici di un cono quadrico. 

Per la formula di SEGKE, si vede allora che esse non possono avere altre 
singolarità (atteso che debboilo forinare un sistema di genere 3 - e grado 8 -), 
y uindi : 

Una Pi di Sj del 1." tipo pu6 sempre rappresentarsi sopra un cono cubico 
per modo che le imsiaagini delle seziofii iperpiane siano cwve del 9." ordine 
passanti tre volte per il vertice e con altri quattro punti-base doppi. 

43. Vogliaino ora esaminare se nella costruzione precedente possano 
disporsi le cose in modo che le linee del 9.O ordine, immagini delle sezioni 
iperpiane di F i ,  possano staccarsi da1 cono V inediante superficie cubiche. 

Per questo si incorninci dall'osservare che se M è un punto di r4 le 
corde di r4 uscenti da 31 riempiono un cono cubico il quale taglia il cono V 
secondo la corda Ill V, la quartica r4 e ena  ulteriore qiiartica r,. Questa 
quartica r,, è l'inîmagine su1 cono V del cono riempito dalle corde di r4 
uscenti da AI, cioè l'iinmagine di una delle çiibiche di Pi. La tangente di r, 
ne1 punto V deve essere una delle generatrici del con0 V, cioè uns  delle 
corde di r 4 ;  deve poi esser situata ne1 piano tangente lungo M V al con0 M, 
cioè ne1 piano che proietta da M la retta g tangente a r4 in V, dunque O 

è la retta g O è la retta proiettante da V l'ulteriore punto H ove il piano 
g M taglia r4. Naturalmente la prima alternativa va esclusa perchè altriineriti 
tutte le ao' quartiche di  V per A, ,  A, ,  A , ,  A, (e V) si toccherebbero in V (*) 
dunque la tangente a r, in V è la retta VH.  

Sia ora N un altro punto di r4, K l'ulteriore punto coinune al piano 
g N e a r4, e r, la quartica che rappresenta su  V il cono delle corde di r4 
uscenti da N ;  la retta tangente a r, ne1 punto V sarà la retta VI<. 

(*) Corne abbiamo già detto, è dovuta al SEGRE l'osserva~ione che per cinque punti ge- 
nerici di un cono cubico (ellittico) passano due quartiche (di l.& specie) situate su1 cono; ma 
se di una quartica (irriducibile) situata su1 cono si assegnano quattro punti e la tangente 
ne1 vertice essa è univocamente determinata. 
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Il conîplesso lineare speriale di asse JIN stacca dalla congruenza delle 
corde di r4 una rigata de11'8.O grado spezzata iiei coni cuhici proiettanti r4 
da 111 e da N e nella schiera rigata riempita dalle corde di r4 che si appoç- 
giano ad M N .  Se dicianio P il quarto punto di r4 situato ne1 piano ViiiAT, 
la direttrice di yuesta schiera uscente da V è la retta V 1, che proietts da V 
l'ulteriore punto L coinune a r4 e al piano Pg,  dunque V L  è l'iminagiiie 
su1 cono V della schiera rigata e l'iiniiîagine della rigata de11'8.O grado in 
discorso sa r i  costituita da r,, r,, e V L .  

Ora se la linea del 9 . O  ordine spezzata in r,, r, e V L  potesse staccarsi 
da1 cono V mediante una superficie del 3.' ordine a, @ non potrehhe avere 
ne1 punto V che un punto se~~bplice e quindi le tangenti in V a r, e r,,, cioè 
le rette V B  e VI<, e la retta V L  dovrehhero stare in uno stesso piano. 

Ebbene, vediaino sotto quali condizioni pub accadere che le rette VH, 
V K  e V L  stiano in uno stesso piano. 

Diciamo zt I'integrale di l.a specie norniale legato alla curva r4 e et, il 
valore che esso lia ne1 punto X di r,; poi suppoiiiaiiio scelte le cose in 
modo che per yuattro punti coinplanari X,, X,, X,, X, di r4 si abbia: 

Allora si ha, per le ipotesi fatte: 

Soinniando meiiibro a inenihro le prime tre congriienxe e teiieiitlo coiito 
della qus~rta si ricava : 

se dunque si vuole clie i quattro puiiti V, H, 1< ed L stii~iio i n  un piaiio 
occorre e basta che si abbia: 

4 th, .  O 

cioè occorre e basta clle V sia il punto di contatto di uuo dei 16 piani sta- 
zioilari di r4. ' 

Ebhene, ne1 eostruire la rappresentazione stucliata ilel 11." precetleiite, si 
prenda realmente il vertice V del cono cubico in uno dei 16 puriti di coii- 
tattd dei piani stazionari di r4, cioè in uno dei puilti iii cui r4  è tngliata 
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dalle facce del tetraedro A , ,  A, ,  A, ,  A, ,  e poi siaiio r ,,,, r', due quartiche 
di V per A,, A , ,  A, ,  A, e V L la terza generatrice del cono V  contenuta ne1 
piano che congiunge le tangenti in V a r, e r,,. Delle oo' superficie del 3 . O  
ordine che passano per r, , ve n'è ao' che contengono V L e toccano il cono 
V  in A,, A,, A, ,  A,.  La linea base d i  codesto fascio di superficie cubiche, 
cui appartiene il cono V, si spezza in V L ,  r, e in una residua quartica, che, 
dovendo passare per A , ,  ci,, A, ,  A, e toccare in V la terza generatrice del 
cono V situata in un piano con V L  e la tangente in V a r,,, coinciderà 
con r, (*); quindi esiste una superficie del 3 . O  ordine che seca il cono V  in 
r,,,, r, e V L .  Ma la curva composta da r,, r,, e V L  è ne1 caso attuale l'im- 
magine di una sezione iperpiana di Pi, dunque le iintnagini di tutte le se- 
zioni iperpiane di Pa si possono staccare da1 cono V mediante superficie 
del 3 . O  ordine. 

Si conclude che : 
Ogni Fi d i  S ,  del 1." tipo pu6 rappresentarsi sopra un cono cubico nze- 

diante i l  sistema d i  linee del 9." ordine (con un punto trip10 ne1 vertice del 
c ino  e con quattro altri  punti-base doppi)  ataccato da1 cono mediante uw si- 
stema d i  superficie cubiche che passano pel suo vertice e lo toccano in quattro 
punti. 

Anzi, per quanto risulta da quel che precede, si pub supporre che dei 
quattro punti-base doppi tre siaiio congiunti da un piano che passi pel ver- 
tice del cono. 

44. Le Pi d i  S ,  del 2." tipo. 
Una prima osservazione, relatiraniente alle Fa del 9.' tipo, è clle esse 

contengono u n  s i s te f~ ta  algebrico ao2 d i  quarticlbe sglzeiube costitttito d a  due oo' 
ellittiche d i  fasci. 

Infatti sia E'; uiia superficie del 8.' tipo e siano g ed h le sue due rette 
doppie. Supponiaino, per fissar le idee, che g ed h siano distinte e conside- 
riaino 1'8, cui appartengono la retta g e il piano di una delle coniche della 

(*) Per togliere o p i  obbiezione è bene osservare che una superficie del fascio conside- 
rato, diversa da1 cono V ha necessariameiite in V un punto semplice. Iiifatti se essa fosse 
un inonoide (l'iinpossibilità che essa possa essere un con0 è manifesta) la linea base del fascio 
si coinporrebbe di l'm, V L  e delle quattro rette VA,, VA,, VA, e VA, e quindi starebbero 
sopra un cono quadrico le ciiique rette V(L A, A, A, A,) e la tangente a l', in V: il che non 
è possibile data la genericità della scelta di r, e ï', (cioè di l', e VL). 
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superficie. Esso è asse di un fascio di iperpiani secanti ulteriorinente la P: 
in quartiche ellittiche, unisecanti le coniche di PP, e codeste quartiche sono 
necessariamente sghembe perchè prive di puiiti doppi. Facendo variare il 
piano considerato fra quelli della V t ,  riempita dai piani delle coniche della 
superficie, si ottiene il sisteina algebrico o o h o p r a  noininato. 

Che scarnbiando la retta g con h si torna a trovare 10 stesso sisterna ma 
risulterà, con altre conseguenze notevoli, dalle seguenti osservazioni (*). 

Prima di tutto è cliiaro che ognuna delle quadriche costruite partendo 
dalla retta g si appoggia ad h in un punto : poichè se r4 è l'ulteriore inter- 
sezione di Pi con un S, che ne ctintenga g e una conica, il punto ove questa 
conica si appoggia ad h dovendo risultare doppio per la sezione iperpiana 
cornplessiva dovrà essere un punto semplice di r4. Di più un iperpiano ge- 
nerico per g ed 1% secando ulteriormente Fi  in ulia coppia di coniche in- 
contra r 4 ,  fuori di g ed h, soltanto in due punti. Cib significa che r4 si ap- 
poggia in un punto non solo ad h, ma anche a g. 

Diciamo A il punto ove r4 si appoggia ad h, B quello ore si appoggia 
a g. Delle due coniche di P: uscenti da B, una secherà r4 soltanto in B, 
l'altra la incontrerà in un punto ulteriore B (e allora sull'ente algebrico ma 
di cui F ;  è un nlodello 'proiettivo per yuesta seconda coriica e per r4 il 
punto B non è da considerarsi coine un punto cornune). ES, che passa 
per h, B e D contiene già tre punti della r4 (necessariamente non allineati) 
dunque ne contiene anche un quarto; ed esiste un S, per h, B e D che con- 
tiene r4 pev intero. 

Cib diinostra intanto che il sistema algebrico ooYrovato prima partendo 
dalla considerazione della retta g, coincide con quello che si troverebbe par- 
tendo dalla considerazione della retta h. 

Ma vi è di più. Diciamo C Y a  conica che conipleta una sezioiie iperpiana 
con r4 e con la retta g contata due volte; CS yuella che completa una se- 
zione iperpiana con r4 e con la retta h contata due volte; naturalinente C2 
passerà per A e Ci  per B. Il fascio di quartiche staccato su F: dagli iper- 
piani per g e C a  ha una quartica (r4) coinune col fascio analogo generato 
dagli iperpiani per h. e C:; d'altra parte su P: non pu6 esistere una rete 
di quartiche sghembe, dunque i due fasci coincidono e tutte le loro oo' 
cpr t iche  passano per A e per B. 

(*) Del resto la cosa stcssa risulta subito da cib che proiettando l a  F i  da un suo puiito 
generico sopra un S, si ottiene in questo una Fi con zc1z sistema algebrico od di cubiche 
piane. 
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11 resto del cotlsiderato fascio di quartiche 1 r4 1 rispetto al sisteina delle 
sezioni iperpiane di F," è, evidenteinente, un altro fascio di quartiche ( r: 1 e 
le quartiche di questo 2.O fascio passano pure tutte tanto per A, quanto 
per B; dunque: 

Per ogni punto d i  una delle rette doypie di Fi pnssano CO' quartiche 
sghembe (ellittiche) della superficie. Esse si distribuiscono i n  due fasci Zineari 
e uanno tutte a tagliare l'ccltra retta doppia in u n  medesirno punto. In questo 
modo, fra i punti delle due rette doppie viene stabilita una çorrispondenza 
proiettiua. 

Notisi ancora die  la proiezioiie di Fq fatta dai due punti A e B sopra 
un S, generico risulta una quadrica doppia, i cui due sistemi di generatrici 
provengono dai due fasci di quartiche r4 1 e 1 ~r: 1 ; dunyue Fi sta sopra 
un 8,-cono quadrico avente per vertice la retta A B. 

Ma aliora Fi pub defiltirsi come la- conzpleta intersexione di tre quadriche 
delllS, e nella rete delle quadriche per Fe es-istono CO' quadmche doppiawzente 
specializznte. Le rette doppie di yueste quccdriche costituiscono una schiera ri- 
gata ordinaria. 

Per arrivare a questi risultati noi abbiamo fatto per seinplicità l'ipotesi 
che g ed h fossero distinte: nia è chiaro che essi restano sostanzialmente 
imniutati anche se g ed h (riinanendo sempre sghetnbe) diventano infinita- 
mente vicine fra loro. 

45. Il teorerna diinostrato rie1 n.O precedente pub essere invertit0 e 
cos1 si arriva alla seguente costruzione della F i  clel 2.' tipo. 

Si prendano nell'S, due yuadriche doppiatnente specializzate con le rette- 
rertici, a e b, sgheinl~e fra di loro, e siano g ed h, due, fia loro sghenibe, 
delle yuattro rette appoggiate ad a e b della V ;  secondo cui si intersecano 
le due quadriche. Questa 11: è toccata in ogni punto di g da un S, che di- 
renio a, e in ogni punto di h da un S, che diremo p. 

Ehbene si consideri una terza quadrica tale che rispetto ad essa gli S, 
polari di g ed h siano precisamente a e p (e quindi che passi per g ed h): 
la completa intersezione delle tre quadriche in discorso sa r i  precisaniente 
una P: del 8.O tipo (*). 

(*) Anche iina P: del 9 . O  tipo pub coiisiderarui corne I'iminagine di uiia coligrueiiza di 
rette del10 spazio ordiiiario : aiizi di uiia congruenza (del 4.O grado) che sia iiitersezione com- 
pleta di due complessi quadratici. 
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46. Rappresentazione s u l  con0 cubicojdelle Pi d i  S ,  del 2." tipo. 
Sia Pg una superficie di 9." specie dell'S, del 2.O tipo e sia g una delle 

sue due rette doppie. Si proietti Pi da g sopra un S, : il risultato della pro- 
iezione sarà una rigata biquadratica e su yuesta il sistema / C 1 delle sezioni 
iperpiane di Pi sarà rappresentato da un sistenia / C' di curve del 6.0 ordine 
(con un punto doppio variabile sopra una delle dircttrici della rigata) bisecate 
dalle generatrici e dall'altra direttrice (che in generale sarà distiota dalla 
prima). Ora tanto se la biquadratica è a direttrici distinte, quanto se è a 
direttrice unica tacnodale, essa si pub convertire mediante una trasforma- 
zione yuadratica in un cono cubico e attraverso questa tiasformazione le C' 
si cangiano in curve de11'8.O ordine con tre punti doppi, dunque : 

Ogni  Fa d i  2." specie d i  S ,  del 2." t ipo si p u 6  rappresentare  sopra  un 
con0 cubico (ellittico) mediante  un s is tema d i  curve  dell'8." ord ine  cok un p u n t o  
doppio ne1 vertice del con0 e con, a l t r i  t re  punt i -base  doppi .  

Notisi clie il piano contenente i tre punti-base doppi delle curve di 8.O 
ordine ora considerate non passa O passa per il vertice del coi10 secondo 
che sono distinte O infiiiitasnente viciue le due rette doppie della P ;  corri- 
spondente. Ne1 caso che il piano non passi per il vertice, una delle rette 
doppie della Fi è rappresentata siil con0 dalla sezione praticata con quel 
piano, l'altra lia per iiiiniagine il vertice. 

47. S i s t emi  l inenri  d i  genere 3 tracciati  su1 cono cubico (ellittico). 
1 risultati di (A)  e di questo lavoro nlentre dànno la classificazione com- 

pleta della superficie di 2." specie a curve sezioni di genere 3, permettono 
d i  risolvere iinmediatamente il problema della riduzione dei sistemi lineari 
semplici di genere 3 e dimensione non inferiore a 3 tracciati ne1 cono cubico 
ellittico, quando siano posti a riscontro con quelli già conseguiti dai pro- 
fessori CA~TELNUOVO e DE-FRANCHIS (*). 

E infatti un ta1 sistema pub considerarsi come il sisteina rappresentativo 
di una superficie irregolare a curve sezioni di genere 3 di uno spazio a tre 
O più dimensioni: e allora tale superficie O è dell'ordine 4, e quindi, se non 
è proiezione da qualche suo punto di una superficie iperspaziale, è una 
delle superficie con CQ' cubiche gobbe trovate da1 DE-FRANCHIS, O è di un 

(*) CASTELNUOVO, loc. cit. (Atti di Torino, vol. XXV, 1890); DE-FRANCHIS (Rendic. Cir- 
col0 Mat. di Palerino, tom. XIV, 1890). 
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ordine maggiore di 4 e allora o rientra fra le superficie trovate da1 CASTEL- 
~ u o v o  O è una di quelle trovate in questo lavoro. 

Segue che : 
S e  1 C 1 è un sistelna lineare semplice, almeno tre volte infinito, d i  curve 

d i  genere tre segnato sopra uni con0 cubico ellittico, esso.è setnpre (birazional- 
mente O creuzonianamen te (*)) riducibile : 

a) a un sistema di curve del 9."'ordine, non passanti per i l  vertice, con 
due punti-base tripli ,  un punto-base doppio e un pwnto-base sewplice (DE-FRAN- 
CHIS) ; oppure 

@) a un sistema d i  curve del 6." ordine, n o n  passanti per i l  vertice, con 
un punto-base doppio e, se occorre, con altri  punti-base sewzplici (CASTELNUOVO) ; 
oppure 

y) a un sistema d i  curve dell'ordine 9-;I., passanti 3-p volte per i l  verkice 
del cono, con al tr i  4-y. punti-base doppi (p = 0,1) e, se occorre, con qualche 
pzcnto-base semnplice. 

Ecoettzcato poi i l  c m o  p) in cui  i l  sistema d i  cacrve del 6." ordine si pu6 
staccare da1 cono inediante yuadriche, in tutti gli altri  casi i sistemi d i  czcrve 
che si presentano conte sistemi tipici possono essere staccati da1 cono rmediante 
superficie cubiche. 

Roma, 19 rnarzo 1910. 

(*) Vedi I'ultiina nota a piè di pagina della Memoria del DE-FRANCHIS ora citilta. 
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