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LISTE CHRONOLOGIQUE DES MÉMOIRES PURLIÉS. 

1. Application de la théorie cles complexes linéaires à l'étude des surfaces e t  des 
courbes gauches (Annales  d e  l'École Normale supérieure, I 87 7 ) .  

2 .  Sur une classe de fonctions transcendantes (Conzptes rendus, 1878, premier 
semestre). 

3. Sur une classe de surfaces algébriques (Brrlletin d e  ln Société philonzathi~iie ,  
1878). 

Ic. Sur la forme des intégrales des équations différentielles du second ordre 
dans le voisinage de certains points critiques (Comptes rendus, 1878, second 
semestre). 

f i .  Sur les équations différentielles du second ordre (Conzptes rendus,  1878, se- 
cond semestre). 

6 .  Sur une classe de  fonctions non unifornies (Bul le t in  de  la Soci6té mathéma- 
tique, 1879). 

7 .  Sur une propriété des fonctions entières (Conzptes rendus, 1879, premier 
semestre). 

8. Sur uneapplication de la théorie des fonctions elliptiques (Comptes rmdrts ,  
1879, second semestre). 

9 .  Sur certaines équations différentielles linéaires du second ordre (Comptes 
rendus, 1879, second semestre). 

10. Sur les équations différentielles linéaires à coefficients doublement pério- 
diques (Comptes rendus, rS80, premier semestre). 

I I .  Mémoire sur les équations différentielles linéaires à coefficienls doublement 
périodiques ( Journa l  de  Crelle, t. 00). 

12. Sur une classe de courbes gauches (Comptes rendus ,  1880, premier se- 
mestre). 

13. Sur les fonctions entières (Comptes rendus, 1879, second semestre). 
15. Sur les fonctions analytiques uniformes dans le voisinage d'un point singulier 

essentiel (Comptes rendus, 1879, second semestre). 
l a .  Mémoire sur les fonctions entièrcs (Annrcles de l'École A1ormale sc~pér.ietrr.e, 

1880). 

16. Sur les fonclions doublement péiiodiques avec des points singuliers essentiels 
( Colnptes rendus, 1879, second semestre). 
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Siir une proprieté de  certaines fonctions analogues aux fonctions algébriques 
(Conzptes rendus, 1879, secontl semestre). 

Sur  certaines équations linéaires clu second ordre (Comptes rendus,  iS80, 
premier semestre). 

Sur  l'équation aux dérivées partielles du  potentiel (Comptes  rendus, 1880, 
premier semestre).  

Sur  une  extension aux fonctions d e  deux variables du problème de  Riemann, 
relatif aux séries hypergéométriq ues ( Comptes rwzdus, 1880, e t  Anrznles de  
l'École Normale supérieure, i 88 r ). 

Sur  une  propriété des fonctions et  des coiirbes algébriques (Conzptes t.endus, 
1880, second senîesvc).  

Sur  une propriété des fonctions uniformes d 'une variable e t  su r  une classc 
d'équations différentielles (Bul le t in  des Sciences nzathérnatir/<ses, t .  I V ,  
I 880). 

Sur une  classe d'intégrales abéliennes e l  sur  certaines équalions différen- 
tielles (Conzptes rendtrs, I 88 1 ,  premier semestre ; deux Notes). 

Sur quelques exemples singuliers d e  réductions d'intégrales abéliennes aiiu 
intégrales elliptiques (Comptes rendus, 1881, second semestre). 

Sur  la décomposition e n  facteurs primaires des fonctions uniformes ayant 
une ligne d e  points singuliers essentiels ( C o n ~ p l e s  rendus,  1881, premier 
semestre).  

Sur  certaines équations différentielles linéaires simultanées aux dérivées 
partielles ( en  commun avec AI. Appell;  Conzptes r endus ,  1881 , premier 
semestre). 

Sur  la réduction des intégrales abéliennes (Comptes  rendus,  1881, secoiid 
semestre ). 

Sur une  courbe particulière du  troisième genre e t  su r  certaines fonctions 
uniformes d e  deux variables indépendantes (Conzptes rendus, 1881, second 
semestre).  

Sur  les formes cles intégrales d e  certaines équations différentielles linéaires 
(Comptes  rendus, 1882, premier semestre).  

Sur les surfaces pour lesquelles les coordonnées d'un point quelconque s'ex- 
priment par des fonctions abéliennes de  deux paramètres (Mat l~emat i sche  
Anrzalen, 1882). 

Sur certaines fonctions uniformes de deux variables, e t  sur  un  groupe de  
substitutions linéaires (Comptes  rendus, 1882, premier semestre).  

Sur des fonctions d e  deux variables analogues aux fonctions modulaires ( A c t a  
mat l~emat ica ,  t. I I ) .  

Sur un  groupe de substitutions linéaires (Comptes r endus ,  1882, premier 
semestre).  

Sur  l'intégration par les fonctions abéliennes de certaines équations aux 
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( 5 )  
dérivées partielles de  premier ordre (Comptes re~zrlus, 1882, preinier se- 
meslre).  

35. Sur  certaines formes quadratiques ternaires (Conzptes rendrrs, 1882, premier 
semestre ). 

36. Sur  les fonctions uniformes affectées d e  coupures (Conzptes rerrdus, 1882, 
premier semestre). 

37. Sur  une classe de fonctions uniformes de  deux variables intlépendanles 
(Conzptes rendus, r 882, second semestre). 

38. Sur  une classe d e  groupes disconlinus de  suhs t i t~~ t ions  linéaires (dctcr nm- 
thenzalica, t .  1). 

30. S u r  la réduction du nombre des périodes des intégrales al~éliennes,  en  parti- 
culier dans le cas des courhes du second genre (Bulletin de la Société 
nznthématique, 1883). 

40. Sur  une  classe de  fonctions de  deux variables indépendantes (Conzptes rertclun. 
1883, premier semestre). 

h i .  Sur  une propriété concernant les fonclioiis uniformes d'une variable liées par 
une relation algébrique (Bul le t in  des Sciences nznthémntiqrces, 1883). 

4 2 .  Sur  les groupes de  transformations des équations différentielles linéaires 
( Comptes rendus, I 883, premier semestre). 

43. Mémoire su r  les formes quadratiques binaires indéfinies i inrlé~erminées con 
j uguées (Atznales de l'École Nornznle sirpérienre, I 885). 

45. Sur  les formes quadratiques ternaires indéfinies à indétermiriEes conjuguées 
e t  su r  les groupes discontinus corresponclants (Conzptes ~~end i t s ,  1883, se- 
cond semestre). 

45. Sur  les fonctions d e  deux variahles indépendantes restant invariables par les 
substitutions d'un groupe discontiriu ( Comptes rendrts, 1883, secontl 
semestre). 

46. S u r  u n  théorème d e  Riemann relatif aux fonctions zrz fois périodiques de  I L  

variables ( en  commun avec M. Poincaré; Comptes rendcrs, 1883, secontl 
semestre). 

47. S u r  l a  forme des intégrales des équations différentielles du premier ordre 
dans  l e  voisinage de certains points critiques (Bul le t in  de la Société nznthé- 
matique, 1884). 

Ic8. Sur  la réduction des intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques (Bulletin 
de la Société matlzématique, I 884). 

49. S u r  les substitutions linéaires (Conzptes rendus, 1884, premier semestre). 
50. Sur  la transformation des points de  l'espace situés du même côté d'un plan 

(Bulletin de la  Société mathématique, 1884). 

s i .  Sur les formes quadratiques ternaires indéfinies à indéterminées conjuguées 
et  sur  les fonctions hyperfuchsiennes correspondantes ( A c t a  mathemn- 
tica, t. V).  

52. Sur  les fonctions hyperfuchsiennes (Comptes rendus, 1884, premier semestre). 
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( 6 )  
53. Sur une nouvelle généralisation des fonctions abéliennes (Comptes rendus, 

1885, premier semestre). 

,5k. Sur une classe de fonclions abéliennes et sur un groupe liyperfuclisien 
( Conzptes rendus, 1 884, premier semestre). 

55.  Sur les formes quadratiques quaternaires indéfiiiies e t  les groupes hyperabé- 
liens correspondants (Comptes rendus, 1884, premier semestre). 

5 6 .  Sur les équations linéaires et les groupes algébriques de transformation 
(Annales de  la Faculté des Sciences de  Toulouse, t. 1) .  

.'il. Sur les intégrales différentielles tolales (Comptes rendus ,  1884,  second 
semestre). 

.B. Sur un théorème de M. Darboux (Comptes rendus, 1885, premier semestre). 

3. Sur le groupe de certaines équations différentielles linéaires (Bulletin des 
Scie~zces mathématiques, 1885). 

60. Sur certaines équations aux dérivées partielles du premier ordre (Comptes 
rendus, 1885, premiei' semestre). 

(il. Sur les intégrales de seconde espèce et sur les fonctions hyperfuclisiennes 
(Comptes rendus, 1885, premier semestre). 

62. Sur les fonctions byperfuchsiennes provenant des séries hypergéométriques 
de deux variables (Annales  de lJÉcoZe Normale sirpérierwe, 1885). 

iX3. Mémoire sur les fonctions hyperabéliennes ( J o n r ~ ~ a l  de  Mathématiques, 
1885). 

( ik , ,  R1érnoii.e sur les intégrales de différentielles totales algébriques de première 
espèce (Journal  de Mathénzatiques- 1885). 

iiJ. Sur les intégrales de seconde espèce (Comptes rendits, 1885, second se- 
mestre). 

66. Sur les périodes des intégrales doubles (Conzptes rendus,  1886, premier 
semeslre). 

(iï. Sur le calcul des pkriodes des intégrales doubles (Comptes rendus, 1886, pre- 
mier semestre). 

(.K. Mémoires sur les intégrales de différentielles tolales de seconde espèce 
(Jorcrnal de #lat/iématic/r~es, I 886). 

(i!). SLIP la transformation cles siirfaces en elles-mêmes (Con~ptes  rendus, 1886, 
second semestre). 

70. Sur la transformation des surfaces en elles-mêmes et sur un nonihre foncla- 
menial clans la tliCiorie des surfaces (Comptes rendus ,  1886 ,- sccond 
semestre). 

Tl.  Sur une classc d'équations différentielles (Comptes re~zclus, 1886, second 
semestre). 

42. Sur les surraces admettant une doublc i n h i t é  de traiisformations hiration- 
nelles (Comptes rendus, 1886, second semestre). 

7%. Sur un point de la théorie générale des équations différentielles (Bu l l e t i l~  de.$ 
Sciences matlzématiqcres, 1887). 
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( 7 )  
715. Sur une classe d'équations différentielles (Comptes rencliis, 1887, preniicr 

semestre). 
75. Sur les séries hypergéométriques de deux variables (Bii l let i~z de la Sociktk 

mathématique, i 887). 

76. Sur les groupes linéaires d'ordre fini à trois variables (Bul le t in  de la Sociéte' 
matlzématique, 1887 ). 

77. Sur une classe de surfaces algébriques (Jourrzal de Crelle, t. 100). 

78. Théorème gén6ral sur les fonctions uniformes d'une variable liées par uiie 
relation algébrique (Ac ta  matlzematica, t. X I ) .  

79. Sur la convergence des séries représentant les intégrales des équalions diiïé- 
rentielles (Bulletin des Sciences mathématiques, 1888). 

80. Sur une classe d'équations linéaires aux dérivées partielles de second ordre 
(Comptes rendus, i 888, second semestre). 

81. Sur la transforniation de Laplace et les équations linéaires aux dérivées par- 
tielles du second ordre (Comptes rendus, 1888, second semestre). 

82. Sur les formes quadratiques binaires à indéterminées conjuguées et les foiic- 
tions fuclisiennes (American Journal of Mathenzatics, t.  X I ) .  

83. Sur une proposition générale concernant les équations linéaires aux dérivées 
partielles (Comptes rendus, I 888, second semestre). 

8L. Sur un théorème relatif à l'attraction (Comptes rendus,  1888, second sc- 
mestre). 

85. Mémoire sur une classe d'équations aux dérivées partielles du second ordre 
(Ac ta  mathematica, t. X I I ) .  

86. Sur les intégrales multiples relatives à trois variables coinplexes (Con~ples  
rendus, 1889, premier semestre). 

87. Sur quelques expressions quadruplement périodiques (Comptes renciccs, 1889, 
premier semestre). 

88. Sur le nombre des racines communes à plusieurs équations siinultauées 
(No~wel les  Annales de Mathématiques, 1889). 

89. Mémoire sur certaines expressions quadruplement périodiques (Bulletin de 
la Société mathématique, 1889). 

00. Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variahlcs indkperi- 
dantes (couronné par l'Académie des Sciences, grand prix des Science. 
mathématiques de 1888) (Jonrnal  de  Mathématiqries, I 889 ) . 

Ouvrage d'enseignenzent. 

91. Cours d'Analyse professé à la Faculté des Sciences de Paris (1886-87), publié 
par l'Association des Élèves et anciens élèves de la Faculté des Sciences. 
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N O T I C E  
SUR LES 

TRAVAUX SCIENTIFIQUES 

M .  É ~ M I L E  PICARD.  

Afin d'introduire quelque ordre dans l'exposé des travaux dont on va 
lire une rapide analyse, j'ai dû adopter une classification; je me suis arrêté 
à la distinction suivante en quatre parties : 

r 0  Équations différentielles ; 
2" Étude algébrique e t  arithmétique des transformations et des groupes ; 
3 O  Théorie des fonctions; 
4" Théorie des surfaces algébriques. 

Une telle classification est nécessairement défectueuse par quelque en- 
droit, et j'ai plus d'une fois hésité dans le choix du Chapitre auquel je de- 
vais rapporter tel ou tel Mémoire. Mais cet inconvénient ne saurait être 
évité; c'est qu'en effet aujourd'hui, dans les Sciences mathématiques, les 
théories les plus diverses se pénètrent en se prêtant un mutuel appui, e t  il 
n'est pas rare de voir se rencontrer dans une même étude la Géométrie, le 
Calcul intégral, la Théorie des fonctions et même la Théorie des nombres. 
Cette synthèse, où viennent se rejoindre les notions en apparence les plus 

P. 2 
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( 1 0 )  

étrangères, fait le grand intérêt de la Science actuelle. Citons, entre bien 
d'autres exemples, la géométrie des courbes algébriques et  la théorie des 
intégrales abéliennes, qui toutes deux s'éclairent et se complètent mutuel- 
lement. N'en va-t-il pas d'ailleurs de même dans tous les ordres de re- 
cherches? C'est ainsi, par exemple, qu'on voit les rapprochements entre les 
diverses parties de la Physique devenir chaque jour plus intimes. Pour cc 
qui concerne mes recherches personnelles, mes travaux sur  les surfaces 
algébriques m'ont été du plus grand secours dans l'étude des équations 
différentielles, et j'ai aussi tiré grand parti pour la théorie des fonctions de 
certaines propriétés arithmétiques des formes algébriques. Je me perrnet- 
trai d'appeler spécialement l'attention sur les théorèmes généraux con- 
cernant les fonctions uniformes d'une variable, et  sur  mes études relatives 
aux fonctions de  plusieurs variables indépendantes, particulièrement aux 
fonctions hyperfuchsiennes et aux fonctions algébriques de  deux variables. 
Ces dernières recherches, qui intéressent également la Géométrie et  l'Ana- 
lyse, nous ont montré les différences profondes et quelquefois inattendues 
qui séparent la théorie des fonctions d'une variable de  celle de plusieurs 
variables. 
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PREMIER CHAPITRE. 
I?QUATIONS DIFFERENTIELLES.  

1. - ThBorémes gBnéraux sur les équations différentielles ordinaires. 

La théorie des équations différentielles a fait depuis longtemps l'objet 
d 'un très grand nombre de  recherclies; on peut  dire qu'il n'est pas, dans le 
domaine des Sciences mathématiques, de théorie dont  les progrès soient 
plus désirables, puisque c'est en général à l'intégration de telles kyuations 
que  se  ramène l'étude de  tout  problème, tant en Géométrie qu'en Rléca- 
nique et  Physique mathématique. Les points de  vue nouveaux introduits 
dans la Science par  Cauchy, Riemann et. leurs disciples, ont  déjà permis de  
réaliser, dans cet  ordre, d'importants progrès. 

La première proposition que  l'on rencontre danscette théorie est relative 
à l'existence des intégrales. Considérons l'équation différentielle du pre- 
'mier ordre 

où l'on suppose que  f ( x ,  y) soit une fonction holomorphe de x et  y, quand 
x e t  y restent respectivement à l'intérieur de cercles C et  C'ayant respecti- 
vement pour centre s, e t  y,, e t  pour rayon a e t  b ;  soit de plus RI le  module 
maximum de  f quand les variables décrivent ces circonférences. Cauchy 
avait le premier établi que,  dans ces conditions, il y avait une intégrale de  
l'équation, holomorphe dans le voisinage de x, et prenant pour x = x, la 
valeur y,. Briot e t  Bouquet avaient donné comme rayon du cercle, où I'in- 
tégrale est certainement holomorphe, l'expression 
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J'ai montré (79) qu'on pouvait trouver pour la limite de convergence 
certaine de la série une limite plus étendue. Voici le résultat auquel j'ar- 
rive : la série converge certainement a l'intérieur du cercle ayant pour 

E> rayon la plus petite des quantités a e t  M .  Que ce soit l'une ou l'autre de ces 

quantités que l'on doive prendre, on aura une limite supérieure à celle 
qu'ont donnée Briot et Bouquet. 

Prenons maintenant un système d'équations différentielles du  premier 
ordre, résolu par rapport aux dérivées et où les seconds membres seront 
des fonctions holomorphes de la variable indépendante et des fonctions 
dans le voisinage de certaines valeurs initiales; ces équations admettent un 
système d'intégrales holomorphes e t  prenant pour une valeur initiale de la 
variable des valeurs initiales données. Existe-t-il d'autres intégrales satis- 
faisant à ces conditions, que les intégrales holomorphes. Briot et Bouquet 
démontrent qu'il n'y en a pas d'autres, mais en se bornant au cas d'une 
seule équation, et la méthode qu'ils suivent ne parait pas, au premier abord, 
susceptible de s'étendre au cas général. C'est une lacune que j'ai voulu com- 
bler, en restant dans le même ordre d'idées; un artifice convenable permet 
de transformer le problème de manière à pouvoir suivre ensuite la marche 
de Briot et Bouquet (73).  J'insiste de plus sur un point que laissent un 
peu dans l'ombre ces géomètres, à savoir ce qu'on doit entendre dans cette 
question par intégrales prenant en un point donné une valeur donnée. 

Nous avons jusqu'ici donné à la variable indépendante des valeurs quel- 
conques. La forme des intégrales des équations différentielles dans le voi- 
sinage des points singuliers serait extrêmement importante à connaître; 
Briot et Bouquet, dont il faut toujours citer les Mémoires classiques quand 
on parle de ces matières, ont  fait une étude approfondie des équations dif- 

dy férentielles du premier ordre, quand le coefficient différentiel se pré- 

sente sous forme indéterminée pour un certain systkme de valeurs de x et y. 
Une question analogue se présentait pour les équations du second ordre; j'ai 
considéré ( 4 )  l'équation différentielle 

où je suppose que la fonction holomorphe f s'annule pour x = O, y = a, 
y'= p. Nous nous sommes proposé d'étudier les intégrales de cette équ? 
tion qui prennent la valeur a et dont la dérivée est égale à P pour x = o.  Ce 
qui m'a tout d'abord intéressé dans cette question, c'est qu'elle est autre 
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chose qu'une extension facile du problème traité par Briot et Bouquet pour 
le premier ordre; je n'ai pas pu en effet suivre longtemps ici la méthode 
qui avait réussi à ces géomètres, et les difficultés qui se sont rencontrées 
ont eu cette heureuse conséquence de me forcer à rechercher la forme ana- 
lytique des intégrales que j'étudiais, tandis que les précédents auteurs 
s'étaient bornés à démontrer, dans le cas du  premier ordre, l'existence de 

df - ces in télgrales. Désignons par b la valeur de pour y = cr, y' = P et x = o.  
dy 

Si b n'est pas un entier positif, l'équation différentielle proposée admettra 
une intégrale remplissant les conditions requises et holomorphe dans le 
voisinage de x = o. Si b a sa partie réelle positive, l'équation admet une 
infinité d'intégrales non Iiolomorphes. 

Pour démontrer ce point important, j'ai recours à un procédé qui peut 
êtreemployé dans d'autres circonstances : il consiste à remplacer les équa- 
tions différentielles à uneseule variable que l'on a à étudier par des équations 
convenablement choisies aux de'rivées partielles. C'est ainsi que j'établis que 
les intégrales non holomorphes se présentent sous la forme de séries orclon- 
nées suivant les puissances croissantes de x e t  xb-' (on peut toujours sup- 
poser que la partie réelle de b, quand elle est  positive, est supérieure à 
l'uni té). 

Nous étudions (5) le  cas où la partie réelle de b est négative, et nous 
établissons qu'alors il n'existe pas d'autre intégrale, remplissant les condi- 
tions requises, que l'intégrale holomorplie. Les considérations employées 
permettent de plus de compléter le tliéorème précédemment établi : dans 
le cas où la partie réelle de b est positive, il n'y a pas d'autres intégrales de 
l'équation différentielle, remplissant les conditions requises, que celles qui 
sont fournies par les développements en séries dont. j'ai parlé plus haut (47). 
Dans le cas où b est un nombre entier positif, on peut encore représenter 
les intégrales par des séries, mais elles sont de forme différente et procèdent 
suivant les puissances de x et x logx. 

Les méthodes suivies pour les équations du  second ordre sont nécessai- 
rement applicables dans le cas des équations du premier ordre; il suf i t  
alors de supposer que f ne dépend pas de y. On peut ainsi compléter l'étude 
de Briot et Bouquet, en donnant la forme des solutions dont ils avaient seu- 
lement démontré l'existence. Vers la même époque, en ~ 8 7 8 ,  M. Poincaré 
arrivait, de son côté, à compléter le Mémoire de Briot et Bouquet sur  les 
équations différentielles du premier ordre. 
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11. - fiquations diff6rentieiies linhaires A une variable. 

Les équations différentielles linéaires forment une  classe dont  l'étude 
est singulièrement simplifiée par  le fait qu'on connaît la façon dont  les con- 
stantes figurent dans l'intégrale générale. Un Mémoire, devenu classique, 
de M. Fuchs a été le  point d e  départ des travaux extrêmement nombreux 
publiés sur  les équations linéaires depuis une vingtaine d'années; le  géo- 
mètre allemand s'est spécialement occupé d u  cas où les intégrales sont 
toutes régulières dans le  voisinage des points singuliers. 

En  1877, M. Hermite faisait connaître l'intégrale générale de  l'équation 
de Lamé. On sait que  cette équation peut  s'écrire sous l a  forme 

où s n x  désigne la fonction elliptique ordinaire de  module k, h une con- 
stante quelconque e t  n u n  entier.  M .  Hermite montrait  qu'un système fon- 
damental d'intégrales de cette équation est  formé de  fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce, c'est-à-dire de fonctions uniformes se repro- 
duisant multipliées par  des constan tes, quand on ajoute successivement à 
la variable les deux périodes. Je me demandai si l e  résultat précédent était  
fortuit, où s'il y avait là un fait tenant à une circonstance générale. J e  mon- 
trai d'abord (9) que des  circonstances analogues se rencontrent pour toute 
équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients doublement 
périodiques, pourvu que  son intégrale générale soit uniforme. J'ai établi, 
en effet, qu'une équation linéaire d u  second ordre à coefficients doublement 
périodiques e t  dont  l 'intégrale est uniforme admet, en général, pour inté- 
grale une  somme de  deux fonctions doublenient périodiques de seconde es- 
pèce. Certains cas exceptionnels peuvent s e  présenter; mais, dans tous les 
c,as, l'intégrale générale peut  être obtenue a u  moyen des fonctions 8 de la 
théorie des fonctions elliptiques. 

J'ai montré bientôt après (10 e t  J i )  que  le  théorème établi pour les équa- 
tions linéaires du  second ordre s'étend aux équations de  tous les ordres. Le 
théorème fondamental est le  suivant:  une équation linéaire, B coeff~ients 
doublement pe'riorliques et à in régrale générale un forme admet toujours pour 
intégrale une fonction doublenient périodique de seconde espèce. Ce théorème 
établi, on peut passer sans peine à la  recherche de la forme des autres in- 
tégrales de  l'équation. Si l'équation est  d'ordre rn, il arrive, en général, que  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l'équation admet,  comme intégrales distinctes, rn fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce; dans tous les cas, l 'intégrale générale peut  
ê t re  exprimée à l'aide des transcendantes de  la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

Nous sommes donc ainsi conduit à une classe étendue d'équations 
linéaires dont  l'intégrale générale peut  être obtenue a u  moyen de fonctions 
déjà connues, e t  qui sont, outre les polynômes, la fonction exponentielle 
e t  la transcendante O de Jacobi. D'ailleurs, une équation différentielle 
linéaire à coefficients doublement périodiques étant donnée, on sait recon- 
naître s i  son intégrale générale est uniforme. On pourra ainsi toujours dé- 
cider si une équation rentre dans  la  classe dont j'ai fait l 'étude. Dans le 
troisième Volume d e  son beau Traité d'Analyse, BI. Camille Jordan m'a fait 
l 'honneur d e  développer la  théorie des équations précédentes; qu'il me 
soit aussi permis de rappeler que  mes recherches ont  été le  point de départ 
de  M. Halphen dans son Blémoire couronné Sur la réduction des équations 
linéaires aux  formes intégrables. 

Comme exemple d'équations rentrant  dans l e  type précédent, j'ai étudié 
une équation d u  second ordre rencontrée par M. Gyldén dans un  problème 
de  Mécanique céleste (8);  je tiens à citer aussi l'équation suivante, qui  a 
offert le premier exemple d'une équation d'ordre supérieur a u  second, inté- 
grée a u  moyen des fonctions elliptiques 

où h e t  h, sont  deux constantes quelconques. Il 
forme 

y a trois intégrales de la 

A e t  w étant  des constantes convenablement choisies, qui  se trouvent déter- 
minées de la manière suivante. D'abord h se présente sous la forme d'une 
fonction doublement périodique de o ;  quant  aux trois valeurs de  o ,  ce sont 
les  trois racines distinctes de l'équation en  w 

M e t  N représentant des polynômes en h. 
Dans la seconde Partie d u  Mémoire (Il), nous nous occupons des sys- 

tèmes d'équations linéaires simultanées à coefficients doublement pério- 
diques e t  à intégrale générale uniforme. J'étudie, en  particulier, l e  système 
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suivant 

qui jouit de la propriété de  coïncider avec son système adjoint, tel qu'il a 
été défini par M. Darboux; A, B, C sont des fonctions doublement pério- 
diques de t aux périodes 2 K  et  ziK', et  l'on suppose les intégrales uni- 
formes. Une circonstance remarquable se présente ici; il y a toujours dans 
ce cas un système d'intégrales formées de  fonctions doublement pério- 
diques depremière espèce, les périodes pouvant être, dans certains cas, 4 K  
et 4iK' au lieu de zK et ziK'. 

1 Parmi les systèmes de  la forme précé&nte, celui où A = - R ,  B = o .  

C = offre un certain intérêt pour la Géométrie des courbes gauches; R et 

r peuvent être considérés comme désignant les rayons de  courbure e t  de 
torsion d'une courbe gauche, que nous supposons exprimés en fonction de 
s = t de la courbe. Supposons que R et  r soient des fonctions doublement 
périodiques de s aux périodes 2K e t  ziK', et  que le système ait ses inté- 
grales uniformes: la proposition générale énoncée plus haut fait connaître 
une propriété de ces courbes : il existe une direction telle que la tangente, 
la normale principale et  la binormale pour tous les points de la courbe si- 
tués à une distance les uns des autres égale à 2 K  (exceptionnellement à 
4K),  font avec elle des angles respectivement égaux. Un cas particulier très 
simple (12) correspond à 

a et b 6tant deux constantes et  n un entier positif. 
Avant de quitter les équations linéaires à coeficients doublement pério- 

diques, je signalerai encore une classe d'équations linéaires d u  second 
ordre (18). 

M. Klein avait donné une méthode très remarquable pour étudier les 
équations linéaires du second ordre, à coefficients rationnels, dont l'inté- 
grale générale est algébrique. Les considérations dont s'était servi cet émi- 
nent géomètre peuvent être étendues à la  classe suivante d'équations 
linéaires : je veux parler des équations linkaires d u  second ordre à coeffi- 
cients doublement périodiques, pour lesquelles toute intégrale satisfait à 
une équation algébrique, dont les coefficients sont des fonctions uniformes 
de  x dans toute l'étendue d u  plan. Je montre que les transcendantes uni- 
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formes, qui  s'introduisent dans cette étude, peuvent toujours s'exprimer i 
l'aide de  transcendantes classiques dans la  théorie des fonctions elliptiques. 

On a étudié principalement jusqu'ici la forme des  intégrales d'une équa- 
tion différentielle linéaire, dans le cas où les coefficients sont  uniformes et 
où les intégrales sont, d'après l'expression de RI. Fuclis, régulières. Toute- 
fois, pour les intégrales irrégulières, on doit à M. Thomé des résultats im- 
portants, et,  récemment, M. Poincaré a donné à ce sujet des  théorèmes du 
plus Piaut intérêt. Je me suis  occupé (29) d'une classe d'équations linéaires 
oii les coefficients ne sont pas uniformes; considérons l'équation 

V et  F, sont des fonctions des deux variables x et  y, uniformes et  continues 
pour toute valeur de x située dans un certain domaine autour de  l'origine, 
le  domaine de y s'étendant au plan tout entier; on pose y = xi", p. étant  une 
constante quelconque, et  c'est l a  forme des intégrales d'une telle équation 
dans  le voisinage de l'origine, que je me suis proposé d'étudier. J'y réussis 
complètement, pozmu que p. ne soit pas réel et nigatiS; la méthode employée 
es t  analogue à celle dont  j'ai parlé plus haut : elle consiste encore à rem- 
placer l 'équation unique à étudier par  un sÿstème d'équations aux dérivées 
partielles. Je  dois avouer toutefois que  j'ai été un peu déçu dans cel.te re- 
cherche;  le cas où p. est un entier négatif serait pratiquement le plus inté- 
ressant,  mais il échappe à la méthode. Si l'on considère, pour une valeur 
fixe de x , u  comme fonction de p, elle aura comme ligne de points singuliers 
essentiels la partie négative d e  l'axe réel. 

Mes recherches sur  une  classe de fonctions hyperfuchsiennes ayant né- 
cessité la connaissance du groupe de certaines équations différentielles 
1 inéaires, j'ai dû chercher le groupe de  ces équations linéaires d'ordre quel- 
conque, équations qui peuvent être  considérées comme des généralisations 
d e  l'équation hupergéométrique de  Gauss, et  q u i  ont été principalement 
étudiées pa r  M. Hermite et Pochammer. On trouve les substitutions fonda- 
mentales du groupe sous une forme très simple, où ne figurent d'autres 
transcendantes que  des exponentielles (59). 

Les analogies entre les équations différentielles linéaires et les équations 
algébriques ont  été souvent signalées e t  poursuivies dans  des directions 
différcntes; j'ai cherché à les étendre encore, en  développant autant  que 
possible, pour les équations linéaires, une théorie analogue à celle qui a 
été donnée par  Galois pour les équations algébriques. Mais je parlerai de ce 
travail dans la  section de cette Notice consacrée aux transformations. 

P. 3 
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III. - $quations diffbreiitielles non linbaires. 

.&gualions du premier ordre. - Si, grâce aux nombreux iravaux effectués 
depuis une vingtaine d'années, e t  particuliérement ceux de  RI. Fuclis et de 
11. Poincaré, la théorie des  équations différentielles linéaires a réalisé des 
progrès d'une importance capitale, i l  s'en faut de  beaucoup qu'il  en  soit clr 
même pour les équations qui ne sont  pas linéaires. Nous avons parlé plus 
haut des recherches que nous avons faites pour étendre e t  compléter les trû- 
vaux classiques de Briot e t  Bouquet, relatifs à la discussion des intégrales 
dans le voisinage d e  certains points singuliers. II faudrait  pouvoir suivre 
l 'intégrale pour toute valeur de  la variable indépendante, mais c'est une 
étude extrêmement difficile, les  points critiques é tan t  généralement mo- 
biles,  c'est-à-dire variant avec l'intégrale que l'on considère. Une classe 
d'équations appelant tou t  d'abord l'attention est celle pour laquelle l'in- 
tégrale générale est uniforme. Briot e t  Bouquet on t  étudié à fond le  cas très 
simple où l'équation se réduit  à 

f étant un polynôme. De la forme donnée par Briot e t  Bouquet pour l'inté- 
grale supposée uniforme d'une telle équation, on  peut  conclure, comme 
JI. Hermite  en  a fait le premier la remarque, que  le  genre de l a  relation 
algébrique précédente es t  zéro ou un.  Il  m'a paru intéressant de  clierclier 
une  démonstration a p r i o h d e  ce résultat:  c'est ainsi que  je fus conduit à un 
théorème bien plus général,  dont  nous aurons bientôt à parler  (41) ; mais, 
en continuant  à regarder  l 'équation précédente comme une équation diffé- 
rentielle, je trouvai une  au t re  démonstration a priori, qui  fut  l e  point de 
départ de  mes  recherches su r  les  équations d u  second ordre. Coinirie je ne 
l'ai pas  publié, j'en donnerai ici le principe : désignons par  Y e t  Y' cc que  

dr deviennent y e t  sa dérivée?' = quand on reiiiplace x par  x + h ,  h étant 

une constante quelconque. En raisonnant toujours dans I'liypotlièse où l'in- 
tégrale est  uniforme, il es t  manifeste qu'à une valeur de y e t  y'  n e  corres- 
pond qu'une valeur de  Y e t  Y', e t  inversement. Nous pouvons donc dire que 
la courbe f ( y , y f )  = O admet  une transformation biunif'orme en elle-même ; 
mais nous verrons plus loin qu'une telle transformation doit être nécessai- 
rement birationnelle. La courbe précédente admet donc  une transformation 
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hirationnelle en elle-méme ; de plus, elle renferme le  paramètre arbitraire h.  
Nous en concluons, en invoquant .un tliéorème bien connu dans la théoriv 
des  courbes algébriques, que le genre de f ne peut être que zéro ou l'unité. 

Avant de passer aux équations du  second ordre, considérons encore I'équa- 
tion (1). Après le cas de l'intégrale uniforme, on peut se proposer d'étudier 
les équations de ce type dont l'intégrale est racine d'une équation algé- 
brique à coefficients uniformes; comme l'ont montré Briot e t  Bouquet, ces 
coefficients uniformes ne pourront être que des fonctions doublement pério- 
diques (ou dégénérescences). Posé dans toute sa généralité, le problème 
de reconnaître si l'intégrale d'une équation donnée f(y, y') = O est racine 
d'une équation algébrique à coefficients uniformes est resté sans solution, 
malgré les efforts de bien des géomètres. 

Le problème précédent revient, en réalité, à reconnaître s i  une intégrale 
abélienne est réductible aux intégrales elliptiques. C'est une question dont 
je m'occupais dès 188 I (13). 

fitant donnée une relation algébrique f (x, y) = O de genre p, soit 

f R ( ~ , ~ ) d î -  une intégrale abélienne de première espèce correspondante; 

il peut  arriver que cette intégrale n'ait que deux périodes. S'il en est ainsi, 
l'équation 

R(x, ,yi)  dx,+ R ( ~ 2 , ~ 2 )  ~ x ? = o  

aura son intégrale générale algébrique, et  la réciproque d e  cette proposi- 
tion est exacte, c'est-à-dire que, si cette équation a son intégrale générale 
algébrique, l'intégrale abélienne n'aura pas plus de deux périodes. D'une 
manière plus générale (39), supposons que, parmi les p intégrales abé- 
liennes relatives à la courbe f, il y en ait  q ( q < p )  ayant seulement 2 4  

périodes simultanées. Soient u , (x) ,  u2 (x ) ,  . . . , ug(x) ces q intégrales : 
j'établis le tliéorème suivant. Considérons les équations 

i - q  i = (1 i;q 

z ~ ~ l ( ~ i > - ~ , ,  ~ ~ I ~ < z ~ > = z ~ ~  . . - Y  z ~ ~ < x i ) = : , , .  

On sait que, dans le cas d'un système abélien, c'est-à-dire quand q = I I ,  

toute fonction symétrique x,, x,, ..., xq est une fonction uniforme (abé- 
l ienne) de z,, z2 ,  . . . , z,,. Il n'en est plus nécessairement ainsi quand q est 
différent d e p ;  mais x,, xS; . . . , xq sont néanmoins encore racines d'équa- 
tions algébriques dont  les coefficients sont fonctions uniformes de z , ,  r,, 
. . . , s, avec 2 4  systèmes de  périodes; de plus, ces fonclions 2q foispériorli- 
ques pourron! s'exprimer à l'aide dcsfoncriorls O de q variables i ndép~ndan  les. 
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( 20 > 
Je me suis particulièrement occupé du cas o ù p  = 2, la relation entre x: 

et  y pouvant être mise alors sous la forme 

( 2 )  yz = z ( 1  -x) (1  - kx) ( I  - lx) ( I  - ~ L X ) .  

Je pose la question de la manière suivante : Trouver les expressions géné- 
rales de k, Z, na, telles qu'il existe une intégrale de première espèce corres- 
pondant à la relation précédente et ayant seulement deux périodes. La ré- 
ponse est donnée par la proposition qui suit : 

S'il existe une intégrale de premiire espice, correspondant à la relation pré- 
cédente et ayant seulement deux périodes, on pourra trouver un syslème d'inté- 
grales normales dont le tablenu des périodes sera 

O I G '  
D 

1 
I O - G  

L) 

où D désigne un entier r6el et pos i tg  

Ce théorème fait connaître immédiatement les e ns générales de 
1 k, Z, m; on n'a en effet qu'à substituer H = dans les valeurs de k,  Z, m 

données par les formules de Richelot, où figurent les fonctions O à deux 
variables pour les valeurs zéro des arguments. Pour une valeur donnée à 
l'entier D, k, I et  m sont des fonctions uniformes de G et G' qui sont des 
constantes arbitraires; elles sont intéressantes, car ce sont des fonctions 
fuchsiennes, et  l'on tire de  cette remarque, entre autres résultats, le  tliéo- 
rème suivant : A chaque valeur de l'entier D correspond une relation algébrique 
entre k, I el m. 

On voit que, dans la question proposée, il y a un nombre entier D jouant 
un rôle essentiel. Ce nombre peut être défini d'un mot : c'est le degré de la 
transformation rationnelle transformant l'intégrale hyperelliptique en une 
integrale elliptique. Kotons que le cas particulier D = 2 correspond à un 
cas traité, il y a longtemps, par Jacobi, celui où m = kl. 

Il faudrait parler maintenant du problème inverse, c'est-à-dire montrer 
comment, la relation (2)  étant donnée, on pourra reconnaitre s'il y a une 
in tégale  correspondante n'ayant que deux périodes. Malheureusement mes 
efforts ont échoué devant cette question extrêmement difficile ; certainement 
la question devient facile si l'on se donne le degré D de la transformation, 
ou, ce qui  revient au même, en revenant au problème initial, le  degré de 
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l'équation algébrique à laquelle satisfait l'intégrale; mais on n'a pu réussir 
jusqu'ici à fixer une limite supérieure de ce degré. Nombreux sont d'ailleurs, 
en Analyse, les problèmes de ce genre où un  certain nombre entier, inconnu 
apriori, joue le rôle essentiel. Pour en revenir au Mémoire qui  nous occupe 
cn ce moment, citons le théorème suivant : 

Si une intégrale abélienne de première espèce, relative à la relation 
y2 = R ( x )  [R(x) désignant un polynbme du cinquie'me degré], a seulement 
deux périodes, il y aura nécessairement une seconde intégrale jouissanl d e  ln 
même propriélé. 

On peut ajouter à l'énoncé précédent qu'il y aura, en ge'néral, seulement 
deux intégrales ne possédant que deux périodes. Dans certains cas parti- 
culiers cependan t ,  il peut arriver qu'il y ait une injïnité d'intégrales ayant 
seulement deux périodes (24) .  

J'ai donné deux exemples de cette circonstance singulière : l'un est rela- 
tif à la courbe du second genre 

( a  désignant une constante quelconque), pour laquelle l'intégrale de pre- 
mière espèce 

où A désigne une racine cubique imaginaire de l'unité et  m représente une 
quanlité réelle commensurable quelconque, a seulement deux périodes ; 
l'autre exemple est relatif à la courbe du troisième genre 

qui possède aussi une infinité d'intégrales de première espèce avec deux 
périodes; en effet, l'intégrale 

n'a que deux périodes si m est une quantité réelle commensurable. 
Dans une Lettre à Mme de  Kowalewsky, qui n'a pas été publiée, M. Weier- 

strass s'était aussi occupé de  la réduction des intégrales abéliennes aux 
intégrales elliptiques. Dans un Mémoire sur ce sujet, paru après la publi- 
cation de mon travail, Mme de Kowalewsky fait mention des recherches de 
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( 2 2  ) 
RI. Weierstrass. L'illustre géomètre de  Berlin traite du cas général de la 
réduction des intégrales d e  genre quelconque aux  intégrales elliptiyues, 
tandis que je me suis occupé spécialement des  intégrales de  genre deux, 
mais il pousse la réduction moins loin. Ainsi, pour le Tableau des périodes 
que j'ai donné plus liaut, le tliéorème d e  M. Weierstrass indique seule- 

ment  un nombre commensurable quelconque, au  lieu de la fraction $ (50) : 

la ditTérence est importante, car ,  a u  point de vue où je me suis placé, cet  
entier D joue un rôle essentiel. C'est pour moi aussi une satisfaction de  
penser que  ines recherches su r  ce sujet ont attiré l 'attention de M. Poin- 
caré, qui  a étendu les travaux de  M. Weierstrass e t  les miens. 

La lecture d'un Mémoire de RI. Darboux a appelé mon attention su r  u n  
tout autre Chapitre de la tliéorie des  équations d i i l e r e n t i e ~ ~ e s  du  premier  
ordre. Dans son Mémoire sur  les équations difierentielles d u  premier  ordre 
e t  d u  premier degre', b'i. Darboux a fait connaître un tliéoréme extrêmement 
remarquable, d'après lequel on peut former l'intégrale générale de ces 
équations, quand on e n  connaît u n  nombre suffisant de solutions particu- 
lières algébriques. La méthode employée par  l 'éminent géomètre peut,  sous 
certaines conditions, être  étendue aux équations du premier ordre de 
degré quelconque ( 5 8 ) .  Cette extension se rattache à diverses questions 
concernant la théorie des surfaces e t  des courbes gauches algébriques; je 
me s ~ i i s  borné a u  cas où chaque solution représente l'intersection complète 
d e  deux surfaces. 11 y aurait intérêt ,  je crois, à approfondir davantage la 
question. 

La théorie des fonctions hyperfuclisiennes m'a encore conduit à une 
classe étendue e t  intéressante d'équations diffbrentielles du  premier ordre 
dont  l'intégration peut  être obtenue à l'aide de ces transcendantes; mais 
ces applications seront mieux à leur place dans l'exposé de  mes travaux 
s u r  les fonctions liyperfuchsiennes e t  hyperabéliennes. 

Equations d'ordre supkrieur. - J'ai étudié tout  d'abord (21) une classe 
d'équations analogue à celle d e  Briot et  Bouquet : ce sont les équations du  
second ordre de  la forme 

où f est un po lpô ine ,  e t  je me suis  proposé de reclierclier dans quels  cas 
elle admettra des intégrales uniformes. L'étude de  ce problème peut  être  
poussée jusqu'au bout;  je commence par démontrer un théorème analogue 
h celui dont nous parlions plus haut  pour' le problème dc  Briot e t  Bouquet : 
Le gmre de la rtllnlion pre'cidente doit être zéro ou l'unite'. NOUS examinons 
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( 23 ) 
successivement ces deux hypotlièses; c'est clans le  cas où le  genre est  égal 
à zéro que  la  discussion demande le plus de soins. Trois cas peuvent s e  
présenter : ou toutes les intégrales de  l'équation sont uniformes, ou bien 
une  seule série d'intégrales est  uniforme, celles-ci se déduisant les unes 
des  autres par l'addition d'une constante à la variable x, ou bien enfin il 
n'y a pas d'intégrale uniforme. Toute intégrale uniforme est une fonction 
rationnelle d e s  e t  de eux, a désignant une constante. L'examen du  cas où le 
genre est égal à l'unité est beaucoup plus facile. Toutes les intégrales de 
l'équation proposée ne  sont pas, dans ce cas, uniformes; il ne  peut y avoir 
que  celles que l'on déduirait d'une première intégrale uniforme par le  chan- 
gement de  x en x plus une constante : cette intégrale est  doublement pério- 
clique. En résumé, l'équation ne peut  admettre d'autres intégrales uni -  
formes que  des fonctions rationnelles de  x et  de  e"", et  des fonctions 
doublement périodiques. Nous montrons cornmen t on peut  reconnai tre s'il 
en est ainsi et trouver en même temps ces intégrales uniformes. 

Considérons maintenant I'éqiiation plus générale 

f étant  u n  polynôme. II est  bien élétnentaire qu'une réduction facile trans- 
forme cette équation en une équation du premier ordre;  mais nous voulons 
garder  l'équation sous cette forme et  étudier le cas où l'intégrale générale 
d e  cette équation est une fonction uniforme de x. Dans le cas précédent 

d y  où  le  terme en d;Z; manquait dans l'équation, les propriétés de la courbe a!- 
d* y 

ge'bripue représentée par la relation entre y et z2 jouaient un rôle essen- 

tiel. On pressent ici qu'il y aura une dépendance entre l'équation différen- 
tielle que  nous venons d'écrire e t  les propriétés de  la surJclce alge'briqrw 
qu'on peut  regarder comme représentée par cet te relation. Aussi l'étude 
actuelle es  t-elle intimement liée à mes recherches sur  les surfaces alse- 
briques ; nous allons donc, pour le moment, nous borner aux généralités, 
e t  nous reviendrons sur  ce sujet clans le Chapitre réservé aux fonction.; 
algébriques de  deux variables indépendantes. 

d v Pour l'équation d e  Briot e t  Bouquet entre y et  &, j'ai doniié plus Iiaut, 

avec quelques détails, un raisonnement qui  permet d'établir, a priori, que 
le  genre de  la courbe ne peut  pas dépasser l'unité. Peut-on étendre ce  rai- 
sonnement à I'équalion actuelle? Supposons que  l'intégrale de l'équation 
précédente soit une fonction uniforme de  x avec le  seul point n comme 
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( 2'1 ) 
point singulier essentiel. Désignons par Y,  Y' e t  Y" ce que  deviennent y, , 

sa dérivée première y' e t  sa dérivée seconde y", quand on remplace x par 
x+ h ,  h désignant une constante quelconque. A tout  système de valeurs de  
y, y' e t  y " n e  correspond qu'un système d e  valeurs de  Y,  Y' e t  Y ,  e t  in- 
versement : nous pouvons donc dire que  la  surface alge'brique 

admet une transformation biunijorme en elle-mhe, dépendant d'un para- 
mètre arbitraire h. Mais c'est ici que  va apparaître la différence profonde 
entre l'équation de  Briot et Bouquet e t  celle que  nous étudions maintenant;  
e t  nous allons avoir l a  véritable raison de cette diffkrence : elle est toul en- 
tière dans ce fait que, pour une courbe, une transformation biunijorme esc 
roujours biralionnelle, tandis qu'il en est autrement pour une surface. C'est là 
un point, à mon avis, capital, e t  il permet de partager la question en d e u s  
parties bien distinctes, suivant que  la transformation précédente est ou non 
I~irationnelle (71 ). 

E n  supposant la transformation birationnelle, voici le résultat auquel on 
arrive relativement à la nature de  1'int)égrale générale : celle-ci est unefonc- 
tion doublemnt périodique (ou de'gehe'rescence d'une telle fonction), ou bien 
les coordonnées y, y', y" d 'un  point quelconque de la surface ( 3 )  s'exprime- 
ront en fonctions uniformes quadruplement périodiqu~s (ou dige'nérescences de 
telles fonctions) de deux parameIres u et v ,  el l'intégrale ginérale s'obtiendra 
en faisant, dans /'expression de y, 

a et p é ~ a n t  deux constantes arbitraires, et a et b deux constantes conve- 
nables. 

Nous parlerons plus loin du  problème de  reconnaître s u r  l 'équation dif- 
férentielle elle-même si  celle-ci a une intégrale générale uniforme avec 
une substitution correspondante birationnelle; c'est un point qui  est lié à 
la théorie des surfaces algébriques. 

Si maintenant, sans nous préoccuper de  la transformation biuniforme 
dont il vient d'être parlé, nous partons directement de l'équation proposée, 
pouvons-nous reconnaître sur  celle-ci si son intégrale générale est uni- 
forme? La chose semble hc i le  au  premier abord ; on ramène d'abord l'équa- 

Gtjl tion à une équation du premier ordre, en posant - = p e t  considérant p 
dx 

comme fonction de  y. On peut  appliquer à cette équation les principes déve- 
loppés par Briot et Bouquet dans l e ~ w  Mémoire classique; pour éliminer 
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une première série de difficultés, supposons même que ,  dans l'étude des 
singularités de cette équation, on puisse toujours se trouver ramené au  cas, 
à la  fois général et simple, spécialement étudié par ces géomètres e t  qu'on 
peut appeler une singularité rbgulie're, en employant la terminologie de 
la théorie des équations linéaires. Quand l'équation du premier ordre aura 
été complètement discutée, on aura à revenir à l'équation initiale, c'est- 
à-dire poser 

La grande difficulté es t  d e  reconnaitre si y ainsi définie est une fonction 
uniforme de  x. Il est  facile (le reconnaitre si, dans le voisinage de chaque 
valeur efectivement atteinte par la variable x, la fonction y est uniforme; 
mais cela ne fait pas nécessairement, quand il en est ainsi,  que  la fonction 
y soit réellement une fonction uniforme. Il peut ,  par exemple, y avoir des 
trous dans la portion du plan (simple ou multiple) décrite par la variable x; 
quand celle-ci revient au  point de  départ, aprèsavoir contourné une lacune, 
la fonction y peut ne  pas reprendre la même valeur. I l  y a là une difficulté 
considérable qu'il paraît bien difficile de lever, mais qu'il était  important 
de  mettre en  évidence. Nous disons alors que  la fonction y est à apparence 
un forme. 

Les conditions pour que  l'int,égrale générale d'une équation soit à appa- 
rence uniforme consistent en relations, de nafure algc'brique, entre les coef- 
ficients de  l'équation ; a u  contraire, les conditions exprimant que l'intégrale 
est une fonction uniforme se traduiront en général p a r  des relalions trnns- 
cendantes entre les coefJicients de I'e'qualion dzjè'rentielle. A prendre d'ailleurs 
la question dans toute sa généralité, les circonstances les plus diverses 
peuvent se présenter: ainsi l'intégrale générale peut être  une fonction uni- 
forme à espace lacunaire; mais le domaine dans lequel est déterminée la 
fonction peut  être variable avec l'intégrale que l'on considère. Nous avons 
donné des exemples de  cette circonstance remarquable. 

Nous avons spécialement considéré le cas où l'équation a la forme 
y''= R ( y ,  y'),  R étant rationnelle en y et y'. 11 nous a paru curieux de  
montrer  que  y pouvait se  mettre sous la forme d'un quotient d e  deux fonc- 
tions à apparence uniforme, n'ayant pas de pôles; on a ainsi une sorte de 
généralisation des  fonctions Al ou des fonctions O de la théorie des fonc- 
tions elliptiques, qui  peuvent, comme on sait, se tirer directement de  l'équa- 
tion différentielle du  second ordre 
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( 26 ) 
Dans les équations qui  précèdent, l a  variable indépendante ne figure 

pas explicitement. Prenons maintenant l'équation plus générale 

oii f es t  un polynôme en y, y' ety". Un problème avait été  traite pour les 
équations du  premier ordre, que  l'on devait songer naturellement à étudier  
pour les équations d'ordre supérieur. Ce problème est celui dont  un éminent 
géomètre, que nous avons eu déjà l'occasion de citer, RI. Fuchs, a commencé 
l'étude, e t  sur  lequel RI. Poincaré a donné de si remarquables résultats; il 
est relatif à la  classe d'équations différentielles dans  lesquelles les points 
criliques sont.fixes, c'est-à-dire indépendants des constantes arbitraires figu- 
rant dans l'intégrale générale. On sait qu'en général il n'en est pas ainsi, 
c'est-à-dire que,  pour une équation prise arbitrairement, les  points critiques 
varient d'une intégrale à l 'autre; l a  condition indiquée délimite donc une 
classe d'équations, e t  celle-ci a été étudiée, pour lc  premier ordre, par 
JI. Fuchs d'abord, et ensuite par  M. Poincaré qui  a porté cette théorie au  
plus haut  point de  perfection. 

J'ai donc tenté cette étude pour l'équation du  second ordre ci-dessiis 
écrite. 11 semble au premier abord que l'extension des raisonnements faits 
pour une équation du premier ordre va être  facile; i l  n'en est  rien. On peut  
hien commencer à suivre les modes de raisonnement employés par  M. Poin- 
caré; la fin du  raisonnement n'est malheureusement plus applicable. Nous 
nous trouvons toujours en  présence d u  mkme fait; une certaine transfor- 
mation biuniforme n'est pas nécessairement hirationnelle, e t  c'est ce qu i  
vient changer du tout au tout  le  caractère de cette théorie. J'ai d û  ici, 
comme plus liaiit, circonscrire la question a u  cas où la transformation est 
hirationnelle; j'en reparlerai plus loin. 

IV. - equations aux dérivées partielles. 

Dans la théorie des fonctions d'une variable, il y a de nombreux exemples 
où la fonction se trouve presque complètement définie, par la  nature de 
ses singularités. Un exemple qui  restera classique se trouve dans les œuvres 
de Riemann. Dans quelques pages très rcmarquables, surtout si l'on se re- 
porte à l 'époque où elles ont  été écrites (Beitriége zur Theorie der durch 
Gauss'che Reihe F(a, P, y, x) darslellbaren Functionen), le  grand géomètre 
traite à un  point d e  vue tout nouveau la série hypergéométrique ; Riemann 
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( 27 ) 
définit les fonctions Iiyperyéométriques par leurs trois points critiques et  les 
exposants relatifs à ces points, exposants entre lesquels est assignée une  
relation convenable. Le problème de Riemann peut-il être étendu aux fonc- 
tions de  deux variables indépendantes? Tellc est la question à laquelle je 
réponds complètement (20); je m e  suis proposé de montrer que certaines 
fonctions de deux variables indépendantes peuvent être déterminées par  
leurs points critiques et  les exposants correspondants; mais ici les points 
singuliers ne  sont plus en nombre limité, et il y aura une infinité de va- 
leurs des variables x e t y ,  qui seront pour la fonction des positions singu- 
lières. 

Je pose le problème comme il suit : Soit F ( x ,  y) une fonction de  deux 
variables indépendantes illimitées x et  y jouissant des propriétés sui- 
vantes. Tout d'abord i l  existe entre quatre déterminations de  la fonction 
une relation linéaire e t  homogène à coefficients constants. Dans le voisi- 
nage d e  toute valeur a de x ,  et S de y ne coïncidant pas avec une  des va- 
leurs O, I et  oo, et  de plus différentes entre elles, la fonction es t  holoinorplie 
par rapport à x et  à y; a étant une valeur quelconque différente de O ,  I 

et  m, trois dcs branches de  la  fonction ont,  dans le  voisinage de x x:= O ,  

y = a, les formes suivantes linéairement indépendantes 

IL et  6, étant  deux constantes, e t  les P étant des fonctions holoinorplies 
dans le voisinage de x = O ,  y = a. Pareillement clans l e  voisinage d e  x= I ,  

Y ayant une valeur différente de  O,  I et  CO, on aura trois déterminations 
analogues, en remplaçant seulement dans la troisième expression x par 

1 
x - I et substituant une nouvelle constante b, à b , .  Enfin, p o u r x  = - -m, 

CC' - 
on a trois déterminations 

R,, R, e t  R, étant holomorphes dans le voisinage de x'= O ,  y = a. 
Nous aurons de même des déterminations analogues, quand,  faisant va- 

rier ~r: dans le voisinage d'une valeur distincte de O,  I et m, on donne à y 
des valeurs voisines de  ces dernières, les divers exposants étant représentés 
par les mêmes lettres accentuées, et  nous posons de suite b', = I r , ,  b: = b, ,  
b',= A, A'= b,. 

Enfin, pour x = y = cc, on a les déterminations linéairement indépen- 
dantes 

A i (x ,y ) ,  &(x, Y ) ,  (x  - y)X+b~-iA3(x, y). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Nous établissons que  lafonction F ( x ,  y) est &terminée pcrr les conddions 
prtcidenles: je veux dire que,  F ( x , y )  étant une première fonction satisfai- 
sant à ces conditions, toute autre fonction jouissant des mêmes propriétés 
s'exprimera linéairement au  moyen de trois déterminations de F linéaire- 
ment indépendantes. La fonction dont nous venons d'établir l'existence 
peut être mise sous forme d'intégrale définie; considérons, en effet, les 

g e t  12 désignant deux des cinq quantités O ,  1, y, x et  m ;  ces intégrales ne 
sont que  diverses déterminations d e  notre fonction multiforme F ( x , y ) .  

Si l'on fait dans l'intégrale précédente g = I ,  h = m, on obtient une 
expression holomorphe par rapport à x e t  à y dans l'intérieur des cercles 
ayant pour centres respectifs x = O ,  y = O e t  un rayon égal à l'unité : on 
peut la développer en série procédant suivant les  puissances croissantes de  
x e t y .  Je retrouve ainsi la série remarquable découverte auparavant par 
M. Appell et  donnée par  lui comme extension a u  cas de deux variables de  
la série hypergéométrique de  Gauss ;M.  Appell avait représenté la série pré- 
cédente par une intégrale double. 

La fonction F satisfait à un système de trois équations linéaires simulta- 
nées du  second ordre, e t  c'est même à ce système que  j'arrive d'abord. Ces 
équations simultanées admettent trois solutions communes linéairement 
indépendantes; M. Appell les avait aussi obtenues. Les résultats précédents 
s'étendent d'ailleurs d'eux-mêmes à un nombre quelconque d e  variables; 
on peut ainsi obtenir des séries hypergéométriques d'un nombre quelconque 
de variables. 

Le problème de Riemann, dont  je donnai, le  premier, dans ce qui précède, 
une extension a u  cas d e  deux variables, a depuis fait l'objet de divers tra- 
vaux, parmi lesquels je dois citer les belles recherches de M. Goursat. 

Avant de quit ter  les systèmes d'équations linéaires, je signalerai une 
Note que j'ai publiée en commun avec M. Appell (26), e t  dans  laquelle on 
montre que le  théorème établi pour les équations linéaires à coeflicients 
doublement périodiques peut  être étendu à certaines équations diffkren- 
tirlles linéaires simultanées aux dérivées partielles, dont les coefficients 
sont des fonctions d e p  variables à 2p groupes de périodes conjuguées. 

Un autre sujet de recherches sur  les équations aux dérivées partielles 
in'a été fourni par une équation du premier ordre. Il ne semble pas qu'il y 
ait  aujourd'hui dans ce domaine si labouré grand sujet d'études; lcur inté- 
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gration est considérée comme un fait acquis à la Science, parce qu'on sait 
la. ramener à l'intégration d'un système d'équations diffhentielles ordi- 
naires. En  fait, ce second problème étant loin d'être résolu, il y a grand 
intérêt  à étudier des classes d'équations aux  dérivées partielles, dont 
quelque solution puisse s'exprimer à l'aide de transcendantes connues. 
C'est ce que j'ai essayé de faire; nous avons déjà eu plusieurs fois à citer le 
Mémoire de  Briot e t  Bouquet sur  l'intégration des équations ordinaires à 
l'aide des fonctions doublement périodiques. Une question analogue peut  
se poser pour les équations aux dérivées partielles de la forme 

ouf  est,  bien entendu,  un polynôme : je veux parler du cas où cette équa- 
tion admettrait comme intégrales des fonctions uniformes qiiadruplement 
périodiques de x et y (34) e t  (64). Nous commençons par éiablir le tl-iéo- 
rème suivant qui  est  fondamental pour notre étude, e t  dont  la démonstra- 
tion exige quelques soins : u étant une fonction uniforme quadruplement 
phriodique de  x et  y, soit f(u, v, ( y ) =  O la relation alçéhrique existant 

d u  d cc entre u e t  ses dérivées partielles v = et  w = - -  A un point arbitraire 
d x  dv 

d e  la surface f ne correspond qu'un seul système de valeurs d e  x et  y, 
abstraction faite, bien entendu, de multiples de périodes. Je montre ensuite 
comment on peut,  de la seule équation différentielle donnée, déduire un 

système de deux &qualions aux d~flérentielles totales, donnant  la solution 
quand elle existe. Ces deux équations aux différentielles totales sont de la 
forme 

dx = P ( u ,  v, w)du + R (u, v, w)dv,  

où les P e t  R sont des  fonctions rationnelles de u, v e t  w, celles-ci étant 
liées par  la  relation f = o .  11 n'y a plus alors qu'à discuter ce système; c'est 
un  point dont nous avons fait une étude approfondie e t  sur  lequel nous 
reviendrons. 

Passons maintenant aux équations aux dérivées partielles du  second 
ordre;  je me suis uniquement occupé jusqu'ici des équations linéaires. Si- 
gnalons d'abord une étude dont  un extrait seuleinent a été publié (81). On 
connaît l a  transformation célébre qui  porte le  nom de  Laplace, et par  la- 
quelle le grand géomètre intègre leu équations linéaires ordinaires pour 
lesquelles les coefficients sont des fonctions linéaires de la variable indb- 
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pendante; la transformation d e  Laplace s'étend d'elle-même aux équations 
linéaires aux dérivées partielles d u  second ordre, pour lesquelles les coef- 
ficients sont des fonctions linéaires des deux variables indépendantes. On 
a alors à intégrer une équation différentielle ordinaire d u  premier ordre et  
du  premier degré dont l'intégration, impossible en général, peut cependant 
étre effectuée dans des cas étendus. C'est sous forme d'intégrale double 
que  se présentent dans cette question les intégrales de l'équation, e t  ici un 
point fort important es t  à signaler. Il  est très avantageux, pour t i rer  tout 
le  parti possible de la méthode, d e  ne pas se borner à l a  signification usuelle 
de l'intégrale double, mais d e  prendre une telle intégrale avec le sens plus 
général que  lui  a donné RI. Poincaré en considérant les deux variables 
cornnie des variables complexes, e t  en choisissant convenablement le conti- 
nuum d'intégration. Nombreux sont les types d'équations qu i  se trouvent 
ainsi intégrées; citons, entre autres, l'équation suivante 

dans laquelle A,  B, C représentent des constantes, tandis que D,  E, F sont 
des fonctions linéaires quelconques de x et  y. 

Un des points les plus importants de la théorie des équations aux  déri- 
vées partielles est la  détermination des intégrales par  des conditions aux 
limites. Si l'on consiclère une équation linéaire du  second ordre, comme 
celle qui  est écrite plus haut,  mais où les coefficients sont des fonctioiîs 
quelconques de  x et  de  y, il résulte d u  théorème général de Cauchy sur  
l'existence des intégrales qu'une surface intégrale est en général déter- 
minée quand on l'assujettit à passer par  une courbe donnée et à avoir en  
tous les points de cette courbe des plans tangents donnés. Les idées essen- 
tielles pour la solution du  problème sous cette forme ont été indiquées par 
Riemann, et  elles viennent d'être magistralement développées par bI. Dar- 
houx dans  ses belles Leçons sur la théorie des sudaces. Mais on peut  s e  
placer à un  tout  autre point de  vue ;  l'équation classique de la théorie de 
la chaleur et  du  potentiel 

di-? d2z  
- + - = O  
dx2 dy2 

a montré depuis longtemps qu'une intégrale d'une équation linéaire aux 
dérivés partielles du second ordre peut se trouver déterminée, quand on 
donne la succession de ses valeurs su r  le  bord d'un contour fermé, pourvu 
qu'elle soit continue, ainsi que  ses dérivées à l 'intérieur de  ce  contour. Ce 
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sen re  de déterminations peut-il s'étendre à une  équation linéaire quel- 
conque d u  second ordre, telle que  I'équation (E),  les coefficients étant  des 
fonctions quelconques d e  x et  de y ?  Il y a ici une première distinction à 
faire suivant le signe d e  

B2- AC 

dans la région du  plan (x, y) que l'on étudie. Si cette expression n'est 
pas constamment négative dans cette région, il y aura en général une infi- 
nité d'intégrales satisfaisant aux conditions indiquées ; il pourra mêrne en 
être  encore ainsi dans une région où ce discriminant est  négatif. Mais voici 
la proposition que  l'on peut  établir (83) : 

Soit ( X , , ~ Y , )  u n  point pour lequel le discriminant est négatif; on  peut 
délimiter autour de  ce point un certain domaine tel que,  C désignant une 
courbe fermée quelconque tracée dans ce domaine, il ne  puisse exister 
deux intégrales, uniformes e t  continues dans l'aire limitée par C, e t  pre- 
nant  sur  cette courbe la même valeur. 

La question, surtout intkressante, est  la proposition réciproque, je veux 
dire la démonstralion de l'existence e t  la détermination d'une intégrale 
donnée par  ses valeurs sur  un contour C. Nous y parvenons en nous servant 
d'une méthode d'approximations successives, qui  me parait assez impor- 
tante pour que  j'indique ici son principe. On ne diminue pas la généralité 
de la question en se bornant à l'équation 

Partons donc de cette équation et mettons d'abord zéro dans le  second 
membre ; nous intégrerons l'équation restante Au = O ,  à l'aide de la con- 
dition aux limites : soit u, la  fonction ainsi trouvée. Continuant notre ap- 
proximation, nous mettrons u, dans le  second membre à la place de  u,  et 
nous formerons une fonction u, satisfaisant à cette nouvelle équation et  
s 'annulant sur  le bord ; nous procédons ainsi indéfiniment et  obtenons de 
cette manière une  suite indéfinie u,,  . . ., un, . . . . La série 

donne la solution d u  problème 
Le théorème général qui  précède est  relatif à une équation linéaire du 

second ordre quelconque. Il y a une classe d'équations linéaires se rappro- 
chant plus spécialement de l'équation de Laplace, et  pour lesquelles cer- 
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taines facilités se présentent dans la solution d u  problème dont  nous ve- 
nons de parler (80) : ce sont les équations auxquelles on est  conduit quand 
on égale à zéro la première variation d'une intégrale double dont l'élément 
est de  la forme 

d u  d u  f étant une forme yuadratique homogène en u, - , - dont  les coefficients 
dx d4y 

sont des fonctions quelconques de a e t  y, la variation de  u sur  le contour 
d'intégration étant supposée nulle; ces équations peuvent ioujours se ra- 
mener par un changement de variables et de fonction à l'équation 

qui  a fait l 'objet de bien des recherclies. Au point de vue qui  nous occupe, 
il faut citer un  remarquable Mémoire de  M. Schwarz, qui  a été le point clé 

départ de  notre travail (85). Nous montrons, en  particulier, comment les 
11elles méthodes employées par  le géomètre de Gottingue dans l'étude de 
l'équation de Laplace peuvent, sous certaines conditions, être  étendues à 
l'équation précédente ; signalons l'extension d u  procédé alterné, q u i  joue 
encore ici u n  rôle important. 
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DEUXIÈME CHAPITRE. 

ETUDE A L G ~ ~ R R I Q U E  ET AKITHM~TIQUF, DES TRANSFORMATIOKS 
ET DES GROIJPES. 

La théorie des formes et  des transformations apporte de précieux secours 
à la théorie des  fonctions et  des  équations différentielles ; c'est ainsi que 
j'ai été conduit à m'occuper des reclierclies arithmétiques et algébriques 
qui  suivent. 

1. - Formes algebriques, groupes hyperfuchsiens et hyperabéliens. 

L'étude arithmétique des formes algébriques forme un Chapitre capital 
de la  théorie des nombres. Dés que  je fus entré dans cette étude, je ne tar- 
dai pas à voir l 'intérêt qu'elle pourrait présenter en donnant  des exemples 
étendus d e  ces groupes discontinus sur  lesquels les recherches de II. Poiii- 
caré venaient d'appeler si brillamment l'attention. A ce point de  vue, Ics 
formes binaires réelles, telles que  Gauss les étudie dans un Ouvrage cé- 
lèbre, ne pouvaient pas me conduire au  but.  Il en est tout autrement des 
formes quadratiques binaires à indéterminées conjrrguées dont 31. Hermite 
avait, il y a longtemps, montré l'intérêt dans des questions d'un tout  autre 
ordre, notamment dans l'extension aux quantités complexes de la théorie 
des fractions continues arithmétiques. Nous entendons par forme quadra- 
tique binaire à indéterminées conjuguées une expression (le la forme 

où n e t c  sont des quantités réelles, b e t  b,  deux quantités complexes con- 
juguées, x e t  y désignent deux indéterminées ayant respectivement pour 
conjuguées x, e t  y,. Je me suis proposé (42) de faire I'étude arithmétique 

P. 5 
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de  cette forme, en supposant que  les coefficients soient des nombres entiers 
( b  étant un entier conlplese de Gauss) et  y ue la forme soit indéfinie 

~a méthode qu i  ramène l'étude aritlimétique d'une forme réellc indéfinie à 
la réduction continuelle d'une forme définie dépendant de  certains para- 
mètres arbitraires peut  s'étendre aux formes quadratiques à indéterminées 
conjuguées, et  cette extension est le point de départ de  mon étude sur  les 
formes binaires indéfinies. La formc définie que  nous soinines conduit :i 
associer à la forme indéfinie donnée n e  renferme qu'un parami.tre (com- 
plexe) arbitraire a ,  e t  il s u f i t  de  donner à ce paramètre toutes les valeurs 
complexes de  module inférieur à l'unité. Les condilions de réduction de cette 
forme sont suswptibles d'une inierprétation géométrique remarquable, à la- 
quelle nous dcvons d'avoir pu effectuer süns peinc la réduction conti- 
nuelle : elles expriment que le  point, dont l'affixe est 5 ,  doit être  à I'inté- 
rieur d'un polygone limité par des arcs de  cercles o r t l i o ~ o n a u s  au cercle de 
rayon un.  

En  effectuant la réduction continuelle de la  forme définie associée, on 
obtient, su r  le plan ou est  représenté le paramètre complexe 3, u n  réseau 
indéfini de polygones e t  ce réseau ne recouvre qu'une seulefois la  surface c h  
cercle de rayon un.  On passe d'un polygone i u n  autre par une substitution 
linéaire de la forme 

A ; + R  

Ces substitutions forment un groupe fuchsien ; il est isornorplie au  groupe 
des substitutions linéaires transformant la forme donnée en elle-même. 
Les considérations précédentes donnent  alors les substitutions fondamcn- 
[ales d e  l'un et l 'autre d e  ces groupes. J'ai développé entièrement les cal- 
culs pour la forme f = xx, - ayy, ; il y a dans ce cas quatre substitutions 
fondamentales pour le groupe correspondant. 

Après avoir montré comment on peut construire un polygone fondamen- 
tal du  groupe, il était intéressant de compléter l'étude de ses substitu- 
tions (82). Celles-ci sont,  en  génkral, ?2yperboZiques, c'est-i-dire que,  pour 
une forme prise arbitrairement, il n'y a pas de substitutions elliptiques; 
quant  aux substitutions paraboliques, la condition nécessaire et  suffisante 
pour leur existence est que  le discriminant de la forme soit une somme de  
deux carrés. Dans son beau Mémoire sur  les fonctions fuclisiennes e t  1'Ari th- 
niétique, M, Poincaré a donné une généralisation bien remarquable des 
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équations modulaires. En appliquant le  :même ordre d'idées aux fonctions 
fuchsiennes provenant d'une forme quadratique binaire à indéterminées 
conjuguées, on es t  conduit sans aucune peine à une  nouvelle généralisa- 
tion de ces équations. Ce résultat peut  être ainsi énoncé : soient f une 
torrne quadratique binaire indéfinie et G le groupe fuclisien corresponclant, 
formé pa r  les substitutions à coefficients entiers transformant la forme en 
elle-même. Considérons, d'autre part, une substitution transformant f cn 
elle-même, dont  les coefficients ne soient pas des entiers,  mais  seulement  
des nombres commensurables (réels ou complexes); à cette sul~st i tut ion 
correspond une substitutioii de la forme 

a ,  6, c, d étant  des entiers,  mais le déterminant ad - bc é tan t  différent de 
l'unité. Ceci posé, si  F(z) désigne une fonction fuchsienne de  groupe G, il 

a z + b  y aura une relaiion algébrique entre F ( i )  e t  F (%) ; ce sont  l i  les équa- 

tions algébriques qui comprennent visiblement comme cas particuliers les 
équations modulaires, celles-ci correspondant au  cas où la forme S s e  rbcluit 
à ixyo - ix,, y. 

Nous venons d e  parler de ces groupes dont l'étude générale a été faite 
par hl. Poincaré et qui ont  é té  appelés par lui  groupes fuclisiens. U n  tcl 
groupe es t  formé de substitutions linéaires fractionnaires q u i  transforment 
toutes en  lui-même un  certain cercle fondamental;  de plus, i l  es t  discon- 
tinu, c'est-à-dire qu'étant donnée une valeur arbitraire d e  z, toutes ses 
transformées par  les substitutions du  groupe en  diffèrent d 'une quantitib 
finie. Le premier exemple d'un tel groupe avait é té  donné par la tlieorie dcs 
fonctions modulaires. 

Apriis avoir l u  le Mémoire de  M. Poincaré su r  les groupes fuclisiens, jv 
me demandai immédiatement s'il existe des groupes discontinus contenus 
dans  le groupe linéaire à deux variables, c'est-à-dire dans  Ic groupe tlcs 
substitutions relatives aux variables u e t  v de la forme 

Un seul exemple d'un tel groupe, mais bien peu utile, s'offrait à l'esprit, 
celui d u  groupe à quatre  périodes, formé de  quatre  substitutions de  1:1 
forme (u,  v, u + a, v + p). Aucun exemple analogue a u  groupe '  modu- 
laire ne se présentait, e t  i l  n'y avait rien à demander s u r  ce point à la 
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( 36 ) 
théorie des fonctions abéliennes, tout au  moins sous sa forme classique. 
Par quoi, d'ailleurs, se trouverait remplacée ici la condition imposée aux 
substitutions du groupe fuchsien, de conserver un certain cercle? C'est alors 
que  la pensée de  recourir auxformes quadratiques ternaires a indéterminém 
conjuguées vint me tirer d'embarras (44). Soit 

une forme quadratique ternaire indéfinie à indeterininées conjuguées; si 
x l'on pose - = u, 2' = v ,  l'équation f = o représentera, dans l'espace à 

z 

quatre dimensions correspondant aux deux variables complexes u e t  v ,  une 
certaine surface Z à trois dimensions. Cette surface L joue le rôle du  cercle 
de tout à l 'heure, et  j'appelai groupe hyperfuchsien tout  groupe linéaire dis- 
continu lransformant en elle-m&me la surface X. Au point de  vue algébrique, 
la forme f peut toujours &ire transformée, par une substitution linéaire, en 
la forme ~ ( x x ,  + yy, - z:,) et, par  suite, la surface X être ramenée à 
l'hypersphère, représentée par l'équation 

Dans le cas des groupes fuchsiens, il n'y a pas, au point de  vue du  
groupe, de distinction essentielle à faire entre l 'intérieur e t  l 'extérieur d u  
cercle fondamental. Il s'en faut de  beaucoup qu'il en  soit de même dans le 
cas actuel ;  c'est seulement à l 'intérieur d e  l ' lqpersphère que l'on pourra, 
cn général,  affirmer la discontinuité d u  groupe. Pareilles clifférences se 
rencontrent quand on veut distinguer en  substitutions elliptiques e t  hyper- 
1)oliques les substitutions précédentes. Celles-ci o n t ,  en général,  trois 
points doubles; dans le  cas d'une substitution elliptique, un des points 
doubles est à l 'intérieur de l'hypersphère et  les deux autres à l 'extérieur, 
e t ,  dans le cas d'une substitution hyperbolique, deux des points doubles 
sont sur la surface de  l'liypersphère e t  le troisième à l 'extérieur. 

Les considérations qu i  précèdent sont purenient algébriques; nous 
n'avons indiqué jusqu'ici aucun exemple de  groupe hyperfuchsien : rien 
inème ne prouve l'existence de  tels groupes. Nais rappelons-nous mainte- 
nant l 'étude arithmétique faite su r  Ics formes quadratiques binaires à inclé- 
terminées conjuguées. Ces formes nous ont  conduit à une classe d e  groupes 
fuchsiens; nous devions donc penser que  les formes quadratiques ter- 
naires à indéterminées conjuguées nous conduiraient pareillement à une  
classe de groupes hgperfuchsiens. C'est ce qui a lieu en effet, e t  nous avons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 37 ) 
développé cette étude dans différents Mémoires, (.5l), (52) et  (53).  Les 
coefficients de la  forme peuvent, d'une manière générale, être  supposés 
des entiers complexes formés avec les racines d'une équation du  second 
degré a coefficients entiers et  à discriminant négatif. Bornons-nous à parler 
d u  cas où ces entiers sont a + Di. A la forme indepnie f nous associons une 
forme définie .g dépendant de  deux paramètres complexes E e t  q ,  assujettis 
à rester à l'intérieur de l'hypersphère de rayon un.  C'est en  effectuant la ré- 
ducfion continuelle de la forme ? que  l'on se trouve amené à partager I'intk- 
r ieur  de  l'hypersphère en un  réseau indéfini de polyèdres remplissant une 
seule fois son volume, e t  l'on passe d'un polyèdre à un autre par une suh- 
stitution linéaire (fractionnaire) ef'fectuée sur  Z et q .  Ces substitutions en 
nombre infini forment un groupe : c'est un  groupe Iiyperfuclisien. Ce 
groupe sera complètement caractérisé par un de ces polyèdres. Un point 
très important,  résultant de notre étude, est que  chacun de ces polyèdres 
a u n  nombre limite' (mais au moins u n )  de points communs avec la surface de 
l'hypersphère. La véritable raison de  ce fait est que zéro peut  être  repre- 
senté par  toute forme tertiaire indéfinie à indéterminées conjuguécs. On 
sait, d'après Gauss, qu'il n'en est pas ainsi, en général, pour les formcs 
ternaires réelles. Après avoir donné ces exemples très étendus de groupes 
hyperfuchsiens, nous sommes bien assuré de l'existence de tels groupes; 
mais il ne faut pas oublier que, dans tous ces exemples, le polyèdre fonda- 
mental a un ou plusieurs points communs avec la surface d e  l'hypersplièrc~ 
limite. Il existe cependant des groupes hyperfuchsiens pour lesquels le clo- 
maine fondamental n'a aucun point commun avec la surface de I'liyper- 
sphère;  nous en  donnerons plus loin quelques-uns qui nous ont été fournis 
par  la série liypergéométrique de  deux variables. Quant à la genése géné- 
rale des groupes hyperfuchsiens, on se rend aisément compte, après les 
travaux de M. Poincaré sur  les groupes fuchsiens, qu'elle constitue, comme 
chez ces derniers, un  proliilème qui e s t  uniquement d'ordre algébrique; 
mais, toute représentation géométrique faisant défaut, cette reclierclie 
directe serait  tellement pénible qu'elle es t  réellement impraticable. 

Parmi les généralités relatives aux groupes liyperfuchsiens, je signalerai 
l a  notion capitale des ordres de connexité. A chaque groupe fuclisien cor- 
respond un n o m b r e p  que  M. Poincaré appelle le  genre du groupe. On doit, 
clans la théorie des groupes hyperfuchsiens, distinguer deux nombres fon- 
damentaux pi e t  p,, répondant aux annexions d u  premier et du second 
ordre d u  groiipe; quant  au nombre p, ,  répondant à la connexion du troi- 
sième ordre, i l  est égal à pi.  Voici la définition précise de  ces non~bres  : 
soit 8 un polyèdre fondamental du groupe; ce domaine à quatre dimensions 
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( 35 ) 
est 1inîité.par certains espaces à trois dimensions dont les points se corres- 
pondent respectivement deus  à deux par les substitutions fondamentales 
du groupe, e t  devront, dans ce qui  sui t ,  ê tre  considérés comme confondus. 
C'est ainsi que nous (lisons qu'un espace à m dimensions ( m  < 4) contenu 
dans 6 est fermé, quand les points où cet  espace rencontre la  liniite de 6 se 
correspondent deux à dcux; un  espace fermé peut nécessairement alors se 
coinposer de  parties distinctes : nous ne considérons d'ailleurs que cles 
espaces ne se  coupant pas eux-memes. Un ou plusieurs espaces fermés 
m dimensions constituent le contour d 'un espace à (m + 1) dimensions 
contenu dans 8, quand,  par ces espaces à m dimensions, on pourra faire 
passcr un espace fermé à (m + 1) dimension?, dont  i l s  limitent une  partie. 
Ceci posé, s i  l'on peut  imaginer dans 8 un nombre p,  d'espaces fermés h 
m dimensions qui  ne puissent pas constituer le con tour d'un espace ferme 
à (m + r )  dimensions, mais tel que tout  autre espace fermé à m dimensions 
puisse constituer avec une partie d'entre eux ou avec tous le contour d 'un 
espace fermé à (m + i )  dimensions contenu dans 6, nous disons que  le do- 
maine 6 a une connexion de  mieme espèce d'ordre p, + I ; en faisant m = I ,  

2, 3, on a les nombres dont  il a été parlé plus haut  et,  comme je l'ai dit, 
p, est égal à p , .  

L'étude des groupes fuclisiens épuisait la reclierclie des groupes discon- 
tinus pour le cas d'une seule variable; c'est qu'en efl'et, dans ce cas, la 
seule substitution hirationnelle étant la substitution linéaire, la tliéorie clcs 
groupes cliscontinus est contenue tout entière dans la célèbre théorie de 
RI. Poincaré. Ide problème est  bien plus étendu dans le  cas de deux varia- 
bles; ici les groupes linéaires ou liyperfuclisiens dont  nous venons de  par- 
ler  ne forment que  le premier terine d'une suite indéfinie. Il  y aurait lieu 
de  faire l'étude dcs groupes discontinus dont  les substitutions sont  bira- 
tionnelles; c'est un  problème que je n'ai pas encore approfondi dans sa 
généralité : j'y reviendrai quelque jour. Mais j'ai toutefois étudié u n  nou- 
veau cas particulier, qu i  est,  en cléilnitive, un groupe quadratique, diffé- 
rent  par conséquent essentiellement du cas liyperfiichsien; j'ai donné à ces 
groupes le noni de groupes hyperabe'liens, e t  c'est encore par des considéra- 
tions arithmétiques que  j'ai été conduit à les envisager; c'est ce que  ,je vais 
indiquer. 

Laissons de côté maintenant les formes à indéternîinées conjuguées e t  
revenons aux formes réelles. Considérons (55) les  formes quadratiques 
réelles à quatre variables et ,  parmi celles-ci, les formes indéfinies qui,  
mises sous la forme d'une soinme algébrique d e  quatre carrés, présentent 
deux fois le  signe plus et  deux fois le signe moins. A une telle forme nous  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 39 ) 
associons une forme définie renfermant deux paramètres coinplexes 5 et  7 ;  
ici, dans ces paramètres, les coefficients de d y  doivent être supposés 
positifs. C'est encore la réduction continuelle de cette forme définie qui  
nous conduit a u  groupe cherché. L'ensemble des deux demi-plans relatifs 
aux variables et  7 se  trouve subdivisé en un réseau infini de régions rem- 
plissant une seule fois cet espace à quatre dimensions, et  l'on passe d'une 
région à une  aut re  par  une substitution de l 'une ou l'autre forme : 

On voit que  l'on a ainsi un  type de  groupe tout à fait distinct d u  groupe 
Iiyperfuchsien, et  la  différence n'est pas seulement dans la forme analy- 
tique de la substitution, mais aussi dans le fait qu'il g a deux limites au 
lieu d'une seule a u  domaine naturel du groupe. 

II. - Groupe de transformations. 

Sous la dénorninatioii que je viens de  transcrire, l 'illustre géomètre nor- 
végien Sophus Lie a fondé, dans ces dernières années, une théorie entiè- 
rement neuve, qui  est  incontestablement appelée à jouer un  rôle capital dans 
diverses parties du  Calcul intégral. Au point d e  vue des généralités tliéo- 
ri ques, M. ~ i e  a laissé seulement à glaner auxlecteurs de ses beaux travaux; 
il n'en es t  pas de même pour ce qui concerne le champ des applications qui 
est extrêmement étendu. On verra plus loin que les points de  vue de BI. Lie 
m'ont été très utiles dans la théorie des surfaces algébriques; ils m'ont 
permis de même d'aborder une question fort intéressante concernant les 
équations différentielles linéaires (42) e t  (56). 

Les analogies entre les équations différentielles linéaires e t  les équations 
algébriques ont  été depuis longtemps signalées. Onn 'a  pas cependant, à m a  
connaissance, cherché à développer pour les équations linéaires une théorie 
analogue à celle qui  a été donnée par Galois pour les équations algébriques. 
J'établis une proposition qu i  semble correspondre au  théorème fondamental 
de Galois, e t  je suis ainsi conduit à la notion de ce que j'appelle le groupe 
de ~ransformarions line'aires correspondant à l'équation différentielle. J'em- 
ploie cette expression de p o u p e  d e  transformations dans le  même sens que  
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( 43 ) 

RI. Lie; il ne  faut pas confondre ce groupe avec ce que  l'on appelle généra- 
lement le groupe de Z'iquarion héaire.  Soit une substitution linéaire effec- 
tuée sur  rn lettres y,, y , ,  ..., y,n 

Supposons que  les a soient des fonctions algèbriquesd'un certain nombre 
d e  paramètres arbitraires. Si ,  donnant  à ces paramètres deua systèmes de 
valeurs arbitraires, on obtient, en multipliant les deux substitutions ainsi 
formées, une troisième substitution qu i  soit de même forme que les deux 
premières, c'est-à-dire qui  n'en difïère qu'en ce que  les paramètres ont  un 
troisiéme système de valeurs, nous dirons que  la substitution (S) définit 
u n  groupe de transformations. 

Considère-t-on maintenant une équation différentielle linéaire à coeffi- 
cients rationnels et  à intégrales régulières, dont y , ,  y,, .... y ,  désigneront 
u n  système fondamental d'intégrales, on a la proposition suivante qui  est 
l'analogue du  tliéorèine fondamental dc Galois dans les équations algébri- 
ques : 

I I  existe un groupe G de transformations linéaires joiiissanf des proprietès 
suivantes : 

Tourejonction rationnelle de x, de y,, y , ,  ..., y, el de leurs dérivées, s'ex- 
primant rationnellement en fonctim de x, reste invariable quand on 'efectrre 
sur y, , y?, ..., y ,  les su bstituiions du groupe G. 

A ce théorème il faut joindre sa réciproque : 

Toule fonction rationnelle de x et de y,,  y,, .... y,, a i n s i p e  de leurs de'ri- 
vées, qui reste invariable par les substitutions du groupe G ,  esi une fonction ra- 
tionnelle de x. 

La question se  pose maintenant de la recherche des  groupes de lransfor- 
mations linéaires algébriques, tels que  G ;  c'est un problème qui  n'offre pas 
de difficultés théoriques, mais les calculs présentent de grandes com- 
plications. Je les ai  développés seulement dans un  cas particulier d'ailleurs 

.... fort étendu;  ce cas est  celui où, en désignant par  A, ( f ) ,  A , ( f ) ,  A,( f )  
les r substitutions infinitésimales du  groupe, le crochet (Ai, Ai+k) est une 

.... fonction linéaire de A , ,  A?, Ai+k-, .  NOUS indiquons ainsi en particulier 
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tous les groupes algébriques de transformations à deux paramètres. Ajou- 
tons encore d'une manière générale que  l'étude du  groupe d e  transformation 
d'une équation linéaire est intimement liée à la recherche des polynômes 

sent, à un facteur près, quand on effectue sur  les y un ensemble de substi- 
tutions linéaires. 

Plusieurs groupes d e  transformations offrent un grand intérêt géomé- 
t r ique;  un  exemple des plus siniples est donné par la substitution linéaire 

a a + b  . 
( z ,  -), où les coefficients a, 6, c, d sont réels et où ad - bc est positif; 

;ette substitution transforme en lui-même le  demi-plan situé d'un côté de  
l'axe des quantités réelles. J'ai voulu trouver(50)une substitution analogue, 
relative à l'espace, transformant en elle-même la portion de l'espace située 
d u  même côté d'un plan. A cet effet, j'ai remarqué que la transformation 
d'un demi-plan (x, y) revenait à une substitution linéaire effectuée su r  les 
variables X, Y,  de la forme quadratique 

pareillement, en prenant pour point de  départ la formc à indéterminées 
conjuguées 

(uu ,+a2)YYo+1~XYof  ' l oXaY+XXo,  

où u = x + iy, toute substitution linéaire effectuée dans cette formc su r  
X e t  Y revient à une transformation relative aux points (x, y, z )  si tués du 
même côté du  plan z = o. Je croyais cette transformation nouvelle, quand jc 
me suis  aperçu qu'elle coïncidait avec celle dont s'était occupé BI. Poincaré. 
dans son Mémoire sur  les groupes kleinéens, e t  qu'il avait obtenue par une 
voie géométrique. La méthode que j'ai suivie donne immédiatement la gé- 
iiéralisation du groupe modulaire : on obtient ainsi un groupe discontinu 
tlans lequel le demi-espacc se trouve divisé en une infinité de polyèdres à 
faces sphériques; ce groupe provient des substitutions, à coefficients entiers 
complexes et  de déterminant un, effectuées su r  la forme ci-dessus. 

Une autre reclierche se rattachant à la théorie des groupes est purement 
arithmétique (33);  elle trouve son origine dans l'étude de la transformation 
d e  fonctions abéliennes spéciales du genre ~rois, dont je parlerai dans la  
théorie des fonctions. Partons de  la forme quadratique ternaire à indéter- 
minées conjuguées 

xyo + xo y + 
P. 6 
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et  considérons l'ensemble des substitutions à cocfficients entiers complexes 
formés avec les racines cubiques de  l'unité, reproduisant la forme précé- 
dente à un facteur constant près k ;  ce nombre sera nécessaircment un en- 
tier réel,  et,  de plus, il doit ê tre  la norme d'un nombre complexe formé 
avec les racines cubiques de l'unité, c'est-à-dire u n  nombre dc la forme 
a' - ab + b2 .  Ces substitutions ne  forment bien évidemment un groupr 
que si k - r ;  nous désignerons ce groupe par G. Je définis, coninie équiva- 
lentes, deux substitutions S et  S'correspondant à la même valeur de k, si 
I'on a 

S = S'T, 

T étant une substitution d u  groupe G. Le nombre k étant donné, une ques- 
tion très importante se présente pour la tliéorie cle la transformation cles 
fonctions abéliennes à laquelle je faisais tout  à l 'heure allusion : c'est Ia 
déterminalion du nombre des syslèmes non équivalents. Je la traite en suppo- 
sant  que  k soit un nombre premier; le nombre cherché est  égal à 

z k ( k  + a ) .  

Le groupe G joue encore le rôle essentiel dans le travail suivant (33)  qui 
se rapporte à un point de vue sous lequel on ne considère pas Iiabituelle- 
ment la théorie des formes algébriques. Généralement, dans cette théorie, 
on suppose que l'on fait sur  la fornie une substitution quelconque. Quand 
il s'agit de la tliéorie arithmétique des formes à coefficients entiers,  ce sont 
des substitutions quelconques à coefficients entiers que I'on emploie. II 
peut arriver cependant que,  pour certaines formes, la tliéorie arithmétique 
puisse être développée en faisant seulement sur  les  variables des su1)stitu- 
tions linéaires formant un groupe spécial. Ainsi, dans ses recherches sur  la 
transformation des fonctions abéliennes, M. Hermite a été conduit à étuclicr 
certaines formes quadratiques rée,lles à quatre indéterminées dont la  tliéorie 
peut  Ctre développée comme jeviens de le dire. La considération d u  groupe G 
conduit pareillement à isoler des formes quadratiques ternaires génerales ( r i  
coefficients com$exes) certaines formes particulières. 

Soit la forme quadratique ternaire 

et  désignons la quanti té conjuguée de  chaque coefficient par la même lettre 
accentuée; supposons qu'entre les coefficients de  F existent les relations 
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( 4 3  ) 
Si l'on fait s u r  F une  substitution linéaire appartenant au  groupe G, les 

coefficients de  l a  nouvelle forme satisferont aux  mêmes relations. On voit 
donc qu'on peut isoler, en  quelque sorte,  les formes F des formes générales 
à trois indéterminées, e t  l'on devra les comparer entre  elles par  les  substi- 
tutions du  groupe G .  On peut alors se  poser, sous ce point cle vue, l e  pro- 
blbme de l'équivalence arithmétique de ces foimes, avec les différentes 

qui  viennent à la suite.  
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TKOISIÈME CHAPITRE. 

On désigne généralement aujourd'hui, sous le nom de théorie des jonc- 
tions, la théorie des fonctions analytiques de variables complexes ; c'est 
actuellement un des chapilres les plus importants de l'Analyse matliéma- 
tique. Elle doit son brillant essor à la découverte de quelques propositions 
générales, parmi lesquelles se trouvent au premier rang les tliéorènies de 
Cauchy su r  les intégrales prises le long d'un contour. Ces lois générales 
des fonctions analytiques, appliquées à des fonctions spéciales, donnent 
souvent, avec la plus grande facilité, leurs principales propriétés; la théorie 
des fonctions doublenlent périodiques en offre un mémorable exemple. 
L'application de ces lois constitue une métliode syntliétique qui tend de 
plus en plus à réduire les calculs ; avec ce secours, bien dcs prol~lèmes 
nouveaux peuvent être abordés, et des résultats auxquels avait conduit 
une longue série de  transformations de  calcul nous apparaissent souvent 
avec évidence. Nous avons en même temps le sentiment profond d'avoir la 
vraie raison d'une proposition particulière, quand nous pouvons la ratta- 
cher à quelque théorème général? Poinsot disait qu'il faut étudier les 
choses directement et  en elles-mêmes; il voulait dire sans doute qu'on 
doit chercher à les rattacher le plus directement possible aux principes 
généraux. La Science actuelle des fonctions souscrit pleinement à cette 
pensée d u  célèbre auteur de la théorie des couples. J'ai cité plus haut les 
dont fonctions doublement périodiques ; la façon Riemann pose et  résout, 
dans sa Dissertation inaugurale, le problème des intégrales abéliennes n'est 
pas moins digne d'être méditée, comme exemple d'une étude syntliétique 
dans la théorie des fonctions. 
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1. - ThBorémes gBn6raux. 

La théorie des fonctions uniformes a fait, en 1876, l'objet d'un travail 
considQrable de M. Weierstrass (Mémoires de Z'Acadénzie de Berlin, 1876); 
c'est à la suite de la lecture de  ce Mémoire que  je c o m m e n ~ a i  à m'occuper 
de  la  théorie générale des fonctions uniformes, dans la pensée de compléter 
quelqucs-uns des résultats d e  l'illustre géomètre. 

Mes premières recherches portèrent sur  les fonctions entières (13) ; 
j'ententls, avec 31. Weierstrass, par  fonction entière une fonction uniforme 
e t  continue dans toute l'étendue d u  plan dc  la variable 2, comme ez e t  sin r. 
Une question importante était  jusque-là restée sans solution, celle d u  
nombre des racines de  l'équation qu'on obtient en  égalant à une constante 
une fonction transcendante entière d'une variable. Il  peut  arriver, en dési- 
gnant  par G ( s )  une fonction entière, que l'équation G(z )  = a ,  a désignant 
une constante, n'ait pas de racine. L'expression ez + a ,  par exemple, ne 
devient jamais égale à a. Considérons donc, d'une manière g h é r a l e ,  une 
f o n d o n  G(z)  ne deve,nant jamais égale à a ,  pour une valeur finie de  o. Jc 
nie suis  proposé d'établir qu'il ne peut  exister une secondc valeur finie L, 
différente de  a ,  que  ne puisse prendre G ( r ) ;  en d'autres termes, il ne peut 
y avoir plus d'une valeur finie que  ne  soit susceptible d e  prendre pour une 
valeur finie de la variable une fonction entière. Nous montrons, en eJet, 
qu'une fonction G(z )  qui ne deviendrail jamais  égale ni a a ni à b serait 
ne'cessairement une consln rite. 

La démonstration de  cette proposition offre l'exeniple bien curieux de 
l'introduction d 'une transcendante spéciale dans une question concernant 
la théorie générale des fonctions. Malgré bien des efforts, il m'a été impos- 
sible d'arriver par une  voie plus élémentaire à une démonstration complè- 
tement rigoureuse du  théorème énoncé. 

La transcendante dont  il s'agit est le  rapport o des périodes de la  fonction 
elliptique considéré comme fonction du  carré x = k2 du modèle k. Cette 
fonction w d e  x admet les trois points critiques O ,  r e t  oo, e t  le coefficient 
de i dans cette fonction mise sous la  forme ordinaire des quantités coni- 
plexes est toujours positif. Supposons maintenant, ce qui  est évidemment 
permis, que  les quantités a e t  b soient respectivement zéro et  un.  Nous 
remplacons dans ( x ) ,  x par  G(z ) ,  et c'est l'étude d e  cette fonction d e  z ,  

que nous montrons ne pouvoir être  qu'une constante, qui nous conduit au 
résultat énoncé. 
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( 47 ) 
Cette idee de  la substitution, dans une transcendante convenal~le,  d'une 

fonction d e  z ,  dont on veut étudier les propriétés, est souvent féconde;  
elle nous a encore guidé dans plusieurs autres circonstances, comme on le 
verra plus loin. Les démonstrations auxquelles on est  ainsi conduit  peuvent 
d'abord paraître détournées; je les crois au  contraire aussi naturelles q u e  
possible. Ainsi, pour ce qui  concerne le tliéorkme précédent., l'inversion de 
la fonction W ( X )  donne naissance à une fonction uniforiiic, définie scule- 
ment  dans une moitié du plan, et  ne pouvant prendre,  dans la région en 
dehors de laquelle on ne peut la prolonger, ni la valeurze'ro ni lavaleur un; 
il est donc naturel de recourir à cette fonction qui  offre un exemple cle la 
circonstance dont  on se propose précisément d e  démontrer I'impossil~ilité 
pour les fonctions entières. 

On peut énoncer un théorème analogue pour les fonctions uniforines f (2)  

n'ayant dans toute l'étendue du plan que  des pôles, d'ailleurs cn nonibrc 
quelconque,, fini ou infini (tang; offre l'exemple d'une telle fonciion). 
Tandis que,  pour les fonctions entières G(z) ,  il ne peut  y avoir plus d'une 
valeur finie que  ne puisse prendre la fonction pour une valeur finie de la 
variable, nous avons pour les fonctions f (z)  le théorème suivant : 

Il ne peut y avoir plus de deux valeursJinies que ne puisse prendre une telle 
fonction pour une valeurfinie de In amiable. 

Revenons aux fonctions entières. Nous n'avons examiné plus Iiaut que  le 
cas où les équations n'auraient pas de  racines; la mème qucstion sc  pose 
ensuite en supposant que  les racines soient en nombre limité. Nous mon- 
t rons qu'il ne  peut  y avoir plus d'une valeur finie a pour laquclle I'équa- 
tion G(;) = a, G ( s )  étant  une fonction entière, ait seulement un  nombre 
limité de  racines,. à moins que G(z)  ne soit un polynôme, ou, en d'autres 
termes (15), 

a et b de'signanl deux quantilès finies, G(z)  esl un poiyndme si les e'yua- 

n'ont l'une et  l'autre qu'un nombre limité de racines. 

La démonstration de  ce théorème est délicate ; nous ne pouvons en clon- 
ner qu'une idée. 

Nous nous sommes servi précédemment de la fonction elliptique modu- 
la i re ;  nous avons dû employer ici une transcendante un peu difîcrente, 
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quoique présentant avec la première une grande analogie. II existe une 
fonction w de la variable v n'ayant dans tout le plan que les trois points 
critiques O ,  I et CO, et  telle que, en faisant son inversion, on obtienne une 
fonction uniforme dans le demi-plan et  invariable pour les substitutions du 
groupe modulaire. Cela posé, en supposant que les quantités a e t  b de 
l'énoncé soient respectivement zéro et  un ,  je fais, dans la fonction "(O), 
v = G ( z ) ,  et  j'étudie cette fonction de  z 

C'est cette étude qui nie conduit au théorème que je viens d'énoncer; je 
montre, en effet, que quand z se rapproche d u  point clo d'une manière 
quelconque, il y a une des déterminations de la fonction précédente qui 
cbst infiniment grande. De la relation inverse G ( z )  = v(o) ,  on conclut 
alors que le module de G ( z )  augmente indéfiniment de quelque manière 
que z se rapproche du point x ;  e t  de l à  se conclut que G ( z )  est un poly- 
nôme. 

Si maintenant nous considérons, comme plus haut,  une  fonction f ( a ) ,  

uniforme dans tout le  plan avec des pôles en nombre quelconque, nous dé- 
n~ontrons ce tliéorème : 

Si les trois e'quations 

f ( z )  =-- a, f ( z )  = b,  f (2) = C, 

où a ,  b ,  csont trois constantes dlférentes, n'ont qu'un nombre limite' de ra- 
cines, f ( 2 )  est une fonction ralionnelle de z .  

Lcs théorèmes qui précèdent nous renseignent complètement su r  les cir- 
constances exceptionnelles dans lesquelles une équation transcendante peut 
n'avoir point une infinité de racines. Les méthodes suivies m'ont, de plus, 
donné facilement la solution d'une question extrêmement intéressante, à 
laquelle j'arrive maintenant. 

M. Weierstrass, dans son célèbre Mémoire sur  les fonctions analytiques 
uniformes, partage en deux classes les points singuliers d'une fonction uni- 
forme : ce sont lespô!es et les points singuliers essentiels. Soit A un point sin- 
gulier essentiel isole' de la fonction f (x) (nous entendons par le mot isole', 
yu'on peut décrire autour du point A comme centre, un cercle ne conîpre- 
nant à son intérieur d'autre point singulier essentiel que A). M. Weierstrass 
a montré que, dans le voisinage du point singulier A, la fonction s'approche 
autant que l'on veut de toute valeur donnée, c'est-à-dire que, étant donnés 
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. deux nombres p et  E aussi petits qu'on voudra, on peut trouver à l 'intérieur 
d u  cercle ayant A pour centre et  p pour rayon un point pour lequcl le mo- 
dule de f ( x )  - a soit moindre que E ,  a désignant une constante quel- 
conque. Ce théorème ne nous apprenait rien sur  les valeurs exactes cle 1;) 
fonction dans le voisinage du  point singulier; j'ai réussi à montrer qu'il 
y a toujours dans le voisinage d e  A un nombre infini de  points pour Ics- 
quels f ( x )  devient rigoureusement égal a a, une exceplion pouvant seulement 
se produire pour deux valeurs par~iculières de a. 

- 

De ce théorème résulte une classification pour les points singuliers essen- 
tiels isolés d'une fonction f ( x ) .  On peut les partager en trois classes : 

I O  La fonction f ( x )  peut  prendre sans exception toutes les valeurs que 
l'on voudra dans le  voisinage de A. 

2 O  Il peut  y avoir une valeur exceptionnelle que la fonction ne prendra 
pas dans le voisinage de A. 

3" Deux valeurs exceptionnelles peuvent enfin se rencontrer. 
C'est ici le lieu d'énoncer un tliéorème sur  les courbes algébriques, au- 

quel nous avons dkjà fait allusion dans le Chapitre 1 : Toutes  es transforma- 
lions biunformes d'une courbe en elle-même, ne posskdant que des singularitei 
essentielles isolées, sont nécessairement (les transformations biralionnelles. 

On connaît l'importance de  l'admirable tliéorème cle M. Weierstrass sur  
la décomposition des fonctions-entières en  facteurs primaires; c'est là  cer- 
tainement le  point capital dans le Mémoire que  nous avons cité plus haut.  Jc 
me suis  proposé (25) d'étendre ce théorème aux fonctions uniformes G ( z ) ,  
continues pour tous les points du plan, à l'exception d e  ceux qui sont si- 
tués su r  u n  cercle C; la fonction peut  avoir su r  ce cercle une infinité de - 

points singuliers essentiels distribués d'une manière quelconque. Nous con- 
sidérons donc une  suite indéfinie de quantités A se rapprochant indéfini- 
ment  d u  cercle C ;  l'extension d u  problème de Weierstrass, c'est-à-dire la 
formation d'une fonction holomorphe (sauf s u r  la circonférence C) adinet- 
tant les points A pour racines se fait assez aisément. Toutefois, dans le cas 
actuel, 1; décomposition en  facteurs primaires des fonctions G ( z )  présente 
une indétermination, qui  lui  donne u n  caractère tout  au t re  qu'à la décom- 
position des fonctions entières. Citons l'exemple suivantiqui se rattache h 
la théorie des fonctions modulaires; soit l'expression générale des racines 
donnée par 

a ,  13, c ,  d étant des  entiers réels satisfaisant à ad - bc = r ;  le rayon du  
P. 7 
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cercle est ici égal à l'unité. On pourra prendre 

Dans cc produit infini, a ,  b,  c, d prennent toutes les  valeurs entières sa- 
tisfaisant à la relation indiquée. 

M. Weierstrass avait encore dans son Mémoire donné la forinc analytique 
de toute fonction ayant u n  nombre fini de points singuliers essentiels e t  des 
pôles en nombre quelconque. Toute cette tliéorie peut,  avec des  modifica- 
tions bien simples, être  étendue aux foiictions uniformes possédant un 
nombre fini n de  coupures que  j'ai supposées rectilignes (39). Tout d'abord, 
si une fonction est continue pour tous les points du plan en  dcliors des 
coupures, nous montrons qu'eIle est  la somme de n fonctions a y a n t  chacune 
dans tout le plan une seule coupure. Une seconde proposition nous était né- 
cessaire pour pouvoir arriver à l a  forme générale d'une fonction ayan tn  cou- 
pures et  des pôles en nombre quelconque : c'est le tliéorème relatif à la dé- 
composition en facteurs primaires. 

Nous montrons comment on peut  former une fonction uniforme continue 
dans tout  le plan, à l'exception d'une coupure, e t  admettant  une  suite in- 
finie de racines se rapprocliant indéfiniment de  la coupure. Les deux pro- 
p s i  tions précédentes permettent d'étendre immédiatement aux fonctions 
uniformes affectées dc coupures les diverses propositions données par 
RI. Weierstrass pour les fonctions n'ayant qu'un nombre limité d e  points 
singuliers essentiels. Les problèmes d e  ce genre peuvent être  beaucoup 
étendus, e t  dans son grand travail sur  la représentation analytique des 
fonctions monogènes uniformes d'one variable indépendante, digne con- 
tinuation des travaux d e  son illustre maître ,  Ri .  Mittag-Leffler a pour 
ainsi clire épuisé la question; le  savant géomètre de  Stockholm veut bien 
reconnaître dans  son Mémoire que j'ai, le  premier, étendu l a  théorie des 
facteurs primaires a u x  fonctions ayant des lignes d e  discontinuité circu - 
laires. 

Nous arrivons maintenant à une proposition générale d'une tout autre 
nature;  elle est relative aux fonctions uniformes d'une variable liées par une 
relation algébrique. Deux fonctions uniformes d'une variable, ayant des 
points singuliers essentiels, peuvent être liées pa r  une relation algébrique ; 
telles sont deux fonctions doublement périodiques. J'ai d'abord suppost: 
(41) que  les deux fonctions, uniformes dans tout  le  plan, avaient des  pôles 
en nombre quelconque e t  un nombre fini de points singuliers essentiels. 
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( 5 1  ) 
Dans ces conditions : 

S'il existe entre ces deux fonctions zine relation argibrique, le genre rle 
cette relation doit &tre zéro ou un. 

Cette forme de  l'énoncé est trop restreinte, e t  voici, sous sa forme la plus 
générale, l e  théorème que  j'étahlis : 

S i  entre deux fonctions analytiques unijormes d'une variable exisle une re- 
lation algébrique de genre supdrieur à Z'unile', ces fonctions ne pourront avoir 
de point singulier essentiel isole', ' 

Nous entendons toujours par point singulier essentiel isolé u n  point es- 
sentiel tel que  l'avons défini plus haut. Les deux fonctions précédentes 
devant nécessairement avoir dcs points singuliers essentiels, sinon la rela- 
tion serait  d e  genre z h o ,  il s'ensuit que ces points essentiels doivent, sui- 
vant l'expression des géomètres allemagds, former une masse parfaite (eine 
pefecte AIenge), ou former des lignes singulières. Le théorème qu i  vient 
d'être énoncC: a précisément servi à M. Poincaré pour montrer qu'il existait 
des fonctions n'ayant pas de  lignes singulières et ne possédant pas de points 
singuliers essentiels isolés; u n  tel exemple est fourni par  Ica fonctions 
fuchsiennes d e  genre supérieur à l 'unité et  existant dans tout  le plan. Je 
viens de parler des  fonctions fuchsiennes; elles permettent,  comme on sait, 
d'exprimer les coordonnées d'un point qiielconque de toute courbe alg-6- 
brique par  des fonctions uniformes d'un paramètre, ct ce résultat n'est pas 
une des moins belles conséquences de  la théorie que I'on doit à RI. Poincaré. 
Peut-on espérer d'exprimer, d'une manière plus simple que cet  auteur, Ics 
coordonnées d'un point d'une courbe algébrique quelconque par  cles fonc- 
tions uniformes? Le tlieorème qui  nous occupe permet de répondre négati- 
vement à cette question, e t  vient ainsi encore accroître l 'intérêt de 1;) 
découverte d e  l'éminent géomètre. 

J'ai donné du  tl-iéorème énoncé plus haut  deux démonstrations essentiel- 
leinent différentes : la  première s'appuie sur  l a  tliéorie des  fonctions 
fuchsiennes; l a  seconde consiste à démontrer d'abord le théorème pour une 
courbe hyperelliptique ; elle s'appuie seulement sur  la proposition que nous 
avons précédemment donnée, relativement à la valeur d'une fonction dans 
le voisinage d'un point singulier essentiel, et I'on passe ensuite aisément 
a u  cas général (78). Cette seconde démonstration, quoique plus élémen- 
taire, est beaucoup plus artificielle, e t ,  comme je l'ai déjà dit tout à l'heure 
dans une circonstance analogue, il parait plus philosopliique, pour démon- 
t rer  l'impossibilité en question, de  s'adresser précisément aux  fonctions 
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uniformes réalisant cette expression des coordonnées d'une courbe al;rC- 
hrique à l'aide d'un paramètre. 

011 ne peut guère espérer trouver des tliéorèines p?néraux sur  la fornith 
tlcs fonctions analytiques non uniformes, conçues dans toute leur çcnérn- 
lité. J'ai considéré (6) une fonction analytique (uniforme ou non uniforme) 
d'une variable complexe z ,  n'ayant dans toute l'étendue d u  plan ou de la 
spliére que trois points singuliers; pour toute autre valeur d e  la variable, 
cette fonction reste finie et continue, et  elle est  uniforme dans toute région 
du plan à contour simple, ne contenant aucun de ces trois points. 

Telle serait, par exemple, une intégrale d'une équation différentielle li- 
néaire avec trois points singuliers. Onpeut lrouverun dèveloppementde la fonc- 
tion, valable pourtous les points du  plan, quelque soit d'ailleurs Ze chemin suivi 
p a r  la variab!e. En supposant, comme il est permis, que  les irois points cri- 
tiques soient O ,  i e t  ch) e t  en désignant par w l e  rapport cles périodes de 
l'intégrale elliptique considérées comme fonctions du carrré z = k q u  
module, le développement trouvé procède suivant les puissances entières et  
positives d'une expression linéaire fractionnaire très simple en w, de telle 
sorte que sa fonction f ( r )  peut se mettre sous la  forme 

v., p, y et  6 désignant des constantes convenables. Iles déterminations 
multiples d e  w, quand z décrit  un chemin quelconque, nous donnent les 
déterminations multiples de la fonction. J'avais commencé par traiter la 
question suivante, qui,  quoique très facile, n'est pas sans intérêt : soit f ( 8 )  

une fonction de  z n'ayant à l 'intérieur d'un cercle ayant l'origine pour centre 
d'autre point singulier que l'origine; on peut  trouver un  développement en 
série de la fonction valable pour tous les points d u  cercle, et  quel que  soit 
le chemin suivi par la variable. Ce développement procède suivant les puis- 
sances positives e t  entières d'une expression linéaire fractionnaire en logz. 

II. - -Fonctions hyperfuchsiennes et hyperabhliennes. 

Nous avons défini plus haut les groupes que  nous avons appelés hyper- 
Juchsiens; nous devons nous occuper maintenant des fonctions hyperfuch- 
siennes, c'est-à-dire des fonctions restant invariables par  les substitutions 
d'un groupe hyperfuclisien. Mais, avant de nous occuper de  ces fonctions 
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d'une maniere générale, nous allons exposer les recherches qui  nous ont 
conduit à u n  premier exeniple de  fonctions hyperfuchsiennes. La théorie des 
fonctions elliptiques avait donné le  premier exemple d'une fohction uni- 
forme d'une variable, ne changeant pas pour un groupe d'une infinité de  
substitutions linéaires non permutables, faites sur  cette ~ ~ a r i a b l e  : je veux 
parler de  la  fonction modulaire, c'est-à-dire du  module considéré comme 
fonction du  rapport des périodes. 

La question se posait de trouver des fonctions de deux variables indkyen- 
dantes qui  puissent être considérées comme les analogues des fonclions 
modulaires. 11 est clair qu'un tel problème ne  peut, de sa nature, être enti6- 
rement  déterminé; il s'agissait d'indiquer au  moins un exemple. 

On pourrait  croire, au  premier abord, que la théorie des fonctions a h &  
liennes est susceptible, d'une manière générale, de conduire à de  telles 
fonctions : on reconnaît facilement qu'il n'en est rien. 

Prend-on, par  exemple, les fonctions abéliennes du premier genre, elles 
conduisent à un  systéme de  trois modulcs, fonctions de  trois variables indé- 
pendantes. Ces fonctions se reproduisent pour un groupe d'une infinité de 
substitutions fai tcs s u r  les variables ; mais ici ces substitutions ne sont plus 
linéaires. Ainsi donc, laissant nécessairement de  côté l e  cas de d c u s  
variables, on passe immédiatement à des fonctions de trois variaBles, et  la 
forme linéaire des substitutions a disparu. 

C'est en étudiant un cas particulier des fonctions abéliennes d u  genre trois 
que  j'ai trouvé une extension cherchée. Considérons la relation algkbrique 
de  genre trois entre v et  11 

e t  l'intégrale abélienne de première espèce attachée à cette c o u r l ~ ~  

Les périodes de  l'intégrale W, considérées comme fonctions de x e t  ,y, 
satisfont à un système de  trois équations linéaires simultanées aux dérivées 
partielles, ayant trois solutions communes linéairement indépendantes. 
Soient w,  w', w" dc telles solutions. Si l'on pose 

les valeurs d e  x et y résultant de cette inversion sont des fonctions uni- 
formes de u et u. 
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Telles sont les fonctions de  deux variables indépendantes, qui  offrent une 

grande analogie avec les fonctions moduhires ;  elles ogrent un iype essentiel- 
lement nouveau de  fonctions uniformes de dezm variables indkpendantes. 

Cesfonctions ne sont pas définies pour toute valeur de u e t  v. En choisis- 
sant  convenablement les trois solutions w ,  r d ,  w", nos fonctions x e t  y ne 
sont définies, si l'on pose zr = ut+ iu", v = d i -  iv", que  pour les valeurs de 
u e t  v satisfaisant a l'inégalité 

S i  nous désignons par le mot domaine D l'ensemble des valeurs de u et  
v vérifiant l'inégalité précédente, on peut  dire que les fonctions x et y ne 
peuvent pas être étendues a u  delà du  domaine D. 

Ainsi, de même que  la fonction modulaire n'est définie que  pour les 
valeurs de la variable situées dans  un  certain domaine (c'est Iiahituelle- 
ment la  partie du plan située au-dessus de I'axe réel), ces transcendantes 
ne sont définies que  pour le  domaine D. De plus, il existe un  groupe de 
substitutions linéaires pour lesquelles les fonctions consiclérées restent 
invariables; ces substitutions sont en nombre infini, e t  d e u s  quelconques 
d'entre elles ne  sont pas permutables. Nous avons donc un exemple dc 
fonctions transcendantes uniformes de deux variables, obtenues de  la ma- 
nière suivante : soit un  système d'équations linéaires simultanées aux 
dérivées partielles 

I r=ap + by + c:, 

( S  1 s=a,p+ b,y+c,u, 
t=a2p+b2q+c,z,  

où les a ,  b, c sont des  fonctions algébriques de  deux variables indépen- 
dantes x et y. Ces équations ne  peuvent avoir plus de t rois  solutions com- 
munes linéairement indépendan tes ; supposons qu'elles existent effective- 
ment ,  e t  désignons-les par  w , ,  w,, w,. Les cas où les équations 

donnent pour x e t  y des fonctions uniformes de  u e t  v conduisent à des 
fonctions uniformes de  deux variables, analogues à ces fonctions uniformes 
d'une variable, obtenues par l'inversion d u  quotient d e  deux solutions d'unc 
équation linéaire du second ordre, et  sur  lesquelles RI. Fuchs a l e  premier 
appelé l'attention. 

Éclairé par  l'exemple précédent et après avoir acquis la  notion générale 
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de  groupe hyperfuchsien, comme je l'ai expliqué au  deuxième Chapitre, je 
pus  traiter le problème général des fonctions hyperfuchsiennes. Comme il a 
été dit,  le groupe par hypothèse est discontinu à l ' intérieur d'une hypersphère 
fondamentale; on peut  alors former des fonctions uniformes à l ' intérieur de 
l'hypersplière e t  se  reproduisant quand on effectue s u r  les varial>les une 
substitution quelconque du  groupe : ce sont les fonctions hypefuchsiennes. 
J'en fais l 'étude dans l'hypothèse où le domaine fondamental du  groupe n'a 
aucun point commun avec I'liypersplière ou a seulcnient avec elles un 
nombre limité de points communs. 

Nous montrons d'abord qu'il exlste entre trois fonclions hyperfuchsiennes 
une relation algébrique. Ce théorème, facile à établir quand le  domaine 
fondamental n'a aucun point commun avec l'hypersplière, l'est beaucoup 
moins dans la seconde Iiypotlièse. Dans ce dernier cas ,  nous avons dû 
recherclier comment se comporte la fonction dans  l e  voisinage d'un sys- 
tème de valeurs des variables indépendantes correspondant à un sommet. 
Soit u = a,  v =  p un  tel poin t ;  la réponse à cette question est dans Ic 
tliéorème suivant : La fonction hypcrfuclisienne es t  indéterminée polir 
u = a, v = p, e t  elle est  une fonction doublement périodique de  la limitc 

11 - c? arbitraire d u  quotient v - .  Ce résultat obtenu, l 'étude des fonctions peut 

se poursuivre aisément, sans qu'on soit arrêté par la  présence des systèmes 
de  valeurs singulières. 

Toutes les fonctions hyperfuclisiennes correspondant à un même p o u p e  
peuvent s'exprimer rationnellenicnt à l'aide de  trois d'entre elles, liées 
d'ailleurs par une relation algébrique. 

Dans l'exemple que  nous avons donné plus haut,  les fonctions uniformes 
pouvaient s'obtenir par  l'inversion des rapports des intégrales d'un système 
(S) d'équations linéaires simultanées. Toutes Zcsfonc~ions hyperfuchsienni.~ 
peuvent être ainsi engendrées; que  l'on considère en effet deux fonctions 
distinctes 

x = F , ( u ,  v ) ,  y = F 2 ( u ,  v ) ;  

formons les trois expressions 

z , ,  a,, z, peuvent être  considérées comme des fonctions de x e t  y, et  l'on 
dkmontre qu'elles satisfont à un système d'équations linéaires telles 

s u e  W. 
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A cliaque groupe hyperfuchsien correspond une surface algébrique f, ou 
mieux une classe de surfaces algébriques qui  se correspondent point par  
point. Ces surfaces présentent ce caractère bien remarquable, d e  posséder 
en général des intégrales de seconde espèce. On peut  trouver l'expression 
du  nombre de  ces intégrales linéairement indépendantes, en  entendant par 
là celles pour lesquelles aucune combinaison n'est égale à une fonction 
rationnelle des  coordonnées. Le nombre p , ,  que  nous avons déjà consiclérk 
dans la question des divers ordres de connexité d'un groupe hyperfuchsien, 
joue ici un  rôle essentiel : le nombre cherché est égal à p, ,  et  le nombre 
des périodes de ces intégrales de seconde espèce est également repré- 
senté par  p,. 

On voit, par l'énoncé précédent, que  la su rF~ce  f jouit d'une propriété 
spéciale, et  nous en pouvons conclure, relativement aux fonctions liyper- 
fuchsicnnes, une conséquence qui ,  pour être négative, n'en présente pas 
moins u n  grand intérêt. Nous avons déjà rappelé que  M. Poincaré a établi 
qu'à u n  groupe fuchsien général correspondait une courbe algébrique 
quelconque, ou ,  ce qui  revient au même, que  les coordonnées d'une courhe 
algébrique quelconque peuvent s'exprimer par des fonctions fuclisiennes 
d'un paramètre. Une question analogue se pose d'elle-même pour une sur- 
face, relativement aux fonctions hyperfuchsiennes; ce qui précède nous 
inontre qu'on doit y répondre par  la négative. A un groupe hyperfuchsien 
général ne peut  correspondre une surface algébrique quelconque, puisque 
les s~irfaces correspondant à un tel groupe hyperfuchsien on t  des intégrales 
cle seconde espèce, proprikté que  ne  possède pas une surface algébrique 
prise arbitrairement, comme nous le  verrons bientôt. 

La théorie des fonctions de  seconde espèce s'étend aux fonctions hyper- 
fuchsiennes; on peut  obtenir des fonctions uniformes @ ( u ,  v )  qui  se repro- 
duiscnt à un facteur constant près quand on effectue su r  les variables une  
substitution du  groupe. Indiquons une application de  ces fonctions de 
seconde espèce; soient 

C étant une constante arbitraire, F, et  F, deux fonctions hyperfuclisiennes. 
Ces équations définissent une fonction y de x, qu i  satisfait, quelle que  soit 

la constante arbitraire C, à une équation d u  premier ordre f ( x , ~ ,  2) = O ,  

f étant un polynôme. On a ainsi un  type nouveau d'intégration d'une équa- 
tion clifférentielle du premier ordre. 

Arrétons-nous maintenant sur  une classe particulière de  fonctions hyper- 
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fuclisiennes; ce sont celles qui  proviennent des séries hypergéométriques 
d e  deux variables dont  nous avons parlé plus haut.  

Dans son beau Rlémoire sur  l'intégration algébriquede l'équation linéaire 
d u  second ordre, à laquelle satisfait la  série Iiypergéométrique de Gauss, 
ICI. Schwarz avait signalé incidemment un cas particulier remarquable, dans 
lequel l'inversion du quotient de  deux intégrales conduisait à une fonction 
uniforme: cette fonction, définie seulement à l 'intérieur d'un cercle, rentre 
dans la classe des fonctions fuchsiennes. J'eus alors la pensée dc traiter 
une question analogue relativement à la série Iiypergéométrique de  deux 
variables. 

Cette fonction de  x e t  de  y, qui dépend d'ailleurs d e  quatre arbitraires 
1, p ,  b,  et b,, satisfait à un  système d e  trois équations linéaires aux cléri- 
vées partielles de  second ordre, ayant trois solutions communes linéaire- 
ment  indépendantes. Désignant par w,, w,, w, trois solutions distinctes 

WP W 3  d e  ce système, e t  considkrant les équations - = u ,  - = v ,  mon but 
0 1  M I  

a é t é  de  rechercher les cas analogues à ceux de  M. Schwarz, c'est-à-dire 
ceux où ces deux équations donnent pour x et y des fonctions uniformes de 
u et  u.  Les conditions trouvées sont d'une extrême simplicité : on trouve 
qu'en prenant deux quelconques des quatre quantités A, p., b ,  et  b,, soit, 
p a r  exemple, A e t  b , ,  la différence A + b,  - I est égale à l'inverse d'un 
entier positif; el  ensuite, en prenant trois quelconques de ces mêmes quan- 
tités, soit A ,  p e t  b , ,  la différence 2 - A - p - b, est encore égale à l'in- 
verse d'un nombre entier positif. Lesfonctions uniformes, auxquelles on esl 

ainsi conduit, sont des fonctions hype$schsiennes. 
Le cas particulier qui  nous a donné le premier exemple de fonctions 

hyperfuclisiennes correspondait à A = p. = b ,  = b, = 3. Dans l'exemple 
précédent, comme dans la classe étendue de groupes hjperfuclisiens aux- 
quels nous a conduit la théorie des formes quadratiques, le polyèdre foncla- 
mental du  groupe avait un ou plusieurs sommets sur  la surface d e  I'liyper- 
sphère limite. Nous n'avions pas jusqu'ici donné d'exemple effectif (le 
groupe hyperfuchsien pour lequel le polyèdre fondamental soit tout  entier 
à I'inte'rieur de l'hypersplière : trois exemples nous sont fournis par l 'étude 
précédente ; ils correspondent respectivement à 

) i=p=b,=b,=$,  puis $, puis $ 

Ils nous paraissent intéressants, car on peut les traiter complètement 
e t  donner les substitutions fondamentales de  chacun d'eux. Un cas plus 
particulier, e t  de nature différente, nous a aussi occupé (75); c'est un cas 

1'. 8 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 58 ) 
limite analoglie aux cas où les fonclions fuclisienncs, provenant de  la séric 
liupergéométrique, deviennent des fonctions elliptiques. La valeur com- 
inuue des quatre constantes est ,  dans notre exemple, égale à :, e t ,  en pre- 
nant convenablement les intégrales, l'inversion donne des fonctions clou- 
1)lement périodiques séparément par rapport a u e t  par rapport à u .  

Après les groupes liyperfuclisiens, nous avons étudié dans le second C1i;i- 
pitre un autre genre d e  groupes discontinus, que  nous avons appelés h./per- 
abéliens. A ceux-ci correspondent également des fonctions, e t  toutes les 
fonctions liyperabéliennes correspondant à un  même groupe peuvent s'ex- 
primer rationnellement à l'aide de trois d'entre elles, qui  sont d'ailleurs 
likes par  une relation algébrique. A tout  groupe hyperabélien, on peut 
faire correspondre un système de deux équations linéaires s in~ul tanées  aux 
dérivées partielles a ~ a n t  quatre solutions communes linéairement indépen- 
dantes, mais liées par  une  relation quadratique. Les fonctions li-yperalk- 
liennes peuvent donc toutes être  obtenues de la manière suivante : soit 

(les a, G, c ,  d étant des fonctions algébriques de x et  de  y )  un système de  
deux équations linéaires ayant qrlalre soluiions comin unes w, , o,, o,, o,, 
linéairement indépenclantes, mais liées par la relation quadratique 

Le cas où les deux équations 

donnent des fonctions uniformes de  u et  o comprend dans sa généralité les 
fonctions liyperabéliennes. 

J'ai étudié un exemple particulier qui a son origine même dans la  tliéoric 
des fonctions abéliennes, et qui m'a d'ailleurs offert le premier t g e  des 
transcenrlan tes llyperabéliennes. 

Considérons une courbe du  second genre, et  désignons, suivant l'usage, 
par G, H, G' les trois constantes qui  figurent dans le  Tableau des périodes 
des intégrales normales. Nous posons 
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1) désignant un entier positif; les trois modules d e  la  courbe du second genrc 
correspondant sont alors des fonctions uniformes de  x et  y ;  ces fonctions 
ne sont définies que pour les valeurs de x et  de y, dans lesquelles le coeffi- 
cient de i est positif; de  plus, ce sont des fonctions hyperabéliennes. Relati- 
vement au groupe Iiyperabélien correspondant, il y a une  différence essen- 
tielle entre l e  cas où D est un carré parfait e t  celui où i l  ne  l'est pas;  dans 
le premier, les groupes de s~ibstitutions effectuées simultanément sur  x 
e t y  sont séparément discontinus, et  les fonctions trouvées se ramèncnt 
aux fonctions modulaires d'une seule variable : on est alors, d'ailleurs, 
dans un de ces cas de  réduction d'intégrales Iiyperelliptiyues aux  intégrales 
elliptiques, dont j'ai fait l'étude. Si, au contraire, D n'est pas un carré par- 
fait, on obtient un exemple d'unevéritahle fonction hgperabélienne. 

III. - Fonctions abéliennes. 

La théorie des fonctions abéliennes, envisagée dans sa plus grande génC- 
ralité, se  rattache à la théorie des fonctions algébriques de plusieurs varia- 
bles indépendantes; nous aurons donc à y revenir dans le prochain chapitre. 
Bornons-nous en ce moment à deux théorèmes généraux et  B quelques cas 
particuliers. 

Considérons une surface a lgéb~ique  telle que les coordonnées d'un quel- 
conque de ses points puissent s'exprimer par  des fonctions abéliennes [Ir 
deux paramètres. J'ai montré (30) que le genre d'une telle surJace est au 
plus égal à l'unité; c'est une proposition toute semblable à un tliéori*ii~e 
bien connu dans la théorie des courbes planes, relatif aux courbes dont  les 
coordonnées s'expriment par des fonctions doublement périodiques d'un 
paramètre. E n  s'appuyant sur  la notion des intégrales doubles de première 
espèce attachées à la surface, on arrive avec une  extrkme simplicité à 1;) 
démonstration de  cette proposition ; la même marche fournit immédiate- 
ment ,  e t  sans le moindre calcul, la démonstration d u  théorème relatif aux 
courbes. 

On sait que  l'on peut  former avec les fonctions O de n variables indépen- 
dantes des fonctions de  n variables ayant an systèmes de  périodes. Ces 

n(n - 1) périodes, d'ailleurs, ne  sont  pas toutes arbitraires, e t  les 
2 

relations 

auxquelles elles satisfont sont  bien connues. Riemann avait autrefois 
affirmé que  ces relations devaient nécessairement exister entre les 2n sys- 
tèmes de périodes de toute fonction uniforme de n variables, 2 n  fois pério- 
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diques. D'une manière précise, cet  important tliéorème peut s'énoncer 
comme il sui t  : 

11 existe toujours un système de périodes de la  fonction 

telles que l'on ait, pour toute valeur de a e t  p, 

Riemann n'a pas indiqué la méthode qu i  l'a conduit à ce théorème. Une 
conversation que  j'eus à ce sujet avec M. Poincaré fut  l'origine d'une 
Note (46) que  nous publiâmes en  commun, où le  théorènîe était cornpli.- 
tement établi. De ce tliéoréme se déduit d e  suite cette conséquence bien 
(1 i çne d'intérêt : Toute fonclion un$-orme 2 n fois périodique de n variables 
indépendantes peut êrre expl irnée au moyen des foncrions O .  

A côté de nombreuses analogies, la théorie des fonctions O d e p  variables 
présente avec la  théorie des fonctions O d'une seule variable des clitTérences 
très sensibles, et  celles-ci apparaissent surtout dans les questions relatives 
à la  transformation. Il existe cependant ppur  chaque valeur d u  nombre p 
des classes particulières de fonctions 0, dont l 'étude, relativement plus 
s in~p le ,  conduit à des résultats se rapprochant davantage de  ceux que  l'on 
rencontre dans  la  théorie des fonctions elliptiques. Un exemple, relatif 
i p = 3,  nous est fourni par  mes précédentes recherches su r  un  certain 
groupe Iiyperfuclisien. Les fbnctions O relatives à trois variables se trou- 
vent, comme on sait, définies par une certaine forme quadratique ternaire; 
nous donnons, dans notre exemple, aux coefficients de  cette forme cer- 
taines valeurs particulières, où figurent deux paramètres complexes arbi- 
traires u et  v. Dans ces conclitions, nn peut  faire correspondre à cette 
classe de fonctions O le groupe hyperfuchsien G, dont je me suis  occupé 
plus liaut. Désignons par U et V ce que  deviennent u e t  v quand on effectue 
sur  eux une substitution quelconque de ce groupe. La question qui fait 
l'objet du  travail indiqué (40) est la transformation des fonctions O quand 
on remplace u et v par U et V .  EIle présente la plus complète analogie avec 
la théorie de  la transformation des fonctions O d'une seule variable, et  
j'ai pu employer une méthode analogue à celle qui  a été suivie autrefois 
par M. Hermite dans la théorie des formes en nombre infini des fonctions O 
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d'une seule variable. Les fonctions abéliennes dont nous parlons provieii- 
nent  en définitive de  la relation algébrique entre z et  t 

que nous avons déjà considérée. Nous avons exprimé les deux modules x 
e t y  par  des fonctions hyperfuchsiennes de deux variables u et  v. Nos fonc- 
thns  x et y jouend dcrns la théorie de ces jonctions abéliennes /e même rôle que 
la fonction modulaire dans la théorie des fonctions ell+tiqu~s. Ces fonctions 
Iiyperfuclisiennes peuvent s'exprimer a u  moyen des fonctions O de trois va- 
riables, absolument comme on exprime la fonction modulaire a u  moyen 
des fonctions O d'une seule variable. 

On sait  combien il est  facile de  représenter par des séries une  fonction 
doublemenl périodique. Soitf(ex) une fonction rationnelle d e  e"; s i  la série 
m = + m  

2 f(eX+"") est convergente, elle représentera une  fonction douhlenient 

périodique avec les périodes ani e t  W. On n'avait jamais, que  je saclie, con- 
sidéré des expressions analogues, mais relatives à deux variables indépen- 
dantes. Soit f (ex, ey) une  fonction rationnelle cle ex et  eY : je considère la  
série 

m=+m n=+m 

les  w e t  w' étant  des constantes. L'idée de  considérer une  telle série est as- 
surément banale; ce qui est  intéressant, c'est d e  donner des exemples où la 
série converge. Je donne des  cas t rès  étendus où une  pareille série est ab- 
solument convergente; elle définit une expression acyanl quatre couples de 
pbiodes. Mais une telle expression ne peut  pas en général être  une fonction 
quadruplement périodique définie pour toute valeur clex e t y ,  e t  présentant 
pour tout  système d e  valeurs finies de ces variables le caractère d'une fonc- 
tion rationnelle; elle possède en effet des surfaces de singularités essen- 
tielles qui  empêchent d'en faire l e  prolongement analyt ique;  car,  en allant 
d'un système de  valeurs à un  aut re  arbitraire, on peut être  arrété  par  les  
surfaces de singularités. Les expressions précédentes peuvent aisément 
être  développées en  séries trigonométriques; j'ai traité complètement un  
cas particulier qu i  me donne des séries trigonométriques de  deux variables, 
dont les  coefficients ont  une loi extrêmement simple e t  présentent unp 
grande analogie avec ceux que  l'on rencontre dans  la  théorie des fonctions 
elliptiques. C'est /à u n  type nouveau de série trigonometrique de deux rn- 
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riables, dont l'étude mérite, je crois, d'être approfondie. Indiquons ici l'ex- 
pression sous forme de  série : 

les six constantes w, w', a ,  a', p et p' désignant des quantités réelles quel- 
conques. 

Relativement aux fonctions elliptiques, j'ai peu de  chose à ajouter aux 
applications qui  en ont  été faites plus liaut à l 'étude des équations diffé- 
rentielles. Mentionnons seulement la  recherche (2) des fonctions uniformes 
d'une variable jouissant des propriétés suivantes : 

S ( z )  désignant une fonction doublement périodique aux périodes w et  w'. 
Je donne ces fonctions sous forme de  produit convergent, e t  aussi sous 
forme d'intégrale définie. 

J'ai tiré de  la théorie des fonctions elliptiques une équation différentielle 
du second ordre, non linéaire, jouissant de propriétés curieuses. Désignons 
par o e t  w' les périodes de la fonction elliptique s n x ,  e t  soient a e t  b d e u s  
constantes arbitraires; l'expression u = s n ( a w  + bw' ) ,  considérée comme 
fonction du  carré x = k2 du motlule k, satisfait, quelles que  soient les con- 
stantes a e t  6 à une équation différentielle algébrique d u  second ordre. Les 
points critiques des intégrales de  cette équation sontfzxes; ce sont les 
points o,r et m. De plus, elle admet une infinité d'intégrales algébriques, 
qui ne sont pas d'un degré déterminé. 
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QUATRIÈME CHAPITRE. 

THEORIE DES SURFACES BLGEBRIQLJES. 

J'ai réuni dans ce Chapitre mes recherches sur  les surfaces algébriques: 
ces études sont nécessairement liées à la  théorie des fonctions a1,aébriques 
d'une e t  de  deux variables indépendantes. La théorie des fonctions algéhri- 
ques d'une variable a été  depuis quarante ans l'objet de  travaux considéra- 
bles, e t  c'est peut-être à Riemann que  l'on doit les notions les plus essen- 
tielles su r  ce sujet, qu i  se rattache à tant  de problèmes de  Gkométric et  dtl 
Calcul intégral. Beaucoup moins avancée est la théorie des fonctions al%& 
briques de deux variables; la lecture des beaux Mémoires d'un des  géomP- 
tres les plus éminents de notre époque, BI. Nœther, professeur à l 'univer- 
sité d'Erlangen, me décida à m'occuper de cette question aussi importante 
que  ditficile. C'est en effet par I'ktude d'un cas particulier,  comme celui-la, 
que nous pouvons espérer pénétrer dans la théorie générale, encore si 
obscure, des fonctions d e  plusieurs variables ; on va voir d'ailleurs les difT6- 
rences qu i  séparent l a  théorie quand on passe d 'une a deux variables, e t  
combien l'analogie, qui s i  souvent e s t  un guide excellent, pourrait  ici dc- 
venir trompeuse. 

M. Nœther avait principaleinent'6tudié la théorie des  surfaces a u  point 
de vue algébrique, en approfondissant l'étude de ces polynômes adjoints 
d'ordre m - 4 (m désignant le degré de la surface) qu i  sont les analogues 
des polynômes adjoints d'ordre m - 3, jouant un rôle si important clans 1;i 
théorie des  courbes planes algébriques. I l  est ainsi arrivé à la notion cl? 
deux nombres invariantifs fondamentaux. Le premier, désigné par p e t  
communément appelé genre de  la surface (Flachengeschlecht), est  égal a u  
nombre des  paramètres arbitraires figurant dans les polynômes adjoints Q 
d'ordre m - 4. Le second, désigné par  p, (Cuwengeschlecht), rcprésentc I P  
genre de  la courbe mobile d'intersection de la surface donnée avec les sur- 
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faces représentées par  l'équation Q = o. J'ai tenu à rappeler la définition 
de  ces deux nombres qui,  le premier surtout ,  vont revenir souvent dans la 
suite. 

1. - Intégrales de diffbrentielles totales. 

Dans la théorie des courbes algébriques, on ne  s'est pas borné au  point 
de  vue algébrique, et la considération de certaines expressions transcen- 
dantes attachées à la courbe présente le plus grand intérêt.  Ces transcen- 
dantes sont,  comme on sait, les intégrales d e  la forme 

K étant une fonction rationnelle de  x e t  y, celles-ci étant définies par la 
relation f ( x ,  y) = O ,  qui  définit l a  courbe. Si nous considérons mainte- 
nant une fonction z de x e t y  définie par la relation algébrique f ( x ,  y, a )  = O, 

on peut  faire correspondre à cette surface des intégrales de différentielles 
totales de 

( 2 )  

où P e t  Q 
condition 

la forme 

[ p ( x , y , ; ) d X + ~ ( x , ~ , ~ ) n y ,  

sont des fonctions rationnelles d e  x, y e t  z, e t  pour lesquelles la 
d'intéçrabilité est supposée satisfaite. 

L'étude de  ces intéçrales était complètement à faire; je la commençai à 
la fin de 1884. Parmi les intégrales (1), il en est de particulièrement inté- 
ressantes : ce sont celles qui  restent toujours finies, e t  qu'on appelle d e  
première espèce. Dans iiies premières recliercliee je considérai donc les inté- 
grales de la forme (2), qui restent finies pour toüt système de  valeurs, fi- 
nies ou  infinies, des  deux variables indépendantes x et  y. 

Dès le debut de  cette étude, on rencontre une  différence bien profonde 
entre le  cas d'une variable et  celui de deux variables. On sait ,  e n  effet, 
qu'à une courbe algébrique correspondent en général des intégrales de pre- 
mière espèce; ainsi, pour parler plus nettement, la courbe la plus générale 
d'un degré donné possède un certain nonibre bien connu d'intégrales de 
première espèce linéairement indépendantes. Il en est tout  autrement pour 
les surfaces algébriques : il n'existe pas d'intégrales de  différentielles totales 
de première espèce correspondant à la surface la plus générale d e  degré m. 
Je montre comment on pourra reconnaître s i  une surface donnée possède 
des intégrales de première espèce, e t  quel est  le  nomhre de ces intégrales 
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linéairement indépendantes. J7avais supposé d'abord que  la surface n'arait  
pas de  singularités ordinaires, mais dans  ces questions la complication des 
singularités n'est la  source d'aucune difficulté, car  on sait, depuis long- 
temps, comme l'a montré M. Nœther, dissoudre en quelque sorte une sin- 
gularité extraordinaire donnée en des singularités ordinaires, en employant 
une  transformation rationnelle convenable. 

Les reclierclies précédentes nous ont  permis d'entreprendre l'étude d'une 
classe intéressante de  surfaces algébriques, dans laquelle la notion des 
intégrales de première espèce joue un rôle capital : ce sont les siirfaces 
pour lesquelles les coordonnées d 'un point quelconque s'expriment par dcs 
fonctions uniformes quadruplement périodiques dc deux paramètres, cil y 
ajoutant cette condition qu'à un point arbitraire d e  la surface ne  corres- 
ponde qu'un seul système d e  valeurs des deux paramétres, abstraction 
faite, bien entendu, des multiples des  périodes. Ces surfaces sont les ana- 
logues des courbes planes d u  genre un, pour lesquelles les  coordonnées 
d'un point quelconque s'expriment par  des fonctions clouhlement pério- 
diques d'un paramètre. Nous niontrons tout  d'abord que la surface doit 
être d u  genre u n ;  en  oulre, elle doit posséder deux intégrales de  première 
espèce linéairement indépendantes e t  deux seulement. 

J'indiquai encore dans mon premier travail su r  ce sujet une troisième 
condition : considérons l'unique surface ad,jointe d'ordre m - 4 correspon- 
dant  à la surface e t  î sa courbe d'intersection avec celle-ci en dehors des 
lignes mult iples;  la  courbe I' doit être  unicursale. Or il résulte d'un 
théorème, anciennement établi par M. Nœtlier, que cette dernière con- 
dition est toujours remplie dans les surfaces de  genre un. La condition 
nécessaire et  suffisante pour que  les coordonnées d'un point yuclconque 
d'une surface algébrique s'expriment, de  la nianière indiquée, par  des 
fonctions quadruplement périodiques de  dcux paramètres, prend donc la 
forme remarquable q u e  voici : 

Il faut et il sufjt que la surface soit de genre Lin et possède deux intkgrnles 
' de première espèce lin&zirement indépendan.les. 

Nous devions naturellement nous demander à partir d e  quel degré on 
rencontre des surfaces jouissant de  la propriété précédente. J'ai montré 
qu'il n'existait pas avant le  sixième degré de surface de  genre un possé- 
dant  deux intégrales distinctes de  première espèce ; les surfaces étudiées 
sont donc au  moins du  sixième degré. On trouve bien effectivement des 
surfaces du sixième degré dont  les coordonnées s'expriment de  la nianiére 
clierchée ; dans l'exemple que  ]'ai doiiné, les fonctions quadruplement pé- 

P. 9 
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riodiques se réduisent en réalité à des fonctions doublement périodiques par 
rapport à chacune des variables prises convenablement. Je n'ai d'exemple 
effectif, sans cas de réduction aux fonctions doublement périodiques, qu'à 
partir du neuvième degr$, mais je n'ai pas démontré cependant que l'on 
ne peut pas rencontrer un tel exemple du sixième au neuvième degré ; il y 
aurait donc à compléter sur  ce point les recherches précédentes. 

J'insiste encore sur cette condition qu'à un point arbitraire de la surface 
ne correspond qu'un seul système de  valeurs des paramètres, aux périodes 
près ; ainsi il existe une surface célèbre du quatrième degré, qui porte le 
nom de M. Kuninier, pour. laquelle les coordonnées d'un point s'expriment 
par des fonctions abéliennes de deus  paramètres, mais cette surface ne 
rentre pas dans la classe qui nous occupe, car il est facile de vérifier que, 
dans ce cas, à un point arbitraire de  la surface correspondent deux systèmes 
distincts de  valeurs de ces paramètres. 

Nous ne nous sommes occupé jusqu'ici que des intkgrales de prem-ière 
espèce; j'ai approfondi aussi la  question beaucoup plus difficile des inté- 
grales de différentielles totales de seconde e t  de troisième espèce. Nous pou- 
vons tout d'abord définir comme il suit les intégrales de seconde espèce. 
Considérons les courbes le long desquelles I'intégrale devient infinie. Soit C 
une de ces courbes que, sans diminuer la généralité, nous pouvons sup- 
poser une courbe simple de la surface ; je prends alors un cycle infiniment 
pelit entourant cette courbe en un point ordinaire (on peut, par exemple, 
donner à y une valeur fixe et  considérer dans le plan de la variable x un 
contour infiniment petit autour d'un point de  la courbe C, répondant à la 
valeur prise pour y). Si l'intégrale le long de ce cycle est nulle, nous 
dirons que la courbe C est une courbe polaire. Une intégrale de seconde es- 
pèce ne possède que des courbes polaires. 

Si l'intégrale le long d'un contour infiniment petit, analogue à celui dont 
nous avons parlé, n'est pas nulle, cette courbe C sera dite une courbe loga- 
nthmique, e t  l'intégrale sera de troisiènze espèce. Dans ce cas, à une courbe 
logarithmique correspond évidemment une période. Une telle période sera 
dite période polaire. 

Nous établissons d'abord que, si une surface est la plus générale de son 
degré, toute intégrale de cette espèce se réduit à une fonction rationnelle 
des coordonnées. Ainsi, en faisant abstraction des fonctions rationnelles des 
coordonnées, il n'y a pas pour une surface quelconque d'intégrales de  
seconde espèce. La question, que noils avons ensuite abordée, a été de 
reconnaître si une surface possède des intégrales de  seconde espèce autres 
que des fonctions rationnelles. Elle est beaucoup plus difficile à résoudre 
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q u e  le problème analogue pour les intégrales d e  première espèce. Kous la 
résolvons complètement, en  la ramenant  à une  question d'une tou t  a u t r ~  
nature;  nous faisons correspondre à la surface une certaine équation cliffé- 
rentielle linéaire ordinaire, e t  nous avons à i*echerclier s i  cette équation 
admet comme intégrales des fractions rationnelles. Nous retrouverons. tout 
à l 'heure cette équation différentielle linéaire, dont  le  rôle inat tendu dans 
cette théorie paraît vraiment bien curieux. 

Relativement aux intégrales de  ti~oisième espèce, nous pouvons énoncer 
que ,  é tant  donnée une  surface algébrique générale e t  é tan t  considérée une  
intégrale quelconque de  différentielle totale relative à cette surface, cette 
intégrale (à moins qu'elle ne soit une  fonction rationnelle des coordon- 
nées)  aura nécessairement des courbes logarithmiques, e t  les periodespo- 
laires correspondant à ces courbes logarithnziques seront /es seules périoclcs de 
l'intégra !e . 

Dans le cas où une surface possède des  intégrales de seconde espèce, on 
doit distinguer un  certain nombre ent ier  qui représente le nombre de ces 
intégrales qui sont dislincles; nous entendons par intégrales distinctes des 
intégrales dont  aucune combinaison linéaire ne  se réduit à une fonction ra- 
tionnelle des coordonnées. D'autre part,  ces intégrales possèdent un certain 
nombre de  périodes; on a le théorème suivant : 

Le nombre des intègrales distinctes de seconde espèce est kgal au nombre cZc 
leurs périodes. 

Cet énoncé rappelle une proposition d e  la théorie des courbes algébri- 
ques:  a u  fond, l'analogie es t  purement  dans la  forme, les  circonstances 
étant  ici entièrement différentes, par le  seul  fait qu'il faut dans notre énoncé 
sous-entendre, en parlant des intégrales, quand elles existent. Le caractère 
des deux théorèmes est donc bien différent, e t  l a  démonstration dans  le cas  
des surfaces est-singulièrement plus délicate que  pour les cousbcs. 

La théorie des intégrales de troisième espèce se  trouve rattacliée à celle 
des intégrales de seconde espèce par  l e  théorème suivant : 

II n'"v a d'intégrales de troisième espèce avec des périodes disrinctes des pé- 
riodes polaires que dans le cas O& il y a des inte'grales de seconde espéce, el 
alors le nombre des p&riodes dis~inctes des pèriodes polaires est égal au nonahr 
des intégrales de seconde espèce. 

Tels sont, en  se bornant aux  théorèmes généraux, les poiiits principaux 
de mes recherches s u r  les  intégrales de  différentielles totales algébriques. 
Nous avons déjà indiqué plus liaut une application de cette théorie à l 'étude 
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de surfaces algébriques; nous en verrons bientht d'autres. C'est d'ailleurs 
un  sujet fort vaste, que  je ne prétends pas avoir épuisé, inais les points 
essentiels sont fixés. Peut-être voudra-t-on bien reconnaitre que  j'ai ouvert 
dans la théorie des surfaces un  nouveau Chapitre; c'est ce qu'exprimait 
l 'éminent professeur d'Erlangen, que  j'ai cité p lus  liaut, quand il écrivait 
dans u n  Mémoire récent des Mathemalische Annalen : N Herr E. Picard 
liat vor einiger Zeit für  algebraische Fliichen ein neues Forschungsgebiet 
hetreten. » 

II. - Des cycles dans les surfaces algebriques. 

O n  connaît toute l'importance d e  la tliéorie des  cycles dans l'étude des 
courbes algébriques. Aucune tliéorie analogue n'avait été tentée pour les 
surhces ,  e t ,  d'autre part,  mes précédentes recherches sur  les intégrales de  
différentielles totales me montraient là une  lacune importante à combler. 
J'eus donc tout  naturellement l a  pensée d e  chercher à poser les bases d'une 
théorie des cycles dans les surfaces. Je  ne  tardai pas alors à remarquer que 
la  généralisation peut s e  faire dans deux directions différentes; il y a à 
considérer pour les surfaces des cycles à une dimension ou line'aires e t  des 
cycles à deux dimensions; d'où deux théories entièrement distinctes. 

En pCnétrant dans la première étude, on rencontre dès le début  un ré- 
sul tat  au premier abord inattendu : c'est qu'en général, pour une surface 
algbbrique, il n'y a pas de cycles linéaires, je veux dire qu'ils se réduisent 
tous à des cycles nuls. Ce résultat nous donne la vérilable raison d e  ce 
fait, signalé plus liaut, qu'il n'y a pas en  général d'intégrales de  première 
et de seconde espèce pour une surface ; en effet, les cycles linéaires se ré- 
duisant à zéro, il ne peut  y avoir de périodes différentes d e  zéro. Il y a 
cependant des surfaces possédant effectivement des cycles linéaires ; telles 
sont,  par exemple, les surfaces déjà considérées dont  les coordonnées s'ex- 

, priment, comme il a été  dit ,  par  des fonctions quadruplement périodiques, 
et qui  possèdent manifestement qiiatre cycles distincts. Nous avions donc à 
rechercher les cycles linéaires distincts d'une surface algébrique donnée. 
Dans cette question, la re'ductibilité d'une certaine équation différentielle 
linéaire joue un rôle essentiel, e t  c'est précisément l'équation qui  nous a 
déjà été si utile. 

Cette question du nombre des cycles distincts peut  aussi se ramener à 
une question de  géométrie de  situation. L 'équa~ion  d'une surface algé- 
brique f(x,  y, z )  - O rcvient à deux relations entre six quantitésréelles ou 
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à une  seule relation algébrique entre cinq quantités réelles. On peut  sur  
ce système de  cinq quantités effectuer une transformation birationnelle qu i  
le  fasse correspondre à une surface fermée. Nous avons donc ainsi une éq lia- 
tion définissait un espace fermé à quatre dimensions dans un espace à cinq 
dimensions ; à cet espace fermé correspondront deux ordres de connexité 
p, e tp , ,  e t  c'est le  premier de ces nombres qui  nous intéresse en ce mo- 
ment. Rien d'ailleu& dans les généralités p i  précèdent, ne  nous montre 
que  le nombrep ,  doive être  nul  ; il était donc indispensable de  traiter,  
comme nous l'avons fait, la question par une  autre voie. 

Notre attention vient de se trouver portée s u r  un second nombre ,v2, 

relatif à une connexion de  seconde espèce; c'est ainsi que  nous sommes 
conduit a u x  cycles ù deux dimensions. u n e  surîace cycliq"e ou cycle à deux 
diniensions peut être  défini un continuum fermé à deux dimensions, tel  
que  toute courbe fermée à une dimension tracée sur  lui soit un cycle linéaire 
de la surface. Il n'en est pas d u  nombre p,  coinme du  nombre p, ; ce 
nombre p,  n'est pas nul  en général, et c'est par suite dans les cycles ù deux 
dimensions d'une surface qu'il faut chercher /a généralisalion des cycks 
d'une courbe algébrique. 

Nous nous trouvons maintenant ramené aux expressions transcendantes 
attachées à une  surface algébrique. Je n'ai parlé jusqu'ici que des inté- 
grales de  différentielles totales ; on peut  considérer d'autres expressions 
transcendantes, comme l'a fait M .  Nœther qui a considéré les intégrales 
doubles de la h r m e  

[ J Q < x ,  Y , E ) ~ X ~ Y  

Q étant un  polynôme adjoint d'ordre m - 4. On pourrait les appeler des 
intégrales doubles de  première espèce; on peut en effet montrer qu'elles 
restent toujours finies, quel que soit le  champ de l'intégration. 

La question de  la périodicité des intégrales doubles m'avait depuis long- 
temps préoccupé. J'ai d'abord cherché pour ces intégrales une première ex- 
tension de la notion de périodes, mais je fus ainsi conduit à des expressions 
qui ,  dépendant d u  domaine d'intégration de l'intégrale double, ne pouvaient 
être  considérées comme les analogues des périodes de l'intégrale simple. 
En continuant mes recherches sur  les divers ordres de  connexité des groupes 
hyperfuclisiens, j'avais vu l'importance que  pourraient avoir pour les  inté- 
gralesdoubles les espaces fermés à deux dimensions, contenus dans le  do- 
maine fondamental, et j'avais pensé à prendre un tel espace comme domaine 
d'intégration pour l'intégrale douhle. Mais j'en étais resté l à ;  une notion 
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essentielle me nianquait pour décider si les quantités ainsi obtenues 
étaient des constantes : je veux parler de l'extension aux intégrales doubles 
du théorème fondamental de Cauchy sur les intégrales simples. Aussi, dès 
que c.ette extension eut été annoncée par M. Poincaré clans une Note qui fut 
depuis développée dans un profond Mémoire, je pus poser les principes de 
la théorie des périodes cycliques des intégrales doubles algébriques. 

Reportons-nous aux cycles à deux dimensions, qui viennent d'être définis : 
l'intégrale étendue à u n  tel cycle est une période. 

Quant au calcul effectif de ces périodes, on peut le ramener encore à 
l'étude d'une équation différentielle linéaire. Cette équation possède en 
quelque sorte des cycles, c'est-à-dire qu'il existe des chemins partant d'un 
point et y revenant, qui ramènent chacun une intégrale déterminée avec la 
même valeur au point de  départ. Soit Li une telle intégrale, si l'on intègre 

[LI d y  le long de  ce chemin, on aura une période cherchée. 

Quand on passe d u  domaine de deux variables complexes à celui de trois 
variables, on peut de deux manières différentes étendre les notions relatives 
aux intégrales multiples. Les résultats que j'ai obtenus à ce sujet se ratta- 
client immédiatement aux recherches précédentes. On peut, en premier 
lieu, considérer l'intégrale double 

étendue à une certaine surJace à deux dimensions. Bornons-nous à supposer 
que A,  B, C sont fonctions rationnelles des trois variables complexes ind& 
pendantes x, y et z. Je cherchai les rèsidus de cette intégrale double, en 
supposant vérifiée la condition qu'on peut appeler d'intégrabilité 

P Q R 
En supposant que A = s, B = s,  C = P, Q, R et  S étant des polynômes 

en x, y, 2 et  le dernier étant irréductible, on arrive à ce résultat que les 
résidus ne sont autre chose que les périodes de l'intégrale de différ&tielle 
totale 

relative à la surface S ( x ,  y, z )  = o. 
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On peut, en second lieu, prendre l'intégrale triple 

P e t  Q étan& des polynômes en  x, y e t  a ;  nous n'avons ici aucune condition 
d'intégrabilité à faire intervenir, e t  nous avons cherché les rèsidus d e  cette 
intégrale, c'est-à-dire les valeurs qu'elle prend quand elle est étendue à un 
continuum fermé quelconque à trois dimensions. Voici le résultat : ces ré- 
sidus sont les pèriodes de l'intégrale double 

cette intégrale double étant relative à la surface Q(x, y, z )  = o. Ce rir- 
sultat me semble intéressant en ce qu'il conduit  à envisager soiis u n  nou- 
veau point de vue les périodes des intégrales doubles. 

III. - De la transformation des surfaces. 

L'étude des courbes algébriques susceptibles de se transformer les unes 
dans les autres par  des transformations hirationnelles forme un chapitre 
fondamental de  la théorie des courbes planes dont Riemann, le  premier, a 
montré l'importance et l'intérêt. Une étude analogue n'a pas moins d'intérèt 
dans la théorie des surfaces algébriques, e t  mes précédentes reclierclies 
m'ont naturellement conduit à m'occuper d e  cette question. L'étude des 
surfaces susceptibles d e  se transformer en elles-mêmes se présentait tout 
d'abord; M. Schwarz avait démontré que  les courbes des genres zéro e t  un 
sont les seules qui puissent être transformées en elles-mênies par une substi- 
tution birationnelle renfermant un paramètre arbitraire. J'établis pour les 
surfaces un théorème a n a l o p e ,  d'après lequel les surfaces du g-Pnre zero ou 
un sonl les seules qui puissent &re ~rans formèes en elles-rnérnes par une substi- 
tution birationnelle rentermant deux paramktres arbitrnires. Nous en tendons 
d'ailleurs que les deux paramètres figurent d a n s  la  transformation, de  telle 
manière qu'à un point de  la surface correspond, par  la transformation e t  
en faisant varier les paramètres, non pas u n e  courbe déterminée, mais u n  
point arbitraire de la  surface. 

L'examen du cas où il y a seulement u n  paramètre arbitraire dans la 
transformation conduit à des conclusions bien différentes; dans ce cas lc 
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genre de la surface peut être quelconque. On peut même trouver bien aisé- 
ment les surfaces de genre supérieur à un, et susceptibles d'être trans- 
formées en elles-mêmes par une substitution birationnelle avec un para- 
mètre arbitraire; pour une telle surface, toute adjointe d'ordre ( m  - 4)  la 
coupe suivant une ou plusieurs courbes mobiles de genre un,  dont le mo- 
dule est une constante, et l'on en conclut une expression généraTe e t  simple 
des coordonnées d'un point quelconque de la surface. 

Nous avons recherché ensuite les surfaces admettant u n  groupe continu 
(le transformations birationnelles en elles-mêmes sans nous occuper du 
genre de  la surface. Le résultat de cette recherche est contenu dans le 
théorème suivant : 

Si une surface algébrique admet u n  groupejni  de transformations biration- 
nelles à un nombre quelconque de paramètres, deux cas peuvent se présenter : 

r O Ou bien il y a sur la surface un faisceau (le courhes algébriques du genre 
zéro ou un ; 

2" Ou bien les coordonnées d'un point quelconque de la suface peuvent 
s'erprimer par des fonctions uniformes de deux paramètres u et v ,  au  moyen 
de l'inversion de deux inlégrales de di$erentielles totales attachées à la sur- 
face, soit 

S 
xt Y," 

P dx + Q d'y = r r ,  

( 1 )  
"9 Y> = 1 P , d z + Q , d y = v ,  

les P et Q e'tnnt rationnelles en x, y et z .  

Les surfaces rentrant dans la seconde catégorie méritaient d'être étudiées 
avec quelques détails; elles sont vraiment les analogues des courbes planes 
du genre zéro et 1, et leur étude constitue une application de nos résultats 
généraux sur les intégrales de différentielles totales. Déjà nous avons parlé 
plus haut du cas où les deux intégrales (1) sont de première espèce; je 
veux seulement ajouter ici que nous montrons comment des équations (1) 

on pourra tirer des équations donnant les numérateurs et  le dénominateur 
de x, y, z (numérateurs et dénominateur qui sont des fonctions enlières de 
u e t  v), et  c'est la considération de certaines intégrales de différentielles 
totales de seconde espèce qui nous conduit à ce résultat. 

Dans Ic cas où les deux intégrales (1) ont moins de quatre périodes, la 
surface est nécessairement du genre zéro. La discussion des différents cas 
qui peuvent se présenter peut être faite complètement. J'indique seulement 
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un résultat relatif, au cas où une des intégrales ( 1 )  est de première espèce : 
les coordonnées de la surface peuvent alors s'exprimer en fonction ration- 
nelle d'un paramètre 8, d'un paramètre h et de \ iR(h),  [R(h )  étant un po- 
lynôme du quatrième degré]. Le type d'une telle surface est fourni par les 
surfaces réglées du quatrième degré avec deux droites doubles qui  ne se 
rencontrent pas. 

Je me suis aussi occupé de la transformation d'une surface en une  autre; 
j'ai montré comment on peut reconnaître si deux surfaces de genre supé- 
rieur à un se correspondent point par point, et  j'ai établi notamment, par 
deux voies différentes, que deus  surfaces de genre supérieur i l'unité ne 
peuvent admettre une infinité discontinue de substitutions bira~ionnelles. Je 
n'ai pas pu traiter les mêmes questions pour les surfaces de genre zéro 
et un;  c'est d'ailleurs une remarque ~ é n é r a l e  que, pour ces dernières sur- 
faces, beaucoup de problèmes sont plus difficiles que pour les surfaces de  
genre quelconque. Nous dirons seulement, au sujet de la correspondance 
de ces surfaces, qu'une condition nécessaire se trouvera exprimée par l'@a- 
lité du nombre des cycles à une et deux dimensions. 

J'ai parlé dans un autre Chapitre des équations différentielles de la forme 

et à intégrale générale uniforme, en insistant sur  le cas où une certaine 
transformation biuniforme de la surface, qui joue ici un rôle essentiel, est 
I~irationnelle. Dans ce cas, la recherche de l'intégrale est immédiate, quand 
le genre de la surface est supérieur à l'unité; l'intégrale générale ne peut 
être qu'une fonction douhlcment périodique de la variable. Quand le genre 
de la  surface est égal à l'unité, sans que les coordonnées d'un point quel- 
conque puissent s'esprimer uniformément en fonction de deus paramètres 
au moyen de l'inversion d'intégrales de différentielles totales, l'intégrale 
g h é r a l c  sera encore doublement périodique, et  nous montrons comment 
on pourra l'obtenir. Il serait trop long d'entrer dans plus de détails à ce 
sujet; je n'ai voulu qu'appeler l'attention sur la liaison étroite qu'accusent 
mes recherches entre la tliéorie des surfaces e t  certains problèmes concer- 
nant les équations différentielles. I l  en serait de même pour l'équation plus 
générale f ( x , y ,  y', y") = O, quand les points critiques sont fixes. Ainsi, 
par exemple, si, pour une valeur arbitraire de x, la surface ainsi définie 
rentre dans la classe des surfaces abéliennes, l'intégration de  l'équation 
différentielle se ramènera à des quadratures. Si elle rentre dans le second 
type dont nous avons parlé plus liaut, l'équation se ramènera à une éqiia- 
tion de Riccati. 

P. 1 0  
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IV. - Sur des fonctions attachees à certaines surfaces algébriques; 
surfaces diverses. 

La notion des intégrales de différentielles totales peut être  étendue;  
a iser mais, avant de  parler des surfaces, montrons comment on peut  génér 1' 

la  notion des  intégrales de  différentielles algébriques dans la théorie des 
courbes algébriques. Nous nous sommes proposé d e  trouver les fonctions u 
du  point analytique (x, y), uniformes e t  régulières dans l e  voisinage de 
tout  point d e  l a  surface de Riemann correspondant à la courbe algébriquef, 
e t  dont toutes les déterminations se  déduisent d 'une seule u par  des substi- 
tutions linéaires Au + B, ,4 e t  B é tant  des constantes. On voit que ,  si dans 
toutes ces substitutions les A sont  égaux à l 'unité, la fonction u sera une 
intégrale abélienne attachée à la courbe. Le problème précédent est  donc 
une généralisation d u  problème dcs  intégrales abéliennes, Nous avons spk- 
cialement considéré le  cas où  la fonction rr reste toujours finie. La forme 
des fonctions u est,  dans ce cas, facile à trouver; elle ne contient qu'un 
nombre limité cle paramètres arbitraires. Les fonctions u peuvent évidein- 
ment être classées en  trois espèces, e t  l'on peut alors développer une théorie 
qui  est une généralisation facile de  la théorie des trois espèces d'intégrales 
abéliennes. Un problème, à ce sujet,  présentait un certain in térê t ;  dans 
quels cas l'équation 

donnera-t-elle pour x et  y des fonctions uniformes de  u. Si l'expression u 

est de première espèce, la courbe devra être  d u  genre un, et  les fonctions 
inverses résultant d e  ( 1 )  sont, ou des fonctions doublement périodiques, 
ou des fonctions doublement périodiques de  la combinaison a l o g u  + 6 ,  n 
e t  b étant des constantes. Quand l'expression u est d e  seconde ou de  troi- 
sième espèce, la courbe es t  unicursale;  x et  y se réduisent à des fonctions 
rationnelles de 11 OU de  eau. 

Comment le problème que  nous venons de  traiter pour les courbes algé- 
briques pourra-t-il s'étendre aux surfaces? Étant donnée une surface 
f (x, y ,  w) = O ,  les fonctions u du point analytique ( m ,  y, 2) analogues aux 
fonctions d u  point (x, y) que  nous venons d'étudier pour les courbes sa- 
tisferont aux  conditions suivantes. Quand (.x, y, z )  partant d'un point re- 
viendra à ce point après avoir décrit un chemin se  ramenant à un cycle 
nul, la fonction n'aura pas changé. Si ,  au  contraire, le chemin se ramène Ji 
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un cycle linéaire effectif de la surface, la fonction u se transformera en 
A u  + B;  nous n'avons considéré que  des fonctions de première espèce. J'ai 
donné la forme générale de  telles fonctions u, qui  d'ailleurs bien évidem- 
ment n'existent pas pour une surface arbitraire. Leur recherche, quand 
elles existent, demande des calculs assez longs, mais ne  présente aucune 
difficulté tliéorique. J'ai développé quelques considérations sur  le cas où 
i l  existerait deux expressions u ( x ,  y, 3) et  v(x, y, z ) ,  telles que les éyua- 
tions 

u ( x ,  y, a )  = i d ,  

v (*x, y, z )  = v 

donnent pour x, y et  s des  fonctions uniformes de u et  v.  Citons en  parti- 
culier ce résultat, généralisation d'un théorème déjà indiqué, que legenre 
de la suface ne p u t  dans ce cas dépasser /'unile'; de plus, la sitrjace possède 
au moins une intLgraZe de prerniire espèce. 

Je parlerai encore d'un travail (1) qui  se rapporte d'une manière moins 
spéciale à la  théorie des surfaces algébriques, e t  qui  est une application 
de la théorie des complexes linéaires à l 'étude des surfaces e t  des courbes 
gauches. J'ai étudié, après M. Appell, les courbes dont les tangentes ap- 
partiennent à un  complexe linéaire; ces courbes possèdcnt un certain . 

nombre de points reiiiarquables où le contact de la tangente avec la coiirbe 
est  d u  second ordre. Je recherche la forme de  la courbe dans le voisinage 
de  ces points. Passant ensuite aux  courbes unicursales, je donne les con- 
ditions nkcessaires e t  suffisantes pour qu'une cour%e plane unicui.sale 
puisse être considérée comme la projection d'unc courbe gauche unicursale 
dont les tangentes font partie d'un complexe linéaire ayant son axe perpen- 
diculaire au plan de la courbe plane : ces conditions nécessaires e t  suffi- 
santes sont  que la courbe plane, supposée d'ordre rn, ait rn points d'in- 
flexion à l'infini. De ce théorème nous déduisons qu'une courbe gauche 
unicursale d'ordre m, sans point multiple, dont  les tangentes font partie 
d'un complexe linéaire, possède z ( m  - 3)points où la rangente a avec e l k  
u n  coniact de second ordre. 

J'ai étudié aussi les surfaces réglées dont les ç h é r a t r i c e s  appartiennent 
à u n  complexe linéaire. Sur chaque génératrice d'une telle surface, il y a 
deux points pour lesquels le plan tangent à la surface coïncide avec le  plan 
correspondant dans le complexe; le  lieu des points ainsi obtenus forme sur  
la surface une courbe dont les tangentes appartiennent a u  complexe, et  qui  
est une ligne asymptotique de la surface. Quand la surface réglée est algé- 
brique, cette courbe est algébrique et  son degré est égal à la classe d'unc 
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section plane quelconque d e  la surface. J'ai appliqué ces résultats à cer- 
faines surfaces réglées unicursales. Pour la surface gauche du  troisiome 
ordre, on obtient ainsi immédiatement les lignes asymptotiques, déterini- 
nées analytiquement par  Clebscli : ce sont des courbes gauches unicursales 
dii quatrième ordre, dont les tangentes appartiennent à un complexe li- 
néaire, e t  chacune de  ces lignes possède deux points où le conlact de  la 
tangente avec la  courbe est du second ordre. Signalons encore les surfaces 
du quatrième ordre ayant pour courbe double une cubique gauche; parmi 
les lignes asymptotiques de  cette surface se trouve une courbe gauchk du 
sixième ordre et d e  genre un. 

Un autre travail (77) SC rapporte cru prohlème suivant : Quelles sont les 
s~wfaces algébriques dont toutes les sections planes sont  unicursales? Tout 
d'abord s'offre la  classe des surfaces réglées unicursales, c'est-à-dire des 
surfaces réglées définies par les équations 

où a ,  b,  p, g sont des fonctions rationnelles d'un paramètre. 
E n  dehors de  cette classe de  surfices on aperçoit une surface remar- 

quable du quatrième ordre découverte par Steiner. On sait  que cette sur- 
face possède un  point triple d'où partent trois droites doubles : toutcs ses 
sections planes sont donc des courbes uniciirsales du  quatrième ordre. 

La réponse à l a  question posée est  assez curieuse : La surface de Steiner 
est la seule surface dont toutes les sections planes sont unicrtrsnles, en dehors 
des sz~rfaces r4glées unicursales. 
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