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ERRATA 

Page 30, ligne 32 : a u  lieu de  a + m ,  i l  faut a+ ai =oc>. 

Page 76, ligne 26 : a u  lieu de Ca3,  i l  faul B e 3 .  

Page 126, ligne 23 : au lieu de \jz2f 5 4 - 9 ,  i l  faut \ / x % $ - 5 2 4 - 9 .  
1 1 

Page 139, ligne 7 : au lieu de $7,  3 i l  faut = j .  

Page 140, ligne 6 : au lieu de n,, i l  faut 21,. 

6 ij 
Page 142, ligne 14 : au l ieu de z, il faut  55- 

Page 147, ligne 3 : azt lieu de 3 2 ~ 7 ,  i l  faut 40.2'. 
O O 

Yage 209, dernière ligne : au l ieu  de se réduit -, i l  faut se réduit à 
O 

Page 223, av.-dm. ligne : a u  lieu de x- a i ,  i l  faut x = a i .  

Page 231, ligne 9 : a u  l ieu de F(x) ,  i l  faut F(I2). 

Page 236, première ligne : au lieu de Stiirn, i l  faut Stiim. 

Yage 259, première ligne : au  l ieu de ccm-'dx, i l  f au t  mxm-'dx. 

Page 277, ligne 19 : au  l ieu  de 2k1,  i l  faut 2k f r . 
Page-308, ligne 9 : au lieu de -, 2'1 faut - - . log x S log x 

- . 

.Page 312, ligne 13 : au lieu de & i l  faut 
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Quand on travaille sur les connaissances humaines, 
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Le calcul infinitésimal, fondé sur le principe leibnitzien, a débuté par 
des prodiges, et cependant, au dire de Fontenelle, a l'Académie des 
u sciences a été plus de vingt ans en suspens sur la valeur des idées de 
« Leibnitz. Plusieurs ~éomètres, n dit Carnot, « ont ciri le principe 
« fautif et capable d'induire en erreur ; mais ils ont été accablés, si l'on 
« peut s'exprimer ainsi, par la multitude des prodiges, et par l'éclat des 
u vérités qui sortaient en foule de ce principe. )) 

Malgré celte multitude de prodiges et l'éclat de ces vérités, « l'analyse 
« transcendante, » dit Auguste Comte, (( présente cette grande imperfec- 
« tion philosophique de se trouver encore essentiellement fondée sur des 
« principes niétaphysiques dont l'esprit humain a eu tant de peine à 
a dégager toutes ses théories positives. )) 

En effet, le principe leibnitzien, sur lequel est fondée la méthode 
infinitésimale, celui que Fontenelle appelle « le grand principe et le plus 
u fbcond de tous, » est aussi le plus contraire à la raison, non-seulement 
en ce qu'il confère le droit, mais en ce qu'il va même jusqu'à imposer le 
devoir de négliger des quantités de toute espèce et de tout ordre, devant 
d'autres quantités d'un ordre supérieur, et cela, non dans le but de sd 
contenter d'une approximation suffisante, mais bien dans celui d'atteindre 
la pius rigoiireuse et la plus parfaite exactitude. 

' 

« C'est la  seule manière, u dit Carnot, « d'exprimer exactement les 
u conditions du problème, » et, ajoute M. Charlas de Freycinet u de 
a rktablir la réalité des choses. )) 

On comprend que les meilleurs esprits n'aient pu admettre, qu'avec 
une extrême répugnance, un  principe qui oblige à commettre des inexac- 
titudes comme seul moyen d'atteindre une parfaite exactitude, et qui, 
comme le dit RI. Baton de la Goupillière, u oblige à employer l'erreur pour 
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« parvenir a la connaissance de la vérité, et a quitter la vraie route dès le 
a début, pour n'y rentrer qu'au dernier moment. N 

D'Alembert ne croyait pas à la possibilité de démontrer ou de justifier 
un principe si paradoxal; car un jeune géomètre se plaignant à lui de 
l'obscurité que laissait dans son esprit l'étude d'une science fondée sur 
un tel principe : (( Allez en avant, N lui dit-il, u et la foi vous viendra. )) 

Lagrange, plus difficile à contenter, entreprit de rejeter non-seulement 
le principe leibnitzien, mais l'analyse infinitésimale elle-même, à laquelle 
il essaya de suppléer par a une analyse algébrique (censée) dégagée de toule 
r< considération de-limites et d'infiniment petits. D Il voulut ainsi refaire 
le calcul différentiel sans différentielles. Tentative qui devait réussir 
comme celle de faire des omelettes sans œufs. 

Malgré cela, l'ouvrage de Lagrange passe pour une œuvre de génie, et 
1'~cadémie des sciences de Paris, qui, selon l'expression de Fontenelle, 
avait conservé « une sainte horreur de l'infini, a couronné, par le premier 
u des fameux prix décennaux, la Théorie des Fonctions analytiques, 
w destinée, a dit Hoëné Wronski, u à extirper des Mathématiques l'im- 
u portante idée de l'Infini, ce principe de leur haute évidence et de leur 
n certitude absolue. 8 

Comme l'œuvre de Lagrange est restée loin du but que l'auteur s'y était 
proposé, Carnot, reprenant la question, a cru la résoudre en justifiant le 
principe leibnitzien par celui des erreurs compensées. Le principe en vertu 
duquel des erreurs se compensent exactement, parait, en effet, moins 
paradoxal, que celui qui oblige à commettre des erreurs pour (( rétablir 
r la réalité des choses. n Voili pourquoi Lagrange lui-même a cru voir 
dans la doctrine de Carnot, u la vraie métaphysique duca-cul différentiel, n 
et Auguste Comte, « la véritable explication logique directe de la méthode 
r de Leibnitz, » ou, comme il ajoute, « la manifestation précise et lumi- 
a neuse de ce que Leibnitz avait vaguement et confusément aperçu, en 
« concevant les bases rationnelles de son analyse. N 

11 ne me parait pas plus difficile de supposer aux infiniment petits une 
vertu occulte qui les fait évanouir en présence des quontités finies, que 
d'accorder aux erreurs la propriètè niiraculeuse de se dèlruire nècessaire- 
ment et comme par enchantement. 
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Dans l'enseignement actuel, la méthode infinitésimale se justifie par 
celle des limites : tout maintenant s'y définit, s'explique et se démontre 
au moyen des limites. 

Ainsi, tout en admettant avec Cournot que « la méthode infinitésimale 
a est mieux appropriée à la nature des choses, qu'elle est la méthode 
a directe, au point de vue objectif, » on lui préfhre, pour les démonstra- 
tions, la  méthode des limites, parce que, comme dit encore Cournot, « au 
a point de vue logique et subjectif, la rigueur démonstrative lui appartient 
u directement. P 

Cette opinion, qui est aussi celle d'Auguste Comte et de la plupart des 
géomètres, constilue pourtant une profonde erreur. Je prouverai que le 
defaut qu'on voit dans la méthode infinitésimale, n'est pas inhérent à la 
méthode en elle-même, mais réside uniquement dans l'esprit de ceux qui 
en ont voulu donner l'explication, tandis qu'il y a un défaut bien réel, et 
qu'on. ne voit pas, dans la méthode des limites appliquée au calcul 
différentiel. 

Une fois la rectification faite, l'avantage et la supériorité restent à la 
méthode infinitesimale, tant au point de vue subjectif qu'au point de vue 
objectif, tant pour les démonstrations que pour les applications. 

Charles Dupin a dit que Lagrange avait démontre Leibnitz. Ce n'est 
pourtant pas par Lagrange. mais par Neuton, c'est-à-dire par la méthode 
des limites, que les géomètres s'accordent aujourd'hui a démontrer 
Leibnitz. En réalité c'est à Leibnitz qu'il appartient de démontrer 
Lagrange et Neuton ; je Tenx dire que c'est dans la méthode de Leibnitz 
que réside la rigoureuse exactitude, et  non dans celles de Lagrange et de 
Neuton. 

L'explication rationnelle que je donne de la méthode infinitésimale 
sera fondée sur  la différence essentielle qui existe enlre l'infini absolu 
et l'infini relatif. Quoique ces termes aient et6 employés par quelques 
philosophes ou géométres, et que même Fontenelle ait cru devoir distin- 
guer le zéro absolu du zéro relatif, rien pourtant n'aéte dit de la distinction 
que j'établis entre les deux espèces d'infinis, et par suite d'infiniment petits, 
non plus que de l'application que j'en fais non-seulement à la rectification 
des principes fondamentaux du calcul infinitésimal, mais aussi à la réso- 
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lution de plusieurs dificultés ou paradoxes célèbres, tels que le postulatum 
d'Euclide, le fameux problème de Saint-Pétersbourg,: le paradoxe du 
Chevalier de Méré, le paralogisme qui a été proposé par M. Réalis dans 
les A7ouvetks Annnbs de .Mathématiques de 1864, et qui est resté inexpli- 
qué jusqu'aujourd'hui, etc. 

Leibnitz a dit : « Les règles du fini réussissent dans l'infini, cl, réci- 
« proquement, les règles de l'infini réussissent dans le fini. » Gauss dit 
au contraire : « Il n'est jamais permis, en mathématiques, de traiter une 
« grandeur infinie comme une quantité déterminée. )) M. Bertrand dit de 
même qu' « une quantité infinie ne peut pas figurer dans les calculs 
« comme une quantité déterminée. j) 

11 faudrait pourtant savoir à quoi s'en tenir. Les règles du fini réussis- 
sent-elles, ou ne réussissent-elles pas dans l'infini ? Leibnitz dit oui, 
Gauss et M. Bertrand disent non, tandis que Duhamel dit oui et non, 
comme on le voit dans le passage suivant : 

a La valeur de a étant arbitraire, peut être supposée aussi grande que 
« l'on voudra, et, par conséquent, les règles précédentes s'appliquent au 
« cas ou l'on a E = oo . Mais la démonstration directe ne pourrait plus 
« se faire de la même manière dans ce cas. D 

Ce raisonnement revient a dire : « Les règles précédentes s'appliquent 
CC a ce cas, » parce que les règles du fini réussissent dans l'infini. « Cepen- 

dant la démonstration directe » ne pourrait plus se faire de la même 
manière, parce que les régles du fini ne réussissent pas dans l'infini. 

Maintenant, les règles de l'infini réussissent-elles dans le fini ? Il fau- 
drait d'abord dire quelles sont ces règles, et jc défie bien d'en énoncer une. 
Je ne veux pas dire que rien n'ait été tenté sur ce sujet. Ainsi, Fontenelle, 
par sa Géométrie de l'Infini, paraît s'ètre proposé de nous donner un 
traité complet des propriétés et des règles de l'Infini; Dans le rapport que 
R6aumur en a fait à l'Académie des Sciences, il dit que (( la Géométrie 
« de l'Infini contient des spéculations sublimes. » Dans le présent 
ouvrage je prouve que toutes ces spéculations sublinies sont des aber- 
rations vraiment incompréhensibles. 

On lit dans l'introduction du Cours d'Analyse de 11. Hermite : « Le calcul 
K infinitésimal semble annoncer une étude et une science de l'infini, 
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a résultant d'un rôle plus étendu de cette notion que dans les éléments. 
C( En réalité, le rôle de l'infini dans ces régions élevées des Mathématiques, 
u est en entier résumé dans un petit nombre de propositions du caractère 
« le plus simple, et telles qu'on pourrait les énoncer et les démontrer 
« dès le commencement de la Géométrie. x 

Si ces propositions conviennent aux quantités finies, elles indiquent le 
rôle du fini, e t  non celui de l'infini ; si, au contraire, elles ne conviennent 
pas aux quantités finies, je les déclare fausses et absurdes. 

Je montrerai, par un bon nombre d'exemples, que la plupart des diffi- 
cultés et des paradoxes célèbres qu'on rencontre en illathematiques, ont 
leur origine dans quelque fausse propriété attribuée a l'infini. 

L'infini proprement dit, celui que j'appelle l'infini absolu, n'a pas 
d'autre propriété que d'être impossible et, par conséquent, ne saurait 
être exprimé en nombre. 

Si,  contrairement à ce principe, nous voyons qu'une probabilitb infinie 
est exprimée par l'unité, symbole de la certilude, comme disent les auteurs 
qui ont traité ce sujet ; si, par suite, « la certitude et la probabilité sorit 
« comparables, a comme le dit Laplace, ces absurdités résultent de la 
fausse définition; ou de la fausse mesure que les géomètres s'accordent à 
donner de la probabilité. 

Ce que j'avance ici sera pleinement justifié dans la Théorie malh&mali- 
que de l'ln/îni. Cependant on admettra difficilement que les géomètres 
soient restés des siècles dans l'erreur qui leur a fait adopter une fausse 
mesure de la probabilité. C'est qu'en ce cas, comme en tant d'autres, on 
entend que la fin justifie les moyens, et que le principe est bon puisqu'il 
conduit à des résultats exacts ; tandis qu'on ne comprend pas, qu'en bien 
des cas, les résultats sont exacts malgré la fausseté du principe. C'est ainsi, 
par exemple, qu'on donne le postulaturn d'Euclide comme un principe 
exact et même évident, parce qu'on en tire une théorie exacte des paral- 
lèles ; tandis qu'on ne comprend pas que le principe ne conduit à une 
théorie exacte que parce qu'il renferme une erreur qui détruit et corrige 
celle de la définition des parallèles. 

Tant de géomètres, et des plus capables, se sont casse la tête sur  la 
question du pos&ulatzcm d'Euclide , qu'on ne peut guère espérer de les 
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XII PRÉFACE 

faire sortir du système dans lequel ils ont, en quelque sorte, cristallisé 
pendant des siècles, et de les convaincre de la fausseté d'une proposition 
qu'ils ont toujours acceptée comme incontestable, et (( dont l'évidence, r 

dit M. Bertrand, a permet aux esprits de bonne foi de l'accepter comme 
N un axiome. D 

Si, selon l'expression de M. Bertrand, on peut encore compter sur  des 
a esprits de bonne foi, r je prétends les convaincre non-setdement de la 
faillibilité de nos géomètres les plus compétents, mais de leur incompé- 
tence même. 

En effet, tous les géomètres, et les plus compétents, les Legendre, 
les Duhamel, les Bertrand de Genève et de Paris, les Gauss, les Schuma- 
cher, les Lobatschewsky, les Hoüel, etc., les partisans de la géométrie 
non-euclidienne comme les partisans de la géométrie euclidienne ; tous, 
avec un accord et un entrain qu'on n'aurait pas trouvés chez les moutons 
de Panurge, admettent que le postulatum d'Euclide et le théorArne sur la 
somme des angles d'un triangle sont des propositions équivalentes, même 
a évidemment équivalentes 1) , comme dit M. Bertrand. Naturellement , 
M. Bertrand serait fort en peine de dire au juste ce qu'il faut pour que 
deux propositions soient (( évidemment équivalentes B. Mais, sans se croire 
obligés de donner la définition du terme , les géomètres entendent que 
l'une des deux propositions étant donnée, I'autre peut s'en déduire im- 
médiatement. C'est dans cette persuasion que Legendre a d'abord demontré 
le théorème sur la somme des angles d'an triangle afin d'en déduire, 
ensuile, le postulatum d'Euclide. Ceux qui, depuis Legendre, sont venus 
se heurter à la même dificulté, se sont occupés uniquement du  théorème 
sur  la somme des angles d'un triangle, persuadés que ce théorème étant 
l'équivalent du postulatum , celui-ci se trouverait démontré en même 
temps que l'autre. Ainsi, Schumacher écrit à Gauss: 

(( Je prends la liberté de vous soumettre une tentative quo j'ai faite 
n pour démontrer, sans le secours des parallèles ni d'aucune théorie, la 
a proposition que la somme des angles d'un triangle égale 18O0, d'où 
(( suivrait alors la démonstration du postulatum d'Euclide. II 

De même, M. Bertrand, dans un rapport à 1'Académie des Sciences, dit : 
r M. Carton s'efforce de demontrer le postulatum d'Euclide avec la 
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a même rigueur que les autres propositions de la géométrie élémentaire, 
(( et il nous sembla qu'il y est parvenu. Le problème évidemment dqui- 
cc valent auquel s'attaque M. Carton, est la  détermination de la somme 
u des angles d'un triangle. n 

Les deux propositions sont tellement équivalentes, que l'une est rigou- 
reusement vraie et l'autre absolument fausso. Celle qui est 'vraie est le 
théorème sur  la somme des angles d'un triangle ; et,  comme du vrai on ne 
peut tirer le faux, le  postulatum ne pourra se déduire ni du  théorème sur 
la somme des angles d'un triangle, ni de toute autre proposition exacte. 

Mais le vrai pouvant se tirer du  faux, comme le dit Duhamel, d'après 
Aristote, le théorème sur la somme des angles d'un triangle, qui est une 
proposition vraie, peut se tirer du  faux , surtout quand au lieu d'une pro- 
position fausse, on en donne deux, qui sont la définition et le postulatum 
d'Euclide. 

Si l'on n'admet pas les raisons par lesquelles je démontre que le pos- 
tulatum d'Euclide est une proposition fausse, (c les esprits de bonne foi u 
- s'il en reste - seront bien obligés de reconnaître l'erreur et l'incom- 
pétence des géomètres qui prétendent que les deux propositions sont 
équivalentes, ou que le postulatum peut se déduire du théorème sur  Ta 
somme des angles d'un triangle, puisque je leur donne le défi de déduire 
le postulatum , soit du  théorème sur la somme des angles d'un triangle , 
soit d'une proposition quelconque choisie dans la théorie des parallèles 
ou partout ailleurs. 

Puisque l'infini n'a d'autre propriété que d'être impossible , il suffira 
qu'une propriété attribuée à l'infini ne convienne pas aux quantités finies 
pour que je la  déclare fausse et absurde. Par exemple; Legendre dit : 

a Toute ligne droite tracée sur  un plan, et indéfiniment prolongée dans 
u les deux sens , divise ce plan en deux parties qui ,  étant superposées, 
a coïncident dans toute leur étendue et sont parfaitement égales. D 

Comme cette proposition ne s'applique pas a une figure finie, telle qu'un 
cercle ou un carré, je la déclare facsse et absurde. 

Legendre dit encore : 
u Il répugne a la nature de la ligne droite qu'une telle ligne, indéfini- 

a ment prolongée, puisse être renfermée dans un angle. » 
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Un angle étant donné , je puis bien mener trente-six droites finies qui 
soient renfermées dans l'angle. Il n'y a donc qn'une droite infinie, 
c'est-à-dire sans extrémités , qui ne puisse pas être renfermée dans un 
angle. Or, une telle droite étant impossible, la propriété qu'on lui prête 
est absurde. 

Il  en est de méme de la propriété en vertu de laquelle les quantités finies 
s'effacent devant les quantités infinies, propriété que Fontenelle proclame 
comme le grand principe et le plus fécond de tous,  sur  lequel le grand 
Arnaud et Auguste Comte se sont appuyés pour démontrer le théorème 
de la somme des angles d'un triangle, en supprimant la surface finie du 
triangle devant la surface infinie du plan. 

Si M. Hermite et Auguste Comte sont d'avis de placer de telles 
propositions au commencement de la Géométrie, je suis d'avis qu'elles 
doivent être bannies absolument de la science, au  même titre que le 
principe de l'horreur du vide. 

Ce que je dis la s'applique pareillement au postulatum d'Euclide, fondé 
sur la possibilité d'un prolongement infini. 

C'est dans la Théorie Malhématique de I'lnfzni que toutes ces proposi- 
tions se présenteront pour y trouver non leur démonstration, mais leur 
exécution. 

Je considère toute fausse propriété de l'infini comme un déraillement , 
et je qualifie de science après déraillement loute théorie f'ondke sur  une 
pareille propriété : tels sont quelques-uns des beaux travaux de Cauchy 
sur les valeurs générales, principales , singulières et indéterminées des 
intégrales définies. 

Sans doute, un déraillement peut être, pour certains artistes ou indus- 
triels, tels qu'un chirurgien ou un  pick-pocket. upe occasion précieuse de  
beaux et lucratifs travaux. Mais le conducteur de la machine ou du train 
doit par-dessus tout éviter le déraillement. Je présenterai comme un bel 
exemple de science après déraillement, la Théorie Mathématique de Z'Es- 
pérance morale, inaugurée par Daniel Bernoulli, et présenthe dans toute 
sa splendeur par l'auteur de la Mécanique ckleste. 

Tout récemment on s'est tant occupé de l'Ordre moral, d'abord pour le 
faire et ensuite pour le défaire, que je suis étonné qu'on n'ait pas songé 
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à y appliquer cc le principe ingénieux que Daniel Bernoulli a donné pour 
a soumettre à l'analyse l'Espérance et la Fortune morales. » 

Inutile d'ajouter que le déraillement de la Théorie Malhémalique de 
l'Espérance morale, est dû la présence de l'infini introduit dans le 
fameux problème de Saint-Pétersbourg. 

Outre la Théorie Malhématique de l'Infini, on trouvera aussi, parmi les 
notions fondamentales de cet ouvrage, plusieurs théories qui me sont pro- 
pres, telles que ma Théorie des Coimrgents,  avec ses applications à la 
détermination des asymptotes et des limites des fonctions qui se présentent 
sous une forme dite indéterminée ; ma A'ouvelb Thdorie des Lognrilhmes, 
qui, en accordant aux  nombres négatifs les mêmes logarithmes qu'aux 
nombres positifs, restitue à cette théorie la généralité dont le défaut a 
quelquefois égaré les géomètres dans des aberrations qu'on pourrait qua- 
lifier de sublimes, comme les spéculations de la Géométrie de l'infini 
de Fontenelle. 

Le besoin de donner des logarithmes aux nombres négatifs se présente 
si fréquemment et si impérieusement ; I'impossibilité d'y suppléer autre- 
ment que par des sophismes est si  manifeste, que l'on comprend difici- 
lement que Jean Bernoulli et d'Alembert aient échoué dans leur entreprise 
de donner à la théorie des logarithmes la généralité qui lui manque encore 
aujourd'hui, malgré une vaine prétention d'y suppléer par des logarhh- 
mes imaginaires. Il est vrai que l'argumentation de ces deux grands 
géomètres, comme celle des géomètres qui ont voulu rectifier la théorie 
des parallèles, péchait par la base, en ce sens qu'elle conservait la défini- 
tion dans laquelle r6side essentiellement le défaut de la théorie. 

Dans la théorie des logarithmes, comme dans la théorie des parallèles 
et la théorie des probabilités, c'est la définition elle-mème qui est défec- 
tueuse et qu'il faut modifier. Je montrerai, dans une discussion appro- 
fondie, le défaut de ces définitions en même temps que la manière de les 
rectifier. 

Ca rectification de la définilion des logarilhmes sera fondée sur la pro- 
priété de deux progressions géométriques composées de nombres deux à 

deux égaux et de signes contraires, d'avoir une même raison, d'ou résul- 
tera nécessairement pour deux termes ~o r r e s~on~aan t s ,  qui sont deux 
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nombres égaux et de signes contraires, le méme logarithme, c'est-à-dire 
le même exposant de la raison ou de la base du système. 

Après avoir démontré que deux nombres égaux et de signes contraires 
doivent avoir le même logarithme, d'Alembert ajoute qu'il ne voit pas 
quelle objection on pourrait faire i sa démonstration. Cependant, il suffit 
de savoir par quelles pitoyables raisons Leibnitz a contredit J. Bernoulli, 
qui soutint la même opinion que d'Alembert, pour se faire une idée de 
celles qu'on peut attendre des géomètres vulgaires. 

Dans sa discussion contre Bernoulli, Leibnitz alla jusqu'à soutenir que 
les rapports des nombres négatifs sont imaginaires et, qu'ainsi, ces nom- 
bres ne sauraient figurer dans une proportion ; tandis que d'Alembert et 
Carnot admettent que les nombres négatifs peuvent trés-bien figurer dans 
les proportions, el  ils en concluent que les nombres négatifs ne sont pas 
plus petits que zéro. Duhamel a cru saisir le joint, je veux dire le juste 
milieu, en disant que les proportions entre des nombres négatifs sont bien 
des proportions, mais des proportions entre des choses qui ne sont pas 
des grandeurs. 

Le titre de cet ouvrage indique qu'il est divisé en deux parties. Mais, 
comme les principes développés dans la Théorie Mathdmatique de l'Infini, 
se trouvent reproduits en substance et d'une manière plus élémentaire, 
dans les notions fondamentales de la seconde partie, il en résulte que 
c'est par la seconde partie que devront commencer les lecteurs encore peu 
versés dans les sciences mathématiques. 

Ordinairement, l'auteur d'un ouvrage emploie les numéros de renvoi 
pour éviter les répétitions. Dans celui-ci, j'ai préféré les répétitions aux 
numéros de renvoi. S'il en résulte, pour quelques lecteurs, le désagrément 
de rencontrer plusieurs fois la même idée, ce sera, pour d autres, un 
avantage de l'y retrouver sonsune forme ou sous un jour nouveaux. 
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CALCUL INFINITESIMAL 
FONDE SUR 

DES PRINCIPES RATIONNELS 

PREMIÈRE PARTIE 

(< L'analyse transcendante présente cette grande imperfection philosophi- 
u que de se trouver encore essentiellement fondée sur des principes 
a métaphysiques dont l'esprit humain a eu tant de peine 2 dégager toutes ses 
u théories positives. Sous ce rapport, on peut dire que la méthode infinitési- 
a male porte vraiment l'empreinte caractéristique d;! l'époque de sa fonda- 
(( tion et du génie propre de son fondateiir. n (Auguste Comte, Philosophie 
positive). 

Dégager la méthode infinitésimale des principes métaphysiques sur les- 
quzls elle est encore aujourd'hui fondée, pour la  coiistitiier définitivement 
A l'5tat de théorie positive , en la fondant exclusivement sur des principes 
vraiment rationnels, tel est l'objet principal du présent ouvrage, que je 
dédie siirtout aux amis de l'exactitude mathématique. 

Au point de vue théorique, l'analyse infinitésimale ne paraît qu'une mé- 
thode d'approximation, tandis que dans ses applications, elle donne des 
résultats rigoureusement exacts. De là a le conflit qui, depuis un sigcle, D 
dit Auguste Comte, u paraissait insurmontable entre la théorie et la pratique 
u du calcul transcendant. n 
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La raison ne pouvant gubre admettre qu'un principe inexact conduise 
toujours à des résultats parfaitement exacts, les plus éminents géombtres ont 
compris la  nécessité de faire cesser le conflit en expliquant le paradoxe. 

D'Alembert croyait la démonstration du principe de Leibnitz impossible 
comme celle du postulatum d'Euclide. Selon lu i ,  le postulatum d'Eu- 
clide fait le scandale de la géométrie, et quant A celui de Leibnitz, il ne le 
justifiait pas autrement qu'en disant : Allez en avant ,  et la foi vous 
viendra. 

Cependant, il a été fait des traités spéciaux pour expliquer le paradoxe et 
faire cesser le conflit. C'est daris ce but qu'ont été publiés les Eléments de 
la  Gdométrie de l'Infini, par Fontenelle ; la Théorie des fonctions analy- 
tipues, par Lagrange ; les R4pexions sur  la mélaphysipue du  calcul diffë- 
rentiel, par Carnot ; 1'Etude su r  la métaphysique du haut calcul, par 
M. Charles de Freycinet, etc. 

Carnot cherche à justifier et concilier toutes les méthodes : celles 
u d'exhaustion, des indivisibles, des indéterminées, des limites, des fluxions, 
u des évanouissants, des dérivées. » Il accorde à ceux qui le veulent, que 
les infiniment petits sont de purs zéros, « qui ont entre eux des rapports très- 
« intéressants A connaître », et aux autrzs, que les infiniment petits sont 
des quantités réelles qu'on ne peut négliger sans erreur. Néanmoins, il 
soutient l'exactitude de la méthode qui les néglige systématiquement, 
et la justifie en imaginant le principe de la  compensation des erreurs, qui 
donne le droit et impose même le devoir de négliger les infiniment petits, par 
la raison spécieuse que les erreurs ainsi commises se compensent nécessaire- 
ment et comme par enchantement. 

La méthode infinitésimale et la méthode des limites sont fondées, l'iine 
comme l'autre, sur un principe indémoiilrable. 

En effet, dans la mèthode infinitésimale on néglige les infiniment petits 
en vertu du principe Leibnitzien, et dans la méthode des limites on néglige 
pareillement les infiniment petits en rempla~ant les variables par leurs 
limites. C'est ce vice radical, commun aux méthodes connues avant Lagrange, 
qu'il a voulu éviter dans sa Théorie des fonctions analytiques, comprenant 
les principes du calcul diffërentiel, dégagés de toute considération d'infini- 
ment petits, d'évanouissants, de limites et de fluxions. 

Dans la méthode de Lagrange, toute fonction de x f h est remplacée par 
son développement en série d'aprbs la  formule de Taylor. Il admet donc en 
principe, que toute fonction de x + h peut se développer par cette formule ; 
or on peut retourner contre ce principe l'objection qii'il fait LI celui de 
Carnot en disant : (( C'est ce qu'on peut faire voir aisément dans des exemples, 
(( mais ce dont il serait peut-être difficile de donner une démonstration géné- 
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rale. n En admettant même que toute fonction de x + h fût developpable 
daprbs la forniule de Taylor, i l  resterait contre la méthode de Lagrange une 
objection capitale ; en effet, on ne remplace une fonction par son développe- 
ment en série, qu'en négligeant la  différence qui existe toujours entre la 
fonction et la somme des termes de la série. Ainsi, la méthode de Lagrange, 
censée dégagée de toute considération de limites et d'infiniment petits, 
remplace continuellement les variables par leurs limites, eu négligeant 
les infiniment petits, ce qui est pire que de les considérer. Encore n'estcce lb 
que son moindre défaut, puisque dans le cas d 'me série divergente, la diffé- 
rence négligée n'est plus un infiniment petit, mais une quantité finie ou 
même infiniment grande. 

Charles Dupin a dit que Lagrange avait démontre Leibnitz; or, c'est juste- 
ment parce que Lagrange croyait Leibnitz indémontrable, qu'il a voulu se 
frayer une autre route par sa théorie des fonctions analytiques: il aiirait 
donc démontré Leibnitz sans le vouloir, tout comme M. Jourdain faisait de 
la prose sans le savoir. 

En rejetant les méthodes justifiées par Carnot, Lagrange approuve cependant 
son principe des erreurs compensées; il y voit même « la vraie métaphgsiqiie 

du calcul différentiel. n Mais, comme il lui semblait difficile, sinon impossi- 
ble, d'en donner une démonstration générale, i l  ne pouvait fonder sur ce 
principe sa théorie des fonctions analytiques. 

Tandis que Lagrange pense que la démonstration générale est impossible, 
Carnot dit : « Je crois qu'il ne manque rien n i  l'exactitude ni A la généralité 

de la démonstralion que j'ai donnée. » Je veux montrer ici, en peu de mots, 
ce que vaut la délnonstration générale de Carnot. 

Il calcule, par la méthode infinitésimale, la  longueur d'une sous-tangente 
qu'on sait aussi trouver p f l  la géométrie ordinaire ; y uis, pour appliquer le 
principe des erreurs compensées, il considére la courbe comme un polygone 
dont chaque cdté prolongé forme une sécante de la courbe. La distance des 
deux points où la sécante coupe la courbe, est un infiniment petit, qu'il 
néglige lorsque la sécante devient tangente, ce qui lui donne exactement 
le résultat trouvé par la géométrie ancienne; aprbs quoi il tient le raisonne- 
ment suivant : Lorsqu'on prend une courbe pour un polygone, on fait tou- 
jours une erreur, quelque petits que soient les côtés du polygone ; ensuite, 
lorsquY(l la fin du calcul on néglige les infiniment petits, on fait une autre 
erreur ; or, puisque le résultat est rigoyreusement exact, il fant, de toute 
nécessité, que les erreurs se soient compensées. 

Ce raisonnement captieux, qui n'est, au fond, qu'un sophisme, a pu ce- 
pendant séduire des génies tels que Lagrange et Auguste Comte, qui l'ont 
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reproduit presque textuellement, le premier dans sa Théorie des fonctions 
anaZyiiques , et le second, dans sa Philosophie positive. 

Pour le réduire 3 sa juste valeiir , je dis i 
1" L'erreur que vous faites en prenant une courbe pour un polygone, 

expire sur vos lèvres : elle n'atteint point votre calcul, puisque vous opérez 
sur l'équation de la courbe et non sur celle du polygone. 

2" L'erreur que vous faites en négligeant, Si. la fin du calcul, les infiniment 
peti:s , est pareillement nullz , puisque la sécante ne devient tangente que 
quand les deux points de rencontre c~ïncident ou que leur distance est zéro. 

C'est donc parce que, dans cet exemple, les erreurs sont absolument nulles, . 
qu'elles se compeilsent si exactement et comme miraculeusement. Mais 
lorsque les infiniment petits négligés ne pourront pas se réduire St zéro, 
les erreurs ne se détruiront pas, et le miracle ne se produira plus. 

Tous les géomètres ayant cru que les infiniment petits pouvaient toujoura 
devenir nuls ou être négligés, cette fausse idée a fait tomber les plus 
éminents dans les plns graves erreurs. Ainsi, les frkres Bernoulli ont publié, 
et M. Bertrand a reproduit un calcul censé irréprochable, qui  les a cepen- 
dant conduits à l'absurdité I = o. M. Gérono a publie un autre exemple qui 
le conduit pareillement à I = o. Le calcul est pour eux irréprochable, par 
suite de cette fausse idée, que l'infiniment petit peut toujours devenir nul 
ou se négliger. Les faux résultats auxquels les conduit cette fausse idée, leur 
semblent des effets bizarres du calciil. Ils leur donnent le nom de paradoxes, 
et ils les expliquent par d'autres paradoxes souvent plus inadmissibles que 
les premiers. 

Aucun auteur n'a distingué l'infiniment petit qui peut devenir nul, de 
celui qui ne peut jamais se réduire à zéro. La distinction de ces deux infini- 
ment petits revient à celle des deux infinis que j'appelle l'infini absolu et 
l'infini relatif. 

Quoiqu'il y ait entre ces deiix infinis un abîme , les géomètres les ont 
toujours confondus, comme ils ont confondu les infiniment petits. Je mon- 
trerai les erreur; auxquelles cette doiible confusion a conduit les Bernoulli, 
les Laplace, les Lagrange, les d'Alembert, les Cauchy, les Duhamel, les 
Bertrand et,  en général, les géomètres modernes. 

A vrai dire , il n'y a point d'infini en mathématiques ; car I'infini absolu 
est impossible , et l'infini relatif est essentiellemerit fini, puisque c'est une 
valeur très-grande attribuée à iine variable. Ainsi, les mathématiques, même 
le calcul infinitésimal, pourraient parfaitement se passer de l'infini. De même 
que le mal n'est pas tant de croire aux sorciers que de les brûler, de même le 
mal n'est pas tant d'admettre des quantités infinies que de leur attribuer des 
propriétés fantastiques. Nous n'accordons à l'infini absolu que la propriéte 
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d'être impossible. Quant (I l'infini relatif, comme il est essentiellement fini, 
il aura toutes les propriétés des quantités finies et n'en aura pas d'autres. 

Leibnitz dit que u le; règles du fini réussissent dans l'infini. » Cette pro- 
position est évidente, s'il s'agit de l'infini relatif, et absurde quand il s'agit 
de l'infini absolu. . 

Piiisqu'il n'y a de réel que l'infini relatif, qui est le trbs-grand, il n'y pas 
d'autre infiniment petit que le trés-petit. M.  Bertrand reproche a Leibnitz 
d'avoir employé A ce sujet « un langage q ~ i i  ne signifie rien de précis et 
(( conduirait à confondre l'infiniment petit avec le très-petit. n Si l'infini- 
ment petit n'est pas trés-petit, qu'est-il? Si l'on en croit M. C. de Freycinet, 
(( avant Carnot on avait des idées assez coiifuses et même fausses sur la 
u nature des infiniment petits. C'est faute, dit-il, de creuser la véritable 
u notion des infiniment petits. n 

Carnot lui-même dit: u On n'a jamais pu se formei- qu'une idée imparfaite 
« de ces éléments, esphces d'êtres singuliers, qui tantôt jouent le rdle de véri- 
(( tables quantités, tantdt doivent &tre traités comme absolument nuls et sem- 
u blent, par leurs propriétés equivoques, tenir le milie~i entre la grandeur et 
« le zéro, entre l'existence et le néant. D 

Je crois aussi « qu'on n'a jamais pu se former qu'une idée imparfaite de 
« ces éléments qui tiennent le milieu entre le très-petit et le zéro, n de 
même qu'on ne pourrait se former qu'une idée trbs-imparfaite d'une figure 
qui tiendrait le milieu entre le cercle et le carré. Mais pourquoi vouloir se 
former une idée parEaite d'êtres impossibles ? 

Voyons si depuis Carnot on a des idées trés-claires sur la nature des infini- 
ment petits. « Nous répondrons, avec Ampère, avec Poisson, nos chers et 
« illustres maltres, » dit le pére Gratry, « que 1'Plément infinitésimal n'est 
« pas une quantité tréspetite; ce n'est en aucune sorte, une quantité. 
« Comme quantité l'élément infinitésimal est absolument nul. Il nous semble 
« encore entendre M. Ampére, dans son cours de mécanique, s'écrier avec in- 
u dignation: u Non ! non ! ce n'est pas trés-petit, c'est nul, c'est absolunient 
« pul. )> 

L'expression même trahit l'embarras de l'auteur ; « ce n'est pas très-petit, 
u c'est nul; c'est absolument nul ! n Il  n'ose pas dire : L'infiniment petit 
n'est pas trés-petit, cela jurerait trop ; il dit: ce n'est pas trbs-petit. Si c'est 
absolument nul, c'est zéro, et  si c'est zéro, pourquoi l'appelèr infiniment 
petit ? 

Ainsi Ampére, dans son cours de Mécanique, s'écrie : u L'élément infini- 
u tésimal est nul, absolument nul, » et Poisson dit dans son Traité de 
Mécanique : u Les infiniment petits ont une existence réelle et ne sont pas 
R seulement un moyen d'investigation imaginé par les géométres. n 
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D'aprés Poisson a l'élciment infinitésimal, comme quantite, est absolument 
u nul, D et d'aprbs le même Poisson, (( lin infiniment petit est une grandeur 
u moindre que tonte grandeur donnée de la même nature. » 

Il me semble bien qu'il n'y a que zéro qui soit plus petit que toute gran- 
denr donnée. Mais si l'infiniment petit est zéro, pourquoi ne pas le dire? et 
poiirquoi l'appeler infiniment petit, au lieu de l'appeler zéro ? Si (( l'élément 
u infinitésimal est absolument nul, n de quoi peiit-il être l'élément ? et com- 
ment une somme de ces éléments, c'est-à-dire de zéros, peut-elle donner 
autre chose que zéro ? 

Le même galimatias se reproduit au sujet de'l'iriflni. Ainsi, d'aprés Cauchy, 
on dit qu'une quantité variable devient infiniment grande, lorsq-.~e sa 

(( valeur numérique croit indéfiniment de maniére à converger vers la 
(( limite or,. )) 

J'aimerais mieux qu'on me dît ce que c'est qu'une quantité qui est infinie, 
qu'une quantité qui le  devient, et si une quantité ne peut pas être infinie, 
comment peut-elle le devenir? Enfin si le signe cr, représente une quantité 
devenue infinie, pourquoi une variable arbitraire ne pourrait-elle pas attein- 
dre et dépasser cette quantité 9 

Lorsqu'en mathématiques vous rencontrez une pierre d'achoppement, un 
scandale ou un  paradoxe, vous pouvez demander où est l'infini; je veux dire 
que l'erreur vient d'une fausse propriétb attribuée à l'infini, qui, comme je 
le répète, n'a d'autre propriété que d'être impossible. 

Par exemple, le c6lbbre postulatum d'Euclide et le fameux problème de 
Saint-PBtersbourg ont fait jusqu'ici le désespoir des géométres. Qu'y a-t-il 
dessous? l'infini, qui rend chacune de ces deux questions impossible ou 
absurde. 

Si au lieu d'aller chercher un prolongement à. l'infini, Euclide avait fondé 
la  définition des parallbles sur leur équidistance, son celbbre postulatum 
n'aurait jamais vu le jour. La géométrie y aurait gagné, et tant de géométres 
n'auraient pas perdu leur peine, sinon la tête, à en chercher la démons- 
tration. 

L'infini absolu étant impossible, toute propriété qu'on lui  supposera, toute 
opération qu'on fera sur lui, seront absurdes. Au contraire, l'infini relatif 
étant essentiellement fini, aura les mêmes propriétés et sera soumis aux 
même6 opérations que les quantités finies. Il s'ensuit qu'une praprieté qui ne 
convient pas aux quantités finies, ne saurait convenir ni à l'infini absolu ni 
à l'infini relatif. Je déclarerai donc absurde tout raisonnement qui supposera 
A l'infini une propriété qui ne convient pas aussi bien aux quantités finies. 

Par exemple, Legendre voulant démontrer le postulatum d'Euclide, pose 
ce principe: (( Toute ligne droite tracée sur un plan, et indéfiniment pro- 
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a longée dans les deux sens, divise ce plan en deux parties qui étant super- 
« posées, coïncident dans toute leur étendue et sont parfaitement égales. )) 

Un plan infini ou sans bornes étant impossible, une droite ne le partage n i  
en deux parties égales n i  en deux parties inégales. Mais toute figure plane ter- 
minée par un périniétre quelconqiie, par exemple un cercle, pourra être par- 
tagée, par une droite, en deux parties soit égales, soi t inégales, aussi bien 
lorsque le cercle sera dit infini, c'est-à-dire trésgrand, que quand il sera 
fini. Mais s'il s'agit de l'infini absolu, c'est-à-dire d'un cercle illimité, sans 
circonference, ou, comme dirait Pascal, d'un cercle dont le centre est partout 
et la circonférence nulle part, je ne luiaccorderai d'autre propriété que celle 
d'être au moins aussi impossible qu'un cercle carré. Or, .de même qu'on 
n'accorde aucune proprikté au cercle carré, on n'accordera pas au plan 
illimité la propriété d'être divisé par une droite qiielconque en deux parties 
soit égales, soit inégales. 

Leibnitz, l'Hôpital, Fontenelle, Cauchy, Boucharlat et autres, prétendent 
qu'on a x + a  = x quand x est infini. Comme cette égalité est fausse quand 
x est fini, il faut la dire fausse quaiid x est infini, et déclarer absurdes les 
raisonnements par lesquels on prétend la justifier ou la démontrer. 

En refusant ainsi toute espéce de propriété A l'infini absolu, et n'accordant 
B l'infini relatif que les propriétés qui conviennent aux quantités finies, l'ana- 
lyse infinitésimale descendra de ces hauteurs mystérieuses où elle ne se mon- 
trait qu'enveloppée de nuages obscurs, et viendra prendre sa place naturelle 
CL la suite de l'analyse algébrique, en se fondant sur les mêmes principes et 
se développant suivant les mêmes lois. 

Un traité fait dans ces conditions présenterait à I'éléve une route lumi- 
neuse dans laquelle il marcherait d'un pas sûr, sans qu'on fut oblige de lui 
crier avec d'Alembzrt : Allez en avant, et  la foi vous viendra. Je dois dire 
qu'un tel traité serait, pour le moment, trés-peu apprécié et n'aurait guère 
de chances de succés. J'en vais faire comprendre la raison par un exemple. 

La question des fonctions qui se présentent, sous une forme indéterminée, 
se traite dans le calcul différentiel. On s'en occupe aussi en algébre, et 
M. Bertrand y avait consacré un chapitre tout sphcial. Dansl'une comme dans 

1 
l'autre méthode on suppose que - = O, c'est - B -dire que l'infini est une 

CO 

quantité qui, multipliée par zéro, donne r. Cette propriété attribuée ii. l'infini 
est purement illusoire, puisqu'il n'y a point de quantite finie qui  en 
jouisse. Une méthode fondée sur cette proprieté, n'ayant rien de rigoureux, 
peut conduire A des résultats trés-faux, comme je l'ai fait observer en par- 
ticulier à M. Bertrand, qui a pris la remarqne en considération, puisque dans 
l'avertissement de l'édition qui a paru l'année suivante (1865), on lit: cc Le 
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a chapitre sur les expressions qui se présentent sous une forme indéterminée, 
« a été rayé. Nous avons pense qu'il valait mieux ne s'occuper de ces sortes 
a de questions qu'aprés avoir étudié les propriétes des dérivées. n 

Quitter la méthode algébrique pour celle qui est fondée sur les dérivées, 
c'est tomber de Charybde en Scylla, puisque, comme je l'ai dit, elles ont le 
même' vice radical. 

La règle fournie par les dérivées consiste A remplacer une fration dont le8 
denx termes deviennent nuls ou infinis en m&me temps, par le rapport des 
dérivées de ses deux termes. 

Le second cas se déduit du premier par une démonstration que Lioiiville 
appelle « l'élégai~ te extension donnée par Cauchy au théoréme de 1'Hbpital. n 
Cette élégante extension consiste B diviser les deux termes supposés infinis, 

w O 
par leur produit, ce qui fait passer la fractionde la forme - & - en suppo- 

Co 0 ,  
sant toujours que O est la reciproque de l'infini. La démonstration, fon- 
dée sur une fausse propriété de l'infini, est tout-A-fait illusoire. 

Il s'ensuit que la régle démontrée générale n'est pas du  tout g6nérale, et 
que les régles particuliéres qu'on en déduit sont illusoires, comme les appli- 
cations qu'on fait des unes et des autres. Quand, ensuite, on a rencontré des 
exemples auxquels la règle générale ne s'applique pas, on a dû se méfier de 
la demons tra tion et y soupconner qnelque défaut. Cependant MM. Bertrand, 
Liouville, Duhamel, Blanchet, etc., l'ayant fouillée dans tous ses coins et 
recoins, l'ont déclarée d'une parfaite exactitude, et ont cru devoir y ajouter 
quelques détails pour garantir l'entiére généralité de la régle. 

Ainsi, ayant désigné par A la vraie valeur de la fraction indéterminée, ils 
supposent le cas où A serait infini, et disent que dans ce cas on ne peut plus 
diviser par A les deux termes de l'égalité. Comme on le peut toujours quand 
A est fini, voilà donc encore une propriété illusoire attribuée B l'infini. Il  
faudrait pour tant s'entendre : tout au commencement de l'élégante démons- 

U 
tration, où l'on suppose les deux termes de la fraction - infinis, on divise 

v 
ces deux termes par le produit U V ,  qui est infini. Voyons, a-t-on ou n'a-t- 
on pas le droit de diviser les deux termes par l'infini? Si on l'a ici, pourquoi 
ne l'a-t-on pas un peu plus loin 4 On le voit, on lie démontre l'entière gen6- 
ralité d'une régle qui n'est pas genbrale, qu'en fondant son raisonnement sur 
des propriétés  fantastique^, qui apparaissent ou disparaissent suivant le 
caprice ou le besoiiz de l'auteur. Les régles étant, de cette manière, démon- 
trées complètement générales, on rencontre pourtant des exemples auxquels 
elles ne s'appliquent pas. De 18 des paradoxes qu'on n'explique que par d'au- 
tres paradoxes. Ainsi M, Liouville dit: a 11 faut user de ces régles avec 
u réserve et s'assurer dans chacun des exemples auxquels on les applique 
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a qne l'usage en est légitime. D A quoi sert alors la démonstration, s'il faut 
vkrifier, sur chaque exemple, la propriéte démontrée? Que servirait-il de 
démontrer que la somme des angles de tout triangle Bgale deux droits, s i  
l'on etait obligé de venir, le compas ou le rapporteur Q la main, s'assurer que 
dans chaque triangle la somme des angles égale bien deux angles droits? 

M. Bertrand ayant choisi les exemples auxquels il veut appliquer les 
règles générales, s'aperçoit que ces régles ne s'y appliquent pas. Il se tire 
d'affaire en disant qu'il u les a choisis de maniére b montrer comment, dans 
cc un  grand nombre de cas, il est avantageux de substituer aux méthodes 
u générales des artifices suggérés par l'habitude du calcul. x 

Maintenant, que tous les auteurs expliquent l'élégante extension de la régle 
de l'Hôpital, qu'ils donnent, avec tous les détails possibles, la  démonstration 
de la rkgle générale et des règles particuliéres qu'on en déduit ; qu'ils expli- 
quent les paradoxes auxquels conduit l'application de toutes ces règles, etc., 
je demande quelle opinion l'étudiant se ferait d'un traité qui passerait sous 
silence toutes ces belles choses ? Quelle opinion s'en ferait surtout celui qui, 
ayant déj8 étudié ces questions, en serait arrivé A se persuader qu'il a par- 
faitement compris des démonstrations essentiellement défectueuses? 

Par ce seul exemple, je fais comprendre pourquoi des questions qui devraient 
être passées sous silence dans un  traité pratique, sont justement celles que 
nous discutons avec le plus d'étendue dans le présent ouvrage, dont l'objet, 
essentiellement théorique, est, comme. je l'ai dit, de a dégager l'analyse 
cc transcendante des principes métaphysiques sur lesquels elle est encore 
cc essentiellement'fondée. n 

Le postulaturn de Leibiiitz, celui que l'Hôpital donne sous le titre de pre- 
miére demande, esl un  principe faux, comme le postulatum d'Euclide ; en 
conséquence, il est de rigueur de refaire toutes les démonstrations qui 
s'appuient directement sur le postulatum de Leibnitz, comme celles qui 
s'appuient directement sur le postulatum d'Euclide. 

Les réformes en gsométrie ou en mathématiques ne nous manquent pas. 
On ne peut même guére admettre qu'un auteur traite u n  sujet sans la pré- 
tention d'y apporter quelques réformes. Celle que je prétends réaliser dans 
cet ouvrage consiste essentiellement dans la suppression radicale de l'infini. 
Cependant, cette suppression sera plutdt effective que nominale. J'entenrls 
dire par la qu'en proscrivant absolument l'infini avec le  cortége de ses pré- 
tendues propriétés, je conserverai le nom'd'inlini i des expressions qualifiées 
habituellement de quantités infinies, mais qui ne le sont pas. C'est ainsi que 
les astronomes parlent du mouvement et de la vitesse du soleil, de son lever 
et de son coucher, sans qu'il en résulte n i  confusion ni erreur pour ceux qui 
savent que le soleil est immobile. 
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Cette réforme aura pour effet de restreindre plutôt que d'étendre le champ 
des mathématiques. 11 y en a assez qui  reculent les bornes de la science, 
pourquoi n'y aurait41 pas quelque mérite A les mieux fixer ? 

Bien des démonstrations et de beaux travaux même, vus de plus prés, 
apparaitront fondés sur quelque fausse propriété dd l'infini; privés de ce 
faux appui, ils n'auront plus de valeur que pour les amateurs de paradoxes 
ou d'antiquités. 

Avec la facilité d'introduire partout l'infini escorté de propriétés que per- 
sonne ne peut contredire, tout devient possible. Il n'y a plus de principes 
qu'on ne découvre, plus de problémes dont on ne donne la solution. 

Par exemple, Hoené Wronski, l'auteur d'une Réforme de mathémati- 
pues, reproche aux (( géomktres des nations civilisées, d'avoir cherché ti 

u ravaler les sciences mathématiques, en voulant en chasser l'idée de l'infini, 
« ce principe de leur haute évidençe et de leur certitude absolue. » 

Monté sur ce grand cheval, il parcourt toutes les sciences, franchit t h t e s  
les diEcultés, résout tous les problbmes ..... A la manibre de Don Quichotte. 

Si vous voulez le suivre, il vous montrera : 

u Io La résolution générale des équations algébriques de tous les degrés ; 
u 2" La solution positive et rigoureuse de tous les grands problbmes des 

u sciences mathéniatiques ou physiques; 
u 3" La découverte des trois lois fondamentales par lesq~~elles tous les 

u problémes mathématiques peuvent ètre résolus actuellement ; 
u 4" La solution de la matiére par ses forces créatrices ; 
u 5" La solution du problbme de la construction du monde physique; 
u 6' La solution de tous les grands problbmes scientifiques et philoso- 

u phiques ; 
u ?' Les sept réalités suprêmes de I'homme; 
u 8"a solution rigoureuse de tous les problémes de la religion absolue ou 

(( du paraclétisme ; 
a 9" La genèse des facultés hyperphysiques de l'homme ; 

10" L'origine céleste du Bien, et l'origine infernale du Mal. 

En  un mot, Hoëné Wronski a tout résolu ; il a découvert tout ce qu'il y a 
d'absolu : 

u La philosophie absolue, 
u La religion absolue, 
a La raison absolue, 
a La vérité absolue, 
u L'union absolue des hommes, 
a Les cinq réalités absolues de l'homme, 
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a Les deux éléments de l'essence intime de l'archi-absolu, la création 
entiére de l'univers et même celle de Dieu, 
(( Le destin final et absolu de l'homme, 
u Le principe absolu du monde, 

Les destinées absolues de l'humanité, 
(C L'enc yrlopédie absolue des sciences, 
u La contingence absolue, 
(( L'essence intime de l'absolu, etc,. , etc. n 

Qui est-ce donc qui  me soutenait qu'il n'y a rien d'absolu en ce monde? 
Peut-être aussi que Hoëné Wronski venait d'un monde ob tout est absolu. 
Qu'est-ce dabord que l'absolu? (( L'absolu est le syllogisme, et toutes choses 
u sont un syllogisme. Le syllogisme est le mouvement circulaire où s'accom- 
u plit la médiation de sesmoments, etc. n VoilB ce qu'on lit dans le Logique 
d'Hegel, la  seule bonne et la seule vraie, au dire de son traducteur, qui la  
déclare infiniment supérieure à celle d'Aristote. 

L'infini proprement dit étant impossible, il devrait sembler aussi facile de 
s'en passer que difficile d'en abuser. Mais de même que l'on n'a pas lâche 
l'horreur du vide tant qu'on n'a pas connu la  vraie cause des effets qu'on lu i  
attribuait, on croira, comme Fontenelle, que la suppression de l'infini 
entraînerait la ruine du calcul infinitésimal ; mais, en réalité, elle n'entrai- 
nerait que la ruiue de beaucoup d'erreurs et de paradoxes. Je le prouverai 
surabondamment dans la disçiission qui va suivre. 

Leibnitz fonda le calcul infinitésimal sur le principe qui porte son nom, et 
en vertu duquel on efface ou l'on néglige les infiniment petits d'un ordre 
quelconque, non-seulemen 1 lorsqu'ils sont ajoutés B des quantitos finies, mais 
aussi lorsqu'ils sont ajoutés A des infiniment petits plus grands et d'un 
ordre différent. 

Les simplifications et les abréviations qui résultent de l'application du 
principe Leibnitzien, impriment à l a  méthode infinitésimale une marche 
trbs-simple et trbs-rapide, tout en lui procurant une fécondité et une @né- 
ralité inespérées. 

Mais ce que la méthode gagne ainsi en vitesse, elle le perd, en quelque 
sorte, sinon en force, du moins en évidence et en clarté. 

En effet, on comprend bien qu'en négligeant des infiuiment petits, on 
puisse arriver, malgré cela, à des résultats suffisamment approchés pour 
l'objet que l'on a en vue ; mais n'aura-t-on pas a craindre de se voir oblige 
d'abandonner cette méthode, malgré les avantages qu'elle prbsente, lprsqu'il 
sagira d'obtenir des résultats absolument justes 7 

La réponse ne sembIe pas douteuse, et il parait évident que si $)on n'opére 
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que sur des quantités approchées, les résultats obtenus ne seront eux-mémes 
qu'approchés. 

C'est dans cette persuasion que l'Académie des Sciences, au dire de 
Fontenelle, a été pendant plus de vingt ans en suspens sur la valeur des 
idées de Leibnitz. 

Cependant, il est arrivé souvent que les résultats fournis par la  méthode de 
Leibnitz ont pu étre vérifiés par des procédés reconnus rigoureux, et l'on a 
pu s'assurer, de cette maniére, que la méthode infinitésimale conduit (L des 
résultats non-seulement suffisamment exacts, mais absolument exacts. 

a Une telle vérification générale, dit Auguste Comte, est sans doute 
« strict,ement suasante pour dissiper toute incertitude sur l'emploi légitime 
« de l'analyse Leihnitzienne. Nais la  methode infinitésimale est tellement 
« importante, elle présente encore, dans presque toutes les applications, une 
(( telle supériorité effective sur les autres conceptions générales siiccessi- 
« vement proposées, qu'il y aurait véritablement imperfection dans le 
(( caractére philosophique de la science, A ne pouvoir la justifier en elle- 
« même, et à la  fonder logiquement sur des considérations d'un autre ordre, 
« qu'on cesserait ensuite d'employer efficacement. Il était donc d'une impor- 
« tance réelle d'établir directement, et d'une manière générale, la  rationnalité 
« nécessaire de la méthode infinitésimale: D 

En un mot, les résultats du calcul iufinitesimal sont tout-&-fait exacts, alors 
qu'il semble évident qu'ils ne devraient être qu'approchés. Tel est le paradoxe 
dont les géomètres, depuis Leibnitz, ont vainement cherché l'explication, ou 
qu'ils n'ont expliqué que par d'autres paradoxes tout aussi inadmissibles 
que le premier. . . 

A l'origine du calcul infinitésimal, on s'occupait bien plus d'exploiter la 
méthode, que de chercher à, en donner l'explication rationnelle. 

Comme le principe sur lequel elle est fondée, exige qu'on néglige les 
infiniment petits, on a dù se demander s'ils sont réellement quelque chose, 
ou s'ils ne sont absolument rien ; car, s'ils sont quelque chose, deqnel droit 
les néglige-t-on ? et s'ils ne sont absolument rien, pourquoi le principe ne 
permet-il pas de les négliger tous? comment peuvent-ils être de différents 
ordres 3 comment peuvent-ils être plus grands les uns que les autres? 

Euler et d'Alembert ont cru que si en négligeant les inhiment  petits, on 
négligeait réellement quelque chose, la méthode infinitésimale ne serait 
qu'une méthode d'approximation ; ils se sont donc crus forcés d'admettre que 
les infiniment petits ne sont que de purs zéros « entre lesquels, comme le 
« dit Carnot, il existe des rapports trés-intéressants A connaître. P 

Il faut être A bout de raisons pour se persuader qu'il existe entre de purs 
zeros des rapports trés-intéressants à connaitre. 
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Carnot, qui le dit, ne voit cependant pas clairement la chose, et cherche 
ailleurs l'explication de la difficulté. Il imagine pour cela la doctrine des 
erreurs compensées. 

On comprend bien, en effet, qu'il puisse arriver, par hasard, que les erreurs 
faites dans un  calcul se compensent exactement, en sorte que le résultat n'en 
soit nullement affecté. Mais prétendre et soutenir qu'il arrivera toujours que 
les erreurs se compenseront exactement, nécessairement, et comme par 
enchantemeut, sans qu'on sache ni pourquoi ni comment; prétendre et 
soutenir que, par conséquent, non-seulement on a le droit de commettre ces 
erreurs, en négligeant les i nh imen t  petits, mais que a c'est un devoir, qu'il 
rc le faut, pour rétablir la réalité des choses, » c'est bien, comme je l'ai dit, 
expliqua une proposition paradoxale par d'autres plus paradoxales encore. 

Malgré cela, cette spécieuse doctrine des erreurs compensées a pu séduire 
des génies tels que Lagrange, qui y a vu a la vraie mélaphysique du calcul 
u différentiel, » et Auguste Comte, qui l'a vantée comme u présentant enfin 
« la véritable explication logique directe de la méthode de Leibnitz, » et a 
donné « le principe de la compensation nécessaire des erreurs, n comme 
(( l a  manifestation précise et lumineuse de ce que Leibnitz avait vaguement 
« et confusément aperuu en concevant les bases rationnelles de son analyse. II 

Quoique Lagrange ait vu dans le principe de Carnot a la  vraie métaphy- 
sique du calcul différentiel, » il n'a pu en faire l a  base de sa propre analyse, 
parce que, d ik i l  lui-même, « il serait peut-être difficile d'en donner une 
démonstration générale. )) 

Lagrange ne pouvant admettre un principe indémontrable, ni sd résoudre ;I 
réduire les infiniment petits à de purs zéros, pensa qu'il devait y avoir un 
moyen de s'en passer, et, dans ce but, il composa sa Théorie des fonctions 
analytiques, contenant les principes du calcu2 difdrentiel, dégagés de 
toute considération d'infiniment petits, d'évanouissants, de limites et de 
fluxions, et réduits à l'analyse algébrique des quantitds finies. 

Charles Dupin dit que Lagrange a ainsi démontrk Leibnitz. IL serait plus 
juste de dire qu'il l'a vérifié, ou qu'il a donné le moyen de s'en passer. Mais 
comme ce moyen est moins simple et moins expéditif que la méthode de 
Leibnitz, Lagrange lui-même a cc~ntinué de se servir de celle-ci. 

Auguste Comte, lui  aussi, a fini par comprendre le défaut de rationnalité 
de la doctrine de Canot, dans laquelle il avait d'abord vu u la véritable 
« explkation logique de la méthode de Leibnitz. r> 

Il l'a donc abandonnée pour aller chercher dans u le positivisme devenu 
a religieux la  solution normale » de la difficulté. 

En cela i l  s'est presque rencontré avec le pkre Gratry (de l'Académie fran- 
taise), qui termine ses &flexion3 sur le mdme sujet, en disant : 
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Je ne vois pas d'autre solution possible B cet te difficulté que d'admet lre, 
u comme formule scientifiqi;e rigoureusement exacte, le mot de saint- 
« Paul: I n  Deo vivzmus, movemur et  sumus . C'est en Dieu que nous 
u sommes, que nous vivons et que nous nous mouvons. )) 

Il me semble qu'en voilà assez pour montrer qu'aujourd'hui encore l'alla- 
lyse transcendante se trouve fond4e sur des principes métaphysiques dignes 
du temps où l'horreur du  vide faisait monter l'eau dans les pompes. Auguste 
Comte lui-même l'a constate en disant : « Quand on considbre en elle-même 
u et sous le rapport logique, la conception de Leibnitz, on ne peut s'empêcher 
(( de reconnaltre, avec Lagrange, qu'elle est radicalement vicieuse en ce que, 
a snivant ses propres expressions, la  notion des infiniment petits est une idée 
a fausse, qu'il est impossible, en effet, de se représenter nettement, quoiqu'on 
u se fasse quelqiiefois illusion à cet égard. L'analyse transcendante, ainsi 
u conpie, présente à mes yeux cette grande imperfection philosophique, de 
u se trouver encore essentiellement fondée sur ces principes métaphysiques, 
(( dont l'esprit a eu tant de peine & dégager toutes ses théories positives. Sous 
r ce rapport, on peut dire que la méthode infinitésimale porte vraiment 
u l'empreinte caractéristique de l'époque de sa fondation et du génie propre 
u de son fondateur. )) 

Comme je l'ai dit, je me suis proposé ici de dégager l'analyse transcen- 
dante, l'analyse de l'infini comme la géométrie de l'infini, des principes 
métaphysiques siir lesquels elle est encore aujourd'hui essentiellement 
fondée. 

Un principe faux explique et démontre tout ce qu'on veut, le faux comme 
le vrai, l'erreiir comme la vérité. Dés qii'on veut faire accepter une propo- 
sition quelconque, il n'y a qu'à dire, par exemple, que le contraire répugne A 
la  nature. « Il répugne à la nature de la ligne droite, dit Legendre, qu'une 
u telle ligne, indéfiniment prolongée, puisse être renfermée dans un angle. 1) 

Comme on pourrait douter de cette répugnance de la nature, il la  démontre 
en disant : « En effet, toute ligne droite tracée siir un  plan et indéfiniment 
u prolongée dans les deux sens, divise ce plan en deux parties qui, étant super- 
u posées, coïncident dans toute leur étendue et sont parfaitement égales. n 

Pour que je puisse m'assurer que les deux parties coïncident dans toute 
leur étendue, il faut que j'en puisse suivre le contour ; or on suppose le plan 
infini, c'est-h-dire sans contour. Un tel plan étant impossible, les propriétés 
qu'on lui  prête sont illusoires, et par suite aussi les démonstrations fondées 
sur de telles propriétés. 

Il est évident que cette proprieté de la  ligne droite, de ne pouvoir être 
u renfermée dans un angle, » que celle du plan d'être toujours divisé u en 
u deux parties parfaitement égales par toute ligne droite tracée sur ce plan, N 
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n'appartiennent qu'h la droite et au plan infinis ; car on voit clairement 
qu'une droite finie, par exemple d'un mbtre de longueiir, peut étre renfermée 
dans lin angle ; qu'un plan d'un métre de su~face peut être divise en deux 
parties fort inégales par une droite tracée sur ce plan. 

Ces propriétés de la droite et du plan infinis, comme toute les propriétés de 
l'infini, seront pour nous illusoires. Nous ne reconnaissons Zd l'infini que la 
propriété d'être impossible. 

Mais alors, dira-t-on, sans l'infini que deviendront la géométrie de l'infini, 
l'analyse de l'infini, le calcul infinitésimal Y C'est comnie si l'on disait : sans 
l'horreiir du vide que deviendront les pompes et les pompiers? Sans l'horreur 
du vide les pompes et les pompiers ne fonctionneront pas plus mal, et sans 
les propriétés de l'infini l'analyse transcendante ne s'en portera que mieux. 

u Il est inconcevable, dit Fontenelle, comment la suite naturelle passe du 
a. fini à l'infini, c'est-&dire, comment après avoir eu des termes finis, elle 
u vient en avoir un infini. Cependant cela doit être, ou bien il faut absolu- 
« ment abandonner toute idée de l'infini, et n'en prononcer jamais le nom, 
(( ce qui ferait périr la plus grande et la  plus noble partie des mathé- 
« matiques. B 

Il  est inconcevable comment la suite naturelle passe du fini à l'infini, 
parce qu'il est impossible qu'elle y passe ; et comme je l'ai dit : « La plils 
« grande et la plus noble partie des mathémaliques )I ne s'en portera que 
mieux Zd être fondée sur les propriétés du fini. 

Dans l'introduction de son Cours d'analyse de l'École Polytechnique, 
M. Hermite dit « que le rôle de l'infini, dans ces régions élevées des mathé- 
(( matiques, est en entier resumé dans un  petit nombre de propositions du 
« caractére le plus simple, et telles qu'on pourrait les énoncer et les démon- 
« trer dès le commeiicement de la geomé trie. D 

Le rôle de l'infini est purement fictif : ses proprietés s'imaginent, mais ne 
se démontrent pas. 

Dans sa Théorie des Fonctions analytiques, Lagrange n'emploie pas les 
(( infiniment petits, )) mais il y admet l'infini avec ses propriétés métaphysi- 
ques, c'est-à-dire, qu'en proscrivant les enfants, il conserve leur pére. Eu 

1 
effet, quand x est infiniment grand, il faut bien que - soit infiniment 

x 
petit. 

Na théorie diffère essentiellem$nt de celle de Lagrange, en ce qu'il rem- 
place la méthode de Leibnitz par une autre qui, sans en avoir les avantages, 
a, an fond, le même vice de constitution, tandis que ma théorie, constituée B 
l'état positif par l'élimination de l'infini et de ses propriétés metaphysiq ue s 
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conservela méthode de Leibnitz avec ses notations et tous les avantages qui 
en résultent. 

u Le conflit qui, depuis un siécle, n dit Auguste Comte, u paraissait 
(( insurmontable entre la théorie et la pratique du calcul Lranscendant, n est 
constaté par M. Haton de la Goupilliére, qui dit dans ses Eldments du Calcul 
infinitdsimal : u Je ne quitterai pas ce sujet sans insister un instant sur la 
r singularité d'une méthode qui emploie l'erreur pour parvenir C1 la connais- 
(( sance de la vérité, et qui cdtoie, pour ainsi dire, la vraie route, en la quit- 
u tant pourtant dés.le début, pour n'y rentrer qu'au dernier moment, mais 
u avec la certitude d'arriver au but. » 

Le conflit paraissait insurmontable à d'Alembert et à Lagrange. En effet, 
lorsque d'Alemb~rt dit: u AlIez en avant, B il ajoute': (( la foi nous vieii- 
(( dra, n et non la liimiére se fera. De même, il faut bien que Lagrange ait 
regardé u le conflit entre la théorie et la  pratique comme insurmontable, n 

puisqu'aprhs avoir créé une nouvelle méthode pour la théorie, il se sert, pour 
la pratique, de celle de Leibnitz. Ce n'est point éclairer une route que de 
l'abandonner pour s'en frayer une nouvelle. 

Ceux qui, comme Fontenelle et Carnot, ont prétendu démontrer qu'on peut 
et qu'on doit toujours négliger des quantités d'un ordre quelco~iqne devant 
celles d'on ordre supérieur, ont tout simplement choisi un exemple oh l'ap- 
plication du principe ne conduit un résultat exact, que parce que les quan- 
tités n6gligées se dktruisent identiquement. 

Carnot commence ses (( Réflexions sur la métaphysique du calcul infini- 
a tésimal n en disant : u Je cherche A savoir en quoi consiste le vbritable 
a esprit du calcul infinitésimal. n 

Je ne dis pas que Carnot n'ait pas beaucoup cherché, mais je suis cerlain 
qu'il n'a pas trouvé en quoi consiste le véritable esprit du calcul infinitési- 
mal. 11 ne consiste certainement pas dans son principe des erreurs compen- 
sées, ni dans la propriété qu'il attribue aux infiniment petits u de tenir le 
(( milieu entre la grandeur et le zéro, entre l'existence et le néant. n Il ne 
consiste pas plus dans la  propriété qu'il prête aux purs zéros d'avoir entre 
eux u des rapports trks-intéressants à connaître. n 

Depuis Duhamel, les auteurs expliquent le calcul infinitésimal sans le 
principe leibnitzien : ils le remplacent par d'autres principes énoncés de la 
maniere suivante dans le cours de Duhamel : 

a PREMIER THEOR~ME.  - La limite du rapport de deux quantités infiniment 
u petites n'est pas changée, quand on remplace ces quantités par d'autres, 
a qui ne leur sont pas égales, mais dont les rapports avec elles ont respec- 
u tivement pour limite l'unité. 
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u DEUXIBME T H É O R ~ M E .  - La limite de la somme de quantités positives 
u infiniment petites, dont le nombre augmente indéfiniment, n'est pas chan- 
a gée, quand on remplace ces quantités par d'autres dont les rapports avec 
N elles ont respectivement pour limites l'unité. n 

Sur le premier de ces deux principes on fonde le calcul différentiel, et sur 
le second le calcul intégral. 

Comme ces principes sont moins inexacts que le principe leibnitzien, ils 
ont été généralement adoptés par les auteurs qui sont venus après Duhamel. 
Mais leur application tombe <i. faux le plus soiivent ; elle est u frauduleuse, » 
selon l'expression d'Auguste Comte. 

En effet, les deux principes sur lesquels on croit ainsi fonder la méthode 
infinitésimale se rapportent <i. la niétliode des limites, et c'est par le mélange 
des principes de l'une avec les notations de l'autre, qu'on arrive (r une plus 
grande exactitude apparente, mais qui, au  fond, n'e3 qu'illusoire. Ce défaut 
n'a pas échappé (L Auguste Comte, qui le signale en ces termes dans sa 
Synthèse subjective. 

a Eludée irrationnellement par l'abus des notations infioitésimales , l'im- 
a perfection inhérente à la  méthode des limites ne semble ainsi disparaître 
u que d'après une inconséquence habituelle. Remplacant la limite du rapport 
u des accroissements par le rapport des différentielles , on s'accoutume A 
a séparer les deux termes de la fraction auxiliaire,,contre l'esprit de la 
a conception newtonienne , à laquelle on veut frauduleusement procurer 
a les qudités leibnitziennes. » 

Pour pouvoir greffer la méthode infinitésimale sur la méthode des limites, 
on transforme tout en limites; ainsi, la tangente, la dérivée, la lon, nu eur 
d'une courbe, le rayon de courbure, le centre de courbure, etc., sont des 
limites. 

u La méthode des limites, dit Duhamel au commencement de son Trait4 
u de calcul infinitésimal, servant de base à presque tout ce qui fait l'objet 
u de ce cours, nous allons faire connaître en quoi elle consiste N : 

Mais, dira-t-on , si par un habile mélange des deux méthodes, on corrige 
par l'une les defauts de l'autre ; si l'on sait ainsi ajouter aux avantages 
pratiques de la méthode de Leibnitz , l'exactitude théorique de celle de 
Newton, où est la fraude ? où est le ma1 9 Quoique Auguste Comte l'indique 
d'une maniére précise dans sa Philosophie positive, je puis dire que s'il a 
mis la niain sur la plaie , il n'en a pas sondé toute la profondeur, et n'a pas 
su  en trouver le reméde. 

u Je ne doispas, dit-il, négliger, iL ce sujet, de faire observer qiie plusieurs 
a géomètres du continent, en adoptant, comme plus rationnelle, la  méthode 
u de Newton, pour servir de base (r l'analyse transcendante. ont déguisé, en 
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6 partie, cette infériorité par une grave incons6quence, qui consiste appli- 
(( quer A cette méthode la notation imaginée par Leibnitz pour la méthode 
(( infinitésimale, et qui n'est réellement propre qu'A elle. En désignant 

dy u par - ce que, rationnellement, il faudrait, dans la théorie des limites, 
dx 

dy « noter lim - et en étendant A toutes les autres notions analytiques ce 
dx ' 

(( déplacement de signe;, on se propose, sans doute, de combiner les avan- 
« tages spéciaux des deux méthodes; mais on ne parvient, en réalité, 
« qu'A établir entre elles une confusion vicieiise, dont l'habitude tend B 
u empêcher de se former des idées nettes et exactes de l'une ou de l'autre. Il 
(( serait sans doute étrange, A considérer cet usage en lui-méme, que, par 
« le seul moyen des signes, on giit effectuer une véritable combinaison 
« entre deux théories généralement aussi distinctes. )) 

Le défaut signalé dans ce passage est même plus grave que ne le pense 
l'auteur. 

Prenons pour exemple la définition que Duhamel donne de l'infiniment 
petit, en disant : 

« Toute quantité variable qui a pour limite zéro, se nomme une quantité 
u infiniment petite ou simplement un infiniment petit. n 

Or, d'aprés le même auteur « on appelle limite d'iine quantité variable, 
u une quantité fixe dont elle approche indéfiniment, de telle sorte que leur 
u différence puisse devenir moindre que toute grandeur assignée, sans 
u cependant se réduire jamais rigoureusement A zéro. n 

Il résulte évidemment de ces deux définitions, que l'infiniment pelit ne 
peut jamais se réduire rigoureusement A zéro, et qu'il ne faut pas appeler 
infiniment petit l'accroissement arbitraire donne A une variable, puisque 
cet accroissement peut se réduire rigoureiisement Ir zéro. 

Cependant Duhamel dit plus loin que « les infiniment petits que l'on 
« considère presque uniquement, sont les accroissements de quantités va- 
(( riables indépendantes et des fonctions de ces variables. )) 

Duhamel nous conduit donc Li, cette conclusion que : u Les infiniment pelits 
u que l'on considère presque uniquement n ne sont pas des infiniment petits 

Il ne faudrait pas croire qLie dans ces définitions, Duhamel a simplement 
manq~zé de précision. Tous les auteurs qui sont venus après lu i ,  ont 
reproduit les mêmes définitions et insisté sur les mêmes conditions. Ecoiitez 
plutôt M. Charles de Freycinet : « Ce qui caractérise la limite, c'est A la fois 
« que la variable p~iisse en approcher autant qu'on le veut et, néanmoins 

9 
u qn'elle ne puisse jamais l'atteiridre rigoureusement. 

u Le propre de la limite, ajoute-t-il, et ce qui fait que la variable ne 
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u l'atteint jamais exactement, c'est d'avoir une définition autre que celle de 
a la variable. D 

Comme Duhamel, il dit 'que c l'infiniment petit peut approrher de plus 
u en plus de zéro, sans pouvoir jamais être rigoureusement nul. a 

Quoi qu'il en soit de la définition des iiifiniment petits, ils sont de deux 
espèces essentiellement distinctes: 1" ceux qui peuvent devenir nuls, comme 
les accroissements arbitraires des variables; 2" ceux qu'il est absolument 

1 1 impossible de réduire A zéro, comme a = -, ou .z = -. Il est clair que 
x eZ 

ces derniers sont nécessairement des variables dépendantes, cai. des vada- 
bles indépendantes peuvent devenir rigoureusement nulles évidemment. 

La distinction de ces deux infiniment petits n'a été faite par personne, et i l  
1 

n'yaaucun géométre qui n'admette que - = O  pour x infini. Cependant, c'est 
x 

dans cette distinction essentielle, bien plus que dans « le positivisme devenu 
« religieux, que nous trouvons la solution normale et rationnelle du conflit 
u qui, depuis un sibcle, paraissait insurmontable entre la théorie et la 
u pratique du calcul transcendant. )) 

C'est en elle que résident « le véritable esprit du calcul infinitésimal, la 
« vraie métaphysique du calcul différentiel, la véritable explication logique 
u directe de la méthode Leibnitz. n 

C'est bieii en vairi qu'og ;hercherait cette explication logique dansla Géomé- 
1 

trie de l'Infini de Fontenelle, qui, comme tant d'autres, suppose - = O, et 
CO 

en arrive A distinguer « le zéro absolu du zero relatif. n 

On ne la trouvera pas plus dans les Réflexions sur la métaphysique du 
caZcul infinitést~nal de Carnot, ni dans sa doctrine des erreurs compensées. 

On ne la trouvera pas non plus dans la Théorie des Fonctions analytiques 
de Lagrange. L'auteur promet qu'elle sera dégagée de toute considéra- 
tion d'infiniment petits et de limites; mais il faut voir jusqu'où et de 
quelle maniére la proniesse a été tenue. Sa théorie est fondée sur la formule 
de Taylor, qui remplace toute fonction par son développement en série. Or la 
Ionction étant la  limite de la somme, et non la somme mème des termes de 
la série, Lagrange aurait eu plus de raison d'annoncer sa Théorie des Fonc- 
tions analytiques, » comme fondée essentiellement sur la considération 
des limites. 

C'est donc par erreur, et en remplacant les variables par leurs limites, 
c'est,[r-dire en négligeant des infiniment petits qui ne peuvent pas devenir 
nuls, que Lagrange parvient [r nous donner uns Théorie dégagée de toute 
considération d'infiniment petits et de limites. 
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Enfin, ce n'est pas rion plus dans l'Etude s u r  la m&aphys.ipue du haut 
calcul de M. Charles de Freycinet, qu'il faut chercher la vraie métaphy- 
sique de ce calcul. 

Les ouvrages qii'il a (( consultés avec le plus de fruit, dit-il, sont ceux de 
e MM. Sturn, Duhamel, Navier, Carnot, Auguste Comte, Moigno, Bélaiiger, 
cc Cournot, etc. )) Aujourd'hui i l  faudrait ajouter A ces noms ceux de MM. Ber- 
trand, Serret, Méray, Hermite. Une idée simple, comme un corps simple, 
peut-elle résulter de la combinaison de tant d'autres ? 

A en croire Carnot, u négliger les infiniment petits est non-seulement 
(< permis, mais il le faut, et c'est la seule maniére d'exprimer exactement les 
u conditions du problème. » 

D'après M. de Freycinet, (( on a non-seulement le droit, mais encore le 
u devoir de supprimer l'infiiiiment petit dans les relations, afin de rétablir la 
a réalité des choses. » 

(( La réalité des choses 1 n Qu'est-ce que cela peut bien signifier 9 Je vois 
bien que l'assertion de M. de Freycinet est plus insignifiante que celle de 
Carnot ; mais je ne vois pas en qnoi elle est moins paradoxale. 

On ne peut exprimer les conditions du prohlkme qu'au moyen des infini- 
ment petits, u el; négliger ces infiniment petits est la seulemaniére d'exprimer 
a. exactement les conditions du probléme )) ; cela se comprend-il 9 

De même, les infiniment petits sont nécessaires pour établir la rkalité des 
choses, et il est nécessaire (( de les supprimer dans les relations, afin de 
u rétablir la réalité des choses; a cela se comprend-il mieux *l 

L'antenr croit le comprendre, pnisqu'il l'explique au moyen de quatrz 
propositions. Il me suffira, je pense, de citer la  premibre pour me croire 
dispensé de parler des trois autres. 

u PREMI~RE PROPOSITION. - Deux quantités fixes, entre lesquelles on 
a suppose qu'il n'existe qu'une diffërence infiniment petite, n'ont réellement 
a pas de différence et sont rigoureusement égales. » 

La Palisse dirait : Deux quantités fixes ne peuvent avoir qii'nne différence 
fixe. Cette différence ne peut donc être infiniment petite, puisque l'auteur 
nomme (( quantité infiniment petite, une quantité variable, etc. » 

Si les u denx quantités fixes n'ont réellement pas de difErence et sont 
(( rigoureusement égales, D quelle btrange idée avez-vous donc (( de supposer 
u qu'il existe entre elles une diff6iérence infiniment petite ? r Pourquoi ne pas 
supposer aussi bien entre elles une différence iniiniment grande ? 

Dès qu'il est reconnu que le cercle est rond nécessairement, je ne vois pas 
pourquoi on le supposetait carré plutdt que triangulaire ? 

Je ne vois pas non plus, pourquoi M. C. de Freycinet s'évertue à substituer 
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ses principes à ceux de Carnot, aprés avoir dit que Carnot a admirablement 
ddveloppd 2a nofion de l'in/îniment petit. 

Je ne dis pas que les principes de M. C. de Freycinet ne valent pas ceux 
de Carnot, mais ceux qui pretendront y comprendre quelque chose, feront 
bien d'avouer qu'ils ne savent pas pour quelle cause ils ne distinguent pas 
trés-bien. 

Par exe~nple, qui me donnera la traduction de ce principe de Carnot : 
u Toute valeur qu'on peut rendre aiissi approximative qu'on le veut de la 

u véritable quantité qu'elle représente, sans qu'il soit besoin pour cela de 
u rien changer ni à l'une n i  S l'autre, est nécessairement et rigoureusement 
a exacte. » 

Une valeur approximative de la  véritable quantité qu'elle représente ! 
qu'est-ce que cela peut bien signifier? 

D'où peut donc venir, chez les plus grands géombtres, ce besoin d'imaginer 
ces paradoxes, ces principes contradictoires, ridicules même? On sera forcé 
de le reconnaltre, i l  résulte, de prba oii de loin, de la confusion habituelle 
qu'ils font de deux choses essentiellement distinctes, à savoir : l'infiniment 
petit qui peut devenir zéro, et celui qui ne peut jamais s'y réduire. 

Je dis, de plus, que cette distinction bien établie et constamment main-. 
tenue, viendra éclairer tonte la méthode infinitésimale: et dissiper les diffi- 
cultés qu'on y rencontre. Les exemples abonderont dans cet ouvrage; j'en 
vais discuter ici un des plus fondamentaux. 

Les géométres croient que la  méthode des limites el la méthode leibnit- 
zienne, bien qu'aussi exacles l'une que l'autre, ont chacune une propriété 
spéciale : la premiére s'adaptant mieux aux théoremes, et la seconde aux 
'problkmes. 

Co~zrnot le dit en ces termes : 
u La méthode infinitésimale est mieux appropriée à la nature des choses : 

(( elle est la methode directe au point de vue objectif; d'un autre cbté, le 
(( concept .de l'infiniment petit ne peut se définir logiquement que d'une 
u manikre indirecte, par l'intermédiaire des limites, de sorte qn'au point de 
(( vue logique et subjectif, la rigueur démonstrative appartient directement 
u à la méthode des limites, et indirectement A la méthode infinitésimale. B 

Auguste Comte exprime ainsi la  même opinion : u La conception de Leibnitz 
a prBsente inconte~tablement, dans l'ensemble des applications, une supé- 
u riorité très-prononcée, en condnisant d'une maniére beaucoup plus rapide, 
u et avec beaucoup moins d'efforts intellectuels, S la formation des équations 
u entre les grandeurs auxiliaires. C'est A son usage que nous devons la haute 
u perfection -qn'ont entin acquise toutes les théories générales de la géomé- 
(( trie et de la  mécanique. 
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22 P H E M I ~ R E  PARTIE 

(( Mais, quand on considére en elle-méme et sous le rapport logique, la 
(( conception de Leibnitz, on ne peut s'empècher de reconnaître avec Lagrange, 
(C qu'elle est radicalement vicieuse, en ce que, suivant ses propres expressions, 

la notion des infiniment petits est une idee fausse, qu'il est impossible, en 
a effet, de se représenter nettement, qiioiqu'on se fasse quelquefois illusion 
(( Q cet égard. 

u Passant (l la conception de Newton, il est évident que, par sa nature, elle 
(( se trouve (l l'abri dzs objections logiques fondamenlales que provoque la 
u méthode de Leibnitz. La méthode des limites est, en effet, remarquable par 
(( sa netteté et par sa jiistesse .... 

(( Mais, d'un aulre côté, elle est bien loin d'offrir, pour la  solution des pro- 
(( blémes, d'aussi puissantes i.essou.rces que la  méthode infinitésimale. s 

VoilS qui est beau, savant et profond ; cependant rien de tout cela n'est 
exact. Chaciine des deux méthodes a son objet propre, pour lequel elle est la 
meilleure, tant au point de vue subjectif, qu'au point de vue objectif: la 
méthode de Leibnitz se rapportant A l'infiniment petit qui peut devenir zéro, 
et la méthode des limites Ci l'infiniment petit qui ne peut pas s'y réduire. 

Soient y = xS f 4x f 5 ,  h l'accroissement arbitraire donné A x, et k 
l'accroissement correspondant de y. 

k 
On aura - = 3x3 + 4 + 3xh + hn. 

h 
Or, 3x9 + iE + 3xh + h9 est une fonction qu'on peut représenter par R, en 

sorte que, pour toute vale~ir grande ou petite de 17, on a identiquement 
R = 3x9 + 4 + 3xh + he. Ainsi quand h = O, on a exactement et rigouren- 
sement R = 3ae + 4. 

Cette valeur particuliére de R est ce qu'on appelle la dérivée de y par 
rapport à x. 

On donne donc une définition mauvaise de la dérivée, quand on dit que 
c'est la limite du rapport des deux accroissements. Pour qu'une fonction ait 
une limite, il faut qu'élle renferme un infiniment petit qui ne peut pas 

devenir zéro. C'est ainsi que quand on suppose x infini, la limite de 4 + ' 
1 x 

est 4, parce que l'infiniment petit - ne peut jamais 6tre nul. Mais dans 
x 

la fonction 3x9 + 4 $- 3xh + Iz\ rien n'empêche de faire 12 = O, ce qui la 
réduit (l 3x9 + 4 .  Il n'est pas même nécessaire de faire passer h par une 
valeur trèspetite. Il n'est pas plus nécessaire de savoir si l'on se forme m e  
idée juste ou fausse des infiniment petits que de savoir si l'oii a le droit et le 
devoir de les négliger. Pour faire Iz = O, il n'est pas nécessaire de connaître la 
distinction établie par Fontenelle entre le zéro absolu et le zéro relatif, ni 
celle de M. deFabry, entre le zéro déterminé et le zéro indétérminé. La consi- 
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dération des inflniment petits ou des limites n'est pas plus nécessaire pour 
faire h = O, que pour faire 72 = 2. 

On peut, s i  l'on veut, supposer 72 infiniment petit avant de le faire nul ; 
mks il est inexact de dire que la dérivée 3x9 + 4 est la limite de la fonction 
3x9 + 4 + 3xh + hP. Ce serait supposer que h ne peut pas devenir nul, ce 
qui est faux evidemment. 

Ainsi, au point de vue théorique et subjectif, la  considération des infini- 
ment petits n'est pas nécessaire pour u la véritable explication logique 
u directe de la méthode de Leibnitz ; n mais l'intervention des limites est 
vicieuse, puisque, comme le dit Duhamel, (( les infiniment petits que l'on 
u considère presque uniquement, sont les accroissements de quantités varia- 
a bles indépendantes et des fonctions de ces variables. » 

Ces accroissement,e, appelés infiniment petits, peuvent aussi bien être 
quelcoiiques, et dans la fonction obtenue, l'accroissement independant peut 
être supposé nul, sans qu'il soit nécessaire de parler d'infiniment petit ou de 
limite. Voilà comment on pourrait donner, selon l'expression de Langrage, 
(( les principes du calcul différentiel dégagés de tonte considhration d'infini- 
a ment petits et de limites. )) Mais dans la théorie des séries, la considération 
des infiniment petits et des limites est inévitable, et voilà pourquoi Lagrange 
a tenté l'impossible, et devait forcément manquer son but, lorsqu'il a fondé 
sur la série de Taylor les principes du calcul différentiel, comme le témoigne 
M. Bertrand en disant : Lagrange affirme dans un ouvrage célèbre que le 

théoréme de Taylor, loin de devoir être regardé comme une conséquence 
cc du calcul différentiel, doit être établi A priori, et contient les véritables 
u principes de ce calcul, dégagés de toute idée d'infiniment petit ou de 

limite. 1) 

Est-ce que Lagrange eii  dégageant (( les principes du Calcul différentiel de 
a toute considération d'infiniment petits, a a voulu (( extirper ainsi des 
(( mathéniatiques l'importante idée de l'infini, N comme le lui reproche 
Hoëné Wronski dans le passage suivant ? 

(( Les géomètres ont cherché ii ravaler les eciences mathématiques, en 
u voulant en chasser l'idée de l'infini, ce principe de leur haute évidence et 
a de leur certitude absolue. Pour preuve, nous rappellerons ici toutes ces 

bizarres explications matérialistiques qu'ils voulaient donner de l'augoste 
(( idée de l'infini par la çrossiére idée du fini, et nous rappellerons surtout ce 
(( premier des fameux prix décelinaux, par lequel l'Acad0mie des Siences de 
u Paris a couronné la Théorie des fonctions analytiques de Lagrange, des- 
u tinée à extirper ainsi des mathématiques cette importante idée de l'infini, 
(( qui, à cdté des glorieuses prétentions universelles ii l'animalité, accusait 
N dans l'homme une nature ou une condition plus élevée. n 
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24 PREMIBRE PARTIE 

Ce qui prouve que Lagrange ne s'était pas proposé (( d'extirper des Math& 
a matiqes l'importante idée de l'infini, n c'est que nori-seulement il admet 
l'infini ahsolii, mais le soumet au calcul comme une quantith réelle. 

Par exemple, au chapitre V i l  dit: a Il peut arriver que les fonctions f (x), 
G F (x) deviennent infinies par la même supposition de x = a, ce qui rendra 

f' " ' '' indéterminées. u les fractions - - 
F (x)' F'(x) 

Lorsqil'une fonction devient infinie pour une valeiir finie x = a, c'est l'in- 
fini absolu ou impossible, qu'il est absurde de soumettre B aucun calcul, 
comme il le fait quand i l  dit, A la fin du chapitre V : 

1 x 
(( Les quantités 

2 i r a  et \ 1 x ~ s  
deviennent infinies lorsque 

- 
a x = a ; mais en les multipliant l'une et l'autre par 2 do - a ,  leur rap- 
a port sera : 

v x , lequel en faisant x = a, devient 1. 
2 33 diGi 

D'autres exemples feraient voir, comme celui-lfi, que Lagrange ne méritait 
pas le reproche que lui adresse Hoëné Wronski. 

Maintenant, son ouvrage méritait-il a ce fameux prix par lequel 1'Acadé- 
K mie des sciences de Paris a couronné la théorie des foiic~ions analyti- 
ques 2 n En cette occasion, comme en tant d'autres, c'est plut13t le nom que 
l'ouvrage de l'auteur, que 11Acad6mie a couronné. 

A la vérité, Charles Dupin, lui aussi académicien, a dit que Lagrange avait 
démontre Leibnitz. Je demande, moi, qui démontrera Lagrange. Par exem- 
ple, qui démontrera ce principe (qu'il donne au  chapitre III)? 

<r Lorsqu'on a une Aquation quelconque entre deux variables x, y, l'équa- 
u tion subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses termes, aiiisi 
w qu'entre leurs fonctions secondes, ek .  .D 

Qu'est-ce que cela veut dire que (( l'équation subsistera entre les fonc- 
tions primes de ses termes? n. Par (( l'équation D, faut-il entendre la même 

équation ou une autre équation quelconque? Dans le premier cas, le principe 
serait évidemment faux, et dans le second il serait par trop naïf. 

Quoi qu'il en soit du mérite de l'ouvrage couronné par l'Académie de Paris, 
celiii.que je publie pourra être regardé, fi bon droit, comme le premier q u i  
se propose systématiquement l'extirpation de l'infini. Mais, tandis que pour 
Wronski l'infini est, en mathématiques, le N principv de l e ~ i r  haute évi- 
u dence et de leur certitude absolue n, je prouverai qu'il est le principe de 
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toute sorte d'erreurs et de paradoxes, et les auteurs les plus réputés m'en 
foiirnironl une foule d'exemples. 

J'ai dit qu'il n'y a point de quantités infinies en mathématiques ; cepen- 
dant i l  y a des quantités qu'on dit infinies. Il faut donc ou les exclure ou 
savoir au juste cornnient on doit les définir et les employer. 

En analyse comme en geomejrie, je distingue deux infinis : l 'un, que 
j'appelle infini absolu, est impossible ; l'autre, que j'appelle l'infini relatif, 
consiste en une valeur fictive trés-grande attribuée à une variable. 

Quoique cette distinction n'ait pas encore été faite jusqu'ici, elle est es- 
sentielle et a une importance capitale, surtout au point de vue théorique. 

1 
Dans la relation z =I: - on ne peut pas faire x = O ;  autrement la valeur 

x 
correspondante de z serait un  nombre qui exprimerait combien il faut de 
zéros pour faire l'unité , ce qui est absurde. 

Lorsque la variable x est indépendante de toute autre, on peut bien lui 
donner la valenr zéro, mais on ne le peut plus dés que cette variable est liée 

à une autre 2 par larelation 2 = Ainsi, supposer x x: O dans cette rzla- 
x 

tion, c'est supposer l'absurde et l'impossible, ou bien la chose ne devient 
possible qu'en rompant le lien qui unit a à x. 

1 
Malgré cela on fait x = O, et l'on dit que - est l'infini. C'est ce que j'ap- 

O 
pelle l'infini absolu. 

1 '  
Dans la relation z - - la valeur de x pouvant approcher autant qu'on 

x )  
veut de zéro, sans cependant l'atteindre, on dit que zéro est la limite de x ; 
mais il est faux et absurde de dire , avec Cousin, que (( puisque zéro est la 

1 1 
limite de x, i l  est clair que - est la limite de -. D Il est clair, au con- 

1 O x 
traire, que - n'est ni une grandeur ni la limite d'a~icune grandeur. 

1 O 
Si - représentait un  nombre, rien n'empdcherait m e  variable indépen- 

O 

dante d'atteindre et même de dépasser .ce nombre. Voilà pourquoi, dans la - 
1 

relation a = - la valeur de x peut tendre vers sa limite zero , tandis que 
x' 

celle de a croit.sans limite, sans s'approcher jamais, n i  de loin ni de prbs, 
1 

de - qui n'est n i  une grandeur ni une limite. 
O' 1 

Lorsqu'on croit qu'on peut faire x = O dans la relation z =- on dit 
1 x ' 

que la valeur de z devient - et est infinie. C'est un infini impossible. 
O 

Les deux termes d'une fraction peuvent devenir nuls en mème temps; la 
O 

fraction se rdduit alors & -, et sa valeur est tout-&-fait indéterminée. 
O 
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Mais le dénominateur ne peut pas devenir seul Bgal h zero ; l 'hypothh 
1 qui rend le dénominateur nul, par exemple, celle qui  fait x = O dans -> ou 
x 

x = a daris A est une hgpothése absurde. 
x-a' 

Dans la relation a = ' on peut supposer B x une valeur trés-petite, et 
5' 

alors la valeur correspondante de 2 est trés-grande. Pour renchérir encore 
sur ces expressions, on dira x infiniment petit et P infiniment grand. La 
valeur de a sera ainsi un infini relatif. 

La réciproque d'un infiniment petit est donc un infini relatif; mais zéro 
1 

n'a point de réciproque : il serait absurde de dire que - est la réciproque 
O 

de zéro, parce qu'il n'y a pas de nombre qui mulliplié par zéro donne l'unité. 

Celui qui écrirait ' X O = 1, ferait une opération absurde 
O 

Propriétés de l'Infini 

L'infini n'a pas d'autre propriétk que d'être impossible. Tout calcul fait 
sur l'infini absolu, ou sur une fonction quelconque de cet iiifini, est lui- 
même absurde. 

1 2 
Ainsi, en doublant les deux termes de la fraction - on a -; or, il est - O '  O 

1 2  
absurde de dire que - = -. En doublant seulement le niimérateur de 

O O 
1 2 2 - on a encore -. or, il est pareillement absurde de dire que - est double 
O' O' O 

1 1 2  
de -. car ni - ni - ne representent des nombres. 

O'  O O 
1 1 

De même, en élevant au carrc! les deux termes de -, on a encore . il 
O O '  

1 
serait absurde d'en conclure que tout nombre infini égale son carré ; car - 

O 

ne représente ni un nombre, n i  le carré d'un nombre, ni la limite d'aucun 
nombre. 

De même qu'on ne fait pas un cercle carré, pour étudier les propriétés de 
1 

la nouvelle figure, on ne fera pas non plus x = O dans une fonction de -, 
x 

1 
ni x = a dans une fonction de -, pour étiidier les nonvelles propriétés de 

x-a 
la fonction. Les propriétés de cette fonction seraient absurdes, comme celles 
d'un cercle carré. 
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Quant & l'infini relatif, c'est trés-différent. Comme l'infini relatif est une 
valeur fictive, et non effective, attribuée (L une variable, il ne sera jamais 
exprimé en chiffres. Tout nombre écrit en chiffres sera toujours réputé fini ; 
car, de même qu'un son isole n'est ni haut ni bas, un nombre isole n'est ni 
grand ni petit. C'est par rapport aux nombres réputés finis, qu%n autre, 
exprime par une variable, pourra dtre supposd infini. 

Les nombres dits infinis sont, en réalité, finis ; ils jouissent donc de toutes 
les propriétes des nombres finis ; et comme ils sont nécessairement exprimés 
par des lettres, on leur appliquera toutes les formules et toutes les régles 
établies sur les quantités littérales. Dans ce sens rien n'est plus vrai que 
cette proposition de Leibnitz : (( Les régles du fini réussissent dans l'infini, 

et réciproquement. » 
Ainsi, lorsque la valeur de x sera infinie, celle de 2% n'en sera pas moins 

double de celle de x. La diff6renc.e entre x et x+ a, sera a, aussi bien pour x 
infini que pour x fini. 

De même, si x représente un infini du premier ordre, xe, xs, x4 représen- 
teront des infinis du deuxieme, dn troisiéme, du quatrième ordre. Comme 

x4 
on a - = x, on dira que le quotient d'un infini du quatriéme ordre par un 

x8 

infini du troisiéme est un infini du premier. Quant aux infinis absolus, ils 
sont impossibles, et il serait absurde d'en distinguer de différents ordres. 

La distinction des deux infinis existe en géomét.rie comme en analyse ; en 
sorte que si par une droite infinie on entend une droite sans extrémités, elle 
est absurde et impossible ; mais si l'on entend une droite extrêmement 
grande par rapport à d'autres rbputées finies, elle aura ses extrémités et sera 
finie en réalité ; ce sera un infini relatif. 

De même, tout plan &tant liécessairement terminé à une ligne qui en 
forme le contour, si par plan infini on entend un plan prive de ce contour ou 
perimélre, i l  est absurde et impossible. Mais si l'on entend Lin plan extrême- 
meut grand, termine comme tout autre, à son périmétre, il sera en réalité 
fini. Si on l'appelle infini, ce sera un infini relatif. 

Une droite infinie poiirra être doublee, triplée : cela s'entend d'une droite 
qui a des extrémités. Une droite sans extrémités étant impossible, on n'aura 
ni S l'augmenter n i  (1 la diminuer. 

En géométrie, comme en analyse, le3 proprietes'générales des grandeurs 
finies s'appliquent aux grandeur3 infinies, lorsqu'il s'agit de l'infini relatif. 
Mais s'il s'agit d'une grandeur infinie absolue, c'est-&-dire sans limites, elle est 
impossible et absurde, ainsi que toute propriété qu'on peut lui prêter. 

Le cercle de Pascal, dont le cenlre est partout et la circonférence nulle part, 
est un infini absurde. 11 en serait de même d'un carre dont le centre serait 
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28 P R E M I ~ E  PARTIE 

partout et le périmétre nulle part. Il n'y a pas à examiner queue est la  plus 
ronde o i i  la plus carrée de ces deux figures : toute comparaison serait 
absurde. 

Quand Eurlide définit les paralléles en disant que u ce sont des droites 
u situées dans le même plan et qui, prolongées 8 l'infini, ne se rencontrent 
u nulle part, » sa définition est necessairement fausse ou absurde. En effet, 
s'il s'agit de l'infini absolu, c'est-8-dire, si les droites sont prolongées jusqu'i 
ce qu'elles n'aient plus d'extrkmités, la définition est absurde. S'il s'agit, au 
con traire, de l'infini relatif, c'est-à-dire si l'on suppose les droites prolongéeo 
d'une longueur dite infinie, rien n'empéche de doubler, ni de tripler cette 
longueiir, et il pourra arriver que les deux droites infinies qui ne se rencon- 
traient pasd'abord,viennen t 8 se remontrer lorsque leur longiieur sera double?. 

Les géométres q ~ i i  ont suivi Euclide ont accepté la définition des parallèles 
avec son defant. Euclide lui-même en a détruit l'effet au moyen d'une antre 
proposition vicieuse, connue sous le nom de postiilatum d'Euclide. 

Une variable dite infiniment petite peut devenir absol~imen t nulle, pourvu 
qu'elle ne soit pas fonction d'un infini absolu. 

Par exemple, si l'on a supposé a infiniment petit dans l'expression 
y = 4 + a, rien n'empêche ensuite de faire a = O, et l'expression y = 4 +a, 
se réduira ainsi à y = 4 

1 
Mais si l'on a fait a infiniment petit dans la relation a = - on ne ponrra 

5' 

1 
plus ensuite faire a = O, en sorte que la valeur de y = 4 + - aura 4 pour 

2 

limite, mais n'égalera jamais 4. 
1 

n'habitude on n'est pas si scrupuleux ; on dit : pour x infini on a - = O, 
5 

et y = 4. 
On commet ainsi une erreur qu'on croit sans cons6quence, mais dont je 

ferai ressortir avec soin toute la gravite. Lorsque l'on confond, en une seule, 
deux choses essentiellement différentes, la définition devient contradictoire 
et conduit aussi A des conséquences contradictoires. 

Cette confusion et cetle contradiction sont trés-visiblzs dans le premier 
alinéa de l'ouvrage de Carnot sur la Métaphysique du calcul infinitésimal. 

Voici ce qu'il dit : (( On n'a jamais pu se former qu'une idée imparfaite de 
(( ces kléments, espéces d'êtres singuliers, qui tantôt jouent le role de vérita- 
« bles quantités, tantôt doivent ê t ~ e  traités comme absolument nuls, et sem- 
« blent, par leurs propriétés équivoques, tenir le milieu entre la grandeur 
(( et le zero, entre l'existence et le néant. )) 

Pour montrer que ces idées sont encore celles des savants, il suffira de citer 
ce témoignage de M. C. de Freycinet : 
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(C Cette notion de l'infiniment petit a été admirablement développée par 
« Carnot, dans ses réflexions sur la métaphysique du calcul infinitésimal. 
u Avant ce géomètre, on avait, il faut le reconnaître, des idées assez confuses 
u et même fausses sur la nature des infiniment petits, tels qu'ils sont intro- 

duits dans le calciil. D 

Les infiniment petits, tels qu'ils sont introduits dans le calcul, ne sont ni 
grands ni petits, parce qu'ils y sont toujoiirs représentés par des variables. 
Or une variable n'est ni grande ni petite : c'est la valeur qu'on lui attribue 
qui peut être l'une ou l'autre. En outre, les infiniment petits que u l'an con- 
« sidère presque uniquement, sont les accroissements de variables. » Or, 
comme il est évident que ces accroissements peuvent toujours devenir nuls, 
et qu'ainsi zéro est une valeur qu'ils peuvent prendre, et non une limite 
qu'ils ne peuvent atteindre, il n'en faut pas plus que cela pour que tous les 
géombtres répètent en chœur : « On appelle infiniment petit une grandeur 
« variable qui a pour limite zéro. n 

I I I  Les infiniment petits - - - ont pour limite zéro, mais ne représen- 
x' xP' ex 

tent pas les accroissements de variables. 

On voit que la définition, soit de l'infini, soit de l'infiniment petit, se 
trouve A tout moment en défaut ou en contradiction. C'est ce qui ne man- 
quera jamais d'arriver lorsqu'on voudra qu'une même définition s'applique 
A deux êtres esseiitiellement différents, lorsqu'on voudra, par exemple, 
qu'elle convienne à la carpe et au lapin. 

Nous constaterons ce défaut dans lecours d'analyse de Cauchy comme dans 
celyi de Duhamel. 

Par exemple, Cauchy nous dit: u qu'une quantité variable devient infini- 
(( ment grande, lorsque sa valeur numérique croit indéfiniment de ma- 
(( nikre A converger vers la limite a,. )) 

Si le signe a> représente une grandeur, pourquoi une variable iiidépeii- 
clante ne pourrait-el16 pas l'atteindre et même la dépasser? Et si le signe co 
ne représente pas une grandeur, comment peiit-il être la limite d 'me 
grandeur, et comment cette grandeur peut-elle converger .vers ce signe? 

Loraqn'on (( appelle quantité infinie une variable qui croît au-del8 de 
toute puan tité donnée, » la définition est vicieuse comme celle de Cauchy. 

En effet, une variable n'est ni graude ni petite, c'est la valeur attribuée ii la 
variable qui peut être grande ou petite. Il faudrait aussi s'expliquer sur la 
quantité donnke; est-elle fiuie ou infinie? Si elle est finie, pourquoi une 
autre un peu plus grande serait-elle infinie ? Si elle est infinie, on appelle- 
rait donc quantit6 infinie une quantité plus grande qu'une quantite 
infinie. 
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30 P R E M I ~ R E  PARTIE 

Duhamel s'exprime ainsi : (( Il n'y aurait aucun sens A attribuer 3 la corn- 
(( paraison de deux infinis, puisque l'infini ne signifie pas une grandeur, 
a mais l'absence de limites. r Si a l'infini ne signifie par une grandeur, s 
que faut-il entendre par une grandeur infinie ? Comment l'infini peut-il être 
la limite d'une grandeur? comment une grandeur peut-elle étre tendre vers 
l'infini ? ' 

S'il n'y a u aucun sens à attribuer H la comparaison de deux infinis, D 
comment peut-on les dire égaux ou inégaux, de même ordre ou d'ordre 
différent S d'abord comment peut-on en prendre ou connaître le rapport. 

On n'en finirait pas, si l'on voulait relever toutes les contradictions que 
présentent les propriétés qu'on prête A l'infini. 

Fontenelle dAmontre, et Cauchy admet que oc, f a = cc. De même, Bou- 
charlat démonire que quand ;?: est infini, on a x + a = x, c'est-Hire que 
deux infinis sont toujours égaux malgré leur difïérence. M. Gérono, au cou- 
traire, démontre qu'on n'a pas x - x = O, c'est&-dire que deux infinis ne 
sont pas égaux, même quand ils n'on1 aucune différence, ou qu'ils sont abso- 
lument identiques. 

Faut-il penser que ces contradictions ne tirent pas & conséquence? qu'el- 
les ne peuvent conduire & aucune erreur, du moins chez ceux qui ont l'ha- 
bitude du calcul? Cet ouvrage fournira des preuves nombreuses du contraire. 
Jemontrerai que les fausses notions, les fausses propri0tés de l'infini ont 
entraîné les géométres les plus réputés dans des erreurs graves, dans des 
absurdités grossières. 

Ces erreurs résultent surtout de ce que l'on confond partout deux infinis 
très-différents, en prêtant A l'un les propriétés de l'autre, ou en leur attri- 
buant des propriétés mixtes qui ne conviennent n i  A l'un ni A l'autre. 

A la page 46 de son cours d'analyse, Cauchy considère les fonctioil; 
simples d'une seule variable, D et dit u qu'il est facile de tixer leurs valeurs 

singulières. D Pour moi, je ne suis pas du tout fixé sur le sens et la valeur des 
égalités au moyen desquelles il croit les avoir fixées. 

Ainsi, d'aprks lui, la valeur singulikre de a + x, pour x = a, est 
a a 

a + a: ; celle de ax est a X a, = oc, ; celle de - est - = o ;  celle 
x tl;i 

Ca 

de xa est CO a = co ; celle de A" est A = rn , etc. 
Avant de fixer toutes ces valenrs singulières, il aurait fallu fixer la signifi- 

cation du signe oc, . Ce signe leprésente-t-il l'infini absolu ou l'infini relatif? 
Si c'est l'infini absolu, nous sommes tout fixés sur la valeur des opératious 
indiquées ou effectuées sur lui  : elles sont absurdes, et toutes les égalités 
précédentes peuvent ètre, sans aucun examen, déclarées absurdes. 

Si, au  contraire, le signe CO représente un infini relatif, les egalités pré- 
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cédentes peuvent être déclarées toutes fausses; ainsi l'égalité a + co = , 
est fausse, puisque, dans le premier membre, il y a le terme a qui n'est pas 
dans le second, et qu'en retranchant a> de chaque membre, on obtiendrait 
a = o. 

a 
L'égalité - = O est de toute impossibilité, c'est-&-dire que tant que x 

CO 

a est iin nombre, la fraction - ne peut pas devenir zéro. 
x 

L'égalitB a, a = a, signifierait donc qu'il y a égaQté entre toutes les puis- 
sances de l'infini. Que deviendraient alors les différents ordres d'infinis? 
que deviendrait le principe en vertu duquel les infinis d'un ordre quelconque 
s'effacent devant un infini d'un ordre supérieur? 

J'en sais qui ne partageront pas mon opinion sur les valeur3 singulières 
données par Cauchy ; ceux même qui par ce moyen auront pris quelques 
fausses ideesde plus, croiront que c'est toujours autant de pris, et seront les 
premiers ii se persuader qu'ils ont tout compris. 

a a 
L'égalité , = O, ou - = o., pour x = co, est de toutes les propriétés 

x 
attribuées A. l'infini, la plus généralement recue, et la plus féconde en graves 
erreurs. C'est sur cette fausse propriété qu'ont été fondes plus d'une fois les 
beaux travaux de Cauchy. 

Tel est celui que M. Liouville appelle l'élégante extension donnée par 
Cauchy h la règle de l'H6pital. a Aussi, dit-il, les géométres ont-ils apprécié 
u depuis longtemps l'extension élégante que M. Cauchy a su donner au théo- 
u rème de YHdpital. » 

u 
Pour démontrer la rbgle qui donne la vraie valeur d'une fraction dont V' 

les termes sont infinis, Cauchy fonde son raisonnement sur la propriéte 
I I  

attribuée aux fractions - - d'être nulles quand u et v sont infinis ; or 
U' v 

1  1 
jamais les fractions - et - ne peuvent devenir nulles. 

U v 
Ainsi la démonstration de Cauchy reste sans fondement et s'écroule tout 

entiére. D'où il suit que a l'élégante extension donnée par Cauchy ii la régle 
u de l'Hdpita1, n est une régle fausse, démontrée par un faux raisonnenieiit 
fonde sur une fausse propriété de l'infini. 

1 
On a beau supposer ou vouloir que la fraction - = O pour x inflni ; elle 

x 
résiste et n'y arrive jamais. 

Par exemple on a identiquement 
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1 
S'il Btait possible que la fraction - devint zéro, l'iclentilé se réduirait a 

x 
x 1 

x - - = - ou à. x - x = r, c'est-&-dire à O = r. 
1 1 )  

1 .  
En sorte que faire - = O ,  dans cet exemple, c'est faire O = I : c'est la 

x 
méme absurdité. 

Cependant l'hypothbse ' = O est tellemeii t r e p e  dans l'enseignement, 
x 

que M. Gérono aime mieux dire que x - x n'égale pas zéro, c'est-bdire 

qu'on n'a pas x = x, que d'admettre que ' n'égale pas zéro ; ainsi, il fait 
x 

x - x = I, c'tst-&-dire O = r, polir n'être pas conduit 8 l'absurdité I = o. 
Paire O = I de peur d'arriver h l'absurditb I = O, voilh pourtant ce que 

fait le rédacteur en chef des Nouvelles Annales nzatlzématiques. Pour s'en 
convaincre, il faut lire la note de la page 90 des Nouvelles Annales mathé- 
matipues de 1865, où l'auteur dit : u L'hypothkse x = UJ réduit l'expression 

x 
x- - à. x - x ;  

1 
1+; 

par coiiséquenl, ajoute-t-il, la rkcluction des deux termes x ,  - x, conduit 
à l'égalité r = o. D 

1 
Ainsi, i l  croit que - = O, ce qui reduit . 

x 

Mais il ne permet pas que x - x = O, puisyu'il a besoin que cette différence 
fasse 1. 

1 
L'usage d'accepter I'hypothbse - = O, quand x est infini, date de loin; 

x 
mais ce qui peut surprendre, c'est que les erreurs auxquelles conduit ce faux 
principe, ne l'aient pas fait abandonner. Chaque chose a sa raison d'être, et 

. il suffit qu'on tire parti d'une erreur pour qu'elle se perpétue de siécle en 
siécle . 

Or, quand un faux principe a conduit un géombtre, comme dans l'exemple 
deM. Gérono, à une absurdité telle que I = O, il l'abandonnerait hien vite, 
s'il comprenait son erreur, et ne la regardait comme un résultat singulier du 
calcul, dont i l  croit pouvoir tirer parti en faveur de l'objet qu'il a en vue. 
C'est ainsi que M. Gérono, se voyant conduit a I1absurdit(l I = O, pour aroir 

1 
admis que - = O, crut pouvoir annoncer que les termes x, - x ne se dé- 

x 
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truisent pas, et en'conclure que j'ai fait une erreur, en réduisant les deux 
a - a' a - a' 

termes - x, - - 
2 2 

x, dans un exemple de ma Thdorie des  conver- 

gents. 
Lorsque Leibnitz et les frères Bernoulli s'occupaient de sommer des séries 

au moyen de transformations qui avaient la  série harmonique pour point de 
départ, Jean Bernoulli rencontra un cas bien singulier ; car son calcul, qu'au- 
jourd'h ui encore M. Bertrand déclare (( irréprochable, )) le conduisit, comme 
dans i'exeinple de M. Gérono, A l'absurdité I = o. C'est qu'il avait fondé, 

comme M. Gérono, son calciil sur l'hypothèse ,!- = O, qui était pour les 
n 

géométres de l'époque, comme poiir ceux d'aujourd'hui, un principe incon- 
testable. Donc, puisqu'il n'y avait point de faute dans le principe ni dans les 
opérations de l'auteur, l'égalith r = O était pour lui  le résultat d'un caprice 
singulier du calcul, et il pensa non-seulement que le fait meritait d'être 
connu, mais qu'il en pouvait tirer parti, en le donnant comme une preuve de 
la divergence de la série harmonique, qui avait servi de point de départ 
son calcul. 

Sganarelle aurait conclu, lui, en disant : a Voilà justement ce qui fait 
(( que votre fille est muette. n Mais M. Bertrand avait besoin d'arriver % 
une conclusion trés-différente. En effet, frappe de la faute commise par d'il- 
lustres géomètres, y compris Lagrange, qui ont cru que l'on pouvait tou- 
jours substituer B une fonction son développement en série, même lors- 
que la série est divergente, il a dit, comme Abel lui-même, qu'il fallait 
rejeter et proscrire, de l'analyse, tout usage des séries divergentes. La propo- 
sition élait plus facile à avancer qu'à démontrer ; car, quel que soit, par 
exemple, le nombre des empoisonnements produits par l'arsenic, on n'en 
peut conclure le droit d'en proscrire absolument l'usage en médecine. 

Di1 reste, Le moyen qui s'est présenté comme le plus naturel et le plus 
fécond pour former et sommer les plus importantes séries convergentes, con- 
siste B les déduire de la  série harmonique, qui est divergente, comme l'ont 
fait, avec tant de sagacité et de succés, Leibnitz et les fréres Bernoulli. Or, 
c'est justement dans les œuvres de ces illustres inventeurs que M. Bertrand 
est allé puiser la preuve du contraire. 11 a donc exhume ce malencontreux 
raisonnement qui a conduit Bernoulli à l'absurdité I = O, et il l'a donne 
comme une preuve ii l'appui de sa ridicule assertion: 

Dans l'exemple prbcédent, comme dans celui de M. Cérono, c'est l'hypo- 
1 

thése - = O qui conduit à l'absurdité I = o. 
n 

Si l'on y regarde de prés, on reconnaîtra que c'est, au fond, à la meme 

8 
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cause qu'il faut imputer la plupart des paradoxes qu'on rencontre en mathé- 
matiques. En voici u n  autre exemple : 
d u  chapitre V de sa Théorie des fonctions analytiques, Lagrange dé- 
montre que toute fonction d'une variable est identiquement nulle, lorsque 
cette fonction et toutes ses dérivées se réduisent A zéro, pour une valeur 
particulibre de la. variable. 

Ur, Cauchy a donné un démenti A cette proposition, en présentant la 
1 -- 

fonction e xP qui, selon lui, devient nulle, ainsi que toutes ses dbrivées pour 
la valeur x = o. 

Les auteurs qui sont venus aprés Caiichy ont été du même avis que lui. 
Ainsi, MM. Duhamel, Sturm, Cournot, Moigno, Bertrand, Serret, Hermite ont 
reproduit le même exemple et en ont tiré la même conséquence. 

Je n'ai poinl A examiner, ici du moins, la valeur de la démonstration de 
Lagrange; mais je montrerai tout de suite que l'objection de Caiichy porte 
A faux. 

- - - 
En effet, la fonction e peut s'écrire 2- ou 2- en posant r = e se. 

+' " 
e xq 

1 1 
Or, que deviennent les fractions - et - pour x = O ? Je reponds qu'il est 

2 9  2 

1 
absurde de faire x = O dans l a  fraction - et qu'il est absurde de supposer 

$4' 

1 1 1 
que - ou - puisse devenir -. L'objection de Cauchy est donc fondée sur 

x * a O 

des hypothéses absurdes. 
Quand on me dit qu'il faut bien faire x = O pour étudier les valeurs sin- 

guliéres, les paradoxes, etc., qui résulteront de cette hypothèse, je réponds : 
casse-cou ; il n'en peut résulter que des absurdités, et les exemples que j'ai 
présentés jusqu'ici prouvent assez que quand j'aurai besoin d'en produire 
d'autres, les géomé tres m'épargneront la peine de les créer moi-même. 

Dans ce qui précéde, je me suis attache tout spécialement A discuter, en 
elle-même et dans ses conséquences, la propriété analytique qu'on attribue 
a l'infini, lorsqu'on pr2:end qu'il est la réciproque de zero, c'est-8-dire que 

1 
pour x infini, on a - = o. Mais, en général, il me suffira qu'une propriété 

x 
quelconque de l'infini ne s'applique pas aux quantités finies, pour que je la 
déclare fausse et inadmissible. 

Cet,te opinion rencontrera bien des contradicteurs, qui objecteront que les 
plus beaux travaux de la géométrie moderne sont fondés sur de telles pro- 
prietes. Par exemple, on y admet que les paralléles se rencontrent & l'infini, 
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que tous le; points A l'infini sont sur une même droite ou dans un méme 
plan, etc. 

Loraqu'on dit que les points à l'infini dans 1111 plan sont tous sur iine mêmd 
droite, il ne peut 6tre question de l'infirii rdatif ; car pour des points trés-. 
éloignés, il peiit y en avoir dans tous les sens et dans toutes les directions. 
C'est donc de l'infini absolu ou impossible qu'il s'agit. Alors il n'y a pas plus 
de raison de nier que d'admettre la propriéte. 

Dans son dernier ouvrage intitulé : Des mélhodes dans les sciences de 
raisonnement, Duhamel prouve, d'après Aristote, cc que du faux on peut 
(( quelquefois déduire le vrai. On recoiinaîtra, n dit-il, cc qu'eu partant d'un 
(( principe faux on petit parvenir à u n  résultat exact. » 

S'ensuit-il qu'on ait le droit de partir d'un principe faux, et faut-il aussi 
sur ce point admettre en principe que la fin justifie les moyens ? 

Par exempie, je dis que c'est admettre l'impossible, et partir d'un principe 
1 

faux, que de faire x = O dans la fonction -. 
x 

Les géomètres font x t O polir voir ce qu'on en pourra tirer de bon. Ainsi, 
M. Hermite me répond : (( En passant d'une valeur aussi petite qu'on le 

1 
(c voudra à la valeiir x = O, on fait éprouver ii la fraction - un changement 

x 
(( infini, et si je vous ai  bien compris, il serait nécessaire d'exclure de 
(c l'analyse, comme conduisant des paradoxes, toute; les considérations qui 
u amènent a admettre une telle discontinuité. Je ne puis être de cet avis 
(( Nais avec tous les géombtres , je reconnais ce que présentent d'obscur, 

1 1 
cc ii certains kgards, les fonctions telles que sin -, cos - indéterminées, 

x x > 
mais seulement dans le voisinage de la valeur x = o. 

1 1 
Pour moi les fonctions sin -, cos - et , en général , toutes les fonctions 

x 5' 

1 
de - sont ab3urde3 pour x = o. Nais pour M. Hermite avec tous les géomè- 

x 
tres, elles sont seulement obscures et indéterminées dans le voisinage de x = o. 
Ditesnous au moins où commence ce voisinage. 

C'est une grande erreur de croire que dans le voisinage de x = O, la valeur 
1 1 1 

de - est aussi dans le voisinage de -, car - n'exprime; pas une grandeur, 
x O O 

1 
et la valeur de - n'en peut approcher ni de loin ni de prés. 

x 
Je n'admets pas le déraillement même dans le cas où on revient immédia- 

tement sur la voie. Par exemple, Poinsot ayant déterminé la résultante de 
deux forces paralleles et de sens contraires, traite le cas où elles sont égales, en 
disant : 

a Supposons que les deux forces P et R soient égales, la résultante Q sera 
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a zéro, et la distance qB de son point d'application sera, par la proportion 
R X AC 

a ci-dessus, - , c'est-A-dire infinie. De sorte que, lorsque les deux forces 
O 

(( deviennent parfaitement égales, la resultante est nulle, et la distance du 
a point d'application infinie ; ce qui paraît annoncer qu'il n'y a plus alors de 
(( résultante. .... D Une fois que l'auteur a admis qu'une distance peut être 

R X A C  
représentée par --- , il ne peut revenir A la vérité que par une contradic- 

O 
tion. En effet, dire que N la résultante est nulle et la  distance de son point 
a d'application infinie, N c'est déterminer complètement tout ce qui constitue 
la  résultante; l'auteur ne peut donc pas sans contradiction, ajouter : (( ce qui 

paraît annoncer qu'il n'y a plus alors de résultante. )) 

Donner la grandeur de la résultante et la distance de son point d'applica- 
tion, ce n'est nullement annoncer qu'il n'y a point de résultante. La résui- 
tante est impossible, parce qu'il est impossible de faire x = O dans la fraction 
RXAC R X AC , et par conséquent impossible qu'une distance soit -. Lors- 

a - 
qu'une force est zéro, on peut l'appliquer où l'on veut, et c'est bien peine 
inutile que de s'en aller l'appliquer à l'infini. 

Tonte propriété de l'infini est un déraillement, et toute théorie déduite 
de cette propriét6 est de la science après déraillement. 

Par exemple, je ne nie pas le talent déployé par Cauchy, dans l'élégante 
(( extension qu'il a donnée à la règle de 1'Hapital n; seulement , je soutiem 
que c'est de la science aprbs déraillement. J'aurai l'occasion d'en dire autant 
au  sujet de ses intégrales définies singulières. 

Lorsqu'une théorie débute par un déraillement, je veux dire par un faux 
principe, les propositions dont elle se compose peuvent être vraies ou faus- 
ses. Mais, lors même qu'elles sont vraies, les démonstrations qui s'appuient 
directement sur le faux principe, doivent être refaites. 

La théorie des paralleles, par exemple , débute par un faux principe, qui 
est la définition ; mais l'erreur est aussitat corrigée par le postulatum d'Eu- 
clide, et il s'en suit que les propositions qu'on en déduit sont exactes. Malgré 
cela, les démonstrations qui s'appiiient sur le faux principe ; doivent être re- 
faites. Ainsi, lorsque pour demontrer que deux droites paralléles à une 
troisième sont parallbles entre elles, on dit : E n  effet, si, prolongées A 1'ir.- 
fini, elles se rencontraient en un point, il y aurait, de ce point, deux 
parallèles il une même droite. Cette démonstration ne vaut rien, parce 
qu'elle s'appuie sur une fausse définition. 

Pour refaire la démonstratioii ; on difa qu'une perpendiculaire il la troi- 
siéme droite, l'est aussi aux deux autres qui, étant ainsi perpendiculaires a 
une troisibme, sont pour cela parallbles entre elles. 
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Si la théorie des parallèles n'est vicieuse qu'à la base, il n'en est pas de 
même de la Théorie de l'espérance morale, inaugurée par Daniel Bernoulli, 
et présentée dans tolite sa splendeur par Laplace, dans sa Théorie analyti- 
que des probabilités. 

Cette thborie de l'esp4rance morale, fondée sur la fortune morale et autres 
choses non moins morales, est ridicule d'un bout à l'autre. Elle a été ima- 
ginée pour expliquer le paradoxe que présente le trop'célèbre probléme de 
Saint-Petersbourg. 

Est-il nécessaire d'ajouter qa'ici encore l'infini est la  pierre d'achoppe- 
ment qui produit le deraillement et conduit au paradoxe ? 

Ce problème est énoncé de la manière suivante, par Daniel Bernoulli, 
dans les Mémoires académiques de Petersbourg. 

u Piere  se proposant de jeter en l'air une piéce de monnaie , promet de 
donner à Paul un ducat si, des le premier conp, cette pibce, étant tombée, 

u montre la face ; deux, si cela n'arrive qu'au deuxiéme coiip ; quatre, si 
(( ce n'est qu'au troisiéme , et ainsi de suite, en doublant A c h a p e  coup. 
u On demande le sort de Paul. » 

Pour rendre la discussion plus facile à comprendre, je vais reproduire 
l'énoncci sur un cas particulier. 

Paul joue à pile ou tête, et garie, contre Pierre, qu'en huit coiips, il 
amènera tete. Si c'est au premier coup, Pierre perd 2 francs ; si c'est an se- 
cond coup, il p perd 2e ; si c'est au troisième, il eh perd 23, etc., et, enfin, si 
c'est au huitième, il en perd 2* ou 256. 

Paul perd donc dans la seule partie OU il n'amène pas tête en huit coups ; 
mais, dans tout autre cas , il gagne, et la' partie finit au coup où il 
amène tete. 

On voit pliis facilement combien le jeu présente de combinaisons ou de 
chances égales, en supposant qu'on jette 8 piéces du même - coup ; car les 
deux faces de la première peuvent se combiner avec chacune des deux faces 
de la seconde pièce, ce qui donne quatre combinaisons. Chacune des deux 
faces de la troisième peut se rencontrer avec ces quatre combii~aisons, ce qui 
en fait 8 ou 23, avec trois piéces, et, enfin, 28, OU 256 avec huit pièces. 

Paul perd pour une seule de ces 256 combinaisons, mais pour les 255 au- 
tres, il gagne en tout 8 X 28 = 2048 francs. Il faut donc, pour égaler les 
avantages, que Pierre regagne en une partie les 2048 francs qu'il a payés 
pour les 255 parties que Paul a gagnées. 

ALI lieu de payer 2018 francs la partie où il perd, Paol peut payer 8 francs 
chaque partie qu'il joue ; de cette maniére il aura payé 8 X 256 Ou 2048 , 
lorsque les 256 parties seront jouees. 

Les conditions peuvent donc se poser de deux maniéres, avec le même 
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avantage pour les deux joueurs. Dans le premier cas, l'enjeu de Pierre est 
2s on 256 francs, et celui de Paul 8 )( 2'3 ou 2048 francs. Lorsque Paul 
gagne, i l  retire son enjeu avec la somme gagnée, qui est 2, 2', P... . . ou 28, 
suivant qu'il gagne au  1 ", au  2", au 3". . . . . ou au 8' coup. Au con traire, lorsque 
Pierre gagne, ce qui n'arrive que si Paul n ' amhe  pas tête en huit  coups, il 
retire son enjeu avec celui de Paul, qui est 8 X 28, ou 2048. 

Dans le second modz, Paul paye 8 fr. son droit de joiier chaque partie et ne 
retire que la somme gagnée, qui est nulle seulement quand il jolie 8 coups 
sans amener tête. 

C'est cette seconde maniére qui est adoptée dans le  jeu de Pétersbourg. 
Demander quel est le sort de Paul, c'est demander combien il doit payer le 
droit de jouer une partie. 

Noils venons d e  voir que ce droit se paye 8 francs pour la partie en 8 coups, 
et que l'enjeu de Pierre doit s'élever à 28 OU 256 francs. Le droit de jouer une 
partie en 50 coups se paierait 50 francs, et l'enjeu de Pierre s'élèverait A 
250, c'est-à-dire h plus d'un million de milliards. 

On voit de même que Paul paierait 100 francs le droit de jouer une partie 
en 100 coups ; mais l'enjeu de Pierre devrait s'élever A 2'0°,  et la somme en 
or qiii représenterait cet enjeu, ferait un  volume bien plus gros que celui de 
l a  terre. 

La parlie en 100 coups serait donc plus que ridicule. Cependant l'inventeur 
du probléme de Pétersbourg a troiivé le moyen de poser une question beau- 
coup plus absurde encore. Il a snpposé une partie non pas en cent coups, ni 
en mille, ni en un million, mais une partie en un nombre infini de coups, 
pouvant durer non pas des siécles, mais toute une éternité. 

Voila le paradoxe, voilà la question dérisoire, absurde, qui a exercé et em- 
barrassé nos p l i ~ ~  illus'tres géomètres, pour la solution de laquelle ils ont inventé 
la ridicule Théorie de l'espérance morale, fondee sur la fortiine morale, etc. 
On admet donc quo, pour avoir le droit de jouer une partie qui peut durer 

éternellément, Paul doit payer une somme infinie. C'est pour cela qu'on 
plaint son malheureux sort, et qu'on cherche à l'adoucir par des considéra- 
tions morales. Mais on ne considére pas que l'enjeu de Pierre doit êtré infi- 
niment plus grand que celui de Paul. et que si l'on attend que Pierre 
produise le premier l'enjeu d'une partie en 50 coups seulement, les 50 francs 
de Paul resteront dam sa poche, ce qui vaudra mieux que de réduire cette 
somme par des considérations morales. 

Ce qu'il y avait de plus raisonnable, selon moi, c'e tait de les dispenser 
l 'nn et l'autre de jouer une partie qui peut durer une éternité, etpour 
laquelle aucun des deux n'est en mesure de produire la millionniéme partie 
de son enjeu. 
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Mais si l'on rejetait comme absurde le probléme dePétersbourg,que devien- 
drait la belle Thgovie de l'espérance morale, inventée tout exprés pour ra 
solution de ce problbme ? 

On a donc cru nécessaire de s'occuper de Paul et des moyens d'adoucir 
son malheureux sort. On a inventé, tout exprés, l'espérance morale, l a  for- 
tune morale et les expectatives non moins morales; sur quoi l'on a édifié 
des formules savantes, qui réduisent la valeur infiniz de l'enjeu de Paul A 
la bagatelle de 7 fr. 89 c. 

Ou lui dit : Mon cher ami, tu n'est pas riche ; il faut jouer priidemment et 
ne pas exposer une soniine infinie que personne ne posséde ; i l  ne faut expo- 
ser qu'une partie de ta fortune et ne pas mettre au jeu plus de 7 fr. 89 c. 

Ne pourrai t-on pas trouver une c( élégante extention )) à cette théorie, en 
disant, par exemple, à quelqu'un qui doit cent francs : sois prudeut, ne les 
paye pàs, cela pourrait te réduire la misEre ; au lieu de cent francs, paie 
cent sous tout au plus. On te dira : u qui paye ses dettes, s'enrichit, 1) mais 
ne t'y fie pas, ce serait courir A ta ruine. 

C'est cependant .une telle plaisanterie que l'on prétend consacrer par une 
thhorie et des formules scientifiques, mathématiques. 

Daniel Bernoulli invente les principes, Laplace tire les formules et fait le 
calcul qui réduit la somme infinie à 7 fr. 89 c. 

Tous ceux qui ont traité du calciil des{probabilités, ont pris la question au 
sérieux, jusq~i'a M. Laurent, p i  termine son explication en disant : « Nous 
(( sommes alors en présence d'un cas ou le théoréme de Bernou1l.i tombe en 
(( défaut ; c'est là, je crois, qu'il faut voir l'explication d'un fait qui répugne 
c( au sens commun, et il faut en conclure que le jeu de Saint-Pétersbourg ne 
(( peut jamais être équitable. » 

C'est pl~itdt la question qui n'est pas raisonnable. 
Voici comment Lacroix pose le paradoxe : cc Puisqu'il n'est pas impossible 

a que pile n'arrive qu'après un nombre de coups  plu^ grand que tel nom- 
(( bre qu'il plaira d'assigner, ne s'ensuit-il pas qu'avant de commencer 
(( le jeu, il faut supposer ce nombre infini? La mise de Paul doit donc étre 
a infinie; mais quel homme sensé voudra risquer à ce jeu, non pas une 

somme infinie, ce qui est absurde, mais même une somme tant soit peu 
forte? Voilii le paradoxe que les géométres ont cherché A expliquer oii ii 
éviter. n 
Il y a cependant un moyen bien simple : c'est de déclarer la question 

absurde, tout comme de supprimer les deux 1)outs d'un bâton. 
On dit bien : u La mise de Paul doit donc ètre infinie ; n et celle de Pierre, 

qu'en faites-vous? Complri tez se~ilement son enjeu de la partie en 50 coups, 
avant d'en supposer lin nombre inflni. 
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Laplace présente le paradoxe de la mdme maniére : 
'(( Si la partie continue l'infini, la mise doit ètre infinie. Cependant, aucnn 

(( homme raisonnable ne voudrait exposer B ce jeu une somme modique, ' 

u cinquante francs, par exemple. D'oh vient cette différence entre le rksultat 
(( du calcul et l'indication di1 sens commun? n 

Elle vient de ce que vous faites une hypothèse contraire A l'indication du 
calcul et en dépit du sens commun, en supposant que a la partie contiilue i 
(( l'infini. » 

Tout homme vraiment raisonnable n'exposerait ses 50 francs qu'il la con- 
dition que vous mettiez sur table l'enjeu correspondant, c'est&-dire un 
million de milliards. 

C'est une difficulté qu'on ne prévoit pas. On suppose que l'adversaire de 
Paul n'a qu'A se croiser les bras devant la table où Paul perd son argent. En 
conséquence, on ne s'occnpe que d'imaginer des moyens de diminuer la perte 
de Paul. 

Voici donc comment Laplace s'y prend. Lorsqii'il a posé cette question : 
(( d'oh vienl cette différence entre le résultat du calcul et l'indication du 
(( sens commun ? n il y répond en disant : 

(( On reconnut bien tôt qu'elle tenait A ce que l'avantage moral qu'un b i e ~  
nous procure, n'est pas proportionnel il ce bien. En effet, il est visible qli'un 

(( franc a beaucoup plus de prix pour celui qui n'en a que 100 que pour un 
millionnaire. On doit donc disting~ier, dans le bien espéré, sa valeur 

(( absolue de sa valeur relative ; celle-ci se régle sur les motifs qui le font 
u espérer, au  lieu que la premiere en est indépendante. On ne peut donner 
(( de principe général pour apprécier cet te valeur relative. En voici cependant 
(( un proposé par Daniel Bernoulli et qiii peut servir dans beaucoup de 

cas. >J 

Voyez-vous venirl'avantage moral d'un bien qui n'est pas proportionnel 
C1 ce bien? Une petite somme pourra donc présenter le même avantage moral 
qu'nne grande, ce qui fait que la grande pourra se remplacer par la petit2 
et finalement, une somme infinie par la bagatelle dé 7 fr. 89 c. Et en avant les 
formules mathematiques 

(( 11 est visible, dites-vous, qn'un franc a beaucoup plus de prix polir celui 
qui n'en a que 100, que pour celui qui est millionnaire. )) Le contraire 

pourrait bien se voir aussi, surtout si le millionnaire était par trop avare. 
Avantage moral, espérance morale, ordre moral, fortune morale, valeurs 

morales, expectatives morales, vertus morales : voilil bien des mots sonores 
qui n'auront jamais le son des espéces sonnantes. Il en est de toutes ces cho- 
ses morales comme des indulgences attachées aux médailles qu'on revend 
au poids : elles ne pésent pas dans la balance. 
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Cependant on s'en est servi pour confectionner la formule de l'espérance 
morale, en partant du principe suivant, imaginé par Daniel Bernoulli : 

a La valeur relative d'une somme infiniment petite est &gale à sa valeur 
u absolue divisée par le bien total de la personne intéressée. n 

Ce principe, tout en faveur des indigents, dépasse même son but, en ce 
sens qu'il donne une valeur relative infinie à la  fortune de celui qui n'a 
absolument rien, puisque dans ce cas le dénominateur de la fraction est zéro. 

Pour que ce cas ne se présente pas, on suppose toujours quelque fortune ii 
celui qui n'a rien ; car il a toujours quelque chose en espérance ou en expec- 
tative. S'il est trop paresseux pour travailler, il espére qu'on lui fera I'au- 
mbne. a Il n'y a que l'individu motirant actuellement de faim, duquel on 
« puisse dire qu'il ne posside rien absolument. » Lorsque Daniel Bernoulli a 
dit cela, il ne voyait pas toute la conséquence qu'on en peut tirer; car si l'in- 
dividu qui meiirt actiiellemen t de faim, n'a rien absolument, sa fortune rela- 
tive est infinie, piiisqu'elle a pour dénominateur zéro, en sorte qu'il suffl- 
rait de mourir de faim pour avoir une fortnne morale infinie. C'est donc 
gravement et moralement qu'il dit: (( Il n'y a que l'individu mourant 
« actuellement de faim, duquel on puisse dire qu'il ne posséde rien absolu- 
(( ment. Celui qui se procure en mendiant une somme annuelle de dix pikces 
a d'or, n'en accepterait pas 50, sous la condition de renoncer à ce moyen de 
« gagner sa vie, aussi bien qu'A tout autre. Il en est ainsi de ceux qui ne 
« vivent qu'en empruntant. Pourraient-ils s'interdire à jamais cette 
« ressource moyennant une somme plns considérable, même que celle qui 
« les libhrerait de leurs dettes? Si donc le mendiant et l'emprunteur ne veu- 
« lent pas renoncer a cette sorte de profession, le premier à moinsd'un capi- 
« tal de 100 pibces d'or, et le second à moins d'un capital de 1000, nous 
u regardons l'un comme riche de 100 pièces, et l'autre de 1000, quoique dans 
« le langage ordinaire on dise que l'un n'a rien et i'autre moins que rien. n 

Pourquoi celiii qui meurt de faim est-il plus pauvre que celui qui meurt 
de soif ou de froid? Ceux qui, dans le langage ordinaire, n'ont absolument 
rien, pouvant êtregratifies d'une certaine fortune morale, pourquoi ne pour- 
rait-on pas escompter chez celui qui meurt de faim, sinon l'espoir de guérir, 
du moins celui de.ressusciter? Est-il croyable que de pareilles explications 
soient prises au sérieux par Laplace, qui ayant énonce le principe de Ber- 
noulli, ajoute : 

w Cette définition suppose que tout homme a un bien quelconque, dont la 
u valeur ne peut jamais être supposée nulle. Eneffet, celui même qui ne pos- 
u sede rien, donne toujours a u  produit de son travail et à ses espérances, une 
u valeur au  moins égale B ce qui  lui est rigoureusement nécessaire pour 
u vivre. a 
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42 P R E M I ~ R E  PARTIE 

Il faut maintenant discilter le résultat que Laplace donne dans le passage 
suivant. 

La fortune physique de Paul étant prirriitivement 107 fr. 89 c . ,  ilne 
u doit prudemment, risquer 5 ce jeu que 7 fr. 89 c. , au  lieu de la somme in- 
a finie que le résultat du calcul indique, lorsrp'on fait abstraction de toutes 
(1 considérations morales. » 

Vous faites jouer Paul prudemment en lui  disant de ne mettre que 
7 fr. 89 c. au lieu d'une somme infinie ; ne jouerait-il pas plus prudemment 
encore en ne mettant qiie 4 francs ? Mais, si Paul jolie si prudemment, ce 
sera Pierre qui jouera trés-imprudemment. En effet, si Paul met 8 fr. au 
jeu, il a droit A une partie en 8 coups ; supposons qu'au lieu de s'arréter au 
Srne coup, il continue de jouer et gagne seulement au cinquantiéme coup, 
Pierre sera obligé de lui donner iin million de milliards , tandis que Paul 
n'ayant gagné en auciin des huit premiers coups, la partie était alors perdue 
pour liii. Tel est l'effet des considérations morales : elles obligent Pierre A 
payer un million de milliards, alors qu'il a rrellement gagné. 

a En faiit de la morale, mais pas trop n'en faut ». 
Si vous voyez que Paul et Pierre s'acharnent St jo~zer leur fortune, en 118- 

gligeant leurs devoirs et leurs affaires , persuadez-leur qu'ils se ruineront 
miituellement. S'ils veulent vous croire, votre morale pourra leur être pro- 
fitable. Au besoin, faites intervenir la police, cela ne gâtera pas la morale. 
Mais, de @ce ! n'y appelez pas les formules mathématiques. 

Voiis dites que c'est une intéressante application dn calcul ; je réponds 
que c'est plutôt u n  abus du calcul. Pour comprendre combien de fausses 
idées les commencants peuvent prendre dans ces prélendiies applications du 
calciil, il faiit voir les erreurs auxquelles elles ont conduit les plus grands 
géombtres. C'est au point que d'Alembert en est venn ?I nier les principes les 
plus simples et les plus fondamentaux de la théorie des probabilités. Rien de 
plus triste que de voir l'opiniâtreté avec laquelle il défend de grossiéres er- 
reurs, qu'il appelle ses principes. 

« Je croirai, dit-il, être en droit de regarder mes principes comme aussi 
cc bons que les principes recus , tant qii'on ne donnera pas, d'aprés ces der- 
(( niers principes, iine solutioii nette et satisfaisante du probléme trés-clair 
u et très-simple proposé dans le tome V des Mèmoires de Pètersbourg. Je 
(( connais, jusqu'lt prbsent, cinq A sin solutions au moins de ce probléme, 
cc dont pas iine ne s'accorde avec les autres, et dont aucune ne me parait 
(( satisfaisante ; et je demande si ce peu d'accord ne marque pas l'insuffi- 
(( sance et l'inexactitude des principes de l'analyse des jeux? ,», . 

J'ai assez montré que le probléme de Pétersbourg est absurde. Rien ns le 
prouve mieux que les aberrations de d'Alembert au sujet de cette questioi~, 
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qu'il dit (( très-claire et trés-simple. )> VoilA bien un des friiits de l'infini ab- 
solu. Nous allons en produire un  autre. 

Dans la définition des parallbles, comme dans le postulatum d'Euclide, 
les droites sont supposées privées d'extrémités ; or, deux droites non paral- 
lèles peuvent être ti'ès-grandes sans se rencontrer, et il en sera toujours de 
même, excepté pour les droites sans extrémités, c'est-à-dire impossibles. 
Donc le postulatum énonce une proprikté fausse et indémontrable. 

Dans la démonstratioii de Bertrand de Genbve, l'espace compris dans l'an- 
gle et l'espace conipris dans la bande n'étant pas limités, la comparaison de 
ces espaces illiniités n'es1 pas possible, et la démonstration est illusoire. 
Duhamel l'entendait ainsi lorsqu'il a dit : « Si l'on méne dans un plan des 
« parallbles équidistantes, il est absurde de dire que les espaces infinis ren- 
(( fermés entre les paralleles consécutives sont égaux D. 

M. Abel Transon, l'aiiteur de l'Infini, parlant des démonstrations d'Arnaud 
et de Bertrand de Genéve, dit : 

« Elles s'écroulent, en effet, si on les appuie sur l'idée de l'indéfini; mais je 
« crois qu'on peut les relever sur celle de l'infini. Seulement, il faut mon- 
(( trer d'abord que l'infini, pris dans le sens absolu du mot, ne mérite pas 
a l'exclusion dont les géomètres l'ont frappé ». 

Avoir besoin de a relever des démonstrations sur l'idée de l'infini », qui 
est une idée fausse, au dire de Lagrange et de Cousin, c'est les condaimer 
d'avance, et prouver qu'elles ne vaudront jamais rien. 

Prêter une propriété quelconque a l'infini, comme le fait l'auleur quand i l  
dit qne « l'infini est l'inverse de zéro », c'est avancer ilne absurdite , car il 
n'y a point de nombre qui ,  miil tiplié par zéro, donne l'unit6. 

Dés qu'on se trouve réduit a admettre une pareille propriété de l'infini , 
pour démontrer le postiilatum, il me semble qu'il est bien plus simple d'ad- 
methe le postulatum lui-même. 

Ainsi, pour démontrer le postulatum d'Euclide, Legendre admet que toute 
a ligne droite tracee sur un  plan et indéfiniment prolongée dans les deux 
« sens, divise ce plan en deux parties qui, étant superposées, coïncident dans 

tonte leur étendue et sont parfaitement égales. )) 

Or, Legendre sait mieux que personne qu'une droite quelconque menée 
daiis tout plan terminé, divise ce plan en deux parties souvent fort inégales ; 
sa proposition est donc évidemment fausse lorsque le plan est fini ou termine. 
Elle ne pourrait donc être vraie que pour un plan privé de périmétre. Un tel 
plan étant impossible, la proposition n'est ni exacte ni fausse ; elle est 
absurde, et au moment où Legendre entreprend sa démonstration, il faut lui 
crier : casse-cou. 

Dans la géométrie 'de Lobatsche~vsky, dite non-euclidienne, « construite 
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44 PAEMIERE PARTIE 

« de main de maltre, n au dire de l'illustre Gauss, mais que M. Bertrand 
qualifie de a débauche de logique, n en même temps qu'il doane l'auteur 
comme un (( esprit puissant et sagace, profondément instruit de la science la 
« plus élevée, r la définition des parallhles est énonc6e de la maniére suivante : 

a Toutes les droites tracées par un méme point dans un plan peuvent se 
« distribuer par rapport A une droite donnée dans ce plan, en deux classes, 

, 

« savoir : en droites qui coupent la droite donnée, et en droites qui ne la 
« coupent pas. La droite qui forme la limite commune des deux classes est 
(( dite paralléle A la droite donnée. n 

Cette définition a besoin d'être tirée au clair ; car l'auteur entend que le 
plan est terminé ou non? Si l'auteur entend que le plan n'est pas terminé, il 
n'y a qu'un mot B rApondre : casse-cou. 

Mai3 si les droites tracées dans le plan se terminent Ci son périmétre, les 
parallèles menées par le point donné varieront avec le périmktre du plan. 
Ainsi la  définition de Lobatschewsky ne convenant qu'aux droites infinies 
ou sans extrémités, c'est-A-dire, aux droites impossibles, il s'ensuit qu'elle 
ne s'applique A rien, et que la géométrie qu'on en déduit est de la science 
après déraillement. 

Puisque la définition des paralléles a, B peu prés, le méme défaut dans la 
géométrie euclidienne que dans la géométrie lobatschewskyenne, comment 
se fait-il que le3 deux géométries aboutissent a des résultats si différents? 

Qn le comprendra aisément : dans la géométrie euclidienne, le vice de la 
définition est immédiatement corrigé par celui du postulatum, tandis que 
dans lagéométrie lobatschewskyenne, le défaut persiste jusqn'au bout. Le 
théoréme sur la somme des angles d'un triangle ne s'y démontre pas, et l'in- 
venteur en est réduit b dire : 

« Il n'existe donc pas d'autre moyen que les observations astronomiques, 
« pour s'assurer de l'exactitnde des calculs auxquels conduit la  géométria 
« ordinaire. Cette exactitude s'étend très-loin. Ainsi, dans les triangles qui 
« sont accessibles à nos moyens de mesure, on n'a pas encore trouvé que la 
a somme des trois angles différât d'un centiéme de seconde de deux angles 
u droits. n 

Une fois le postulatum d'Euclide admis, on démontre trés-simplement que 
la somme des angles d'un triangle egale rigoureusement deux droits. Mais 
dans la géométrie lobatschewkyenne, oh 16 défaut de la définition des paral- 
léles n'est pas corrigé par le postulatum, on en est réduit 2i mesurer au lieu 
de démontrer. 

L'auteur nous dit bien a. qu'on n'a pas encore trouvé que la somme des 
a trois angles différat d'une centiéme de seconde de deux angles droits n ;  
mais il ne dit pas s'il espére que sa géométrie conduira A cette décoiiverte. 
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Cette ghométrie a été qualifiée de (( débauche de logique )) par M. Bertrand, 
dans son compte-rendu de la  d6monstration du postulatum, présentée par 
M. Carton i l'Académie des sciences. 

Cette assertion de M. Bertrand est certainement plus exacte que celle qii'il 
énonce en disant : Le probléme évidemment équivalent auquel s'attaquz 
G M. Carton, est la détermination de la somme des angles d'un triangle. )) 

En disant : les deux propositions sont évidemment équivalentes, cela dis- 
pense dé le démontrer. Les deux propositions sont tellement équivalentes, 
que l'une est fausse et l'autre parfaitement exacte. 

Lorsque M. Bertrand parlait ainsi devant l'Académie des sciences, ma Géo- 
métrie a/franchie du postulatum d'Euclide était pourtant puhlike ; l'erreur 
de M. Bertrand y était prévue et signalée en ces ternies, A la page XIII. 

(( Les géomètres sont généralement persilades qu'en accordant comme dé- 
(( montrée une proposition qui dépend de la théorie des paralléles,par exem- 
(( ple, le théorème sur la somme des angles d'lin triangle, 16 postulatum se 
<( démontrerait aisément. Je fais voir ici combien est grave leur erreur, puis- 
u qu'en accordant comme évidentes ou démontrées toutes les veritbs de la 
u géomritrie, je défie de démontrer le postulatum. J'en ai donné cette raison 
(( trés-simple : qu'il est impossible de démontrer la vérité de ce qui n'est pas 
<( vrai. )) 

L'erreur de M. Bertrand était celle de Legendre, et en général, celle des 
géométres qui l'ont suivi. Legendre s'est donc effor~é de démonlrer d'abord 
le t héo rhe  sur la  somme des angles d'un triangle, persuadé que la dénioiis- 
tration du postulatum s'ensuivrait aisément. Si les deux propositions étaient 
équivalentes, Lin mot suffirait pour le prouver, ou pour déduire l'iine de 
l'autre. Cependant, lorsque Legendre a démontré le théoréme sur la somme 
des angles d'un triangle, l a  démonstration du postulatum lui  prend encore 
deux pages, et quelle démonstration ! Une démonstration au moyen d'une 
suite d'angles qui forment une série convergente, et d'une suite de distances 
qui forment une série divergente. Or hi. Bertrand prouve, ti sa maniére, u le 
a peil de rigueur des raisonnements oh les séries divergentes interviennent. n 

Legendre a commis sur ce point une double erreur, qui a été partagée par 
bien des géomètres : c'est de croire qu'une fois qu'on a démontré le théoréme 
sur la somme des angles d'un triangle, il est facile et utile d'en déduire la 
démonstration di1 postulatum d'Euclide. 

1' Lorsque le théorbme sur la somme des angles est admis ou démontrk, le 
postulatum est plus qu'iniitile, et la théorie des paralléles s'achbve trbs-sim- 
plemen t sans son secours. 

2" Ce théorème admis, le  postulatum n'en reste pas moins indémontrable. 
Dans la correspondance entre Schumacher et Gauss, on voit que ces @orné- 
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tres, comme M. Bertrand et tant d'autres,partageaien t l'erreur de Legendre en 
pensant que la démonstration du postulatum se réduisait k celle du théoreme 
sur la somme des angles d'un triangle. 

u Je prends, )) d i t i l  u la liberté de vous soumettre ilne tentative que j'ai 
a faite pour démontrer sans le secours des parallkle~ ni d'auciine théorie, la 
u propositioii que la somme des trois angles d'un triangle est égale (1 180") 
u d'ou suivrait alors la démonstration de l'axiome d'Euclide. n 

Les partisans de la géometrie non-euclidienne et les partisans de la @orné- 
trie euclidienne regardent les deux propositions comme (( évidemment équi- 
valentes. )) C'est le point de ralliement où ils viennent se donner le baiser 
d'adieu avant de se touriitr le dos pour suivre deux routes différenles, ceux- 
ci admettant et les autres rejetant le postulatum d'Euclide. 

L'erreur, des uns comme des autres, consiste dans la définition des paral- 
lèles, fondée, dans un cas comme dans l'autre, siir une fausse propriété de 
l'infini. 

P~zisque le postiilatum est une proposition fausse, comment se fait-il que 
la  géométrie qui le repousse, soit plut6t iine débauche de logzpue que la géo- 
métrie qui l'admet .l Je l'ai déjà dit : c'est que l'erreur du postulatum cor- 
rige celle de la  définition des parallèles. Mais dan3 une géométrie exacte, où 
les parallèles sont définies par leur équidistance , le postulatum devient plus 
qu'inutile. 

C'es1 à M. Hoüel que nous devons la traduction de la géométrie non-eucli- 
dienne de Lobatschewsky. Il fa.ut lire l'ouvrage pour le connaitre, mais pour 
en apprécier la valeur, il me semble qu'il suffit de la préface du traducteur. 
Je vais rapporter quelques passages de cette préface, pour les faire suivre de  
mes observations personnelles. 

u Le travail remarquable dont nous donnons ici la traduction, n'a de 
a commun que le titre avec les nombreuses él~irubrations des auteurs qui, 
u avant et aprks Legendre, se sont efforcés, sans beaucoup de succhs, de dé- 
(( montrer & priori l'axiome XI d'Euclide, plus connu sous le nom impropre 
u de postulatum. n 

« Le but de l'auteur est, au contraire, de prouver qu'il n'existe A priori 
u aucune raison d'affirmer que la somme des lrois angles d'un triangle rec- 
(( tiligne ne soit pas inférieure & deux angles droits, ou, ce qu i  revient au 
a même, qu'on ne puisse mener, par un point donné, qu'une seule droite ne 
u rencontrant pas une droite donnée dans le même plan. 

u Cette question a été. pendant pliis de cinquante ans, l'objet des médita- 
« tions de Gauss. qui, dés 1792, était déjà en possession des vrais principes 
u sur lesquels il a fondé une doctrine compléte, appelée par lui G4omCIrie 
u non-euclidienne. ~lalheureusement il n'a jamais publie ses recherches. . . 
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« Il se contenta de donner son adhésion compléte à la  Géometrie imaginaire 
(( de Lobatschewslry. 

« Malgré la  haute valeur de ses recherches, elles n'ont attiré jusqu'ici 
« l'attention d'aucun geomktre, ce qui ne fut pas arrivé, si Gauss les eût 
(( communiquées lui-même aux savants, ou si, du moins, il les eût prises 
« publiquement sous son patronage. Nous ne croyons pas en exagérer la por- 
« tée philosophique, en disant qii'elles jettent un  jour tout nouveau sur les 
(( principes fondamentaux de la géométrie, et qu'elles ouvrent une voie 
(( emorz inexploree pouvant conduire A des découvertes inattendues. O n  ne 
« peut nier qu'elles ne fassent faire un  progrès immense aux n-éthodes d'en- 
« seignement, en reléguant parmi les chimérea l'espoir que nourrissent 
(( encore tant de géomètres de parvenir démontrer l'axiome d'Euclide autre- 
a ment que par l'experience. )) 

D'aprés Euclide, une parallble ii. une droite est une autre droite qui, située 
dam le même plan, et prolongée h l'iiifini, ne la rencontre nulle part. Or, lors- 
qu'aprés avoir mené par un point une paralléle ii. une droite, Euclide a besoin 
de démontrer que tolite autre droite menge par le même point, rencontre la 
droite donnee, il avoue qu'il ne peut donnGr cette démonstration, et il 
demande qu'on lui accorde la proposition. Voilà pourq~zoi cette proposition 
a r e p  et consérvé le nom de postzda2um, qui signifie demande. hf. Hoüel 
prétend que « le nom de postulatuin esl impropre » et il veut que la propo- 
sition soit un axiome. Mais alors si vous repoussez un axiome, c'est-à-dire 
une vbrité évidente par elle-même, de quel droit prétendez-vous noua im- 
poser de; propositions qui sont loin d'être évidentes, même aprés vos dé- 
moilstrations ? 

Par exzmple, vous dites « qii'affirmer que la somme des trois angles d'un 
« triangle égale deux angles droits, revient au même que d'affirmer que par 
(( 1111 point donné on ne peut mener qu'une seille droite ne rencontrant pas 
« une droite donnée dans le même plan. n 

Voilà, certes ! une proposition que cent mille démonstrations ne rendront 
pas évidente; j'en r6pond;. Pourquoi n'essayez-voiis pas d'en donner au 
moins une 3 

Si c'est @ (( les vrais principe; sur lesquels Gauss a fondé une doctrine 
u complbte » , il a bien fait de n'en rien publier, même « aprés cinquante 
« ans de recherches D. 

M. Hoüel, qui voit, dans la nx~velle  géométrie, une riche mine u encore 
u inexplorhe, pouvant conduire A des découvertes inattendues n, me rap- 
pelle l'auteur de la Clef de la fortune, qui indique mille moyens de faire 
fortune , pendant qu'il en est .réduit lui-même A tirer le diable par la 
queue. 
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Il  faudrait cependant comprendre ce qu'on dit : on nous présente lamine 
comme inexplorée, tout en nous assurant que Lobatschswsky l'a fouillée 
durant vingkcinq ans, et Gauss, durant cinquante ans. M. Hoüel, qui en 
vante toute la  richesse, prend le soin, à la vérité, de nous en présenter 
quelques échantillons, mais quels tristes échantillons 1 Il dit, par exemple : 

cc Si trois points quelconques, non en ligne droite, pouvaient étre placés 
u sur une sphère, le postulatum d'Euclide serait démontré o. d'ai dit qu'en 
accordant, comme evideiites ou démontrées , loutes les verites de la g(lom6- 
trie, le postiilatum n'en reste pas moins indémontrable, par la raison bien 
simple qu'il constitue une proposition fausse. Comme i l  est vrai et exact que 
u trois points quelconques non en ligne droite, peuvent être placés sur une 
u sphbre », nous pouvons accorder cette proposition sans que le postulatum 
soit, pour cela, démontré ni démontrable. 

M. Hoüel, énumérant les découvertes de Lobatschewsky, dit c( qu'il coii- 
(c sidére le cercle et la sphére dans le cas où le centre s'éloigne à l'infini et 
u oû les rayons deviennent parallèles n. 

Comment comprendre que deux rayons qui foiit.uii angle constant, de- 
viennent parallèles quand le centre s'éloigne A l'infini ? 

hl. Hoüel dit aussi que a de la trigonométrie de la sphkre infinie on passe 
« Li. la trigononlétrie de la sphére finie B. 

Que faut-il entendre par la sphère infinie, puisque (( les points de l'espace 
u situés à distance infinie doivent êLre considérés comme situés tous dans un 
u même plan? Cette conception, n dit Lugi Cremone, « fut mise en pleine 
u lumiére par Poncelet, qui, comme conséquence des postdata de la géomé- 
a trie euclidienne, parvint à cette conclusion. » 

Si l'on voulait enfin commencer par le commencement, on commencerait 
par u mettre en pleine lumière les postdata de la Géométrie euclidienne. N 

Il n'y a de sphére infinie que quand on désigne ainsi une sphére trés-grande 
et alors la (< trigonométrie de la sphére infinie D ne peut pas différer de la 
trigonométrie de la sphère finie, puisque la sphére infinie est, en ce sens, 
finie. 

Si a l'axiome d'Euclide n est un vrai axiome, la géométrie qui le rejette ne 
peut être qu'une u débauche de logique. n Si, au contraire, c'est une vérité 
non évidente, elle est essentiellement démontrable, et par cons6quent ce niest 
que par une débauche de logique que l'on p e ~ t  démontrer qu'il faut u relé- 
a guer parmi les chimères l'espoir que nourrissent encore tant de géomètres 
a de parvenir A démontrer c e t t ~  véritk. n Mais si l'axiome d'Euclide est 
une proposition fausse, comme je le prouve, il est évident qu'ii est impossible 
de le démontrer, et absurde de vouloir l'utiliser, 
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Le postulatum d'Euclide n'a d'autre iitilité'que de corriger l'erreur de sa 
définition des paralléles. Si l'on définit les paralléles par leur équidistance, 
la dennition ne renfermera plus 'd'erreur ; et partant elle n'aura plus 
besoin du postulatum correctif. L'inutilité du'postulatum devenant manifeste, 
Duhamel iie répétera plus qu'on n'a pas encore troavé le moyen de s'en 
passer, et les géomètres n'auront pas plus envie d'e:~ chercher la démonstra- 
tion que de toute autre proposition fausse. 

Lorsque les géomktres ne nourriront plus a l'espoir de parvenir A démon- 
« trer l'axiome d'Euclide, )) en résultera-t-il cc un progrés immense dans les 
(( methodes d'enseignement ? n Il me semble que M. Hoüel, qui l'affirme, 
exagére beaucoup ; car c'est souvent en cherchant l'impossible qu'on trouve 
le possible ; n'est-ce pas en cherchant la pierre philosophale qu'on a décou- 
vert le phosphore f Et sans sortir du sujet, n'est-ce pas en cherchant la 
démonstration du postulatum d'Euclide qu'on a trouvé la géométrie non- 
euclidienne, qui constitue (( une découverte capitale, )) d'aprbs RI. Hoüel? 
La défillition d'Euclide, comme celle de Lobatschewsky, est fondée sur une 
propriété illusoire de l'infini. C'est en purgeant la  géométrie et les mathéma- 
tiques en général, de toutes les propriétés qu'on prête A l'infini, qu'on fera 
faire u un progrés immense aux méthodes d'enseignement, n bien plus siire- 
ment qu'en cherchant si a la somme des trois angles differe d'un centiéme 
u de seconde de deux angles droits. n 

Au lieu de rechercher ce que devient la géométrie sans (( l'axiome d'Eu- 
(( clide, n on pourrait aussi bien rechercher ce qu'elle deviendrait sans le 
carré de l'hypothénuse, cùmme on pourrait rechercher ce que deviendrait 
l'Astronomie sans les lois de Kepler ou sans le pnincipe de la gravitation ; la 
Physique, sans le principe d'Archimède ; l'Anatomie, si, avec Sganarelle, on 
placait le cœur à droite. On créerait ainsi la Géométrie non-pythagorienne, 
l'Astronomie non-képlérienne ou non-neutonienne, la  Physique non-archi- 
médienne, l'Anatomie Sganarellienne. Ce serait bien rendre à M. Hoüel la 
monnaie de sa piece, que de lui indiquer toutes ces sciences nouvelles comme 
autant de u voies encore inexplorées, pouvant conduire A des découvertes 
u inattendues, «' en ajoutant u qu'on ne peut nier qu'elles ne fassent faire 
u uq progrés immense aux méthodes d'eriseignement. » 

Duhamel, comme tant d'autres géométres, a cru le postulatum d'Euclide 
absolumeiit indispensable. u Jusqu'ici, dit-il, on n'a encore trouve aucuu 
(( moyen rigoureux de s'en passer. )) J'ai dit, au contraire, que puisqu'il 
constitue une proposition fausse, il est nécessaire de s'en passer pour être 
rigoureux. Duhamel regardait aussi le postulatum comme l'équivalent d'une 
aulre proposition de la théorie des paralleles. u On voit, dit-il, que c'est 
c( comme si l'on admettait que par un point, on ne peut mener qu'une seule 

1 
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droite paralléle Q une droite donnée. C'est en cela que consiste réellement 
(( le celbbre postulatum. )) 

La przuve que les deux propositions ne sont pas 6quivalentes, c'est qu'en 
partant d'une autre propositiun exacte, on en conclura facilement que par un 
point on ne peut mener qu'une parallele Q ilne droite, tandis qu'on n'en 
déduira jamais le postula tum d'Euclide. 

De l'avis de Pascal, et des géomètres en général, il faut admettre sans démons- 
tration ou Q titre d'axiomes, les premiéres vérités de la Géométrie. « Il doit 
« s'en trouver nécessairement quelques unes, n dit Auguste Comte, (( qui ne 
(( penvent être déduites, et qui  servent, au contraire de point de départ; 

qu'il convienne en thése générale, ajoute-t-il, pour la  plus grande perfec- 
(( tion rationnelle de la science de les réduire au plus petit nombre possible, 
« cela est sans doute incontestable; mais il serait absurde de prétendre les 
« faire disparaître complètement. » Avec lui, « j'avoue d'ailleurs que je 
R t,rouve moins d'inconvénients réels h étendre un  peu au-delh de ce qui 
« serait strictement nécessaire le nombre de ces notions ghométriques ainsi 
« établies par l'observation immédiate, pouru1 qu'elles soient d'une simpli- 
« cité suffisante,qu'Q en faire le sujet de démonstrations compliquées et indi- 
u rectes, même quand ces démonstrations peuvent è tre logiquement irré- 
a prochables. D 

Nous allons montrer combien dans cet ordre d'idées il est simple et com- 
mode de se passer du postulatum d'Euclide. Comme Poinsot l'a dit de la 
force et de son intensité, nous acquérons presque en naissant l'idée du paral- 
lélisme de deux droites. Les côtés opposés d'une regle, d'un cadre, d'un 
tableau, d'une feuille de papier, d'nn livre, d'une boite, et une foule d'autres 
objets que nous avons toujours devant les yeux, nous donnent l'idée d ~ i  
parallélisme de deux droites; et cette idée se traduit po~irl'esprit, comme pour 
les yeux, par l'équidistance de ces deux droites. 

L'équidistance de deux droites étant la traduction la plus naturelle et la 
plus simple deleur parallélisme, elle en constituera la définition, d'aprSs 
laquelle on dira qu'une droite est paralléle à une autre lorsque tous les 
points de la première sont a égales distances de la seconde. 

La définition précédente une fois acceptée, la  théorie des parallèles s'en 
déduit de la manière la plus simple et la plus rigoureuse, sans passer par le 
postulatum d'Euclide, ainsi que nous allons le montrer ici. 
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Théoréme 

Fiz. 1. Toute perpendiculaire AB (@y. 1) h une droite 
D D' CC', est perpendiculaire 2i. sa parallèle UD'. 

En Prenant AC =AC1, et menant C1 CC' les deux per- 
pendiculaires CD, C'il', on fera tourn'er autour de 
AB le quadrilatere AC'D'B, qui viendra ainsi s'ap- 

C A c' pliquer exactement sur ACDB; ce qui montre que 

les deux angles en B sont droits. 
COROLLAIRE 1. - Puisqne toute perpendiciilaire à une droite CC', l'est b sa 

paralléle DD', les angles D et D' sont droits, et le quadrilatère CC'DD' est 
rectangle. 

COROLLAIRE. 2. - Puisque le côté C'D' s'est appliqué sur CD, les deux 

Fig. 2. triangles rectangles CDD', CC'D' (fig. 2) sont égaux ; 
D D. ce qui prouve que les angles alternes internes sont 

E égaux, et aussi que la somme des angles de chaque 
triangle égale deux droits. * 

On sait qu'arrivé là, tout le reste de la théorie 
C '' des parallèles s'ensuit aisément. Par exemple, d'un 
point on ne peut mener qu'une paralléle B une droite; car si du point D', 
on en pouvait mener deux, elles seraient toutes deux perpendiculaires A CD. 

Mais, ni cette derniére proposition, ni le théorème sur la somme des angles 
d'un triangle ne sont la  même chose que le postulatum d'Euclide. La diffé- 
rence est si grande qu'une fois la théorie des parallèles achevée, 13 démons 
tration du postulat~im d'Euclide est aussi impossible qu'auparavant. Après 
comme avant la théorie des parallèles, la démonstration du postulatuni ne 
peut se donner qu'en la fondant sur quelque propriété illusoire de l'infini ; 
car une proposition fausse ne saurait être susceptible d'une démonstration 
exacte. 

La dificulté inhérente au  postulatiim d'Euclide consistait donc h en 
démontrer le vice, et non l'exactitude ou l'évidence, comme les géomktres 
l'ont toujours cru, suivant une opinion dont M. Bertrand s'est fait l'interprète 
en disant : 

u L'évidence de ce postulatum permet aux esprits de bonne foi de l 'accep 
a ter comme un axiome, et les dialecticiens, curieux de disputer, non de 
u s'instruire, peuvent seuls en contester l'évidence. » 

La plupart des meilleurs esprits rroient la proposition exacte, mais non 
évidente ; ils croient donc qu'il est nécessaire, sinon possible, de la démontrer. 
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Quant aux esprits de bonne foi, qui comme M. Bertrand, voient la propo.ition 
évidente au point de l'accepter comme un axiome, n je ne comprends plus 
pourquoi ils se morfondent à vouloir la  démontrer, puisque la ddmontrer 
serait la rendre évidente. 

Un journaliste, témoin de la discusion académique sur le compte-rendu 
de M. Bertrand, fait, de la maniére suivante, dans l'opinion Nationale, le 
compte-rendu de cette discussion. 

a Séance du 13 décembre (1869). La séance, d'ailleurs fort longue, a été 
(( en très-grande partie, occupée par une discussion aussi philosophique que 
(( mathématique sur les axiomes fondament.aux de la géométrie. Un profes- 

seur de l'université, M. Carton, ayant imaginé une démonstration de ce 
fameux postulatum d'Euclide, que tant de gens du plus haut mérite ont 

c essayé de prouver, M. Bertrand a demandé, dans un rapport des plus favo- 
a rables, que l'Académie encourageât l'auteur ii poursuivre ses recherches, 
a et le signalât à l'intérêt du ministre. 

(( M. Lioiiville a r2pond~i que l'Académie ne pouvait prendre une telle 
(( décision. Le postulatum est, selon lui. indémontrable. Cstte opinion, dont 
u le développement a captive durant deux heures entiéres, l'attention du 
(( public, d'ordinaire si peu recueilli, de l'Institut, a rallie la plupart des 

gourmets de I'Academie, et spécialement le baron Charles Dupin et M. 
u Bienaymé ....... 

« Séance du 3 janvier 1870. - Nous avons raconté, dans notre dernier 
article, comment les questions de géométrie pure, telles que la démonstra- 
tion du postulatum d'Euclide, peiivent faire sortir l'Académie de son 

(( domaine habituel, et amener devant elle les discussions philosophiques de 
c( l'ordre le plus élevé. n 

(( Comme on s'y attendait, la question revient aujourd'hui, et le rappor- 
a teur, supprimant momentanément son rapport, le remplace par une nole 

dans laquelle il expose simplement la méthode de M. Carton, que toiis les 
a géometres pourront contr6ler.. . . . n 

« L'Académie des Sciences est devenue une mer si naturellement houleuse 
a que la chute d'une feuille y soulhve des tempéles. A la séance de lundi, 

M:' ~ e r t r a n d  a pu y jouer le rdle d'Eole, en apportant simplement sons son 
u bras une nouvelle démonstration du postulatum d'Euclide. » 

Les géombtres s'accordent à rejeter la démonstration de Legendre sur la 
somme des angles d'un triangle ; mais quel est celui qiii en a montré le 
défaut? 011 ne le cherche même pas, parce qu'étant persuade que la proposi- 
.tien est équivalente au postulatum, cela suffit pour qu'on les croie indémon- 
trables au même titre. 

Ensuite, les géométres croient tous, comme Legendre, que ce théorème une 
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fois établi, i l  faut vite p extraire la démonstration du postulatum, tandis 
qu'il devrait servir A en démontrer la fausseté, En effet, ce théorbme une fois 
admis, on en déduit, immédiatement et très-complètement, toute la théorie 
des parallbles, sauf le postulatum, qui reste, aprbs comme avant, réfractaire 
h toute démonstration rigoureuse. 

Comme Duhamel dit que « jusqu'ici on n'a encore trouvé aucun moyen 
u rigonreux de se passer dn célèbre postulatum, n je vais prouver qu'il est 
plus rigoureux et plils facile de s'en passer que de s'en servir. 

Admettons donc qu'il soit démontré que la somme des angles de tout triail- 

gle égale deux droits, et par suite que celle des angles de tout quadrilatkre 
égale quatre droits 

. Lorsqu'une droite A B (m. 3) a deux de ses points à égale distance d'une . - 

Fig. 3. autre droite CD, tous les de chacune sont 

A à égale distance de L'autre et les deux droites sont 

Cl parallèles. 
En effet, de ce que les perpendiculaires AC et 

BD sont égales, les angles A et B le sont aussi, et 
c F D comme ensemble ils valent deux droits, chacun 
d'eux est droit. 

Les c6tés opposés AB, CD sont égaux aussi ; car une diagonale diviserait le 
rectangle en deux triangles égaux. 

Maintenant, soit EF une perpendiciilaire quelconque A l'une des deux 
droites, il en résulte qu'elle est perpendiculaire A l'autre ; car le quadrilatére 
BDEF ayant trois angles droits, il faut que le quatrieme le soit aussi, et 
que EF = BD ; ce qui démontre le theoréme énoncé. 

Toute la théorie des parallbles s'ensuivra très-simplemen t. Ainsi l'on dé- 
montrera, comme a l'ordinaire, l'égalité des angles alternes intemes, en 
menant. par le milieu de la sécante, une perpendiculaire aux deux parallèles. 
La théorie des parallbles s'achbvera sans qu'on ait besoin du postulatum, et . 

même sans qu'il soit pos&ble d'en tirer la démonstration. - 

Cela prouve-t-il siiffisamment que le postulatum et le théorème sur la 
somme des angles du triangle ne sont pas des propositions équivalentes? Je 
dis qne cela prouve même que le postulatum est une proposition fausse. 

En effet, supposons qu'on ait forme le catalogue de toutes les propositions 
qui se rapportent la théorie des parallèles, Si l'on désigne une quelconque 
d'entr'elles, sa démonstration pourra facilement se déduire des autres, A 
moins que hasard la proposition enoncée tie soit fausse. 
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C'est ainsi qu'étant données toutes les verités geometriques qu'on voudra, 
j'ai porté le défi d'en déduire la démonstration du postulatum d'Euclide. 

Il  vous paraît fort évident qu'une perpendiculaire et une oblique menees 
aux extrémités de la même droite se rencontreront, et même a i  l'on voiis 
donne la longueur de la droite et l'angle que l'oblique fait avec elle, vous de- 
terminerez exactement le point de rencontre. 

Comme, au  moyen de ces deux données, le point de rencontre peut toujours 
se déterminer, i l  est bien certain que dans tous les cas la rencontre aura lieu. 

Malheureusement ces deux données ne sont plus données lorsqu'on passe 
d'un problème particillier la démonstration génerale. Il  faut voir alors et 
bien comprendre ce que la demonstration démontrerait sans s'appuyer sur 
ces deux données. Elle démontrerait que toutes les droites tracées dans un 
plan sont parallèles ou se rencontreut. Or, comme dans tout plan fini, grand 
ou petit, on peut tracer des droites non paralleles qui ne se rencontrent pas, 
il s'ensuit que la démonstration, si elle était possible, démontrerait une pro- 
position fausse. 

On me dit : a. Nous n'entendons pas le postulatum comme vous ; nous sup- 
' 

posons que le plan est inîini. Puisqu'un plan infini est impossible, nous lais- 
sons C1 qui de droit le talent d'en démontrer les propriétés. 

J'insiste pour que l'on comprenne bien que le résultat-d':me question 
dépend des conditions qu'on a pu introduire dans la  solution, et nullement 
de celles qui sont restées dans l'esprit. Par exemple, si pour trouver deux 
nombres dont la somme égale 8 et le produit 12, vous avez désigné le plus 
grand par x et le plus petit par y, vous serez tout étonné que l'une des deux 
solutions vous donne x = 2 et y = 6. C'est que la propriété qu'on énonce 
en designant par x le plus grand des deux nombres, n'a pu être introduite 
dans le calciil. 

C'est ainsi que le postulatum, réduit aux seules conditions qui peuvent être 
introduites dans la démonstration, constitue une proposition fausse. 

Carnot, Lagrange et Auguste Comte disent qu'en prenant la courbe pour un 
polygone infinitésimal, on commet une erreur, qui est ensuite compensée 
lorsque dans la suite du calcul on'négligb des infiniment petits. J'ai montré 
que l'erreur que l'on commet en prenant la courbe pour un polygone reste 
dam l'esprit ou expire sur les lbvres, mais n'atteint pas le calcul où l'on 
opère sur l'équation de la courbe, et non sur celle du polygone. 

Lorsqu'une condition n'est pas de nature A pouvoir être introduite dans la 
solution d'une question, le résultat n'en peut dépendre et ne s'accorde pas 
avec l'idée qu'on s'est faite de la question. 

A l'occasion de la publication de ma Théorie des Co~zvergen,ts, M .  Bour 
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m'écrivit : (( Votre maniére de comprendre les limites est la seule exacte ; » 
mais aucun géométre ne m'a encore dit : Votre manière de comprendre le 
postulatumd'Euclide est ia seule exacte. Au contraire, un professeur de 
1'Ecole polytechnique m'a écrit : ni moi ni ceux qui m'entourent, nous ne 
comprenons le postulatiim comme vous. J'ai répondu : C'est ce qui fait qne 
vous le comprenez mal. En effet, il faut comprendre, comme le remarque 
Poinsot, le plus infaillible de nos grands géomètres, que notre esprit mêle 
u certaines conditions inutiles et souvent contradictoires aux relations qui 
(( lient l'inconiiue aux données et la déterminent. » 

Le vrai énoncé d'une proposition ddmontrée se compose donc uniquement 
des conditions qui ont pu être traduites mathématiquement, et nullement 
de ces sortes de restrictions qui ne sont pas de nature à s'écrire algébrique- 
ment ou géométriquement. 

Ainsi, lorsqii'on donne la  distance AC et l'angle C .(fig. 4) on peut détermi- 
Fig. 4. ner exactement le point oh la perpendicnlaire AB et 

l'obljque CD se rencontrent. Mais lorsqu'il s'agit de de- 
montrer que la perpendiculaire et l'oblique prolongées 

D se rzncontrent, on sons-entend que la distance AC et r l'angle C restent donnés pour le théoréme comme pour 
le pr~bléme, tandis que pour le théorème, ces restric- 
tions ne sont pas de nature à être exprimées géométri- 

A B quement. Or, supposez que les trois longueurs AB, AC, 
CD augmentent dans le même rapport, la figure restera semblable à elle- 
même, en sorte que la perpendiculaire et l'oblique ne se rencontreront pas, 
méme lorsque les trois longueurs seront supposées infinies. La démonstra- 
tion qui démontrerait qu'elles se rencontrent toujours et dans toutes les 
hypothéses possibles, démontrerait donc une proposition fausse, et voilii. 
pourquoi cette démonstration, qui est celle du pos tulatum d'Euclide, est abso- 
lument impossible. 

Les partisans de la géométrie non-euclidienne, qui aiment mieux tout ad- 
mettre plutdt que le postulatiim d'Euclide, l'ont pourtant admis lorsqu'ils 
ont supposé qu'une perpendiculaire abaissée sur une droite rencontre cette 
droite; car pour être sûr que ces deux droites se rencontreiit, il faut savoir 
qu'il n'y a que les parallèles qui ne se rencontrent pas. 

Lionnet est aussi un des géomètres qni ont torture le postulatiim d'Euclide. 
Il donne la définition des paralléles en ces termes : 

(( Deux lignes droites sont paralléles, lorsque, elant situées dans un même 
plan, elles ne se rencontrent pas. )) 

Dans cette définition I'auteur ne parle pas de prolongement, et auparavant 
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il a eu soin de nous démontrer que (( tonte droite AB (Fg. 3) qui a ses extré- 

Fig. 5. (( mités d'un même cbté d'une ligne droite ind& 
u finie CD, est située tout entiére de ce côté. n 

VoilA bien u n  cas de u deus droites qui étant 
u situées dans u n  même plan ne se rencontrent 
u pas » sans être pourtant paralléles; tandis 

c D qu'elles seraient paralléles si la définition donnée 
par l'auteur n'était pas fausse. 

On me reproche de prendre tout au pied de la lettre. u 11 faut traduire, n 

dit M. Bourget. Mais alors, pourquoi donc ne pas dire les choses de maniére 
qu'on puisse les prendre au pied de la lettre et sans être obligé de les traduire? 

Lorsque dans ma Géométrie affranchie du postula tum d'Euclide, je dis : 
u Une perpendiculaire et une oblique (L une même droite ne se rencontre3t 

u pas nécessairement, D j'entends qu'on prenne mon énonc6 au pied de la 
lettre. Mais M. Bourget le traduit mentalement par celui-ci : u Une perpendi- 
u ciilaire et une oblique à une même droile, » prolongées jusqu'à, leur ren- 
contre, u ne se rencontrent pas nécessairement. » Alors il en est scandalis6 et 
m'écrit: u Il faut que vous ayez une fibre audace pour imprimer à, l'usage 
u des mathématiciens: iiiie perpendiculaire et une oblique Sr une même 
u droite ne se rencontrent pas nécessairement. n 

Ma réponse était pourtant facile ; car s i  la perpendciulaire et l'oblique se 
rencontraient nécessairement, vous n'auriez pas pu faire la figure 4, où l'on 
voit clairement que la perpendiculaire et l'oblique ne se remontrent pas, 
puisque chacune a ses extrdmités du méme côté de l'autre. Pour cc imprimer 
(( à, l'usage des mathématiciens qu'une perpendiculaire et une oblique à une 
u même droite ne se rencontrent pas nécessairement, n il faut la même 
audace que pour imprimer Lt l'usage des naturalistes que les ec,revisses ne 
sont pas nécessairement rouges. Vous diles : les droites se rencontrent néces- 
sairement, puisqu'il sufit de les prolonger pour qu'elles se rencontrent. Je dis 
de même : les écrevisses sont nécessairement rouges, puisqu'il suffit de les 
faire cuire pour qu'elles le deviennent. 

On trouve dans (( l'Exposé des vrais principes de Mathdmatiques, par M. 
Cogtenx, une discussion fort étendue sur la théorie des paralléles et le pos- 
tulatiim d'Euclide. L'auteur ne manque pas de critiquer les démonstrations 
données par Legendre sur la somme des angles d'un triangle. Dans la démons- 
tration, où la somme des trois angles est representée par S = 2 f a + b - c', 
Legendre dit que le second membre se réduit A 2 lorsque le trois sommets du 
triaiigle sont en ligne droite. u Il y a ici, n dit M. Coiteux, ((une irrationnalité 
« palpable. L'équation S = .2  + a + b - c' devient, par l'annlilation du 
u t~iangle, O = 0. » 
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a Si dans l'hypothèse de l'évanouissement du triangle, on supposait que le 
c second membre de l'équation se réduit h 2, il s'ensuivrait qu'elle devrait 
a être O = 2, expression absurde. 

Pardon ! si chacun des angles a ,  6, c' devient zéro, l'équation 
S = 2 + a + b - c' se réduit B S = 2. Lorsque l'auteur la réduit à O = O, ou 
fait-il donc passer le 2 1 On le voit, l'auteur fait 2 = O, de peur d'arriver à 
l'absurdité O = 2. C'est plus fort qu'Ugolin qui mangeait ses enfants afin de 
leur conserver leur père. 

u Le triangle n'existe plus, dit l'auteur, tout disparaît, il y a evanouisse- 
ment d'une formule entière. » 

Si deux rayons d'un cercle fout un angle qui grandit jusqu'à ce que le 
second rayon soit dans le prolongement du premier, il faudra dire que 
tout devient zéro, que tout s'évanouit : l'angle, l'arc, le cosinus, la sécante, 
etc. L'auteur me rPpond : Vous dites que l'angle devient egal ii, deux droits 
a lorsque le second côté de l'angle vient se mettre dans le prolongement di1 
(( premier. Je nie cela, car un angle ne peut êtra égal A deux droits. Aprés que 
(( le cbté d'un angle s'est mis dansle prolongement d'un autre cbté, je ne vois 
a plus qu'une droite, etc. » 

L'auteur ajoute : u IL n'y a plus de tkiangle, et votre équation 
u S = 2 f  a+b-c ideviento=o,  e tnonpasS=2.  

(( Vous vous étonnez avec insistance que j'aie pu raisonner ainsi. D'où 
(( tirez-vous ces deux zéros, me dites-vous? d'oii tombent-ils? Comment l'ex- 
(( pression 2 + a +  6 - cf devient-elle zéro et non pas 2, quand a, b, c' sont 
(( 11uls ? 

u Les trois angles s'évanouissent à la fois ; je dois conséquemment, égaler à 
(( zéro, en ce cas, la somme des trois angles, ou l'expression de cette somme, 
quiestZ+a+b-cf .  » 

Ainsi M. Coyteux sout.ient que l'expression 2 + a  + b - c' devient zéro en 
même temps que a, b et c'. C'est soutenir que 2 = o. 

N. Albert Transon, prétend que u l'infini, pris dans le sens absolu di1 mot, 
(( ne mdrite pas l'exclusion dont les géométres l'ont frappé. )) Pour moi il me 
(( semble que ce sont les géométres qui ne méritent guére ce reproche. 

Ainsi, Enclide definit les paralleles en disant que prolongees à l'infini de 
part et d'autre, ellos ne se rencontrent jamais. Tous les géon~ètres qui l'ont 
suivi, ont admis sa définition. 

C'est bien vainement qu'on objecterait qu'on évite le mot infini en disant 
que les droites ne se rencontrent pas, quelque loin on si loin qu'on les pro- 
longe, ou encore à puelpue distance qu'on les proIonge. 
En modifiant ainsi l'expression, personne n'a l'intention de changer l'idée 

ni la définition d'Euclide. 
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58 PREYIERE PARTIE 

u Vainement, dit M. Coyteux, on dissimule l'idée d'infini sous l'expression 
« d'indéfini. 1) 

« Comprennent-ils bien, dit Vincent, ce qu'ils demandent, ceux qui pré- 
u tendent dégager la  théorie des parallèles, tant implicitement qu'explicite- 
« ment, de toute notion d'infini? 

Lorsque par la définition on introduit l'idée de l'infini dans la théorie des pa- 
rallèles, il ne faut pas s'étonner de l'yretrouver.Nais quand on définit les paral- 
lèles par leur équidistance, on n'a point à s'occuper de leur prolongement à 
l'infini. 

L'exclusion de l'infini consiste non à éviter l'usage dn mot, mais celui de 
ses propriét6s. Ainsi, lorsque Legendre dit que « toute ligne droite tracée sur 
u un  plan, et indéfiniment prdongée dans les deux sens, divise ce plan en 
« deux parties qui étant superposées, coïncident dans toute leur étendue et 
« sont parfaitement égales, » il n'emploie pas le mot infini, mais il invoque 
une propriété de l'infini; car une droite quelconqiie tracée dans un plan fini, 
par exemple dans un triangle, dans un  carré ou un cercle, ne le divise pas en 
deux parties égales. 

Il serait, je crois, difficile de citer un  géomètre qiiiait « frappé l'infini 
a d'exclusion, » comme le dit M. Abel Transon. Ce n'est pas Pascal, qui 
disait: u Je ne vois que des infinis qui m'enveloppent de tolites parts. O 

Cependant, j'aicruun moment que M. Coyteux m'avait devancé dans la 
prétention d'exclure l'infini des mathématiques. En effet, c'est résolument et 
avec vigueur qu'il le'repousse en disant : 

« Il est évident sans démonstration que l'infini est impossible. La raison 
« proclame par intuition directe, qu.'il n'est point d'infiniment grand, d'éten- 
« due ou qiiantité infinie. Il n'est pas besoin d'une démonstration de cette vé- 
u rité. Je m'adresse A la raison du lecteur, et je lui demande si elle peut ad- 
« mettre une quantité infinie, un nombre infini, un être ayant une étendue 
u réelle et sans fin. Non, répondra-t-elle aussitdt. 

La plupart des mathématiciens ont admis l'infini, ont raisonné dans l'hy- 
u pothèse de quantités infinies. . . . Je montrerai que la science peut se déve- 
u lopper suffisamment sans recourir a cette hypothPse irrationnelle. Il ne peut 
« y avoir un ragon infini. Une circonférence est ou n'est pas.. . . Il y a con tra- 
« diction b supposer que la circonférence au  moyen de l'infinitb du ragon, 
« est une ligne droite, que la surface de la sphere devient ainsi un plan. n 

A Plus loin, il dit: a - ne peut exprimer une qiiantité mathématique, car 
O 

u la division de A par zero ne saurait donner un  quotient quelconque, qui 
A 

a multipliant lediviseiir O, peut reprodiiire A. L'expression - est donc en 
O 

u soi un  signe d'impossibilité, d'absurdité. 
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A 
a On regarde ordinairement - comme l'expression de l'infini. Cette con- 

O 

u ception est entiérement fausse, contraire A la raison. 
« Tout se réunit donc pour engager les algébristes A répudier théorique- 

A 
u ment l'infini et à rendre à la forme - sa véritable signification. 

O A 
u ALI lieu de dire que les quantith de la forme -- sont infinies, qualifica- 

O 

« tion inadmissible, on peut se borner A dire qu'elles sont impossibles, ab- 
(( surdes ; on peut dire qu'elles expriment l'impossibilité, l'absurdité. )) 

Tout cela est juste et bon. Mais, où l'auteur me paraît en défaut, c'est 
quand aprbs avoir admis que l'infini est absurde et impossible, i l  lui prête 
certaines propriétés pour en réfuter d'autres. 

Par exemple, un nombre fini, tel :que 8 ,  en peut bien valoir deux autres 
tels que 5 et 3. Donc, lorsque l'auteur dit qu'a admettre que deux infinis 
(( n'en valent qu'un, c'est violer ce principe : le tout est plus grand que sa 

partie n ,  il prétend que les choses se passent tout autrement pour les 
quantitéls infinies, qu'il a déclarées absurdes et impossibles. 

A 
De même, apres avoir dit : (( L'expression - est donc en soi un signe 

O A 
(( d'impossibilité D, il ajoute : u on concoit cependant que - figure sans 

O 

u absurdité dans u n  calcul 1). Ce que l'on concoit mieux, c'est que les deux 
propositions sont contradictoires. 

Dés que l'infini n'existe pas, il est éviient qu'il ne porte ni casque ni cha- 
peau, et il est bien inutile de le coiffer d'un casque pour démontrer qu'il n'a 
pas de chapeau, ou de lui meltre un chapeau pour démontrer qu'il ne porte 
pas de casque. 

Quoi qu'il en soit, les principes admis par M. Coyteux, sur l'infini, devaient 
le conduire aux memes conséquences que moi, sur la théorie des parallbles. 

En effet, il rejette les démonstrations fondées sur l'infini. Par exemple, 
Legendre ayant dit : « Il répugne à la nature de la ligne droite qu'une telle 
(( ligne, indéfiniment prolongéle, puisse être renfermée dans un angle )J, 

P. Coyteux réfute en ces termes certe proposition : « Ici, l'auteur, pour 
u prouver cette assertion, suppose un plan infini coup6 par une droile : 
u hypothese que réprouve la raison. D 

Parlant de la démonstration de Bertrand de Genéve, il dit : a Elle a le tort 
a de se fouder sur l'hypothbse d'espaces infinis n. 

La définition ordinaire des paralléles étant fondée sur leur prolongement 
i l'infini, M. Coyteux devait la rejeter, c'est ce qu'il fait en disant : 

u Je propose donc cette définition : Sont dites parallbles deux droites si- 
u tuées dans le même plan et à égale distance dans toute leur étendue. n 
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Une fois que l'auteur a adopté cette définition et rejeté l'infini, il peut et 
doit achever la théorie des parallèles sans passer par le postulatum d'Euclide. 
Or, c'est lit que M. Coyteux vient échouer; e t ,  telle est la force d'une erreur 
invétérée, qu'après avoir tout fait pour s'en affranchir, il finit par lui payer 
le même tribut que les autres géomètres. 

Ainsi, il n'a pas compris ni voulu admettre que le postiilatum d'Euclide 
constitue une proposition fausse, que cela résulte rigoureusement de ses 
principes. 

En eEet, aprks avoir reproché à Legendre de a supposer un plan infini )), 

aprés avoir repoussé l'infini et toute démonstration fon-dée sur l'infini, il 
accepte et démontre le postulatum fondé sur l'infini. (( Je ne saurais, me 
a dit-il , vous accorder que le postulatiim est faux.. . . . Si deux droites for- 
(( ment avec une autre deux angles moindres, en somme, que deux angles 
u droits, il es6 certain que les deux droites, prolongées A l'infini, devront se 
(( rencontrer. La proposition d'Euclide est vraie, mais elle n'est pas Avidente 
u par elle-même a. 

Ce qui est plus certain, c'est qu'il a déclaré qu'il n'y a pas de (( droites pro- 
a longées & l'infini ». Il admet aussi, comme les autres, que le théorème 
sur la somme des angles d'un triangle (( servirait A démontrer le fameux pos- 
u tulatum d'Euclide n. 

Ainsi, M. Co yteux rejette la définition d'Euclide, mais prétend démontrer son 
postulatum, qui n'a pourtant d'autre objet qiie de corriger cette définition. 

u Le postulatum d'Euclide est vrai, dit-il,   nais il a besoin d'une démons- 
u tration )). Puisque l'auteur part de cette définition : « J'appelle parallè- 
u les deux droites qui, placées dans le même plan , sont B égale distance 
u l'une de l'autre dans toute leur étendue , il n'a plus besoin du postula- 
tum; car une fois cette définition admise, on peut, sans le postulatum, en 
déduire la théorie des paralléles, par une suite de propositions trés-simples et 
d'une exactitude qui n'est contestée par personne. Non-seulement 1.e postu- 
latum devient inutile dans cette théorie; mais j'ai donné le défi d'en 
donner la démonstration même après la théorie compléte des paralléles. 

« Il faut bien, a dit M. Coyteux, que j'accepte ce défi, etvoiciladémons- 
a tration que je propose : n 

M. Coyteux démontre, en effet, que si la somme des angles internes d'un 
même cdté diEère de deux droites, les deux droites ne sont pas Aquidistantes, 
et il conclut en disant: a Donc les deux droites ne sont pas paralléles, et 
a. suffisamment prolongées, elles doivent se rencontrer. » 

Cette conclusion suppose que deux droites non-paralléles, c'est-&-dire non- 
équidistantes, se rencontrent, et c'est justement en cela que consiste le pos- 
tulatum, en sorte qiie l'auteur suppose tout juste ce qui est A démontrer. 
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La démonstration dii postulatum d'Euclide par une pétition de principe 
était peut-être 1a.seule qui restât à trouver. L'auteur la dit « moins compli- 
« quée que celle de Legendre; » et, en effet, il n'est pas possible de donner 
une démonstration plus simple que celle qui consiste Cl'admeltre ce qui est A 
démontrer. 

Dans la discussion sur le postulatiim d'Eyclide, je n'ai rien dit de la dé- 
monstration que Legendre donne au moyen du principe sur  l'homogénéité ; 
d'abord parce qu'elle s'écarte de mon sujet, en ce qu'elle n'est pas fondée sur 
une propriété de l'infini, et ensuite parce qu'elle a pour objet la somme des 
angles d'un triangle, et non le postulatum, ce qui, pour moi est trés-diffé- 
relit. 11 ne faut cependant pas qu'on croie que je juge cette démonstration 
meilleure que les autres. Je vais au contraire en montrer le défaut. 

Un triangle étant déterminé par un  côté c et les deux angles adjacents 
A et B, Legendre écrit C = cp (A, B, c), et ajoute : a Mais la ligne c est hétéro- 
(( gène avec les nombres A, B, C ; et si l'on avait une équation quelconque 
(( entre A, B, C, c, on en pourrait tirer la valeur de c en A, B, C; d'où il 
(( résulterait que c est égal à un nombre, ce qui est absurde; donc c ne peut 
(( entrer dans la fonction y, et on a simplement C = y (A, B). D 

Or, un triangle étant aussi bien déterminé par deux c13tés a et b, et l'angle 
compris C ,  on peut poser c = cp (a, b, C), et en reproduisant, mot pour mot, 
le raisonnement précédent, on en conclurait que C ne peut entrer dans la 
fonction <p et qu'on a simplement c = <p (a, b). 11 en résulterait qu'il suffirait 
de connaître deux cdtés d'un triangle, pour calciiler le troisiéme. 

Naturellement Legendre n'a pas vu et n'a pas cherché à voir cette objec- 
tion. Aussi, c'est d'un ton triomphant qu'il ajoute : u Mais poursuivons et 
(( faisons voir qu'on peut tirer de la même source les autres théorèmes fon- 
« dainentaux de la géométrie. 

Auguste Comte, qui a donné la vraie notion générale du principe de l'homo- 
généité, va nous dire ce que valent ces démonstrations analytiques de 
Legendre. 

(( Quand on examine en elles-mêmes ces prétendues démonst~ations analy- 
« tiques des propositions fondamentales de la géométrie élémentaire, on 
N vérifie aisement leur insignifiance nécessaire. Elles sont toutes fondées sur 
N une manière vicieuse de conc,evoir le principe de l'homogén6ite. Ces 
a démonstrations supposent que ce principe ne permet point d'admettre la 
c( coexistence dans une méme équation de nombres obtenus par des eompa- 
« raisons concrètes différsutes ; ce qui est éviddmment faux, et visiblement 
u contraire à l a  marche constante des géométres. Aussi, il est facile de 
« reconnaître qu'en employant la loi de l'homogénéité dans cette acception 
a arbitraire et illégitime, on pourrait parvenir A démontrer avec tout autant 
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a de rigueur apparente des propositions dont l'absurditd est manifeste au 
a premier coup d'œil. n 

Par exemple, une formule qui donne l'espace parcouru en fonction de la 
vitesse et du temps, peut se représenter par e = cq (v ,  t),  et en copiant le 
raisonnement de Legendre on dirait : l'espace et le temps é tant hétérogènes, 
e ne peut dépendre de t ,  et l'on a simplement e = cp (v). 

Cournot a aussi donné son opii;ion sur l'application que Legendre a faite 
du (( principe de l'homogéqéité. » Il  s'exprime en ce3 termes : 

« Cette rbgle, connue sous le nom de principe de l'homogénéit6 des fonc- 
(c tions, méne souvent de prime abord à des conséquences importantes con- 
« cernant la forme des fonctions. On y a eu recours pour démontrer très- 
« simplement, et à notre avis, de la maniére la plus directe, certaints propo- 
a. sitions fondamentales de géométrie et de mécanique (voir la note 2 de la 
« Gdométrie de Legendre, et le no 26 de la mécanique de Poisson). 

Cette appréciation, comparée à celle d'Auguste Comte 'sur la même ques- 
tion, nous donne une idée de la diffkrence des génies des deux gbometres 
philosophes. 

Après avoir traite de l'infini en général, il me reste à discuter en particu- 
lier un infini trés-singulier, qu'on peut dire unique en son genw, puisqu'il a 
pour expression l'unité et même zéro. Je veux parler de l'infini en probabi- 
lit6. En ecet, dans la théorie ordinaire, la probabililé est représentée par une 
fraction qui devient égale à l'unité lorsque la probabilité devient infinie ou 
se change eu incertitude ; ce qui fait dire que l'unité est le symbole de la 
certitude ou l'expression d'une probabilité infinie. Voilà ce qu'on peut lire 
dans tous les traites spéciaux. 

Les disciples prennent la chose telle qu'on la leur donne, et les maîtres la 
donnent telle qu'ils l'ont r e p e .  

Une quantité infinie représentée par l'unité ou par zéro, voila un phéno- 
méne qui ne s'est jamais vu ailleurs que dans la théorie des probabilités. Au 
fond c'est une absurdité A laquelle on n'a été conduit que parce qu'on a 
adopté une fausse définition, ou plutôt une faiisse mesure de la probabilité, 
en disant : 

« La probabilité d'un évènement est le rapport du nombre des cas qui lui 
a sont favorables, au nombre de tous les cas possibles. m 

C'est la définition que donne Laplace dans sa ThBorie Analytique des pro- 
babilitds. Mais ici, comme en d'autres cas, on prend pour définition d'une 
grandeur, ce qui n'en est que la mesure ; et après avoir donne cette définition, 
Laplace dit lui-même, dans l'introduction : « Le rapport des cas favorables (1 

u celui de tous les cas possibles, est la mesure de cette probabilité. n 

L'idée d'une grandeur, sa définition et sa mesure sont trois choses diffé- 
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rentes; car, comme dit Cou~not, u un  concept existe dansl'entendernent indé- 
« pendamment de la définition qn'oil en donne. )) 

Comment, en effet, pourrait-on donner la juste définition, ou la juste 
mesura d'une grandeur, si l'on n'en avait pas une idée exacte ? C'est parce 
qu'on a confondu la  dénomination d'une grandeur avec sa définition, que 
l'on a distingué les définitions de mots des définitions de choses. Cet te distinc- 
tion est illusoire : la dénomination d'iine chose est arbitraire, mais sa défini- 
tion ne l'est pas. Ainsi, cheval se dit eqztus en latin, home en anglais; mais 
la définition du cheval doit être exacte et la même dans toutes les langues. 

La mesure d'une grandeur se donne souvent avec plus de précision que sa 
definition, et voilCt pourquoi l'on prend dans ce cas la  mesure pour la défi- 
nition. 

Delaunay définit la  vitesse le degré plus ou moins grand de rapidité ou 
« de lenteur du mobile. » Il me semble que l'esprit ne voit guère plus clair 
quand on dit qu'une vitesse est une rapidité, et encore moins quand on dit 
que c'est une lenleur. Prenant ensuite pour mesure de la vitesse le rapport de 
l'espace au temps, l'auteur ajoute : C'est ce qu'on nomme la vitesse du 
(( mobile. » Comme on le voit, il donne la mesure pour la définition, ce rap- 
port constitue la mesure et non la définition de la vitesse. 

Lorsque deux grandeurs varient proportionnellement, elles ont même 
mesure, et naturellement on opère sur le plus facile A mesurer. Le principepa- 
rnlt si évident qu'on l'admet partout sans le démontrer, sans même l'énoncer. 

Ainsi, pour démontrer que l'angle et l'arc décrit de son sommet entre ses 
catés, ont même mesure, on pronve qu'ils varient proportionnellement. C'est 
de la même maniére qii'on démontre que le parallélogramme et le paralléli- 
pipéde out même mesure que le produit de leurs dimensions. 

Mais à quoi se réduit la proportionnalité de deux grandeurs? Voici sur ce 
point la  réponse très-précise d'Auguste Comte : 

u Il faut utiliser cette occasion pour instituer la théorie générale de la pro- 
u portionnalité, qui peut éclaircir et simplifier tous les cas spéciaux. Nous 
(( devons toujours regarder la proportionnalité de deux grandeurs quelcon- 
(( ques comme due au  concours de deux conditions, entiérement indépendantes 
a et souvent séparées. Elles consistent dans la correspondance constante, d'une 
u part, des égalités, d'une autre part, des sommes. Réunies, ces deux condi- 
(( tions assurent la proportionnalité des grandeurs comparées; tandis que, 
u séparées, chacune devient toujours insuffisante. n 

Auguste Comte prouve que la premibre condition ne suffit pas polir assurer 
la proportionnalité, en citant l'exemple de l'arc et de la corde, qui ne varient 
pas proportionnellement, quoique des arcs égaux correspondent toujours A 
des cordes égales. 
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En résumé, pour que deux grandeurs aient même mesure, il faut qu'elles 
varient proportionnellement, et cette condition se décompose en deux autres, 
qui sont la correspondance dans les égalités, et la correspondance dans les 
sommes. 

M. Bouché, dans son Traitt! de Gkomdtrie Blémentaire, a reproduit pres- 
que textuellement l'explication d'Auguste Comte. Mais l'insuffisance de la 
premiére des deux conditions a été méconnue de bien des géomktres 

Ainsi Vincent ayant établi, dans sa gbométrie, (( qu'A des angles égaux 
« correspondent des arcs égaux, n ajoute : a il résulte de là, qù'à un angle 
(( double, triple, quadruple..,. d'un autre, correspond aussi un arc double, 

triple, quadruple.. . . de l'arc correspondant & l'angle simple. n 

Cette co~~clusion n'est pas légitime. En effet, à des arcs égaux correspondent 
aussi des cordes égales, et il n'en résulte pas qu'A un arc double, triple, qua- 
driiple.. . d'un autre corresponde aussi une corde double, triple, quadruple.. . 
De même A des nombres @aux iorrespondent aussi des logarithmes égaux, 
et il ne s'ensuit pas qu'à un nombre double, triple, quadruple ... d'un autre, 
corresponde aussi un logarithme double, triple, quadruple. . , 

Laplace comprenait la nécessité de la proportionnalitb entre la probabi- 
lité et la fraction donnée pour sa mesure, et il a cru l'établir en démon2 
trant la premiére des deux conditions, c'est-&-dire la correspondance &tre 
les égalités. Ainsi, aprés avoir dit : Le rapport des cas favorables à 
« celui de tous les cas possibles, est la mesure de la probabilité, D il ajoute. 
u La notion préckdente de la probabilité suppose qu'en faisant croitre dam 
a le même rapport le nombre des cas favorables et celui de tous les cas 
N possibles, la probabilité reste la  même. ip 

Cette proposition que Laplace prend la  peine de démontrer, nous la lui 
3 6 9  accordons bien volontiers. Par exemple, les fractions -, -, - étant égales, 
7 14 21 

elles correspondent B de3 probabilites égales : ainsi on a la même proba- 
bilité d'amener une boule blanche, quand on la tire d'une urne qui coltient 
3 boules blanches sur 7, ou 6 blanches sur 14, ou 9 blanches sur 21. 

Cette proposition admise, qu'est-ce qu'elle prouve? qu'à des fractions 
égales correspondent des probabilités égales, comme C1 des arcs égaux corres- 
pondent des cordes égales ; elle prouve la correspondance des égalités, mais 
non celle des sommes. Elle prouve la  première des deux conditions néces- 
saires, mais ne prouve nullement la seconde. De même que la somme de deux 
cordes ne correspond pas A la somme des deux arcs, la somme de deux frac- 
tions ne correspond pas B la somme des deux probabilités qu'elles reprb- 
sentent. 

La démonstration de Laplace ne prouve donc pas la proportionnalité entre 
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les fractions et les probabilités correspondantes, et il est si évident que cette 
proportionnalit6 n'existe pas, qu'on ne comprend pas comment Laplace a pu 
se persuader qu'il l'avait démontrée. 

9 3 Si cette proportionnalité existait, la fraclion -, qui est triple de - corres- 
. . .  7 7 

pondrait A une probabilité triple. Or, si u l'unité est le symbole de la certi- 
(( tude, )) comme le répbtent tous les auteurs, que pourrait être une proba- 
bilité plus grande que la certitude ? 

Non-seulement Laplace croit avoir démontré la proportionnalité entre la 
probabilité et la fraction par laquelle il La représente; mais il se croit en 
dr it d'en tirer cette conséquence philosophique : P 

(( Lorsque, dit-il, tous les cas sont favorables i un évènement, sa proba- 
u bilité se change en certitude, et son expression devient égale à l'unité. Sous 
u ce rapport, la certitiide et la probabilité sont comparables, quoiqu'il y ait 
u une différence essentielle entre les deux états de l'esprit, lorsqu'une vérité 
u lui est rigoureusement démontrée, ou lorsqu'il aper~oit encore une petite 
a source d'erreur. » 

C'est, comme je l'ai dit, de la science ou de la philosophie aprés déraille- 
ment. 

u La certitude et la probabilité sont comparables? N et comment donc? La 
certitude, représentée par 1, sera donc double de la probabilité représentée 

1 
par -? 

2 
Mais la certitude est aussi représentée par zéro; du moins c'est M. Lau- 

rent qui nous l'enseigne dans son u Calcul des Pvohabilités. (( Ainsi : n dit-il, 
u zéro et I sont des symboles de certitude. D Il faut donc admettre que la 
moindre probabilité est plus grande que la certitude représentée par zéro. De 
plus zéro et I étant les symbole; de certitude, ou pourra, sans doute, les 
comparer l'un B l'autre, et l'on trouvera que la certitude reprksentée par 
zéro est infiniment plus petite que celle qui est représatke par 1. 

Ensuite, que peut signifier cette u petite source d'erreur? s Est-ce qu'une 
chose probable est une erreur plus qu'une chose certaine? 
' La grosse source d'erreur consiste i prendre pour la mesure de la probabi- 

lité une fraction qui ne lui est pas proportionnelle. 
La vraie mesure dv. la probabilité d'lm événement est le rapport du nombre 

des cas favorables au nombre des cas défavorables. Ce rapport, variant propor- 
tionnellement B la probabilité, en donne la mesure, et aussi celle de l'enjeu, 
qui doit être proportionnel A la  probabilité. 

Ainsi, la probabilité de tirer une boule blanche d'une urne qui contient 

6 
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3 3 blanches et 4 noires, est -; de même que la probabilité de tirer une blan- 
4 

3 
che d'une urne qui contient 5 blanches et 9 noires, est -. 

9 
Par conséquent, l'enjeu de celui qui a parié de tirer une blanche, doit être 

3 
les - de l'enjeu de celui qui tient le pari contre lui, s'il la tire de la pre- 

4 
5 miére urne, et les -7 s'il la tire de la seconde. 
9 

Si l'on met 100 fois plus de blanches dans l'urne qui contient 3 blanches 
et 4 noires, il y aura 300 blanches et 4 noires; la probabilité de tirer une 

300 
blanche sera - j ou 75, et celui qui pariera de tirer une blanche devra mettre 

4 
un enjeu 75 fois plus grand que celui de l'adversaire. 

3 
Dans la théorie ordinaire les deux probabilités sont représentées par - et 

7 
300 -- c'est-A-dire que la probabilité qui est 75 fois plus grande que l'autre, est 
304' 
reprksentée par une fraction quin'est pas même 3 fois plus grande que l'autre. 

Quand on s'est engagé dans une fausse route, il faut bien saisir toutes les 
occasions de se persuader que c'est la bonne. . 

Par exemple, Lacroix tient le raisonnement suivant : 
(< Chaque évènement donne lieu à deux probabilités contraires, savoi~ : 

(( celle que cet évhement arrivera et celle qu'il n'arrivera pas; et la somme 
u de ces deux probabilités est toujours égale a l'unité, symbole de la cer- 
(( titude. D 

Conformément à cette explication, quand l'urne contient 3 blanches et 
3 

4 noires, la  probabilité de tirer une blanche est -; celle de t i r a  une noire 
7 

4 -  
est 7 ,  et leur somme égale I, symboIe de la certitude, parce que, dit-on, on 

a la certitude de tirer une blanche ou une noire. 
Ce raisonnement, qui parait si concluant, n'est cependant qu'un sophisme. 

3 4 En effet, si la somme des deux probabilités - et - égale I , symbole de la 
7 7 
3 5 5 certitude, la somme des trois probabilités - 7  -, - égale 2 ,  double de la 
4 6 12 

certitude, et ainsi de suite. 
3 Ondit que la probabilite de tirer une blanche étant - 7  et celle de tirer 
7 

4 3 4 une noire - 3 la probabilité de tirer une blanche ou une noire est - + - 9 

. 7  7 7 

ou l'unité, symbole de la certitude. Pourquoi dit-on que la somme - : + $  
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



représentela probabilité de tirer une blanche ou une noire, et non une blan- 
che eQ une noire? 

Dans notre théorie on dira : la probabilité de tirer une blanche est 
3 
4' 

4 
et eeile de tirer une noire est -; ces deux probabilités étant réciproques, 

3 
leur produit égale 1, qui n'est pas le symbole de la certitude, mais la proba- 
bilité de chacune des dela Tersonnes qui jouent, à chance égale, l'iine contre 
l'antre, A n'importe quel jeu. 

A plus forte raison, zéro n'est pasle symbole de la certitude; il représente 
une probabilité nulle, par exemple, celle de tirer ilne boule blanche d'une 
urne qui ne contient que des noires. 

En désignant par n et n' les iiombres de chances favorables et contraireu & 
un évènement, etpar N le nombre total de chances,on aN = n -f- nt , et cette 
relation montre que deux des nombres étant connxs, l'autre s'ensuit im- 
médiatement. VoilSt pourquoi malgré la fausse mesure adoptée pour la pro- 
babilitk, on arrive si facilement & des résultats exacts. 

Quoi qu'il en soit, la discussion précédente, slip la fraction choisie pour re- 
présenter la probabilité, nous conduit B conclnre que la théorie du c.alcu1 des 
probabilités doit être recoiistriiite sur une autre base, ou, si l'on veut, fondée 
sur une antre définition; car, d'aprés la définition adoptée, les probabilités 
ne sont pas proportionnelles aux fractions qui les représentent; or le défaut 
de proportionnalité est au moins « une petite source d'erreurs, n et, si l'on en 
croit Laplace, r il y a une différence essentielle entre les deux états de l'esprit, 
a lorsqu'une; vérité lu i  est rigoureusement démontrée, oulorsqu'il apercoit 
u encore une petite source d'erreur. )) 

Cette petite source est-elle la source de grandes erreurs? Elle est au moins 
l'erreur d'un grand nombre. 

L'erreur du jeu de Pétersbourg est A peu prés l'erreur de tous. Maisl'erreur 
de d'Alembert lui est personnelle : « elle prouve seulement, D dit Lacroix, 
u qu'il peut arriver aux hommes le plus justement çAlébres de s'égarer,même 
(( dans un sujet fort simple. )) 

Quoique l'erreur de d'Alembert soit des plus grossiéres, elle est qualifiée 
de paradoxe dans le traité de Lacroix, où on lit ce titre : Erreur  du chevalier 
de Méré et paradoxe avand par d'Alembert. Il y aurait plus de raison de 
dire : Paradoxe de Méré, et erreur de d'Alembert. 

C'est Pascal qui nous a fait connaître le paradoxe du chevalier de Néré, en 
écrivant Ci Fermat : a M. de Méré est trés-bonesprit, mais il n'est pas géomé- 
(( tre, c'est comme vous savez lin grand défaut. n 
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C'est aussi un  défaut d'être plus géométre que bon esprit, et je vais prouver 
que l'erreur de Méré doit être imputée aux geombtres qui ont adopté une 
fausse mesure de la probabilité. Voici en quoi consiste le  raisonnement de 
Méré : 

1 
La probabilité d'amener 6 avec un dé est -9 d'aprés les géométres, et ils 

6 
troiivent qu'en 4 coups, i l  y a plus de probabilité d'amener 6 que de ne pas 
l'amener. D'aprés les mêmes géométres la  probabilité d'amener sonnez, c'est- 

1 1 
à-dire, deux 6, avec deux dés, est -; or, puisque - est juste 6 fois plus pe- 

36 3 6 
1 

tit que - 2  on devra conclure qu'en 24 coups, au lieu de 4, on aura pilis 
6 

de probabilité d'amener sonnez que de ne pas l'amener. Cependant les géo- 
métres soutenaient A Méré que c'est le contraire qui a lieu, et (c voilh, n 
selon Pascal, quel était son grand scandale, qui lu i  faisaif a dire hautement 
(( que les propositions n'étaient pas constantes, et que l'arithmetique se 
(( démentait. )) 

Si Méré avait raisonné dans notre théorie, il aurait dit : La probabilité 
1 1 

d'amener 6 avec un dé, est -; celle d'amener sonnez avec deux désest - ; or, 
5 35 

i 1 
puisque - est 7 fois plus petit. que - 9  il s'ensuit qu'en 28 coups, au lieu de 

35 5 
4, il y aura plus de probabilité d'amener sonnez, que de ne pas l'amener ; ce 
qni est vrai. Ainsi, dans notre théorie les bons esprits sont parfaitement 
d'accord avec les géomètres. Si donc, dans la théorie ordinaire, il y a désac- 
cord et scandale, ce n'est pas la faute des hoils esprits, mais celle des 
géomètres. 

Les bons esprits comprennent bien que la  probabilité de tirer uile blanche 
d'une urne qui contient cent blanches et une noire, est cent fois plus grande 
que de la tirer d'une urne qui ne con tient qu'une blanche et une noire ; ce qui 
s'accorde bien avec ma manière de représenter la  première par 100, et la 

seconde par 1. Tandis que les géombtres représentant la premibre par 
1 ", et la  seconde par - , les bons esprits ne comprennent pas pourquoi une 

101 2 
probabilité 100 fois plus grande qu'une autre est représentée par un nombre 
qui n'est pas même double de celui qui représente l'autre. 

Si les géomètres s'accommodent facilement de cette disproportion, les bons 
esprits n'ont-ils pas raison de crier au scandale, comme le chevalier de Néré ? 

C'est la  singularité d'un infini mesuré par l'unité, qui nous a conduit A dis- 
cuter le principe fondamental du calcul des probabilités, et la conclusion 
qui résulte forcément de cette discussion, c'est que cz calcul doit étre refait 
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d'un bout à i'autre. Pour savoir au juste ce que la théorie gagnera à être 
fondée sur une mesure exacte de la  probabilité, il faudrait pouvoir comparer 
en entier la nouvelle théorie avec l'ancienne. Cependant on peut déjà prévoir 
les simplifications qui  doivent résulter de la proportionnalité des grandeurs 
comparées. On sait, par exemple, ce qu'il en coOte pour établir les formules 

a; 
qui donnent les valeiirs de sin (a + b), sin2a, s inh ,  sin- etc. Or, si les 

2 
arcs étaient proportionnels C1 leurs sinus, on poserait immediatement : 

a sina 
sin (a + 6) = sina + sinb, sin2a = 2sina , sin3a = 3sina, sin - = -j 

2 2 
* 3  5 

etc. Lorsque deux probabilités sont représentées par les fractions - et - )  ti 
4 6 

19 
quoi correspondra, dans la théorie ordinaire, lasomme - des deux fractions? 

12 
Il faudraqu'elle représente une probabilité plusgrande que la certitude, dont 

19 
le symbole est l'unité. Dans notre théorie la somme - correspondra à une 

12 
probabilité égale id la somme des deux.probabilités représentées par les frac- 

3 5 
tions - et - >  et la plus grande probabilité est toujours très-éloignée de la 

4: 6 
certitude, qu'aucun nombre ne saurait représenter. 

Les simplifications qui résulteront de la nouvelle définition, si définition il 
y a, ne sont pas les seules qu'on soit en droit d'attendre d'une théorie plus 
exacte. Elle devra anssi s'affranchir des questions vaines ou illusoires, telles 
que celles qui sont fondées sur l'espérance morale. Cette réduction faite 
avec rigueur, s'étendra plus loin qu'on ne pense, si l'on en croit Auguste 
Comte, qui s'explique en ces termes : 

« Avant d'examiner la conception fondamentale delaplace, au sujet de 
« l'interprétation cosmogonique des divers caractéres généraux que je viens 
(( de rappeler, je ne puis m'empêcher de témoigner ici combien tous les bons 

esprits étrangers aux préjugés mathématiques, ont dû trouver puérile et 
(1 déplacée la singulière application des chances, indiquée d'abord par Daniel 
« Bernoulli, et péniblement complétée ensuite par Laplace lui-même, pour 
u évaluer la probabilité que ces phénomènes ont réellement une cause, 
« cornmesi notre intelligence avait besoin d'attendre une telle autorisation 
« arithmétique, avant d'entreprendre légitimement d'expliquer un pliéno- 
« mène quelconque bien constate. 

(( Le calcul des probabilités ne me semble avoir été réellement, pour ses 
« illustres inventeurs, qu'un texte commode d'ingénieux et difficiles problé- 
« mes numériques, qui n'en conservent pas moin-, toute leur valeur abs- 
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u traite, comme les théories analytiques dont il a été ensuite l'occasion, ou, SI 
u l'on veul, l'origine. Quant A la  conception philosophique sur laquelle repose 
u une telle doctrine, je la crois radicalement fausse et susceptible de conduire 
« aux plus absurdes consAquences. Je ne parle pas seulement de l'application 
u évidemment illusoire qu'on a souvent tente d'en faire au prétendu perfee- 
« tionnement des sciences sociales. Ces essais, nécessairement chimériques, 
u seront caractérisés dans la derniére partie de cet ouvrage. C'est la notion 
u fondamentale de la probabilité évaluée qui me semble directement irration- 
« nelle et m&me sophistique : je la regarde Gomme essentiellement impropre 
« à régler ~ o t r e  conduite en ancon cas, si ce n'est tout au plus dans les jeux 
u de hasard. n 

Jusqu'ici je n'ai lait aucune mention des opinions de Fontenelle sur 1'111- 
fini ; il les a publiées sous le titre d'Élkments de la Gdomdtrie de l'infini. 

Comme il s'agit d'un traité en régle, de 548 pages in-4, il mérite un 
examen tout spécial. 

Contrairement A ce qui se fait de nos jours, les définitions et les principes y 
sont posés d'une maniére franche et précise. D'aprés le rapport de Réaumur, 
alors directeur de l'Académie royale des sciences, c'est iin ouvrage capable 
« d'intéresser les plus grands géomètres par les spéculations sublimes qu'il 
« contient. n 

Dans le sgstéme de Fontenelle : u Un nombre infini existe aussi réellement 
u que les nombres finis. 

« Dans l a  suite naturelle, r dit-il, u chaque terme est égal au nombre des 
(( termes qui sont depuis I jusqu'8 lui inclusivement. Donc puisque lgnombre 
u de tous les termes est infini, elle a un  dernier terme qui est ce même infini. 

(( On l'exprime par ce caractére a. 1) 
D'aprés ce que j'ai dit, un nombre infini est impossible, et ainsi il n'existe 

pas « aussi réellement que les nombres finis. )) 

Si l'on forme une table de la  suite natiirelle des nombres, elle aura néces- 
sairement un dernier terme, et  ce terme sera fini. Si par le dernier terme on 
entend le terme après lequel on ne peut plus en écrire un autre, i l  n'y eu a 
point, parce qu'après le dernier terme écrit on en peut toiijours écrire 
d'autres. 

Puisque ce dernier terme est impossible, il est bien inutile de le représenter 
par le caractére C O ,  et absurde de le soumettre A aucun calcul. 

Ce n'est que par Lin sophisme qu'on peut établir l'existence de ce terme 
infini, comme le fait Fontenelle en disant : a C'est un dernier terme fini que 
u la suite naturdle n'a point ; mais n'en avoir point de dernier fini ou en 
u avoir u i ~  dernier infini, c'est la même chose. >) 
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T H ~ O R I E  MATHEMATIQUE DE L'INFINI 71 

.C'est comme si  l'on disait que puisque toutes les boules d'une urne sont 
- blanches cela prouve qu'il y en a une noire. 

On dit aujourd'hui qu'une quantité infinie est essentiellement variable, 
tandis que Fontenelle disait au contraire : 

a Ainsi oc, sera toujours pris ici pour un infini fixe et constant, dernier 
terme de la suite naturelle. 

La vérité est qu'il n'y a point de nombre réellement infini, ni fixe ni variable. 
Admettre qu'il y a dans la suite naturelle un dernier nombre après lequel on 

ne peut plus en ajouter d'autres, c'est se créer, en pure perte, une source de para- 
doxes et de difficultés, que l'auteur ne pourra lui-même ni éviter ni résoudre. 

Tout d'abord il avoue qu' il est inconcevable comment la suite naturelle 
a passe du Fini à l'Infini, c'est-à-dire comment aprés avoir eu des termes 
N finis, elle vient en avoir un infini. Cependant cela doit être, ou bien i l  
(( faut absolument abandonner toute idée de l'Infini, et n'en prononcer ja- 
(( mais le nom, ce qui ferait périr la plus grande et la plus noble partie des 

Mathématiques. Je suppose donc que c'est la un fait certain quoiqu'incom- 
(( préhensible. . . » 

Le passage du fini à l'infini est inrompréhensible, parce qu'il est impos- 
sible. Sans l'infini « la  plus 'gande et la plus noble partie des mathémati- 
(( aues )) ne périrait pas; je suis même d'avis qu'elle ne s'en porterait que 
mieux. C'est ainsi que les pompes ont pu se passer de l'horreur du vide, et 
n'en fonctionnent pas plus mal. C'est ainsi encore que la théorie des paral- 
lèles n'en ira que mieux lorsqiie, pour la fonder, on remplacera leur prolon- 
gement ti l'infini par leur équidistance. 

 onte en elle continue en disant : 
u Puisque m est le dernier terme de la suite naturelle, on ne peut plus 

(( l'augmenter; donc a, f I = a,. Mais, d'autre part, co 6tant une grandeur, 
(1 on peut l'augmenter et même sans fin ; on aura 2ac, 3 ce, etc. 

J'ai honte de reproduire les raisons au moyen desquelles l'auteur pr6tend 
justifier et concilier ces assertions contradictoires ; écoutez-les cependant : 

a L'idée naturelle de la grandeur infinie e.st qu'elle ne puisse être plus 
grande ou augmentée, et, en effet, w , dernier terme de la suite naturelle 

(( étant I qui a recu des augmentations sans fin, il n'en peut recevoir davan- 
a tage. D'un autre c6t6 la grandeur infinie étant toujours grandeur, en doit 
u conserver l'essence, et être susceptible d'augmentation, et même sans fin. 
cc Ces deux idées, si contraires, se concilient parfaitement, et on va le voir, 
u en les examinant toutes deux l'une aprés l'autre. 

u CO ne peut plus être augmenté par les grandeurs qui l'avaient augmenté 
jusque lil, car i l  a r e y  drelles tout ce qu'il pouvait recevoir d'augmenta- 

-'W. « tion. ~ o n c  CO $. I n'est que oc,, ou co + r - 
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« Et si I n'augmente pas co , il ne l e  diminue pas non plus. Donc a, - I =CD. 

u Donc, en général, a étant un nombre fini, CO + a = a,. 
« Et si a n'augmente pas ar, , i l  ne le diminue pas non plus quand il en est 

u retranché. Donc a, f a - -a,. 

Mais par la raison des contraires, et encore plus par la nature de la chose, 
u je puis dire a, + cc ou 2 CO, ou 300, etc. 

« Car il faut que l'infini, puisqu'il est grandeur, soit capable d'augmen- 
(( tation, et je vois qu'il le sera sans fin, puisqu'il pourra être multiplié par 
N tous les nombres de la suite naturelle, dont le nombre est infini. Voilà donc 
<( les deux idées conciliées. n Qu'on se le dise. 

« On voit par lh que a,, qui est devenu infini par une augmentation sans 
u fin, ou une grandeur finie, qui est sortie de l'ordre du fini, et qui a passé 
« dans l'ordre de l'infini, ne peut plus être augmentée par tout ce qui.est de 
« l'ordre du fini, dont elle n'est plus, mais seulement par ce qui est de l'ordre 
« de l'infini, dont elle a commencé d'être, et il est clair qu'il en ira de la 
u difninu tion comme de l'augmentation. n 

Pour « concilier deux idées si contraires, n Fontenelle invoque cc la raison 
« des contraires; » tandis qu'en suivant la raison ordinaire, j'arrive à une 
conclusion toute contraire. 

En effet, puisque l'aiiteur a pris le soin de nous avertir que K w sera tou- 
u jours pris ici pour un infini fixe et constant, dernier terme de la suite na- 
u turelle, » l'avant-dernier terme de la même suite, est bien a, - r, et si 
w - 1 r cn, il s'ensuit que l'avant-dernier terme est infini aussi, et même 
qu'il est le dernier, puisqu'il est w , qui (( sera toujours pris pour le dernier 
« terme de la suite naturelle. n 

En continuant de cette maniére, on démontrerait que la suite naturelle n'a 
que des termes infinis, dont chacun est le dernier de la  suite. 

Voilà comment un heureux mélange de la raison ordinaire et de « la raison 
« des contraires » conduirait A d'autres u spéculations sublimes. D 

Les spéculations de Fontenelle sont-elles aussi utiles que sublimes? L'au- 
teur ne vous donne pas le temps d'en douter. 

« Pour prévenir la  pensée où l'on pourrait tomber que toute cette théorie 
u abstraite de l'infini est peu utile, je vais apporter quelques exemples des 
u usages que peut avoir le peu que nous en avons vu jusqu'ici. n 

Exemple 1 

« Si l'on cherche la somme de la suite naturelle poussée jusqu'à a , on voit 
n¶ + n 

u par la formule générale -- , que cette somme est a*+a, - Co" - - , c'est- 
2 2 2 

a. à-dire, que la suite ::aturelle infinie est la moitié du carré du nombre infini 
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(( qui la termine, et quoique ce nombre infini nous soit inconnu, il est certain 
(( qu'on prend par lb une idée de cette somme qu'on n'aurait pas eue autre- 
(( ment. )) 

La suite naturelle, quel que soit le nombre n auquel on l'arrête, a pour 
n¶ n n somme - f -- Quand on néglige le terme l'erreur est d'autant plus 
2 2 2' 

grande que n est plus grand ; elle est donc infinie quand on suppose n infini. 
La « Théorie abstraite, n qui nous apprend que quand on suppose n infini, la  

n 0 somme de la suite est exactement - 9  nous donne donc une mesure et une 
2 

idée très-fausses de cette somme; c'est de cette manière « qu'il est certain 
(( qu'on prend par 1A une idée de cette somme qu'on n'aurait pas eue autre- 
(( ment, » et tout cela en vertu du u grand principe » sur lequel il fonde 
a l'exactitude du calcul de l'infini, » et qu'il explique en ces termes : 

(( Le grand principe et le plus fecond du calcul de l'infini, est de faire dis- 
(( parajtre toutes les grandeurs d'ordres inférieurs devant celles qui sont 
(( d'un ordre supérieur. Cette méthode laisse toujours quelque ombre de 
(( dificulté dans l'esprit ; on croit bien que les grandeurs que l'on ne compte 
« point, on les néglige sans erreur sensible ; mais e d n  n'y eût-il qu'une 
(( erreur infiniment petile, on soupconne qu'il y en a, et on croit passer il la 
(( nouvelle géométrie une sorte de licence. C'est ce que je vais examiner. 

(( L'exactitude demande que les grandeurs qu'on néglige dans le calcul de 
a l'infini soient négligées comme elles le sont. )) 

C'est A soutenir cette thése que Fontenelle consacre la premiére section de 
la seconde partie de la u Géométrie de l'Infini. )) Plusieurs gt?omètres, après 
lui, ont soutenu la même thèse, en cherchant B démontrer que c'est non- 
seulement un droit, mais encore un  devoir de négliger dans le calcul de 
l'infini, le; quantités qu'on néglige conformément au « grand principe. Négli- 
« ger des quantités de cette nature, » dit Carnot, u est non-seulement permis, 
« mais il le faut, et c'est la seule maniére d'exprimer exactement les condi- 
(( tions d u  problème. n 

Aprés lui, M. Charles de Freycinet dit : (( On a non-seulement le droit, mais 
« encore le devoir de les supprimer dans les relations, afin de rétablir la 
a réalité des chos&. n 

J'ai fourni des exemples et j'en présenterai un plus grand nombre encore, 
où l'application du a grand principe n a conduit les grands géomètres B de 
grandes erreurs, et non Ct a la  réalité des choses. rn 

L'exemple choisi par Fontenelle doit nous prouver que, a conformément au 
a grand principe, il faut, pour l'exactitude, faire disparaître toutes les gran- 
a deurs d'ordres inférieurs devant celles qui sont d'un ordre supérieur. )) 
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Comme la longueur de la démonstration pourrait fatiguer le lecteur, je 
veux lui faire comprendre ici le singulier artifice de cette demonstration. 

Supposons que l'on pose en principe que dans une somme telle que 
24 3 . 3  + 32 + 5 + 14  - 8 on ait le droit et le devoir de négliger tous les 
termes d'un seul chiffre, ce qui réduit la somme A 24 + 32 + 14 = 70. On 
pourra s'assurer, de toutes les maniéres possibles, que la somme proposée est 
bien égale à 70, ce qui prouvera l'exactitude du principe. 

On me dira : le principe se vérifie sur votre exemple, parce que la somme 
3 + 5 - 8, des tesmes négligés, se reduit b zéro; mais prenez un exemple où 
cette somme soit différente de zéro, et le principe ne se vdrifiera pas, ce qui 
prouve qu'il est faux. 

Comme c'est le même artifice que Fontenelle emploie pour démontrer 
l'exactitude de son « grand principe, » faites la même objection, et vous 
comprendrez ainsi que le principe est faux. 

 auteur-suppose un triangle rectangle isocéle, dont il désigne par n cha- 
cun des cd tés de l'angle droit ; il s'ensuit que l'aire du triangle est exprimée 

n$ par -. Il exprime aussi d'une autre manière l'aire du triangle proposé, en 
2 

le décomposant en rectangles et en triangles, dont la somme totale est expri- 
( n - ~ ) $ + n - i  n mée par 

2 + 2' 
Il ajoute : (( Les deux méthodes pour trouver l'aire sont toutes deux exac- 

tes et le sont également. )) 

La conclusion que j'en tirerais, c'est qu'on a identiquement 

et que, par conséquent, le second membre peut se réduire au premier. L'au- 
teur a bien soin de ne pas tirer cette conclusion : elle ferai.t rater sa démons- 
tration. Au contraire, pour ôter au lecteur l'idée de faire lui-même la réduc- 

( n - r ) ~ q n - ~  n tion, i l  dit : « On aura, pour l'aire totale, 
2 + que je 

« laisse exprès sous cette forme, parce que la première partie de cette gran- 
(( deur complexe, appartient aux parallélogrammes seule, et la deuxibme 
« aux petits triangles seuls. )) 

(m - r ) ~ + c o - 1  oc> Passant 5i. l'infini, l'auteur écrit - + - 7  puis il né- 
2 2 

glige - r, qui est aprés m ; ensuite i l  supprime m comme étant d'un ordre 
inférieur par rapport A m *. 

n. (n - I )*  + n - I + ; ,  Mais, puisqu'on a identiquement - = 
2 

a même 
2 
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. 
opération réussira pour toute valeur de n, par exemple, pour n = 8, où l'on 

8' , (8-1)s aura - - ? - + :; on pourra négliger - I aprbs 8,  et 
2 2 

ensuite 8 devant 83, ce qui  donnera - Ainsi, le même sophisme qui 2-2' 
démontre qu'on peut négliger ao devant CD', démontre de même qu'on peut 
négliger 8 devant 89. Voilila pourtant comment Fontenelle démontre que « le 
u calcul de l'infini est aussi exact que celui du fini. 

Lorsque des quantités représentées par des lettres sont dites infinies, elles 
restent en réalité finies, puisque l'infini est impossible ; il s'ensuit que le cal- 
cul effectué sur ces qiiantites , conformément aux règles générales, sera 

aussi exact que celui du Fini, » puisqu'en réalité il sera fait sur des quan- 
tités finies ; tandis qu'il sera illusoire, s'il est fondé sur de prétendues pro- 
priétés del'infini dont ne jouissent pas les quantités finies. Ces trois ou quatre 
lignes contiennent toute la  métaphysique et toutes les régles du caJcul de 
l'infini. Les ugrande gdométres, n comme les pluspetjts, sont siirs d'y trouver 
un guide plus sûr que dans (( les spéculations sublimes que contient la géo- 
u métrie de l'infini n de Fontenelle. 

Nous allons soumettre 2 ce criterium plusieurs propositions énoncees ou 
démontrées dans la Géométrie de ?Infini. 

u 1" Si I n'augmente pas CO, il ne le diminue pas non plus. n 
La proposition est fausse, car comme r augmente et diminue un nombre 

fini, il augmente et diminue pareillement tout nombre répu té infini. 

« 2" Puisque cc> n'a aucilne aliquote dans toute la suite naturelle des nom- 
a bres finis, il est nombre premier. B 

De même Pascal dit : « Il  est faux quz le nombre infini soit pair, il est faux 
« qu'il soit impair, n Moi, je dis : il est faux qu'il soit pair quand il est impair, 
et il est faux qu'il soit impair quand il est pair. De même, il est Eaux qu'il 
soit premier quand il a 36 diviseurs. Ainsi, 2n sera pair et 2n + I impair, 
aussi bien quand n sera dit infini que quand il sera fini. 

3" Tous les auteurs s'accordent A dird que pour x infini, sin x est indéter- 
miné; il ne l'est pas plus que pour x fini. 

u 4" Deux grandeurs infinies peuvent avoir les mêmes rapports que les 
u grandeurs finies. n 

Il n'y a pas A en douter, dès qu'on sait que les grandeurs di tes infinies, sont 
réellement finies. 

(( 5" Si  deux infinis sont égaux, leur différence est nulle ou finie. n 
Si leur différence n'est pas nulle, les deux infinis ne sont pas égaux. 
(( 6" Si deux infinis sont inégaux, leur différence n'est ni nulle n i  finie m 
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Si l'on suppose x infini, les deux infinis x + 9 et x f 5 sont inégaux, puis- 
que leur différence est 4, aussi bien quand x est infini que quand il est fini. 

7" Quant à u l'étrange paradoxe de termes finis devenus infinis par I'éléva- 
(( tion au carré ; 9 quant aux (( finis qui ne deviennent infinis que dans le 

passage obscur et incompréhensible, et cependant constant, du fini l'infi- 
(( n i ;  )) quant (1 u la différence qu'il y a entre le fini fixe et le fini en mouve- 
a ment pour devenir infini ; ri quant aux u finis d'une nature moyenne, qui 
(I les rend propres à se changer en infinis ; n quant à u l'entre-deux qui nous 
(( échappe ; quant aux u finis indéterminables, qui deviennent infinis par 
(( l'élévation au carré, qui sont dans le passage du fini il l'infini, etc. , r, il sera 
bon de reléguer tout cela au  chapitre des spéculations sublimes. n L'ouvrage 
qui les contient, pourrait à bon droit, s'intituler : (( Théorie des sublimes 
u aberrations sur l'infini. a 

Je mentionnerai encore une aberration de ce système, exposée dans le pas- 
sage suivant : (( On voit, par tout ce qui a été dit, qu'il y a u n  nombre infini de 
(( termes finis qui sont niobiles, ou qui s'élévent d'ordre quand on change A 
c en As. Cela répond à une difficulté qu'on aurait lieu de faire dans le systkme 
(( commun de l'infini.mPourquoi le fini élevé à quelque puissance finie que ce 
u soit, demeure-t-il toujours dans son ordre, aulieu que l'infini pareillement 
(( élevé, s7éléve toujours d'ordre.. .? La réponse est que le fait supposé n'est 
a pas vrai, et que c'est parfaitement la même chose pour le fini et pour 

l'infini. n 

Pourrésoudre la difficulté et montrer dans quel système se trouve l'erreur, 
supposons x infini dans le polynôme 

Les termes Cx, Bx3, Cx3 sont des infinis du i", du 2") du 3"' ordre ; les 
termes Mx-', NT=, Px-3, sont pareillement des infiniment petits du lm', du 
2"", du 3"" ordre; tandis que le terme KxO, qui égale K ,  représente une 
quanlité finie quelconque. 

Si l'on éléve au carré lous les termes du polyndme, il devient 

On voit que le terme KxO en devenant KtxQ, ne change pas d'ordre, parce 
que O X 2 = O ; tout le mystére est Ilt. 

S'étonner que le carré d'un nombre fini reste du même ordre, c'est s'éton- 
ner que O X 2 = O ; prAtendre qu'il peut devenir du premier ordre, c'est pre- 
tendre qu'on peut avoir O X 2 = I. Voila cependant mi mène ce systéme de 
(( spéculations sublimes. n 

En qualité de secrétaire perpétuel de l'Académie des sciences, Fontenelle a 
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dû signer le certificat donne 'par Maupertuis et Clairaut A la traduction qne 
Bufïon présente de la Méthode des Fluxions de Newton. Dans la préface qui 
précède cette traduction, Buffon ne parait pas trop vanter les idées de Fonte- 
nelle sur l'infini, et encore moins les qualifier, avec Réaumur, de (( spécu- 
a lations sublimes. )) Ainsi, Fontenelle ayant dit que (( puisque le nombre 
(( de tous les termes de la suite naturelle est infini, elle a un dernier terme 

qui est ce même infini, B il ajoute : « c'est un dernier terme fini que la  
a. suite naturelle n'a point ; mais n'avoir point de dernier fini, ou en avoir 
(( un dernier infini, c'est la  même chose. )) Buffon réplique : (( Le nombre 
a. ne peut étre infini, quelque augmentation qu'on lui donne. Mais, dira-t-on, 
(( le dernier ternie de la suite naturelle 1, 2, 3 , 4 ,  etc., n'est-il pas infini ? 
(( N'y a-t-il pas d'autres termes encore plus infinis que le dernier terme de la 
(( suite naturelle ? 11 parait que les Nombres doivent St la fin devenir infinis, 
(( puisqii'ils sont toujours susceptibles d'augmentation; A cela je réponds que 
u cette augmentation dont ils sont susceptibles, prouve évidemment qu'ils 
a ne peuvent être infinis ; je dia de plus que dans ces suites il n'y a point de 

derniers termes, que mème leur supposer un  dernier terme, c'est détruire 
(( l'essence de la suite, qui consiste dans la succession des termes qui peuvent 
u être suivis d'autres termes, et ces autres termes encore d'autres, mais qui 
(( sont toiis de même nature que les précédents, c'est-A-dire, tous finis, toiis 
« composés d'unités; ainsi lorsqu'on suppose qu'une suite a un  dernier terme, 
u et que ce dernier terme est un nombre infini, on va contre la définition du 
(( nombre, et contre la loi générale des suites. 

(( L'idée de l'infini n'est qu'une idée de privation, et n'a point d'objet réel. 
(( Ce n'est pas ici le lieu de faire voir que l'espace, le temps, la durée ne sont 
(( pas des infinis réels, il nous suffira de prouver qu'il n'y a point de nombre 
(( actuellement infini ou infiniment petit, ou plus grand ou plus petit qu'un 
(< infini, etc. D 

Maintenant que Buffon nous a prouvé que l'infini est une plante qui n'a 
jamais existé nulle part, il va nous dire les noms de ceuxqui I'ont découverte, 
cultivée et exploitée. 

u Dès les premiers pas qu'on fait en géométrie on trouve l'infini, et dès les 
K temps les plus rec~ilés, les géométres I'ont entrevu ; la Quadrature de la 
(( Parabole, et le Traité de Numero Arence d'Archimède prouvent que ce 
(( grand homme avait des idées de l'infini, et même des idées telles qu'on les 

doit avoir.. . ~ ' i&in i  &ait connu, et la Métaphysique de l'infini était 
(( familibre aux Anciens, mais l'application qu'on a faite de nos jours du 
« Calcul à cet infini, nous a mis au-dessus d'eux, et nofis a valu toutes les 
(( nouvelles découvertes. Archiméde, Appollonius, Vivani, Grogoire de Saint- 
u Vincent ont connu l'infini, et ils s'en sont servis pour carrer et rectifier 
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u quelques courbes., . . . . Fermat trouva le moyen de calculer l'infini.. . . 
a Wallis prit u n  autre chemin, il appliqua reellement l'arithmétique aux 
u idées de l'infini. 

Quiconque apprendra Ie Calcul de l'infini dans ce Traité de Newton, qui 
a en est la  vraie source, aura les idées claires de la chose, et fera fort peu de 
u cas de toirtes les objections qu'on a faites au qu'on pourrait faire contre 
a cette sublime méthode. B 

Puisque, d'aprks Buffon, l'infini n'existe pas, toute la science de l'infini se 
réduit à savoir qu'il est impossible et qu'il n'a pas d'autre propriétd. Dom, la 
u sublime Méthode o pourrait se passer des propriétés de l'infini, comme la 
théorie des pompes a pu se passer de l'horreur du vide. 

En donnant i la (t sublime méthode r le nom de Calcul de l'Infini ou de 
Calcul infinit6sima1, on laisse croire que la supériorité de cette méthode ré- 
sulte d'une connaissance plus profonde de l'Infini et de ses propriétés chez 
les savants modernes, qui ont opéré des prodiges au moyen de cette méthode. 
Cette opinion se trotive encore confirmée par des définitions forcées, inintel- 
ligibl.es, qu'ils substituent trop souvent B des notions trés-simples. Buffon 
avait déjit pu constater ce défaut, et il le signale dans le passage suivant : 

u Le fond de la  Métaphysique de l'Infini n'a point changé, et CS n'est que 
u dans ces derniers temps que quelques géomé tres nous ont donné sur l'Infini 
u des vues différentes de celles des Anciens, et si éloignées de la nature des 
(( choses, qu'on les a méconnues jusque dans les ouvrages de ces grands hom- 
u mes ; et de lit sont venues toutes les oppositions, toutes les contradictions 
c( qu'on a fait et qu'on fait encore souffrir au  calcul infinitésimal ; de h sont 
u venues les disputes entre les géomètres sur la facon de prendre ce calcul 
u et sur les principes dont il dérive ; on a é té é tonné des prodiges que ce cal- 
u cul opérait , cet étonnement a été suivi de confusion; on a cru que l'infini 
u produisait toutes ces merveilles; on s'est imaginé que la connaissance de 
a cet infini avait été refusée tous les siécles et réservée pour le nôtre; enfin, 
u on a bâti sur cela des systbmes qui n'ont servi qu'A embrouiller les faits 
u et obscurcir les idées. Avant que d'aller plus loin, disons donc deux mots 
u de la nature de cet infini qui, en éclairant les hommes, semble les avoir 
R éblouis. n 

Nous cilerons A l'appui de l'opinion qui vient d'être émise par Buffon, I'exem- 
a3 ple oh Newton dit (dans sa Methode des Fluxions) : ct L'aire a = ax $. - 
x 

u devient infini9 soit en supposant x = O ,  ou en le supposant infini »; 

tandis que je soutiens qu'il est impo;sible de faire x = O sans rompre le  
lien qui lie x ti a. S'il VOUS plalt de rompre ce lien en faisant x = Q ,  ne dites 
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a3 a3 pas qiie la valeur de x est - . En effet, si - représente un nombre, il faut 
O O 

a3 
bien qu'il soit fini ou infini. Buffon sou tiendra-t-il que - est un nombre 

O 

fini? 11 ne pourra pas non plus soutenir que c'est un nombre infini, puisqu'il 
vient de dire que (( les nombres ne peuvent ètre inhis ,  qu'ils sont tous finis, 
a tous compos6s d'unités. D 

a3 Tant que x et x sont liés par la relation 2 = ae + -, on ne peut y faire x 
x ='o; mais on peut y faire x très-petit ou infiniment petit, et alors la 
valeur de a est trés-grande ou infiniment grande. Dans ce cas, zéro est la 

a3 a3 limite de x, mais - n'est pas la lïmite de et même lorsque x a une va- 
O 3C' 

as a3 leur très-près de O, il y a toujours entre - et - un abîme sans fond. La 
x O 

a3 valeur très-grande de - est nécessairement finie; je veux bien cependant x 
a3 la dire infiniment grande, au lieu de trés-grande ; et, quoique - ne repré- 
O 

sente aucun nombre possible, je veux bien lui donner avec vous le nom 
d'infini; mais, comme il y a entre ces deux infinis, un abîme, je les distin- 
gue l'un de l'autre en appelant le premkr infini relatif, et le second infini 
absolu. 

as a's Soient maintenant a= as + -, et u = a ' s +  - 9  je dis: x x 
1"ue a et u deviennent infinis pour x infiniment pe tit, et non pour x = O ; 

2 a 2" Que pour x infini, le rapport - ne devient pas - mais a pour li- 
U n' 

a mite - - 
a' ' 

2 a 2  3' Que pour x infiniment petit le rapport - ne devient pas - 9 mais a 
U a's 

a3 pour limite F; 
Et pour x = O? Je réponds qu'on ne peut pas faire x = O, A cause des rela- 

tions qui lient x h x et u. Vous dites qu'en faisant x = O, on a 
a3 a's z a3 a b ' s  

a = - 2  u = -3 et par suite - = -. maisles expressions -, - ne 
O O u als' O O 

représentant aucun nombre possible, je déclare donc absurdes les opérations 
ou les calculs auxquels on prétend les soumettre. 

a3 P ~utrement, je multiplierais les deux termes de la fraction - par ei, ce 
O 
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P qui donnerait -. En multipliant de méme les deux termes de la fraction 
O 

ara Q - par -9 je la transformerais pareillement en et je trouverais ainsi 
O C' 
P a a z 

O' et non z3, pour la valeur de l a  fraction -. 
u 

L'infini relatif ayant une valeur en réalité finie, n'a pas d'autres propriétés 
que celles des quantités finies, et l'infini absolu n'a d'autre propriété que 
celle d'être impossible. Voila A quoi se réduit essentiellement toute la science 
de l'Infini. 

Dès qu'on fait une opération quelconque sur un infini, ce ne peut être 
que sur l'infini relatif, et il faut le trailer absolument comme les quantités 
finies. L'illustre Gauss ne l'a pas plus compris que les autres géomètres, et 
il a écrit A Schumacher : a Je commencerai par protester contre l'usage 
ü que vous faites d'une grandeur infinie, en la traitant comme une quantité 
u déterminée , ce qui n'est jamais permis en mathématiques. n J'ai assez 
prouvé qii'il n'est jamais permis de la traiter autrement. Gauss, comme 
Pontenelle, n'est pas de cet avis ; ce qui lui  fournit l'occasion de se livmr, 
comme lui, It des spéculations sublimes. Jugez-en : 

u Dans le langage figuré de la  théorie de l'infini, on devrait donc dire que 
u les circonférences de deux cercles infinis, dont la différence des rayons a 
(( ilne grandeiir finie, diffèrent elles-mémzs d'une grandeur qui est B cha- 
u cune d'elles dans un  rapport fini. I l  n'y a rien ici de contradictoire, si 
« l'homme, être fini, ne s'aventure pas à vouloir traiter quelque chose d'in- 
(( fini comme un objet donné et susceptible d'être embrassé par ses forces 
« de compréhensions habituelles. Vous voyez.qu'ici le débat vient toucher 
a immédiatement au terrain de la métaphysique. n 

Et même de la métaphysique allemande. 
Dans son Cours d'dnnlyse de Z'Ecole polytechnique, M. Hermite dit : 

u En realité , le r&le de l'Infini, dans ces r6gions élevées des mathématiques, 
u est en entier résumé dans un petit nombre de propositions du caractére le 
u plus simple. 

u Nous devons dire qu'en se montrant de plus en plus féconde, la  notion de 
u l'infini reste toujours simplement la notion d'une grandeur supérieure à 
u toute grandeur donnée. a 

Cette notion si simple de l'infini, comme celle de Fontenelle, comme tolite 
autre, ne peut étre qu'illusoire ; car pour comprendre ce que peut être u une 
a grandeur supérieure à toute grandeur donnée, n il faudrait dire si la 
grandaur donnée est finie ou infinie. En la désignant par A, il s'ensuivrait 
que A + I serait une grandeur infinie. Or, ceux qui donnent cette déiini- 
tion, admettent tous que tant que A est fini, A + I l'est aussi, et que si la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



quantité A est infinie, A - Z l'est pareillement, en sorte qu'on aurait une 
grandeur infinie plus petite qu'une grandeur donnée, 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait mis la main sur un 
nombre inhi, ce nombre étant donné, il ne sera plus infini, puisque pour 
être infini, il faut qu'il soit plus grand que tout nombre donné. 

M. Hermite renvoyant aux Eléments de Calcul infisitésimal de Duhamel, 
qu'il appelle a l'éminent géombtre, D je désirerais savoir comment concilier 
u la notion de l'infini qui, D d'aprés lui, a reste toiijours la notion d'une 
a grandeur supérieurz it toute grandeur donnée, 1) avec la notion de u l'infini 
u qui ne signifie pas une grandeur, 1) d'aprbs Duhamel. 

On a fort exagéré a le rble de l'infini dans les régions élevées des Mathé- 
a matiques 1) et les prodiges qu'il opére. Par exemple, Saverien, dans sa 
Métaphysique d u  calcd des Infiniment-Petits, ayant établi, B sa manibre, 
le principe en vertu duquel il faut les négliger, ajoute : cc une fois adopté il 
a n'y a point de questions, point de problémes assez élevés auxquels on ne 
u puisse atteindre.Les géométres l'ont bien compris, et depuis qu'il est recu, 
u rien ne leur cohte. Un  vient A bout de résoudre les difficultés dont l'idée 
u n'est pâs concevable. L'énoncé du probléme insérd dans les Éléments de 
a Mathématiques du P. Lami étonne l'imagination la plus hardie. » 

Ce fameux problbme consiste tout simplement B trouver la limite de la 
somme des termes d'une progression géométrique décroissante. 

Si u l'enoncé du probléme étonne l'imagination la plus hardie, D c'est que 
l'auteur a pris le soin de frapper l'imagination en introduisant dans l'énoncé 
ce qu'il y a de plus effrayant dans la parabole d u  mauvais riche, que l'Evan- 
gile raconte en ces termes : 

« 11 y avait un  homme riche, gui était vêtu de pourpre et de lin, et qui se 
u traitait magnifiquement tous les jours. Il g avait aussi un pauvre appelé 
u Lazare, étendu à sa porte, tout couvert d'ulcères, qui eût bien voulu se 
u rassasier des miettes qui tombaient de la table du riche ; mais personne 
(( ne lui en donnait : et les chiens venaient lui lécher ses plaies. Or iI arriva 

qne ce pauvre mourut, et fut emporté par les anges dans le sein d'Abra- 
u ham. Le riche mourut aussi et eut l'enfer pour sépulcre. Et lorsqu'il élait 
u dans les tourments, il leva les yeux en haut, et vit de loin Abraham et 
« Lazare dans son sein ; et s'écriant, il dit ces paroles : Pére Abraham, ayez 
u pitié de moi! et envoyez-moi Lazare, afin qu'il trempe le bout de son 
u doigt dans l'eau pour me rafraîchir la  langue, parce que je souffre d'extrê- 
u mes tourments dans cette flamme. Mais Abraham lui répondit : il y a pour 
(( jamais un grand abîme entre vous et nous. B 

Voyant donc qu'A cause de cet abîme, Abraham ne peut envoyer Lazare 
trem-per le bout de son doigt dans l'eau pour rafraîchir la langue du riche 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



défunt, le P. Lami lui suggére l'idée de lui laisser tomber une goutte d'eau, 
dont la chute est réglée conformément à l'énonce suivant : 

« Le mauvais riche, brûlé de soif, prie Abraham de lui laisser distiller une 
a goutte d'eau, et obtient ce qu'il demande. Abraham laisse tomber une 
« goutte d'eau qui fait 100 lieues à la premiére minute, 99 Li. la seconde, 

ainsi de suite, toujours en même proportion à chaque minute de 100 à 99. 
« Or, la distance des lieux où sont Abraham et le mauvais riche étant sup- 
a posée infinie, on demande en combien de temps cet te gout te arrivera au 
u mauvais riche? On rdpond A cela : jamais. En effet, l'espace étant infini8 
(( la  goutte d'eau ne peut pas parvenir à un  terme. On concoit bien que la 
« chose ne peut être autrement. Mais ce qui a droit de surprendre, c'est 
« qu'on détermine le nombre des lieues que ferait la  goutte en tombant 

pendant une éternité. 1) 

La somme des n premiers termes de la progression géométrique décrois- 

sante g 100 : 99 : . . . . , @tant S = 10000 - 99 9 son dernier terme ap- 

proche aussi près de zéro qu'on veut, mais il ne pent jamais devenir abso- 
lument nul; par suite, la somme S, toujours plus petite que 10000, en appro- 
che aussi prks qu'on veut, mais n'y atteint jamais. 

On voit qu'il était facile « d'extirper l'infini » de cette question. Mais quand 
on vise Li. l'effet, qu'on veut (( étonner l'imagination la  plus hardie, )) el 
l'accabler sous le poids des prodiges opérés par l'infini, on prend le cas 
d'Abraham et du mauvais riche placés « à une distance infinie, » séparés par 
un  u abîme infini ; n on représente le mauvais riche condamné aux supplices 
u infinis et éternels n de l'enfer, (( brûlé de soif, N et les yeux k é s  sur la 
goutte d'eau qui tombe pendant une éternité saos jamais arriver jusqu'à lui. 

Saverien, qui reprod:iit le probléme dii P. Lami, pour prouver qu'u on vient 
u à bout des difficiiltçis dont l'idée n'est pas concevable, )) y ajoute naturelle- 
ment ses c.onsidérations métaphysiques sur l'infini. Par exemple, il dit! 

« Cela est admirable : nous voulons concevoir l'infini et connaître cet infini 
« par le fini même. Cette contrariété vient de ce que nous ne savons au juste 
« ce que c'est que l'infini. Il est également démontre qiie la matiére est divi- 
« sible à l'infini et qu'elle ne l'est pas. n 

Les contrariétés et les contradictions viennent de ce que l'on confond tou- 
jours l'infini relatif et l'infini absolii. La matiére est divisible 1 l'infini, 
si par l'infini on entend un nombre trés-grand, nécessairement fini, mais 

1 si l'on entend l'infini représente par -, il est impossible pour la matière 
O 

comme pour l'esprit. 
J'ai montré ce que valent les spéculations sublimes de la Géomélrie de 
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l'Infini, de Fontenelle. Chez la  plupart de nos grands métaphysiciens on 
trouve aussi sur l'infini des spéculations non moins sublimes. A la rigueur, 
je n'aurais point h m'en occiiper dans cet ouvrage, puisque je m'y propose, 
non d'appuyer l'analyse infinitésimale sur de nouvelles idées métaphysiques, 
mais, au contraire, de la dégager de celles sur lesquelles elle est encore 
aujourd'hui fondée ; cependant les spéculations plus ou moins sublimes que 
les métaphysiciens ont accumulées sur l'infini, s'appuyant sur des considéra- 
tions mathématiques, qui leur donnent un certain cachet d'apparente exacti- 
tude, il ne sera pas hors de propos d'en dire quelq~ie chose ici. 

L'infinité de l'espace et du temps, celle de la  divisibilité de l'étendue et de 
la matibre, soiit autant de questions qui ont fait le désespoir de la  philosophie, 
et, peut-être, aussi les délices des philosophes de tous les temps. 

J'ai une manière trbs-simple d'apprécier les propositions qui font l'objet de 
leurs rzcherches ou de leurs disputes. S'agit-il de l'infini absolu, c'est-à-dire, 
impossible, la proposition ou la question est declarée absurde. S'agit-il, ail 
contraire, de l'infini relatif, c'est-&-dire, d'une valeur très-grande attribuée 
A une vari;ble, la proposition sera vraie ou fausse suivant qu'elle convien- 
dra ou non aux valeiirs finies. 

Par l'application de cette régle Ies difficultés seront immédiatement réso- 
lues; car, comme je le ferai remarquer, le désaccord entre les philosophes 
résulte le plus souvent, de la  confusion des deux infinis et de leurs 
proprie tés. 

J'en donnerai quelques exemples tirés de la philosophie fondamentale de 
Jacques Balmés, que son traducteur donne comme un (( homme supérieur 9 

et un philosophe complet. D 
Voici donc ce que dit Jacques Balmés : 
(( Infini exprime absence de limites. 
(( Tout ce qui existe est fini ou infini, c'estcà-dire, a des limites ou n'en 

(( a point : fini dans le premier cas, infini dans le second. 
(( Donc i'infini n'existe pas. n 

Voilb q ~ i i  est bien compris : « L'infini n'existe pas. D Mais, dit-on, puisque 
nous avons l'idée de l'infini, il faut bien qu'il existe. Balmes répond : 

« Les conditions qu'il faudrait remplir nous sont connues ; mais aussi, et 
en méme temps, l'impossibilité de les remplir. 

« Autre chose est n'être point compris, autre chose ne pas être. La limite 
(( peut se perdre dans les plus lointaines profondeurs et se dérober A no9 
(( regards, peu m'importe ; que si elle existe, la condition nécessaire au con- 
R cept de l'infini'n'est pas accomplie. 

(( Le fini affirme ilne limite, l'infini la nie. n 
La réponse est prkcise : nous comprenons & quelles conditions une grandeur 
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serait infinie ; (( mais aussi, et en m6me temps l'impossibilité de les remplir. D 
C'est ainsi que nous comprenons A quelles conditions une figure serait un 
triangle de quatre c61és; (( mais aussi et en même temps, l'impossibilit6 
« de les remplir. n 

Donc, jusqu'ici Balmès a parfaitement répondu ; mais s'il s'en tenait lh, il ne 
serait pas un philosophe complet; la philosophie ne se contente pas de si peu. 
Il faut q~t'elle imagine des propositions contradictoires pour les faire battre 
les unes contre les autres. Par exemple, elle dira : un triangle de quatre c6tés 
ne peut être qu'un quadrilatére, dont les diagonales sont indéterminées 
comme sa surface et ses angles, etc. A quoi elle répondra ensuite : puisque 
c'est un triailgle il faut qu'il ait trois c6 tés ; donc ce n'est pas un quadrilatére. 

Nous n'aurons pas besoin de quitter Balmès pour produire des exemples de 
cette espbce. En voici d'abord un : 

u Du point où je me trouve placé, je tire une ligne vers le nord; il est 
a évident que si je la  prolonge à l'infini, et je puis le faire, la ligne dont il 
(( s'agit est infinie dans toute la force du terme; donc elle ne saurait être 
« qu'infinie. 1) 

Il  est bien évident que si vous prolongez votre ligne l'infini, elle sera 
infinie dans toute la force du terme ; mais comment la prolongez-vous A 
l'infini, puisque vous venez de dire que « l'infini n'existe pas, qu'il est impos- 
a sible ? E Il ne suffit pas que a la limite se perde dans les plus lointaines 
« profondeurs et se dérobe (1 vos regards, u il faut que la  limite soit suppri- 
mée. Or, s'il vous est impossible de supprimer, d'enlever, ici sous mes yeux, 
l'extrémité d'une droite, comment cette opération vous sera-t-elle plus facile 
« dans les pl-us lointaines profondeurs? )) 

Maintenant que l'auteur a démontré que sa ligne u est infinie dans toute la 
« force du mot, s il va démontrer que cette même ligne infinie n'est pas 
infinie. « En effet, l'inlini n'a point de limites. Or, la ligne dont il sagit, par- 
u tant du point où vous vous trouvez, et s'étendant vers le nord, ne s'étend 
u point vers le sud; donc elle a une limite, le point de départ. B 

Voilà donc une ligne infinie dans toute la  force du mot, qui n'est pourtant 
pas i isnie, puisqu'elle est limitée d'un cbté. Cette ligne étant finie par un 
bout, l'auteur va nous montrer une ligne vraiment infinie par les deux bouts. 

a Prolongez à l'infini dans la direction du sud, celle qui va vers le nord, 
(( vous aurez une ligne double de la premiére. 

Ainsi la premiére ligne est finie, puisqu' « elle a une limite : le point de dé- 
u part. n Mais la seconde ligne étant prolongée à l'infini vers le sud comme 
vers le nord, n'a de limite ni d'un c8té n i  de l'autre; elle est donc vraiment 
infinie. 

Cependant cette ligne vraiment infinie est réellement finie. D'abord, parce 
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que c'est u une ligne double de la premiére, n qui est finie. En second lieu, 
elle n'est pas infinie, en vertu d'un principe général, qui revient à tout bout 
de champ chez le pére Balmés, et par lequel il démolit tous les infinia' qu'il a 
élevés A grands frais. Le père Balmés admet donc qu'une quantité n'est pas 
infinie, dés qu'il en existe une plus grande qu'elle. 

Au moyen de ce principe, il démontre que nulle grandeur infinie n'est 
infinie, puisque le double de cette grandeur est plus graiid qu'elle. Ainsi, ad- 
mettons avec le pére Balmés, que la ligne prolongée à l'infini dans les deux 
sens, soit (( infinie dans toutela force du mot, s ilprouvera facilement qu'elle 
n'est pas du tout infinie. (( En effet, » dit-il, (( si l'on met A ci3 té de cette ligne 

une autre ligne égale, leur somme vous donne une valeur linéaire supé- 
u rieure, donc la première, n'était pas infinie. n 

u Les mêmes dificultéis se présentent dans l'infini de surface. Soit un plan 
« infini. Il est évident que l'on peut tirer une infinité de plans distincts du 
u premier; la somme de ces surfaces sera certainement plus grande qu'au- 
(( cune des surfaces particuliéres : donc un  plan prolonge à l'infini dans 
(( toutes les directions ne constitue pas une véritable surface infinie. )) 

Méme objection pour les volumes. « Soit E un espace vide que nous sup- 
(( posons infini ; soit M un monde d'une égale étendue, que nous placons dans 
(( cet espace ; il est évident que E + M sera plus grand que E. Ainsi, bien que 
(( nous supposions l'infini égal à cc,, 11 etant pareillement égal à cc, , il resul- 
u tera E + Ivï = CO + cc, = 2 cr, . Donc le premier infini ne sera point infini. n 

J'ajoute : ni le deuxième non plus, puisqu'il est égal au premier; donc il 
n'y a point d'infini qui soit infini. 

Le pére Balmbs avait naturellement pour Dieu le plus grand respect; 
autrement il aurait continué son jeu de bascule en disant : Soit 1 l'im- 
mensité de Dieu, i l  est clair que 21 est plus grand que 1; .donc l'im- 
mensile de Dieu n'est pas infinie : or u l'immensile de Dieu est Dieu lui- 
u même, puisque tout attribut de Dieu est Dieu; o donc Dieu n'est pas infini. 

Si l'auteur avait su que Cauchy écrit 2 a  = cc,, il aurait pu mener la par- 
tie plus loin, car aprés avoir dit que chacune des valeurs de E et  M Btant in- 
finie, on a E + M =  2 cc,, il aurait pu ajouter que 2 cc, étant double de cc,, il 
s'ensuit qu'aucune des valeurs de E et M n'est infinie, et avec Cauchy que 
puisque 2m = cc,, il s'ensiiit que chacune des valeurs de E et M est réelle- 
ment infinie, puisqu'elle vaut leur somme reconnue égale au  double de cha- 
cune d'elles. 

Les géométres, comme les philosophes, admettent qu'un nombre infini 'ne 
peut plus augmenter : Jacques Balmés admel le principe; mais comme i l  
l'applique en sens contraire, il est tout étonné de faire des découvertes que 
les autres n'ont pas faites: Ainsi, tandis que les autres disent : Si x est un 
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nombre infini, i l  ne peut plus augmenter ; donc x + a = x, Balmés dit : 
puisque x est infini, x + a est encore plus grand que x ; donc puisque x peut 
augmenter, il n'est pas infini. 

Les deux propositions sont également absurdes, mais elles conduisent Ct des 
conséquences directement opposées. 

Pour parler juste, il faut dire que l'infini absolu étant impossible, la valebu 
inflnie supposée i x ne peut être qu'un infini relatif, c'est-&-dire une valeur 
extrêmement grande, mais finie. 

Rien n'empêche donc cette valeur infinie d'augmenter de a, et de devecir 
x + a ; mais jamais on n'a a + a = a, puisqiie la différence est a pour toute 
valeur finie ou infinie de s. 

Il est bien clair que deux quantités ne sont pas égales tant que leur diff6- 
rence n'est pas nulle ; mais on escamote cette différence eu imaginant tout 
exprés une nouvelle définition de l'égalité pour les quantités infinies, et l'on 
dit que deux quantités infinies sont égales lorsque leur rapport a pour limite 

.x - l'urrité. La limite du rapport - est, en effet, l'unité; mais la différence 
z + a  

des deux quantités n'en est pas pour cela moins grande, ni la  nouvelle défi- 
nition -moins fausse. 

I a 
Quant aux expressions 53 etc., elles répondent à des questions im- 

possibles, qui reviennent à demander combien il faut de zéros pour faire I ou 
a ;  ces expressions ne sont pas des quantités ni des limites de quantités. Com- 
me on dit qiie leur valeur est infinie, c'est ce que j'appelle l'infini absolu, 
qui n'a d'autre proprikté que d'être impossible. Voilà pourquoi je déclare 
absurdes toutes les opérations ou les calculs auxquels on prétend soumettre 
ces expressions. 

2 1 
Ainsi, en doublant les deux termes de la fraction -on a .-9 comme en dou- 

O O 

blant seulement le numérateur. Dira-t-on,dans le premier cas, que la fraction 
2 1 - égale -?  et dans le second, qu'elle en est le double? Les deux propositions 
O O 

sont également absurdes. 
a 

C'est par un  pareil calcul que le  Pére Balmés prouve que la fraction 2 
u n'exprime point, dans la rigueur du mot, un  véritable infini. En effet, d i t  

a 
« il, quelle que soit la valeur de ;, cette valeur sera toujours moindre que 

2a 
« -. n 

O 

Voici un  autre calcul pareillement absurde sur l'infini absolu. 
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Après que Balmés a dit : (( II est certain qu'une addition de zéros donne 
u zéro pour résultat et ne peut donner autre chose, » voiis croyez qu'il va 
conclure qu'on a toujours O X n = O, quelle que soit la valeur même infinie 
de n. Au contraire, il dit : u Toutefois, en mathématiques, on admet que 
(( certaines expressions égales & zero, donnent comme produit une quantité 
u finie, quand on les multiplie par une quantité infinie* a 

O m 11 le prouve en disant : (( de - = O multiplié par - = a,, il résultera 
m O 

O m - X - = 'Lm = o, nombre egal à une quantite finie quelconque. 
m O m x o  O 

(( Cette démonstration ne sort pas des principes de l'algébre élémentaire. n 
Il est malheureusement vrai que dans l'algèbre élémentaire, comme dans 
l'analyse transcendante, on fausse l'esprit des commencants par de pareils 
calculs sur l'infini absolu. 

o m o  On dit - x - = -; ou bien, sous prétexte que'l'indétermination n'est 
76 O O 

O ' n o  rn qu'apparente, on escamote le facteur - de - -  -, et l'on donne - comme 
O n o  n 

la vraie valeur du produit. 
Toute la doctrine du père Balmés sur l'infini poilrrait se condenser dans 

cette seule proposition. Il n'y a point d'infini qui soit infini. 
Démonstration : Soit A un infini quelconqiie, BA est plus grand, donc A 

n'est pas infini. C'est de cette maniére qu'il emploie une série de chapitres 
à construire des infinis de toute sorte, pour les démolir ensuite, en demon- 
trant qu'ils ne sont pas infinis. 

Lorsqn'on voit les plus grands génies et les philosophes les plus complets, 
invoquer si facilement les principes les plus absurdes et tomber dans les plus 
grossiéres erreurs, meme sur des questions susceptibles d'une solution claire 
et facile, peuton attacher la moindre valeur aux raisonnements par lesquels 
ils prétendent nous donner la solution des questions les plus insolubles ou 
les plus inintelligibles? 

Par exemple, lorsque Balmès dit : u qu'un corps unique B angles rentrants 
« est une impossibilité, n puis-je prendre au sérieux sa démonstration ? 
Lorsqu'il prétend démontrer que « dans la surface da l'univers, nul point 
u ne dépasse l'autre, » comprend-il même la question? et deux points étant 
donnés, peut-il dire quel est celui qui dépasse l'autre, ou n'est pas dans l'a- 
lignement de l'autre? 

Lorsqu'il a démontré que si Dieu avait créé un corps unique, ce corps 
n'aurait pu être creux ou à angles rentrants, il en résulte que si Dieu avait 
commencé par l'homme, il n'aurait pu, avec la meilleure volonté de le faire 
ib son image, lui donner plus d'une jambe. Il est vrai que c'eht été encore une 
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jambe de trop, puisqu'on démontre aussi que s'il n'existait qu'un, seul corps, 
u Dieu ne pourrait pas lui donner le mouvement. s 

II n'est pas jusqu'h Duhamel qui ne croie avoir dit le dernier mot sur I'ea- 
Pace infini en démontrant que a c'est le néant. D Il parait tout fier de cette 
découverte. Il faut bien pourtant avouer que Kant n'en était pas loin, lors- 
qu'il disait : (( En réditd l'espace n'est rien ; r, ni Leibnitz, qui a dit : a l'es- 
(( pace n'est rien du tout sans les corps. » 

Quoi qu'il en soit, voici comment Duhamel démontre que l'espace infiui 
$est pas autre chose que le néant : 

u La plupart des hommes se figurent que par cela seul qu'on admet la 
(( possibilité des corps, on doit admettre qu'il y avait de la place pour les rece- 
(( voir; et, de la pure abstraction qui nous fait concevoir la matiére et la 
H figure comme susceptibles d'une étendue sans borne, ils font la réalité d'un 
a être qu'ils nomment espace. 11 est dificile de pousser l'a5erration plus loin. 

u Aprés s'être créé ce fantbme, si l'on vient A y appliquer son attention, et 
u à chercher (1 se rendre compte de son existence, on se trouve saisi d'une 
u sorte d'effroi, comme il arrive toutes les fois qu'on veut sonder quelque 
« mystére impénétrable à l'esprit humain. Un être infini dans tous les sens 
P et indépendant de toute création, confond l'imagination ; i l  est aussi diffi- 
(( cile (1 concevoir que Dieu lui-même : néanmoins personne presque ne doute 
a de son existence ; ceux-18 même y croient, qui ne croient pas l'existence 
u de Dieu. Cet espace fantastique n'est pas une chose ; c'est l'absence de toute 
u chose : c'est le néant. 

Ce que 1'a;teur dit ici de l'espace, i l  le dit plus loin du temps ; ainsi le 
temps, comme l'espace, c'est le néant. Désormais donc il n'y aura plus ni 
espace, ni temps; mais tout simplement le néant, ou deux néants, s'ils sont 
différents. 

Qu'est-ce qiie la science pourrait bien gagner à cette découverte de Duhamel? 
Lorsque Hoëné Wronski dit (dans sa Technie de Z'Algorithmie) que u ce sont 
a les lois du temps et de l'espace qui font le véritable objet des mqthéma- 
a tiques, D cette proposition, pas déjà trop olaire, le deviendra-t-elle davan- 
tage quand on dira : (( ce sont les lois des deux néants qui  font le véritable 
u objet des mathématiques? D 

Verra-t-on, par exemple, plus clairement le mouvement des astres quand 
on les fera circuler dans le néant, au lieu de les faire mouvoir dans l'espace? 

La philosophie qui dit : u L'espace infini, c'est l'imqensité de Dieu, et 
cr l'immensité de Dieu est Dieu lui-même, )) gagnera-telle beaucoup A 
dire : le néant infini c'est l'immensité de Pieu, et l'immensité de Rieu, est 
Dieu lui-même ? 

En discutant tout particuliérement les idées de J, VaIrnés SUF l'infini, je 
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n'ai point au la  prétention de m'attaquer au  plu8 fort des philosophes, 
d'autaat plus que j'ai entendu dire qiie les plus forts philosophes sont les 
allemands, Du reste jugez-en vous-même, et écoutez-moi Hégel qui va vous 
dire au juste ce que c'est que le  vrai infini. 

a Le vrai infini D dit-il, u ou ce qui revient au même, l a  qualité de la  
a quantité, est le rapport quantitat.if. 

Si vous ne comprenez pas parfaitement, voici l'explication : 
a Dans ce rapport le quantum n'est plus une déterminabilité à l'état d'indif- 

a férence, mais il est quantitativement déterminé en ce qu'il est absolument 
a lié à un  autrz quantum qu'il ne pouvait atteindre. Ii se continue dans un  
a autre terme qui est lui  aussi un quantum. Ces deux quantités ne sont pas ici 
a deux quantités liées par un  rapport extérieur, mais chacune d'elles a sa 
a dhtermination dans son rapport avec l'autre, et c'est l'autre qui fait la  
u déterminabilitd de toutes les deux. Le premier rapport est un rapport 
a immédiat ou direct. Ici l'on a trois termes dont l'un, l'exposant fait la 
a limite des deux autres. Ceux-ci ne sont ce qu'ils sont que dans celte limite; 
a mais comme ils ne constituent que le premier moment du rapport quanti- 
a tatif, et qu'ils ne sont pas encore médiatisés, ilsgardent l'indétermination et 

a 
u l'indifférence de leur nature. Soient, par exemple, et  son exposant c ;  b 
a a et b ne sont ce qu'ils sont, c'est-&-dire, des quantités déterminées, que, 
a dans et par ce rapport, et par conséquent ils n'ont pas de valeur hors de ce 
u rapport. Mais par cela même que c'est l'exposant ou le rapport qui constitiie 
u ici l'élément fixe et déterminh, les deux c6tés du rapport sont indeterminés 
K et indifférents b tout rapport. n 

Fichte, autre philosophe allemand a piiblié les ~ r i n c & e s  Fondamentauz 
de la Science. Inutile de dire que ce ne sont point les principes fondamentaux 
adoptés dans mon ouvrage. J'ajouterai même que je serais fort embarrassé de 
fonder une science quelconque sur les principes de Fitchte. Par exemple, que 
paurrait bien gagner la  science à savoir que a le moi se pose soi-même, » que 
u moi je suis moi, i, que u le moi est c'est être qui est simplement, parce 
e qu'il se pose soi-même comme etanl, qu'en tant qu'il se pose il est, et 
a qu'en tant qu'il est il se pose, n que a le moi existe nécessairement pour le 

'a moi, n que u je suis absolument parce qoe je suis, n que u A = A ,  parce 
n que le moi qui a posé A est identique ;2 celui dans lequel il est pose, 9 que 
a Qieu n'a jamais conscience de soi-même. i 

Maintenant que j'ai donne un echantillon des principes scientifiques des 
philosophes allemands, je donnerai aussi un exemple des principes philoso- 
phiques de nos savants. Je l'emprunterai (r M. Bertrand, secretaire perp6tuel 
de l'Académie des Sciences. 
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Ceux qui ont lu, dans le Dictionnaire Universel des Contemporains, que 
u M. Bertrand fut admis, B 11 ans, l'école polytechnique B titre d'essai, n 
ne seront pas étonnés de le voir mêler un  peu de philosophie aux premiers 
principes d'arithmétique. Donc après avoir, comme tous les auteurs, distin- 
gue le nombre concret di1 nombre abstrait, il avance et demontare que a le 
« nombre concret n'est pas un nombre. D 

La proposition et  la démonstration sont absolument de son invention ; car 
avant lui tout le monde avait cru que tout nombre est un  nombre, et surtout 
le nombre concret, dont le nombre abstrait se dedilit par abstraction. 

La démonstration lui vient sans la  chercher, comme l'appé tit en mailgzant ; 
mais elle lui vient d'un pays où l'on marche sur la téte. 

Dans tout autre paya on comprend bien qu'on peut modiEer une chose sans 
la compltiter, mais qu'on ne peut pas la  compléter sans la modifier, et voilà 
pourquoi M. Bertrand comprend tout le contraire : il comprend qu'il suffit 
qu'une douzaine de crayons, ou une main de papier soit complète, pour que 
ce ne soit plus une douzaine de crayons, ni une main de papier. C'est le prin- 
cipe sur lequel il fonde sa démonstration que voici : 

a Un nombre concret n'est pas un nombre, c'est une grandeur. Quand on dit 
« 7 litres, le nombre est 7 ,  le mot litre complète l'idée, mais ne la 
«. modifie pas. D 

Quand on dit 7 litres, le nombre concret est 7 litres, et le nombre abstrait 
est 7 ;  ce qui n'empêche pas le nombre concret d'être un nombre tout aussi 
bien que le nombre abstrait. 

M. Bertrand dit : « Le nombre concret n'est pas on nombre, c'est une 
u grandeur. )) Je dirais tout aussi bien : L'âne du meunier n'est pas un âne, 
c'est un animal. 

Comme on le pense bien, cette perle échappée au savant académicien, va 
être bien vite ramassée par les savants en sous-ordre. 

Voici d'abord le Pére Faton qui nous la  représente en ces termes : « Le nom- 
u bre concret, strictement parlant, n'est pas un nombre, c'est une grandeur. n 

Pour moi je suis toujours d'avis que, strictement et rigoureusement parlant, 
le nombre concret est un nombre : u C'est une grandeur, n i l  est vrai, comme 
l'âne du meunier est un animal ; mais cela n'empêche pas l'âne du meunier 
d'être un  the. 

M. de Comberousse, professeur B l'école central*, ne se contente pas de 
reproduire l'énoncé du paradoxe, il y joint sa démonstration : u A proprement 
u parler, a dit-il, (( les nombres concrets ne sont pas des n~mbres  : 200 est 
« UD nombre, 200 litres est une capacité renfermant 200 fois l'unité appelée 
« litre. a 

Evidemment 200 litres est une capacité renfermant 200 fois l'unité appelée 
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litre, comme l'%ne du meunier est une force capable de porter le blé au  
moulin, inais cela n'empêche pas le nombre concret d'être un nombre, ni 
l'Ane du meunier d'être u n  âne. 

Nos savants officiels forment naturellement la classe dirigeante en l'espéce ; 
or, il semble que cette prérogative leur donne trop facilement le droit de 
faire bon marché de la  logique. Je ne pouvais pas en fournir d'exemple plus 
saillant que celui où M. Bertrand démontre que a le nombre concret n'est pas 
a un nombre. » Je vais maintmant en donner un autre exemple d'une plus 
grande importance. 

Soient les quatre propositions suivantes : 
1" Tout point qui est sur la bissectrice d'un angle, est à égales distances des 

côtés de l'angle ; 
2' Toiit point qui est à égales distances des cbtés d'un angle, est sur la bis- 

sectrice de cet angle ; 
5" Tout point qui n'est pas sur la  bissectrice d'un angle, n'est pas à égales 

distances de ses c6tés; . 

4" Tout point qui n'est pas à égales distances des côtés d'un angle, n'est pas 
su r  sa bissectrice. 

Les deux premières propositions sont réciproques l'une de l'autre, et les 
deux dernières, sont dites les contraires des deux premières. 

Cela posé, quelle est la relation ou dépendance qui existe entre les quatre 
propositions 9 

Les quatre propositions étant désignées par P, R, Pr, R', et placées, comme 

Fig. 6. l'indique la fig. 6, aux sommets d'un carré, la relation de- 
P R mandée se trouve tout entiére dans l'énonc6 suivant : 

W Les deux propositions placées sur une même diagonale sont 
identiq lies, mais elles n'entraînent aucune des propositions 
situées sur l'autre diagonale. 

Ainsi les deux propositions P et R' soht identiqnes ; elles ne 
P' R' sont pas seulement conséquence l'une rie l'autre : c'est la 
même qui est énoncée de, deux maniéres , et démontrer l'une, c'est démontrer 
l'autre : e!les sont donc toujours vraies ou fausses en même temps. . 

Il faut dire la même chose des deux propositions R et P' ; mais les deux 
propositions d'un couple ne dépendent nullement de celles de l'autre couple, 
et les deux de l'un peuvent être vraies pendant que les deux de l'autre sont 
fausses. En voici u n  exemple : 

P. Si deux triangles sont égaux, leurs cercles circonscrits sont égaux. 
R. Si deux triangles ont leurs cercles circonscrits égaux, ces triangles sont 

égaux. 
P'. Si deux triangles sont inégaux, leurs cercles circonscrits sont inégaux. 
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K. Si deux triangles ont leurs cercles circonscrits inégaux, ils sont inégaux. 
Comme les deux propositions P et R' sont identiques, il sufit que l'une 

soit démontrée, pour que l'autre le soit du même coup. 
Les deux propositions R et P' étant aussi identiques, il suffit que l'une soit 

reconnue ou démontrée fausse pour que l'auire le soit au mème titre. 
Le parti qu'on peut tirer de cette propriété est facile B comprendre ; car la 

démonstration d'une des quatre propositions vous Btant demandée, vous de- 
molitrez son identique si c'est plus facile, et les deux propositions se tronve- 
ront démontrées du même coup. 

Par exemple, si d'un point pris sur un côté d'un triangle on méne une pa- 
ralléle et une oblique A la base, on sait que la paralléle divisera les deux c13tés 
en parlies proportioiinelles; or il est visible que l'oblique divisera les memes 
eôtés en parties non proportionnelles, puisque le premier rapport de la pro- 
portion restant le même, le second change évidemment. La contraire et la 
réciproque de la  premiére proposition se trouvent ainsi démontrées du même 
coup, puisqu'elles sont identiques. 

La réciproque ne dépendant nullement de la proposition directe, cela suffit 
pour que I'ii~struction générale di1 Ministre Fortoul aErme tout le contraire. 
a L'éléve, )) dit-elle, u saisira nettement qu'il existe entre la proposition et sa 
u réciproque, une dépendance intime qui fait que l'une entralne nécessaire- 
rc ment l'autre. C'est l e  resultat qu'on doit chercher B atteindre dans toutes 
u les parties de l'enseignement. » 

L'eléve est capable de tout saisir, meme que la circ~ilaire ministérielle lui 
.enseigne oEciellemen t une grosse erreur. 

Prenez la page 27 du savant Traité de géomét?-ie publié par MM. RouchB, 
répétiteur l'école polytechnique, et de Comberousse, professeur à l'école 
centrale; vous y lisez : 

u La proposition directe, sa réciproque et la proposition contraire sont tel- 
u lement liées que l'une quelconque des deux derniéres est une conséquence 
u des deux autres. » 

Or les deux derniéres sont identiques et nullement une conséquence de la 
proposition directe, qui peut être fausse quand les deux autres sont exactes. 
Si l'on prétend que la proposition R est une conséquence de P et P', ou un pro- 
duit de leur accouplemeil t, il faut montrer comment on tire cette conséquence, 
dans le cas où la proposition P est fausse et la proposition P' exacte; il faut 
dire si le produit de cet accouplement sera, comme P, une proposition fausse, 
ou, comme P', une proposition exacte, ou bien si elle sera mixte et bâtarde? 
- Tout récemment, en fevrier 2877, M. Bourget a publié dans son Journal de 
Mafhdmatipues, un article où il dédouble le principe donné dans la géo- 
metrie de MM. Rouch6 et de Comberoiisse. 
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Voici Ze passage : 
u On peut souvent reconnaltre l'exactitude des réciproques au moyen des 

u principes suivants : 
(( 1" Principe. Si une proposition et sa contraire sont vraies en même 
temps, la réciproque est nécessairement vraie. 
(( 2" Principe. Si une proposition et sa réciproque sont vraies, lacontraire 

(( est vraie aussi. B 
La réciproque et la contraire sont identiques; elles peuvent être vraies 

quand la proposition directe est fausse. Il est évident que l'auteur ne l'a pas 
compris. 

Supposons que, dans un journal de chimie, vous lisiez cet étrange prin- 
cipe : 

Si le flacon et l'acide arotique sont blancsen même temps, l'acide nitri-  
trique est nécessaig*ement blanc. 

Ce principe vous prouvera clairement et uniquemrnt que l'auteur ignore 
absolument que l'acide azotique et l'acide nitrique sont un seul et meme 
acide. 

De même, lorsque da!is un journal de mathématiques vous lisez cet étrange 
principe : 

Si uneproposztion et sa contraire sont vraies en mCme temps,  la ~éczj3ro- 
que est necessairement vraie. 

Ce principe vous prouve clairement ei uniquement que l'auteur ignore ab- 
solument que la contraire et la  réciproque sont une seule et même propo- 
sition. 

L'interprétation rationnelle de tous les faits et de tous les exemples analy- 
sés dans la longue discussion qui précbde, améne et confirme la conclusion 
générale suivante : 

Il ne peut exister aucune quantité ou grandeur réellement infinie, c'est-à- 
dire illimitée. 

Il s'ensuit que les quantités dites infinies sont nécessairement finies, ou 
absolument impossibles. 

En ne donnant pas aux premières un  nom qui ne leur convient pas, et en 
ne parlant desautres que pour les déclarer impossibles, les mathématiques se 
passeraient donc aisément, et même avantageusement, de l'infini, u du subli- 
u me et auguste infini, n comme dirait Hoëné Wronski. Mais, puisqu'il y a 
des expressions auxquelles les geomètres donnent le nom de quantités infi- 
nies, il faut en préciser le sens et en faire connaître les propriétés. 

Les quantités dites infinies sont de deux sortes : 
1" On appelle quantité infinie, une valeur €rés-grande attrihuee A une 

variable, ou une fonction de cette variable. Ainsi, quand on suppose z 
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infiiii, x9, xs, s sont aussi des quantités infinies. Cette première esphce d'in- 
fini est ce que j'appelle l'infini relatif. 

I a 2' On donne aussi le nom d'infini A des fractions telles que :, - dont 
O 

le dénominateur est zéro. C'est cet infini que j'appelle absolu ou impos- 
sible. 

D'après cela, tout nombre connii ou exprimé en chiffres, quelque grand 
qu'il soit, sera réputé fini, tandis qu'une quantité dite infinie sera une valeur 
supposée incomparablement plus grande. Cet infini, qui est l'infini relatif, ne 
pourra donc être représente que par une variable ou par une fonction de cette 

1 

variable. Un infini &rit en chiffres, tel que 1, 1, 3T ne peut Btre que l'in- 
O O 

fini absolu, c'est-à-dire impossible. 

Lorsque les quantités x, xP, x3, 8 ,  sont supposés infiniment grandes, leurs 
I I I 1  reciproques -, - - - seront dites infiniment petites. Toutes ces quan- 
x & xs' t?= 

tités infiniment grandes et infiniment petites, 6 tant nécessairement finies, 
jouissent des mêmes propri&és, et doivent être soumises aux mêmes régles 
que les quantités finies représentees par des lettrcs. 

L'infini absolu n'a pas d'autre propriété que d'être impossible : sa valeur 
n'est donc pas la  réciproque de zéro; i l  ne représente aucune quantité, et 
n'est jamais la limite d'une variable ; par conséquent tout calcul effectue sur 
lui, est absurde. 

O rn 
Il est donc absurde de dire que le produit de par - est l'unité, ou 

O 

toute autre c.hose. 
On désigne souvent l'infini par le signe a ,  et l'on dit que c'est le sgmbole 

de l'infini ; c'est plutût le symbole de la tour de Babel. 11 sert, en effet, B 
confondre non-seulement i'infini absolu avec l'infini relatif, mais encore les 
infinis de tous les ordres et de tous les dégres. 

Les tableaux donnés par Cauchy, aux pages 46 et 69 de son Cours d'Analyse 
de 1 '~cole ~ o l ~ t e c h n i ~ u e ,  semblent inventés tout exprès pour consacrer cette 
confusion. En effet, si le symbole w désigne l'infini absolu, toutes les opé 
rations indiquées ou effectuées sur ce symbole sont absurdes, et s'il désigne 
l'infini relatif, elles sont fausses pour la plupart. 

On comprend bien, en effet, qu'une valeur infinie attribuée It x pût se 
representer par le signe a, tout comme par une lettre a, et que les fonctions 
de w fussent soumises comme les fonctions de a, aux mêmes règles que si CO 

et a, representaient des quantités finies. 
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COS Onauraitainsi: 2 ~ 0 = m + a , c o ¶ = c o  x m ,  -- 
COI - a ,  

a 3 comme on a : 2 a = a + a , a ~ = a x a ,  -- 
aO - a. 

Mais dans ce cas, les kgalités 
a ~ + ~ , = c o , ~ - ~ > = - c o , u  x ~ = ~ > , - = o , A ~ =  a ,  L ( a ) = ~ ,  
00 

m 
(( (- ~ ) = s c ,  , CO % a , n etc., données par Cauchy, comme exactes, seraient 

00 -CO évidemment fausses. Quant à la  relation - = -, qu'il donne à la page 
O O 

69, elle est absnrde même quand a, désigne lin infini relatif. 

Lorsyu'on donne des régles pour déterminer la vraie valeur des fractions 
f (4 60 telles que - qui se réduisent iL -, on ne distingue pas le cas où le signe '!'w Co 

ac, désigne lin infini absolu, de celui où il désigne un infini relatif. Ces deux 
cas sont pourtant faciles B distinguer. 

1-i c'est pour une valeur finie de x, telle que x =a, que les fonctions 
f (XI Kx), F(x) deviennent infinies, le  rapport - est celui des deux infinis abso- 
E (x) 

lus; et, demander la  vraie valeur de ce rapport, c'est faire une qustion ab- 
surde. Ainsi, & la fin du chapitre V de la Théorie des Fonctions analytiques, 
Lagrange dit : 

I Les fonctions , et deviennent infinies lorsque x = a ; 
2 \ / z -a  d Z  

a mais en les multipliant l'une e t  l'autre par 2 \/3c - a, leur rapport devient 

Lorsque x = a, les deux fonctions ' et - " deviennent 
2 q E Z  4 ~ 3 - a ~  

1 - et 5- or, si l'on demande l e  rapport de telles fractions, la question est 
O 8 '  

absurde, de mème que les calculs que l'on fait pour le trouver. Ainsi L.a- 

grange veut qu'on multiplie les aeux termes du rapport par 24=; c'est 

donc les multiplier par zéro, puisque 2 4 2  - a Agale zéro quand x = a, et 

chaque terme du rapport devient o. 
O 

2" Si c'est pour une valeur infinie de x que les fonctions f(xj, F(x) devien- 

viennent infinies, le rapport f(- est, en realité, celui des deux quaobites 
F (4  
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finies; et, sauf les simplifications possibles, la vraie valeur, ou la valeur 

f c 4  exacte de ce rapport ne peut être exprimée autrement que par -- . 
F ( 4  

Mais, si ce rapport peut se déconiposer en deux parties A et a, dont Ia pre- 
mibre reste fixe pendant que la seconde tend vers zero quand x devient trés- 

grand, on dira qoe la valeur de la fraction est infiniment pr&s de A 
- JW 

quand m est infini, et quoique la fraction -5) n'atteigne jamais rigoureuse- 
l! @) 

ment Ia valeur A, on dit cependant que A est la  vraie valeur de cette fraction 
pour x infini. 

On commence la démonstration de la régle qui doit donner la vraie valeiir 

de la fraction $9, quand ses deux termes sont infinis, en disant que, dans 
E (xJ 

1 1 cette hypothèse, on a - = O, et - - 
f (x) F(x) - O. 

Or ces égalités sont impossibles dans le cas de I'infini pelatif, et la question 
est absurde dans le cas de l'infini absolu. 

D'où l'on voit que dans un cas comme dans l'autre, la démonstration est 
vicieuse dbs 12 début, et voila aussi pourquoi la régle que la démonstration 
donne comme exacte et générale, n'est ni l'une ni l'autre, ainsi que nous 1s 
constaterons en traitant cette importante question. 

Tous les géométres, sans en excepter les plus philosophes, comme Lagrange 
et Auguste Comte, ont commis l'erreur trés-grave de regarder zero comme 

O O 8 la réciproque de l'infini, et d'admettre qu'on a - X 2 = 1, ou )( = 4, m O 

et qu'ainsi le produit de zéro multiplié par l'infini pouvant avoir une valeur 
quelconque, l'expression O X ori est un symbole d'iudétermination. 

D'une part, les géométres ont besoin que l'infiniment petit égale zéro, pour 
m être la  réciproque de l'infini -; d'autre part ils ont besoin qu'il soit diffé- 
O 

rent de zéro pour devenir l'dlément d'une grandeur quelconque, telle qu'une 
longue~lr, une surface, un volume, etc. C'est la difficult8, ou l'impossibilité, 
d'accorder ces deux propriétés contradictoires qui les a conduits A donner de 
l'lnfiniment petit des définitions aussi absukes qu'inintelligibles. Quand on 
a défini l'infiniment petit une variable qui a pour limite zéro et l'infiniment 
grand une variable qui a pour limite CO, il s'ensuit qu'une variable pourrait 
être en même temps un infiniment petit et un infiniment grand. Une variable 
n'est n i  grande n i  petite ; c'est la valeur qü'on lu i  attribue qui peut être 
l'une ou l'autre. I l  est bien évident qu'on peut supposer'a la variable une 
valeur nulle comme une valeur infiniment petite; mais il est bien absurde 
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d'admeltre ou de vouloir démontrer que les infiniment petits sont, comme 
dit Carnot, « de purs zéros, entre lesquels il existe des rapports trés-intéres- 
(( sants à connaître. B 

Poiir que les infiniment petits soient en même temps zéro et quelque chose, 
Carnot en fait des « espéces d'être singuliers, qui semblent, par leurs pro- 
« priétés équivoques, tenir le milieu entre la grandeur et le zéro, entre 
« l'existence et le néant. 1) 

Par l'infiniment petit, il faut entendre une valeur très-petite attribuée à 
une variable. Si cetle variable est indépendante, rien n'empêche qu'elle ne 
devienne zero. Au contraire, si cette variable est l'inverse d'un infini relatif, 

1 1 
par exemple, si l'on a 2 = - 9  ou 2 = - la valeur de 2 est infiniment pe- 

x e x '  

tite quand on suppose x infini, mais elle ne peut jamais devenir rigoureuse- 
ment nulle. 

La valeur d'une variable indépendante peut être supposée nulle, comme 
elle peut être supposée infiniment petite; mais quand elle est zéro, il serait 
absurde de la dire infiniment petite. 

Les accroissements des variables s'appellent leurs différences, et lorsque les 
différences sont supposées infiniment petites, on les appelle diff&entielles. 

Dans sa lecon dix-neuviéme sur le  calc~il des fonctions, Lagrange dit : 
u Ceux qui, d'aprbs Euler, regardent les  différentielle^ comme de véritables 
« zéros, sont dans toute la rigueur de l'analyse. )) 

Je dis, moi, qu'ils sont dans toute la rigueur de l'absurdité. 
En terminant sa théorie des fonctions, Lagrange nous apprend que « la 

« nouvelle édition de ses lecons sur le calcul des fonctions, contient des 
« remarques importantes sur le passage du fini à l'infiniment petit. » 

L'infiniment petit étant nécessairement fini, le passage du fini A l'infini- 
ment petit ne doit pas êlre difficile. Nous avons déj8 apprécié les (( spécula- 
« tions sublimes » de Fontenelle sur le (( passage obscur du fini à l'infini. , 

« Les remarques importantes » de Lagrange u sur le passage du fini à l'infi- 
u niment petit » peiivent étre ausoi sublimes, et même plus subtiles que les 
spéculations de Fontenelle, mais il est certain pour moi, qu'elles ne peuvent 
être qu'illusoires. 

Par exemple, dans ces remarques importantes, Lagrange prouve u qu'on ne 
« peut pas appliquer & l'infiniment petit proprement dit, les résultats trouves 
u dans la  supposition du fini, et que dans le passage du lini 3 l'infiniment 
(( petit, il faut supprimer eiitiérement tous les termes qui peuvent contenir 
r l'infiniment petit, quoique ces termes puis-ent n'être pas eux-mêmes 
a infiniment petits. a 

Certes, voilà un  principe qui laisse bien loin derriére lui celui de Leibnitz ; 

7 
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car vous n'avez plus seulement le droit de négliger les infiniment petits 
devant les quantités finies; mais c( il faut supprimer entiérement tous les 
« termes qui peuvent contenir l'infiniment petit, quoique ces termespiiissent 
u n'être pas eux-mêmes infiniment petits. D 

Comme je viens de le dire, voila qui dépasse bien Leibnitz ; mais il y aurait 
peut-être moyen de dépasser Lagrange lui-même, car en réduisant un terme 
qui ne contient pas l'infiniment petit avec un terme qui le contient, les deux 
termes se trouveraient ainsi réduits il un  seul terme, qu'il fandrait supprimer 
comme contenant l'infiniment petit. Et dire que Lagrange a cru avoir bien 
démontré ce principe, comme M. Bertrand a cru démontrer que le nombre 
concret n'est pas un nombre ! Quand donc respectera-t-on la logique, même 
en mathématiques ? 

Neuton avait fondé lé haut calcul sur les fluxions, et Leibnitz sur les infi- 
niment petits. AujourJ'hui, tout est défini par les limites : les infiniment 
petits, les dérivées, les différentielles, les tangentes, les rayons et les centres 
de courbure, l'angle de contingence, l'arc et l'aire d'une courbe, etc. 

Est-ce que Lagrange, en dégageant (( les principes du calcul différentiel de 
u toute considération d'infiniment petits, de limites et de fluxions )) aurait 
voulu u extirper ainsi des mathématiques, l'idée de l'infini? n Hoené 
Wronski le lui reprorhe en ces termes : 

u Les géomètres ont cherché à ravaler les sciences mathématiques, en 
voulant en chasser l'idée de l'infini, ce principe de leur haute évidence et 
de leur certitude absolue. Pour preuve, nous rappellerons ici tontes ces 
bizarres explications matérialistes, qu'ils voulaient donner de l'auguste iàée 
de l'infini par la grossiére idée du fini, et nous rappellerons surtout ce pre- 
mier des fameux prix décennaux, par lequel l'Académie des Sciences de 
Paris a couronné là ThCorie des Fonctio~as Analytiques de Lagrange, des- 
tinée h extirper ainsi des mathématiques cette importante idée de l'infini, 
qui, à côte des glorieuses prétentions universelles à l'animalité, accusait 
dans l'homme une nature ou une condition plus élevée. » 
Ce qui prouve que Lagrange ne s'était pas proposé cette extirpation, c'est 

que non-seulement il admet l'infini, et même l'infini absolu, mais qu'il le 
soumet au calcul comme une quantité réelle. 

Par exemple, au chapitre V, il dit : u 11 peut arriver que les fonctions 
u f(x), F(x) deviennent infinies par la  même supposition de x = a, ce q u i  

f&)  f '($1 u rendra les fractions - - indéterminées » 
F ( 4  w-9 

Lorsqu'une fonction devient infinie poor une valeur finie x = a, c'est 
l'infini absolu ou impossible, et il est absurde de le soumettre A auclin 
calcul, comme Lagrange le fait quand il dit (Li la fin du chapitre V) : 
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(( Les quantites ' deviennent infinies lorsque x = a ; 
p \ I r a  et (iz 

(( mais en les multipliant l'une et l'autre par 2 b -  a, leur rapport çera 

1 
a. lequel, en faisant x t a, devient. =. » 

d2 a 

D'autres exemples feraient voir, comme celui-18, que Lagrange ne méritait 
pas le reproche que lui adresse Hoëné Wronski. 

Maintenant son ouvrage méritait-il a ce fameux prix par lequel l'Académie 
(( des sciences de Paris a couronné la Théorie des Fonctions analytiques? 
En cette occasion, comme en tant d'autres, c'est plutôt le nom que l'ouvrage 
de l'auteur, que l'Acad8mie a couronne. Si l'ouvrage eût et6 présenté par un 
nom obscur et inconnu, lYAcad6rnie ne l'eût peut-être pas même lu. 

.A la vérite, Charles Dupin, lui aussi académicien, a dit  que Lagrange avait 
démontré Leibnitz. Je demande, moi, qui démontrera Lagrange ? Par exem- 
ple, qui demontrera ce principe (qu'il donne au chapilre III) : 

a Lorsqu'on a une équation quelconque entre deux variables x, y, l'équa- 
a tion subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses termes, ainsi 

qu'entre leurs fonctions secondes, etc. » 
Qu'est-ce que cela veut dire que a l'équation subsistera entre les fonctions 

u primesde ses termes? n Par cc l'équation, a faut-il e-]tendre la même équa- 
tion on une autre équation quelconque ? Dans le premier cas, le principe 
serait évidemment faux, et dans le second, il serait par trop naïf. Qui est-ce 
qui me soutiendra qu'une équation ne subsiste pas aussi bien entre les carrés, 
le4 cubes, etc. , de ses termes ? 

Quoi qu'il en soit du mérite de l'ouvrage couronné p x  l'Académie de Paris, 
celui-ci pourra être regarde, A bon droit, comme le premier qui se soit pro- 
posè l'extirpation systématique de l'infini et de se3 propriétés. Mais, tandis 
que, selon Wronski, l'infini est pour le; mathématiques u le principe de leur 
« haute évidence et de leur certitude absolue, n l'infini est, selon moi, pour 
les mathématiciens la source de toute sorte d'erreurs et de paradoxes, dont les 
auteurs les plus réputés me fourniront une foule d'exemples. 

Je ne dois pas terminer ma Théorie mathématique de l'infini, sans dire 
qu'elle n'a rien de commun avec la Théorie de E'inpr~i publiée par Bordas- 
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Demonlin. D'abord l'ouvrage de Bordas-Demoulin a été co~ironiié par 1'Insti- 
tut, et je ne vois pas trop qui pourrait couronner le mien. Aprks cela, ce ne 
sont pas toujo~irs les meilleurs chevaux qui se font coiironner. Quoi qu'il en 
soit de l'onvrage de Bordas-Demoulin, i l  suffit qu'il ait été couronné par 1'Ins- 
titut, pour qu'on soit sûr que, comme celui de Fontenelle, il contient des 
(( spéculations sublimes. n J'ai PLI réfuter ce que Fontenelle dit dans sa Gho- 
métrie de l'Infini, tandis que je ne puis qu'admirer ce que dit Bordas-De- 
moulin dans sa Théorie de l'Infini. J'en citerai quelques passages pour don- 
ner au lecteur l'occasion de partager mon admiration. 

(( Si la force d'une substance n'est point divisible, elle a une infinité de 
u degrés jouissant de propriktés différentes et correspondant à l'infinité de 

parties de la quantité, chaque degré a une infinité d'autres degrés jouissant 
u de propriétés et correspondant h l'infinité de parties que contient chaque 
(( partie dela quantité, ainsi de suite. 

Ces infinités d'infinités de degrés et de parties de la force et de la quan- 
K tite, indissolublement unies, forment des infinités d'infinités d'ordres dans 
u les suktances ; et ces infinités d'infinités d'ordres dansles substances sont 
u ce que j'appelle leur manière d'btre particulière, leur détermination, leur 
u nombre. 

u Dans chacune d'elles, il y a un infini principal que l'on peut considérer 
u comme leur unité, et il comprend une infinité d'infinis inférieurs, par les- 
(( quels il est nombre, rapport, raison, il est intelligible dans tout ce 

qn'il est. 
A propos de cet «infini principa1,qui est intelligible dans tout ce qu'il est,)) 

je tiendrais beaucoup a savoir si l'auteur est intelligible pour lui. Il le pa- 
rait bien, puisqu'il s'explique en disant : 

K Puisque tout ce qui est intelligible l'est par l'infini, que ce qui ne serait 
(( point intelligible ne serait rien, il en résulte que l'infini est partout etle 
(( fininulle part, que contrairement à l'opinion des anciens c'est le fini qui est 
(( négatif et l'infini qui est positif. 

(( Pourquoi l'infini est-il la source des idées claires ? Parce qu'il fait leur 
(( unité et leur nombre, leur général et leur particulier, enfin leur maiiiére 
u d'exister. )) 

Pour être sublime, c'est sublime ! Goùtez-moi encore ce petit morceau, et 
je vous tiens quitte. 

u Comme dans un même objet, de l'unité de l'infini à l'infini unité et 
u nombre est l'infini, on dit des choses qui ont une nature différente, qu'elles 
(1 sont séparées par l'infini, ce qui est philosophiquement et mathématique- 
(( ment rigoureux. 
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CALCUL INFINITÉSIMAL 

DES PRINCIPES RATIONNELS 

DEUXIÈME PARTIE 

LIVRE PREMIER 

N O T I O N S  F O N D A M E N T A L E S  

On appelle grandeur ou quantité tout ce qui est susceptible d'augmentation 
ou de diminution. 

Pour représenter une grandeur en nombre, on la rapporte A une autre gran- 
deur de m6me espbce, prise pour unit&, c'est-&-dire, pour terme de compa- 
raison. 

Le nombre qui exprime le rapport de deux grandeurs de même espèce, c'est- 
à-dire, qui exprime combien de fois la premiére contient la seconde, s'ap- 
pelle nombre abstrait. Ainsi, quand une grandeur contient 4 fois l'unith, on 
dit que leur rapport est 4 ; et si A ce rapport, ou à ce nombre abstrait, on 
ajoute le nom de l'unité, on a l'expression de la grandeiir. Par exemple, l'ex- 
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pression d'une longueur qui contient 4 fois le pètre,  est 4 métres, et cette 
expression s'appelle nombre concret. 

Ainsi, le nombre concret est l'expression d'une grandeur concréte, tandis 
que le rapport de cette grandeur ti l'unité, ou St toute autre grandeur de 
même espéce, est un nombre abstrait : 

11. Bertrand dit, dans son Traité d'drithmétipue: u Le nombre concret 
N n'est pas .un nombre, c'est une grandeur. )) C'est comme si l'on disait : Un 
cheval blanc n'est pas un cheval, c'est un quadrupéde. 

M. Bertrand dit anssi : a Il  faut bien savoir que les nombres abstraits 
« ne représentent rien par eux-mêmes. n Puisque le nombre abstrait 
représente le rapport de deux grandeurs de même espéce, il représente donc 
quelque chose. 

Le rapport de deux grandeurs de même espéce étant un nombre abstrait, 
i l  n'est pas exact de définir l'aire d'une figure, comme le fait Blanchet, dans 
la géométrie de Legendre, en disant : N L'aire? d'une figure est le rapport de 
u son étendue St celle de l'unité de surface. )) Le rapport de deux grandeurs 
n'est ni une aire, ni un volume, n?un poids, etc. Ainsi, le rapport de 24 me- 
tres à 8 métres est 3, tout comme celui de 24 kilogrammes A 8 kilogrammes. 
Ce rapport n'est pas plus une aire, ou un poids, dans un cas que dans l'autre. 

Das Quantités nhgatives . 

Deux quantités de sens opposés sont distinguées dans le langage ordinaire 
par des mots de sens contraires. C'est ainsi qu'on dit gagner ou perdre 3 
francs, avancer ou reculer de 4 pas, monter ou descendre de 8 métres. 

Pour que les nombres puissent représen ter non-seulement les grandeurs en 
elles-mêmes, mais encore les deux sens opposés suivant lesquels on peut 
les considkrer, on fait pr6ckder du signe + les nombres qui expriment les 
grandeurs considérées dans un  sens, et du signe - ceux qui représentent les 
grandeurs prises dans le sens oppose. Les nombres précédés du signe -f- sont 
dits positifs, et les nombres précédés du signe - sont appelés negatifs. 

Dans les qriestions oh les grandeiirs de chaque espkce sont toutes de même 
sens, on suppose positifs les nombres qu i  les repdsentent, mais il devient 
superflu de les faire précéder du signe +, puisqu'il n'y a pas de confusion 
possible. 

IL est &ident que deux grandeur3 égales et de sen3 contraires, ou deux 
nombres égaux et de signes contraires, se détruisent, ou que leur somme est 
zéro. Par exemple, si quelqu'un avance de dix métres et recule ensuite de dix 
mètres ; s'il gagne d'abord huit francs et perd ensuite huit francs; il est. 
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évidenl qu'il se trouve dans le même état que s'il n'avait ni avancé ni recu- 
lé, que s'il n'avait n i  gagné n i  perdu. On a ainsi + 10 - 10 = O, + 8 - 8 = 0. 

Cette propriété évidente est fondamentale en Algèbre. 

Il est bien évident aussi que 2 fois - 3 donnent - 6. 
Est-il évident, ou faut-il démontrer que le produit de + 3 par - 2 donne 
- 6 9 Avant de répondre, il faudrait demander ce qu'on entend par le produit 
d e + 3 p a r - 2 ?  

C'est donc une définition, et non une démonstration, qu'il faut donner ici. 
On dira que multiplier un  nombre par - 2, c'est multiplier ce nombre par 
2 et changer le signe du produit. D'après cette définition, l'on a 

Est-il exact de dire qu'un nombre négatif est plus petit que zéro ? Bien évi- 
demment, il ne peut entrer dans l'esprit de personne de croire quelque chose 
plus petit que rieil. Mais, pour tout le monde aussi, mieux vaut zéro qu'une 
perte de 4 francs, ou qu'un gain de - 4 francs. 

Ainsi, cette proposition qu'un gain de - 4 francs vaut moins que zéro se 
traduit algébriquement par - 4 < 0. 

La signification de l'expression plus petit, appliquée à un nombre négatif 
étant relative, il convient de préciser, par une définition, le sens de 
l'expression plus petit, ou du signe < . En cunséquence, nous dirons que le 
plus petit de deux nombres est celui qui donne la plus petite somme quand 
on y ajoute le même nombre. Ainsi, en ajoutant 8 aux deux nombres - 6 
et - 3, le premier donne 2, et le second donne 5 ; donc - 6 est plus petit que - 3. 

En résumé, la théorie des quantités négatives repose sur les trois principes 
suivants : 

1" Représentation des sens opposes de deux grandeurs, par les signes 
+ et -. 

2" Définition de la multiplication par un nombre négatif. 
3" Extension et fixation du sens des signes ) et (: , appliqués aux nombres 

négatifs. 
C'est parce que les géomètres n'ont pas su poser les principes fondamentaux 

de la théorie des quantités négatives, qu'ils yont rencontré tant de difficultés 
ou de paradoxes, et, pour dire le mot, qu'ils ont avancé et soutenu de si gros- 
siéres erreurs. 

u Avancer qu'une quantité isolée est moindre que zéro, » dit Carnot, a c'est 
(( couvrir la science des mathématiques, qui doit être celle de l'évidence, 
(( d'un nuage impénétrable, et s'engager dans un labyrinthe de paradoxes 
u tous plus bizarres les uns que les aiitres. 
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Dès que, par définition, le plus petit de deux nombres est celui qui donne 
la plus petite somme quand on les ajoute séparément B un troisibme, il 
devient bien évident que - 6 est plus petit que zéro, puisqu'en ajoiitant ces 
deux nombres à 8, le premier donne 2 et le second 8. 

La définition précédente ne fait qu'étendre aux nombres négatifs, une pro- 
priété évidente sur les nombres positifs, et qui constitue le c,aractbre auquel 
on reconnaît le plus retit de deux quelconques d'entre eux. Or, cette propriété 
appliquée aux. nombres négatifs, les donne tous comme plus petits que zéro. 
C'est donc en transgressant un  principe trés-rationnel, et non en s'y confor- 
mant, (( qu'on s'engagera dans un labyrinthe de paradoxes tous plus bizarres 
u les uns que les autres. 1: 

Car enfin, si l'on n'a pas - 4 < 0, i l  faut bien qu'on ait - 4 = O ou - 4 > 0 : 
il n'y a pas de milieu. Or, en ajoutant A chacune de ces trois relations l'éga- 
lité 8 = 8, elles deviennent 4 < 8, 4 = 8, et 4 > 8. 

C'es1 donc la premiére qui conduit à des conséquences exactes, et les deux 
autres à des (( paradoxes tous plus bizarres les uns que les autres. n 

D'Alembert avait rencontré la méme difficulté, et commis la même erreur 
que Carnot. 

« Qu'il me soit donc permis, » dit-il, u de remarquer combien est fausse 
« l'idée qu'on donne quelquefois des quantités négatives, en disant que ces 
u quantités sont au-dessous de zéro. Indépendamment de l'absardité de cette 
u idée envisagée métaphysiquement, ceux qui voudront la réfuter par le 
n calcul, pourront se contenter de considérer cette proportion : 

ai:-i::-i:4, 

proportion réelle, puisque le produit des extrêmes est égal A celui des 
1 -1 

« moyens, et d'ailleurs - = - 1, et - = - I .  
-1  1 

« Cependant, si on regardait les quantités négatives comme au-dessous de 
(( zéro, 1 serait > - 1, et - 1 < 1 ; ainsi il ne pourrait y avoir de proportion. 

Pour qu'il y ait proportion géométrique entre quatre termes, il faut et il 
suffit que les deux rapports soient égaux, ou que le produit des extrêmes soit 
égal A celiii des moyens ; tandis que ce n'est que pour la proportion arith- 
métique qu'il faiit que les deux différences soient égales, et par conséqueiit 
de même signe. Ainsi, quoique le premier antécédent soit plus grand et le 
second plus petit que son conséquent, la proportion géométrique 

4:-1:: - 4 : i  

est exacte, puisque les deux rapports sont égaux, ou que le produit des 
extrêmes égale celui des moyens. 

Leibnitz s'engage encore plus avant dans le labyrinthe ; car il dit : (( Les 
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I -1 
u deux rapports - et - ne sont pas égaux, puisque le premier va d'un 

-1 1 

u plus grand nombre C1 un plus petit, et le second, d'un plus petit à un plus 
(( grand. )) Et, afin que les deux rapports ne puissent pas être reconnus égaux, 
il les déclare imaginaires. 

Une fois qu'on a adopté un principe faux, on en peut tirer tout ce qu'on 
veut. Or, les géométres, et les plus éminents : les Leibnitz, les Bernoulli, les 
d'Alembert, les Euler, les Carnot, les Duhamel, etc, adoptent comme évident, 
ou comme axiome, le principe d'après lequel les antécédents d'une propor- 
tion doivent être en même tempspliis grands ou plus petits que leurs consé- 
quents. Ce principe est incontestable pour toutes les proportions arithméti- 
ques ; il l'est aussi pour toutes les proportions géométriques qui ont leurs 
quatre termes positifs ou même négatifs, et plus généralement, pour toutes 
les proportions geométriques qui ont leurs antécédents de même signe ; mais, 
c'est tout le contraire qui a lieu, et qui doit avoir lieu, dans les proportions 
dont les antécédents sont de signes différents. Ainsi, tous les cas peuvent se 
résumer dans la règle suivante : 

Les ant6cèdents marchent dans le même sens ou  en sens contraires 
vers leurs conséquents, suivant qu'ils son/ de méme signe ou de signes d i f è -  
rents. 

La proposition pourra encore s'énoncer en disant : Lorsque les antécédents 
sont de signes d i f h e n t s ,  il en  est de méme de leurs conséquents. 

Malgré la simplicité de cette règle, malgré la facilité de la vérifier et de la 
démontrer, tous les géomètres s'accordent à admettre comme un principe 
évident que toujours les antécédents doivent être en même temps plus grands 
ou plus petits que leurs conséquents. 

Un principe faux est une mine féconde, que chacun exploite A son profit. 
Leibnitz l'emploie pour prouver que la proportion 

1:-1::-1:1 

est fausse ; d'Alembert et Carnot pour démontrer que les nombres négatifs ne 
sont pas plus petits que zéro. 

S'appuyant sur ce faux principe, accepté par tous sans contestation, les 
géométres se courent les uns aprés les autres u dans le labyrinthe de para- 
(( doxes tous plus bizarres les uns que les autres. )) Carnot s'élance à la suite 
de d'Alembert, et approuve sa réfutation en disant : 

u Les notions qii'on a données jusqu'ici des quantitds négatives isolées, se 
« rduisent à deux ; celle dont nous venons de parler, savoir que ce sont 
a des quantités moindres que zero ; et celle qui consiste à dire que les quan- 
)) tités négatives sont de même nature que les positives, mais prises dans un 
« sens contraire. D'Alembert détruit l 'me et l'autre de ces notions. U re- 
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u pousse d'abord la premiére par un argument qui me paraît sans réplique. )) 

u Soit, dit-il, cette proportion 1 : - 1 :: - 1 : 1. Si la notion combattue 
u etait exacte, c'est-A-dire, si - 1 était plus petit que zéro, a plus forte 
a raison serait-il moindre que 1; donc le second terme serait moindre que le 
(( premier, donc le quatriéme devrait être moindre que le troisième, c'est-à- 
(( dire que 1 devrait être moindre que - 1 ; donc - 1 serait tout ensemble 
« moindre et plus grand que 1, ce qui est contradictoire. n 

Il ne sera pas difficile de réfuter a l'argument qui paraît sans réplique. s 
Soit la proportion 8 : - 6 ; : - 4 ; 3. Elle est exacte, puisque le produit 

des moyens est 24, comme celui des extrêmes. Les deux antécédents étant de 
signes contraires, il faut qli'ils marchent en sens contraires vers leurs consé- 
quents, c'est-à-dire, que le premier étant plus grand que son conséquent, il 
faut quele second soit plus petit que son conséquent. En d'autres termes,puis- 
qi1'0n a 8 > - 6 ,  i l  faut qu'on ait - 4 < 3 ;  ce qui est de toute évidence, 
car en ajoutant 8 aux termes - 4 et 3, il vient 4 < 7. 

L'erreur de ceux qui croient que dans une proportion telle que 
8 : - 6 :: - 4 : 3, ou 1 : - 1 :: - 2 : 1, qui a ses antécédents de signes con- 
traires, les antécédents doivent être en même temps pins grands ou plus 
petits que leurs conséquents, est visiblement aussi grossiére que générale. 

Nous voyons que c'est l'erreur des plus éminents géomètres, et nous mon- 
trerons anssi la cause de cette erreur. Cette fausse idée résulte non de la 
dkfinition de la proportion, mais de son énoncé tout-à-fait conforme à celui 
de l'équidiffërence. Ainsi, 8 : - 6 : : - 8 : 6 et 8 - - G : - 8 - 6 s'énoncent 
tout-à-fait de la même maniére en disant : 8 est à - 6 comme - 8 est à 6. 
Alors, dikon, comment un plus grand nombre pourrait-il être à un plus petit 
comme un plus petit est à un plus grand? Il est évident, en effet, que les 
deux différences ne sauraient être égales, ou que l'éqnidifférence ne saurait 
exister; mais rien n'empéche que les deux rapports 8 : - 6 et - 8 : 6 ne 
soient égaux, ou que la proportion 8 : - 6 :: - 8 : 6 ne soit exacte. 

Le a labyrinthe de paradoxes tous plus bizarres les uns que les autres n 
résulte donc d'lin faux principe, et non de la propriété bien exacte et bien 
générale qu'ont ies nombres négatifs d'être plus petits que zéro. Mais, suivons 
Carnot dans son ac labyrinthe de paradoxes tous plus bizarres les uns que les 
« autres. n 11 continue de la maniére suivante : u Je dis d'abord que cette 
a notion est absurde, et pour la détruire, il suffit de remarquer qu'étant 
« en droit de négliger dans un calcul les quantités nulles, par comparaison 
« it celles qui ne le sont pas, A plus forte raison devrail-on être en droit de 
« négliger celles qui  se trouveraient moindres que zero, c'est-à-dire, les 
« quantités négatives ; ce qui est certainement faux : donc les quantités né- 
« gatives ne sont pas moindres que zéro. )) 
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Si les quantités négatives ne sont pas moindres que zéro, elles lui sont éga- 
les ou supérieures. Que Carnot c h o i s i ~ e  entre ces deux conclusions, et il ar- 
rivera non-seulement A des paradoxes, mais A des absurdités manifestes. Il 
ajoute : 

« Une multitude de paradoxes, ou plutdt d'absurdités palpables, résulte- 
u raient de la même notion. Par exemple, - 3 serait moindre que 2 ;  ce- 
(( pendant (-3)' est plus grand que 2@, puisque (-3)0 est 9 ,  et que 2' n'est 
(( que 4 ; c'est-à-dire, qu'entre ces deux quantités inégales, 2 et - 3, le carré de 
u la plus grande serait moindre que le carre de la plus petite et réciproque- 
<( ment : ce qui  choque toutes les idées claires qu'on peut se former de la 
« qiiantité. n 

Cela ne choque que le3 idees fausses que l'ignorant peut se former de la 
quantité. L'ignordnt sera choqué de voir qu'un plus grand arc a un plus pe- 
tit complément, un plus petit cosinus, une plus petite cotangente; il sera 
choqué de voir que le carré et le cube d'une fraction sont plus petits que la 
fration elle-même. 

Puisque le carre de - 3 est le même que le carré de 3, il est bien clair que 
le carre de - 3, comme le cary6 de 3, doit 4trz plus grand que le carré de 2 ,  

Dans la proportion 15 : - 5 : : - 12 : 4, les antécédents étant de signes dif- 
férents, on voit que le premier est plus grand que son conséquent, tandis 
qu'an contraire, le second est plus pelit que son conséquent. Pour Leihnitz, 
comme p u r  Ca r~o t  et d'Alembert, comme pour Bernoulli et Euler, et en gé- 
néral pour lesgéomètres, il faut que les antéchdents soient toujours en même 
temps plus grands ou plus petits que leura conséquents. Mais Leibnitz admet 
que les nombresnégatifs sont plus petits que zéro, et alors il ne peut sortir 
du labyrinthe que par un paradoxe ; il affirme donc que u les proportions ne 
(( peuvent avoir lieu entre les quantités négatives. )) 

Si les proportions ne peuvent avoir lieu entre les quantités négatives, la 
proportion 8 : - 4 :: 8 : - 4 ne vaut donc rien ; c'est cependant une vérité 
de La Palisse, et c'eut le contraire de cette vbrité que Leibnitz s'efforce de 
démontrer en disant : 

u Les proportions ne peuvent avoir lieu entre les quantités négatives, et 
u l'on ne peut pas dire que 1 : - 1 : : - 1 : 1, quoique le produit des extré- 
(( mes soit égal à celui des moyens, car comment + 1 pourrait-il être b - 1, 
u comme - 1 est 5 f- 1, pu i spe  Pe premier rapport est celui d'un plus grand 
fi nombre % un  plus petit, et le dernier celui d'un plus petit nombre A un plus 
a grand ? 

Pourquoi toujorirs vouloir que deux antécédents de sigiiesdifféérents s o i k t  
en même temps plus grands que leura coii&quents, puisque c'est le contraire 
qui a toujours lieu. En prêtant aux chows des propriét6s contraires h. leiir 
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nature, on trouvera des paradoxes tant qu'on voudra. Ainsi, en imitant le rai- 
sonnement de Leibnitz, je dirais : Comment pourrait-on avoir 8 X 2 = 2x8, 
puisque le premier produit est celui d'un plus grand nombre par un plus pe- 
tit, et le second celui d'un plus petit nombre par un plus grand? 

On pourrait, par exemple, préter aux inégalités les propriétés des égalités, 
comme Leibnitz, d'Alembert, Carnot, etc., prêtent aux nombres négatifs les 
propriétés des nombres positifs, et aux proportions géométriques les propriétés 
des proportions arithmétiques, etc. 

On pourrait pareillement dire que ces deux inégalités 8 > 6 et 5 > 2 ne 
peuvent avoir lieu, puisqu'en retranchant la seconde de la première, on a 
3 > 4, ce qui est absurde. 

Voila, comment en admettant que 8 est plus grand que 6, et 5 plus grand 
que 2, on arrive (i. des paradoxes aussi bizarres qu'en admettant que zéro est 
plus gyand que - 1. 

Un faux principe conduit ii des paradoxes bizarres, aussi bien sur les nom- 
bres positifs que sur les nombres n6gatifs. Tel est le principe en vertu duquel 
on prétend que les antécédents d'une proportion doivent être en même temps 
plus grands ou plus petits que leurs conséquents. Ce principe est-il une 
conséquence de la propriété fondamentale des proportions ? Nullement, puis- 
que ces deux propriétés se trouvent en contradiction dans toute proportioil OU 
les antécédents sont de signes différents. 

Dans son traité Des Méthodes dans les Sciences de Raisonnement, Duhamel 
s'étonne que d'Alembert et Carnot n'aient pas apercu le défaut de leur 
démonstration. Voici ce qu'il dit : 

« Quant à la prétendue démonstration de d'Alembert, approuvée par Carnot, 
(1 il est bien étrange que ces deux illuslres géométres n'en aient pas apercu le 
u défaut. D ' 

Ce défaut consiste B vouloir que dans une proportion exacte, deux antécé- 
dents de signes différents soient ensemble p h s  grands ou plus petits que 
leurs conséquents. Or, ce défaut, Duhamel ne le voit pas plus que d'Alembert 
et Carnot. D'Alembert déclare que la proportion 1 : - 1 :: - 1 : 1 est exacte; 
Leibnitz la dit fausse; Duhamel flotte entre les deux et penche du cdté de 
Leibnitz. Sans dire formellement que la proportion est fausse, il dit que ce 
n'est pas une véritable proportion, ou que c'est une proportion entre des 
choses qui ne sont pas des grandeurs. Au lieu de se prononcer nettement, il 
répond par des questions. 

« Que signifie, s dit-il, « cette proportion 1 : - 1 :: - 1 : i ?  d'où vient- 
« elle '? comment I'entend-on? Est-elle résultat, ou donnée?. . . . . . Les remar- 
« ques faites dans le cas de véritables proportions n'auront aucune raison de 
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(( s'appliquer ici. . . . . . . Quelle définition donnera-t-on de plus grand ou 
u plus  petit relativement à des c,hoses qui ne sont pas des grandeurs ? à des 
« choses non définies, sans existence réelle? » 

Que signifie la proportion 1 : - 1 : : - 1 : 1 ? d'où vient-elle ? comment 
l'entend-on? est-elle résultat, ou donnée ? C'est bien da cela qu'il s'agit ! 
Qu'importe d'où elle vient et où elle va? Il faut dire si elle est exacte ou 
fausse, el Duhamel ne dit franchement ni l'un ni l'autre. Il  faut définir 
nettement le caractére auquel on reconnaîtra qu'un nombre, tant positif que 
négatif, est plus grand qu'un autre ; Duhamel ne le dit pas, i l  le demande : 
(( Quelle définition donnera-t-on du plus grand et du plus petit relativement 
(( des choses qui ne sont pas des grandeurs? D Comment sait-il que K les 
K quantités négatives sont des choses qui ne sont pas des grandeurs? )) Si 
une force négative n'est pas une grandeur, comment peut-elle détruire une 
forc,e positive, qui est i!ne grandeur ? 

Duhamel ne dit pas, comme Leibnitz, que u les rapports entre les nom- 
(( bres négatifs sont imaginaires, )) mais il dit que (( les nombres négatifs 
K sont des choses qui n'onl; aucune existence réelle. n Il  dit que (( les remar- 
(( ques faites sur les véritables proportions n'auront aucune raison de s'appli- 
(( quer àlaproportion 1 : - 1 : : - 1 : 1. »Or, cette proportion est une véritable 
proportion, car elle satisfait à la condition essentielle, puisque les deus rap- 
ports sont égaux, ou que le produit des extrêmes égale celui des moyens. Il 
en résulte qu'elle jouit de toutes les propriétés démontrées sur les propor- 
tions. Si donc son second antécédent n'est pas, comme le premier, plus grand 
que son conséquent, c'est qu'il s'agit d'une propriété qui n'est pas démontrée. 
Est-ce la proprieté ou la proportion qui est fausse ? La proportion est exacte, 
puisque le produit des extrêmes égale celui des moyens; c'est donc la pro- 
priéte qui est fausse. 

La discussion précédente montre clairement qu'on ne tire de la théorie des 
quantités négatives, que les paradoxes qu'on y a soi-m&me introduits, ou 
qu'on n'y récolte que ceux qn'on y a semés. 

De ce que les baleines sont des mammiféres comme les lapins et les écu- 
reuils, faut-il se croire en droit d'exiger qu'elles courent les champs comme 
les lapins, ou grimpent sur les arbres comme les écureuils ? 

C'est cependant le cas des geombtres qui, comme Leibnitz, d'Alembert et 
Carnot, veulent que les proportions géométriques procèdent comme les pro- 
portions arithmétiques, et que leurs ant6cédents7 meme quand ils sont de 
signes differents, marchent dans le même sens vers leurs conséquents. 

On doit voir maintenant que la véritable théorie des quantités négatives 
est fondée sur des principes simples et les plus conformes aux idées les plus 
vulgaires. Je les ai réduits aux trois suivants : 
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1" Représentation de l'opposition de sens des grande~irs par celle des signes 
+ et - -  

2" Définition de la multiplication par un nombre négatif. 
3" Caractère qui définit le plus grand de deux nombres. 
Quelques géomètres, pour éviter les paradoxes auxquels les nombres néga- 

tifs sont censés donner lieu, en ont prdsente toute une théorie, qu'ils ont fon- 
dée sur d'aiitres paradoxes. Par exemple, Moureg, dans sa Vraie Thdorie des 
puantidCs ~Cgatives, débute en disant: a La formule 4 - 6 est absurde. II 

suit de 1C1 que le signe -, comme exprimant la  soustraction, ne peut pas 
(( être admis en Algbbre. Il faut donc trouver le moyen d'exprimer la diffé- 
.« rence de deux quantités sans recourir CI la  soustraction. B 

On peut, par ce débnt, juger dela valeur de la  Vraie Théorie des quantités 
négatives. 

Une vraie théorie se compose des principes qui lui servent de base, et des 
propriétés qui en résultent; elle ne consiste pas B faire écheo aux propriétés 
fondamentales, au moyen de propriétés  arbitrai"^, imaginées tout exprés. 
Ainsi la propriété d'une proportion, d'avoir ses antécédents en même temps 
plits grands ou plus petits que ses conséquents, est une propriété de fantaisie, 
dont se servent Leibnitz, d'Alembert, Carnot, Duhamel, etc., pour renverser 
les propriétés les plus fondamentales. 

Il nous reste encore A apprécier la propriété qualifiée par Auguste Comte, de 
u grande loi cartésienne. Elle consiste, s dit-il, s en ce que la correspondance 
(( élémentaire enlre le  signe et le sens persiste dans les combinaisons qiiel- 
r conques, qui peuvent résulter des spéculatiorlsabstraites et concrètes sur la 
(( grandeur indéterminée. 

(( Telle est, D ajoute-t-il, a l'admirable loi que découvrit, d'aprbs quelques 
(( rapprochements, le génie autant inductif que déductif, du fondateur de la 
u philosophie mathématique, pour sitbordonner l'abstrait au concret. n 

Auguste Comte présente sur cette loi, dans sa synthèse subjective et daas 
sa géométrie analytique, des considérations qui sont marquées au coin du 
génie de l'auteur de la Philosophie positive. Je crois devoir reproduire ici 
les suivantes : 

a Une exacte coïncidence existe toujours entre l'équation directement 
(t institiiée pour le  nouveau sens d'une grandeur quelconque et celle qui se 

déduit de la loi propre h l'ancien sens, en p changeant le signe de la quan- 
tité correspondante. Il  devient dès lors facile d'apprécier combien la loi 

a cartesienne épargne de complications envers les dispositions précises, et de 
u restrictions pour une hypothbse indécise. Toujours on peut ainsi se borner 
(( C1 former l'équation géométrique ou mécanique, envers un seul des cas 
(( propres A chaque phénombne. On est d'avance assuré que tous les autres 
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s'y trouveront compris, en ayant convenablement égard au  changement de 
a signes des quantités correspondantes. 

a Fondée sur une inductionque suggère le lien éldmentaire entre le signe 
a et le sens, cette loi fut ensuite confirmée d'aprés une foule de comparaisons 
(( géométriques et mecaniques, qui depuis longtemps, ont dissipé toute incer- 
a titude envers sa généralité complète. Il  faut systématiquement renoncer h 
a la voir jamais acquerir un caractère déductif, dont la vaine rechercha l'a 
a soiivent obscurcie, et même dénaturée, non-seulement dans les études 
(( scolastiques, mais aussi chez de grands géom8tres. 

Il  faut d'abord reconnaltre qne cette proposition capitale de philosophie 
K mathématique, n'est réellement démontrée encore que d'après de simples 
(( vérifications spéciales, sans aucune appréciation directe et générale ; seule- 
(( ment ces vérifications sont maintenant beaucoup plus multipliées, et 
(( surtout plus variées qu'elles ne pouvaient l'être pour Descartes, dont le 

génie analytique fit surgir cette admirable induction de l'heureux rappro- 
(( chement d'un trèspetit nombre de cas... Peut-être faut-il penser d'ailleurs 
(( qu'une telle proposition ne comporte pas d'explication priori, et doit toii- 
(( jours rester fondee sur de piires inductions, sans que sa certitude en soit 
(( toutefois affectée : du moins l'impuissance radicale des efforts tentés, i 
(( cette fin, depuis deux siècles, et quelquefois par des esprits supérieurs, 
u autorise beaucoup une semblable opinion. » 

Une science se compose des principes fondamentaux et des propositions 
qu'on en déduit. Les premiers principes sont les définitions et les axiomes. 
Ceux qui n'admettent que les définitions peuvent avoir raison, en c.: sens que 
les axiomes sont, comme les verités de la Palisse, des définitions connues de 
tout le monde. 

Ainsi, la Géométrie donne comme axiome que u le tout est égal A la 
(( somme des parties dans lesquelles il a été divisé. 1) Le dictionnaire donne 
comme définition du u tout, une chose qui a des parties, considérée en son 
(( entizr. )) D'aprés La Palisse, on ne se découvre jamais sans 6ter son cha- 
peau, et d'aprés le dictionnaire, se découvrir c'est bter son chapeau. 

Les axiomes 2 et 3 de la Géométrie de Legendre sont : 
Le tout est plus grand que sa partie ; 

(( Le tout est égal li. la somme des parties dans lesquelles il a été divisé. » 
Duhamel dit à ce sujet : u Une grandeur, relativement aux parties dont 

u elle est formée, senomme un  tout. Ainsi, d'aprés le sens que nous attachons 
u aux mots tout, partie, plus grand, on voit qu'un tout est plusgrandqu'une 
(( de ses parties. C'est donc tt tort qu'on fait de cette proposition un axiome 
u fondamental, que quelques aiiteurs des Traités de Géométrie, demandent 
u qu'on admette comme évident, et placent au milieu de leurs postulata ou 
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« vérités indémontrables. Cette méprise, un peu forte, il est vrai, consiste à 
« prendre pour une vérité de sentiment, ce qui n'est qu'une vérité de défi- 
« nition. >? 

La méprise « des auteurs des traités de Géométrie n consiste à prendre un 
'blanc bonnet pour un bonnet blanc; la  méprise bien plus forte de Duhamel 
consiste à croire qu'il y a 1% grande méprise. 

Par définition, les nombres positifs représentent des grandeurs prises dans 
un  sens, et les nombre3 négatifs des grandeurs prises dans le sens opposé. Il 
n'y a donc rien que de trbs-naturel que u cette correspondance entre le sfgne 
u et le sens persiste dans les combinaisons quelconques, » comme il est 
naturel que le quadrilatére persiste à conserver quatre c6tés dans les combi- 
liaisons quelconques. Si cette correspondance ne persistait pas, de même que 
si  le quadrilatkre venait A avoir cinq ou six cûtés, ce ne pourrait être que par 
l'effet d'une combinaison vicieuse, ou par l'application d'une fausse pm- 
priété. La loi cartésienne n'est que la convention par laquelle on distingue 
au moyen des signes $- et -, les grandeurs de sens opposés. Elle n'est, au 
fond, qii'une définition, et il n'y a pas lieu de démontrer que le carré per- 
siste à avoir ses côtés égaux (c dans les combinaisons quelconques. )) J'ai 
rapporté le passage où Auguste Comte dit : (( Peut-6tre faut-il penser d'ail- 
« leurs qu'une lelle proposition ne comporte pas d'explication % priori : du 
« moins l'impuissance radicale des efforts tentés, a cette fin, depuis deux 
« siècles, et quelquefois par des esprits supérieurs autorise beaucoup une 
« semblable opinion. n 

11 faut avouer que les esprits supérieurs se sont montrés bien inférieurs 
sur ce point. En effet, dés que c'est par convention que l'opposition de sens 
des grandeurs se représente par celle des signes + et - ; en d'autres termes, 
puisque c'est par définition que la correspondance entre le sens de la grandeur 
et le signe du nombre qui la représente, existe, il est évident que cette u cor- 
u respondance doit persister dans les combinaisons quelconques, n sans 
qu'il soit besoin de démontrer ou de vérifier la persistance de cette corres- 
pondance. Des qu'un cercle est rond par définilion, il n'est pas nécessaire 
de démontrer on de vérifier que sa rondeur « persistera dans les combinai- 
u sonsquelconques. » Supposons qu'une question ou l'on opére sur des boules 
de couleurs quelconques et en nombres quelconques, conduise cl un résultat 
représente par 24 boules noires ; si dans la  m6me question, toutes les boules 
blanches sont changées en noires et les noires en blanches, il est évident 
qu'on trouvera 24 blanches au lieu de 24 noires. 

De même, si dans uns autre question qui donne d'abord 24 noires et 8 vertes, 
on change les vertes en rouges comme les noires eu blanches, et réciproque- 
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megt, il est évident qu'on trouvera 24 blanches et 8 rouges, au lieu de 24 
noires et 8 vertes. 

Des esprits e vraiment supérieurs, D ne chercheront pas à démontrer un 
tel principe ; car celui qui n'en saisirait pas l'évidence, serait incapable d'en 
comprendre une démonstration quelconque. 

Ainsi, la conséquence qui résulte immédiatement de la correspondance 
établie entre les sens contraires des quantités de même espèce, et les signes 
contraires des nombres qui les représentent, consiste en ce que toute question 
qui conduit A un nombre négatif, conduira au mème nombre changé de signe, 
lorsque, dans la qiiestion, on aura changé le signe de toutes les quantités qui 
sont de même espèce que le résultat trouvé. 

Comme l'équation exprime la  relation qui existe entre l'inconnue et les 
données de la question, l'on obtiendra le  même résultat, soit en changeant le 
signe de l'inconnue, soit en changeant les signes des quantités qui, d'aprks 
l'énoncé, sont de même espéce que l'inconnue. 

Les nombres négatifs, soit isolés, soit associés, représentent des grandeurs 
tout aussi bien que les nombres positifs ; et les grandeurs représentées par 
des nombres positifs, pourraient tout aussi bien être représentées par des 
nombres négatifs, puisque le signe - peut s'adapter, comme le signe +, h 
celui des deux sens que l'on veut choisir. Lorsque la solution d'un probléme 
est donnée par un  nombre négatif, elle convient toujours A, la question, et il 
ne faut pas dire, pour cela, que la question est impossible, ou qu'il est 
nécessaire de la modifier. Autrement, la Solution la plus fausse peut toujours 
convenir à tout énoncé convenablement et suffisamment modifié. 

Pour être bien appliquée, la loi cartésienne aurait besoin d'être bien com- 
prise. Les explications données en Algébre prouvent que la plupart des au- 
teurs n'ont pas bien saisi l'esprit de cette loi, ni la nature des quantités 
négatives. Par exemple, Lefébure de Fourcy étant arrivé B l'équation 
(c 17 (x -2) + 28 = 13 x - 22, )) qui lui donne x = - 4 pour le prix d'une 
journée d'été, dit : a: Pour répondre B la question, il faudrait dire que le gain 
R de l'ouvrier, pendant un jour d'été, est - 4 fr. ; ce qui n'offre absolument 
n aucun sens. Il faut donc conclure quel'énoncé renferme des conditions im- 
a possibles. a Dire a qu'un gain de- 4 fr. n'offre absolument aucun sens, u 

c'est nier toute correspondance entre le sens d'une grandeur et le signe du 
nombre qui la représente. Un gain de - 4 fr. offre un sens bien déterminé, 
puisqu'il signifie une perte ou une dépense de 4 fr., et l'énoncé ne renferme 
point de conditions impossibles, puisque la valeur x x:= - 4 satisfait B toutes. 

Pour que ce soit la valeur x = 4 qui satisfasse à la qiiestion, il faut, dans 
l'énoncé, changer l'actif en passif, ou les gains en pertes, et réciproquement. 
L'équation devient ainsi 17 (x + 2) - 28 = 13 x -/- 22 ; et il est kvident qu'on 
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obtiendrait le même rbsiiltat en changeant x en - x dans la premiére 
équation. 

M. Bertrand dit aussi u que les solutions négatives n'exprimant aucune 
(( grandeur, doivent être rejetées et considérées comme un symplame d'im- 
(( possibilité. )) 11 est vrai qu'il contredit aussitbt cette assertion absurde, en 
ajoutant : cc Mais bien souvent, il n'en est pas ainsi, et les solutions néga- 
a tives peuvent trouver alors une interprétation qu'il est important d'étu- 
u dier. » 

L'interprétation qu'il faut étudier n'est autre chose que la loi cartésienne, 
qu'il faut comprendre, et d'aprks laquelle, suivant Auguste Comte, (( une 
(( exacte coïncidence existe toujours entre l'équation directement instiluée 
« pour le nouveau sens d'une grandeur quelconque, et celle qui se déduit de 
cc la loi propre ii l'ancien sens, en y changeant le signe de la quantité cor- 
u respondante. » 

Mais M. Bertrand n'est pas d'avis, comme Auguste Comte, que cette 
exacte coïncidence existe toujoius. )I Nous allons voir par quel piteux 

exemple il a cru pouvoir faire échec à la  gknéralité de la loi cartésienne. 

« Uii chemin de fer prend O fr. 10 c. par tonne et par kilomètre pour le 
(c transport des marchandises; on paie, en oiitre, un droit fixe de 3 fr. 73 
(c par vagon de 2000 kilogrammes; A quelle distance peut-on transporter 
(( 50 tonnes pour 3 fr. 

(( 50 Tonnes correspondent à 25 vagons ; le droit fixe à payer est donc 
(( de 3,75 X 25, et, en outre, pour le transport à la  distance x, 

0,lO )( 50 X x ; 

a l'équation du problème est donc 

3,75 ~ 2 5 + 0 , 1 0 x 5 0  x x = 3 ;  

(( et, en la rksolvant, on trouve pour x une valeur négative x = - 18,15, qui 
ne signifie ici absolument rien. YI 

Remarquez d'abord l'idiotisme d'un individu qui s'en va offrir 3 fr. pour 
payer la location de 25 vagons, plus le transport de 50 tonnes de charbon, 
lorsqu'il sait que la location d'un seulvagon se paye 3 fr. 75. 

,Comme je l'ai dit, une question, quelque absurde qu'dle soit, peut tou- 
jours être convenablement modifiée. C'est ainsi que le lit de Procuste s'ajus- 
tait à toutes les tailles convenablement modifiées. C'est de cette maniére que 
la  solution de M. Bertrand s'ajustera & sa question convenablement et raison- 
nablement modifiée. 

VoilCl pourtant comment u n  u esprit supérieur n démontre cc qu'une exacte 
u correspondance entre le signe et le sens ne persiste pas toujours dans les 
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(( combinaisons quelconques, 1) et qne (( les solutions~négatives n'expriment 
(( aucune grandeur. » 

Je ne veux pas quitter la  question des quantités négatives sans me permettre 
encore une réflexion au. sujet de H l'impuissance radicale des efforts tentés, 
N depuis de~ix siécles, par des esprits supérieurs pour arriver A une explica- 
(( tion A priori de la loi cartésienne. » 

Je veux dire qu'on ne parait pas assez comprendre qu'on peut être supé- 
rieur en une chose, sans l'être nécessairement en toute autre; autrement, i l  
faudrait prendre pour un excellent dégustateur, un avaleur de sabres, de 
cailloux et d'étoupes enflammées. 

Les Leibnitz, les Bernoulli, les Euler, les d'Alembert, les Carnot, les Duha- 
mel, les Bertrand, les Cauchy sont incontestablement des esprits supérieurs ; 
cependant aucun d'eux n'a compris que c'est une erreur de croire que les anté- 
cédents d'une proportion doivent toujours être en même temps plus grands 
ou plus petits que leurs conséquents. Ils voient bien toiis que la propriété se 
trouve en défaut sur la proportion 1 : - 1 : : - 1 : 1 ; mais, au lieu d'en con- 
cliire que l a  propriété: n'est n i  necessaire ni générale, ils aiment mieux avan- 
cer et soutenir toute espbce d'absurdites. C'est ainsi que Leibnitz avance et 
soiitient qu'une proportion ne peut avoir lieu entre des quantités négatives, 
et que leurs rapports sont imaginaires ; c'est ainsi que d'Alembert et Carnot 
soutieiinent que les quantités négatives ne sont pas plus petites que zéro, sans 
voir qu'ils se mettent ainsi dans l'obligation d'admettre qu'elles ont une va- 
leur nulle ou plus grande que zéro. Duhamel n'adopte ni l'opinion de Leib- 
nitz, ni celle de d'Alembert. D'aprés lui, la proportion 1 : - 1 :: - l : 1 est 
bien une véritable proportion, mais c'est une a proportion entre des choses 
u qui ne sont pas des grandeurs. n 

C'est ainsi qu'au lieu de s'en tenir LL la règle vulgaire et si simple des signes, 
en disant que le produit de deux termes est positif qnand les facteurs sont de 
même signe, et négatif quand ils sont de signes contraires, le grand et illustre 
Cauchy imagine le moyen de multiplier, non les deux termes, mais les u deux 
(( signes l'un par l'autre. n Multiplier deux signes l'un par l'autre, qu'est-ce 
que cela pourrait bien signifier ? L'auteur l'explique en disant : Multiplier 
a deux signes l'un par l'autre, c'est former leur produit. n C'est sans doute 
par oubli qu'il n'a pas ajouté : et former leur produit, c'est les multiplier 
l'un par l'autre. 

Des Quantiths imaginaires. 

Le carre d'un nombre négatif, comme celui d'un nombre positif, est tou- 
jours un nombre positif; donc un nombre négatif n'est jamais le carré d'un 
autre nombre : en d'autres termes, il n'est pas possible de trouver la racine 
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carrée d'un nombre négatif, soit exactement, soit approximativement. Mais, 
quand une question ne peut pas se résoudre, on peut toujours la poser, 
en exprimant la condition demandée, quoiqu'on ne puisse pas y satis- 
faire. Ainsi la condition d'être la racine carrée de - 4 s'exprime par - d - 4, et (\i-)'= - 4 exprime une identité, de même qu'on énonce une 
identité en disant que 3 est le double de la  moitié de 3. - 

Comme \/ - 4 = 2  4 - 1, l'expression V ~ A  peut toujours se mettre sons 

la forme a \/TI, et 4: se représente souvent par la lettre i. - 
On a donc i =FI, 2:' = - I , iJ = - d- I , et i4 = I. Plus générale- - -4n+-3- - .w-l= d - I, i4nS2 = - ment ona  i " = 1 ,  z I , Z  --\/-I. 

Si, à partir d'un point pris sur une droite on porte une long~ieur a ,  une 
égale longueur portée en sens contraire sera exprimée par - a. 

Le calcul donne + a \T-I comme - a \T-r pour l'expression de la 
moyenne géométrique entre + a et - a. 

Cette expression n'ayant aucune valeur réelle, n'est pas rkellement suscep- 
tible d'une représentation géométrique. 

Cependant la droite menée par l'origine, perpendiculairement A la première 
droite, occupant une position moyenne entre les directions opposées de a et 
-a, une longueur égale il a, portée à partir de l'origine, sur cette perpendi- 

culaire, représentera, faute de mieux, la quantité imaginaire a \i-I, et la 

même longueur, prise en sens contraire, représentera - a \/y. 
11 est bien clair que cette représentation d'une quantité imaginaire est 

piirement artificielle, et que la quantité imaginaire n'en devient pas pour 
cela plus réelle. 

La moyenne géométrique entre a et - a, ayant les deux valeurs a \Iy et 

- a i-, il semble que les deux directions de la perpendiculaire B la pre- 
miére droite, les représentent tout naturellement; mais on peut remarquer 
que s'il n'existe, dans l'espace, qu'une direction opposée il une direction don- 
née, il en existe, au contraire, une infinité qui lui sont perpendiculaires; 
d'où l'on voit que la correspondanre entre les quantités imaginaires et leur 
représentation géomét~Gque, n'est pas naturelle. Quoique purement artificielle, 
elle peut aider l'induction et fournir des indications utiles; mais elle peut 
aussi conduire A de fausses conclusions. Cauchy nous en fournira des exem- 
ples, que nous examinerons dans la suite de cet ouvrage. La plus grossikre 
erreur consiste B dire que toute quantité imaginaire est réelle, parce qu'on 
lui a donné, tant bien que mal, une représentation géométrique réelle. C'est, 
en particulier, l'erreur de Mourey, et elle apparait tout d'abord dans le titre 
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de sa Vraie Théorie des quantités prétendues imaginairzs, dédiée aux amis 
de Z'évidence. 

Ii eût été plus exact de la dire u dédiée aux amis de l'évidente absurdité. » 
La même erreur apparaît aussi évidemment dans le titre d'un article du 

même ouvrage : 
a Des racines des équations ; qu'elles sont toutes réelles. » 
L'auteur, qui prétend avoir démontré que les racines imaginaires sont réel- 

les, parce qu'il y a adapté une forme géométrique quelconque, n'est-il pas 
dans le même cas que celui qul prétendrait avoir démontré l'existence du 
phénix, parce qu'il l'aurait figuré sur une plaque d'assurance contre l'in- 
cendie ? - 

Si a et b sont réels, l'expression a $. b \I - I n'en est pas moins une quan- 
tité imaginaire. 

Les denx quantités imaginaires a + b 4-1 et a - b 4- , qui ne dif- 
fbrent que par le signe de b, sont dites conjuguées. 

La somme 2a de ces quantités con~uguées, et leur produit a'+ b2 sont 
reéls. 

Si l'on fait 
b - - 

p=\ / az+bZ  ettangy= -, ona i i r aa+b  \ / - I = ~  (coscp+ \/-rsincp). 
a 

On dit alors que p est le module de la quantité imaginaire, et que cp en est 
l'argument. 

Logarithmes des Nombres soit positifs soit négatifs. 

En arithmétique on définit les logarithmes en disant que les nombres en 
progression géométrique ont pour logarithmes les termes correspondants 
d'une progression arithmétique. 

Soient les deux progressions : 

~ 1 : 7 : 4 9 : 3 4 3 : 2 4 0 1 :  - . . . 
t 0 . 1 . 2 .  3 .  4 . - . . * . - - .  

Les termes de la progression arithmétique sont les logarithmes des termes 
correspondants de la progression géométrique. La raison de la progression 
géométrique s'appelle l a  base du systéme de logarithmes. 

Ces deux progressions peuvent se prolonger vers la gauche, comme vfrs la 
droite; elles deviennent ainsi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



118 LIVRE PREMIER 

D'où l'on voit que les logarithmes positifs sont pour les nombres plus grands 
que l'unité, et les logarithmes négatifs pour les nombres positifs plus petits 
que l'unité ; en sorte qu'il n'y a point de logarithmes pour les nombres néga- 
tifs, puisque la progression géométrique, prolongée indéfiniment dans les 
deux sens, ne renferme aucun nombre négatif. 

D'aprés la définition algébrique, le logarithme d'un nombre est l'exposant de 
la puissance à laquelle il faut élever la base pour reproduirele nombre proposé. 

r 1 Ainsi, comme on a 2401 = 7 , et - = 7-: on dit que, dans le système 
2401 

dont la base est 7, les logarithmes de 2401 et - sont 4 et - 4. 
2401 

1 Mais aucune puissance de 7 ne peut donner - 2401 n i  - -. 
2402 

'De la définition algéb~ique, comme de la définition arithmétique, il résulte 
que les logarithmes positifs sont pour les nombres plus grands que l'unit&, et 
les logarithmes négatifs pour les nombres positifs plus petits que l'unité. 

Aucime valeur réelle de x ne ponvant donner 7" = - 2401, on dit que le nom- 
brz - 2401, et, en général, que tous les nombres négatifs sont dépoiirvus de 
logarithmes. 

Cependant l'extension et la généralisation données aux équations et aux 
formules, par suite de l'institution cartésienne, font éprouver, dans bien des 
cas, le besoin d'attribuer des logarithmes aux nombres négatifs comme aux 
nombres positifs; car, en refusant des logarithmes aux nombres négatifs, on 
se trouverait souvent arrêté dans les transformations qui s'effectuent par le 
passage des nombres A leurs logarithmes. 

Par exemple, les deuxmembres de l'égalité 8 = - 2 x - 4 étant identiques, 
il faudrait dire que leurs logarithmes na le sont pliis, puisque - 2 et - 4 
sont réputés n'avoir point de logarithmes. Par exemple encore, l'aire de l'hy- 

1 perbole équilatére y = - , étant représentée par lx, il faudrait dire que la 
.% 

branche située du côté des x négatifs n'a plus d'aire, ou que cette aire n'est 
plus représentée par lx, puisqu'il n'y a plus de logarithme pour x négatif. 
De même, par le passage des " nombres à leurs logarithmes, les formules 

sin x COS x tang x = - et cot x = - sont transformées en 
cosx sin x 

log tangx =logsin.z. - log cosx, et log cot x = logcosx - logsinx. 
Or, que faut-il penser de ces formules lorsque s inx  et cosx, devenant 

negatifs, sont réputés n'avoir plus de logarithmes, tandis que tangx et 
CO t rr: conserve111 des valeurs positives ? 

Jean BernoulG reconnut et proclama la nécessité d'attribuer aux nombres 
négatifs les. mêmes logarithmes, qu'aux nombms positifs. Cet te opinion, si 
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justement fondée, ne put prévaloir contre la force de la routine. Elle fut 
d'abori? vivement combattue par Leibnitz, dont les objections ne sont, au 
fond, que des sophismes. 

Il faut avouer que celles de Bernoulli nianquaient de base et de solidité. 
La vive et longue polémique soutenue sur cette question par ces deux illus- 
tres géomètres, n'ayant pas abouti, fut reprise plus tard par Euler, qui mu- 
tint l'opinion de Leibnitz, et d'Alembert, qui défendit celle de Bernoulli. 

La définition ordinaire donne raison à ceux qui soutiennent que les nom- 
bres négatifs n'ont pas de logarithmes, et l'opinion de ceux qui prétendent 
qu'ils doivelit en avoir, est justifiée par les besoins de l'analyse mathémati- 
que. En cet état de choses on comprend la stérilité d'une discussion dans la- 
quelle chacun peut se retrancher sur uri terrain favorable B son opinion. 

Avant de discuter, il fallait d'abord arrêter les principes sur lesquels oii 
est d'accord; autrement on risque de ne l'être sur aucun. 

Par exemple, d'Alembert fait le raisonnement siiivant, pour démontrer que 
log (- 1) égale zéro, aussi bien que log (+ 1). 

Soit, r dit-il, a log 2 = x, 
(( a ' o ù l o g ~ ~ = 3 x ;  

cc en faisant 2 = - 1, on a log (- 1) = x, et par suite log (- l)S = 3 x ,  
K qui se réduit Lt log (- 1) = 3 x, puisque (- 1)8= - 1, ou encore à x =3a ; 
u ce qui donne x = O ,  c'est-&-dire, log (- 1) - 0. » 

Aprés avoir ainii prouvé que log (- 1)= 0, d'Alembert ajoute qu'il ne voit 
pas ce qu'on peut répondre A une objection si  claire. 

On peut répondre, comme Leibnitz le fit à Bernoulli, qu'il applique aux 
logarithmes des nombres négatifs, c'est-a-dire à des logarithmes qui n'exis- 
tent pas, les propriétés démontrées seulement pour les logarithmes des nom- 
bres positifs. 

D'Aiembert devait bien voir, par l'exemple de Leibnitz, qu'on répond tou- 
jours et quand même. Ainsi Leibnitz répond à Jean Bernoulli (( que les nom- 
a bres négatifs ne peuvent avoir de logarithmes, parce que le rapport de 
(( 1 a - 1 est imaginaire ; qu'il ne peut exister de rapports réels, ni de propor- 
cc tions entre des nombres négatifs; que la proportion 1 : - 1 : : - 1 : 1 ne 
(C peut être juste ; car les deux rapports ne sauraient être égaux, puisque le 
cc premier va d'un plus grand nombre Lt un plus petit, tandis que le second 
a va d'un plus petit nombre A un plus grand. )) 

Lorsqu'on voit un géomètre tel que Leibnitz, donner de pareilles raisons, 
que ne peut-on pas attendre des géomètres viilgaires 4 

Nous venons de voir que Leibnitz reproche A Bernoulli d'étendre aux loga- 
rithmes des nombres négatifs, les propriétés démonlrées seulement sur les 
logarithmes des nombres po~itifs; or, il va sans dire q.12 Leibnitz tombe lui- 
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même dans le défaut qu'il rzproche à Bernoulli, e t  applique ces propriétés 
même aux nombres imaginaires. C'est ce qu'il fait en disant que si - 2 
(< avait un logarithme, la moitié de ce logarithme représenterait celui - 
de \/-2. 

L'exemple de d'Alembert, comme tant d'autres, prouve, sinon que les nom- 
bres négatifs ont des logarithmes, di1 moins qu'il est nScessaire qu'ils en aient, 
et même qu'ils aient les mêmes que les nombres positifs. La théorie ordinaire 
ne leur en donne pas; mais pour être rationnelle, elle devrait leur en donner. 
Il suffit que le besoin de ces logarithmes de fasse sentir impérieusement, pour 
que ce moyen d'y satisfaire se présente naturellement. 

En effet, la base 7 du systéme considéré plus haut, est la raison de la pro- 
gression 

mais cette même base 7 est aussi la raison de la progression 

qui est composPe des mêmes termes changés de signe. 

Par lb on voit clairement que le logarithme d'un terme de la  premiére 
progression, est identiquement le logarithme du terme correspondant de la se- 
conde progression. Ainsi, 343 et - 343 ont identiquement le même logarithme, 
qui est 3. La définition algébrique des logarithmes consistera donc dans la 
relation x = log * as. 

Ainsi, d'aprés la nouvelle définition, soit arithmétique, soit algébrique, 
deux nombres égaux et de signes contraires, ont identiquement le même 
logarithme, de la même manibre et pour les mêmes raisons ,que deux nombres 
égaux et de signes contraires ont le même carré, que deux arcs égaux et de 
signes contraires ont le même cosinus, la même sécante, etc. 

De ce que les nombres négatifs ont les mêmes logarithmes que les nombres 
positifs, il ne s'ensuit pas que les relations établies entre les nombres positifs 
et leurs logarithmes, existent toutes nécessairement entre les nombres néga- 
tifs et leurs logarithmes. 

On ne peut les vérifier ou les démontrer qu'autant qu'on aura préalable- 
ment et complètement fixé les conditions du système adopté. Autrement, il 
n'y a pas de nombre A qui ne puisse être le logarithme d'un autre nombre B, 
puisqa'il suffit pour cela de prendre A pour la raison de la progression 
arithmétique, et B pour la raison de la  progression gdomktrique. 

-Nous allons m.ainteilant présenter les propriétda fondamentales des loga- 
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rithmes, avec les modifications qu'elles comportent au sujet des nombres 
négatifs. 

Io La somme des logarithmes de deux nombres u et O, représente, ii. la fois, 
le logarithme de + UV et celui de - UV. 

2" La différence des logarithmes de deux nombres u et v, représente, à la  
U U fois, le logarithme de - et celui de - -. 
v v 

3-e double du logarithme d'un nombre représente toujours le logarithme 
du carré de ce nombre. 

4" La moitié du logarithme d'un nombre positif représente le logarithme 
de chacune des racines carrées de ce nombre; mais lorsque le nombre 
est négatif, l a  moitie de son logarithme ne représente pas le logarithme de 
ses racines carrées, qui sont toutes deux imaginaires. Ainsi, la  moitié 

du logarithme de - 2 représente le logarithme de * 42, et non celui de 

r (=i. 
Par exemple, si l'on veut inserer un moyen géométrique entre les deux 

termes 1 et - 7, de la progression géométrique 

Cela nous montre le peu de valeur de l'objection que Leibnitz présentait 
Bernoulli en lui écrivant : 

-- - 
c( Le logarithme de - 2 est la  moitié du logarithme de - 2 ; mais - 2 

(( est un nombre impossible, donc son logarithme est. impossible. Or, une 
cc chose est impossible dont la  moitié est impossible ; donc le logarithme de 
- 2 est impossible, puisque sa moitié est impossible. u 

Ce raisonnement de Leibnitz, poussé un peu plus loin, démontrerait tout 
aussi bien que le logarithme de 4 est impossible : En effet, des que le 
logarithme de - 2 est déclaré impossible, on dira qu'une chose est impossible 
dont lamoitié est impossible ; donc le logarithme de 4 est impossible, puisque 
sa moitié qui est le logarithme de - 2, racine de 6, vient d'ètre démontrée 
impossible. . 

Au fond, ce raisonnement, qui aboutit B une conclusion évidemment fausse, 
prouve que Leibnitz est parti d'un principe faux, en disant que la moitii: du 

logarithme de - 2, représente le logarithme de F 2 .  
C'est surtoiit dans le calcul intégral que nous rencontrerons et que nous 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



122 LIVRE PREMIER 

établirons la nécessite de donner aux nombres négatifs les mêmes loga- 
rithmes qu'aux nombres positifs. 

Je ne parlerai point ici des logarithmes imaginaires, auxquels on n'a besoin 
de recourir que dans la théorie défectueuse qui refuse toute espèce de 
logarithmes réels aux nombres négatifs. 

Je sais bien qu'on pourra alléguer les beaux travaux qii'on a fondés sur les 
logarithmes imaginaires. Je dis que c'est de la science aprés déraillement. A 
la  vérité, il y a des industriels qui sauraient tirer parti même d'un deraille- 
ment ; mais le conducteur de la machine doit avant tout Sviterle déraillement. 

Des Variables et de leurs Fonctions. 

Les quantités représentées par des lettres peuvent être supposées constantes 
ou.variables. ordinairement les premières lettres de l'alphabet représentent 
les constantes, et les dernieres les variables. 

Une variable qui ne dépend d'aucune autre, s'appelle variable indepen- 
dante. Elle est susceptible de recevoir toutes les valeurs possibles. . 

Toute variable qui en renferme une autre dans son expression, s'appelle 
fonction de cette autre variable. 

5 sin x 
Ainsi y=3x2,u=-, v = a z ,  a=log~3, t=- ,  a-x l - x  

sont autant de fonctions de la variable x. 

Losqu'une équation existe entre plusieurs variables, chacune d'elles est 
une fonction des autres. Par exemple, dans l'équation 

y2 - 3 xy f 5 y - x 3-1 = O, chacune des deux variables est une fonction 
de l'autre. 

Sil'équation est résolue par rapport à l'une des variables, cette variable est 
dite une fonction explicite des autres. Une variable s'appelle fonction impli- 
cite lorsque l'équation n'est pas résolue par rapport (L cette variable. 

Dés que deux variables sont fonctions l'une de l'autre, aucune des deux 
n'est absolument indépendante ; pourtant on appelle indépendante celle que 
l'on fait varier arbitiairement. Par exemple, dans l'équation ye = x, la variable 
x peut être dite indépendante, mais elle ne l'est pas absolument, puisqu'on 
ne peut pas lui  donner de valeur négative sans que la valeur correspondante 
de y devienne impossible ou imaginaire. 

7 x  Les fonctions 3 x2, - , etc., sont dites algébriques, taudis que les fonc- 
u - x  

tions a*, logx, tangx, etc., sont dites transcendantes. 
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Sil 'onau=sin;r ,  v = 3 x s , z = e 2 ,  et y = u + v + z ,  y s'appelle une 
fonction composée. 

Lorsqu'ondit qu'une variable décroit indéfiniment, on entendqu'elle décroît 
jusqu'à zéro ; lorsqu'on dit qu'elle croit indéfiniment, on entend que la valeur 
peut croître sans limite. 

Des Limites des Fonctions. 

Le mot limite s'emploie dans deux acceptions différentes. C'est ainsi que 
dans la premikre acception l'on dit que la surface d'un corps est la limite de 
ce corps, que le périmètre d'un polygone est la limite de sa surface. Dans la  
seconde acception, on entend par limite d'une grandeur variable, une gran- 
deur fixe dont la variable peut approcher indéfiniment sans pouvoir l'attein- 
dre. C'est ainsi que la surface du cercle est la limite de celle du polygone 
régulier inscri; dont on double indéfiniment le nombre des cdtes, et que la  
circonférence du cercle est la limite du périmétre de ce polygone. De même, 

1 lorsque la  valeur de x croit indéfiniment, celle de y = - a pour limite zéro, 
x 

parce qu'elle approche indéfiniment de zéro, sans pouvoir être absolument 
1 

zéro. De même encore, la 1imil;e de y = 4  + - est 4 ,  lorsque x croît indéfi- x 
niment. 

Il est évident qu'une variable ne peut avoir de limite qu'autant qu'elle est 
fonction d'une autre variable ; car une variable absolument indépendante est 
susceptible de recevoir toutes les valeurs possibles. 

Tous les géomètres s'accordent à dire que c( la limite d'iina variable est iine 
(( quantité fixe dont la variable s'approche indéfiniment sans jamais pouvoir 
u l'atteindre. n Ce qu'il y a de très-étonnant, c'est qii'après avoir insiste 
tout particulièrement sur les conditions de cette définition, ils les transgres- 
sent ensuite avec la plus grande facilité. C'est ce que fait, par exemple, 
M. Charles de Freycinet, car après avoir dit : 

(( Ce qui caractérise la 1imite.telle que nous l'avons définie, c'est la fois 
r que la variable puisse en approcher autant qu'on le veut, et néanmoins 
(( qu'elle ne puisse jamais l'atteindre rigoureiisement,~ il adopte la définition 
qu'on donne généralement de la tangente en appelant ((tangente h une courbe 
a la limite vers laquelle tend la  direction d'une sécante qui passe par un 
(( point constant de cette courbe, et dont un second point d'intersection se 
(( rapproche iddéfiniment du premier. n 

D'abord une direction n'est pas une quantité; ensuite la sécante devient 
tangente lorsque les deux points coïncident; ainsi la prétendue limite peut 
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être atteinte rigoureusement. Nous aurons lieu de signaler dans la  suite un 
grand nombre de limites entachées du même défaut. 

Une variable et sa limite sont nécessairement de même nature; autrement, 
comment leur différence pourrait-elle devenir très-petite ? Et d'abord de 
quelle nature serait cette différence? Elle ne peut jamais devenir rigoureu- 
sement nulle, parce que la variable n'est pas indépendante, mais dépend d'une 
antre selon une loi qui ne permet pas à la variable de coïncider avec sa limite. 

MM. de Freycinet et de Fabry ont cru donner la raison de cette circonstance 
(( en disant; « qu'il y a entre la variable et sa limite, une différence vrai- 
R ment essentielle. )) Cette raison est absurde. Pour l'appii yer, M. de Fabry 
ajoute qu'il c est absolument impossible qu'une droite soit la  limite d'une 
« autre droite. n 

1 Une droite peut trés-bien etre la limite d'une autre. Par exemple, soit - 
CG' 

l'angle que fait la sécante avec la tangente, cet angle aiira pour limite zéro, 
lorsque x croîtra indéfiniment, et l'on pourra dire que la tangente est la 
limite de la  sécante. 

Mais si l'angle varie d'une manière tout-à-fait indépendante, rien n'em- 
pèche la  sécante d'atteindre et  de dépasser la tangente, qui alors représente 
une position particulière et non la limite de la sécante. 

Lorsque le nombre des cdtés d'un polygone inscrit croit indéfiniment, son 
périmètre a pour limite la  circonférence, parce que le polygone étant inscrit, 
son périmètre n'est pas une variable indépendante. Mais, si le polygone 
n'était pas assujetti 3. la condition d'être inscrit dans le cercle, son périmètre 
pourrait atteindre et dépasser la circonférence. 

Thdorie des Convergents. 

Lorsqu'une fonction croit indéfiniment, elle ne peut tendre vers aucune 
limite fme ; cependant elle peut tendre vers une seconde fonction plus 
simple, qu'on obtient en supprimant dans la premiére les termes qui tendent 
vers zéro, et cette sevonde fonction est ce que j'appelle le convergent de la 
premiére. 

2 sin% De cette manière, 3 x%+ 5 est le convergent de 3 xa + 5 + 3: f -. 
z2 

Lorsque le convergent d'une fonction est une constante, il en représente la 
2 sinz limite ; ainsi 5 est le convergent ou la limite de la fonction 5 + - + -. 
n: x2 

Il est évident que la somme des convergents de plusieurs fonctions, repré- 
sente le convergent de la somme de ces fonctions. 
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11 en résulte que pour trouver la limite de la somme de plusieurs fonctions, 
on pourra remplacer chacune d'elles par son convergent, et, de cette maniére, 
le calcul pourra devenir beaucoup plus simple. Supposons, par exemple, 
qu'on demande la limite de la  fonction 

dans laquelle on suppose x infini. 
4 

Lorsqu'on sait que les convergenls des quatre termes sont 2x:-2x3, 

x+4,et-x-l,leursomme2x3-2x3f 34-4-0 - 1, quise réduit A 3 ,  

donne la limite cherchée. 

Nous allons établir les règles & snivre pour calculèr les convergents des 
fonctions les plus ordinaires. 

PREMIÈRE RÈGLE. - Le convergent de la fraction 

dans laquelle on suppose que rn est le plus fort des exposants, se réduit au 
A rapport -. 
A' 

En effet, si l'on divise tous les termes par xm, il n'y aura que le premier du 
numérateur, et le premier du dénominateur qiii ne tendront pas vers zéro 
quand on fera croltre x indéfiniment. Le convergent, ou la limite de la 

A fraction, sera donc -. 
A' 

REMARQUE. - Si A = O, OU si le iiumbrateur est d'un degré moins 6lev6 
que le dénominateur, le convergent ou la limite se réduit A zéro. 

DEUXIÈME RÈGLE. - Le convergent de la fraction 

est de la forme ~ x ~ + b x ~ - ~ + - .  ..... + kx+ h, où n=m-m',  et oùlescoef- 
ficients a, 6, ..... k,  h, se déterminent en identifiant les termes du divi- 
dende h cenx du produit du diviseur par le quotient. 

Par cette règle, on trouve que le convergent de la fraction 
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TROISI~ME RÈGLE. - Le convergent de l a  fonction 

~ r + a ~ ~ ~ + B x ~ - ~ +  ..... + K z + H ,  est x + o .  m 

Pour le démontrer, posons : 

a x+-+ a = v x m + a l d u + B x d +  .....+ & + H e  
m 

En élevant les deux membres 9 la puissance m, et  supprimant les termes 
qui leur sont communs, il vient : 

m a x"+ ....... = Bfl-*+ ....... + K m + H .  
Le premier terme est du degré m-I, et  tous lesautres termes sont d'lin degré 

moindre. En mettant dans le premier membre tous les termes qui contien- 
nent le facteur a, et dans le second tous ceux qui ne le contiennent pas, 

N l'égalité peut s'écrire M a = N, et donne a = -. O r  le premier terme de M 
M 

étant du degré m - r, et tous les autres, d'un degré moindre, il en résulte 

que le numérateur de la fraction est d'un degré plus faible que le dé- 
M 

N nominateur ; donc, d'air& la  remarque de la premikre régle, la fraction - 
M 

a pour limite zéro. Mais si a a pour limite zéro, le convergent de 

v x m +  axm4 + B e Y  ...... + Bx + H  , 
a se réduit Li, x  + -, comme il fallait le démontrer. 
m 

L'application de cette régle donne x + pour le  convergent de 
2 

~ s 2 + p x  + 9 ,  et x  +- le convergent de \ / d + p l x  + $; 
2 

par conséquent, la limite de la  différence 

Par exemple, la limite de 

13-5 
\/z2+ 1 3 ~  - 13 - dz2+ 5+9, est - 2 ou 1. 

QUATRI~ME RBGLE. - Le convergent de la  fonction 

est 
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Pour le démontrer, on pose 

(xa+ a'x + b ' f  xb+ an:"+ b~'"-~+ CxM+ . . . . . +Kx+H , 
a et, en identifiant les termes du même degré, on obtient a' = - 
m ' 

b'= 2mb - a2(m - , après quoi l'on fait voir, comme précddemmant, 
2m2 

que a tend vers zéro lorsque x croît indéfiniment. 

ax b a' 
Cette règle donne x2f +T-a,  

pour le convergent de ,4+ bs2+ c X + ~ ,  v 
b-b' a'-a" 

Par l'application de cette règle, on t,rouvera - - - 
2 8 

pour la  limite 

de la fonction 

ax b a' car, le convergent du premier radical étant x2+ - - et  celui du 
2 + 3  8' 

a'x b' second étant x2f - f - g il s'ensuit que la limite de la  fonction 
2 

b-b' a'-a'' 
proposée est - - -. 

2 8 

Je n'essaierai point de compléter ici la théorie des convergents, en ajoutant 
de nouvelles règles à, celles qui ont été formulées plus haut ; mais je m'atta- 
cherai 5i en faire bien comprendre l'esprit et les avantages, par les nouveaux 
exemples que je vais traiter conformément aux règles précedentes. 

x PREMIER EXEMPLE.-Trouver la  limite de l'expression x - - . 
1 

1+3c 

x Le convergent de la fraction - , est x - 1, d'après la deuxième règle; 
1 

1+; 

donc la limite de l'expression proposée est x - x + 1, ou r. 
3: L'expression proposée peut aussi s'écrire --, et, d'aprés la premiére 

x+r 
régle, sa limite est I .  

Cet exemple, qui a été trailé par M. Gérono, à la page 90 de ses NouuelZes 
Annales de Mathdrnatzpues de 1865 , mérite d'être trés-soigneusement 
remarqué, car l'auteur le choisit tout exprbs pour montrer l'erreur des 
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principes de ma Théorie des Convergents. Ce but déterminé est nettement 
indiqué dans ce passage du même article des Nouvelles Annales : 

a Des précédents de cette nature ne permettent guére d'espérer que l'on 
a puisse parvenir A convaincre M. Fleury de l'erreur qiii existe dans ses 
u principes fondamentaux. Aussi, ce n'est pas précisément l'objet que je 
u me propose en répondant A l'Avertissement. Mais l'auteur est licencie 
a és-sciences mathématiques, et l'assurance avec laquelle il proclame Texac- 
u titude de ses raisonnements, pourrait égarer le jugement de quelques-uns 
(( de ceux qui n'ont pas encore fait des études aussi prolongées que les 
u siennes. » 

1 D'aprés mes Principes fondamentaux, la fraction - ne peut pas devenir 
x 

1 rigoureusement nulle, mêms en y supposant x infini ; car si la fraction - 
x 

x x se réduisait à zéro, l'expression x- - , se réduirait à n: - - ou zéro. 
1 1 

' + G  

x - 1 1 On a identiquement x - - - - ; or, si - devenait nul, l'identité 
x 

deviendrait O = 1, ce qui est absurde. 

1 Pour M. Gérono, il est absolument exact que-= O ; et la preiive que j'ai x 
donnée du contraire est ce que M. Gérono appelle l'erreur de mes principes 
fondamentaux. 

x 
a L'hypothése x=a, )) dit-il, u réduit l'expression x - - a x - x. » 

1 
I + ,  

On aurait donc x - x = I ? M. Gérono en convient; mais il ne voit là 
aucune absurdité ; car il entend que la valeur de x - x n'est pas zéro, et la 
preuve, dit-il, c'est qu'elle doit être I. La valeur de x -x n'est pas zéro, 
puisque, ajoute-til, (( la réduction des deux termes x, - x conduit ri 
u l'@alite I = o. » 

Son article de six pages, publié afin de montrer l'erreur de mes principes 
fondamentaux, est tout de la même force. Ainsi, dit-il, a les deux termes 

a-a' a - a' 
2 a T ~ > - -  

x ne se détruisent pas, généralement du  moins, parce 

« qu'ils ne proviennent pas de l'hypothése x = m .  n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTIONS FONDAMENTALES 129 

Or, si x - x .n'égale pas zéro. c'est que x nY5gale pas LE. Il était impossible 
d'affirmer une absurdité plus évidente. 

DEUXIBME EXEMPLE. - Trouver la limite de l'expressioii 

D'aprés la troisiéme règle, le convergent de la première racine est 
19 3 

x + , celui du seoond est x +- ; donc la  limite.de l'expression proposée 
2 

19-3, ou 8. est - 
2 

Dans plusieurs algébres, et en particulier dans les premières éditions de 
celle de M. Bertrand, on multiplie et  l'on divise la diffdrence des radicaux 
par leur somme, ce qui, réduction faite, donne : 

Ensuite, en divisant tous les termes par x, on obtient 

En supposant nuls les termes qui ont x au  dénominateur, l'expression 
précédente se réduit à 

De ce que le r6sultat trouvé par cette méthode est exact, il ne s'ensuit pas 
que les termes supposBs nuls !e soient rigoureusement, car la valeur d'une 
variable n'atteint jamais sa limite. 

Il faut donc conclure que la méthode qui donne ici un résultat exact, est 
cependant fondée sur un principe qui ne l'est pas, p~iisque dans d'autres cas 
elle conduit à des résultats complétement faux. 

Elle a un autre dkfaut bien grand, puisqu'elle ne s'applique qu'à la d m -  
rence de deux radicaux du second degré, et n'a, par conséquent, aucune prise 
sur les exemples suivants : 

TROISIBME EXEMPLE. - Soit à trouver la  limite de 
m m. 
~X~+AZ"~+B.F-+. . . .+KX+H - \~x~'+A'x~-~+B'x~'-~+. . . +K'x+H'~ 
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A D'après la troisiérne kgle,  le roimergent du premier radical est 3 + -, et 
112 

A' A A' celui du second, x + - ' leiir difference - - - représente donc la li- 
m' ' m m' 

mite cherchée. 

QUATRIBME EXEMPLE. - Soit à. trouver la limite de 

m. Tx~-B~c*~+ .... +KZ+H - ~ x ~ ~ + B ' x ~ ~ - ~ + .  . . . .+R'x+H. 

Cet exemple est le précédent dans lequel A et A' sont nuls; la limite est 
donc zéro. 

CINQUIÈME EXEMPLE. - Trouver la limite de 

Elle se voit immédiatement, car le coiivergent du radical étant x, la limite 
est x - x, OU zéro. 

Pour les exemples auxquels ne s'applique pas la méthode donnée par 
M. Bertrand, il renvoie & ce qu'il appelle des arfiifices de calcul; ce qui 
revient à dire : Tire-toi de là comme tu pourras. 

3- 

Voici l'ar tifiçe de calcul qu'il emploie pour l'exemple 4x3 + I - x, dont 
la limite se voit du coup, d'aprés notre Théorie des Convergents. 

3- 
(( Trouver la limite de 4%" I - x, lorsque x augmente indhfiniment. 

s- 
3- 

(( vz3+1-x= 
( X I  - x )  [$- + X ( / X ~ + I  +x2] 

3- 3- 

Y(x3+ 1)2 + x \/x2 + I + x2 

C'est par de tels artifices, et bien plus compliqués encore, qiie AI. J. Bertrand 
traite l'exemple suivaat : 

O dont il demande « la vraie valeur, pour X=I , n qui réduit la fraction A -. 
O 
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Le procédé employé dans son algébre est d'une complication effrayante ; et 
j'ai montré dans ma Théorie des Convergents (page 44) que u le résultat 

0 3\14 - 4, donné dans la 3-* édition, n'est pas plus exact que le résultat 
23 - 4 

ci. 4 - II , qui se trouvait dans la premibre édition, puisque sa valeur 
15 

e exacte est . 3d:- 4 
69 

. n 

ER publiant une méthode rigoureme plus simple et plus générale, j'ai 
critiqué celle de M. Bertrand, fondée sur des pirocedés compliqués, sans rigueiir 
ni généralité. 

M. Bertrand, ainsi prévenu avant la 4m' édition de son algbbre, a compris 
que sa méthcde était plutôt A myer qil'a corriger. Chest le parti qu'il a pris, 
comme nous l'apprend l'awerfis8emenf de la 4- édition, oii on lit : 

« Enfin le Chapitre sur les expressions qui se présentent sous m e  forme 
« indéterminée a Bté rayé. n 

Cependant, comme l'auteur ajoute : (( Nous avons pensé qu'il valait mieux 
!( ne s'occuper de ces sortes de questions qu'aprés avoir étudié les propriétes 
« des dérivées, » je prouverai que la méthode fondée sur les dérivées, ne 
vaut pas mieux que celle qui a Bté raybe. 

On appelle série une suite illimitée de termes qui pr~cbdent suivant une loi 
dé terminée. 

Ainsi les progressions et les fractions périodiques sont des séries. 

Si l'on désigne par u,, u, , 26, u,, etc. , les termes d'une série, et par Sn la 
somme des n premiers termes, on aura identiquement : 

Lorsque 72 croît indéfiniment, la somme S. peut croltre aussi indéfiniment, 
ou tendre vers une limite, ou enfin varier d'une maniere quelconque, sans 
croître indéfiniment, ni tendre vers une limite déterminée. Quand cette 
somme tend vers ilne limite, la série est dite convergente; dans tout autre 
cas elle est considérée comme divergente, quoique ce mot convienne plus 
particulibrement aux &ries doiit la somme croit indéfiniment. 
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Par exemple, si l'on a 

la valeur de Sn est zéro ou 1, suivant que n est pair ou impair. La série n'est 
n i  convergente ni divergente, et il n'y a pas lieu de chercher la limite de la 
somme de ses termes, puisque cette somme est connue exactement. 

Toute progression géométrique décroissante est une série convergente, et 
tolite plogression géométrique croissante est une série divergente. Une frac- 
tion périodique est, au  fond, une progression géométrique décroissante ; elle 
constitue donc une série convergente. 

Pour qu'une série composée de termes positifs, soit convergente, il e ~ t  
nécessaire que son terme général un tende vers zéro, lorsque n croît indéfi- 
nimen t. 

En effet, si les termes restaient plus grands qu'un nombre cr, la  somme de 
n termes serait plus grande que na ,. qui croit indéfiniment avec n. 

Cette condition n'est pas suffisante, c'est-&dire que le terme un peut ten- 
dre vers zéro, sans que la série soit convergente. 

Par exemple, la série 

1 
qu'on nomme série harmonique, est divergente, quoique le terme ; tende 

vers zéro. 

Pour démontrer que cette série est divergente, désignons par a la somme 
1  1 1 1 1  + par a' la  somme - + - + - + - composée des 4 termes qui 3 r' 5 6 7 8  

viennent ensuite, par a'' la somme des 8 termes suivants, et ainsi de suite; 
1  1 on aura a > -, a' > a" > -) et ainsi de suite. 2 2 2 

1 1  La somme reprbsentée par + 2+ a + a' + a" + etc. , est donc pliis 

1 1 1 1 1  grande que la somme correspondante 1+ + 2+ + $ etc. ; par 

consequent elle peut croltre indéfiniment. 

La limite d'une série est ce que les auteurs appellent sa valeur, ou sa 
somme, et ils disent qu'une série divergente n'a pas de somme. 

Cetle confusion de langage passe bientôt dans l'esprit de ceux qui l'em- 
ploient. Ils l'introduisent ensuite dans le calcul, en posant une égalité entre 
la somme des terqes de la série et la limite de cette somme. Ils traitent cette 
égalité comme si e h  était rigoureusement exacte, et ne se font pas scrupule 
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cle l'appeler une identité. Je montrerai qu'il y a  tout à perdre A sacrifier ainsi 
l'exactitude sous prétexte de simplification de langage. 

Pour moi, une limite sera une limite; j'appellerai limite d'une série, et 
non somme d'une série, la limite de la somme de se3 termes. Je considérerai 
toujours comme inexactes les égalités 

quoique 1 soit bien la limite de la série, comme de la  progression ou de la 
. . .  fraction périodique. 

On devrait pourtant bien comprendre qu'il ne peut jamais être nécessaire 
ni permis de commettre une inexactitude, quand même elle conduirait tout 
droit au mouvement perpét~~el,  ou A la quadrature du cercle. 

En partant d'égalités inexactes, ou, pour employer l'expression de Carnot, 
d'équations imparfaites, on peut démontrer tout ce qu'on veut, le faux aussi 
bien que le vrai, et tomber ainsi dans de graves erreurs, comme cela est ar- 
rivé aux plus grands géomètres, tels que Leibnitz, Bernoiilli, Lagrangz, Cau- 
chy, Abel, Bertrand, etc. 

L'identité \ 
xS - as ---- = x7+ ax6+ a2x5+a3x4+ a4x3+ a%'+ a'x + a', 
x - a  

pourra, par abréviation, s'écrire : 

parce que la division se fait exactement, et que les termes sous-entendus sui- 
vent tous la même loi. 

Mais l'identité 

ne pourra pas s'écrire ' 

1 .................. - = 1  + x + d + x 3 + d +  ., 
1 - x 

3cn parce que le terme - ne suit pas la même loi que les autres, et  que l'abre- 
1 - x 

viation-suppose que les. termes sous-entendus snivciit tous la même loi. 
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D'après cette loi, le terme a?-4 serait suivi du terme a " ,  t~ès-différent du 
@ terme - qui est dans l'identité. 

1-x 

Tandis que l'identité est vérifiée pour toute valeur de r, l'égalité 

ne se vérifie que pour x = o. Pour toute valeur de x comprise entre O et r , 
ou O et -1, la séiiie est convergente, et le premier membre représente la 
limite, mais non la valeur du second rndmbre. 

La série devient divergente pour toute valeur de x non comprise entre 
+ I et - I ; alors l'égalité 

1 -- -1+x+x2+x3+x'+ ...... ........, 
1 - x 

qui était approchée dans le cas de la convergence, devient tout fait illu- 
soire dans celui de la divergence. 

Par exemple, pour x= 2, elle devient 

-1=1+2+4+ 8+16+32+64+ ..... ..; 
ce qui est évidemment absurde. 

Peut-on remplacer une fonction quelconque par son développement en série, 
et réciproquement ? D'Alembert ayant reproché h Lagrange de l'avoir fait 
dans un cas où la série n'est pas convergente, Lagrange répondit par cette 
question : 

Je demande, si, toutes les fois que dans m e  formule algébrique il se 
« trouve, par exemple, une série géométrique infinie telle que 

u I + X + X ~ + X ~ + X ' + .  ........ , 
1 

u on ne sera pas en droit d'y substituer- , quoique cette quantité ne soit 
1- x 

(( réellement égale à la somme de la série proposée qu'en supposant le dernier 
r( terme @ nul. Il me semble qu'on ne saurait contester l'exactitude d'une 
u telle substitution sans renverser les principes les plus communs de 

l'analyse. n 

Cette réponse ou, si l'on veut, cette question n'est vraiment pas digne du 
grand géomètre qui l'a faite. Que1.s sont donc les principes renversés 7 

Remplacer 
1 

r+z+x2+x". ....... par - dans le cas de x =2, c'est substituer 
1-x' 

-1 A 1+2+4+8+16+32+ ...... ,c'est prétendre que la somme de 

toutes les puissances entiéres et positives de 2, est représentée par - 2 .  
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Contester L'exactitude d'une telle substitution, c'est renverser non un prin- 
cipe d'analyse, mais la plus grossiére des absurdités. 

M. Laurent, répétiteur b 1'8c6le polytechnique,partage l'erreur de Lagrange, 
en disant dans sa Théorie des Séries: 

u Les series divergentes ne pourraient-elles pas être soumises aux mêmes 
u calculs que les séries convergentes? Ne pourrait-on pas convenir de 

1 
représenter, par exemple, - quel que soit x ,  par le symbole 

1-s' 

u I + LC +;i2 +x3 + , . . . . . . ? C'est ce qu'il resterait à éclaircir. Espérons que 
a noiis connaîtroi~s bientôt le dernier mot de la science sur ce point. n 

1 
Je viens de dire que représenter -par le symbole I++X'+X+X~+. . . . . . , 

1 - l.G 

c'est, par exemple, représenter - 1 par le' symbole 1 + 2 + 4 + 8 + 32 + . . . . . . 
Espérer que la science viendra bient6t justifier de pareilles n~onstruosités, 
c'est vraiment lui  faire beaucoup trop d'honneur. C'est conime si l'on espé- 
rait que la science, b force de progrés, arrivera rZ démontrer que 2 et 2 font 
cinq milliards. 

Il faut maintenant montrer comment l'inexactitude, regardée comme trbs- 
petite, ou plutdt comme nulle, que l'on commet en égalant la somme des 
termes d'une série, St la limite de cette somme, peut conduire A des erreurs 
très-graves. 

Soient les deux sommes : 

Si on retranche chacun des termes de la seconde, du terme correspoiidaiit 
de la premiére, la  différence des deux sommes se trouvera représentée par 

Mais, si l'on supprime tous les termes communs aux deux sommes, leur 
1 

diff6reiice se trouvera exprimée par r - -. 
n 

On a donc identiquemevt : 
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Partant de cet te identité, je forme le tableau suivant, dans lequel chacune 
des égalités qui suivent la première, se déduit successivement de la précé- 
dente, en retranchant de ses deux membres le premier terme du second 
membre : 

1  1 -  I l l  ---- ......... -+-+-+ ..... 1 
3 12 12 20 30 +fi-)? 

Il est évident que la somme de toutes ces identités sera encore une 
1 .  

identité. Or, l a  seconde ligne verticale contient n fois le terme - 
donc la somme de ces termes donne 2 3 ou le terme - 1, qui détruit le terme 

12 

+ 1, en sorte qu'après cette réduction, l'addition des termes du premier 
membre donne 

Mais: en additionnant les termes de chaque colonne du second membre, 
on obtient aussi 

 addition des identités du tableau donne donc l'identith 

1 1 1 1  l l l l i  
2+3+ T+ gf ........ +;=+ 3 + p +  5+ ........ +;7 1 

qui se rédiiit A O ='O, coinme o i ~  devait s'y attendre. 
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Naintenant, si, sous prétexte que chaquo série est prolong6e à l'infini, on 
1 croit que le terme - est absolument nul, le tableau précèdent deviendra : 
n 

et, en additionnant membre il membre, on obtiendrait 

qui se réduith 1 = 0. 

C'est Jean Bernoulli qui fut conduit, decette manïere, it l'absurdité I = o. 
Ni lui, ni son frére Jacques, n i  les géomètres qui les ont suivis, n'ont pu 
comprendre la cause de cette erreur, parce que, pour les géomètres, en géné- 

1 rai, la fraction - est nulle quand on y suppose n infini, et M. Bertrand, qui 
n 

reproduit le calcul des Bernoulli, déclare irréprochable ce calcul dans le- 
1 quel - est partout traité comme zéro. 
n 

Les séries du tableau précédent sont convergentes, tandis que la série har- 
monique, d'oh on les a tirées, est divergente. C'est donc à la série harmonique 
qn'on impute l'erreur du résultat final, et Bernoulli crut que cette erreur 
prouvait qne la  série est divergente. 

Cet exemple et d'autres ont conduit 1esgeomStres à croire les séries diver- 
gentes douées d'une sorte de vertu délétère, capable d'infecter les calculs ou 
les raisonnements les plus irî.éprochables. C'est tout particuliérement l'opi- 
nion d'Abel, et i l  s'en indigne en ces termes : 

N Les séries divergentes sont quelque chose de bien fatal, et c'est une 
rr honte qu'bn se soit avisé d'y fonder aucune démonstration. On peut démon- 
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« trer tout ce qu'on veut en les employant; ce sont elles qui ont fail tant de 
u rnalheurs et qui ont enfanté tant de paradoxes. )) 

M. Bertrand a tiré des œuvres de Jacques Bernoulli l'exemple qui a conduit 
son frére Jean à l'égalité I = O ,  dans le but de le faire servir Ci démontrer 
qu'on n'a pas le droit d'employer les séries divergentes en analyse. 

C'est une bien étrange maniére de raisonner, que de commettre une erreur 
sur des séries convergentes, pour l'imputer à une série divergente, et en con- 
clure que tontes les séries divergentes doivent étre proscrites de l'analyse. 
Voici ce singulier raisonnement de M. Bertrand, tel qu'on peut le lire dans 
son Traité de calcul difdrentiel. 

« Tous les géométres s'accordent aujourd'hui à regarder la  convergence 
d'une série comme une condition nécessaire de son légitime emploi. Les 
premiers inventeurs de cette grande théorie partageaient cette opinion, qui 
semble d'ailleurs si naturelle. 

u C'est vers le commencement du siècle que Poisson rappela les géomètres 
A la vérité et Q la  rigueur, en montrant a quels rhsultats peut conduire 
l'emploi des séries divergentes. Quelques lignes énergiques de Gauss et 
d'Abel ont également contribué faire cesser ce scandale géométrique, et à 
établir solidement la nécessité absolue de la convergence, en faisant dispa- 
raltre de la science une erreur qui, tenant aux principes, aurait pu en 
causer un grand nombre d'autres. 

n Les geomètres du XVIII" siécle attachaient peu d'importance à la conver- 
gence des séries. Les plus illustres d'entre eux ont employé des series 
divergentes, et paraissent s'6tre fait illusion sur le peu de rigueur des rai- 
sonnements oh elles interviennent. On trouve cependant dans les œuvres de 
Jacques Bernoulli un exemple trés-remarquable du danger qu'elles pré- 
sentent, et c'est même & cause de l'absiirdité d'un résultat, qii'il affirme la 
divergence d'une série dont il s'est servi pour l'obtenir. Nous rapporterons 
cette démonstration, qui fournit un  des arguments les plus simples et les 
plus concluants que l'on puisse présenter sur cette rquestion, qui d'ailleurs 
n'est plus douteuse pour personne. 

2 1 1  1  
u Considérons la série -+ 3+ 4+. . . . + -, et désignonsla par S, nous 

2 12 

aurons 

a S =  1 1  1 + + -J- . . . . . . . , OU, ce qui revient a11 méme, 
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u Posons 

........ « 011 aura évidemment S = A + B + C + D + . .  .; d'unautre c8té 

« de suite indéfiniment. 
1 1 1  ............................. ( On a donc S = 1  +2+ 4+4+ ; 

u et en comparant cette valeur h la  précédente, on serait conduit à conclure 
u I = O,  résiiltat absurde. Le raisonnement serait cependant irréprochable, 
u si la série désignhe par S etait convergente. On peut donc affirmer qu'elle 
u ne l'est pas, et l'on voit en même temps quelles erreurs peut entraîner 
(( l'emploi des séries divergentes. D 

La plupart des assertions contenues dans ce passage portent à faux. D'abord 
Leibnitz et les Bernoulli opéraient sur les séries divergentes, et trés-souvent 
sur lasérie harmonique. Or, c'est juste au moment oh M. Bertrandles prend sur 
le fait, qu'il affirme que u les premiers inventeurs partageaient l'opinion de 
a tous les géomètres, qui s'accordent aujourd'hui 8 regarder la convergence 
« d'iine série comme une condition nécessaire de son légitime emploi. D 

Les premiers inventeurs croyaient si naturel et si légitime l'emploi qu'ils 
faisaient des séries divergentes, qu'ils n'ont pas même cherché à le justifier 
par des démonstrations. 

J'ai montré que l'erreur imputée ti une série divergente, dans l'exemple 
rapporté par M. Bertrand, a été réellement conimise sur des séries conver- 
gentes, et il y a ceci de trés-remarquable, o'est que, par sa nature, cette 
erreur ne pouvait pas se commettre sur une série divergente. En effet, puis- 
qy'elle consiste à remplacer la  somme des termes de la série par la limite de 
cette somme, on ne la commettra jamais sur une série divergente, puisque, 
dans ce cas, la limite n'existe pas. 

En supposant même que des erreurs nombreuses eussent et6 commises sur 
les séries divergentes, faudrait-il pour cela les proscrire de l'analyse ? Que 
deviendrait la musique, si l'on en bannissait tous les instruments sur les- 
quels on a fait de fausses notes? 
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Les fondateurs de la théorie des séries sont partis d'une série divergente 
pour former et sommér les séries convergefites les plns remarquables. Je vais 
montrer que le principe si fécond sur lequel ils ont fondé leurs calculs, peut 
se démontrer trés-rigoureusement, et comporte mème une plus grande géné- 
ralité que celle qu'ils lui  attribuaient. 

..... Soit S=u,+n,+ ui+ui+ $ u n - , + u n  

une somme composée de termes positifs quelconqiies, et en nombre quel- 
. . .  . . 

conque. 

Soit ensuite 

Sf = U A + , +  u,'+ %+ Uk+ 3+ Uk+d+ "" 4- un+ ,+  Un+2+  z t n + k  9 

une somme composée des mêmes termes que la précédente l'exception des 
k premiers et des k derniers ; en sorte qu'en supprimant les termes communs, 
on a identiquement - - 

S -  s '=ui+u,+  .... +u, - ( u n + l + z c n + ; +  .... + u n + k ) .  

' hlais, si, a u  lieu de supprimer les termes communs, on retranche le pre- 
mier de 8' du premier de S, le deuxihme du deuxiéme, et ainsi de suite, 
et qu'on désigne les restes successifs par , 

...... 14, r2,  r3 ,  r4 4in-I* rn 

on aura identiquement : 

hIaintenant, supposons que le terme un converge vers une limite A ,  la 

somme eci+ us+ u3+ u4+ .......... sera une serie divegen te. dont les 

termes peuvent être croissants ou décroissants, tandis que la série 

1;+ r, + r3+ r4+ ..... , qui en a éte déduite, est une série convergente, 
. . .  dont la  limite est ut+ u,+ .... + u, - kA. . . 

Lorsque A est zéro, comme dam la série harmonique, la limite se réduit 

a. PL,+ u2+ . S . .  + Uk. 

' La régle que nous venons de démontrer peut donc s'énoncer de la'maniére 
suivante : 

Etant donnée, un6 série qlielcanque u,+ il,+ u,+ u,+,. ... &o.niergente 

o i  divekente, dont le terme un tend vers une limite A: qyeluinqye, si on 

retranche terme à terme de cette série la mème série privée de ses k pre- 
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miers termes, on obtiendra une série convergente, dont la limite sera 
u,+ u2+ .... + uk- kA. 

Puisque le principe est général et rigoureusement démontré, ce n'est pas 
son application A la  série harmonique qui a pu conduire les fréres Bernoulli, 
et ensuite M. Bertrand, à l'absurdité I = o. 

Ceux qui prétendent, avec M. Bertrand, que cette absurdité prouve qu'on 
n'a pas le droit d'employer les séries divergentes en analyse, ou, avec 
Abel, que les séries divergentes sont quelque chose de bien fatal, D que 
« ce son1 elles qui ont fait tant de malheurs et enfanté tant de paradoxes, » 
ressemblent à celui qui voudrait briser tous les in~truments de musique sur 
lesquels on a fait de fausses notes. 

Leibnitz est parti d'une série divergente pour en déduire les séries conver- 
gentes qui portent son nom, et les Bernoulli ont suivi son exemple. Leur ma- 
nibre d'opérer donne à la fois la  loi et la limite des séries convergentes dé- 
dnites de la série divergente. Je vais en reproduire quelques exemples tirés 
des œuvres de Jean Bernoulli. 

1 1 1 1 1 1  ....... u retranchant la série B = + + + + - + + , 3 F 5 ô 7 8  

(( qui n'est autre que la  série A ,  privée de ses deux premiers termes, il 

(( et par suite 

Bernoulli ayant, de cette maniére, obtenu lalimite de la somme des fractions 
dont les dénominateurs forment l a  suite des carrés, 4, 9, 16, 25, 36, etc., 
tous diminués de 1, continue ainsi : 

1 1 1 1 1  
a Delaserie E =  - + r + g + - 7  + g +  ............. 

1  

a il reste 
2 2 2 2 2  G =  3+iS+z+a+YI+ .... = E - F = 1 ,  
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1 1 1 1 1  
(( et enfin 1 = g+r+-+-+wo20+ ...,... =D-H- 1 24 43 80 -4 '  )) 

1 
Il trouve ainsi 3 pour la Limite de la  série H, dont les dénominateurs 

forment la suite des carrds paire, 4, 16, 36, 64, etc., tous diminués d'une 
1 

unité; et pareillementT 9 pour la limite de la &rie 1, dont les dénominateurs 

forment la  suite des Carféç impair$, 9, 25, 49, R I ,  etc., tous diminité4 d'une 
unité. 

1 1 1 1 1  
Pour trouver la limite de la série 7+a+2i+W+G+. . . . . . . ,  

dont les dénominateurs Iorment la suite des carrés 16, 25, 36,49, etc., tous 
diminues du carré 9, Bernoulli part encore de la série harmonique, et dit : 

(( la soustraction donne 

(( et par suite 

C'est encore de là mgme manibre, et exi partant toujours de la série haiimo- 
nique, que Bernoulli tronve la limite de la série 

dont les dénominateurs forment la suite de3 nombres triangulaires 10,15,21, 
28, 36, etc., tous diminuésdu mênle nombre triangulaire 6. A cet effet, il dit : 

i Z i 2 1 1 1  P o s a n t  A =  +-+:+ + +'7+7+ ......., 
1 2 3  B j r b  
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(( la soustraction donne 

(( et, par suite, 

Voilà, je crois, assez d'exemples pour montrer la simplicité et la fëcondité 
de la méthode imaginée par les premiers inventeurs de la théorie des séries. 
C'est en cela, dit Jen Bernoulli, que consiste l'artifice ingénieux employé par 
Leibnitz pour sommer les belles séries qui portent son nom. 

J'ai donne une démonstration rigoureuse du principe sur lequel est fondée 
cette méthode : son application ne peut donc conduire qu'A des résultats 
exacts; ce qui ne veut pas dire qu'en l'appliquant mal, on ne puisse trouver 
des résultats faux. Par exemple, celui qui, pour imiter Bernoulli, poserait 

et, en soustrayant la seconde de la premibre, déduirait 

trouverait, de cette maniére, - 1 au lieu de 1, pour la  limile de la série C. 
Mais, puisque dans les séries A et B, le terme un converge vers 2, il faut, 

2 
conformément au principe démontre, prendre 2 - - ou 1 pour la limite 

1 
de la série C, ce qui est bien la limite déjh connue. 

Tous les exemples qui viennent d'être rapportés, débutent par une série 
divergente, et prouvent avec quelle facilité la loi et la limite des séries con- 
vergentes peuvent se déduire des séries divergentes. 

Si le paradoxe n'était pas tant à la mode, ce ne serait pas sans un grand 
étonnement, qu'on lirait dans i'Algèbre de M. Bertrand : 

« Une série divergente ne représente rien et ne peut être d'aucun iisage 
a en analyse. n ,  

C'est ici le lieu de placer une observation piquante. En effet, toutes ces 
séries remarquables que Leibnitz e t  les Bernoulli ont deduites d'une série 
divergente, n'ayant rien perdu de leur importance, il faut bien queM. Bertrand 
nous dise quelle méthode il substitue à la leur, pour sommer ces mêmes 
séries, puisqu'il assure qu' (( une série divergente ne représente rien et ne peut 
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(( Gtre d'aucun usage en analyse, que la convergence est une condition 
u nécessaire de son légitime emploi. n , 

Cette méthode lngéniense se trouve exposée dans le passage suivant du 
Traité de Calcul diffdreutiel de M .  Bertrand : 

u Noils commencerons par donner quelques exemples fort simples de séries 
u dont l a  somme est connue. 

La remarque suivante peut en fournir un grand nombre. Appelons 
u a,, a*, as. ..... a, des nombres quelconques, assujettis LL la seule condi- 
u tion que an soit infiniment petit, lorsque n est infiniment grand; on a 
u évidemment : 

u et cette identité contient un  grand nombre de séries. 

(( Soient 1 1 
a, = l ,  a, =-. .... .;. ........ a,=-; la formule (1) 

2: n 
1 1 1 u devient 1 = - + - $ - + 1 ....... 

1.2 2.3 3 .4  + n ( n + l ) >  

u formule connue, et  l'une des premiéres que Leibnitz ait troiiv6es en abor- 
u dant l'étude des séries. 3 

Les nombres a , ,  a * ,  ..... a, étant assujettis B la seule condition que an 

devienne infiniment petit, ils peuvent donc' former une série divergente, et 
afin qu'on n'en ignore, M. Bertrand les remplace lui-même par les termes de 

1 1 1 1  1 la série harmonique + + + 6 + ...... + G, et c'est cette série 

divergente qu'il emploie pour démontrer que u la convergence est une 
u condition nécessaire de son legitime emploi. )) 

Il  faut avouer que dans cette identité de M. Bertrand : 

la série harmonique est dissimiilée sous un voile bien transparent; car on 
voit clairement que la  méthode de Leibnitz, qui débute par une série diver- 
gente, et celle de M. Bertrand qui, selon lui, débute par une identité, sont 
comme blanc bonnet et bonnet blanc. 

Cependant, si M. Bertrand voulait soutenir que les deux méthodes sont 
essentiellement différentes, en cz sens que la premiére part d'une série diver- 
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geete, u qui  ne représente rien eb cause tant de malheurs, n je lui accorderais 
bien volontiers qLie c'est d'une identité qu'on tire les égalités suivantes : 

dais je demanderais alors comment il se fait qu'en additionnant des 
égalités provenant toutes d'und identité, elles donnent encore l'absurdité 
I = O, tout aussi bien que quand on les avait tirées d'une série divergente? e t  
la chose étant ainsi, pourquoi ne pas proscrire de l'analyse les identités aussi 
bien que les séries divergentes ? 

Cette question ne pe~it  manquer d'embarrasser les ennemis des séries diver- 
gentes, et ma Yéponse leur Sera dure à entendre; car, je soutiens qu'il ne peut 
y avoiP aticun vice dans la ~élrie divergente, tandis qu'il y en a un dans 
i3identit$ de M. Bertrand. 

En effet, cette identité de M. Bertrand : 

n'est pas exacte. Elle devient une égalité exacte, une identité, quand on la 
1 

corrige, en remplacant le premier membre par 1 - -; ce qui donne : n 

Si donc, en ajoutant des égalités, on trouve r r O, c'est qu'elles ne sont pas 
1 

exactes. On croit pouvoir mettre 1 au lieu de 1 - n, parce qu'on dit que pour 
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I 
n infini, le terme - devient nul. Mais, puisqn'on trouve r = O, cela prouve 

n 
1 

que - ne peut jamais être nul, et cela ne prouve pas autre chose. 
n 

S'il était vrai, comme dit M. Bertrand, qu' (( on ne peut compter sur la 
(( rigueur d'un raisonnement où intervient une série divergente, N on ne 
pourrait donc démontrer la divergence d'aucune série, puisqu'elle intervien- 
drait inévitablement dans la démonstration. 

Du reste, n'est-il pas trop clair que l'erreur commise dans un raisonne- 
meil t ne peut être imputée qu'B celui qui raisonne, et jamais B l'objet sur 
lequel on raisonne; car, quel que soit l'objet sur lequel il vous plaise de 
raisonner, hippopotame ou chauve-souris, si votre raisonnement est irrépro- 
chable, il ne pourra vous conduire qu'h un résultat infailliblement exact. 
Mais si votre raisonnement porte à faux, par exemple, si vous prenez 
l'hippopotame pour u n  poisson, ou la chauve-souris pour un oiseau, je ne 
serai pas étonné de vous voir arriver A une monstrueuse absurdité. 

M. Bertrand ne s'est pas contenté de son article contre les séries divergentes, 
donne a la  page 230 de son Traité de Calcul diffdrentiel; il y revient A la page 
254, pour faire une nouvelle sortie contre « les partisans des séries divergen- 
u tes. n Il arrive encore ici qu'un calcul qui serait u irréprochable si la série 
a n'était pas divergente, n conduit, comme dans l'exemple de Bernoulli, a 
une grande absurdité. 

Pour prouver que ce nouveau (( malheur, D ou ce nouveau scandale 
u gdométrique, n ne vient point d'une série divergente, je montrerai qu'il 
résulte d'un calcul fort peu irréproclzable, fait sur des séries q ~ i i  sont toutes 
convergentes. 

Par la division l'on obtient : 

on en déduit : 
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et par suite : 

L'addition de ces dernières égalités donne : 

En faisant P = et changeant tous les signes, on obtient : - 2' 

Or, il est impossible que cette égalité soit exacte, p~iisque le premier mem- 
bre forme une série divergente, et le second une série convergente. 

Cependant toutes les séries additionnées sont convergentes pour z = - 1 .  
2 ' 

donc l'erreur ne peut pas venir d'une série divergente. 

Pour montrer clairement en quoi consiste cette errcur, supposons que les 
1 égalités additionnées, après qu'on y a fait .z = - -, soient au nombre de 
2 

2 n ,  la somme des premiers membres sera : 

En désignant par s, la somme des deux premiers termes, par 8 %  la somme 
des deux suivants, et ainsi de siiite, on aura. 

S = 8 , + S 2 + S 3 $ S 1 f  ' - ' . . ' . . . . ' . . + S R - I + S ~ .  

Les termes de cette dernibre sont tous positifs et augmentent rapidement. 
En additionnant aussi les seconds membres, la premikre partie du résultat 

est : 

dont tous les termes sont négatifs, et dont je représente la somme par - A. 

La seconde partie se compose de termes qui ne suivent plus la même loi, 
et dont je représente la  somme par L, en sorte qu'on a identiquement 
S = L - A .  
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Maintenant, si l'on augmente n indéhiment, S et L aiigmenten t aussi in- 
définiment, tandis que A tend vers ude limite finie. 

Or, en additionnant les séries convergentes, M. Bertrand néglige L, et 
trouve ainsi S = - A. 

C'est comme si dans l'égalité 7 = 9 - 2 on négligeait 9 pour écrire 7 = - 2. 
Voilà l'erreur que M. Bertrand commet sur des séries convergentes, afin 
de l'imputer ii la série divergente qui résulte de son erreur. I l  en conclut 
qu'il faut proscrire de l'analyse les séries divergentes. Voici, du reste, le texte 
même de M. Bertrand : 

(( La série 

dit-il, page 256, a est transformée en 

Elle est ainsi transformée quand on prend S =- A, au lieu de S = L - A, 
o u 7 = 2 , a u l i e u 7 = 9  -2. 

u Or, « ajoute l'auteur, o> la première série éLant divergente et la seconde 
(( convergente, i l  n'y a pas entre elles d'égalité possible. Cependant la série 
(( (4) est celle qui représente 1 (1 - 2x1, dans laquelle on suppose x = - 1. 
u Les partisans des séries divergentes doivent donc dire: elle est égale à 13. u 

u La transformation d'une série divergente, lors même qu'elle donne nais- 
« sance à une série convergente, doit être considérée comme insignifiante, B 
a moins qu'une nouvelle démonstration ne vienne liii donner un sens; cette 
(( démonstration peut quelquefois être faite, parce que la  série transformée 

et la série primitive 6tant démontrées égales lorsque toutes deux sont con- 
(( vergentes, fournissent deux développements de la même fonction. S'il 
u arriva ensuite que l'une d'elles devienne divergente, pour une certaine 

hypothèse, l'autre demenrant convergente, représentera encore la fonction, 
(( justifiant, en apparence, ceux qui prétendraient que l'aiitre série la repré- 
a sente encore après être devenue divergente, et qui se 'trouveraient dans le 
N vrai, pour avoir commis la double erreur d'accepter une transformation 

qui n'est plus légitime et une série qui,  étant divergenle, ne représente 
u plus rien. » 

je défie bien de débrouiller ce galimatias, car, supposons que vous ayez 
d'abord compris qu' u une série divergente ne représente rien, D comment 
comprendrez-vous ensuite que 

la série 
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u qui est divergente, représente Z (1-2x), dans laquelle on suppose x= - 11 n 
Comment comprendrez - vous le sens d'une transformation insignifiante? 
M. Bertrand vous répond que c'est en lui a donnant un sens par une nouvelle 
a démonstration. N Mais l e  moyen de démontrer ce qui n'a pas de sens? S'il 
faut rejeter les séries divergentes sous prétexte qu'elles ne signifient rien, ne 
faut-il pas, plus forte raison, rejeter les démonstrations de ce quine signi- 
fie rien? Pent-on dire d'un o5jet quelconque qu'il ne signifie rien? Parce 
qu'un hippopotame n'est ni une carpe n i  un  lapin, s'ensuit-il qu'il ne repré- 
sente rien ? 

Si, d'une manière quelconque, je tombe sur une égalité entre un  cercle de 
3 mètres de rayon et un carré de 3 métres de cbté, j'en conclurai que le 
calcul ou le raisonnement qui m'y a condnit, est mauvais comme celui qui a 
conduit M. Bertrand it son égalité entre une série divergente et une série 
convergente. Mais si l'on veut expliquer l'affaire la manière de M. Bertrand, 
on dira aux partisans des cercles qui ne sont pas carrés, comme il dit aux par- 
tisans des séries qui ne sont pas convergentes: vous voyez bien que tous les 
cercles qui ne sont pas carrés sont des cercle3 vicieux ; ce sont eux qui on 
enfanté tant d'erreurs et de paradoxes, etc. 

Quelle relation existe-t-ilentre une fonction et son développemunt en série? 
Il n'y a jamais identité entre les deux ; mais si la série est divergente, la 

différence peut être trés-grande : on n'a donc aucun droit d'égaler l'une à 
l'autre. Lorsque Lagrange prétend a qu'on ne salirait contester l'exactitude 
a d'une telle substitution sans renverser les principes les plus communs de 
u l'analyse, D on peut répondre qu'on ne renverserait qu'une grossière 
erreur. Lagrange prend pour lin principe d'analyse l'opinion communément 
adoptée par les géométres, d'aprés laquelle on considère comme identiques 
une fonction et son développement en série. 

Lorsque la série est convergente, la fonction et  son développement ne sont 
pas identiques, puisque la  fonction représente la limite de la somme des 
termes, et non la somme elle-même. 

Ainsi, dans l'exemple traité plus haut, la  première égalité 

n'est pas exacte, même lorsqu'en y faisant a = - 1 5 9 on obtient, aprés un 
changement de signes : 

dont le second membre forme évidemment une série convergente. 
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Pour que l'égalité devienne parfaite et rigoureuse il faut ajouter un terme 
qui ne suit plus la loi de la  série. 

L'égalité qu'on obtient en égalant une fonction à son développement en 
série, ne devenant exacte qu'au moyen d'un terme correctif, il s'ensuit qu'en 
additionnant un  nombre illimité de ces égalités, le nombre des termes correc- 
tifs sera aussi illimité, et que la somme de ces termes pourra avoir une 
grande valeur ; en sorte qu'en négligeant ces termes censés nuls, la somme 
négligée sera considérable, et il en résultera une grave erreur, comme dans 
l'exemple de M. Bei trand. 

Leibnitz et Euler ont cru qu'on devait toujours avoir 

par exemple, qu'en y faisant x = 1 ,  l'égalité 

devait finir par devenir exacte à l'infini. Voici ce. que Laplace rapporte à 
ce sujet : 

u En ajoutant les deux premiers termes, les deux suivants, et ainsi de 
« suite, on transforme la suite dans une autrd dont chaque terme est zéro. 
« Grandi, jésuite italien, en avait conclu la possibilité de la Création, parce 

1 
a que la suite étant toujours égale à 2 ,  il voyait celte fonction naître d'une 

« infinité de zéros ou du néant. Ce fut ainsi que Leibnitz crut voir l'image 
« de la création dans son arithmétique binaire, où il n'employail que les 
« deux caractéres zéro et l'unité. I l  imagina que l'unité pourrait représenter 
« Dieu, et zéro le néant, et que l'être suprême avait tiré du néant tous les 

êtres, comme l'unité avec le zéro exprime tous les nombres, dans ce 
« sgstéme d'arithmétiqiie. 

a Cette idée plut tellement à Leibnitz qu'il en fit part au jésuite Grimaldi, 
« président du Tribunal de Mathématiques la Chine, dans l'espérance que 

cet embléme de la  création convertirait au  christianisme l'empereur 
« d'alors, qui aimait particuliérement les sciences. Je ne rapporte ce trait 
CI que po~ i ï  montrer jusqu'h quel point les prkjugés de l'enfance peuvent 
« égarer les plus grands hommes. 

(( Leibnitz, conduit par une métaphysique singulibre et trés-déliée, consi- 
déra que la suite I - I f I - I + r - r, etc., devient l'iinité ou zéro, sui- 

« vant que l'on s'arrete it un  nombre de termes impair ou pair, et comme 
u dans l'infini, il n'y a aucune raison de préférer le nombre pair h l'impair, 
:< on doit, suivant les régles des probabilit&, preiidre la moitié des résiiltats 
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relatifs à ces deux espéces de nombre, et qui sont zéro et i'unite ; ce qui 
1 

donne 7 pour la valeur de la série. n 

Laplace voit dans cette explication de Leibnitz une métaphysique singu- 
lière et trbs-déliée. Les géomètres donnent trop d'exémples d'une pareille 
métaphysique, qui consiste A profiter d'une erreur dont ils n'ont pu découvrir 
la cause, pour la présenter comme une preuve i l'appui d'une proposition 
qu'ils ne peuvent démontrer autrement. 

Ainsi les Bernoulli, M. Bertrand, M. Gérono, par un calcul évidemment faux, 
arrivent a l'absurdité I = o. Bernoulli en conclut que la série harmonique 
est divergente ; M. Bertrand en conclut qu'on n'a pas le droit d'employer les 
séries divergentes en analyse ; M. Gérono en conclut « l'erreiir de mes 
« principes fondamentaux. D 

1 
Le jésuite Grandi trouve 2 = O + O f O $. O, etc. ; il en conclut que 

1 
puisqu'on fait 3 avec des zéros, l'univers a bien pu se tirer du néant. 

1 
Enfin Leibnitz croitque 17égalité2=1-13-1 -13-1-1+. . , . . .  

doit finir par devenir exacte à l'infini, c'est-&dire que le second membre doit 
1 

finir par faire -. 11 attribue donc, comme Pascal, au nombre infini la pro- 2 
priété de n'être ni pair ni impair. Puis il dit : si l'on s'arrête à un nombre 
pair de termes, la somme I - I + r - I + . . . . . . égale zéro, tandis qu'elle 
égale I, si l'on s'arrête B un nombre impair ; or, comme le nombre infini 
n'est pas plutôt pair qu'impair, la somme devra tenir le milieu entre zero 

1 
et I ; sa valeur est donc 3.  

Il me semble que je ferais un raisonnement tout pareil à celui de Leibnitz, 
en disant : Voici une urne qiii contient vingt boules blanches et vingt noires. 
Comme il n'y a pas plus de raison d'en tirer une blanche qu'une noire, 
il s'ensuit que la boule qui sortiila, tiendra le milieu entre une blanche 
et une noire ; donc elle sera rouge. 

Des Conditions de Convergence. 

Lorsque tous les termes d'une série sont positifs, nous avons vu qu'il est 
nécessaire, pour qu'elle soit convergente, que le terme u, tende vers zéro. 
Cette condition est-elle pareillement indispensable lorsque la série a des 
termes positifs et des termes négatifs ? Tous les auteurs l'affirment. 
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« Nops remarquerons d'abord, n dit Duhamel, (( que la somme des termes 
d'une série ne peut tendre vers une limite détermiqée, si la granqçpr des 
termes ne Lend pas vers zéro.. . . Il e ~ t  donc indispensable, pour qu'une 
série soit convergente, que les ternies, lors meme qu'ils sonb de signes 
Cliff&ents, aient pour limite z é r ~ .  n 

Je vais moptrer qu'on petit soute ni^ le contraire. 

Soit l'identité 1 1  1 1  
n-r 

Rien ne sera changé si  l'an ajoute le même nombre, pal< exemple l'u&ké, i 
chaque fraction dii second membre, et l'identité deviendrc 

On voit par 1A que les geux sogrnes 

1 ont identiquement la même limite - ; et, quand on réduit chaque terme 
2 

positif avec le terme négatif siiivwt, elles donnent 13 même série 

Comment donc admettre que deux séries qui ant identiqyeqie~t la même 
limit,e, soient l'une convergente et l'autre divergente ? 

Il  faut dire main tenant ce que M. Bertrand appelle « caractbre général des 
« séries coqvergen tes. )) 

Selon lui, « le  caractbre d'une. série coqvergente co~~&î& dam la, o~nditiaq 
« suivante : 

« Pour qu'une série soit convergente, il faut et i l  sufit qu'on puisse pren- 
u dre, ddns la série un nombre n de termes assez grand, a partir du premier, 

p o u r q u e l a s o m m e d e s p s u i v a n t s , ~ n + ~ n + I + ~ n + s +  
soit, quelque grand que soit p (f i i t i l  même infini), inférieur en valeur 

q qbsolue, & une quqntité dosnée, si petite qu'elb soit,, eb tende vers zero 
a quand croit iadéfiniment. u 

Le caraçtére géqeral étant, époncé, la dérnonstratio~ ~e fait en deux 
points : « 1" La, omditipn est nécessaire ; 2" La c ~ d i t i o n  esfi suffisihale, n 
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Js ne rapporterai pas cette démonstration. Mais il me semble que La Palisse 
l'aurait donnée plus courte; car si A est la limite de S., lorsque dans 
l'égalité A =Sn f. R, on prendra S, t ~ é s - p h  de A, il est évident que R 
sera tds-près de zém. 

(;ette démonstration it La Palisse étaib d'autant plus nécessaire, qu'il parait 
qiie celle des géornétres naest pas oonchante, qu'elle laisse la question dou- 
teuse. Du moins, c'est M. Laurent qul I'afnrme dans sa thhrie des séries : 
u leur démonstratin~~, u diû-il, « n4est pa3 Irk-claire ; elle pécàe en un point 
u délicat.. .... Ce point délicat n'a pas échappé ii M. Catalan, qui e S  allé 
u jusqu'à nier la justesse du thégrème qui nous ocoupe. r 

M. Laurent ayant rapporte I'etremple pae lequel M. Catalan fait échec an 
car&ère, gd&rc$ donrlé pap PB, Best~and, b3 giuitta $ a s  se pronanoer nl pour 
ni cvqtreb, il tenuine en &qnt : ct Marcbarn dmit b sa&& but et hurnonsi 
a l'obstacle, qu'il serait trop difficile de repverser. o Le fameux caractél*e 
généra8 constituerait donc un obstacle t rop  dwc i t e  à renverser, et qu'il 
faut tourner pour mca~cber drqi t  bq t .  

La mélhode si simple et si féconde de Leibnitz et des BernouUi, fondée 
sur les séries divergentes, donne du coup la loi et la limite des séries qu'on 
en déduit. 

Il en Pésulte qu'une série étant donnée, si l'on peut la déduire par cette 
méthode dmwne autre &rie, on aura immédiatement sa limite. 

Soit* g&r exeznh, la série 

En posant 

on obtient, par la soustpaetbn des bermes correspondants : . 1 ,> 

et par suite, 

2 De cette manière on trouve - pour la limite de la série proposée. 
15 
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Quand on ne peut pas calculer la limite d'une série, on cherche du moins 
à en démontrer la convergence. Le moyen le plus efficace consiste à com- 
parer ses termes C1 ceox d'une série dont la convergence est connue. Par 
exemple, toute progression géométrique décroissante est une série conver- 
gente. Or, le rapport d'un terme au précédent est u n  nombre plus petit que 
l'unité. Si donc ce rapport, dans une série, devient et reste au-dessous d'un 
nombre plus petit que l'unité, ses termes resteront plus petits que ceux de la 
progression décroissante, et ainsi cette série sera convergente. 

Soit la série : + 

La limite de cette série ne peut pas se déterminer exactement, parce 
qu'elle est incommensurable ; mais on peut démontrer facilement que la série 

1 
est convergente : en effet, C1 partir du terme - 9 le rapport d'un terme au 1.2  

1 
précédent reste toujours plus petit que29 ce qui  sufit pour que la série 

soit convergente. 

La limite de cette série se désigne par e : on ne peut pas la calculer exacte- 
ment ; mais en additionnant un  grand nombre de termes, on en trouve une 
valeur approchbe. Le nombre 2, 71 8281 828 4 la reprbsente avec dix chiffres 
décimaux exacts. 

Lorsque les termes d'iine série sont alternativement positifs et négatifs, il 
sufit  que chacun d'eiix soit plus petit que le précédent, en vale~ir absolue, 
pour que la série soit convergente. 

Posons 

A , = u , - v , + u , - v , + u S - v , + u , - v , +  .... + I L , - 0 , .  

En réduisant chaque terme'positif avec le suivant, et désignant par 
a , ,  a,, a,, a, .. . .. . a, , les résultats obtenus, on aura 

A, = a , + a e + a , $ a , +  ........ i- a n  

Mais, si on réduit chaque termenégatif avec le suivant, les résiiltats seront 
tous négatifs, et en les désignant par - a,, - a,, - a,, - a, . . . . . . - a, , 
on aura encore identiquement 

A,=u,-v, - ( a , + a , + a , + a , +  ....... +a,) 

En désignant par A la limite de A. , par v la  limite de un , et par ci la limite 
dea ,+as+a ,+  ....... onauraA=u,-u-a .  

On voit par 18 que A.est toujours plus petit que u ,  -v, et si v = O ,  A est 
plus petit que u, . 
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Lorsque les termes positifs et les termes négatifs se siiccèdent dans la serie 
selon une autre loi quelconque, il y a plusieurs cas à considérer. 

Soient u,, us, u,, u, . . . . . . les lermes précédés du signe +, et v,, v,, 
v, , v, . . . , . . les termes précédés da  signe - . 

Posons U m = u , + u g + u 3 + u 4 +  ..-... +u,, 

PREMIER CAS. - Si lesSommes Un et V, ont toutes deux des limiles U et V, 
la limite de la série sera U - V, qiiel que soit l'ordre dans lequel les termes 
se succéden t. 

D E U X I ~ E  CAS. - Si une seule des deux sommes U, et Vn a une limite, la 
série proposbe est nécessairement divergente. 

TROISIÈME CAS. - Les sommes Un et V. croissent toutes deux sans limite. 
Dans ce cas la somme des termes de la  série dépend de la loi suivant laquelle 
ils sont groupés. La série résultanle peut ètre divergente ou convergente, et  
sa limite, quand elle en a une, dépend de la manière de grouper ses termes. 

Soit la série 

Puisque les termes sont alternativement positifs et négatifs, et toujours 
décroissants en valeur absolue, la  série est convergente,et sa limite plus petite 
que le premier terme 1. 

La série 

contient en apparence, les mêmes termes que la précédente, mais conime ils 
ne sont pas placés dans le même ordre, la série peut avoir une aulre limite 
que la précédente. 

Si les deux sommes U, et Vn deviennent infinies, leur différence peut le 
devenir en même temps ou rester finie. Cette différence dépend de la relation 
qu'on établit entre m et n par le groupement des termes de l a  série. 
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L'INFINI ET SES PROPRIETES 

Toute grandeur est nécessairement fmje , c'est-à-dire comprise entre des 
bornes ou limites qui la  terminent de toutes parts. 

Ainsi une droite, quelque grande qu'on la suppose, est nécessairement 
terminée à ses extrémités. Quand on prolonge la droite, on éloigne ses deux 
extrémités; mais il serait absurde de les vouloir supprimer, ou de supgoser 
que la droite n'en a plus. 

De même, tout plan est terminé à la ligne qui le circonscrit, comme tout 
d i d e  (i la surface qui le renferme. 

De même encore en ajoutant l'unité $ un  nombre fini, celui qu'on obtient 
est pareillement fini. De ce qn'on peut toujours ajouter l'unité B un nombre, 
Pascd en conclut (( qu'il y a un infini en w m b r e . ~  Cependant c'est la'conclu- 
sion contraire qu'on est en droit de tirer ; car, si en ajoutant continuellement 
l'uiuté à u n  nombre, on n'obtient jamais que des nombres finis, c'est qu'il 
n'y a que d a  nombres finis, et point d'infini en nombre. 

S'il n'y a point de grandeur réellement infinie, de nombre infini, toute 
propriéte particulibre qu'on prête aux quantités infinies, ne peut être qu'il- 
lusoire, si elle ne convient pas également aux quantités finies. 

Par exemile, Pascal parlant de l'infini en nombre dit : N 11 est faux qu'il 
« soit pair, il est faux qu'il soit impair; car en ajoutant l'unité, il ne change 

point de nature : cependant c'est un nomhre, et tout nombre est pair ou 
« impair. » 

Le nombre infini n'est ni pair n i  impair, parce qu'il n'y a réellement 
point de nombre infini. Cependant rien p'empèche d'appeler infiniun nombre 
extrêmement grand ; alors un  nombre i d n i  sera pair ou impair, entier ou 
fractionnaire, tout comme un nombre fini, puisqu'en réalit8 ce sera un nom- 
bre fini. 

1 Lorsqu'on a *=-Y toute valeiir trbs-petite de a rend x trés-grand, et ré- 
a 

ciproquement. Quand x est extrêmement grand, a est extrêmement petit ; on 
peut dire alors que x est infiniment grand, et 2 infiniment petit. Mais x ne 
peut &mais &re assez grand p u r  que z soit rigoureusemeet zéro. Supposer 

1 qu'on puisse avoir T=-s c'est suppwer l'absurde et I'impossible, c'est sup- 
O 

poser qu'on pourra faire 1 à force d'ajouter des zéros, ou qii'on pourra pren- 
dre assez de zéros pour faire l'unité.' 
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Lorsque x est trks-grand, ou, si l'on veut, infiniment grand, t est trés-petit 

ou trés-pr8s de sa limite zéro ; mais il est absurde de dire que' est la limite 
O 

de s; carA n'est pas un nombre posSible, et ainsi, il ne peut &tre la limite 
O 

d'aiicune variable. 
1 Lorsqiie z est très-prbs de zéro, on se figure que x, qui égale - est trés- 
a 

1 1 prés de -; en cela on se fait grandement illusion, car si L était la limite 
O O 

1 1 1 de -, ce serait aussi la limite de xg = -; or, s i  la différence entre x et - 
2% O 

1 pouvait ètre trés-petite , la différence entre se et - serait, à plus forte rai- 
O 

son, trés-petite. Comment donc les valeurs de x et  de @, qui s'éloignent 

toujours en grandissant, podrraient-elles se rapprocher en même temps d'iine 

même limite ' P 
O 

Si l'on veut que soit nommé infini, 9 faudra distinguer deux infinis 
O 

essentiellement différents : le premier, qu'on peut appeler infini absolit, et 
1 qui est représenté p a r ,  est absurde et impossible; et toutes les propriétés 
O 

qu'on peut lui supposer, comme tous les calculs auxquels on voudra le sou- 
mettre, sont pareillement absurdes et illiisoires. 

Le second infini, qu'on pourrait appeler infini relatif, sera représenté par 
une variable à laquelle on attribuera une valeur dite i d n i e ,  c'est-&dire 
extrêmement grande, mais réellement et nécessairement finie. Par conséquent, 
l'infini relatif étant essentiellement fini, jouira de toutes les propriétés des 
quantités finies, et sera soumis aux mêmes régles de calcul que les quantités 
finies représentées par des lettres. 

Les géométres confondent ces deux infinis essentiellement différents, et 
cette confusion est une source de difficiiltés et d'erreurs, pour les vétérans 
comme pour les commen~ants. 

La vraie métaphysique du calcul infinitésimal consiste donc dans la dis- 
tinction de ces deux infinis et des propriétés qui leur conviennent, Comm,e 
nous l'avons dit, l'infini absolu n'a d'autre propriété que d'être impossible, 
tandis que l'infini relatif jouit de toutes les propriétés des quantités finies, et 
n'en a pas d'autres. 

1 Dans une fonction de on ne fera pas a = O pour savoir ensuite ce que de- 2 
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vient cette fonction, de même qu'on ne suppose pas un cercle carré pour 
étudier les propriétés de la  nouvelle figure. 

Je repousserai, comme absurdes, tout principe, toute propriété, toute défi- 
nition, tonte démonstration qui supgpsent la réalité ou la possibilité d'une 

1 grandeur représentée par - ou d'une fonction quelconque de cette grandeur. 
O' 

J'admettrai, au  contraire, l'infini relatif, avec toutes les propriétés des 
quantités finies. La réciproque d'un infin1 relatif sera un infiniment petit. 

1 Ainsi lorsque dans la  relation x= - on suppose x infiniment grand ou infi- 
2 

niment petit, r sera en mêmt: temps infiniment petit OLI infiniment grand. 
Mais la réciproque de zéro n'existe pas. En élevant au  carré et au cube les 

1 1 deux membres de l'équation x = -, on a ~2 = - 1 et x3 = -; or, si l'on pou- 
z r$  ' r 

1 1 1 vait y faire r = O ,  on aurait x = -, x9 = -, x3 = -, ou x = x9 = 9, 
O O O 

ce qui est absurde. 

Du Symbole de l'Infini. 

On donne le signe a> comme le symbole de l'infini. Ce signe est-il le sym- 
bole de l'infini absolu ou de l'infini relatif? C'est ce qu'on n'a jamais dit ni 
même demandé, puisque ces deux infinis, si différents, ont toujours été con- 
fondus en un seul; et le principal effetdu symbole CC a été de consacrer cette 
confusion. Je n'en finirais pas, si je voulais relever toutes les erreiirs, toutes 
les contradictions, tous les paradoxes auxquels cette confusion a conduit 
les plus illustres géomètres. J'en citerai cependant quelques exemples, 

Dans cette definition de Cauchy : « On dit qu'une quantité variable devient 
(( infiniment grande, lorsque sa valeur numérique croit indéfiniment de ma- 
u niére il converger vers la limite CD, n l'auteur devrait m'apprendre ce qu'est 
une quantité infiniment grande, et non quand elle le devient. Avant de dire 
qu'elle converge vers la limite or, , il faudrait expliquer au juste ce que repré- 
sente le signe w ,et dire ce qui empêche une variable indépendante d'attein- 
dre et de dépasser la  limite or, . 

Selon Duhamel, l'infini n'est pas une grandeur, mais l'absence de 
a limite, » 

Si une grandeur infinie n'est pas une grandeur, on ne comprend plus 
comment une grandeur peut être ou devenir infinie, ou converger vers 
l'infini. 

D'aprSs la  définition de M. Serret, lorsqu'une variable croit indéfiniment, 
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(( de manière !A pouvoir devenir et à rester constamment supérieure A une 
« quantité quelconque donnée, on dit qu'elle devient infiniment grande ou 
(( simplement infinie. 1) 

A ce compte-18, toute variable indépendante serait infiniment grande, 
même lorsqu'elle est infiniment petite, puisqu'elle peut (( croître indéfini- 
« ment de maniére à pouvoir devenir et d rester supérieure d une quantité 
(( quelconque donnée. D 

Il faudrait dire aiissi si l'on entend que c la quantité quelconque donnée n 
est une quantité constante ou une variable; car si c'est une constante A, 
pourquoi une variable qui lui deviendra supérieure et restera, par exemple, 
comprise entre A et A + 1, serait-elle une quantité infiniment grande? De 
même,ai A est une variable finie, pourquoi une autre qiii deviendrait et reste- 
rait égale à A +  1 serait-elle infinie? Il faut donc, de toute nécessité, que 
(( la quantité quelconque donnbe, D soit infinie, et alors la definition revient 
A dire qu'uneuariable devient infiniment grande, lorspu'elle croît indéfini- 
ment de maniére à devenir et  à rester constamment sup.41-ieure ù une 
puantité quelconque infinie. Alors il ne resterait plus qu'd dire ce que c'est 
(( qu'une quantite infinie; » ce qui est toute la question. 

II faudrait cependant être de bon compte; car enfin, une quantité peiit 
être infinie ou non. Si  oui, pourquoi ne pas dire quand elle l'est, au lieu 
d'aller chercher. tant de détours? et si elle ne peut jamais être infinie, 
comment le pourra-t-elle devenir ? 

Condillac dit que. u nous n'avons point d'idée de l'infini ; n d'autres philo- 
sophes, par exemple, M. Bénard, soutiennent que nons en avons une idée 
(( trks-claire. » 

(( Nous n'avons de l'infini, n dit Cousin, (( d'autre notion exacte que 
(( celle-ci : qii'il est la limite des rapports, qui en augmentant, en approchent 

1 de plus en plus, quoiqu'ils n'y atteignent jamais. Si je fais x = je trou- 

(( verai que plus m diminue plus x aiigmente; et, comme zéro est la limite de 
1 laquelle m en diminuant approche toujours, il est clair que - est la li~nite 
O 

« de tous les accroissements de x. a 

1 1 Non, il n'est pas clair, ni meme vrai, que - soit la  limite de x = -; au- 
O rn 

1 1 trement - serait aussi la limite de xi = -, d'où il résulterait que les deux 
O me 

variables x et CL? se rapprocheraient d'une même limite, en même temps 

qu'elles s'éloignent l'une de l'autre, ce qui est contradictoire. 
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Tozit ce q u h  pwlt dire de !-, *gardé colfime quantité, est abshrde : par 
O 

1 e exemple, en doublant les deux termes de la fraction - , bii sl L, COmtIlC eh 
O O 

doublant seuiement le niimêrateur; i l  est donc aussi absurde de dire que 
9 I Z t i9 que de direque -esl le double de =. 

O O O O 

&us les g&ombtres admettent que A = o pour ~s infini, Si dela était vrai, 
x 

3 l'identité x- - - A -- deviendrait r - x= i , ou o = r ; ce qui 
1 '+& '+, 

est un& absilkdit6. 

M. Gérono soutient que u l'hypothhse x = cr, réduit l'identité 

a: ux--- I 
- - 8 k - X = I .  » 

1 1 
l+c I + ~  

Mais, pour que x - & = I ne SB i(édu1se pas (1 l'absurdité O = 1, il soutient 
que E -a: n'égale pas zéro (voir la page 90 des Nouvélles Anleales Xathé- 
malique~ dé 1865). 

liaigré cela, tous lesaudedrs admettent que ' = O pour x infini; ainsi, lors- 
OC 

'id que les deux termes de la fractiorl L. devierihent idfinis, ils la mettent sous 
v 

la forme 

C'est ail moyen de ce faux principe qu'ils démontbnt l'exactitude et la 
généralit8 d'une règle qui n'est ni exacte, ni genérale. 

Si, comme le dit Ceibnitz, (I les 14gles du fidi r6ussisjent dans L'infini, et 
« réciproquement, n c'est à la condition que la proposition s'applique h 
l'infini relatif, représenté par ilne variable, et non il l'infini absolu représenté 

4 par iim fraction telle que -. 
O 

Les formules A )( a, =cc,, cn = w , A" = CO, données par Cauchy, dans 
son C o d ~  d'analyse, ne peuvent etre que fausses ou absurdes; cari si par le 
signe CO oo entend un infini relatif, représenh3 par une variable z, les t5qiia~ 
tions nnc = x, zm = a, A* a x, sont d'autant plus fausses que x est plus 
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grand: Si, au contraire, le signe CO désigne l'infini. absolu, les formules ne 
sont ni exactes ni fausses, elles sont absurdes. 

On a fait la Géométrie de l'infini comme l'Analyse de l'infini ; mais i l  faut 
être bien persuadé que, dans u n  cas comme dans l'autre, l'infini absolu n'est 
ni possible ni nécessaire, el que les propriétés q~i'on lui prête, comme les 
conséquences qu'on en tire, sontillusoires, aassi bien dans un cas que dans 
l'autre. 

La difficulté insiirmontable qii'a toujours prLésent6c le postulat~imd'Euclide, 
et qui, au dire de d'Alembert, fait le scandale de la géométrie, vient de ce 
qu'on attribue au plan infini une propridté qui n'existe pas pour un plan fini. 

Pour le comprendre, tirez dans un plan fini une premikre droite ; toutes les 
autres droite; menées dans le même plan, considérées quant à leur position 
par rapport h la premiére, se diviseront en trois classes, savoir : 1" celles qui 
luisont paralléles, c'est-à-dire équidistanles ; 2" ce::e; qui la  rencontrent ; 
3Velles qui, sans Ici être parallèles, ne la rencontrent pourtant pas dans 
1'8tendue du plan. Cependant, si le postulatum d'Euclide dtait démontre, les 
droites qui ne sont pas parallèles à la premibre, la rencontreraient toutes. O r  
cette proposition est évidemment fausse pour tout plan fini; et, comme i l  ne 
peut y avoir que des plans finis, il s'ensuit que la proposition est toujours 
fausse. 

Si l'on examine les démonstrations qni ont eu le plus de vogue, on y 
reconnaitra un vice commun, qui consiste CI attribuer A l'infini quelque 
propriété dont ne jouissent pas les grandeurs finies. , 

Par exemple, lorsque Legendre dit : 
« Toute ligne droite tracée sur un plan et iudéfiiiiment prolongée dans les 

u deux sens, divise ce plan en deux parties q ~ i i  étant superposées, coïncident 
(( dans toute leur étendue et sont parfaitement égales, o il est évident que ce 
géombtre invoque une propriété qui n'appartient à aucun plan fini; sa pro- 
position est dom absurde. 

Il en est de meme quand il dit : a Il répugne à la nature de la ligne droite 
« qu'une telle ligne puisse être renfermée dans un angle. n Une droite finie 
peut trbs-bien être comprise dans un angle, moins qu'aujonrd'hui encore 
la nature n'ait lzorreur du. vide. 

11 faudrait que l'esprit eût un peu plus horreur de l'abswditl! ; alors dispa- 
raitraient l'horreur de la  nature pour le vide, et la répugnance de la droite 1i 
se laisser renfermer dans nn angle. 

Quand on trace un angle 9ur un tableail rectangulaire, cet angle se trouve 
compris entre le3 bords parallèles du tableau. Or il parait qu'ici encore u la 
(( natiire a horreur du vide » laissé entre les côtes de l'angle et les bords 
parallèles; du moins, la démonst,ration de Bertrand de Genéve veut que 
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l'espace compris dans l'angle soit plus grand que l'espace compris entre les 
paralléles; ce qui oblige :es côtés de l'angle A rencontrer les parallèles, 

Des Infinis de diffhents ordres. 

Les infinis de differents ordres ne peiivent être que des infinis relatifs repré- 
sentés par des variables ; car, nous avons vil que l'infini absolu, représenté 

1 
par une fraction telle que - est impossible, et que toute opération effectuée 

O 

1 
sur lui, est absurde. Ainsi, en élevant - au carré, d'après la rbgle ordinaire, on 

O 

1 
aurait (:)'= oi ce qui est absurde, aussi bien que laformule a 2  =a, 

donnée par Cauchy. 

Pareillement, comme il est incontestable que + O = - O ,  on aurait 
1 1 

f - = - - J  ou + cc, = - cc,. C'est de cette manikre que certains géomè- 
O O 

tres ont cru prouver que + cc, = - cc,, comme + O = - o. 
Si une fonction d'une variable est du degré n, cette fonction sera dite un 

infini de l'ordre n, lorsque la  variable sera supposée un  infini du premier 
ordre. 

Par exemple, quand on supposera que x est un infini du premier ordre, la 
2 fonction y = 2x3 - 7 2  + 52 - 9 sera un infini de troisiéme ordre. 

Le terme 2.x3 &tant du troisiérne ordre, son rapport A 5x sera dii second 
2 ordre, tandis que son rapport à '7x , sera du premier. 

De même que pour abréger le langage et se conformer à un usage consacr6, 
les astronomes modernes parlent encore du lever et du coucher du soleil, de 
son passage au méridien, etc. , mais n'attachent plus % ces expressions le 
même sens que les anciens astronomes; de même pouy nous conformer h 
l'iisage, nous emsloierons le mot infini et le symbole cc,, mais en y attachant 
un sens bien défini, et conforme A la distinction que nous avons faite entre 
l'infini rëlatif,et l'infini absolu. 

Par exemple, quoique certain qu'on ne peut pas réduire la foiictioii 
3% 6 y = - a - en y faisant x = 2, nous pourrons dire que pour x=2, y 

2 O '  

devient infini ou passe par l'infini. On comprend qu'on obtient ainsi l'infini 
absolu, et qu'il n'y a aucune opération à faire sur lui. Aussi, il serait absiirde 

3x 2 de dire que, pour x=3, le rapport de - à -- est 3. 
x - 2  x - 2  
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Des Inflniment petits. 

L'infiniment petit est l'inverse de l'infiniment graiid. De même que des 
quantités extrêmement grandes sont dites infiniment grandes, des quantités 
extrSmement petites seront dites infiniment petites. 

1 
Nous avons prouvé que dans la relation x = -, il e;t impossible que x et a 

z 

deviennent rigoureusement nuls, et, par consBqueiit, il est absurde de les 
supposer tels. Au lieu de s'en tenir Li. cette notion exacte, on suppose que x et a 
peuvent trés-bien devenir nuls, et l'on dit alors que pour z = O, x est infini, 
et que pour x = a, , P = o. 

En regardant les quantités infiniment grande et infiniment petite comme 
1 

réciproques l'une de l'autre, il faudrait dire que O est 1;r réciproque de ;, ou 

de l'infini, et ainsi admettre que zéro esl ilne quantité infiniment petite. On 
serait donc conduit à distinguer dwx  espéces de quantitésinfiniment petites : 
celles qui sont absolument nulles, et celles qui, sans être nulles, sont extrê- 
mement petites. 

Le zéro ayant son nom propre et une valeur absolument. nulle, i l  serait, 
réellement abusif de l'appeler une quantité infiniment petite. C'est cependant 
la conséqueilce à laquelle sont conduits les géomètres qui se figurent qu'on 

1 
peut faire x=o dans la fractioii -9  et qui croient que zéro est la réciproque 

L E  

de l'infini. 
C'est ainsi que Carnot dit : (( on n'a jamais pli se former qu'une idee 
imparfaite de ces éléments, espéce d'êtres singulier.;, qui tantôt jouent le 

u r6le de véritables quantités, tantôt doivent 6tre trait& comme absolument 
x nuls, et semblent, par leurs propriétés équivoques, tenir le milieu entre la 
« grandeur et le zéro, entre l'existence et le néant. » 

Afin de pouvoir prêter A ces êtres singiiliers, des propriétés contradictoires, 
on les appelle quantités évanouissantes, ce qui permet, suivant le cas, de les 
dire évanouies ou encore vivantes. 

(( Comme égales It zéro, n dit Carnot, ces quantités évanouissari tes doi- 
(( vent se négliger dans le calciil ; mais elles n'en ont pas moins des rapports 
(( très-intéressants à connaître. n 

Taut que les quantités infiniment petites ne sont pas nulles, on comprend 
qu'elles puissent avoir des rapports très-intéressants à connaître, mais alors 
de quel droit les négliger dans le calcul 9 Si, au coiltraire. elles sont absolu- 
ment nulles, on comprend qu'on a tout droit de les négliger; mais il fatidrait 
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bien être sorcier pour découvrir entre des zéros des rapports très-intéressants 
A connaître. 

D'après la définition qu'on donne aujourd'hui des quantités infiniment 
petites, ce ne sont plus des quantités évanouissantefi, mais des val-iables gui 
o72t po2rr limite zéro; et., sous prétexte qu'elles ont pour limite zéro, on les 
néglige, 'au besoin, comme absolument niilles. 

On s'accorde aujourShiii h dire avec Duhamel : 
(( Tolite quantité variable qui a pour limite zéro, se nomme une quantité 

(( infiniment petite, ou simplement un  infiniment petit. » 
Duhamel ajoute : 
cc Il  arrive quelquefois que ce soit un infiniment petit même que la ques- 

(( tion exige que l'on détermine, non en grandeur, puisqu'il est variable, 
u mais en signe. n 

Une variable n'est n i  grande ni pelite : c'est la valeur qu'on liii attribue 
qui peut 6tre l'une ou l'autre. Quand on demande quelle est la hanteiir d'un 
arbre, ce n'est pas répondre que de dire qu'elle est variable, de mbme que ce 
n'est pas dire la profondeiir d'une rivière que de répondre : les cailloux y 
touchent le fond. 

Pour qii'nne variable ait pour limite zéro, il faut qu'elle soit fonction n'une 
1 

autre variable : ainsi x = - a pour limite zéro, parce que sa valenr peut z 
approcher de zéro, et ne peut jamais l'atteindre ; mais s i  x est une variable 
indépendante, rien ne l'empêche d'atteindre zéro. Il  résulterait donc de la 
définition de Duhamel, qui est aussi celle de M. Bertrand, de M. Serret, elc., 
qu'un infiniment petit ne peiit pas devenir zéro, et  qu'une variable iodépen- 
danle ne peut jamais &tre infiniment petite, puisqu'elle peut devenir zéro. 

Il n'est pas difficile de prevoir que les auteurs d'iine définition si irration- 
nelle, ne pourront y rester eux-mêmes longtemps lidéles. Ainsi, aprés avoir 
donné sa définition, Duhamel dit : 

(c Les infiniment petits qiie l'on considère presque iiniquement sont les 
a accroissements de qiiantités variables indépendantes, et de3 fonctions de 

ces variables. » 
Ces accroissements pouvant toujours devenir iiuls, il en résulterait que 

c( les infiniment petits que l'on consid&re presque uniquement, a ne seraient 
jamais des infiniment petits. 

La contradiction se voit dans les termes mêmes de la définition de hi. Serret. 
Lorsque, n dit-il, K une quantité variable tend vers la limite zéro, on dit 

(( qu'elle devient infiniment petite ; on la nomme un infiniment petit. )) 

Si l'on nomme infiniment petite une quantité qui devient infiniment petite, 
comment nommer.?-t-on celle qui est devenue infinimènt petile 4 et si une 
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quantité ne peut pas être réellement infiniment petite, comment peut-elle le 
devenir 9 

Dans l'équation yZ = 2 p z ,  les variables peuvent être suppos8es infini- 
ment grandes ou infiniment pelites, et rien n'empêche de les faire absolument 

1 
nulles. Mais dans l'équation y = - , aucune des variables ne peut devenir x 
absolument nulle. 

Des Propriétés du zéro, e t  des Symboles d'indétermination. 

La somme de plusieurs zéros est toujours zéro. 

La différence de deux zéros est toujours zero. 

Le produit de plusieurs zéros est toujours zero. 

Le produit de zero par u n  nombre quelconque est toujours zéro. 
O Le quotient de deux zéro3 est toujours indéterminé. Ainsi poser - = a, 
O 

revient à poser O = O  X x ,  et le nombre x peut avoir toutes les valeurs 
possibles. 

Par exemple, la fraction xH devient 5 pour 1=3, et tout nombre 
4 (x-3) O 

en représente une valeur rbelle. Cependant, on dit que l'indétermination 
n'est qu'apparente, que cette apparence d'indétermination tient B la pré- 
sence du facteur x-3, commun aux deux termes de la  fraction; que 
l'indétermination disparaît quand on supprime ce facte~ir commun ; que, de 

3 cette manière, on obtient - pour la vraie valeur de la fraction. 
4 

Ce . raisonnemeut, qui satisfait tout le monde, n'est pourtant qu'un so- 
phisme. 

x ((2-3) En effet, pour x = 3, la  fraction - devient 3 O X ;, et pour avoir 
4 (x-3) 

O le droit de supprimer le  facteur -, ilfautsupposerqu'ilégale toujours 1: 
O 

C'est doncensupposant que la fraction o, égale toujours I , que l'on prouve 
O 

3 qu'elle a toute autre valeur, telle que -. 
4 

C'est cependant ce sophisme qui est reproduit par les auteurs les plus 
répiiles. 
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Voici, par exemple, en quels termes M. Briot le présente dans son Cou~s  
d'A1gèh.e. 

O 
u Le symbole - n'indique pas toujours l'indétermination. Il peut arriver 

O 

(( qu'une fraction se. présente sous cette forme, parce qu'il y a au numera- 
cc teur et au dénominateur un facteur algébrique qui devient nul pour cer- 
(( taines valeurs atkibuées aux lettres. On supprimera ce facteur commun, 
a afin d'obtenir la valeiir de la fraction. 

2%-2  O 
c( E X E X P L E .  - La fraction - se présente sous la forme - quaildon 

3% - 3 O 

2 (x - fait X=I. Mais cette fraclion peut s'écrire ') , et, si l'on supprime 
3 (x - 1) 

2 le facteur commun x-  r, on voit qu'elle est constamment égale $ -. 
3 

2 (x - 1) La fraction - 2 est conetamment égale h - , excepté pour n: = 1 ; 
3 (Z - 1) 3 

" O niais quand on fait x = 1, elle devient 2 X ;, et l'on ne peut supprimer le 

O facteur -, qu'en supposant qu'il ne petit avoir d'autre valeur que l'unité. 
O 

Dans cet exemple, comme dans le3 autres, c'est toujoiirs en admettant que 

la fraction 2 ne peut avoir d'antre valeur que l'imité, que l'on démontre 
O 

qu'elle a toute autre valeur. 

Pour Btre dans le vrai, i l  faut dire que la  valeur que prend une fraction 

qui se réduit A 2 est toujours indéterminée, que son indétermination est 
O 

toujoursréelle, ou que !? est toujoursun symbole d'inddtermination. 
O 

x ( x - 3 )  O Quand on dit que, pour x=3, la fraction se réduit à - , mais que 
4 (x-3) O 

3 
son iiidétermination n'est qu'apparente, et que sa vraie valeur est -, on donne 

4 
O une fausse idke, en faisan1 croire qne la fraction - égale toujoiirs 1,  pou^ 
O 

3 prouver qu'el15 Pgale -. 
4 

4%-3)  
En disant que "st la lirnitede la fraction pour x=3, on doiiiie 4 4 (x-3) 
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aussi une fausse idée, car si Ftait la limite de la fraction, cette limite ne 4 
pourrait jamais être atleinte, ou, en d'autres termes, la fraction ne pourrait 
jamais prendre rigourensemeiit cette valeur. 

On voit par la que les expressions de vraie valeur, et de limzfe de la frac- 
O tion qui se réduit a -, sont défectueuses et devraient être remplacées par 
O 

celle de valeur principale. Comme on le verra clans la suite, cette rectifica- 
tion a plus d'importance qu'on ne pourrait se le figiirer. 

Existe-t-il d'autres symboles d'indétermination t Ceux qu'on donne ordi- 

nairement comme tels, sont g7 CL, x O ,  lm, cc, O, o0, CL, - C C .  

1 
Si par le symbole cc,, on entend un infini absolu tel que - , les opérations 

O 

indiquées sur  de tels symboles sont absurdes. Ainsi il serait absurde de dire 

3 2 3 3 - que le rapport de - à - égale - , que - X O = 3 , ou que I O 

o o 2 o eh (;)O 

valent quoi que ce soit. 
Mais, si par le symbole cc, , on désigne une variable infinie, c'est-bdire A 

laquelle on suppose .ilne valeur extrêmement grande, on pourra entendre 

qu'on désigne par la limite ou le convergent d'une fraction telle que 
21 - , dont les deux termes deviennent infinis. 
v 

Dans lamême hypothése, on aura toujours CL, X O = O, im = 1, cc, O = 1.  

Quant A l'expression O", elle se présentera lorsqu'on fera .=O dans l'iden- 
2 tité - = e', qui  deviendra alors = 0'. 
x O 

Ceux qui arrivent à une valeur déterminée de O" supposent qu'une fraction 
1 telleque - devient zéro pour x infini, en sorte que pour eux l'expressiou 
x 

($ devient 0'; et comme pour une très-grande valeur de LE la valeur de 

(i))f est trbs-rapprochee de l'unité, sa limite est l'unité. Mais on fait une 

erreur en disant que l'expression se réduit O' pour x infini ; on en 

commet une autre en disant que sa vraie valeur est l'unité : car l'unité est la  
limile qui ne peut jamais être atteinte. 

Une pareille remarque s'appliquera Q l'expression lCL, . Il est bien évident 
que I X I = I , et que l e  produit d'un nombre quelconque de facteurs tous 
+gailx à I , ne peut jamais étre autre que I , et qu'ainsi il sera encore I lors- 
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que le nombre des facteurs sera infiniment grand, c'est-à-dire ex trêmemeiit 
grand, ce qu'on exprimera en écrivant I a, = I . 

m 
Ceux qui disent que (i X G) se réduit à im pour m iiifliii, supposent que 

1 - devient zéro, ce qui est tout A fait impossible, comme nous ne cessons de 
în 
le redire 

Sait-on bien, au juste, ce qu'on dit qiiaiid on donne co - co comme un 
symbole d'indétermination ? S'agil-il de l'infini absolu ? Veut-on demander, 

8 3 par exemple, la valeur de - - -? Ce ne serait pas alors la solution qui serait 
O O 

indéterminée, mais la  question qui serait absurde. Mais s'il s'agit de l'infini 
relatif, par exemple, si l'on demande la  valeiir de (2x + 9) - (2x + 33), elle 
sera égale à 6, aussi bien quand on supposera x infini que quand on le sup- 
posera fini. Ainsi, donner co - a, comme un symbole d'indétermination, c'est 
donner iine fansse idée. 

Par exemple, M. Géroiio prétend que, pour x infini, on n'a plus 

(oq) x - 
égal i zéro, et il dit : u Les deux termes dont il 

u s'agit ici ne se détruisent pas, généralement du moins, parce qu'ils ne 
« proviennent que de l'hypothèse s o c , ,  qui les rend infinis l'un et l'autre, 
« et leur suppression revient à remplacer co - a, par O : c'est ce qu'il faut 
« bien se garder de croire.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

(a a') (a;al) 
u supprimer les termes - x, - - x, c'est, comme le fait obser- 

ver RI. Pronliet, étendre à des expressions qui ne représentent aucune 
a quantité finie, les règles du calc~il des quantités finies. n 

M. Gérono va même jusqu'à démontrer que x-x n'égale pas zéro, ou que 
les deux termes ne se détruisent pas quand x est infini. 

x 11 prend, pour cela, l'exemple x - -, dont la limite bien connue est 
1 

I f ,  

l'unité, et i ld i t :  « L'hypothése x=co réduit cette expression à z-x; par 
conséquent la réduction des deux termes x, -lx: condiiit à l'égalité I = o. 

Ces propositioiis et d'autrzs de la même force, se lisent dans un compte 
rendu où M. Gerono s'est proposé de prouver « l'erreur des principes fonda- 
(( mentaux n de ma Théol-ie des Convergents. 

L'absurdité de telles propositions a passé illaperque pour les lecteurs des 
Nouvelles Annales de Mathénzatipzces, tant sont vagues et arbitraires les 
notions que ~'ensei~iiement classique donne de l'infini et de ses propriétés. 
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L'exemple que je viens de donner en est une preuve bien frappante, M. Gé- 
rono, pour les besoins de sa cause, déclare que x-x n'égale pas zéro quand 
x est infini. On aurait également approuvé, s'il avait eu besoin de dire : la 
valeur de a-x étant zéro pour toute valeur de x ,  grande ou petite, i l  est 
évident qu'on aura encore ..ç - x = O pour x x:= a, . 

Pour trouver la limite de l'expression 
P 

Je dis : le convergent du premier radical étant x + 4, et celui du second, 
xf 1, en retranchant le second du premier, on obtient 3 pour la limite cher- 
chée. Mais retrancher x de x, dire que x - x = O, ou que les deux termes 
x, - x se détruisent, voila ce qui a été un grand scandale pour la  rédaction 
des NouvelZes Annales. « Vous faites, s'$crie M. Prouhet, des calculs sur 
(( l'infini, et cela n'a de sens pour personne. n Or, dans la méthode que j'ai 
critiquée et que M. Prouhet a cru devoir défendre, on calciile la limite de 
l'expression 

4-5 - \ /xB+2x+ 7 ,  

en multipliant et divisant d'abord la  difference des radicaux par leur somme, 
ce qui donne 

x i + 8 x - 5  - se - 2% - 7 

Ensuite, on réduit le numérateur a 62-12, en retranchant x2de  x2, et 
2x de 8x. Voila comment tous les géomètres font des calculs sur l'infini, en 
retranchant x2 dexz  et 22  de d x .  

Le fait est que l'enseignement n'apprend rien concernant les calculS défen- 
dus ou permis sur l'infini. On ne  rencontre sur ce sujet que quelques assertions 
éparses et souvent contradictoires. Ainsi Leibni tz a dit : K Les règles du fini 
a réiississent dans l'infini e t  réciproquement; B tandis que Gauss dit : (< Je 
a commencerai par protester contre l'usage qu'on fait d'une grandeur infinie 
u en la traitant comme une quantite déterminée, ce qui n'est jamais permis 
« en mathématiques. u 

De même M. Bertrand dit : 
(( Lorsque la quantité désignée par A est nulle ou infinie, il n'est pas 

H permis de supprimer le facteur commun aux deux termes de l'équation 
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C'est ainsi qu'il s'exprime dans la question où il s'agit d'établir la 
26 

règle qui donne ce qu'on appelle la vraie valeur d'une fraction - dont 
2,' 

les deux termes deviennent infinis; or, avec tous les aiiteurs, il divise les 
deux termes de la fraction par le produit U V ,  et j l  obtient ainsi la fraction 

Pourquoi les deux termes d'une fraction, plutôt que ceux d'une équation, 
peuven t-ils se diviser par une quantit& infinie ? 

Pour résumer ce qu'il importe de savoir sur cette question, je distinguerai 
trois cas. 
Io Si par une valeur infinie de A, on entend une qoantité exprimée par ilne 

1 fraction telle que - , je dis que cette valeur est impossible, et qu'il n'y a 
O 

point à examiner ce qui arriverait si ce cas se présentait, de même qu'il n'y a 
point à examiner le cas oii le cercle deviendrait carr6. 

2" Si la valeur supposée infinie est un infini relatif, c'est-à-dire une valeur 
trks-grande, c'est le cas où u les régles du  fini réussissent dans l'infini, » 
et où il faut opérer sur A, comme s'il était fini, puisque, en réalité, il 
est fini. 

3" Si la valeur est zero, i l  est absurde de diviser les deux termes de la frac- 
tion par zéro et d'écrire 

U - 
U -= -  U 2) O . car il n'y a pas de nombre qui représente - ou -. 
2) 2 ) '  - O O 

O 

Quand on multiplie les deux termes d'une fraction A par zéro, la fraction 
B 

O se trouve multipliée par le facteur ; , c'est-A-dire par un nombre indé- 

terminé, et ainsi l'on donne A cette fraction une valeur indéterminée. Lors- 
O qu'on snpprime le facteur - , on supprime l'indétermination. 
O 

Quand on multiplie par zéro les termes d'une identité telle que 4 = 4, on a 
O = O, qui est encore une identité. 

4 Mais en les divisant par zéro, on aurait - = '; ce qui est une absurdité. 
O O 

Si une égal& telle que 8 = 3  était fausse, elle deviendrait exacte quand on 
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multiplierait ses deux membres par zéro, puisqu'on aurait O = O; récipro- 
quement, en supprimant le facteur zéro dans 8 X O = 3 X O, on aurait 
8 = 3, et l'égalité qui était exacte deviendrait fausse. 

Si l'on divise par zéro les deux membres de l'égalité 8 X O = 3 X O, elle 

8 X 0 - 3 X o  O devient - - , ou -. 
O O O 

On voit par là que diviser les termes d'une fraction, ou d'une équation, par 
un même facteur, ou supprimer ce facteur sont des opérations qui ne sont 
plus équivalentes lorsque ce facteur est zéro. Dans ce cas, biffer n'est pas di- 
viser, de même qu'au jeu soumer n'est pas jouer. 

C'est justement dans le cas où biffer n'est pas diviser, que l'on biffe pour 
diviser, afin d'obtenir, dit-on, la  vraie valeur de la fraclion. 

Par exemple, poiir troiiier la  vraie valeur de la fraction 3'x - *), on 
4(x - 2) 

dit : biffez le facteur x - 2 ; tandis que le numérateur divisé par x - 2, 

devient (x - 2, ; le aénominateur devient de meme 4("d2), et ils se 
x-2 x - 2 

O réduisent l'un et l'autre à - quand x = 9;. 
O 

A propos d'égaliths fausses ou exactes, il sera utile d'observer queles éqiia- 
tions proprement dites, telles que ax2 + bx + c = O, sont des égalités faiisses 
pour toutes les valeurs de x diffërentes des racines. Or, quand on part de 
l'équation m2 + bx + c = O, pour en calculer les racines, on commence 
par multiplter tous les termes par 4a, opkation qui n'est pas permise lorsque 
a=o, puisque par cette opération, l'équation se change en une identitk, qui 
est vérifiee pour toute valeur de x . 

C Si l'on fait a=o, l'équation se réduit à bx + c = O, et donne x = - - . 
b 

L'kquation étant du premier degré, les forniales qui donnent les racines de 
l'équation du second degré, n'ont rien à y voir. 

A la vérité, on peut dire : Puisque l'équation b x  + c = O  est un cas parti- 
culier de l'équation ax2 + bx + c = O, la solution genérale de l'équation 
ax2 + bn: + c = O, devra comprendre la soliition de I'tsqilation bx + c = O, 

à laquelle se réduit l'équation a'.+ bx + c = O, dans l'hypothkse a = o. 
Effectivement la conclusion serait forcée et les racines 

C 
se réduiraient nécessairement, l'une et l'autre, A - les calculs qui 6' 
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conduisent aux racines x' et x", étaient exacts et  rigoureux dans l'hypothese 
de a = O ; or, puisque nous venons de prouver que dans ce cas, ils ne le sont 
pas, il n'est pas surprenant que les valeurs de x' et :x:" ne se réduisent pas 

C ü =-- O - 2B , l'une devenant -, et l'autre --. 
O O 

a Remarquons, dit l'algébre de M. Bertrand, que si les formules générales 
(( étaient en défaut, il n'en faudrait rien conclure contre, les raisonnements 
(( qui y ont conduit, car ces raisonnements supposent expressément que a ne 
N soit pas nul. Cependant les valeurs de a' et x" satisfaisant à l'équation pro- 
« posée, quel que soit a ,  lorsque a tend vers zéro, l'une d'elles doit approcher 

de la solution de bx + c = o. » 
Pourquoi « l'une d'elles n doit-elle approcher de la solution, et non 

pas les deux? pourquoi l'une plutôt que l'autre, puisque les deux (t satisfont 
a ii l'équation? x 

D'aprés l'hlgébre de M. Briot, (( l'antre racine, devenant infinie, dispa- 
(( raît. n Ce serait déjà beaucoup de négliger la plus petite des deux racines, 
mais quelle raison peut-on avoir de négliger la plus grande, celle qui est in- 
finiment grande? pourquoi est-ce la plus grande qui disparaît? 

- 2b Lefébure, lui, ne néglige pas la racine infinie représentée par - , et, 
O 

2 b  
comme + O  = - O, il s'en suit pour lui que - est aussi une racine, en 

O 

C sorte qu'indépeildamment de la racine - 
6' il admet que l'équation 

6.x $ c = O, a encore les deux racines + co et - ac, . C'est ce quilui fait dire : 

Il est tout 8. fait digne de remarque qu'on ait pour ce cas particulier trois 
u valeurs de x, tandis que dans le cas général, il n'en existe que deux. n 

C'est surtout la remarque qui est a digne de remarque ; n il est, en e&t, 
bien remarquable que l'équation du second degré ait trois racines, tout juste 
quand elle est du premier degré. 

Si, dans l'équation du troisième degré ux3 + axZ + bx + c = O, on fait 
a = O et a = O, il pourra arriver qu'on troiive pour une équation du troi- 
siéme degré quelque chose comme une demi-douzaine de racines, et ce sera 
encore lorsque l'équation du troisikme degré sera du premier degré. 

Supposons que par .un calcul ' faux, on déduise de l'équation 
axm+ b.f144- . . . . . . . + k = O ,  la valeur x = f (a ,  6 .  . . k) , on comprend 
qu'en refaisant le même calcul en sens contraire, on reviendra de la relation 
x = f (a, b . .  . k) l'équation proposée, en sorte que si une erreur a été com- 
mise dans la premiére série d'opérations, elle se trouvera corrigée dans la 
seconde, par la  même erreur commise en sens contraire. 
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Par exemple, si dans la transformation d'une eq~iation F (x) = O, en une 
autre <q (x)= O, on a commis une erreur en prenant a+ b pour la racine 
carrée de aS+b2,  cette erreur se trouvera corrigée, lorsqu'en repassant de 
l'éyuatioii <p (x)=o à F(x):)=o, par les mêmes opkrations faites en sens con- 
traire, on prendra as + bn pour le carré de a + B. 

lle ce qu'on retombe exactement, de cet te maniére, sur l'équalion F (%)=O, 
il n'en faut pas conclure que 1'8quatioii ?(%)=O a éte déduite exactement 
de F(x)=o. 

Cela prouve seulement que la première erreur a éte détruite par la 
seconde. De mème, le calcul d'où l'on déduit. les racines de l'équation 
azP + b.x + c = O est exact, excep té quand a=o; car pour a=o, les for- 

O -26 C mules donrient - et - , au  lieu de - -. Ces valeurs doiinCes par les 
O O b 

O fc~rninles sont donc fausses, puisque l'une - est indéterminée, et l'autre 
O - 2, infinie, Il en faut conclure que les operations qui conduisenl aux 

O 

formules cessent d'êlre exactes, ou deviennent illusoires, dans l'hypo- 
thèse a = o. 

Il n'y a rien de plus h dire, A moins qu'on ne veuille se donner la satisfac- 
tion de trouver, au jusle, en quoi consiste le défaut du calcul. 

Ce n'est pas ainsi que les auteurs raisonnent. Comme la solntion de l'equa- 

C tion b x  + c = O est - O - 21r 
t ' il faut qu'ils la Lirent de -, ou de -. 

O O 

O C A force de torturer -, ils en font sortir - - ; après quoi n'ayant plus besoin 
O b 

-2b de- - ils s'en débarrassent : sa valeur étant infinie, dit Briot, u elle 
0 :  

disparaît. n 

Les auteurs ne l'auraient pas fait si facilement disparaître, s'ils avaient 
C compris qu'ils pouvaient, comme Ir l'autre, lui faire suer la  valeur - ,. Il  

est bieii clair cependant qu'en refaisatlt, en sens contraire, les calculs qui ont 
condnit de l'équation ax? + bbn: + c = O à la racine 

on retournera de cette racine à l'équation, qui, pour a = O ,  se réduit A 
C bx+ c =  O ,  et donne x = -  -. 
b 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



174 LIVRE PREMIER 

c - b +  db"4ac Paur tirer la valeur - de la racine b , qiii se réduit 
2a 

O a - quand a = O ,  on multiplie les deux termes de la fraction par 
O 

4ac - b - \l b" 4ac, ce qui donne ; aprés quoi l'on 
2a (- 8 - i b e  - 4ac) 

O supprime le  facteur -, c'est-à-dire -, en admettant ainsi que la fraction 
2a O 

O C - égale nécessairement l'unité, et cela pour démontrer qu'elle égale - - . 
O b 

Il y a de? autetirs qui vont jusqu'à examiner ce que deviennent les racines 

de l'équation axg+ bx + c=o, dans le cas où a et b sont iiuls, et constatent, 

avec admiration, que dans l'équation c=o, qui ne contient pas x, les deux 
O valeurs de ,.x: se présentent soiis la  forme indéterminée - . C'est (( tout ii 
O 

«. fait digne de remarque, n comme dirait Lefébure de Fourcy. 

DU PRINCIPE LEIBYITZIEN 

Dam la théorie des convergents nous avons démontre que quand on s u p  
pose x infini, la limite de la fonction 

a est le rapport - des deux termes de l'ordre le plus élevé, et ne dépend 
a' 

niillement des termes suivants. 

Le rapport a représente exactement la  valeur de la limite, mais ne 
a 

représente pas exactement la valeur de la fonction. 

Les géométres prenr~ent souvent l'une pour l'aiitre, et cztte confnsioii les a 
condiiits à bien des erreurs ou paradoxes. 

Cette confusion a donné lieu au principe Leibnitzien, qui est lui-même 1111 

paradoxe célèbre, pour l'explication ou la justification duquel on a acciimiilé 
paradoxes sur paradoxes. 

Il est bien evident, à priori, que pour l'exactitude absolne du résultat d'un 
calcul, il faut que le calculateur ne néglige rien, OLI que ce qu'il néglige soit 
ahsolument niil. 
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Le principe Leibnitzien donnerait le droit et imposerait même le devoir de 
commettre des inexactitudes afin d'arriver à une parfaite exactitude : il doii- 
nerait le droit et imposerait le devoir de négliger non-seulement les infini- 
ment petits devant les quantités finies, mais aussi les quantités finies devant 
les quantités infinies, et m&me les quantités infinies devant d'autres quantités 
infinies d'un ordre pliis &levé. 

On le voit, c'est un principe qui révolle la raison. Mais comme on se 
figure qu'on lui doit toute l'exactitude des résultats fournis par la méthode 
infinitésimale, on se persuade que c'est la raison qui a tort, et qu'il faut 
passer par dessus. (( Allez en avant, n disait d'Alembert, a et la foi vous 
(( viendra. )) C'est donc comme art.icle de foi qu'on impose le principe, ou 
par des sophismes qu'on se morfond A vouloir le justifier ou le démontrer. 

D'aprks Poisson, (( le principe fondamental de l'analyse infinitésimale 
(( consiste en ce que deux quantités finies, qui ne différent l'une de l'autre 
(( que d'un infiniment petit, doivent être regardées comme égales, piiisqu'on 
(( ne saurait assigner entre elles aucune inégalité aussi petite qu'on voudra. » 

Le principe est essentiellement irrationnel : il est impossible de le justifier 
autrement que par des propositions contradictoires ou paradoxales; et, en 
effet, n'y a-t-il pas contradiction à dire que les quantités qui diffbrent d'un 
infiniment petit, n'ont aiicuiie différence ? 

Par exemple, puisque les deux quantités 24 + f- et 24, diffbrent de l'infi- x 
1 niment petit -, il est faux de dire qu'elles n'ont aucune différence; com- 
x 

ment l'une serait-elle la limite de .l'autre ? Leur différence miiltipliée par 
32,  donne 3, aussi bien quand x est infini que quand il est fini. Si cette 
différence était absolument nulle, le produit le serait aussi Bvidemment. 

Poisson ajoute : a On énonce encore ce principe d'une autre maiiiére en 
disant qu'il est permisde négliger dans un calcul, sans crainte d'altkrer au- 

« cunement les résultats, des infiniment petits ajoutes à des quantités finies. » 

1 Si, en slipposant xinfini, on n8glige -, qui est a un infiniment petit 
:X: 

x 
(( ajouté A une quantité finie, D la fonction x - - se réduit A zéro, 

1 
1+; 

qui n'est n i  une valeur ni la limite de la fonction, en sorte que l'identité 

x - 1 x - - - - deviendrait O = I , et devrait être exacte, si le prin- 
1 1 

I f ,  If, 

cipe Leibnitzien était lui-même exact. 
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On voit par 1B cambieii sont vains et illusoires tom les efforts tentés en 
vue de justifier ou de démontrer le fameux principe considéré comme le 
fondement inévitable de l'Analyse infini tésimale. 

Fontenelle a donne, dans sa Géométrie de l'infini, une démonstration en 
règle et en grand, de ce trop célébre principe. 

« Le grand principe, 1) dit-il, « et le plus fécond du calcul de l'Infini, est 
6 de faire disparaître toutes les grandeurs d'ordres inférieurs devant celles 
u qui sont d'un ordre supérieur. 1) 

Il avertit qu'en opérant ainsi, il ne faut pas « croire qu'on passe a la 
u nouvelle Géométrie une sorte de licence. Au contraire, )) dit-il, « I'exacti-' 
« tude demande que les grandeurs qu'on néglige dans le calcul de i'Infini, 
« soient négligées comme elles le sont. )) 

L'exactitude demande qu'on ne néglige rien du tout : voilA du moins ce 
que dit la raison. Mais, se persiiader et vouloir démontrer que l'exactitude 
demande que l'on commette des inexactitudes, voilà qui choqtie le sens 
commun. 

Une telle démonstration doit être examinée avec soin. 
Ponr y arriver, Fontenelle considkre un triangle rectangle, dont chacun 

n des cdtés de l'angle droit kgale n, et dont, par conséquent, l a  surface est -. 
2 

Ensuite, au moyen d'une décomposition du triangle en éléments rectangu- 
laires et triangiilaires, il trouve que la même surface est représentée exacte- 
ment par 

La seule conclusion B en tirer, c'est que la seconde expression doit se ré- 
duire identiquement (t la p?emière, ou que les termes qu'elle contient de 
plus, se détruisent identiquement. 

L'auteurraisonne tout autrement et dit : lorsque n est infini, I doit s'effacer 
devant n, en vertu du grand principe, ce qui réduit la seconde expression 

no nn - f n ;  mais n doit aussi s'effacer devant -, en vertu du même priii- 
2 2 

no cipe , ce qui donne simplement -. 
2 

Le sophisme de ce raisonnement est évident, puisqu'il conviendrait A toute 
valeur finie de n. 

Par un tel sophisme on démontrerait tout ce qu'on voudrait, par exemple, 
que tous les nombres d'un seul chiffre doivent se négliger devant les nom- 
bres de deus chiffres ; car une grandenr exprimée par 84,  pourra l'être par 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTIONS FONDAMENT-4LES 177 

8 i  f 7 - 2 f 4 - 9, expression idetitique A la preriliépe, et qul se réduit à 
86 lorsqu'oa néglige! les nombres d'un seul chiffre. 

Comment Fontenelle n'a-t-il pas apercu le vice de sa démonstration Q Il 
semble craindre de l'apercevoir quand il dit : 

u On aura pour l'aire totale . . 
Cn - 1)s + n - I 

. - + que je laisse exprbs 2' 
sous cette forme; n car comme elle se réduit identiquement B nt 2, la grand 

« principe et le plus fëcond du calcul de l'infini » devient parfaitement 
inilLile. 

Quant A sa fécondité, on peut en juger par Ia Gdornètm'e de l'Infini, qui 
n'est qu'un tissu de propositions impossibles et paradoxales. 

La démonstration que je viens de critiquer est donnée comme le couronne- 
ment de l'édifice, sous le titre: De I'exnctitude ddu cdcul  de l'Infini. Apres 
quoi l'auteur triomphe en disant : « Il est donc vrai, que loin que ce soit une 
(( espèce de licence, et une inexactitude de négliger les grandeurs d'un ordre 
u inférieur devant une grandeurd'un ordre supérieiir, cela est abso1ument 
« nécessaire pour la parfaite exactitude. 

« Il sera bon d'examiner plus particuliérement pourquoi l'exactitude de- 
u mande que les grandeurs négligées le soient. n 

Comme je l'ai dit, l'exactitude demande qu'on ne néglige rien, et quand on 
arrive à un résollat exact, c'est que ce qu'on a néglige se réduit zéro. 

Le ridicule des raisons imaginées par Fontenelle, prouve assez Ie défaut du 
principe qu'elles doivent défendre. 

« Ce serait donc, dit-il, une contradiction que n fht quelq~re chose dans 
fie + n poussée B l'infini, et rien n'est plus contraire a l'exactitude d'un 
u calcul, que d'y renfermer une contradiction avec la supposition qu'on a 
u faite. D 

Si n n'est rien (( dans n" n poussée B l'infini, » 4 nS + la égalerait n , 
et la valeur de 4 nY + n - n serait zéro, tandis qu'on sait qiie sa limite 

(( La raison de l'article précédent, u ajoute Fontenelle, D se joint encore A 
(( celle-ci Quand on fait unesupposition d'Infini, il faut que tout ce qui en 
« porte le caractère le porte. n 

C'est pour ceux qui comprennent les raisons de cette force-lri qu'il a dé- 
montré que ce n'est pas a par iule espèce de licence, mais pour la parfaite 
« exactitude qu'il faut que les grandeurs négligées le soient. r 

Les grandeurs négligées le sont, d'après Fontenelle, parce qu'elles sont 
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nulles, non en elles-mêmes, mais par rapport à celles qu'on ne néglige pas ; 
comme si des quantités qui ne sont pas nulles, pouvaient l'être par rapport à 
d'autres ? 

Quoi qu'il en soit, je comprends tout au plus que des quantités non nulles 
en elles-mêmes, mais nulles par rapport A d'autres, puissent être négligées; 
mais comprendre que a cela est absolument nécessaire pour la parfaite exac- 
titude, o voilà qui me dépasse. 

Carnot soutient la même théorie en disant: « Negliger les quantités de 
« cette natiire est non-seulement permis, mais il le faut, et c'est la seule ma- 
« niére d'exprimer exactement les conditions du problème. )) 

D'après lui, il serait nécessaire de négliger les infiniment petits, atin de 
corriger une erreur introduite dans le  calcul par quelque comparaison im- 
parfaite. 

Par exemple, en considérant une courbe comme un  polygone dont les 
côtés sont infiniment petits, la tangente en un point de l a  courbe sera le pro- 
longement du côté correspondant. Alors, en négligeant les infiniment petits 
introduits dans le calcul, on corrigerait l'erreur qu'on a faite en prenant la 
courbe pour un polygone infinitésimal. De cette maniére, on comprendrait 
la  nécessité de négliger les. infiniment petits pour corriger la première erreur. 
C'est sur cette idée que Carnot a fondé sa théorie des erreurs compensées. Pour 
l'établir il prend les exemples du cercle et d'une aiitre courbe qu'il u con- 
u sidére comme des polygones d'un très-grand nombre de côtés, » et il fait 
un calcul it la fin duquel il néglige les infiniment petits a et P, afin de cor- 
riger ainsi l'erreur qui a été faite en considérant la courbe comme un poly- 
gone. C'est ce qu'il explique en ces termes : 

« On peut rendre fort simplement raison de ce qui est arrive clans la 
u solution du problème traité ci-dessus, en remarquant que l'hypothkse d'ou 
« l'on est parti étant fausse, puisqu'il est absolument impossible qu'un 
« cercle puisse être jamais considéré comme un vrai polygone, quel que 
« puisse être le nombre de ses cbtés, il a dû résulter de cette hypothèse une 
« erreur quelconque dans l'équation, et que le résultat étant néanmoins cer- 
u tainement exact, comme on le prouve par la comparaison de deux trian- 
u gles, on a pu négliger a et P dans la  premihre équation, et même on a dû 
« le faire pour rectifier le calcul et détruire l'erreur à laquelle avait donné 
«  lie^^ la  fausselhypothèse d'où l'on était parti. n 

(( Négliger des quantitésde cette nature est donc non-seulement permis en 
« pareil cas, mais il le faut, et c'est la seule manière d'exprimer exactement 
« les conditions du problbme. Le résultat exact n'a donc été obtenu que par 
« une compensation .d'erreurs...... Ce résultat étant parfaitement juste, il 
a faut de toute nécessité que les erreurs se soient compensées mutuellement. 
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u VoilB donc le fait des erreurs compensées bien acquis et bien prouvé. D 

Je vais aussi expliquer le même fait avec non moins de clarté et de pré- 
cision. Premiérement, l'erreur que vous commettez en considérant le cercle, 
ou une courbe quelconque, comme un polygone, expire sur vos lévres : elle 
n'atteint pas votre calcul, puisque vous opérez sur l'équation de la courbe, 
et non sur celle du polygone. Secondement, les infiniment petits que vous 
ndgligez, deviennent rigoureusement nuls lorsque le second point de la 
sécante vient coïncider avec le premier. C'est donc parce que les erreurs que 
vousavez commises sontabsolument nulles, qu'elles se trouvenl compensées 
si exactement et comme par enchantement. 

Il est bien évident qu'une fausse idée qui reste dans l'esprit, qu'on n'in- 
troduit pas dans le calcul, ne peut faiisser le résultat de ce calcul. Si, par 
exemple, vous avez à calculer l'intersection d'un hyperboloïde avec un 
paraboloïde, rien ne vous empêche de comparer ces deux surfaces A tout ce 
que vous voudrez, L1 une botte et un  chapeau de gendarme, si cela peut vous 
venir ft l'esprit ... Quelque grossière que soit la comparaison, elle ne peut 
amener aucune erreur dans le résultat de votre calcul, si vous opérez sur les 
équations exactes des deux surfaces, et non sur les équations de la botte et du 
chapeau. 

On comprend sans peine que deux erreurs absolument nulles se compensent 
nécessairement. Mais lorsque les infiniment petits négligés ne deviennent 
pas rigoureusement nuls, les erreurs qu'on fait en les négligeant, loin de se 
compenser nécessairement, vont quelquefois en grossissant; c'est ce que prouve 

x 1 l'identité x - - =- , qui devient O = r quand on néglige 
1 1 ' + ,  I + ,  

1 l'infiniment petit -. 
x 

Le principe des erreurs compensées est donc illusoire, comme le grand 
principe démontré par Fontenelle. Cependant il a pu séduire Lagrange lui- 
même, qui a cru y voir (( la  vraie métaphysique du calcul différentiel, » et 
qni a reproduit l'explication de Carnot en disant: « Par exemple, en regar- 
« dant une courbe comme un polygone d'un nombre infini de cûtés, chacun, 
N infiniment petits, et dont le prolongement est la tangente de la courbe, i l  
(( est clair qu'on fait une supposition erronée ; mais l'erreur se trouve cor- 
u rigée dans le calcul par l'omission qu'on y fait des quantités infiniment 

petites. C'est ce qu'on peut faire voir aisément dans les exemples, mais ce 
u dont il serait peut-être difficile de donner une démonstration génbrale. 11 

Ce qui est clair, c'est que la supposition erronée n'introduit point d'erreiir 
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dans le calcul, piiisqu'on opbre sur l'équation de la courbe, et non sur celle 
du polygone. Ce qui est clair encore, c'est que l'omission qu'o~i fait des 
quantités infiniment petites, ne donne point d'erreur dans le résultat, 
lorsque ces quantités y deviennent absolument nulles. 

Q~iant A la  fi démonstradion générale n que Lagrange juge difficile, Carnot 
croit l'avoir donnée. H Qu'il soit dificile ou non, D dit-il, a d'en donner une 
(( démonstration générale, la vraie métaphysique de l'analyse infinitésimale, 
a n'en est pas moins, suivant l'illustre auteur même que je viens de citer, le 
u principe des compensations d'erreurs; et je crois, au  surplus, qu'il ne 
u manque rien n i  à la généralité ni à l'exactitude, de la démonstration que 
u j'ai donnée, » 

O u  en est maintenant la  question, je veux dire l'explication ou la démons- 
tration du principe fondamental de l'analyse infinitésimale? Pour le mon- 
trer, il nous s u a r a  de dire qu'après les plus grands efforts, Auguste Comte 
est allé la chercher d'abord dans u le priiîcipe de l a  compensation nécessaire 
a des erreurs, â et finalement dans u le positivisme devenu religieux B. 

Voici ce qu'il dit de la théorie de Carnot : 
u I l  était d'une importance réelle d'établir directement et d'une manière 

u générale la rationnalité nécessaire de la  méthode infiuitésimale. Aprbs 
diverses tentatives plus ou moins imparfaites pour y parvenir, les travaux 

cc philosophiques de Lagrange ayant fortement reporté, vers la fin du sibcle 
(( dernier, l'attention des géomètres sur la  théorie générale de l'analyse 
c infinitésimale, un géomètre très-recommandable, Carnot, présenta enfin 
u la véritable explication logique directe de la  méthode de Leibnitz, en la 
a montrant comme fondée sur  le principe de la compensation nécessaire des 
a erreurs, ce qui est vraisemblablement, en effet, la manifestation précise 
cc et liimineuse de ce qiie Leibnitz avait vaguement et confusément apercu, 
u en concevant les bases rationnelles de son analyse. Carnot a rendu ainsi 
u à la science un  service essentiel, et dont l'importance ne semble pas encore 
(( suffisamment appréciée, quoique tout cet échafaudage logique de la mé- 
u thode infinitésimale proprement dite, ne soit susceptible trés-vraisembla- 
(( blement que d'une existence provisoire, en tant que radicalement vicieux 
cc par sa nature ». 

Après cet éloge du principe de Carnot, Auguste Comte en présente lui- 
même en ces termes, un  exposé séduisant. 

Lorsqu'on établit l'équation différentielle d k n  phénomène, on subs- 
a titue, aux éléments immédiats des diverses quantités considérées, d'autres 
H infinitésimales plus simples, qui en different infiniment peu par rapport 
u à eux, et cette substitution constitiie le principal artifice de la méthode 
a de Leibnitz, qui, sans cela, n'offrirait aucune facilité réelle pour la for- 
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u mation des équations. Carnot regarde une telle hypothèse comme produi- 
u sant véritablement une erreur dans l'équation obtenue, et que, pour cette 
(( raison, il appelle imparfaite, seulement, il est clair que cette erreur ne 
K peut être qu'infiniment petite. Or, d'un autre côté, tous les procédés ana- 
(( lytiques, soit de différentiation, soit d'mtégration, qu'on applique a ces 
u équations différentielles, pour s'élever aux équations finies, en éliminant 
a toutes les iiifinitésimales ii1troduit.e~ comme auxiliaires, produisent aussi 
« constamment par leur nature, d'autres erreurs analogues, en sorte qu'il a 
(( pu s'opérer une exacte compensation, et que les équations définitives peu- 
a vent, suivant l'expression de Carnot, être devenues parfaites ». 

Auguste Comte termine en disant : a Cette ingénieuse théorie est sans doute 
u plus subtile que solido, quand on cherch.e à l'approfondir n. 

Elle est même plus illusoire que subtile ; car enfin, s'il peut arriver que 
des erreurs se compensent, rien ne prouve qu'elles se compenseront néces- 
sairement ; et, si, dans les exemples choisis par les auteurs qui ont reproduit 
cette théorie, les erreurs se compensent exactement, et comme par enchan- 
tement, c'est que ces erreurs sont absolument nulles. Or, quelle merveille 
que toutes les erreurs se compensent lorsqu'on n'en fait aucune P 

C'est ce que je puis montrer sur l'exemple d'Auguste Comte, comme je l'ai 
fait sur celui de Carnot. 

Auguste Comte prend, sur la courbe y = a s s ,  deux points voisins, dont 
k 

les coordonnées diffbrent de k et h. On sait que le rapport 12 représente le 

coefficient angulaire de la sécante menée par les deiix points ; et ainsi, quelle 
que soit la diff6rence h des abscisses des deux points, le coefficient angulaire 
de la sécante ést toujours 2ax f h. Mais quand les deux points viennent à se 
confondre, la sécante devient tangente, et h étant rigoureusement nulle, le 
coefficient aiigiilaire 2 m  + h se réduit évidemment à 2ax. 

D'une part, on ne fait point d'erreur en disant que la sécante devient tan- 
gente; d'autre part on n'en fait point en prenant 2ak pour 2ax + IL quand 
h = o. Pourquoi imaginer des erreurs pour le seul plaisir de les voir s'entre- 
détruire? 

I 1 Quand ou néglige l'infiniment petit - du dénominateur I + - dansl'i- 
x x 

m - 1 dentité x - - - - , on fait des erreurs réelles; allez voir si ces 
1 1 

I f ,  If, 

erreurs, qui conduisent 6 o = 1, se compensent exactement et nécessaire- 
ment. 

hugiiste Comte ne se contente pas de déclarer la théorie de Carnot plus 
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sublile que solide : il retire peu à peu le pompeux éloge qu'il en a fait, comme 
on le voit dans ce passage : 

(( Quand on considére en elle-même et sous le rapport logique, la concep- 
(( tion de Leibnitz, on ne peut s'empêcher de reconnaître avec Lagrange, 
(( qu'elle est radicalement vicieuse. L'analyse transcendante ainsi concue, 

presente A mes yeux, cette grande imperfection philosophique, de se trou- 
« ver encore essentidlement fondée sur ces principes mc5taphysiqiiesJ dont 
(( l'esprit humain a eu tant de peine (i dégager ses thbories positives. Sous ce 
u rapport, on peut dire que la méthode infinitésimale porte vraiment l'em- 
N preinte caract6ristique de l'époque de sa fondation et du génie propre de 
(( son fondateur. On peut bien, il est vrai, par l'ingénieuse idée de la com- 
cc pensation des erreurs, s'expliquer d'une manière gcinerale, comme nous 
cc l'avons fait ci-dessus, l'exactitude nécessaire des procédés généraux qui 

composent la méthode infinitésimale. Mais cela seul n'est-il pas un incon- 
vénient radical, que d'être obligé de distinguer, en mathématiques, deux 

u classes de raisonnements, ceux qui sont parfaitement rigoureux, et ceux 
« dans lesqiiels on commet à dessein des erreurs qui devront se compenser 
c( plus tard ? Une conception qui conduit A des conséquences aussi etranges, 
(( est, sansdoute, bien peu satisfaisante. » 

Lorsque des infiniment petits deviennent rigoureusement nuls, il est 
bien superflu de chercher un principe qui donne le droit et impose le devoir 
de les négliger. Mais si ces infiniment petits ne peuvent jamais se réduire à 
zero, le principe qui donne le droit et impose le devoir de les supprimer, ne 
peut être qu'illusoire, et il est bien inutile de chercher LL le démontrer. 

Ainsi se trouve jugé, et écarté pour toujours, un principe qui a été une 
pierre d'achoppement pour tant de géombtres. Il ne suffit pas de dire, comme 
Poisson : Il est permis de négliger dans un calcul, sans crainte d'altérer les 

résultats, soit des infiniment petits, >) etc. Il  faut dire d'où vient cette per- 
mission. 

Il ne suffit pas de dire avec hl. Haton de La Goupillibre : (( On se donne la 
(( faculté de négliger les infiniment petits partout où ils se trouvent devant 
K des quantités finies. n Il faudrait dire de quel droit on se donne cette 
facultk 

11 ne suffit pas de dire comme Carnot : Négliger des quantités de cette 
K nature, est nori-seulement permis, mais il le faut, et c'est la seule maniére 
(( d'exprimer exactement les conditions du probléme, B ni  avec M. Charles 
de Freycinet : a on a non-seulement le droit, niais encore le devoir de sup- 

primer l'infiniment petit dans les relations, afin de rétablir la réalité des 
choses. n Il faudrait dire d'où viennent ce droit et ce devoir. Il faudrait. 
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dire ce qu'on entend par l a  réalité des choses; pourquoi altérer d'abord la 
réalité des choses pour le seul plaisir de la rétablir ensuite ? 

Nous l'avons' dit, c'est dans la  distinction des deux infinis que nous 
trouverons la solution et l'explication des .difficult&, comme des paradoxes 
qui naîtront du principe Leibnitzien. 

Si les infiniment petits négligés se réduisent à, zéro dans le résultat, il est 
incontestable qu'on a le droit de les négliger sans lesecours d'aucun principe. 
Mais lorsque les infiniment petits qu'on néglige dans une égalité sont de ceux 
qui ne peuvent pas se réduire A zéro, il est certain que l'on commet une 

. erreur en les négligeant, bien loin de rétablir c( l'exactitude ou la réalité des 
« choses ». 

Le postulatum d'Euclide et celui de Leibnitz sont également faux, mais 
celui d'Euclide, semble évident, tandis que la contradiction apparaît tout 
d'abord dans l'énoncé même du principe Leibnitzien, où l'on dit qu'il faut 
négliger des quantités pour (( rétablir la réalité des choses n. Or, c'est pour- 
(( tant le principe contradictoire que l'on emploie pour démontrer celui qni 
semble évident. Le célébre Arnaud d'abord et ensuite Auguste Comte, ont 
démontré de cette maniére le postnlatnm d'Euclide. 

Pour Arnaud « l'angle de deux droites est l'aire plane infinie qu'elles 
(( comprennent entre elles D. 

a Cette définition, n dit l'auteur de l'Infini, « lui donne intuitivehent 
a tous les théoremes relatifs i des angles de même sommet, par exemple que 

deux angles adjacents valent autant que deux angles droits, puisqu'ils 
u couvrent la m&me région du plan, etc ... Elle lui donne aussi que la somme 
u des trois angles d'un triangle est égale à, la somme de deux angles droits ; 
« car les deux aires infinies que représentent ces deux sommes ne different 
u que de deux fois l'aire du triangle, ce qui est une quantité finie. Or c'est 
e un principe évident que deux infinis sont égaux lorsqu'ils ne différent 
a entre eux que d'une quantité finie D. 

C'est un principe aussi hvident que 2 et 2 font 5, et avec celui-ci, je puis 
me passer de l'autre. 

a D'ailleurs, a ajoute l'auteur, a ceci constitue effectivement une démons- 
u tration du postulatum, parce que le postulatum et le théoréme relatif ir la 
« somme des angles d'un triangle peiivent être pris indifféremment pour 
u conséquence l'un de l'autre D. 

Catalan dit aussi : « Aprés avoir hésité longtemps je me suis décidé à définir 
« l'angle la portion de plan comprise entre deux droites indéfinies, issues 
u d'un même point n. 

Une portion de plan qui n'est pas terminée de toutes parts, c'est l'infini 
absolu, et toute propriété qu'on peut lui supposer est absurde. 
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Par exemple, lorsgus deux angles ont leurs côtés parallbles et dirigés dans 
le même sens, le sommet de l'un peut être pris entre les côtés de l'autre, et 
le contenant aura de plus que le contenu « l'aire plane infinie comprise entre 
u les cotés paralléles n. On ne pourra donc admettre l'égalité des angles 
qu'en invoquant « le principe éviqent qui  veut qu'on néglige cette aire 
u infinie pour rétablir la realité des choses. n Toiit cela est parfaitement 
absurde, ainsi que la démonstration qu'on tire d'un tel principe; ce qiii 
n'empêche pas higuste Comte de prendre au sérieux une pareille démons- 
tration, qu'il présente en ces termes: 

« La méthode des aires s@t pour conduire sans effort au principal Théo- 
« rème de Thalés ». 

n Il consiste au fond en ce que tout angle équivaut B la somme de ceux 
u que forment l'iin de ses côtés et le prolongement de l'autre avec une trans- 
(( versale quelconqiie u. 

a OP cette derniére considération devient évidente en mesurant chaque 
« angle d'aprbs l'aire ind6finie qu'il embrasse, si l'on remplace le premier 
« par son opposé, tandis qu'on apprécie le second en négligeant l'aire trian- 
(( gulaire D. 

u Cette derniére coi~sideratioii offre logiquemznt l'avantage d'introduire, 
u dès le début de la géométrie abstraite, le principe essentiel de la méthode 
a infinitésimale, l a  faculté de substitution mutuelle entre des grandeurs 
u quelconques dont la diffbrence est infiniment petite envers elles D. 

Comme je l'ai dit tout à l'heure, u le principe essentiel de la méthode 
u infinitésimale, r celui que Fontenelle appelle cc le grand principe et le 
u plus fëcond du calcul de l'infini, B et le principe en vertu duquel 2 et 2 
font 5, se valent ; donc, s i  au lien u d'introduire, dés le  début de la géomé- 
(( trie abstraite, n i 'i~n de ces principes, on les introduisait tous les deux, 
u l'avantage logique s serait double. 

Principes que la nonvelle Bcole substitue au principe Leibnitzien. 

L'irrationnalité du principe Leibnitzien étant généralement sentie, les 
geométres modernes ont cru que les d6monstrations se donneraient plus 
rigoureuses par la méthode des limites. Ainsi, toiit en conservant les nota- 
tions de la méthode infinitésimale, ils l'ont fondee sur des principes de la 
méthode des limites. Les deux principes destinés C1 servir respectivement de 
fondement au calcul diffkentiel et  au  calcul intégral, sont donnés par 
Duhamel sous le titre de Tfzéo~~émes ,  dont voici Ies énonces : 

« PREMIER THGORÈME. - La limite du rapport de  deux qaantitks infininlest 
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P petites n'est pas changke quand on remplace ces quantités par d'autres, qui 
u ne leur sont pas égales, mais dont les rapports avec elles ont respectivement 
r pour limites l'unité. 

DEUXIÈME S H ~ O R ~ M E .  - La limite de 13 somme de quantités positives 
(< infiniment petites, dont le nombre augmente indéfininlent, n'est pas chan- 
u gée, quand on remplace ces quantitds par d'autres dont les rapports avec 
u elles ont respectivement pour limites l'unité. n 

Le traité de Sturn reproduit les mêmes t.héor8mes presque dans les mêmes 
termes, comme i l  suit : 

u T H ~ O R ~ ~ E  I. - La limite du rapport de deux quantités infiniment petites 
a n'est pas changée quand on remplace ces quantités par d'autres qui ne leur 
(( sont pas égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant vers l'unité. 

r( THEOR~ME II. - La limite d'une somme d'in9niment petits ne change 
a pas quand on les remplace par d'autres dont les rapports aux premiers ont 
a respectivement ponr limite Vunité. » 

M. Serret présente les mêmes théorèmes sous le titre de principes, et 
M. Hermite sous le titre de propositions. 

u PREMIER PRINCIPE. - La limite du rapport de deux infiniment petits 
u n'est pas changée quand on les remplace par d'autres dont les rapports 
u avec eux ont respectivement pour limite l'unité. n (Serret). 

K DEUXIÈME PROPOSITION. - La limibe de la somme d'un nombre infiniment 
a grand de quantités infiniment petites, n'est pas changée quand on remplace 
a ces quantités par d'a~itres, dont les rapports avec elles ont respectivement 
a pour limite l'unité. » (Hermite). 

A moins de se mieux copier, il n'est pas possible de se mieux accorder. 
Ces deux principes ne choqiient pas la  raison comme le principe Leibnitzien, 

' parce que si l'on y neglige une partie de la  quantité, c'est pour trouver la 
limite, et non la valeur exacte de cette quantité, 

Comme ou le voit. par leurs simples énoncés, ces principes sont bien loin 
d'avoir la généralité du  principe Leibnitzien, puisqu'ils oe se rapportent 
qu'aux deux seuls cas d'un rapport et d'une somme d'infiniment petits. Mais 
ce n'est pas la leur unique défaut. Par exemple, la quantité 3xe + 3xh + hn, 
dans laquelle lz désigne l'accroissement infiuiment petit de x, se remplacera 
par 3xq, et, en vertu du premier principe, la limite du rapport de cette 
quantité à l'autre Re sera pas changée. Or, puisque Iz peut devenir rigoureu- 
sement ilul, c'est la vraie valeur et non la  limite du rapport qu'on obtient. 
D'autre part, les termes négliges devenant absolument nuls, il est évident 
qu'pli n'a besoin d'aucun principe pour s'autoriser à les supprimer. Ainsi, voilà 
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que le premier principe porte a faux, et devient inutile justement dans les 
questions pour lesquelles on l'a tout exprés inventé. 

Le second principe se trouve tout à fait dans le même cas, comme nous le 
montrerons au début du calcul intégral. 

En admettant comme exacts les deux principes adoptés, depuis Duhamel, 
pour remplacer le principe de Leibnitz, leur application porterait à faux 
dans la méthode infinitésimale, essentiellement fondée sur des infiniment 
petits qui, pouvant devenir nuls, ne donnent lieu à aucune question de 
Iimi te. 

Dans la  méthode infinitésimale on supprime, à temps et d'avance, les 
infiniment petits qui d'aprés la question doivent devenir nuls dans le résul- 
tat; en sorte que, par suite de cette suppression anticipée, les calc,uls sont 
rendus plus simples et plus faciles. Toul le mystbre est là. 

Voili toute la métaphysique du calcul infinitésimal, voilà le flambeau qui 
doit éclairer la route de quiconque entreprend l'étude de ce calcul, et à 
qui i l  ne faudra plus dire avec d'Alembert : Allez en avant et la foi vous 
viendra. On n'aura pas besoin, pour continuer sa route, de savoir si l'on peut 
ou non se faire une idée exacte des infiniment petits, s'ils ont ou non une 
existence réelle, s'ils sont quelque chose ou s'ils ne sont rien ; ou bien encore 
s'ils tiennent le milieu entre l'existence et le  néant. 

On ne verra dans ce qu'on appelle des infiniment petits que des variables 
auxquelles on peut donner toutes les valenrs qu'on veut, grandes ou petites, 
et qui, soumises aux memes règles de calcul que les q~iantités dites finies, 
conduisent à des resultats exacts pour toutes les valeurs qu'on voudra attri- 
buer à ces variables. 

Mais, si li un  moment quelconque, on néglige des infiniment petits, le 
résultat sera faux généralement ; cependant il sera évidemment exact pour le 
cas particulier qui correspond à l'hypothése oh les variables infini tésimales 
sont supposées nulles; or, comme c'est justement ce cas particulier que l'ou 
traite par la méthode infinitésimale, i l  arrive ainsi que les soit-disant infini- 
ment petits qu'on a négligés, ne sont que de purs zéros. 

Distinction essentielle entre la Methode des Limites e t  la Méthode 
infinit8simale. 

Les deux méthodes sont réputées équivalentes, et comme ne différant que 
par la forme et les notations : la premiére étant plus apte aux démomtra- 
tions, et la seconde s'adaptant mieux aux applications. Cette appréciation est 
erronée, car c'est pour les démonstrations comme ponr les applications, que 
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chacune des deux méthodes convient le mieux aux questions qui sont de son 
domaine. 

Il faut regarder comme du domaine de la méthode infinitésimale les fonc- 
tions des accroissements qui peuvent se réduire zéro, et comme du domaine 
de la méthode des limites les fonctions d'infiniment petits qui ne peuvent pas 
se r4duire A zéro, parce qu'ils sont eux-mêmes fonctions de variables suppo- 
sées infinies. 

Aujourd'hui les géométres donnent les définitions et les démonstrations 
par la méthode des limites ; tandis que les applications sont présentées au 
moyen de la methode infinitésimale. Cette manière de faire est qualifiée de 
u frauduleuse D par Auguste Comte, qui a cependant cru, comme les autres, 
qiie les deux méthodes s'adaptent indistinctement aux mêmes questions. 
Aussi cette erreur est-elle la source des difficultés qu'il a discutées avec tant 
de soin, sans pouvoir les résoudre. 

Ce qui fait qu'on n'a pas distingue les questions propres à chacune des deux 
méthodes, c'est qu'on n'a pas distingué les infiniment petits qui peuvent se 
réduire A zéro, de ceux qui ne peuvent jamais devenir rigoureusement nuls. 

C'est dans cette confusion que résident les difficultés et les erreurs 
auxquelles peut conduire l'emploi des infiniment petits. Il  faut qu'on le 
comprenne bien : l'erreur d'un calcul ne peut pas venir d'une fausse idée 
qu'on a dans l'esprit, tant qu'elle n'entralne pas la substitution effective de 
l'une h l'autre de deux quantités qu'on croit ou qu'on. suppose égales, 
lorsqu'en réalité, i l  est impossible qu'elles le deviennent. 

Loraqu'on n'introduit pas dans le champ, déjà s i  vaste, de la méthode 
infinitésimale, les questions qui forment le domaine exclusif et beaucoup 
plus restreint de la méthode des limites, la méthode de Leibnitz est suscep 
tible d'une explication rationnelle trés-simple. 

C'est encore pour avoir confondu ces deux genres de questions qu'Auguste 
Comte a dit : u Quand on considare en elle-même, et sous le rapport logique, 
u la conception de Leibnitz, on ne peut s'empêcher de reconnaître avec 
u Lagrange, qu'elle est radicalement vicieuse, en ce que suivant ses propres 
u. expressions: la notion des infiniment petits est une idée fausse, qu'il est 
u impossible, en effet, de se representer nettement, quoiqu'on se fasse quel- 
u quefois illusion à cet égard ». 

Distinguez bien l'infiniment petit qui peut devenir zéro, de celui qui ne 
peut s'y réduire ; ne prêtez pas à l'lin les propriétés qui n'appartiennent qu'i 
l'autre ; après cela, vous pouvez avoir, des infiniment petits, l'idée que vous 
voudrez, et les appeler comme vous l'entendrez. des trbspetits, par exemple, 
ou simplement des variables. 

Li se trouve l'explication 1ogique.qui a été s i  vainement cherchée par tant 
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de géombtres, et des plus illustres tels que Lagrange, Carnot, Aiignste 
Comte, etc. 

Qu'on s'y prenne comme on voudra, si l'on confond en une seule esphce les 
liirondelles et les chauves-souris, il en résultera des êtres singuliers qui tieu- 
dront le milieu entre les quadrupbdes et les oiseaux ; c'est ainsi que Carnot a 
fait des infiniment petits, une cc espéce d'êtres singuliers qui semblent, par 
u leurs proprietés équivocps, tenir le milieu entre la grandeur et le zéro, 
a entre l'existence et le néant n. 

11 convient de compléler, par des notations spéciales, la dist,inction es- 
sentielle que j'ai établie entre des valeurs priiicipales et les limites des 
fonctions. 

Qnand la valeiir dex  est nulle, il est évide11 t que celfe de y = a + bx + ex" 
a'+ 6'2 + c'x' 

se réduit à q; tandis que y = ax + 6x2 + ex" 
a a'x + b'xB+ c'z3 

valeurs tous les nombres possibles. Pour exprimer 

leur principale correspondant à x = O ,  

O se réduit -, et a pour 
O 

a 
que représente la va- 

a 

j'écïis 

Si, dans la méme expression ax + bx3 + cx3 I , x = -, la valeur de z 
a'x + b'x9+ c'x4 2 

aura pour limite zéro, mais ne sera jamais absolument nulle; la fraction ne 
O a prendra pas la forme indéterminée - , et sa valeur n'atteindra jamais -,, 
O a 

qui en représentera la limite, et non la vraie valeur. 

Si x tend vers sa limite zéro, l a  fonction a x  + bx9+ Cx3 +Dx4+... 
a'xi+ bx3+ Ctx' f D ' x g +  ... 

n'a .plus ni, limite ni valeur principale; mais elle a un convergent, qui, 

d'après une rbgle donnee précédemment, est + bat -ab' ; c'est ce que 
a'x alB 

j'exprime en écrivant : 

ax + bxq + k3 f Dd + ,, . . . ba' - ab' 
+- - a + a's . a'x8 + b'x3 + C i d  + Drx5 + . . . . a'x 

La limite Atant un cas particulier du convergent, il convient d'employer 
le m h e  signe pour les deux. 

nJ:+bx2+ Ca3 . a  . . 
D'après cela, on ecrira - 

O al.x + brxl + C1x3 - 2' C pour exprimer que 
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a - est le convergent, ou la  limite de la fonction quand x tend vers sa limite 
a' 
zéro; tandis que si n: est indépendant, on écrira 

pour exprimer que quand x devient zéro, la fraction atteint sa valeiir 
a principale -. 
a' 

Définition du verbe leibnitzer. 

J'emploierai le verbe leibnitzer pour désigner la double opération qui con- 
siste, d'une part, à représenter les accroissements des variables par les nota- 
tions de Leihnitz, et, d'autre part, à supprimer conformément A son principe, 
les infiniment petits d'ordres siipérieiirs , non pas, comme il l'entendait, 
parce qu'ils sont négligeables en tant qu'incomparables, mais bien, en 
réalit&, parce qu'ils deviennent absolument nuls dans le résultat cherché. 

Ainsi, au lieu de dire, comme M. Bertrand ( A  la page 648 de son Traité de 
Calcul difdrentiel: ) (( d'où l'on conclut en négligeant toujours, il doit être' 
c( superflu de le rappeler, les infiniment petits d'ordre siipérieur A ceux que 
N l'on conserve, n on dira simplement : leibnifrant, on a, etc. 

L'emploi du verbe leibnitzer, n'aura pas pour seul effet d'abréger le dis- 
cours et d en mieux préciser le sens, mais sa dkfinition offrd de plus la justi- 
fication naturelle d'une opération qui a donné lieu à tant d'explications irra- 
tionnelles ou paradoxales, et que Carnot a cru justifier par sa théorie des 
erreurs compensées. 

Piiisqu'on ne néglige les infiniment petits qu'h la condition qu'ils devien- 
nent nuls dans le résultat de la question posée, il ne faut pas a toujours 
(( négliger les infiniment petits d'ordre supérieur à ceux que l'on con- 
(( serve )). On ne les négligera pas dans une question oh l'on ne pourra pas 
les faire nuls. Par exemple, puisqu'on ne peut pas rendre nul l'infiniment 

1 x 1 petit - on ne le négligera pas dans l'iden tile x - - = - 
5' 1 1 '  If, If, 

car on aurait l'absurdité O = I. 
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On appelle diîïérence d'une variable la différence de deux valeurs qu'on 
lui donne successivement ; c'est donc l'accroissement que prend la variable 
qiiand elle passe de la première valeur à la seconde. 

Les. différences des variables x, y, r, se désignent ordinairement par AX, 
Ay, Az. 

Lorsque la  din'érence d'une variable est supposee infiniment petite, on 
l'appelle diffërentielle . 

Les différentielles des variables x, y, a, etc. se d6signent par da%, dy, 
dr,  etc. ; leurs carres, leurs cubes, etc., se represen tent respectivement par 
dx', dys, dzl, dx3, dy3, dr3, etc. 

En supposant y = @, désignons par h l'accroissement de x, et par k ce- 
lui qui en résulte pour y ; lorsque x devient x + h, y devient (x + IL)$, 
ou x3 + 3x272 + 3xh3 + h3, en sorte que k = 3x5h + 3xh2 + I z s ,  

et = 3x2 + 3xh + hs. 

Si l'on suppose h infiniment pelit dans l'égalité k - 3x*+ 3rh + Ir', les 
12 - 

&mes 3xh et 61 sont eux-mêmes infiniment petits, et le rapport est h 
infiniment près de 339. Si h ne pouvait pas devenir nul, 3x2 serait la limite 

k O du rapport - mais on peut faire h = O, et l'on dit qu'on a alors - = 3 en. 
h ' O 

C'est mal raisonner, car le second membre d'iine identité ne peut pas rester 
déterminé en même temps que le premier devient indéterminé, 

Si on reprend l'identite k = 339h + 3xlze + h3, et qu'on divise to,us les 

termes par h, on a , qui pour h = O, donne 
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O 2 = 2,  et non - = 328. Il en résulte que 3~ est la  valeur principale 
O O O 

du rapport indéterminé ; ce que j'indique en écrivant - - 339. La Rh-  
même relation s9Bcrit simplement * = 3xs, d'aprés la notation de Leib- 

dx 
nitz. Comme on le voit, cette relation est exacte; mais c'est l'explication 
qu'on en donne qui ne l'est pas, car au lieu de reconnaître que les derniers 

termes de l'égalité - 3xs+3xh+ ha y deviennent nuls, on a imaginé d'en -h 
faire des infiniment petits, u espéces d'btres singuliers qui tiennent le milieu 
entre l'existence et le néant, n et qui sans être nuls en eux-mêmes, auraient 
la propriété d'être nuls par rapport aux quantités finies. De là le principe 
leibnitzien qui donnerait le droit et imposerait même le devoir de négliger 
les infiniment petits devant des quantités finies. Comme le dit Auguste 
Comte, ce principe porte l'empreinte de la métaphysique de l'époque et du 
génie propre de l'inventeur. 

Dans la méthode de Newton les dérivées sont des limites, en sorte que dans 
k l'exemple - = 3x9 + 3xh + ha , il faudrait &rire lim k = 3x9, ce qui 
h h 

serait exact si h ne pouvait égaler zéro ; mais, comme les accroissements des 
variables peuvent toujours devenir nuls, il s'ensuit que dans le systéme de 
Newton,l'équation et l'explication sont également inexactes; tandis que dans 
celui de Leibnitz, l'explication seule est inexacte. 

Les géométres philosophes ont cru le contraire, et ils ont émis cette opinion 
paradoxale, que la méthode de Newton, quoique logiquement pIus exacte, 
est pourtant moins bien appropriée aux applications. 

« La conception de Leibnitz, » dit Auguste Comte, u présente incontesta- 
u blement, dans l'ensemble des applications, une supériorité trés-prononcée, 
(( en conduisant, d'une maniére beaucoup plus rapide, et  avec bien moins 
a d'efforts intellectuels, à la formation des équations entre les grandeurs 
(( auxiliaires. C'est A son usage que nous devons la haute perfection qu'ont 
(( enfin acquise toutes les théories genérales de la géométrie et de la mécani- 
u que. Lagrange lui-meme, aprés avoir reconstruit sur de nouvelles bases 
u l'analyse transcendante, a rendu, avec cette haute franchise qui convenait 
u si bien A son génie, un  hommage éclatant et décisif aux propriétés caracté- 
a ristiques de la conception de Leibnitz, en la suivant exclusivement dans le 
a systéme entier de la Mécanique anatyfipue. 

u Mais, quand on considére en elle-même, et sous le rapport logique, la 
u conception de Leibnitz, on ne peut s'empêcher de reconnaître avec Lagrange 
(( qu'elle est radicalemement vicieuse. 
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cc Passant la conception de Newton, il est évident que, par sa nature, elle 
a se trouve A l'abri des objections logiques fondamentale; que.provoque la 
(( méthode de Leibnitz. La notion des limites est, en effet, remarquable par 
« sa netteté et par sa jiistesse. )) 

Sans doute la  notion des limites est nette et juste ; mais on en fait une 
fausse application lorsque, comme Newton et les géomètres en gdnéral, on 
prend pour limite d'une fonction, ce qui  en réalité est la valeur principale 
d'un rapport indéterminé. 

C'est par suite de cette erreur que l a  méthode des limites appliqiiée i 
l'analyse transcendante est regardée comme logiqnement plus rigoureuse. 
C'est aussi par suite de cette erreur que Cournot a dit ; a ALI point de vue 
(( logique et subjeotif, la rigueur démonstrative appartient directement k la 

méthode des limites, et indirectement à la  méthode infinitésimale. n 
M. Bertrand appuie la même opinion en disant : a Newton est loiijoiira 

cc aussi irréprochabie dans la forme que rigoureux dans le fond. D. 

Pour M. Bertrand les différentielles sont des infiniment petits qui ont pour 
limite zéro. IL n'est dono pas étonnant qne ceux qiii tombent dans le m6me 
défaut lui paraissent irréprochables. l 

Les géomktre3 modernes font un usage simultané des deux méthodes, en 
préférant celle des limites pour les définitions et les démonstrations, et 
s'abandonnant B celle de Leibnitz pour les applications. Ce procédé est quali- 
fié de fraudulenx par Auguste Conite, qui s'en explique en ces termes : 

« Plusieurs géomètres du continent, en adoptant, comme plus rationnelle, 
« la méthode de Newton. pour servir de base b l'analyse trauscendante, ont 
« déguisé en partie son infériorité par iine grave inconséquence, qiii consiste 
a C1 appliquer à cette méthode la notation imaginée par Leibnitz pour la 
cc méthode infinitésimale, et qui n'est réellement propre qu'A elle. En dési- 

dy « gnant par - ce que, rationnellement, il faudrait, dans la  théorie des 
dx 

u limites, noter lim 9, et en étendant A toutes lei, autres notions analy- 
da 

« tiques ce déplacement de signe, on se propose sans doute de combiner les 
r avantages spéciaux des deux méthodes : mais on ne parvient, en réalilé, 
« qu'A établir entre elles une confusion vicieuse, dont l'habitude tend à 
« empêcher de se former des idées nettes et  exactes de l'une et de l'autre. 

(( D'après sa nature trop compliquée et trop détoiirnée, la  conception 
K Newtonienne ne comporte point, sous la forme des limites, de notations et 
« dénominations qui lui  soient propres. Eludée irrationnellement par l'abus 
« des notations infinitésimales, l'imperfection inhérente à la methode des 
(c limites ne semble ainsi disparaître que d'aprbr, une inconadquence habi- 
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u tuelle. Remplacant la limite du rapport des accroissements par le rapport 
u des différentielles, on s'accoutuine A séparer les deux termes de la  fraction 
R auxiliaire contre l'esprit de la conception Newtonienne, à laquelle on veut 

frauduleusement procurer les q~ialités Leibnitziennes. n 

Tous les géombtres, en général, définissent la dérivke d'une fonction en 
disant que c'est la limite du rapport de I'accroissement de cette fonction ii 
celui de la variable; donc pour être exacts et conséquents ils devraient, 

comme le dit Auguste Comte, écrire lirn 9 = F1(xj, et non 9 = F'(x)). Or, 
dx dx 

comme F' (x) représente la  valeur principale, et non la limite de rapport, il 
s'ensuit que la notation censée la plus exacte, n'est exacte ni dans la forme 
ni pour le fond, tandis que celle de Leibnitz ne péche que par l'explication 
qu'on en donne. 

Mais l'explication pouvant être rectifiée sans altérer 13 méthode, j'en 
conclus qu'au point de vue logique et subjectif, comme au point de vue 
objectif; au point de vue théorique ou démonstratif, comme au point de vue 
pratique, toute la superioritc! revient (1 la méthode de Leibnitz. C'est dans ce 
sens que j'ajouterai qu'il appartient à Leibnitz de démontrer Newton et 
Lagrange, et non (1 Newton et Lagrange de démontrer Leibnitz. 

kéa l i t 6  2 = 339 se trouve justifiée en apparence, quand on dit que 

par la notation 2 il faut entendre la limite de ce rapport. Xais si 

9 exprime la limite du rapport, et non le rapport lui-même, on agit dx 
u fraudiileusement » selon l'expression d'Auguste Comte, quand on sépare 
les deux termes du rapport pour écrire dy = 3x9 dx. Les géomS tres, depuis 
Cauchy etDuhame1, ont cru lever la  difficulté en donnant comme définition, 
l'égalite dy = 3.cqd4 c'est-A-dire, en appelant difkentielle de y le pro- 
duit de d:;c par la dérivée 3xP. De cette maniére la dSiculté est écartée pour 
le moment; mais elle reparaît bientôt lorsque, dans lea applications, on em- 
ploie dy pour désigner l'accrois~ement infiniment petit de y. 

On sait que c'est la dGtermination analytique des tangentes qui a donné lieu 
au calcul differentiel. Par exemple, s'il s'agit de la courbe représentée par 
l'équation y = xs, la sécante menée par les points dont les abscisses sont x 
et % + h ,  et les ordonnées y et y + k, fait avec l'axe de x un angle dont 

k 
la tangente trigonométrique est exprimée par le rapport = 3@+3xlz+ hg. 

Or, rien ii'empèche que le second point ne vienne coïncider avec le pre- 
k mier ; les accroissements h et k deviennent nuls dors, et le rapport se 
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O réduisant ?1 - , est toit  à fait indéterminé. Cela doit être en effet, puisque 
O 

les deux points coïncident en un seiil, par lequel or1 peut mener une infinité 
de droites. 

Dans ce cas, on ne peut plus dire que le second membre de 
k h - = (3x3 + 3xh + h3 A, se rédoit A 339, car 2 se réduit 1i 2 - mais' 
h h O 

k sa valeur principale est 1 ,  e t  3 2  qui est la valeur correspondante de - 
h 

représente le coeff~cient angulaire de la tangente à la courbe, menée au point 
dont l'abscisse est x ; tandis que chacune des autres valeurs de la fraction 

k 0 .  - , réduite à - , représente le coefficient angulaire d'une autre droite menée 
h O 

par le même point. 

Le défaut analytique de la  définition de la dériv6e consiste 11 dire que c'est 
la limite d'on rapport, au lieu de dire que c'est la valeur principale d'un 
rapport indé terminé. 

Le défaut correspondant de la définition geometrique de la tangente con- 
siste B dire que c'est la limite de la  sécante, au lieu de dire que c'est la direc- 
tion que pendlasécante lorsque le  second point atteint le premier. 

Dire que la tangente est la  limite de la sécante, c'est dire qiie le second 
point ne peut jamais atteindre le premier, ou que la sécante ne peut coïn- 
cider avec la tangente, ce qui est évidemment faux. 

L'exemple y = x3, que nous avons considéré plus haut, nous a donné 
3x2 pour la dérivée de y, et nous avons dit B quelle -condition l'égalité 

9 - 3x2 peut ètne considérée comme exacte. 
dx 

1' Lorsque les accroissements dx, dy  sont nuls, la fraction 

terminée, mais sa valeur principale est 3x9. 

2' Lorsque ces accroiss&ments na sont pas nuls, l'égalit6 $ = 3 î t  ne 

devient exacte qu'au moyen des termes négligés ou sous-entendus ; mais le 

résulta1 final est exact, parce qu'on est shr que les Lermes négligés, y de- 
viennent nuls en m&me temps que dx. 

Dans le système de Lagrange, la  formule 9 - 339 ne s'emploie pas, les dx - 
principes ysont censés « dégagés de toute considération d'infiniment pet:ts .o. 

D'après ces principes, la  dérivée d'une fonction F (x) est le multiplicateur 
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de h dans le développement de P(x+ h ) ,  et cette dérivée se désigne par 
P'(e) ; ainsi quand F(x) = x3, on a Fr[x) = 3x3. 

Jusque 18 tout est correct, et la dérivée se trouve ainsi définie sans la coii- 
sidération de limites ni d'infiniment petits; mais on s'interdit, de la sorte, 

dl/ l'usage des formules - = 3x9, et de dy = 3x3 dx ; ce qui est un grand dx 
inconvénient. Cependant tout le mal n'est pas 18. En effet, cette définition 
de la dérivée d'une fonction F(.z), exige que la fonction F(x f h) se dé- 
veloppe suivant les puissances croissantes de l z .  Si le déveioppement est une 
Série infinie, ce qui esL le cas le plus ordinaire, il n'y a plus identité entre 
la fonction F(x + h) et son développement, el il y a deux cas a considérer. 

1" Lorsque la  série est convergente, F(x + l z )  en représente la limite, 
et il y a erreur C1 la  prendre pour la somme de ses termes ; on ne peut le 
faire qu'ed négligeant des infiniment petits .Ainsi Lagrange ne considère pas 
les infiniment petits, mais il les néglige. 

2" Si la série est divergente, on ne peut la prendre pour F(x + l z )  qii'en 
négligeant des quantités h i e s  ou infinies, ce qui est bien pis que de consi- 
dérer des quantités infiniment petites. 

C'est dans sa Théorie des Fonctions analytiques que Lagrange a prétendu 
donner les principes du calcul différentiel, dégagés de toute considération 
d'infiniment petits, d'évanouissants, de limites et de fluxions. 

L'ouvrage est une œuvre de génie, et c'est sans doute ce qui a valu S l'au- 
teur (( ce premier des fameux prix décennaux, par lequel l'Académie des 
a sciences de Paris a couronné la Tfzéorie des Fonctions analytiques de 
a Lagrange, destiuée, n dit Hoëiié ~ r o n s k i ,  h extirper des mathématique; 
a l'importante idée de l'infini n. Mais l'auteur a-t-il réellement atteint le 
but qu'il s'y est proposé? Les connaisseur;, et Cauchy en tête, ne le pensent 
pas. Il ne parait pas qu'aiicun géométre ait essaye de reprendre la t%che à 
laquelle Lagrange a siiccombé, et qui consistait 5i, établir les princ@es d u  
calcul diffgrentiel dkgagés de toute considération de limites et d'infiniment 
petits. La difficulté était cependant siisceptible d'une solution bien simple, 
comme je vais le montrer. 

Lagrange a donné le calcul différentiel sans différentielles ; sa méthode a 
pu conduire aux mêmes résultats que le calcul différentiel ; mais, A propre- 
ment parler, ce n'est plus du calcul différentiel. 

Supposons que le résultat d'une opération plus ou moins compliquée 
soit une fonction des variables x, y, 2, et de leurs accroissements égale- 
ment variables, et désignés par a', y', a'. N'est-il pas évident que ce 
résultat deviendrait le même si l'on y donnait à x', y', r', des valeurs 
nulles, que si l'on négligeait dans le courant du calcul les termes qui devien- 
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nent nuls en même temps que x', y', z' ? N'est-il pas évident encore qu'en 
négligeant d'abord ces termes, le calcul pourra se trouver considérable- 
ment simplitie ? 

Ainsi se trouve exbliqué tout le mystére du calcul difïérentiel. Pour y 
adapter la 'notation la plus convenable, les accroissements des variables 
x, y, a, sont désignés par dx, dy, dz, et on les appelle les différentielles de 
ces variables. 

Puisque les différentielles peuvent passer par zéro, elles n'ont pas pour 
limite zéro. C'est ainsi qu'on établira a les principes du calcul differentiel 
« dégagés de toute considération de limites. n Comme de cette manibre ils 
s'établissent sans qu'on ait besoin de parler d'infiniment petits, ils se trou- 
veront aussi u dégagés de toute considération d'infiniment petits. n 

Qu'on ne dise pas qu'une variable est bien obligée de devenir infiniment 
petite avant d'arriver CL zéro ; autrement on ne pourrait pas non plus faire 
x = 4, sans passer pay des valeurs infiniment peu différentes de 4. 

Quant au principe leibnilzien, en vertu duquel les infiniment petits peu- 
vent et doivent se négliger, on peut l'invoquer s i  l'on veut ; mais rien n'est 
exact de ce qu'on a dit pour le justifier. Si le résultat trouvé en négligeant 
ainsi les infiniment petits, est exact, ce n'est qu'autant qu'il correspond 
l'hypothbse où les variables appelées infiniment petits sont devenues rigou- 
reusement nulles; mais ce même résultat serait faux dans toute autre 
hypothèse. 

Ce sont les difficultés que je viens de résoudre, j'ose le dire, qui ont tenu 
si longtemps l'Académie des sciences en suspens sur la valeur des idées de 
Leibnitz. Ces difficultés paraissaient encore insurmontables à d'Alembert, 
piiisqu'il répondit à un jeune geométre qui s'en plaignait ii lui : « Allez en 

avant et la  foi vous viendra. 1) 

M. Bertrand, comme Sganarelle, dirait : « Nous avons change tout cela. )) 

(( Ces matibres, n dit-il, « ont été éclairées et approfondies par tant de 
discussions qu'il n'y subsiste p h s  aucun nuage, et que tout aujourd'hiri 
semble simple et rigoureux dans le début d'une science facilement acces- 
sible, et que l'on ne songe plus à nommer transcendante. D 

1 M. Bertrand trouve ((simple et rigoureux » de faire - =O, aprés avoir dit : 
x 

On nomme infiniment petit ou qua?ttité infiniment petite un nombre ou 
une grandeur variable, qui diminue indéfiniment et s'approche aulant 
qu'on veut d'une limile nulle sans jamais I'atteiqdre. » Se le trouve (( sim- 
ple D aussi, mais pas du tout u rigoureux. » Notre illustre Cauchy ne 

voyait pas encore l'affaire arrivée à ce degré de perfection, comme on peut 
s'en convaincre en lisant l'article qu'il a publié au commencement du tome 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL D I F F ~ E N T I E L  197 

troisiéme de ses Exercices d'Analyse et de Physique mathématigue. Cau- 
chy dit donc que (( les équations diffkrentielles ne devien~lent exactes que 
« dans le cas où les différentielles s'évanouissent, c'est-à-dire dans le cas où 
a ces équations mêmes disparaissent. )) 

« A la vérité, n ajoute Cauchy, (( l'inconvénient que nous venons de rap- 
a peler n'a point arrêté Euler, et ce grand géométre tirant la  conséquence 
u rigoureuse des principes généralement admis, a coii;idéré le; différentiel- 
u les comme de véritables zéros, qiii ont entre eux des rapports finis. Mais 
(( d'autres géométres illustres, et Lagrange h leur tête, n'ont pu se résoudre 
u tt introduire dans un même calcul plusieurs sortes de zéros distincts les 
« uns des autres, et c'est pour ce motif qu'A la notion des différentielles, 
a Lagrange a songé à substituer la notion des fonctions dérivées. n 

Est-ce en approfondissant n des zéros, (( qui ont, )) au dire de Carnot, 
u des rapports trés-intéressants ii connaître, » que « la matiere a été éclairée? ), 
Est-ce en extirpant, avec Lagrange, les différentielles du calcul différentiel, 
qu'on a dissipe les nuages et les difficiiltés ? Cauchy répond : « Les difficultés 
u que l'on rencontre quand on veut déduire la notion des fonctions dérivées 
« de la considération d'une série composée d'un nombre infini de termes, se 
a trouve à peine dissimulées par toutes les ressources qu'a développées le 
(( génie de Lagrange, dans les premier; chapitres de sa Théorie des Fonctions 
u analyt ipes .  )) 

Ainsi, le génie de Lagrange n'ayant pu dissiper les nuages, celui de Cau- 
chy a-t-il mieux réussi ? Il le croit : 

u On Bchappe, » dit-il, « aux dificultés que nous venons de signaler quand 
« on coiisidére une fonction dérivée comme la limite du rapport entre les 
(( accroissements infiniment petits et simultanés de la fonction donnée, et de 
(( la variahle dont elle dépend. )) 

Mais en échappant ainsi B ces dificultés on en rencontre d'autres, La pre- 
miére c'est qu'on prend des limites lâ où il n'y en a pas. Cauchy ne voit pas 
celle-là, mais il en signale d'autres, et il dit : u 011 évitera cesinconvénients 
u si l'on considkre les diff6rentielles de deus ou de plusieurs variables liées 
« entre elles par une ou plusieurs équations, comme desquantités finies dont 
a les rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre les 
a accroissements infiniment petits et sirnultail& de ces variables. Cette défi- 
(( iiitiou ilouvelle que j'ai adoptée ddm mon calcul différentiel et dans le 

mémoire sur les mdthodes ailalytiqiies, me parait joindre B l'exactitude 
(( désirable tous les avantages qu'offrait, sous les rapports de la simplicité et 
(( de la  généralité, la définition primitivement admise par Leibnitz et par les 
(( géomètres qui l'ont suivi. )) 

Pour Leibnitz et pour les géomètres qui l'ont suivi, les différentielles sont 
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les différences infiniment petites des variables ; pour Euler les diffërentielles 
sont de purs zéros; pour Cauchy et pour les géométres qui, comme Duhamel, 
Pont suivi, les différen tiellds sont des quantités finies ; pour moi les différen- 
tielles sont des variables qui représentent les accroissements d'autres 
variables. 

La pire de toutes ces conceptions est celle que Cauchy donna comme la 
meilleure, et ce que j'ai dit jusqu'ici prouve assez que les avantages attribués 
par lui à sa nouvelle définition sont réellement illusoires. 

Du moment que les differentielles sont des variables, elles sont, comme toutes 
les variables, susceptibles de recevoir des valeiirs arbitraires. Puisqu'elles 
reprksentent les accroissements d'autres variables, le résultat d'un calcul 
quelconque pourra contenir des termes soit dépendants soit indépendants de 
ces accroissements. Or, dans les questions traitées par la methode infinitési- 
male, on demande la valeur du résultat pour le cas où les accroissements des 
variables deviennent nuls. 

L'artifice et l'avantage de la méthode consistent A négliger d'avance, et le 
plus tBt possible, les termes qui sans cela compliqueraient inutilement les 
calculs, et même le résultat final, d'où ils disparaîtraient ensuite quand on 
remplacerait par zero les accroissements des variables. 

Toute la métaphysique du calcul différentiel se résume donc dans les trois 
propositions siiivantes : 

2" Les différentielles sont des variables qui représentent des accroissemeilts 
d'autres variables. 

2" Les questions du calcul différentiel se rapportent au cas où les différen- 
tielles deviennent nulles dans le résultat cherché. 

30 On néglige dans le calcul les termes qui disparaîtraient du résultat, 
quand les accroissements des variables y seraient supposés nuls. 

On voit que dans ces énoncés il n'est pas méme question d'infinimént petits. 
C'est donc bien perdre sa peine et son temps que de se creuser la tête pour savoir 
s'ils ont ou non une existence réelle, s'ils sont de purs zéros, ou « des espè- 
u ces d'ètres singuliers qui tiennent le milieu entre l'existence et le néant. )) 

Tout le tort de Leibnitz était de voir dans ses difftkentielles des quantités 
constan tes infiniment petites, négligeables en raison de leur extréme petitesse, 
au lieu d'y voir des variables qu'on ne néglige que par suite d'une hypothèse 
qui les rend absolument nulles. 

Le tort plus grand d'Euler était de ne voir dans les difîtkentielles que des 
constantes toujours nulles, et d'admettre ainsi des zéros de plusieurs espéces 
et de différents ordres. 

Le tort de Lagrange est plus grand que celui de Leibnitz, parce que pour 
éviter les differentielles qui, comme dx, dy, da, peuvent devenir zéro, il né- 
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CALCUL D I F F ~ R E N T I E L  199 

glilige les diff6rences qui existent entre les séries et leurs limites, et qui ne 
peuvent jamais se réduire à zéro. 

Le torl de Cauchy est le plus grand de tous, car pour que les différentielles 
représentent toujours dans sonsystéme des quantités finies,.qu'on ne peut plus 
jamais négliger comme ayant une valeur nulle, ou extrêmement petile, il est 
obligé de leur enlever leur propriété essentielle, qui consiste ti représen- 
ter les accroissements des variables. 

Cauchy ne cache pas ce défaut, mais il le présente comme une qualité. 
Il me parait important, dit-il, de considérer les différentielles comme des 

(( quantités finies, en le3 distinguant soigneusement des accroissements infi- 
cr niment petits des variables. u 

Est-ce que par ces u quantités finies, n Cauchy a trouvé le moyen de se 
passer « des accroissements infiniment petits des variables? )) Il l'a trouvé 
comme quelqu'un qui inventerait le  moyen de se passer de cuillers et de 
fourchettes, excepté pour manger. C'est ce que fait Cauchy en ajoutant : 

(( La considération de ces derniers accroissements peut et doit Btre em- 
ployée comme moyen de découverte ou de démomtration dans la recher- 

(( che des formules ou dalu l'établissement des théorkmes. Mais alors le 
(( calculateur se sert des infiniment petits comme d'intermédiaires qui doi- 
« vent le conduire à la  connaissance des relations qui subsistent entre des 
« quantit6s finies; et jamais, à mon avis, des quantités infiniment petites ne 
« doivent 6tre admises dans les équations finales, oh leur présence devien- 
rc drait sans objet et sans utilité. a 

Voyons, il faudrait pourtant s'entendre. Les quantités infiniment petites 
que peut renfermer une équation finale, sont exprimees au moyen de diffé- 
rentielles. Si ces x quantités infiniment petites ne doivent pas être admises 
(( dans les équations finales, n il faut bien donner le moyen de s'en défaire. 
Selon moi, elles disparaissent parce que les diffkrentielles sont des variables 
qui dans la question résolue doivent devenir nulles, comme lorsque la  sé- 
cante devenant tangente, la distance des points de rencontre devient absolu- 
ment nulle. Pour Leibnitz les quantités infiniment petites disparaissent à 
cause de leur extrême petitewe. Mais pour Cauchy les différentielles n'étant 
ni des quantités nulles n i  des quaiitiles infiniment petites, mais bien des 
(( quantités finies, » quelle raison donnera-t-il pour les négliger, ou quel 
moyen de s'en débarrasser? 

Ch voit donc que depuis Leibni tz jusqu'h Cauchy, la dificulté n'a fait que 
s'accroître et s'embellir. Iln'en faiit pas plus que celai M. Bertrand pour affir- 
mer que (( ces matières ont été éclairées et approfondies par tant de discua- 
u sions, qu'il n'y subsiste plus aucun nuage, et que toiit aujourd'hni semble 
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(( simple et rigoureux dans le début d'une science facilemeut accessible, et 
u que l'on ne songe plus (I nommer transcendante. n 

DBrivbs et diffdrentielles des fonctions simples. 

La différentiation des fonctions les plus compliquées se raméne it celle 
d'un petit nombre d'autres, qu'on appelle fonctions simples et qui sont : 
xn, logx, a": sinz, tangx, sécx, cosx, cotx, cosécx, arcsinx, arc tangx, 
arcséc x, arc COS x, arccot x, arcco~éc x. 

Nous allons déterminer la dérivée de chacune de ces fonctions, et pour 
plus de simplicité dans les calcds, je représenterai d'abord par h et k les ac- 
croissements qui dans la suite se remplaceront par d a  et dy. 

Io Soit y = xR.  

et, par suite, 

2" Soit y = logx. 
h On aura k = log ( x  f h) - log x = log ; et, en faisant - = a, 
.z 

- 
on aura k = log("+ = ' I O ~ ( I  + a)'. 

12 ax x 
I - 

Remplapnt ( I + u ) ~  par sa limite représentée par e , et leibnitzaat, 

1 o n a  dy--loge, et d y =  %loge. 
2%-5 x 

Lorsque le logarithme de x est pris dans le systhme népérien, on l'exprime 

Si les logarithmes des nombres sont calculés dans le système népérien, il 
suffit, pour les avoir dans le systéme~ulgaire, de les multiplier par le module 
0.4342945, qui est le logarithme de e dans le systéme décimal. 

3Soi t  y = a 3 .  

En prenant les logarithmes népériens des deux membres, on a 1 y = x 1 a, 

d'où -=as l a ,  et dy=a31ad3c. 
dz 
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CALCUL D L F F ~ E N T I E L  

Comme 1 e = r, il s-ensuit que si y = 1 x, on a 3 = 1 x, 
dx  

et dy = lxdx .  

On voit par lb que la fonction l x  et sa dérivée sont identiques. 

&Soit y =sinx. 

On a 

k sin 
Lorsque h=o, le facteur cos x + - se réduit à cos x, et 1 = i; ( 2). 

2 
donc, en leibnitzant, on a * = coss, et. dy  = cosxd.~. 

dx 
5" Soit y = cosx. 

X  na Y = ~ i i ~ ~ - z ) , ~ ~ ~ Y = s i i ~ ~ ,  enposantr . 2  = -- x, e&= do cos., 

G o  Soit y = tangx. 

On a k = tang(3: + h) - tangx = taiigz + tang h - tangx, 
1 - tangx tang h 

et par suite 
k tangh r + tang2x 
h ' h  1 - tmg  x tang h' 

or, 1 tanph = I , et l'autre facteur se réduit à r + tang2x = séc2s ; 

dy donc, en leibnitzant, on a - = séc'x, et dy - séc2xdx. 
d x  

7" Soit y =  CO^ X. 

Tc 
On a y s tang ( - - x), ou y = tang z ,  en ponant z =. - x, $où 

2 

d~ dz =- d s ;  il en résulte - = sec2*, ou * = - coséc2x, 
dz dx 

et dy = - coséc2x dx. 

8" Soit y = sec X. 

1 
Ona  Y==, , OU y=+, enposant~=cosx;  d'ou d z = -  sinxdx. 

Or 9 z z - î  donne dy c - r< dz- tangz sécxdx, et -= taiigi &CX dx  
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9'' Soit y = COS& 8. 

En posant y =séc on en tire = - cotxcosécx; et 
dx 

dy = - cot x C O S ~ C  x dx. 

10" Soit y = arc sinx. 

Cette re1atio.n signiîie que i 
1 1 

r = sin 3, d'où dx = cos y dy, 3 - - - dz 
d x  - COS y , et dy= --- 

- \i,-... qÏ=7 
En suivant la même marche on trouvera: 

da 
Il0 Pour y=arccosx, dy=- 

dx . 1P Pour y = arc tangx, dy = - 
1 $ x8' 

dx . 130 Pour y = arc cot x, dy = - - 
1 + 39' 

Ik Pour y = arc sécx, dy = dc . -, 
x qx2- 1 

-dx 15' Pour y = arccoséca, dy = - 
x Vx2- I 

Dérivées et différentielles de différents ordres des fonctions 
d'une seule variable. 

La dérivéeet la différentieile d'une fonction d'une variable sont, en ~énéral,  
des fonctions de cette même variable. La dérivée et la differentielle de la dé- 
rivée et de ladifférentielle premières, s'appellent la dérivée et  la différentielle 
secondes de la première fonction. De même la dérivée et la différentielle de 
la dérivée et de la différentielle secondes, s'appellent la dérivée et la. différen- 
tielle troisibmes de la fonction primitive, et ainsi de suite. 

NOTATIONS DE LEIDNITZ. 

Soit y = sin x. 

On a dy = coszdx, et 9 = cosr. 
dx 

Si l'on doniie encore a x l'accroissement dx, l'accroissement de dy est la 
difl6rentielle seconde de y, et se désigne par d". L'accroissement du facteur 
- coax est s ine  dx, et,  par conséquent celui de cosxdx est - sin xdx2. 
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On a donc #y = - s inz  dxa, et - = - sin x. De même, la différen- 
d3Y 

tielle et la dérivée troisièmes de y =: sin LE, s'écriront d3y = - cos xdx3,  

NOTATIONS DE LAGRANGE. 

Lagrange donne sa Théorie des Fonctions analytipues comme contenant 
les Principes d u  Calcul diffërentiel dégagés de toute considération d'infi- 
niment petits et de limites, et réduits à l'Analyse algébrzyue des yziantités 
finies. Pour reclifier ce titre, il faudrait, comme dans la fameuse définition 
de l'écrevisse, y changer A peu prks tout. 

Par les infiniment petits, Lagrange entend les différentielles, et il les exclut 
de son ouvrage. 

Dés qu'il n'y a plus de différentielles, i l  n'y a plus de calcul diffkrentivl, ni 
de principes du calcul différebtiel. Par sa méthode censée « réduite à l'ana- 
(( lyse algébrique des quantités finies, Lagrange n'est parvenu, dit Ailguste 
(( Comte, qiie trhs-péniblement, à retrouver les résultats principaux déjh 
a obtenus par la  méthode infinitésimale. o 

Lagrange fonde ainsi sa méthode, ilon sur les di£€&-entielles, mais sur les 
dérivées, qu'il introduit d'une autre manibre dans son analyse soi-disant 
purement algébrique. Le8 dérivées premiére, seconde, troisibme, etc., de y 
ou de F(x), sont désignées respectivement par y', y", y"', F'(x), F"(x), F1(x), 
etc. 

Ces notations, souvent commodes pour les développements en séries et 
d'autres spéculations générales, tombent en défaut dans les applications par- 

dx3 ticulikres; ainsi la relation - = 3x9 ne saurait s'écrire directement dans 
dx 

le systéme de Lagrange. 

Dans la méthode de Lagrange, la fonction F(x), dont la dérivée se désigne 
par F1(x), s'appelle fonction primitive ; mais cette notation a le défaut de ne 
pouvoir exprimer par une équation la relation qui existe entre les deux 
fonctions. 

Dans la méthode de Leibnitz, la  fonction F(x) s'appelle I'iiitégrale de la 

diffbentielle F'(x)dx, et la relation qui existe entre les deux, s'indique par 

l'équation S ~ ' ( x ) d ; c = q : E ) .  Prise en sens contraire la même relation s'in- 

dique par l'équation dF(x) = Pl(x)dx. 
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NOTATION NOUVELLE. 

Le signe , tourné en sens inverse, exprimerait avec plus de symétrie la S 
même relation prise en sens inverse. On écrirait ainsi 2 F(Z) = l? (z) d î ,  

comme on écrit F'(x)dx = F(x). Au moyen de ce nouveau signe S 
1'6quation /'sin m --sin r dxs exprimerait que la différentielle seconde 

de sin x est - s inx  dx %. 

D'aprSs la notation ordinaire, d x  représente la diffhrentielle de x e  et 
aussi le carre de dx. D'aprés notre nouvelle notation, la différentielle de 

2% s'indiquerait par Ir', et la confusion n'aurait plus lieu. 

Principe fondamental du calcul différentiel. 

Lagrange a cru devoir dégager sa méthode a de toute considération d'infi- 
a niment petits, r c'est-à-dire de différenlielles, B cause de la dificulté que 
présente une équation telle que dx3 = 3xedx, qui pour être exacte et com- 

pléte, devrait être remplacée par x k  3xe dx + 3xdx" dx3. 2 
IL en résulte qu'en employant l'équation iucomplbte, la méthode infinitési- 

male n'apparaît plus que comme une méthode d'approximation. Ou bien il 
faut admettre que les différentielles sont de purs zéros, en sorte que l'éqiia- 
a tion ne deviendrait exacte qu'en disparaissant, n comme le dit Cauchy. 
Ou bien encore, il faut justifier l'équation inexacte par des sophismes, en 
prêtant aux infiniment petits des propriétés contradictoires, qui d'aprks Car- 
not et M. C. de Freycinet, donnent le droit, et imposent même le devoir de 
les négliger a pour rétablir la réalite des choses. n On peut voir un échan- 
tillon de ces sophismes dans le passage suivant de Carnot : 

a Il  est clair qu'on peut faire subir aux équations imparfaites diverses 
(( transformations sans leur ôter le caractére d'équations imparfaites.. . . . . . 

Bien plus, on peut négliger les quantités infiniment petitesrelativement aux 
(( quantités finies, et plus génhralement les quanti tés accessoires vis-à-vis des 
a quantités principales, sans que ces équations perdent jamais pour cela leur 
a caractére primitif d'équations au  moins imparfaites, et qui peuvent enfin 
a se troiiver exactes par compensation d'erreurs. 

a Mais ce qu'il est important de remarquer, c'est que ces erreurs accumu- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(( lées, au lieu d'éloigner de plus en plus du but, qui est de ramener ces 
(( équations imparfaites à l'exactitude absolue, comme il semble d'abord que 
R cela doit arriver, servent a u  contraire S y conduire par le chemin le plus 
(( court et le plus simple, parce qu'en écartant ainsi successivement ces 
(( accessoires incommodes, avec la  seule attention de ne jamais dépouiller le3 
u équations dont i l  s'agit de leur caractère principal, on parvient enfin à les 

dégager absolument de toute considération de l'infini, par l'élimination 
(( compléte de lout ce qui s'y trouvait d'arbitraire. 1) 

La vérité est que l'équation complbte et l'équation incornplate conduiraient 
A des résultats différents, et que naturellement, ce serait l'équation complkte 
qui donnerait le résultat exact. Mais les deux résultats différents coïncideront 
évidemment lorsque les accroissements représentés par les différentielles, 
seront supposés nuls. Or,comme c'est A cette hypothése que se rapportent les 
résultats des q~iestions résolues par la méthode infinitésimale, on comprend 
que l'équation incompléte conduira au résultat exact par des calculs généra- 
lement beaucoup plus simples. 

Par exemple, l'équation complète conduira exactement à la  sécante menée 
par denx points donnés sur la courbe y = x3, tandis que l'équation incom- 
plete n'y conduira qu'approximativement : Xais lorsque les deux points 
coïncideront, les deux résultats coïncideront aussi, et l'équation incompléle 
y aura conduit plus simplement et plus directement. Or, la détermination de 
la sécante appartient A la  géométrie analytique, et l'analyse infinitésimale 
n'intervient que pour la tangente, c'est- A-dire pour le cas ou il est exact et 
plus court d'employer l'équation incomplbte. 

Voilà la vraie explication logique de la grande difficulté; la voilB dégagée 
de toute espéce de paradoxes et de sophismes, de toute espéce d'erreurs et de 
compensation d'erreurs, la voila u dégagée de toute considération d'infini- 
a ment petits et de limites, )) puisque les différentielles y sont traitées 
comme des variables pures et simples, auxquelles on peut donner la valeur 
zéro comme toute autre; la voilS purgée de toutes les propriétés équivoque; 
et contradictoires qu'on pr&e aux infiniment petits, dont on fait E( des esphces 

d'étres singuliers, qui tiennent le milieu entre la grandeur et le zéro,entre 
l'existence et le néant. » 

Dèrivèe et diffèrentielle d'un Produit. 

Soit y = UV le produit de deux fonctions de x. En désignant par a l'accrois- 
sement de x, par J3 celui de y, par 72 et k ceux des facteurs u et v ,  lorsqu'on 
donnera S x l'accroissement a, le produit U V  deviendra U V  f vh f uk + hk, 
et son accroissement sera f3 = uk $ oh + hk. 
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k h 
En divisant par a, on a ! = u + (v + k) ;, et cette équation leib- 

u 

du nitzée devient 3 = u - d u  + v - qu'on écrit aussi y' = UV' + vu', 
dx dx d x '  

d'après la  notation de Lagrange. 

Il en résulte la régle suivante : 

L a  dérivée d u  produit de d e u x  facteurs, s'obtient en multipliaat chacun 
d'eux par 2a dérivée de l'autre, et  ajoutant les produits. 

Cette régle s'étend facilement a u  produit d'uti nombre quelcoiique de 
facteurs. 

Par exemple, si y = uvz ,  on Aura : 

- dv  du d~ = 2 + .. - + v. - , OU y' = uvz' + uzv' + Vau'. 
d x  dx d x  dx 

On peut aussi chasser le dénominateur, et l'on obtient l'équation 

duva = uvdz  + uzdv + vadu, qui serait mieux réprésentee par 

i u u z  = uvdz'+ uzdv + rizdit. 

Dkrlvée et diffkrentielle à'u& Quotient. 

U Soit y=-,  u et v étant des lonctionsde x. 
2 , .  

O n  en déduit u = v y ,  et d u  = v d y  + ydv,  oii v d u  = v9dy-f- udv, 

vdu - lcdv ou enfin dy= . En divisant les deux membres par d x ,  il vient 
v= 

du du 
0 - - U -  

d!f - dx  d x  VU' - UV' , qui peut aussi s'écrire y' = z- v31 0% 

u v d u  - udv  , qlli En multipliant les deux membres par d x ,  on a $ - = 
V v2. 

v d u  - u d v  se représenterait mieux par / = 
v 2  

Diifhrentiation des Fonctions de Fonctions. 

Soient u, y, a ,  x des variables dont chacune des trois premiéres soit fonction 
de la  suivante. 
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Duhamel dit : rc On a identiquement 

C'est évident, ou du moins, cela parait évident ; cependant, d'aprés la défi- 
nition que Duhamel donne des différentielles, les deux du, comme les deux 
dy, ou les deux da, qui SB trouvent dans cette égalité, n'ont pas la même 
signification, et ainsi pour Duhamel ce n'est plus une identité. 

a On a trouvé commode, n dit-il, a de représenter les limites des rapports 
N par des rapports exacts, et on a donhé lenom de différentielles des variables 
a h des quantités ayant entre elles des 1-apports égaux aux limites des rapports 
u des accroissements ou différences de ces variables. Les différentielles ne 
(( sont donc pas entiérement dëterminées; on peut prendre l'une d'elles 
a arbitrairement : leurs rapports seuls sont déterminés. n 

Repdsenter les limites des I-apporls par des   apports exacts, qu'est-ce 

que cela veut bien dire? Par exemple, s i  la limibe du rapport est quel 4 ' 
sera le rapport exact qui la représentera ? 

Différentielles des Fonctions implicites. 

Les règles données jusqu'ici pour obtenir la diffërentielle d'une fonction, 
supposaient que cette fonction était connue explicitement, c'est-A-dire que 
l'équation était résolue par rapport à cette fonction. Supposons maintenant 
que y soit une fonction implicite de x, c.'est-&-dire que l'equation ne soit 
plus résolue par rapport ?t y. 

Soit, par exemple, l'équation 

a y s + b x y + c x t + d y + e x +  f = o .  

En différentiant tous les termes d'aprés les régles données plus haut, on 
obtient 

2 aydy + bxdy $ bydx + 2 cxdx + ddy + edx = O, 

d'ou l'on tire : 

Si l'on désigne par F (x, y) le premier membre de l'équation proposée, le 

num6rateiir de la fraction précédente peut s'écrire -, et le dénominateur 
dx 
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ce qui donne 
dl? - 

dy 7 - -- dl? dF ou-& +-dy=o.  
dx dPy dx du 

La dérivée de la fonction implicite se trouve ainsi exprimée au moyen 
de y et x ;  on l'a~ira au moyen de x seulement quand on pourra résoudre, 
par rapport Li y ,  l'équation proposée. 

Si l'on avait m variables, x, y ,  2.. ...., liées par m - r équations, . F (x, y, a ,  ..... .) = O, f (x y, a. .... .) = O ,  etc. ; en diffhrentiant ces 
équations, on obtiendrait les suivantes : 

............................................... 
De ces m - r équations du premier degré par rapport A dx, dy, da, etc., 

on pourra tirer les valeurs de dy , dz, etc. , en fonction de dx et des varia- 
bles x, y, a, etc. 

Dlffirentielles partielles et  diff6rentielles totales des fonctions 
de plusieurs variables indépendantes. 

Soit u une fonction des trois variables indépendantes x, y, z. 

On pourra prendre la différentielle de u par rapport A chacune des trois 
va~iables indépendantes, et la différentielle totale de u sera la somme des 
trois diff4rentielles partielles; ce qu'on indique en écrivant : 

du du = - du du 
dx 

da: $ - dy + ;E;. dz. 
dy 

On né pourrait pas supprimer les facteurs communs, et écrire 
du = du + du + du, parce que tous les du de cette équation ont, chacun, 
une signification particuliére, ce qui constitue un défaut réel de la notation 
ordinaire. 

Au moyen de notre nouvelle notation, la même équation s'écrirait 

et ne donnerait plus lieu A aucune Bquivoque. 
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CALCUL DIFFBRENTIEL 

Applications Analytiques du Calcul diffdrentiel. 

Vraie valeur ou valeur principale des fonctions indéterminées. 
La recherche de ce qu'on appelle la vraie valeur des fonctions qui se pré- 

sentent sous une forme indéterminée, est ordinairement donnée comme une 
application importante du calcul différentiel, et Duhamel l'a placée en tête 
de toutes les autres. 

Plusieurs auteurs traitent déjà cette question en Algkbre, et M. Bertrand 
y avait consacre un  chapitre tout entier. Dans ma Théorie des Convergents 
j'ai montré le  défaut et  l'insiiffisance de cette méthode algébrique, et 
M. Bertrand, tout le premier, a compris qu'elle devait elre abandonnée, puis- 
que dans l'Avertissement de l'éditionsuivante de son Traité d'Algèbre, on lit: 

u Le chapitre sur  les expressions qui se présentent sous une forme indé- 
a terminée a été rayé. Nous avons pensé qu'il valait mieux ne s'occuper de 
(( cessortes de questions qu'aprbs avoir étudié les propriétés des dbrivées. D 

Malheureusement la méthode fondée sur les propriétés des dérivées, a les 
mémes defauts d'exactitude et de généralité que la méthode algébrique, et 
M. Bertrand aiirait autant de raison de la rayer de son T ~ a i t é  de Calcd 
diféreiztiel, que I'aiitre de son Trailé 8Algèbre. 

La méthode fondée sur  les dérivées consiste h remplacer la fraction qui 
O se réduit rl - ou a g, par le rapport des dérivées de ses deux termes, en 
O 

F (4 -1, se fondant sur une propriété représentée par la formule - - 
Y (4 - ?' (4 

li' (x) dont on croit démontrer l'exactitude pour tous les cas où la fraction - 
Y (3) 

O se rédnit - ou a g. On entend ainsi que pour la valeur de x qui réduit 
O 

F(x) A une forme indéterminée, cette fraction prend la m h e  la fraction - 
cp ($1 

F (4 valeur que =) ; mais que cette valeur, qui reste voilée dans -, 
Y (4 'f ( ~ 1  

F' (x) se monlre découvert dans la fraction + - 
cp (x1 

F(a) F1(a )  La découverte de la propriété représentée par la formule - = - 
'P (a) ( '(a) 

est attrihude au  Marquis de l'H6pital pour le cas oh la fraction se rkduit 2 - 
O 
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Le cas où la fraction devient se ramene au premier, au moyen d'une 

démonstration que M. Liouville appelle « l'élégante extension que Cauchy 
a su donner au théorème de 1'Hûpital. n Or, la régle générale de 1'Hbpital et 
surtout l'élégante extension que Cauchy a su y donner, comme les rbgles 
particulières qu'on en a déduites, sont fondées sur un principe défectueux, 
et, par conséquent, l'exactitude ou la rigueur qu'on a cru apporter dans la 
démonstration de ces règles est purement illusoire. 

J'ai publié la Théorie des Convergents, et une nouvelle Théorie des Fonc- 
tions pui  se p&sentent sous une forme i~déterminée, dans le double but de 
montrer les défauts des régles ordinaires, et de suppléer à leur insuffisance 
par des régles plus exactes et plus g6nérales. 

Les Nouvelles Annales de Mathématiques de 1865 contiennent un article 
dans lequel les rédacteurs se sont proposé de réfuter mes objections, et de 
montrer, selon l'expre;sion de M. Gérono, l'erreur de mes principes fonda- 
mentaux. MN. Prouhet, Gérono et Bourget ont pris part à la polémique : ,tous 
les trois ont donné tour A tour. M. Prouhet me dit : u Vous faites des calciils 
« sur l'infini, et cela n'a de sens pour personne. » En effet, dans une ques- 
tion où l'on calcule la limite d'une fonction pour x = CO , je dis que l'expres- 

a -  a' b-b' a-d  6-8 sion - 
2 

x+ -- 
2 
- x se réduit à - 

2 2 
, parce que le pre- 

mier et le dernier terme, égaux et de signes contraires, se détruisent neces- 
sairement. 

M. Gérono répond que u les deux termes ne se détruisent pas, génhrale- 
« ment du moins, parce qu'ils ne proviennent que de l'hypothése x = C O .  a 

Polir le mieux prouver, il prend un exemple dans lequel, même les deux 
termes x, - x ne se détruisent pas, en sorte que a -z n'égale pas zéro. 

z 
a Prenons, n dit-il, u pour exemple, l'expression x - - . L'hypo- 

1 
1-t: 

r thèse x = cn réduit cette expression à x - x. n 
x I La limite de x - - est égale à I ; tandis que l'hypothèse - = 0 la 

1 2 
I+Z 

réduit à x - x ; et comme x - x = O évidemment, il s'ensuit que cette 
hypothése est fausse. 

D'une part, M. Gérono dit que u l'hypothése x = CO réduit l'expression 

x 
« x - - A x - x; n d'autre part il dit que puisqu' u on a évidemment 

1 = t z  
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x 1 1 
u x--- - - , Y, on voit que u pour z = a,, -- = I . n 

1 
I+, 1+; '4-; 

1 :X: Comme l'hypo thése - = O réduit la même expression x - - cZ x-x, 
x 1 

1+; 

1 et aussi A I , i l  faut bien que l'égalité - = O ,  soit fausse, ou que 
c c .  

1 x - x = 1. Or M. Gérono entend que pour x= so , l'égalité - = O est 
5 

exacte. Donc, d i t i l  cc les deux termes ne se détruisent pas ; 1) or, si l'on a 
E-X=I, 011 n'a pas x-x=o, R ct, par conséquent, D ajoute-il, (( la réduction 
(c des dein termes 2,-x conduit Li l'égalité I =o. )) C'est ce qu'on peut lire 2 
la page 90 desNouvelles Annales de 1865. 

De son cbté, 31. Bourget m'a écrit : u M. Gérono a raison ; je partage son 
u avis et vous crois dans un système d'idées tout à fait faux. La demonstra- 
u tion que vous attaqnez est l'abri de toute objection. )) 

Le fait est qu'il n'a été tenu aucun compte de mes objections dans les Traités 
qui ont été publiés depuis cette époque, par MM. Bertrand, Serret et Hermite, 
les trois plus fortes têtes de l'Académie des sciences. 

Pourtant M. Boiir, lion moins fort q~!'eux, sans avoir pu être académicien, 
m'avait &rit A ce sujet : cc Vos observations sont parfaitement justes, et votre 
u maniére de comprendre les limites est la seule exacte. Il y a donc lieu de 
(( rectifier certaines démonstrations, et la publication d'une note de votre 
u part serait intéressante. )) 

Enfin , l'an dernier, M. Rouquel;, professeur de Mathématiques spéciales 
au lycée de Marseille, a publié A la page 113 des Nouvelles Annales de 1877, 
une note dans laquelle il dit : u Il n'est pas difficile, avec un peu d'attention, 
(( de reconnaltre que la demomtration ordinaire est loin d'être irrépro- 
chable. » 

D'aprés cette assertion de N. Rouquet, (( la démonstration ordinaire est loin 
u d'être irréprochable. n C'est aussi l'opinion que j'ai formulée et justifiée, 
d'abord en 1865 dans ma TJzéorie des Convergents; ensuite dans ma Théorie 
des Fonctions gui  seprésenlent sous une forme indéterminée, et enfin daiis 
ma Nouvelle Théorie des Logavithnzes. Nais en quoi consiste le défaut ?est- 
il facile à voir? Je ne suis pas du tout de l'avis de l'auteur qui dit que cela 
(( n'est pas difficile avec un peu d'attention. D Je pense, au contraire, et j'ai 
pli colistater qu'il est très-dificile, même aux plus forts géomètres, non-seu- 
lement de découvrir eux-mêmes le défaut de la démonstration, mais de 
l'apercevoir quand on leur met le doigt dessus. 
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D'abord, comme le dit Condillac, u les hommes sont trop peu capables de 
a raisonner contre ce qu'ils croient,; D or,  les géométres croient tous 

I U que pour x= or,, on a - = o. Ils disent tous que si la fraction - se rSdiiit 
x v 

O à 2 , la fraction se réduit à -, en supposant ainsi que, pour u = CO 
O 

En second lieu, u on aime mieux avancer et soutenir les plus grossiéres 
a absurdités que d'avouer son erreur. n C'est Euler qui l'écrit à une princesse 
d'Allemagne, et il a soin d'ajouter : u Votre Altesse remarquera que c'est la 
u le  caractére de la plupart des savants. n N'avons-noils pas vu MM. les 
rédacteurs des Nouvelles Annales, avancer et  soutenir que x -x=I, plutût 

1 que de reconnaitre qu'en supposant que - peut devenir zéro, on fait une 
x 

erreur, qui, quoique trèspetite en elle-même, conduit pourtant, dans leur 
exemple, à l'absurdite I = o. 

La preuve qu'il n'était pas facile u avec un peu d'attention n d'apercevoir 
le défaut de la  d6monstratioii ordinaire, qui est celle que M. Liouville appelle 
a l'extension élégante que Cauchy a su donner au théoréme de I'Hôpital, n 

c'est qu'un exemple s'é tant mon tré réfractaire A la  régle genérale, les pliis 
forts géométres, tels que Bertrand, Liouville, Duhamel, Blancliet, amenés à 
vérifier la démonstration avec la plus grande attention, aprés l'avoir fouillée 
dans tous ses coins et recoins, et avoir examiné un un tous les cas parti- 
culiers qui peuvent se présenter, ont déclaré cette démonstration irréprocha- 
ble, et la propriété absolument générale. 

Cela prouve bien que la question est encore A l'ordre du jour, et mérite 
d'être traitée à fond. Nous commencerons par le théoréme de l'Hôpital. En 
voici l'énoncé : 

f (4 0 f(4 f'(4 Si une valeur x = a réduit la fraction - à -, on a y - - . . 4 0 J! (a) - l''(a) 

Pour le démonlrer, Lagrange ayant posé y = î'-, d'où y P (x) = f (z )  , 
F (XI 

dit : u prenant I'équation prime, on a y'F (x) f y F'(x) = f '(x). 

u La supposition de x = a fait disparaître le terme Y'F (x), et le reste de 

i l'équation donne y = fB. D 
F (4 
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Cette démonstration 
pourquoi les géométres 
Sturm dit : 

est si simple et si précise que je ne comprends pas 
ont cherché et ont cru trouver mieux. C'est ainsi que 

O 
u Soit * une fraction qui se réduit à - pour x = a. 

f ($1 O 

(4 r Puisque p(a) = O  et f(a)= O ,  on a identiquernent 2- = 9 

f (4 f (x) - f (a )  
'P (4 - 'P ( 4  

Y ( X I  - x-a 
(( OU bien - , ; or, x tendant vers la valeur a, 

)- 

f(x1 ff(4- f(4 x - x  
x - a  

u )- , tendent respectivement , et par définition m6me, vers x - a  

Duhamel, s'appuyant sur une formule de Cauchy, dit : 

r Cherchons la limite de ?!.@ lorsque x tend vers une valeur x, , telle que 
f (XI 

u l'on ait F (x,) = O , f (x,) - o. Soit 12 une quantité tendant vers zéro , 
(( on aura 

Depuis Duhamel, la démonstration ne se fait plus sa.; O, comme on peut 
le voir dans le Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand, et  le Cours 
d'Analyse de M. Hermite. 

Aucun géométre jusqu'ici n'a contesté l'exactitude ni de la proposition, n i  
de sa démonstration, donnée avec ou sans O ;  car le reproche de M. Rouquet 
ne s'adresse qu'aux u expressions de la forme S. )) 

Ma critique s'étendra beaucoup plus loin ; car j'ai la prétention de prouver 
qu'aucune des démonstrations données n'est irréprochable. 

Pour prouver d'abord pue la  formule lim-] = limr*) n'est pas de- 
f (:x ) f (s) 

O montrée pour le cas oh la fraction w) se réduit à - il me sufîira de 
f (XI O '  

x remarquer que cette formule appliquée A l'exemple -, qui se réduit S 
X% 

O 1 1 1 - pour x = O, dome lim 2 = lim- c'est-A-dire lim- = lim - . Or, la 
O xZ 22 ' 8 23: 

première fraction est toujours double de la seconde, et leur difïéreme, 
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1 représentée par -, est infinie qiiand x  est infiniment petit. II arrive 
22 

donc ici qu'on démontre que deux fractions qui ont une diff6rence infi- 
nie, sont égales; tandis qu'il est necessaire que leur différence tende vers 
zero pour qu'elles aient la m&me limite ; et, au dire de M. Bour, cette maniére 
de comprendre les limites est la seule cxacie. Comment se fait-il donc qu'on 
démontre l'égalité de deux fractions dont la différence et le rapport sont 
infinis ? La conclcsion est facile à tirer : C'est que la démonstration 
est mauvaise, comme je vais le prouver directement sur l'exemple 

d O -, qui se réduit à, - pour x = o. 
x3 O 

On a identiqiiement (x + h)e - :z2 - 2m + qui se réd ui t d. 
( ; ~ : + h ] ~ - ~ - 3 ~ ~ + 3 x h + ? z ~ '  

11% - h 1 - hi, pour x = O ,  ou à l'identite - = ' comme cela doit etre. Or, 
h h' 

dans la démonstration, l'on néglige justement les t,ermes les plus impor- 

2x tants du second membre, pour ne conserver que , , qui est le rapport 
3 2  

x2 2s des dérivées, et l'on arrive ainsi A l'égalité absurde - - - 1 2  
%' - 322 9 ou - = - 

1: 5 2 '  

dont les deux membres vont. toujours en divergeant quand on prétend qu'ils 

convergent vers la  même limite. 

Comment se faibil que, la démonstration étant fausse, la regle qui en 
üécoule s'applique pourtant exactement à tant d'exemples? C'est comme si 
l'on demandait comment il se fait que les pompes marchaient si bien au 
temps où leur explication était fondée sur l'horreur du vide. 

F (x) Lorsque la fraction - prend une valeur finie, les deux termes dout 
f (sc) 

dépend cette valeur sont du même degré, et il arrive ainsi que le rapport des 
dérivées donne la valeur exacte de la fraction, maIgré le défaut de la démons- 
tration. Par exemple, on a identiquement 

4 ( ~  + h)' - 4x2 - 8:~: + 4h 
3 ( ~ + h ) ~ - 3 ; ~ : ' - 6 ~ + 3 h  , et pour x = O ,  le second membre se récl~iit 

4h 4 82 
il gz = -, qui égale aussi le rapport, des dérivées. 

3  b& 

JTai dit que nos plus forts géombtres ayant examiné avec la plus grande 
attention la démonstration dans tons ses détails, ont reconnu que la propriété 
ou la  régle subsiste dans tous les cas particuliers qui peuvent se pré- 
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seriter. J'ajoute ici qu'ils ont même déniontré qu'elle s'applique aux cas qui 
ne peuvent pas se présenter. 

C'est comme si l'on prenait la précaution de démontrer qu'un trapèze est 
toujours inscriptible, même quand il a cinq cbtés. 

Ainsi, hl. Bertrand démontre que la régle ne subit aucun changement, N 
O lorsque c'est une valeur infinie de x qui réduit la fraction B - mais il 
O '  

donne pour ce cas une démonstration particuliére, (( parce que, D dit-iI, a 
(( étant infini, ne peut figurer dans les calculs comme une quantité déter- 
(( minée, )) et, pour que la variable x ne figure pas dans les calculs comme 
une quantité déterminée, il en fait figurer une autre. C'est le moyen trés- 
simple qu'il donne en disant : Pour éviter cette difficulté il suffit de chan- 
(( ger la variable. » 

Donc M. Bertrand change la variable, et aprés lui, MM Serret et Hermite 
changent la variable; comme M. Bertrand l'a changée après Sturm et 
Duhamel. 

El1 remplacant ainsi, et reprenant ensuite la variable x, ils démontrent tous 

Fyx) que la formule l imFA) = lim- est toujours exacte pour le cas examiné, 
f (XI f'@) 

qui ne peut jamais se présen ter. 
Ils se copient tous pour la démonstration; mais pour les exemples chacun 

attend qu'un autre les fournisse le premier. 
Gauss avait dit : u Si l'homme, être fini, ne s'aventure pas iL vouloir traiter 

(( quelque chose d'infini comme un objet donné et susceptible d'étre em- 
u brassé par les forces de compréhension, etc. n 

En disant : x étant infini ne peut pas figurer dans les calculs comme 
c one quantité déterminée, n M. Bertrand a-t-il voulu traduire le passage 
de Gauss? Le fait est que ce texte avait besoin de traduction. 

Nous avons vu que de peur que K x étant infini ne figure dans les cal culs^ 
comme une quantité déterminée, )) hl. Gérono affirme que x - x n'égale 

pas zéro, que les deux termes ne se dktruisent pas. 
Je soutiens, au contraire, que si une quantité dite infinie, est représentée 

par une variable, il faut opérer sur elle de la même manibre que sur une 
quanlité finie et déterminée, et jamais autrement. 

Par exemple, si vous avez l'équation A = As lim , ~01,s pouvez slip- 
'Q (%) 

poser A infini, et, après comme avant, voiis supprimez le facteur A, ce qui 

~ ' (4  VOUS donnera A = - 
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Cl6 LLVRE DEUXIBME 

Cette opinion n'est pas celle que M. Bertrand exprime en ces termes, à la 
page 475 de son Traité de  Calcul d i férent ie l  : a Lorsque la quantité dési- 
u gnée par A est nulle on infinie, il n'est pas permis dans ce cas de siippri- 
« mer le facteur commun aux deux membres de l'équation. n 

Naturellement les traités les plus complets, tels que ceux de MM. Sturm, 
Serret, Hermite, répètent la même chose. 

Dans le cas où c'est une valeur finie de .z: qui rend les deux fonctions 
infinies, c'est le quotient de deux infinis absolus que l'on prétend trouver, 
et la question est absurde. 

C'est, une pareille question que Lagrange résout à la fin du chapitre V de 
sa Théorie des Fonctions analytipueu, en se proposant de trouver le rapport 

1 x 
des a quantités et - > qui deviennent infinies lorsque 

2 ~ 3 ~ -  a\leZ-aZ 
a * = a .  n 

I a Lorsque x = a ,  les deux quantités deviennent - et -, ou plut6t, c'est 
O O 

I a parce qu'une quantité ne peut pas devenir -ou -, qu'on ne peut pas fairé 
O O 

1 x = a dans une fraction telle que -. 
x - a  

Si voiis faites ce premier faux pas, vous vous jetez dans (( un labyrinthe de 
u paradoxes tous plus bizarres les uns que les autres, s comme dirait 
Carnot. 

Si vous avez besoin de résoudre la question, vous devez savoir au  juste ce 
que vous demandez. Estrce la limite ou la vraie valeur du rapport ? Vous 
dites : n'importe, parce que vous n'avez pas encore pensé à distinguer. Dés 
que vous faites x = a, il n'y a point de limite, 'et, les deux quantités deve- 

I a nan t - et - , il est absurde d'en vouloir calculer le rapport. 
O O 

1 2 - 
Lagrange multiplie les deux quanti tes et = par 2dx-a, 

2 \ / F a  ~ x ~ - u ~  

2x 
aprës quoi l'on voit que leur rapport est représente par - . 

V G  
2 x  2 a  

Il est bien exact de dire que = se réduit à Y pour x = a ;  mais le 
4% -t- a \/?a 

22 
calcul qui conduit = est absurde, dans l'hypothèse x = a ; car, les 

d x + a  
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CALCUL DIFFERENTIEL 217 

I a  quantités devenant - et -: il est absurde de les multiplier par quoi que ce 
O O 

1 
soit. Pour dire que - est la limite dont le rapport des deux quanlités 

\/G 
1 x 
- et approche indéfiniment sans pouvoir l'atteindre , il 

2 i x - a  \/= 
faut admettre qu'on ne peut pas y faire x = a  ; alors nous commencerons 
à être d'accord. 

En second lieu,, quand c'est une valeur infinie de x qui rend les deux 
fonctions infinies, ce n'est pas la vraie valeur, mais la limite ou le conver- 
gent de leur rapport qui est à trouver, et les dérivées n'ont rien à voir ni a 
faire dans cette question. 

Et  les beaux t héorbmes de Cauchy, qu'en faites-vous ? Nous allons en 
parler. 

11 Si la fraction - se réduit à 9 Caucliy divise les termes par wv ; et ob- 
v 

En appliquant h la fraction ainsi transformée, la formule 

il démontre que la formule s'applique aussi bien ir la fraction primitive. 

11 va sans dire que tous les auteurs qui sont venus après Cauchy, ont 
adopte et reproduit la meme démonstration. Je voudrais d'abord demander 
pourquoi u et v étant infinis, on les fait u figurer dans les calculs comme 
u des quantités déterminées n après qu'on a déclaré qu' (( on n'en a pas le 
u droit, » que a cela n'a de sens pour personne. n 

Si 2s et v sont des infinis absolus, ils ne doivent figurer d'aucune manière 
dans les calciils ; il est absurde de les multiplier l'un par i'autre, et de divi- 

ser par leur produit U V ,  les deux termes de la fraction -, qu'on rédliit 
v 

ainsi a 

Au contraire, si u et v sont des infinis relatifs, ils doiverit figiirer dam 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



les calculs absolnment comme des quantités déterminées, et jamaisautre- 

ment. On divisera donc par ztv les deux termes de la fraction-, quidevien- 
v 

(3 1 1 dra identiquement . Mais il sera absurde de dire que - = O ,  et - = O ,  
ZL v 

parce que, pour des valeurs déterminées de 26 et v ,  on n'a jamais 

Je sais bien que vous ne faites pas la distinction des deux espbces d'infi- 
nis, et qu'au moyen de leur confusion les démonstrations vous sont plus 
faciles. C'est ainsi que vous démontrez l'entiére généralit6 de la formide 

(4 y[=) e@ lim- = lim -, qui appliquée à l'exemple -, 
f (x) f ( X I  x 

en e vous donne lim- = lim -, par laquelle vous m'apprenez que deiix 
5 1 

quantités qui divergent infiniment, convergent vers une même limite, en 
sorte qu'A force de s'éloigner, elles finissent par se rencontrer. 

Suivons donc votre démonstration sur cet exemple, que vous mettez 

- 
x 

d'abord sous la forme r, aprés quoi vous di tes que pour :c = a, , ZqTz-'z 
1 

se réduit à 
1 1 

,, puisque - = O et - = o. De c,ette manibre vous 
x ex (+) 

I I  1 1 négligez lesinfiniment petits -, - devant - -, qui sont plus petits 
x P x + h' e@+h 

même que ceux que vous négligez. 

ex ez Voilà comment vous trouvez - = -, quoique le rappo~t de la .seconde 
IC' 1 

fraction b la première, et leur diff6rence deviennent évidemment infinis 
avec m. . , 

M. Liouville avait bien rencontré un exemple qui met en défaut la  règle 

x - COSX de Cauchy. Ainsi, 2) dit-il, u pour x = rn , la vraie valeur de. 
x + s i n x  
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CALCUL D I F F ~ R E N T I E L  219 

a est l'unité, tandis que la fraction ' + Si"x, qui résulte du rapport des 
1 + cosx 

u dérivées des deux termes est tout à fait indSterminée. » 

A la place de M. Liouville j'aurais coilclu, de ce seul exemple, que la 
régle de Cauchy est inexacte, et sa démonstration maiivaise. Nais ces 
hlessieurs sont animés des meilleur3 sentiments les uns enver; le3 autres, et  
M. Liouville s'exprime ainsi : (( Ces rbgles n'en ont pas moins une utilité 
(( incontestable : aussi les géomètres ont-ils apprécié depuis longtemps 
(1 l'extension élégante que M. Cauchy a su donner ail théorbme de l'Hôpital. » 

L'exemple récalcitrant prouve plutbt l'inutilité que l'utilité de la régle. 

En effet, puisqo'on voit immédiatement qne la limite de la fraction x-cosz 
x + sin x 

est l9niiité, il est bien inutile de prendre la peine de calculer les dérivées des 
deux termes de la fraction, pour aller ensuite chercher, dans leur rapport, 
une limite qui ne s'y trouve pas. Aussi, rieu de plus curieux que le conseil 
que M. Liouville a donné à ce sujet, et qu'on n'a pas manqné de reproduire. 
u Il faut. n dit-il, (( user de ces régles avec réserve, et s'assurer dans chacun 
(( des exemples auxquels on les applique que l'usage en est légitime. » 

C'est comme celui qui ayant dém~ntré que tout quadrilatére est inscrip- 
tible, ajouterait : (( Il faut user de cette propriété avec réserve et s'assurer 
cc dans chacun des exemples auxquels on l'applique, que le cercle mené 
par trois sommets du q~ad~i la tkre ,  passe bien par le quatribme. 

Le conseil est vraiment comique, puisqu'il revient A dire : (( lorsque le  

t calcul de la valeur d'une fraction E) , qui se réduit à $ vous ernbar- 
f (XI 

F'(z) 
u rasse, calculez la val.eur de la fraction - , car nous avons démontré que 

f (xj 
« ces deux valeurs sont toujours égales. Cependant,comme il y a des exemples 
u qui rhsistent à cette règle, malgré tout le soin que nous avons pris d'en dé- 
(( montrer l'entiére généralité, je vous conszille de calculer d'abord, dens cha- 
« que exemple, les valeurs des deux fractions, afin de voiis assurer que voiis 

pouvez vous dispenser de calculer la premiére. » 
En 1841, M. Bertrand, alors éléve de 1'Ecole polytechniqiie, s'étant aperpi 

que (( l'infini ne peut figurer dans le calcul comme une quantité déter- 
(c minGe, n pensa que la démonstration de Cauchy. qui n'avait pas prévu 
ce cas, avait besoin d'un complement, qu'il publia a la page 14 du tome V I  
du Journal de Math&nzatàgues de M. Liouville, M. Blanchet crut y voir u n  
dehnt, et ce fut pour lu i  une occasion d'encenser un peu l'auteur en écri- 
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vant au rédacteur du journal : u Dans le dernier cahier du Journal de 
u Mathématiques, vous avez inséré une note de M. Bertrand. Ce jeune 
(c géomètre, qui donne B la science de si brillantes espérances, y a complété 
(( une démonstration ingénieuse de M. Cauchy; mais il a, je crois, employé 
!( une espéce de continiiité vers l'infini, que peut-être il vaudrait mieux 
u éviter. n 

J'ai montré au juste ce pue valent le thAoréme de l'Hôpital, l'extensioii 
élégante que Cauchy a su donner b ce théoréme, et le complément que 
N. Bertrand a su ajouter à la dite extension. 

O n  croit les démonstrations si bonnes et si générales, que tous les auteurs 
concluent, comme Duhamel, que u dans tous les cas, la recherche de la 

Fr@)  a vraie valeur de '2) se ramène à celle de -- . 
f (4 t'(x) 

Elle s'y raméne si bien que M. Bertrand voulant traiter des exemples de 
son choix, par les règles dont il croit avoir donné une démonstration trés- 
générale, s'apercoit que les régles ne s'y appliquent pas. Naturellement il aime 
mieux lctcher les régles que ses exemples, dont il connaît A peu prés d'avance 
les solutions. C'est'ce qu'il annonce en ces termes : 

(( Il  nous reste A donner qnelques exemples du calcul de la véritable 
u valeur d'une fonction, en les choisissant de maniére B montrer comment 
u dans un grand nombre de cas il est avantageux de substituer aux métho- 
« des générales, des artifices suggérés parl'habitnde du calcul. » 

Si, pour apprendre les régles d'un art quelconque, vous vous adressez à 
iin prûfesseur qui vous répond : Les règles sont inutiles pour quiconque a 
l'habitude de l'art, vous lui demanderez s'il faut commencer par l'habitude 
ou par les règles. 

Je reproduirai ici le premier des exemples traités dans le Calcul diffdren- 
fiel de M. Bertrand, afin de dkvoiler, mieux qu'il ne le fait, l'artifice 
employé. 

A la page 305 de son Tvaité de Calczil diféventiel, M. Berlxand a établi la 
formule 

O n  en tire 

Le second membre devient zéro pour x = o. Cependant il serait absurde 

de dire que le premier le devient aussi, parce que ' est l'infini absolu, et 
O 

coto aussi ; par conséquent, toute comparaison entre les deux est absurde ; 
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1 mais on peut dire que la difference - - co t x tend vers zéro en même temps 
Z 

que x. 

On voit qu'il était très-facile à M. Bertrand de tirer ce résullat du déve- 
loppement de x co tx ,  et de donner cette question B résoudre par les 
régles générales ; et , si les regles s'y refusent , d'y suppléer par des 
artifices de calcul, qui ne peuvent guère manquer d'aboutir , quand le 
résultat est connu d'avance. 

Un petit artifice A ajouter au  premier, consiste Ci masquer un peu l'origine 

1 2 1 de la question, en remplacant - - cot x par - - cot- x. 
.z x 2 

Voici donc comment M. Bertrand pose et résout cette question à la page 476 
de son Traité de Calczcl différentiel : 

2 1 « Déterminer la  valeur de - - cot- x pour x = o .  
x 2 

1 2-xcot-.2: 
a Ona -- 1 coi- a = 2 

2 x x 

1 x 
(( Or, a cot x = - , qui, pour x= O , a évidemmeii t poiir li- 

2 1 
tang- x 

2 
mite 2. 

a La fonction prend donc la  forme O . le rapport des dérides est O ' 

(< Le denominateur ayant une valeiir finie, il snfit de chercher, pour 
(( x = O ,  la  véritable valeur du numérateur, qui se présente encore soirs 
(( la forme indeterminée cc - CO. 

1 - x 
I 9 -  x - sinx a Or,ona -cot2 x + - , et sans recourir h l'emploi 

1 s inaf .x  2s in2-x  
2 2 

z" 
a des dérivées, on voit que x - sinx ayant pour valeur approchée -, ti 

« le numhrateur est infiniment petit par rapport au dhominateur; la véri- 
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2 1 u table valeur est donc zéro, et, poix 3 = O, la  différence - - cot -3; se 
.z 2 

N réduit à zéro. n 

Dans son Cours d'Analyse, Duhamel présente une dizaine d'exemples, 
K conduisant a des résultats particuliers qui méritent d'être remarqués. n Ce 
que je remarque surtout, c'est qu'il n'y a pas -un seul de ces exemples dont 
l'application ne repose sur qiielque principe vicieux. » 

Au premier exemple Duhamel dit : 

C'est aussi le premier exemple donné par M. l'abbé Moigno dans ses Leçons 

a x - n r l a -  de Calcul difhenliel, où on lit : <( On a pour x = m , - - - - m .  » 
x 1 

Or, d'après la seule définition des convergents, on comprend que la frac- 
et tion - est elle-même leconvergent, ou la plus simple de toutes les fonctions 
x 

qui n'en différent que d'une quantité qui converge vers zéro ; de même 
que l'ordonnée d'une droite est la plus simple de toutes les fonctions qui 
représentent les ordonnées des courbes qui peuvent avoir cette droite pour 
asymptote. Il est donc absurde de chercher une fonction plus simple qu i  en 

ex eZ représente la limite ou la valeur, ei la règle qui substitue - à - ne peut 
1 5  

être qu'illusoire. 

Du reste, il ne faut pas ètre bien sorcier pour voir immédiatement que 
quand x est très-grand, e" est incomparablement plus grand, et qu'ainsi le 

b rapport - devient infini avec x. 
x 

92 
De même, puisqu'on a identiquement - = xO = I , pour toute valeur x 

grande on petite de x ,  qu'est-il besoin de fabriquer des régles générales oii 
particulikres pour découvrir que (( ex  = r pour x = o. n 

x4 x3 x2 On a identiquement _-_-_.  
x' - x 

Or, d'aprèsla régle que l'on croit avoir démontrée, toutes ces fractionsdevien- 
nent égales aux rapports des dérivées de leurs deux termes quand x devient in- 

. 4x"x' 2x fini, en sorte que pour x = oc, , on aurait - = - = -- c'est - A  -dire 
3xr 2x 1 ' 
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CALCUL DIFF~RENTIEL 223 

Il est bien étrange que toutes ces absurdités auxquelles conduit « l'élégante 
(( extension que Cauchy a su donner au théorème de l'Hôpital, » n'en aient 
pas même fait soupconner la fausseté. 

Les nouveaux exemples que je pourrais discuter ne feraient que confir- 
mer ce qi;e j'ai dit au sujet des précédents. 

Je considérerai pourtant encore celui que M. Hermite doilne comme 
le plus intéressant à envisager. 

u Voici, D dit-il, « l'application la plus intéressante A envisager ; elle con- 
« concerne l'expression xn log x ,  qui,  en supposant 72 positif, donne pour 
« x = O, la forme O X m. 

log x C o  
(( Or, en l'écrivant de cette maniére - , on sera amené au quotient - , x-" w 

et en prenant le rapport des dérivées, nous trouverons 

« ce qui est nul pour x = o. n 

Nous verrons plils loin pourquoi l'auteur donne cet exemple comme 
(( l'application la plus intéressante à envisager. » Ce que cet exemple pré- 
sente de plus « intéressant u , A mon point de vue, c'est l'occasion qu'il nous 
fournit de constater la confiance illimitée qu'a M. Hermite, comme Duhamel 
et les autres géomètres, dans cette régle si fausse que hl. Liouville appelle 
« l'élégante extension que Cauchy a su donner au théoréme de laH6pital. 3 

log x En appliquant cette régle à l'exemple xnlogx, mis sous la forme F ,  

x 1 .  N. Hermite trouve ainsi xn  logx = - - pour x = O ,  d'où logo = - - 
n î z  ' 

comme cette derniére égalité est absurde, on voit ce que vaut la régle qui 
y conduit. 

La fausseté de la règle et les absurdités auxquelles conduisent se; appli- 
cations, même les pius intéressantes à connaître, » viennent pourtani d'un 

1 faux principe que tous les géométres admettent, en disant que - = O, pour 
32 

I x - CO , OU en faisant x = O dans une fraction telle que - . 
x 

Ainsi, quand M. Hermite dit : « Considérons encore, pour x = 0,  l'ex- 
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e f f i2  O 
(( pression ?, qui devient alors - a il suppose qu'on peut faire x = O x 0 ' 

1 dans la fraction - . 
x = 

J'ai assez montré les défauts de la théorie des fonctions qui se présentent 
sous une forme indéterminée ; il faut dire maintenant comment cette théorie 
doit être rectifiée. 

D'abord il n'existe qu'une forme indé terminée, qui est o, et c'est par er- 
O 

reur que les géométres en trouvent tant d'autres. 

O La fraction - a toutes les valeurs possibles, quelle que soit la manière 
O 

O dont on y arrive, en sorte que si l'on pose - = n, ce qui revient à O = O  )( n, 
O 

le nombre n a toutes les valeurs possibles, puisqu'il exprime combien il 
faut de zéros pour faire zéro. 

Soit la fraction 

O Elle se réduit à - pour x = 2  et pour x = 5 ; ce qui prouve que le iium6- 
O 

rateur et le dénominateur sont divisibles par x  - 2 et par x  - 5. 

x'(x-5) ( x - 2 )  En écrivant la  fraction sous la forme on voit qu'elle se 
3 (x - 5 )  (x - 2 )  

x 4 25 réduit identiquement A - dont la  valeur esl - pour x =2,  et - pour 
3 '  3 3 

O x = 5. On prouve de cette maniére que la fraction qui se réduit (1 - pour 
O 

4 x = 2 et x = 5,  a pourtant une valeur unique? qui est pour a: = 2 ,  

25 et - pour x = 5 ; d'où i l  suit que l'indétermination n'est qu'apparente, et 3 
nullement réelle. 

J'ai déjà montré ailleurs la fausseté de ce raisonnement. On dit : piiisqiie 

l'iden tit6 xS(x-5) (x-2) - xP - - est bien réelle, c'est donc l'indétermina- 
3 ( x  - 5) (x - 2) 3 

tion du premier membre qui ne l'est pas pour x = 2 ,  puisque la valeur di1 

4 second membre est alors - . 
3 .  
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Je dis, au contraire : puisque, pour x = 2  , le premier membre se rPiduit 
O i - , son indétermination est bien réelle; c'est donc l'identit6 qni, pour 
O 

O 4 x = 2, n'est pas réelle , puisqu'on aurait - - 
0 -3'  
xe Le lieu géométrique représenté par y = - se compose uniquement d'une 
3  

z*(z- 5 ) ( x - 2 )  parabole, tandis que le lieu représenté par l'équation y = 
3 ( x -  5) ( z - 2 )  

se compose de la même parabole, et des deux droites x  = 5 et x = 2 .  

Il y a identité des deus lieux quant à la parabole, mais non quant aux 
deux droites, qui appartiennent au second lieu, et sont élrangkres au premier. 

eyx-5) (x-2) En supprimant les facteurs communs de la fonction y = 
3 (x-5 ) (x-2) ' 

x2 pour la réduire A y = -, on supprime  LI lieu géométrique les cleux 
3 

droites x = 5 et x = 2 ; analatytiquement on supprime l'iildéterinii~atioi~, 
qiii, auparavant etait plus ou moins apparente, mais parfaitement réelle. 

x ~ ( x - 5  ( x - 2 )  Lorsque x varie jusqu'â 2, la fonction y = varie jusqu7A 
3 (X -5) (x-2) 

, qu'on appelle la limite ou lavraie valeur de la fonction, pour x  = 2. D'a- Y 
bord, puisque cette valeur peut être atteinte, ce n'est pas une limite; ensuite, 
tous les nombres possibles sont des valeurs réelles, ou de vraies valeurs de 
y, dont chacune-correspond b un point réel de la droite x  =2. Comme la 
valeur qu'on 2ppelle improprement limite ou vraie valeur de la fraction, a une 
importance spéciale, en ce que dans le cas actuel, elle correspond au  point 

xe qui est commun L1 l a  parabole y = -, et A la droite x = 2, je lui  donne 
3 

le nom de valeur principale, et je l'indique par le signe ; en sorte que P 
"- 7x3+ exprime que la valeur principale, pour 3 = 2, de la 1 3 x 2 - 2 i x + 3 O = ~  

eh - Ï x ~ +  10x9 4 2 4  - 7x3 + 10xP - 23 fonction est égale h ?. De m&meJ 3x2 
3 

- - 9  
3aP - 21% + 30 - 2 1 x f 3 0  3 

23. 
exprime que la valeiir principale pour x = 5 ,  de la méme fonction est - , 3  

et cette valeur princ&ale représente~,ordonnée du point commun b la para- 
x1 bole y = -, et à la droite x = 5. 
3 
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O Lorsque les deux lermes de la fraction ?@ , qui  se réduit à - pour 
f (4 O 

x = a ,  ne sont pas des polyni3mes algébriques, ils ne  sont plus divisibles 
par x- a .  Xais, quels qu'ils soient, on pourra y remplacer x par a + h  , et 

alors la question reviendra B calculer 1:::: n; 
En développant les termes de F (a + h )  et de f (a  + A ) ,  on pourra 

écrire F ( a - t h ) - F ( a ) - A h + B / 2 * + C h 3 +  ..,, 
f ( a + h ) -  f(a)-A'h+B'he+C'h+ .... ' 

piiisqii'on a F (a)  -- O et f (a) = o. 

O Pour 12=0, le second membre, comme le premier, se rédiiit A -; mais, 
O 

h A 
en supprimant le facteur ii, le second membre se réduit A - et repré- A" 
se&e ainsi la valeur principale de la fonction indéterminée; c'est ce qu'on 

peut indiquer en écrivant A 

A Le rapport - représente, dans la méthode de Leibnitz, comme danscelle de 
A' 

Lagrange, le rapport des dérivées des deux termes de la fractioii proposée. 

VoilB poiirquoi les uns écrivent - = - F"a) tandis que d'autres écrivent 
f ( a )  f'w 

Soutes ces formes sont vicieuses. 

D'abord, le rapport se réduit h 2,  ouàunnombre particulier lelque 4. 
f (a) O 

Dans le premier cas, démontrer la formule - Ca) - - - F'(a) , c'est démontrer 
f ( a )  f'@) 

O O l'égalité - = -. Or, qui voudra se charger de démontrer on de contester 
O O 

O une lelle @alité ? Dans le second cas, c'est démontrer l'égalité - = 4;  or, il 
O 

est évident que toiit autre nombre que 4 représente aussi bien la valeur dii 
premier membre. 
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Quant A la formule F*) = lim elle est vicieuse, puisque :a frac- 
f '(a) f (4 

F (x) tiori - peut atteindre la  valeur qu'on donne coinme limite. 
f (LE) 

Soit la fraction x - s inx  O - Puisque, pour x=o,  elle se réduit A - , de 
x s  . O 

même que le rapport des dérivées de ses deux termes, on passe aux dérivées 
suivantes, et l'on dit que, pour x = O ,  

x- sinx - I - cosx - si17 x - cosn: on a xa - 3x2 - - 6 x -  p 6 '  

c'est dire que 

O O Or, on ne voit réellement pas pourquoi la relation - = - serait exacte 
O O 

dans un cas et fausse dans un autre, de même qu'il est difficile d'admettre la 
O 1 relation - = - comme une identité, puisque le premier membre a une infi- 
O 6 

nité de valeurs, tandis que le second n'en a qii'une seule. 

La notation que nous avons adoptée en écrivant 

ne donne pas lieu aux mêmcs inconvénients. 

Ida propriété indiquée par la formule lim w) = =--), et qu'on quali- 
f (N f f" (a) 

fie de règle générale, n'est qu'un moyen particulier, nullement général ni 

F (x) infaillible, d'arriver 4 la valeur principale de -- ; et même quand il 
f 

rhssit, il est loin d'être toujours le plus expéditif, comme on peut le voir 
s u  l'exemple considéré; car, si on remplace s inx  par son développe- 

-- - .... 
x= + . . . . , la fraction x- sinx ment x - -- 

1 . 2 . 3  x3 
devient l a 2 0 3  

xs qui 

1 donne pour la valeur principale correspondant à x = o. En prenant auc- 

cessivement les dérivées des deux terme; de la fraction, on obtient 

x3 - 3x3 6 2  6 - - - = - = ,. - Qu'est-il besoin d'aller jiisqu'au rapport des dé- 
6x3 18x2 3Üx 36 
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1 rivées troisihmes pour en tirer la valeur o, qui se voit imm6diatement dails 

5 3  la premiére fraction, '? 
tixs 

L'exposant diminuant d'une unité quand on passe d'nne fraction au rapport 
des dérivées de ses deux termes, oii voit que c'est l'exposant zéro qui donne 

O une fraction qui ne se réduit plus & -. 
O 

Si donc l'exposant est fractionnaire, il ne passera plus par zéro, quand on le 
diminuera succe;sivement d'iiiie nnité, et dans ce cas Ia rhgle n'atteindra pas 
le  but. 

Il n'en faut pas davantage pour montrer l'inefficacité de la rbgle dite 
générale, même dans la plupart des cas où elle est fondée sur une propriété 

exacte, je veux dire düiis les cas où l'on a réellement 

Les cas où la propriété elle-même est en défaut, sont ceux où les premiers 
termes des développements de F (x) et f(x) ne sont pas du même degré. 

nc - sinx Par exemple, la propriété serait en défaut sur  i'exemplc , quide- 
x 4  

x 3  vient - , quand on y remplace le numérateur x - s inx  par le premier 
&fib 

terme dz son développement. En y appliquant la régle, on aurait les égalités 

mes devraient différer infiniment peu quand x d i a r e  infinirnent peu de 
zéro; tandis que chacun des trois derniers devient infiniment plus grand 
que le précédent. 

11 faut 

Soit la 

011 dit 

prend la 

maintenant examiner la forme 2 
fraction AXA + Bx3+ C x 2 + D x + E  

A'x4 +B1xJÇJS C'x*+ D'x+ Id' ' 

que ses deux termes deviennent infinis avec x, et que la fraction 
forme indéterminée . 

Or, il est faux que la  fraction prenne une valeur indéterminée. Elle a 
to~ijours une valeur déterminée qui depend de tous ses termes. Ainsi, 
ce n'est iii la vraie valeur, iii la valeur principale de la  fraction qui est (i 

A troiiyer, mais sa limite, qui est représentée par - . 
A' 
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CALCUL DIFP~~RENTIEL 229 

Si le numérateur était d'un degré plus élevé que le dénomiuatenr, comme 

dans la fraction ~ + A x 9 + B x 9 + C z ? + D ,  sa valeur croîtrait sans limite ; i l  
x=+A'xe+Bfx-+c  

n'y aurait donc A chercher ni  la vraie valeur ni  la limite, mais le convergent 
de la fraction, qui, d'après nos principes, se trouve représenté par =+A-il'. 

Les dérivées n'ont rien à voir ni i faire dans cette question. L'6légante 
exteilsion de Cauchy donnerait 

x4+Ax3+Bx2+Cx+D .- 4x34- 3 A x ~ 2 B x +  C - 1 bn+6Ax+2B - 24 74-68 
~ ~ 3 f A ' x e + B ' x + C  - 3xe+2A'x+B' - 6 x f 2 . 4 '  - G ' 
ce qui est parfaitement faux d'un bout à l'autre. 

Pour indiquer le  convergent d'une fraction il convient de le représenter 

par le signe [, qui comprend, comme cas particulier, celui de la limite. 

De cette maniére, on écrira 

Que nous apprend l'enseignement ordinaire sur une pareille question ? Il 
nous dit que la fonction proposée se présente sous la forme o? - m , qui est 
indéterminée. C'est comme celui qui pour déterminer la différence de deux 
liqueurs, les mettrait dans une bonteille à encre, e t  prouverait ainsi qiie cette 
différence est indéterminée. M. Liouville, qui, cornnie M. Bertrand, s'est 
évertué A établir l'enlih-e généralité de la réale de YHopital, cite lui-meme 
un exemple réfractaire, en disant : 

1 x2 COS - 
I( La fraction - x  se réduit àt zéro potir x = O ,  et cependa& 

sin x + xe cos' 
x  

I 1 sin- + 22 COS - 
x le rapport des dérivées donne 11: 

1 '  
fraction qu i  ne 

cos x  + sin ' +2x cos- 
x x  

tend pas vers une limite débermiliée lorsque x  tend vers zéro. n 

Cet exemple et tant d'autres qu'on pourrait produire, resterodt des my~tè-  
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res inexplicables pour tous ceux qui admettent, comme ici M. Liouville, que 

x de peut devenir zéro. 
x 

1 x2 COS - 
x La fraction 1 devient nulle chaque fois que la valeur de - 

1 5 sin x + xkos- 
x 

passe par un multiple impair de E ;  mais elle ne peut jamais se reduire a 
2 

O . . 
la forme indéterminée - . Voilà ce qui explique pourquoi les dérivées n'ont 

O 

rien B faire dans cette question. 

SBries de Taylor et da Maclaurin. 

D'aprbs le Binôme de Neuton, on a l'identité suivan te : 

Or, le facteur mxm-' est la derivée de xm , de même le facteur m(m - i)~"'-~ 
est la  dérivée seconde de xm. Il en résulte que si l'on désigne xm par F (x), 
l'identité précédente pourra s'écrire 

Nais cette identité n'existerait plus si par F(x) on entendait iine fonction 
quelconque de x. Alors, en ddsignant par R la diffërence entre les denx'mem- 
bres, on a encore, pour toute fonction de x, l'identite 

Lorsque le développement a un nombre ilimité de termes, ils forment une 
série, et en désignant par S. la somme des n premiers termes, l'identité 
devient : F (x  + h) = Sn + R. 

Si R tend vers zéro quand n devient infini, la série est convergente. Dans 
ce cas F(x+h) est la limite de la série, et l'on écrit : 

qui  est ia formule de Taylor. 

Mais lors même que la série est convergente, l'identité n'existe qu'au 
moyen d u  terme complémentaire R, qu'on appelle le reste de la série, et qui 
ne se dédiiit pas des prPcedents d'aprÈs la loi de la serie. 
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Les géométres se sont inis l'esprit L la torture pour donner au reste les 
formes les plus propres A manifester la convergence ou la divergeiice de la 
série. Mais, suivant l'expression de Poinsot, la traduction est souvent moins 
claire que le texte, et les formules doilliées à cet effet sont foild6es sur le 
mêms principe que celles que noiis avons critiquées précédemment, en sorte 
qu'il faudrait, suivant l'expression de 11, Liouville, (( s'assurer dans chacun 
a des exemples aiixquels on les applique, que l'usage en est légitime. » 

Si dans la formule de Taylor on fait x = O, elle devient 

On peut y remplacea h par x, et 1'011 obtient 

qui est la formule de Maclaurin. 

Si, dans la formule de Maclaurin, on remplace successivemeilt F(x) par 
sinx, cosx, e", as, on obtient : 

Dans chacune de ces séries, le rapport d'un terme au précédent tend vers 
zéro ; c'est plus qu'il n'en faut pour que le série soit convergente. 

De même, en rempla~ant F(x) successivement par l(r +x), et l(r - x), 
on trouve : 

Eii retranchalit la seconde de la premiére, on obtient : 
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i quand on y remplace x par - 
2 a + r  

Comme on le voit bien, la  série n'est pas convergente pour r=o;  mais 
plus a augmente, plus la convergence devient rapide. 

C'est ici le lieu de résoudre une difficulté qui a été soulevée par Cauchy et 
reproduite, depuis lui, par les principaux auteurs. 

Au chapitre V de sa Théorie des Fondions analytipues, Lagrange dL 'mon- 
tre qu'une foilction d'iiiie variable et toutes ses dérivées ne peuvent devenir 
nulles, pour une même valeur de 13 variable, qu'à la condition que la foiic- 
tion soit elle-même identiquement nulle. 

Un savant affirme a que les géométres savent depuis longtemps qne le 
(( raisonnement de Lagrange n'est qu'un cercle vicieux. n Je n'ai point 5 
m'occuper ici de ce raisonnement, mais seulpment de la proposition en elle- 
méme et des conséquences qui en ont été déduites. 

Par un raisonnement que M. Hermite a adopte et reproduit dans son COZLVS 
d'Analyse de I'Ecole Polytechnique, Cauchy démontre « que pour x = O, la 

o fonclion e d s  s'annule, ainsi que ses dérivées des divers ordres. a Et il 

conclut en disant : M En n'ayant pas égard au reste, les deux expres- 
1 -- 

siom F (x) et k (x) + e z2 sont données exactement par la même série; 
d'oii l'on voit combien la, condition de convergence est loin d'être suffi- 
sante, comme le croyait Lagrange pour que la série 

( P(O)+~F'(O)+ F ~ O ) +  ... ... 
1 1 . 2  

représente F(x).  N 

Lagrange rec,oit donc ici, de la part de Cauchy, un  double démenti : 
1" Lagrange ayant avancé qu'une fonction est identiquement iiulle dhs 

que cette fonclion et toutes ses dérivées deviennent nulles pour une valeur 
1 

particulibre de la variable, Cauchy lui présente la  foilctioii e - 7 ,  qui n'est 
poiirtaiit pas identiquement nulle, qnoiqu'elle le devienne avec toutes ses 
dérivées, pour x = o. 

2. Lagrange croit qu'il suffit que la  série F (O) + - F' (x) f - F"(o)+. . . , 
1 .  1.2 

I 

soit convergente pour qu'elle représente F (x). Or, lorsqii'on prend e- " 
pour F(.x), tous les lermes de la série deviennent nuls, d'aprks Caiichy, et 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL DIFFE~ENTIEL 233 

une série dont tous les lermes sont nuls, est convergente, s'il en fat jamais ; 
et, puisque la somme de ses termes est zéro, elle ne représente pas P(x), qui 

i 

est e- dans l'exemple actuel. 

Il me semble qu'il eiit Bté dificile Lagrange de parer ce double coup ; 
car ses écrits prouvent assez que, comme Cauchy et les autres géométres, il 

1 
croyait qu'on peut avoir - = O  pour x infini, ou qu'on peut faire x = O 

2 

I I  dans - 9  -7 etc. 
5 2% 

Je dirai plus : c'est que Lagrange prétendait qu'il n'était pas même i~éces- 
saire que la série fut convergente pour &tre représentée par F(x); il l'a for- 
mellement wu tenu & d'Alembert dans les termes suivants : 

(( Je demande s i ,  toutes les fois que dans une formule algébrique, 
il se trouvera, par exemple, une série géométrique infinie, telle que 

1 
u I + x + z 3 + x s . .  . ., on ne sera pas en droit d'y substituer - 7 quoi- 

I-3L: 

u que cetto quantité ne soit réellement égale A la somme de la série proposée 
(( qu'eu supposant le dernier terme x* nul. Il  me semble qu'on ne saurait 
a contester l'exactitude d'une telle sitbstitutioii sans renverser les principes 

les plus communs de l'analyse. a 
C'est donc moins en vue de défendre Lagranse que de rétablir la vi?rit6, 

que je veux détruire l'objection de Cauchy, et montrer l'absurdité des consé- 
quences que lui ek les geombtres de son école en ont tirées. 

1 
Que devient, la fonction e - 7  , pour x = O ? C'est comme si 1'011 deman- 

dait que devient la coiirbure d'un cercle carré. De même qu'on ne peut pas 
faire un cercle carré, on ne peut pas non plus faire x =a dam la fraction 

4 

A. L'hypothèse x= O dans la fonction e-m7, comme dans la îoilc~ion ', 
x' x 
est absurde, ainsi que tontes les conséqueilces qu'on en peut tirer 

1 Dans la relation y = - , OU xy=t, on ne peut pas faire x =O, parce qu'au- 
x 

clin nombre de zéros n e  peut faire 1. 
1 

Si l'on s'obstine à supposer x = O  dans la fouction e - 3  , tout ce qu'ot~ peut 
ensuite déduike de cette hypothèse est de la science aprks déraillement. 

Ceci s'applique b la démonstration de JI. Hermite, pour confirmer l'asser- 
4 

tion par laquelle Cauchy pré tend que toutes les dérivées de e- z2 deviennent 
nulles bssqn'on y fait x ='o. 
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Je vais mettre sous les yeux du lecteiir le passage qui contient cette 

-- 
e f f i 2  

(( Considérom encore s dit M. Hermite, pour $=O,  l'expression- 
xn ' 

1 1 
O -- 

a qu i  devient alors - . En posant e- z= f, d'ou x = (- log t ) 7 elle se 
O 

a ramène celle-ci : 

K Or, on a t = O  pour x x:= O, ce qui ramene au cas prec6dent, de sorte que 
la limite est encore zéro. Je cite cet exemple cause de la remarque 

N suivante de Cauchy : 
1 - - 

a Formons les dérivées liécessaires de la fonction f (x) = e "' , nous 

T e  "2 ge-,Z qe-Z 
« tr'ouverons : f '  (ic) = - , f " ( ~ ) = - - + ~  z3 Z > d'où il est aisé 

EL 
N de conclure qu'en gén6ral f (x) se compose d'iiiie somme de termes de 

1 - - 
e s2 

cc la forme - > n étant positif; de sorte que, pour x = O ,  la fonction 
xn 

(( proposée s'annule ainsi que ses dérivées des divers ordres. Il en résulte 
qu'en appliquant à cette fonction la formule de développement en série de 

u Maclaurin, le reste seul paraîtra dans les résdtats. En n'ayant donc pas 
1 -- 

u égard au reste, les deux expressions P (x) et F  (x) + e $' sont données 
u exactement par la m6me série; d'où l'on voit combien la condition de 

convergence est loin d'étre siiffisante, comme le croyait Lagrange, pour 

x xs 
(( que la série F ( O )  + - F' (O) + - F" (O) +. . . reprksente F(z) . » 

1 1.2  
Les explications données par leu geométres sur ce't exemple de Cauchy ne 

sont que des sophismes. Nous venons d'entendre M. Hermite, écoutons main- 
tenant Duhamel : 

u Il faut bien se garder de croire que les séries de Taylor ou de Maclaiirin . . 
(( puissent être employées toutes les fois qu'elles sont coiivergent&; car elles 
(( poiirraient converger vers d'autres limites que les fonctions Gi'elles 
(( devraient représenter. . '4  - - 

Ainsi, par exemple, la fonction e devient nulle, ainsi que toutes sec: 
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u derivees, pour x = o ,  et cependant elle n'est pa? identiquerne~it nulle. 
u Il suit de 1 que si P(x) est une fonction développable par la skrie de 

i 

H ~aclaur in  , F (z) + eds,  développée par la même formule, doiinera lieu 
u A une série convergente, mais qui représentera F(x), et sera, par consé- 
u queut, inexacte. 

a L'exactitude du dkveloppement ne peut jamais être établie que par la 
u considération de l'expression qui en complète la valeur après un nombre 
u quelconque de termes. % 

Cet te explication se compose d'assertions contradictoires. Il faudrait admet- 
tre qu'une série qui doit converger vers une limite A, s'obstine & converger 
vers une autre limite B ; il faudrait admettre qu'il y a des séries convergentes 
exactes et des séries convergentes inexactes, que les séries convergentes 
exactes convergent vers les fonctions qu'elles doivent représenter, tandis que 
les séries convergentes inexactes convergent vers des fonctions qu'elles ne 
doivent pas représenter. Tout ce qui a étd fait sur la sommation des series, 
serait A refaire, ou du moins A compléter ; car il ne faudrait plus se coiiteii- 
ter, comme on le fait habituellement, de démontrer qu'une série converge 
vers une limite A ; il faudrait prouver qu'elle doit en certains cas converger 
vers une autre limite B, et qu'ainsi elle a tort de converger ver3 la limite A. 

La considération du reste sert h reconnaitre si  une série est convergente ou 
divergente; mais h quoi peut servir l a  ~oilsidéralion du  reste quand on sait 
d'avance que la séric est. convergente 4 

1 

La fonction e-" ne peut pas se développer directement par la formule de 
Maclaurin, parce qu'on ne peut pas y faire x = O ;  mais en rekplacant 

1 
r par - -. dans la formule 

2' 

on obtient 

Pour toute valeur de x autre que zéro, la valeur du nnfe lerrne tend vers 
zéro, et comme les termes sont alternativement positifs et négatifs, i l  s'en- 
suit que la série est convergente. Que veiikon de plus? Veiit-on savoir si. 
pour a = O, la &rie convergente est exacte ou inexacte 'l si elle converge vers 

1 -- 
la fonction e aZ ou vers une autre? si, convergeant vers l'une, elle ne de- 
vrait pas plutat converger vers l'autre? Toutes ces questions sont absurdes. 
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Les plus forts géomktres, comme MM. Sturn, Serret, Heimite, n'ont pu qne 
repéter les objections de Cauchy et de Duhamel, et, comme je .viens de montrer 
le peu de valeur de ces objections, i l  en faut condure que les propositions de 
Lagrange sortent inctactes de cette épreuve. Ainsi : 

1" Lorsqu'une fonction et toutes ses dérivées deviennent nulles pour une 
veleur particuliére de la variable, cette fonction est identiqiiement niille. 

I -- 
2" Puisque Ia fonction e a' n'est pas identiquement nulle, on peut affir- 

mer que toutes ses dérivées ne deviennent pas iiulles pour %=O, et cela pour 
une bonne raison, c'est qu'on ne peut pas y faire x = o. 

3' (( La condition de convergence n n'est pas « loin d'être suffisante; n 
comme le dit Cauchy; elle est tout A fait suffisante, u comme le croyait 

a Lagrange, pour que la série ~ ( o )  + - Fr (O) + 2 F" (O) + . . . . reprksenle 
1 1.2 

u F (x), B ou, plus exactement, ait pour limite F ( X I .  
4" Les séries de Taylor et Naclaurin peuvent être employées toutes les fois 

qu'elles sont convergentes, car elles ne peuvent pas converger vers d'autres 
foiietions que celles qu'elles doivent représenter. . 

5" La considération du reste est parfaitement inutile dès qii'on sait que la 
série est convergente. C'est donc bien [i. tort que M. Serret dit : « Pour pouvoir 
CC faire usage de la formule, il faut avoir htabli que le reste Rn de la série 
K convergente tend vers la limite zéro. n En effet, si la  série est convergente, 
le reste Rn tend vers zéro, et si ce reste ne tend pas vers zéro, la série n'est 
pas convergente. 

Quoique le principe en vertu duqiiel on admet qii'on peut faire x=o, 
1 

dans une fonction de -, soit r e p  géiiéralement, il n'en est pas pour cela 
x 

moins faux. C'est en se fondant sur ce principe que Cauchy a pu faire échec 
aiix deux propositions de Lagrange, et a prétendu'démontrer la nécessité de 
la considération de l'expression qui complète la valeur d'une série reconnue 
convergente. Il a ainsi entraîné les géombtres qiii ont traité le sujet aprbs lui, 
à donner une importance exagérée à la considération du reste, qu'ils ont pris 
tant de peine i présenter sous une forme censée générale, et  dont l'avantage 
ne compense guére les efforts qu'elle a coiités. 

Des maxima et minima des fonctions d'une seule variable. 
. . 

Une forie t.ion P (lr) devient maximum pour une valeur par ticuIière x = a, 
lorsque la valeur de P(nj est plus grande que IeS plus voisines valeurs de 
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F (x), en sorte que pour lz  infiniment petit, positif ou négatif, la valeiir de 
F(x+ h) - F (x) est toujour; négative. Dans le cas du minimum, c'est le 
contraire qui a lieu. Or, on a 

h2 12 F (x+  h) -F (x) = 72 Ff(x)+- FI1(x)f -FIr'(x)+ .. ,. , 
1.2  1 . 2 . 3  

Si le fac Leur F' (x) n'était pas niil, le ternie h P' (x) domierait son signe aii 
second, membre dans l'hypothése de h infiniment petit, et alors le second 
membre'cliangerail de signe avec h;  ce qui ne peut avoir lieu dans le cas 
d'un maximum ou d'un minimum ; donc pour le maximum, comme pour le 
minimum, il faut qu'on ait F1(x)=o, et ce sont les racines de cette équation 
qui donnent les yaleurs de x qui correspondent soit h des maxima, soit h des 

1.2 minima. Puisque pour ces valeurs de a, F '(z)= O, c'est le terme - F" (x), 
IL = 

ou plutbt le facteur F"(x) qiii donne son signe au second membre, et, par con- 
séquent, si pour une racine x = a: de l'équation 1;' (x) = O, la valeur de Y' (a) 
est négative, cette racine correspond h un maximum ; dans le cas contraire, 
elle correspond à iin minimum 

Si, par extraordinaire, on avait P"(a)=o, en même temps qne F' (a)=o, 
il faudrait aussi avoir F"' (a) =O, en sorte que la premiére dérivée qui ne 
s'annule paspour x = a ,  doit ètre d'ordre pair, si a correspond à un maximiim 
ou rl un minimum. 

Supposons, par exemple, qu'on demande le point le moins éclairé siir la  
droite qui joinl deux liimikres. 

Soient m et n les intensités des deux lumiéres, a la Iongueiir de la  droite, 
x et a - x les distances du point aux deux luniiéres. 

Les intensités des deux lumiéres étant în et ri, à l'unité de distance, elles 
nt n seront - et - au point cherché. La fonction qui doit devenir minimum 
x2 (a-x)' 
m 92 est donc + -. Les dérivées premiére et seconde de cette fonction x (a-x)' 

2n . 9rn . 6nt sont - - - 6 n et - $ - . La valeur de x qui correspond an (a-x)" . x3 x-a-x)' 
minimum doit annuler la  dérivée premiére , c'est-&-dire vérifier l'équation 

I n  21n _ m n x I/& --- - O,  'ou , = - On en déduit - = - ce qui (a-xJ3 x3 x (a-x)~ a-x qn' 
prouve que les distances du point aux deux lumibres sont proportionnelles 
aux racines cubigues des intensites. 

Dailleurs pour toute valeur de z, la dérivée seconde sera évidemment 
positive, ce qui prouve que la valeur trouvée pour x correspond à un mini- 
mum, et non un maximum. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 
DU 

CALCUL DIFFERENTIEL 

Equation de l a  tangente A une courbe quelconque. 

C'est en cherchant nne méthode générale pour la dé termination de la tan- 
gente & une courbe quelconque, que Leibnitz a eté conduit à fonder le calcul 
différentiel. 

Une droite menée par deux points x', y', x", y", a pour éqiiation 

Y' - Y" (x - Y - Y  =,- 

Pour que les deux points soient sur  la coiirbe, il fant que son équation soit 
vkrifiée par les coordonnées des deux points. Le coefficient angulaire 

y'- y'' Ayr - ou - exprime alors la tangente trigonométriqne de l'angle que x'-xl" 4x1 ' 
la sécante fait avec l'axe de x: Lorsque le second point atteint le premier, 
la  sécante devient tangente ; mais les deux points étant confondus en un seul, 
la  droite'peut ensuite tourner et prendre toutes les positions possibles autour 

Y'- y" A Y' O 
de ce point. De même la  fraction - LÇ'- xlI ' ou - en se réduisant & - , atteint 

AX" O 

d'abord sa valeur principale correspondant à la tangente, et prend ensuite 
toptes les valeurs possibles correspondant A toutes les droites qui peuvent 
passer par le point de contact. 

Le coefficient angulaire de la tangente menée au-point x', yr, de la courbe 

dy' se représentera donc par 9 si ou plus simplement par , , d'aprbs 1s 
dx  

dy' notation de Leibnitz ; et par - il faut entendre qu'ayant pris la dérivée 
dx' ' 

de y par rapport h x dans 1'6quation de la courbe, on a substitué aux varis- 
bles les coordonnés a' et y' du point de contact. 

C'est ainsi que la tangente menée au point x', y' de la courbe, a pour 

dg' équation y - y'= (X - x'). 
dx 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL DIFF~?RENTIEL 239 

De cette maniSre, la théorie des tangentes, comme d'ailleurs le calcul diffé- 
rentiel lui-même, se trouve fondée sur les valeurs principales des rapports 
indéterminés, et non sur les propriétés métaphysiques des infiniment petits. 
C'est parce qiie la notation de Leibnitz s'adapte directement de la manihre la 
plus simple et la plus directe à cette notion exacte et fondamentale, que sa 
méthode s'est toujours montrée supérielire it celle de Newton et de Lagrange. 

La perIection d'une méthode ne dépend pas de l'explication qu'on en 
donne, de même qiie la  rapidité d'un train dépend de la perfection de la ma- 
chine, et non de l'intelligence cles voyageim. La méthode de Newton, en 

*Y prenant lirn - pour z, donne une idée inexacte de la dérivée , mais 
AX 

laise entrevoir l'idée exacte; tandis que dans la méthode de Lagrange, la 
fonction primilive est elle-mème d'abord métamorphosée en série, et rien de 
la fonction dérivée n'indique plus sa propriété essentielle de represenler la 
valeur principale d'fin rapport indéterminé. 

Soit la courbe y = 3c3- 7. Par la différeutiation on en tire 9 = 3 d ,  el, par 
dx 

suite, l'équation de la tangente menSe au point (:cf, y') de la courbe, est 
y-$'= 3xs(x-x').  

La droite menée par le point de contact perpendiculairement ri la tangente, 

dg' s'apppelle normale. Le coefficient angulaire de la tangente étant -, , celui 
dx 

dx' de la normale sera - , , puisque leur produit doit 6galer - I ; de cette 
dy 

dx' maniére l'équation de la  normale sera y - y' = - , ( x  - x') . 
dy 

011 donne aussi les noms de tangente et normale aux longueurs comprises 
sur ces droites entre le point de contact et leur point de rencontre avec l'axe 
de; a. Les projections de ces longueurs sur le méme axe s'appellent sous- 
tangente et sous-normale. 

En désigriant par T et N la tangente et la normale, par t et n la sous-tan- 
gente et la sous-normale, ces quatre longueurs sont exprimées respectivement, 
en grandcur et en signe, par 

-- 
dx' dy' t = - y * -  n z y r -  N = y'\/l + dY1, dar ' dxl* 

Ces formules, appliquées à l'ellipse représeii tée par l'équation 
agy" +b"%=&be, donnent : 

Io. aPy y'+b%z' 5 aPbP, pour l'équation de la tangente ; 
2" bxx' (y -9') = a9y'(x -xf), pour l'éq~iation de la normale ; 
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Si l'on change tP en - b9 dans tous ces résultats, ils se rapporteront à 
l'hyperbole représentée par l'equation aqys - bsx9= - anbs. 

Eii appliquant les mémes formules A l'dquation ya = 2 p  x, qui est celle 
de la parabole, on trouve y y' =p(x+xl) ,  pour l'équation de la tangente, 

y- y' = - - (z -S), pour l'équation de la nomiale, 
P 

Tangente $, une courbe exprime8 en coordonnkes polaires. 

L'equation F (O, r) =O d'une courbe en coordoiiilées polaires, exprime la 
relation qui existe, pour chaque point de cette courbe, entre sa distance r ,  A 
un point fixe appelé pble, et l'angle 8, que fait le rayon r  avec un axe fixe 
mené par le pBle. 

Fig. 7. Soit M (fig. 7) le point de contact, N 
un poin t trés-voisin, ou,comme on dit, 
infiniment voisin, pris sur la courbe, 
O le pdle, O l'angle que le  rayon OM fait 
avec l'axe, a l'angle que ce rayon fait 
avec la sécante MN, et OP = OM = r. 

Le triangle PMN donne 
PM sinPNM - - .  

O PN - sinPMN 

En leibnitzant, cette équation devient 

rd0 sina rd0 -- = -- , ON tang a = --. 
d r  cosa d r  

ThBorie des Asymptotes. 

A B H Soit Y = F (x) + - + - + . . . . . f - , l'équation d'une courbe. x x2 xm 

En donnant aux constantes A, B, . . . . H, des valeurs différentes, on aura 
autant de coiirbes qu'on voudra, dont les ordonnées correpondantes à une 
même abscisse iront en convergeant, c'est-à-dire que leurs diffërences ten- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dront vers zéro quand on fera croître x infiniment. Pour cette raison toutcs 
ces courbes sont dites asymptotiques les unes aux autres. 

A B H Les termes -, ,, . . . . . - sont des intiniment petits qui ont pour limite 
x x Zn' 

Gro. Si la fonction F (x) n'en renferme point d'autres, F (x) est ce que j'ai 
appelé le convergent de Y ,  et l'équation y = F(X) es1 la plus simple de 
celles qui sont renfermées dans l'équation générale 

La courbe reprdsentée par l'équation y.= Y pourrait s'appeler l'asymp- r 
tote de toutes les co~irbes dont l'ardonn6e Y varie de l'une l'autre avec les 
coastaiites A, B, . . . . II. Lorsque le convergent de Y est du premier degré, 
c'est-à-dire de la forme y = kx + l ,  l'asymptote est rectiligne. 

Comme la rencontre d'une courbe avec son asymptote est impossible du 
131th où l'asymptotisme a lieu, il s'ensuit que si  l'on prend les ordonnées 
parallbles A une asymptote, son équation sera de la forme $=a, et, ponr 
x = a ,  la valeur de y sera l'infini absolu ou impossible. 

1 
Soit Y = - l'éqiiation d'une hyperbole équilatère. On a ici Y = O ,  ou 

:X: r 
y = O ,  et, par conséquent, l'axe des a est asymptote. Mais polir x= O , la 
valeur de Y est l'infini absolu ; dünc l'axe des y est asymptote. 

Puisque, pour une valeur infiniment grande de x, l'ordonnée de l'asymp- 
tote et celle de la courbe ont une différence infiniment petite, à pliis forte 
raison, la perpendiculaire a b a i d e  d'un point de la courbe sur l'asymptote, 
sera infiniment petite. Cette propriété sert à définir l'asymplote. Ainsi une 
droite est asymptoteh une courbe lorsque la distance d'nn point de la courbe 
à la droite a polir limite zéro. 

PREMIER EXEMPLE. - Le convergent de la fonction 

quels que soient les coefficients B ,  C ,  . . . . K, H. Il en résulte qne 
a y = .c + - reprdsente une asymptote commnne B tontes les coiirbes reii- 
nz 

fermées dans l'équation proposée. 
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Il b en rdsulte que y = - x ,  et y = - - x sont les asymptotes de l'l-iyperbole 
u a 

repr6sentée par l'équation proposée. 

Tnoisrhd~ EXEMPLE. - Soit y =  -c \/xyiflOx+ll dx' - 4.72 +- 21. 

Cet te fonction ayant pour coiivergent * (x+ 5) rt ( x  - 21, il s'eiis~iit quc la 
conrhe repr6sentee par l'équation proposée, a pour asymptotes 

y = 2x + 3,  y =  -2x-  3 ,  y=7 ,  y=-7. '  

5 Le convergelit de cette fonction élaiit - 2 x  + , il s'ensuit yiie e 
5 y = - -Lx + + est l'asymptote de la çoiirbe leprésentce par I'éqiiatioil. 
4 

d 
où 1'011 suppose 11 > 1 ,  est y = Iir: x L/ nn - I t - , et cette relation 

d 942- 1 

donne les asymptotes de l'hyperbole représentée par l'équation proposée. 

SIXIBME EXEMPLE. - Soit ay~+bxy+cx%+dy+ ex+ f= O l'équation 
générale dii seoond degré B deux variables. 011 en tire 

b d 1 \ i  y=-;-;2:--f - 
l a  2a 2a 

(bd - 4ac) x3 + 2 (bd - 2ae) x + dY - 4a f .  

Cette éqiiation représente une hyperbole lorsque b3 - 4ac est positif, ct 

bd-2ae le convergent du radical est e d t r ~ 4 a c  + ; ce qui donne 

pour les asymptotes de l'hyperbole. 

SEPTIBXIE W ~ Y P L E .  - Soit y = 7- x3 + ;. 
Le convergent est -x, d'oh y =  -z représente l'asyinplole de la courbe. 
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a pour eonvergen t a' -ar9 

2 - - , quelsque soient les coficients c, d ,  c', d'; 
8 

il s'ensuit que Y '-I - "-"' représente une asymptote commune 
2 8 

. . 

iS toutes les cowbes qu'on peut obtenir en donnant des valeurs arbitraires 
aux coefficients, c, d ,  c', 8. 

NEUVIÈI~E EXEMPLE. - Le convergent de la fonction 

estlcf 10; il s'ensuit que y= x+10 représente une asimptote commune i\ 

toutes les coiirbes comprises dans l'équation proposée, ou les eoefkients 
A, B, C, Hl B', Cl,  Hf, auront des valeurs quelconques. 

Diverses methodes pour le Calcul des Asymptotes. 

Aiiguste Comte réduit A deux méthodes générales toutes celles qui ont été 
successivement proposées avant eelle des convergents. 

AprEs un examen approfondi de ces méthodes, il déplore u cette déplorable 
(t fécondité, qui, portant essêntiellement sui' le style analytique sans attein- 
t( dre r6ellemeiit la  pensée géométrique, encombre trop souvent les ouvrages 
(( mathématiques d'une vaine répbtition de la meme notion soiis des formes 
(( diverses, dont la plupart doivent être ecartées. » 

Dans la méthode la plus classique, on représente par y = kx+ Z i'asympto te 
d'iine courbe, et l'on dit que l'ordonnée de la c ~ u r b e  est y = kx + Z+ V, oii 
on représente par V une fonction de x qui tend vers zéro lorsque x devieat 

infini. o n  en déduit k = lim- , et Z = lirn (y - kx). 
cc 

On détermine aussi les asymptotes en les considérant comme u limites des 
tangentes. Ii est aisé de sentir, n dit Auguste Comte, (( que toute asymptote 

(( constitile la limite necessaire d'une suite correspondante de tangentes. 
(( Tel est, n ajoute-t-il, a le principe éminemment simple et général de la 

(( premibre méthode des asymptotes, la  seule pleinement universelle.. . . . . . 
(( Explorée ainsi, la recherche des asymptotes consiste à déterminer quelles 
valeurs acquiérent les coefficients, angulaire et linéaire, de la  tangente 

((. quand les coordonnées du point de contact y deviennent infinies. » 
On voit qu'en théorie chaque mélhode est trh-simple. 
La notre consiste dans la propriété du convergent de l'wdonnée de la 
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courbe, de représenter l'ordonnée de la plils simple de toutes leslignes asymp- 
totiques C1 cette courbe. 

Si le convergent n'est pas d'un degré supérieur au premier, l'asyniptote 
est rectiligne; dans le cas contraire la courbe donnée n'a pas d'asymptote 
rectiligne, non parallèle à l'axe des y. 

Lorsque l'asymptote est parallble à l'axe des y, c'est y qui devient infini 
pour une valeur finie de x. Dans ce cas le convergent de x par rapport Lt y se 
reduit Zt une constante a, et x=a est l'équation de cette asymptote. 

La deuxième méthode consiste à calciller la  limite de -, qui exprime le 
5 

coefficient angulaire k de la droite, et la limite de y - kx, qui eii reprkseiite 
le coeff'icient linéaire. Or, noiis avons montre que les régles données A cet effet 
sont quelqiiefois inexactes et soiivent impraticables. 

La Lroisiéme méthode consiste à supposer infinie l'abscisse du point de 

dy' contact dans l'équation y- y' =- (x-2') de la tangente. Poiir prouver de' 

que cette méthode est, au fond, la même que la précédente, on démontre que 

la limite de 3 égale celle de *, et que les coefîicients linéaires sont pareil- 
x da 

lement égaux ; mais cette démonstration se fait au moyen de &gles recoiiiiiies 
inexactes. Il résulte de cette inexactitude qu'aprbs avoir ainsi démontré qu'il 
y a identité entre l'asymptote et la limite des tangentes, on en vient It cons- 
tater, sur certains exemples, que « l'asymptote n'est plus la limite des tan- 
« gentes, )) comme le dit Id. Serret. 

Il ne sera pas sans in téré t de montrer, une fois de plus, cominen t les plus 
forh géomktres deviennent le jouet d'une analyse d6fectueuse, qu'ils croient 
rigoureuse. 

M. Serret, ayant représenté par y = gx + h l'équation de l'asymptote, et 

par y =gî + (y' - d l76quation de la tangente, démontre qu'a la 
dx' 

limite, on a = *, et y' -2' - = h, et qu'ainsi les équations de i'a- 
x d x  ds' 

symptote et de la tangente devenant identiques, représentent la même droite. 

Mais voila que cette propriété, si généralement démontrée, n'a pas toujoiirs 
lieu. M. Serret en fait lui-même laremarque, et explique ainsi le paradoxe : 

dy dy « Ceci suppose toutefois que - et y - x - conservent des valeurs de- 
dx dx 
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(( terminées, quel qiie soit x; si le contraire avait lieu, l'asymptote ne serait 
(( plus la limite des tangentes. » 

Si la démonstration suppose cela, commeiit a-t-elle pu se faire sans cette 
supposition? Mais continuons : 

sin n: La courbe représentée par l'équation y = - ofïre un exemple de ce x 
dy a cas; l'axe des x est ici une asymptote de la courbe, - tend vers zero 
dx 

dll a quand x tend vers l'infini, mais y - x - est indéterminée polir x = CO . D 
dz 

L'auteur termine aiusi l'explication sans tirer la conclusion au clair. La 

dy limite de y -x - est indéterminée, parce qu'elle devient - cosx; pourquoi 
dx 

ne pas le dire ? 

Mais, si le coefficient angolaire devient zéro, et le coefficient linéaire 
- cosx, on trouve ainsi y = - cosz, pour l'équation de l'asymptote, comme 
pour celle de la limite des tangentes, puisque d'aprés la démonstration de 
11. Serre t, ces deux droites ont la même équation. DSs que - cos 3: peut prendre 
une infinité de valeurs comprises entre + I et - r ,  ne faut-il pas conclare 
que l'analyse précédente donne une infinité d'asymptotes, comme une infinité 
de limites ponr les tangentes? Ce n'est pas du tout la maniér? de conclnre de 
11, Serret. Il prétend, au contraire, que cette analyse ne donne ni asymptote ni 
limite de tangentes. Il reconnaît bien que l'axe des x est une asymptote ; mais 
elle est censée donnée par une autre méthode ; tandis qu'aiicune méthode ne lui 
indique le méme axe comme limite de tangentes, en sorte que finalement la 

sin x courbe y 3 - aurait une asymptote et point de limite de tangentes. 
x 

Par des considérations géométriques, Duhamel arrive pareillement aux 

conclusions suivantes, qu'il confi~me sur l'exemple y = a+ s i n z .  
zm 

u 1" Toute limite des tangentes est asyrnpt.ote. 
a 2" Une branche de courbe peut avoir une asymptote sans qu'il existe une 

(( limite pour ses tangentes. n 

C'est pourtant le contraire qui est vrai, et je dis : 

Toute limite des tangentes n'est pas nécessairement asymptote ; mais toute 
asymptote est une limite de tangentes. 

silm - Pour le faire voir clairement, je reprends l'équation y = -, représen- 
x 

tant une courbe sinneuse' (@g. a), qiie 'l'axe des' .7: partage en une infinité 
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Fig. 8. 

d'arcs sous-tendus par des cordes kgales ,2 x.  Si A tous ces a m  on m h e  des 
tangentes paralléles B i'axe des x, on aura ainsi une suite de tangentes qui 
auront évidemment pour limite l'axe lui-même. Ainsi i'axe des x est une 
limite de tangentes. C'est aussi une asymptote puisque la  distance des points 
de contact à cet axe tend vers zéro. 

L'axe des x est la seule asymptote, mais non la seule limite de tangentes. 
En effet, puisque l'équatim trouvée pour la limite des tasgentes est 

y =- cosx et que cosx peut varier de +I ii - r, il s'ensuit que toute paral- 
lèle l'axe des z , comprise entre y =+ r et y = - I, est uoe limite de tau- 
gentes : car soit AB une telle paralléle ; en menan$ les tangentes AM, AN, etc., 
on aura encore une autre série de tangentes qui auront évidemment pour 
limite AB, piiisqye l'angle NAB tend vers zero sans pouvoir devenir nul. 

Ainsila droite AB est une limite de tangentes; mais ce n'est pas une asymp- 
tote, puisque la  distance des points de contact h cette droite a pour limite 
OA, et non zéro. . 

J'ai monlré, de cette maniére, que, conformément au  résultat du calcul, 
toutes les parallèles A l'axe des x, comprises entre y = + I et y = - I, fiont des 
limites de tangentes; ce qui contredit formellement l'assertion des géombtres 
qui affirment qu'il n'y a pour cette courbe aucune limite de tangentes. 

Notre méthode ne donne pas lien à l'erreur que je viens de mettre en evi- 

dence ; car le convergent, ou la limite, de - Sinx étant rém, on a y = O  pour 
x 

l'équation de l'asyptote ; tandis que l'équation générale Ge la tangente, 

dl/' sin x y-y'= d2 (x-x'), appliquée l'exemple y= - , donne y=- cosz pour 
x 

l'équation de la limite des tangentes. 
Puisque l'identité n'existe pas entre cette équation et celle de l'asymptote, 

il est clair que M. Serret n'a pu la  démontrer qu'au moyen d'iin faux principe, 
ou d'une régle déduite de ce faux principe. 

1 Le faux principe consiste B dire que - = O  pour x = w ; la régle dkduite de 
x 

ce fain principe consiste dans u l'élégante extension qui a étt; do11nt;e par 
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u Cauchy à la règle de I'Hûpital, )) et qui consiste A remplacer une fraction 

qui  prend la forme $, par le rapport des dérivées de ses deux termes. 

.7: sin ,7: 
En appliquant cette régle, la frac.tion -- , dont la limite est évidem- 

x-  
x cosx + s i n z  ment zéro, se trouve remplacée par la fraction , dont le con- 

2x 
rosx vergent, qui est --- 

2 
varie avec x, et n'a pas de limite. 

Il arrive ainsi que leu devx fractions demontrées égales, sont reconnues 
illégaies. Comnie l'auteur ne voit pas la raison du paradoxe, l'explication 
qii'ii en donne ne peut être qu'illusoire. Cela suppose, )) dit-il, qu'elles 
(( conservent des valeurs déterminées ; si le contraire avait lieu, l'asymptote 
(( ne serait plus la  limite des tangentes. )) 

Il serait bien plus simple et plus exact de dire : cela suppose que les deux 
fractions démontrées égales sont égales ; si le contraire a l ieu, cela prouve 
que la démonstratioii ne vaut rien, ce qui n'empêche pas l'asymptote 
d'étre toujours ilne limite de tangentes. 

La méthode qualifiée par Auguste Comte, de pleinement universelle )) se 
trouve donc en défaut sur l'exemple de Dul-ianiel, comme sur cvlui de M. Ser- 
ret. @land Auguste Comte dit que toute asymptote constitue la limite 
(( utkessaire d'une suite correspondante de tangentes, )) i l  a raison contre 
Duhamel et  Serreb, qni assurent u qu'une branche de coiirbe peut avoir une 
<( asymptote salis qu'il existe une limite pour ses tangentes. )) Mais si la 
proposition d'Aug~iste Comte est exacte, sa réciproque ne l'est pas, et pour la 
compléte iiuiversalit6 de la methode il  faudrait que tolite limite de tangentes 
fiit toujours une asymptote ; car alors les exemples qui donnent une infinité 
de limites de tangentes, donneraient pareillement une infinité d'asyptotes. 
Le défant d'identi t l  vient du défaut de la rkgle en vertu de laquelle on rem- 

place le rapport - par celui des dérivdes de ses deux termes. C'est une nou- 
x 

velle preuve de l'imperfection de « l'élégante extension donnée par Cauchy à 
la régle de l'Hôpital. Le vice di1 principe sur lequel on fonde cette rbgle 

1 1 consiste A admettre que pour x et y infinis,on a - =oet-  =o. 
;c Y 

Comme les autres, Auguste Comte üclopte ce vicieux principe avec sescon- 
séquences. (( Si, » dit-il, (( dans l'usage de cetle méthode, les commenplts 
cc éprouvaient quelque diificulté à calculer directement les hypothèses 
« a= a, , ,y= CO , ils poiirrnient en éluder aisément l'embarras, d'après la 

I I  
CI précaiition algébrique de transformer préalablement n: et y en et -: afin i 7, 
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(( de supposer ensuite t = O, 2t = O, quand la formule aurait été aimi conve- 
(C venablement préparée. L'habitude d'iin tel expédient finira d'ailleiirs par 
« indiquer spontanément le moyen de s'en dispenm, en faisant bientôt res- 

sortir les principes relatifs à la substitution directe de l'infini, laquelle, 
« quoique moins simple que celle de zéro, consiste essentiellemeiit,A ne 
« conserver, dans chaque formule algébriqiie , que le terme du plus liaut 
I( degré. )) 

I I  C)usild on suppose t = O  et 11 = O  dans le.; frdrtioils -, -, onsupposei'im- 
t ZL 

possible. 

C'est de cet te mûnibre qi 'on é tabli t la régle qiii donne - = 2 , pour z 
LE 1 

infini, puisque les termes de la seconde fraction sont les dérivées des termes 
de la premiére. Il en rhsulte x=2x ou x=o, et, par suite, O = CO . 

On montrerait de même où peut conduire « l'expédient q ~ i i  consiste essen- 
« tiellement à ne conserver que le ferme du plus haut degré dans chaque 
« formule algébrique ; n car, si, en traitant le neuviéme exemple, ou il fallait 
trouver l'asymptote commune à, toutes les coiirbes renfermées dans l'équation 

on se fiait à l'expédienf K qui consiste ne conserver que le terme di1 plus 

x" haut degrd n au numérateur et ai1 dénominateiir, on trouverait - ou x,pour 
xb 

le convergent de la fraction, et y=x,  au lien de y = x + 10 pour l'équation 
de l'asymptote. 

Nous voyons qu'Auguste Comte a, comme les autres, présente (( l'analyse 
« transcendante avec cette çrande imperfection philosophique, » qu'il a lui- 
« même coiistatée, en la fondant, lui  aussi, c sur des principes métaphysi- 
« ques dont l'esprit humain a eu tant de peine à dégager toutes ses théories 
« positives. n 

DifEérentielle de Sarc d'une courbe plane, ou 9, double courbure. 

En désignant par c la corde qni sous-tend l'arc s ,  dont les extrémités ont 
pour coordonnées rectangulaires x, y, x', y', on aura ce = (x-x')+(y-y')", 

ds dy * nu, eii leibnitrînt, ds' =dl* + d p ,  qu'on petit bcrire = 41 + G. 
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Si la courbe était à double courbure, et rapportée à trois axes rectangu- 
laires, on aurait : 

Pour étahlir ces formules, les auteura imaginent je ne sais trop quoi ni 
polirquoi. Par exemple, Dnhamel dit, sans le démontrer, « qu'on ne peut atta- 
u cher un sens précis A la longueur d'une courbe, qu'en donnant ce nom à la 
u limite vers laquelle tend le périmètre d'un polygone inscrit dans cette 

courbe, it mesure que ses &tés tendent vers zéro. Mais, n ajoute-t-il , u il 
u faut demontrer que cette limite existe et est unique, quelle que soit la loi 

siiivant laq~ielle le; c13tés de ce polygone tendent vers céro n 

Natiirellement les auteurs répbtent la même chose. On lit ainsi dans 
le coijrs d'analyse de Sturm : u On ne peut se fsire une idée nette et 
u précise de la long~ieur d'une courbe qu'en nommant ainsi la  limite vers 
(( laquelle tend le périmétre d'une ligne brisée iiiscrite dans cette courbe 
x lorsque ses côtés sont de plus en plus petits, et que leur nombre croit 
u jusqu'à l'infini. Il devient nécessaire de démontrer que ce périmétre a 
a réellement une limite déterminée dans tous les cas. I) 

On ne peut pas dire que le second auleur ait copié le premier, puisqu'au 
lieu de dire : 6 le périmétre d'un polygone inscrit dans cette courbe, n il dit : 
« le périmétre d'une ligne brisée inscrite dans cette courbe, etc. n 

Puisque, pour définir une ligne, Legendre dit : « La ligne est une longueur 
sans largeur, » et que le3 géomètres répétent (( une ligne est une longlieur 

u sanslargeur ni épaisseur, n c'est qu'on admet qu'avant même d'étudier la 
géométrie, tout le monde « attache un sens précis à la longueur d'une ligne, 
autrement « qu'en donnant ce nom i la limite vers laquelle tend le périmètre 
« d'un polygone inscrit dans cette ligne, h mesure que ses cdtés tendent. 
a vers zero. D 

Lorsqu'irne ficelle retient le cerf-volant qui plane au-dessus de nos têtes, 
qui est-ce qui, pouIIse faire une idée de sa longueur, imagine d'y aller inscrire 
un polygone, et de faire tendre la longueur de son périmétre vers celle de la 
ficelle? Prendre ensuite la peine de démontrer que u cette longueur existe et 
(( est unique, c'est vraiment pousser le scrupiile trop loin. 

Si encore on voyait, en fin de compte, l'utilitt! de ces subtilités. A mon 
avis, elles coiid~~isent certains e~pri ts  A tout.confondre, k admettre ce qui est 
douteux ou même faux pour démontrer ou rejeter ce qui est évidenl. 
RI. Coyteux, par exemple, en arrive à dire, dans ses Vrai8 Princ$es des Alathé- 
nznti~ues : « Le principe d'homogenéité conaist.e en ce que des grandeurs de 
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a meme nature peuvent seules avoir entre elles des rapports de degrés on de 
u quantités : i l  ne saurait y avoir auciin rapport réel de quantitb entre detiir 
u grandeurs h6téwgénes, enlre des 6 tendues essentiellement diffbrentes. 

« Il y a, par exemple, iiiie diffkrence essentielle entre ilne ligne coiirbe et 
u une ligne droite, et entre des courbes de diverses courbures. Eh bien, r;es 
c différences e3senlielles ne permet tent pas d'admettre rationnellement iiu 
« rapport de quantité entre une ligne courbe et une ligne droite, ni  entre des 
a lignes courbes de courbures diverses. La raison ne peut supposer que ces 
« lignes s'égalent en longueur, ou qne leurs longueurs sont, entre elles, en 
a une certaine proportion géométrique ou arithmktique. )) 

de veux bien admettre, avec l'auteur u qu'il ne saurait y avoir aucun rap- 
« port entre deux grandeurs héterogénes, evsentiellemmt diffkrentes; )) qu'il. 
serait absurde de chercher, par. exemple, combien il  faut de centimèlres 
carres pour faire u n  métre cube. Mais deux longueurs sont essentiellemeut 
de même nature. Une carpe et un lapin sont d'espéce bien différente ; mais 
leurs poids peuvent être égaux ou dans un rapport quelconque. Si deux corps 
peuvent être de nature différente, leurs poids, comme leurs volumes, sout 
essentiellement de même nature. De même si une droite et une courbe sont 
de forme differente, lpiirs longueurs sont de même nature, et peuvent être 
dans un rapport quelconque, et il est évident pour tout le  monde, qu'une 
circonference est plus grande que son rayon.. 

Voilà comment des philosophes et des savants en viennent à expliquer les 
clioses en dépit du sens cornmuil, comment M. Coyteux en vient b démontrer 
que (( l'existence des corps est impossible, » et RI. Bertrand, que le nombre 
a concret n'est pas un nombre. n 

Lorsque la courbe plane est exprimee en coordonnées polaires, au moyen 
dii rayon r ,  et de l'angle B que fait ce rayon avec l'axe fixe, on a 

Différentielle de l'aire d'une courbe plane. 

Fig, 9. 
1' / 

Soient AC (&. 9) une ordonnée de la. coorbt?, 
et a son aire limitAe ii cette ordonnée. 

L'accroissement de cette aire est ABC D ; 

- .  dll 'mais, en leibnitzant, on le remplace par le 
rectangle ABCE ;, exprimé par ydz , et l'on 

i)crit da i ydz, ou * = y ,  
,----- - I . 

A 0 
. .. , . . dilcl 

O 
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Fi;. 10. Si la courbe wt exprimée en coor- 
données polaire?, OMN (/+,Y. 10) re- 
présente l'accroissement de l'aire. 

Quand on désigne par r le rayon 
ON. et par B l'angle qu'il fait avec 
l'axe fixe, en leibnitzant. i'accrois- 
semeiit ONN se remplace par OBIP, et 
NP par vd0 ; ce qui donne 

Soient une courùe NIP (fig. I l  ) et une droite BC tangente en 1 S cette 
coiirbe. Si les points N'et P, pris sur la courbe, de chaque côté du point 

Pig. 11. 1 et trés-près de ce point, sont du méme 

1 Y côté de la tangeiite que I'ordonn6o AI ,  on 
, dit alors que la courbe est conearc au poiiit 

1. Si,  au contraire, les points N et 1' se 
trouvaient de l'autre c8té de la tangenle, la 
conrbe serait dite convexe au meme poinl: 1. 

Il r6sulte de cette définition, que, dans le 
cas de la concavité, les ordonnées UN et  EP, 
qui se rapportent h la c,oiirhe, sont plue 

O P A petites que les ordonnées DN' , NP', qui ee 
rapportent à la tangente, et plus grandes dans le cas de la convexit(l. 

Désignant par x et y les coordonnézsdu point de contact, par h l'accroisse- 
sement de x quand on passe au point voisin sur la coiirbe, par 28 l'ordonnée 
de ce dernier point, et par v celle du p i n t  correspondant sur la tangente ; 

ïtiquation g6nbrale de la tangente donnera a =p + 9 h .  D'ailleunla formule 
d s  

de Taylor donne 
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Dans le cas de la concavité, zr est plus petit que u, pour le point N comme 
pour le point P. Il  en résulte que pour h négatif comme pour lz positif, la 
valeur de u-u doit être négative. Mais, en snpposant h infiniment petit, c'est 

de y h" le premier terme 1 - qui donne son signe S la  valeur du polynôme; 
dxe 1.2 

122 et, comme le facteur - est toujours positif, c'est le facteur 9 qui doit 
1 . 2  dx2 

être négatif pour la concavité, et positif pour la convexité. 

POINTS SINGULIERS.. 

Poin t  d'infiezion. - Si les deux points N et P situés de part et d'autre du 
point de contact ne sont plus di1 méme côté de la tangente, la concavité se 
change en convexité, et le point où s'opére ce changement se nomme point 
d ' in  fle.xion. 

Pour que le point M devienne un point d'inflexion, il faut donc que la 
la différence u-v, exprimée par le polyndme 

d2 chanSe de signe avec h ,  ce qui ne peut arriver qu'à la condition que dY = O; 
d $9 

car alors, c'est le terme suivant qui donne son signe au polyna'me, et peut 
changer de signe avec I h ,  gui y entre à la 3m" puissance. 

d" hs Je viens de prouver que pour le point d'inflexion le terme - - 
dxe 1.2' 

d 4 y  ou plut@ le facteur - doit devenir nul, afin que la diftërence u-v piiisse 
d x 2  

changer de signe avec h. 

Je démohre aink qu'il est necessaire que 9 passe par zéro i u  point d'in- 
dxl 

flexion. Il parait qu'ici encore l'infini produit le même effet que zéro. DLI ' 
moins i l  y a des auteurs, comme Duhamel et Sturm, qui le disent: 

f ,  

d9y 
(( Lorsquz la concavité se change en convexité, n dit Duhamel , a - doit 

axs 
changer de signe, et  p a r  conséqneiit passer par zéro ou l'infini : les points 
ou s'opére ce changement se nomment points  d'inflexion. n' 

Lorsque la concavité se change en convexité les points où s'opére ce chan- 
gement , ne sont pas nécessairement des points d'infiexion , autrement 
tous les points du cercle seraient des points d'infiexion, puique, suivant la 
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position que l'on prend, chaque point di1 cercle peut. devenir celui (( où s'opére 
K ce changement. n 

Fig. 12 

% 
Si, dans l'équation y=sinx, de la sinus- 

soïde (fig. 12), on prendal'axe des x pour 
celui des y, et réciproquement, l'équation 
devient y = arc sin x , et elle donne 

dBy x -- 
dxs 3 

(1 - x2) 

Cette dérivée passe par zéro avec x ,  
c'est-à-dire chaque fois que y passe par 
un m~iltiple de x. D'aprés notre démons- 
tration, les points correspondants, c'est- 
M i r e  ceux où la courbe traverse l'axe 
de x, sont des points d'inflexion. 

-- 
O x On dit aussi que la dérivée 

passe par l'infini poor x = I .  Je veux bien admettre l'expression. 

Diiharnel ajoute : u Si - est infini, il faudra s'assurer s'il change de 
dxs 

u signe. )) J'admets encore qu'on s'en soit assuré ; mais ce que je n'accorde pas, 
c'est que les points où s'opérent ce passage et ce changement soient des 
points d'inflexion. La figure géométrique, d'accord avec In démonstl.rition 
analytique, fait voir clairement qu'en ces points il n'y a pas d'inflexion, 
qooiqu'effectivement la convexité s'y change en concavité, et qu'ainsi l'in- 
fini ne produit n i  le même compte ni le même effet que zéro. 

On appelle point multiple un  point par lequel passent plusieurs branches 
d'une courbe ; point conjugué celui qui se trouve isolé des autres points de 
la courbe; point d'arrêt un point oii s'arrête une branche unique; point 
saillant ou angulepx, un p0in.t- où s'arrêtent deux branches de courbe qui 
n'ont pas la même tangente ; point de rebroussemeiit -un point 0i.1 s'arreten t 
deux branches qui ont la même tangq~te en ce point. 

Soit y = x3 + (z - r) 4 x - 2 l'équation d'une courbe 

Puisque \/ z- 2 a deux valeurs égales et de signes contraires pour toute 
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valeur de x ,  la courbe aura deux branches qui viendront se rhuiiir LEF point 
correspondant & x = 2, et pour lequel y = 23. Les deux branches s'arriitent 

à ce point, parce que, pour x <2, \i x - 2 devient imaginaire. Ce point serait 
anguleux si les tangentes menees, en ce point, aux deus branches, faisaient 
lin angle difftkent de zéro; mais ici ces deus tangentes se confondent, puis- 

d9 que, pour x=2, le  coeficien t angiilaiire - a une valeur unique; d'ou il suit 
dx 

que le point est de rebroussemen t. 
J'ai dit que pour toute valeur de a plus petite qiie 2, les valeiirs de y sont 

imaginaires ; il faut cependant en excepter la valeur de y qui correspond ii - 
z = I ; car alors le terme (z - I) vx-2 égale zéro et y égala 1. Ainsi le point 

dont les coordonnées sont 2=1 et y = I  , est un point isole ou conjiigue. 

Centre et rayon de cdurbure des courbes planes. 
/ 

Soient s la longueur d'un arc de cercle, a l'angle au centre, eC r le 
a rayon; on a s=ar  et r = - .  
8 

La courbure est constante en toiis les points d'un même cercle, mais varie 
d'un cercle (1 l'au lre : elle est en raison iiiver;e du rayon et se mesure par 

Dans toute autre courbe, la courbiire varie d 'un p in% A ~autre:et, en Peib- 
L ds nitzant, samesure, en chaque point, est donnée par la formule - = - dans 
1. da ' 

laquelle ds représente la longueur d'un arc infiniment petit, da l'angle 
infiniment petit que font les normales menees aux extrémités de l'arc ds, et r 
la longueur de chacune de ces normales, terminées en leur point de rencontre. 

Si, de ce point comme centre, on décrit lincercle de rayon r, ce cercle aura 
même tangente et même conrbure que la courbe au point de contact ; son 
rayon et son centre sont dits le rayon et le centre de cotirbure de la courbe. 

Courbes osculatrices; 

Soient P (x, y) = O  l'équation d'une courbe Sie  , et cp (x, y)=o l'équa- 
tion d'une courbequi renferme n coacients arbitraires, On pourra détermi- 
ner ces n coefficients de maniare que la seconde ait n points communs avec 
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la premibiw. Lorsque ces n points distincts seront infiniment prés les uns des 
autres, la courbe ainsi déterminée sera dite oscidatrice à la courbe 
F(x, y)=o. 

L'équation du cercle pouvant avoir trois coefficients arbitraires, on pourra 
les déterminer de manière qu'il passe par trois points de l'éldment ds pris sur  
la courbe F (x, y)=o ; ,011 aura ainsi le cercle osculateiir, qui sera le même 
que le cercle de courbure. 

Contact des courbes planes. 

Soient Y =P (x) et y= f (x), les équations de deux courbes. Lors- 
qu'oil augmente x de h ,  les accroissements K et k de Y et  y ,  sont 

Si, pour 1112 point communaux deux courbes, on a Fr(x)=f'(x), le terme du 
premier ordre de la différence K - k étant nul, cette difference est du second 
ordre, et l'on dit que les deux courbes ont u n  contact du premier ordre. Elles 
ont un contact de l'ordre n, lorsque la différence K- k est de l'ordre n + r. 

Courbes enveloppes et développées. 

A chaque point d'une coiirbe correspond son centre de co~irbure; le lieu 
des centres de courbure d'nne courbe s'appelle sa développée, et la première 
courbe s'appelle l'enveloppe de la seconde. 

Des courbes à double courbure. 

Une courbe qui n'est pas plane est dite à douhle courbure. 
Soient s un arc de la courbe, c sa corde et x, y, z, les projeclions de c sur 

les trois axea. On a ce=aP+ye+ae, et, en leibnitzant, ds3= d z * + d f + d ~ ~ .  
Le plan mené par le point de contact, perpendiculairement li la tangente, 

s'appelle plan normal. Toute droite située dans le plan normal, est une iior- 
male A la courbe, et tout plan conduit par la tangente, est un plan tangent li 
la courbe. 
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LIVRE 

CALCUL INTEGRAL 

Le calcul intégral est l'inverse du calcul différenticl, et l'intégration dési- 
gne l'opération inverse de la diflérentiation, celle qui a pour objet de remon- 
ter de la diftërentielle d'une fonction A cette fonction même, qui s'appelle 
alors somme on intégrale, parce qu'elle est considérée comme la somme 
intégrale de tous ses éléments, représentés par la différentielle de la 
fonction. 

Ces élémenls sont les ac:croissemenls supposés infiniment petits que recoit 
successivement la  fonc tion quand la variable passe d'une valeur a à une autre 
valeur b. 

La somme de ces éléments se désigne par la lettre S, initiale du mot somme, 

et on lui donne la forme allongée , qui la rend plus propre à rec,evciir J 
des indices. De cette manibre, la somme des accroissements successifs que 

b 
prend 13 fonction B(z) quand :c passe de a h 6, se désigne par f F'(x) dx ,  

a a 

et les valeurs a et b sont dites les limites de l'intégrale. 

Dans le systéme de Lagrarige, F'cz) désigne la dékivée de F(x). Malgré la 
simplicité de cette notation, elle présente une double imperfection analytique 
trks-grave. Le premier défaut consiste en ce que la relation qui lie les deux 
fonctions l'une l'autre ne se formule pas par une équation. Le second défaut 
consiste en ce que la notation ne s'étend pas des spéculations théoriques anx 
applications particuliéres; ainsi, elle ne saurait exprimer que 3x2 est la déri- 

1 vée dé @, ou que - est la dérivée de lx. 
x 
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O n  comprend bien que des inconvénients si graves aient laissé à la notation 
de Leibnitz une supériorité pratique incontestable sur celle de Lagrange. 

Le remède à ce double défaut était cependant facile; car en adoptant les 

deux signes 2, [, tournés en sens contraires, pour exprimer les passages en 

sens contraires, d'une fonction à sa dérivée, et d'une dérivée A sa fonction 
primitive, on écrirait : 

On aurait, par exemple : 

011 encore 

Cette notation offrirait l'avantage si recherche par Lagrange de présen ter 
les principes du calcul différentiel et du calcul intégral, dégagés de 
toute considérstiond'iiifiniment petits et de limites. » 

Dans la méthode infinitésimale le signe est employé pour indiqiier le S 
passage non de la dérivée, mais de la différentielle, à !a fonction primitive ; 
et il conviendrait d'employer le même signe tourné en sens contraire pour 
indiquer l'opcration contraire. 

De cette maniére, les relations précéden tes se remplaceraient par les 
suivantes : 

sinx = cosxdx et cosxdx -- sinx . S 
Au moyen de ces notations, le passage des fonctions simples à leurs diffé- 

rentielles, et le passage, en sens contraire, de ces différentielles ii leurs inté- 
grales ou fonctions primitives, se troiiveraient représentés et réunis dans le 
tableau suivant : 
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CALCUL INTÉGRAL 

J y - 1 0 ~ ~  
loge 

2 s i n e  = C O ~ X ~ X  

2 COS z = - sin xdx 

S COS xdx = sin x 

S sin x dx = - cos x 

2 dx tang x = - 
cos3.c 

J-2 dx = séc x sin x 
/s6?-=-dx cosPx 

2 CO5 X coséex = - -dx 
s11i4x 

2 dx 
arc sin x = = 

41-x* 
- d~ j" = arc cos* 2 - dx 

arc cosx = - 4 3  
J & = arc tangs  dx 

arc tangx = - 
1 + xP 

i dx 
arc séex = - 

x dxs-1 

dx 
arc coséc x e - - 

x ~ C C % - - I  
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Comme la notation de Leibnitz restera longtemps encore généralement 
usilée, c'est celle dont i l  faut surtout expliquer et justifier l'einploi. 

Il est évident que toute grandeur est égale A la somme de ses parties. C'est 
l'axiome si connu : a Le toul est égal tt la  somme des parties dans lesquelles 
(c il a été divisé. n On reproduit en d'autres termes cet axiome en disant que 
toute valeur d'une tariable est @ale B la somme de ses accroissements quel- 
conques ou infiniment petils, lorsqu'elle va de zéro ù cette valeur particuliére. 
Or, l'accroissement infiniment pelit d'une variable zc se désigne par du, et en 
indiquant par Sdu la somme des accroissements dont se compose la valeur u, 
on aurait Sdu = u . 

On donne ii la lettre S la forme , plus propre B recevoir des indices, et J 
l'on &rit fdu = u . Si l'on fait ii = F (e) , on aura pareillement 

l' P'(x) dz = F(x).  Par exemple, lorsque F (x) = xû, on a 3xidx = xs. Si 

x n a f i  
~ ' ( s )  = xm, on a J'xmdx = - . 

S 
m+1 

Cette derniére formule donne lieu à une remarque que le; auteura présen- 
tent d'une manthe bieii étrange. 

En effet, cette formule devient illusoire pour m = - r, puisqu'elle donne 
1 1 = a ; ce qui est l'infini absolu. D'ailleurs on sait que 

Ainsi cette dernière Torrnule donne très-simplement le résultat cherchk, et 
prouve de plus que l'aulre donne un résultat absurde : mais, si les auteurs 
s'en tenaient ù cztte simple remarque, ils croiraient n'avoir rempli que le 

quart de leur devoir. Ils reconnaissent bien que le résultat '- , donné pour 
O 

%, est absurde ; mais ils ne le tiennent pas quille pour cela, et quoiqiie 

1 - ne contieniie lx ni ~II figure ni en peinture, ils vont l'en faire sortir avec la 
O 

plus grande dextérité, et par une sorte de prestigitation qu'ils qualifient d'ar- 
tifice de calcul. 

Quand le tour est annoncé sous ce titre : 
1 

R Déimonstration de - =lx, D 
O 

il falit déseapirer da rien trouver de plus fort dans les répertoires des Bosco 
et des Robert-Houdin. Cependant les traités de Duhamel, de Sturm, de 
Serret, de Cournot, de Bertrand, de l'abbiS Moigno, etc., ne manquent pas ce 
tour. M. Bertrand le donne comme facile, et i'opére en disant : 
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(( On a, quel que soit m : 

.X Le cas où m = - I fait exception ; on a alors 

(( et la formule donnerait 

S xm+i . u Il est aisé cependant de déduire de la formule x m d x  = - 
112 + 1 ' 

la valeur dej':. On sait qu'il mt permis d'ajouter au second membre 

u une constante arbitraire ; choisissons-la de telle sorle que celui-ci s'an- 
a nule pour une valeur déterminée de x ,  x = a : on est assuré alors qu'il 
a. ne peut plus devenir infini. On a 

x~+I  - am+t 

m + r  ' 
O 

u et si l'on fait tendre m vers - I ,  l'intégrale prend la forme -, mais la 
Q 

u véritable valeur est lx. n 

O n  voit percer dans ce langage toutes les précautions oratoires que prend 
d'habitude celui qui veut que son tour réussisse. Tout d'abord, après avoir 

S xm+l dit : (c la formule xmdx = - donne a, , n il ajoute aussitdt : 
m i - 1  

u Il est aisé cependant d'en deduire la  ~ a l e u r  d e j  g. v 

Ti'oiis comprenez la distinction : ce que donne la formule ne vaut rien, inais 
ce qu'on en tire est trés-bon. C'est ainsi qu'un escamoteur vient vous tirer 
des pièces de cent sous du nez, qui de lui-même ne donne rien de bon. 

« il est permîs d'ajouter une constante arbitraire; n mais on la choisit va- 

am+l riable Cette constante variable est - - où u l'on fait tendre nt 
m+1' 

1 vers - I ;  P et qni devient - - . En sorte qu'au moyen de cette constaute 
0 

1 I I  
qui varie et devient - - , la formule d o n n e j $  = - - - . Si I'on avait 

O O O 

besoin de trouver zéro pour -, on y serait tout de suite en disant : il est S" 
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261 LIVRE TROISIBME 

I I  évident que - - - =o. Mais ce n'est pas zéro, c'es1 lx qu'il faut faire 
O O 

I I  sortir de - --. Pour cela, on réunil en un seul les deux termes du second 
O O 

S xW-1 a m S i  
membre de la formule xmdx = - - - , et  ce second membre 

m + ~  m + r  
pt1$1- am+l 

devient ainsi . On y fait m = -- I, aussi bien dans la constante 
m i - 1  

variable que partout ailleurs; ce qui réduit la formule à 

Voila donc que la formide qui attribuait tout-&-l'heure une valeur infinie 

$, lui donne maintenant une valeur complè temenl indéterminée ; cepen- 

dant, comme ce n'est ni une valeur infinie ni une valeur indéterminée, mais 
uniquement ln: qu'on en veut faire sortir, on profite de ce que la valeur 

x m S 1 - a m S ~  o 
m = - I réduit la fraction à -, pour y appliquer la règle de 

m + i  O 

l'H6pita1, en substituant anx delix terme; de la fraction, leur3 dérivées prises 
parrapport A m, et en y faisant ensuite m=- I ;  ce qui donne 1.z -la: comme 
il est dit dans les traités de Duhamel et de l'abbé Moigno. M. Bertrand fait 
donc ilne erreur en disant : a la véritable valeur est lx; )) cependant il y 
« a moyen de l'excuser, car puisqu' (( il est permis d'ajouter une constante s 

am+ 1 
variable - - , ou même une 

m+1 

1 conslante infinie - - , il doitêtre permis, 
O 

à plus forte raison, d'ajouter la qui est une constante finie et invariable, 
ce qui réduit finalement ln: - l a  A lx, comme le dit 11, Bertrand. 

1 Le tour pourrait encore se simplifier, car en prenant simplement - - 
m+r' 

a m t i  
au lieu de - - , pour la constante, on serait ainsi dispensé du calcul 

m+1 

qui donne -la, et l'on n'aurait pas besoin de retrancher cette constante pour 
obtenir juste lx. C'est justement cette maniére d'opérer qui est indiqcée dans 
le traité de Sturm : 

+ C devient illusoire quaiid on y fait 

dx r 
n = - I : elle donne alors - = - + C . 

x O 

a Cependant un arlitice de calcul permet d'en dcdi~ire la valeur d e j ? .  
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u En effet, si, dans cette formiile, on retranche du second membre la 

1 
u quantita constante - , ce qui ne change pas sa differentielle, on aura 

n+r 

xnfl- 1 O 
(( Or, si l'on fait n = - 1, la fraction - devient -; pour avoir sa 

n+1 O 

vraie valeur par la méthode connue, il faut prendre la dérivée des deux 
termes par rapport A 12 ,  et faire n = - I dans le quotient de ces dérivées, 

xn+i lx 
c'est-&-dire, dans - , ce qui donne 1 x. On a donc 

1 

Cournot avoue bien que a la constante arbitraire doit être suppos6e infinie 
en même temps que le terme variable. D C'est évident, puisqu'on a besoiil 

que leur différence fasse zero ; mais l'abbé hloigno parait choqué d'une cons- 
tante infinie : aussi, selon lui, elle n'est infinie qu'en apparence. (( Le second 

u membre, r dit-il a de la formule dx = !?f semble devenir infini 
m+1 

u ponr m = -1 ; mais il devient réellement indéterminé. » 

Ainsi u le second membre devient réellement indéterminé, n mais son in- 
détermination n'est pas sérieuse; elle est seulement apparente, p~iisqu' (( on 

obtient sa v&itable valeur en prenant le rapport des dérivées de ses deux 
u termes. n 

J'ai montré qu'on simplifie le tour en préférant, comme Sturm, la  constante 

I am S 1 

;n~;"1. 
Mais le tour se simplifierait encore davantage en faisant la 

colistante nulle ; car, en prenant les dérivées par rapport à ln dans les deux 
x m - t  1 

termes de la fraction - 7 Y W  lx , elle se trouve remplacée par - , qui se 
m+r 1 

réduit B lx pour m= -1. Ce serait une nouvelle et u élégante extension don- 
(( née à la régle del'Hôpita1, n puisqu'elle offrirait le moyen d'éviter l'emploi 
des constantes variables et infiniees. 

Si cet exemple ne devait pas se représenter, je ne le quitterais pas sans 
faire une objection importante, en demandant comment l x  peut donner la 

somme des cléments - dans le cas de x négatif, puisqu'on n'accorde S" 
point de logarithmes réels aux nombres négatifs. Mais la question reviendra 
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justement h. propos de cette difficulté, et nous trouverons 1S une curieuse 
lnanibre, d'y rébondre. 

La dificulté qui s'est présentée au début du calcul différentiel, se représente 
au début du calcul intégral. Comme je l'ai prouvé, elle n'est résolue ni par le 
principe leibnitzien, n i  par celui des erreurs compensées, ni même parle 
principe qui a été confectionné tout exprbs par Duhamel, et reproduit par 
tous lesauteurs qui sont venus aprés h i .  

Les deux équations 1 x3 = 3x2 et 3 9  = xa , dont la premiére exprime 

que. la  dérivée de :II est 3xP, et la seconde, que réciproquement, la dérivée 
3 x 9  x3 pour fonction primitive, sont trks-claires, trés-exac tes, et ne donnent 
lieu à aucune objection. Au moyen des notations leibnitziennes, la premiére 

dx3 équalion s'écrit - = 3x9. Quant A la seconde relation, on y remplace la 
d;c 

dérivée par la différentielle, en écrivant 

S 3x2dx = 3 3 .  

La premiére a été longuement discutée dans le calcul différentiel : nous ne 
nous occuperons ici que de la seconde. 

L'équation 3 i d z  = s3 exprime que la somme de tous les éléments ou 

accroissements représentes par 3xedx, est égale h x3. Or, quand x augmente 
de h, la fonction 9 augmente de 3xSh + 3xha + hs; ainsi quand on écrit 

S3m'dx = x3, on ne prend que le premier terme de l'accroissement de x3, 

et l'on néglige les autres. L'équation 3xPd:c = x3 n'est donc pas exacte, h S 
moins que l'on ne dise que les infiniment petits qu'on néglige, sont absolu- 
ment nuls, ou qu'ils se détruisent mutuellement dans les calculs. 

Eider et d'Alembert Btaient du premier avis, et croyaient que le résultat 
obtenu n'était parfaitement exact que parce que les infiniment petit,s négli- 
gés étaient absolument nuls. Lagrange a dit u que ceux qui, d'apïés Euler, 
(( regardent les differentielles comme de véritables zéros, sont dans toute la 
(( rigueiir de l'analyse. D J'ai dit qu'ils sont dans toute la rigueur de l'absur- 

dité, car c'est prétendre qu'une somme de zéros, représentée par 3x*dz, peut 

donner x3. 
S 

L'accroissement h étant arbitraire, il est évident qu'on peut le faire ahsa- 

lument nul ; mais alors le terme 3xV8 est nul lui-même, et 3xP d x  serait J' 
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l'expression d'une somme de zéros ; or, il est absurde d'admettre qu'une 
somme de zéros puisse faire x3. Mais, si le terme 3x'h n'est pas nul, les deux 
autres 3xh9 et  hs ne le sont pas non plufi, et i l  n'est pas possible que la somme 

fie'li sait égale A, la somme x<b+ 3xJiE+ h3). h3 
C'est bien vainement qu'on prétendrait, avec Fontenelle, Carnot, Ch. de 

Freycinet, etc., que a les termes négligés doivent l'êtrd, pour rétablir la  
u réalité des clioses, a puisqu'an voit clairement qua c'est, au  contraire, en 
rétablissant les termes négligés, qu'on u rétablit la réalité des choses. s 

L'accroissement de xs est reprksenté géométriquement par l'aire comprise 
entre les deux ordonnées correspondant aux abscisses x et x+ h. Cet élément 
est u n  trapéze, comprenant le rectangle 32'dx, et un triangle rectangle dont 
l'hypothénuse est un  dément dela courbe. Négliger 3xh+ h3, c'est négliger 
le petit triangle. C'est fausser et non rétablir la réalité des choses. L'explica- 
tion donnée au moyen du second Principe de Duhamel, est, en apparence, 
bien plus rationnelle. Il  l'énonce en ces termes : 

« La limite de la somme de quantités positives infiniment petites n'est pas 
« changée quand on remplace ces quantilés par d'autres dont les rapports 
u avec elles ont respectivement pour limite l'unité. P 

(( En vertu de ce principe fondamental, D dit-il ailleurs, on peut négliger 
a toute quantité infiniment petite par rapport A la différentielle, e t  il n'en 
u résiilte aucune erreur dans l'intégrale, qui peut 6tre considérée comme la 

limite d'une somme d'infiniment petits. D 

Ainsi, pour Iaire l'application de ce principe à notre exemple, on dirait que, 
la somme des trapézes représentant exactement l'aire de la courbe, la somme 
des rectangles a pour limite la somme des trapézes, ou l'aire de la  courbe. On 

aurait donc exactement (3xJdx + 3xdxS + dx3)= x3, et lim 3x~dx=x3,  S S 
en sorte que si, pour abréger, on entendait par 3xqdx, lim 3z2dx,l'equatioa S S 

3s2dz = :d deviendrait, dans ce sens, parfaitement exacte. 

Voilà un raisonnement bien seduisant ; cependant son application tombe à 
faux. 

En effet, il s'appliquerait i la question si, n'ayant pas le moyen de calculer 
directement la somme des trapèzes, on trouvait directement la fonction qui 
représente la  somme des rectangles; car il suffirait de déterminer la limite de 
cette fonction pour avoir 1:i somme des trapézes, c'est-&dire l'aire de la courbe. 
Mais on n'a aucun moyen d'obtenir cette fonction. Aussi, les auteurs qui ont 
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suivi Duhamel, se soiil fait, sur ce point, la méme illusion que Carnot, 
Lagrange et Auguste Comte, au sujet de l'erreur que l'on commet en compa- 
rant la courbe à un polygone, et qui se trouverait, selon eux, détruite dans le 
calcul, lorsqu'on nel ige les infiniment petits. Cette erreur n'atteint pas le 
calcul, parce qu'on opbre directement sur l'équation de la courbe, et non sur 
celle du polygone. De même, dans notre question, c'est l'expression de l'aire 
de la courbe que l'on obtient directement, et non l'expression de la somme 
des rectangles représentés chacun par 3x4 dx dans nolre exemple, ou, d'une 
manière générale, par P'.) dx. 

Il arrive ainsi que le principe sur lequel on a prétendu asseoir le calcul 
intégral, comme celui sur lequel on a cru fonder le calcul différentiel, n'y 
trouve réellement cucune application, 011, du moins, qu'une application 
illusoire. 

Ainsi, ni le principe de Leibnttz, n i  celui de Carnot, ni  celui de Duhamel ne 
présenlent ce qu'Auguste Comte appelle :( la véritable explication logique 
« directe de la méthode inilnitésimale. )) 

Contrairement A l'opinion qui rés~ilte de la dhomination du calcul infini- 
thsimal, cette véritable explication logique n'a pas plus besoin de l'interven- 
tion de l'infini, que celle des pompes n'a besoin de l'horreur du vide. 

Pour le prouver, soient y =x8, et h un  accroissement quelconque doiiné A 
x. On a identiquement : 

Les deux fonctions x8 et 8 x7 sont déterminées l'une par l'autre d'après la 
loi même du développement, en sorte que chacune des deux poiivant se 
déduire de l'autre, sans le secours des termes suivants, je ne vois pas la néces- 
sité d'anéantir ceux dont on ne se sert pas, ou de prouver qu'ils s'entrede- 
truisent. 

Il suffit donc qu'une fonction puisse se déduire de sa différentielle première, 
pour que l'on comprenne que l'on peut se passer des suivantes, sans qu'on 
ait besoin d'anéantir celles dont on ne se sert pas, ou de démontrer qu'on 
a le droil et le devoir de les négliger. 

Si l'on désignait par 8x7dx la fonction dont la différentielle première est S 
8x7dx, l'équation 8x7dx = xs signifierait que la fonction dont la  diffkren- S 
tielle est 8x7dx égale x" et l'on voit que cette relation n'exprimerait rien 
que de très-clair. 

Mais si, pour 'faire image, oii entend que 8s7ds indique i i h  somme 
. . .  r 
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d'élémeiits, l'équation 8x'dx = d ,  n'est plus exacte, en ce sens que x h e  J' 
donne pas la somme des hléments rectangulaires représentés par 8x7dx,  mais 
bien la somme des éléments complets compris entre les ordonnées consé- 
CU tives. 

Afin de pouvoir dire que ~ d x  désigne la limite de la somme des élé- Px 
ments, et non la soinme elle-même, il faudrait que le calcul donnàt pour la 

somme b l d x  une fonktion dbnt la  limite fùt a?, tandis qu'il donnex8 

directement. 

La notation S y d x  a donc l'avantage d'être la plus claire et la  plus simple. 

L'erreur qu'elle renferme, comme celle que l'on fait en prenant la courbe 
pour un polygone, restant dans l'idée, et ne passant pas dans le calcul, ne 
saurait en atteindre ni fausser le résultat. 

C'est dans cette explication que se trouve réellement la vraie métaphysique 
de la méthode infinitésimale, dégagée de toute considération de limites et 
d'infiniment petits. 

Si l'on construit, en coordonnées rectangulaires, la courbe y=P1 (x), et 
qu'on fasse varier x par degrés @aux et infiniment petits, représentds par 
dx, les rectangles ydx varieront de hauteur avec y, et, en leibnitzant, on 

prendra leur somme, désignée par y dx, pour l'aire de la courbe. S 
Lorsque x varie d'une maniére continue depuis a jusqu'd 6, i l  est évi- 

dent que la somme des accroissements de F(x) égale F(b) - F(a), et l'on écrit 

Que devient cette formiile lorsque la fonction y=F1(x) ne varie pas d'une 
manibre continue entre a et b, OL!, en d'autres termes, lorsque la rourbe pré- 
sente une rupture ou solution de continuité, pour quelque valeur comprise 
entre a et b? Cette question n'est pas trop bien résolue par les auteurs, et 
faute de la bien comprendre, ils se sont (pour employer l'expression de Carnotj, 

engagés dans un labyrinthe de paradoxes tous pliis bizarres les uns que les 
autres. n 

Si l'on prend un point O sur la  droite menée par les deux bouts A et B d'lin 
bâton, la longueur 1 de ce bâton sera donnke évidemment par la formule 
1=OA-OB. 

Si le bâton 6pmive une rupture, s'il est cassé en deux morceaux, il y a 
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deux cas à consid4rer : Io celui où les deiix morceaux restent joints, et où l'on 
a encore Z = OA - OB ; 2" celiii où les deux morceaux sont séparés, et où l'on 
n'a plus Z = 08 -OB, puisque pendant que vous tenez un bout, l'autre peut 
être porté aux antipodes. 

Pour la courbe, la rupture a lieu quand la fonction F1(x) passe par l'infini, 
et le cas où les deux morceaux restent joints est celui où la faiictisn F(x) 

reste finie ; dans ce cas on a encore Pf(x)dx = F(b) - (Fa). Le cas oii 

les deux morceaux sont séparés est celui où la fonction F (2) devient infinie en 
méme temps que F'(x), et dans ce cas la formule étant absolument fausse, il 
n'y a rien a en tirer. 

Supposons que, pour une valeur a comprise entre a et 6 ,  la valeur de F(a)  

soit infinie ; c'est l'infini absolu. La somme F' (x) dx indique alors une aire I" 9 a 

infinie qu'aucun nombre ne peut représenter. Cette aire se compose de deux 
parties séparees par l,'ordonnée x =a, et qui sont infillies l'une et l'autre. 
Leur somme est évidemment infinie quand elles sont de même signe ; mais si 
leurs éléments sont de signes contraires, leur somme algébrique représente 
la differencedeleiirs valeurs absolues. Or comme la difference de deux infinis 
peut être finie, Cauchy et d'autres sont arrjvhs 12 nolis fournir le  moyen de 
distinguer si l'intégrale est infinie ou finie, déterminée ou indéterminée, et 
même le moyen d'en calciiler la valeur principale. 

1 Ainsi, N. Bertrand prend l'exemple $ = - oii la fonction 

1 P'(x) = - , et la fonctioil F (x) = - - I deviennent infinies pour .î: = O ,  
x3 2x3 

'+1 czx et il trouveque l'expression , qui el? elle-même est indéterminée, 

a pour valeur principale zéro. n 

Les traités de Duhamel, Sturm, Serret, Moipo,,etc, considéralit l'intégrale 

b 
f + b  $, trouveut qu'elle est égale t!i 1 - + 1% c'est-A-dire indéterminée, 

r -O a Y .  

h 
puisque p et v sont quelconques, mais que sa valeur principale est 1 - . a 

ï'aiites ces trouvailles sant parfaitement absurdes, parce qu'elles rhsultent 
d'op5ratioiis faites sur l'infini absolu, au moyen desquelles on peut Lrouver 
tout ce qu'on vent. 

Je ne reproduirai pas leurs denionstc8tiond; seulement je voudrais bieii 
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b demander poiirqaoi ils trouvent 1-, et non 1 9 ,  pour la valeus priiici- 
a -a  

pale de ['* -, puisque ses limites sont - a  et + b, et non a et 6 P 
' -O n: 

b La réponse me sera facile. D'abord ils trouvent 1 -, parce qti'on trouve 
a 

tout ce qu'on veut. Ensuite ils ne trotivent pas 1 k!, parce qu'une valeur 
- a  

+b principale representée par 1 - les embarrasserait beaucoup dans une 
- a  

théorie qui n'accorde point de logarithmes aux nombres négatifs. 

i5 dit qtie les éléments sont de signes contraires. Il trouve de même 1- 
a 

pour valeur principale de après avoir dit que u si les limites sont 

a de signes différents, la formule n'est plus démontrée. n 

+j Si l'on trouvait 1 - pour valeur principale, il faudrait dire que les 
- a  . 

nombres négatifs n'ayant point de logarithmes, l'intégrale indeterniinée n'a 
point de valerir principale, ce qui ferail périr quelques uns des beaux travaux 
de Cauchy. Il est vrai qu'il aurait dans ce cas la ressource des logarithmes 
imaginaires; car, comme il est dit dans la Théorie des E'onctions doublement 

Périodiques, N la différence log1 - log(-[), c'est-A-dire (2k+i )  n d=, 
N donnc les diverses valeurs de l'intkgrale definie [y $ quand la varia- 

* 

ble vti. de - 1  h + I ,  en décrivant diverses courbes dans.le plan. Cette 
remarque a été le point de départ des beaux travaux de Cauchy sur les 

u in tégrales définies. » 

L'intégrale definie [ y  indique une aire infinie, ou si l'on veut, la 
L - 

différence de deux aires infinies séparées par l'axe des y. Or, j'ai dit que les 
travaux faits sur l'infini absolu wnt antant de déraillements. A la vérité, un 
déraillement peut fournir h un chirtirgien qui se trouve dans le train, l'occa- 
sion d'exécuter de beaux travaux sur les jambes et les bras cassés des voyageurs. 
Mais le meilletir travail du conducteur de la machine consiste b éviter tout 
déraillement. 

Lorsque la fonction P(x) n'éprouve aucune soliilion de continuite entre 
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les limites a et 6 ,  on a Ff(x)dx = P(b) - P(a). On a pareillemeiit Lb 
~ ' ( d x )  = F(6) - P ( a ) ,  et si a et a sont raciiies de l'équation F (x) = O ,  

On voit par 18 que pour une valeur quelconque de x, F (x) représente l'aire 
de la courbe y =F'(x), i partir d'une racine quelconque de l'équation 
F (x) = O. 

Toutes ces aires qui partent de differents points pour aboutir à unemême 
ordonnée, ne sont pas égales en grandeur absolue, mais la somme algébrique 
de leurs éléments est la mérne pour toutes; car chaque élément, représenté 
par ydx, sera positif ou négatif suivant que ses deux facteurs seront de même 
signe ou de signes diff~kents, et le facteur d x  sera positif ou négatif dans les 

b 
déments de ydx, suivant que o sera plus petit ou plus grand que 6. 

Si P(:E) éprouve une solution de continuité entre a et b, sans en dproiiver 
une entre a et b, on aura toiijours F(b) pour la somme des éléments repré- 

b 
sentés par P(z)rZx = F(b); mais i l  n*y a aucun 

C 

membres de Lb Ff(x)dx = Ff(b) 
r a  

Par suite, la formule F'(x)dx = F(6) - F(c) l 

rapport entre les deux 

devient illusoire lorsque 

la solution de continuité a lieu entre c et b. Le premier membre indiquant 
la somme des éléments, ou l'aire intinie comprise entre les ordonnées x = c 
et x= b, tandis que le second membre exprime la difference des deux aires 

$ F1(x)dx = F(b) , et îC Ff(.r)dx = ~ ( c )  , eu supposant toujours F(z) con- 
c a 

tinue entre a et b ,  comme entre a et c. 

Soit, par exemple, 

L'in tégrale XP- I I X + I O  , ou l'aire qu'elle représente, s'ailnule pour x=r 
x - 4  

et pour x = IO; tandis que son dénominateur devenant zéro pour x = 4, on 
dit que la fonction passe par l'infini; mais c'est plutôt parce que sa valeur 
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18 ne petit pas pasjer par l'iiinni, c'est-à-dire devenir -, qu'il y a solution de 
O 

coiltin~~itS. 
xS- IIX + IO Il s'ensiiit que I'intégrale -- représente l'aire de la courbe 

x- 4 
2 9 -  8.2: + 34  y = d- 8x + li, h partir de x = 1, ou de x = IO,  suivant que la valeur 

donnée h x est plus petite ou plus grande que 4. 
xy - I I 2  + 10 Par exemple, en faisant x= 3, la valeur de l'intégrale 

2-4 

devient 14, et exprime l'aire qui va de x = I à x = 3 ; on a donc 

Au contraire, en faisant x = 5, la valeur de l'intégrale devient - 20 ; on a 
dom 

Cette derniére aire est donnée par un nombre négatif, parce que l'accroisse- 

ment ds est néga tif quand x va de IO à 5. La formule [* I(3) dx = P @)-l'(a) 
r 4  

donnerait 

Le premier membre indique l'aire qui de l'ordonnée BB' h l'ordonnée 
EE' (69.13). Cette aire est infinie ou illimitée ; tous les éléments en sont PO- 

Fig. 13. 

O A  B M E  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



272 LIVRB TROIS~SME 

sitifs, car l'ordonnée est toujours positive et l'abscisse va en croissant depuis 
3 j~isyu'b 5. Rien qui ait rapport b cette aire, n'est représenté par le second 
membre, don1 la valeur - 34 exprime la différence algébrique des deux 
aires DD'EH', AB'BB', dont la première va de x =IO it x = 5, et la seconde 
de X = I  h x-3 .  

On voit par lb qu'il n'y a rien de commnn entre les deux membres de la 
-b 

formule / F1(x) dx=P(b)-l'(a), lorsque l'intégrale F(x) éprouve une solh- 
L e 

tion de continuité eiltre les limites a et b. Dans notre exemple, cetle formule 
donnerait 

('o::-s~f 34ds=0-0. 
- 8 ~ 4 - 1 6  

Le premier membre indique l'aire infinie comprise entre les deux ordon- 
nées AA' et DD' ; tandis que le second membre donne la différence de deux 
zéros. 

En dinant que l'intégraled - II" + Io devient infinie pour z = 1, j'aii- 
x - 4  

rais pu ajouter qu'elle le devient aussi pour x = ai ; mais il importait de bien 
distinguer ces deux cas; car, dans le premier on a un infini absolu ou impos- 
sible, et dans le second, un infini relatif, sur lequel on peut opérer comme 
sur des quantités finies, parce. qu'en réalité c'est une quantité finie. Aiiisi 

x9-11x+10 quand x est dit infini, l'intégrale ne représente pas moins 
x - 4  

exactement l'aire infinie qui s'éteud entre la courbe et l'axe des x depuis 
x = IO jusqu'h la valeur infinie de w. Mais l'aire qui's'étend de la même ma- 
nière ii, partir de l'ordonnée x = IO entre la courbe et l'asymptote y = I, reste 
finie', c'est-A-dire B une limite exprimée par 13, limite de la différence 

a?- I IX + 10 x - 10 - (x - IO). Or, cette diff4rence se réduit ii, 3 - , dont la 
x-4 x - 4 

limite est 3, quand x croit infiniment; en sorte que 3 est la limite de l'aire 
qui, partant de %=IO,  s'étend St l'infini entre la courbe et  son asymptote 
y = 1. 

Enfin, pour x =- ce, l'intégrale " - ""-représente l'aire qui s'étend 
x-4 

h l'infini entre la courbe et l'axe des x, depuis x = 1, jiisqu'h x = - oo ; 
niais l'aire qui s'étend (r l'infini du c6té des x négatifs, entre la courbe et 

2 2  - IIX + IO l'asymptote y = 1, est exprimée par - (x - I), dont la limile 
2 - 4  

est - G pour x = - m. 
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Avant de discuter d'autres exemples où i'integrale et les limites de l'inté- 
gration deviennent infinies, soit séparément, soit simultanément, il importe 
extrêmement, comme dans l'exemple précédent, de distinguer l'infini absolu 
de l'infini relatif. 

1" Lorsque la variable indépendante est supposée infinie, ce ne peut 6tre 
que l'infini relatif, c'est-à-dire une valeur trés-grande, mais finie; attribiiée 
A cette variable. Ainsi, lorsqu'iine limite de l'intégration est supposée infi- 
nie, et représentée par le signc m , ce ne peut être que l'infini relatif. 

2" Lorsqu'une fonction devient infinie pour une valeur infinie de la varia- 
ble, ce nb peut Gtre que l'infini relatif : c'est ainsi que les fonctions 

" - I I x  +'O, 1 s, r deviennent infinies avec r. 
2- 4 

3" Lorsqu'une fonction devient infinie pour une valeur finie de la variable, 

5s- I I X  + I O  ce ne peut être que l'infini absolu; c'est ainsi que I'int4grale 
x-4 9 

I I  et sa dérivée xd- + 34 deviennent infinies pour x=4; qne -, -, 
zp-8x4- 16' x slnx 

4 - 1 1 x, ex deviennent infinies pour x=o; que tangx, sec a, - , devien- 
1 -s111x 

X nent infinies pour s = - . 
2 

Nous répéterons encore ici que toute question et toute opération faites sur 
l'infini absolu sont absurdes. Par exemple, demander le rapport des deux 

2x fractions - 3 et -, pour s =4, est une question absurde, et tout rai- 
x -4  x - 4  

8 sonnement, tout calcul employés pour prouver que ce rapport égale -, 
3 

sont pareillement absurdes. Il est absurde de dire que 8 et %sont les limites 
O O 

23: 3 de-et - , ou que est le rapport de ces limites. Si l'on fait 
x-4 x - 4  3 

2 s  3 8 cc - 4 = e, et qu'on dise que le rapport - des fractions - et -est -quand 
3  & & 3 

x = 4,  l'absurdité est un peu mieux cachée que dans le raisonnement pr6cé- 

8 dent, mais c'est au fond le même raisonnement. La fraction egale bien 3, 

pour x i  4 ; mais pour 2 = 4 , les deux frac tiom 3 2x et - devien- 2-6 x - 4  
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8 3 nent - et -, et il est absurde d'en demander 
O O 

8 qu'il égale - . 
3 

le rapp~r t ,  wmme de dire 

?n De même la différence, log tnc - log n c égale log - , tant que E n'est pas 
n 

zéro ; mais quand c est zéro, la différence devient logo - logo, et il est ab- 
surde d'en demander la valeur ou de dire, avec Cauchy, que cette différence 
a une valeur indéterminbe, et même une valeur principale. 

Nous allons reprendre l 'erempleî = 1 x pour le discuter P7ap&s ces 

principes, et conformément à notre théorie qui donne aux nombres négatifs 
absolument les mêmes logarithmes qu'aux nombres positifs. 

I La courbe y = - représente, en coordoiliiées rectangulaires, une hyperbole 
x 

équilatbre (fig. 14), composée de deux branches symétriques par rapport A 
l'origine. 

Fig. 14. 

L'intbgrale 1 x égale zéro pour x = - I comme pour x = I ; mais elle est 
infinie, ou il y a so lu t io~ de continuité, pour x = O, 11 s'ens~lit qu'en pre- 
nant 08 = I ,  et OA' = - I , l'aire exprimée par l x  partira de AB quand a 
sera positif, et de A'B' quand x sera nëgatif. Par exemple, en prenant 
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mera l'aire A'B'D'E'. Comme 1 (+ i) et 1 (- a sont égaux et négalifs, ces 

1 deux aires sont composées d'éléments égaux et négatifs. En effet, 1 - repré- 
2 

1 1 seniant [' % , l'ordonn6e y = - esl positive; mais x allaiil de I A dx 
r r  ~2 x 3' 

4 

est négatif. Da mème 1 , on voit que x allant de 

1 
- 1 A -  dx est positif, tandis que - est négatif. 2' Z 

Lorsque leslimites de l'intégrale comprennent une solution de continuité, 
il n'y a plus rien de conlmun entre les deux membres de la formule 

a b  

.Id 
P1(zkEa: = F(b) - F(a) ,  qui devient absolument fausse ou illusoire. Par 

exemple, quaiid on écrit , le premier membre indi- 

que pair6 infinie comprise entre les deux ordonnées DE et' D'Et ; tandis que 
Ie second membre exprime la différence des deux aires égales ABDE et 
A'B'D'E' . 

De même si l'on écrivait = 1 (+I) - 1 (- I), le premier membre indi- C' 
querait l'aire infinie comprise entre les ordonnées A'$' et AB, tandis que le 
second membre est la différence de deux zéros. 

Puisque le second membre de la formule 

représente toute autre chose que le premier, quand la fonction F(x) devient 
infinie entre a et b ,  comment aura-t-on l'expression de l'aire indiquée 
par le premier membre ? Ainsi, en trai tant (page 270) l'exemple : 

nous avons vu que l'intégrale x*-llx+10 devient infinie ou se rédnit 
a-4 

f8 à - - polir x = 4 ,  et  h zéro pour x = I et X=IO;  il en résulte que la 
O 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Elle donnerait donc zéro pour l'aire infinie qui va de + I A + IO. 

la formule donnant ainsi une valeur évidemment illusoire, comment 
obtiendra-t-on l'expression exacte de cette aire infinie? 

Il me semble que la  rkponse est toute faite, et comprise dans la demande 
même ; car, puisque l'aire est infinie, il n'y a pas antre chose A demander ni 
à chercher. 

Pour tant lorsque l'in tégrale est infinie, les géombtres ne la tiennent pas 
quitte à si bon marche. Dans l'exemple actuel, les géométres profitent du. 
vice de la théorie qui n'accorde que des logarithmes imaginaires aux nom- 
bres négatifs, et fondent sur cette erreur « les beaux travaux )) qu'on tro~ive 
annoncés en ces termes dans la Thdovie des Fonctions doublement phiodi- 
pues de M M .  Briot et Bouquet. 

(c Lorsque F (x) devient infinie entre a et b, le symbole F ' ( x ) d s  n'a Lb 
a plus de sens au point de vue de la variable réelle, et cependant l'intégrale 
cc générale donne toujours une différence finie F (6) - F (a). Que représente 

cette différence? Si l'on rend la variable imaginaire et que l'on fasse aller 
u cette variable d a  point a au point b suivant une courbe quelconque dans 
a le plan, de maniére toutefois h éviter lc point u qui rerid 13 fonctioil Ff(x) 
u infinie, l'intégrale curviligne aura un sens bien précis, e t  elle sera encore 
u donnée par la différence des valeurs de l'intégrale générale. 

a Nous citerons, comme exemple, l'intègrale définie ; l'expm- 
L - 

dx 
cc sion différentielle - admet l'intégrale générale 1 x + C ; la diffërence 

X 

K 1 (+ 1) - 1 (- 1), c'est-à-dire ( 2  k + I) n \/-I donne les diverses valeurs de 
cc l'intégrale définie quand la  variable va de - I 5t + I en décrivant diverses 
a courbes dans le  plan. Cette remarque a été le point de départ des beaux 
cc travaux de Cauchy sur les intégrales définies. » 

L'auteur dit : K Le symbole Ff(x)dx n'a plus de sens au point de 1: 
cc vue de la  variable réelle, n parce qu'il entend que c'est P(b) - Fia) qui 
en doit représenter la  valeur, ce qui est une erreur. 

Lorsque (( F(x)  devient infinie entre a et 6, le symbole F1(x)dx n a Lb 
un sens, puisqu'il indique une aire infinie, et comme c'est l'infini absolu, il 
serait absurde d'en vouloir trouver l'expression 11 umérique. 
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L'aire indiquée par le symbole '+' d-, comprend l'aire infinie qui va de 

l'ordonnée x = - I A, l'axe des y, et l'aire infinie qui va de l'axe des y à 
l'ordonnée x = + I. Ces deux aires sont de signa contraires, et l'on pourrait 
ajouter qu'elles sont évidemment égales, s'il n'était absurbe de comparer 
deux infinis absolus, et de les dire égaux ou inkgaux. 

Comme on a 1(+1)=o, et 1(-r)=o, il s'ensuit que la diff6reoce 
1 (+ 1) - 1 (- I)= o. S'il n'y a aucun rapport entre les deux membres de 

 égalité c" - = 1 (+ I) - 1 (- I), c'est qu'il ne doit point y en avoir, et 

que l'égalité qu'on écrit ainsifi'est nullement démontrée. Mais ceux qui accep- 
tent, comme du pain bénit, les beaux t~+avaux de Cauchy, enleiident que les 

deux membres de l'égalité - = 1(+ 1) - 1 (- 1) ont tort de n'ëtre pas S-:' " 
égaux, ils entendent que, de gré ou de force, ils doivent le devenir. Et, en 
effet, ils le deviennent au moyen d'un fort coup de pouce donné à cliacuii 
d'eux. Le coup de pouce donné au premier membre consiste à lui faire repré- 
senter une intégrale curviligne, que 1'011 obtienl en rendant la variable 
u imaginaire, et .la faisant aller du point - I au point + r en suivant une 
a courbe quelconque. a Le coup de pouce clonné au second membre coiisiste 
à prendre, au lieu de zéro pour Z (- I), des logarithmes imaginaires compris 

dans l'expression (2 k I)TC d-r. 
Si l'on arrive à l'égalité 4 = 6, elle est absurde ; et il est absurde de dire 

que les deux membres n'ont plus de sens, parce qu'ils n'ont pas le méme sens. 
Si l'on donne un coup de pouce aux deux membres pour les rendre égaux, 
par exemple, si l'on écrit 4 X 2 = 6 + 2 , ~  le procédé pourra parai tre in:,.(+ 
nieux, tandis qu'il est tout simplement absurde. 

Dans notre systéme de logarithmes, on a 1(-8) = 1(+8), et, de même que 

1(-i-8) = î8 $; 1 (- 8) = [-8 $; c'est-Mirs que 1 ( - 8) représente, 
c l  . ' -1 

avec son signe, l'aire qui va de - I Li - 8; elle est positive, parce que de - I 
à -8, dx est négatif comme y. Par quel nombre représentera-t-on cette 
aire, si 1 (- 8) n'égale pas 1(+8) ? Je donnerais volontiers le défi de r épn-  
cire; mais, le moyen d'embarrasser des géomhtres qui démontrent que 

On nie répond : L'aire n'est pas représentée par 1 (-8)' puisque toutes les 
valeur3 de 1 (- 8) sont imaginaires ; cependant, par un artifire de calcul, 
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nous prouvons qu'elle a pour expression 1(4-8) et non 1 (- 8). Mais, puisque 
la formule donne 1 (-8), et que vous démontrez qu'il faut trouver 1 (+ 8), 
qu'est-ce que cela prouve, si non que 1(-8) = 1 (+ 8) ? 

Si les nombres négatifs n'ont pas de logarithmes, que donne la formule 

Buhame1 répond : u Si les deux limites sont négatives, on a une somme 
d'éléments négatifs, qui seraient le3 memes, au signe prés, que si l'on 
prenait ces limiles positives. Ainsi l'on aura : 

il me semble qu'il g a la un sophisme; car si les deux sommes 

' 8  dx 
et 2 sont les mêmes au  signe prés, r la seconde doit être 

8 8 - 1 , puisque la premiére est 1-. 
3 

Outre ce sophisme, le passage contient une autre erreur, car les éléments de 
(;es deuxsommesne sont pas K les même; au signe prés ; D ils ont absolument 
le même signe. En efïet, quand x va de 3 b 8, les deux facteurs du produit 
1 - )( da sont positifs ; tandis qu'ils sont l'un et l'autre négatifs qnand x va 
x 
de - 3 1 - 8 ;  et les deux facteurs étant négatifs, tous les éléments sont 
positifs. 

La nécessité de donner aux nombres négatifs les memes logarithmes qu'aux 
nombres positifs, est si impérieuse que leur emploi donne immédiatement 
les résultats exacts que l'on ne peut obtenir autrement qiie par bien des tours 
et des détours, par des sophismes ou par des logarithmes imaginaires. , 

Je ne veux pas soutenir que les logarithmes imaginaires, n'aient pas leur 
raison d'être ; mais je m'elbve contre le droit qu'on croit avoir d'attribuer les 
mêmes propriétés à deux choses de nature différente, lorsqu'on leur a donné 
un même nom. 

De toute maniére, on est obligé de reconnaitre que 1(-I) égale zero 
comme 1 (+ r), et que la différence 1 (+ 1) - 1 (- I) égale zéro, et pas autre 
chose que zéro. 

Lorsque vous avez eu le talent de trouver une infinité de valeurs pour le 
logarithme d'un nombre, qu'est-ce qui vous empêche d'en trouver autant 
pour le nombre lui-méme ? 

Si l'intégrale P(x) devient iufiiiig entre a, et h, les deux termes F(b) 
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et F (a), comme leur différence, n'en coiitinuent pas moins à représenter une 
aire bien déterminée, mais qui n'est pas du tout celle qui est indiquée par 

lb ~ ' ( x ) d x .  C'est ce qui ne parait pas avoir été bien compris, 6 en juger 

par les explications données an siijet des exemples que nous allons discuter. 

~nknf~lm ÉXBYPLE. - Nous prendrons d'abord pour exemple le premier que 
31. Bertrand explique dans son Traite de Calczd integral. 

1 Comme l'intégrale - - s'annule, ou plutbt a pour 
x x 

limite zéro, pour x = * eo , et qu'elle devient infinie polir x=o, il s'ensuit 

1 que - - ieprésente l'aire qui Va de + a> z, snivant quex est positif ou 
z 

n6gatif. Par exemple, [' - - - 1, et ri 2 = 1 ; en sorle que - 2 est la 
roo 2'- e -m 

différence afgébrique de ces deux aires. 

1 
Agane tracé la courbe y = - (fig. lj), prenons OA = r et 08' = - r . x = 

L'intégrale f '  2 = - I represente i'ain qui s'&tend A i'iiitiiii à droite 
Co 

de AB ; tous ses élkments sont négatifs, quand s va de f- CO i + i ; eii sorle 

que la limite de leur somme est - I .  De mème l'intbgrale dJc= 1 rt- 
, -m x2 

préseitle I'ailhe qui e'ét'elidt C1 l'infi115 Sr gai'iclie de A'B';'elle est positive, parce 
(23: est positif de - ro à - 1. 

Le sec6nd membre d6 lqiiqii&on $ - - - - 2 reprkeiite 1;i ditFrenrc 
C 
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algébrique de ces deux aires ; tandis que par le premier membre on indique 
l'aire infinie qui est comprise entre les deux ordonnées A'B' et AB, ou qui va 
de l'une à l'autre ; ce qui prouve qu'il n'y a rien de commun entre les deux 
membres de l'équation, qui est toujours illusoire lorsque l'intégrale devient 
infinie pour une valeur comprise entre les deux limites de l'intégration. 

Voyons maintenant comment M. Bertrand explique l'affaire. 

D'abord, afin qu'on ne voie pas du tout l'aire représentée par le second 

membre de l'équati& j+i $ = - 2, il la supprime enlibrement, comme 
-i 

on le voit dans la figure 15 , ce qui permet A son explication d'étre un peu 
plus paradoxale ; la voici : 

« 11 faut, dés i pr6seiit (fig. 16), signaler un cas important dans lequel 
u les définitions précédentes sont en 

Fig. 16. (( défaut, c'est celui où, entre. les li- 
« mites de l'intégration, la fonction 

jy \ u primitive F(x) devient disconti- 
u nue, ce qui a lieu en général lors- 
u qu'elle passe par l'infini. Il n'est 

f 1 \* 

, a plus permis, dans ce cas, de regar- 
u der l'accroissement total comme la 
a somme des accroissements infini- 
« ment petits correspondants aux 
(( accroissements s~iccessifs de lava- 

A '  o .  s - u riable. 

« La formule générale que nous avons donnée pour exprimer l'intégrale 
u ne représente dans ce cas ni l'aire de la coiirbe, ni la somme des accroisse- 
« ments de la fonction. 

« Pour bien faire comprendre cette remarque importante, supposons que 
I dx 

« la fonctioii F(x) soit égale à - - ; elle a pour différentielle -, et la for- 
x xe 

mule générale donne, en adoptant pour limites - I et + r, entre lequel- 
u les est comprise la valeur zéro, 

u L'élément @ est cependant toujours positif,et la courbe dont l'6guation 
x2 

1 
a est y = - a la forme suivante (M. 1G), dont l'aire totale comprise entre les x4 
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« ordonnées qui correspondent aux abscisses - r et +I, ne peut évidemment. 
u pas être égale à -2. La formule employée n'est donc pas applicable et nous 
(( en avons dit la raison. 

Comme il s'agit u d'un cas important n et que l'auteur se propose de « bien 
u faire comprendre cette remarque importante, n il importe d'être attentif à 
l'explication. O r  M. Bertrand dit : u IL n'est plus permis de regarder l'accrois- 
c sement total comme la somme des accroissements infiniment petits. )) 

Comment donc? Il  n'est plus permis de regarder le tout comme égal A la somme 
de ses parties? La remarque est importante, en effet. 

« La formule générale ne représente plus ni l'aire de la  courbe, ni la somme 
(( des accroissements de la fonction. x 

Une égalité, juste ou fausse, ne représente pas une grandeur ; ce qui n'em- 

pêche pas chaque membre de la formule ly 2 = - 2, quoique fausse, de 

représenter soit (( l'aire de la courhe, w soit « la somme des accroissemeiits de . 
« la fonction. % Le premier membre indique l'aire comprise entre les deux 
ordonnées x = - I et x = I ; tandis que le second membre mesure u l'aire de 
« la courbe, GU la somme des accroissements ou éléments )) en dehors de ces 
deux ordonnées. 

u La formule n'est donc pas applicable et nous en avons dit la raison. )) 

La raison qu'on a dite, c'est que dans (( ce cas important le tout n'est plus 
u égal A la somme de ses parties. a 

C'est comme si l'on disait que dans l'exemple 8 = 3 + 2, le tout n'est plus 
égal à la somme de ses parties. Si la somme 34-2 n'égale pas 8, c'est que 3 et 
2 ne sont pas les parties de 8, mais de 5. 

Sur quoi allez-vous fonder vos raisonnements, si vous commencez par 
détruire les fondements de la raison, en disant que « l'accroissement total 
(( n'est plus égal h la somme de ses parties4 

DEUXI~ME EXEMPLE. - Pour second exemple, M. Bertrand dit : 

dx 1 
u On a 1- = - 1 'Lx, comme on le vérifie aisément par la dif- 

1 -  2 1-x 

« ftkentiation. N 

Il prend cet exemple pour montrer que « la formule 

6 lb y (s&= F(b)  - F (a) devient fausse lorsque a désignant un nombre 

(( compris entre les limites a et b, F (a) est infini, » et il ajoute que les « ex- 
(( pressions considérées ne présentent plus alors aucun sens déterminé. n 

C'est comme si l'on disait que l'égalité 8 = 3 + 2 étant faiisçe, les nombres 
coi~sidérés ne présentent plus alors aucun sens déterminé. . 
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En appliquant la formule générale, il trouve 

dx I x - 
( lm = - 1 (- 1 )  = - 4- 1, r&ultat,n dit-il,a évidemment absurde, 2 2 

u et qui s'explique parce que la formule d'intégration n'est pas ici applicable. D 
Est-ce parce que le résultat est absurde que la formule n'est pas ici appli- 

cable, ou bien parce qu'elle n'est pas applicable qu'elle donne un résultat 
absurde ? 

De merne, la quantité imaginaire 4- sort-elle de la  formule, ou hien . 
2 

1 si elle n'arrive la que parce qu'on veut l'y faire entrer? Pour moi - 1 (-1) 
2 

I 1 - égale zéro, comme - 1 (+ r), et non - z \/- I .  
2 2 

(( L'absurdité évidente n vient donc clil défaut de la  théorie qui refuse aux 
nombre3 négatifs toute espéce de logarithmes réels, auxquels on s'imagine 
pouvoir suppléer par des logarithmes imzginaires, qui conduisent des 
a résultats évidemment absurdes, n et que l'on croit sufisamment justitids 
quand on a dib : « les expressions considérées ne présentent plus alors auçon 
N sens déterminé. n 

Nous allons montrer qu'en cet exemple, comme en tout autre, les expres- 
siom eoii~idéreeu ont un sens bien détermine quand on sait le comprendre. 

1 Si l'on construit la courbe 3 = -- (@y. 17), on la trouve formée de 
1 -cl? 
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Conlme y = - tend vers zéro pour z=+ G O ,  i l  s'ensuit que l'axe 
1-39 

des ;i: est asyrnplote dans les deux sens. La fonction 1 if" devient infinie, 
1-x 

1 en m&me temps que - 1 pour x=r et pour x =  - I ; ce qui prouve 
1-x3 

que toutes les aires qui s'étendent le long des asymptotes paralléles à l'axe 
des y sont infinies. 

Poiir que 1 r*x égale z&o, il raut que !I-% égale r ; or * hgale i 
1-x 1-x 1-x 

pour a r O ,  et tend vers - I pour s= * w . Il s'ensuit : Io que l'aire re- 

pr6sent6e par l'intégrale l~f '~ ,  part de z = o  pour la branche du milieu, 
I-a: 

de x =+ GO pour la branche de droite, er de x= - m pour la branche de 
gauche ; T que l'aire qui s'étend A l'infini 1e.long de l'axe des x reste finie 
pour chacune des deux branches. Ainsi, quelle que soit l'ordonnée qui se 

1 rapporte L l'une de ces deux branches, l'intégrale - 1 I* représente l'aire 
2 1-2 

qui vienb se terminer B cette ordonnée, en partant de * CO, suivant que 
cette ordonnée est du côté des x positifs ou des x négatifs. 

I Par exemple, en faisank x = 3, on a T- 1 (- 2) pour l'aire qui s'étend de t 
x= m jusqul  x = 3. Cet t,e aire a une valeur positive, parce que dx étant 
négatif comme y, chaque élément y& est positif. 

En hisant z= - 3, on aiirait % 1 (- i) pour l'aire qui part de x= - cc 
et s'arréte à x=- 3. Elle est négative, parce que de - cc à -3, dz étant 
positif et y négatif, chaque élément ydx est négatif. 

Une remarqlie importante que M. Bertrand n'a pas faite, r'est que puisyii'il 

écrit 

1 a ' I E -  il devrait écrire ;j 1 (-2) = + en désignant par a le loga- 

rikhme népé~iea de 2. OP,  puisque A 47 est un a résultat évidemment T 
a absurde, qui s'explique, parce que la formule el'ink3gratmn n'esb pas ici ap- 

n. plicabte, r il faudrait dire aussi que 5 + rr dG est un c résultat Pviàem- a 2 
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(( ment absurde, parce que la formule d'intégration n'est pas ici applica- 
« ble. n Cependant i l  nYy a pas de solution de continuité entre + 3 et +m. 

L'absurdité ne vient donc pas de la formiile d'intégration, mais Avidemment 
de la fausse théorie qui refuse des logarithmes réels aux nombres négatifs, 
alors que tout prouve le besoiii imp6rieiix de letir attribuer les mêmes 
logarithmes qu'aux nombres positifs. 

Piiisq~i'on ne peut passer d'iiiie branche de notre courbe Si. une autre, sans 

1 gus l'intégrale B(x) = 11'+"asse par L.inGni, ildensilit que la formiile 2 1-lc 

/'( P1(x)c)dx =P((i).-F(a) devient fausse toutes les fois que les deux linlites a 
. a  

et  b ne se rapportent pas& one meme branche. Mais il ne s'ensuit pas pour cela 
qiie a les expressions considérées lie représentent pliis alors aucun sens dcter- 

+3 dx 
(( minE. N Par esemple, la formule -, 

-3 1 -x2 S 
1 est faosse; mais noiis avons vu que - 1 (- 2) représente l'aire qui vient de 
2 ,  

+ oc jusqii'i I'orclonnée x=3, et que - 1 - représente de même l'aire ; (3 
qui va de -oc i - 3. Comme ces aires sont égales et de signes contraires, 
il s'ensuit que leur diErence algébrique, qui dome 12, représente en r5alit6 
la somme de leurs valeurs absolues, ou le double de cliacune d'elles. 

1 * .De même 'on aiirait - dx , - - L 1(-4 - 1 (+I). Cetle kgdit6 est 
' 0  i - x  . 2 T 

fausse, parce que les limites se rapportent i1 deux branches différentes. Les 
deux termes du second membre expriment des aires nulles, puisque chacune 

X - s'arrete à son point de départ : leur différence est donc zéro, et non - v'-1. 
2 

Cetterelation se vérifie aiséme111 en mettaiit l'intégrale 1 + SOUS la forme 
k - x  

1 (k + x) - 1 ( k - x ) ,  ),'et prenant ensuite la différentielle de cette expression. 

Ce troisikme exemple ne diffère pas essen tiellerneiit du précédent, sur lequel 
on retoLberait en k pour unit& Dans l'un comme dans l'autre, la 
dérivée est l'ordonilée d'iine courbe composée de trois branches, et 1% tégrale 
définie représente l'aire prise entre des limites qiielconques, que ces 
limites se rapportent li ilne même hraiiche. . 
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On rencontre cet exemple sous la forme jg. - - k l k - k v ,  k 2 - v 2 - ? &  k - v  

dans la question de mécanique rationnelle, qui traite du mouvement d'une 
sphère pesante dans un milieu dont la résistance est supposée propoi~tionilelle 
au carre de la vitesse. 

En désignant par x la vitesse variable du mobile, par k la vitesse particu- 
liére qu'il devrait avoir pour que la résistance fut égale à son poids, et par t 

k k + m  le temps écoulé, on trouve t = - . - - - 1 -; en sorte que ,fF k2?xz- k - x  

le temps écoulé est mesure par l'aire de la courbe y = k2 dont 
(k' - 2')' 

l'abscisse représente la vitesse du mobile. 

Pour que la valeur de t soit nulle, il faut que 1 kx "ale d m ,  c'est-A- 
k - x  

dire qua k L x  = * I ; ce qui a lieu pour les trois valeurs x= O,  r = + a , 
k - x  

et .7: = - a. Ainsi, le temps représenté par t ,  ou l'aire de la courlie, part 
de celle de ces trois valeurs qui correspond à la même branche de courbe 
que la valeur donnée à x. 

Comme la valeur de 1 + passe par l'infini pour i k k et '2 = - k ,  la  
k-x 

b k 2 .  .,jv k k b  k k a  
formule . - = - 1 + - - . 1 devient illusoire lors- k 2 - v 2  29 k - b  2g k - a  

que les deux limites comprennent les valeurs z = k et x x:= - k ,  ou seqle- 
ment l'une d'elles. 

D'aprks la  théorie ordinaire des logarithmes, x ne peut dépasser k sans 

que la valeur de t devienne imaginaire, -puisqu'alors 1 k+x indiquerail le 
k Z  

logarithme d'un nombre négatif. Cette propriété des nombres négatifs de 
n'avoir point de logarithmes réels semble se confirmer ici par le phhomkne 
naturel dont la loi est.représentée par l'équation de l'exemple actuel, puisque 
le corps étant abandonne It l'action de la pesanteur, sa vitesse croît en s'ap- 
prochant constaniment de la valeur k, qu'elle ne pent atteindre ; en sorte qu'il 

est impossible que o surpasse k ;  ce qu'indique 1 kfa, qui deviendrait 
k-v  

alors imaginaire. 

Pourtant il est bien facile de comprendre que le corps peut être lancé ver- 
ticalement avec une vitesse initiale plus grande que k ,  et je dis que dans ce 
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k  k+v 
cas le temps écoiilk se déduira encore de la  formule I = - 1 -- , en don- 

28 A-a 
nant aux nombres négatifs les mêmes logarithmes qu'aux nombres posilifs. 

Lorsque, par exemple, on suppose k = 2  et v =6,  la formule donnera 
1 t = - 1 (- 2). Que signifie cette formule pour ceux qui n'accordent aiix n o m  
g 

bres négatifs que des logarithmes irnagiaaires? II faudra dire, avee M. Rer- 
trand, qu'elle ne signifie rien, et p m r  en t~ouver une qui signifie quelque 
chose, il faudra refaire d'un bont a l'autre la solution de la question ; et, si fina- 

1 lement on arrive A t = - 12, qu'aura-t-on prouvé, sinon que 1(-2)= 1 (+2)? 
g 

- gt -g! 
k p + v  e k - e  

k 
De l'équation t = - . -, on tire v = k et cette der- 

2g k - v  .9t gt' 

eQ eeT 

nière éqtiation, qui pmrtant ne rengerme plus de logarithme, a montre, n 
comme dit Duhamel, a que la valeur de v  en fonction de t est toujoura 
« plils petite que k, mais qu'elle t'end vers cette fimite d mesure que t aug- 
u mente. o Le traité de Delaunay dit de méme : (( On voiL que la vitesse 
u di1 mobile augmente constamment, sans cependant jamais dépasser h 
u vitesse k ; elle s'approche indéfiniment de celte fimite k, et ne lui devient 

égale que lorsque t est infini. n 
Nous répondons il cela que si l'on tire cette preuve de la formule, c'est 

que, suivant l'expressiond'e Poinsot, u orr l'y a pour ainsi d1i.e; soi-même 
u introduite, eL il semble alors qiie l h a i  yse nrmsdonrre ce q d e k  ne fait que 
(< nous rendre dans un autre langage. n 

e t -  1 En effet, si la formule t = 1 k+ ', mise sous la forme v = k - 
k= e t +  1' 

prouve que v est toujours plus petit que R,  c'est qo'on A soi-même int'roduit 
cette preuve sous forme d'hypothèse, en supposant que t n'est le logarithme 

que de + - k+ H. + tandis qu9iY est aussi bien le lbga~.iî:hme ik - =, k - v  
k + v  or en prenant et  = - - et + r , on eil the  a = li. -, formide qn?proo- 
k - v  e t -  r 

ve qiie la vitesse est toujours s~ipérieure k , comme l'autre prouvait qu'elle 
lui était toujours inférietire. 

En résumé, le temps donné par la  formule t = -!! 1- reprpréste l'ai- 
2g k - u  

k' E re de lacourbe y = -. - , compost% de t'rois IImncHes séparées par 
g k' - u' 
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les ordoiiiiées v = k et v = - k , qui leur sont asymptotes ; et, quelles que 
soient les limites a et b, pourvu qu'elles se rapportent à une meme branche de 

dv la courbe, l'intégrale définie - - k k b k k f a  - - 1 t - -  1- 
9 k 2 - v a - 2 g  k - Q  2g k - a  

donnera toiijour3 la durée du mouvement pendant lequel la vitesse ira 
de a  à b. 

Par exemple, en suppo~ailt k = 2g, on aura 

e t ,  comme 1 (- 1 )  = O, on a f = 1 9f10 pour le temps pendant lequel la 
y - 10 

vitesse, supposée d'abord infinie, se réduit A 20. 

Lavaleur de ce logarithme étant de 4, 64.., il s'ensuit que si le mobile part 
avec une vitesse trks-grande, dite infinie, ce sera en moins de 5 secondes que 
cette vitesse sera réduite à 20 mètres. 

Comprendra-t-on enfin qu'en refusant des logarithmes réels aux nombres 
négalifs, aussi bien qu'en rejetant les nombres négatifs eux-mêmes, on fait 
perdre aux formules leur caractère essentiel de ghnkralité, en sorte que, n'y 
découvrant plus le résultat cherché, on se  oit réduit h dire, comme 
M. Bertrand; u qu'elles n'ontplus aucun sens, aucune signification dé terminée, » 

ou qu'elles donnent, a a \ / z i  , résultat évidemment absurde, bon tout au 
, u plus B servir de point de départ aux beaux travaux de Cauchy. )) 

De même qu'on a = 1 8, on a pareillement 

Mais quand on prétend que 1(-8) est imaginaire, on ne peut plus dire 

que sa valeur représente l'aire ' -, qui est évidemment réelle. Il faut S;"" 
donc chercher une autre valeur, et après des tours et des détours on arrive 
A l'expression 1 (+8), que l'on croit préférable i 1(- 8), et qui pourtant 
n'est exacte, que parce qu'elle lui est égale. 

Q U A T R I ~ E  EXEMPLE. J' COS x dx =sin x. 

C'est le premier exemple donné dans le traité de Sturm, à l'article u des 
intégrales indéterminées. n L'auteur dit : a Une intégrale définie peut 
quelquefois devenir indéterminée, c'est ce qui a lieu pour l'intégrale 

~acoseasxdx =sin m - sin O, car sin x, lorsque x tend vers i'infiui ne tend 

vers aucune limite déterminée. i 
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Tant que x tend vers l'infini, i l  reste fini, et sinx n'est pas plus iiidéler- 
mine que quand x est fini. Depuis quand donc une quantité indéterminée 
est-elle celle qui u ne tend vers aucune limite déterminée? s Est-ce qu'on 
a jamais dit qu'une constante 4, ou une variable x est indéterminée, parce 
qu'elle N ne tend vers aucune limite déterminée? D 

M. Serret donne le même exemple d'intégrale indéterminée, mais n'appuie 
pas sur la même raison la preuve de l'indétermination. 

Soit, n dit-il, a la differentielle cos xdx, on a cos xdx=sinX,etil est JT" 
(t évident que cette intégrale cesse d'ê tre dé terminée quand on suppose X =cc . n 

Ce n'est plus qiiand x tend vers l'infini, mais quand il est supposé infini que 
s inx  est indéterminé. Or, une valeur infinie attribuée 1 une variable indé- 
pendante ne peut être qu'un infini relatif, c'est-Mire une valeur trés-grande, 
mais finie, et ainsi P il est évident que l'intbgrale sin x D n'est pas plus indé- 
terminée dans un cas que dans l'autre. 

J$ = arc tang r. 

L'exemple précédenl était pour expliquer les intégrales indéterminées, 
M. Bertrand donne celui-ci pour expliquer les intégrales a mal déterminées. » 

Nous voyons que l'intégrale arc tang x devient nulle pour la valeur x =O,  

et uniquement pour cette valeur. C'est donc à partir de l'axe des g/ que 
1 l'aire de la  courbe y = - sera représentée par arc tangx pour toute 

1 + x 4  

valeur de cc. 
Comme le montre la(fig. 18), cette courbe se compose d'une seule branche, 

Fig. 18. 

qui s'étend à l'infini dans les deux sens, le long cle l'axe des x, qui liii sert 
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CALCUL INTJ~GRAL 289 

d'asymptote, Ainsi, pour toute valeur telle que 08, donnée à x, l'aire cor- 
respondante OABC aura pour mesure l'arc O1 dont la tangente 08 = m. 

7C 
Si le point A s'éloigne à l'infini, l'arc O1 tend vers sa limite OD = - 

2 ' 
00 

-oc dx n en sorte qu'on a X . d e m ê m e l  -=ODt=-  
1 + Xe 2' 

et par suit9 

x 1 dx L'arc dont la tangente égale I étant - on a 
4 '  

-1 d:x; - X 
d e m 6 m e l  --- - = 01', et par suite 

4 

Ainsi l'aire A'ABCB', indiquée par l'intégrale 1'' 2, et mesurée par 
-1 1+x2 

'IC l'arc I'I = -, vaut juste la  moitié de l'aire totale comprise entre la courbe 
2 

et son asymptote, aire qui, comme nous l'avons dit, est mesurée par 

7C L'aire J+' d- =l'I = - rksulte, immédiatement et trhs-simplement, 
-1 I+x" 2 

de la figure et d'une notion trés-élémentaire de trigonométrie. Pour y trouver 
des diacultés, il faut vraiment avoir besoin d'inventer des paradoxes, dont 
M. Bertrand semble avoir la spécialité. Voici ceux qu'il adapte A l'exemple 
actuel. 

(( La formule y (x) dx = F (b)  - F (a) suppose. bien entendu, que la I' r Q  

(( fonction cq (x) soit déterminée pour chaque valeur de x ;  et si, par sa défi- 
(( nition, elle comporte pliisieurs valeurs, i l  faut adopter celle dont la 
(( dérivée est F(xJ n 

Je n'ai rien it dire de ce début, si l'auteur s'est proposé de le donner 
incompréhensifile. 

(( Quant à la fonction F(x), elle doit être supposie continue, car sans cela 
a son accroissement total ne serait pas égal A ln. somme des accroissements 
u infiniment petits qu'elle recoit successivement. » 

Du temps de Legendre toiit le monde croyait que toujours c le tout est 
(( égal à la  somme des parties dans lesquelles il a été divisé. )) Aujourd'hui 
M. Bertrand nous monbre a un accroissement total qui n'est pas égal A la 
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u somme des accroissements infiniment petits que lavariable recoit succes- 
(( sivement, D 

Que faut-il donc entendre par cet accroissement total qui n'est pas le 
to ta1 des accroissements partiels ? 

Cette derniére remarque est fort importante. Elle indique, dans certains 
u cas, le choix 2 faire entre plusieurs valeurs qui se présentant ensemble, 
« donneraient pour ilne intégrale bien définie un  résultat en apparence indé- 
u terminé. 

r On a ,  par exemple, J+' d- = arc tang r - arc tang (- 1). La fonc- 
-1 I+x' 

« tion arc tang x est mal déterminée : 8 une même tangente correspondent 
« un nombre infini d'arcs différents. n 

Il y a une infinité d'arcs qui ont la tangente égale A I ;  mais i l  n'y a que - 
4 

qui représente la somme [& jusqu7à X=I ,  et par conséquent i l  n'y a 

pas choisir entre les autres. 

« Les deux termes du second membre de 

+i dx - = arc tang r - arc tang - I 
-1 rfx" 

« sont donc séparément indéterminés, mais leur différence ne l'est pas. )) 

X 
Les deux termes sont 4' - 4' et leur différence est ; ils ne sont donc 

2 

pas indéterminés, et s'ils étaient indéterminés, lem différence le serait néces- 
sairem en t . 

L'auteur continue en disant : u Le premier de ces arcs a pour expression 
7C 

(( kx - - k étant un nombre entier arbitraire ; mais'ce nombre étant une 
4 ' 

a fois choisi, on ne doit plus le changer lorsque l'arc augmente jusqn'A la 

u valeur kz+" dont la tangente est + I. On a par conséquent, sans G ' 
u aucune ambiguïté 

'+1 dx -7c ---. » J-, i+r. 2 

X Puisque - est la limite que l'aire positive ne peut ni atteindre ni dépasser, 
2 

et que - 5 est pareillement la limite que l'aire négative ne peut ni attein- 
2 
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dre ni dépasser, il est clair que k x  est étranger à la solution. Si donc on a fait 
la maladresse de l'y introduire, « le choix à faire » consiste à s'en défaire, ce 
qui arrivera nécessairement quand on l'ajoiitera aux deux nombres qu'il faut 
soustraire l'un de l'autre. 

Par exemple, si un  pére a 40 ans et son fils .IO, lorsqu'il s'agira de 
calculer la différence des deux âges, on pourra aussi bien les supposer 
mal déterminée, sous prétexte qu'on ne dit ni dans quel sikcle ni  en 
quel lieu le pére et le fils sont nés; ensuite, si Pige du pbre n'égale pas 
lasomme des %ges de ses enfants, on pourra profiter de cette circonstance pour 
inventer un %ge total qui n'est pas égal A la somme des âges partiels. Ce qui 

permettra d'ajouter klr ou même k x  \j=, à l'âge dl1 pére comme à celui du 
fils, cr k étant un  nombre entier arbitraire ; mais ce nombre étant une fois 
(( choisi on ne doit plus le changer. On a par conséquent, sans aucune 
« ambigiiith : TI 

k 7 ~ i - I  4-40 - (kn\I-I+10)=30.  

C'est pourtant a une pareille farce qne se réduit, au fond, « la remarque 
(( fort importante, qui indique le choix A faire entre plusieurs valeurs qui se 
a: présentent ensemble. D 

1 
SIXIÈNE E X E M ~ K  J1 sinxdx = arc tang - . 

1 + cos9x COS x 

C'est le secolid exemple d'une u fonction mal déterminée, r donné par 
M. Bertrand, polir u indiquer le choix I faire entre plusieurs valeurs qui se 
« présenteilt ensemble. 1) 

sin xdx 
En posan t a = cos x , d'où sin xds = - d g ,  11int6grale 1 ze 

1 + cosPx 

troiive remplacée par - ; et, d'aprbs le tableau de la page 259, on a : S I+: 

1 
et, par siiite, sin dx = arc tan,o - = arc tang séc x. S 1+c0s3x COS x 

La courbe y = sin se compose d'une infinité d'arcs égaux, situés 
1 + cosPx 

alternativement au-dessus et au-des~ous de l'axe des x, et qui ont la même 
aire en valeur absolue. 

Soit a = arc tangséc s : cela veut dire que x désignant un arc de m6me 
longueur que l'abscisse, on a tanga= sec X ;  or, séc x ne pouvant avoir 
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aucune valeur comprise eritre + I et - I, il en sera de même de tanga. 

X Ainsi ,  pour x = O, on aura sécx = I, tanga = I, et a = 4 - Ensuite a 

deviendra Z en même temps que x , et quand x ira de à n, a ira de 2 2 
X 3n A - à 5, et enfin, quand r ira de x à 2n, a retournera de - h On 
Y 4 4 4'  
voit que, pe~~ban t  que z croîtra indéfiniment, a oscillera iiidéfiniment 

a 3n x 3n 
entre - et -, allant de - à - , pendant que x va de zéro à X ,  et de 

4 4 4 4 

- 3n à ,, pendant que r va de r à 2n, et ainsi de suite. 
4 

x 3n Puisque a va Ge - à - pendant que x va de zéro A n ,  i l  s'ensuit 
4 4 

qu'on a 

Plus généralement on a 

I""" sinxdx  3~ x x - 
I + C O S ~ X - T - ~ = ~ ~  

2k n sinxdx - n r 

i+M>s%-h-k=O- 
X L'aire de l'arc de courbe qui va de zéro it X, égale -, celle du second arc 
2 

X est - celle du troisitqne -, et ainsi de suite. On comprend de cette ma- 2' 2 

kx+ sinxdx x 
niére, que l'intégrale sera égale à zero oii B -, selon que 

2 
k sera pair ou impair. 

Je ne reproduirai pas l'explication que M. Bertrand donne à propos de cet 
exemple a pour indiquer le choix A faire entre plusieurs valeurs qui se pré- 
u sentent ensemble, et le sens qu'il faut attribuer aux expressions mal déter- 
« minées. » -Je discuterai seulement le résultat auquel il arrive en disant : 

Pour r = 5, on devra prendre 
4 

1 - 3rc « arc tang - = arc tang (- \/ 2) = - , 
3 x  

COS 7 
4 
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u et l'on a enfin 

?C Ce résultat est évidemment faux; car, puisque -mesure l'aire qui va de 
2 

3x X zero à x ,  l'aire qui va de zéro à - est plus petite que -. 
4 2 

3.x Quand x t:= - la  sécante de cet arc est bien - (2; mais l'arc dont la 
4 '  
- 

tangente est - 4 2  n'est pas 2 : il en différe de 9O44'8". 
4 

Il y a lieu de s'étonner de cette erreur que M. Bertrand commet juste sur 
l'exemple oh il explique si bien (( quel sens il faut attribuer aux expressions 
u mal déterminées, )) et qni persiste après que a M. Darboux, dont il n'a pas 
(( à rappeler la pénétration et le savoir, a bien voulu revoir toules les 6preu- 

ves, n et surtout après le concours afectueux que lui a offert M. Fédor 
(( Thoman, qui joint à l'habileté d'un calculateur sans égal; le profond savoir 
u d'un géomètre judicieux et inventif. » 

S xmfi L'intégrale s'obtient d'aprés la formule x m d x  = - , en mettant la 
m + ~  

1 
1 -- 1 dérivée sous la forme x 3 ,  et faisant m = - - . - 3 

1 Comme la valeur x = O rend infinie la dérivée et non l'intégrale 
- 

x 3 
2 3 - - z 3 , M. Bertrand choisit cet exemple pour donner une nouvelle explication 

2 

à effet. 

a Lorsque, dit-il, la fonction integrale est discontiniie et devient infinie 
a. entre les limites de l'intégration, l'intégrale définie n'a plus de sens. n 

Si, (( lorsque la fonction intégrale devient infinie, l'intégrale definie n'a 
(( plus de sens, ));u7est-ce que l'intégrale définie ? Si elle n'a pas de sens, ce 
doit être difficile de le dire ; cependant M. Bertrand le dit dans le  passage 
suivant: . 

« Lorsque la  fonction intégrale P (3) devient infinie entre les limites de 
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l'intégration , l'intégrale définie, somme des accroissemenls infiniment 
petits de F(x), n'a pas de signification déterminée, et doit être, b moins de 
définition nouvelle, absolument bannie des calculs et des raisonnements. x 

Si l'intégrale définie signifie u la somme des accroissements infiniment 
petits de F (x), » elle a donc un sens ou iine signification déterminée. 

c( A moins de définition nonvelle, elle doit être absolument bannie des 
calculs et des raisonnements. » 

Comment donc? le cercle deviendra carré au moyen d'une définition noii- 
velle? et s'il ne devient pas carré, on le bannira absolument des calculs et des 
raisonnements ? 

Si cc l'inbégrale définie n'a plus ni sens ni signification déterminée lors- 
cc qu'elle devient infinie, et doit être absolument bannie des calcula et des 
cc raisonnements, n comment se fait-il donc que vous la parbagez en deux? 
que vous en trouvez la valeiir principale ? 

Je parie que M. Bertrand, tout le premier, va faire des calculs et des raison- 
nements sur @ l'intégrale définie qui doit être absolument bannie des calculs 
(c et des raisonnements. N C'est, en effet, ce qu'il fait quelques pages plus 

' 1  loin sur (( l'intégrale définie 1:: 2, dont (c la fonction intégrale - - 
2x4 

(c devient infinie entre les limites de l'intégration. n 

u Soit par exemple, )) dit-il, K l'intégrale 

a La somme des deux interales est nulle, et par conséqiient l'expression 

ly 2, qui en elle-même est indéterminée, a pour valeiir principale zéro. i 

Ainsi, par des calculs et des raisonnements qui (( doivent être absolument 
u bannis, n l'auteur prouve qu'une intégrale qui n'a pas de signification 
c( déterminée, )) a une valeur indéterminée en elle-même )) et dont la valeur 
principale est zéro. Ce que c'est pourtant que de se comprendre! 
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CALCUL I N T ~ G R A L  295 

I L'équation y = - représente une courbe composée de deux branches sy- 
xs 

métriques par rapport & l'origine, et séparées par l'axe des y. 

1 1 L'aire qui va de * a, & + x, a pour expression - - et devient - pour 
2x" O 

x = O : il n'y a rien de plus A chercher ni à dire. L'aire - comprend S,"" 
l'aire infinie qui va de - I à zéro, plus l'aire infinie qui va de zéro & + r. 
Or, par des calculs et des raisonnements faits sur une intégrale définie qui 
(( doit étre bannie absolument des calculs et des raisonnements, n on trouve 
pour la  somme algébrique de ces deux infinis absolus, une valeur indéter- 
minée u en elle-méme, )) mais qui a une valeur principale. 

M. ~ e r t r a n d  énonce, mais ne démontre pas la proposition suivante : 
(( Lorsqu'une fonction devient infinie pour une valeur finie de la variable, 
« sa dériv6e le devient également. Mais la réciproque n'est pas exacte : 
u la dérivée peut devenir infinie lors même que la fonction demeure finie. » 

La raison de cette double propriété peut se tirer de la relation qui existe 
entre les deux fonctions F(x) et Fr(x), en tant que la premiére représente 
l'aire de la courbe dont la seconde exprime l'ordoniiee ; car l'aire F(z) ne 
saurait devenir infinie en restant limitée de toute part. Pour que l'aire F(x) 
devienne infinie, il faut donc que l'ordonnée Ff(x) le devienne d'abord; mais 
l'aire F (x) peut tendre vers une limite finie pendant que l'ordonnée y = F'(x) 
devient infinie. 

L'aire qui s'étend & l'infini entre une courbe et son asymptote, peut être 
comparée B une série composée d'lin nombre infini de termes : elle peut ten- 
dre vers une limite finie, comme la somme des termes d'une série convergente, 
ou devenir infinie, comme la somme des termes d'une &rie divergente. 

a M. Cauchy, n dit Duhamel, a a désigné sous ce nom des inthgrales prises 
u entre des limites qui se rapprochent indéfiniment d'une valeur particulière 
u de la variable, qui rend la  fonction infinie. u 

Par la fonction qui devient infinie, l'auteur entend celle qui est sous le 

signe S. Or, lorsque la fonction F'b) devient infinie, l'intégrale F(z) peut 
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rester finie ou devenir infinie. Par exemple, on a : 

dix: I 
dx - ' i r a ,  -T etJa-=--. (x - a)% x - a  

Par la première égalité, on voit que la valeur x = a, qui rend infinie la 

1 1 - fonction - , rend nulle son intégrale - \/x - a ; tandis que dans la 
\/x-a 2 

seconde égalité, la dérivée et l'intégrale deviennent infinies en même temps 
pour x = a. 

Le plus souvent i l  est trés-facile de reconnaitre si l'intégrale devient infinie 
en même temps que la derivée, et il n'y a rien b demander de plus. Mais 
lorsque l'intégrale n'est pas connue, ne pourraiton pas tirer dz la différen- 
tielle seule la preuve que son intégrale devient elle-même infinie ou reste 
finie ? C'est l'objet que Cauchy parait s'être propoie. en imaginant les inté- 
grales singulières; mais la régle qu'il a fondée sur elles, a le même vice 
d'origine que u l'extension élégante qu'il a su donner b la a règle de l'Hôpital, n 
puisqu'elle est déduite de propriétés illusoires de l'infini absolu. 

a Si l'on suppose F'(a) infinie r continiie Duhamel, 

F'(x) dac sera une intégrale définie singulière, si s tend vers zéro, Le . 
cc p "ant un nombre fini quelconque. n 

Une intégrale est définie quand on y a remplacé la variable par une valeur 
fixe, or tant que « E tend vers zéro, n il varie, et l'intégrale n'est pas définie, 
L'intégrale définie singulière est donc, en effet, bien singulière, puisque c'est 
une intégrale définie qui n'est nullement définie. 

Pourquoi E tend-il sers zéro lorsqu'il lui  est si facile d'y arriver du croup 9 
D'ailleurs si i tend vers zéro, E et ps sont des infiniment petits, et si j'en crois 
les auteurs, ces infiniment petits doivent se négliger devant a qui est fini, et 
même, au  dire de Carnot et C. de Freycinet, cc on a le droit et le devoir 
(( de les négliger pour rétablir la  réalité des choses » 

Sans pousser pliis loin la critique des intégrales singulières, et de leur 
valeur principale, je me bornerai dire que la régle à laquelle on aboutit 

consiste 2 trouver la limite de Ia fraction -?@- pour la valeur x = a qui. 

(A) 
rend les deux termes infinis ; qiiestioi qu'on résout l'&gante extension 
cu. donnée par Cauchy. b la régle de I'Hdpital. >r Or, j'ai assez montré. ce que 
vaut cette a élégante ex tension. a 
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Intégration Immédiate. 

Une fonction quelconque étant donnée, on arrive toujours sûrement à sa 
différentielle au moyen des rbgles connues de différentiation. La question 
inverse, qui consiste A retourner d'une différentielle (i sa fonction primitive, 
présente des difficultés souvent beaucoup plus grandes et même insurmon- 
tables. Lorsque la différentielle donnée est celle d'une fonction simple, le 
tableau de la page 229 présente immédiatement l'intégrale demandée; et 
dans ce cas, on dit que l'intégration est immédiate. 

Intégration par Substitution. 

Après l'intégration immédiate vient l'intégration par substitution, qui 
raméne A l'inlégration immédiate au moyen d'une substitution de variables. 

Par exemple, se rambne B $, en subslituant 2 A e in t  , et 

d l  B cosxdx. Or, l'intégration immédiate donne 

Soit encore 

S s inx  cosxdz. 

En posant a = sinx, d'où da = cosxdx, l'intégrale précédente se trouve 

aa remplacée par f i d i  = -, et donne ainsi 
2 

S 1 sinx cosxdx = - sin", 
2 

. . 

Substitution dans les Limites. 

Relativement aux intégrales définies, il y a une remarque importante 
faire. Il fawt bien comprendre que i a  substitution doit se faire dans les limi- 
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tes de l'intégrale comme sous le signe , et les limites substituées sont S 
déterminées au moyen de la relation établie entre les variables. 

Par exemple, en faisant z = sinx on substitue z dz à sinx cosxdx. S S 
Si l'on a l'intégrale définie sinx cos xdx , il faiidra faire la substitution J? - 

4 

dans les limites d'après la relation r = sinn: , et remplacer ainsi les limites 

X Z X . -  Tc - et - par sin - et sm -, en sorte que l'on aura identiquement 
4 2 4 2 

% - X 

4 
sin - [ s i n r  cosxdx = 

r X  
1 ' zdz. 

X - 
b 

sin - 
4 

Ce serait donc une grave erreur de conserver les mêmes limites aprés la 
suhstitiition des variables, et d'écrire, par exemple, 

L'erreur est manifeste, car a étant un sinus, comment pourrait-il devenir 

égal A a dans i'int6girale LX zd i?  

Il est donc important de ne pas oublier que l a  substitution doit se faire 
dans les limites de l'intégrale, qui sont des valeurs particulières de la 
variable. 

L'erreur qui consiste à conserver, aprés la substitntion , les mêmes limites 
de l'intégrale, peut facilement passer inaperpe, parce que, comme les limi- 
tes données sont des constantes, on peut croire que la substitiition ne doit 
porter que sur les variables. Je trouve le plus bel exemple qu'on puisse offrir 
d'une pareille erreur, dans l'explication d'un paradoxe que l'auteur a qua- 
lifié de paralogisme, en le proposant en ces termes dans les nouvelles annales 
mathématiques de 1874, page 576. 

a. En désignant par m une quantité positive, la substitiition r = xm dans 

da 
a l'intégrale donne le ré&ltat 
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a On a de même, par le changement de m en n,  

(( en sorte que l'on serait conduit A conclure que la valeur de i'intégrale 

est nulle. Or cette concl~ision est inadmissible, car on sait, B n'en pas 
u douter, que l'on a 

« En quoi consiste le paralogisme? » 

Voill donc deux résultats différents pour une même intégrale définie. L'au- 
teur donnant le deuxième comme indiibitable, on ne peut suspecter que le 
premier; cependant le calcul est exact et la substitution compléte, car si les 
limites sont les mêmes dans les intégrales 

1 da 1 x n 4  dx j' 7, Ji O cx, 10g:c et -, log x 

c'est que les relations a=xm et  r=rn donnent 2 =O pour x=o, et 2= i 

pour x = 1. 
Le calcul étant ainsi reconnu exact, le paradoxe ne peut, dane le cas 

présent, comme dans la  plupart des autres cas, venir que de quelque opéra- 
tion faite sur l'infini absolu. 

Or, comme nous l'avons montré tant de fois, on obtient t,out ce qu'on 
veut par des calciils sur l'infini absolu. De la première maniére on obtient 
zero pour la différence des deux intégrales, et de la seconde manière on 

obtient log m; d'une troisiéme manibre on obtiendrait toute autre chose. 
n 

La fonction que représente l'intégrale indéfinie 1 - xm dx n'est pas connue ; 
log x 

mais sans la connaître, on peut affirmer que cette fonclion, comme sa dérivée 

xm 
l o g 7  

devient infinie pour x= r, car il n'y a que l'infini absolu qui ait la 

propriété de conduire à des résultats absurdes ou contradictoires par des 
opérations exactes ; j'enlends par des opérations qui seraient exactes si elles 
étaient faites sur des quantités finies, ou même sur des infinis relatifs. 
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En faisant 2=s! ; d'oh l'on a dz=mxm-ldx, et logz= m loge, on 
obtient identiquement : 

De même en faisant â = xn , on aura identiquement 

et, par suite, 

or, en faisant a = O et b = 1 ,  cette identité devient 

VoilCl un raisonnement et un calcul, qui, A moins de s'appliqiier à l'infini 
absolu, sont incon testablement très-rigoiireux. 

1 (SC-1 - xn-1) dn: m Cependant les auteurs trouvent L logx , 

= log -, par 
12 

un raisonnement et un calcul qu'ils croient aussi parfaitement rigoureux. 

Quand on demande en quoi consiste le paralogisme, on veut dire en quoi 
consiste l'erreur ou le faux principe qui donne, pour une méme intégrale 
définie, deuxvaleiirs di£tërentes, et, par conséquent, contradictoires? comme, 
en proposant la dificulté à résoudre, M. Réalis dit : u on serait conduit à 

conclure que la  valeur de l'intégrale est nulle; or, 

K cette concl&ion est inadmissible, car on sait,-& n'en pas douter, que l'on a 

a 1 (ZT-4 - zn-1) dx - m .  - log -, )) il entend que cette derniére valeur-est 
log x n 

exacte et, par conséquent, que c'est la premikre qui est fausse. La question 
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consiste donc ci. montrer le défaut de la solution qui donne zéro, et non à 

m reproduire celle qui donne log -. 
n 

A vrai dire, les deux soliitions sont exactes ou fausses au même titre, en ce 
qu'elles représentent, l'me et l'autre, la différence de deux infinis absolus, 
qu'il est également absiirde de déclarer égaux ou inégaux. 

Quand on écrit Li = 1 (+ 1) - 1 (- 1), le second membre égale zéro, 

et n'égale pas autre chose, parce que 1 (- I) égale zéro conime 1 (+ 1). Le 
premier membre indique l'aire infinie qui va de l'ordonnée x = - I A l'or- 
donnée x = + 1. Cette aire se compose de deux parties illimitées, quis'kten- 
dent le long de l'axe des y, asymptotique aux deux branches de la courbe. Ces 
deiix parties sont superposables, et l'on pourrait les dire parfaitement égales, 
s'il était possible d'aller jusqu'au bout et d'en faire le tour. Comme elles 
sont composées d'éléments de signes contraires, on pourrait dire que la 
somme de tous ces éléments est nulle, et se flatter d'avoir ainsi justifié la 

formule J+' 1 (+ 1) - 1 (- 11. 
-1 

Mais cette justification de la formule ne pouvait venir à l'esprit d'aucun 
géomètre, parce que, dans l'état actnel de la science, on n'accorde poinl de 
logarithmes réels aux nonbres négatifs. Aussi, nous avons dej8 montré 
comment MM. Briot et Bouquel, dans leur Théorie des Fonctions doublement 
périodiques, ont tiré une autre conclusion en disant : a La différence 

a 1 (+r)- 1(-1), c'est-à-dire (2k+1) 7 c d S ,  donne les diverses valeurs de 
a l'intégrale définie, quand la variable va de - 1 B + I en décrivant diverses 
u courbes dans le plan. Cette remarque a e I é  le point de départ de beaux tra- 
c( vaux de Cauchy sur les intégrales définies. N 

Or, chemin faisant, Cauchy a trouvé que l'intégrale ly $ a pour va- 

leur gbnérale l % et z6ro pour valeur principale; Sans parler de l'intégrale 

singulière, il peut sembler déji assez singulier que n i  la valeur générale n i  - 
la valeur principale ne soient comprises dans u (2 k + I) a \/ - I ,  qui donne 

les diverses valeurs de l'intégrale définie quand la variable va de - I A + 1. r 

1 ~ m - i  dx 1 ~ n - i  d. ;~ L'expression , indiquant , comme 

la différence de deux infinis absolus, on aurait pu tout aussi bien la trouver 
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112 rn indéterminée et l'exprimer par log !! +log -, en ajoutant que log - en 
v n  n 

représente la valeur principale. 

Qnoi qu'il en soit, la vraie explication rationnelle du paralogisme consistait 
ii montrer qu'il résulte de ia propriété de l'infini absolu de conduire h tout ce 
qu'on veut, par des calculs effectiiés siir lui  conformément aux regles 
ordinaires. 

Par exemple, on a identiquement 2n - 2 - - qui  se réduit à 
n ( x - 3 )  x - 3 '  

In 2 2n 2 - = - pour x = 3, et rien n'empêche de dire que le rapport de - à - est n, 
O O O O 

ou un nombre quelconque. 

Comme je l'avais d'abord prévu, une juste explication d a  paralogisme ne 
pouvait être publiée dans les NouveEles Annales : d'abord, parce que la 
distinction entre l'infini absolu et l'infini relatif n'avait pas encore été faite ; 
ensuite, parce qu'une explication fondée sur cette distinction n'aurait pu être 
du goùt des rédacteurs, qui en sont encore u dire que quand x est infini, on 
n'a plus z = x ,  ou x-x=o, et h soutenir que a les deux lermes ne se détrui- 
a sent pas, gdnéralement du moins. » 

Du reste, mon opinion se trouve plus que justifiée par la préférence que 
le rédacteur des Nouvelles Annales a accordée A la solution de M. Allaretti, 
et qu'il a publiée à la  page 227 de l'aimée 1875. Je vais reproduire ici cette 
solution, ti laquelle je joindrai tous les compliments que méritent l'auteur 
qui l'a si bien inventée, et le rédacteur qui l'a si bien appréciée. En voici le 
texte fidkle. 

u 11 est facile, ce me semble, n dit M. Allaretti, de répondre B cette 
a question. 

(( Dans les équations 
1 x m - i  

a les deux premiers membres ne peuvent être supposés @aux, a n'étant pas 
a une variable indépendante, mais une fonction de x, qui est xm dam la 
a premiére équation, et une fonction différente de x  (2=P) dans la  seconde, 
(( en admettant l'inégalité des exposants m et n. 
K Sans cette considération relative à, la variable indépendante, on poiirrait 
arriver b une foule de conclusions du genre de celle qui est rapportée par 

c N. Rkalis. B 
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(( Si, par exemple, dans l'intégrale dz, on pose r = a x ,  il vient 

On a de même, pour z =  hx, 

On en conclurait 

K (6 - a ) L 1 d z = o ,  d'où h - a = o ,  

c'est-&dire que deux nombres quelconques b et a seraient toujours égaux 
entre eux. » 

Tout est A admirer dans cette explication. ' 

Remarquons d'abord que l'intégrale définie F'(z) d r  a une valeur nu- l' 
mérique fixe, qui est absolument la même que celle de F'(x) dx. On l'ob- Ji 
tient en remplacant dans F (x) d'abord x par 1, puis par O ,  et retranchanl 
le second résultat du premier; de cette manibre on voit immédiatement que 

la valeur de l1 dz, comme celle de dx, égale l'unité. Li 
Les jolies égalités 

données par l'auteur, peuvent donc s'écrire : 

I = a = ax, 

I = b = bx; 

or, SOUS cette forme très-simple, leur extrême inexactitude saute aux yeux, 
et en y appliquant l'explication de l'auteur, on verra clairement ce que vaut 
cette explication, qu'il donne pour prouver que u les deux premiers membres 
a ne peuvent être snppos& égaux, N c'est-à-dire que I ne peut être supposé 
égal à I. 

Ainsi, les rédacteurs qui nous ont appris, à la page 90 des Nouvelles Annales 
de 1865, que les égalités x= x, x - x = o  lie sont .pas exactes quand x est 
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infini, que u les deux termes ne se détruisent pas, généralement du moins, a 

publient ii. la page 228 des mêmes Nouvelles Annales de 1875, les égalités 

I = a = a x ,  

données comme nécessairement exactes, pour des valeurs quelconques 
de a, b, x. 

L'auteur dit : u Les deux premiers membres a (qui sont I et I) u ne peuvent 
« être supposés &aux. n 

Pour dire que I n'égale pas 1, même que 1 ne peut élre supposé égal à r, il 
faut venir d'un autre monde. 

u Ces deux termes, D dit l'auteur, a ne peuvent être suppos6s égaux, a 
« n'étant pas une variable indépendante, mais une fonction de x, qui est 
u xm dans la première équation, et une fonction différente de x, (r=xn) dans 
« la seconde, en admettant l'inégalité des exposants rn et n. 

On peut bien supposer z fonction de tout ce qu'on voudra, on aura inva- 

riablement Ji dr = r. Ainsi, Bcrire Ji dr  au Ji dx,  c'esl écrire r en ca- 

ractéres plus ou moins intelligibles pour le  lecteur, en sorte que les deux 
relations 

ne peuvent pas signifier autre chose que 

I = b = bx. 

On peut bien, si l'on veut, substituer ao ou bx à r, dans l'intégrale dr ; 

mais la substitution, pour être complète et exacte, doit se faire aussi dans les 

1 limites. Or, en faisant r=r dans les relations a=ax et r = bx, on a x = - 
a 

1 et x= %; en sorte que les équations absurdes 
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doivent être remplacées par les suivantes : 

qui sont exactes, puisqu'elles se réduisent à. 

Lorsque j'ai eu montré, CI 1s rkdaction des Nouvelles Annales, les erreurs 
grossiéres de la solution de M Allaretti, M. Brisse convint que cette solution, 
(A laquelle il avait donné la préférence), a renferme des erreurs manifestes 
u qiii interdisent toute conclusion. » Alors se croyant obligé d'opérer lui- 
mème, il publia sons son nom la solution suivante, li la  page 370 de 
l'année 1875 : 

ri 1 
u Dans l'intégrale - , la fonction - reste finie pour les valeurs 

r O  log r 

de 2 comprises entre zéro et r ,  mais devient infinie pour r = 1. Dans ce 

cas, si l'on désigne par r une quant,ité positive, I'inlégrale Li & est, 

par définition, la limite ver3 laquelle tend -, quand e tend vers 
6"1$ 

zéro. 

a Faisons dans cette intégrale les deux substitutions z =a?, z = zn , la 
limite inférieure restera la même; mais la limile supérieure changera, 
et l'on aura, en toiite rigueur, 

m- n- 
(( Soit m 7 n ,  il en résultera 41-r > d ~ - e ,  et l'équation 
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pourra s'écrire 

R L'intégrale du second membre rentre dans la catégorie de celles que 
Cauchy a appelées intégrales définies singulières, et sa valeiir est, d'aprks la 
rbgle qu'il a donnée, 

5- m 
(( (5-1) - log-. log[ n 

n- */- 
u 5 étant compris entre VI - E et VI- O. Les deux membres, étant Qgaux 
quel que soit E ,  auront des limites égales; E tendant vers zéro, 5 tend 
alors vers I , et la rbgle de l'Hôpital donne 

m 
u log- 

n 

pour la valeur du second membre, qui ne se réduit A zéro que si rn = n . n 
Tout d'abord L'auteur dit : rr l'intégrale 1' * est, par ddfinition, la 

O log2 

limite vers laquelle tend -, quand E vers zéro. n Or, commo 

1-E dz - ne tend vers ancune limite, voilti que je commence par ne pas 

comprendre la définition. 

Dans l'énoncé même de sa question, M. Réalis domontre que la valeur 
a de l'intégrale 

(x- - xn-4) dx l logx 

a est nulle, r, et il admet qu' a on sait, à n'en pas douter, que l'on a 

Ce qui fait dire A l'auteur qu' (( on le  sait, d n'en pas  doute^-, D c'est que les 
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meilleurs traités de calcul intégral le demontrent trés-explicitement. Voici, 
par exemple, la démonstration du Cours d'Analyse de Duhamel : 

1 
u Si I'on part de l'intégrale XP dx = - , etqu'on intégre ses deux 

m+1 

u membres par rapport à m entre deux valeurs m et n ,  on obtient 

Le calcul intégral de Cauchy, rédigé par l'abbé Moigno, donne la démons- 
tration ;Z peu prés dans les mêmes termes, que voici : 

« Comme on a généralement pour des valeurs positives de m,  

1 xm-i dx = -, on en conclut, en multipliant les deux membres par 
m 

u d m ,  et en intégrant par rapport à m ii partir de n ,  

M. Bertrand donne aussi la même démonstration en disant : 

a On a évidemment 

.« On en déduit, en multipliant par dm, et intégrant par rapport (1 m entre 
les limites m et n 

Tout individu capable de copier une de ces trois démonstratious, aurait 
ainsi présenté une solution préferable ii celle qui a et4 publiée sous la signa- 
ture de M. Brisse, non-seulement parce que celle-ci est plus longue et plus 
cornpliquke; mais surtout parce qu'elle est plus incompléte en ce sens que le 
point le plus obscur y est présenté sans démonstration, puisqu'on dit, sans 
le démontrer, que u la valeur de 

La théorie qui donne aux nombres négatifs les mêmes logarithmes qu'aux 
nombres positifs, serait confirmée par l'exemple que nous venons de discuter, 
comme par l'exemple de l a  page 282, oh nous avons vu que la courbe 
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1 y= - , représentée par la figure 17, se compose de trois branches séparées 
I-x3 

par leurs asymptotes. Or l'intégrale 1 *, qui représente l'aire de la 
1-x 

courbe, ne s'applique qu'A la branche du milieu quand on n'accorde point de 
logarithmes aux nombres négatifs, tandis qu'elle s'applique également et 
aussi parfaitement aux deux autres branches, quand on accorde aux nombres 
négatifs les mêmes logarithmes qu'aux nombres positifs. 

xm La courbe qni représente la fonction y = - de la question proposée 
log x 

par les Nouvelles Annales, se compose pareillement, dans notre thkorie, de 
trois branches séparées par les droites X = I  et x=- r, qui en sont les 
asymptotes; tandis que la théorie qui refuse des logarithmes aux nombres 

xm négatifs, supprime par le fait, dans la courbe y = - toute la branche 
log x ' 

de gauche et la moitié de la branche du milieu. 

Ainsi, dans l'exemple cité plus haut, la théorie défectueuse supprimait 
l'aire de la moitié de la courbe; tandis que dans l'exemple actuel, elle sup- 
prime la moitié de la courbe elle-même. 

Dans la théorie qui rejetterait non-seulement les logarithmes des nombres 
négatifs, mais les nombres négatifs eux-mêmes, en disant, comme M. Bertrand, 
qu'ils ne reprisentent rien, ou, avec Duhamel, qu'ils représentent des choses 
qui ne sont pas des grandeurs, la parabole y = xe serait réduite de moitié : 
elle se terminerait à l'origine, où elle présenterait un point d'arrêt. 

C'est ainsi que dans la théorie incomplète cles logarithmes, la coiirbe 

x"' y=- 
log x 

se trouve réduite de moitié et présente un point d'arrêt l'origine. 

L'intégrale définie indique l'aire de la branche qui part de 

l'origine et s'étend S l'infini le long de son asymptote X=I .  Cette aire étant 
infinie, il est absurde de dire que c'est u la limite vers laquelle tend 

'4-E xm dx 
a / -, quand r tend vers zéro. n . O 1 % ~  

1 2"' d z  
De même l'intégrale définie Li:ndx indique , comme un 

O log= 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CALCUL INTEGRAL 

infini absolu, et demander la valeur de l'expression 

c'est demander la différence de deux infinis absolus : la question est donc 
absurde. 

Mettre cette différence sous la forme 

c'est faire uiie opération absurde sur des infinîs absolus. Mais l'expression 

une fois donnée, ce n'est plus une question absurde d'en demander la valeur 
numérique. 

xm 3?' I Les fractions - et - se réduisent, Z'iine et l'autre. li. - pour x= 1, 
logx log2 O 

et il est absurde de les dire égales ou inégales; tandis que, pour X=I, la 

xm - .xl) fonction - se réduit à o; elle est donc indéterminée, et ce n'est 
log x O 

point la limite, mais la valeur principale de cette fraction qui est A consi- 
dérer. 

Si de~ix infinis pouvaient être dits égaux, ce seraient bien les espaces 
infinis compris entre des parallbles équidistantes. 

Dans la célébre démonstration de Bertrand de ~ e n h e  sur le postulalum 
d'Eiiclide, ces espaces sont admis comme égaux, et ce point n'a jamais été 
conteste par personne, si ce n'est par Duhamel, qui, dans sonCows d'Analyse, 
s'exprime de la manière suivante : 

Si l'on mène dans un plan des parallhles équidistantes, il est absurde de 
« dire que les espaces infinis renfermés entre les parallèles consécutives 
(( sont égaux. Mais si l'on cherche les rapports de ces espaces croissant indé- 
a finiment, on trouve un résultat complétement indéterminé; car on peut 
u faire croître indéfinimelit les longueurs de deux de ces bandes, en établis- 
a sant entre elles un rapport arbitraire; et l'on ne trouverait le rapport de 
a ces bandes infinies égal A l'unité que dans des cas trés-particuliers. » 

Si Duhamel s'en était tenu à. ce principe, au lieu de se laisser éblouir par 
l'éclat des u beaux travaux de Cauchy, )) il n'aurait pas fait tant de cas de sa 
découverte des valeurs générales, principales ou singulières des intkgrales 
définies indhterminées. 
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Cauchy dans ses a beaux travaux sur les intégrales définies, D et les çéo- 
métres qui ont accepté ces beaux travaux comme du pain bénit, donnent 

1 k pour la  valeur générale de l'intégrale définie [ y  $, c'est-A-dire pour 
C - 
1 l'expression générale de l'aire de la courbe y = - (fig. 19) comprise entre 
m 

les ordonnées A'B' et AB, correspondant à x = - I et x x:= + I. 

Fig. 

Y 

in. 

I 

Or cette aire se compose de celle qui va de A'B' à l'axe des y, et de celle 
qui va pareillement de AB au même axe des y. Chacune de ces deux aires 
aurait pûur expression 1 (O), s'il n'était absurde de vouloir exprimer l'infini 
absolu, en sorte que 2 1 (O) représenterait leur somme, et zero leur différence, 
s'il n'etait absurde d'ajouter ou de retrancher deux infinis absolus. A plus 

forte raison es t i l  absurde de donner 1 - pour valeur générale de c$. 
Les éléments qui vont de A'B' i l'axe des y sont négatifs, tandis que ceux 

qui vont de l'axe fies y h l'ordonn6e AB sont positifs, en sorte que leur som- 

me algébrique, indiquée par $+' $, exprimerait, en réalité, la différence 
-1 

des deux aires séparées par l'axe des y, s'il n'etait absurde de vouloir expri- 
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mer la  différence de deux infinis absolus. Ces deux aires sont superposables, 
et l'on pourrait affirmer qu'elles coïncident dans toute leur étendue ou que 
leur différence est zbro, si, pour s'assurer de leur complkte coïncidence, i l  
était possible d'aller jusqu'au bout et d'en faire le tour. Mais s'il est absurde 
de dire que leur différence est nulle, C1 plus forte raison est-il absurde de 
dire qu'elle a toute autre valeur, générale ou principale. 

Chaque fois que pour une valeur a de x, F(a) devient infinie, l'aire indi- 

b 
quke par la F'(z) dx est infinie, de même que l'aire indiquée par Fr (z) dx, 

et si a est compris entre a et b, l'aire indiquée par F'(x) dx est la somme Lb 
ou la différence des deux aires, suivant que des deux côtés de x = a ,  les 
valeurs de F'(x) sont de signes semblables ou differents. Dans le premier cas 
on dit que l'intégrale définie est infinie, et dans le second cas on la dit inde- 
terminée, parce qu'en effet, suivant la maniére dont on conduit le calcul, on 
peut trouver tout ce qu'on veut en retranchant deux infinis absolus l'un de 
l'autre, et, pour la  valeur générale de l'intégrale définie indéterminée, on 

P I* pourrait trouver aussi bien tang - que 1 - . 
Q v 

P P Pour prétendre que tang - n'est pas aussi bien l'intégrale générale que 1 - , 
C! 

\ il faudrait dire ce que représente l'intégrale gthiérale. De même, lorsqu on 
prétend que zéro est la valeur pfincipale de l'intégrale définie 

il faudrait avoir dit ce que représente la valeur principale. Quand on ajoute 

b que 1 - est Ia valeur principale de l'intégrale définie 
a 

0 b dire poiirquoi c'est plutat 1- que 1- ; car les limikes étant b et - a ,  
a - a  

la formule donne directement l b  - 1(- a). Si donc on substitue 1 a 
1(- a), c'est qù'oii entend que 1(- a )  égale lu; ou, Ç i  1'011 n'admet 
pas que l(- a )  = 1 a, il faut bien qu'on dise par quel artifice on transforme 
l f - a )  en l a .  
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x si nous co~~struisons la  courbe représentée par l'équation y = - 
1082' " 

l'intégrale f indiquera l'aire infinie comprise entre la branche OAB 

(fig. 20), l'axe des x, et l'asymotote GH. Il'en est de même de l'intégrale 

1 xJ dx - , se rapportant à la branche 

OA'B' de la courbe représentée par 

xs l'équation y= -. 
log x: 

Ces deux aires étant infinies, on peut 
toujours prendre dans la secoilde une 
aire égale à. une autre aire finie quel- 
conque prise dans la premiére. 

Par exemple, si i'on prend Oa=a, 
l'aire OAa sera indiquée par 

- 
De méme si l'on prend Ou' = \ / a ,  

l'aire OAa' sera indiquée par 

et ces deux aires sont égales, puis- 
qu'en substituant z2 a a dans l'intégrale 

a xdx 

on obtient identiquement - 
a xdx a x3dx 

Ainsi, les deux membres de cette identité représentent deux aires constam- 
ment égales, qui se terminent B deux ordonnées dont la distance B l'asymptote 
tend vers zéro lorsque a tend vers I. Donc ii la limite elles sont égales, en 

sorte qu'on a 

En quoi consiste le paralogisme, c'est-à-dire le défaut du raisonnement 7 
Il consiste B passer B la limite quand il n'y a point de limite, comme le fait 
l'auteur en disant : 
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a L'intégrale 1' * est, par défînition, la limite vers laquelle tend 
log a 

1-r dz quand r tend vers zéro. n 

L9intégrale Sa (x3-x) dx indique l'aire comprise entre les deux cour- 
logx 

bes et l'ordonnée Au, aire dont la limite est donnée par la formule 

~i (xm-4- xn-1) ,Jx - m J. logx 
- log-, 

n 

qui devient ici 

Ji i,;; = log 2, 

Nous ajouterons, comme auraient, dû le faire les auteurs de la question et de 

la solution, que la formule n'est plus exacte lorsque logx et log In ne dési- 
n 

gnent pas exclusivement des logarithmes népéiiens. Dans tout autre système 
on a 

m log - 
n d x =  -, 

log' e 

Dans le dernier exemple que nous venons de traiter, comme dans tant 
d'autres que nous avons discutés dans le présent ouvrage, le paralogisme ou 
le faux raisonnement consiste dqns l'opération exécutée sur lïnfini absolu. 
Or tout raisonnement fait sur l'infini absolu porte nécessairement sur quelque 
fausse propriété qu'on lui prête. 

' xcZx étant den infinis absolus, vous demandez la 

valeur de leur difference, que vous commencez par mettre sous la forme 

Li (x3i,,"r. Or cette premibre transformation constitue une opérahion 

sur l'infini absolu ; e t ,  par conséquent, ce premier pas est un faux pas. Une 
fois que ce premier pas est fait, on peut supposer x=r dans la fraction 

x3-x , qui, se réduisant à o, devient indéterminée, mais dont la valeur 
log x O 

principale correspond à la limite de la surface comprise entre les deux 
branches de courbe. 
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I zn-I 
dx - 1 - d x  

log x loga 

étant un faux pas, le paralogisme consiste A regarder ces deux exprejsions 
comme identiques. 

Soit encore l'intégrale tangxdx, qu'on peut écrire S 
En substituant a ii cosn:, d'où da = - sinxdx, l'intégrale proposée se 

change en 

ce qui donne enfin 

S tangxdx = - 1 cosx. 

L'équation y = tangx représente une courbe composée d'une infinité de 
branches identiques, qui coupent l'axe des x aux points donnes par la for- 
mule x = n r, dans laquelle n désigne un nombre entier quelconque positif 
ou négatif, et qui sont séparées par leurs asymptotes, déterminées par la 
formule 

m=(2n+1) 7C 2' 
Ainsi, la premiére branche, qui passe par l'origine, est comprise entre Ies 

r X 
parallèles x = - et x = - -, qui lui sont asymptotiqnes, b première du 

2 2 

côté des x gositifs, et la seconde du cdté des x négatifs. 
Toutes ces branches sont siiperposabies, et il est évident que leurs aires 

comprises entre des ordonnées égales sont égales. 
L'équation 1 cosx = O est satisfaite par toutes les valeurs de x qui don- 

nent cosx = * r , et qui sont comprises dans l'expression 92 x , c'est-A-dire 
pour tous les points où l'axe des. x est coupé par la courbe. 

Ainsi, pour toule valeur de x se rapportant à une branche quelconque de 
la  courbe, la fonction - 1 COS= représente l'aire de cette branché; B partir 
du point où elle coupe l'axe, jusqu'A I'ordonnée correspondant h cette va- 
leur de x. . 

La valeur de - 1 cosx ne peut être que positive, parce qu'en effet, en par- 
tant du point où une branche coupe l'axe des x, les deux facteurs de tangxdx, 
sont positifs d'un cdté de ce point, et nijigatifs de l'autre cbté. 
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Prenons RA = RA', et soient 0.4 = a ,  OA' = a' (fig. 21) ; il en résulte 

Fig. 21. 

COS a = COS a', et par conséquent tangxdx = o. Mais voici le cas emliar- L: 
rassant : pour tout point de la branche B'RB, et en général, pour tout point 
d'une branche de rang pair, en partant de celle qui passe par l'origine, la 
valeur de cosx est négative, et, par conséquent, l'aire bien réelle de cette 
branche, est représentée par - 1 cosx, qui, d'aprbs les géométres, n'a qiie 

P 
des valeurs imaginaires, puisque cosx est négatif de 5 A 3 T. 

2 
Ainsi en cet exemple, comme en tant d'autres, l'analyse se plalt et s'obstine 

à contredire la thdorie des geomktres qui refusent toute espéce de logarithmes 
réels auunombres négatifs. Nais, est-ce la science qui a tort de ne pas confor- 
mer ses résultats aux théories des savants, GU les savant* qui ont tort de ne 
pas conformer leurs théories aux résultats de la science Y 

Quoi qu'il en soit, pour se tirer d'embarras, les géomètres ont ici Q leur 
disposition les logarithines imaginaires, les constantes arbitraires et les w- 
phismes non moins arbitraires. Danc, par l'emploi de tous ces moyens, ils 
arriveront à quelque chose qui, pour représenter Paire RAB, ve sera pas 
- 1 cosa, puisque justement ils cherchent autre chose. Ils trouveront donc 
- 1 ( -cos a), bien plus forts en cela que l'analyse qui s'obstine à donner 
- 1 cos a pour lous les cas. 

Mais, si, en trouvant - 1(- cosa), tandis que l'analyse donne - 1 cos a, 
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leur résultat est exact, qu'est-ce que cela prouve? si non que 1 cosx=l(-cosx), 
et qu'ils finissent ainsi par où ils aiiraient dû commencer en reconnaissant 
que deux nombres égaux et de signes contraires ont identiquement le même 
logarithme ? 

Soit enfin 
dx 

1 VZ. arcs insa  
En faisant 

x = arc sin x, 
d'où 

l'intégrale proposée devient 

Dans cet exemple, nous désignerons les logarithmes népériens par log., et 
ainsi nous aurons : 

d x  = log arc sin x. J 4~ arc sinx 

Si l'on construit la courbe 

on la trouve composée d'une infinité de branches érhelonnées au-dessus 
comme au-dessous de l'axe des x, et comprises entre les deux paralléles 

qui sont l'une et l'autre asymptotiques b chaque branche. Il n'y a d'excep- 
tion que pour la premiére branche en haut, et la premiére en bas, pour 
lesquelles l'axe des y est une des deux asymptotes. 

Les branches situées au-dessus de l'axe des x se rapportent aux arcs posi- 
tifs, et les branches situées au-dessous se rapportent aux arcs négatifs. 

L'in tégrale 
log arc sinx 

devient nulle pour l'arc égal à + 1, qui répond à 

et pour l'arc égal à - I ,  qui répond à 
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En prenant OA = 0,84, et OA' =- o,86 (fig. 221, l'aire exprimée par 

Fig. 22, 
log arc s inx  partira de AB quand 
elle s'arrêtera à l'ordonnée d'une 
branche située au-dessus de l'axe 
des x, et  elle partira de A'B', quand 
elle s'arrêtera à l'ordonnée d'une 
branche sitiiée au-dessous du même 
axe. 

Pour x = o ,  o n a  
log arc s inx  =-m, 

ce qui prouve que l'aire qui s'étend 
i l'infini le long de l'axe des y, est 
elle-même infinie; mais l'aire qui 
s'étend & l'infini le long des deux 
autres asymptotes a unelimite finie. 

Maintenant cherchez ce que re- 
présente l'intégrale log a lorsque a 
désigne un arc quelconque, positif 
ou négatif. Si vousne le trouvez pas, 
vous aurez toiijours la  ressource de 
dire, avec M. Bertrand, que (( la for- 
(( mule n'a plus aucun sens, aucune 
« signification déterminée, qii'elle 
« ne représente plus dansce cas ni 
« l'aire de la courbe, ni la somme 
u des accroissements de la fonction; 
« qu'il n'est pliis permis de regarder 
« l'accroissement total comme la 
« somme des accroissements par- 
« tiels, etc. n 

Pour que la formule ait un sens, 
i l  faut découvrir celui qu'elle a, et 
ne pas vouloir l'ajuster& celui qu'on 
se figure qu'elle devrait avoir. 

Supposons d'abord que l'arc a soit positif et corresponde L l'ordonnée NN; 
l'aire représentée par log a est celle qui serait balayée par l'ordonnée AB , 
dont le sommet B monterait d'abord & l'infini sur la premibre branche BC, 
jusqu'à l'asymptote XH , passerait de là sur la seconde branche DEF pour 
la parcourir en entier juqu'A l'asymptote X'H', et reviendrait ensuite sur la  
troisiéme branche PNQ, jiisqu'au point N. 
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En second lieu, que représentera loga quand a est négatif ? Dans la 
théorie ordinaire des logarithmes, log a sera imaginaire, et pourtant il est 
Bvident que l'aire de la courbe est bien réelle. Il ne suffira donc pas de dire, 
avec M. Bertrand, que « dans ce cas la formule n'a plus de sens; qu'elle n'est 
u plus applicable, et ne représente plus l'aire de la courbe; » i l  faudra bien 
alors trouver une formide qui ait un sens, qui soit applicable, et représente 
l'aire de la courbe. 

Or, s i  après des tours et des detours, si par le moyen de logarithmes imagi- 
naires, ou si il force d'artifices de calcul, on trouve log (-a), au lieu de log a, 
pour l'expression de  l'aire, qu'est-ce qu'on aura prouvé, si non que 
log(-a) = loga  ? 

Int4gration par Parties. 
La formule 

U V  = udv + vdu, 

établie a la page 206, se transforme, par l'intégration, en 

d'oh l'on tire 

Cette derniére formule montre que, si l'intégrale vdu est plus facile S 
A trouver que l'intégrale udv , la recherche de celle-ci se ramènera A la S 
recherche de l'autre, en remplagant Judv par uu - l a d u .  

Supposons, par exemple, qu'on ait à calculer x cos *da. On prendra x S 
pour u ,  et cosxdx pour d u  ; par suite, du  sera dx  et v sera sinx. On aura 
ainsi : 

S x cosxdx = x sinx - sin zdx, 

et, puisqu'on a 
S 

sin xdx = - cosx, 

on obtient enfin 
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Prenons encore pour exemple l'intégrale 1 1  x d z .  

En rempla$ant 1 x par u ,  et x par v , on aura 

Piiisque 1 (+ x )  = 1 (- x), la courbe y = l x  est symétrique par rapport 
à l'axe des y. 

Comme 1 x = O pour n: = + I et pour x = - r, la courbe coupe l'axe des 
x aux deux distances + r et - I de l'origine. 

L'aire représentée par l'intégrale x ( l x  - r) part de l'une quelconque des 
racines de l'éqnation x ( l x  - 1) = O ,  qui est satisfaite pour x = + e 

et pour x = - e. 
Maintenant que devient la valeur de x ( l x  - r) = x lx  - x, pour x=o?  
D'abord le second terme s'annule, et le premier terme :c 1 x prend, comme 

disent les auteurs, la forme indéterminée O X cc, e t  pour en trouver la vraie 

CC valeur, on transforme x 1 x en - , afin d'y d'appliquer la régle de l'H6pi- 
1 - 

l x  
ta1 ; ce qui, d'aprés Duhamel, conduit à la formule 

u lim F (3) f (x) = - lim F W f '  @)a 
F' (a.) 

Pour appliquer cette formule à notre exemple, nous remplacerons f (x) 
par x , et F (x) par 1 :c; nous trouverons ainsi l i m x  l x  = - lim x 12x. 
Ce qui veut dire que les deux membres de l'égalitd x l x =  x l'x, qui se 
réduit à I = 1 x , deviennent égaiix pour x = O, et  qu'ainsi le logarithme 
de zéro est égal B I. Il me semble que l'absurdité. de ce résultat prouve 
bien la fausseté de la règle. 

Pour résoudre la question B ma maniére, et sans la règle de l'H6pita1, je 
dis qu'on ne peut pas faire x = O dans log x, et que  par suite x log x ne 
peut pas devenir O X a, ; ce qui n'empêche pas x log x de tendre vers une 
limite quand a: tend vers zéro. Or, j'ai assez prouvé que la règle de l'H6pi- 
ta1 et a l'extension élégante que Cauchy a su donner B cette règle, n n'ont 
rien à faire dans les questions de limites. 

Du reste, il est très-facile de se passer de l'une et de l'autre dans la ques- 
1 - n  

tion actuelle, car quand x égale -, logx 3 - n, et x logx = - . 
IO" 10" 
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Or, en faisant seulement n = roo, on aura 

1 x log2 = - - 
1og8 

dont la valeur est extrêmement près de zéro; ce qui prouve bien que la 
limite de x logz est zéro. La limite zéro pouvant figurer au nombre des 
racines de l'équation x (1 x - I) = O , i l  s'ensuit que x ( l x  - 1) représente 
l'aire de la courbe, A partir d'une quelconque des trois valeurs 
x = o ,  x = + e ,  x = -  e , jusqu'à la valeur arbitraire donnée i e. 

Soient ( f ig .  23)  O R = r ,  OE=e, OA=a, OR1=- I ,  OE'=- e ,  
0 . 4 ' ~ -  a. 

L'expression a (1 a - 1) représentera la valeur de chacune des trois inté- 

grales définies la 1 xdx ,I 1 xdx , Le 1 zdx.  

De même, l'expression - a [l(- a) - ;] représentera la valeur de chacune 

des trois intégrales r 12d33,L-' 1 xdx ,La l z d z ;  et. comme 1(-a)=la, 
' O 

il s'ensuit que la valeur des trois premières intégrales et celle des trois 
derniéres sout égales, mais de signes contraires. 

Puisqu'on a l  1 xdx = O ,  cela prouve que l'aire REF égale la limite de 

l'aire ORC , qiii se prolonge A l'infini le long de l'axe des y ; mais que les 
éléments de ces deux aires sont de signes contraires, puisque leur somme 
totale égale zéro. 

FIN.  
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