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MEDAGLIA GUCCIA. 

In occasione del IV0 CONGRESS~ INTERNAZIONALE DEI MATEMATICI, che si t e r r a  in Roma 
nell'anno 1908, il Circolo Matematico di Palermo conferirà un premio internazionale di 
Geometria. Questo premio, chiamato « M E D A G L I A  G U C C I A B  (da1 nome del suo fonda- 
tore),< consisterà in una medaglietta e d  in una somma di lire 3000 in oro. 

E noto che, dopo i lavori a i  quali di8 luogo il Premio STEINER conferito ne1 1882, l a  
teoria delle curve gobbe algebriche é s ta ta  alquanto t rascurata ,  e che anche i grandi pro- 
gressi- della Geornetria moderna, conseguiti con metodi sintetici, O algebrici, O funzionali, 
han lasciato in disparte codesta teoria: di guisa che le  questioni fondamentali ~ h e  erano 
s ta te  poste nei lavori citati, ed al t re  ancora che si potrebbero porre, non sono s tate  og- 
getto di lavori ulteriori. S e  poi si passa dallo spazio ordinario agli spazi superiori, sor- 
gono p e r  l e  curve algebriche (in particolare p e r  l a  loro classificazione, per  10 studio delle 
curve canoniche di genere dato, ecc.) numerose e importanti questioni, delle quali nessuno 
si b ancora occupato. D'altra parte, s i  conoscono ben poche proposizioni sulle curve gobbe 
algebriche ottenute limitandosi a l  campo reale, ovvero a un campo razionale dato. 

Ispirandosi a queste considerazioni (ma senza voler limitare, in alcuna guisa, i pro- 
blemi e i metodi di ricerca), il Ci~colo Matematico di Palermo, conformemeiite alle inten- 
zioni del fondatore del premio, conferira l a  « M E D A  G L I A  G U C  C I A  » a 

una Memoria che farà fare un progresso essenziale alla 
teoria delle curve gobbe algebriche. 

Ne1 cas0 in cui, f ra  i lavori inviati a l  concorso, nessuna Memoria relativa a questa 
teoria fosse riconosciuta degna del premio, questo potrà  essere aggiudicato a 

una Memoria che farà fare un progresso essenziale alla 
teoria delle superficie, O altre varietà, algebriche. 

L e  Memorie destinate a l  concorso dovranno essere : inedite, redat te  in lingua italiana, 
O francese, O tedesca, O inglese, e scritte tranne che per  le  formole) con l a  macchina da 
scrivere. Munite di una epigrafe, esse dovranno pervenire, in t r e  esemplari, a l  Presidente 
del Cir-colo Matematico di Palenno prima del Io Luglio 1907, accompagnate 
da  un plico suggellato portante sulla busta l'epigrafe adottata e nelllinterno il nome e 
l'indirizzo dell'autore. La Memoria premiata s a r à  inserita nei « Rendiconti>,, O a l t ra  pub- 
blicazione, del Circolo Matematico di Palewno. L'autore ne ricevera 200 Estratti .  

Qualora nessuna delle Memorie presentate al concorso fosse ritenuta degna del premio, 
questo potrà essere aggiudicato a una Memoria, sulle teorie anzidette, che venisse pub- 
blicata dopo la  pubblicazione del presente programma e pr ima del l0 Luglio 1907. 

Il premio s a r a  conferito da1 Circolo Il'latematico di Palermo in conformita a l  giudizio 
di una Commissione internazionale di t r e  membri, composta dei signori : 

Prof. MAX NOETHER, dell'università di Erlangen, 
» HENRI POINCARÉ, dell'università di Parigi, 
» CORKADO SEGRE, dell'Universita di Torino'. 

L a  le t tura  del rapport0 della Commissione, nonchb la  proclamazione del nome del- 
l'autore premiato ed il conferimento del premio si faranno in Roma ne1 1908, in una se- 
duta  del lVo CONGRESSO INTERNAZIONALE DEI MATEUTICI. 

I 

Palermo, il 1" novembre 1904. 
11 Presidente del Circolo Matematico d i  Palermo 

M. L. A l b e g g i a n i .  
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Singular trajectories 
in the restricted problem of four bodies. 

(By E. O. LOVETT, at Princeton, New-Jersey.) 

T h e  restricted problem of three bodies has occupied a prominent place 
in recent researches in celestial mechanics. I t  may be formulated as follows: 
Two bodies, S and J, revolve round their coinmon centre of gravity in cir- 
cular orbits under the influence of their niutual attraction (that is, constitute 
an exact solution of the problem of two bodies). A third body P without 
mass (that is, such that i t  is attracted by S and J, but does not disturb 
their motion) moves in the same plane as S and J. The restricted problem 
of three bodies is to determine the motion of P. 

A corresponding particular problem of four bodies has received some 
attention (*). It has to do with the motion of an infinitesimal body in the plane 
of three finite bodies which are in motion according to one or the other of 
the Lagrangian exact solutions of the  problem of three bodies, and attracted 
by each of them according to Newton's law, but itself incapable of affecting 
their motion. The  problem of the motion of the infinitesimal body might be 
called a restricted problem of four bodies, distinction between the Lagrangian 
solutions being made where necessary. 

PAINLEV~ has . shown that in the general problem of three bodies the 
motion is regular as  long as there are no collisions. The theorem applies a 
fortiori to the restricted problem of three bodies. A corresponding theorenl 
does not hold when the number of bodies is greater than three, as YAINLEVI? 

(*:) MOULTON, Particular solutions of  the pvoblem of four bodies. Transactions of the 
American Mathematical Society, Volume 1, 1900, pp. 17-29. 

LOVETT, Periodic solutions of the probtem of  fou^ bodies. Cambridge Quarterly Journal 
of Mat~iematics, Volume XXXV, 1903, pp. 116-155. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  torno XT. 1 
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2 L O ve t t : Singulur tî.ajectories 

has proved, but a similar tlieorem does obtain for the restricted problem of 
four bodies as defined above. 

I n  a recent Mernoir (*) LEVI-CIVITA has studied the singular trajectories 
of the restricted problem of three bodies, that is those on which' collisions are 
possible. By  slight modifications bis annlysis becomes directly applicable to 
the restricted problem of four bodies. The  writing of this parallel is the ob- 
ject of this note, confining attention to that case of the problem in which 
the finite part of the system consists of three bodies of any masses a t  the 
vertices of an equilateral triangle. Among the conclusions reached is a cu- 
rious exception to that theorern of PAINLEVÉ which affirms the transcendental 
character of the conditions for collision in the problem of n bodies when the 
masses of three or more of the bodies are different from zero. 

Let  P,, P,, P, be three bodies of masses m,, m,, m, respectively, at 
the vertices of an equilateral triangle, turning with uniform angular velocity 
nbout their oommon centre of gravity. Let P be a fourth body of zero mass 
situated in the plane of the triangle. Let  the units be so chosen that the 
sum of the masses is unity, the angular velocity unity, and the side of the 
equilateral triangle unity. 

Putting 

PiP==r;, ( i = l ,  2, 3), <Pz Pi P=O, 
we have 

(1) 

The equationa of motion of P relative to a system of rectangular axes 
rotating uniformly about the centre of gravity of the finite bodies and with 
their common angular velocity are 

where 

and the primes indicate derivations with respect to the time. 

(*) LEVI-CIVITA, Traiettorie singolari ed urti ne2 pî.obtema ristretlo dei h0e corpi. An- 
nali di Matematica, Tomo I X  della Serie III, pag. 1-31. 
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the rest t . ic ted problenz o f  four bodies. 3 

Let us transfurm the latter equations to parallel axes whose origin is 
a t  Pi. The  forinulae of transformation are 

accordingly the equations of motion become 

Introduce now the polar coordinates (Y,, 8) by means of the relations 

x = ri COS el y = ri sin O ,  (8) 

and the last equations assume a form analogous to that of LEVI-CIVITA 

where , 

T o  transform the latter to canonical form we put as does LEVI-CIVITA 

the equations of motion then become 

where 
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4 L o v e  t t : Singular trajectories 

The  last equations may be written 

in which 

the latter fuiiction may be written 

on putting 

The canonical variables R , ,  O have simple interpretations identical with 
their meanings in the three body problern, the former is the derivative of 
the radius vector and the latter is twice the absolute areal velocity. 

The motion being regular except in case of collision, singularities can 
occur only when for t  tending bo a finite limit t ,  we have r , ,  T,, or r, zero 
in the limit. Evidently no two of these limiting values can occur simulta- 
neously, since we have either of the following three simultaneous limits : 

Since tlie three bodies P, , P,, P3 play symmetrical rôles in the problem 
it will- be sufficient to consider the first case alone. 

It is Our object now to study the real trajectories (8 )  of the system (14j 
upon which for a certain arbitrary value t ,  we have 

On suitably modifying the form of certain quantities and expressions, the 
analysis of LEVI-CIVITA becomes available here. 
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in the restvicted problsm of four bodies. 5 

Consider the reduced differential system which defines the trajeotories 
and nhich is derived from (14) by eliminating d i; and taking account of the 
Jacobian integral F = - C, narnely 

Ri being thus defined as a function of r i ,  O, 0, the equations of the tra- 
jectories are 

The motion being regular before the instant t , ,  ri does not vanish for 
t  < t , ;  moreover from (19) .ri is not a constant; there exist then values of t 

,as near as we wish to t , ,  for which R, the derivative of r ,  is different from 
zero. 

1s distinguish the trajectories 2 from al1 other solutions of (21) it is suf- 
ficient to remark that on every 2 there are values of Y, as near as we wish 
to zero for which 9 and 8 arc holomorphic functions of r i ,  as follows from (19) 
and the fact that the derivative of r,  is not identically zero. 

Let us put 

a RZ p ~ ~ = - -  a - pz sin 5 (1 - +) 9 

where for the reality of H it is necessary that p6 6'0 remain finite for p con- 
vergent to zero. 

The functions W,, W,, P as functions of p and 8 are xegular in the 
domain of p .= 0, for every real value of 9 ; H as a function of p ,  8 ,  O' is 
regular in the vicinity of p = O, for al1 real values of 8 and 8'. 
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The system (21) becomes 

these equations assume the form 

which are identical in form with those of LEVI-CIVITA in the restricted pro- 
blem of thrce bogies. 

The system (25) is regular in the vicinity of p = O ,  this point excepted, 
and upon every 2, 8 and 8' are holomorphic function of p, as long as p is 
sufficiently small and different from zero 

From (25) we deduce that the function H satisfies the relation 

from which it appears that the inferior limit of H when p tend to zero is 
different from zero. 

From the second of equations (25) it may be concluded that 

and hence 

We are now in position to conclude by the method of limits and LEVI- 
CIVITA'S generalization of a theorem of BRIOT and BOUQUET (loc. cit.) that in 
the restricted problem of four bodies the trajectories on which P and Y, 
collide after a finite time correspond to the noi integrals of the system (21) 
holomorphic for p = O, and to these integrals only. Calling 8, the aïbitrary 
value e (0) and remarking that 8' (0) ought necessarily reduce to - 1, we 
have for these integrals expressions of the form 

a and p being power-series in p. 
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Zi l  the restricted problefn o f  four bodies. 7 

I n  order that a collisiou occur it is necessary and sufficient that tlie mo- 
tion take place or1 one of these trajectories, then i t  is riecessary and suffi- 
oient that p, e, 8' verify a t  every instant the equation derived from (29) by 
eliminating 6,. This is the invariant relation characteristic of collision. I t  is 
unique as surmised by PAINLEV~ in the general problem of three bodies and 
as found by LEVI-CIVITA in the restricted problem of three bodies. 

T h e  first of equations (29) permits the determination of 8, as a holo- 
morphic function of p and 8. Putting the value thus found in the second of 
the equations, we have 

where f is a holornorphic function of p in the vicinity of p = 0 for al1 real 
values of 6. 

Since (30) is an invariant relation with respect to the motion and to (25) 
we should arrive at an identity by differentiating it with regard to p and 
taking itself and (25) into account. I t  thus appears that the function f ( p ,  8) 
satisfies the equation 

where in H 6' is to be replaced hy p f - 1. 
This equation (31) admits of but one integral developable in powers of p. 
Putting 

the f, can be calculated step by step, bp identifying the coefficients of the 
same powers of p in the two rnembera of (31). 

The holomorphic integral of (31) is the function f of the invariant re- 
lation (30). 

I n  the restricted problem of three bodies LEVI-CIVITA has sliown that this 
function f is periodic iii 8 ;  the condiiion of collision is uniform in P O I N C A R ~ ' S  

sense, and is algebraic in the velocities. 
The Sam3 results are true for the restricted problem of four bodies, and 

coiistitute a curious exception to PAINLEV&'S theorem (Comptes Rendus, 20 dé- 
cembre 1897) that in the problem of ?z bodies in which a t  least three masses 
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8 L o v e  t t : Singulur trajectories in  the vestrlcted pro!Jem of  four bodies. 

are Sifferent from zero the conditions for collision are certainly transcendental 
in the velocities. 

Computing the series 2, f, pn as directed above we find to terms of the 
fifth order in p that f has the form 

+' m, sin ($ - O) [5 cos2 (+ - i) + C -  m2 - ms 
mi 

which reduces to the form given by LEVI-CIVITA on making m3 = 0. 
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Sur la théorie des cubiques circulaires 
et des quartiques bicirculaires. 

/Par P .  GOMES TEIXEIRA, àG Porto (Portugal).) 

Oe sait pue les cubiques circulaires et les puatliques bicàrculaires sont 
anallagmatiques, en général, par rapport à quatre centres d'inversion et on 
sait déterminer ces points en les considérant comme les centres des quatre 
cercles qui sont coupés orthogonalement par les cercles bitangentes dont la 
cubique ou la quartique considérée est l'enveloppe. Or, dans la première partie 
de ce travail, nous allons les chercher par une autre méthode, en les déter- 
minant au moyen d'une hyperbole équilatère, dont une asymptote coïncide 
avec l'asymptote réelle de la courbe, dans le cas des cubiques circulaires, et 
au moyen de deux hyperboles Bquilatères, dans le cas des quartiques bicir- 
culaires. 

Une autre question, dont nous allons nous occuper, est celle de i a  con- 
struction des quartiques bicirculaires unicursales. Rappelons d'abord que, si 
par un point O, pIacé sur le plan de deux courbes données, on mène des 
droites qui coupent ces courbes, et si sur chaqu'une on prend un segment, 
égal à la diffdrence des segments de la même droite compris, entre le point 
donné et les deux courbes, le lieu des points qu'on obtient de cette manière 
est une courbe appelée cissoidale des courbes données par rapport au point O. 
Or, nous démontrons, dans la deuxiiime partie de ce travail, que les quartiques 
bicirculaires unicursales sont les cisso~dales de deux circonférences, réelles ou 
imaginaires, et qu'il existe, en général, quatre systèmes de circonfdrences qui 
donnent la même quartique. 

Annnli di Malematka, Serie III, tom0 XI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



10 Teix e i r a :  Sur la théorie des cubiques circulaires 

1. On sait que les cubiques circulaires peuvent être représentées par 
l'équation suivante, en prenant un point quelconque de l'asymptote réelle pour 
l'origine des coordonnées e t  cette droite pour l'axe des ordonnées: 

E n  changeant ensuite l'origine des coordonnées pour le point de cette 

asymptote dont l'ordonnée, rapportée B l'origine primitive, est égale à ' Bi, 
2 

on peut encore réduire cette équation à la  forme 

( x 2 + y P ) x = A d + D x + E y + F .  (Il 

On sait aussi que la  condition nécessaire et suffisante pour que la courbe 
inverse d'une cubique circulaire soit une autre cubique circulaire est que le 
centre d'inversion coïncide avec un point de la cubique donnée, qui ne soit 
pas double. 

Cela posQ, nous allons chercher les conditions auxquelles doivent satisfaire 
les coordonnées du centre d'inversion pour que la transformée de la cubique 
considérke coïncide avec la courbe primitive. 

Soient (a, 0) les coordonnées du centre d'inversion, e t  supposons que ce 
point coïncide avec un point de la cubique donnée, et qu'on ait, par con- 
séquent, 

(a2 + f i e )  a = A ae $ Da + EB + F. (1') 

E n  changeant l'origine des coordonnées pour ce point, en posant pour 
cela 

x = ~ i + a ,  y = y i $ - B ,  

on réduit l'équation de la cubique à la forme 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



p t  des quartipues bicirctdaires. 11 

En posant maintenant dans cette équation 

k2 xz kz yz 
Xi = --- 

xi + 9 ;  ' yi = ---- 
2: + y;' 

on obtient celle de la cubique inverse: 

En divisant cette équation par P et en égalant ensuite les coefficients 
des diverses puissances de x, et y, aux coefficients des mêmes puissances de 
x, et y, dans l'équation (2) ,  on trouve les conditions pour que les courbes re- 
présentées par les équations (2) et (3) coïncident. On trouve de cette manière 
sept conditions, mais en sont seulement distinctes les suivantes: 

La deuxième équation e t  l'équation (1') déterminent les coordonnées (a, P) 
des points cherchés, et ensuite la première dktermine les valeurs correspon- 
dantes de k2. 

On conclut donc que chaque centre d'inversion, par  apport auquel la eu- 
bique est anallagrnatique, coihcide avec un point d'intersection de cette cubiqzce 
avec l'hyperbole dont l'équation, rapportée aux nzêmes axes que l'équcrtion (l), 
est la suivante: 

2 x y = E ;  (4) 

et que le rayon du cercle d'inversion correspotzdatzt est donné par la formule 

Inversement, la cubique est a~zallagmatiqwe par rapport àr tous les points 
d'intersection avec l'hyperbole, à l'exception de! ceux dont les coordonnées an- 
nulent k2. 

On conclut aussi de ce qui précède que les asymptotes de l'hyperbole 
considérée coïncident a r e c  l'asymptote réelle de la cubique et avec la per- 
pendiculaire à cette droite menée par l'origine des coordonnées auxquelles 
l'équation (1) est rapportée. 
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12 T e i x e i r a :  Sur la théorie des cubiques circulaires 

E n  posant 

et en remarquant qu'on a 

on voit encore que les tangentes à la  même cubique aux centres d'inversion 
considérés sont parallèles à son asymptote. Cette proposition importante est 
bien connue (BASSET: An elementary treatrise on cubic and quwtic cuwes. 
Cambridge, 1901, p. 157). 

On voit, au moyen des mêmes équations, que, si la cubique est unicuv- 
sale, l'hyperbole passe par son point double, mais que ce point ne peut pas 
être un des centres d'inversion par rapport auquel ln courbe soit anallagma- 
tique. Le point double doit, en effet, satisfaire aux équations 

On voit enfin, au moyen des équations (1) et (4), que les centres d'in- 
~rcrsion considérés sont placés sur une parabole de WALLIS, représentée par 
l'équation 

E ~ = ~ ( x ~ - A x ' - D x - F ) .  

2. E n  écrivant l'équation (1) sous la forme 

on voit immédiatement que l'hyperbole précédemment considérée coupe pur le 
milieu toutes les cordes de la cubique parallèles à son asymptote réelle. 

Il résulte de cette proposition que les tangentes à la cubique aux centres 
d'inversion, par rapport auxquels elle est anallagmatique, sont parallèles à 
l'asymptote réelle et que l'hyperbole passe par le point double de la courbe, 
quand elle est unicursale. Ces deux propriétés de la cubique ont déjà 6té dé- 
moutrées précédemment d'une autre manière. 

I l  résulte encore de la mérne proposition que, si lu cubique a un point 
de rebroussement, l'hyperbole considérée lu i  est tungente en ce point, et que 
ce cas est le seul dans lequel cette hyperbole est tangente à la cubique (l), 
à distance $nie. 
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et des quartiqzles bicirculaires. 13 

3 L'équation qui détermine les abscisses des centres d'inversion con- 
sidérés est la suivante: 

et il résulte de ce qui précède que ses racines sont toutes distinctes, quand 
la cou&e n'est pas unicursale, puisque alors la cubique e t  l'hyperbole ne 
peuvent pas être tangentes à distance finie. 

Si i a  cubique a un noeud, elle est coupée par l'hyperbole à ce point, 
en deux points distincts du précédent et à l'infini. Alors deux des racines 
de 1'4quation précédente sont Qgales et correspondent au point double de la 
courbe, et deux sont distinctes; et la, courbe est anallagmatique par rapport 
à deux centres d'inversion. 

Si la cubique a un point de re6roersserne?zt, elle est coupée pour l'hyper- 
bole à ce point, à un autre point placé à distance finie, et à l'infini. Alors 
il n'existe qu'un centre d'inversion rapport auquel I R  courbe soit anal- 
lagrnatique. 

Les propositions prSc4dentes doivent être modifiées quand E =O. Alors 
l'hyperbole se réduit aux droites x = O  et y = O ,  et le nornbre des points 
par rapport auxquels la cubique est anallagmatique est égal à 3, quand la 
courbe n'est pas unicursale, à 1 quand elle a un noeud, à O quand elle a u n  
point de rebroussement. 

Les coordonnées de ces points sont données par les equations 

II. 

4. Consid4rons maintenant les quartiques bicirculaires et supposons qu'on 
ait réduit d'abord leur équation, par les moyens connus, à la  forme suivante: 

( ~ ~ + y ~ ) ~ = A x ~ +  B y e + D x f  E y f  F; (5) 

et, en représentant par (a, p) les coordonnées d'un point quelconque, cher- 
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14 Te ix e ir a : Sur la tldorie des c u b i p e s  circulaires 

chions les conditions pour qu'une quelconque de ces courbes soit anallagma- 
tique par rapport à ce point. 

En changeant, pour cela, l'origine des coordonnées pour ce point, don- 
nons à l'équation de la courbe la forme 

+ [2 B B - 4 (a2 + PO) + El Y I  -$(a, f i ) ,  
où 

f(a, y)=(x" yyO-Ax2-By?-Dx-Ey -F. 

Pour obtenir l'équation de la courbe inverse de la précédente, posons 
maintenant 

On trouve l'équation 

f (u, P )  (.;: + y:)" kkg [(2 A a -- 4  (a2 $ FP) a + D ) x ~  

+ (2 B p - 4 (a2 + F4) ( p  + E) y2] (4 + y:) 
= k4 ( A  - 6 aP - 2 B e )  xi + Ic4 ( B  - 6 0' - 2 a') - 8 k4 u 6 4 y2 

Les conditions pour que la courbe représentée par cette équation coïncide 
avec l'antérieure sont les suivantes: 

kt [2 A u - 4 (ae + ps) a + Dl = - 4 ./. f (a, f i ) ,  

k q 2  B B - 4 ( a ' + F 2 ) p + E ) = - 4 0  f (a, B) ,  

et, comme les deux dernières équations ne sont pas distinctes des antérieures, 
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elles se réduisent, aux suivantes: 

k4 = f (a, B) ,  
2 A u - 4 ( u a + B 2 ) c r +  D = - 4 k 2 a ,  (6) 

2 B F - 4 ( a g + @ 2 ) / 3 +  E = - 4 k 2 p .  

Nous avons ainsi trois équations qui déterminent les coordonnées ( a ,  b )  
des points par ra.pport auxquels la quartique considérée est anallagrnatique et 
le rayon kg du cercle d'inversion. 

E n  éliminant k' entre les deux dernières équations, on trouve la suivante : 

2 ( A - B ) a p  f D P - E a = 0 ,  (7) 

laquelle fait voir que les centres d'itzve~sion considdrés sont situés sur une  
hyperbole dont l'équation, rapportée au meme système de coordonnées qua (5?, est 

t 2 ( d - B ) x y  f Dy-E:x:=O. (8) 

Cette hyperbole passe par l'origine des coordonnées et ses asymptotes 
sont les parallèles aux axes des coordonnées menées par le point 

Eri multipliant les deux dernièrs équations ( 6 ) ,  membre à membre, et en 
ayant égard à la première, on obtient l'équation 

8(L4-B)(a2- ,6 ' )u/3+- [ 4 ~ ~ + ' 1 6 ~ u f  16 EP+ 1 6 F ] u , G  

- ~ ( D B + E ~ ) ( U . C + / ~ ~ ) +  2 A E a + 2 B D / 3 $  E D = 0 ,  1 (9) 

qui donne, en ayant égard à (7), 

Donc les centr,es d'iwersion par rapport auxquels lu quvrtiqzte (5) est 
nnallagtnatique coïncident avec les points d'intersectiotz de 1'hypeî.Oole rep1.6- 
sentée par l'équation 

4 D E  E:  - ~2 
A - B  

(st -ys) + 4[ 
A - B  

+ 2 A E x + B B D y + E D = O  

avec l'hyperbole représent6e ~ ' é ~ u a t i o n  (8). 
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16 T e  i x  e i r  a: Sur la théorie des cuhiqeces circulaires. 

Les asymptotes de chac~me de ces hyperboles sont perpendiculaireû l'une 
à Z'autre. 

5. Tous les points d'intersection des hyperboles précedentes sont des 
centres d'inversion par rapport auxquels la quartique est anallagrnatique, à 
l'exception de ceux qui coïncident avec des points de la quartique considérée, 
puisque les coordonnées de ces derniers points annulent ka. 

Soit (a, ,  G,) un point d'intersection des hyperboles qui satisfasse à cet,te 
condition. 

On a alors 
f (a,, Bi) = 0, 

2 Au,-4(ay $ p;) cri + D=0, (12) 
2 B B, - 4 ( a :  + 0:) Pi + E - 0 .  

Donc (a,, B i )  est alors un point double de la quartique, et cette courbe 
est, dans ce cas, unicursale. 

Inversement, si la quartique est unicursale et (a,, 0 , )  sont les coordon- 
nées du point double qu'elle possède à distance finie, a, et Pi satisfont aux 
équations (12); et, par conséquent, à l'équation qui en résulte: 

Donc le point considéré est situé sur l'hyperbole représentée par l'équation (8). 
E n  multipliant les dernieres équations (12) membre à membre et en ayant 

égard à la première et à { IY) ,  on voit que a, et @, satisfont aussi à l'équa- 
tion (11). 

Nous avons donc le théorème suivant: 
Si Zn quurtiyue considérde est unicursale, les hyperboles (8) et (11)  pas- 

sent par  le point double qu'elle a à distance $nie. Ex tous les autres cas 
les points d'intersection des deux hyperboles sont différents de ceux de la 
quartique. 

6. L'analyse qui précède doit être modifiée quand D = 0 ou E = O, 
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c'est-à-dire, quand la quartique est symétrique par rapport à l'un des axes 
des coordonnées. 

E n  supposant D =  O, la deuxième des équations (6) se décompose dans 
les deux suivantes: 

u =O, A - 2 (32 + p 2 )  = - 2 kZ. 

À la première équation correspondent trois valeurs de p données par 
l'équation 

8 E F 3 + 4 ( B g + 4 F ) / 3 2 + 4 B E / 3 + E g = 0 7  

et, par consdquent, trois centres d'inversion par rapport auxquels la quartique 
est anallagmatique, si elle n'est pas unicursale. Un de ces points est réel et 
les autres peuvent être réels ou imaginaires, et ils sont tous placés sur l'axe 
de la courbe. Si la courbe est unicursale le nombre des centres d'inversion 
considérés se réduit à deux. 

L a  deuxième équation n'est pas compatible avec les autres équations du 
système (6) que dans le cas où l'on a 

Mais, dans c,e cas, en éliminant F entre cette dquation et celle de la 
quartique considérée, on la réduit à la forme 

L a  qiiartique considérée se réduit donc alors à deux circonférences qui 
se coupent en deux points de la droite représentée par l'équation 

et ce système de circonférences est, par conséquent, anallagrnatique par rap- 
port à tous les points de cette droite. Ce résultat s'accorde avec celui que 
donne immddiatement la Géométrie éldmentaire. 

On considère de la  même manière le cas où E = O. 
Si on a A = E, l'équation (7) se réduit à la  suivante: 

et l'équation (9) à la suivante: 

- 4 ( D ~ + E a ) ( ~ 2 + ~ t ) + 2 A ( E a + D p ) + E D = 0 .  
Annali di Maternatica, Serie III, tom0 XI. 3 
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E n  éliminant p entre ces équations on trouve 

L a  quartique est donc anallagrnatique par rapport à trois centres d'in- 
version, si elle n'est pas unicursale, e t  ces points sont situés sur la droite re- 
présentée par l'équation 

Dy-Ex=O. 

Si la quartique est unicursale les centres d'inversion considérés e t  le 
point double qu'elle a à distance finie sont situés sur cette droite et le nombre 
de ces centres est égal deux. 

III. 

SUR UNE MANIÈRE DE CONSTRUIRE LES QUARTIQUES BIC~RCULAIRES UNICURSALES. 

7. Nous allons considérer maintenant, en particulier, les quart iques  
bicit .culai~es zwticursales pour donner une méthode très simple pour les con- 
struire, qui, suivant nous le croyons, n'a pas encore été remarquée. 

Prenons deux circonférences C et C' et sur la première un point 0. Me- 
nons ensuite par ce point une droite arbitraire O .K et soient B le point où 
elle coupe la circonférence C et E et E' les points où elle coupe C'. Pïe- 
nom ensuite sur la  même droite, à partir de 0, deux segments O A et O A, 
respectivement égaux à O E - O B et O E' - O B. Cela posé, le lieu géo- 
métrique des positions que prennent A et A , ,  quand O K varie, en tournant 
autour de 0, est une quartique bicirculaire unicursale. 

Soient, en effet, O l'origine des coordonnées, ( a ,  B) les coordonnées du 
centre de C, (a, 6 )  celles du centre de C f ,  R le rayon de cette dernière cir- 
conférence, p, le segment O B, .p, les segments O E et O El, p les segments 
O A et O A ,  et 6 l'angle formé par O K avec l'axe des abscisses. L'équation, 
rapportée aux coordonnées polaires, de la circonférence C est 

pi = 2 (a cos 0 + p sin O), 

et celle de l a  circonférence C' 

p i  - 2 (a cos û f b sin 8 )  pz = R L  a2 - Os. 
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Nous avons donc 

- 2 (a cos O $ B sin O), 
où  

RS=Re-a'-b=- 
7 

et par conséquent 

[p  + (2 a - a)  cos 9 f (2 B - 6 )  sin O I 2  

= (a  cos O + b sin + R i ,  

ou, en posant x - p cos O, y = ,c sin 9, 

ou enfin 

(x2 + ye)2 + 2 [(2 a - a )  x $- ( 2  f i  - b )  y]  (xe  + y4) 

= (4 a u - 4 ug + Ri) x2 + (4 b - 4 fi2 + Rt) ye (14) 
$ - 4 ( a f i + b a - - 2 a / 3 ) x y .  

Cette Qquation représente une qunrtique bicirculaire un.icursale. Son 
point double coïncide avec le point O, et il résulte de ce qui précède que 
ce point est un noeud réel, quand les circonférences C et C' se coupent, un 
point de rebroussement quand elles sont tangentes, et un point isolé quand 
elles n'ont pas des points communs. Il résulte aussi de la construction précé- 
dente que les tangentes à la quartique au point double passent, dans les deux 
premiers cas, par les points communs aux deux circonférences. 

8. Le  système de deux circonférences qu'on vient d'employer pour 
construire la quartique représentée par l'équation précédente, n'est pas unique. 
E n  remplaçant, en effet, dans l'équation antérieure d'abord a par -a ,  b  par 
-b, et  ensuite a par a - a et f i  par - b,  cette équation ne change pas; 
et, par conséquent, il existe un deuxième systéme de deux circonférences, 
l'une ayant pour centre (- a, - b )  et passant par l'origine des coordonnées 0, 
et l'autre ayant pour centre (a -a, /? - b )  et pour rayon R, qui, quand on 
lui applique la construction précédemment considérée, mènent à la  même 
quartique. 
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Nous réprésenterons le premier système de circonférences qu'on a con- 
sidéré par Ci et C', , le deuxième par C, et C',, et nous ferons voir bientôt 
que la même- quartique peut être encore considérée comme la .cissoi'daZe de 
deux autres systèmes de circonférences imaginaires (Ca, Cf3 )  et ( C , ,  Cf , ) .  

9. Nous allons étudier maintenant la question inverse de la précédente, 
c'est-à-dire, nous allons voir si toute quartique bicirculaire unicursale donnée 
peut être construite par la mAthode qu'on vient d'indiquer. 

Pour résoudre cette question, je remarque d'abord que l'équation de toute 
quartique bicirculaire unicursale peut être réduite à la forme suivante, en 
prenant le point double qu'elle possède à distance finie pour l'origine des 
coordonnées : 

et que les conditions pour que la courbe représentée par cette équation coïn- 
cide avec la quartique représentée par (14) sont 

Or ces équations donnent, en éliaiinant cr et ,6 dans les trois dernières 
au moyen des deux premières, 

a e - m e +  Ri=A, b2-ne+  R,"=C, 2 ( a b - m n ) = B ,  (K) 

et par conséquent 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et des qua~ t ipues  bz'cimzdaires. 2 1 

Nous avons ainsi cinq équations qui déterminent les quantités a, b, a, B, 
Ri et R, quand m, n, A ,  B, C sont données, et lesquelles font voir que la 
quartique (15) peut être considérée, de.quatre manières différentes, comme la 
cissoidcwle de deux circonférences, réelles ou imaginaires, par rapport à un 
point situé sur une de ces circonférences. 

10. Il nous faut maintenant examiner si les circonférences précédentes 
sont réelles ou imaginaires. 

L'équation (1 6 )  donne pour a2 deux valeurs positives et deux valeurs 
négatives; et par conséquent pour a deux valeurs réelles, égales et de signe 
contraire, et deux valeurs ima.ginairw; l'équation (17) détermine ensuite les 
valeurs correspondantes de b. Nous avons ainsi les coordonnées des centres 
des quatre circonférences C ' ,  , C',, C', et C', , qui sont deux réelles et deux 
imaginaires. 

Les équations (18) déterminent ensuite les coordonnées des centres des 
circonférences correspondantes C,, C,, C, et C,, qui sont aussi deux réelles 
et deux imaginaires. 

L'équation (20) détermine enfin les rayons des circonf4rences C',, C',, 
C',,  C', et fait voir que ces rayons sont rdels quand 

et imaginaires daris le cas contraire. 
On conclut de ce qui précède que, quand cette dernière condition est 

satisfaite, existent deux systèmes de circonfdrences réelles (C,, Cf, ) ,  (C,, Cf,) 
au moyen desquelles on peut construire la pratique (15) en employant la mé- 
thode considérée au n." 7. Les centres de ces circonfkrences sont situés sur 
une droite qui passe par l'origine des coordonnées, à égale distance de ce 
point. Les deux autres systèmes de circonférences (Cs, Cf3), (Cd, Ci r )  sont 
toujours imaginaires. 

11. Les coordonnées des centres des circonférences imaginaires dont 
la quartique (15) est la ciksoidale peuvent être déterminées de la maniére 
suivante. 
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Soit a, une des racines réelles de l'équation (16) et b , ,  a,, Pi,  R' les 
valeurs correspoi-idantes de b, a, P ,  R. 

En posant dans cette équation 

nz=S a, - a, ,  n = 2 p i - b , ,  

on obtient la suivante : 

a' - (a; - 8) nZ - ai b: = 0, 

qui donne pour a les quatre valeurs 

a=&  a , ,  a =  + b , i  

Les quatre valeurs correspondantes de b sont 

et celles de a et p 
1 1 .  1 1 

K - ( 2 - b  / 3 = ~ ( 2 / 3 , - b l ) + n a i i ,  
2 2 

Les valeurs correspondantes de RP sont données par l'égalité 

R " R R ' L  (a? $ b'l), 

quand a = 5 b, i, et par le, formule 
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Les coordonnées des centres des circonférences imaginaires C, et C, sont 
donc 

ceux des circonférences C',, et C', sont 

et les rayons de ces deux derniéres circonférences sont égaux à 

R'z - (a: + b:). 

12. Entre les positions des cmtres des circonférences C',, C' , ,  C ' ,  
et Clr et des foyers de la quartique considerée, qui résultent de l'intersec- 
tion de ses asymptotes, il existe une relation que nous allons indiquer. 

Cherchions les asymptotes de la courbe au moyen de la méthode connue. 
On trouve 

y = *  i x + z c ,  

oh 14 représente une quantité donnée par l'équation 

Or, cette équation donne, en y remplaçant m, n, A, B, C' par leurs va- 
leurs en fonction de a, ,  b , ,  a,, @, et en la résolvant ensuite : 

1 1 
u = [(2 a, - a,) i - (2 0, - h i ) ]  f ( b ,  - a ,  i). 

Les équations de asymptotes cherchées sont donc les suivantes: 

1 y = i z +  -[(2cr,--a,);-(2p,-b,) -+ b, -a , i ] ,  
2 

1 
y = - i 3 + - [- (2 a ,  -a,)  i - (2 @, - b, )  + 6,  f a, à], 2 
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Or ces droites se coupent en quatre points, deux réels e t  deux imagi- 
riaires, qui sont les foyers singuliers de la quartique, et dont les coordonnées 
sont les suivantes: 

On en conclut que ces foyevs sont situés sur les droites qui passent pur 
le point double de la quartique considérée et par les centres des circonfh-ences 
Ci, C,, Cs, C,, et  que les distatzces de ces foyers au point double sont res- 
pectivement égales aux distances des centves au méme point. 

13. E n  cherchant le vecteur di1 milieu de la corde A A ,  (n.' 7) de la 
quartique considérée, qui passe par le point double O, on trouve, en le re- 
présentant par p s ,  

1 
p. = y (O A 4- O A , ) ,  

et par conséquent (n.' 7) 

p3 = a cos 6 + 6 sin 8 - 2 ( a  cos 9 + f i  sin 6). 

Cette équation représente donc, en coordonnées polaires, le lieu géomé- 
trique du milieu des cordes de la quartique, qui passent par son point double. 

L'équation cartesienne du même lieu est la suivante : 

Donc : le lieu géométripue du milieu des cordes qui passent pal. le point 
double d'une qua~tiqzre bicimilaire unicursale est une circonfhence, qui passe 
par le point double. 

Les coordonnées du centre de cette circonférence sont 

1 
et son rayon est égal à - d(n - 2 a)4 + (b - 2 

2 
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14. Il résulte immédiatement de la définition de la circonférence, pré- 
cédemment considéïde, comme lieu du milieu des cordes de la quartique qui 
passent par le point double 0, que les points où elle coupe la  quartique coïn- 
cident avec les points de contact des tangentes à la même quartique,'menées 
par le point O. 

Nous ajouterons B ce qui précède que les tangentes considérées peuvent 
être tracées d'une manière très facile, puisque il résulte immédiatement de la 
méthode donnée au n." 7 pour construire la  quartique qu'elles coïncident avec 
les tangentes i la circonférence C' menées par le point double O. Elles sont 
donc imaginaires quand le point O est situ6 à l'intérieur de la circonférence 
considérée et réelles dans le cas contraire. 

On peut encore obtenir ces résultats analytiquement, en les déduisant de 
I'équation de la quartique, mise sous la  forme 

Cette équation indique, en effet, que la circonférence dont l'équation est 

coupe la yuartique aux mêmes points que les droites représentées par l'é- 
quation 

( R 2 - b e ) x e  + (Re-a2)  y2 + 2 u b x  y=0. 

Or ces droites sont tangentes à. la circonférence Cf, dont l'équation a étd 
écrite au n.' 7, passent par l'origine des coordonnées O et  sont réelles, quand 
a2 + b P >  R2, et imaginaires dans le cas contraire. 

15. considérons, pour faire une première application de la doctrine 
précédente, la courbe definie par l'équation , 

laquelle fut étudiée par BOOTH en son Treatrise on some new geometj-ka1 me- 
thods (London, 1877, t. II, p. 163), où il lui a donné le nom de lemwiscate 
ellàptiyue (*). 

On a alors (n.' 9) 

A = f 2 ,  B=O, C=ge, m=O,  n=0, 

(") Voyez aussi notre : Ceometria de las Curvas notables, tanto planas como alabiadas, 
publié par l'Académie des Sciences de Madrid (p. 118). 

A m a l i  di Malematica, Serie I I I ,  tom0 XI. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 6 Te ix eir a :  Sur En thdorie des cubiques circulaires 

et par conséquent a est déterminé par l'équation 

qui donne 

A ln première solution correspondent les valeurs suivmtes de b ,  R2, a 
et a, données par les formules (K) et (18) : 

Donc : s i  on a g2> f" i l  existe deux systèmes de circonférences réelles 
(C,, Cr, )  et (C2, C',)  telles pue la courbe considérée est une cissoi2ale de 
chaque système par vapport à t'origine des coordonn&es. 

Les coordonndes des centres de ces circonférences sont 

et les circonférences Ci et C, passent par l'origine des coordonnées et les 
rayons des autres sont égaux à g. 

Les centres des circonfhences C', e t  Cf ,  sont donc situés sur l'axe des 
ordonnées et cotincident avec les foyers de l'ellipse 

dont la lernniscute elliptique est la goduire. 
Les centres des circonférences C, et C, sont aussi situés sur l'axe des 

ordonnées et les distances de ces points à l'origine sont égales à la moitié 
des distances des centres de C ' ,  et C',  au même point. 

Aux autres solutions ' a = f df -yz de l'equation (21) correspondent 
les valeurs de b, Rg, a, suivantes : 

qui sont réelles quand f2> g2. 
Dans ce cas les centres des circonférences r6elles des deux systèmes dont 

la quartique considérhe est une c.ïssoidale sont situés sur l'axe des abscisses; 
ceux de C', et Cfo coïncident encore avec les foyers de l'ellipse dont la quar- 
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tique consid6rée est la  podai2.e centrale, et 'ceux de C, et C2 divisent en deux 
parties égales les segments de cet axe compris entre les précédents et l'ori- 
gine des coordonnées. . 

16. L a  courbe représent6e par l'équation 

à laquelle BOOTH a donné (1. c. )  le nom de lernniscate hyperbolique peut être 
étudiée de la même ma,nière. 

On trouve ainsi pour a, b, R2, a et B les valeurs 

auxquelles correspondent deux systèmes de circonférences imaginaires, et les 
valeurs 

auxquelles correspondeiit deux systèmes de circonférences réelles de chaqu'un 
desquels la quartique est une cissoidale. Les centres des deux circonférences 
(C', , C l t )  coïncident, comme dans le cas antérieur, avec les foyers de l'hy- 
perbole dont la lemniscate hyperbolique est la podaire, les autres deux divi- 
sent les distances de ceux qui précédent a u  centre de la courbe en deux 
parties égales. 

Quand f e =  gS la courbe considérée coïncide avec la lemniscate de Bertzoulli, 
et on voit donc que celte courbe est la c~ssoidale des circonférences dont 

les centres sont (f , 2 ,  O) et f VZ, O), OU (- f ,l2, O) et  (- f y 2 i  O), ( l  
par rapport à l'origine des coordonnées, le rayon de la première circonfdrence 

1 étant égale B f et celui de l'autre à f ,/%. 

17. Nous allons faire la dernihre application en considérant le limaçon 
de Pascal, dont l'équation est 

(xt f p2 - k x)' = ht (x2 + y*), 
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011 trouve a l ~ r s ,  au moyen des formules (K) et (18) du n.' 9, en y 
posant 

les resultats suivants : 

Donc: le l i m q o n  de Pascal  est la cZssoidale de deux ci?-confkrences par  
rapport à l'origine des coordonnées. Le centre d'unc! circonférence colncide 
avec cette orighae et son rayon est égal à h ;  les coordonnées du centre de 

l'autre cimonfdrence sont , P = o )  et son r a y o n  est égal 

Quand h = k, on a la  cardiozde. Alors les deux circonférences, qu'on 
vient de considérer, sont tangentes. 

L'Qquation de la circonférence qui est le lieu du milieu des cordes du 
limaçon, qui passent par son point double, est 

Cette circonférence est donc symétrique par rapport h l'axe des ordon- 

nées de celle de centre , qui fut précédemment considérée.. 
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Contributo alla teoria degli infiniti. 

(Di ETTORE BORTOLOTTI, a Modena.) 

'I risultamenti contenuti nella Memoria col titolo : S d  limite del guo- 
xiente d i  drce firnxioni, stampata ne1 t,omo VIII, serie III di questi Antrali, 
ci danno dei criteri per la determinazione della rapidità relativa di crescenza 
di due funzioni reali della variabile reale x ,  infinite entrambe ne1 punto 
z = + CQ, finite, continue, derivabili in tutti i punti a distanza finita di un 
intorno ( x ,  . $- 00). 

Se invece di fuiizioni delle variabili continua x si debbano mettere in 
riscontro funzioni reali della variabile discontinua n, non sarà possihile ap- 
plicare quei risultamenti senza prima costruire, mediante interpolazione, fun- 
zioni continue e derivabili clie, nei punti x =n,  coincidano con le proposte. 
Determinata poi la rapidità relativa delle funzioni cod formate, si dovrà as- 
sumere questa, come misura di quella delle date funzioni. 

h pilese la difficoltà che presenta 17applicazione di un ta1 metodo, al 
quale si potrebbero, anche da1 punto di vista puramente logico, muovere ob- 
biezioni non trasc&abili. 

21 metodo diretto consiste ne110 stabilire per le funzioni di variabili di- 
sorete f ( r z ) ,  definizioni e leggi di calcolo che, quando n rappresenti l'ordine 
di un insieme lineare numerabile [:en], sieno indipendenti da1 concetto di lun- 
ghezza del segment0 (x,. . . x,+,), e che si riducano alle definizioni ed alle 
leggi di calcolo.usate nelle analisi delle quantità continue, col supporre i seg- 
menti (x, ,... x,+,) infinitesimi. 

Cos1 si fa appunto quando, con tacito accordo, si ammette di desumere 
le conoscenza delle rapidith relative di cresienza di due funzioni f (n), p (n) 

f ( f i )  , , dall'esame del comportamento assintotico, per lz = m, del quoziente - e ( f i )  

si applicano per le funzioni della variabile discreta n le definizioni di egua- 
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30 B o r  t o  2 0  t  ti: Contrihto alla teoria 

glianza e di diseguaglianza nell'ordine di infinito, date per funzioni della va'- 
riabile continua. 

1 criteri che ne1 calcolo infinitesimale, si adoperano per la determinazione 
f (x) del comportamento aasintotico del quoziente -- sono quasi esclusivamente 
9 (1:) 

I" quelli desunti dall'esame del qiioziente - delle derivate. Anche ne1 calcolo 
9' 

delle funzioni di variabili disnrete, si hanno criteri analoghi, dove, alle deri- 
vate ordinarie, sono sostituite le differenze finite. L a  prima origine di tali 
eriteri risale al CAUCHY (*), ma la loro forma, definitiva è dovuta alIo STOLZ. 

Questi, con la precisione che è una delle caratteristiche delle sue opere 
scientifiche, non si è stanoato di ritornare per ben cinque volte sullo stesso 
soggetto (*), toglierido ora qualche condizione non necessaria, ora cercando 
nuove strade più facili O più palesi, ora allargando il campo delle sue feconde 
ricerche. 

L e  sue dimostrazioni perb, sono tutte laboriose, tanto che egli stesso, a 
un certo punto (**), le dà per esempio delle difficoltà che, in taluni casi, pre- 
senta la dimostrazione rigorosa della esistenza del limite. 

M i  lusingo di avere, con facili considerazioni, tolto gran parte di coteste 
difficoltlt, e ne1 § 1, presenterb, con metodo uniforme a quel10 seguito nei 
paragrafi seguenti ed in forma semplice e pinna, un esatto compendio del- 
l'opera dello STOLZ. 

Un elemento di molta 

totico di una funzione f,, 

importanza, nello studio del coniportamento assin- 
f n+i è i l  rapport0 - (***). Alla conoscenza del com- 
fa 

(") Cfr. Uebel- die Grenzzoerthe del- Qm&n~en.. . , Mat. Ann. XIV, pag. "2-239. 
IIat. Ann. XV, pag. 556-559 (-yachb.ad. Verallgemeinerung eines Satzes von Cauchy, 
Mat. Ann. XXXIII, pag. 238-245. - Vedi ancora: Vorlesungen über Allg. Arithm. 1, pa- 
gina 173-179. - Abschnitle zum IX, pa$ 339-340 dello st,esso volume. 

("8) Allg. A~ithrn., pag. 175. 
(***) È noto fino dagli elomenti, die, se un tale rapport0 si inantiene maggiore di 

un numero maggiore di 1, la, fn 6 infinita, se minore di un numero minore di 1, infinitesima. 

posta f* = 1 $ ayi ,  la, determinazione del comportamento assintotico della fn si coordina 
f* 

00 

a quella del prodotto infinit,o n (1 +an). S U  questo proposito ho recentemente studiato 
1 
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portamento aasintotico di cotesta rapport0 non pub direttamente servire il 
fi,+, teorema di CAUCHY (*) il quale afferma che ; quando il lim --. esiste 

fn 

esso é eguale al limite di "Jfn ; gioverebbe invece poter desumere l'esistenza 
fn+i n- del limite - da quello del limite di \If, , che in moltissimi casi si pub 
f n  

facilmente determinare. 

Lo studio di tale questione rimane d'assai semplificato quando ai siano 
prima, determinate le condizioni che rendono valida la relazione 

nella ipotesi che sia ammessa solo la  esistenza del primo membro. 
Studierb questo quesito ne1 5 II. 
Partendo da  una evidente identità numerica, con considerazioni di ordine 

affatto elementare, giungo a conclusioni che brevemente si riassumono dicendo 
che : quando si tratti d i  funzioni monotone, e si  sz-pponga mo?zotono amhe il 

f i a  quoxiente - dalla esistenza del limite d i  puesto si pub desumere la esistenzu 
9n 

del limite del quoziente delle clifferense finite bf,, 8 ohe: la rapidità di ten- 
A cpn 

denxa al limite d i  quest'ultimo quoxiente non è inferàore u quella del quo- 
f n eiente - . 
'Pn 

fn Iianno La considerazione che non sempre i due quozienti - 9 - 
9% 

eguele rapidità di  teiidenza al limite, ed il desiderio di porre questo fatto in 
relazione con la  rapidità assoluta di crescenza delle fn ,  O n ,  mi ha condotto 

OE 

i seguenti quesiti. Detemninaf-e il coînportanzento assintotico del prodotto x ( 1  + a,), sup- 
1 

m 

posto noto quello della seîeie 2 a,. 
1 

8 

Determinare i l  comnporlamento assintotico del p~odotto infznito x ( 1 f a,, bn ) supposto 
1 

noto quel20 del prodotto x ( 1 + a,) e quello delle va~iabil i  a,, b,, . Si veda la Memoria: Con- 
tribut0 alla teoî-ia dei prodolti infiniti e delle serie a termini positivi nei Rendiconti del Cir- 
colo matemalico di  Palermo. Adunanza del 13 marzo 1904. 

(") Cfr. Analyse, pag. 53-57. 
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33 B o r  t o  1 O t t i: Contributo al la  tsoria 

A fn fn  al10 studio del doppio rapporto - : -. Sono giunto a risultamenti molto 
A 'pu 'P>t 

sernplici ed importanti. Vedremo infatti che, se quel doppio rapporto ha li- 
mi te  determinato (finito, 'nul10 od infinito) 1; puesto è appunto l'ordine d i  in- 
$nit0 della f,, quand0 Z'infinito della yn si assuma come y rkc ipa l e  e p a n d o  

sia soddisfatta la  relazione lim P"+' = 1. 
n=m <pn 

se la  variabile Pn ha limite determinato F ,  e s i  assume cowte infitzito p ~ i w i -  
pale quello della y,, 2'ordine d i  infinito della fn (al semo d i  CAUCRY) (*) è 
dato da1 numero 1 -+ p. 

1 risultamenti che si ottengono studiando direttamente le funzioui di va- 
riabile discreta sono di unn generalità grandissima, perchè si possono diretta- 
mente applicare (come vedremo al $ III), a funzioni della varia,bile con- 
tinua z, senza bisogno di supporre che esse sieno continue. 

Se poi ammetteremo che sieno soddisfatte le condizioni di continuitll e 
derivabilità, richieste per l a  applicaziorie del criterio d e l l ' H ô ~ ~ ~ a r , ,  potremo 
più intimamente di quel che si faccia coi metodi ordinari, stiidiare le rela- 
zioni assintotiche fra il quoziente delle funzioni e quello delle derivate o ri- 
cavarne criteri, teoricaihente più perfetti e praticamente pih efficaci, per la 
determinazione dell'ordine di infinito. 

In particolare troveremo il teorema : 
Se s i  assume conte in$rzito principale quello della funzione semnpre cre- 

scerzte ((x), Pordine d i  itzfinito ( a l  senso d i  CAUCHY) della funxione mono- 
tona f (x) è dato da2 limite del doppio ~ a p p o r t o :  

(*) Cfr. Oeuvres, 2 . 9 é r i e  t. IV, pag. 281. Cfr. anche BOREL, Leçons sur les séries 
a tel-mes positifs pag. 36: e la mia Nota: Sulla determinazione dell'0rdine di  inpnito. Atti 
Acc. Sc. di Modena, seduta del 23 marzo 1901. 
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L'applicazione di questo teorema ad alcuni esernpi* ne mostrerà l'utilità 
pratica per la determinazione dell'ordine di infinito di funzioni trascendenti. 

Il teorema enunziato e I'estensione al caso in cui il limite di quel doppio 
rapport0 non esista, e convenga considerarne i limiti superiore ed inferiore di 
indeterminazione, ciarà esposto ne1 8 IV insieme con altri teoremi che dànno 
modo di ricnvare la conoscenza del comportamento assintotico del quoziente delle 
derivate da quella delle funzioni; mentre ne1 V tratterb specialmeiite della 

L'argomento della presente Memoria potrebbe trovar posto nelle prime 
lezioni del corso di calcolo, e per questa considerazione ho posto cura spe- 
ciale ne1 metodo e nella esposizione, che volli rendere il più che fosse possi- 
bile, facili ed elementari. 

A questo riguardo posso dire che, tolto cib ohe didatticamente pub sem- 
brare superfluo, sarà possibile introdurre nell'insegnamento la maggior parte 
dei risultamenti contenuti in questo soritto (*), e ne verrà cosi spianata la  
strada per la rigorosa trattazione di argomenti importanti e difficili di ana- 
lisi infinitesimale. 

1. TEOREMA. Sierto f (x), cf (x), fufixiofii reuli della variabile ~ e a l e  x, 
finite e ad un vulore in  tutti i punti a distanxa finita d i  ttn determzizato in- 
torno (xo . . . + oo) delZ'inJinito. L a  rp ( z )  sia ivi sempre crescente ed i~ f in i ta  
per ;2;. = + m. Sia k i l  limite szdperiore d i  indeterminaxione per x = + 00 

della espressione : 

h positive, indipendente dalla x, 

(*) Ne feci quest'anns l'esperirnento. 
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si vuole provave cke i l  limite superiore d i  2ndetermilzaxione della espres- 
siorle 

non d maggiore d i  k. 
Ed infatti, ad  ogni numero positivo & potremo coordinare un niimero po- 

sitivo x, tale che 

cioè 

ed anche: 

Di qui, qualunque sia il numero intero positivo p, 

Sieno ora x, x,,  due numeri qualunque soddisfacenti le condizioni 

x ,  x i Z x + h .  

Determiniamo il numero intero p con la condizione 

d a  cui, tenendo conto delle (3), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



degli injnit i .  3 5 

Osservando che, per la (4), 

x < x , - p h < x  + h 
vedremo che 

- 

?(xi-P 42 ~ ( 4 ;  

ed, indicando con D l'oscillaxione della Pnxione [ f ( x )  1 ne1 tratto (x,. .. x + h), 

Ricordando ora che lim y (x) = + eo, vediamo che, comunque il punto x 
a=+m 

ed il numero positivo e sieno scelti, sempre è possibile determinare un numero x' 
tale che sieno contemporaneamente soddisfatte le condizioni 

f (4 D m < O ;  

si ha  poi sempre 

2,>2, o<m< 1, 
y ( ~ 1 )  = 

avremo dunque, dalla ( 5 ) ,  

fM < k + 3 r ,  x i  I y x i  I 
e cib prova l'enunciato. 

2.  COROLLARIO. Se esiste ed è eguabe al10 zero i l  limite per x = + oo 

della frazione (" + -f , esiste ancora ed è sguale allo awo i l  liwtife, 
'P (" .t 4 - cp (4 

. . 

La nostra ipotesi infatti equfvale a supporre k = O  nell'enunciato pre- 
cedente. 

3. OS~ERVAZIONE 1. L a  dimostrazione fatta non pub darci nessuna indi- 
cazione sulla rapjdith relativa di evauescenza delle espressioni (l), (2). 
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3 6 Bor to lo t t i :  Contribeato alla teoria 

4. OSSERVAZIONE II. La condizione, per gli accrescimenti finiti h, di 
essere costanti, non è essenziale. 

Facilmente si vede che il teorema ed il corollario sussistono anche se la 
costante positiva h si sostituisce con una funzione h ( x )  finita in ogni punto 
a distanza finita e tale che ogni successione della forma , 

X ~ = X  + h(2)j .e  . )  X ~ = X H - ~  + h ( ~ n - 1 ) )  B . ,  

vada all'infinito sempre crescendo, per n = + W. 
5. TEOREMA 2. Siavzo f (x) ,  y (x), fiwzxioni reali della variabile reale z, 

finite e ad ufi valore ifi tutti i pwzti a distanza finita d i  un determinato in- 
torno dell'infinito. La rp ( x )  sia ivi semnpre crescente ed infinita per z = + CO. 

Sia Z il limite inferio~e d i  indete~minnxione, peY x = + oo, della espres- 

sione (' + ') - (') ?& positivo indipenden te  dalla x. 
Y (x + - v (4 

Si vuol yvovare che il limite inferiore d i  indeterminaisione del yuo- 

~d jnfatti, coordiniamo al numero positivo e, un numero x. tale che 

per ogni p intero, positivo avremo : 

x t r l I  f ( x+pk) - f ( : i : )>(J - - -E)  I cp(x +ph)-rp(x)I .  

Sieno ora x, x, due nurneri soddisfacenti le condizioni x> z, + h, . x,  > z, 
ed indichi D la oscillazione della f (x) ne1 tratto ( x  - h , . . . x), arremo, in 
modo analogo a quel10 tenuto al teorema precedente: 

Scegliamo ora un nuinero x' abbastanza grande perchè: 
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ed avremo: 

e cib prova il teorema. 

6. O~SERYAZIO~IE 1. Peï la quantità positivs h pub ripetersi quanto s'è 
detto al n.' 4. 

7. OBSERVAZIONE II. Se l > 0, le differenze f (x + h) - f (xj sono, da 
un determinato valore di x in poi, tutte positive, e cioè anche la f (2) è sempre 
crescente in un determinato intorno di + no. 

f ( s + h ) - f ( 4  = + m, ed 8. COROLLBRIO. Se Z = + cm, si ha lirn - -- --- 
z=+m 'P (.x + Il)  - '9 (4 

il teorema or ora dirnostrato dirnostra che anche il quozientc admette 
? (4 

limite e che quefito k = + W. 

Sia poi 

Fatto 

ne ver&: 

lim F(~th)-F(x) --lirn - f ( ç + h ) - f ( 4 = +  
E=+* 0 (X + h) - y (3) x=+w ? ( x $  h) - Y(%) 

e ssr& anche lirn *) = + CQ, cioè infine ]im j(3") =- m. 
s=m cp (4 z=oi y (x) 

Possiamo dunque enunciare la proposizione seguente : 
Le f (x), cp (x) sieno funzioni reali délla va~iabile reale z, Jinite îit u p i  

punto a distanxa finita d i  un determinato intorno (x, . . . + m) e la rp inoltve 

sia senapre crescente ed infinita per x = + oo, se i l  quoxiente f (3 + h)  - f (4- 
'P (x + 4 - 'f (4 

2 infinito s deteuminato d i  segno per x =+ oo; anche il quoziente 1-) am- 
? (4 

mette limite per z = + w, ed é questo eguale al limite d i  
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9. OSSERVAZIONE analoga a quella fatta al n." 3. 

10. TEOREMA 3. Sieno f (x), cp (x )  funzioni reali della variabile reale x, 
$nite e ad un va2ov-e in tut t i  punti a distanza finita d i  u n  determinato in-  
torno (3, , . . . + ce), la p (x) siu ivi sempre crescente ed infi'ita per x = .-f- m, 

doue h è zcna costante positiva, ha per x = f. 00 limite determinato 1, an- 
che i l  auoziente 

avrà pev- x= + rn limite determinato, e sarà qtcesto eguale a A. 
L a  dimostrazione è già stata fatta nei casi di A = 0, A = + oo, = - m. 
Se 1. non è eguale alIo zero, da  un determinato valore di x in poi, le 

differenze f (lr: + h) - f (x) avranno tutte 10 stesso segno e niuna di esse sarà 
nulla. 

L a  funzione f (x) sarà dunque sempre crescente, O sempre decrescente. 
Poniamo: F= f se la  f è sempre crescente, F= - f se la f è sempre 

decrescente. 
Sarà la F (x) in ogni caso una funzione sempre crescente, in un deter- 

minato intorno dell'infinito, e le differenze P (x f h)-F (x) saranno tutte 
positive, e cioè sarà 

Se scriviamo 

avremo 
I ,  = 2, se f (x) crescente 

A , = - À  n n decrescente. 
Ma si ha: 
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dunque 
F (4 3 b) lirn sup. 1 - 1 A ~ ,  l ia  inf. - > L- 

x=+m 'P (4 'P (4 = 

Si osservi ora che , essendo per ipotesi >., > O , la condizione 

lim > A ,  eaolude che F ( E )  assuma valori negativi in ogni intorno di 
inf. (P = . - .  + oo : e cioè : Se la f ( x )  è crescente, dovrà essa per x: abbastanxa grande, 

diventare e conservami poi sernpre positiva, se decrescente negatiua. 
Escluso che la F possa diventare negativa, in un determinato intorno 

di + ao, rimane provato che 

F (x) (.%) lim sup. 1 - 1 = lirn sup. - 
=+m p, ($1 =+03 (p (3:) 

onde dedurremo dalle (12) 
F ( x )  - I l  lim - - 

.=+= 'P (4 
Sia ora f (x) crescente, avremo F = f, hi = À, epperb 

Sia invece la f ( x )  decrescente, avremo F = - f ,  A i  = - A, 

I n  ogni caso è dunque provato il teorema. 

LEPMI RIQUARDANTI LA TEORIA DELLE FUNZIONI DI VARIABIL1 DISCRETE. 

11. ~ndich i  [TA un iosierne numerabile di punti dati in modo qua- 
Iunque su1 piano della variabile complessa, e sieno f ($,&), q (x,), funzioni reali 
finite e ad un valore in tutti i punti x,. L a  successione [ y  ($a)] inoltre, tenda 
per n = 00 all'infinito, sempre crescendo. 
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Poniamo 

Poichè le differenze y ( x n t , )  -+ (x,) sono tutte maggiori di zero, scri- 
veremo l'identità 

Osservando che, per le ipotesi poste, le cp (x,) sono, da un certo indice 
in poi, tutte maggiori di zero, posfiiamo anche scrivere: 

e da questa ricaviarno le selazioni identiche : 

12. Dall'esame di queste relazioni si ricava subito la proposizione se- 
guente : 

TEOREVA 1. Le  funxioni reali  f (x,), p, (x,), sieno finite e ad un va.Zore i n  
tu t t i  i punti xn (ta = 1, 2 ,  3 . .  .) d i  un determinato insieme numerabile; la  
y (x,) a l  tendere d i  n al2'infinito, vada all'injinito sempre crescendo, ed i l  

quozàente $J (x ) - - (x3 3 per i valori d i  n maggiori  d i  un determinato nu- , - ? ($4 
meyo N, sia monotono; 

se $ (xn)  è noai deerescede, s i  avrà : 

se + (x,) è iiori creseeaile, si avrà:  

13. COROLLARIO. Se la + (x,), tlelle ipotesi dell'enmciato precederzte, è 
noii elecrescerite ed ha limite inferiore d i  indeterminaxione Z, sarà egzlale 
ad 1 anche i l  limite inferiore d i  indeterminaxione delia fi,axione p (x,). Se 
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deg li infiniti. 4 1 

i~ivece la t+ ( x )  è non ereseente ed è k il suo Ziuzite superiore di indeter- 
minazione, i l  livnite superio~e d i  indeterminazione delle p (x,) non pu6 su- 
perare k. 

Sia infatti la + non decrescente, avremo per la formula (19) : 

lim inf. p (x,) 2 - lim inf. 9 (x,) ; 
9 r = + a ,  B=?c 

(21) 

ma, pel 2.' Teorema del10 STOLZ, il lin] inf. di indeterminazione della I+ (z,) non 
è mai inferiore a quello delle p (x,), d'onde la eguaglianza richiesta dall'enunciato. 

L a  seconda parte, riguardante il caso della rl/ (x) non crescente, risulta 
immediatarnente dalle formule (20). 

14. TEOREMA 2.' Le funxioni recrli f (x,), g, (x,), sieno Jinite e ad un 
vnlore nei punti x ,  di  un insieme numevabile; la p (x,) sia sempre crescente 

e tenda all'infznito con n. Se il quoxiente I+ (x ) -- (z'O k monotono per tutti " -9 (XN) . .  , 
i valori di n maggiori di un determiraato nufnero N ed infinito per n = oo, 

anche il qttoxiente p (x ) - f (-+') - (xn', è, per n = CP, infinito di ordine " - 9 (xnt i) - (P (an) 
non minore di quelle della +. 

L a  variabile I+ (x,) pub essere non decrescente, epperb, da un determinato 
valore di n in  poi, sempre positiva e tendente a + w; O non crescente, e 
quindi negativa e tendente a - or. 

Ne1 primo caso il suo limite inferiore di indeterminazione essendo 1 = + oo, 
tale sarà (1 7) anche il limite inferiore di indeterininazione della p (z,); questa 
variabile dunque è infinita per n = W. L a  relazione p (x,) > $ (x,), che, per 
le formule (19) ha  luogo in questo caso, ci mostra che l'ordine di infinito 
delle p non pub essere inferiore a quello delle t+. 

Analogamente si ragiona ne1 caso che la S, sia non crescente. 

15. TEOREMA 3.' Le funzioni reali f (x,), p (x,), skno finife e ad un 
valore nei punti di un insieme mimerabile [x,], la f (2,) per i valori d i  12 

superiofi ad trrz determi~zato nunze7.o N sia sempre crescente ed infinita per 
n = W .  

Se i l  puoiiente I+ (x,) )= fm è mortotono ed infinitesirno pcr n = m, 
Y ( ~ 4  

anche il quoxiente p (s,) è infinitesimo di ordine non minore. 
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16 .  TEOEEMA 4," L e  funzioni reali f (a,), y (x,), finite e ud u n  ralore 
nez' punti d i  un insieme numerubile [x,], sieno entrambe monolone per i va- 
lori d i  n superiori ad u n  determinato raumero N, la g, (x,) itîoltre sia sempre 

crescente ed infinita per n = m. Se i l  poz ien te  + (x ) - - (x f i )  è monotono 
" - cp(xn) 

ed lnjinitesimo per n = oo, anche il quoxiente p (x,) = f (xn+i) - f (211) sarà 
cp (xn+i) - <p (XN) 

infinitesirno d i  ordZne non mitaore. 

L a  Çunxione f (x,), monotona nei punti Zn, al crescere indefinito di n 
finira col coriservare sempre il medesimo segno. 

Sia questo negativo. 
Poniamo 

T;' (x*) = - f (x,). (22) 

L a  variabile F(r,) sarh monotona e positiva, il quoziente *' avrh il 
Y (xn) 

medesirno valore assoluto di + (x.) = fM e sarh quindi infinitesirno. La fi-a- 
'P (xn) 

F ( ~ , + i )  - P (xn) zione non differisce, se non per il segno dalla frazione 
(%+il - <p (xn) 

X n t i  - ( ) (xlz' , concludiamo diinqiie che: se i l  trorrrna risultwà P = 9 (x,,+.) - p (xn) 
valido funzioni f (x,) woiiotone e positive, dwrà essere vero i n  gefierule. 

Iri secondo luago si osservi ohe ln f (2,) piib essere laon crcscenfe O lzotz 
decrescente. 

Ne1 primo cas0 la, f ( x ) ,  che pPr  la considerazione fatta precedentemente 
pub supporsi positiva, tender& ad un limite finito O nul10 1. 

I n  questa ipotesi, fissato un nuinero qualunque in intero e maggiore di N, 
e posto : 

As=f(x,+s)-f(~m+s+i) ,  2, 3 . . .  (23) 

saranno i numeri As tutti positivi O nulli, e percib la variabile F(x,) defi- 
nita dalle relaxioni : 

sarà positiva, non d~crescenfe i n  tut t i  i punti  Y,+,. 
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Avremo poi 
s 

lim 3' (x,+,) = f (xm) $ lirn 2 A, 
s=m s=x ? z 1  

cioè, per le (23) 

In fine, osservaiido che f (r,) è finito e determinato e che y (r,) è in- 
finito per n = ce, si vede che : 

S e  dimostreremo ohe è lirn (xn") - F(x") = O, osservando che 
n=m ( ~ n + i )  - (zn) 

avremo dimostrato i l  teorema. 
I'ossiamo drlnque limitarci al cuso di variahili f (x,) positive Mon de- 

crescen ti. 
11 quoziente + (x,), monotono, infinitesirno per n= 00, sarà in  questa 

ipotesi positivo non decrescente, almeno per tutti i valori di n superiori ad 
un determinato N. 

Dalla formula (17) allora ricaveremo: 

Osservando che p (x,) è positivo (O nullo) e che + (x,) per ogni valore 
finito di M non S eguale al10 zero, deduciamo in fine 

e cib prova l'enunciato. 

17. TEOREMA 5.' Indichianzo con f (G), y (x,), fuwioni reali finite e 
ad un valol-e in tutti i yzlnti di un insielîle numerabile [x,]. I l  qquoxiente 

(x92) sia, ulmoio per i valwi n 2 N, monotone, e, per n = + m, ammetta 
? (4 - 

limite dete~minato A finito e diuerso dullo zero, 
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4 4 B o  Y to 10 t t i :  Contributo alla ieoria 

P o t r e ~ ~ o  affermare che si ha : 

lim 
n=co 

q u a d o  sia soddisfatta una ulmeno delle condixioni seguenti: 
a )  la -variabile F (x,) = f (x,) - h y (x,) sia sernpre crescente ed infi- 

nita per. 12 = W. 

p )  ln variabile F (x,) szcperiorrnente definita sia monotona, e ta 1 (r,) 
sia s e v r e  cre.wefzte ed infinita per n = W. 

L a  dimostrazione si deduce dai teoreini 3 . O ,  4.", col considerare i quo- 
F (zn) F (zn+i) - F ( xn )  zienti - 
<p ( - ~ n )  ' y (xn+i) - (xn) ' 

18. Per  verificare se l'ordine di jnfinito di una data funzione f, è 
maggiore O tninore di quel10 di un'altrt~ funzione data y., giova spesso la 
proposizione seguente : Sieno f, y ,  funzioni 1-eali, finits e ad ecn vulore nei 
petnti x, di un insieme numerdile [x,]. 

La  cp (x,) sia semnyre crescenta ed inJinita per n =m. 

Poniamo : 

s i  rnantiene maggiore d i  un nunwo maggiore d i  1, per tutti i valori d i  
f n - > N, il quoxiente - è, pet. 9% = 00, deterr~i~zato di segno ecl injînito. 
? 

Se i l  doppio rnppotto (30) si ?nantiene, per ogni n - > AT, positive; m a  
f sninore d i  un numero nzir~ore d i  1, i l  quozietzte - è infinitesirno per n = W. 
? 

L a  dimostrazione, ed insieme una determinazione più esatta della rapidità 
di crescenza della f, relat i~amente a quella della y ,  ci è offerta da1 seguente 
cri terio : 

TEOREMA 6 . O  Si ponga 
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dey l i  infiniti. 4 5 

se esiste i l  l imite 

ed è 6 u n  numero posz'tivo dulo a piacere, l ' o ~ d i n e  d i  infinito della funzione 
f (x,) è minore d i  qzlello della nariabile 1 y (s,) Ii+B+" ed è maggiore d i  quello 
della variabile 1 I, (x,) l i + P + I .  

Seguendo le idee di CAUCHY' ed usnndo uiia notazione proposta da1 
BOREL (*), potremo anche dire che : Se s i  assume come infinito principale O 

del priwto ordine quello della v a ~ i a b i l e  rp (r,), l'ordine d i  infinito della f (x,) 
è esprinzibite mediante i l  simbolo ( 1  + 3). 

Ne1 caso in cui si abbia lim a, = O, dimostreremo che /3 = lim b,, cioè 
n=xl n = w  

1 + p = lirn - : : ed avrerno cos: il teorema : 
,i=m A y 

S e  la  funzione cp (x,) soddisfa l a  condizione 

e s i  assume l'infinito d i  y (r,), per n = m, come i?zJi?zito principale; l'ordîne 
d i  infinito della funziotze f (x,) s i  ottiene calcolando i l  l imi te :  

Se  i l  l iwi te  d i  cotesto doppio rapporto non esiste, sia O .no l im a, = O, 
I l = x  

indicando con 1, L, rispettivarrlente i l imi t i  in fer iori  e superiori d i  indeter- 
~~zinaaîo,te della b,, avreino due n u m e r i  1. -1 Pi, 1 +.Pz ,  f ra  i qual i  è situato 
l'ordine d i  iljfinito della f, (rispetto alla y ) ,  calcolando i lifnit i .  

& = lim . , B,= lim - 

Ne1 caso Zn cu i  l a  (34) siu soddisfatta,  saranno Pi = 1, B, = L, e cioè 
Z'ordilhe della f, relativamente al la  y, sarà  compreso fru i lirniti inf. e ssup. 

A f  f d i  i~tdeterminasione del doppio rapporto - : 
A ?  Y 

(*) Cfr. E. BOREL, Lecons sur les séries à termes positifs, pas. 36. - CAUCHY,  0 e ~ v 1 . e ~ ~  
2" série, t. IV, pag. 281. 
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4 6  B o r t o l o t t i :  Co?ii~iOecto alla teoria 

Infine osseryeremo che se l i r n o f :  = + w, 1, variabile f (zn) è in- 
*(? <P 

finita d i  ordine superiot-e a quello d i  qualunque potema con esponcnte reale 
A f .  f e positivo della (p (s,) : se lim - . - = O ,  la f (x,) è infinita d i  ordine in- 

, ,=-A'+' (P 

feriore a quello d i  qualunque potensa con esponente reale positivo delle cp (x,). 
Per le dimostrazioni si osservi che, in conseguenza delle ipotesi poste, le 

variabili 

hxnno segni eguali per ogni n 2 N. 
1,  denominatori y (x,), y (x,+,) - y (r,), sono perb entrambi positivi, onde 

viene che i numeratori . f (r,), f (x,+,) - f (s,) dovranno avere egual segno 
per i medesimi valori di n. 

Escludendo che la f, e con essa la + sieno nulle per ogni valore di x,, 
rimangono due sole ipotesi possibili: O che la f (x,) sia positiva e crescente, 
o che essa sia negativa e decrescente. 

Poichè quelle due ipotesi si riducono l'una all'altra col yorre 

supporremo, per maggiore chiarezza, che f (r,) sia positiva e qrtindi crescente 
per ogni n Z N .  

~bbiam; poi per la formola (32): 

P (xn) - # (&a) = bn # (xn). 

Scriveremo dunque la formula (171, data al n.O 11, sotto la forma 

Da cui 
v ( sa+ , )  - (P ( xn )  + (xn+i) = + ( ~ n )  1 1 + 

( B n + l )  bn 1 
s mettendo m, m $ 1, m + 2 , .  . . rn $ Y - 1 successivamente al posto d i  n, 
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deg l à  i?l;ji~ziti. 4T 

Osserviaino ora che 

Y ( ~ m + s + i )  - (P ( ~ n l t - s )  - p) (znz+s) 9 ( ~ m + s + i )  - ( x m t s )  - 
( ~ m + s + i )  rp (xm+s+i) (P ( X W + S )  

- - 1 
. ' am+a. 

1 $ am-ts 

D'onde per la formula (39) 

Il prodotto infinito 

è, per r = cio, infinito del10 stesso ordine della variabile q, (xm+,), onde tenuto 
conto dei teoremi dati ai n.i 23-27 della mia Memoyia C'ont?.ibuto alla t e o k  
deiprodotti znJiniti e delle serie a termini positivi si ricavano punto per punto 
le proposizioni enunciate, 

19. Esempio. 

La funzione f è dello stesso ordine delle yP; cib che d'altronde è evi- 
dente. 

a, = lim a = O, dunque avremo 
lg f i  n=r) 
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48 B o r  t o lo  t t i :  Con tribut0 alla teorz'a 

La variabile n è percib infinita di ordine superiore a quello di qualunque 
potenza reale di lg n. Risultato noto. 

L a  fuiizione en è dunque infiiiita di ordine inferiore a quello di qua- 
lunque potenxa realc: positiva della funzione n !  

! l : L = e + E n ,  ~ i m  cn = O, 
A ?  Q 91=- 

L'ordine di infinito di nn è dunque superiore a quel10 della variabile n ! ,  
ma inferiore a quello della varinbile ( n ! , l i e ,  qualunque sia il numero posi- 
tivo B .  

Asslimendo come infinito principale pue210 d i  n ! ,  potrenio dire the, a2 
senso d i  CAUCHY, la vwialiile nn è injizita del pl-imo ordine. 

Sotto questo punto di vista sono accettabili le deduzioni del BOREL (*) 

che considera come paragoriabili O sostituibili fra loro, gli infiiiiti delle due 
variabili n!, nn. 

(%) Cfr. Leçons sur les séries à termes positifs, pag. ô4 ed 82. Cfr. ancora la inin 
nota Sulla &terminazione dell'ordine di infinito (Atti Acc. di Modena, ser ie  III, vol. IV, 
seduta del 23 marzo 1903). 
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$ III. 

TEOREMI RELATIVI A PUNZIONI NON NECESSARIAMENTE CONTINUE. 

DELLA VARIABILE CONTINUA X. 

20. Indichiamo con f (x), p (x), funxioni reali delle z Jinite e ad tin 

valore in tutti i punti a distanza finita d i  un determinato intorno (x,, . . . + 00) 
e poniamo 

dove h è una quantità positiva che, quando non si avverta il contrario, si 
suppone arbitrariamente data, ma costante rispetto ad x. 

1 teoremi dimostrati al paragrafo precedente permettono di enunciare le 
proposizioni seguenti : 

TEOREMA 1." Se la fùnzione y (x) è sempre crescente ed injnita pet. x= + cxi, 
se il puozieicnte + (2) =@ è non decrescente ed ha limite inferiore di inde- 

'p (4 
*q - terminaxione 1, anche il quoxiente delle differenxe finite - p (x, h), ha, 
AcP 

per x = oo limite in feriore di indeterminazione eguale ad 1;  
se i l  quoziente J, (x) è non crescente ed ha limite superriore d i  indetermina- 

A f xkne k ,  il puoxiente - ha lzinite superiore d i  indetermirtaxione non mag- 
A ?  

giore d i  k. 
COROLLSRIO. Se la y (2) è sempre crescente ed injinita per x = + oo, 

ed i l  quoriente + (x) è monotvno nell' intorno (x, . . . + w), ed infinito per 
x = + cio, anche la funxione p (z, h )  è per :e = $ cio, determinata di segno 
ed infinita d i  ordine maggiore ed eguccle a quel20 della (x). ' 

TEORENA 2.O La funxione f (x) s h  monotona e lu y (x) sempre ct.eseenle 
ed inJinita per x = + W. 

Annali di Matematica, Serie 111, tomo XI. 7 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



50 B o r t  O lot  t i :  Contrduto atla teoria 

Se anche i l  quoziente $ (x) è monotono ed inJinitesimu per x = + 00; s w à  la 
funxione p (2, h)  esse pure injinitesima d i  ordine maggiore od eguale a quello 
delle + (x). 

TEOREMA 3.O Se il quoziente I+ (x) è nell'into~no (x,, . . . + oo) monotono 
e tende ad un limite Jinifo e diverso dallo zero À per x = + co; tende& 
anche p (x ,  h )  a quel medesimo limite qzcundo sia soddisfatta una alrnerqo 
delle due condizioni sey uenti: 

a) La fzlnzione F= f (x) - )i Q (x) tende all' infinito sempré crescendo; 
6 )  La funxione F è monotona e la a, (x) è sempre crescente ed infinita 

per x = + m. 
TEOREMA 4.' Se lu funxione f (x) 2 monotona, se la (x) tende all'infi- 

~ f .  f nito sempre crescendo ed il doppio rapport0 - . - 3  per un dete~minato vu- 
A9 P . . 

kore dell'accresciuzento Ti., si rmuw%ene mugglore d i  uta numero maggiore d i  1, 

porto Ji mantiene minore d i  ua numero minore di 1 ed è positivo, la fun- 

f xione - è monotona ed in$nitesima. 
9) uns determinazione più esatta dell'ordine di infinito della f, si pub fare 

al modo seguente: 
Posto 

ed B r un numero positivo dato ad arbitrio, l'ordine di infinito della funziorie f 
è minore di quello della funziorie 19 (x)li+P+', mapgiore di quello della fun- 
zione I T  (x)l"+-', cioè, se d'in$nito della y s i  assume come princ-ale, quello 
della f è dado da1 simbolo ( B  + 1). 

Nelle ipotesi poi che si abbia 

l im ah (x) = O, lim QJ?+A) - 
$=Ca z=a, ? (x) - 1, 
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degli inJiniti. 5 1 

l'ordine d i  injinito delle f i  relativamente alla y, si ottiene semplicemente cal- 
* f  f .  colando il limite del doppio ~apport6- : - , e, se qucsto limite nolt esiste, 
A ?  TJ 

l'ordine di i11fido della f è situato fra i limiti superiore ed inferiore d i  in- 
determinazione di quel rapporto medesimo. 

La dimostrazione si desume senza alcuna fatica da1 teorema del para- 
grafo precedente. 

Osserviamo che, se il doppio rnpporto - : f è maggiore d i  un nu- 
* 'P  1 

mero maggiore di 1, si desume dalla riflessioie f i t ta  a proposito del citato 
teorema 6.' che, per un determinato h e per ogni x si ha +(x + h ) )  + (2). 
Cib basta (*) per concludere che la + (x) è monotona, e che, anche per ogni 
altro valore positivo di  h il doppio rapporto è inaggiore di un numero mag- 
giore di 1. 

Osserveremo ancora che il numero 1 + rappresenta la rapidità di cre- 
scenza della f (x), quando sia supposta riferita alla crescenza della (p. 11 nu- 
met-O B è dunque indipendente dalla scelta della quantità positiva h. 

21. L a  condizione, imposta dagli enunciati dei teoremi 1.O, 2.0, 3.O 
alla + (x), di essere monotona in un intorno determinato dell'infinito, pub es- 
sere tralasciata, modificando lievemente gli enunciati medesimi. 

Nei numeri che qui seguono immediatanientc mi propongo di esaminare 
il caso di rp (x) =- x, cioè di 

22. Se la f (z) è firtita e determinata per z = + w; non ha bisogno 
di dimostrazioni la verith del fatto che le + e p sono eiratrambe in$nitesirne 
per x= + m. 

23. Sia la f (x) irzfinita e determinatu di  segno per x = -1- m, e 

("1 Cfr. STOLZ, Grunrlxlcge, vol. 1, pag. 58, 
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5 2 B O r t O l o  t t i :  Cotztribccto alla teoràa 

f (4 sia infinitesirno i l  quoziente # = . Fissiamo per maggior chiarezza che 

sia lirn f (x) = + m. 
a=+ m 

Ad ogni numero 
tivo A xn tale che: 

h n > = A x n 1  

positivo x, potremo coordinare un accresoimento posi- 

I n  corrispondenza ad  ogni punto xi arbitrariamente scelto riell'intorno 
dove le condizioni poste per le f, i, si ritengono verificate, costruiremo cos1 
una successione infinita di  punti 

tendenti all'infinito per n = + so, e lungo la quale le funzioni f ,  + sono en- 
trambe monotone, e la # è infinitesima per n = + co. 

ln forza del teorema 3." dato al § II avremo 

lim f (XX + hn) - f (8%) - - O? 
n=w hn 

e cioè, ad  ogni numero positivo e, coordineremo un indice N tale che 

Sia ora la f (x) monotona, avremo ancora 

h t h n ,  x > ~ n ,  f i>N7 I f ( x + h ) - f ( x ) I < & h , *  

Se esiste limite stcperiore di indeterminazione finito M, per le h,, tosto 
si scorge che ad ogrii coppia di numeri positivi O ,  h pub coordinarsi un nu- 
mero s, abbastanza, grande perchè si abbia 

e x . ,  l f ( x + N - f ( x ) l < ~ ,  
onde concluderemo: 

24. Se la funzione f (z) è monotona, se il quoziente + = f--) è ;%$ni- 
X 

tesimo per x = + co, se si pub siabilire una siiccessione x, d i  pu,nti ten- 
denti all'infinito, le cui differenze: A x, = xn+, - x, ,  abbiano limite supc- 
~ i o r e  di i~zdeternzi~zazione finito, e lungo ln quale la # (x,) sia morzotona, cib 
basterù par conclzrdere che, qualunque sia i l  numero positivo costante h, 

l im 1 f ( x  f h ) -  f (x) I=0. 
x=05 
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g IV. 

25. 1 risultamenti ottenuti nei paragrafi precedenti non presuppongono 
l a  contiriuità delle funzioni f ,  y, che ivi si considerano. 

Vogliamo ora amrnettere che tali funzioni sieno continue e de?.ivubiii in 
tutti i punti di un determinato intorno dell'jnfinito. 

f (XI Anzitutto, partendo dalla ipotesi che esista il limite del quoziente - 
IP (4 . . .  

delle derivate, si trae dai teoremi del10 STOLZ recati al $ 1, una  nuova ri- 
prova del criterio detto ~ ~ ~ ~ ' H ~ P I T A L  per la determinazione del limite del quo- 

f (4 ziente - . 
Y ( X I  

L o  STOLZ stesso ha. fatto questa dimostrazione che si trova svolta in modo 
esauriente nei passi citati della sua opera. 

La questione inversa, di determinare ciok il limite del quozientc! delle 
derivate, supposto noto quello delle funzioni, è stata d a  me studiata nella 
Memoria: S u l  l imi te  del quoxicnte d i  due funzioni, stampate ne1 Tomo VIlI, 
serie 111 di questi Annali. 

Verifieo ivi d i e  dalla esistenza. del limite: lin, f(- pub dedursi solo le 
m=+m ? (3) 

1 1  

esistenza del limite del quoziente & per la x tendente all'infinito lungo suc- 
P 

cessiani oostituenti un  insieme di punti,  del quale ho determinata l a  di- 
inensione, 

Possiamo ora domandare delle condixz'oni suficzénti  per l a  es is fenza del 
f ' (4 l imi te ,  per x che tende libevamente all'infitaito, del quoziente - 
(s (4 

26. 1 teoremi contenuti ne1 peragrafo precedente permettono di con- 
cludere d ie ,  quando s i  abbia a che fure con f u m i o n i  monotone, e si b a t t i  
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di quozienti iîifiniti od infinitesimi, una condizione sufiriente é data dalla 

iyotesi che il quoxiente $J (x) = -- (XI sia funziona nionotona della r in  un 
Y (8) 

detemninato intomo dell'injïnito. 

27. Si hanno infatti le proposizioni seguenti: 

TEOREMA 1.' Sieno f ( x ) ,  y (3) funxioni della variabile reale x finite e 
ad un vulore in ttrctti i yunti di un intorno (2, . . . + m), Ta ( x )  sia. sempre 

f (4 crescente ed Mfinitu per x = + ao, il  quoxiente $J (XI = - sia una fun- 
P @) 

zione monotona dei punti clell'intorno (z, . . . + w), infimYa per x - + W. 

Esistatzo le derivate f '  (x) ,  y' ( x )  in  tutti i punti dell'inte~~.~.allo (x,. .. + CO). 

f '  I l  qtcoxiente , sarà, nez punto x = + w, determinato ed infinito d i  ordine 
'P 

non inferiore a quel10 della #. 

E d  infatti la relazione 

conseguenza immediata della identità (17j trovata al n.O 11, vale indipen- 
dentemente da1 valore di h, d'onde: 

E di qui, corne al  na0 14, si ricava l a  verith dell'enunciato. 

TEOREMA 2.O Le f~nxioîzi f (T), rp (x), sieno fllzite, co?ztinue, derivabili, mo- 

f (4 ,,, notone in un detemzinato intortzo (x, . . . + 00);  il quoziente 4 (2)  = - 
r9 (4 . . 

f '  esso pure monotono ed infinitesirno per x = $. CO; il quoziente , delle deri- 
P 

vate sarù infinitesirno di  ordine non minore. 

TEOREMA 3.O Se, o1tp.e alle condixioni di continuità e derivahilz'tà ammesse 
9zegZi enunciati precedenti per le f (:ç), y ( x ) ,  si ammette che il qz~ozzénte 

(") ubbia, par x = + m, limite finito e diverso dalla zero 1, 9 (2) = -- ? (4 
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se cotesto quoxiente è rutonotono, e se è nnonotona . anche la fecrtxione 
f' F =  f - A y, i l  quoziente delle derivate ha limite detel-minuto, ed è questo 
5 

eguale a 1. 

TEOREMA 4.O La fil~ixiorze reale, dellu rariabile reale x, f (x) sia mono- 
tona e derivahile in tutti i punti di  un intowzo ( x ,  . . . + m). 1 1  quoxiente 

1(- siiinfiniteriwzo per x = + m, e, lungo ueu aiecessione r, che tende allJin- 
2 

finiio con n, mentre che le differenxe xn+, - x, hanno limite superiore fitcito, 

il quoxiente f - (xn) sia monotono. 
Xn 

Cib basterh per concludere che la de~ivata f' (x) è, per r = + ao, infi- 
f (4 gitesirna di ordine non minore di  quello della funeione - . 
x 

28. La proposizione seguente che completa. una proposizione che ebbi 
già ad enunciare nella citata Memoria (*), B d i  grande utilith ne1 calcolo in- 
finitario.' 

TEOREMA 5 . O  Sieno f, y ,  filnxioni reali della vuriabile reale x, finife, ad 
un valore e derivabili in tutti i punti di un deter.~jzil.zato intorno ( x o .  . . + 00). 

La rp (z) sin ivi sernpe 
conservi sempre i l  medesimo 

Se il doppio rapporto 

crescente, ed in.nitu per x = + w ,  e Eu f (x) 
segno. 

è positivo nei puni% (x,, . . . . 1- 001, e, per x = + 00, ammette limite determi- 
raato, yuesto ci bdicherà l'ordine di infiraito (al senso di CAUCHY) della f ,  
qutrndo per infinito principale si asstma quello della (p. 

Se que2 doppio rapporto ha limiti inferio9.e e superiore di indetertnziza- 
xiofze 1, L, l'ordine d i  infinito delle f ,  al senso detto superiormente, sarà 
compreso fra 1 ed L. 

(*) Cfr. questi Annali, t. VIII, serie III, pag. 362. 
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DIMOSTRAZIONE. 
f '  f Le funzioni - 7 per le ipotesi ammesse dall'enunciato, hanno 10 
'P 'P 

stesso segno; le q, sono entrambe maggiori di zero, dunque le f, f' sono 
di egual Regno in tutti i punti dell'intorno (x,. . . + oc). 

Per la fuiizione f (x) sono possibili quindi due soli casi: che essa sia 
positiva sempre crescerite, che essa sia negativa sempre decrescente. 

Essendo percib soddisfatte le condizioni imposte da1 Teorema 4.0 dato 'al 
5 III determineremo l'ordine di infiiiito della f, scegliendo un nuinero posi- 
tivo h a riostro piacere, e, posto 

calcolando il limite 

p = lim 1 + ah (x) 
z=m lg (1 + ah ( x )  

il numel-O 1 + 3 sarà, a l  senso di CAUCHY, l'ordine d i  infinito delle f ( ~ )  
quando l'infinito delle a, (x) sia ritenuto come principale. 

Abbiamo già oaservato che il numero fi è cosdanle lm' ogni valore Po- 
sitivo di h ,  tale sarA dunque al limite per h = 0. 

Ma si ha 

lirn ah (a:) = lirn cp(x f h) - ?(x)  
h=O k=O Y ( x )  

e siccome la p (2) é finita, continua e diversa dallo zero in tutti i punti s, 
cos), avremo, per ogni valore di x 

lirn ah (x) = 0. 
/=O 

Sarh dunque ancora, per ogni valore d i  x, 

Jg (l + a h  (4 hh (4) 
lim ' + an = ]iin bh ( x )  = f 1 ( 4 . f ( x )  , - - 1. 
*=O 

lg (1 4- ar (XI) 
h=O ? (4 ' P (4 

In fine 
f 1 ( 4 .  L(3. 1 + B = lim bh ( x )  $. 1 = lim -- 

ZZ23 z=m ?' ($1 Y ( X I  
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degli infitziti. 57 

L1ordine delle f (x), quando si ritenga corne infinito principale quello 
della g (x), è dunque dato da1 limite del doppio rapporto 

29. Quando sis lim $ : f = 1, si pub determinare se Yordine di in- 
x=m 9 1 

finito (ne1 senso più ristretto che ordinariamente si dà a questo vocabolo) 
della f è maggiore O ininore di quello delle y con la considerazione che:  
se il doppio rupporto 

f ' .  f - 
?' 7 

in tutti i punti d i  un deterwthzato iniorno dell'infitzito 2 maggior di 1, il 
f rupporto - é sempre cresce?zte, ed ha limite determinato maggio~e d i  zero 
P 

(finito od infinito). 
f '  f f Se il doppio rapporto : - è minore di 1, il quoxiente - è decrescente 
P ? '9 

ed ammette limite determinato, finito O nzrllo. 

Cib è evidente osservando che, se 

ne viene : 

cioè 

ed anche, essendo la y positiva e sempre crescente : 

Anliali di i\lcltemnticn, Serio III, torna X I  
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58 B o r  t O l o  t t i: Contributo alla teovia 

in fine 

L a  funzione f ( % )  - , è dunque s e v r e  wesce~te.  
9 ($1 

Analogamente si rngiona ne1 caso di $ : f < 1 .  
P ? 

30. Si vede fnoilmente ohe se i l  doppio tapporto f' : f s i  mantiene 
'P ? 

mugyiore d i  1 + a, a posit i~o,  costante i n  tut t i  i punti d i  ufi deferminato in- 
f torno dell'infinito, i l  quoxiente - è i n jn i to  per x = + W. 
3 

Sia infatti p : f > 1 + a. Dalla osser~~azione precedente deduoinmo che 
? P 

f - è sempre crescente ed ha limite determinato 1.. Non pub h essere finito, 
P 
chè altrimenti lungo infinite successioni x,, tendenti all' infinito con n, si - 

avrebbe anche lim fa = i, cioè lirn : f = 1 (*). Dunque è h = f m. 
$=O0 p) (x) a=.. 'p - p 

Da1 teorema dianzi dimostrato risultri, inoltre che se si assume per infi- 
nito principale quel10 della p (a), l'ordine di infinito (al senso di CAUCHY) della 
f ( z ) ,  non è minore di a. 

31. Facendv a, (x) = x, nelle proposizioni precedenti si ha la seguente 
regola : 

Se per. infinito d i  primo ordine s i  assume qzrello della variabile x, s i  
calcola l 'odine  d i  infinito ( a l  senso d i  CAUCHY) d i  una datu funzione f (x), 

d cercando i l  limite del prodotto x . - 1 lg f (2) 1. d x  

Ed infatti, se p -- x, 
d x  

(*) Cfr. questi tlnnali, t. VIII, serie III, pag. 272. 
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Si verifica cosi che l'ordine di ex è superiore n qualunque numero reale 
d perohb lim \ s . - (lg effi) 1 = lim x = a?. 

m=co d o  X=CQ 

L'ordine di 1 g z  è inferiore a qualunque numero reale perché 

d 1 - 1 lim I o .  - ( ~ ~ , x ) \ = ~ i m x . -  - hm - = O. 
z=m d x  r=co 8183 .1:=mIgX 

Quel10 di f = lg xlgx è pure superiore a qualunque numero reale perchè 

Pacendo rp =es, cioè assumendo come infinito del primo ordine quel10 
di ex, si calcola l'ordine di una funzione f (x) cercando il limite della deri- 

d 
vatn logaritmica - 1 lg  f (x) 1. 

d x  

Si verificti cosi che l'ordine di ex-, in quelle ipotesi, superiore a qua- 
lunque numero reale. 

xx Poniamo f = - , avremo Ig f = x Ig x - lg r (x) e, per una nota for- 
r (4 

mula di STIRLING : 

1 - 8 I g f = x I g x - x l g  x + - l g x  + x - i g , z x - - .  
2 12 x 

La derivata logaritmica dunque tende al limite 1, pur essendo mag- 
giore di 1. 

Concludiamo che il rapport0 

è sempre crescente ed ha limite determinato, (finit0 od infinito), maggior d i  
zero. 
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Possiamo inoltre afferinare che, se E è un numero positivo arbitrario, il 
rapporto 

2" 

(ex)'+" (x) 
è itifinitesimo. 

Più brevemen te, se s i  assume ex cotne in f in i to  p~.irzcz'pale, la fu~zzione l? (x) 
bX ha 10 stesso ordine d i  i)zf;nito del quoxie?lte - . 
e x  

1 - 

APPLICAZIONE AL TEOREMA lim 1 F (xj ] = l im F ( x  + 1) 
x=+w x=f ai F (4 

1 - 

32. La relazione : lin1 F ( n )  " = lim 
n=m 

(ri + l) ditnostrain da1 CAU- 
,,=a Fjf~) 

CHY (*) pel caso i n  cui sia ammessa la esistenza del secondo membro, vale 
sotto determinate condizioni, anche qunndo si parta dalla ipotesi clie esista 
il primo membro, e si pub estendere a fiinzioni della variabile reale, coriti- 

(*) Il  CAUCHY (Cours d'Analyse, pag. 53-57) enuncia il teorema:  

ma ogli dimostra soltanio che s e  lim F(x+l '  = Yi, ~d B b un numero deterrninrlo, ,, F ( x )  

si I n  lim [ ~ ( b  + n) k. Cib non B suficienle per aRerrnrre che ri lia ancorv 
n=m 

k, c In dimostrazione di CAUCHY andrebbe complotata in modo analogo a 
x=03 

quel10 che 10 STOLZ lm seguito pd teorema lim -f(")=lim f(- (si vedn no1 
y ( + 1 )  - ( ) r=* ÿ ( x )  

vol. 1, pag. 176 della, Ally. arithm.). 
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nua x, scrivendola sotto la forma : 
1 - 

lim 1 F (x) ) " = lirn F (3 + 1) - 
x = w  z=m P(x) 

Nella Mernoria preventiva : S d l e  de te~minuz io~z i  dell'ordine d i  infinito, 
stampatn l'anno 1901 negli u Atti delln Società. dei Naturalisti e dei Mate- 
matici Modenesi n ebbi già ad occuparmi di cotesto argomento : posso ora 
ripreriderlo con maggior precisione, giovandomi dei risultnmenti conseguiti 
nei paragrafi precedenti. 

33. TEOREMA 1. Sia F (x) utza fzo~xione reale della variabile reccle x,  
ad zut valore, finita, positiva i n  tut t i  i putzti d i  u n  detertninctto intortzo 
(xo. 0 .  + 00). 

Inclichiarrto col s h b o l o  

1 - 1 - - 
I3'(4r> I W ) I  x >  

che non è minore. 
Itzdickiamo pai4kienti con : 

qztello dei liwiti szrpesioî.i d i  i~zdeterrninazione delle variabili 

F ( x  + 1, F ( 3  , 
if7 (x, ' F(xf1) 

che nola è minore. 
Dico che s i  ha 

e che s i  ha ancoisa: 
1 - 

lirn in€. 1 F (x) " 2 lim. inf. F ( z  + 1) 
. - 

x=+ og x=+w F (3) 
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Poniamo infatti 
E' (3) = ef(s). 

Intendendo clie f (3) rappresenti il logaritmo aritmetico di F (x). 
Ne verrà 

Dai teoremi 1, II dati al § 1.0 ,  abbiamo : 

f < 1im sup. f (x + 1) - f (x) 1 lim sup. 1 1 - - 
x=+m x=m l 

f (4 lim inf. - > lim inf. f (x + 1) - f (8)) , 
x=+w x = x=+s 

e di qui, senza alcuna difficoltà, si deduce il teorema enunciato. 

34. TEOREMA I I .  Se F ( x )  è una funxione 9.eale della vaviabile veule z, . . 

ad un valore, finita, positiva in tutti i pzcrzti d i  un determitzato intorno 

ptcrchè esista il secondo membro. 

La dimostrazione pub ricavarsi da1 teorema precedente, e si pub anche 
direttamente desumere da1 teorema 3.O del 3 1. 

35. O~SERVAZIONE. Se 

ne viene 

cioè 

lim F (x + 1) = 1, 
z=m F(x)  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



degli infiniti. 63 

Donde la forma 
F (x)  = E~ ' ( (@) ,  lim E ( x )  = O 

x=a (54) 

per le funzioni soddisfacenti la condizione (52). 
Dalla (53) si deduce clie la derivata loguritmiccx, d i  una fitnzione 

soddisfacente la condizione lim + = 1 non pua esserc detci-mina ta 
r=m F (3) 

ne1 pulzto x = + oo, senza essere infinitesima. Proprietà ritrovata, per altra 
strada, in mie ricerche precedenti (*). 

36. TEOREMA III. Indichiamo ~012 F (x )  Za solita funzione reale della 
vuriabile ~ea le  x, ad un vulove, Jinifa, positiva nei punti d i  un determinato 
intorno (x, . . . + 00) e supponiamo che i n  quell'intorno la espressione 

sia vzonotona ed infinita (infinitesima) per x = + cc. 
Dico clze sarà ivi infinita (infinitesinza) di ordine non wtinore, la espres- 

sione : 

Sia prima 

Posto F (a)  =ef("), come fu indicato alla formula (50) ne verrà ancora 

f (4 La espressionc - per le ipotesi poste è nionotona, ed è infinita per 
X 

x = + oc, epperb (Teor. 2.0 del 5 3.O) sarà infinita e di ordine non minore 
anche la differenza f (x + 1) - f (x) ,  e di qui subito si ricava che è infi- 

nito il quoziente F ( x  + di ordine non inferiore a quel10 delln funaione 
B ' ( 4  

(") Alvlnali di Matematica, loc. cit., n. 11, teor. 9, n. 15, teor. 1. 
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1 
L 

Sia un  secondo luogo lim 1 F ( x )  1 '" = O. Fatte le etesse posizioni, ne 
x=w 

dedurremo ohe lirn fo =- rn : e da oib, per le ipotesi poste, e pel teo- 
s=m X 

rema citato, avrenio lim I f (x+  1 ) -  f ($11 =-sc, ed infine liin F(x+ 1) - - 0. 
x=+w r=+m F(x )  

37. TEOREMA IV. La funrione P (x), ?.eule, ad u n  valore, positivn, nzo- 
~zotona, della variabile reale x, nei  punti  debl'intomo (x, . . . f CO) ,  soddisfi 
la condizione 

1 - 
lim P (x) 1 &= 1, 

z=+m 

1 - 

la  furzxione ( F (x) 1 " sia nzonotona, oc1 almeno abbia quella tendenza u l  
crescere od al decrescere che é richiesta dull'enu~iciato del teorema dato al 
w.O 26. 

Cid basterà per comlzrdere che si  Ira: 

L a  dimostrazione d i  questo teorema è una ovvia conseguenza delle pro- 
posjzioni date al § I I I .  Si pub enunciare anche nella forma seguente: 

la. p a n t i t à  a: .  E (x) è monotona, se anche la funxione e (x) è monotona (cid al-  
?Reno possiede i requisiti richiesti al n.O 24) ed è infinitesima per x = + ao, 
ciO basterà per conclzcdere : 

38. OÊISERYAZIONE. Se la E (x) è infinitesima d i  orditte maggiore od 
eguule a l  primo, la funxione F (x) è finita per x = 4- m. 

In ogni caso, per le condizioni richieste dell'enunciato, la 6 (x) deve con- 
seware lo stesso segno in zrn determin.ato intorno dell'infinito: se questo è 
posifivo ed è ln E ' ( x )  infinitesima d i  ordine inferiore al primo, F (x) è infinita 
par x = f W; se negativo infinitesima. 
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Tenendo conto del Teorema 3.O dato al III, concluderemo che I'~yua- 
g lianza 

pua ~ i t e ~ z e r s i  valida unclte qciando s i  sappia solo che esiste il p~ imo  memb~a,  
1 

a, pa t to  che la funxione 1 F (x) 1 " s k  nzonotona, e che la  funzione F (z) sia 
essa pure  monototza, se quel l imi te  2 zero ,  od i n j n i t o ,  od eguale ad 1; che 
s iu  monoiono il qzloxiente 

F Cd 

1 - 

ne1 caso clle sia lim 1 F (a) ) " = 1, con h =:= 0, 1, 00. 

Modena, 16 aprile 1904. 

Annali di Maternaticn, Seric III, tomo XI 
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Sopra un criterio di instabilità. 

(Di A N ~ E L O  RSFFAELLO CIC~SLA, a Padova.) 

INTRODUZIONE. 

11 sig. POINCAR*, nells SUR Yemoria : Sur les courbes définies par les 
kquations différentielles (*), studiando le curve, definite da  equazioni differen- 
ziali del tipo 

d x  - d y  - - 
X - Y  

(X, Y polinomî interi in z, y), 

e occupandosi in partico1:ir-e della loso stabilità, ha, per il primo, messo in 
evidenzs con considerazioni matematicamente rigorose che la imtabilità è 
camitere puramente qualitative (chv coiidizioni di diseguaglianza bastano ad 
assicurare), mentre la siahilità è insierne camttere qtmztitativo (richiede con- 
dizioni vincolanti la nature delle funzioni X, Y). 

Recentemente il prof. T. LEVI-CIVITA ne1 suo iavoro: Sopra alcuni cvi- 
ter; d i  instabilità (**), dopo aver ricordato i risultati di LAGRANC~E (Mécanique 
a~aalytipue), DIRICBLET, POINCAR$ (nota cit.), LIAPOUNOFF, riconduce la dimo- 
strazz'one della stabilità o instabilità della soluzione periodica di u n  sistenia 
differenziale 

d xi 
- z 2; 
d t 

( i = l ,  2 ,  .., m ) ,  

dove le Xi sono funzioni periodiche di t ,  alla questione analoga relativa ad 

(*) Jozcl-na2 de Mathématiques, Anni 1881, 83, 85. 
(") dnnali di Matemntica, Anno 1901, pag. 321-305. 
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uria certa trasformazione puntuale I' : 

biuiiivoca e regolare nell'intorno dell'origine 0, e per cui O è punto uiiito. 
Riconosciuta 1'instaOilità di r ne1 caso generale in cui lzon tu i t i  i suoi 

nzoitiplicatori sono in valore as~olu to  eguali ad  zwo, passa al cas0 in cui il 
niodulo d i  cssi tut t i  è eguale a d  uno (stahilifà nella prima approssirnazione), 
e limitandosi ad  nz = 2, mostrh'che le trasformazioni da  discutere si riducoiio 
all'uno O all'altro dei tipi seguenti : 

Pe l  tipo (B) l'autore assegna un criterio gene ide  di  irzstabilità, pcr il (C) 
invece (chc i: i l  più impoi*tnnte) dà  tale criterio solo introducendo la  rcstri- 

.'-\ 
zione che 5 sia commensurabile con 2 r. 

E r a  perb interessante (corne giustameiite o s sena  il prof. LEVI-Civi~a nel- 
l'introduzione a1 si10 laroro) di porre in evideiiza il carattere ge~zernlnzente 
imtatiile della r, anche quando tutti i n-ioltiplicatori sono in modiilo egunli 
all'unità; e tale studio comincia natui.almi:nte da1 cnso più sernplice, ci& dalla 

discussione della trasformazione (C)  per 9 qua lu~upa .  
È questo il caso d i e  io considcro nelln pi-escnte Nota, nella qufile arriuo 

a concludere l'i~zstabilità del tipo (C), purcliè non sia rerificata una certa 
condizione (molto restrittir,z). 

' 

Rendo sentite grazie al prof. TIEFI-C~VIT.~, che mi f u  diirante I n  compi- 
lazio~ie largo di consiglio e di aiuto. 

Premettian-io la. definizione della stabilità e instabilità di una trasforma- 
zione. Una  trasformazione si dice 

s/abila qunndo, assegiiato un intorno comunque picrolo E dell'origine, ne 
esiste un secorido I l ,  tale clie, per tutti i punti 1' di H, ogni f',, (a cui si 
arriva per iterazioni positive O negative di r) rimane in E; 
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instabile, quando, per quanto piccolo si prenda H, c'è sempre qualchc? 
punto 2' di II, per cui un  P, almerio non è contenuto in E. 

Sia ora la  trasformazione essenzialmeiite reale del tipo (C) : 
03 

1'1 = 1' COS 2 - s sen 3 + Lm II, ( y ,  s), 
? I 
ca 

S, = r sen i + s COS 3 + 2, X m  (v, s), \ 
2 

dove si è posto (*) : 

- 
I n  queste espressioni (l), dove c,,, c,, fion0 quantità cornplesse coniugate, 

si prendorio i segni superiori ed h) = 0, oppure i segni inferiori ed w = 1,  
secondochè h è par i  od imnpuri; i coefficienti A sono poi dati dalla 

e sono legati dalla relazione 

A 
Suppongo che 3 sia inconznzenszirabile con 2 x ,  giacchè il caso contrario 

venne esslurientementc discusso da1 prof. LEVI.CIVITA ne1 lavoro citato. 
La so~ti tuzione 

1 
'=à  ( x + y )  

che risoluta d à  
1 s=- {x-y) 
2 i 7 

(*) La forma delle (1), apparentemente artificioss, è qu i  sdot tata  per  a r r ivare  ad unû. 
espressione molto seuiplice nelle (II), corne si vede dalle (2); del resto questo non é che 
un  modo legittimo di scrivere sviluppatamente i secondi membri delle formule (C) del 
prof. LEV~-GIVITA. 
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e che in luogo delle 9., s pone le rarinbili coniîcgate x, y, riduce là (1) alla 
forma 

CC) 

xi = e i 3 x  -+ x, P,, (x, y) 
!4 

i 

dove si è posto 

In vista della natiira delle due forme di grado m Pm e Q,, potremo 
chiainarle forme coniugate. 

Vogliamo orsl far vedere corne, niediante opportune sostituzioni, si possa 
procedere ella eliminazione di certi termini della nostra trasformezione, e 
corne a seconda dei risultati (dipendenti dalla natura della trasformazione 
stessa) si possa trarre O meno un criterio di i~~s tab i l i t à .  

È: evidente clle dorremo eseguire sulla trasforrnazione delle sostituzioni 
successire di gi-ado, a partire da1 secondo, sempre crescente. Si potrebbe cos) 
fare dapprimn una sostituzione di secondo grado e dai risultati trarre, Ee mai 
fosse il caso, delle consegueuze ; poi eseguirne una di terzo, e cos) via di se. 
guito. Noi perb, per maggiore gencralità, cseguiremo addirittura una sosti- 
tuzione di grado tz (n intero, positivo > l), e per far cib dovremo supporre 
clie la trasformazione si presenti sotto la forma 
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Facciamo dutique nelÏn (II') la sostituzionc definita dalle formule 

l a  cui risoluzione, avendosi 

(L Y), neli'origine e quindi in un intorno abbnstanza piccolo di essa,. 

ci d à  

( x = t - y n  ( 5 ,  a )  + a 
( y = o - # n ( &  v ) + - . . >  

essendo i termini ommessi di grado superiore ad 91.  L e  due forme di grado ' f i  

(coniugate) yn e $, saranno rispettivamente della forma 

e ci riserviamo di determinarle ne1 modo più opportuno. 
~ntanto ;  per effetto di questa sostituzione, l a  (II') si cnmbia nella 

dove è ovvio il significato di Un,  K, ed i termini ommessi sono di grado 
superiore ad  n. 

Determiniamo ora la cp, e la  +, in guisa, che si annullino i l  mngyior 
taunzero d i  termini po~sibili in Un,. Vu. Porremo le relnzioni 
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72 C i g  a 1 a : Sopm z o z  cf-iterio 

le quali Fer le (2)  e le (3) si possono scrivere più distesamente corne segue 

Ora osserviamo che la ' p a v i f à  di n influisce sulla determinazione della 
nostra sostituzione. 

A )  u Se  12 è j:ari, si possono mandar vin tut t i  i twmirii di grado iz n .  

Di fatto in questo caso le (5 )  ci dniino tutte le a, a perchè quelle rela- 
zioni sono tutte deterlnzizale avendosi 

A 
ed essendo 3 incomrnensurabile con 2 n. Applicando dunque in questo caso 
alla (II') IR sostit[izione  COS^ determinata otteniamo la  

. . 

xi = ei9 x + x m  P m '  (x, y) 
4 - 1  

y. = e-a y + zm Qm' (.q y), 
tif1 1 

che rientra ne1 caso che andinmo a considerare. 
B) x Se n è impari  (12 = 2 v + 1, v > O), non si possono mandar via 

tutti i terrnini di grado f i  (a meno che la  P, ( r ,  y)  e per conseguenza la  
Q, (r, y), non soddisfi a d  nna condizione speciale) n. 

Iiivero per questo ca.so le  (5) sono tutte determinate a d  eccezione delle 
- 

due corrispondenti al  valore p = v ,  potremo percib avere d a  esse le a, a ad  
- 

eccezione di a.,, cc,, che prendereino a d  arbitrio. 
P e r  effetto dunque della sostituzione cosi determinata 1s 

alla forma tipica 

indicandosi con / B u  + 2 1 termini di grado superiore a 2 v  4- 1, dvnde si 
vede clie i termini di grado n - 2 v + 1 spariscono tutti solo tael cnso che 
si abbia c,,+,,, = 0. 
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Da quanto abbiamo detto finora si scorge che, mentre la eliminazione 
dei terrnini di grado pari è sempre possibile completamente, quella dei ter- 
mini di grado irnpari va soggetta a delle restrizioni inerenti alla natura della 
trasformazione. Supponiamo di aver potuto, mediaiite trasformazioni succes- 
sive, ridurre la  (II) alla forma (IV); dimostriamo che 

u se c ~ , + ~ , ,  è divemo da zero, la (1) è instabile n .  

Dalla (IV) si ottiene 

Osserviamo che la quantità 

è essenzialwtente reale, e se c,,+~,, è, corne supponiamo, diverso da zero, po- 
tremo ritenere sempre 

1, > o. 
. . 

- - 
Se ora O P = p, O Pi = p i  sono i raggi vettori che ne1 aistema coordi- 

nato (1; s )  uniseonb rispettivamente il punto P ed il punto Pi (trasformato) 
all'origine, avremo 

e la (6) si scrive 

p ~ = P ' { 1 - b p 2 v f  1 2 v +  111, 

oioè, estraendo la radice, e sduppande in serie (essendo I , '~>~< 1) 

arrestandoci ai termini di  grado 2 v. 

Ora noi possiamo sempre prendere il punto P cosi vicino all'origine, che 
il modiilo della somma dei termini di grado superiore a 2 v nella (8) sia 

Annali di Malematica, Serie III, tomo XI. 10 
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74 C i g  a 1 a r Sopra ufi criterio 

1 e - I, plv, sicchi! avremo 
4 

ed in generale 

Partendo da un p corrispondente ad un punto P, che soddisfaccia alla 
condizione .poc'anzi enunciata, la successione pm è dunque indefinitamente de- 
crescente e converge verso un limite 2 s: O. 

E poichè questo limite soddisfa alla relazione 

esso è identicamente nullo. 
Dunque, applicando ripetutamente al punto Y (p) la nostra trasfoma- 

zione, ci avvioiniaino indefinitamente ail'origine delle coordinate. Se ora sce- 
gliamo un campo circolare di centro O e raggio p' < p  (soddisfacendo p alla 
condizione di cui sopra), esisterà certamente qualche p,,, tale che, partendo da' 
esso e facendo il cammino inverso, si arriverà, per quanto piccolo sis p, > 0, 
ad un maggiore di pl. 

. . 
Cos; è dimosiratn la instubilità delIa nostra trasformazione. 
D'ora in avsnti per evitare ogni confusjone dei c P v f l l Y ,  ai quali si arriva 

colle successive sostituzioni, coi e , ,  delle P,(x, y), porremo per i primi 
Czv+i ,v  = yv  . 

Se c,,+,,v cioè y, è eguale a zero, alloru rz'sultano elirninati tut t i  i ter- 
m h i  d i  g m d o  2 u f 1 ; i n  questo caso è semprc possibile mandar v ia  anche 
quelli d i  grudo 2 ( v  + l), cd inoltre 2 ( v ,  + 1) d i  guelli d i  grado 2 v + 3. 
Cosi s i  arr iva  ad un certo nuovo y.+,: se esso d diversu du zero s i  ha i n -  
srnabilitA ; in c a s o  contrcwio si procede analogamente. 

1 Vediamo cosi che la disamina della instabilità O stabilitb della nostrn tra- 
sformazione implics la considerazioue di un numero iiifinito di termini (a meno 
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che non si nrrivi ad un 7 diverso da zero), e che, qualora siamo arrivati a 
termini di grado molto eleuato, possinmo scegliere qussti in guisa da assi- 
curare la i~lstabilità della trasforinazione. , 

Il calcoto delle y ii piuttosto laborioso; tuttavia per renderci conto della 
loro formazione calcoleremo il primo y,. 

A questo scopo riprendiamo la 

CO 

y ~ = e - ~ ' ~  + x m  &m (x ,  y), 
2 

ed applichiamovi la sostituzione 

la cui risol.uzione, arrestand~ci ai  termini di terzo grado, ci dà : 

dove le y,, P,, P,, +, ecc., s'intendono funzioni delle variabili 6, ri, e infine, 
ricordando le posizioni fatte ne1 cafio generale ( §  2), arriveremo alla trasfor- 
mazione 
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7 6 C i g a  l a :  Sopra un criterio 

Se ora determiniamo y, e +o (la cui forma è data dalle (3) del 5 2 per 
rz = 2) in guisa che sia 

v2= O, v,=o, 

determinazione già fatia ne1 caso generale mediante le formule (5) del 3, 
la (V) assume la forma 

trascurando i termini di grado superiore al terzo, e scrivendo in luogo delle 
variabili E ,  q le variabili primitive Y, y. 

Se ora dalla (IV) ricordiamo clle y, non è altro (a  meno di un coefti- 
ciente binomiale) se non che il coeficiente di xv+ '  y' nella (II') (n = 2 v + 1, 
cfr. $ 2), il valore di 7, sarà dato dalla 

Da  questa espressione vediamo cbe yl dipende dalla natura dei terinini 
di secondo e terzo grado della trasformazione; in generale y, dipenderà da 
termini di grado 2 v + 1 e di grado inferiore, per modo che (corne del resto 
abbiamo osservato precedentemente), giuriti ad un 7, (con v abbastanza grande) 
eguale a zero, possiamo renderlo diverso da zero, e quindi assicurare la in- 
stabilità della trasformazione, cambiando in essn termini di grado elevato a 

iacere. P' 
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di instabilitù. 77 

Vi  è un caso - disgraziatamente quel10 che sarebbe il più importante 
per le applicazioni dinarniche - in cui si pub asserire a priori clie tutti i 
coeficienti y sono ceriamente ~zulli ,  ed in cui quindi regna assoluta incertezza 
quanto alla stabilità, la  qunle non pub essere decisa da1 comportamer~to di 
un numero finito di termini. 

È il caso in cui il determinante funzionale delle r , ,  s i ,  rispetto alle r ,  s 
é eguale ad uno, qiiando cioè si ha  

P e r  chiarire il nostro asserto calcoliamo i l  deterrni~lante A. 
Ricor dando che 

avremo, per un noto teorema sui determinanti funzionali, 

cioè per le (IV) del 9 3 

' 2 v + 1  - 
= 1 + ( ) [ e i i y v  + e - b  y.] xv y v  + .. 

o infine, ricordando la posizione (7) (5 4), ' 

A = I - I V ~ " t j v  + 
i termini ommessi essendo di grado superiore a 2 v .  
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78 C i g a l a :  Sopru ulz criterio d i  inslabilitb. 

Dalla foïmn di A si vede che ogni y (e quindi opai 1) deve essere nuE2o; 
perchè se un qualche 7 per es. 7, fosse diverso da zero si riconoscerebbe 
(come ne1 caso generale) che ln espressione del determinante funzionale sa- 
rehbe riducibile al la forma (lof,.  essenzialrnente diversu datl'waità, in quanto 
i, non é zero; e questo soreùbe-contro I'ipotesi A =  I. 

, . 

Padova, Giugno. 1901. 
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Sur quelques apalications des sommes de Gauss, 

(Par M. LERCH, à Fribourg - Suisse.) 

S o i t  n an nomhre entier impair et positif, m u n  entier quelconque pre- 
i> ' .  

mier avec n, on a,. d'après Gauss, la relation 

oh la racine & t e s t  positive et le symbole ) reprdsente le signe de LE- 
. . 

GENDRE, dans Ia façon que lui 'a donnée IACOBI. 
Au moyen de la formule précédente nous .allons évaluer l'expression 

dont nous aurons besoins pour l'application qui \-a suivre. 
Désignons à cet effet par d,, le plus grand commun.diviseur deeP avec-n,, 

en retenant l'hypothèse que m soit premier avec n;  posons ensuite " 

. . 

Alors, c ~ m m e '  il est facile de' le voir, les termes de notie komme. se 'com- 
posent de d, groupes Qgaux entre eux, et il vient 

. ., 

Cela btarit, désigiions par E (x) ;.ou p'ar [,k] le plus grand entier contenu 
dans x, piiis notons ra t  .iT* (x) .la fonction qui pour x fractionnaire est égale 
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80 Lerc h :  Sur quelques applications 

1 B E(rcj, et se réduit B E (r)  - pour x entier. Cet,te fonction-18 est donn6e 

sans restriction par le dheloppement Lien connu 

En nous appaymt sur les formules (1) et (S), nous allons évaluer l'e- 
xpression 

où le s  entiers m et n sont soumis aux conditions indiquées ci-dessus. 
La formule (2) fournit imniédiatement la représentation 

Pour évaluer la somme 

je l'envisage comme partie immaginaire .de la somme 

où d,  représente le plus grand commun diviseur de n et v, puis 
7 .  . 

En employant l'écriture 
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des sommes de Gauss. 8 1 

la somme S sera d'après (a) 

et tout revient à évaluer Si. D'après (b')  la série Si est la partie imrnagi- 
naireOde .- l'expression 

Les termes de cette série peuvent être cXécomposés en groupes tels que 
dans chacun d'eux la valeur d ,  est constante. Il y aura donc autant de groupes 
que le nombre ?a présente des diviseurs, et la serie appartenant à un de ces 
diviseurs d s'obtient en faisant 

l'indice v sera alors t, d', et la série en question sera 

où l'on devrait prendre soin de supprimer les termes dont l'indice ,u ne soit 
pas premier avec d ;  mais ce soin est inutile, puisque les termes en question 
sont 'iiuls, grâce à la présence du facteur . 

Cela posé, observons que la partie imaginaire de la quantité 

est 

et 
cos2dpxi r ;  si d = - 1  (mod. 4) 

s i n 2 d p . x ~ )  si d = + 1  (mod. 4). 

Nous sommes niiisi amenés à introduire les fonctions 

CO COS 2 v z = 
0 (1) a ) =  ,hi 2; ($1 pour d r - 1 (mod. 4\, (3') 

v=l v iS 
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82 L e 1. c h : S.tw quelques a p p t i c ~ t i o m  

pour d E 1 (mod. 4). 
v=l 

(3b) 

Avec cette écriture, la partie imaginaire de la quantit8 S '  (O?) sera 

de sorte qu'il vient 

où la sommation s'étend à tous les diviseurs d du nombre n. Nous avons 
ainsi le résultat principal 

Observons que le diviseur d= l ne fait aucune exception, en convenant 
de prendre suivant l'habitudt: 

car la formule (1) subsiste pour d' = 1. 
Les séries <P qui figurent au second membre s'expriment aisément sous 

forme finie, mais je me borne à considérer des cas particuliers. Soit d'abord 
.; = O ;  alors les fonctions @ (d' x , d) qui correspondent aux diviseurs 
d e  1 (mod. 4), ~'Qvanouissent d'après (37 et il ne reste que des séries 
@ (O, d) provenant des diviseurs d G- 1 (mod. 4) ; or une telle quantité 

s'exprime comme on sait à l'aide du nombre des classes de formes quadra- 
tiques. 

Si - A  est un discriminant négatif, posons t, = 2 pour A > 4,  puis 
t, = 4, r,  = 6, et représentons par Cl ( - A )  le nombre des classes positives 
et primitives de formee quadratiques a xZ $ 6 x y + c zj2,  dont le discriminant 
b2 - 4 a c est égal à - A ;  on aura, d'après DIRICALET et KRONECKER, 
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e t  s o ~ ~ ~ r n e s  de Gauss. 8 3 

et la formule (4*) donne 

Ici nous avons transporté au second membre le terme o! = O dont la va- 
leur est 

Nous allons encore introduire la fonction habituelle E (G) a u  lieu de 
E* ( .a); polir ce but il faudra connaître les termes où 

est un entier et nous allons supposer m positif; nz étant premier avec n, il 
faudra que a2 soit divisible par n ; posant n  = no qt, où no n'admet aucun 
diviseur carré, le quotient u 2 :  no q2 ne sera entier que pour 

u = n , y ,  2 n , q ,  3 n , q  ,... ( q - I ) n , q ;  

ces termes étant au riombre de q  - 1, il s'ensuit 

et nous aurons en changeant les signes 

où (1 parcourt les diviseur de n  qui  ont la forme 4 x + 3, qz signifie le plus 
grand diviseur carré du nombre impair n, puis m et n  étant des nombres 
positifs premiers entre eux. 

On peut employer la forniule élémentaire 

pour écrire au lieu de (5) 
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8 4 Le rc  h : Siu qlre ly~tes  applications 

Si en particulier les facteurs premiers de pz sont tous de la forme 4 x + 1, 
on aura comme second membre l'expression élémentaire 

1 Faisons ensuite x=-; les séries (3" seront identiquement nulles et il ne 
2 

reste que des séries 

provenant des diviseurs d de la forme 4 x + 3. 
L'identité 

00 - 00 00 

2 (- l )v-'  C y  = 2 Cy - 2 2 c,, 
1 1 1 

fait voir que l'on a 

ou bien 

Comme la quantite 
1 aP m 
24-7 

ne devient jamais un entier, on peut remplacer E* (a + $1 par sa  vn- 

1 a2 m leur E ( ~  + et il vient 

d parcourant les diviseurs de la forme 4 LC + 3 du nombre t l .  

011 trouverait de même 
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et  so~nmes de Gazrss. 8 5 

La relation (6) s'écrit plus simplement en faisant usage de la  notation 
usuelle 

oii R (2)  signifie le plus petit reste absolu de la qunntitd z. On a ainsi 

5' R (y)  = 3 (:) (1 - (+)) cl (- d). 
a=l 

1 
Posons enfin, dans la formule (4), x = - - On a pour d E - 1 (mod. 4) 4 

v d' .% 
COS - 

2 .  
v n  ' 

les termes provenant de r impair sont nuls et il reste 

quantité qui comme on vient de voir n'est autre chose que 

Pour d + 1 (mod. 4) la fonction Q (d' x) sera 

sin - .(:, d)= jd $($) v Sc z 3 

où l'on peut se borner aux v impaire. Or on a 

et puisque ici 

il vient 
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86 LercI t :  Sur quelques applications 

d'où 

On a ensuite 

et en somme, nous aurons 

où di parcourt les diviseurs de la forme 4 x + 1 de n et  d,  les diviseurs de 
la forme 4 x + 3 du même nombre. 

1 .  On trouverait des rhultats  également simples en prenant z=- - , 
4 

3 - &, 3. 
4 

l 
Mais je me borne aux cas etablis que j'avais presentés dnns 

un mémoire publié par l'Académie de P r ~ g u e ,  en 1898 (*), resultats qui éta- 
ient auparavant connus sous certaines restrictions. 

Revenons sur la formule (5) dans le cas de  In - 1 ; nous aurons 

Le premier membre est la somme des residus quadratiques du module n, 
comptés chacun autant de fois qu'il se présente comme reste dans la suite 

On voit que cette somme est divisible par n sauf lorsque lz est divisible 
par trois; dnns ce cas exceptioniiel, le second membre contient le terme pro- 
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et souzwtes de Guuss. 87 

venant de d = 3 : 

12 et  la somme en question sera congrue à - - suivant le module n. 
. . 3 

11 peut avoir quelque intérêt de connaître la somme des résidus q u a t h -  
tiques du module p?, premiers. avec le module et  différents entre eux. J e .  dis 
que cette somme que je désigne par A est donnée par la formule' 

où pi, pz , . .  . sont des différents facteurs premiers du nombre impair n. 
En effet, le produit 

est nul, si v n'est pas premier avec n, ou si tz n'est pas un résidu de n ;  car 

dans ce cas un au moins des signes (i) est Bgnl à - 1. Si au contraire Y 

est un résidu quadratique premier aveç le module ?z, le produit en question 
est égal à 

Celn étant, représentons par d tous ]CS diviseurs du nombre n qui ne 
contiennent que des facteurs premiers diffdrciits, et  le diviseur d = 1;  I'expres- 
sion précédente s'écrira 

de sorte qu'en posant 

on aura 
2" A = Y  Ba. 

d 

Pour calculer Bd, posons n = d d', on aura 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8 8 Le r c h : Sur puelqztes app2icatÊons 

et par conséquent 
v= l 

Ba = 2 (+) (f) u. 
n 

Cela posé, représentons par p (s) les nombres dits de MOEBIUS, c'est-à- 
dire posons p (1) = 1, p. (s) = O si s admet un diviseur carré supérieur à un, 
mais ~ ( s )  =(- l)', si s est le produit de r nombres premiers différents. 
Alors, la dernière forme de la quantité Ba se transforme en l u i  appliquant 
l'identité importante bien connue 

où ri parcourt les diviseurs de Q. 
Dans notre cas 

Q= a', f ( y )  = u pour Y - _< n, f (Y) = O pour v > tz, 

et nous aurons 

oh BI parcourt les diviseurs de d', puis (i, 8, =- d'. 
Il a '~g i t  encore de la somme 

Pour l'obtenir, faisons ' 

il s'ensuit 

"(8,) ;= v=i  ( d ) J - '  O=CI ( p  + 7 d) ,  

ce qui en vertu de la relation 

prend la forme 
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des sommes de Gauss. 8 9 

Si d a la forme 4 k + 1, d sera un discriminant positif fondamental et 
la somme 

est nulle; mais pour d = 4 k + 3 c'est - d qui est un discriminant et nous 
aurons 

ce qui en vertu d'une formule connue, due & DIRICHLET et à KRONECKER, a 
pour valeur 

E n  résumé, 

d 8, Cl (-- d), d = - 1 (rnod. 4) 
C (à,) = 

0 d = + 1 (mod. 4). 

En substituant ces valeurs dans l'expression récemment obtenue de B d ,  

il vient 

si d = - 1 (mod. 4) et Bd = O dans le cas contraire. 
Toutefois l'hypothèse de d = 1 échappe aux c~onclnsions précddentes et la 

recherche directe donne 

+ $ 2  p (6,) n 8,  

d'où en faisant usage du thdorème 

S P Pd = 0, 
puis observant que 

z P (6,) 8% = cp (n),  
Annnli di Afatentnlica, Sorie III, tomo XI 
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9 O Ler c h :  Sur quelques applications 

il vient 
1 Bi=- n y (n). 
2 

Nous avons ainsi 

où l'on fait pour abréger 

e t  cl paroourt des diviseurs de n composés de facteurs premiers diffdrents et 
satisfaisant à la  condition 

d = - 1 (mod. 4). 

Autrement dit, le symbole d signifie tout diviseur de  n tel que - d  soit 
un discriminant fondamental 

La somme Md (n) est évidemment égale au produit 

9% oh p' parcourt les differents facteurs premiers d u  nombre d' =- . 011 peut 
d 

y ajouter les parenthèses 

oh p" sont des facteurs premiers du nombre d, car alors 

et l'on aura 

Md ( n )  = (1 - ($1) (1 - (s)) . . . (1 - (9)). 
La formule (8) avec la valeur (9) du facteur Md ( n )  résout le problème. 
Si n ne contient pas 3 comme facteur, on aura partout r d =  2 et la for- 

mule (8) fait voir que A est divisible par n. Mais si lz est divisible par 3, 
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des som~~zes de Gauss. 9 1 

le second membre contierit un terme provenant de d=  3 et qui est 

Si un au moins des facteurs p, est de la forme 3 k + 1, le terme en que- 
stion sera nul et le nombre A sera encore divisible par n. Mais si tous les 
autres facteurs de lz sont de la forme 3 k $ 2, le terme étudie sera 

12 
- .2"-1 
3 ? 

et nous aurons 
n 2 A = - - (rnod. n). 
3 

Le second membre pouvant s'écrire 

on aura 
n A = - (mod. n). 
3 

On a ainsi le théorème : 
L a  somme A des r6sidus quadratiques d'un nombre impairin, suppos6s 

diffhents entre eux et compris entre zero e t  92, e t  premiers avec le module n7 
s:itisfait à la congruence 

11 
A = - (mod. n), 

3 

si n est divisible par trois, tous les autres facteurs premiers de n ayant la 
forme 3 k + 2. Dans tous les autres cas on a 

A - O (mod. 98). 

Ce résultat ri?pond à la question 22U8 ( a n d e  1901) de I'Itzlernaédiaive. des 
mathdmaticiens, posée par M .  DURAN LORIGA. 
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Ricerche sulle superficie isoterme 
e su l l a  deformazione delle quadriche. 

(Di LUIQI BIANCHI, a Pisa.) 

PREFAZIONE. 

L a  presente Mernoria, come le nltre da me pubblicate dsl 1899 in poi 
in questi Artnali (Serie 3.', Tomi 3, 4, 5 ,  6 e 9), si aggira intorno al sog- 
getto principale della defoiwcizione delle quadriche. Da alcuni anni, per opera 
di varii geometri, questa teoria si è andata rapidamente svolgendo e pub 
ormai intravedersi riori lontano il giorno in cui essa raggiungerà i l  grndo di 
perfezione già conseguito nella teoria delle superficie di curvatura costante, 
in particolare jn quella delle superficie applicabili sulla sfera. 

Le  ricerche che andrb esponendo ne1 presente lavoro, e di cui un breve 
sunto è comparso nei Rendiconti dei Lincei (24 aprile 1904) portano un 
nuovo contributo al fine indicato. Esse muovono dagli importanti risultati per 
la deformazione delle quadriche generali ottenuti da1 DARBOUX (*), il quale 
colIegb il problema della deformazione delle superficie di 2.' grado alla ri- 
cerca di particolari classi di superficie isoterme (a linee d i  curvatura isoterme). 
In pari tempo egli fu condotto a considerare le più generali superficie iso- 
terme ed a stabilire per queste superficie un metodo notevole di trasforma- 
zione. Il problema fondamentale da cui parte il DAREOUX, problema la cui 
importanza fu già presentita da1 RIBAUCOUR è il seguente : 

Trovare g2i invilzippi d i  un sistema mP d i  sfere ta l i  the, riguardundo 
sulle due f d d e  dell'i~zvil2~ppo come punti cor4rispondenti i due puati d i  con- 

(') Sur la &formation des sui-/%ces du second degré el sur les surfaces isothermiques. 
Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, Tomo 128, sediite da1 17 mailzo al 24 aprile 1800. 
Cf. anche: Annbles de l'École Normale supérieure, lIIQme Serie, Tomo XVI (1899). '. 

Annali di Matcmnticn, Seric III, tomo X1. 13 
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tut to con una medesirna sfera, la ~appreseutaxione dell'zlna fàldu sul l 'ul /ra 
sia conforme. 

Lasciando da parte il caso ovvio di sfere ortogonali ad una sfera fissa, 
DARBOUX trova che sulle due falde dell'inviluppo debbono corrispondersi le 
linee di  curvatura e queste debbono costituire, sull'una e sull'altra falda, un 
sistema isotermo (*). Ne aegue c,he i circoli normali nelle coppie di punti 
corrispondenti alle due falde costituiscono un sistema normale di circoli (un 
sistema ciclicoL Prendasi ora una superficie isoterma qualunque S. Esistono, 
come ha trovato DARBOUX, 03' congruenze di sfere (sistemi mP di sfere) tan- 
genti a d  S e tali che la seconda falda Si dell'inviluppo corrispondn ad S iii 

rappresentazione conforme. L a  nuova superficie Si è quindi alla sua volta unn 
superficie isoterma; la diremo derivata dalla S per mezzo di una trasforma- 
zione B di UARBOUX. L e  trasformazioni di DSRBOUX delle superficie isoterme 
vengono cosi a collocarsi accanto alla ben nota trasformazione (involutoria) 
di CHRISTOFFEL che conduce, come si sa, da  una superficie isoterma S ad 
una nuova 5 determinata, a rneno di una traslazione eii omotetia del10 spazio, 
dalla condizione di corrispondere alla S in una rappresentazione conforme, 
per parallelismo delle normali nei punti corrispondenti. B a  mentre, nota la S, 
la sua trasformata 3 di CHRISTOFFEL si ottiene con tre quadrature (Vol. II, 
pag. 27) (**), per poter applicare la trasformazione di DARBOUX occorre in- 
vece sapere integrare un sistema lineare omogeneo di equazioni ai differen- 
ziali totali con cinque furizioni incognite, il sistema (1) Cj 1 della presente 
Mernoria. Riguardo alla integrazione del detto sistema questo soltanto si sa- 
peva fin qui (***) : che una volta integrato per l a  S risultava altresi inte- 
grato per tutte quelle infinite superficie isoterme che provengono da Y com- 
binando le inversioni per raggi vettori reciproci colla trasformazione di CHRI- 
BTOFFEL. Pe r  le inversioni la cosa è geometricamente evidente, poichh un in- 
viluppo conforme (****) di sfere è cangiato da ogni inversione in un altro 

(*) Esclusa, quest'ultiina lwopriets, le altre della conservazione degli. angoli e delle 
linFe di curvatura sulle due falde valgono anche ne1 cas0 di sfere ortogonali ad una sfera 
fissa pop le note prop~ie tà  dell'inversione. 

(**) Le citazioni come questa si riferiscono alla seconda, edizione (in due volumi) 
delle mie : Lsaioni di yeometria differenziale. (Pisa-Sy6rri, 190'3-1903.) 

(*x*) DARBOUX, 1. C. Sur les surfaces isolhermiques, § I I .  
(****) Diciamo per brevità confoî.mi que@ inviluppi di sfere le cui due falde si cor- 

rivpondono in rappresentszione conforme. 
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in$iluppo conforme; e qunnto alle trasformazioni di CHRISTOFFEL la proprietà 
risulta dali'essere questa permutabile colle trasformazioni di DARBOUX, come 
dimostreremo al 8 3. 

Ad un nuovo passo nella teoria di queste trasformazioni sono stato con- 
dotto da1 confrorito delle loro proprietà con quelle.ben note delle trasforma- 
zioni di BACKI.UKD delle. supeificie pseudosferiche, la cui teoria venne essen- 
zialmente perfezionata coll'uso di quella proposizione che ho denomiriato il 
teorema d i  pèrmutahilità (Vol. I I ,  pag. 411 e segg.). H o  trovato infatti che 
anche per le generali trasformazioni d i  DARBOUX delle superficie isoterme sus- 
siste un teorenia di permutabilii& e cioè : se dite srtper$cie isotern~e S , ,  S, 
sono cojztigue, per trcasfornzaxioni d i  DARBOUX, ad wza nledesima superficie S, 
esse s o m  alache contigue ad w a  qunrta superJicie isoter~na S' perfettanzente 
determinata e costruibile zn ter.nzijzi finiti dalle t re  S ,  S , ,  S, supposte note (*). 
Ile conseguenze che possono trarsi da1 teorema di permutabilith, per I'appli- 
cazione successi va delle trasformazioni di DARBOUX, sono le stesse come riella 
teoria delle trasformazioni delle superficie pseudosfeiiche. Ne segue infatti che 
basta integrare completamente, una prima voltn, il sistems differenziale (1) 
di DARBOUX per la superficie iniziale S, e risulteranno senz'altro integrati in- 
sieme i sistemi anc?loghi per le nuove superficie trasformate di S, e CO& via. 
Per  ta1 modo l'applicazione successiva ed illimitata delle trasformazioni si 
compie, dopo il primo passo, senza calcoli d'integrazione. I l  risultato è tanto 
più notevole ne1 caso attuale ove I'integrazione del sistema (1) delle equa- 
zioni di trasformaziono non appare riducibile, come ne1 caso delle trasforma- 
zioni di BACKIAUND, ad equazioni di RICCATI O a quadrature. 

Dopo avere cos1 portato, col sussidio del teorema di permutabilità, la 
teoria delle trasformazioni di DARBOUX delle superficie isoterme al grado di 
sviluppo della teoria delle trasformazioni delle superficie di curvatura costante, 
era ben natui.de di ricercare quali vantaggi se ne potevano trarre per quelle 
particolari superficie isoterme che si collegano, secondo DARBOUX, alla defor- 
maziorie delle yuadriche, e quindi pel problema stesso della deforrnazione delle 
superficie di 2.' grado Le superficie isoterme in questione, che per brevità 
chiamiamo superficie isoterme speciali, sono caratteiizzate da una certa re- 
lazione, la (A) del CJ 12, che Iega i raggi principali di curvatura della' su- 
perficie e le loro derivate. In questa relazione figurano quattro costanti A ,  B, 
C, D dai cui valori unicamente dipende l a  quadrica associltta alla superficie; 

(Y) Per l'enunciato precieo del teorema di perinutabilita v e g a s i  il $ 5 della Memorin, 
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96 B t'a n c h i :  Ricerche sulle sz~perficie isoterme 

direino allora che la superficie isoterma speciale b della classe (A, B, C, D). 
Si trattava ora di vedere se le trasformazioni di DARBOUX potevano applicarsi 
per dedurre da una superficie isoterma speciale della classe (A, B, C, D) 
.altre superficie isoterme speciali e della medesimn classe. Un caso in cui la 
risposta è affermativa era ben noto da recenti ricerche, quel10 delle ordinarie 
superficie minime O a cur~a tura  rr:edia costante, che sono appunto superficie 
isoterme speciali. Le trasformazioni che nascono per queste superficie dall'inver- 
sione dei teoremi di GUICHARD offrono precisamente l'esempio domandato. Noi 
arriviamo ora a risultati affatto simili per tutte le superficie isotcrme speciali 
stabilendo in primo luogo la proposizione seguente: F r a  le CW' trasformate 
di DARBOUX di una  superjcie  isoterma speciale della classe ( A ,  B, C, D)  ne  
esistono K~ che sono aracora isoterme speciali e della medesima classe. Per 
separare dalla quadrupla infinità delle trasformate di DARBOUX la tripla infi- 
riità di superficie isoterme speciali basta legare, con una conveniente relazione 
Jineare ed omogenea, i valori iniziali delle ciiique funzioni trasformatrici, so- 
luzioni del sistema differenziale (1). 

I n  secondo luogo restava da utilizzare il teorema di permutabilità per 
le attuali tiasformazioni; ci6 si otfiene mediarite i) teorema: Se  ud utta su- 
perjicie isoterma speciale S sono contigue per kasformaxioni  d i  DARBOUX due 
altre superjcie i s o t e m e  speciali S,, S,  della classe stessa di S, anche la  
qzrarta superficie S' del tco~ernu d i  pernzutabilità è isoterma speciale della 
medesimla clusse. . 

Passando dalle superficie isoterme speciali alle superficie applicabili sulla 
qnadrica associata, otteiiiamo cos1 una teoria delle trasformazioni delle super- 
ficie applicabili sulle quadriche generali. Precisamente da una superficie ap- 
plicabile sopra una qiiadrica le dette trasformazioni fanno nascere w S  nuove 
superficie applicabili sulla medesilna quadrica e basta, per il teorema di per- 
inutabilità, la conoscenza di queste trasformate contigue per applicare a queste 
nuo~amente le trasformazioni e costruire cosi sempre nuore deformate della 
quadrica fondamentale, dipendenti da quante si vogliano costanti arbit~srie, 
senza che sia più necessario alcun calcolo d'integrazioiie. 

Se Io scopo di cui abbiamo parlato da principio appare cos1 in niassima 
parte raggiunto, conviene bene avvortire che, per quanto riguarda la defor- 
niazione delle quadriche, questo ha luogo soltanto da1 punto generale di vista 
analitico oTe si prescinda dalla distinzione fra il reale e l'irnmaginario. Ulteriori 
e più accurate ricesclle si dimostrano ancora necessarie per separare il reale 
dall'immaginario (corne mi sembra essenziale in questo genere di problemi) ed 
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e sulla deformat ione delle qtladriche. 97 

edificare cos1 un& teoria completa delle deformazioni reali delle - quadriclie 
renli. Per  il cas0 dei parnboloidi, e limitatamente alla Ncerca delle eguot ion i  

in tr inseche delle loro deformate, ho già risoluto il problema ne1 Tomo IX di 
questi dnnali  (1904). Le ricerche ultefiori che mi proporigo di compiere in  
questo indirjzzo troveraniio ormai un sicuro fondaniento ne1 dimostrato teo- 
rema ài permutabilità. 

IL SISTEMA DIFFERENZIALE DI DARBOUX PER LE TRASFORMAZIONI 

DELLE BUPERFICIE ISOTERME. 

Abbiasi una superficie isoterma S, clie riferiamo alle sue l ime di cur- 
vatura (u, v )  introdiicendo parametri isometrici u, v ,  sicchè l'elemento lineare 
delle superficie assume la forma 

Adoperarido le consuete notazioni, indichiamo con z, y, z le coordinate 
di un punto mobile sopra S, e rispettivamente con 

X,, Y,, 2, i coseni di direzione della' tarigeiite alla linea ( v )  

& , Y * , &  n n alla linea (u)  

X, Y,, Z, n n della normale alla superficie. 

- Se  Y, r ,  denotano inoltre i raggi principali di curvatura, abbiamo le for- 
mole foiidamentali : 

a x, - - a e eo a X3 - ee 
a v  -- x - x  -- a u  r4 

--x*, 8 v 1'1 
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colle- analoghè per y, z ;  Y, 2, a cui dobbiamo ricorrere nei calaoli se- 
guentj. 

Dal la  teoria dei sistemi ciolici (Vol. II, Cap. 38) sappiamo che la de- 
terminazione dei sistemi ac2 nurmali di circoli ortogonali alla superficie S 
dipende dalle formole seguenti (Vol. II, $ 273). Prendasi una eoppia di  fun- 
zioni y ,  w delle variabili u, v clle soddisfino alle equazioni . ' 

onde, data y corne soluzione dcll'equazione di CAYLEY 

ne risulta dalle (3) determinata w con m a  quadratura che introduce in w 
una cvstante additiva. Questa coppia ( y ,  w )  individus un sistema ciclico or- 
togonale alla S ;  e le altre superficie S, normale ai detti circoli sono date 
dalle formole : 

e dalle analoghe per y , ,  z , ,  indicmdo x,, y , ,  zi le coordinate del punto 
ove S, incontra (normalmenie) il circolo (u, v) del sistema. 

Ne1 caso dei sistemi ciclici corrispondenti :id una trasformazione di DAR- 
BOVX la  condizione che S risulti rappresentata conformemente sopra Si im- 
pone particolari vincoli alle funzioni y ,  zu. Senza ripetere qui i calcoli ese- 
guiti da1 DARBOUX per trovare queste particolari cocdizioni, partirerno senz'altro 
dai suoi risultati, che ci limiteremo a verificare. Conviene pel nostro scopo, 
particolarinente per rendere lineari le equazioni di trasformazione, introdurre 

89 ,  olhe y ,  w ancora due funzioni 1, ,t~ definite da  1. =e-0 -, p = e - 0 ~  ed 3 %  a u  
infine una quinta funzione incogiiita, che indicheremo con c. Queste cinque 
funzioni 1, p, w, y, G, che si diranno le fzirzzioni trusformatrici, dovranno 
soddisfare al seguente sistema si~nultaneo di  equazioni lineari omogenee alle 
derivatc parziali del 1.' ordine, contenente una costante arbitraria nz diversa 
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ee - I ~ & + m e - e ? - -  tu - a 9  - ), - a r a 0  - a u Te a v  a v A & p ?  

Questo si d;rà il sisiemn diferenaiale j"ondumenlale (di DARB&X). 
Tenendo conto delle equazioni di CODAZZI, che qui assumono la fornia 

e della equazione di.Gauss per ]a curvatura, si verifica subito che le condi- 
zioni dlintegrabilità per il sistema (1) sono identicamente soddisfatte, onde 
il sistema (1) è illimitatamente integrabile. Possono dunque darsi ad arbitrio, 
per un sistemn iniziale ( u , ,  v, , )  di valori delle variabili, i valori iniziali delle 
cinque funzioni trasformatrici e ne sarà individuato un sistema integrale. Si 
vede om che, a causa delle '(1) stesse, l'espressione 

ha nulle le derivate ed è per cib una costante; il sistema (1) possiede quindi 
I'integrale quaCiratico ' 

P e r  ottenere una trasformazione di DARBOUX occorre e basta scegliere i 
valori iniziali di ?,, p-, u,, y ,  -J iii guisa che la costante del secondo membro 
nella (6) sia nulla; con cib le funzioni trasformatrici, oltre al sistema diffe- 
renziale (1), vengono a soddisfare all'equazione in terniini finiti 

1," +? .+ w" = 2 rn y 'q .  (11) 
< 

Quefita equazi6ne (II) prova che limitandoci, corne intenderemo di k r e  
ne1 seguito, ad enti reali, le funzioni y, o hanno 10 stesso segno o segno Con- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



100 B ia lz e h i: Ricerche sutle superficie isoterme 

trario secondo che la costante 9n & positiva O negativa (*). Ora si osservi che 
se si scrive il sistema (1) scambiando zc con v indi (A, (r,, r,) e contem- 
poraneamente cangiando 912 in - m  si ritrova il sistenia stesso cangiata sol- 
tanto G in -c. Il segno della costante nz non è dunque essenziale e potremo, 
senza alterare la generalith, supporre nl positiva. 

Supponiamo d'aiere s d t a  ona. soluzione (i, p, w, y, G) del sistema 
che verifichi insieme la (II). Poichh abbiamo 

le formole (4) ci danno per la superficie SI: 

Derivando questo rapporto ad i i ,  v, eoll'osservare le (2) e le (1) ne dc- 
duciamo 

da cui per l'elemento lineare d i  Pi risulta 

(*) Conie si é detto sopra, viene escluso il valore m= O. Si pub osservare che in  
questo cas0 il sistema (1) per  le  funzioni A ,  p, zo, cp coincide con quel10 delle formole (2) 
p e r  l e  funzioni k,, &, X,, z e le  formole p e r  a con quelle che definiscono la della 
trasformata di CHRISTOFFEL (Cf. il seguente 5 3.) 
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1ntanio B cos1 verificato che la corrispondenza fra S, S, B conforhie e 
le linee di curvatura (u, v) sono isoterme sopïa SI, corne sopra S. Indi- 

le quantità che per la Si sono le analoghe delle 8 ;  X, ,  X,, X,; ri, p., della S 
e dalle formole già sriluppate deduciamo ora le seguenti 

xy z Xe IF Aw (-- l) xi + - x2 + ,nrnUX3 
mcpG 

xp =-- >"& 1-- xz - -!KK x3 
m p G  ( m )  m p a  ~ 0 )  

le quali ultime formole scriveremo anche brevemente : 

X? =a , ,  Xi $ a,, X ,  + a,,  X3 
xi1) = a,, Xi $ a,, X, + a,, X3 \ Xi1) = Xi + a 3 ~  Xz + ass Xt . , 

Le a i k ,  i cui valori si leggoio ne1 quadro delle formole (IO), sono i coef- 
ficienti di una sostituzione ortogoriale destrorsa. Derivando le terze delle (10) 
rapport0 ad u, v e paragonando coi valori delle derivate delle x, forniti 

1 1  dalle (S), si ottengono, secondo le (2), le curvature principali -, di Si, 
'-1 '"z 

definite dalle formole : 

È bene ancornossi.rvare clie per le derivate della O , ,  definida dalla (9), 

'P (*) Dobbiamo scrivere la formoln cosi perché il rapporta - é positivo avendo sup- 

posta la costante m positiva (pa;agrafo precedente). 

Attnali di JIalenzctticn, Scrie III, toino XI. 
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sussistono le formole 

Diremo che la nuova superficie isoterma S, F? ottenuta dalla S medinnte 
una trasforma.zione Dm di DARBOUX, ponendo in evidenza il valore della CO- 

stante rn, che figura nelle formole (1) di trasformazione ed ha un significato 
geometrico che riconosceremo più lardi (3 4). Osserviamo ora che nell'inte- 
grale generale (1, ,u, w, p, o) del sistema (1) entrano cinque costanti arbitrarie, 
i valori iniziali di queste funzioni; ma per le trasformazioni di  DARBOUX I'ul- 
teriore equazione (II) riduce a quattro il numero di queste costanti. Poichè 
inoltre tutte le nostre formole sono omogenee di gïado zero nelle funzioni 
trasformatrici, cos1 vediamo che, se si tiene fissa la costante m :  

Lu trasformazione Dm d i  DARBOUX fa nascere da zcna sfdpe?$cie iso- 
terma data S una tripla inJinit& di  nuove super$cie Zsoterme 8. 

L e  formole (7) assegnano anche jl significato geometrico delle tre costanti 
arbitrarie portate dalla trasformazione Dm; si vede infatti dalle (7) che, per 
individuare la trasformata S,, hasta assegnare (ad arbitrio) il punto P, della 
Si che deve corrispondere ad un determinato punto P di S. 

Se in fine facciamo variare m, avremo le œ4 trasformate di DARBOUX 
della superficie isoterma iniziale. 

hdichiamo con 3 la trasformata di CHRISTOFFEL della S. L e  coordinate 
- - - 
x, y, z del punto P di corrispondente al punto P z  (z, y, z) di S, si ot- 
tengono per quadrature dalle formole (Vol. II, pag. 8): 
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- - 
e dalle analoghe per y, x. Adoperando per la S le notaaioni omologhe n 
quelle usate per la S, abbiamo cosi: 

a; - = e-e X,, -- "- e-ex, 
a u  5 

- - - 

d s Z = e p e ( d u e  + d u Z ) ,  con O = - Q  

Cib posto se costruiamo per la S i 1  sistema (1) avendo riguardo alle for- 
mole superinri, esso si scriverà 

ah - - - 
- 

a s -  ah  - - a O -  
= i ~ ~ e - ~ o + m e ~ ~  + - t u  + z p ,  - - a u  re a v G p  

- - 
a e ,  e p -  - eo - a s -  are- - 

a; - a u  ' G ri a 24 - m  e - e ~ - t n e e ~ - -  w f .-A 

mentre I'equazione in termini fhit j  (II) resta ancora 

11 confronto col sistema (1), (II) dimostra che, noto un sistema di fun- 
zioni trasformatrici per la S, si ottiene un corrispondente sistema per la ,!? 
semplicernente ponendo 

Le formole coïrispandenti alle (7) e cioè 
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che per le precedenti si scrivono 

ci danno l a  corrispondente trasformata di DARBOUX della superficie S. Ora 
le (10) dimostrano che si ha  

- - - 
XI') = xy, x-', = - X;", Xi', = - xy, 

onde risulta che la Si corrisponde per parallelisrno di normnli alla S, in  una 
rappresentazione conforme ed i: quindi la trasformata di CHRISTOFFEL della 8,. 
Enunciamo questo risultato sotto la forma : L a  fmsfor.mazione d i  CHRISTOFFEL 
cangicl ogrti coppia d i  supevficie isoterwe, Jericate 1 ' t m  d a l l ' a l t m  con una 
trusformuxione Dm di DARBOUX, ifz zcn'altra tale coppia. 

- - 
Se consideriamo ora le quattro superficie S, S,, S, S,, vediamo clie si 

passa dalla S alla %, sia applicando prima la Dm che la cangia in Si, poi 
la  trasformazione C di CHRISTOFFEL che porta Si in s; ovvero passando colla 
C da  S a poi colla Dm da 3 a S .  Possiamo scrivere simbolicamente 

(8 ) .  D, ,C=(S).  CD, 

ed esprimere questa proprietà dicendo che : La trasformaxione C d i  CRRI- 
STOFFEL è permutabile colle trasformazioioni Dm d i  DARROUX. 

Infine osserveremo come dalle formole sviluppate risulta una semplice 
costruzione geometrjca mediante la quale, note le due falde (S,  8,) di un 
inviluppo conforme di sfere e la trasformata 3 di CHRISTOFFEL di una di esse, 

si ottiene la trasformata 5 -di CHRISTOFFEL della seconda falda. Dalle (7), (7*) 
abbiarno infatti le proporzioni . 

e inoltre 

- -  
Se  indichiamo adunque con P, P,, P, P8 quattro'punti corrispondenti 
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- - 
delle quattro superficie S, Si, S7 Si vediamo che' sussiste la proprietà se- 
guente : 

- - 
I segmenti PP,, Y Pi sorno pai.alleEi ed il prodotto delle loro lzwaghezze 

*2 , è costante = - (*). Si osservi di più che avendosi 
ln 

il segno di questo rapport0 C positivo nelle ilostise ipotesi ed i due segmenti 
- - 

P Y,, PP, oltre che paralleli sono anche egualniente diretti. Ne risulta cos1 
evidente la costriizione domandata, ed assegnato alla costanie na della tra- 
sformazione 11, di DARBOUX u n  significato geometrico che è evidentemente 
sjmmetrico rispetto alle due superficie 8, Si. 

Prima d i  venire all'oggetto proprio della nostra ricerca sarà opportuno 
risolvere una questione prelimiriare. Abbiasi una superficie isoterma S, alla 
quale applichiamo una trasformiizione Dm di DARBOUX, e aiano ?., pl w ,  y ,  o 
le cirique corrispondenti funzioni trasformatrici, ed Si la superficie trasformata. 
La primitiva S si ottiene alla sua volta dalla nuova S,' mediaiite una tra- 
sformazione di DARBOUX la cui costante è ancora m, come risulta dalle ultime 
osservazioni del 5 3 e come verrà conferrriato dai calcoli seguenti. Le fun- 

(*) Un esempio notevole di qiiéste relazioni geometriche si ha nelle quattro superficie 
di ciirvatura media costante che il secondo teorema di GUICHARD (Vol. II, pag. 195) as- 
socia ad  u n a  qunlunque deformata deI17ellissoide allungato di rotazione di semiassi a, b. 
Queste quattro superficie si scindono in due coppie di superficie parallele (trasforinate di 

CHRISTOFFEL) e il yrodotto PP, x è il quadruplo prodotto delle distanze dei due 
fuochi dell'ellisse meridiana da uaa sua tangente variabile e quindi costante ed = 4 bB, 

1 
onde qui m= - 
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zioni trasformatrioi ne1 passaggio dalla Si alla S, ohe indicheremo con A , ,  p l ,  
w,, yi, ui saranno perfettamente determinate, a meno di un fattor comune 
costante, e noi domandiamo : corne si calcolano le funzioni trasformatrici A , ,  
pi,  w,, y , ,  01 pel passaggio inverso da SI a S, note quelle A, p, w, y ,  G pel 
passaggio da S a S i ?  

Per  risolvere la questione, consideriamo la S corne dedotta dalla Si me- 
diante la trasformazione Dm corrispondente alle )*,, pi, wi, y , ,  gi ed appli- 
cando le (7) 5 2, avremo : 

ossia per le (7) stesse 

Sostituendo in questa per Xi1), Xf), Xi1) i loro valori ( I O F )  dobbiamo 
eguagliare a zero ne1 risultato i singoli coefficienti di Xi, X 2 ,  X3, onde se- 
guono le tre relazioni : 

A i  iJi w1 L)i qui risolvendo rapport0 a -, - , - , col ricordare ctie le aik 
G i  ci QI 

sono i coefficienti di una sostituzione ortogonale, deduciamo 

e sostituendo per le aii, i loro valori efîettivi ne1 quadro delle forrnole (10) 
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troviamo subito: 

Indicando dunque con p un fattore di proporzioualità, abbiamo 

'sarà anche y ,  = p y. Resta solo a determinare il fattore p, cib che si fa pren- 
'dendo ad es. da1 sistema (1) le due formole 

che diventano 

e per le (1) stesse 

G 
Durque si ha ,O= - essendo c un frittore costante al qunle, per l'orna- 

? = 
geneith delle formole, possiamo dare i l  lalore clie p h  ci piacc, p. es. c = 1. 
D'altronde si verifica subito che le cirique funzioni 

soddisfano al sisterna (1) costruito per la superficie 8,. Siamo cos) giunti al 
risultato: Se ne1 passaggio da una superjcie isoterma. S ad una sua trcrsfor- 
mata. SI d i  DARBOUX le cinque furzxiotzi lrusformatrici sono 1 ,  p, w y ,  o, le 
cinqzte funzioni A,, pi, w,, y,, D, che seruono pel passaggio inverso sono date 
dalle f o~mzde  (15). 
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Venendo ora nll'oggetto principale delle nostre ricerche, cominciamo dal- 
l'eiiunciare ne1 modo preciso seguente il teorema di permutabilità: 

A) Se dalla supe,.Jicie isoterma S si ottengono due nuove superficie iso- 
terme S,, S,, vnediunte le trasformuxiorzi D,,, , Dm3, esiste trna quaria sziper- 
ficie isoterma S', pietzainente determinata e costruibile in termini Jiniti, che 
è legata alla sua volta alle medesirne superficie Si, S,, da due trusforrna- 
zioni d i  DARBOUX D',,, D',, colle costaiîti m,, m,,  incertite. Questa quarta 
superficie 8' è distinta dalla pt.intitiva S se le costunti ml, rn, sono diverse 
e coincide cotz S qzrattdo sono eguati. 

E opportuno osservare chc si pub dare a questo teorema un'altra forma 
equivalente. Secondo questa proposizione infatti, la coppia (8, S,) di trasfor- 
mate di DARBOUX con una Dm, viene cangiatn da una Dm, in un'altra coppia 
(S,, S') di superficie ancora legate da una D m , .  Sotto questa forma il teo- 
rema vale anche per ni,= rn,; la coppia trasformata è d o r a  (S,, S )  ed ha 
a comune colla primitira la S. Cosi abbiamo l'altro enunciato del teorema 
di permutabilità. - 

B )  Ogni coppia (Si Si) d i  supe~.ficie leyate da una trasformaxione D,,, d i  
DARBOUX è rangiutlc da uvm tras fomazione  arbitraria d i  DARBOUX in una 
coppia della lnedesirna specie. h questa la stesaa proprieth che abbiamo visto 
al 6 3 competere alla trasformaaione di CHRISTOFFEL j e corne questa rig;ardn 
la permutabilità della trasformazione di CHRIBTOFFEL,COII~ trasformazione di 
DARBOUX, coSi 1' attuale si riferisce alla permutabilità delle trasformazioni di 
DARBOUX fra loro, onde il nome dato al teorerna. 

Per dirnoatrare la proposizione seguirb la ~ i a  stessa della ricerca. Sup- 
ponendo la verità della proposizione, cerclinrb le formole effettive che danno 
la quarta superficie S' e su pes t e  verificheio poi che tutte le condizioni im-  
poste risultano soddlsfatte. 

Secondo l'enunciato del teorema, se si considerano quattro punti corri- 
spondenti P, Pi, P,, P r  delle quattro superficie S, si, Sp, 8' abbiamo quattro 
sfere, che indioheremo con 2,,  Z,, Z',, 8',, le quali toccano rispettivamente 
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(S, SI) in P, Pi; (S, Se) in P, P,; (Sr, 8,) in P', Pi; (S', S,) in P', Pi ed 
i quattro inviluppi di sfere (z,), (&), (Z',), (Zr,) sono tutti conformi. Deno- 
tianlo ora i valori delle rispettive funzioni trasformatrici A ,  p, w ,  y ,  c ne1 
modo seguente : 

li, pi,  2ci, c f i ,  a,, pel passaggio da S a Si, mediante Dm, 
1.2, 112 ,  2u2, ~ 2 ,  0 2 ,  n da S a S, n Dmp 

)A, pli, wrl,  ~p'l, 5'1, n d a  SI tt S' n DrmQ 
1 ' 2 ,  $ 2 )  4, $2, or,, n da S, a S' n D'ml . 

L e  prime dieci funzioni si suppvngono date e le rimanenti dieci, rap- 
presentate dalle Iettere cogli accent;, sono incognite. Ora  A,, pl, w l ,  yl, 01 
soddisfano per ipotesi il sistema (Ti, (II) fattovi m  = m ,  e similmente A,, ?ni 

w2, y, ,  c ,  il sistema stesso con 192 = m2. Alla loro volta A',, w',, 1'1, o'i 

debbono soddisfare il sistema (1) costruito per  la superficie SI e col valore 
rn = m,. Occorre scrivere questo sisterno, il quale a causa delle (111, (12) 5 2 
prende la. forma seguente: 

A~innZi di 3farclemntica, Serie III, tomo XI 15 
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inoltre deve essere soddisfatta l a  corrispondente equazione ( I I )  in termini 
finiti 

1,': + p'; + w": = 2 rn, T', dl . (II*) 

È inutile scrivere le equazioni analoghe per A',, p',, w',,  o',, clin si 
deducono dalle precedenti cangiandovi A,, pl, wi, q l i ,  in A,, p,, w,,  y , ,  o2 

e m., in m, . Ora se, mediante le formole ( 7 $  (10) § 2, esprimiamo che 1% 
trasformata della SI per mezzo della Dlm2 e colle fuiizioni trasformatrici A' , ,  
pfi, w r 1 ,  yrl ,  o', coincide colla trasformata della S,  uttenuta niediante la  Dr,, 
colle funzioni trasformatrici )!,, p',, w',, y',, dsl veniamo a trovare un certo 
uumero di equazioni in termini finiti f ra  le  riostre dieci funzioni incognite el 
combinandole colle equazioni differenziali (I*), risulteranno pienamente detcr- 
minate, come si  vedrà, le incognite stesse. 

DEDUZIONE DI UN SISTEMA DI EQU.4ZIOBI LINEARI PER LE BUNZIONI INGOBNITE. 

Andiamo ora a tradurre in  formole il metodo descritto. Gli elementi 
della superficie S sono dati dalle (7), ( I O Y )  $ 2, ove soltanto dobhiamo met- 
tere L ,  p l ,  wi, 51; 1111 per ?,, p, zu, y, O; tn rispettivamente, e analoga- 
mente quelle di S, dalle altre : 

dove i coefficienti bih del determinante ortogonale destrorso - 

611 b, ,  b , 3  

b, ,  b,, b23 

b,, b 3 9  6 3 3  

hanno i valori che r isul tmo dall'eguagliarli ai corrispondenti elementi del de- 
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termiriante 

le espressiuni ha sono cioè costruite con ).,, p z ,  w,, y, ,  oz e m, come le aik 
con IL,, pl, W i ,  p i ,  ci e ?ni. 

Per  la quarta superficie S' del teorema di permutabilità, considerata come 
trasformata della SI, abbiamo dalla (7) 

e fie la consideriamo invece come derivata dalla S, dobbiamo avere analo- 
gamente 

Eguagliando le due espressioni di x', ne deduciamo : 

Poniamo per le X( l )  i valori dati dalle (10') e per le X @ )  i valori (16);  
i coefficicnti di Xi, X,, X ,  dalle due parti debbono essere eguali. Otteniamo 
cosi tre equazioni che, ponendo per abbreviare 
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assumono la forma : 

D'altra parte se applichiamo le formole (10) 5 2 alla determinazione dei 
coseni di direzione della terna principale relatira alla S', considerata come 
proveniente dalla Si, abbiamo : 

au' i -Xg= , , [hll Xit) + p'i Xi'' + w', XA')] - _Y;') ; 
i n z ?  i c 1 

queste per le (10" e le posizioni (17), si scrivono 

A', xf - -.aii xi + i12 - ai2 x2 + (? a3 - a i s j  -ïr 
l - ( e :  1 c 1 Y i  

%'i y - .- ( - a,-a,,) X ,  + (Gaz - a2? X~ + + ta,-a,,) S, 
?'l 471 ) (: 
' ZU'L 

- xf3 = l7 a ,  -a3! )  + ($ .z2 - + -, a3 - a33) -y3 . 
Y i y i ) 6:' 

Pensnncio invece la  S' come derivilta dalla S,, avremo le forinole 

1'2 X' iZ( ,@,-b j ,  Xi + T / 3 - - b i o  X n +  i P 3 - b , a ) l T i  
\P 2 ) i: ) (: 

r 1 

- XI, = (il T F ,  -62, ) Xi + ('i: $ - P z - b P I )  + ( Y & - - ~ J ~ ~ )  X3 
47 

-Sr, = (%3,-b3,) P X, + ($p,-b3, 

e pnragoriaiido i due sistemi di formole ne dedui-reino le 9 equazioni se- 
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guenti : 

Ora se asso~iamo p. e. la prima delle (18) alle tre equazioni della prima 
linea fra le (19) e le considerianio corne qz~attro equazioni lineari nelle due 

El  pi incognite - , , , vediamo che nella matrice dei coefficienti 
'P ' 

dovrsnno anriulinrsi tutti i minori del 3 . O  ordirie. Similmente prowdeiido per 
le altrc equazioni (IS), (tg), fie deducinmo che ne:la matrice 

debbono annullarai tutti quei minori del 3.O ordine a cui partecipaiio le 
prime due verticali. Queste oondizivni danno evidentemente altrettante eqiia- 
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zioni lineari omogeriee a cui debbono soddisfare i minori di 2 . 0  ordine della 
matrice 

dalle quali, risolvendo rispetto ai detti minori (ai loro rapporti) e sostituendo 
per le f&k, Oik i loro valori effettivi, col tener presenti le relazioni 

si deduce, dopo alcuni calcoli, questa conseguenza per noi importante c'rie: 

7 rnirrori de l  2.0 ordine del la  r n a t k e  debtiono e s s w e  ri- 
A12 $2 wf2 $2 

Il spett ivumente proporxionali  a g l i  ornologhi dell 'altra 
2 9 w2 (f8 

Deduciamo di qui ehe : Tutti i ikwri di 3.0 ordilte delle due w u f r i c i  

debbo~zo annu l lars i .  Quest'ultin~o risultato ci fornisce in sostanza due equa- 
zioni lineari omogenee per le funzioni incognite A', , p',, w' , ,  F',, di; e alle 
medesime equazioni debbono soddisfare altresi A', , *',, wf2  , y f 2 ,  G ' ~  . 

Colla deduzione di queste due equazioni 1ineal.i la principale difficoltà 
della ricerca è vinta poichè ora basterà derivare queste relazioni e tener conto 
delle equazioni difkrenziali (1*) per dedurne nuove equazioni lineari in nu- 
mero sufficiente per determinare i rapporti A', : p', : id, : ?', : d l  delle inco- 
gnite. Le equazioni differenziali stesse (1") deierminano poi il fattore di pro- 
porzionalità ancora incognito, a meno di un fattore costante che resta ne- 
cessariamente arhitrario. 
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che scriviamo effettivamente svolte : 

P e r  raggiungere 10 scopo indicato prendiamo le due equazioni lineari 

Q ,  = (pi wz - p2 W J  . À'i + (h w 2  - le w ~ I  pfi  + ( ~ , i  h2 - pz Ai) w'i= 0 

Q* = (pi pz - p* pl) . 16'1 4- (1% y 2  - 1 2  Y * )  pfi -Hlh A 2  - pz )L) 'f'i = 0. 

Deriviamo la  ni---: 0 rapport0 ad  u, v e per le derivate di 1 ,,... i ,,... 
A', , . .. sostituiamo i valori dati da1 relativo sistema differmziale (1). Otteniamo 
cosi due nuove equazioni lineari che, ponendo per brevità 

+ [ee (mi  01 w2 - ml bp m l )  - e-e (ml pi w2 - m2 y2 w,)] . XI + 
+ [ee (mi cl l2 - rnI ut Ai) +- e-O (m2 A l  y 2  - Inl A ,  y,)] . w', = 0. 

L e  quattro equazioni lineari omogenee (20), (22), indipendenti rispetto 
alle cinque funzioni incognite i.',, w',, y',, or t7 ci forniscono i rapporti di 

12, = 

A l l  pli tu'l 

- ? < ,  pl w1 

- A, u.2 W4 

= O ,  n, = 

1 1.1'1 'f'l 

-li pi V I  

- 1, P 2  1 2  

= O ,  
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a n, queste col cslcolo seguente. Nella - = O sostituiamo per (pl w ,  -pz w,) j,', 
824 

a al Cosi la -- = O  si cangia nell'altra : a 

il suo valore t rat to dalla II, = O  e per ( r i  2c2 - p l  w i )  y'# l'altro che si t rae  
dalla 

$1 $ m, e-O - w, - p, w,) . o', = O ; 
Gi 

' wl,  y' 

r 1 1 y1 

Po Wt 'pe 

e questa, osservando l'identith 1: + p: + tu: = 2 mi y ,  cl , pub scriversi sotto 
I'altra forma : 

= o. 
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Infine moltiplichiarno la (23) per 1, w, - 1, w,, la (23*) per p, w ,  -pi W, 

e sommiamo; cos) eliminiamo o', e ponendo poi per (A, w, - 1, w,) p', il va- 
lore tratto da n, = O, ~ t teniamo un'epuazione che ci determina il rapporta 
delle due incogîiite A', , cor,. Precisamente, se poniamo 

a 01 Similmente, eliminando q~' ,  dalla - = O, servendosi della Q, O a v 

*, = A i  J,, + pi pz $ W i  Wz - 9% ( ~ i  y 2  + 0 2  ~ 4 1 ,  (24) 
otteniamo 

- )ifi : wr1 = [@, Ii, + (m, - mi) y l  51. A,] : [ai wi + (mz - nz,) pl, a, . w,].  

= 0, troviamo : e dell'altra 

Indicnndo con p un fattore di proporzionalità sarà dunque 

A l i  w'I yfi  

- 1 wl pl 
-1s2 w2 9% 

Ed ora basta introdurre questi valori di A', , p', nelle 12, = 0, Q, = O  per 
dedurne le altre due 

û n, Infine si determina o', traendo il valore della +, da -- = O  e confron- a u  
Annnli di Malemnticn, Serie III, tom0 XI. 16 
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tando colla prima delle (21) (*); cos1 otteniamo : 

Le formole cos1 ottenute (25), (25'), (25") determinano, corne si valeva, 
le nostre incognite a meno di un fattore p di proporzionalith e dimostrano 
già che la quarta superficie S' del teorema di permutabilità (se pure esiste? 
è determinata in modo unico. 

E d  ora non ci resta che da fare un ultirno passo e determinare il fat- 
tore di proporzionalità p. P e r  cib sostituiamo i valori di A',, or,  per es. 
nelle ultime formole (1") 5 5 : 

tenendo conto delle (1) cui soddisfano È., , pi,  w, , y, ,  o, (per rn = mi) e delle 
analoghe per A,, p,, w , ,  y,, B,,  troviamo: 

formole che, per le (1) stesse, possiamo scrivere 

C Integrando abbiamo : p = - , essendo c un fattore costante (arbitrario) 
pi  Gr 

che, stante l'omogeneità delle formole, possiamo prendere = 1. Cosi abbiamo 

(*) La medesima formola p e r  <r: otteniamo sostituendo i valori (25), (35') nell'iden- 
t i t i  A':+ p': $. w f : = 2 m ,  y: 0: .  
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le formole definitive richieste 

dove il valore d i  a, è dato dalla formola 

Procedendo ora alle verifiche, è facile in primo luogo constatare che i 
valori di A',,  pl,, w ' ,  , y',, o', dati dalle (111) soddisfano effettivarnente alle 
equazioni differenziali (1*) $ 5. Cib si fa ne1 modo più semplice osservando che 
per le derivate della funzione (Pt definita dalla (IV), a musa delle equazioni 
differenziali (1) cui soddisfano h,,  pl, tu,, y , ,  0% e AZ, Pr,  w e j  y,, r2, sussi- 
stono le formole seguenti 

. Egualmente si vede che i,',, w', ,  p',, di verificano I'equazione in 
termini finiti : A': + + w'f = 2 rn, ?', cr', . 

Dopo cib, per arrivare alla dimostrazione completa del teorema di per- 
mutabilità, basterà aggiungere le osservazioni seguenti. 1 valori di A',, pl2, 
w', , pr2, ofz  si otterranno da quelli (III)' scamhiando nei secondi membrj tutte 
le lettere affette dall'indice 1 colle stesse affctte dall'indice 2; avremo oioé : 

az -h l  --. a2 
2 -  '2 + ( - 2 )  i , p '  = ' pn f (.mi - mJ p i ,  

Pz =2 
@ 2  @ 8 

t u e = -  + ( -  ) J $2 = - ' y2 + (mi - ~ 2 )  TJl 7 
cpz Gt cp:! Ge 

i 
j (II1') @ 2 

o f2  = -- 5,  + (m, - na,) 0, , 
y2 GP I 

dove si è posto 
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Bisogna ora prorare che la trasformata della SI mediante la D',, colle 
fiinzioni trasformatrici (III) coincide colla trasformata della S, mediante la  
Dr,, colle funzioni trasformatrici (III". Secondo le  forinole del § 6, basta 
per cib provare che sono soddisfatte le  (18) ibid, che si ha cioè: 

Ma calcolando gli effettivi valori di ai, a,, as dalle loro formole di de- 
finizione (17) $ 6 col sostituirvi i valori (III) di ?$', , tuf1 ,  o r l ,  tro- 
viamo 

dove si è posto 

L e  espressioni dei secondi membri delle (28) sono evidentemente simme- 
triche nei due sisteini di quantità (A,,  ,P,, w,, y , ,  o,; nt,), (l,,, p,, zu, ,  y,, c,; m,), 
onde risultano soddisfatte le  (27), c. d. d. 

Cos1 il teorema di permutabilità è completamente dimostrato. E se la via 
perc.orsa per stabilirlo appare alquanto -1unga, i risultati finali espressi dalle 
formole di composizione (III), (III"  offrono, corne si vede, una notevole sern- 
plicità, tanto più quando si consideri la generalità della proposizione stabilita. 
Da1 punto di vista analitico queste formole di passaggio dalle soluzioni di si- 
stemi differenziali (1) di DARBOUX a soluzioni di nuovi sistemi della mede- 
sima specie esprimono una singolare proprieth di q u e ~ t i  sistemi, O in fine 
della equazione a derivate parziali del 4.' ordine dB cui dipende la ricerca 
delle superficie isoterme. L'analisi difficilmente avrebbe fatto scoprire per via 
diretta siffatte proprietà, mentre le considerazioni geometriche vi hanno con- 
dotto senza sforzo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e s d l a  deforrnaxione delle quadricke. 121 

Trovate le formole (III), (III") per le funzioni trasformatrici, che con- 
ducoiio dalle Si, S? rispettivamente alla quarta superficie S' del teorenia di 
permutabilità, scriviamo ora le formole effettive che determinano questa su. 
perficie. 

Pe r  cib dalle (16") 3 6 deduciamo 

1 -- , (Y, X < )  + pli X.) + lot, xi') ; 
w 2  G : 

queste, ricordando il significato delle a,, a , ,  a, dato dalle (l?), si scrivono 

+ *&) xi- (a* +A) LYI - (a3 + 3 x 3 9  

e infine, per le (28), sotto la forma definitiva : 

essendo 
11 - 1, II? + pi pz + eu, w,  -- mi y ,  O, - ln, rpo G, . (y*) 

Cod abbiamo raggiunto il nostro scopo finale, determinando colle (P )  i~z 
terrnini $fildi la  quarta supeificie S' del teorema di perrnutabilità, suppostc 
note S, Si, 8. Ed ora aggiungiamo le osserrazioni seguenti. Se si siippone 
1 1 2 ,  = m, la il ,  che si riduce allora a @,, diventa una costante a causa delle (26j, 
che dimostr~nn esser nulle le sue derioate. P e d ,  supposti i sistenii o.,, p,, 
go,, y , ,  O,) (A,, p 2 ,  wz, y*,  G,) reali e distinti, non pub essere = 0; altri- 
menti avremmo 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



122 Bia n c h i: Ricerche sulle superficie isoter~ae 

insieme con 

e ne seguirebbe 

D a  queste e dalle equazioni differenziali (1) seguirebbe allora che i due 
sistemi di funzioni trasformatrici differjrebbero solo per un fattore costante 
comurie contro l'ipotesi. Cib posto, essendo Q =:= 0, è cliiaro che per in, = m, 
le (V) danno 

xi '= x, y  = y ,  xt  = 2, 

e dimostrano che S' coincide cou S. Inversamente se supponiamo S' coin- 
cidente con S indi X' = x, y' = y, z' = z le (V) supposto m, =I= In, danno 

e le equazioni 

dimostrano ehe anche il rapport0 25 eguaglia i quattro precedenti. Avremmo 
01 

dunque 

ma allora dalle equazioni differenziali (1) risulterebbe 

contro l'ipotesi. Dunque : S' coincide con S solo quando m, = m, . 
Un'altra osservazione importante vogliamo aggiungere. Sebberie abbiamo 

inteso fin qui di riferirci sernpre ad enti e funzioni reali, è chiaro che la parte 
analitica della traltazione sussiste invariata ne1 campo complesso. Ora suppo- 
niamo sempre la supei,ficie di partenza S reale e diamo alla costante na di 
DARBOUX un valore aomplesso TM,, onde le funzioni integrali i.,, p,, zc,, y , ,  a, 
dovranno essere pure cornplesse. Prendendo per m, la costante coniugata 
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di mi, potremo assumere le funzioni trasforniatrici L,, p,, tc,, y,, oz rispetti- 
vamente coniugnte delle precedenti. I l  valore di 12 dato dalla (Y") sarà al- 
lora reale e reali risulteranno pure, come subito si vede, i secondi membri 
delle (V). Dunque nientre le superficie Si, 8, sono immaginarie (coniugate), 
la quarts  superficie S' del teorema di permutabilità sarà nuovameute reale 
corne la S. Cos1 vediamo che : il teorema di pemutabiiità permette d i  uti- 
Zixzare anche le trasformazioni immaginarie d i  DARBOUX par dedurre da tcna 
superjcie isoterma rea2e moue superJicie isoterwte reati. 

Da ultimo consideriamo n u o v a ~ e n t e  una quaderna (S ,  Si, S,, S') di sii- 
perficie isoterme nella relazione del teorema di permutabilità. k chiaro geo- 
metricamente che qualunque inversione per raggi vettori reciproci cangia 
questa quaderna in iin'altra della medesima specie. Ma coi risultati del Ej 3 
è facile provare che della medesima proprietà gode la tïasformazione di CRRI- - -  - - 
STOFFEL. Se  indichiamo con S, Si, S,, S' le quattro trasformate di CHRI- 
STOBFEL segue da1 $ 3 che la detta trasformazione cangia le coppie (Si, Sr), 

- - - 
(S,, S') in altre due (Si,  8') (S,, SI1) nelle quali le due ultime superficie 

- 
SI, SI,, come trasformate di CHRISTOFFEL dekt medesima S',  potrebbero al 
più differire per una traslazione nello spazio. Per  provare che coincidono as- 
solut,amente osserviamo che dalle nostre formole generali seguono le altre: 

e I'identità di queste espressiorii risulterà provata ove si dimostri che le tre 
quantità 
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sono simmetriche rkpetto ai due sistemi (A1, pi, wi , (pi, ci), (A,, pz ,  w2, ( p z ,  O*) .  

Calcolando effettivamente, troviamo che esse hanno i rispettivi valori : 

(me - mi) (mi wz - mp a2 wi) 
mi mz fi' 

ove si é posto 

e questi offrono appunto l'indicata simmetria. Concludiamo adunque : 
L a  trasformaaz0ne d i  CHRISTOFFEL, corne le inversioni per raggi vettori 

reciproci, cungia ogni quadernu d i  superJicie isoterme nella relaxio~ze del teo- 
rema d i  permutabilità i n  un'altra tale quaderna. 

Andiamo ora a sviluppare le conseguenze del teorema di permutabilità 
per quanto riguarda l'applicazione successiva delle trasformazioni di DARBOUX. 
Il risultato principale è dato da1 teorema seguente: 

Se di  una superficie isoterma inixiale S s i  conoscono tutte le trasfor- 
mate d i  DARBOUX, Papplicazione successiva ed iElimitata del processo d i  tra- 
sformaxione ulle nzioce superjicie via via ottenute si co~npie con soli calcoli 
d i  den'vaxione. 

Suppongasi c:he per la superficie iniziale S si sappia integïare, per qua- 
lunqzre valore della costante m, il sistema differenziale (1). Indichino A, ,pl w, 
y, a i valori generici delle funzioni trasformatrici, e siano l , , ,  p,, wi, yi1 O,  

un sistema di valori particolari, corrispondenti ad unn certa trasformata Si 
della S ed al valore m, di m. Se nella (V) poniamo per m, il valore gene- 
rico rn, le formole : 

mr-m x1 = IL: + 
mi m Cl [(mi 1 ci - m p. 1,) Xi + ) 

\ (VI) 
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dove 
Q=AiA+plp+zu,w-m,o?,-mye, (VI*> 

daranno tutle le  trasformate di DARBOUX della S, per trasformazioni Dm, 
purchè szir m =:= nz, : è questa una consegueiiza immediata del teorema di 
permutabilità. Ma possiamo completare questo risultato si d a  estendeïlo anc,he 
al cas0 escluso m = m i ,  per la qua1 cosa procederemo ad un passaggio al 
limite colle coiisiderazioni seguenti. L e  funzioni trasformatrici À, p ,  w, y ,  o 

dipendono, oltre che da  u, v ,  dalla costante m e dai loro valori iniziali, i 
quali possiamo assumere ed assumiarno quali funzioni arbitrarie di m (sod- 
disfacenti perb alla l3 + ,ut + zu' = 2 nz (p 5) ; prenderemo queste funzioni di ln 
in guisa che per m = mi si riducano ai  valori iniziali di A,, p i ,  w,, r p i ,  u i .  

COSI aVremO : (A)m=m, = h , (i*)m=m, = pi 7 (w)rn=m, = W i  , (y)m=ml = Y i  

( o ) , ~ , ~ ,  =a, e di più (Q),=,, =O. Ora nelle formole (VI) i coefficienti di 
XI, X,,  X, si presenterànno ciascuno, per nc = rn, , sotto forma indetermi- 

O nata - e si tratterh di trovarne, colle note regole, i veri valori per m = m i .  
O 

S i  osservi che in ciascuno dei detti quozienti (coefficienti di X I ,  X,,  X3) si 
annullano, per m = m,, non solo il numeratore e denominatore, nia anche le 
loro derivate prime prese rayporto ad m. Pe i  numeratori, come 

la cosa è evidente poichè ambedue i fattori scritti si annullano per nz = m, e 
a n vediamo che 10 stesso accade di - osservando che, se si pone per brevità 
am 

si h a  dalla (VI") 

e d'altra parte I'espressione del secondo mernbro è nulla, come risulta da1 de- 
rivare rapport0 ad nz l'identi th jLZ + p2 $ w g  - 2 m g, a = 0 ,  facendovi poi 
m =ml.  Concludiaino che i veri valori di quei rapporti sono dati dai quo- 

Annali di ~Vatematicn, Serie III, tom0 X1 17 
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zienti delle derivate seconde rapporto ad m. Dopo cib, se poriiamo 

= O  (u ,  v ) ,  

le (VI) si traducono al limite nelle altre : 

e danno tutte le trasformate della Si per mezzo della trasformazione D,,,, 
come viene confermato d a  cib che rcstano nella (TII) trt! costanti arbitrarie 
essenziali. Rispetto alla funzione O che figura nella (VII), facciamo ancora 
Ie osservazioni seguenti. Formando le derivate rapporto ad u, v della data 
dalla (YI), abbiarno 

a n  - an 
a zc = (nt - mi)  ee (u ?.i - 1 a , ) ,  -;- = (m - wz, )  ee (u - !J. ai ) .  (30) d u  

Se deriviamo queste due volte rapporto ad ml poi facciamo m =mi, rie 
viene 

- = ~ e e ( p , m l - o , ~ i ) ,  a o 
a th a v (30") 

le quali formole definiscono O a meno di Lins costante additiva. 

g 11. 

ULTERIORI RICERCHE SUL TEOREMB DI PERMUTABILIT~.  

P r ima  di lasciare il soggetto delle generali superficie isoterme, vogliamo 
esporre alcune nuove proprietà che si riferiscono al teorema fondamentale. 
Prendasi una quaderna (8 ,  S,, S , ,  S ' )  di superficie isoterme nella relazione 
del teorema di permutabilità e siano Dm, ,  Dm2 le  trasformazioni di DARBOUX 
che legano le rispettive coppie ( ( S ,  Sa), ( S , ,  S ' ) ) ,  ((8, S,), ( S , ,  S r ) ) .  Conside- 
riamo ora una terza trasformazione di DARBOUX Dm,, con m, =l= mZ =;= ml , 
che cangi p. e. S in 8. Pe l  teoreina di permutabilit&, 60 th  la  forma R) 5 5 ,  
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la  DmJ cangieïà le tre coppie (8, Si), (8, S,), (Si, 8') in tre coppie omologhe, 
che indicheremo con ( 2 ,  8,), (8, Z,), 2,, Y) ed infine cangierà la quarta 
coppia (S,, S') in un'altra (Z2, 8") ; ora noi  diciamo che 8' coincide con Z". 
Vogliamo cioè provare che: L e  t~*asfornzaxioni  di DARBOUX cangiano ogni  
quaderna d i  superjicie Isotemze ne l la  veluxione del teorerna d i  perrnutabilità 
i n  2rn7altva tale quaderna. f!, questa la medehima proprietà che al 8 9 ab- 
biamo visto competere alla trasformazione di CHRISTOFFEL ed all'inversione per 
raggi vettori reciproci (cf. anche 5). Si lia cosi una iiotevole configurazione 
di 8 superficie isoterme costituite in guiea che a ciascuna delle 8 superficie 
sono contigue per trasformazioni Dm,, Dm*, D,,s di DARBOUX altre tre super- 
ficie del gruppo, le costanti m , ,  m, ,  rn3 rimanendo fisse. In altre parole pos- 
siamo dire che se partendo da una superficie iniziale S si applicano tre di- 
verse trasformaaioni di DARBOUX Dm,, Dm*, Dm3 che cangirio S rispettivamente 
in S I ,  S,, 2 ,  indi si costruiscono le nuove superficie isoterme che ne deri- 
vario col teoreriia di permutabilità e cos1 di seguito, non si ottengono, come 
potrebbe sembrare a prima vista, un'infinità di superficie, ma bensi un ciclo 
chiuso di 8 siiperficie dotate delle, proprietà descritte. 

P e r  dimostsare le proprietà enunciate adotteremo questo secondo punto 
di vista e iiidicheremo come sopra con S', l,, 1, le rispettive superficie iso- 
terme che completano le terne ( 8 ,  Si, S,), (S, Si, Z), (8, S,, 2)  alle qua- 
derne del teorema di permutabilità, Indicando in fine con 2' la quarta super- 
ficie del teorema di permutabilità dopo 2, &, 1, sarà provato il nostro teo- 
rema se dirnostreremo che gli elementi relativi alla 8' sono composti simme- 
tricamente coi tre sistemi di funzioni trasformatrici 

che corrispondono ai rispettivi passaggi da S a S,, da S a S,, da S a 2, 
e colle tre costanti nz,, m,, nz,. Noi qui sopprimiamo i calcoli alquanto pro- 
lissi che accertano la circostanza indicata per le coordinate di un punto rno- 
bile sopra 2' e ci limitiamo a constatare che ha  luogo in effetto per l'ele- 
mento lineare di 2' ("). Indichiamo per cib rispettivamente con 

- - - - -  , 4 ,  7 y ,  , p z ,  P2,  w2, y%, Q*) 

(rr) Con ciO resta propriamente dimostrato soltanto che le tre superficie ottenute c o u -  
plctando le tre terne (-, LI, X,), (SI, XI, Sr) ,  (S,, 8,, S r )  a qiiadernn del teorema di 
permutabilità coincidono, a meno di movimenti ne110 spazio. 
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- - 
le rispettive funzioni trasformatrici ne1 passaggio da Z a Z , ,  2,  mediante le 
trasformatrici Dm,, DmI. Troviamo i valori di queste funzioni, ricordando che 
8,, 2, completano rispettivainente le terne (8, SI, Z), (8,  Ji,, 8) ed appli- 
cando le formole di cornposizione (III) § 8. Se poniamo per brevità 

le formole indicate si scrivono : 

- 1 
al = [ Wi3 - w (cl 9 f u3 rpJ] - f (ml - m,) al , 

Is 
e similmente : 

Se con d s t  = eeei ( d  u2 + d v2) jndich:arno, per i = 1, 2,  3 ,  rispettiva- 
niente l'elemento lineare di S,, S,, 2 abbiamo (formole (9) €j 2) : 
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Pe r  l'elemento 
perficie dopo S, S,, 
abbinmo dunquo 

cmia per le (III) $ 

lineare a? Y' = e28' (d  uZ + d v2) di SI, che è la quarta su- 
S, e proviene da  s, colle funzicmi trasformntrici l', , . . 

Ora corne S' è la quarta superficie dopo S ,  Si, S2, cosi 2' é l a  quarta 
dopo 2 ,  &, 2%; e per cib se d s2 = ee" (d ug + d vZ) è l'elemento ljneare di 2' 
si ha dalla precedente 

ossia 

Ilopo cib se, osservando le (a), (a*), cdcoliamo effettivamente le  espres- 
sioni al numeratore e denominatore nella funzione del secondo rnembi.~, tro- 
viamo con facili riduzioni le formole segueiiti : 

Queste espressioni sono appunto simmetïiche rispetto ai t re  sistemi di 
funzioni trasformatrici Ai, pi, Wi, ai, Yi (i= 1 ,  2 ,  3) e alle t re  costanti In,, 
VI,, m,, onde è prorato quanto si roleva. 
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Si osservi infine che le  due espressinni ( c )  si ottengono 17una dall'altra 
scambiando le lettere g, y fra loro. Secondo i risultati del Ej 3, cib dimostra 
che : La tî.asformaziotce d i  CHRISTOFFEL cangia ad 2.192 tempo le 8 superpcie 
Goterrile d i  un ciclo del la  n a t u r a  considerata tzelle 8 s u ~ e r f i c i e  d i  ulz al tro  
ciclo. 

Lasciando il soggetto delle generali siiperficie isoterme, passiamo ora a 
quelle particolari che si collegano, secondo DARBOUX, alla deformazione delle 
quadriche e che diciamo superficie isoterme specinl i  

Supponendo di avere uiia superficie S isoterma dapprima qualunque, ri- 
teniamo le nostre solite notazioni (§ 1) e poniamo ancora 

sicchè con H si rappresenta in particolare la cui.vatui,a media. Se  si h a  ri- 
guardo alle equazioni d i  CODAZZI ((5) $ l), e si formano le derivate delle 
funzioni H, L, M, si trova subito che hanno luogo le formole segiienti : 

Diremo che la superficie S è i s o t e ~ m a  speciale se le funzioni H, L, M, 
definite dalle (31), soddisfano sopra S alla relazione di DARBOUX 

a ~ z  a~~ e o e [ ( a ; ) + ( à o ) ] + ~ e t  2 A M + 2 B H  f 2 C L + D = 0 ,  ( A )  

dove A ,  R, C, D sono costanti. A causa delle prime (32) la (A) si pub 
anche scrivere sotto la  forma equivalente: 

A , L $ M ? +  2 A J 1 + 2 B H + 2 C L f  D = 0 ,  (A") 
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il parametro differenziale primo AI L essendo calcolato rispetto all'elemento 
lineare di S. Siccome poi dai valori delle costanti A ,  i?, C, D dipende uni- 
carnente, corne si vedrà Fra breve (§ 15', la quadrica associata alla super- 
ficie S, cos1 direrno per abbreviare che una superficie isoterma speciale &', per 
la quale i valori delle quattro costanti nella relazione (A) r;iano A ,  B, C, D, 
appartiens alla classe ( A ,  B, C, D). 

Conviene subito osservare che : zina superjîcie i so te~ma speciale non pub 
appartmzeve a due classi diverse ( A ,  B, C, D), (d l ,  B,, Cl,  DI), se si ec- 
cettua il caso delle superficie a curvatura media costante ed eventualrnente 
il caso di superficie di  rotazione. Se avvenisse il contrario, sottraendo le due 
corrispondenti relazioni (A)  ne verrebbe uria relazione bilineare fra L, TI e 

perb il determinante funsionale a ( H 7  dovrebhe annullarsi. Dalle (32) a (2.1, VI 
avremmo allora : 

cib che dà luogo alle dut: possihilità seguenti : 
1 . V =  cost. indi per le (32) anche L, If costariti. In ta1 caso la su- 

peificie S è a curvatura media costante e si possono nella (A) prendere p. e. 
ad ~ r b i t r i o  A ,  B, C e determinarne B. 

2.' Se H non è costante, sarà per la (33) H funzione O di U. soltanto 
O di  v ~oltanto,  poniamo p. e. di u. Allora anche L., M sono funzioni solo 
di u, e per l a  prima delle (32) anche 8,  indi r , ,  Y,. Dunque la S sarebbe 
superficie di rotazione. 

Le formole (32) conducono anche facilmente alla dimostrazione del tca- 
rema seguente: L a  trasforrna,~ione di CHRISTOFFEL cavzgia una superjîcie S 
isoterma speciale della classe ( A ,  B, C, D)  i n  un'altra superjcie S isoterma 
speciale della classe ( A ,  3, C, D) colle costnnti B, C permwfaie. Avendo 

- - -  
infatti H, L, M per la, trasformata T d i  CHRISTOFFEL il significato stesso di 
JI7 M Per la 8, dalle formole (14) del 5 3 deduciamo : 
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L a  (A*) che supponiamo soddisfatta da,lla S pub dunque scriversi 

cib che dimostra il teorema enunciato. 

PROPRIETA CARATTERISTICA DELLE SUPERFICIE ISOTERME SPECIALI. 

Una proprieth di fondamentale importanza delle superficie isoterme spe- 
cinli consjste in cib che per una tale superficie siamo in grado di assegnare 
i l z  termini fitziti tre trasformate di DARBOUX. Per  dimostrarlo consideriamo 
dapprima una  superficie isoterma qualunque S e cerchiamo se si pub trovare 
una tale soluzione delle equazioni differenziali (1) per la trasforrnazione Dm 
che l a  quinta funzione trasformatrice D eguagli una funzione lineare intera 
(a coefficienti costanti) della curvatura media H. Escludiamo il cas0 di D CO- 

stante che porta unicamente a coppie parallele di superficie di curvatura 
media costante ( * ) ;  allora alterando o di un fattore costante potremo fare 

u = H+ c ( c  costante). 

Dalle formole (1) del sistema differenziale paragonate colle (32) si trae 

9 = b - L, = a - M (a, b, costanti), 
- -- 

(*) E infatti se  o = C O S ~ .  le  (1) danno A = p = O, ~ = C O S ~ .  w = C O S ~ .  e l e  (7) 3 2 di- 
mostrano che l a  SI è parallela alla primitiva S ed essendovi f ra  le due corrispondenzc 
conforme le due superficie hanno la medesima curvatura media costante. CiB risulta del 

a a P resto anche dalle due equazioni (I) - .-= 0, - =. O che danno 
a u  a v 

e sommate danno appunto H =  cost., ecc, 
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e l'equazione (11) h? + p." f 2  = 2 m rp G diventa qiiindi 

eze[(E)'+ (Zr] + (a- M ) .  + 2 m ( ~ +  c) ( L -  b)  = O ;  

questa ha  appunto la forma caratteristjca (A) della equazione per le super- 
ficie isoterme speciali ove si ponga 

Dunque intanto : perchè il sistema differenziale (1) nmrnettn una solu- 
zione con O = li-t- cost. è necessario che la superficie S sia isoterma spe- 
ciale. Inversamente se questo avviene ed S appartiene alla classe (A,  R, C, D) 
possiamo prendere le costanti a, b, c, rn in guisa da soddisfare le (34)' per 
ln  qua1 cosa basta che m sia radice dell'equazione di 3.O grado 

ottenuta eliminando a, b, c fra le (34\, indi conviene assumere per a, b, c 
i valori 

Dopo cib constatiamo che le formole 

drinno uiia soluzione delle equazioni fondamentali (T), (11). Intanto, .a  causa 
delle (32), risiiltano cos1 soddisfatte le equazioni del sistema (1) relative alle 
derivate di y ,  I r ,  o. E sono ancora verificate le altre due 

clie si riducono all'unica 

la quale segue dalle due prime (32) per elilninazione di L.. D ' ; ) h a  partc, es- 
sendo per ipotesi verificata l a  (A), i valori (36) soddisfano l'equazione (II) 
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Se deriviamo questa rapport0 ad 14,  v troviamo i valori ancora mnncnnti 
a 1  au. di -- 7 2 e vediamo che soiio identici a quelli forniti dalle (1 . I n  cib cho a z 4  a v  

prwede abbiamo naturalmente siipposto rn =i= O per cui le nostre conciusioni 
cadono in difetto quando l'equazione cubica (B) possiede un'unica radice (tripla) 
nulla, quando cioè A = 0, D = O, R C= O. Cod abbiamo stabilito il teorema : 

Cundixio?ze tzecessaria e strfjciente perchè zina superficie isoteî-ma S siu 
speciale è che i l  sistelna clifferenxiale (1) d i  DARBOUX ammetla, per un con- 
veniente valore d i  nz =:= O ,  zma soluxiorte i ? z  cui a sia fir?zxione litzeure in lem 
della curvatzira media H. TGceüe~sa se la S è isoterma specilrle della classe 
( A ,  R, C, D), pmzdasi per nz una radice non nullu, del17equaxione cubicu B 
e si assu~nnno le costanti a, b, c secondo le (35) ; alloru le (36) darnn~to zina 
soluxione del sislenza (1) con o = H -+ c. 

Da questa proposizione s'intende escluso i l  caso in cui l'equazione cii- 
bica (B) abbia tutte le radici nulle. Cosi pure Io intenderemo escluso dalle 
ricerche dei seguenti paragrafi, ove non s'avverta il contrario. 

SUPERFICIE ISOTERME SPECIALI CONIPLEMENTARI. 

Da quanto si è visto sopra risulta che per una superficie isoterma spe- 
cialc 8 della classe ( A ,  8,  C, D),  corrispondentemente alle tre radici nz,, 
m,, nt, dell'equazione cubica (B), potremo trovare, con soli calcoli di deri- 
vaziorie, tre nuove superficie isoterme S , ,  S,, 8,. Dimostreremo subito clie 
SI, S,, S, sono anch'esse isoterme speciali della classe stessa ( A ,  B ,  C ,  D) 
e ciascuna di esse sta colla primitiva S in relazione irivertibile; diremo per 
cib che p. e. S ,  S, formano una coppia di superficie isoterme speciali corn- 
plementari. Per  dimostrare le nostre asserzioni osserviamo in primo luogo che 
se S è una superficie isoterma qualunque ed 8, una sua trasformata di DAR- 
BOUX per mezzo di iinn D,, le formole ( I l )  $ 2 danno subito le formole 
generali seguenti 

~ L + Z W  yH-220  TT, = 9 L,= 
c 

2 M i = M + ( H  --A-%). ,O, (37) 
'P C 1 V G  
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avendo Hl ,  LI, Ml per SI il significato di H, L, M per S. Ora suppongasi 
che la S sia isoterma speciale ed S1 sia una delle tre complementari definita 
dai valori (36) delle funzioni trasformatrici. L e  (37) diventano cos;: 

che possiamo scrivere 

Oia si raminenti, da1 $ 4, che ne1 passaggio inverso da  S,  a S valgono 
per le fuiizioni trasformatrici 2 , ,  pl, 201, yl , cl le formole (15), che possono 
del resto alterarsi per un fattore costante arbitrai'io nei secondi mcmbri. Con- 
frontando colle (38) e supponendo dappi'ima 2 a + b c =;= 0, vedianio clie ne1 
passaggio inverso da S, a S possiarno prendere 

I risultati del paragrafo precedente provano d o r a  che S, è isoterma. 
speciale della classe ( A ,  B, C, D); e si ottiene S da SI precisamente corrie 
d, d a  S. Cosi se 2 ( 8  + b c =:= O è dimostrato quanto si voleva. Mn il cas0 
2 a f b c = O non fa. nemmeno eccezione, poichè dalle (36) segue 

la superficie S1 è a curvatura media costante - c  e pub dirai che essa ap- 
partiene alla classe ( A ,  B, C,  D) poichè, a causa delle (~34) e di 2 a + b c = 0, 
la (A) trovasi verificata per la SI .  

Dimostrate cos] le proprietà enunciate per le superficie isoterme speciali 
complemcntarj, osserviamo che, secondo il t~orerna. del Cj 11, la superficie 
isoterma speciale S determinerà colle sue cornpleinentari un ciclo d i  8 su- 
perficie isoterrne. Per  un teorema generale, che dimostreremo al $ 19, tutte 
queste 8 superficie sono isoterme speciali della medesima classe; di più figura 
riel gruppo insieme a cinscuna superficie la sua trasformata di CHRISTOFFEL. 
Colle formole ( c )  del tj 11 questo si dimostra osservando che se na,, m,, m, 
sono le radici della (B) i due secondi membri delle (c) risultano eguali e per 
cib eu = e 0, il che significa appunto che la 2' è la trasformatn di CHRISTOFFEL 
della S. 
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Queste proprietà singolari del ciclo di 8 superficie isoterme speciali pro- 
venienti da  una data furoiio osservate da1 DARBOUX (1. c.). Me1 cas0 generale 
che abbiamo considerato al 5 11 la trasformazione di CHRISTOFFEL fa uscire 
da1 ciclo mentre ne1 caso speciale di DARBOUX trasforma il ciclo in sè stesso. 
Osserviamo ancora che se le tre radici m,, m,,  m, della equazione cubica 
sono reali, saranno pure reali le 8 superficie del ciclo; se invece p. e. m, è 
reale ed rn, ,  mn., coniugate immaginarie, saranno reali solo le quattro super- 
ficie S, s', 8, 2' e sarà 2' trasformata d i  CHRISTOFFEL di S e medesimamente 
B di S', mentre le rimanenti quattro superficie del ciclo saranno immaginarie. 

Consideriamo una coppia (S, S,) di superficie isoterme speciali comple- 
mentari ed i l  sisterna ciclico costituito dai circoli normali ad S ,  S, nelle 
cnppie P, Pi di punti corrispoiidenti, e prendiamo a studiare la superficie 1 
inviliippo dei piani dei circoli. Dimostreremo che l'elemento lineare di 2 di- 
pende solo dalle qunttro costanti ( A ,  B, C, D) che individunno la classe delle 
due superficie isoterme. Cos; per tutte le superficie isoterme speciali S di urin 
medesima classe ( A ,  B, C, D) le superficie C corrispondenti sono applicabili 
l ' m a  sull'altra. Diinostreremo aiicora, con DARBOUX, che per superficie tipica 
su crii le 3 sono applicabili pub prendersi una quadrica Q (immaginaria), che 
diciamo crssociata alla classe ( A ,  I;, C, D) di superficie isoterme speciali. 

Pe r  compiere il calcolo dell'elemento lineare dell'inviluppo 2 applicherb 
le formole generali del Cap. XX delle Leziorii (Vol. II, pag. 204 e ss.), re- 
lative alla superficie inviluppo dei piani dei circoli in un sistema ciclico. E 
dapprima darb le formole genemli per il sistema ciclico normale a due su- 
perficie isoterme S, s,, trasformate l'una dell'altra per una D, di DARBOUX. 

* 1 piani del sistema ciclico, colle notazioni del $ 1, sono i piani normali 
alle linee y = cost. sulla superficie S ;  e se indichinmo con t ; ,  ;l, 5 le coor- 
dinate del punto di contatto del piano mobile col suo inviluppo 2 ,  le for- 
mole (1) Vol. II, png. 206, danno 

5 = x : +  P ( l X * + ~ i Y z ) $  Q X 3 ,  (39) 
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- 
e le analogbe per v ,  c, dove i coefficieiiti P, Q sono d e  determinarsi dalle 
coiidizioni 

ai ai z j h X , - p X z ) = O ,  Z(AXi-pX2)-=O,  a u  a v 

le quali esprimono che il piano coiisiderato è tangente a X. Da queste si 
traggono per Y, & i valori 

onde le (39) divengono : 

Supponiaino ora che la S sia isoterma, speciale ed appartenga alla classe 
( A ,  B, C, D) e la ,Si sia una delle sue tre complementari, avendo y ,  t c ,  o 

i valoii dati dalle (36). Le (SO), (39*)  diventano cos1 rispettivamente 

9 - 6  p z -  tu (? - b )  - 2 rn 9 
9 Q =  

i r r l ( h ~ - c p )  m ( b 6 - c p )  ' (41) 

Ora, secondo le forniole generali del § 296 delle Lexioni (Vol. II, png. 210)) 
se poniafio 

a = Q - P t c )  B=P, + = z ~ a + n z g , o 3  + y ,  

ossia per le (41) : 

per i differeriziali d 6, d q ,  d C alhianio 

d = ,Y, (3 a $- [ii SI 3- p. + zu Si] cl B (4-1) 

colle analoglie peï d z;, d i  e quiildi per I'elemerito lineare d i  C : 

d ~ 4 + d q t + d ~ ' - d a 2 $ 2 d B d S .  (44*) 

In questo elemento lineare, espresso cos1 per le varisbili indiperideiiti 
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9,  (T (*), figurano solo le quattro costanti a,, b, c l  m l  ovvero A, 23 ,  C ,  D ,  
onde segue che variando la coppia (S, Si) di superficie isoterrne speciali eritro 
la classe ( A ,  B, C ,  1)) l a  superficie L subisce solo una  deformazione, corne 
si e r a  asserito. 

E d  ora se assurniamo le coordinate x, y, x di un punto mobile nello spazio 
date  dalle formole 

questo punto (x, y, x) descrive una supei4cie d'elemento linenre (41". S o .  
stitueiido i valori effettivi (43) di a, P ,  +, abbiamo 

e I'eliminazione di y ,  5 porta all'equazione di 2." grado 

(y + i z ) [ x + 2 m ( y - i z ) ] = 2 a x 2 + 2 b x f  } 
+ 2 rn (2 a. + b c )  x (y - i x). i (45) ' 

La superficie in  questiotie è dunque uria quadrica Q, e di più, finchè le 
quattro costanti .-1, B, Cl D (O a, b ,  c ,  m) restario qualunque, la quadrica 
k generale ne1 senso clie i suoi quattro punti d'jncontro col circolo immagi- 
nario all'infinito sono distinti. 

L e  proprieth delle superficie isoterme s p e c i ~ l i  esposte fin qui sono i n  su- 
stttnza quelle fondalnentali dovute a DARBOUX; solo ho  modificato il processo 
di  dimostrazione in vista delle ulteriori proprieth che rni propongo di stabilire. 

(*) Le varinbili y, 5 (O L, H) sono certo indipendenti, inteso escluso il cnso delle su- 
perficie S a curvatura media costante e delle superficie di rotszione. 
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Si è visto al €j 14 che ogni superficie isoterma speciale S possiede in 
generale tre superficie trasformate, le sue complementari, che sono ancora 
isoterrne speciali e della medesima classe di S. Ora vogliamo stabilire una 
proprietà molto più generale e feconda di npplicazioni, dimostrando che fra 
le w4 trasformate di una superficie isoterma speciale S ne esistono c d  che 
sono xiuovamente isoterme speoiali e della stessa classe. Arriviamo dapprima 
a questo risultato fondamentale applicando opportunamente il teorema di per- 
mutabilith coll'annlisi seguente. 

Sia S, una superficie complementaie di S ottennta colla trasformazione 
Dm, di DARBOUX, corrispondente alle speciali funzioni trasformatrici (36)  

Si consideri poi una pualzcque trasformata S, della S mediante una tra- 
sforrnazione Dm, a cosfante  ?n, =]=m,, per la quale siano 2, ,  p z ,  w,, y , ,  G? le 
funzioni trasformatrici. Applicando il teorema di permutnbilitA indichiamo, 
corne al solito, con S' l a  quarta superficie dopo A', S,, S,. Sappiamo che si 
passa dalla S2 alla S' mediante una trasforrnazione Dl,, e le funzioni tra- 
sformatrici per questo passaggio sono date dalle formole di composizione (III*) 
8 8, e cioè : 

avendo posto 

Se indichiamo con H,, L,, le quantità 19, L, M per la S,, abbiamo 
dalle (37)  

eu,. I 
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Ora dimostriamo che, legando soltanto i ralori inixiali di A,, p,, zo,, 

Y I ,  o, con una  conveniente relazione lineare omogenen, possiamo otteriere che 
sussistano le formole : 

5'2 = (m - m2) (Hz 4- c), $2 = ( f i? ,  - %> ( Z  - L,), ) 
tu ' ,  = ( f î t ,  - m,) ( a  - M,) ; j (49) 

allora, .da  quanto ablkimo dirnostr~to a l  5 13, risulterà ohe la S, sa14 an-  
cli'essa isotcrma specialc della classe (,4, B, C, D) e di più avrà per siiper- 
ficie cornplenlentare la S'. P e r  questo osserv i~mo che la prima dellc (49)  si 
traduce, a causa delle (47), (48), nella 

ovvero 
(I.', + (1% -- m,) ( H  5 - L O, - 2 M,) = 0. 

Ponendo per abbreviare 

la nostra condizione si scrive quindi 

Y=O. 

Ora dalle (26) 5 8 deduciarno 

le qiiali formole, a causa delle equazioni 

c! delle (46), si cangiano nelle altre 

Dopo cib se formiamo le îlerivate della funzione Y, definita dalla. (50), 
troviamo identicamente 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e sulla defomaxione delle quudricke. 141 

Dunque in generale l'espressione Y.' è un,z costante e per soddisfare alla 
nostra condizione (50*) basta lcgare con questa relazione lineare omogenea 
i valori iizi&aEi di l , ,  p.,, w,, y,, or .  Dopo cib la (50*), e quindi anche la 
prima delle (49) risulterà soddisfatta. N a  è molto facile vedere che anche le 
due seconde condiziorii (49) si troveranno ~erificate, per la qua1 cosa bastn 
introdurre in esse per a,. il valore CD, = (rn, - m,) (L u, + 2 w, - H y,) tratto 
dalla Y = 0. 

Dimostrate cos? le nostre asserzioni (*), osserviamo che dalla tripla in- 
finità di trasformate di DARBOUX della S per mezzo di una Dme, a costante ?fi, 

fissa, la  condizione Y = O fra i valori iniz ial i  di ?.,, p,, tu,, y2, ce s tawa 
uria doppia infiiiità di superficie S, isoterme speciali trasformate di S. Ab- 
biamo dunque stabilita la  proposizione fondamentale seguente : 

Se s i  considera una superjicie isoterma syeciale S della classe ( A ,  B ,  
C :  il) ed una szca complementare 8, (**), det~ivuta da  S cotz una  Dm, a CO- 

stante nz,, fvu le o d t r a s f o r m a t e  della S per. mexxo d i  una  t?.asfor.maxione 
Dm2 a costarîte fissa wt2 =I= m, , ae esisto~zo ooe che sono isoter~ne speciali della 
nzedesima classe (-4, B, C, D),  e s i  ottengono legando i valori iniz ial i  delle 
fzcnzioni trasformatvici ?., , p,, u;,, y , ,  a, collu relauione 1ineal.e onzogeneu (50%) 
Y = O. Inolbre la quarta supeî.$cie S' del teorerna d i  perrnutabililà. è anche 
essn i s o t e m a  speciale della classe (A ,  B, C, D )  e precisamente com.plemen- 
tare d i  S ,  coîlze S d i  8,. 

INTEC~RALE PRIMO DELLE EQUAZIONI DIFFERENZISLI (1) 
PER UNA SUPERFICIE ISOTERMA SPECIALE. 

Della proposizione fondamentale sopra stabilita vogliamo ora dare un'altra 
dimorjtrazione pih diretta e completa, ove non faremo uso del teorema di per- 
mutabilith e comprenderemo non solo il caso m,=m, sopra escluso, ma heri 
anche quel10 in cui l'equazione cubica abhia tutte le radici nulle. . 

(*) Rispetto alla realità delle tcasformazioiii vedi più avanti la conclusione del 5 18. 
('*) Con questo naturalmente escludiarno clie 13 S sia, singolare ne1 senso del § 13. 

Annali di ~Matematicn, Serie III, tom0 X1. 19 
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Percib conviene prima trasformare il risultato otteriuto al paragrafo pre- 
cedente: che per una superficie isoterma speciale i l  sistema differenziale (1) 
possiede l'integrale primo t/ = cost. Osservando le (46), abbiamo 

e per le (35) possiamo scrivere 

facendo comparire solo le costanti (A, B, C, Dj che individuano la classe 
di S. Co& intanto abbiamo il teorema notevole : 

Per unu superficie isote~ma speciule S della classe ( A ,  B, C, B)  il si- 
stema differenziale (1) d i  DARBOUX, per uns t~asformuxio~te Dm, possiede 
Z'integrale primo 

f (rui L -f- B) a = cost. 

Cominciarno da1 dare una nuova e diretta dimostrazione di questo teo- 
rerna, sema appoggiarci su1 teorema di permutabilità. Osserviamo percib in 
primo luogo che all'equazione (d) del § 13 

alla quale abbiamo visto saddisfare la curvntura niedis H di qualhque su- 
perficie isoterma S, si pub dare l'una O l'altra delle due forme equivalenti 

Supponiamo ora di più che la S sia isoterma speciale della classe (A, B, 
C, D)  e valga quindi la (A) § 12 
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Derivando questa rapport0 ad u, u coll'aver riguardo alle (32) S 12 ed 
alle superiori (e), ne deduciamo le altre 

Ed ora se formiamo le due derivate della funzione 

osservando le ( e ) ,  ( f )  e le (32) $ 12, nonchè le equazioni differenziali (I), ve- 
diamo che si ha  identicamente 

dunque il sistema differenzinle (1) possiede l'integrale primo + = cost., c. d. d. 

NUOVA RICERCA DELLE TRASFORMAZIONI PER LE SUPERFICIE ISOTERME SPECIALI. 

Appoggiandoci su1 teorema nuovamente stabilito, prendiamo ora una tale 
soluzione (A,  p, w; y ,  0) del sistema fondameritale (1), (II)  che la costante del 
secondo membro nell'integrale primo (C) : IJi -cost. risulti nulla: dimostre- 
rem0 allora che la superficie trasformata S, sarà isoterma speciale della classe 
(A, B, C ,  D) di S. 

Per ipotesi sussistono le due equazioni 

+ (rn L + B)  o =-7 O, 1 
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e il nostro teorerna sarà provato se dimostriamo che ne segue l'altra 

Sostituirerno percib ne1 primo membro di quest'ultima per Hi, L,, M, 
i valori (37) S 14 verificando che ne risulta un'identità. Ora, derivando la 
prima delle citale (37) rapport0 ad u, v, tenendo conto delle (1) e delle (32) 
5 12, troviamo le seguenti: 

dove 11 ha questo significato : 

colla quale notazione la formola (37) per M, si scrive 

M ,  = M j- A. W. (55) 

Facendo nella (53) le sostituzioni date dalle (54), (551, (37), sottreen- 
done la (51), poi dividendo per A, resta l'equazione equivalente alla (53): 

Se ora ricordiamo ctie per la (II) IL2 + pz $ W ?  = 2 In y O ed alla prece- 
dente aggiungiamo il doppio della (52) la trasformiaino nell'altra 

che è un'identità a causa della (549. 
Abbiamo cosi dimostrato il teorema : F r u  le ooS superficie isoter?~ze de- 

dotte da una superficie isotemna speciale S con ulzu tl-asformazione Dm d i  
DARBOUX a costarzte Jissa yualttnqele rn, tze esistono me isoterrne speciuli e 
della classe d i  S. Queste si ottengono cincola~zdo lineamente ed omogenea- 
nzente i valori inixiali delle fumioni trusfor?m.ztvici per modo che la costante 
del secodo nzenzbro nell'integ~ale p&no ( C )  $ 17 n e  jGm?ti nulla. 

Perb, affincbè non resti dubbia l'effettiva esistenza di tali trasf'ormazioni, 
reali, conviene ancora accertarai che le diie condizioni imposte ai valori h i -  
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ziali, la prima lineare omogenea data dalla ( 5 2 )  l'altra quadratica fornita 
dalla (II) 1" pz + wP = 2 m y a, sono compatibili fra loro con valori reali. 
Na d a  quest'ultima si ha 

2 
dopo di che l a  ( 5 2 )  moltiplicata per - diventa coll'climinnziorie di  g, 

m 

Escludendo il easo delle superficie a curvatura media costante, per le 
quali il risultato che vogliamo stabilire è ben noto, è certamente m H $. C=!= O 
e In precedente divisa per 112 H +  C si scrive 

11 numeratore del 2." mernbro, in forza della (A) 5 12, è identicamente 
B C eguale a ( 2  1.12 - ,4)2 + 2 - - D, ossia, se  jndichiamo con f ( m )  il primo 
In 

membro dell'equaziorie cubica (Bj $ 13, s '0, t d c h è  la condizione da 
In 

1 II. W .  
soddisfarsi dai valori iniziali di --, - e : 

m ,  ? n o  m o  

Si pub dunque soddisfare con valori reali tutte le volte che m verificlii 
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- 

l a  diseguaglianza 

indicando m , ,  nz,, nz, le tre radici dell'equazione cubica (B). Esistono quindi 
effettivi inteïvalli per m iiei quali le nostre trasformazioni Dm, che cangiano 
ln superficie isoterma speciale S in altre della medesima classe, sono reali. Ed 
anzi ilel caso in cui l'equazione cubica (B) ha radici tutte nulle, caso che 
prima (§  16) era escluso, la diseguaglianza é sempre verificatfl, qualunque 

aia nr, perchè allore f--= 4 m.. Si osserveri anîora come segua dalle pre- 
m 

cedenti formole che quando va assume uno dei tre valori ??2,,  m,, nt, le tra- 
sforrnazioni reali della riostra classe si riducono all'unica che cangia S nella 
relat iw superficie cooiplernentare S,, S,, S,. 

IL TEOREMA DI PERMUTABILIT~ PER LE TRASE"ORMAZIONI 

DELLE SUPERFICIE ISOTERME SPECIALI. 

Veniamo in fine ad applicere il teorema generale di permutabiliti alle 
nostre trasformazioni delle superficie isoterme speciali. Djmostreremo la pro- 
posizione finale seguente : 

Se da  u w  superficie isoterma speciale S della classe ( A ,  B, C, D) si 
passn, colle ~ispett ive trnsfo9.muzioni di D A R B ~ U X  Dm,,  D,,,,, a due nuove su- 
perficie isoterme speciali della classe ('4,  B, Cl D,!, anche la quarta su- 
perficie S' del teorema di perrnutabilità è isoterma speciale della stsssa 
classe (* j. 

Adoperando le solite notazioni, dobbiamo qui supporre che le funzioni 
trasformatrici ( A , ,  pi, W., .yi,  o ~ ) ,  (A2, p 2 ,  w, ,  y 2 ,  uP) pei rispettivi passaggi 

(*) Questa proposizione comprende evidentemente, come cas0 particolare la seconda 
parte  del teorema al g 16. 
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da S a Si ed a S, soddisfino le relative equazioni (C) 

L a  proposizione sarà dimostrata se si prova che i valori delle funzioni 
trasforrnatrici l!, , ,dl, w',, y',, o',, dati dalle formole di composizione (III) fj 8, 
pel passaggio da S, a S' soddisfano conseguentemente alla loro volta l'equa- 
zione analoga 

a Hl 
col= L', - eo. - ( in2 H, + C )  y', + (2 m, - A  -M,) tu,,  + 

O U  a u  (57)  
-+ (m2 L, + B) a', = 0. 

<Pi Ora moltjplicliiamo la (56) per - , la (56*) per rn, - m, e Som- 
<pi G i  

msndo, coll'aver riguardo alle (III) fj 8, troviariio la formola (53) 

Ma si h a  per le (54) 

e quindi, sottraendo l a  (58) dalla (571, quest'ultima si cangia nell'equi- 
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@ 1 + H [mi 5 + rn, (m, -- ml) ?,] - 2 [ t ir ,  tu, + f i t ,  (m, - fn,) w2 - 
0 1  1 I (59) 

Se in questa sostituiamo per H,, Li, M, i loro valori (37) 5 14 

il primo membro diventa uria funzione lineare intera di H, L. Ma i tre coef- 
ficienti di questa funzione effettivaniente calcolati, col tener conto dellc (III) $ 8 
e dell' identità A:\+ pi + ul? = 2 m, y ,  o,, si riscontrano essere tutti nulli. 
Dunque la (59) è verificata, e per cib anche la (57);  eosi è'dimostrato 19e- 
nunciato teorema di permutahilità. 

Ed ora se applichiamo le considerazioni del 3 10 per le aituali trasfor- 
mazioni delle superficie isoterme speciali di assegnata classe (A,  B, C, D ) ,  
veniamo a stabilire il teorema : 

Se  d i  nana super jc ie  i soterma speciule della classe ( A ,  B ,  C ,  D)  sono 
note tzrtte le t r u s f o m a t e  isotemze speciali  della stessn classe, si possono tro- 
uaYe con sol i  calcoli d i  d e ~ i v a z i o n e  tu t te  le t~ .as fornzate  clelle nuove superficie, 
e cosi d i  seguito iZlimitatumente. 

Possiamo poi riguardare questi risultati come concernenti le superficie 
applicabili sopra la superficie 2 associata alla classe ( A ,  B, C, il) e di cui 
abbiamo calcolato, al 5 15, l'elemento Iirienre. Pe r  questa classe di superficie 
applicabili la teoria è cos1 portata al punto stesso raggiunto dalla teoria delle 
superficie a curvaturn costante (applicabili sulla sfera O sulla pseudosfera). 

Introducendo la quadrica generale (immaginaria) &, di cui al § 15, pos- 
siamo enunciare il nostro risultato finale cosi: 

S e  d i  zina super jc ie  S applicabile su l la  qundrica genei-ale Q sono note 
tutta le ao3 &as formate  contigue (applicabil i  sopra Q \ , le tms fornza te  delle 
nuove superjicie s i  uvrunno senxa alczin culcolo d'integraxione. Per ta1 modo 
si conosceranno in ternzijai filtiti oo" superficie q p l i c a b i l i  s d l a  qtladrica Q. 
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CASO Pi\RTICOLAEE DELLE SUPERFICIE MINIME E A CURVATURA MEDIA COSTANTE. 

1 risultati a cui siamo giunti ne1 corso della presente Memoria sono di 
natura assai generale, comprendendo estese dassi di superficie. In  questi ul- 
timi paragrafi del lavoro vogliamo brevemente indicare alcuni casi particolari 
notevoli. 

Cominciamo dalle superficie d'area minima O a curvatura media nulla e 
più in generale da quelle a curvatura media costante, che sono le più sem- 
plici superficie isoterme speciali. Trovjamo d o r a  quelle trasformazioni di 
queste superficie che provengono dall'inversione dei teoremi di GUIC~ARD, tra- 
sformazioni di cui m i  occupai in altri lavori ("). 

Supponendo in primo luogo che la  S sia ad area minima, potremo fiire 

rl = - , rz = e20, 
e per cib 

H=O, L=- -2 ,  M=O. (60) 

Considerando la S come superficie ieoterma speciale in cui tutte quattro 
le costanti A, B, Cl D sono nulle, saranno applicabili i nostri teoremi gene- 
rali, eome del resto è facile constatare ogni volta con calcolo diretto. L'in- 
tegrale primo (C) delle equazioni differenziali fondamentali diventa qui, a 
causa delle (60) : 

w - o = a ( a  costante). 

Se si prende niilla la costante a, la superficie trasformata 8, sarà ancora 
ad area minima, come risulta da1 teorema generale al $ 17, O come dimo- 
strano subito le formole (37) del 5 14. Una tale coppia (8, 8,) di superficie 
minime, trasformate l'una dell'altra per una D,,,, è un inviluppo conforme di 

(y Sulle trasforrnaziotti delle supe~jâcie a ccuvatura costante. Questi Annali, Serie 3.a, 
Tomo 3 e : Sulle irasfol-mazioni delle superficie d'area minima. Rendiconti dei Lincei, set- 
temhre 1899. 

Annali di Malematien, Serie IIT, tom0 XI. 20 
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sfere i cui centri sono distribuiti sopra una superficie applicabile su1 parabo- 
loide di rotazione di paiametio m, (Vol. II, 5 350). 

Coiisideriamo ora della superficie minima S due ti~asformate egualmente 
d'area minima S ,  , S,, derivate di S per mezzo di due trasforrnazioni Dm,, 
Dna,; avrerno 

20, = O, , U'g = ug 

e quindi anche per le (III), (III*) $ 8 

onde risults il teorema : 
Se di urza superyîcie minima S si considerano due t?.asfornzate SI, S2 

eyualmente d ' n ~ e a  minima, anche lu q u a d a  szyerjîcie Sr  del teoî-ema di per- 
~nufahdità sa& ad ares, minima. 

Questo è del resto un caso particolare del teorema di  ?ermutabilitB a l  
princjpio del paragrafo precedente. D a  quanfo abbianio rirordnto sopra ri- 
sultn poi che questa notevole. co~ifigurazione di  quattro superficie minime 
gode della segaente proprieth : T luoghi dei cenfri delle sfeve clle Izmtzo per 
vispettivi ir-wiluppi le c o p i e  (S, S,), (S', S,) sono applicabili s u t  purabdoide 
di rotaxione di yarametro  rnz,; e similmente queIli velativi alZr! coppzé (S, S2) 
(S', Si)  sul paraholoide di rotaxione d i  paramatro m, . 

Ei1 ora se delle quattro superficie minime S, Si, S2, SS' prendiamo le 
superficie minime coniugate in applicabilità 2 ,  Zi,, L,, L', sappiamo (Vol. II, 
pag. 335) che queste, convenientetnente collocate rie110 spazio, forrnano quattro 

cjasmna delle qiiali è costituita dalle due falde di una congruenza rettilinea 
conforme W (congruenza di THYBAUT). Cod  il teorema superiore dà luogo 
ad  un teorema di permutabilità per le congruenze d i  TRYBAUT, affatto ana- 
logo a quel10 che sussistc per le congruenze pseudosferiche ( O  per le trasfor- 
mazioni di BACKLUND). 

Procedendo ora a considerare il oaso di iina superficie S n aurvatura 
media costante II, potrerno fare per semplicità W== 1 ed assumere quiiidi 
(Vol. II, pag. 437) 

d se = ego (d  ug + d vz) 
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Riguardando la S come isoterma speciale della clasfie 

tutti i riostri teoremi generali saranno applicabili, in particolart: l'integrale 
primo (C) delle eqiiazioni differenziali fondamentali assumerà qui la  forma 

G -- y f 2 w = a (a costan te). 

Se piendiamo le funzioni trasforniatrici A ,  [J., zu, y ,  u in  guisa che la 
costante si aniiulli, anche la superficie trasformata S, sa& a curvatura 
iriedia costante = 1, giacchè le (37) $ 14 danno subito 

Cosi, procedendo come ne1 caso superiore, troviamo il teorema analogo : 
Se d i  m a  superficie S a czcruatwa media costante si considercltao due 

trasforrnate cotztigue S,, S, colla stessa cz~rwutzcra media d i  S ,  anche la 
yzcarta superjîcie S' del teorema di  permutabilità ha la rnedesima curuatura 
media costante. 

Ne1 caso attuale poi i luoghi dei ceritri dei quattro sistemi di sfere sono 
applicabili due a due su1 medesimo ellissoide (allungato) O ipeiboloide (a due 
falde) di rotazione. 

Osserviamo aricora che se delle quattro superficie a curvatura media CO- 

stante S, S,, S,, S", prendiamo le rispettive parallele a curvatura costante po- 
sitiva, possiamo rigiiardare il teorenia superiore corne teorerna di permutabilità 
per le trasformazioni ~ e a l i  delle superficie applicabili sulla sfera. Proprietà 
del tutto analoghe hanno luogo, senza che vi insistiarr:o, per le trasforma- 
zioni delle superficie pscudosferiche. Questi teoremi di permutabilità possono 
del resto geoinetricamente dedursi da quel10 elementare delle trasforrnazioni 
di BACKLUND; ed anzi da queste considerazioni geometriche, le quali dimo- 
stravano il teorema di permutabilità in casi particolari, fui condotto alle ri- 
cerche generali esposte ne1 presente lavoro. 
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ALTRE CLASSI NOTEVOLI DI SUPERBICIE ISOTERME SPECISLI. 

Dopo le superficie a curvatura media costante O nulla sono notevoli, come 
superficie isoternie spwiali ,  quelle superficie S che si otteiigono quali imrna- 
gini delle superficie 2 a curvatura media costante O nulln dello spazio gene- 
rale di curvatura media costante, rappresentando ne1 noto modo conforme 
questo spazio sull'ordinario spazio euclideo (*). Proveremo in  effetto che 
queste superficie S sono isoterme speciali e determineremo lu classe a cui 
appartengono ne1 modo seguente. 

Abbiasi ne110 spazio di curvatura costante ICo una  superficie Z di cur- 
vaturn media costante IL. Le sue linee di curvatura u, v forniano un sistema 
isotermo, al quale r i  îeïendo la superficie abbiamo per l'elemento lineare 

L e  equazioni di C o ~ s z z r  danno poi per le curvature princ 

di 2 le formole 

mentre l'equazione di Gauss si traduce nell'equazione a derivate parz id i  
per 8 : 

S e  dello spazio curvo facciamo l a  rappresentazione conforme sull'euclideo 
colla nota formola di  RIEMANN, per l'elemento lineare del primo spazio avremo 

(+) Queste superficie isoterme furono considerate la prima volta nella mia Memoria 
del 18% negli At t i  dei Lincei. Molto posteriormente se ne occuparono i geometri han- 
cesi, in particolare THYBAUT. 
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avendo posto 
Ka a = 1 + - (x" yYI + 2). 
4 

Indicando con S la superficie immagine di 2,  la 8 avrà, come 8, le linec 
di curvatura isoterme e l'elemento lineare 

d s k  iA? eZe (d u2 + d ve) .  

1 1  Per  le curvature principali -, - di S dalle formole del Vol. 1,  pa- 
ri Y2 

gina 514, abbiamo 

dove con W = X x + Y y -+ Z x si indica la distanza dell'origine da1 piano 
tangente di S; adoperando le consuete notazioni della presente Memoria, ab- 
biamo qui adunque 

Ed ora per dimoçtrare che S è isoterma speciale e per determinarne la 
classe, dobbiamo determinare le costanti A ,  B, C, D iri guisa da soddisfare 
l'equazione' (A*) 3 12 : 

Ma si ha  (Vol. 1, pag. 146) 

oosia 

e sostituendo nella (63) i valori (62) per If, L, M ed il precedente per A, L 
troviamo 

h KO A = - - ,  B=O C x - -  hg 
2 I 2 D = K , + T .  

Concludiamo di qui : Le immagini euclidee delle superjicie d i  c u ~ v a t u r u  
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media costante h imtnerse ne110 spaxto a curvatura costunte IL,,, lzella rap- 
presentaxione conforlne d i  qtdesto spaxio sull'suclideo duta da l ln  formola Rie- 

sono superficie isoterme speciali della classe 

fi chiaro che le trasformazioiii delle superficie a curvatura media costante 
O nulla dello spazio ellittico ed iperbolico da me studiate nei Vol. 4 ,  5 di 
questi Annal;  restano subordinate, corne caso particolare, alle trasforïnazioni 
delle superficie isoterme speciali della presente Mernoria. 

Se considerjarno ora più particolarmerite il caso della curvatura IC0 ne- 
1 gativa e poniamo K, = - - , possianio più semplicemente prendere la rap- 

Rz 
presentazione conforme su1 semispazio euclideo data da 

Allora le (62) ci danno 

e inoltre abbianio 

per cui si soddisfa la (63) ponendo 

In questo caso adunque: L a  superjcie isoternzu speciale S dello spaxio 

euclideo appartiene alla classe k2 1 
4 R2 

fi degno di nota il caso particolare in oui la curvatura media h ha il 
2 

valore f -; allora la (D) si riduce all'equazione d i  LIOUVILLE che si integrs R 
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completamente. Le superficie in questione si hanno dunque in termini finiti, 
come già osserrai nella rnia Memoria del 1888 sopra citata. Queste superficie 
furono poi particolarmente studiate da  TRYBAUT ne1 Tom. 17 ,  ser. 3." degli 
Anfiales de l'École Norlnale supérieure (1900)  e caratterizzate da1 fatto che 
le sfere tangenti alla superficie e ad un piano fisso (piano limite della me- 
trica non euclidea) tracciano una rappresentazione conforme della superficie 
su1 piano (*), Colle nozioni attuali sulle trasformazioni di DARBOUX possiamo 
dire iri altre parole : L e  superficie attuali sono le t îmformate d i  DARBOUX 

- .  

del piano, considerato come supe~ficie isoterma. 
Possiamo darne una nuova dimostrazione osservando che per le superficie 

in discorso la prima delle (64) dà l'eqiiaziorie caratteristica a derivate par- 
ziali : 

z + 1  H = 2 .  
Z 

D'altra parte, considerando irn piano come superficie isoterma ed appli- 
cando le formole (37) relative alle trasformate di DARBOUX troviamo appunto 
che per queste trasformate del piano si verifica I'equazione superiore. 

L e  superficie isoterme speciali a cui siamo giunti ne1 paragrafo prece- 
dente con consideraaioni di geometria non euclidea hanno questa proprietà 
coniune che per esse B = O .  Vogliamo osa teiminare dimostrando che le sii- 
perficie isoterme speciali con . B = O, oltre quelle del paragrafo precedente, 
sono unicamente le superficie di curvatura media costante e le loro trasfor- 
mate per raggi vettori reciproci. 

Supposto che per la superficie isoterma speciale S sia R = O, sarh anche 
b = O ;  e le formole (43) del 5 15 dimostrano d i e  allora le funzioni a, 0 si 

(") La stessa cosa, sotto forma leggermente diversa, trovasi stabilita nelle mie Ri- 
cerche d i  geometria non euclidea ne1 Tomo I I ,  Serie 3." di questi Annali (1895). 
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riducono a costanti, onde le (44) danno 

- 7 .  cioe ( = tO ,  q = qo ,  t = Co,  essendo t,, va, Co tre costadi. Tutti i piani del 
sistema ciclico normale alle due superficie complementari S, Si passano dunque 
pel piinto fisso (t,, q o ,  Co) e quindi, per un noto teorema (Vol. II, pag. 157), 
i circoli sono normali ad una sfera fissa col centro in (t,, qO, r,). Questa 
sfera pub essere r e d e  od immaginarja ed anche ridursi al centro, annullan- 
dosi il raggio. Se la sfera non hn raggio nullo, si assuma come sfera limite 
della rappresentazione conforme del10 spazio di curvatura costante sull'euclideo, 
ove allora i circoli normali alla sfern limite rappresentano geodetiche dello 
spazio curvo. L e  due superficie 8, Si sono le immagirii di due superficie pa- 
vallele del10 spazio curvo, che risultano rappresentate conformemente I'una 
sull'altra ed hanno quindi la msdesima curvatura media costante (*). 

Se poi la sfera si riduce al centro (t,, qo,  Co) per questo punto passano 
tutti i circoli del sistema, ed un'inversione per raggi vettori reciproci con 
questo centro cangia i circoli in rette e le due superficie isoterme speciali 
complementari in due superficie parallele (dello spazio euclideo) rapprcsentate 
conforrnemente l ' m a  sull'altra, e quindi di curvatura modia costante. l?3 fa- 
cile ora provare inversamente che Vogni trasformata per raggi vettori reci- 
proci di una superficie S di curvatura media costante 15 una superficie iso- 

(*) Questa proprietà, ben nota in geometria euclidea, si dimostra con èguale facilità 
in  geometria ellittica od iperbolica. - P e r  eseinpia, se  10 spazio é ellittico, di curvatura 

1 
Ko - - 

R2 ' e consideriaino una superficie S riferita alle sue linee di curvatura,  colle no- 

tazioni e colle formole del § 215, Vol. 1 (pag. 497)' troviamo che l'elemento lineare della 
superficie Sr  parallela ad S e distante da questa di un t rat to  = a  é dato da 

S e  1s rappresentazione di Sr  s u  S è conforme si deve avere  

a 1 a 
C O S  - +'- sen - = f 

1-2 R 

1 1  IL 
e quindi O 5 = r2 (sfera), ovvero - $- - - - 2 cot. - . Cosi S, S' hanno l a  medesima 

ri Yz K 
curvatura media costante. 
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term-a speciale con R = O. E d  infatti se prendiamo per origine il centro d'in- 
versione ed il raggio = 1, le forrnole d'inversione 

Procedendo in modo perfettamente analogo a quel10 del 5 21, troviamo 
che la  superficie S ', inversa della S a curvtttura media costante = I I ,  è iso- 
terrna spec ide  della classe 

Se  ricordiamo poi che le uniche rappresentazioni conformi del10 spazio 
euclideo ,sopra sè stesso sono date dalle inversioiii, possiamo enunciare il ri- 
sultato ottenuto col teorema : Le supe$cie isoterme speriuli con B = O sono 
tutte e sole le imnagiizi ne110 spazio euclideo delle siipwficie d i  c w v a t u m  
media costante degli spaz2 di rurvatwa costante positiva, negativn ( O  md la )  
in una rappresentazione confo~me di qztesti s p z @  stdl'eziclideo. 

Atinnli di d4ntematica, Serie III, torr10 XI. 
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Sulla teoria dei gruppi discontinui. 

(Di  GUIDO FUBINI, a Cuta9tiu.) 

1 L a teoria dei gruppi discontinui (cioè senza trasformazioni in$- 
nitesime) (") di proiettività su una sola variabile B dovuta nei suoi tratti es- 
senziali a POINCAR* e KLEIN; qualche interessante risultato è dovuto n HILBERT 
e dimostrato da BLUMENTHAL. Qualche caso di gruppi a due variabili fu stu- 
diato da PICARD nei prinii voluini degli Acta Mathematica; i gruppi, che la- 
sciano fissa una forma, O u n  sistema di forme quadratiche O Hermitiane 
del tipo ellittico O iperbolico furono studiate in una mia Menioria degli Atti  
debl'ilccademia Gioelzla d i  Catuizia (1903), che io citerb con (A) .  Ecco qui 
i teoremi principali finora noti : 

1. Teor. d i  POINCIRÉ : Un gruppo discontinuo di proiettività reaii in 
una variabile x, opera in modo propsiamente discontinuo sulla x, immaginata 
corne variabile cornplessa. 

I I .  T e o ~ .  di POINCARI$. Sia dato un gruppo G di proiettivith P reali O 

cornplesse su una vaviahile x. Se nui pensiamo x corne paranietro definente 
una retta variabile di  uno dei sistemi Gi generatrici (immaginarie) di una 
quadrica Q di tipo iperbolico esistente in uno spazio S euclideo a tre di- 
mensioni, ogni P definirà una proiettivith P' reale in S, trasformante Q in 
sè stessa. Il gruppo G' cos1 ottenuto di proiettività P' è propriamente di- 
scontinu~ entro &. Il gruppo G opera O no sulla z in modo propriamente 
discontinuo, secondoché un poliedro fondamentale di G' h a  O non ha qualche 
faccia su Q, o qualche vertice esterrio a Q. 

I I I .  Teor. d i  HILBERT-BLUMENTHAL Sia dato un g'ruppo G di proietti- 
vità Y, reali unirnodulari su di una variabile cornplessa 2 , ;  i suoi coefiicieiiti 
siano numeri interi in un campo algebrico Hi, reale insieme ai campi con- 

("r) Alcuni autori danno un altro significato alla parola: « yruppo disconlinuo P. 
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iugati H,, H,, ... , Hm. Consideriamo insieme a ognuna delle P, le proiet- 
tività P,, P3 ,.., Pm coniugate su nuove variabili z,, z3, ..., xm (*). Il pro- 
dotto delle f', , P,, . . . , Pm si indichi con P. Le P forniano un gruppo ope- 
rante in modo propriamente discontinuo sulle yariabili z,, x , ,  . . . , z,. 

Ricorderb ancora che la  teoria della riduzione delle forme definite qua- 
dratiche ternarie fu eiiunciata da KLEIX sotte la forma: 

IV. Teor. di KLEIN. 11 gruppo delle z'i = 2 a i k  E R  ( i ,  k = 1, 2, 3)  dove 
k' 

le uik sono interi razionali i l  cui determinante è uguale a + 1, opera in 
modo propriamente discoiitinuo sulle forme telmai-ie quadratiche definite a 
coefficienti razionali. 

Irifine nella mia Mernoria (A)  io ho dato il seguente teorema geneiale, 
di cui i primi tre precederiti sono casi paiticolarissinii : 

V. Teor. Un gruppo discontinuo di proiettività reali (complesse), che 
trrtsformino in sè una forma quadratica @Iermitiana) del tipo ellittico o 
iperbolico, opera in modo propriamente discontinuo sui pirnti reali (complessi) 
di una convenierite regione del10 spazio anibiente. 

In (A) ho pure dimostrato clle : 
VI. Teor.). 11 teoremx V si pub esteiidere ai sistemi di forme qua- 

drati'che O Hermitiane. 
Su cjb ritorneremo rie1 presente lavoro. 
Corollario immediato dei teoremi V, VI è il seguente teorema, che in- 

c h d e  in sè i teoremi di POINCARI? come casi assolutamente particolari : 
VII. Un gruppo di movimenti in una metrica definita da una forma 

quadrica, ossia in uno spazio euclideo, ellittico O iperbolico (non-eiiolideo) a 
quante si vogliano dimensioni, se è discontinuo, è anche propriamente di- 
scontinu~. 

In  (A)  ho pure dimostrato che : 
VIII. A ognuno dei gruppi G, di cui si tratta nei teoremi V e VI, 

corrisponde una nietrica, definita da una foiina Llifferenziale quadratica posi- 
tiva, che ammette un gruppo continu0 di LIE di movimenti, di cui G è un 
sottogruppo discontinuo. 

Lo scopo del presente lavoro è di riunire tutti questi risultati sotto un 
unico punto di vista, di ridurne le dimostrazioni alla massima semplicità, di 

(*) Diciaino proiettività coriiugate, quelle proiettivita, i cui coefticienti omologlii sono 
nurneri coniugati rispettivamente nei carnpi H, , I f 2 ,  ., . , II,, . 
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riabili, di studiare 
qualunque defini ta, 

dei grzippi discon tirzui. 16 1 
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i gruppi proiettivi più generali in quante si vogliaiio va- 
insieme i gruppi discontinui di movimenti in uiia metrica 
da un:i forma differenziale positiva, quadratic,a O no, che 

ammette un gruppo di LIE di rriovimenti, di approfondire infine le relazioni 
tra tutti questi gruppi, mettendo anche in rilievo i casi particolari più notevoli. 

Gli ultimi paragrafi sono dedicati a un rapido cenno sulle applicazioni 
dei nostri gruppi alla teoria delle funzioni (automorfe), e alla teoria dei nu- 
nieri, ossia alla teoria dell'equivalenza di forme algabriche intere a coeffi- 
cienti interi, non solo ne1 campo assoluto di razionalità, ma addirittura in un 
qualsiasi campo algebrico. 

Ricorderb infine che le proiettività su una sola variabile furono da POIN- 
CARÉ e KLEIN distinte in ellittiche, iperboliche, paraboliche, lossodromiche ; 
nella mia Mem. cit. (A) io ho dimostrato che i movimenti in una metrica 
definita da unu quadrica (metrica di CAYLEY, ossia a curvatura ccstante) a 
quante si vogliano dimensioni si distinguono pure in ellittici, parabolici, iyer- 
bolici e lossodiornici (prodotto di un movimento ellittico per un altro para- 
bolico O ipe~bolico) Nei casi geneiali, clie noi studieierno, è irripossibile giun- 
gere a una classificazione tanto precisa e uniforme per casi tanto disparati; 
io mi accontenterb peroib di premettere alcune proprietà, che, cas0 per caso, 
potranno facilitare una tale classifioazione, e che in ogni modo ci permette- 
rarino di dimostraw in più modi qualcuno dei nostri teoremi. 

€j 2. È ber, noto dalla teoria dei divisori elementari, che uns proiet- 
tività xIi = $d a i k  TK (i, k = 1, 2 ,. . . , 92) in ra variabili è, con una trasfor- 

k 

riiaziorie di variabili, riducibile a essere prodotto di più proiettività parziali, 
tutte operanti su variabili distinte, del tipo 

Z 4 =- p z, 
oppiire 

che noi diremo proiettività a un ciclo di iina O di rîz variabili, di radice p 
(la z,  sarà detta la priwn variabile del ciclol. Le radici dei singoli cicli par- 
ziali non sono poi altro che le radici dell'equazione (caratteristica) 
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Il punto che ha nulle tutte le nuove coordiriate x, eccet,to clie la, prinis 
coordiiiata di un certo ciclo, san i  dd to  punto sostegno d i  questo clclo ed i: 
un purito lasciato Jisso dalla piwiettivith i r i  discorso. 

l'eor. Sia P zlnu pl-oiettiviiii  eule le, che lascia Jissa unn f o w m  
V (x, r, . . . x,); se essa, d o t t a  a formu canoizica contiene u n  riclo (O 1~iù 
cicli) a zin termine, la  cul radice è i n  wlodulo d i fe t~ente  da + 1, oypzrre 
rontiene un ciclo ( O  pi6 cicli) a pi& d i  zln tewnine, i yun t i  sostegno d i  tut t i  
p e s t i  cicli giacciono sulla varietà V= O. Se P contietze due (O più) cicli a 
pi& d i  u n  ternzine, la retta, che ne co?zgiunge i punti sostegno giace su V = O ,  
Se d i  due punti  A, B, Zasciati fissi da P, .il punto A non giuce sudla V= O 
e lu retta A B non è tutta con-osta d i  punti uni t i ,  B giccce sull'iperpiano 
polare d i  d risyetto alla V= O. Se A ,  B sono i punti sostegî&o d i  due cicZi 
a urr. sol t e ~ m i n e  d i  rndici pi,  p, e se è , 0 ~ ~ ~ - " = \ = 1 ,  ( h = l ,  2 ,  ..., n - 1 )  
alloru B giace szilla hes'ma polure d i  A risprtto alla V - O.  Se  pl py =:= 1 
per h = 0 ,  1 ,. . ., tz allora la retta A B giace szllla Ir= 0 ecc. 

Infatti se x ' ,  = p  z, è un ciclo a un termine di radice p (in inodulo dif- 
ferente da 1 )  dellà nostra proiettività P e V,= f (2, x, . . . x,) è la nostra 
forma mutata i n  sè stessa dalla P, la semplice sostituzione dimostra che in V 
B nul10 il coefficiente di x: (se Ic è il grado di f )  e che quindi il punto so- 
stegno del ciclo giace sulla V x . 0 .  Se x ' ,  = p  ( x ,  + x , )  . . . è un ciclo a più 
di un termine di P ed è 

(dove ai  è una forma di grado i nelle x,, x,,. . ., cosicchè, indicando con bi 
delle costanti si pub porre in particolare a, = b ,  z, + . . . $ b, z,) deve 
essere 

a, z: + a ,  zf-' + . = 

= a ,  pk (2, + z,ik + 1 ai + (bz  x, + . .) / pk (zi + 2Jk  -' $ . . 

Confrontando i termirii in xf se pk=j= 1, O quelli in xf-' se ? k =  1 si 
trova sempre che a, = O, ossia che il punto sostegno del ciclo giace su V .'= 0. 
Nello stesso modo si prova Che, se y,, x, sono le prime varjabili di due cicli 
a più di un termine, jn V mancano tutti i termini di grado k in y , ,  z, e 
che quiridi la retta men te  i punti sostegno gince sulla V=O. Se poi 9, B 
sono due punti fissi per P, anche la retta il B è fissa per P. Se A è esterno alla 
V = O,  esso è pure esterno al suo iperpiano polare a, che quindi incontra A B 
in un yunto C differente da A ;  se C è anche distinto da B, allora la retta 
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A B contenendo tre punti uniti, è tutta composta di punti uniti;  se cib non 
è, C coincide con B, ossia B cade nell'iperpiano polare di A. Sieno ora. A,  B 
i punti sostegno di due cicli a un solo termine di radici p,, p,, le cui va- 
riabili corrispondenti sieno y , ,  x i  . Siw, 3 ut  x F - ~  y: (i  = O , .  . . , Ic) il coinplesso 
dei termini di grado k in x,, y,, dove le ai sono costanti. S e  pl pf-h =\= ? si 
riconosce tosto, con la semplice sostituzione x', - p 2 x , ,  y ' ,  = p i  yi  che 
a h = O ,  cib çhe dimostra le ultime parti del precedente teorema. 

Questo teosema pub essere utile. per la  classificazione delle proiettività, che 
lasciano fissa una data  forma; p. es., ne è irnmediato corollario il Teor.:  Se  
urêa proiettivitti ?.enle P lascia fissa zctza forwa definila V ( ta le  cioè che V s iu  
n u l l a  solo pet( va lor i  n u l l i  di tutte le v w i a b i l i ,  qîrando s i  escludano va lor i  
co~np less i  delle vnr iub~i l i  stesse) a coefirienti  real i ,  a l l o ~ a  lu P è in modulo 
uyua le  a + 1 ,  le rad ic i  della cowispo?zdc?nte equaziofae caratter-istica sono i?a 
rnocizrlo ugtrnli a + 1, e i cicli c o w i s p o n d e d i  sono t u t t i  a un solo termine.  

lnfat t i  esista, se possibile, in Y un ciclo n pih di un termine, oppure 
un ciclo a un solo termine, la cui radice p è in modulo differente d a  + 1; 
e ne sia A il punto sostegno; esso per il teor. precedente giacerà su V= O, 
e (poichè per ipotesi V= O non contiene punti reali) sarà un punto imma- 
ginario e quindi d i s t~nto  dsl  punto B immaginario coniugato. B sarà pure, 
essendo P n coefficieiiti reali; sostegno di un ciclo a più di 1111 termirie, op- 
pure a un solo terrniric, di  radice immag.inaria coniugats alln p e quindi in  
rnodulo uguale a p  (modiilo per ipotesi =I= 1). 1 ,a  retta veale A B giacerebbe 
per il teor. precedente suila V= O, cbe non contiene rette reali. Dunque 
tutte le radici sono in modulo uguale a + 1, e i cicli corrispondenti sono a 
un solo termine. II deterininante d i  P (che è reale) e che è uguale al pro- 
dotto di  dette radici (al più camhiato d i  segno) è quindi uguale a f 1. c. d. d. 

u U n a  pvoiettività del t ipo precedente s a r à  detta ell i t t ica,  p e ~ c h è  si pub 
ronsiderare come nzovimento i n  u ~ o  spnxio ellittico n. (Cfr. (A) ) .  

$ fondamentale per l a  futura trattazione il 
Teor .  Se  V = V ( x ,  r ,  . . . x,) è zsna forma definita (ne1 senso testè spie- 

gato) n l lo~ .u ,  d a / o  u n  wumero qz4alzc1z~zre a ,  esiste H ~ L  nurnero A, dipendente 
solo d a  a e da l la  forma V ,  ta le  che, se no i  prendiavno un s is temn qzralunque 
d i  valovi  rea l i  per le .7: per cu i  V= a, quest i  va lor i  sono i n  rnodulo non 
magy ior i  d i  A. 

Infatti diamo a una delle x il valore + 1, mentre alle altre x diamo 
valori reali, minosi in rnodulo di f 1 ; i valori assoluti corrispondenti della B 
(funzione naturalmeiite continua delle x) avranno un rninimo p positivo non 
nullo (perchè se V= O tutte le x sono nulle). 
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Sia k il grado d i  V ;  sarà  V (i x,,  i, x,, . .., i. x,) = 1.k V ( x I ,  xP,.  . . , xB) 
e percib, se diamo alle x dei valori qu;iliinque, di cui il più grande in mo- 
du10 è i, sarà 1 VI 2 p l i, l k ;  se dunque V =  a ;  sarailno i valori assoluti 

delle x tutti minori di A = ?pz - 

Teor. U?ta proiettività reale P che t ~ a s f o r m i  i n  sè una  forlna reale dv- 
Jinita V,  ha tu t t i  i coeficienti i n  -m,odulo minori  d i  unu cos tade ,  dipe~zdente 
dalla datu forma V. 

Se infatti = 2 uik x k  muta iT ( x i ,  x2,. , ., 2%) i n  sè stessa, è : 
h 

Sia  la  V di grado h, e sia bi il coefficiente di xh. Sarh  

e per il teorema precedei~te le f fk i  saraiino in modulo minori di una costante 
determinata e finita. Nello stesso modo si dimostra che :  

Unu p~*oiettività ?-eule P, che muta  una  forma definita V i n  un'altrct 
forrm (definita), i cui  coeficienti differiscuno da i  corrispo~zcienti d i  V d i  u?zu 
qua,ntità inferiore a una  costarzte fissa h, ha i propri coeficierlti ?ninori in 
moclulo d i  m a  cosfante determinata, dipendente soltanto dulla forma V e 
dalla cosfante h. 

§ 3. È ben noto che una proiettività unirnodulare renle z'.- % -- $, U E ~  . Z A  

è infinitesima allora e allora soltanto cho le nik - Eik (dove E j j  = 1 ,  Eik = O  
per i=I= Ir) ( " )  sono infinitesime. Un griippo di proiettività si  dice discontiiiuo, 
se noii contiene proiettività infiriit,esime, ossia se, dato il g~uppu, s i  pub tvo- 
vare un nz ime~o  positivo won ntrllo a,  tule che preso una  paalunqzte proiet- 
t iviià del yruppo, almeno zina delle cowispondenti differenze aik - a g  è i n  
modulo maggiore d i  a. 

Ora jo dico che : 
Cofzdixioî,e necessu~.ia e suficiente, alqrinchè un g y y o  G d i  p?.oiettivifir 

unimodulari z ' ~  = 3 aik zk sia discontinuo è cke, scelto u n  qucrlunque nurrtero 
k 

(%) Si potrebbero supporre le ~ i i  tutte ugiiali a - 1; m a  con cib non otterremmo nulla 
di più, perche questo caso rientrn ne1 precedente, appena si mutino, come è lecito, i segiii 
di tut te  le U i k .  
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positivo A-, esista in  G al pi& un numero finito d i  proiettiuità, i cui coefi- 
cienti sono i n  valore assoïuto minori d i  N (e cib qualunpue siu i l  fiu?nero N 
scelto). 

Infatti, se G contiene trasformazioni infinitesime, queste hanno i coeffi- 
cienti a i k  tali che tutte le  aik - ~ i k  sono contemporaneainente in modulo 
piccole a piacere; quindi in G esistono infinite proiettivith, i ciii coefficienti 
sono in valore assoluto minori p. es. di 2. Viceversa, se esistono in G in- 
finite proiettività unimodulari, i cui coeficienti in modulo sono niinori di AT, 
quede  avranno, per noti teoremi della teoria degli insiemi, alnzeno una pro- 
iettività limite P, p r e  unimodulare (appartenente O no a G). Esisteïanno 
quindi in G almeno due proiettivith unimodulari distinte prossime quanto si 
vuole alla P ;  il prodotto di una per l'inversa dell'altra (apparterrà a G e) 
sarà infinitesirno. G non è dunque discontinuo. 

Doncle in part icdere : Condizione necessaria e supciente af/z~zchè U N  

gruppo d i  proiettività unimodulari reali trasfovmanti i n  sè uni  data f o m a  
definita sia discontinuo, è che esso sin finito (cioè consti d i  un numero jînito 
d i  proiettività) e siu percib anche p~*opriamente discon,tinuo. 

1. Dim. Infatt,i le proiettività che mutano una forma definita in sè haiino 
($ 2) i coefficienti ininori in modulo di una costante finita e quindi pet- il 
teor. precedente, se il gruppo è discontinuo è condizione necessaria (ed evi- 
dentemente anche sufficiente) che il gruppo sia finito. 

I I .  Dim. Le proiettività di un ta1 gruppo sono ($ 2) ellittiche; i inetodi 
della mia Mem. cit. (A)  dicono subito che il gruppo, se è infinito, (se cioè 
contiene infinite proiettività) non è discoiitinuo. 

$ 4. Pr ima di procedere oltre, analizzeremo l'antica dimostrazione del 
teorema (di POINCAR$) relativo a i  gruppi discontinui reali su una variabile 
cornplessa a (cfr. S 1), che, come è noto, B equivalente al tearema : 

Un gruppo G discontinuo di  rnovimenti del piano d i  LOBACEVSKIJ (d i  pro- 
iettività P reali lascianti Jissa utta conica reale) è propiamente discontirwo 
(entro la conica). 

Infatti le proiettività P reali, che lasciano fissa una ta1 conica Cl portano 
un punto A interno a C in un punto A' infinitamente vicino, soltanto se la- 
sciano fisso un punto B vicino ad A e quindi pure interno a C. S e  in una 
regione R interna a C il gruppo G non fosse propriamente discontinuo esi- 
sterebbero in R infiniti puriti B, lasciati fissi d a  qualche 1'. Esisterebbero 
quindi in R almeno due tali punti B vicini a piacere; se u, v sono le pro- 
iettioith di G corrispondenti, u-' v u e u sarebbero proiettività si?nili lascianti 

Annali di Matem~ticn,  Sorie III, tomo X1. we 9-> 
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fissi due punti interni a C e infinitamente vicini; sarebbe quindi u-'v  u v - ~  
uria proiettività infinitesima di G, cib che non pub essere. 

Questo metodo di dimostrazione, che io con le convenienti modificazioni 
usai sempre nella mi% Mem. (A), è assai più compljcato di quello clie usc- 
remo qui : esso in ogni modo pub coridurre a qualche interessante risultato, 
se usato con le dovute cautele. L a  generalizzazione di quanto diremo ora è 
lasciata al benevolo lettore. A chi leggesse superficialmente la superiore di- 
niostrazione, potrebbe sembrare che, niutando la parola u interno n con la 
u esterno n, essa dovesse valero anche per i punti esterni R C: ci6 che non 
è. E d  eccone il perchè : per le proiettività, che lasciano fisso un punto i l z -  

terno a C le radici dell'eqicazione caratteristica sono tutte in modulo uguali 
a 1; cosicchè se B, B' sono due punti infinitamente vicini interni a C, qua- 
lunque proiettività che lasci fisso B porta B' in un punto infinitamente vi- 
cino.; jnvece le radici dell%quazione caratteristica d i  una proiettività P che 
lasci fisso u n  punto B esterno a C possono essere grandi a piacere, cosiccliè 
dato B e un punto B' vicino a piacere si potrà trovare una  tale Y che lasci 
fisso B, m a  che non porti B' in un punto vicino a B. Applicando il ragio- 
namento di PO IN CAR^ a i  punti esterni a C, si h a :  S i n  G un grzrppo discon- 
tinîio d i  proiettività real i  lascio&i fissa una  cotzica ~ e a ï e  C ;  sr? viciizo quant0 
si m o l e  a un pzcfzto B esterno a C esistol~o dei punti lasciati fissi da qualche 
proiettività d i  G, allora l'in$nito è i l  l imite szcpe~iore dei valori assoltiti 
clelle  adi ici dalle cowispondenti eguaxio?zi caratteristiche ("). 

Approfondiamo un po' le conseguenze di questo teorema, limitandoci per 
brevità al caso classico del gruppo modulare e alla teoria d i  KLEIX delle forme 
quadratiche di GAUSS (**). Sia y2,- n: x = O la conica C in  coordinate omo- 
genee; i punti esterni a C di coordinate razionali sono imrnagini di forme 
di  GAUSS a discriminante negativo; in ogni regione R, pet. quanto piccoln, 
cadono infiniti di questi punti:  sia A uno di essi. Esso definisce un sottogruppo 
ciclico infinito del gruppo modulare, che lascia fisvo A e quindi in ogni in- 
torno a di A cadono infinite coppie di punti equivalenti; o1.a supponianio, 
p. es., l a  forma fi' (di cui A B l'immwgine) ridotta; le forme equivalenti 
alla El, pure ridotte, sono in numero finito e i loro punti immagine sono 

(^) Questo teorema ricorda l'altro : Se noi considevianzo le fvazioni irriducihili (a  
trrmini interi posilivi) pocl~issimo differenti da un nmmero fisso il-razionale, $ oo è il li- 
mite szqeriore tbi loro denominntori. 

(**) Cfr., p. es., le Elliptische Modzdfuizclionen di KLEIN e FRICKE. 
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quindi a distanza finita l'uno dall'altro; u a fortiori n tutti i punti equivalenti 
ad A sono a distariza finita da A .  Quindi : 

u Irz oyrli regione R esterna a C, per quanto piccola, cadono punti A 
isnnzagini d i  forme di GAUSS; in  ogni intorno a d i  A cado~to coppie d i  p rn t i  
equimlenti,  pure non esistendo, se a è abbastmzxa piccolo, a l c m  puntu equi- 
valente acl A n. 

Coine si vede il nostro gruppo discontinuo fiiori di C gode soituttto i / r  
parte delle proprietà inerenti alla discontinuità propria; a questa, diremo 
cosi, se-11zipropria discontinuità si deve la possibilità di costruire uiia t s o r i ~  
della riduaioae delle forme di GAUSS a discriminante negativo. 

3 5. Se u ~ z  gruppo G discontinuo d i  proiettività real i  un imodzda~ i  
conserva Jisso u n  si.stenza S d i  forme tlelinite d i  grado qualunque, ossia 
muta  zma forma qualunque d i  S i n  un'aitra forma d i  S, allora esso opera 
ita modo propriamente discontinuo su1 dato sistema S d i  f irme.  

Infatti sia A una forma di S, tale che una proiettività variabile in G la 
porti in una forma (di S) i cui coefficienti differiscono dai corrispondenti di 
A di quanto poco s i  vuole; esisterebbero in G infinite proiettività, i cui coef- 
ficieiiti (S 2) sarebbero in valore assoluto minori di una costante fissa; e percib 
(S  3) il gruppo non sarebbe discontinuo. Questo semplice teoremn comprende, 
corne vediemo, tutti quelli del €j 1 corne casi particolari, anzi permette di co- 
struire la teoria generale dei gruypi discontinui di proiettività. 

Teor. 1. UIZ gruppo G discontinuo d i  proiettività reccli operi i n  utzo 
spaxio d i  2 u quante s i  vogliarto dimensioni; pemianzo 2 colne emo spaxio S 
lvogo d i  quadriche (*). Sia R quella regione d i  S, i cui punti sono inzina- 
gini  di forme quadriche definite d i  8. G è proprkwente discoîttinuo i l ,  B. 

Infatti il sisterna R di tutte le quadriche definite è lasciato fisso da ogni 
proiettività reale e percib anche da G ;  ad asco si pub quiiidi applicare il 
precedente teorema. Analogamente si dimostsa : 

Teor. II. I l  l'eor. 2 è ancora vero, se invece d i  forme qz4adréc?te (de- 
finite) s i  parla di forme (definite) d i  grado qualunque, anche superiore al . 

seco~~do.  
L'importitnza di questi due teoremi consiste in cib: che essi definiscorio 

uiio spazio, in cui ogni gruppo disco~ztinuo è propriamer-tte discontinuo, e 

(*) Vi sia oioè corrispondenza biunivoca t ra  i punti d i  S e le quadriche di X ,  O, in 
altre parole, se aik si xk 6 la  più generale forma quadrica di 2,  S sia lo spûzio in cui 
le ai$ sono coordinnte (omogenee), 
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possiede un campo fondamentale; vedreino più avanti I'iinportanm di questo 
fatto per lt: upplicuzion,i, aritmetiche e funxionali. 

Pub darsi perb che per certi gruppi non sia necessario di ricorrere a1 
sisterria forinato da tutte le quadriche (definite), in qiianto clie anche uii si- 
stema parziale subordinato resta invariante per il griippo. 

P. es. un gruppo G di proiettività P cornplesse su aloiine variabili x, di 
cui indicheremo rispettivamente con x, y la parte reale e l'immagiiiaria, equi- 
vale chiaramente a. un gruppo G' di proiettività ~ e a l i  Y' sulle x, y ;  ma 
evidentemente le P' godono di una particolare proprietà. Per vederla, osser- 
viamo cbe Cf muta una forma Hermitiana delle variabili z, definita. o no, in 
una forma Hermitiana delle z pure d e h i t a  O no. Queste forme equivalgono 
a forme quadratiche sulle x, y definite O no, il cui sistema è lasciato fisso 
dalle P'. Quindi ; 

Teor. III. Sia Cl un g w j y o  disco~ztinzio d i  proiettività renli O cowtpZesse 
su cerie vuriabili z; eonside~iamo tutte le forme He~nzi t iane in qzleste c a ~ i u -  
Oili e sia S lo spazio, in cui sono coordinute oajogenee la parte reale e l'iw 
waginaria dei coeffacietzti d i  qzleste fortne. Sia fi? quella vegione d i  S,  che 
coi.~ispo?zde n fot.me definite. G d i n  R propia?îzeate discontinuo. 

1 teoremi cosi importanti di POINCARE non sono che caso particolwe dei 
precedenti; p. es. ricordando clie una forma quadrica rion degenere a discri- 
minante positivo a xi + 2 6 x, x, + c x', è, a meno d'un fattore trascurabile ("), 
determinata, qüando sia nota una radice (cornplessa) di a z L  $ 2 b x + c = 0, 
s i  ottiene subito i l  I teorema di  PO IN CAR^ (€j 1 )  sui giwppi  reali d i  collinea- 
zioni s u  2 caviabili onzogenee (una non omogenea). 

Quanto al teorema sulle collineazioni immaginarie, basta ricordare che 
per i risultati del prof, BIARCHI (Math.  A m . ,  T o m 0  35) l'artificio di POIKCAR~~ 
si pub appunto ottenere, considerando i gruppi immaginarii di proiettività su 
due variabili omogenee, corne operanti sulle forme Hermitiane di dette va- 
riabdi, e considerando inoltre queste forme corne punti di tino spazio S (a 
tre dimensioni). È; pure ben chiaro per quale ragione i gruppi reali (com- 
plcssi) di proiettività su una variabile non omogenea o su due vari~bil i  omo- 
genee sono conriessi alla teoria delle minetriche (non euclidee) r ispet to  a ulla 
quadrica d i  uno spnxio a 2 (O a 3) dimemz'oni; cib avviene perchè il gruppo 

(*) Non ci occupiamo di questo fattore, perché nella teoria aritmetica di queste forme 
se ne suplIone noto a priori p. e. il discriminante: cio, che basta a, deteririinare detto 
fattore, 
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considerato come operante sulle forme 

a X I  + 2 b x, x, -/- c x i  [a  x, x: + (b' + i b") xi x: + (b' - i b") x: x, + c x ,  zq] 

(dove 2: è immaginario coniugato di xi),  che si irnrnaginano come punti di 
un piano S (spazio S a t re  dimensioni), lascia fissa la conica (quadrica) reale 
di tipo iperbolico 

a c -  bz=O [ a c - ( h '  + i b " )  ( b ' - i b " )  = a  c - b f Z -  box = O]. 

Questa osservazione ci conduce a studiare in gerierale i gruppi di proietti- 
vith, che lasciaiio fissa una da t a  forma;  e noi dimostreremo: 

Teor. IV. S e  ufi yrtrppo reule proiettivo disconéinzio G lasçia fissa una 
forma reale d i  g m d o  qualunque f (x, r2  . . . x,), esso è p ~ o p ~ i i l n z m t e  discolt- 
tinzio irz queIla regione R dello spazio a?libie~zte S (se pure una  tale regione 
esiste) i cui punti  A g'odono della pî.oprieM che la  l o ~ o  quadrica e i l  loro 
iperpiano polal-e rispeito u l la  f = O non hanno pztnti cornzini, O ,  in al tre  pa- 
role, che l a  loro quadrica p o l a ~ e  O sia ellittica, O sia iperbolica e contenga 
a l l ' i n t e ~ n o  i l  suo polo, O ,  in altre parole nncora, che i t  cono C I  d i  certice A 
tartgente al la  pzlad~ica polare d i  A siu a generutt.ici immaginnrie.  

Teor. V. Se la f = O (pure essendo per ipotesi l a  f a coefficienti reali) 
è comple ta~nede  inzw~agi t~ar ia ,  G è propriamente discontinua In iut to  10 spaxio. 

II teor. V è evidente perciiè,, essendo in ta1 cmo la  f definita, G è per 
u n  teorema precedente cornposto di un numero finito di proiettività ed è quindi 
propriamente discontinuo. 

P e r  il teor. I V  osserviarno, che se A = O  è l'equazione di C, sarà per 
ipotesi unico suo punto reale il punto A. Ma À è una forma degenere, perchè C 
è un cono; b se noi seegliamo la pirernide di riferirnento, i n  guisa clle A 
ne  sia un vertice e l'iperpiano polare di A (di cui sia p=0  l'equazione) ne  
sia l a  faccia opposta, allora A diventa una forma indipendente dalla p e de- 
finita (p. es. positiva) nelle rinianenti variabili. Sa& percib )* f [ J . ~  una  forma 
non degenere definita, corrispondente a1 punto A, della quale costruirenio le 
analoghe per gli altri puiiti di R;  queste forme costituiscono un sisteina S 
invariante per G, ~ i f e r i t o  biunivocamente a i  p u n t i  d i  R (*). Applicando il nostro 
solito teorema fondamentale a l  sistema S, se ne deduce tosto il teor. IV. 

()") In al t re  parole a ogni punto'di R corrisponde una delle nostre forme, e unaproiet- 
tività di G, che porta un punto A di R in un punto B, portera  l a  forma corrispondente 
al punto A nella forma corrispondente al punto B;  se poi A,  B sono infinitamente vicini, 
anche queste due forme sono infinitamente poco differenti 17una dall'altra. 
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facile vedere che p. es. i l  Teor .  1 è i n m e d i a t a  consegzienza del IV .  
Infatti un gruppo di proiettività sulle variabili x, peiisato operante sulle forme 
Y - a j k  xi x k ,  diventa un giuppo proiettivo nello spazio S ,  i n  cui le aik sono 
coordjnate omogenee. I n  S esso luscia fissa la varieth '1;: la cui equazione si 
ottiene annullando il determinante 1 aik 1 ossia poneiido 1 uik 1 = O. Sia ora A 
uria forma quadrica definita delle x ;  senza diminuire la  generalittl, potreiiio 
supporla uguale a 2 1:; ossia potrenio suppo ix  che essn. abbia in S per coor- 
dinate: ai[= 1; aik = O (i+= k) .  L a  sua qu:idrica e il suo iperpiaiio polare 
rispetto a V sono rispettivamerite : 

E d  essi non hanno punti reali comuiii, percliè da  queste equazioili di- 
1 sceride - 2: a:i f 2 o,Yk = O ossia air,=O. 
2 

Ritorniamo ora al caso generale del teor. IV; e osserviamo che a ogni 
punto B dello spazio ambiente S sono connesse proiettivamerite piii vnrietà, 
p. es. le varietà polari di B, e anche più coni di vertice R, p. es. i coni di 
vertice B tangenti alle varieth polari di B. Ricordando ora che i teoremi 
del 5 2 non solo valgono per forme quadeiche definite, ma anche per forme 
desnite di ordine superiore, e ripetendo considerazioni arialoghe a quelle del 
teor. IV, otteniamo : 

Teor. VI. Un g m p p o  discontil.zuo d i  1îuie t t iv i tù  ~ e a l i ,  che tl-asfnrnzalro 
in sè ènn ipersuperficie f = O, 2 p.opriawente  ci'iscontil.zuo i n  quella 9.egione R 
dello spazio ambiente (se pure una ta1 iegione esiste) l a  p a l e  gode della pm- 
prie tà  che u n a  a l ~ n e ~ z o  delle varietà connesse ai suoi y u n t i  B ( p u r e  avendo 
zan'eqtraxione a coeficienti rea l i )  è i iwnaginaviu  O zmo alnzeno de i  cmzi d i  
vertice B connessi  a B è a generatrici  immaginul.ie. 

È importaf i te  per r ~ o i  r i c o r d a m  che oltve a i  coni d i  vertice B tangeat i  
a u n a  vavietù polare d i  B, sono invariubiltnente c o m e s s i  a B p. es. anche i 
c o k  che poiettaroo du B 2'interseaio)ze d i  due varie tà  polari  d i  B, e i n  pur- 
tic0las.e t 'intersexione d i  u.laa d i  queste varie tà  polar i  con E'iperpiano po- 
lare  d i  B. 

Se noi consideriamo p. es. addirittura i coni di vertice B tangenti alla f 
ritroviarno il teorema : 

Un gruppo discontinu0 d i  pr.oiettivith 1-eali t).asfo~.rrza~zti i n  sè u n a  forma 
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qtiudrica elliitica (iperholicu) è propiamente  disconti~zuo in tutto 10 spaxio 
(entro la quadrica).  

Noi ahbiamo già visto che j gruppi di proiettività cornplesse si possono 
studiare, riconducendoli al caso di proiettività reali; qui, come esempio, ci 
accontenteremo d i  studiare un caso particolarmente interessanie, già stiidiato 
in altro modo nella mia Mem. cit.. (A). Sia F u n a  forma I-Iermitiana del 
tipo x ,  xi + . . . + Y,-, Y:-, + x, xt ,(clove le za sono immnginarie coniugate 
delle xi) ; 2412 pulz to (xi) s i  iwnzagi~zi  r.appresentu to in u ~ o  spaxio S2S;(,-,) 
(a 2 12 - 2 dimensioni) da quel pzcnto, d i  cui  so~zo coordinaFe ren l i  non 01720- 

genee le  d l ,  utTi ,  essefido - = t l J r  + i ( 1  = 1, 2 ,. . . , 17, - 1 ) .  A una tra- 
T l 2  

s for~naz ione  sulle x corrisponde trnu tvasfo~.mazio~îe  in S. Io  dico che :  
Teor. VIL A tua g~.uppo discotzli?zuo d i  p~viet t ic i tà .  veali O con~plesse 

n-1 
t l-usfowzanti  i n  sè la F = 3 xi  x j  f x, x: c o r r i s p o d e  u n  g m p p  discontinzio 

1 

d i  trasfoi.~naxioni in S (sulle variabili ur i ,  uUi d o ~ e  è 

che è prop?iamente cliscont.illuo irz tutto S, oppzwe i w  qzrella ~egiovze R d i  S 
i n  cui  é I: [(ufi)2 $ ( u " ~ ) ~ ]  < 1, second0 che i n  F vale i l  segno supe~iot-e  O 

inferiore. 
Infatti sia A un punto rispettiramente d i  S o di R;  i valori corrispon- 

denti delle xi ,  x! sono noti a ineno di fattori immaginarii coniugati, di cui 
fisseremo il modulo in guisa che sia x, xn t- (x, xl $ . . + x,-, x,9_,) - + 1 ; 
cib ohe è possibile, perchè.per  ipotesi (se vale il segno inferiore, A è in R 
e quindi) il primo niembro dell'uguaglianza precedente è sempre positivo. 
Siano ri = ai,  a! = a: i valoïi cosi ottenuti ; al punto A sono invariabil- 
mente connesse ( a  meno di fattori imrnaginari coniugati, iiideterminati, di 
modulo 1 )  le forme : 

e quindi è invariabilmente connessa l a  forma 

e quindi anche l a  F + 2 JI, che individua, come è facile verificare, il nostro 
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punto A e che, espressa 
maginaria delle z, è m a  

corne forma quadratica nella parte reale e nella im- 
forma quadiica definita. CiÔ che per i nostri piin- 

cipi dimostra i l  precedente teorema ("). 
Faremo ora un'altra appljcazione dei nostri risultati. 
Siano x$l), xi1), . . . , x.) n variabili omogenee e sia una proiettività 

reale unimodulare (ri'))' = 5 clj.;) xk) generica in un gruppo G. 
16 

Siano le a$ numeri iateri reali in un dato campo algebrico, reale in- 
sieine ai campi algebrici coniugati. Come sappiamo, se jl nostro campo non 
6 il campo assoluto di razioiialità, la P(i)  potrà essere infinitesima e G non 
essere discontinuo; allora se i nostri campi algebrjci (tutti reali per ipotesi) 
sono jr i  numero di In (nz s- l), introdurremo nz - 1 nuovi sistemi di varia- 
bili x t )  (s = 2, 3,  ..., m )  ( t  -= 1, 2 ,  ..., n) e considereremo insieme a ogni 
proiettività Pei) le proiettivitd P(?', Y(3) ,  . . . , P(m) coniugate 

Diremo P il prodotto (l'insieme) di una P(') e delle coniugate P ( 2 ) .  . . P ( m ) .  
Poichè queste m projettivitb P(s' (che diremo proiettività parziuli) non pos- 
sono essere contemporaneamerite infinitesime, la P considerata come unica 
projettività non sarà mai infinitesima. L a  P sarà detta proiettività totale. 
Sorge dunque spontanea. dalla teoria dei numeri interi algebrici la  questione 
di s t i id i~re  i gruppi di proiettività u~~,imodulari Y ( to ta l i ) ,  ciascuna delle qiiali 
sia prodotto di nz proiettività P ( i )  parziali unimodulari (i = 1 , . 2 , .  .., I I I )  

su ni variabili (xi', z!) ?..., xjt.1). 
Una ta1 proiett.ività, che diremo nzista, è infinitesima allora e allora sol- 

taiito che tutte le proiettività parziali sono infinitesime. Dapprima studiamo 
il caso di proiettività miste reali. Indichiamo con ,4(i) la piir generale forma, 
p. es. quadratica, di determiriante 1, delle di) e con la più generale 
forma (quadratica, a determinante 1) definita delle x(f.1. E indichiamone ri- 

0 1  

spettivamente con a(" e con Ü(i) i coefficienti (reali). L e  forme Z; Aci) costi- 
1 

tuiscono un sistema 2 di forme, che ogni P trasforma in sè stesso, e tra 

(*) Cfr. la dim. del teor. I V ;  ln forma X + y2 del teor. I V  è l'analoga iji P + 2 II ne1 
teorema attuale. 

(**) 1 numeri a$ a?;. . . a$) sono per ipotesi nuineri c o n i u p t i ;  noto uno di essi, p. es. 
a$, sono noti tutti  gli altri. 
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queste le 2 A(" costituiscono pure un sistema R invariante subordinato di 
forme perb definite. 

ni (ni J- 1) 
Ognuna delle forme di 2 è determinata se si danno gli 

2 
- 1 

rapporti delle a(<), gli + "- 1 rapporti delle oc2) ecc. 2 costituisce 
2 

quindi uno spazio lineare S a u = 2 ni (ni + l) rn dimensioni. Airemo 
2 

dunque in generale (") : 
Teor. VIII. Un gruppo disco?ztinuo d i  proiettività mista reali (imm.ugi- 

nurie) è sernpre propriamente discontinuo i n  una regione R d i  zrno spaxio S. 
I punti d i  S corrispondono rispettiwarnente ai  sistemi d i  forme F p. es. qua- 
dr-atiche (Hermitiane), una per ciascun sistema purziale di  variabili; R è 
qztella regione d i  8, che corrisponde a forme definite. 

Questo teorema include in sè come caso particolare il teorema di HILBERT- 
RLUMENTHAL, appunto come il teor. I V  include in sè il teor. di POINCAR& 

Con considerazioni analoghe si ottiene un altro teorema, d i e  include in 
sè i teor. di (A) ricordati al $ 1, e di cui in uri altro lavoro ("") ho già 
dato qualche ayplicazione funzionale. Pe r  brevità di locuzione, dirb spazii 
parziali Sn:-, quelli in cui le x(i)  sono coordinate omogenee, ossia in cui le 
,p~ i i )  
- 2% .-1 
2:1J 9 -& P - . 9 + sono coordinate non omogenee. Lo spazio S,, in cui sono 
ni ni "t 

coordinate non omogenee tutti insieine questi ,u = B  ni - nz rapporti si di& 
spazio totale; un purito A di S, si dirà avere per proiezione A(" sulio spazio 
parziale Sk (k -. 1, 2 , .  .. , m) quel punto, per cui tutte le coordinate prece- 

,$'k) 

denti sono nulle, ad eecezione delle coordinate (i = 1 , 2 , .  .. , tzk - 1) 
k 

che sono uguali alle corrispondenti d i  A. E avremo tosto, coi soliti procedi- 
menti, e con le precedenti locuzioni c! notazioni: 

Teor. IX. Un gruppo discontinuo d i  proiettività P miste reali, tal i  che 
la iedflta (i = 1, 2 , .  . . , m )  proiettività par-ziale d i  una P qztalunpue lasci in- 
variata zdna forma B'(o nelle corvispondenti variabdi omogenee, è propriamente 
discontinuo i n  guella regione R (se pure esiste) del10 spusio ambiente totale, 

(*) Bas ta  apylicare il  teorema fondamentale a questo sistema 2' di forme quadratiche, 
O ,  ne1 caso di proiettività complesse, a l  sistema analogo di forme Hermitiane. 

("") ' ~ n n a l i  di  hlatematica 1904 : Sulle funzioni automorfe a pi& variahili indipeadenti. 
Indichero questa Memoria con (B). 

Annali di ~liiatematica, Serie  I I I ,  tom0 XI. 23 
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i cui p u n t i  A sono t a l i  che u l l a  loro proiexione A(i) s t r  un qualeinque spaxio 
parxiale s ia  in yuest'ziltimo s p x i o  invariabil tnente connessa (ne1 scnso del 
Teor. VI) o wza tjm.swpet$cie totalmente i m m a g i n a ~ i a ,  o un cono a gerzera- 
h i c i  i m m a g i n a r i e  ( p w e  essendo l'equaxione della i p e r s u p e ~ j c i e  O del cofzo 
in discorso a coeficien li rea li). 

Teor. X .  Un grzcppo discontinu0 d i  cotlzizeuaio~zi P rniste r e a l i  O conz- 
plesse, t a l i  che l a  (i = 1, 2 , .  , . , rn) collineaxione parziale corrispon- 
dente a unn qualunque delle P lasri invar ia ta  u n a  forma Hermi t iana  

é propdamente  discotztinuo in una vegiotze R d i  zcno spaxio S cosi definito. 
L o  spazio S è quello,  ira cui sono coordi l~ate  v*eali non ontogenee la pavte  

r'i) * 

p.enle e l ' inzmaginaria dei r a p p o r l i  x+ (2  = 1 , 2 , . . . , rn) ( t  = 1 , 2,. . . , ni - 1 ). 
n i  

Ln ~ e g i o n e  R è qziella t a l e  che se A è un szro punto ,  a l lora O la f' o m n  
I f e m i t i a s g  delle sri) è d e f i l i i t ~  (e21it t im),  oppure  ne1 punto A d Aa : 

per ogni  u a i o ~ e  d i  i (i = 1, 2, .  . ., m). 
Questi teoremi comprendono tutti j precedenti e in particolare quelli del 

§ 1 come casi assolutamente particolari. 
6. Questo paragrafo è dedicato alla teoria dei gruppi discontinui di 

movimenti e alla relazione trn essa teorja e quella testè svolta dei gruppi di- 
scontinui di proiettività. 

Corne è noto, una forma F2 = d se = 2 aik d x i  d xk quadratica definita 
positiva nelle d ri ( i  = 1, 2 , .  . . , n), i cui coefficienti air, sono funzioni di x;, 
definisce una metrica, in quanto che permette di definire la lunghezza di un 

arco qualunque come il valore dell'integrale 48 ajk d xi d xk esteso all' nrco 1 
stesso. Qui  è importante  il considera?.e anche m e t ~ i c k e  definite d a  forme d i f -  
ferenzia1.i positive F,, d i  grado 2 rn, con n2 qualunque, assumendo come lun- 

ghezza di un aroo il d o r e  dell'integrele J ~ F ;  estes0 alIf aroo stesso. 

Queste nuove metriche non sono perb suscettibili, come le precedenti, di una 
interpretazione meccanica: ciononostante le nostre attuali ricerche ne dimo- 
streranno 'l'importanza in altre classi di studii. 
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Si dicono movimenfi in una metrica quelle trasformazionj, che lasciano 
inalterate le lunghezze di un arco qualunque, O, in altre parole? che non 
mutano la  corrispondente forma differenziale; la  ricerca delle metrinhe, che 
ammettono un gruppo continu0 di LIE di movimenti fu effettuata in una mia 
Memoria (Annul i  di Mutewatica, 1902). 

Osserriamo intanto che, data una metrica, sono subito in essa definite le 
linee geodetiche (da equazioni differenziali, che il calcolo delle variazioni in- 
segna a scrivere). Queste linee, come è noto, sono determiuate, quando si 
dia un punto della linea e la tangente alla linea in questo punto; ora poichè 
i moviinenti portano evidentemente una geodetica in una geodeticn e con- 
sei-vano le distanze geodetiche di due punti, troviamo che : 

u Ufi nzovinz.ento 

.in, una  met&a qualunque è indioiduato, qwndo  si sappia come esso ti.asfornza 
u n  certo punto (generico) A e le direzio~zi uscenti d a  esso, O, i n  a i t re  pa- 
role, quando in  un  prrnto (generico) A si conoscano i valori delle f i  e delle 
loro derivate prinze n. 

Dioo che A è getzevico, qualido la  nostra forma F,, ( m  2 1 )  non è in A 
singolare, ma è in A definita e coi coefficienti regolaïi e finit;, ecc. 

Essendo F,, una forma definita non degenere nei differenziali d x, essa, 
considerata come forma algebrica di que& differenziali, possederà almeno un 
invariante I non nullo, (p. es., se m = 1 ,  il discriminante di F) funzioiie in- 
tera dei suoi coefficienti, e percib funzione continua delle z. Con I ( A ) ,  
I ( B ) .  . . indicheremo il valore di I nei punti A, B . .  . Se ora (1 )  porta un 
punto A in un punto B, sarà evidentemente I ( B )  uguale a I ( A )  moltipli- 
cato per una potenza (ad esponerite intero non nullo) di A ( A ) ,  esûendo A ( A )  
il valore ne1 punto A del Iacobiano A di ( l ) ,  ossia del determinante delle 

Se  pereib B è sufficientemente vicino ad A,  sarà d ( A )  pochissimo dif- a- 
ferente da  f l, perchè (essendo 1 funzione continua delle x) I ( R )  b poco 
differente da I ( A ) .  

Indicheremo ora con bik il valore di a f i  ne1 punto A ,  con air ( A )  il va- 
i z  

]ore di (Jik ne1 punto A,  O (più generalmente se m > 1 )  con a ( A )  i valori in A 
dei coefficienti a della forma F2rn; e infine indicheremo con F ( A )  cib che 
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diventa F, quando alle a si snstituiscano le a ( A ) .  La proiettività 

porta F ( A )  in F ( B ) ,  se, come dicemmo, R è il trasforrnato di A per (1). 
Sia ora G u n  gruppo di movimenti nella nostra metrica; e sia esso tale 

che in ogni, per quanto piccolo, intorno di un punto generico A esistano dei 
puriti B trasformati d i  A per un movimento JI  di G. 1 w101'i delle a (B) 
clifferirarino d:ii corrispondenti a (A)  di quanto poco si vuole, perchè le a si 
suppongono funzioni continue delle x, e R si suppone vicjno a piacere al 
punto A.  Poichè ora (2) porta F ( A )  in F ( R ) ,  nvremo per i teoremi del 5 2 
che le bik, corrispondenti ai movitnenti M test& cnnsider~ti ,  sono tutte inferiori 
n una costiinte finita. Di più, aonie dicernmo, 1 Bik 3. 1 S piccolo a piacere. 
1 ralori delle fi (corrispondenti a uno dei nostri movimenti M) ne1 punto A ,  
essendo uguali alle coordinate di R, differirrtnno di quanto poco si mole dalle 
coordinnte di A. 

Con ragionamenti analoghi a quelli del primo teorema del 8 3, vediamo 
che esistono in G almeno due movimenti M, M' distinti, tali che i valori 

ne1 punto A relativi al rnuvimento IM sono pochissimo diffe- delle f i ,  - a xk 
a fi renti dai valori analoghi delle f i ,  - ne1 punto A, relativi a M'. Ma, se (1) a zk 

è un movimento qualunque, esso, come dicernmo, è determinato pienamente dai 
valori che in A hanno le funzioni f i  csrrispondenti e le loro derivate prime. 
Quindi M, M' sono movimenti pochissimo differenti l'uno dall'altro, e (poichè, 
come vedemmo, i loro Iacobiani in A sono pochissimo differenti da f L) la 
trasformaziane M' M-i sarà una tradormazione infinitesima, appartenente a G. 
11 gruppo G non sarebbe dunque djscontinuo. 111 altre parole : 

Un grzypo discontzizuo d i  movitnefzti in una metrz'ra quaZungue, definiia 
da una forma differenziale positha di palsiasi y?-ado, G laei punti generici 
propriamente discontinuo. 

h ora di grande importanza, t r a  I'altro, per la ricercn dei corrispondenti 
campi fondamentali, l'osservazione che i gruppi del 5 si possono conside- 
Tare  corne grzcppi di rnovimenti i9.l  m a  nzekica co~zveniettte, cosicchS i teot.emi 
del 5 possonû considerarsi come casi particolari del precedente. 

Questo fatto è anche interessarite, perchè 
1.") cotzduce a ilztiere nuove classi d i  metriche che ammetiono un gruppo 

d i  LIE d i  movirnenti; 
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2.') dirnostra corne (alrneno se s i  p~esc inde  da metriche reali,  ossia da2 
fafto che le F,, debhono essere positive) i l  problema d i  trovare le varieth 
algebriche, che anzmettono u n  grzrppo d i  LIE d i  proiettività in sè stesse, non 
è che un caso particolare del prohle?nu d i  deteroiinare le metriche che am- 
rnettono u n  yruppo confinuo d i  mocimenti. 

È opportuiio ricordare intanto alcuni fatti già noti: 
1) I gruppi d i  proiettività trasforrnanti i n  sS stessa utza quadrica s i  

possono conside~are colne rnovimenti netle metriche cosidette non-euclidee ( a  
curva tum costante). 

I I )  Nella mia Mem. cit. (A)  ho dimostrato che i g ~ u p p i  I B P E S ~ ~ ,  la- 
scianti fissu una qz~adrica i n  ogni spazio pti*aiéak-, s i  possono considerare 
corne gruppi d i  movimenti in una n?etrica, i l  cui elemento l i n e u ~ e  è somnzu 
d i  forme differenxiali, tutte su variabili distin te, a curvatura costante. 

I I I )  In  ( A )  ho piire diinostrato che (corne del resto è agevole verifi- 
care), le pt.oiettività t ras formanf i  i n  sè una forma Hermitiuna 

diuentano, espresse nelle ui, up (*), u n  gruppo d i  movimenti fiella metrica 
reale : 

IV) Ifi ( A )  ho pure dimostmto clze le proiettivitii miste, lascianti 
fissa in ciasczrno spaxio pwxia le  unm forma H e r m i t i a f ~ a  ellittica o iperbolica, 
s i  possono considerare come tnovimenti i n  una metrica, i l  cui. elernento li- 
neare è somma d i  elementi parziali ,  tut t i  su variabili distinte, del tipo pre- 
cedente. 

L a  metrica III) fu da me rapidameiite studiata in  una Nota del171stituto 
Veneto (1904). Pei- completare queeti risultati, ricorderb che rie1 5 5 O si 

(*) Co11 le solite notazioni sono e:, up imiuaginarie coniugate delle ~i , ui ed B 
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supponeva a priori che il gruppo proiettivo considerato lasciasse fissa una 
data ipersuperficie. oppure Io si pensava come trasformante le forme F di 
un certo sistema, le quali si rappresentavano rnediante punti di un conve- 
niente iperspazio S. I n  questo iperspazio il nostro gruppo &a ancora in ge- 
nerale un gruppo proiettivo, che lasciava fisse delle ipersuperficie: quelle p. es. 
i cui punti erano imrnagine di forme F degeneri, oppure di forme F per cui 
fosse nul10 un certo invariante (*). Potremo dunque limitarci al10 studio dei 
gruppi proiettivi che lasciano fissa una data forma V. Se A, B sono due 
punti e C, D, E .  . . sono i punti in cui la retta A B incontra la V= O, 
i rapporti anarmonici ( A  B C D), ( A  B C E ) ,  . . . e le loro fuiizioni sono esempi 
di invarianti di A ,  B, lasciati inalterati da1 nostro gruppo; ma non tutti 
possono servire alle applicaziorii che abbiamo in vista, nè si possono preri- 
dere a base di una metrica. Pe r  ottenere queste inetriclle, osserviamo intanto 
che, se xi (i = 1 , 2 , .  . . , n) sono le nostre variabili (omogenee), noi potremo 
supporre 

P (xi) = k, ( k  =  COS^.) (1) 

perchè, se una tale relazioiie è soddisfatta in un punto A ,  essa è per ipotesi 
soddjsfatta anche nei punti trasformati di A per una delle nostre proiettività; 
sarà quindi pure identicmente : 

Sia ora h (x, x )  (dove con x indichfamo le coordinate correnti) una forma 
invariabilmente connessa a1 puiito generico (x), tale cioè che una proiettività, 
che trasformi la P in sè stessa e porti un punto (x) in un punto (y), porti 
la A ( x ,  2) nella i (y, x). Allora le proiettività che trasformano in sè stessa 
la TT, trasformslno in  S B  stessa anche la forma differenziale 

e si possono quindi considware come movimenti ?zrllu m e t k a  definita da  f F. 
Quando sarà una ta1 metrica reale? ossia, quando la (3) sarà forma definita 
dei d x ?  ossia, quando non vi sarà, oltre alla soluzione d z = 0, nessuii'altra 

(-) S e  p. es .  le  forme F sono forme quadriche E a ikx i  ~ r k ,  e 10 spazio S è quel10 in 
cui le  aik sono coordinate omogenee, il nostro gruppo, pensato come operante sulle F, lascia 
i n  S fissa la  ipersuperficie 1 aik 1 = 0, immagine delle forme F degeneri, 
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soluzione reale del sistema di equazioni !2) e F= O ?  Cib avverrà evidente- 
mente per tutti i punti ( x )  tali che h(x ,  z)= O non sia soddisfatta per alcun va- 
lore reale delle z (eccetto che per x = O),  oppure anche per quei punti ( x i ,  che 
sono esterni alla V = 0 7  e kali che 1. (x, x ) = O  rappresenti un coi10 di ver- 
tice (T) e a generatrici immaginarie. In quest7ultimo caso infatti la 1. (r,  x)=O 
è soddisfatta (oltrc che per z= O) soltanto per (xi) uguali O proporzionali a ri; 
mentre è escluso d i e  d x i  possano essere proporzionali a r i ,  poichè da (2)  

a v discenderebbe Z --Ti = O ossh , per il teorema di EULERO , V ( x i )  = O 
3 xi . 

(mentre il punto (xi) si suppone esterno alla P z  O).  
Dunque (cfr. $ 5) i nost7.i gruppi  d i  proiettività s i  p o s s o ~ o  consitlerai.e 

colne grzrppi d i  vnovime~tti uella tiletrica rrale defiizita dulllc (3) in  q ~ w i l a  
regione R, i n  c ~ i  la forma i (Y, 2) [invccriabilmente comtessu a i  suoi potfi x] 
~.appresejlta, uguagliatct a zero, O una super$cie tofahnente immaginici-ia, O 

un con0 d i  ve?-tice (x) a geneïatrici  inzntagiizarie. L e  x s i  suppongono vwia-  
bi2i legute da l la  (1). Cosi p. es. le ~zostve proiettivith s i  potranno romide-  
rare  come g m p p i  d i  ~zocinzenti  nelle metriche real i  definite dalle forme 

a2 v Z- a 4  v 
d x ;  d xk oppure 2 d r é d ~ ~ d x z d r ,  a xi a . ~ k  3 xi a zk  a XI a X, 

o p p w e ,  ecc., in quella rsgione R, i cui  pun t i  sono t a l i  clze il  Eoro iperpiano 
polare e Za lovo yuadrica polare, oppure i l  Zoro iperpiarzo potare e la loro 
u n - 4 nesima ipersuperficie polare, oppure ecc., non Ilanno p u n f i  ?.eali cornuni. 

Notiamo tosto che se V= O è una quadrica, del tipo ellittico O iperbo- 
lico, allori poichè il coiio uscente da un punto B e tangente a V è invaria- 
bilmente connesso al puato B, ne disceide tosto : 

Delle nzetriche g e n w a l i  scoperte ne1 precedente teorema sono un caso as- 
solutatlzente particolare le metriche a c z m a t u r a  costante. 

È p. es. uri'interessante conseguenza dei nostri attuali risultati e d i  quelli 
del 5 5 il : 

Teor. U n  gruppo qualunqzre d i  collineazioni real i  in uno spazio S lineare 
a lz dimensioni diventn, considerato come operante szclle quadriche d i  questo 
spazio (pensate come puriti), un gruppo d i  rnovimenti i n  u120 s p a ~ i o  u 

dimelzsioizi, dove viga uncc rnetrica definifa proprio d a  u n u  f o m m  di$ere?z- 
xiale quadratica positiva. 
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I n  particolare al gruppo completo proiettivo a lz (n + 2) parametri in S 
per .n = 1, 2, 3 . .  . corrispoilde un gruppo di movimenti a 3, 8, 15.. . pa- 
rametri in uno fipazio a 2, 5, 9 . . . dimensiorii. Il primo di questi casi non 
è che il cas0 della pnetrica del piano d i  LOBACEVSKIJ: 

Analogamente si ha : 
u U n  grtcppo quatunque d i  collifieazioni inzwtuyinarie i n  uno spazio a 9a 

diîn.elzsioni considerato corne operante sulla oon(nf2) forme Hermitiane (dipen- 
denti da f i  (n  + 2) parametri reali), pe~zsute come punti, diventu urt g v u p ~ ~ o  
d i  moviu~enti  reali i f z  u n  Sn(,+,,, doue vigu p r o p i o  utza m e t ~ i c a  definita da 
urm fo~nca  diferenziale quadraticu y ositiva. 

In particolare, consjderando il gruppo completo a 2 lz ( n  + 2) parametri 
(redi), otteniamo siiccessivamente per 11 = 1, 2, 3 . .  . spazii a 3, 8, 15. . . 
dimensiorii con un gruppo di movimenti ad almeno 6, 1 6 .  . . parametri. Il 
primo di questi spazii non è d i e  lo spazio d i  LOBACEYSKIJ. 

Il nostro teorema fondamentale si pub anche generalizzare ai gruppi 
mis t i  di  proiettività. E con locuzioni già usate, potremo (restringendoci per 
brevita al caso che un gruppo mistu di proiettività lasci fissa in ogni spazio 
parziale una ipersuperficie, caso, che noi già vedetnmo potersi considerase 
come caso generale) enunciare il seguente teorema, da ciii si potrebbero anche 
dednrre consegzrenxe analoyhe a quelle trovute rzegli ultàwi due teoremi. 

Teor. Sia  dato un g ~ u p p o  misto, che negli m spaziipa).xiali  luscia.$sse 
9.ispettivaînen te tn ipersuperficie V* , Y,, . . . , V ,  . Siano cot.risponde~ztemente 
A , ,  A , ,  . . . , A ,  forme differenziali del10 stesso oidiue ( in  çiascun sistema 
parziule di variabili) dejlzite iiz modo arzuloyo a quanto faceînmo pi& sopra, 
e positive d m e n o  i v z  unlt yorzione de2lo spaxio purxiale corrispondente. Sieno 
16 (i = 1, 2 , . . . , wz) costa?zti positive. Lu forma v hrri A i  definisce in una 

i 
regione dello spazio totale una wetrica reaZe, tale che il wostro gruppo s i  pu6 
per essa considerare come, gruppo d i  movimenti. 

L'importanza di queste metriche e di questi concetti si pub già, nei casi 
particolarissimi delle funzioni Fuchsiane e Kleiniane, rilevare da chi legga 
p. es. le u Automorphe Functionen n di KLEIN e FRICKE ; altre applicazioni io 
feci nelle mie Memorie citate; i nietodi p. es., che in questi lavori si danno 
per costruire i campi fondamentali dei gruppi discontinui O per studiare le 
funzioni (automorfe) corrispondenti, si possono, in virtu delle metriche qui 
scoperte, estendere a inoltissinii altri casi, come pub facilmente rilware chi 
studiasse qualche caso particolare, p. es. i gruppi di HILBERT-BLUYENTHAL O 

altro. 
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S 7. .4pplicazioni alla teoria dei nurneri. 1 problemi principali' cui 
s i  possono applicare i nostri metodi sono: 1 . 0  qirello di  riconoscere se due 
forme date su n variabili di grado palz4nque a coefficienti interi in un quul- 
siasi campo algebrico sono equivalenti, cioè se esse sono trasformabili I'uiia 
nell'altra mediante una proiettività unimodulare a coefficienti intei-i iiello stesso 
campo algebrico, el in caso affermativo, d i  trovare tutte queste proiettività (*); 
G 2. O quel10 di costruire per le forme piii generali una teoriu della riduzioae, 

analoga n quella data da. Gauss per le forme binarie quadratiche. Qui io in- 
dicherh i principii generali , che possono condurre alla risoluzione di questi 
problemi. 

Supporremo per setnplicità che il nostro campo algebrico sia ieale, in- 
sieme agli u nz - 1 r campi coniugati (nz % 1); e insieme alle variabili 
x'i]' (i = l , 2 ,  . . . , n )  introduïremo m - 1 sistemi di nuove varialiili 
(kl k-2 3 

Xi ( - , , . . . , m). Considereremo poi, insieme a ogni proiettività unirnodulare 
a coefficienti interi suile d'), le m - 1 proiettirità coniugate sulle dz), xt3) ,. . . , 
XW Otterrenlo cosi un gruppo ~nis io  proiettivo discontinuo, cui applicheremo 
il teor. VlII del 5 5, notando clie le forme F citate in detto teorenia pos- 
sono, corne sappiamo, essere di grado superiore al secondo. Sia questo grado 
uguale a 2 h jh I- 1) e sia X un poliedro fondamentale per il nostro gruppo 
in R. Sia ora una forma d i  grado 2 h nelle xi1) a coefiioienti interi : 
yuando la diremo ridotta? Costruiamo le forme H(z) ,  . . ., nelle varia- 
bili x@), xlS),  . .., x ( m )  coniugate alla forma data. 

Il sistema di queste forme, che è individuato da H(i),  definisce un punto A 
del10 spazio S (**). Biceversa se & dato questo punto A, la N(i1 è definita 
a meno di un fattore; cosiccliè se noi ne diamo u a priori n un invariante 
non nul10 (p. es. il discriminante ne1 caso di forme quadriche non degeneri), 
che le nostre proiettività (unimodulari) lasciano inalterato, la H(i) è nota, in 
generale, senza ambiguità (al  pih a meno del segno). 

1" Caso: Hci) è definita. Allora si pub subito assumere per definizioae 
d i e  la H ( ' )  (il cui punto immagine A è dentro R) è ridotta ullora e allora 

(*) Di questo problema 13 cas0 particolare l'altro di d e t e r m i n a ~ e  quelle proiettività a 
coefficienti interi, che mutano una data  forma in sè stessa, 

(**) Ricordo clie S è quello spazio, in cui sono coordinate non omogenee i rapporti  
dei coefficienti di una forma di grado 2 72 nelle :dl), quelli di una forma di grado 2 h rielle 
xW,  ecc.; se  tut te  queste forme sono definite, il punto corrispondente di S descrive la 
regione R. 

dnnali di Malematica, Serie  III, tom0 XI. 24 
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solianto clte A cade entro O su2 coizto~no del campo fondamentale K ;  ne viene 
subito che ogrzi fovma è eqziivalente ad alrneno m a  ridotta, che soltanto ec- 
cexionalrnen te due d o t t e  possono essem equivcllen t i  (cib pub avvenire soltanto 
se i loro punti immagine sono amhedue su1 contorno di K). Infine due 
forrne sono equivrtlenti crllora e allova soitanto che i l o ~ o  punti imtnugine 
sono pzlnti corrispondenti di  due catnpi fondarnentali Ri, IL; la proiettiviià, 
che poptu i'zrno 9aell7altro questi dzle carnpi, porta i n  ta1 caso m a  forma 
nell'altra. 

II0 Caso: H(')  non è definita. Il suo punto immagine A, costruito ne1 
modo precederite, non cadrà più eritro R, e le nostre considerazioni non si 
possono più estendere a questo caso. Per evitare equivoci, indicheremo perr,ib 
la nostra forma con L(i) e con L(2),  E ( 3 ) .  . . le forme coniugate nelle varia- 
bili x(?), x(". . . ; e supporremo che il giado di queste forme L sin anche 
differente da 2 h. Supporrenio dati a priori urio O più invarianti i di L( ' ) ,  
F! indicheremo con H,, H,, . .. delle forme qualsiasi generiche nelle di), d2) . . ., 
di grado 2 hl  coniugate O no. Una forma L(i) con utia forma Hi avià degli 
in~ar iant i ,  funzioni tant0 dei coefficienti della IAo, quarito dei coefficienti 
della Hi. Prendiamo un certo numero di invarianti dei sistemi formati da 
una delle L e dalla H corrispondente ; e s imo essi ji, j o , .  . . , j,. Suppor- 
remo in essi firisi i coefficienti delle L, variabili quelli delle H. L e  equaziorii 
jl = j2 = .  - - = j, = O definiranno in S (in ciii appunto i rapporti dei c o ~ f -  
ficienti delle H sono le variabili coordinate) una certa varieth V. Ora noi 
suppo~rerno : 

1.' L a  varietà V (insieme agli invarianti i, supposti noti a priovi) de- 
termina la forma L('). 

2." La varietà V h a  almeno un pezzo iriterno a R. Noi allora potremo 
dire clie Lei) è ridotta se un pezzo di V penetra entro K ;  ne discende su- 
bito che ognuna delle nostre forme L(1) è equivalente ad almeno iina ridotta. 
Di più due forrne ridotte distinte possono essere equivalenti : chè, se L(l) è 
riilotta e la varietà V, oltre che penetrare entro K, penetra dentro qualclie 
altro campo fondamentale h:, la proiettività, che porta Ti ,  in I i ,  porta 
in untnlti.a ridotta equivalente, ecc., ecc. 

Un pot più sotto daremo un esempio di applicazione della presente teoria 
generale. 

Prima di passare a.d esso, accennerb a un altro metodo d i  stiidiarc l'equi- 
valeiiza d i  forme indefinite; e, per brevità, ci limiteremo a forme date ne1 
campo assoluto di razionalità. Sia data una forma F indefihta; e, se pos- 
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sibile, studiamorie il g ~ u p p o  aritmetico riproduttore, e costruiamone coi me- 
todi già accennati un campo fondamentale I f l i a  F un'altra forma e sia R' 
il campo fondamentale del gruppo riproduttore coirispondente, costruito in  
nzodo analogo a K. Se le due forme sono eqiiivalenti, deve esistere uiia 1)roiet- 
tività a coefficienti interi unimudolare, che porti K iii 1c'. Alla ricerca d i  
tale proiettività i: ricondotta la nostra questione : questo nietodo fu già usato 
da1 prof. BIANCHI per le forme quadratiche e noi quindi non ce ne occupe- 
remo più oltre. 

Ritorniamo ora al metodo precedente, applicandolo a fosme quadratictie 
a coefficieiiti iiiteri razionali ; sia S il nostro spaxio pensato come luogo di 
quadriche, ossia sieno le aik coordiiiate omogeriee in S, quando 2 aik xi xk è 
1s più generale foriria quadrica nelle nostre rariabili Y. Sia R quella regioiie 
di S, che corrisponde a f o m l e  deJinile, i n  cui, come dicemino, iinniaginiamo 
costruito un campo fondameritale K per il nostro gruppo. Sia F una forma 
quadrica indefinita, il cui purito immagi~ie  è percib esterno ad  R ;  rioi la  im- 
magineremo tsspressa in coordinate Si di iperpiano (anzichè in coordinate .ri 
di purito) ossia cotzsiclereremo la. F = O come quad~.ica inoilzrppo (*). 

Sia F = 2 Pik Ei ; e sia z aik xi xk una forma H generica in coordinate 
di puni0 ; sarà 2 crik Bik come è i i0~0,  un invariante. La 2 Pik aik = O (dove 
ora le aik sono coordinate correnti in S) rappresenta in $5 un jperpiano 1; 
viceversa, dato 1, sono determinati i rapporti delle P i k ,  cosicchè, se (coine 
dicemmo) è noto u priori il discriminante di F, le f i ik  sono completamente de- 
terminate (se mai a meno del segno). Osserviamo ora che I penetva entro R ;  per 
vederlo, supponiamo E' ridotta a forma caiioriica, ossia supponiamo &k=O (i=]=k). 
Le fiii non saranno tutte del10 stesso segno, perchè F è indefinita; quindi la  
2 bik aik = O pub essere soddisfatta da  forme H definite, p. es. d a  quelle tra 
esse, per cuj è aik = O  (i=\= k )  e per cui le aii sono tutte positive (legate 
dalla 2 fiii aii= 0). Se I penetra proprio entro Ii, diremo d i e  F è ridotta : 
ne disceride che ogni forma è equivalente a una forma ridotta; se K' è un 
campo fontlamentale contigu0 a K, attraversato d a  1, la proiettività, che porta 
IO in K, porteià la B' in una forma ridotta cotdigucc, ecc., ecc. Come si vede, 
la teoria delle fornie indefinite si preserita spoiitanea, appeiia sia costruita la 
rete dei campi fondamentali, ossia appena sia risoluta la questione della ridu- 

(*) È questo un artificio semplicissimo, di cui anche più tardi vedremo i n t e i w s m t i  
spplicazioni. 
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zione delle forme definite. Arizi In teoria si presenta affatto irnaloga alla ben 
nota teoria di KLEIN (*) delle forme di G.~uss.  

Ej 8. Aypl icaz io~z i  al lu  teovia delle funxiotzi automorfe. Ecco i pro- 
blemi f'ondamenldi : 

1) Duto ein gl-uppo G discontinzco d i  tr-asfor-mazio~zi bivazlu?zaZi su n 
vnviabili  conzplesse x, ,  x,, . . . , r,, q u a î d o  detto YI-uppo sa& propl-iamenfe 
discontinrro? 

I I )  Dato u n  grzlppo G proprianae,~ te discola t i m o  d i  t ras  formuxioni hi- 
raxio~zal i  su  n vuriabili  coiîaplesse xi x, . . . x,, , e dato u n  g ~ w p p o  r d i  tt8a- 

sfovmaxioni bbaz ional i  s u  p vvaiabili  x , ,  z, , . . . , zp oloedvicamente O  ne^+- 
d ~ i c a m e n t e  isomorfo a G, costruire u n  sistema d i  p f m z i o n i  x a~zalitirlte 
t w i f o r m i  delle :G ta l i  d e ,  se le x subiscono u n n  trasfol-nzaxiotze d i  G, le z 

sztbiscorzo la t r a s f o m a z i o n e  cowispo?~dente d i  r. 
Se r s i  t.iduce al l ' idel~t i tà ,  s i  pub anche d i ~ e  che le z devotzo essere in- 

v a r i a ~ z t i  Fer le tms formaxion i  d i  G (fatte sulle x). 
Naturalmente noi studieremo qui  soltanto gruppi lineal-i e risolveremo 

completamente soltanto il primo problema, che più si riannoda alle nostre 
ricerche. Os?ervei.b che ora le x non sono più variabili omogeriee; noi sup- 
porremo le x coordiiiate (non omogenee) di puiito, e indicheremo con i coor- 
dinate ornogenee di iperpiano; la risolzcxione del ~zostro problemn s i  ha di 
nuovo con l ' a ~ t i f i c i o  già usato al 7. Sia G un gruppo di proiettività reali 
(complesse); da1 $ 5 noi sappiamo che,esso è p.opriame~zte discontiriuo in una 
regione R d i  uno spazio S. Questo spazio S è quello, rie1 quale sono coordi- 
nate omogerlee i coefficienti della più generale forma-jnviluppo quadrica 
2 a i k t i i k  (la parte reale e la immaginaria dei coefkienti della più generale 
forma-inviluppo Hermitiana 2 a ik  Si EOk. dove aik = a!+). R è quella parte di  S, 
che corrisponde a forme definite, e tra le sue varietà lirniti ci sarà quella 
vnrietà W, che corrisponde a forme spezzate in due fattori lineari, 2 a i t i ,  

2 a: ti [C ai ti, 2 a! [Pl [dove le a i ,  a! e le L i ,  5; sono quantith imrnaginarie 
coniugate]. Questi due fattori rappresentano due delle immaginarie coniugate 
di iperpiani, O, i n  sostaiiza, due punti immaginarii coniugati. (Uno di questi 

("'1 Corne si sa, ne1 setnipiano positivo di una variabile cornplessa z, i punti rappre- 
sentano per  KLEIN le  forme di GAUSS defiiiite e i cerchi ortogonali all'asse reale le  forme 
indefinite. Detto seinipiano è per  le  forme di GAUSS appunto l a  regione R del nostro 
spazio S, e questi cerclii non sono che le  varietà 1. È bene noto che con opportuns tra- 
sî'orinazio:ie questi cerchi si  possono mutare in rette. 

r 
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due fattori i n d i v i d u  l'altro e rappresenta una stella di iperpiani, O, in so- 
stanza, un punto dello spaxio iniziale.) Quindi: I l  gruppo G opem in  inodo 
propiamente  disconti~zuo su i  pur& coqolessi dello spaxio iniziule, al lora e 
a l lora  soltanto che esso opera in modo popriarnenie discontinzro sullu .W, 
ossia c l ~ e  ogni szio campo fondamentale in R ha. zlna porxione a 2 12 dimen- 
sioni sulln oarietà W. Ecco dunque risoluta, in modo indjretto, la  nostra 
prima questione (*). 

Quanto alla seconda questioiie, anche restringmdoci a gruppi liiieari, è ne- 
cessario studiare i singoli casi uno per volta: è ben noto p. es. già dai lavori 
di POINCARI? clic le sue serie, relative alle funzioni zeta-fucl-isiane, non sempïe 
sorio convergenti. In questa Memoria, non dedicata al10 studio di casi par- 
ticolari, mi accoriten terb di fare alcurie riflessioni generali, rimandando per 
Io studio di qualche caso singolo, oltrechS a i  lavori di PO IN CAR^ e al  trattato 
di FRICKE, dia Memoria citata di BLUMENTHAL nei Uath .  Awalen ,  alla mia 
Mem. cit. degli A?znali d i  iliatematicu, e a un'altra, di cui darb qui un 
breve cenno ( ApyZicazZOni analitiche dei gwcppi, w.c.) (At l i  dell'dccudenzia 
Gioenia, 1904). Se noi indichiamo con s k  e oh due trasformazioni corrispon- 
denti di G, r ( k  = 1, 2 ,  3 , .  ..), con f ,  f, (p = 1, 2 ,... p) delle funzioni ra- 
ziiinali delle corrispondenti variabili, con Ih il Iacobiano della s k ,  potretno 
chiamare serie di PO IN CAR^ generalizzate le serie (**): 

6' f [sk (xi)]  I i  ( h  = numero interi, positivo) 
d 
L 

dove s k  (x i ) ,  0;' [ fp]  indicano i valori trasformati di (x) O di f, rispettira- 
mente per s k ,  DL' (inversa d i  ok). 

È: b e ~  chisro che, forrnnlmente, il quoziente d i  2  serie (1) corrispon- 
denti a due fuiizioni f distinte, rappresenta una funzione uniforme invariante 
per G, e che il quoziente delle ( 2 )  per. (1) rappresenta un  sistema di fun- 
zioni, che (se le x subiscono una trasformazione di G) subiscono la  trasfor- 
mazione corrispondente di r. L a  prima questione fondamentale è di vedere 

(*) Questo metodo si pub considerare corne l a  più ampia generalizzazione dell'arti- 
ficio di PO IN CAR^ per  i gruppi  automorfi Kleiniani. 

("*) Cfr. le  celebri Mernorie di POINCARÉ negli Acta Math. relative alle funzioni fuch- 
siane, Kleiniane, zetafuchsiane. 
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18% E'u b i n  i :  Sulla teovitr. dei  grwppi  discontinui.  

quando una  serie (1) O (2) converge. Usando un  procedimento aiialogo a 
quel10 clie si  segue nei lavori teste citati . in casi particolari, si trova il se- 
guerite teorema generale iche c,omprende quelli di questi 1avoi.i come casi 
particolari e che si pub applicare anche a nuove classi di gruppi propriameiite 
discontinui). 

L e  serie ( 1 )  sofzo per h ubbastanxa grande assolutamente e un i forme-  
melite c o w e r g e n t i  nel l ' in torno cc d i  u n  punto ,4, e possono servire a l l a  co- 
s t w z i o n e  d i  f u w i o n i  automot-fe,  se nello s p i o  rappresentativo,  i n  cui  la 
parte reale e I'inz~?z.zcxginaria delle x sono coordinate cartesiune,  m a  re te  d i  
polieclri fonda~nen ta l i  è tutta a dis tanxa filda ( c h  che si pub sernpre otte- 
nere, se la rete h a  una ipersuperficie limite trascendente o algebrica) e se ir~ 
detto irztortzo a (piccolo a piacere) d i  A i l  ~ a p p o r t o  t r a  i l  ~n in i rno  e il mns-  
s imo modzilo d i  Ir, è in fer iore  a u n a  costante fissa per o g t ~ i  vulore di IL. 

Quanto alle serie (2i, oltre che ne1 caso di P o i ~ c a n É  delle funzioni zeta- 
fuchsiarie, esse convergono (come io dimostrai nell'ultimo l a ~ o r o  citato) per 
i gruppi discotztin?ti G Iascianti fissa una forma Hermitiana (*), almeno quando 
i l  corrispondente poliedro fondamentale non ha, rielle metriche corrispondenti, 
alcun punto a distanza i n h i t a .  E, come le funzioni zetafuchsiane servono a1- 
l'integrazione delle equazioni lineari a derivate ordinarie a coefficienti alge- 
h i c i ,  cos1 queste più geiierali funzioiii serrono p. es. uE17integvazione di si- 
steini d i  equazioni 1ineaî.Ë a coeficienti algebrici, i l  c u i  in tegrale  genemle  di- 
pende (linearmente) cla, un nurnero finit6 d i  costanti  arbitrarie.  

Coassolo Torinese, li 8 Agosto 1004. 

(*) La dimostrazione è analoga a quella di POINGARE: solo che in questo cas0 le me- 
triche (§ 5) corrispondenti a unn forma Hermitinnn tengono liiogo di quelle a curvatura 
costante: ecco un cas0 p. es., i n  cui si dimostra l'importanza delle nuove metriche (Cfr. 
loc. cit.). 
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Sur une extension de la méthode 
de Jacobi-Hamilton, 

D a n s  une Note i*) publiée en 1890, M. VOLTERRA a montré I1intéret 
qu'il y aurait à étendre au cas d'une intégrale multiple les beaux travaux 
de JACOBI et HAMILTON sur les équations qui expriment que la variation pre- 
mière d'une intégrale simple est nulle. Il a effectué cette généralisation dans 
le cas de l'intégrale : 

où i7 est une fonction de x,, s,, x,, x,, r5 et des déterminants fonclionnels 

(mais fonction n o n  homogène par rapport à ces trois dernières J e  
me propose de traiter le cas le plus général, c'est-à-dire celui de l'intégrale: 

(où x,+~ ,..., xn sont certaines fonctions de x,, ..., x,) qui comprend celui 
de Jacosr comme cas particulier pour Y = 1. J e  me servirai pour cela des 
définitions et des théorèmes relatifs A l'espace à n dimensions énoncés par 
M. VOLTERRA dans une Note précédente (""). 

(K) S o p ) . ~  unn estensione d d a  teoria Jaco~r- I ]aaf i~~oi i  ckl calcol0 z:n14inz ioni, 
Accademia dei Lincei, Rendiconti, Vol. VI, page 137. 

(**) Delle vtrviabili cornplesse negli iperspnaî. Loc. cit., Vol. V, page 150. 
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! 88 Fréclr e t :  Sur une exfensiotl de la méthode 
' _ 

1. - Tout d'abord, nous mettrons l'intégrale I sous une forme plus 
commode. Posons : 

D ( x I ,  ..., XA F -  f 
D (ai ,  . . , O,.) 

en supposant x ,  , .. . , Y, exprimés en fonction de 
voit qu'on pourra écrire: 

,. 

(2) 

r pmamètres ai ,..., w,.. On 

I = J . .  . J ~ ' d w ,  do,.. . d o ,  

P désignant une fonction homogène et du premier degré des déterminants 
Il (xi1,  xi2,. . .. xi".) , . fonctionnels OU zl,. . . , i, est une combinaison quelconque 

B (ai,.  . . , fi>,.) 

àes 72 premiers nombres entiers 1. à 1.. Car on a :  

Réciproquerneut, l ' i n t é p a l e  (3) pourva toujozws se r a ~ ) z e w r  à la fo~wze ( 1 )  
quelle que soit la fo~.~)ze  de la fonction F de x,, ..., :c,, homogène et du p e -  
nzier dey?+ par rapport  aux qua~zt i tés  

car l'égalité (2) définira f comme une fonction de x, , . . ., x, et des détermi- 
nants fonctionnels : 

.D ( x x ~ ,  xi?,. . . , x;?) 
D (xi, x2, ..., sr) 

lesquels sont certaines fonctions des quantités 

il suffit de choisir parmi les variables x ,,..., x,, les lettres x ,,..., x, par rap- 
port auxquelles les équations de la multiplicité Sr considérée sont résolubles. 

E n  définitive, la forme (1)  est  équivdente à la forme (*): 

(*) Cette forme (3) es t  l'analogue de la forme paramétrique employée par  WEIER- 
STRASS dans le  cas d'une intégrale simple. L'extension au  cas  d'une intégrale mnltiple a 
été réalisée pour la première fois soiis une forme pratique par  M. HADAMABD dans son 
cours du Collège de France. 
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dans lesquelles j'emploie l a  notation de  M. MÉRAY pour les intégrales multi- 
ples en posant : 

Il (:cil, ..., 
d (xi,, ... , xir) =, d d o ,  d w, . . . do ,  . 

D ( a , ,  ..., cdr) 

I I .  Variation première. - Calculons la variatiun première 
On aura :  

en designant par FSi et  Fiil,..,,v les dérivées partielles de F prises par rap- 
port à Xi et Li,,.. ,i, considérés comme des variables iridépendantes, tandis 

a F  que - :, par exemple, désignera la dérivée prise en considérant les x et a w, 

les 7, comme des fonctions de w ,  ,..., w,. 

D'où, en intégrant par parties les termes en d 1 : 

et en appelant Sr+, la multiplic,ité à r- 1 dimensions au plus qui forme la 
limite de  8,. On voit que si Sr-, reste fixe, on a :  

Conformément aux dénominations employées dans le calcul des variations, 
nous appellerons extrémales toute multiplicité S, qui vérifie l'équation 3 I= 0 
lorsque les limites sont fixes. I l  faut et il suffit pour cela que Sr eoit une 
multiplicité intégrale des équations 

Q I = O 9 . . . ,  Q n = O .  
Annali di M ~ t e r n a ~ c a ,  Serie III, tomo XI. 
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190 Fréche t :  SUT une extension de la méthode 

III. Equations canoniques des extrémales. - Pour arriver à la forme 
canonique 'des équations ( 6 ) ,  nous poserons : 

et nous nous placerons dans le cas général où, en considérant les 1. comme 
des variables indépendantes (*), le hessien de P (qui estenul et d'ordre CI;) 
a au moins un mineur d'ordre C ; -  1 différent de zéro. Sous cette condition, 
les relations (7) montrent qu'en considérant encore les 1 comme des variables 
indépendantes, il y a une relation et une seule entre les q : 

D'ailleurs, inversement, connaissant la fonction H, choisie arbitrairement 
mais non homogène, une théorie bien connue montre que si les q sont reliés 
par la seule relation (8), on pourra trouver une fonction F homogène et du 
premier degré par rapport aux variahles indépendantes h ,  telles que les re- 
lations (7) soient verifiées. Il suffit de prendre: 

si Par exemple Hq i,2,, .,, n'est pas identiquement nul. Et on sait qu'on aura: 

Ceci rgsulte du changement de variables, sans qu'on ait à ' se  préoccuper 
des équations ( 6 ) .  On voit en particulier que l'on a :  

lorsqu'on pose : 

(") Ce qui n'est pas lorsqu'on tient compte de3 égalitos  hi,,...,^,.= (%il , - . ,  xi,.) , car 
ll (Wi,. . , q.) 

on a alors  : 
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de Jacobi-Hamilton. 191 

et dans ce cas les quantités qi,,...,i, ne sont pas seulement liees par la rela- 
tion (B),  mais encore par les équations: 

qui résultent des identites (9), (11). 
Si nous introduisons maintenant les nouvelles variables duns les équa- 

tions (6), nous voyons yu'on pourra ~egarder les ertrérnules cowme définies 
pur le système canonique suivant, dont 012 remarqzwn ï'umloyie avec celui 
de HAMILTON (auquel il se réduit pour r = 1)  : 

On peut d'aillaiirs l'écrire sous la forme : 

2.  
D (pii ,..., i,., xi?, . . . , xi,.) - -pH,, ( i i= l ,  ..., n) 

ip....,tr D 9 - 9  WI.) 
(16) 

D ( i  i xi) -- H . 
D (6,1, ..., O,.) 

p q . . .  ( ' 7  2 7 . 7  ' 7  = ,  (17) (El 

Observons d'ailleurs qu'on peut remplacer la condition (8) par une autre 
plus simple. 

En effet, H est une constante dès que les x et les q vérifient les équa- 
tions (16) et (17). Car on aiira dans ce cas: 

+ 2. 5 (-l)$ 
il, ..,m.. s=I=l 

car les deug crochets sont identiquement nuls. 
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a H  
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P a r  suite, - est nul et de m&me pour les autres dérivées. Dès lors, a 
II est une constante et au lieu de l'équation (8) on peut se contenter d'é- 
crire que la valeur initiale de H est nulle. Si  l'on n'imposait pas cette con- 
dition, les équations (16) et (17) représenteraient, après le changement de 
variables : 

h,...,i, = HPiii ..., &, (18) 

les équ:itions des extrémales de l'intégrale: 

où f est une fonction en gknéral non homogène par rapport aux 1, définie 

où les q sont déterminées par le système (18) en fonction des 2,. On n'aurait 
plus du tout le même problème, car la valeur de l'intégrale ne dépendrait 
pas seulement de la multiplicité 8,- mais de sa représentation paramétrique 
en fonction de w ,,... , w, . 

IV. Fonctions d'hypersurfaces. - Revenons à l'expression (4) de 8 1 ;  
lorsque Sr est une extrémale, J I se réduit à l'intégrale prise sur le contour 
SC-, de 8,. Cette intégrale peut s'écrire de la manière suivante : 

B Sr Qtant la multiplicité à r dirneiisions engendrée par le déplacement infi- 
niment petit de Sr-, , multiplicité dont on peut représenter les coordonnées 
en fonctions de r paramètres O,, .. . O,. On voit que d 1 sera nul si I'on a 
en tout point de Sr-, : 

Nous dirons dans ce cas que SC est une extrémale transversale à 8 SC 
le long de SC-, . 

Nous allons maintenant supposer par extension d'une théorie connue 
dans le cas de r = 1 que I'on peut déterminer une extrémale S, par les con- 
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ditions suivantes: 1.' passer par la multiplicité 8,-i à r -  1 dimensions 
choisie arbitrairement ; 2.' être transversale à une multiplicité fixe T, . 
Lorsqu'ori fait varier IV-, , le contour Sr-, de S, se compose de 2,-, et d'une 
niultiplicité à r - 1 dimensions au plus 2',-, située sur T, et  l'on a 

en appelant dl  Sr la multiplicité engendrbe par IV-, seulement. 
D'après cela, on voit qu'à chaque position de  lu multipZicité 2,-,  cor- 

~espcnd une valeur bieu déterminde de 1: Uz4, dont la variation est donnke 
par l'équation : 

en posant: 

P a r  suite U2,-, est une des fonctioizs étudides par. M. VOLTERRA sous le 
nom (le fonctions d'hyperespuce et que j'appellerai fonction de M. VOLTERRA 
ou fonction ( V )  de l a  multiplicité Zr-, . Cette fonction n'est d'ailleurs pas 
en géndral du premier degré ("). Si l'on pose alors 

on voit que cela revient à faire le changement de variables (7) et par con- 
séquent on peut énoncer le théorème suivant: 

Si xi,. . . , x, représentent les coordomu?es d'zltze multiplicitk Zr-, à r - 1 
dimensions et si les quantif& qqi,,...,i, représentent les dérivées fonctionnelles 

a u 
de la fonction UA,-, dkjînie plus haut, il y a un système d'in- 

(Xi,, ..-, Xi*) 
tégrales des équations ( E )  qui coihide sur &,, avec le système formd par 
ces quantitds. 

Les dérivées de la fonction U vérifient donc un système d7Qquations finies 
qu'il est facile dè former et qui est l'analogue de l'équation aux dérivées 

(") Voir Ia note déjà citée, vol. V, page 159. 
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194 F r é c h e t :  Sut* une extension de la méthode 

partielles de JACOBI (obtenue pour r = 1). 11 se compose des équations (8) 
et (14), puis des équations obtenues de la manière suivante. Appelons [Jii)...)ir-, 
les cosinus directeurs de 2,-, relativement aux axes xi,, ..., xi ,.-, . Les équa- 
tions (17) vQrifiées sur 2,-,  pourront se mettre sous la forme : 

O xa Nous avons CE - 1 équations à n - 1 inconnues -- , . . . S x,. 
9 -- qtli O xi O XI 

par élimination de ces inconnues pourront fournir des équations de la  fornis: 

P a r  exemple dans le cas de r = 2, on a :  

E n  définitive, les dérivées a u de Uzw, sont liées par les éqzca- a (xi,).-.? xi,.) 
tions (8)) (14)  et (22) aux coordonnées X i  et aux cosinus directeurs pi , , . . . ) i ,  

relatifs au pozizt considéré de Sr-, . Si l'on s'était contenté de remarquer que 

les a u satisfont à l'équation (8\, on n'aurait pas eu un résultat in- a (x;, ). . ., xi,.) 
téressant. Car on sait que ces dér ides  ne sont pas déterminées d'une façon 
unique (*), et que quelle que soit la fonction ( V )  considérée, on aurait toujours 
pu choisir ces dérivées de façon à satisfaire à ( 8 ) .  

V. Fonctions du premier degrd - Cette remarque n'est plus appli- 
cable dans le cas où la fonction ( V )  considérée est du premier degré. En 
effet, on convient dans ce cas de prendre pour dérivées de la fonction, le 
seul des systèmes précédents qui soit uniquement fonction des coordonnées 
du point où l'on prend la dérivée. Dès lors, c'est énoncer efectivement une 
propriété d'une fonction de premier degré que de dire qu'elle satisfait à 
1'6quation 

Nous démontrerons alors le théorème suivant : 

(*) VOLTERRA, LOC. cit., page 160. 
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de Jacobi-ffmd ton. 195 

Sa' une fonction ( V )  du premier degré: U',, satisfait à l'équation aux 
derivees fonc,tionnelles partielles (8)', elle vh.ifie le systènzç ( E )  sur toute 
multiplicité S, ielle que l'on ait: 

En effet, d'après l'hypotht?se, les q sont des fonctions de x, , . . . , r, telles 
que l'on ait identiquement (*) : 

L'équation (8) étant vérifiée quels que soient x , ,  . .. , s,, on aura : 

D'après les hypothhses, ces equations peuvent s'écrire : 

-- 
(*) Voir la note déjà citée, vol. V, page 162. 
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1 ci6 F r é c h e t :  Siif* vrze extension de  ta mdthode 

ce sont donc les équations (16) : 

Inversement, supposons qu'il existe des fonctions qi,, ...,i, de x ,,..., x, 
qui vérifient le système (16), (17). Voyons si elles peuvent être considérées 
comme les dérivées d'une fonction du premier degré; 'c'est-&dire si toutes les 
quantités Ail ,  ...,, sont nulles. Nous avons vil plus haut que si le sy- 
stème (16),  (17) est .vérifié, H est une constante. Donc les équations 

g= O sont v6rifi6es. Et alors en remontant les calculs précédents, on voit a xi 
qu'on aura : 

Nous avons ainsi n équations linéaires et homogènes par rapport aux 
Cnl quantités Ai,,..+,.+, . Ces équatioiis sont bien vérifiées lorsque les AiI,...,i,+, 
sont nuls. Mais le raisonnement ne prouve pas que cela ait lieu nécessaire- 
ment, Cependant, on peut afirmer qu'il en est ainsi lorsque r = n - 1. Car 
le système précédent peut s'écrire dans ce cas sous la forme : 

Comme nous supposons précédemment possible le changement de va- 
riables : 

11' ...' r -- 1i,,,..,i,. - . - - ..., 
%, ..y *q il, ..., i,. 

les Nq 
i,,-+, 

ne sont pas tous nuls e t  on a bien : 

VI. Généralisation des théorèmes de JA~OBI. - Supposons qu'on ait trouvé 
u9ze fonction de  premier degré U2,_, dépe2lelzdant d'un paramètre arbitraire a 
et p i  vérifia u Z'équatéorz aux derivées pa~tielles a (8') quel que soit a. Je dis 

au 
que la valeur de est constante sur toute extrémale véri$ant les dqua- a; 
tions (23). E n  effet, si 8,-, et Zf,-, sont deux multiplicités situées sur l'ex- 
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trémale Sv, on aura : 

a a a a u an "i , - l  -- 2i Uxl.-l =.h [[a (x, , . . . , xi?> ] a  ( % ,  -, xiv) 
Sr 

ou en posant : 

On a donc bien 

Considérons maintenai~t une fonction d u  premier dégré Uz,,_, dépendant 
de C I  paramètres arbitraires : ai,, ...+,. . Nous dirons que c'est une intégrale 
complbte de l'équation lY= 0, si I'élimiriation des paramètres a entre les 
équations 

a u 

(où les seconds memhres sont certaines fonctions de r, ,.. ., x, ,  et des ai,,.,.,i,.) 
conduit à la seule relation: 

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui est la généralisation 
directe du th6orème de JACOBI: 

Si une fonction du  premier degré U2,.,, est u?ie intégrale contpiète de 
l'équation (8') dépendant de Cc paramètve ai, ,  .... i,., les équations: 

ddfinissent, qelelles que soient les constantes a et b laissant ces équatiorzs 
compatibles, zcn systènze d'intdgrales des équations canoniques ( E ) .  

Annali di Maîematica, Serie III, tomo XI. 26 
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198 Fréche t :  Sur une extension de la méthode 

Autrement dit, les multiplicités Sv engendrées par les multiplicités 2,-,  
a qui donnent des valeurs constantes aux- Urr-, sont des multiplicités extrB- a a 

males. E n  effet, si a UXF, est constant, on doit avoir en annulant sa 

variation première : 

Or puisque l'équation (8) est vérifiée quels que soient les a, on a : 

a V .- 
il ?j,. a ai,, 

q j , , - - . i j v  Hqj ,,..., j,. = 0. 

Mais d'après la définition de l'intégrale complète, on voit facilement que 
l'un des déterminants fonctionnels d'ordre C ;  - 1 formé par les 

doit être diffdrent de zéro, tandis que le déterminant d'ordre Cf est nul. P a r  
conséquent, les équations (25) et (26) déterminent la même série de rapports 
pour les Hqj ,,.. , jv  et l e s d  (xi,,,.. , xi,.). Par  suite, on peut Bcrire : 

et alors d'après le th6orème démontré page 195, l'on aura aussi: 

ce qui démontre le théorème. 
Donnons un exemple; les équations : 
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de Jacobi- Havdton. 193 

sont vérifiées en prenant 

sur toute surface engendrée par la ligne L telle que l'on ait 

-- au 
const. a6 = const. 

au 
ac = const. a a 

Nous voyons se manifester dans la rdsolution des équations canoniques (E) 
la différence entre le cas de r = 1 considéré par JACOBI et le cas général. 
En effet, l'intégrale complète qu'employait JACOBI pour les résoudre n'est plus 
une fonction de n variables, mais une fonction d'hype~espcire. C'est une des 
nombreuses circonstances où la considbraiion de ces fonctions est imposée par 
la nature du problème. 

Octobre, 1904. 
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Alcune supe r f i c i e  d i  Gu icha rd  
e le relative trasformazioni, 

(Di PASQUALE CALAPSO, a Palermo.) 

I n  uns elegante Nota pubblicata da1 sig. (?ruicaa~o nei Comptes Rendus 
de  l'Académie .des Sciences ("), 17autore s'imbatte in una notevole classe di 
superficie, le cui linee di curvatura soddisfano ad una particolare condizione. 

L'autore definisce la superficie generica N della classe sudetta mediante 
la seguente proprieth caratteristica : 

u Il existe une surface N' ayant méme image ~phérique de ses lignes 
u de courbure que la surface N et telle que si r ,  et r ,  sont les rayons de 
u courbure principaux de N, r ' ,  et r', les rayons correspondantes de N', 
u on ait 

r1 1'12 + y2 r'l = const., (1) 

u la constante n'étant pas nulle. n 

Nella presente Memoria ogni superficie che ammetta una superficie con- 
iugata nella sudetta relazione, la chiameremo una superficie di GUICHARD e 
talora anche brevemente una superficie N. 

Volendo assoggettare queste superficie ad uiio studio particolare, con- 
viene riferire la superficie generica N alle sue linee di curvatura. 

Scrivendo le due forme quadratiche fondamentali 

e cercando la condizione necessaria, e sufficieute per l'esistenza della super- 

(*) Sur les Surfaces isothermiques [Comptes Rendus, vol. 130, pg. 1591. 
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202 Ca 1 a p s o  : Alcune  superjcie d i  Guichard 

ficie N' nella relazione richiesta, si perviene alla condizione 

Si è quindi condotti ad una classificazione delle superficie di GUICHARD 
secondo due tipi differenti definiti rispettivamente dalle relazioni : 

Diremo super jc ie  d i  GU~CHARD d i  pi.inza specie quelle definite dalla re- 
lazione (a); chiameremo di seconda specie le altre. 

T r a  le supcrficie di GUICRARD di prima specie conviene notare le super- 
ficie a curvatura costante positiva che costituiscoilo una importante soluzione 
particolare del problema; aile superficie di GUICHARD di seconda specie ap- 
partengono le superficie a curvatura costante negativa. 

F r a  le principali propsietà di queste superficie si ha  clie l'inversione per 
raggi vettori reciproci trasforma una superficie di GUICHARD in  infinite nuove 
superficie di GUICHARD. 

H o  trovato questa proposizione utilizzaiido gl'invarianti dell'inversione 
già da me  osservati in una precedente Memoria (*). 

Partendo da una superficie qunlunque, sulla quale non si faccia alcuna 
ipotesi, di cui le due forme fondamentali siano 

E d u 2  + G d v "  
D d u2 + DI' d ve, 

ed applicando l'inversione, si ha una nuova superficie con tre costanti arbi- 
trarie. Siano le due forme di quest'ultima 

E;duP +- G , d v 8  
D, d ut . f- D", d a'. 

H o  chiamato invariante dell'inversione una funzione 

(") Sulle superficie n linee cli curvatura isoterîne. [Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, t. XVII, p. 275.1 
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e le vela tive trasfo?.maxioni. 

dei coefficienti E, G ,  D, D" e delle loro derivate d'ordine qualunque, quando 
h a  luogo identicamente la  relazione 

H o  riconosoiuto che l'espressione 

G f E  

è un invariante ne1 senso sopra definito, donde ho dedotto il teorema eniinciato. 
Qiiesto teorema conduce ad un rnetodo di trasformazione per le superficie Ar. 
Chiamando trasformazione di GUICHARD il passaggio d a  una superficie N 

alla superficie coniugata N', possicmo dire che il sudetto metodo di trasfor- 
mazione consiste ne1 comporioe l'inversione colla trasformazione di GUICHARD. 

P e r  le superficie N bussiste un secondo inetodo di trasforrnazione il qusle 
deriva d a  un teorema di GUICHARD, c,he stnbilisce aleune relazioni tra le sii- 
perficie N e le superficie i~oterme.  

P e r  enunciare il teorema di GUICHARD sotto una nuova forma, utile per 
il seguito della presente Memoria, conviene introdurre corne incognita prin- 
cipale per la determinazione di una superficie N ,  . d i  prima specie, la  fun- 
zione O dei coefficienti del suo elemento lineare definik dalla formola 

tgh O = -. \iB 
L a  funzione O è caratterizzata da1 fatto che le due equazioni differen. 

ziali nella funzione incognita W 

- 1 as o -- ao 2 tgh 0 - W, 
senho cosho a u  a u 2  ô u 

1 a 3  o a @  
+ senh e cosh @ a u2 au  

- 2 ~ 0 t h  0 - W a v 
debbono ammettere una soluzione comurie. 
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204 Ca 1 a p  s O : Alcune superficie d i  Gzcichard 

D'altra parte, sappiamo che la determinazione delle superficie isoterme 
dipende dall'equazione di quarto ordine 

a cui deve soddisfare il suo invariante R (*). 
Cib posto, il teorema di GUICAARD che permette di trasformase una su- 

perficie N iri infinite superficie isoterme, pub enuricjarsi ne1 modo seguente: 
S e  due funzioni O e W sono legate dalle relazioni il sistema di 

an - - -- ~ e r i h O ~ ~ ~ + W + i @ ~  + 1 Ô2o 
a u -  \/S a v \in  COS^ O GY / 

è illimitatamente integrabile. Si avrà dell'integrazione una funzione 
una costante arbitraria che sarà una soluziorie dell'equazione (8). 

Volendo pervenire al secondo metodo di ti,asformazione per le 

(4 

I l  con 

super- 
ficie N è necessario procedeie in certo modo alla inversiorie del teorema di 
GUICHARD; potremo cosi inversamente far derivare da una superficie isotesina 
infinite superficie N con tre  costanti arbitrarie. 

Frat tanto le formole, che dànno l'invariante O della superficie N, sup- 
posti noti gl'invarianti 12 e J della superficie isoterma, sono: 

ao i 1 - i \ 2 Q ûosh O - + - i !le cosh 2 O -- - i ( J  + nz), a u  2 2 

m essendo una costante. 

(*) Vedi formola (9) della mia citata Mernoria. La medesima equazione di 4.' ordine, 
sotto forma diversa, fu stabilita precedentemente da1 D.' ROTHE nella sua tesi di laurea, 
che ora soltanto vengo a conoscere: Untersuchunyen über die [I'heoîit: der isothermerc 
Flüchen, Inaugural-Dissertation, Berlin, 1897 [Vedi formola (D), pag. 231. 
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L e  trasfurrnazioni rappresentate ~nal i t icamente  dalle formole ( E )  e (7) le 
chiaineremo rispettivamente G, e G-i. 

Consideriamo altresi le trasformazioni analoghe che si deducono d a  ( E )  

e (7) cambiando i in - i  e che indiohererno con G e 3-1. 
Veniamo alle nuove trasformazioni per le superficie di GUICHARD me- 

diante la  coinposizione di due trasformazioni G, G--'. . 
I imi tando le considerazioni alle trasformazioni reali, potremo dedurre da 

una  ben nota siipet,ficie AT una nuova superficie AT, con tre  costanti arbitrarie. 
Il passsggio dall'invariante O della superficie N all'invariante Qi di NI 

è raypresentato analiticnmeiite da1 seguente sistema di equazioni 

a x - - 1 82, - a a 
p a, - senh O (1' - ! J ~  + 2 IV), ) a  COS^ o a U~ 2 

b ( T T \  

nella fiinzione incognita O, e in due ausiliarie 1, e p. 
l? notevole che l'integrazione di qiiesto sisterria pub cornpiemi mediaiite 

l i t  successiva integrazione di due sistemi di RICCATI illilnitatamente integra- 
M i  ; ne discende la seguente proposizione : 

S e  si conosce una soluzione particolare del sistema (II), (III) ,  si pub 
compiere la  trasformazione con sole quadrature;  e i n  tale ipotesi I'applica- 
zione della medesima trasformazione alle superficie trmformate ricliiederà sol- 

o tarito successive quadrature. 
Risultati analoghi sussistono per le superficie di GUICRARD di seconda 

specie. 
L a  nuova forma sotto cu.i ho  enunciato il teorema d i  GUICHARD, per- 

mette altresl di rappresentare la trasformazione di DARBOUX per le siipsrficie 

Annnli di ~Mnleirzntica, Serie III, tom0 XI. 27 
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isoterme, chiamata da1 BIANCHI unn 
saggio d a  una soluziorie particolare 
nente qu:cttro costanti arbitrarie. 

t~asformaxione Dm ("1, 
della ( 8 )  ad una nuova 

mediante il pas- 
soluzione conte- 

L e  formole relative si ottengono manifestamente compone;ido una tra- 

sformazione G-i cor1 una c Si avr8 : 

a @  1 1 
- i ,5 I(Z cosh O + 2: Q2 cash 2 O - - i ( J  + vz), 

o u  L 2 

Si 
di una 

pub mettere questo sistema sotto forma reale in virtù dell'esistenza 
funzione $ soddisfacente alle condizioni 

. a @  C L _ % - -  = 1 senh @ (12, - Q\, a a v \ 2 
. a @  1 a = z - - i - cosh 43 (fi, + il). a; z z c  va 

Mediante l'introduzione della $, potremo rappre~ent~are  analiticamsnte la 
trasformazione sotto la forma seguente : 

(*) BIANCHI, II leo).ema & pe~mitabil i tà per le trasfo~itznaio?ti di DARBOUX delle su- 
perficie isoterme. [Atti della Reale Accademis dei Lincei, 1 . O  semestre, 1904, p a s  359.1 
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e le relu tive tras  fornzaeioni. 207 
- 

Intorno a questo sistema nelle funzioni iiicognite +, ai,, osserviamo che 
esso non differisce essenzialmente da1 sistelna (A) (B) nelle funzioni 1 ,  Q 
della mia citata Memoria che per Io scambio di J in J f  m. Ne discende 
la proposizione : 

Gna trasformazione D, equivale, a nieno di movimenti, alla trasforma- 
zioiie Cm ad un parametro da nte segnalnta nella citata Memoria e yappre- 
sentata analiticamente dalla forniola 

J ( I )  = J $ rn (uz = costante) 

più una inversione ed una trasformazione di CHRISTOFFEL (*). 

Siano N e N' due superficie coniugate colla seliizione (1); e sia 

la rappresentazione sferica delle loro liriee di curvatura. 1 raggi principali di 
curvatura delle due superficie soddisfano alle equazioni 

(") È notevole per questè trasformazioni un teownza di pe~rnutabilità scoperto da1 
BIANCHI; le forinole relative sono state esposte dall'autore sotto la 'forma piu elegante 
nella nota sopra citata, 
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208 Ca l a p s o :  Alcune supet-jîcie d i  Guichard 

D a  queste si ricava : 

e, denotando con 2 c il valore della costante : 

Si deduce integrando 

i r i  cui $ ( v j  denota uria furizione arbitrai+ia della sola e. 
Analogamente 

con (u) funzione arbitraria della sola u. 
Possiamo supporre senzn ledere la  generalità c = 1,  e clie per  una op- 

portuna scelta di pal-ametri le funzioni q, (u) e + ( 8 )  si riducano all'unità PO- 

sitiva O negativa, escludendo per  ora il caso in cui qualcuna di queste fun- 
zioni si anriulla identicamente, caso che tratteremo a parte. Sicchè scriveremo 

Sostituendo in (1) per r' ,  ed r', i valori ricavati dalle formole prece- 
denti, si ottiene dopo fmili riduzioni 

Si osserva intanto che i valori E = E '  = - 1 non possono corrispondere 
ad una soluzione reitle del problema; uria almeno di queste costaiiti dovrà 
essere I'unità positiva. Ed allora possiamo suyporre (scambiando se occorre 
u con v)  E ' =  f 1, quindi avremo 
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Cib posto, introduciamo per una superficie N le due forme quadratiche 
fondamen tali 

f=Edu" G G d ,  

= D d zc2 + D" d vz. 
Si dovrb avere : 

e sostituendo nella (4) : 

In questa assumeremo pela il radicale il valore positivo potendo cambiare 
se occorre D e D" in - D e - W .  

Siamo quindi coiidotti a. c1assificai.e le superficie -77 secondo due tipi dif- 
ferenti, definiti rispettivamente dalle relazioni : 

In cib che segue è dimostrato che ad ogiiuna di queste rehzioni corri- 
s p n d e  effettivamente una soluzione reale del problema ; in altri termini : 

Se le linee di curvatura di una superficie soddisfano alla condizione (5) 
O (6), esiste una nuova superficie avente la stessa immagine sferica delle linee 
di curvatura e legata alla prima dalla condizione (1). 

L e  linee di curvatura della nuova superficie soddisfano pure alla (5) 
O (6). 11 passaggio da una superficie N alla sua coniugata N', diremo bre- 
vemente una trasfosmazione di GUICHARD. 

Prima d'iritrapreiidere Io studio delle superficie definite dalla relazione (5) 
O dalla (6) ,  voglirimo esarninare il cas0 escluso in cui qualcuna delle fun- 
zioni cp (zc) O + ( u )  sia identicamente nulla, 
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Supponiamo J/ (v) = O ; in ta1 caso avrenio : 

ri rfi  = 1, 

(4 Yz r', = 1 - 1-- - 
e 

F r a  queste e la (1) elimiiirindo r ' ,  ed Y',, otteniamo : 

donde derivando rispetto a v ed elimiriando g (u), ricaviarno: 
- 

a rz . -- - a log \ e  rP a Y, -(ri - r J  - a v v + G Z  
Ci6 posto, perchè sia soddisfsltta la seconda delle (2) dovrà essere 

cioè r, sarà funzione della sola ta. 

Ma cib esprime, corne si pub facilmente dimostrare, la condizione necessaria 
e sufficiente affinchè le linee di curvatura (U = cost.) della superficie siano circoli. 

Viceversa ogni superficie, per cui le linee d i  curvatura di un sisterna 
sono circoli, dà un'effettiva soluzione del problema. 

Infatti avremo i ~ i  tale ipotesi : 

7-, = qJ ( 2 4 )  ) 

ed integrando la seconda delle (2) : 

D'filtra parte potremo soddisfare alle (3)) ponendo: 

ln  questo modo avremo 

y1 ?.'s + rz = 2, 
la quale dimostra la proposizione. 

Su questa particolare soluzioiie del problema, nhe conduce ad una classe 
ben nota di superficie, non ci fernieremo pib oltre. 
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3 II. - LE SUPERFICIE DI GUICHARD DI PRIMA SPEClE 

(DEFINITE DALLA RELAZIONE (5)). 

Volendo fare uno studio complet0 delle superficie definite dalla rela- 
zione ( 5 ) ,  conviene semplificare quest'ultima col porre 

Con questn nuova notazione, l'equnzione di definizione diventa 

D DU c o s h ~ .  - - senh O .  -- = 1. 
\ j ~  \ G  

E d  introducendo altresl una fuiizione II mediante la formola 

D D" 
- senh O . + cosh O . = H 

dE \ '  G 
si h a  : 

D" = c o s h a +  H s e n h O ,  -=senhO + H C O S ~ O .  JE \ c: (8) 

Denotiamo secondo il solito con x, y, z le coordinate di un punto mo- 
bile sulla superficie e con 

i coseni di direzione dei i re  spigoli del triedro principale, diretti rispetti- 
vamente : 

1." secondo la, ta.ngente alla linea v - cost. ; 
2.' secondo la tangente alla linea u = cost. ; 
3." secondo l a  normale alla superficie., 

L e  funziorii r ,  y, 2, Xi0', Yi0), Z:O), Xi0', Yk01, Z?), X3', Yi0', 23) deb- 
bono soddisfare al  sisterna di  equazioni: 

ri 7 

a xr)=-(tgh @s + E) X ) )  + (cosh 8 + H s e n h o )  XP', av 
/ 
\ 

(9) 

a~ zo 
coth Q - + $-) xp, a u  
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212 C a  l a p s  O : ,4 tcutze super$cie di Gziichctrd 

X:O) + (senh O + Hcosli  O) XQ], 

' axg) (9) 

\au=- (cosh @ -+- H s e n h  @) Xi0], 

a x:) - - - - (senh 8 + R c o s h  O) Xi0', . a u  
colle analoghs in  y e z. 

Corne è noto, per l i ~  illimitata integrabilità d i  questo sistema sono neces- 
sarie e ~ u f f i ~ i e n t i  le relazioni : - 

aH - a 7 a~ - a E 
== (If + coth @) 3 a v = ( H +  t g h 8 ) ~  a u 1 

+--- a @  a ' + (cosh o + H senh o )  (senh @ + H c o s h  o )  - O). 1 
C O S ~ W  c v  a v  

Conviene porre questo sistema sotto altra forma che meglio si presti per 
ulteriori ricerohe. 

A tale scopo introduciamo una funzione ausiliaria W mediante l a  formola 

a?(-) 1 
$- coth @ + - cosh 2 O (1 + H z )  + 2 H s e n h  O cnsh O + W = O .  au -  2 

Potreino d o r a  esprimere le derivate seconde della 5 per mezzo delle de- 
rivate d'ordine inferiore e di W, cioè 

a ;  P aoa: 
tgh' @ (g )  + coth O - - - iw a :  

tgh O ,  - d u a z c  av 
-- 8 2 0  ' s e n h 2 0  (1 + H') - Nsenh B coshO - tgh F, - + Wsenh? 6, 

2 a U~ 

1 -- 0 2 0  

2 
coshg (3 (1 + H') - H senh O cosh O - coth.8.- -TV coslig 6). a v 2  
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Inoltre da1 sistemn (10) eliminando la funzione H coll'imporre la condiziorie 

si perviene all 'egu~zione 

Al sistema (10) si pub dunque sostituire il sistema seguente : 

1 a 2  (9 - - senh2 O (1 f H 2 )  - H senh O cosh O - tgh O -t Wsenh2 8, 
2 3 2 -  

- -- - 
aoat aoiis -a ta t+ ootho  -- + t g h o  au&, 

a u a u  a u a v  a v  a 2 h  

ôyo 
-- cash") (1 + Hz) - H senh O eosh 0 - coth O - - W cosh", 

2 a v2 
l 

-1 (H + coth Cl) 
a u  

aH a 
au = ( K +  t g h 0 )  $ 9  

Infine calcolando le  condizioni d'integrabilith del sistema (A), (B) si 
trova che le  funzioni W e O debbono soddisfare alle equazioni 

- 1 83 O -- a @  2 tgh O - W, 
senh w cos11 o ~ U ~ V Z  a u  

1 a3 O ao 2 coth 0 - W i'). 1 + senli e cosh e a u" v a ty 

(*) Considerando le equnzioni (C) nella funzione incognita TV, bastera determinare 
l a  O in modo che esse abhiano una sola soluzione comune. 
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Inversamente, se due funzioni O e W soddisfano al sistema (C), il si- 
stema (A), (B) è illimitatarnente integralde;  le funzioni E ,  H ricavate da 
esso e la funzione 8 soddisferanno al sistema (IO), e allora si pub determi- 
nare dalle (9)  una superficie di cui l'eleniento lineare è 

e la rappresentazione sferica di Gauss è 

crl s ' k  (cosh O + Ifsenli 0)z d uz + (senh O + Hcosh 0)" v2. 

1 coefficienti delle due forme quadratiche soddisfano manifestamente alla 
relazione (5). 

Dimostriamo ora che le superficie cos) ottenute dhnno effettivamente una 
soluzione del problema. 

A tale scopo introduciamo due funzioni 5 , ,  8,  definite rispettivamente 
dalle formole 

et1 =e-F(1- H", 

- i senh O, = - 
1-HP 

[senh O (1 + H z )  + 2 If cosh O]. \ 
Avremo allora 

1 
cos h O, = --- 

1 - . H o  [ C O S ~  @ (1 + R2) + 2 H senh O]. (12) 

Dalla prima delle i l l )  derivando si h a :  

8 t I n  questa sostituendo per - il suo valore ricavato dalla prima del si- au  
stema (10) ed osservando le (11) e (12) si ricava : 

Analogamente : 
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e le relative trasformazioni. 215 

Inoltre dalle (11) e (12) si ricava : 

cosh O, + H senh O, A cosh O + Hsenh O, 

senh O, + Hcosh O ,  = - (senh O + H cosh O). ) 
(15) 

E la terza delle (IO), potendosi scrivere in forza delle (10) stesse: 

1 û 
- (senh O + H cosh o) + k [eosh @ + Hsenh o 3 u 1 

1 a 
- (cosh O f Hsenh O) + + k [ s e n h p  + Hoosho  a o  , 1 

+ (cosh O + H senh O) (senh O + H cosh O) = 0, 

sarà soddisfatta altresi dalla funzione 0,. 
E d  allora le funzioni [,, O,, H soddisferanno al sistema (10) e percib 

esiste iina nuova superficie le cui forme fondamentali prima e terza sono ri- 
spettivamente : 

d s+ e2cl (senha O ,  d U~ + coshe (3% d v g ) ,  

d s'" (cosh O, + H senh Q , ) 2  d uP + (senh O, + Hcosh O,) d v2. 

I n  forza delle (15) questa nuova superficie ha  10 stesso elemento lineare 
sferico della superficie primitiva; per i raggi di curvatura di esse si hanno 
le formole : 

e5 cosh @ eg seiih a r - - senh @ + H cosh e ' rs = 
cosh @ + H senh @ ' 

- dl cosh - ecl senh @i r', = = 
senh + H cosh ai ' cash Of $. Hsenh ei 

E da queste tenendo conto delle (11) e (12) si deduce 

Infine notiamo che tra le due fornie fondamentali della seconda super- 
ficie si ha la relazione identica 

cosh O, (cosh O ,  $ II senh O,) - senh O, (senh O, + H cosh O,) = 1, 

ed è cosi stabilita la proposizione, 
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216 Ca E a p s O : A l c m e  superficie cli Guicllard 
- 

Come soluzione particolarmente interessante notiamo che le equazioni (C)  
rimangono soddisfatte, assumendo per @ una soluzione della equazione 

â z o  azo 
-- + i_2 + senh O cosli @ = 0, a 212 d 

e per W la funzione 

- 1 2 2 0  1 _ -  --ka' 
senh e cosh o a a2 

I n  ta1 caso le superficie di GUICHARD si riducono in particolare a d e  su- 
perficie' a curvatura costante positiva, e alle loro derivate mediarite l'in- 
versiorie. 

5 III. - LE SUPERFICIE DI GUICHARD DI SECONDA SPECIE 

(DEFIN~TE DALLA RELAZlONE (6)). 

Per trattare il problema in questa seconda ipotesi porremo 

i:= & sen O, @ = e5 cos 0, 

e con questa notazione l'equazione di definizione diventa : 

Ed introducendo altresi uiia funzione II rriediante la formula 

D D" sen @ = + cos O = Il, 
LIE \' G 

avremo 

D - D" - = c o s O + H s e n @ ,  - - sen O + H c o s  8. 
\/ K 

(BI* 
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Con le solite notazioni siamo condotfi al sistema seguente: 

1 %  = -& sen o X y 

I %=- (cos @ + H sen @) Xi) 

= (sen e - H cos 0) XT. (7%- 

Per la illimitata integrabilità di questo sistema sono necessarie e suffi- 
cienti le relszioni 

l @ a ' (cos O + B s e n  O )  (sen B -- H cos @) = O. 
"i 

+ e o s < 0 ~ -  
Introduciamo corne precedentemerite una funzione ausiliaria W definita da: 

e con procedimento analogo a quel10 ~eguito ne1 paragrafo precedente sosti- 
tuiamo alle (IO)* un sistema risoluto rispetto alle derivate seconde della 5 e 
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alle derivate prime della H. Avreino: 

a2t = i (ail2 i aoag - - - - - tg8 O + cnt o - - - tg@--- \ aoa.: 
a u 2  2 a u  2 a u  a z c  a u  a u  

1 a 2  O + a sen' "J (1 - H z )  - H sen @ cos @ + t g  o - - W senz @ a U~ 

a 2 E  - a ~ a s '  - -- - 
a o a E  + cote-----tg@ aoaE 

a u a v  a u a u  a u a u  KG 1 (4" 
1 a o a r  cotg@ -2 - tg@ -- 2 f c o t o  a @  ai (Er a v  GZii 

1 a 2  o +-a cos2@ (1-Hz) + H s e n o c o s @ -  c o t e  - + W C O S ~ O  a vg  

Infine calcolando le condizioni d'integrabilità del sistema (A\*, (BI* si 
trova che le funzioni W e O debbono soddisfare alle equazioni 

1 a 3  O ao 
+ seii o cas o a u a v2 

+ 2 t g 0 <  a W, 

1 a 3  O -- 
+ sen o cos o a u2 a v 2 cot (9 - W. a v  j 

' 

Inversamerite, se due funzioni @ ,  W soddisfano al sistema (C)", il si- 
stema (A)", (B)* è illimitatamente integrabile; le funzioni 5 ,  11 ricavate da 
esso e la funzione o soddisfaranno al sistema (loi*, e allora si pub deter- 
minare dalle (3)"un superficie di cui l'elernento lineare & 

e la rappresentazione sferica di GAUSS è 

d s'% = (COS O + H sen 0)2 d u2 + (sen @ - H cos @)e d v2, 
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e le relative tras formazio~zi. 

1 aoefficienti delle due forme quadratiche soddisfano manifestttmente alla 
relazione (6). 

Si dimostra corne ne1 caso precedente che le superficie cos1 ottenute 
danno effettivamerite una soluzione del problema; irivero le formole che de- 
finiscono iii questo caso la superficie coniugata sono: 

= e-6 (1 f H 2, I 
f 

- 1 sen @ ,  = ---- [sen O (1 - H" - 2 H cos @], \ (1V 
1 + H' 

Avremo allora 

I 
COS O, = - 

1 + H "  [cos @ (1 - H" ) 2 If sen s) 

et cos O -- ec sen O ri = 'Ye = 
sen@ - H C O S @ '  cos O 1- H sen (9 

egl cos 0 - ecl sen ai r' ,  = 9 Y * =  
sen (% - Iilcos 01 COS Ot + H sen o, 

donde discende facilmente la proposizione. 
Corne soluzione particolarment,e interessante notiamo che le equazioni (C)" 

rimangono soddisfatte, assumendo per O una soluzione dell'equazione 

a 2  8~ O 

a-% f sen O cos O = 0,  

e per W la funzione 

W =  1 as0 i 
sen o cos O Su, + IL 

In ta1 caso le superficie di GUICHARD si riducono in particolare alle su- 
perficie a curvatura costante negativa, e alle loro derivate meditlnte l'in- 
versione. 

Al10 studio delle classi di superficie sopra considerate siamo altresi con- 
dotti da una questione assai più generale di ciii per ora tratteremo soltanto 
in  quanto che possa interessare alla presente Mernoria. 
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Riprendiamo per una superficie qualsiasi S, sulla quale non faremo al- 
cuna ipotesi, le consuete notaziorii. Siano x, y, x, le coordinate di un purito 
mobile su S, e siano 

f = E d u 2 +  G d v 2  

= n d  -+ DI/ d v2 

le due forme fondamentali della superficie rifcrita alle sue linee di curvatura. 
Applicarido alla superficie S l'iiiversione di  potenza = - 1, otterrenio 

una  superficie Si dipendente da tre costanti arbitrarie. 
Siilno 

f i = E , d u 2  f G 1 d v g  

pi  = Di d  21' + D", d 2i2 

le due forme fondamentali di  quest'ultima. 
Chiameremo i~zvwia~z te  una  funzione 

+ ( E ,  G, D, Dl; à;;, . . .  1 
dei coefficienti E, G, D, D" e delle loro derivate d'ordine qualunque, quando 
ha luogo identicameute la relazione 

JE +(E, G, D, Dr', àu,...)=+(.~,, G , ,  D i ,  Dl',, 2 , - - .  ) .  
Qui interessano particolarmente alcuni invarianti fonda.mentali che pas- 

sianio a costruire. 
Denotiamo con a, 6, c le costanti del polo dell'inversione, e poniamo 

L e  formole della trasformazione sono: 

Derivando queste si ottiene : 
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con le analoghe in y e z, dalle quali si deducono facilmerite le relazioni 

E=fE i ,  G = p e G i .  (18) 

E 
Secondo la  definizione superiore la  funzione - è un invariante dell'in- 

G 
versione. 

Un secondo invariante l'otterremo ne1 modo seguente. 
Esprimendo i coseni direttori della normale alla superficie trasformata 

per mezzo dei coseni direttori della normale alla superficie primitiva e delle 
funzioni 2, y, x si ottengono con opportuni artifizi le formole seguenti: 

D'altra parte derivando ancora le (17) e tenendo presenti le (17) stesse, 
si  ricava: 

D'onde, osservando le (19) 

Bommando e riducendo : 

a 2  x a2 Y -I[(x-a)a,+ P" U (z-  w X p i ( x - a ) .  

Intanto, avendosi 

p = (x - a)e + (y - b)' + ( z  - c)%, 

dnnali di Malematicn, Serie III, tom0 XI. 29 
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Dopo di uhe Ia precedente si pub  scrivere 

- 
Sostituendo in forzs delie (18) per p il rapporto @, la (20) diventa 

d E i  

In  modo analogo si trova 

D"l Dl' 
(O) (x - a). ~ = ~ c + \ ' " p x ~  i 

Moltiplicando la (21) per \ G, la (22) per y'Ë etl osservando le (18) si ha: 

Da queste sottraendo sj ricava la relazione 

D'altra parte in forza delle (18) 

\ /G+ B E = ~ J G , + E E ~  ( E =  * 1)- 

Dalla (23) e (24) si deduce che l'espressione 

è un invariante dell'inversione. 
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Questo risultato permette di dedurre importanti conseguenze per la pre- 
sente teoria. 

'invero la proprietà invariantiva dell'espressione (25) rnostra che appli- 
cando l'inversione ad  una superficie di GUICHARD, si ottengono m3 nuove su- 
perficie di GUICHARD. 

Componendo l'inversione colla traeformazione di GUICHARD si ha  un primo 
metodo di trasformazione per queste superficie. 

In  questo paragrafo ci occuperemo in particolar modo delle superficie N 
di prima specie, per le quali adotteremo le notazioni introdotte al €j II. 

Per  la teoria di queste superficie ha graride importanza un teorerna del 
sig. GUICHARD, che pub enunciarsi ne1 modo seguente : 

Data una superficie hT di prima specie, si pub determinare una funzione y 
delle variabili za e o, in modo che la superficie I definita dalle equazioni 

2, = x  +ef' (Xp+ i X q ) )  

y ,  = y + e? (Y?) + i  YP)) (26) 

x ,  = z + e y  (ZI0) - \  i Zr)) 
sia isoterma. 

L a  determinazione della funzione y dipende da un eistema di RICCATI il- 
limitatamente integrabile. 

L'autore viene cosi a dedurre mi superficie isoterme, riferite alie linee 
di curvatura, ciascuna delle quali si ottiene corne luogo d i  un punto Al si- 
tuato sulla tangente isotropa della superficie N. 

Per  cib che segue B molto utile dirnostrare direttamente questo teorema 
deducendolo dalle formole superiori. 

A tale scopo deriviamo le (26) e sostituiamo alle derivate delle funzioni 
x, y, z, Xio), Y!0), Z(,O), XF), Y!?, ZAO), le 101x1 espressioni ricavate dalle ( O ) .  

Otteniamo cos1 : 
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colle ana.loghe in y, e 2,. 

Imponendo le condizioni 

si trova che la funziorie y dovrà soddisfare al sistema seguente: 

a t 
- i senh @ - - d - 7  (cosh @ + R senh @ )  (senh @ + H cosh @) = 0, a v 

cosh* s a 5 
--senh fi (9 +ie)+ -- 1 

O U  a v  senho a u  (28) 

-i--- Senh' @ a cash" oenh (p - () - senhz @ cosh ( y  - 5) 
cosh @ a v 

- l- er-c ( H 2  coshs @ + H z  senh2 @ + 4 Hsenh oosh @) = O, 
2 

che si pub scrivere 

1 - - ey-c  ( H e  senh @ + 2 Hcosh @), 
2 

. a c p  a  o a s (29) 
z - $ - = cosh @ senh ( y  -5) - coth @ - a v  a u  a u  

1 + y e y - r  (Hz cosh @ + 2 H senh B). 

Intorno a questo sistema osserviamo subito che esso è illimitatamente 
integrabile in forza delle equazioni (10) che supponiamo soddisfatte; inoltre, 
posto p = e?, esso assume ]a forma di RICCATI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e le relative trasfortnazioni. 225 

Sostituendo nelle (27) per la derivata della cp le espressioni ricavate 
dalle (29), si ha :  

es senh @ - e'P senh @  COS^ (y - 5 )  + 
ef'-' (H2 senh @ + 2 H cosh «) X < )  +z  

- i ef' senh cosh ( y  - E )  f 

Il 
[ 

1 + a 8 - L  ( H z  senh @ f 2 H cosb W) ~ $ 0 )  1 
+ er (cosh @ + Hsenh o) XkO), 

a x, - -- cosh o senh (y - E )  + a v 

l er-c (Hs cosh @ + 2 Hsenh e) X:oi + 2  1 
+ 1 c' eosh u + es cosh @ senh (y - [) + 

1 + - 8-"Hz cosh 6) + 2 Hsenh e) Xr) 2 H 
+ i el9 (senh -1 H c,osh @) XLO', 

donde si ricava per l'elemento lineare della I 
d s2 = e2f' (d  ue + d ve). 

E d  ora dimostriamo che per una funzione y ricavata da1 sistema (29), 
le equazioni (26) dànno effettivamente iina superficie isoterma riferita alle sue 
linee di curvatura. 

A tale oggetto basterà mostrare che sulla superficie I le linee u e o sono 
coniugate. 

Denotando con Xi, Y,, Z,, i coseni direttori della tangente ad una 
linea v.  e con X,, Y2,  Z, i coseni direttori della tangente ad una linea u, 
si ha : 
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e sostiluendo per le derivate delle funzioni x , ,  y , ,  xi le espressioni (30)~  
scriveremo 

Per i coseni direttori della normale, che denoteremo con X 3 ,  Ys ,  Z3,  
introdurremo una funzione ausiliaria Y ohe definiremo colla relazione 

P e r  determinare la 'Y basta quadrare e sommare le (31) e (32); tenuto 
conto della relazione 

le + m4 + n2-0 ,  
avremo 

\Y 

Dopo di che possiamo risolvere le (31) e (32) rispetto ad 1, m, n ;  cioè 

E = ei-9 ( X ,  senh @ + i -Y, cosh o $ X,), 

m = ec-? (Y, senh f i Y, cosh @ + Ys),  (33) 
n = ec-Y (Z, senh @ f i 2, cosh @ + Z,). 

Da queste formole tenuto conto delle (30) possiamo facilmente ricavare 
i coseni direttori della normale; si ha  dopo riduzione 
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E d  ora derivando, e sostituendo per le derivate di Xio), X f ) ,  Xio', H, q, 
le loro espressioni ricavate 
alle seguenti relazioni 

1 
I I  senh W 

colle analoghe in y e 2. 
Da queste finalmente 

dalle (9), (IO), (29) perverremo in forza della (28) 

a E 
- $  COS^ (y - [) - a a 

a E (35) 
- + senh ( q ~  -- E )  - a v 2 

si ha: 

e cos1 la proposizione è. dimostrata completamente. 
Questo teorema del sig. GUICHARD contiene una trasformazione, che per- 

mette di dedurre da una superficie N infinite superficie isoterme dipendenti 
da una costante arbitraria. 

Tale trasforrnazione chiamerenio d'ora innanzi una tr«sformuxione G. 

5 VI. - ESPRESSIONE ANALITICA DELLA TRASFORMAZIONE G 
PER MEZZO DECiLI INTARIANTI. 

Abbiamo sopra espressa analiticamente la trasformazione G per mezzo 
delle forniole (29);  ora interessa niettere il risultato sotto una nuova forma 
introducendo l'invariante 12 (*) della superficie trasformata. 

Mostreremo cos1 che la trasformazione G si pub rappresentare mediante 
un sistema di RICCATI nella funzione incognita Q, ne1 quale i coegcienti sono 
formati soltanto colla funzione 6) e le sue derivate. 

Il vantaggio della nuova rappresentazione per la trasformazione G con- 
siste ne1 fatto che essa sotto la nuova forma si potrà applicare, oltre che alla 
superficie N da wi siamo partiti, a tutte le superficie derivate da N me- 
diante l'inversione. 

P e r  la questione che ci siamo proposti calcoliamo anzitutto dalle (35) i 

(*) Vedi la mia nota, pag. -83. 
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coefficienti della seconda forma quadratica per la superficie 1; cioè 

y---= 1 l a + cosh ( y  - E )  - - ey-( H 2  6-1, a u  senh o a  u 2 1 

Indicheremo, secondo le notazioiii della mia citata Memoria, le funzioni 
soprascritte rispetthamente con 

1 1 
- -- (u)  + R)  e?, - - - ( w  - Q) ep, 

1; 8 L'2 
ed avremo cos): 

1 1 8~ 1 
-(w + fi)=--- -- cosh ( y  - 5 )  + e?-c HP, 
\la senho 3u 

1 - . 1 a [  1 .- (w  - R)  = 2 - - - senh ( y  - 5 )  + ey-c H ~ ,  
\/ 2  COS^ o a v 

le quali possiamo scrivere risolute rispetto ad o ed Q, cioè 

I - 1 a t :  y 2 w = - -  -+ i--- l e ~ - c  (1  - H z ) ,  
s e n h o a u  c o s h o a v  

1 aE  . i a [  ei-y. ,/> Q =- - - -$ --- - - 
senh o au cash o a v 

Cib posto, deriviamo la seconda di queste, avendo cura di sostituire per 
le derivate seconde della 5 e per le derivate prime della y le loro espres- 
sioni date dalle (A) e dalle (29) ; potremo scrivere ordinando conveniente- 
mente il risultato ne1 seguente modo: 

i a [  eE-p + - - f i - -  
senh o a 21 cosh o a v 

i a2o 

+Gaz=- senh '@ . W, 
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donde tenuto conto della seconda delle (37) si ricava: 

a rz a (3 1 a 2 ( +  
i T a = - s e n h @ . D t + i ,  u 2 - Q +  cos11 O a zc2 

senh o .  W. a v 
Analogamente si trova: 

Pervenianio dunque al seguente sistema di equazioni differenziali 

Questo sistenix ha  la fornia di RICCATI ed è illirnitatameiite integrabile 
in forza delle relazioni (C) per ipotesi verificate. 

Esso dà la nuova rappresentazione analitica della trasforrnazione G e 
precisamente il passaggio dall'invariante o di una superficie N all'invariante I t  
di una superficie isoterma. 

Viceversa è sufficiente che una funzione Q verifichi il sistema (38  , percliè 
si possa assumere corne invariante per una superficie isoterma. 

Infatti in tale ipotesi definiamo una funzione y colla formola 

i a.: 1 a 5  &-y  = - 2 12 ---- --i - . 
- - sen11 r> 8 r cos\, <I a v 

Derivando e sostituendo per le derivate seconde della 5 e per le deri- 
vate prime di 11 le espressioni date dalle ( A )  e dalle (38)' si h a :  

1 1 
-k (H' senh @ + 2 H eosh (3) + - 2 senh H. 

Fra questa e la. precedente eliminando !2 e semplificando, si ottiene ln 

Annali di ~Matsrnatica, Serie III, tom0 XI. 30 
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prima delle (29);  in modo annlogo si verifica 
dalla (39) soddisfa altresi alla seconda delle (29), 

che ln funzione 
sicchè possiamo 

11 risultato seguente : ' 
S e  una  funzione il soddisfa al sistema (38), si h a  dalla (39) 

cp defiriita 
enuncinre 

in termini 
finiti urin funzione rg che soddisfa a.1 sistema (29) ; per una t,ale funzione rf 
le (26) definiscono una superficie isoterma riferita alle li'nee di curvatura, l a  
quale arnrnette corne invariante la fuiizione 12 da cui siamo piirt,iti. 

Dopo i risultati da  me conseguiti riella citata Memoria possiamo affcr- 
mare che l a  funzione !1  cosi ottenuta ~oddisfa all'equnzione differenziale alle 
derivate parziali di quarto ordine 

ond'è che da1 printo di vista analitico possintno enunciare il teorema di GUI- 
CHARD sot,to la forma seguente : 

Se  due funzioiii CI e W sono legate dalle relazioni (Cl, il sistema di 
RICCATI (38) è illimitatamente iritegnhile; si avrà d a  esso u n s  funzione f! 

con uria costante arbitraria,  che soddisfarà all'eqi~iizione differenziale (40). 

5 VII. - INVERSIONE DEL TEOBEMA DI GUI CHAR^. LA TRASFORMAZIONE G-'. . 
Per  Io sviluppo della presente teorin importa invertire i l  teorema orn 

dimostrato, cioè : 
Ogiii superficie isoterma I pub sempre corisiderarsi corne de ri vat^. da  

uria superficie N, mediarite la costruzione ind;csi.ta da1 teorema di  GUICHARD. 
P e r  la  diniostraziorie adottixmo le notazioni da  me adoperate nella ci- 

tata. Memoria. 
Denotiamo con :ci, y , ,  z ,  le coordinate di un punto mobile su I e con 

cx,, y,, Zi, (X t ,  Y, ,  2 2 )  (X3, y,, 2 3 )  

i coseni di djrezione dei t re  spigoli del triedro prjncjpale. Si av rà :  
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Per  la illimitata integrabilità di questo sistema si dovraniio avere le re- 
lazioni 

the supporremo soddiofatte. 
Dopo le ricerche da me esposte nella citata Meinoria sappiamo che il 

sistema (42) è equivalente al sistema complet0 . 

nelle funzioni y ,  w; supposto I l  una soluzione dell'equazioiie differenziale (40) 
e ,J una funzione definita a meno di una costarite dalle relazioni 

Prendiamo la superficie I coine superficie di paiieiim per una congruenza 
rettilinea, in cui la direzione del raggio sia espressa mediante le fuiizioni 
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note Xi, Y,, Z,,  -%, Y,, Z , ,  Y,, Z, ed uii'ausiliaria @, dalle formole 

p 1 = X s e n h  o + i .Y, cosh @ + X3 

p m = Yi senh o + i Y, cosh @ + Y, 
p n  =Z,  s e n h o  + i Z , c o s l l + ~  + 2,. 1 

Pei. le coordiriate di un puiito qualurique su1 raggio avremo 

x=r,- et (Xi senh (-) + i rY, cosh @ + _Y,) 

y=y,  - &(Yisenh(+ + i Y,cosh@ + Y,) 
z = x, - et (2, senh o + i Z, cosh + 2,) ; \ 

essendo [ iina funzione delle variabili u e v.  
Dico che è possibile disporre delle furizioni w e E in guisa e il luogo 

descritto da.1 puiito P sia uiia superficie N, che ammetta come tangente iso- 
tropa il raggio della congriienza. 

1nf:itti assoggettianio anzitutto le funzioni incognite @ e 5 alle relazioni 
('29) e (37), che scriveremo risolute rispetto alle derivate prime della e 
della 5,  cioé: 

a @  . a 9  -- + 1. - = cosh (-) + elp-c H s e n h  (+ 
a u  a v 

a o  a ?  1 1 
(48) 

1 - + - .= - le?-< + (o - I l )  senh @ - es-c Hcosh B 
a v  au ,/2 

ed aggiungiamo a queste le relazioni ( B )  cioè: 

- - (H + coth @) - a u  

Noi dimostreremo che il sistema (4ï ) ,  149)) (50) nelle funzioni incognite 
5 ,  H è illimitatamente integrabile e che per due funzioni @ e 5 da esso 

ricavate, le (47) danno effettivamente una superficie N nelle condizioni volute, 
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avente per prima e terza forma fondamentale 

d se = e2E (senh2 (-) . d u2 + coshe O . d v2 )  

d s'' = (cosh (-) + H s e n h  fi). d u2 j- (senh @ + H cosh @). d v2. 

h tale oggetto deriviamo la  prima delle (48) rispetto a v ed elirniniamo 
per mezzo delle (48), (49), (50) le derivate prime delle funzioni incognite. 

Posto per brevi tà 

a YJ a Y 1 + [ senhe .  + icoshi-)- - + i et-1 senh 2 e + i = w senh 2 (.) H, 
a u  \. 2 1 

2 L Y -+ e?-t Y + 1  COS^ e . (w - ir) , a lu ( ) - a .2 a l &  a u  d 2 O v 

il secondo menibro della quale è identicamente nul10 iri forza delle (42) pe i  
ipotesi verificate. 
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Analogamente si ha dalle (49), tenendo conto delle (48), (49$,  (50): 

E finalmente, tenendo conto di qiiest' ultirna, si verifica facilmemente 
l'identità 

Dirnostrata cos1 la illimitata integrabilità del sistema (48), (40 , (50), ve- 
niamo a dimostrare la seconda parte del teorema. 

A tale scopo derivianio Ic (47) sostituendo per le derivate prime delle 
funzioni Yi, Yi,',% le loro espressioni ricavate dalle (41). Avrerno 
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- - - - 

Eliminando fra queste e le (48) e (49) le derivate prime della @ e della 5 ,  
otterremo : 

a.- - - et senhg O senh (y  - 5 )  + 
a u  - 

1 + e? 6 senh 8 (fp senh + 2 H cosh @) Xi 1 
- i eg [senh 8 eosh @ senh ( y  - (1 + 

1 + er-6 senh @ ( H z  eosh @ + 2 fl senh @ )  X ,  1 I 
- et senh @ - e? H 2  - oosh (Y) - 5) X3 , [ a  

8 x - 
I r 

- - i - [senh @ oosli 8 oosh ( y  - E )  + / (52) 

a u 
1 + e p c  cosh @ (Hz senh @ + 2 R cosli * 

+ ei (cash. o cosh (y  - r )  + 
1 

1 
I 

cf'-' cosh @ (H2 cosh @ + 2 senh o) X, + Y  

- i eg cosh 8 ef'-5 H z  - senh (y - E )  X,  , [ I 1 
colle analoghe in y e z. 

Sotto qnesta forma si verifieano facilmente le identità: 

a x  eosh @ . - + isenh O - @ = ef senh @ cosli @ . 1, 
a u  a v 

a z cosh O . - + isenh@ . @ = ec senh 8 cosh é) . s. a a v 
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Questo teorema contiene una trasformazione, che in certo modo pub 
chiarnarsi inversa della trasformazione G ;  essa permette di dedurre da una 
superficie isoterma infinite superficie di GUICHARD dipendenti da tre costaiiti 
arbitrarie. 

Tale trasformazione chiameremo d'ora innanzi una tmsfoî.muxione G- ' .  

€j VIII. - ESPRESSIONE ANALITICA DELLA TRSSFORMAZIONE G--' 
FER MEZZO DEOLI INVARIABTI. 

Abbiamo sopra. espressa analiticarnente la trasfornlazioiie G-i per mezzo 
del sistema completo (48), (49), (50); ora trasformeremo questo sistema in un 
altro equivalente in cui compariscono soltaiito O ed II. 

Dalla prima delle (48) derivando rispetto ad u .  ed ordinando opportuiia- 
mente otteniamo : 

1 
"@ + i - [d-' (cosh @ + Hsenh O) + cosh 0 : (w + O ) ]  5 2  tC a v \' 2 a 11 

1 + [ e s - ~  (senh R + Hoosh O) -+ -- s e n h a .  (a - Q) 
\/2 

an a o + ,/S cosh o - + Q senh @ -, 
a u  a l& 

che per le (48) stesse si pub scrivere 

il suo valore dato dalla seconda delle (43) Ed  ora sostituendo per - 
a u a v  

semplificando avremo : 
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Analogamente 

Inoltre dalla prima delle (48) derivando ed eliminando da1 risultato 12 H 
per mezzo delle (49) e (50), si ottiene: 

Analogamente 

Sommando colla precedente e tenendo conto della prima e terza delle (43) : 

Ed infine sostituendo per le derivate della y e della 5 le espressioni ri- 
cavate dalle (48) e (49) e riducendo: 
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Perveniamo dunque al seguente sistema d i  equazioni differenziali : 

Esso dà la nuova rappresentazione analitica della trasformazione G-i, e 
precisamente il passaggio dall'invariante II di m a  superficie isoterma all'in- 
variante b di una superficie di ~ u i o m n o .  

Sotto la nuova forma si verificano assai facilmente le condizioni d'inte- 
grabiliti che si riducono alle sole (45). 

Viceversa è sufficiente che una funzione O verifichi il sistema (56), af- 
finchè si possa assumere corne invariante per una superficie di GUICHARD. 

Possiamo dare due diverse dimostrazioni. 
Una prima, ben semplice, si ha ne1 seguente modo. 
Sommando la prima e la terza delle (56), si ottiene : 

che si pub scrivere 

Cib posto, definiamo una funzione ausiliaria W colla formola 
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che per la precedente eguaglianza si pub anche scrivere 

Scriviamo quest'ultima sotto la forma 

a o + 12 coeh O .  - -- cosh2 @ . W.  a u  
Da cui derivando iispetto ad u ed eliminando da1 secoiido niembro le 

derivate prime di ( 2  colle (57) e (58) e la derivata seconda di 13 colla terza 
delle (56), si ricava la prima delle ( C ) .  

Analogamente si ricava la seconda delle (C); ed allora per una fun- 
zione O ricavata dalle (%), le equazioni (C) amrnettono la soluzione co- 
mune Vr definita dalle (57), i l  che è sufficiente per concludere che la fun- 
zione @ si pub assumere corne invariante per una superficie d i  GUICHARD. 

L a  stessa proprietà pub anche dimostrarsi cosi. 
Supposto O soluzione del sistema (56), definiamo due funzioni E ,  H me- 

diante le formole: 

+ bL fl senh O .  cosh O. 

Dito che la soluzione O e le due fuiizioni 5 ed H sopra definite costi- 
tuiscono una soluzione del sistenia (dB), (49), (50). 

Infatti le (48) sono soddisfatte in forzn delle definizioni stesse delle fiin- 
zioni t; ed H. 

Inoltre derivando la prima delle (59) rispetto ad u, e sostituendo per le 
derivate seconde di O e y le loro espïessioni date dalle (56) e (43) e per le 
derivate prime di o le loro espressioni ricavate dalle (44), dopo riduzione 
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si h a :  

che in forza delle (59) e (60) si pub scrivere 

Da questa discende facilmente la  prima delle (49); in modo analogo si 
dimostra che le funzioni 5 ed verificàno la seconda delle 

Analogamente derivnndo la (GO) e similmente operando 
(49). 
si h a :  

- (2 11 senh O 

D a  questa e dalla (61) deriva 

I n  modo anslogo si dimostra che le funzioni < ed H verificano altresi 
l'equazione 

Da quanto precede risulta che assumendo conie funzione O una soluzione 
del sistema ( 5 6 ) ,  la  O e le funzioni 5 ed H definite dalle (59) e (60) verifi- 
Cano il sistema (48), (49!, (50), e cib è sufficiente per concludere la propo- 
sizione. 
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$ IX. - COMPOSIZJONE DI UNA TRASFORMAZIONE G CON UNA G-'. 

Lo scopo principale di quanto segue è di venire alle formole d i  trasfor- 
mazione per le superficie di GUICHARD di prima e seconda specie, mediante 
le quali si possano dedurre da una ben nota superficie di GUICAARD infinite 
altre superficie della medesima specie. 

Sarh utile considerare oltre alle trasformazioni G e G-j, le trasforma- 
zioni che da esse si deducono cambiando i in - i ,  le quali derioteremo ri- 

- - 
spettivamente con G, G-'. 

Cib posto, consideriamo una superficie M; applicando ad essa la trasfor- 
mazione G otterremo infinite superficie 1, ed infine applicando a queste la 
trasformazione a-' otterremo infinite nuove superficie hi,. 

II passaggio da una superficie AT ad una superficie 2\i, diremo brevemente 
una tj.as formaxione T. 

L e  formole relative che dànno il passaggio dall'invariante O della su- 
perficie N all'invariante 'Oi della superficie Xi sono manifestamente 

au) . 
a @  

a zc a v 
I + 1% n (seoh e, + senh @ - +- i \IF n - (cosh @, + cosh O) (62) 
\ 

ao a o + senh ii a - v + i c d  @,L a u  - i cash 2) [ (63) 

1 + - i fiz (cosh 2 O - cosh 2 O,), 
2 
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Ora, volendo esprimere queste sotto forma reale, porremo 

\ ~ Q = = A  + i l ,  

e le (,62), (63), (64), (65) dànno per le funzioni incognite 1, p, O, il sistema 
simultaneo : 

a 2  oi CO SI^ 820 - = --- - 
a z l e  C O S ~ O  a u 2  a u  

a@ 1 
(66) 

- (cosh O, $- cosha) - p - - senh O (cosh O, + cosh 8) (le - p2 f 2 W),  a v 2 

a2 @i - .  - -- - - 
a @, a:: au + 1 (senh 8 ,  - a a a v  a v 

a@, - v. cosh O, -- - cosh O 2 0, - - cosh 2 O), . (  a u  

a2 0, - senhoi 8 2  Q - - a ai 
au2 (oosh O, a. - cosh O 

senh @J a v e  
a @  1 + (senh Qi - senh 0) - 2 - - cosh O (senh O,-.senh O) (A2 - + 2 W ) ,  a u  2 , 

ao,as, a m @  -- ---- - 
a o   COS^ 9, +  COS^ O) 1 a a u a v  a u a u  2.1 

a o 
-(senh Q, * + senh O -) + senh O (cosh O, + eosh O )  l p, a 2 1  a u  

a @  2 a o  ' a @  a @ ,  
(d) - (k) = (g)l + 2 h (cosh O, au - oosh (3 a u. 

a el + 2 (senh O, + senh O - a v 

1 -- 
2 

(;iZ - pe) (cosh 2 0 4  - cosh 2 @), 
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ao, a @ ,  i i m o  -- - ao 1 
a u  a v  -aUG + (senh O, - senh O) - p a u  

a 0, + (cosh 0, - - I-coshO(senhO,-senhO)lI, au  

a l L  1 a 2 0  - - ô@ 1 
p - - - senh O (lP - p2 $ 2 W ) ,  a cosil o a av 2 

a 1 - - a@ 
- ,u - - cosh O A p, a c a u  

a!.- a0 - - À - - senh O >. p, a u  a v 

a 1 a 2 0  ao i 
(7 3) 

-- - L - +  c o ~ h R ( i ~ - ~ ~ +  <LW). 
a v  senh@av" a 

Dalle (Gy), (70), (71) risolvendo algebricamente rispetto alle incognite 
a @ ,  a @ ,  . 
- 9  si h a :  at l  d v  

a o, ao - _ _  a VA 
a zc + I   COS^ 0, +  COS^^ O), 

a a, a @  (?4) 
- -- a~ - a u  - p (senh 0, - senh O). 

Inoltre si verifica facilmente che in forza delle (72), (73), (74) sono anche 
soddisfatte le (66), (671, (6s). 

Se si cambia in (74) O, in -0, + qTi, si ha :  

a @ ,  - a@ 
- -- - + A   COS^ O, - coeh O), a u  a u  

a @ ,  - a @  -- a v 
au f p (senhe, - senh O), 

O anche per le (72) e (73) : 
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5 X. - LE TRASFORMAZIONI DELLE SUPEBFICIE DI GUICHARD 
DI PRIMA SPEClE. 

Da quanto precede risulta che partendo da una superficie di GUICHARD 
ben nota cogli invarianti B, W, integrando il sistema compieto 

nella funzione incogriita 0, e in due auailiarie A e p, si deducono iiifinite 
nuove superficie di GEICHARD dipendenti da tre costanti arbitrarie. 

Cib Fer altro pub verifioarsi direttamente introducendo ln  fuiizione W, 
definita dalla formola 

1 a o1 
- senh O, cosh O, (le- f 2 W,) - A senh 8 ,  -- + p cosh -- - 
2 a a v 

- 
1 -- a @  
2 

senhO cosliO (1,'-p.?+:)TV)-AsenhO - + p c o s h @  -. a zc a v 1 

Infat,ti tra la funzione W, cod defitiita e le funzioni ?., [J., O r icav~te  
dall'integrazione del sistema ( T G ) ,  (771, (78) passano le relazioni : 
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1 ato, ar.----  1. a@,  - + - i  COS^ (1" pz + 2 w,). 

a v  senho, a ? 4  2 

Donde, per essere 

seguono per o, e W, le relazioni fondamentali (C). 
Dopo cib si pub assumere come superficie di partenza la superficie ge- 

nerica cogli invarianti @, e Wi e ripetere la trasformazione. 
In  quanto all'integrazione del sistenia complet0 (76), (77), (78) è notevole 

che essa si compie integrando successivamente due sistemi del tipo di  RIC- 
CATI illimitatamente integmbilj. 

Invero possiamo sostituire le (77) e (78) con un sistema nella sola fun- 
zione incognita A + i p  che ha manifestamente la forma di RICCATI; inoltre 
le (76) assumono ancora esse la forma di RICCATI, ponendo 

Ne segue che basta conoscere una soluzione particolare del sistema (77) 
e (78) per avere con sole quadrature l'integrale generale; e in tale ipotesi, 
conoscendo per il sistema (76) la soluzione particolare @ ,  = @ ,  potremo anche 
ricavare la  0,  con operazioni di sole qi~adrature. 

Applicando poi la  trasforniazione T alle nuove superficie, cioè assu- 
mendo come funzioni di partenza 8, e W, ,  conosceremo per il sistema (77), (78) 
in forza delle relazioni (BO), (81) la soluzione particolare i. e p. 

Concludendo: Se Fer due funzioni Q e W si conosce una soluzione gar- 
ticolare del sistema (77) e (78), l'applicazione successiva ed illimitata del 
metodo di trasformazione rinhiederà soltanto successive quadrature. 
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5 XI. - COMPOSIZIONE DI UNA TRASFORMAZIONE G - '  CON U N I  G. 

Ora irnrnaginiamo di partire da una superficie isoterma 1; applicando 
ad essa la trasformazione G-1 avremo infinite superficie N, ed infine appli- 
cando a queste la trasformazione G otterremo infinite nuove superficie iso- 
terme I, . 

I l  pa,ssaggio da una superficie I ad una superficie II diremo con BIAN- 
CHI (*) una trasformazione D. 

Le formole che dànno il ptzssaggio dall'invariante n della superficie I 
all'invariante fi, della superficie 1, sono manifestamente 

aeo. i i(au)-zi( ,)+ia 3 0  z 1 a @  Q s e n h @ - - i , ~ i 1 c o s h e -  a EI 

a v 
1 1 + - i ne (coshz @ + senhe O) - - i (J + 1), 
2 2 

a n1 
.- -- a n ~ E I  i - -i(Q1 f fi) --- senh 8 . (I!: -- Il2), a l4 a zc a v  ,15 

a - r!, - - - - a r! + i (0, - Q) a.@ - - - i CO& @ . ( ( 1 ;  - CF). 
/ @ 3 )  

a a v a 16 ,/s 
Ora volendo esprimere queste sotto forma reale, osserveremo che per t re 

funzioni n, O, fi,  legate dalle relazioni precedenti sono coesisteriti le equa- 
zioni nella funzione ausiliaria +: 

(*) Vedi la Nota citata. 
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Fra queste e le (82), (83) eliminando la @, si perviene al seguerite si- 
stema completo : 

che è l'espressione analitica della trasformazione D. 

$ XII. - LE TRASFORMAZIONI DELLE SUPERFICIE ISOTERME. 

Da quanto precede risulta che la trasformazione D per le superficie iso- 
terme si riassume ne1 seguente teorema: 

Se la funzione n è una soluzione dell'equazione differenziale (40), inte- 
grando il sistema completo (45), (84), (85) si avrà una nuova soluzione della 
stessa equazione contenente quattro costanti arbitrarie. 

È notevole cbe il sistema (84), (85) nellc' funzjoni +, n, non differisce 
da1 sistema (43), (44) nelle funzioni y ,  o che per 10 scambio di  J i n  J + 1. 

D'altra parte è noto, per la mia citata Memoria, che il passa.ggio da il  

ad o, definito dalle equazioni (43) e (44) equivale ad una invereione c: ad una 
trasformazioiie di CHRISTOFFEL j segue che una trasformazione D pub eseguirsi 
a meno di movimenti mediante la trasformazione Cm ad un parametro sul- 
l'invariante J da me segnalata e rappresentata analiticamente dalla formola 

J(') = J + nt (m  = costante) 

più uiia inversione ed una trasformazione di CHRISTOFFEL. 
Le trasformazioni delle superficie a curvatura costante, che il BIANCHI ha 
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-- 

dedotto dall'inversione dei teoremi di GUICHARD, rientrano nelta trasforma- 
zione D. 

Cib risulta. evidente mediante considerazioni sintetiche dirette ; ma per 
altro pub verificarsi analiticamente ne1 seguente modo. 

Consideriamo una trasformazione di BIANCHI risoluta nelle due compo- 
nenti immaginarie di BACKLUND mediante le formole: 

ac-, . a a  
- +. .& 2 = senh a cosh y senh @ $ cosh T senh cp cosh @ ,  au a 

. Zie a ? -  -- senh o senh cp cosh @ - cosh G cosh ? senh @, $a.+ z 
ao a + -  + i - - - senh o cosh + senh @ + cosh o senh # cosh @, a u  a v 

.ao a +  - - senho sen11 + cosh @ - ~,osh o cosh + senh o.  "+ au 
Dalle formole (86) per derivazione, introducendo le notazioni 

Inoltre, ponendo \ 2  n, = ev, dalle (86), (87) si ricava : 
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Infine dalle (88) e (89) introducendo la funzione $I .definita da 

a dr 
1 - a @  1 

-- - - 2. - - (.O, - R )  senh (@ - u), 
au d 2  

as- - .Po - - - i (0, j- O )  cosh (6 - o), a v au ,i2 

si ottiene il sistema: 
a 2  s a+.?  1 2 =(E)<- + (az - 0; - 20 n" - ( J  + cosh2 o) ,  

a + a +  a ezn' a2+ Lj- 
u a v B U ~ V  " a u a u '  

az l )  1 
2 - - (ZJ- - (fi2 - a; + 2 rr r r , )  + (J + coshz O), a vz 2 

an4 - -- an a l) 
au a; + ( I l i  + ") - 9 au 

a 0, - a .O ---- a JJ + (", - ") +- ? a v a v O v 

il quale mette in rilievo la proprietà enunciata. 

§ X1T.I. - ~ S U L T A T I  RELATIVI ALLE SUPERFICIE DI GUICHARD 
DI SECONDA SPECIE. 

Abbiamo visto che la determinazione delle superficie di GUICHARD di se- 
conda specie equivale alla seguente questione di analisi : 

Determinaïe ne1 modo più generale due funzioni @ e W legate fra loro 
dalle relazioni : 

aw- -. i asa2o 1 a o o  - ------- - \ 
a COS' O a u a u2 senpo a u i?ve 

1 a= s 
-- 

a @  
+ senocose  a u r a o  

2 cot O - W. a v 
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Supposta nota una soluzione particolare del sistema (go), possiamo de- 
durre ilna nuova soluzione contenente tre costanti arbitrarie, integrando il si- 
s t e m  coinpleto : 

a 1 - -- 1 a~ 
-- 

a @  i + pz + -,sen@ (At-,u2-2W), 
B zc cos O a t42 

a 1 -- a @  
1'. - - a v 

cos O A p, a 1 

-- 
Ou a p  = - 1. + sen O I. y ,  a zc G a 

ai 1 ale a @  1 - - -- - - À - + 7 COS O (2.2 - ,UP -- 2 W ) ,  a v sen@ ac- a u  L 

e assumendo la fuiizione W, definita dalla formola 

L'integrazione del sistema (91), (92), (93) si pub compiere mediante la 
successiva integrazione di due sistemi di RICCATI illimitatamente Litegrabili. 

Un ragionamento analogo a quel10 seguito per le superficie di GUICHARD 
di prima specie conduce al risultato seguente : 

Se per due funzioni @ e W legate dalle relazioni (90) si conosce una 
soluzione particolare del sistema (92$ (93), l'applicazione successiva ed illi- 
mitata del metodo di trasformazione richiederà soltanto successive quadrature. 
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Estensione delle formole di BIeissel-Rogel e di 
Torelli sulla totalità dei numeri primi che 
non superano un numero assegnato. 

(Di MICAELE CIPOLLA, a Palerme.) 

L'avenir de l'Arithmétique est une linbile combinaison 
de fonctionn habilement choisies. 

CESARO. 

C o r n e  B noto le formule di MRISSEL (*) e le altre ancora di RCIGEL (**), 
permettono di calcolare la  totalità dei numeri primi non superiori ad n, 

quando sono noti soltanto i numeri primi che non superano \ 2 Ne1 presente 
scritto noi cominciamo col risolvere il seguente problema generale : 

Trouare ta somma dei valori che prende una funzione ~usnericn f (x), 
quando x percorre la successione dei nurneri primi che non superano 9 1 ,  noti 
soltanto i lzzanzeri przini che non superano \/;. 

In  conseguenza noi abbiamo risoluto anche la  questioiie d'jndole ancora 
più generale : 

Trovwre i l  valore di una funzione possedente la simmetria abeliana pei 
valori che assume una finzione numerica f ( x )  quando r percorre la sztc- 

cessione dei numeri prima' cAe non superafzo n, noti solamente i numeri primi 
che non szqerano i n .  

(*) MEISSEL, Berechnutzg der Menge dey Pt-z'mzahlen innerhalb gegebenen Grenze 
(Math. Ann. t. II, p. 636; t. III, p. 523; t. XXI, p. 30.2; t. XXV, p. 251). 

Si confronti per es. ROGEL, Recuwive Bestimmung der Anaahl Primzahlen unter 
gegehenen Grenzen (Sitzungsberichte der k. bomischen Gesellschaft der Wissenschaften. 
Math. Nat. Classe, 1899, N. XXII). 
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1. Denotiamo con f (x) una funzione numerica qualunque e coi1 f (k, z) 
la somma dei valori che prende f(x) per tutti i multipli di k non superiori 
a x, cioè 

& evidente che si ha  

( O, se k non divide x ; 
f (k, X) - f (k, x - 1) = 

( f (x), se k divide x. 

Allora, se g (x) denota iin'altra funzione numerica., e g (x) il suo inte- I 
p a l e  numerico, vale a dire la somma dei valori di g (x) corriapondenti a 
tutti i divisori di x, si avrà 

Se per z poniamo in questa formola successivamente 1 , 2,. . . , n e Som- 
mianio si ottiene 

Qiiesta formola è fonte di innumerevoli ideritità aritmetiche, ma noi qui 
ci limiteremo ad applicarla per la  risoluzione dei problemi accennati dianzi. 

2. Intlichiamo con pi l'iimo numero primo della serie naturale a par- 
tire da 2, con 9 ( n )  il numero dei numeri yrimi che non superano n, e de- 
terminiamo un numero intero n, in modo che sia 

Sia inoltre w (x) una funzione numerica uguale a 1 se x è costituito 
esclusivamente da fattori primi appartenenti al sistema 

ed uguale a O in ogni altro caso ; p (x) denoti, come di consueto, l a  funzione 
di Mgsrus. 
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Cib posto, se a ,  b ,  c , . , .  sono i fattori primi diversi di x, si ha 

l . p ( x ) m ( ~ ) =  ; l - u ( a ) l  I l -m(b ) [  11 -m(c ) l .  ., 

quindi J p (z) w(s) sarà uguale a 1 se + non è divisibile per nessuno dei 

numeri primi (3) ,  e Sarh nul10 in ogni altro caso. Poniamo allora in (1) 

Il primo membro sarà uguale alla somma dei valori che prende f (x) per 
tutti i numeri non superiori ad n ,  che non sono divisibili per nessuno dei 
numeri primi (3), vale a dire, in virtù di (2), per x = 1, e per i nunieri 
primi 

Se noi dunque poniamo 

il primo membro di (1) risulterà uguale a (4) 

e se indichiamo con Y (n, n,) quel che diviene il secondo membro, cioè 

si avrh la formola 

3. La  formola (A) è suscettihile di essere notevolmente trasformata. 
Ma prima faccirtmone qixalche applicazione fra le più important;. 

La funzione f(x) sia una funzione composta, cioè goda della proprietà 

Allora, se si pone 
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e perb si ottiene 

Cosicchè, se si polie nella (A) f (x) = 1 ,  si ottiene la prima formola di 
MEISSEL : 

Se si pone invece f (x) = x e si indica con S ( n )  la somma dei numeri 
prirrii che non superano n, si ottiene (*): 

n (n + 1) \ 
S ( n )  = $ ( p a l )  - 1 + ---- 

2 

Si faccia 

questa fuiizione è nulla se x è pari, ed è uguale a + 1 O a - 1 secondo che x 
è congsuo a + I O -1 (niod. 4). 

Essa è una funzione composta, e si ha 

(X + 1) ?; X: n j O, se x = 0, 3 (mod. 4 )  
= @ sen sen - = 

2 2 ( 1 , s e x i 1 7 2 ( m o d . 4 ) .  

La formola selativa alla funzione (8), che si ottiene dalla (A), fosriisce 
la differenza fra i numeri primi della forma 4 n  + 1 e qiielli della forma 4 n  + 3, 
che non superano n, ed è destinata, con le sue successive trasformazioni, a 
prestare utile servixio pei. la correzione delle tavole dei numeri primi. 

(*) Cfr. SYLVESTER, Note sur 
de Paris, t. XCVI, 1883, p. 463; 
t. XVIII, i904, p. 269. 

le théorème de Legendre, Comptes rendus de l'Ac. d. Sc. 
IJ EBON, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
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Se nella formola (A) poniamo f (x) = 1 O O secondo che x appartiene 
O no alla progressione aritmetica 

si ottiene una formola la  quale comprende corne caso particolare le formole 
di LEGENDRE sulla totalità dei numeri primi di una progressione aritnietica, 
che non superano un numero assegnato; ecc. 

Supponiamo in ultimo che f (z) non sia mai nulla, allora nella forrnola (A)  
noi possiamo mutare f (x) in log f (z). Ponendo 

si ottiene 

In particolare, per f (n )  = n, si ha 

4. Per  trasformare la formola (A) iri un' altra, riella quale il calcolo 
della funzione iY richieda la  conoscenza d i  un minor numero di numeri primi, 
mutiamo la funzione f ( x )  in f (r x), essendo r un numero qualunque e po- 
niamo 

e + - ( f i ) = f ' ( r p i )  + f ( r p z ) +  f f ( r p t < n ) ) ,  

Ln forrnola (A) diventerà allora 
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Intanto si noti che rii h a  

per cui vale la formola 

e questa permette di trasformare la (1) in un'albra contenente le 0 cogl'jn~ 
dici della forma r pi  e nella quale il calcolo della funzione Y richiede sol- 
tanto i numeri primi 

231, P¶,.-.> Pni?  

essendo n, un numero definito dalla relaziune 

9 [\ i] > n 2- > 3 Ni]. (12) 

Invero, se i è un numero per cui siano soddisfatte le relazioni 

si avrà con facili considerazioni 

e perb si pot& applicare 

poichè r è qualunque, si 

1s (11, mutando 92 in [E], tz. in i-  1 ; iiioltre, 

potrà anche mutare T i n  rp;, e allora si ottiene 

e qiiesta, poichè per l a  (11) si ha  

YJ~~~( [E\ ,  i - - 1 ) = v r ( a 7  i - l ) - ~ ~ ~ ~ ( ~ ,  il7 

pub anche mettersi sotto questa forma 

n 
O = Y,- (n, i - 1) - Y, ( n ,  il + uvi (pi-,) - @,pi [,] - f(rp,Pi). 
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Ed ora sommando per tutti i valori di i da rz, + 1 a 3 [,;] si ottienc 

Ma d'altra parte la (I), per ni = 2 [, G],  fornisce 

e addizionando membro a membro questa con la precedente, si ha 

Se la funzione f (Y) è coruposta, allora si ha 

e la ( A , )  esprimerà o (?z) coi valori di questa stessa funzione corrispondenti 

ad argomenti non superiori a [ ln], precisarnente corne avviene nella seconda 
formola d i  MEISSEL, che si deduce da (Al) facendo f (x) == 1. 

Se invece f ' (x )  non è composta, l'espressione (Al )  presupporrà la cono- 
scenza dei valori delle o cogl'indici p , ,~ , ,  pn,+ ,,..., P9~dnl. 

5. Con un analogo procedimento si dimostra che se rz ,  soddisfa alle 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



260 C i p o l l a :  Estensione delle fo?.mole d i  MeZssaZ-Rogel e di  Torelli 

e cos1 continuando si giunge a stabilire la formola più generale 

e-i 9 [ h + S ~ ]  fi.] " [ i k i h - ~  (h-l'  [i* ...i~ (2) 

+ ); 1 2 . - 2' (evpjS.s .pi j ,  tri,-$ - 
h-1 ih=n,+l in-,=i, ih.,=&-, il=& I 

dove si è posto 

e n, è un numero intero tale che sia 

Per  dimostrare la (lV), ammettiamola per un c tale che n, verifichi (13) 
e dimostriamo che sussiste quando si muta c in c + 1, purohè sia 

Intanto da qileste relazioni facilmente si trae 

se quindi i, è destinato a prendere i valori n,+, + 1, ne+, + 2 , .  . ., 9 ['+,';] 
si lia 

9 [<+:in] > 1, - 1 2 -." S+;n] 
e perb 

c+1- 

9 [ J - ] > i , -  Pi. 1 > 4 [  

Potremo allorn nella formola (IV) miitare n, in I - 1, ed n in 141. Se 
PL 

inoltre si muta r in rp, e si fa uso della proprieth ( I l ) ,  si ottiene 
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n 
pi, . . pi, pi8 

Se in questa mutiamo i, in ih+i, e pei h 

Nella (iV) possiamo intanto mutare n, in 9 ['+hl, se poi addizioniamo 
la forrnola che si ottiene con quest'ultirna avrerno finalmente 

Cosicchè la formola ( IV  !, dimostrata per il caso di c = 2, sussiste in  
generale. 

1 

6. La formola (IV), nell'ipotesi che f (x) sia una funzione coinpost;a, 
costituisce effettivamente una formola di  ricorrenza per il calcolo di o (n) .  
Difatti, allora è : O h  (in) = f (k) O (n), e perb in  questo cas0 la (IV) diviene 

La formola relativa alla totalità dei numeri primi che non superano a, 

Annali di Matematica. Serie III, tom0 XI. 34 
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intravista da1 ROGEL, si ottiene da  questa facendo f (x) = 1.  Notando poi che 
allora è @ (p,) = 3 (p,) =r, si pub con facile calcolo stabilire la formola 
seguente : 

7. Formole analoghe possono stabilirsi per il prodotto 

esse rientrano come casi particolari nella seguente ricerca. 
Sia T (x,, x,) una funzione delle due viiriabili xi, x, la quale possegga 

la sirnmetria abeliana, cioè 
1." non cambi commutando x,, x,; 

non cambi comunque si permutino x , ,  x,, x ,  ("). 
Senza entrare in  ulteriori dettagli, ricordiamo che dalle ricerche di ABEL 

si sa che queste due condizioni sono necessarie e sufficienti perchè esista una 
funzione @ la quale ammetta come teorema d i  addizione la funzione T, cioè, 
quando si ponga 

xi = @ ( z i !  (1 5) 
si ha  

@ ( 2 4  + x,) =- T@i, x,) (1'3 
e in generale 

@(a,$-z,+.-.+z,i=T(x,, x ,,..., z,). ( l 7 )  
Inoltre se 

v - v (y, U) 

(*) Cfr. LEMERAY, Sur les fonctions numériques et la symétrie abélienne. (Nouv. Ana., 1901, 
pp. 183-7.) 
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verifica l'equazione 
y = T ( r r ,  v ) ,  

posto 
Y = Q ( ~ r ) ,  @ = ( ~ s ) ,  

si ha 
U y ,  21) = @ (XI - ~ 8 ) .  

Cib premesso, limitandoci a generalizzare la formola (A), noi dimostriamo 
che, se si pone 

mediante i soli numeri primi p,, p ,,..., p,,, dove è 

3 (n)>n1?.4 [ \ , i l ,  
è data dalla formola 

Se infatti a-, è la funzione inversa di @, si ha da (15) 

zi = (P.-i (xi) 
e, posto 

xi = f (pi), 
la (17) fornisce 
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e le (19),  (20), (21) ,  (22) divengono 

Onde, se applichiamo la formola (A), prendendo per f (!a) la funzione 
O-, f (n), si ottiene 

da cui segue 

ossia, poichè per la (16) si ha 

i * _ , f ( i ) + m - , ~ ( n ,  n i )  =@-,  T f ( l ) ,  T, n, fi4))¶ 

la (23) diviene 

e, per la proprietà (18), questa è nient'altro ohe la (B). 
È chiaro che con analoghi prooessi possono genaralizzarsi le altre forrnole. 

8. Un'altra categoria di formole si ottiene estendendo le espressioni della 
totalità dei numeri primi non superiori ad n, date recentemente da1 TORELLI ('). 

(*) G. TORELLI, Nuove formule, ecc. (Rend. della R. A. delle S. f. e m. di Napoli, 
àicembre 1904.) 
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Per  fare questa esterisione, cominciamo eol segnalare una proprietà delle 
funzioni numerico-logaritmiche (BOUGAIEF), cioh di quelle funaioni Z (x), che 
verificano I'equazione funzionale 

essendo x, y due numeri interi qualunque. 
L a  derivata numeriea. di una funzone rtumej.ico-logaritmica è nulla se n 

nofi è primo raè una potenxa di  un numero primo. 
Infatti, posto uz = a" bp.  . . s" si ha 

Ora se fi  non B primo nb una potenza di un numero primo, si ha, corne 
è noto, 

e perb 
a 1 ( n )  = O. 

S e  invece è n. = a" ( a  > O ) ,  si ha 

8 1 (aR) = a 1 ( a )  - (cc - 1 )  Z (a) = Z (a). 

un sistema di numeri primi qualunque, in numero 
chiamo con Q il sistema dei numeri non divisibili 
primi ( a ) .  Consideriamo 

estesa a tutti i numeri 

la somma 

x di n che non superano 

finito o infinito, e indi- 
per nessuno dei numeri 

n e sono superiori a 1, 
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dove è f(x) una funzione numerica qualunqiie e 1 (x), h (x) due funzioni nu- 
merico-logaritmiche. 

P e r  la  proprietà ora dimostrata si ha 

Invertendo questa coi fattori di M ~ B I U S  si ottiene 

Torna acconcio trasformare la (1)). Essa pub scriversi cos1 

Q s a  p(p- )  
Y,. (n) = 2 - Li II (u) 1 ( 4  

X>I h (xj ..=, 
quindi si ottiene 

B,n i2, .E 
f ( w  v') 1 (v) 

W n )  = 2 p(u) 3 
u>l - U S  U) -!r h ( O )  ' 

Specializzando le funzioni si ottiene un gran numero di identità. 
Si ponga p. e. h (n )  = 1 (n),  si ottiene 

In particolare per f (x) = 1 si ottiene una espressione della totalità dei 
numeri primi che non superano n,  e appartengono al sistema Q :  

dove è 
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Se si fa h (n)  = 1 (n), e f (x) si muta in log f(x) ,  posto 

si ottiene 

Si pub ottenere una espressione più semplice, quando f (x)  è composta. 
Si faccia allora f (z) = 1, h (x) = r ($1, rappre~entando r (xi il numero dei 
fattori primi uguali e disuguali di x. Dapprima si ha 

dove B 

poi, supponendo f (x) composta e ponendo 2 (z) =log f (z) e 

Il campo fi è arbitrario; se p. es, Q B il campo dei numeri dispari, e 
si prende 1 (x) =log x, la (6) diviene la formola del TORELLI. 

Queste formole hanno su quelle di MEISSEL-ROBEL il vantaggio che i nu- 
meri primi non vi figurano esplicitamente, e che la funzione l (x) essendo 
qualunque (purch8 logaritmica), pub essere sostituita dalla funzione continucc 
log x. Riteniamo percib che queste formole debbano riuscire molto più van- 
taggiose delle prime nella valutazione assintotica delle funzioni sopra studiate. 

Palermo, ottobre-novembre 1904. 
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Sull'integrazione delle equazioni dell'equilibrio 
dei corpi elastici isotropi. 

(Di GIUSEPPE LAURICELLA, a Catania.) 

M i  propongo di dimostrare I'esistenza degli integrali regolari delle equa- 
zioni dell'equilibrio -dei corpi elastici isotropi, quando in superficie sono date 
le componenti degli spostamenti, per tutti quei campi convessi finiti per i 
quali è valevole i l  rrretodo d i  NEUMANN relativo al  problema di DIRICHLET (9). 

Questa limitazione, posta per riguardo ai campi ai quali ci riferiamo, di- 
pende unicamente da1 fatto che il nostro studio si fonda su alcuni risultati 
generali, relativi al problema di  DIRICHLET, stabiliti da1 LIAPOUNOFF ( ** )  solo 
per tali detti campi; di modo che il nostro teorema sarà ancora vero per 
tutti quei campi pei quali si potrk, in un modo qualsiasi, dimostrare la va- 
lidità dei risultati di LIAPOUNOFF. COS) si pub verificare che essi, e quindi an- 
cora il detto teorema, su.ssistono per un parallelepipedo rettangolo e per altri 

(*) L'estensione del metodo di  NEUMANN ai  campi non conveilsi è s ta ta  fatta, con 
alcune rostrizioni, da1 POINCARÉ (Acta iMnth., T. X X ) .  Tale estensione è stata  notevol- 
mente sernplificata dallo STEKL~FF (Ann. de la Faculté des Sc. de Toulouse; 2.a S . ;  I I )  e 
da1 Konx (Lehrbuch der Potedioltheol-ie. Berlino, 1899,. In questi ultimi tempi poi 10 ZA- 
REMHA (Bull. intera. de l'dcad. des Sc. de Cracovie; 1901, N .  3, Mars). (Veggasi ancora: 
ZAREMBA, Journal de Math.; S.  Fi.", T. VIII. - STEKLOFF, Ann. de l'&cole Norm. Sup.; 1904) 
ha  portato un notevole contributo alla quistione, togliendo ogni restrizione per  la vali- ' 
dità del metodo di  NEUMANN; perb è d a  notare che le considerazioni del10 ZAREMBA si 
fondano essenzialmente sull'applicazione, a i  campi non convessi e che non possono scin- 
dersi in un numero firiito di campi convessi, di un celebre lemma del POINCARE (Circ. 
Mat. di  Palermo, 1894; § I I I ) ,  il quale é stato dimostrato fin o ra  pei soli campi con- 
vessi O che possono scindersi in iin numera finito di campi convessi. 

(*") Sur certaines pistions qui se rattachent au problème de DIRICHLET (Journal de 
Math.; S. 5", T. IV). 

Annali di Malernaticn, Serie I I I ,  tom0 XI 35 
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campi convessi ancora i quali sfuggono all'applicazione del metodo di NEU- 
MANN) ma per i quali B conosciuta la funzioaze d i  GREEN. 

Alcuni anni or sono pubblicai su1 Nuovo Ciwze~zto (S. 4.", Vol. IX, 1899) 
nn'altra dimostrazione del teorema enunciato, la quale non differisce nelle sue 
linee generali dalla presente; perb ne è meno semplice, mentre poi in varii 
punti pub dare luogo a delle obiezioni, alle quali non B sempre facile rispon- 
dere. Uno studio della quistione, secondo i concetti esposti in una Nota dei 
Comptes rendm (15 juillet 1901) dai sigg. E. e P. COBBERAT, deve offrire nei 
suoi dettagli parecchie difficoltà, alcune delle quali, credo, possono essere su- 
perate con i concetti esposti nella presente Kota. 

1. Sia a una superficie convessa chiusa, la yuale abbia il piano tsn- 
gente determinato in ogni suo piinto e per la quale valga i l  metodo di NEU- 
M A N N .  Si indichi con S 10 spazio finito limitato da a, e con tz la direzione 
che entra in S della normale nei punti di o; e si riferiscano i punti del10 
spazio ad una terna di assi cartssiaiii ortogonaii. 

Sia. (x,, y,, x,) un punto di S discosto da  B, (x, y, x )  un punto varia- 
bile di S; ed r la distanza di questi due punti fra di loro. L a  funzione H 
arnionica nei punti (x, y, z )  di S e '  che nei punti di o coincide con 
1 -. ha (*) le derivate prime rispetto ad x, y, x finite e continue in tutto S 
!r 

(i punti di o compresi, intendendo, come faremo sempre ne1 seguito, di pren- 
dere per valori di una funzione nei punti di u i limiti dei valori che questa 
funzione prende nei punti dell'interno di S, quando questi punti interni si 
avvicinano indefinitamente a a); e se la furizione arbitraria f dei punti di a 

è finita e continua ed è tale che la funzione armonica u dei punti di S, la 
quale nei punti di u coincide con f, ha le derivate prime finite e continue 
in tutto S (i punti di u compresi), si pub scrivere, come è noto, 
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dove si è posto : 

e dove !-? indica la derivata di G nella direzione n calcolata nei varii 
d n  

punti di 5. 

2. Indichiamo con (x,, y,, a,) un iiuovo punto di S discosto da 0, 
con H(x , ,  y,, 8,; x,, y,, a,) il valore ne1 punto ( x , ,  y , ,  a,) della funzione H 
relativa al punto (x,, y,, a,) e con r' la distanza di ( r o ,  y,, a,) da un altro 
punto qualsiasi (x, y ,  a).  Poichè, corne si è rammentato, finchè il yunto 
(x2, yz, zz) è discosto da c, la funzione H(x, ,  y,, x , ;  xi, y,,  a,) è finita e 
continua insieme alle sue derivate prime rispetto ad xi, y,, z, in tutti i 
punti (x,, y,,  x , )  del campo S (quelli di o compresi), avremo, applicando 
la  (l), 

1 1 1 a a i  a l ,  
r ' r e poichè ancora -, -, - sono funzioni finite e continue dei punti 

ax, a w 2  32, 

(x, Y, 2)  d i  5, si avrà da  questa per (x,, y,, 3,) discosto da a ,  derivando 
sotto il segno, 

1 1 a,  a l  . 
r r Le funzioni ,- , - 7 .  nelle quali pel moment0 il punto (x,, y,, 2,)  

d z 2  a2/, 
si suppone fisso, hanno le derivate dei due prirni ordini rispetto ad x, y ,  x 
finite e continue in tutto il campo limitato da a, e da .uns superficie qual- 
siasi a', isolante il punto (z,, y,, 2,) e tutta interna ad S; quindi (*) le fun- 
zioni Hi, Hz, H, armoniche nei punti di S e che nei punti di  a coincidono 

1 1 1 a l  a ,  a l  
!r r rispettivamente con - 9 -- - hanno le derivate prime finite e con- a x 2  a y z  a ~ ,  
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tinue i n  tutto S ( i  puntj di O compresi); e per conseguenza si potrh scrivere, 
in forza della (l), 

Queste formole, confrontate con le precedenti, ci dàniio : 

quindi possianio concludere che le derivate nella direzione della normale a a 

i i H  a H  delle funzioni -, --,. .. sono finite e continue anche nei punti (z,, y , ,  x,) 
ô 2 a ye 

1 1 a - ,  a ,  
r r di D stessa Osserviamo ancora che le funzioni - , - , . . - e le loro de- a x g  a$ ,  

rivate dei due p i m i  ordini rispetto ad x, y, z sono finite e continue anche 
rispetto ad x,, y,, z , ,  finchè il punto (x,, y,, 5,) si mantiene discosto da u'; 
per conseguenza le derivate normali di H , ,  Hz, H,, ossia le derivate nor- 

as an Ô H  mali di - -- 9 -- 3 delle quali si è testé parlato, sono finite e continue a a y 2  a z 2  
anche rispetto ad x,, y,, x, nei punti dell'interno di A' (*). Possiamo quindi 
applicare il teorema dell'inversione dell'ordine di derivazione e scrivere, per 
(x,, y*, le) discosto da o e per un punto (xi, y,, x,) qualsiasi di D, 

nelle quali : 
d a ' a  a 
- = cos (n 2) - + COS (n y) - + COS (n z) - . a n 8 xi 8 Y, a 2, 

(*) Infatti al citato teorema del LIAPOUNOFF (1. c., § 32) si pub fa re  seguire l'altro: 
Se F ( T ,  y, a; m,, y,, a,) e le sue derivate dei due primi ordini rispetto ad n, y, z sono 
funzioni finite e continue dei punti (x, y, z )  ddle vicinanze di 0 e dei punti (x,, y2, 2,) 
di un certo campo S,, ed f (x, y, z; x,, y,, 2,) rappresenta i valori di  F nei punti (x, y, z )  
di 0, la funzione V (x, y, z ;  x*, y2, z2) armonica nei punti (z, y, z )  del campo S e che 
nei punti di c coincide con f, ammette le derivale prime rispetto ad x, y, z, le quali sa- 
ranno finite e continue tanto rispetto alle coordinate x, y, z dei punti di S (quelli d i  c in- 
clusi), quanto rispetlo alle coordinate s2, y,, z, dei punti di S,. L a  dimostrazione di questo 
teorema si pub fare  modificando lievemente e in modo spontaneo l a  dimostrazione del 
detto teorema di  LIAPOUNOFF. 
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Nello stesso modo si dimostra che, finchè il punto (x,, y,, 2,) è discosto 
> 2 ~  a 2 i  

da O, esistono le derivate normali delle funzioni - - 7 - - e sono finite a $2 

e continue tanto rispetto alle coordinate x, ,  y , ,  Z ,  dei punti delle vicinanze 
di a e di O stesso, quanto rispetto alle coordinate del punto (x,, y,, 5,); e 
per conseguenza si pub ~cr ivere  ancora : 

3. Prendiamo a considerare 1~ formola (1) nella ipotesi che la fun- 
m'one f soddisji alla sola condizione d i  essere jînita e contirma nei punti d i  o. 

I l  LJAPOUN~FF dimostra d o r a  il. c., 5 25) che 11 lirnite dei valori di 
14 I X , ,  y , ,  a,\, quaiido il punto (x , ,  y,, 2,) del17inter.no di S si avvicina in- 
definitamente ad un certo piirito di a, coincide col valore di f in tale punto. 
Lo STEKLOFF poi, a compimento di questo importante risultato, dimostra (*), 
niediante sviluppi in serie di ficnxioni findarnefituli, che la funzione u (x, , yi, 2,) 
è armonioa ne1 campo S. Noi possiamo qui dimostrare direttamente questa 
seconda proposizione ne1 seguente modo. 

d H Osserviamo che le variabili della funzione - che comparisce sotto in- 
d  rr 

tegrale nella forrnola ( l ) ,  sono :c , ,  y,,  x,; x, y, z che corrispondono rispet- 
tivamente alle variabili x,, y,, x,; xi, y,, x, delle funzioni che conipari- 
scono nelle formole (2), (2)'; ed allora avredo, appunto in forza delle (2), (2)', 
che volendo riella (1) derivare una O due volte rispetto ad una qualsiasi delle 
variabili x,, y , ,  x i ,  finchè il punto (x,, y,, a , )  si mantiene discosto da G, si 
pub applicare al secondo rnembro il teorema della derivazione sotto il segno; 
quindi si potrà scrivere: 

a u  a d c ,  a u  - a d~ d o ,  -=J a Y i  
f - -da , . . .  

a y l  d n  

e per conseguenza, corne si voleva dimostrare, 

(*) Sur les problèmes fondamentaux de la physique mathématique; Cap. II, n. 19. 
(Am. de 17Éc. N o m .  Sup., 1904). 
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Adunque la soln continuitZs della fulzziona Jinita f dei punti d i  o d suf- 
ficiente, perchè la jbrmola ( 1 )  valga ad esprimere la funxione regolare ar- 
monica del campo 8, che nei punti d i  u coincide con , f .  

4. Si considerino le equazioni : 

a si 
(nei punti di S) A2 ;' + - =O,  (nei punti di U) t = 0; \ 

a .ci 

a 
n A*? + -=O,  n q = O ;  

a Y, 
a z 

n A" + -=O, n t: = 0,  a 
nelle quali si B posto : 

e nelle quali n è una funzione armonica, finita e continua insieme alle sue 
derivate prime in tutti i punti (xL, yi, zi) del campo S, i punti d i  o al più 
esclusi per le derivate. 

Si ponga: 

$4 2. E = E ' - p ~ i  q = q ' - Y  i ~ r ,  t=cr-L7r 
2 (5) 

con 5' q', cf funzioni da determinarsi convenienternente. 
Dalle (4) si ricavario per 5', o', c' le seguenti equazioni (*) : 

(nei punti di S) A" = O, 
5 

(nei punti di g) 5 '  = - 5: ; 
2 

(3 Ora e ne1 seguito indicheremo le coordinate dei punti  d i  a con LE, y, z. 
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e queste ultime ci dànno, applicando la (1) (ofr. 5 3i ,  

Per  altro si pub scrivere : 

sicché in conclusione abbiamo dalle (5) : 

5. Posto : 

avremo dalle (5)' p w  (x, ,  y , ,  z , )  discosto da 5, in forza delle (3), 

Iritanto si ha dalle (Z), finchè il punto (xi, yi, x , )  è discosto da a (*), 

(*) Rammentiamo che le variabili $1, Yi ,  2,; m, y, 2 di queste formole equivalgono 
rispettivamente alle variabili r2, y2, 22; $1, yl, z,, delle formole (2). 
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e poichè nei punti (x, y, x) di u si h a :  

potremo scrivere la (6)' sotto la forma : 

6. Dalla formola : 

nella quale le derivazioiii rispetto ad r si intendono eseguite ne1 punto (xi, 
y,, a, ) ,  se supponiamo il punto (x, y, x )  discosto da G e fisso e il punt0 
(xi ,  y , ,  x , )  variabile, risulta che si pub isolare (z, y, z )  con una superficie a' 
tutta interna ad S e tale che nei punti (2,, y , ,  x,)  di a' si abbia: K> O. 

Ln funzione G, nella quale supponiarno ( x ,  y ,  x )  discosto da o e fisso 
e (si, y,, xi) varinbile, si pub considerare, in forza del noto teor-erna di RIE- 
MANN, corne la  funzione di GREEN relativa al punto (x, y, Z). Ora questa fun- 
zione si annulla nei punti (%,, y,, z , )  di u, e nei punti (x, , y, ,  x , )  del'l'interno 
di S è positiva; cosicchè le sue derivate nei punti di O ~ielle direzioni che dai 
punti di o stessa vanno nell'interno di S sono positive; e quindi, essendo il 

aG campo S convesso, l'espressione - -, che rappresenta la derivata di G ne1 a T 

punto (xi, y, ,  x , )  nella direzione che da (z,, y , ,  z,) va al punto (2, y, x ) ,  e 
cos1 ancora l'espressione K nei punti di o non saranno mai negative. In questo 
modo avremo che la funzione K è regolare ed armonica rispetto alle varia- 
bili xi, y , ,  z, ne1 campo limitato da a e c', e in superficie non B mai ne- 
gativa; per conseguenza essa rnon sarà mai negativu irz alcun punto d i  S (*). 

(*) La dimostrazione precedente di questa proposizione mi è s ta ta  suggerita da1 
Chiariss. Prof. G. FUBINI. 
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Premesso cib, supponiamo il punto (xi, yL ,  xi )  interno al campo S e fisso, 
il punto (2, y, z )  variabile in S. Essendo la funzione K nulla nei punti (x, y, x )  
di o e giammai negativa nei punti dell'interno di S, ne segue che la funzione: 

nei pzlnti (x, y ,  x) di t~ lzon è mai rzegativa. 
Facendo n = 1 nelle (4), risulterà: 6 (xi, y , ,  x , )  = O ;  e quindi dalla (6)": 

Da questa forniola, dalla continuità di n e da1 fatto che l'espressione (7) 
non camhia mai di segno, segue facilmente d e  la funzione 8 ( x , ,  y,, a,), data 
dalla (6)", si mantiene finita e continua anche quando il punto (:I:, , y , ,  2,) va 
su o (intendendo al solito di preridere per valori nei punti di o i limjti . . .), 
e risulta ancora, indicando con l&fr il massimo valore assoluto di n e con Me 
il massimo valore assoluto di 8, 

7. Premessi questi risultati preliminari, proponiamoci di dimostrare che, 
date ad arbitrio tre funsioni u,, v , ,  w, dei punti di o, esisto?ao gli in t eg~a l i  
regolari u, Sv, w delle equanioni: 

per qualsiasi valore reale e positivo della costante k.  
Annali di Matematica, Serie III, tomo XI. 
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Siano d, vf7 w' gli integrali regolari delle equazioni: 

(nei punti di S) A' U' = O, (nei punti di o) u' = u., 

n A"' =O, n V I  = v., (10) 

)I Ae wl=O, n W ' = W  0 9 

e si supponga che le funzioni u., v,, w,, o l t ~ e  d i  essere finite e continue su 
tutta la superJicie a ,  siano tali che E'espressione : 

sia finita e continua iqt tutto il campo S (i punti di u inclusi) (*). 
Posto : 

si avrà dalle (9) ,  (10) : 

per aonseguenza la dimostraxione del teorema proposto si pub ridurre alla 
dimostrazione dell'esistenza degli integrali regolari delle ayuazioni (9)' nelle 
quali 8' è una nota funzione armonica (**). 

8. Posto : 
e, = k el, 

si considerino le equazioni : 

(*) P e r  condizioni sufficienti vczggasi ad es. LIAPOUNOFF; 1. c., 5 22. 
(**) La continuità delle funzioni UG , Va , U;O é sufficiente perché le derivate prime 

di 0' siano finite e continue in qualunque punto dell'interno di S (i punti di u cioé esclusi). 
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Dai risultati stabiliti nei paragrafi 4, 5, 6 segue che gli integrali 
tdi, ui ,  w i  (i = 1, 2 , .  . .) di queste equazioni e le cosrispondenti espres- 
sioni bi sono funzioni finite e continue in tutto il campo S (i punti d i  G in- 
clusi), che smmettono le derivate prime finite e continue in tutti i punti del- 
l'interno di S (i punti di u cioè esclusi) e si possono esprimere mediante le 
formole : 

Inoltre, se Mi indica il massimo valose assoluto di O i ,  si ha dalla (E): 

Cib premesso, si consideri la serie: 

I n  forza della essa è convergente assolutamente e in ugual grado 
in tutto S (i punti di o inclusj) per qualunque valore positivo (*) di Ic infe- 

1 1 riore ad -; e quindi si avr& per O < k' <3> integraudo per sede e sup- 
3 

(*) Qui teniamo conto dei soli valori positivi. 
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In forza della continuità delle funzioni 8 e 8, nei punti di n, questa for- 
inola (corne si osservb al $ 6 per la (6)") vale anche quando il punto (xi ,  y , ,  x,j 
va su a, e si pub ancora scriverla: 

Di qui risulta, indicando con M il massimo valore assoluto di 8, 

ossia : 
M r  3 Mo. 

9. Poniamo : 

Le funzioni u, u, w sono finite e continue in tutto il campo S (i punti 
di 5 inclusi) e hanno le derivate prime finite e continue in yualunque punto 
dell'interno di S (i punti di o cioè al più esclusi); e se si ha  riguardo alla 
formola : 

S d G  8, f k' B = ( O ,  + A' 8) - d 0,  
d n 

0 .  

mediante cui si pub esprimere la funzione armonica (8, + Ic' 8 )  dei punti (xi, 
y, ,  x i )  di S, risulterà: 

1 
con k' costante positiva e minore di - . 

3 
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1 10. Fissato un valore positivo qualsiasi k, di kt ,  inferiore ad - 3  si 
3 

considerino le equaziotii : 

che sono della natura di quelle scritte sopra. 
Da  quanto si è premesso, risulta che gli integrali ai, V i ,  wi ( i  = 1, 2 ,.. .) 

di queste equazioni e la corrispondente espreasione Oi sono funzioni finite.. . 
e si possono esprimere mediante le formole: 

Inoltre, se Mi indica il massiino valore assoluto di ei, si ha dalla (8)': 

Cib premesso, si consideri la serie : 

In forza della (8)Ii essa è convergente assolutamente e in ugual grado 
in tutto S (i punti di F inclusi) per qualunque valore positivo di k' inferiore 
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1 1 ad -; e quindi si avrà per 0 < k' < - : 
3 3 

ossia : 

Di qui risulta, indicando con N il massimo valore assoluto di e in tutto S 
(i punti di  a inclusi), 

11. Poniamo: 

L e  funzioni u, v,  w sono finitc e continue.. . ; e se si ha riguardo alla 
formola: 

mediante la quale si pub esprimere la funzione armonica 8, + (k, $ k') 8 dei 
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1 con k' quaritità costante positiva ed inferiore ad - . 
3 

Arrivati a questo piinto, è facile capire come, seguitando n volte nella 
medesima maniera, si pub giungere a dimostrare l'esistenza degli integrali 
regolari delle equazioni : 

a e  ae, A Z u +  (tale, + k')-+ - = O ,  a x i  ax, 
a e  ae, a zl A' V +  ( n k , + Y ) - + a y ; = O ,  (~=a+. .-  a Y, Xi 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
1 

con k' quantità costante positiva minore di - 
3 

In questo modo, rammentando che si è posto: 

risuita appunto dimostrata Z7esistenza degii integrali regolari delle equn- 
zioni (9) '  per un qzcalsiasi valore costade e positivo prestabililo di k .  

Catania, Luglio 1904. 
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sia dive,rso da zero, si prendano n funzioni regolari qualsiansi x, ,  x , , . . , ,  xn 
per le quali il determinante 

è diverso da zero nello stesso intervallo (a, b ) ;  e per ciascuna zr di queste 
funzioni si indichi con en-, Z, quel10 che si usa chiamare polinomio aggiunto 
del primo membro della equazione data (l), pel quale cioè si .ha 

tn-, Z, = (a, z , ) (~ )  + E ,  (a1 z , ) ( ~ - - ~ )  $ E~ (a2 x ~ ) ( ~ - ' )  f - + 1 
+ ~ n - 1  (an-.,  2,)' f ~n (an gr)  7 j (3) 

dove E~ = (- l)*. 
Allorn, indicando con Q,, q,,, e q,,, i determinanti che si ottengono 

da & ponendo al posto degli elementi della ultima colonna respettivamente 
le costanti arbitrarie c , ,  c1 ,..., cn quand0 si vuole Q,, e le funzioni x,, 
z,, ..., Z n ,  e Z, ,  Z2,  ..., Zn nelle quali alla variabile ü sia sostituito x, quando 
si vogliono q,,,, e q,,,,, e ponendo in generiile 

dove a é un valore qualunque di x nell'intervallo ( a ,  b ) ,  per qiianto dimo- 
strai nella prima delle citate Mernorie, si avranno jnfinite espressioni anali- 
tiche per rnezzo di serie dell'integrale y della equazione (1) (*), le quali sono 

grabili anche quando si riducono a i  valori assoluti jessendo quindi sempre finite O no), e 

potendo anche, invece di queste ultime derivate, esistere solo gli estrerhi oscillatorii do- 
tati  pero di queste particolarita per  l a  loro integrabilità (V. i rniei Fondamenti per la 
teorica delle fzcnzioni d i  variabili reali. Pisa, Nistri, 1878). Cosi per  X e per  alE non si 
richiede rieppure l'esistenza delle derivate, né che queste funzioni siano sempre finite, e 
spesso anche basta che esse siano integrabili anche ridotte a i  loro valori assoluti, ecc.. . . 

(*) Il FUCHS con al t re  considerazioni ottenne al t re  forme in ser ie  per gl i  integrali delle 
equazioni lineari nella s u a  Mernoria: Sur  le développement en séries des intégrales des 
équations daft"6renlieZZes Zinéail-es, pubblicata a pag. 36 del Vol. IV della ser ie  II di questi 
Annali.  
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date dalla formola 

x 

l a  quale pub anche scriversi sotto la  forma semplice 

Am &IL-i 
y = En-4 /-- f ils.., ~ S I  d xi ,no Q)Z + ( ~ O Q I X  - 

che è anzi la formola dalla quale nella Memoria citata si ricava la prece- 
dente (5), e non è altro che una di quelle che il sig. HILBERT ha chiainato 
equazioni integrali di seconda specie, e alla quale quindi potrebbero appli- 
carsi le considerazioni che egli ha fatto nella sua Memoria ("). 

E si pub anche notare die, siccorne, la equazione data (1) pub sempre 
moltiplicarsi per un fattore qualsiaai t ,  purohé regolare e diverso da zero 
nell'intervallo (a, b), e per essa vengono allora a mutarsi i polinoinii aggiunti 

... Zr e quindi le q,,,, , cos1 conservando 10 stesso sistema di fuiizioni zi, ze,. zn 
gli integrali della equazione data (I) ,  con questo semplice artifizio, potranno 
porsi sotto infinite altre forme differenti. * 

, 

y) Nelle mie ~ e r n o r i e :  Sulle eptcnziojzi cliffe,-e,zaidi ricordnte solira, si aminette nn- 
che clie X possa coiitenere le y, y' y",. .., y("), e si giunge nncora alla formola (6) la  quale 
viene in  tnl caso ad essere uns formola p iù  gencrnle delle equazioni integrali di seconda 
specie, e viehe a valere per qudsiasi eqiiazionc differenziale anche non linenrt?. 
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2. Se poi si osserva che a causa della (4) ogni termine della serie (5) 
pub scomporsi in due, e le serie corrispondenti a questi singoli termini ri- 
saltano convergenti al modo stesso, se ne deduce che I'integralc! y della (1) 
pub sempre riguardarsi corne composto di due parti Y e Yx, venendo c,osi 
a porsi sotto la forma 

y = y +  yx, 

nella quale la prima. parte Y è data dalla formola 

z 

Y = E,, , -- d ~ i  4- 

e corrisponde quindi all'integrale generale della equazione (1) ridotta orno- 
genea col porvi X=O, e per I'altra parte Yx si ha 
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e questa corrisponde evidentemente a un integrale particolare della equazione 
cornpleta data (1). 

3. E anche per ciascuna di queste due parti Y e Yx si hanno equa- 
zioni integrali colle formole 

e siccome evidentemente le derivate rispetto ad x di q,,,, fino alla (n - 1)" 
inclusive sono tutte zero per xi =. x, e la na è uguale a e,-, Q, basterà deri- 
vare successivamente la seconda di queste formole (IO), O anche la prece- 
dente (9)  ooll'osservare che alla serie del secondo membro possono applicarsi 
le derivaiioni almeno fino all'lza inclusive, per dedurne subito anche che l'in- 
tegrale particolare Yx della equazione completa (1) è quello che gode della 
pariicolarità notevole di essere zero per x= u insieme alle sue derivate fino 

x (4 alle (12 - 1)' inclusive, mentre l'na è - . 
a0 (a)  

4, E qui è da osservare che l'integrale particolare della equazione 
completa (1) che si dà ordinariamente nei trattati trovandolo col metodo della 
variazione delle costanti arbitrarie, è quello pel quale, essendo y, ,  y,, . . . , y, 
un sistema qualsiasi d'jntegrali foridamentali della equazione ornogenea e D 
il determinante fondamentale, si ha  la formola 

dove D,,, è l'elemento reciproco di y:-') in D ;  e quando in esso s'intenda 
che gli integrali siano tutti estesi fra cr e x, quesio integrale viene a godere 
della stessa particolarità dell'integrale Yx che abbiamo dato sopra, giacchè 
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evidentemente si hanno per esso le formole seguenti : 

dove con D,, , abbiamo indicato cib che diviene D quando in essb nell'ul- 
tima colonna a y?-'), ~ g l - 1 )  ,..., y("-1) si sostituiscono y,, y ,,..., y, e negli 
altri elementi a x s'intende sostjtuito x, , e Drmi a, D",,,,, .. . , D:f!% rappre- 
sentano le derivate di D,,,, sispetto ad x. 

Segue da cib evidentemente che quando i coeficienti a,, a , ,  a ,,..., a ,  

e X fra a e b sono rogolarj, e a, è diverso da zero, e in Y le iiitegrazioni 
si intendono tutte limitate fia. e z, i due integrali Yx e Y della eqiiazione 

- 

complets (1) sono glj stessi (*), e si h a  Yx= Y qualunque siano le funzioni 

(*) Poichè ammettiamo che a, sia diverso da zero per  x = a ,  il fissare per  l a  equa- 
zione data  (1) il valore dell'integrale e quelIi della sua derivata fino alla (n - 1)a nello 
stesso punto cc, ne1 qzcale a, non d zmo, determina completamente l'integrale, poiclib s e  
esistessero due di tali integrali distinti se ne avrebbe uno y, per  l a  equazione omogenea 
corrispondente che per  x -= a sarebbe zero insieme alle sue prime n - 1 derivate; e poi- 
ch6 dovreinmo pure  avere  

colle c l ,  c2, . . ., c,, costanti, e le  y,, y,, .  . . , y,,integrali  fondamentdi il cui deterininante 

- J-2 dr 
D = D , a  (Bo cost.) è diverso da zero per  x = cc, basterebbe fare  y = 2 in questa 

\ 
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ausiliarie x,, x, , .  . ., x, ,  e qualunque sia il sisterna d'integrali fondamentali 
y,, y2,. . . , y, della equazione omogenea dai quali si parte per la determina- 
zione di P; talchè si hanno infinite relazioni fra questi sistemi di funzioni. 

' 

5. Del resto, potendo sempre prendere in tutti questi studii per le 
funzioni ausiliarie z , ,  x, ,  ... , x, infiniti sistemi di funzioni, pei quali non si 
hanno altro che le condizioni di essere regolari fra a e h e di avere il loro 
determinante Q diverso da zero, tutte le formole che abbiamo dato, col10 
scegliere in modi diversi queste funzioni xi, z, ,. .. , x, e col prendere ogni. 
volta per le costaiiti ci, c, ,. . . , c, valori adattati, conducono ad altrettante 
relazioni notevoli fra le funzioni xi, zz,.. . , Zn e y,, y , .  .., y, e X; e in 
particolare quando per le funzioni x,, x ,,..., x, si prendano quelle y,, 
y,, .. . , y, che costituiscono i l  sistema d'integrali fondamentali che si vuole 
considerare, si ottengono sempre relazioni fra questi integrali fondamentali. 

6. Giova ora anche osservare che nelle formole dei paragrafi prece- 
denti è sempre supposto che nell'intervallo (a, b)  ne1 quale s'intendono con- 
sideïati i nostri integrali, il coefficiente a, si mantenga diverso da  zero; perb 
talvolta questo non accade, e allora le formole stesse possono presentarsi 
sotto forma illusoria. 

In vista di questo, a i  $8 17 e seg. della seconda delle mie Mernorie ci- 
tate, con riferirmi allora anche a quanto avevo fatto osservare ai $5 10 e 11 
della prima, io esposi alcune considerazioni anche pel caso in cui a, diviene 
zero in un punto fra a e b che pub sempre supporsi essere il punto - a ;  e 
tali considerazioni valser0 a assicurare c h e  in molti casi si hanno ancora in- 
tegrali particolari che 'si manteqono regolari anche nell'htorno del punto pr 

ne1 quale a, = O, e pei quali valgono sempre le formole precedenti. Ora poi, 
a complemento di quanto allora esponemmo daremo dei casi estesissimi nei 
quali, malgrado la presenza di un infinitesimo di a, nell'intervallo che si con- 
sidera, si hanno ancora integrali che nell'intorno del punto d'infinitesimo si 
mantengono regolari (ne1 senso qui intesn § 1) (*). 

espressione di y. e in quelle delle s u e  prime n - 1 derivate p e r  concluderne subito che 

c,==c2= ...= c,,=O, 
e quindi y, = 0. 

(*) FUCHS, nei suoi celebri studii sulle equazioni differenziali l ineari dette già la con- 
dizione necessaris e sufficiente perche queste equazioni abbiano tut t i  i loro integrali rego- 
lari, uttribuendo per6 a questa parola u n  significato diverso da2 nostro; ma, egli suppose 
che i coefficienti della equazione fossero funzioni analitiche di inentre qui si siippone 
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7. Supporremo per semplicità che il punto d'infinitesimo di a, fra a 
e O sia il punto U ,  e indicheremo ancora. corne nelle Memorio citate con 8, 
il determinante 

da1 quale si ottengono i soliti tre &,, qx,x i  e q,,,, che figurano nelle nostre 
formole, col poïvi invece delle O , ,  O?, ..., 0, respettivamente le costanti c l ,  
c  .,..., en quando si vuole Q,, e le quantith x,, x .,..., x, e le Z,, Z2 ,..., 
Za nelle quali sia posto x, al posto di z quando si vogliario qB ,,, e q,>,i; 
e ricordereino che al 3 15 della seconda di quelle Memorie già trovammo 
che se si prendono x, = 1 ,  x, = n: - a, 5, = (z - a)' ...., 2,-, = (X - 
e si lascia indeterininata x, si ha la formola 

- - .. dove = T (O) T (1) 71 (2) .  i~ (n - 2) ; e allora sarà Q = na-, ~(n-'), essendo 
il Zn ancora da determinarsi. 

Ora ammettendo, corne già ahbiamo detto che a, sia infinitesirno per 
X - 8 ,  ci limiteremo a considerare il caso in cui esso sia infinitesirno di un 
certo ordine determinato p, e per modo che sia a, = (x-a).P O, (x), essendo 

soltanto che siano funzioni regolari ne1 senso da  noi indicato in principic, cioè che nel- 
l'intervalle (n, O) ne1 quale si considerano siano finite, continue e derivabili almeno fino 
a quell'ordine pel quale occorre di considerare l e  loro derivate, bastando ordinariamente 
che le ultime derivate siano finite e integrabili f ra  a e b, e talvoltn anche potendo essere 
infinite, purchè sempre integraldi  anche quando s i  riducono a i  loro valori assoluti. 
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6, (x) una funziono di x che ne1 punto cr è finita, continua e diversa da zero 
ed ha  anche le derivate almeno fino a quelle dell'ordine n, per le ultime delle 
quali perb, cioè per le ?ze, senza richiedere che siano continue, richiederemo, 
per semplicizzare i nostri studii, che sirtno finite e integrabili fra a e b. 

E ammesso qilesto, si vedrà subito Che, onde nelle nostre formole i 
denominatori a, Q siano finiti e diversi da zero, basterà determinare 2, par- 

tendo dalla formola z!:-l) - 1 
(*) , e facendo successive integïa- 

Zn-, (x - E)" 

zioni. E cib qualunque siano nell'intorno del punto x = a gli altri coefficienti 
a, ,  a,, . .., a, della nostra equazione pei quali porremo soltanto in segiiito 
alcune condizioni, senza escludere ora che possano anche divenire infiniti ne110 
stesso punto a. 

Determinato cos1 il zn, avremo intanto a, Q = 8, (x ) ,  e le formole pre- 
cedenti ci permetteranno di determinare subito anche Q,, q,.,, e q s S i ;  ma 
noi liinitandoci, corne ora faremo, alle equazioni omogenee, non avremo bi- 
sogno di occuparci del q,,,, . 

Ora, rispetto a Q, osserveremo che per la (12), dipendentemente dall'ordine 
d'infinitesimo p di a,, esso potrh avere dei termini che divengono infiniti per 
x = E ,  ed anzi, almeno ordinariamente, 10 saranno tutti, ali'infuori di quel10 
che porta c,, se l'ordine d'infinitesimo di a, sarà uguale O superiore a l z  - 1; 
noi percib per non incontrare questa difficoltà ci limiteremo senz'altro all'in- 
tegrale particolare pel quale c, = c, z . . = c,-, = O ,  prendendo poi per 

1 
semplicità cn = -- con che sarà Q, = 1. 

En-2 

Osservando poi che il polinomio aggiunto Z in generale è dato dalla 
formola 

(*) Ne1 3 17 della seconda delle Memorie citate, volendo che nelle nostre formole 
1 

fosse a. C3 - 1, fu determinato Zga colla condizione z.r-') = ; ma più generalinente 
Rn-2  a0 

1 
avrebbe anche potuto determinarsi colle formole a:-') = --- , con k numeri, qiial- 

X n 4  a; 
siasi, e allora sarebbe stato a. Q = a;-". Qui  le  cose restano piil seinplici deterrni- 

1 nando Z n  colla formols zZ-" = - 
752-2 (x - 3 ) p  ' 

AnnaZi di Matematica, Serie  III, tom0 XI. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



294 Dini :  Stzcdii sul2e equaxioni 

si vede che delle quantith Z,, Z, ,  .. ., Zn-, , Zn che dovremo porre in 8, 
al posto delle O , ,  8 ,,..., O,-,, O,, dopo di avervi cambiato x in z,, per 
avere q,,,, , le prime PZ- 1 saranno sempre finite se tali saranno i coeffi- 
cienti della equazione data, e quelle delle loiw derivate che oocorre di con- 
siderare ; ma anche in quecito caso I'ultima Zn, a causa del miore che avrà xn , 
potrà avere uno O più terrnini ehe divengono infiniti per x = a. 

D'altra parte ne1 caso nostro ogni termine della serie che deve ancora 
rappresentare l'integrale sarà della forma 

e qiiindi onde essere sicuri che in un certo intorno di a questi termini con- 
servano un significato, e costituiscono una serie convergente, basterà trovare 
dei casi nei quali é certo ohe le quantità q,,,, sono ancora sempre inferiori 
a un numero finito, O almeno sono tali che i termini steesi si comportino 
ancora come quelli di una serie e~ponenziale, O anche soltanto, più general- 
mente, sono tali che i varii integrali successivi 

risultino. tutti numericamerite inferiori ai  termini di una serie convergente. 
8. Tratteremo quest'ultimo caso che comprende naturalmente anche 

gli altri due, e per questo incomincjeremo col premettere uns  formola ge- 
x 

nerale relativa agli integrali [ q , , ,  d z,, e per la quale non si richiede nep a 

a 

pure che le xi, z 2 , .  . ., Zn vengano fissate corne ne1 paragrafo precedente, 
ma si suppone solo, in modo generale, che esse siano tali che, se anche di- 
vengono infinjte per x = a, per cjascuna di esse x, la funzione corrispon- 
dente 2, risulti integrabile fra a e x, corne appunto dovranno poi essere 
sempre le 2, ne1 caso nostro. 

Osservando che pel valore di Z si ha la formola generale (13), e che 
in conseguenza la  espressione 

(a, z ~ ) ( ~ ~ ~ )  f cl  (ai x ~ ) ( ~ - ' )  + ~ ~ ( a ~ x ~ ) ( ~ - ~ )  + . . . $ E ~ - ~  (an-izs) + E, a n ~ s d ~ i  (16) S 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



differenxitzbi lineari. 295 

rsppre~enta  1' integrale indefinito (' 2. d T, si potrà afferrnnre, dietro le 

nostre ipotesi, che questa espressione dovrà avere un valore deterrninato 
anche per x = a ,  che noi indicheremo con 7,; e siccome in generale si ha 
evidentemen te 

l 

avremo allora 

+ En-1 (an-, 2,) + EnJan Xi d x - ri 

x ' I >  . . . -  ~ ' , l - 2 )  (ao , q , ) ( n - l )  + 6 ,  (a,  x J ( ~ - ~ )  $-...+ 

e quindi applicando ai  termini degli elementi dell'ultima colonna la formola 
di LEIBNITZ, e spezzando il determinante in altri colle regole note, giunge- 
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rem0 subito alla formola generale seguente 

' 2, zfi z ... Z P - ~ )  ((1% Bi a 2 - E, ri 

che è quella appunto che volevarno trovare. 
9. Premessa questa formola generale che B anche assai notevole, tor- 

niamo al caso che dobbiamo studiare, rendendo perb prima le nostre formole 
più generali mediante l'osservazione fatta in fine del 5 1, col sostituire cioè 
alla nostra equazione quella che si ottiene nioltiplicandola per una Potenza 
qualsiasi (3; - a ) k  di x - a ;  e continuando a rappresentare anoora con a,, 
a , ,  a,, . . . , a, i coefficienti della nuova equazione, indichjarno con i il nuovo 
ordine d'infinitesimo di a, (che potrà essere anche d'infinito perche i potrà 
risultare negativoj per modo che si abbia ora a, = (x - aji 8, (x), conser- 
vando 8, (x) le proprietà indicate sopra, 

E essendo cc, infinitesirno ( O  infinitoj per x = a di ordine i, ci limite- 
r e m  a considerare il caso in cui a,, a,, , . . ,  a h , .  . ., a,-, siano infinitesimi 
almono (O infiniti al più) degli ordini i - 1, i - 2, .  . . , i - h,. . . , i - (n - 1) 
rispettivamente; e per a, ci limiteremo per ora a supporre che sia integra- 
bile fra a e b insieme ai prodotti a,z, anche ridotti ai loro valori asso- 
luti 1 a, z, 1. 

E ammetteremo anche che in generale per h L: n - 1 si possa scrivere 
a h  = (X - a)i-h Sh (x), essendo eh (x) una funzione finita, continua e deriva- 
bile fra a e b almeno fino all'ordine ?z- h, bastando peso che le ultime de- 
rivate di ordine n - h siano finite e integrabili fra a e b ("); e indicheremo 

b 

(*) S e  i si siipponesse intero, e anche per  a,, s i  ammettesse di avere  

a, = (m - c c ) i - p b  0 ,  (x), 

e le  Os (a) si supponessero tut te  funzioni analitiche di x ricadreiumo ne1 caso di FUCHS; 
m a  qui ci limitiamo a fare  le  ipotesi meno restritt ive che ahhiamo fatte sopra. 

Xggiunpiamo che gli studii che o r a  facciamo, e l e  formolo cbe s i  txovano valgono 
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sempre con T ( x )  l'integrale 1 a, z, 1 d x, con chè cl (x) sarà una funzione J 
di  z, positiva per z >a ,  e negativa per x < a, che non sarà mai decre- 
scente e tenderà a zero coll'avvicinarsi indefinito di x ad a ;  e in particolare, 
ne1 caso di a,  x ,  sempre inferiore in valore assoluto a un numero finito, a- (2) 
sarà della forma (x - U) d ,  con d pure numericamente inferiore a un numero 
finito. 

10. Cib posto, incomiiiciarno da1 considerare il cas0 di i > n  - 1 ,  e 
allora le a,,  a,, a ,,.., , an-, saranno tutte finite per x = a, e con 

potremo prendere z, =p,  (x - u)n-i-i, dove 

lJn = - 1 

En-2 (1 - $1 (2 - i). , , (% - 1 - ij 
e avremo in generale 

per s r 12 - 1, e al tempo stesso 

an-, Zn =pn on-~(x) ; 

e quindi per la formola (13) le Zi, Z,, . . ., Zn saranno tutte integrabili se 

anche pel caso che per  l a  equazione data  il punto a non sia un piinto d'infinitesimo di no 
e sia un punto ordinario, essendo al solito gli s l t r i  coefficienti a,, a,, ... , a,,-1, a,, re- 
golari nell'intorno di a ;  perche anche in questo csso moltiplicando tu t ta  l a  equazione 
p e r  (x - rr); con i 5 n - 1 essa si r idurrà  a d  avere il coefficiente del primo termine in- 
finitesirno di ordine i, e gli a l t r i  saranno finiti, e si potranno ancora porre  sotto la forma 

essendo pero allora le  8, (Y.), 8, (Y.) , . . . , O,-, ( a )  tu t t e  zero, e solo il O, (2) essendo diverso 
da  zero. 
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10 saranno i prodotti a, x i ,  a ,  z, ,  . . . , a, a,, e allora gli elementi de117ultima 
colonna del determinante che figura nella (17) diverranno rispettivamente 
x x x 

[a. z, d X, s a ,  2, d L,.. . , l a n  Zn d x - En T., essendo r. il valore della espres- 

per z =a. 
Ma quando sia ammesso che a, z, sia integrabile da a ad x anche ri- 

dotto ai  suoi valoïi assoluti 1 a,  z, 1, le altre quantità a, z,, an z,, . . ., a, z,-, 
non solo saranno integrabili, ma si a r rà  anche in generale 

essendo ,un valore compreso fra a e x, e sarà quindi anche 

dove v, in valore assoluto non passa 17unità; e quindi per essere ora a, Q = 8, (x), 
la  formola (17) ci darà la seguente 

e di qui, osservando cbe pel determinante che figura in questa formola, quando 
vi si pongano per z,, x', , z",,. .., i loro valori, e vi si applichi la 
formola (12), O se ne faccia Io sviluppo secondo i termini della ultima linea, 
si trova che il suo valore è sempre numericamente inferiore a un riumero 
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finito, si potrà scrivere senz'altro 

essendo g sempre numericamente inferiore a un numero finito. 
Osservando poi che colla integrazione per parti si ha 

e quindi anche 

essendo X un valore compreso fra a e x, basterà sostituire ne1 primo termine 
0 

di questa per q,,,, d xi il valore precedente, e osservare che S 

essendo z un altro valore cornpreso fra a e x, per dedurne subito cbe 

avendo la solita partieolarità di mantenersi sempre in valore g ~ = m  
assoluto inferiori a quantità finite do e y,, per modo che si potrà scrivere 

essendo ho e À, quantità comprese fra -- 1 e 1; quindi osservando anche che 
il prodotto a, x, riportato ai coefficienti della equazione data, cioè di  quella 
che si aveva prima di moltiplicarla per (x -a)k,  pub scriverei sotto la forma 
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. 
U n  

pn 0 (x) (x - u n  , si conclude ore cbe, ne1 cas0 di i > n - 1, onde la 

funzione 9" sia integrabile rispetto ad z, da u ad x baster& che sia tale 
0 0  (xi) 

la espressione " (x - a)n-' anche riducendola ai moi valori aasoluti, e allora 
a0 

si avrà la  formila precedente (18). 
E quando (corne dovrà in  particolare avvenire se qn,,, dovrà essere 

sempre numericamente inferiore a un nu.mero finito) si voglia anche che 
x 

l'integrnle e d s ,  tenda a zero coll'avvicinarsi indefinito di 2 ad a, 
O xi 

a 

- w - n allora bisognerà che la quantità 1 - nn-, - sia zero, cioè che si abbia 
6 0  (a> 

- r*n-% 
1 - - [(a, #%)" -') + r i ( @ ,  z ~ ) ( ~ - ' )  + c2(u, z~)("-?) f . - - f en-< (a.., &)/ = 0, 

00 (a> *=a 

ovvero 

e in questo caso l'integrale stesao q"jx' d z, anzichè sotto la forma (18) 

si preseriterà sotto I'altra 

E, naturalmente, in quest'ultimo caso, se q,,,, dovrà anche essere sempre 
numericamente inferiore a un numero finito, almeno ordinariamente bisognerà 

porre anche la condizione che il prodotto a, zn, O 8. (s) " (z - a)"-<, oltre 
a0 

ad essere integrabile da  u ad  x, sia anche finito, ne1 qua1 caso a( : t )  sarà 
della forma (x - a) a? con d finito. 
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11. nobbiamo ora esaminare gli altri integrali successivi (15), e per 
questo gioverà prima trasformare la espressione di q, ,, che si ottiene dalla-(12) 
facendovi le solite sostituzioni, e ponendovi per gfl il suo valore, cio& 

Ocserveremo percib che da questa forinola si h a  l'altra 

dove i coefficienti p,, per s = 1, 2,. .. , n - 1, sono dati dalla formola 

che, sommando successivamente i varii termini fra parentesi, si riduce al- 
l ' a h  semplicissima 

e quincli, siccome la formola generale (13) del valore di en+, Z ci dà per 
s d n - 1  

t n + 1  (Zs\$, = [(xi - u ) ~ ~ ~ - ~  0 0  ( x , ) ] ( ~ )  + C I  [ ( X i  - U ) ~ L ' - ?  01 ( x ~ ) ] ( ~ - ~ )  f . - 
f c n - i  [ ( X ~ - U ) ~ ~ ' - ~ ~  n-i (x*)]  ' f ~n ( ~ n ) x i  (xi - 

Annnli di Malewzatica, Serie III, tomo XI. 39 . 
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e per s=f i  

1 + ~n-1 [?n-, (x,)]' + - (an zn)m 9 
P n 

e da queste si ha per s _L PZ -- 1 

dove p, è il coefficiente numerico introrlotto ne1 5 IO, e le d,  e ln sono quan- 
tità sempre numericamente inferiori a un numero finito, e 

se ne deduce che q,:,, pub porsi sotto la forma 

ovvero 

dove 

e l è corne 1, sernpre numericamente inferiore a un nuniero finito. 
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Questa espressione (25) di q, ,, , dopo di  averla. divisa per 0, (x,) col- 
1 1 1 '  l'osservare che - = - + (-) - (z-a), con compreso fra a e x, 

0, (x, oo ( a )  0 ($1 ,, 
q , x i  torna a mostrarci che onde -- sia integrabile da a ad x rispetto ad xi 
00 (4 

a n  basta che sia tale la espressione a, x ,  O - (x - o.)" -' anche riducendola ai 
a0 

suoi valori assoluti; e poi osservando che colla indicata integrazione il primo 

termine fra parentesi dà luogo al termine L, dove 
00 (4 

E i  Ci €2 C2 P =  
r (O) c (n - 2) (i + 1 - n) ' r (1) c (n - 3) (i + 2 - a) 

+ 1 (26) 

si ritrova una formola come la (18), cioè 

.dalla quale si vede anche che se si 

a zero coll'avvicinarsi indefinito di 
condizione P = 0, cioè 

vorrà che 1' integrale d x, tenda 
a 

x ad a, bisognerà che sia soddisfatta la 

Ei C i  

n (O) r (n -- 2) (i +- 1 -. n) + r (1) n (n - 3) (i + 2 - n) t 

€3 C3 + .. . E n  Cn-i = O, + z(?)z(n-a) ji +- 3 - n)  + z (9' - 1) z (0)  (i - 1) 

la quale necessariamente non sarà che la (19) posta sotto altra forma. 
Dalla stessa formola (25) poi si vede subito anche che se sarà soddi- 

sfatta questa condizione (28) O la (19), come in particolare avverrà quando 

sian.0 zero tutte le c l ,  c , , . . . ,  in-,, allora Ir espressione di 4- si ridurrà 
00 (.TC) 

alla forma semplice 7 (a, ~ n ) s ,  + y , ,  con -J e y, numericamente inferiori a nu- 
an 

meri finiti p e pl, e quindi sarà anche semprc finita se a, Zn O - (x - a)"-' 
a0 

nell'intorno di a, oltre ad essere integrabile, sarà anche finita. 
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E se 'le - c l ,  c2 ,... , cn-! non saranno tutte zero, essendo O no soddisfatta 
la condizione (28), siccome il primo termine della (25) pub sc,rirersi anche 
sotto la forma a 

xi - tC e il rapport0 --- durante le integraaioni è sempre compreso fra O e 1, 
x - K  

si sede subito che se s'indicano con P', c',,  cf ,,..., cf,-, i valori assoluti 
di P, cl ,  ce ,..., e con a,, or,, n3 ,..., an-i i massimi valori assoluti delle 

quantità 1 - 1 1 1 1 , p-- . > t -  , . . . , ta-e - -- 
i f l - n  i -f 2 - n  i + 3 - n  i - 1  

per t fra O e 1 (*), ponendo 

I # 

. \  @I c I X e  c 2 a3 c 3 + . . .  t(ii-i C n-i Ici = 
z (O) n (n - 2) + ;; (1) ;r (n - 3) + z (2) z (n -- 4) + x (n - 2 )  r ( O )  ? i 

il primo termine della (25) sarà numericamente inferiore alle due quantità. 

(*) Poiché i >  n - 1 evidentemente le a,,  ct,, . . . , an-l saranno sempre i valori di 

1' 
1 1 1  

1 - .  i + 3 - n >  1 + 4 - n > . . . '  l-- mentre le a, e a, per i s n sono i valori di 
i - 1 '  

1 1 
1-. 1 e per i compreso fra n - 1 e n (gli estremi n  - 1, e n escl.) 

z-l-1-9' z f 2 - n '  
1 '  

saranno i valori di -- - 1 , per modo che le a,, n a .  .. a,-1, sa- 
i+l-n '1 

1 
-pnQ gempre inferiori ad uno, mentre K, 10 s a r i  solo per i> n  - - ; .donde apparisee . . 2 

1 1 
che ne1 caso di i 7 n - - e anehe quand0 i è fra, n - 1 e n  - - purch4 allora sia c, = 0, 

2 2 - 
sarà sempre KI < K, e allora se sar& P z 0  si potrà prendere. S2 - K I .  
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delle due quaritità K e P'f K,, si potrh scrivere evidentemente per la (26) 

essendo 8, (a) il valore assoluto di 8, (a ) ,  v o  una quantità non superiore ad uno 
in valore assoluto, e y e yi altre quantità senipre numericamente inferiori a 
nutneri positivi e finiti p e pi; e il cas0 precedente di ci = O, c, = O,. . . , 
c, - O corrisponderà evidentemente a quel10 d i  K = O e Ki = O e fi = 0. 

12. Trovata questa espressiune (30) per , si studieranno suc- 
00 (4 

cessivamente con tutta facilità gli integrali (15). 
Tenendo conto infatti della stessa formola (30) e del valore (27) di 

- x 

J ' M d  x,, ne1 quale siano carnbiati x e z, in x, e T, ,  troveremo subito 
42 (4 

e supponendo ad es. : x > a, e eseguendo i calcoli, coll'osservare che durante 
- 

il corso della integrazione si ha sempre &(xi) r n (x), trovercrno con tutta 
facilita 

R + 4 [ v i  - + %Pi (x- a) 1 tx- 4, 
O, (a) (i - n + 1) 

essendo v i ,  CS, .  . . r9 quaiitità il cui aalore assoluto non passa I'unità; e quindi 
se fisseremo di restare con x in un jntorno di a sufficientemente piccolo (ma 
bnito), che certo esisterà, pel quale si abbia in valore assoluto 
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essendo t un nurnero positivo sufficientemente piccolo, avremo 

essendo Y,,  Y ,  e v2 nuove quantità non superiori ad uno in salore assoluto. 
Di qui, osservando che il passaggio dall'integrale semplice (27) all'inte- 

grale doppio precedente, pei valori di .7: dell'intorno di u deterininato sopra, 
si fa moltiplicando i tre termini del valore (27) dell'integrale semplice per 

a+. 
- e per quantità Y , ,  Y, e u2 non superiori ad uno in valore as- 
40 (a) (i - * + 1) 
sol&, si cornprende subito che il passaggio all'integrale trip10 si farà al rnods 
stesso fra gli stessi confini per z, cioè si avrà 

essendo v ' , ,  v ' ,  e Y', nuove quantità non superiori ad uno in valore assoluto; 
quindi siccome questo processo pub ripetersi indefinitamente, e gli integrali 
multipli successivi che cosi si determinano sono appunto gli integrali (15), si 

O + r  R 
vede ora che se sarà - < i, o anche soltanto - 

6 (z) (i - 1% + 1) O0 (o.) (i-r, + 1) 
( 1  

perchè r pub prendersi piccolo ad arbitrio, restando con x in uz  intorno mf- 
ficientemente piccolo (ma finito) di a la serie formata dai termini (15) si com- 
porrP di tre serie sempre convergenti assolutamente e in ugual grado. 

Un Ne segue dunque che se a ,  z, O - (x - a)n sara integrabile nell'in- 
0 0  

torno di cc anche ridotto ai valori assoluti, e se, essendo K e Ki le qiiaritità 
definite dalle (29), e P' il valnre assoluto della espressione (26) d i  P, l é  
minore Q delle due quantità K e P' + Ki sarà inferiore a & (2) (i- n f 11, 
la serie formata dai termini (15) sarà sempre convergente indipendentemente 
dall'ordine dei termini e in egual grado in un intorno sufficientemente pic- 
colo, ma finito, di U ;  e questo, Fer quanto si  disse ai $$ 10 e 1 1  della prima 
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delle Meniorie citate, .basta per potere affermare che l a  detta serie reppre- 
senters un integrale della equazione data che sarà regolare (ne1 senso inteso 
da  noi) per tutti gli indicati valori di x, eccettuato tutt'al più il punto x = a 
per le derivate. 

E avendo rignardo alla forma della quantità entro l a  prima parentesi 
della (25), si vede subito che per (1 si pub anche prendere in ogni cas0 il 
massimo  alo ore assoluto della quantità 

pei valori di t da O a 1 (O e 1 inci.). 
E si pub altresi notare che appIicRndo un noto teorema di ABEL si rede 

che nella (30) si pub anche intendere che fi rappreseiiti un nuinero positivo 
del quale siano minori in valore assoluto le somme successive dei coefficienti 

Xi - r. delle potenze di --- nella quantità entro la prima parentesi delle (25); e 
X - x  

allora invece della condizione precedente 12 < 8, ( a )  (i - n $1) si trova l'altra 
che nessuna delle stesse somme successive di coefficienti delle (23) arrivi in 
valore assoluto a (i - n + 1,) %, ( a ) .  

E sggiungiamo inoltre che se senza essere zero tutte le c,, c,, ..., c , ,  la 
saranno alcune di esse a incorninciare dalla prima, p. es. le prime h ,  cioè c,, 
c,,.. ., CI,, con Iz. < rz - 1, d o r a  avendo ancora riguardo alla espressione (25) 
d i  q,,, e r ipe te~do  i ragioriamenti precedenti si trova che le condizioni per 
essere sicuri della esistenza dell'integrale regolare delle nostre equfizioni nel- 
l'iritorno di z = vengono meno restrittive, perchè nllora basta che la quan- 

tità il corrispondente a queçto caso risulti inferiore a (i- n + 1 b  $ l)ëo(cc); 
e vi ha di più d i e  allora per IZ pub prendersi il massimo r d o r e  assoluto 
per t fre O e 1 ( O  e 1 incl.) della quantità cui si riduce la espressionc pre- 
cedente (31) dividendola per th.  

Ne1 caso particolare poi in cui siano zero tutte le c , ,  c,.. ., c,-,, allorti. 
per l'esistenza dell'integrale ,regolare della nostra equazione nell'intorno di O: 

non rimane altra condizione che quella relativa alla integrabilità di un 2, O di 
a>z . 
- (x- a).' anche ridotto ai valori assoluti; e se a, x, oltre ad essere in- 
an 
tegrabile sarà anche sempre finito, con chè, corne già notammo, sarà pure 
sempre finito q, ,:, allora saremo anche sicuri che la serie degli integra.li (15) 
convergerà corne una serie esponenziale, e I'integrale corrispondente della 
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nostra equazione sarà certamente regolare da  u fino al primo nuovo pundo 
d'infinitesimo che si avesse per a, fra a e b,  se i coe5cienti cci, a ,,..., a, 
non presentano essi singolarith in questo intervallo. 

Oltre a cib poi, siccome ne1 cas0 in cui le c , ,  c ,,..., en-, sono tutte 
zero le formc~le che trovammo sopra per gli integrali (15) mostrano che tutti 
questi integrali tendon0 a zero all'avvicinarsi indefinito di x ad cc, e Io stesso 
conseguentemente avverrà della serie da essi formata che è convergerite in 
ugual grado nell'intorno di a, si vede che l'integrale regolare che si avrà 
per la nostra equazione in questo caso avrà anche la  particolarità notevole 
di non potersi annullare per x = a ,  perchè per questo valore di x si ridurrà 

Qc al suo primo termine - che per le nostre ipotesi è finito e diverso da zero. 
a0 Q 

13. Passiamo ora a considerare il cas0 d i  i= n - 1, e per questo osser- 
- - En viamo che allora, dovendo prendere Zn =p, log (x - a) ,  con p, = - 

~ 1 1 - a  z (n  - 2) 
i termini della espressione (16) Fer s = ra considerati separatamente diven- 
gono tutti infiniti per x = a; e quindi bisognerh che sia soddisfatta qualche 
condizione perché la loro somma possa restare finita. 

Ora evidentemente considerando uno qualunque di questi termini (ahzn)n-h- i  

per h = O ,  1, 2,..  ., n - 1 , c d '  osservare che ah = (x - Oh (x), 
- 

x,=p,log (r - a), si vede subito che in esso la parte che diventa infinita 
per x == u è soltanto 2,; quindi supponendo anche ora, corne ne1 caso 
precedente, che a n z n  sia integrabile fra a ed x anche ridot,to ai suoi valori 
assoluti, si vede intanto che onde la  espressione (16) possa restare finita per 
x = a quand0 s = n, bisogna che sia soddisfatta la condizione 

a?-') f E, aIn-2) $ a, f . . . f E ~ - ~  a, -, = O per x = a ,  

che pub anche scriversi evidentemente 

(12 - l)Oo (a) + a i  TC (n-2) 5, (a) + E? ;: (n- 3) 8, ( a )  + . . . 
+ En-iT (0) 8,-1 (a)=(); 

(32) 
) 

e quando questo avvenga, se nella espressione (16) quando s = n l'integrale 

Jan a;, d z s'intenderh corne al solito limitato da a ad z, r, avrà un signifi- 

cato, e sarà precisamente il limite per x = a di 
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come ne1 cas0 precedente di i > 9% - 1 ; cioè sarà 

O anche a causa della (32) 

avendo indicato in generale .con C, la parte numericn che, oltre al termine 
x (s) log (x - a), figura in [(x - a). log (x - a)] (s) .  

Quanto poi alle altre t, corrispondenti a s = 1, 2 , .  .. , n - 1, osservando 
che si avr& ora 

e che, per eseere a, x,  integrabile anche ridotto ai valori assoluti, 10 saranno 

a fortiori anche a,, z,,  a,, x,, ..., a, z ,,-,, e quindi gli integrali a,,z, d x  che J 
figurano nella (17) potranno intendersi tutti estesi da o: ad x, si vedrà .su- 
bito che le r,, r,,..., t,-, sarrrnno tutte zero a causa dei valori precedenti 
delle a, a,, a, z,, . . . , a,,-l a, per s = 2 ,  3 , .  . . , rz - 1, mentre la r ,  sarà pure 
zero a causa della condizione già post:~ (32); e quindi osservando anche che 
per z sufficientemente prossirno ad a (come basta supporlo) si ha 

S a , l o g ( x - ~ ) I d x  . per s=1 ,  2 ,..., n-1, 

essendo le q, quantità numericamente inferiori ad uno, si vede che la (17 )  
conduce anche osa alla (18) quando in questa s'intenda che r,, sia data 

qx.m dalla (33) ; e cosi, in questo caso di i = lz - 1, onde la funzione - sia 
40 (xi) 

integrabile rispetto ad x, da a ad x, basterà che sia tale la funzione a, log (x - a) 

a y 1  o - (x - con-' log (x - x )  anche riducendola ai moi valori assolutj, e che al 
a0 

tempo stesso sia soddisfatti la condizione (32). 
Annali di ~iMatc.matica, Serie I I I ,  tomo XI. 
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X 

E quando si voglia anche che l'integrale qx.x' d si tenda a zvro ooll'av- 
a 

vicinarsi indefinito di x ad a, allora bisognerà che sia zero anche la quantità 
Xn-2 7% 

i-- , cioè che si abbia anche la condizione 
4, (4 

-che corrisponde alla (19) che avevamo ne1 caso di i> n - 1, e nella quole 
le C# hanno i significati che loro attribuimmo sopra, per modo cbe, essendo 
C, = 1, ne1 caso di n = 2 questa condizione verra soddisfatta da se. 

14. Restano ora a trovarsi anche per questo caso di i= n - 1 le con- 
dizioni che vengorio dalla necessità chi abbiarno che i successivi integrali (15) 
siano tutti numericamente iiiferiori ai termini di una serie convergente; e per 
questo procederemo ancora corne nei $8 11 e 12. 

Va.lendosi ancora della (12) coll'osservare ai valori attuali di z,, z',, 
,,..., ZP-~) ,  si troverh che q,,, si pone ancora sotto la forma (21) nella 

quale perb invece degli ukimi due termini sia scritto l'altro 

dove 

che converrà studiare a parte; e quindi, applicando le stesse trasformazioni 
del 5 11 giungeremo per prima cosa alla formola seguente 
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differentiali liriearé. 31 1 

esseiido ora 1, una quantità, sempre numericamente inferiore a un numero 
finito, e le p,, p,, ..., P , - ~ ,  c,, c ,,..., c,-, essendo quelle stesse che ven- 
gono dalle formole (22) e (23) col farvi ora i = n - 1 ,  e essendo ora 
- E i  e in questa formola tutti i termini mancheranno all'in- pi = z (O) n (n - 2) ) 

fuori dell'ultimo se sarà n = 2. 
- 

Quanta poi a questo ultirno termine - n,-2 r. (Z,),, - (Z,J,, 1, Orner- 

viamo che avendo riguardo al valore generale (13) di 2, e all'essere ora 
- - En zn == p, log ( x  -- a), con p, = - , si ha 

~ n - 2  7~ (n - 2) 

essendo 1, una quantità sempre numericamente inferiore a un numero finito, 
e c u.na costante, dipendente linearmente e in modo omogeneo dalle ~ o l i t e  
quantità e, (a), el (a), . . . , en-< (CL', che volendolo potrà facilmente determi- 
nnrsi (*), e che del resto, come poi vedremo, non potrà differire che per un 

(*) Se si osserva che sviluppando il polinomio aggiunto Z dato dalla (13) si ha, come 
b noto 

En+l = do t qi + qz z ' ~ - ~ )  + . . - $. qn-12' + q n z ,  

dove in genersle si lia 

q, = n, u t )  + s, (n - l), -1  + E* (n - 2),-a + . . . + 
+ €0-1 (n - s + 1)1 a ' ~  -1 + 60 (n - s),, a, 

si vede che sara 
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fattore numerico da1 primo membro della (32) ;  e quindi sarà evideritemente 

- 
- Z n  2 1 2% (a),, - <Zn>,, 1 = 

- C - ' ] &n+i (zi)xl1og (X -a) -En+i (zs)ai log ( x i  -a)- - - 
x (n  -- 2) xi - CC 

lo i  = 

- 
a _ -- (ae)  + ri a;.-'i f . a . f ~ n - i  a'. , f r, CL.),, log (X - a) - 

ÏC (n  - 2 )  

e cosi sostituendo ne1 valore dato sopra di q,,, troveremo 

Z1 - C( X i - a  x, - u n-3 

qzz, = x - a  - 1 I a p 2 + 2 c 3 p 3 -  X - r  + 3 c , p , j - ) + - . . + ( n - 2 ) c n - 1 p n - 1 ( ~ ~ )  II: - w. /+  1 
1 1 (a:' + P, al-" + . - + 6. (a.),, + 4 + ;i (>& - 2 )  , 

C - (4' + c l  ai"-') f . - -/- E , - I  a'.-, + E,  an)., log (21 - a) - 
) .ir ( n  - 2 )  (xi - u) 

' 

Io 
&ne 12 = 1, - i; ( n  - 2) ; e ora posto q,,,, sotto questa forma, sarà facile stu- 

n: 

Ricorderenio percib che pei coeficienti a,,  a l ,  a, ,. . . , an-, già abbiamo 
fatta la  ipotesi che siano regolari nell'intorno di a sino alle derivate 'degli 
ortlini n ,  n -- 1 ,  PZ - 2 , .  .. , 1 respettivamente che si suppongono ancora 
finite e integrabili; e per an abbiamo supposto che se anche diviene infinito 

e quindi  determinando effettivamente' i valori di ' Qs' 
($ - ++s-l 

p e r  x = a, si travers 

- 
q, = ES n, x (n - 1) 0, (a) $ ES-i (n - l),-1 s ()z - 2) O1 @) + €8-2 (n - 2),-2 n. (n - 3, 0, ( r )  + 

+ . . . + s1 (n - s + l), n (a  - s) ( x )  J- Q ((n - s), n (n  - s - 1) 4, (a). 
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nell'intorno di a, è tale perb che il prodotto a, Zn O anlog (x -aj  sia iiite- 
grabile anche ridotto ai valori assoluti, con ch8 Io sarà pure a,. 

Risulta da questo che i prodotti 

(a?) + B I  al-1) f r ,  an"_i2) $- - . - + En., a',-, + r n  a,),, log (x -a), 

(ap) f e l  a?-*) + r ,  a("-2) H - 2  f - . . + a',-, f s, a,),, log (xi - a) 

saranno ambedue integrabili rispetto ad x, nell'intorno di a anche ridotti ai 
Ioro valori assoluti; e, il primo di essi, siccome pub scriversi 

e durante I'integrazione il rapport0 log(' - non supera l'unit& se x non 
log (ri - a )  

si discosta troppo da a, si vede che il suo integrale rispetto ad x, sarà nu- 
mericamentc inferivre all'integrale del valore assoluto del secondo prodotto; 
quindi avuto riguardo alla (35) si pub ora evidenteniente a.sserire che, onde 

qx3xi sia integrabile rispetto ad s, da a ad z, basterà ohe in q, ,, rnanchi il 
4 0  ( 4  
termine col divisore xi - a ,  cioè basterà che sia soddisfatta la condizione 
c = O, la cluale dovrà naturalmente corrispondere alle (32) che gli studii pre- 
cedenti ci dettero corne condizione necessaria perchè I'integrale indefinito 

qx,m d 2, non avesse 

venuto infinito lirnitando 
E sicconie il primo 

il termine della forma ;.log (:r - a) che sarebbe di- 

l'jntegrale da a ad z. 
memhro della (52) non è altro che il valore che si 

ha  per ci dalla forma generale (23) delle. c, quando vi  si fa s = 1, e 
i = n - 1, cos1 la attuale condizione c = O non sarà aItro che la c, = 0. 

Ammesso ora che questa condizione c = O, o c, = 0, sia soddisfatta, dalla 
pecedente si vede subito che avremo la formola 

che è analoga alla (27), e nella quale 
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e. P pub intendersi che sia ancora senz'altro la solita espressione (,26) che 
definimmo pel caso di i > n. - 1, quando iii essa sia fatto, come ora 8, ci = 0, 

3: 

e i = ti - 1 ; n aiicbe qui se vorremo che l'integrale d z, tenda a 
a 

zero coll'avvicinarsi indefinito di x ad a bisognerb che come pel caso di 
. i  > n - 1 aia soddisfatta la condizione P = O,  che naturalmente non sarà 
che la (34) posta sott'altra forma; e in qiicsta formola il termine P man.  
cherà se sarà va = 2. 

Seguendo ora gli stessi processi dei Cj$ i l  e 12, dopo di aver fatto vei 
valori di P, K e K, c, = C) e poi i = n - 1, si trova ancora che essendo Q 

la minore delle due quantità K e P' + K,, la solita nostra quantita %%- 
Ho (xi) 

potrà soriversi sotto la forma seguente 

q ~ m  - n i -?O-- - 
0 0  (xi) + y 1 1 + yi I (&' +   al"-" + . . . + 

Bo ( a )  X - " 

essendo q, una quantità numericamente non superiore ad uno, e y ,  y,,  y, 
qusntith nuinericamente inferiori R numeri finiti t / - ,  p, e ps; e ora tenendo 
conta di questo risultato e della formola (361, e facendo ragionamenti del 
tutto simili a quelli del 5 12, si giungerà ancora a concludere che la serie 
degli iniegrali (1 5) rappresenterà ancora un integrale regolare della equa- 
zione data in un intorno sufficientemente piccolo, ma  finito, del punto x = a, 

se si svrà c = O  O c, = O, ci& se sarà soddisfatta la condizione (32), e se al , 
tempo stesso, essendo ancora P, K e Kt le quantità definite dalle (26), e (29) 
-e nelle quali ora sia soppresso il primo termine col f a r ~ i  ci = O, e eia fatto 
à =  n - 1,  ed essendo Y' il valore assoluto di P, e Q la minore delle due 
quanti tà K e P ' -/- Ki , questa quantità fi avrà un valore inferiore a 6, (cr). 

E avendo riguardo alla forma della quantità entro *la prima Iparentesi 
della (35) si vede subito che per 12 si pub anche prendere in ogni caso il 
massimo valore assoluto della quantità 

pei valori di t da O a 1 (O e 1 incl.). 
E anche qui, come al § 12, applicando il solito teorema di ABEL si pub 

sostituire alla quaptità 51 un riiimero del quale siano niinori iii valore aeso- 
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xi - x luto le somme successive dei coefficienti delle potenze di -- nella quan- 
Z - x  

tità fra pareutesi del primo termine della (35), e allora jnvece della condi-. 
zione precedente si trova l'altra che nessuna delle stesse somme sucçessiva, 

srrivi in valore assoluto a 8, ( a ) .  

E come pel caso di i> n - 1 se ora, quando sia in > 2, oltre alla c, 
saranno zero anche le c,, c,,. . . , ch con h < n - 1, allora per l'esistenza 
dell'integrale regolare intorno al punto a si troverà al modo stesso che basta 
che sia 0 < hëo (a) ,  e allora per (1 potrà anche prendersi il massimo valore 
assoluto per t fra O e 1 (O e 1 incl.) della quantità cui si riduce la espres- 
sione precedente (39) dividendola per th-' .  

E ne1 caso particolare in cui, pure essendo n > 2 ,  sono zero tutte le 
c g ,  c3,.. ., cn-, con chè anche P e Q saranno zero, non rimarrà che la con- 
dizione c = O O ci = O insieme dl'altra solita relativa alla integrabilità di 

Un 
a, zn O - (x - log (x - a), precisamente come ne1 caso di n = 2 ne1 

a0 

quale le quantità fi e P non figurano affatto; e allora se queste quantita a, x, O 

an ~ X P  - ( x  - a)"-4 log (x - a) saranno anche finite, tale risulterà anche - 
no 0 0  ($4 . . 

la serie degli integrali (15) convergerà come una serie esponenziale, ecc.. .. 
E ne1 caso di n = 2, come in quel10 di YZ) 2 quando le c , ,  c, ,..., cn-,  

siano tutte zero, I'integrale regolare corrispondente avrh ancora, la partico- 
larità di non annullarsi per r =a, come trovammo in fine del § 1 2  anche 
pel caso di i > n -  1. 

E merita altresi di essere notato che pel cas0 che ora considerammo di 
i=n-1  si hanno gli stessi risultati che si trovarono pel caso d i  i>n-1, e 
possono quindi i due casi riunirsi anche in uno solo, s a h o  quando i = n - 1 
a richiedere in più che sia soddisfatta anche la condizione c = O O c,=O, 

an Un e a sostituire alla espressione - (x - u ) n - l  l'altra - (x - u),-i log ( x  - U )  
a. a0 

che dovrà essere atta all'integrazione anche ridotta, ai  suoi valori assoluti. 
15. Rimarrebbe ora a considerare il caso di i positivo O negativo e 

inferiore a n - 1, ne1 qua1 caso i coefficienti t r i ,  a,,. .., a,-, della uostra 
equazione possono come an anche divenire infiniti per r = a  j ma di queato 
caso, che è assai complicato quando si voglja trattarlo in modo generale 
anche nei suoi dettagli, noi daremo qui soltanto un cenno che del resto potrà 
bastare a indicare la via da seguirsi per applicare con facilita questi studii 
nei casi di equazioni speciali. 
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Distingueretno percib il caso in cui i non è uno dei numeri interi 1,  
2 ,. . ., n - 2 da quel10 in cui è appunto uno di questi numeri, e incomin- 
ciando da1 primo di questi due casi, osserveremo che a l l o r ~  avendosi sempre, 
come ne1 caso di i > n - 1, 

la espressione 

avrà ancora un significato nell'intorno di 2 =a, e quindi onde 2, sia inte- 
grabile fra a e x basterà che 10 sia il prodotto a, z, come nei casi prece- 
denti; e ora questo Io sarà certamente quando 10 sia a,, perchè pei valori 
inferiori ad  n - 1 e non interi che ora si considerano di i, la funzione x, 
tende a zero al tendere di z ad u .  

Perb ora, avendo~i sempre per s 5 n - 1, 

è certo che, nei casi ora indicati per i, per alcuni, O per tutti questi valori 
1 ,  2 ,  ..., n - 1 di s alcune O tutte le potenze di T - a nei secondi membri 
di queste formole saranno negative, e altrettanto quindi avverrh nella espres- 
sione 

iiella quale, a causa dell'ultimo termine, potranno compai'ire anche termini 
col fattore l o g ( x - a ) ;  e conseguentemente onde essere certi che le Zr, 
Z, ,  ..., Zn-, ri~ultino integrabili da a ad x bisognerà richiedere che in questa 
espressione i coefficienti delle potenze negative di x -a, e quelli dei termini 
con log (X - a) se vi saranno, risultino tutti zero. 

Ne segue che avremo ora per questo varie condizioni da soddisfare che 
noi non scriviamo, ma che potranno trorarsi con facilità caso per caso, e il 
numero delle quali crescerà quanto più i sarà lontann inferiormente da 
n - 1;  e se trovando soddisfatte queste condizioni le r , ,  T , ,  . .. , 7,-, risulte- 
ranno zero, potremo ripetere i ragionamenti che facemmo ne1 caso di i > n - 1 ; 
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d xi tenda a zero coll'avvicinarsi e quando si voglia che 

indefinito di x ad a, giungeremo ancora alla condizione (19) che potrà perb 
rientrare in alciine delle condizioni precedent,i che qui non abbiamo scritto. 

Formando poi il valore di q,,,, come si fece ne1 fj 11 pel caso di 
i > n - 1, con ragionamenti simili a quelli che allora si fecero si troveranno 
altre condizioni (la, aggiungersi alle precedenti e nelle quali alcune potranno 
anche rientrare, come potranno anche aversi certe incompatibilità. 

Se poi i sarà uno dei numeri 1 ,  2 , .  .. , 12 - 2, d o r a  nelle successive in- 
', 
J. 

tegrazioni che dovremo fare partendo dalla formola x?- ' )  = = 
XE-? (X - a)i P r  

determinare Z F - ~ ) ,  z P - ~ ) ,  .. . , x', , x, giungeremo certamente a termini che 
conterranno log (x - cr) come accadde ne1 cas0 di i = tz - 1, e quindi in 

- .  

questo caso oltre alle condizioni che vengono come ne1 caso precedente dalla 
considerazione delle quantità Z , ,  2, ,... , 2,-, e della espressione di q ,,,, 
avremo le altre che vengono dall'uguagliaie a zero. i coefficienti di quei termini 
che per la preseilza del fattore log (x - a) O di potenze negative di x - a 

porterebbero a quantità infinite per x= a ;  e al solito alcune di queste con- 
dizioni potranno rientrare in altre, e anche essere fra loro incompatibili. 

1.6. 1 risultati che abbiamo ottenuti si riferiscono a tutte le equazioni 
lineari omogenee dell'ordine rz 

che si considerano pei valori reali di x in un certo intervallo (a, b ) ,  e nelle 
quali il coefficiente a, per un certo valore a di x in questo intervallo di- 
viene infinitesirno di un cert'ordine p, e i coefficienti a,, a ,,..., a,-, Io di- 
vengono almeno degli ordini p - 1 , 1) - 2 , .  .. , p - (n - l), e per modo che 
in generale per h = 0, 1, 2 ,  .. . , n - 1 si abbia ah = (2 - U)P-h (x), 
essendo Oh (x) Gna funzione d i  x che è finita e continua e derivabile fra a e b 
almeno fino all'ordine n-  h ,  bastando perb che queste ultime derivate di  
ordine n - h aiano finite e integrabili fra a e B ;  e infine il coefficiente a, 

og (z - a), sia inte- è tale che il prodotto a, z,, cioè a, (x - 3 ) " - 2 - i  O a 1 
grabile fra a e b anche ridotto ai suoi valori assoluti. 

Nei rjsultati stessi perb é sernpre inteso che i coefficienti ivi indicati con 
a,, ai ,  a ,,..., u n - , ,  an siano quelli della equazione data dopo di averla mol- 
tiplicata per (z - a)i-P,  e quindi la condizione clie ora alibiamo ricordata 

dnnnli di ~MsLlemnticn, Serie I I I ,  tom0 XI. 4 1 
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intorno al prodotto a, z,, , O an ( x  - a)n-'-' o a ,  log (x - a) ,  riportata ai veri 
coefficienti della equazione data corrjsponde a una condizione relativa ai pro- 

ait (.c - a W i  dotti a ,  (x - u . ) n - i - . ~ ,  e a ,  (x: - a)n-' P log (x-a), O ai rapporti 9 

flo 

a,, ( ç - x)n- i  log (x - x )  
e ; e cosi, riassumendo ora i risultati medesimi con 

a,, 
riguardo più specialmente ai casi di is n - 1 ,  e riferendoci sempre ai coef- 
ficienti della equazione data, noi possiamo dise che 

u Data una equazione coine la (39) nella qude i coefficienti a,, a,, 
u a,,. .., a,-, siano della forma a, - ( x  - a:P Bo ( x ) ,  ai = (z - a)p-' 0, ( x ) , .  .., 
u ah = ( X  - a:p-h Oh ( x ) ,  . . ., a,-.* = ( X  - a)P - n+< ( x ) ,  e le O,, (x), 8, (x) , . . . , 
u eh (x) , . .  . , en-, (x) soddisfino alle condizioni sopra indicate, onde essere si- 
u curi che essa ammette un integrale regolare in un certo intorno (finito) del 
u punto x = a, basteri che siano soddisfatte le condizioni seguenti : 

u 1.' che il coefficiente an sia tale che la espressione a ,  ( x  - a)n--I P, 

u O l'altra a, (x - u ) ~ - ' - P  log (x - a), che possono anche scriversi rispettiva- 

u mente sotto la forma 5 (z - r)n-', O 5 (x-u)n-' log (x -a), risultino atte 
G O  ao 

u alla integrazione da a ad z anche ridotte ai loro valori assoluti. 
u 2.' che posto in  generale colla (23) 

u per s 2 1, - 2 , .  . . , n - 1, e posto inoltre colle (26) e (29) 

C' i C'Z C'S - +.. .  c n-i 
, 

K= 
n ( O )  z (n - 2) + (1) i; (n  - 3) + .(a) x (n - 4)  + z ( n - 2 ) x c $  

, 1 

Q i  C i %2 C 2 a3 ~ ' 3  
f +. . .$  Mn-i C n-1 -- 

i x ( O z ( - 2 ) z ( l ) x n - 3 )  n ( 2 ) 1 ; ( n - 4 )  n ((12 - 2) x ( O )  ' 
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u dove le a,, a2, a3,. . . , an-, sono i massimi valori assoluti delle quantità 
1 , t .- 1 

u 1 - ;  , t2-  , . . . , tn-3- - l per t frn 
1 

z + 1 - n  i f  2 - 1 2  i + 3 - n  i - 1  

u O e 1, e indicati con c',, P', e 6 (a) i valori assoluti di c,, P, e 8,  (a), 
u esista un valore di i non inferiore a n - 1 pel quale, essendo Q la minore 
u delle due quantità IL e P' + K,, e ch+i la prima delle quaritità c , ,  c,,. . . > 

u ch+{, . . . , che sia diversa da zero, si abbia fi < (i - n + h + 1 )  8, ( a )  ; 
u e con questo perb che quando il valore che si abbia cos1 per i sia soltanto 
I( l'estremo inferiore .n - 3 ,  allora ci si trovi ne1 cas0 in cui anche la espres- 

a , ~  
u sione - (x- log ( x - - a )  è atta alla integrazione afiche ridotta ai valori 

a0 
u assoluti, e oltre a cib sia zero almeno il ci,  sicchè sia soddisfatta la con- 
u dizione 

u intendendosi allora che in ciasciina. delle esyressioni di P, K e K ,  sia sop- 
u presso il primo termine (*). 

u E cosi in questo ultimo caso di i=n- 1 se sarà c,=c,=. . .= c,-,=O, 
u cib clle porterà che sia P= I< = Ii< = O, allora anche quando sia n > 2 
u non si avrà altro che la condizione precedente (42) O c,=O, corne ne1 
u caso di rz = 2. 

u E senza introdurre le quantità P, K e Ki, e ammettendo sempre che 
u sia la prima delle cl ,  c ,,.. ., ch+,, ..., c,. , diverse da zero, si potrà 
u anche intendere che in questa condizione fi rappresenti il massimo valore 
u assoluto della espressione 

u pei valori di t da O a 1 (O e 1 incl.). n 

(*) Corne gis notammo al 5 12 le K , ,  cr,,.. . , a,-i non potranno superare l'unita, e 
1 1 

10 stesso sarà anche per crl se i> n - ; e quindi per i) n - -, e anche per i fra 
L 2 

1 
n  - 1 e n - - purchè allora sia c, = 0, s a r i  sempre KI L K; e cosi in questi casi se 

2 
sarà P =  O potremo prendere sempre senz'altro n = 4.  
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17. E si pub riotare, per riguardo alla prima condizione del paragrafo 
precedente, che quando nella equaziorie data (39) l'ordiiie d'infinitesimo p 
di a ,  per X= a non sia superiore ad  n L  1, la stessa prima condizione ri- 
sulterà sempre soddisfatta d a  se quando a, ne1 primo caso e a ,  log (x - a) 
iiel secondo risultino at te alla integrazione anche riducendole ai valori as- 
soluti, e quindi in particolare quando a, sia finita e integrabile fra a e b, 
ne1 qua1 caso basterà anche che a, per x = a  non sia infinitesinio d i  un or- 
dine superiore a uu numero vicino quanto si vuole ad n ma inferiore ad n. 

E per cib clle h a  riguardo alla seconda condizione del10 s t e m  para- 
grafo è da notare esplicitainente che quando per un certo valore di i supe. 
riore O uguale ad  n - 1 si trovi che le ci, ce,. . . , c,. sono tutte zero, anche 
le P, K e K, saranno zero esse pure, e l a  steasa seconda condizione risul- 
terà soddisfatta senz'altro, e quindi allora non rimarrà che la prima condi- 

a ( - per zione, quella cioè relativa alla espressione a, (x - crjfl- l  P O 2 x ' a0 

On 
i> n - 1, e all'altra a, (.z: - *-P log (x - a ) ,  O - (x - 2)" -' log (x - a) 

a0 

per i=ra - 1; e quando queste quantità rispettivamente &no anche finite, 
allora l a  serie che rappresenterh l'integrale regolare della (39)  convergerà 
corne una serie esponenziale. per tutt,i i valori di  z dalle due parti di a fino 
al primo nuovo infinitesirno di a, fra a e b se vi sarà, O fino al primo punto 
ne1 quale a,, a,, a,, . .. , a, presentino singolarità. 

E sempre in questo cas0 in cui le c , ,  c ,,..., c,-, risulteranno tutte zero 
per un certo valore di i superiore O uguale ad n - 1 ,  si avrà anche la par- 
ticolarità notevole che u l'integrale regolare coi~rispondente della nostrri equa- 
zione oltre essere finito sari .  anche diverso da zero per x=a a .  

18. Se poi la seconda condizione del 5 16  non risulterà soddisfatta 
per nessun valore di i uguale O superiore kd n - 1, pure essendo soddisfatta la  
prima condizione dello stesso paragrafo, allora si potrà provare se supponendo 
i < n  - 1 risulteranno soddisfatte le condizioni che per quel caso dicemmo . 

potersi trovare coi processi del 15. 
In ogni caso poi qiiando le condizioni che abbiamo date nei due paragrafi 

precedenti per la  esistenza di un integrale regolare della equazione (39) in 
un intorno del punto a siano soddisfatte, questo integrale regolare potrà 
sempre determinarsi per mezzo delle nostre formole generali nelle quali, 
con a, = 1 ,  X ,  = x - a ,  z3 = (X - a)', . .-, z ~ - ~  = (X - a W 2 ,  sia fatto 

1 zn = p n  (X - COD p,  = - - , per i diverso 
T ~ - 2  (1 - i) ( 2  - i )  . . . (n - 1 - i) 
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- E n  da  n-1, O xn=pnlog(x-a) ,  con p n = -  9 per i-1%- 1, e 
~ , , - z  .;c (?a - 2)  

a pplicandole alla equazione 

che viene da quella data (39) moltiplicandola per (x - a)i-P, e intendendo 
- 

ne1 caso di x, = p ,  log (x - a, che allora sia i = n - 1. 
19. Aggiungiamo che questi studii dimostrano che per la equazione 

data (39) si ha un integrnlc regolare in un intorno di un y n t o  a d'infini- 
tesimo di a, quando sono soddisfatte le condizioni che abbiamo trovato, e 
assicurano quindi che questo integrale è finito e continuo per X =  a ;  ma, 
come già notammo ne1 § 12, gli studii stessi non ci assicurano nulla per le 
sue derivate ilel punto a. 

Per  vedere che cosa accada di queste derivate, che nei casi ordinarii 
potranno a ~ e r s i  colla derivazione delle nostre serie generali, O della for- 
mola finita (6\, bisogna vedere se le formole che cos1 si ottengono per la 
equazione (44) O (45) conservano un significato anche per '  x = a ;  e per 
questo occorrerà studiare anche i valori delle derivate di q,,; iispetto ad x 
pei valoii d i  z che si coiisiderano e per quelli d i  z, fra a e x (xi = x 
incl.), e occorrerà studiare anche i termini che vengono da1 termine gene- 

rale (14) O dall'integrale q,,,, y,, d x, della (6) quando in essi al posto di J 
q2,2i sotto l'integrale relativo ad x, si pongono le sue derivate rispetto ad x ;  
e queste derivate dovranno considerarsi fin0 a quella dell'ordine h se vorremo 
assiciirarci della esistenza delle derivate dell'integrale fino a questo ordine. 

Tale studio si farh con facilità, coi processi stessi che seguimmo nei 
$5 11 e seg. per studiare q,,,,, valendosi delle q,,,, date da1 solito deter- 
minante, O da1 suo sviluppo (12) ne1 quale sia posto per xn il valore corri- 

- 
spondente p, (x - a ) ~ - i - p  O p, log (x - a), e per O , ,  O,, . . . , 8, siano posti i 
valori di Z , ,  2, ,..., 2, per x = x i .  

20. Questi risultati generali, essendo relativi a tutte lc equazioni li- 
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neari omogenee, ci sembrano assai notevoli, e yiù ancora appariranno tali 
d d l e  applicazioni che poi ne faremo alle equazioni del 2.' e del 3.' ordine. 

Peib è da notare che quando, essendosi limitati O no ai soli casi di 
i 5 tz - 1, le condizioni che abbiamo date pur la esistenza di un integrale 
regolare non risultino soddisfatte per alcun valore di i, allora non potremo 
affermare ohe l'integrale regolare nell'intorrio del punto a esiste, ma non po- 
tremo neppure esser certi del contrario, sia perchè le condizioni dei para- 
grafi precedenti per l'esistenza di un tale integrale regolare si sono trorate 
soltanto come condizioni sufficienti, sia perchè pub anche darsi che le diffi- 
çoltà provengano dalla scelta ciie abbiamo fatta dei ~ a l o r i  di z , ,  z,,.  . ., z,, 
come appunto si trorerà ne1 caso delle equazioni del second'ordine. 

E pel caso in cui le indicate condizioni non risultino soddisfatte, potrà 
giovare l'osservare che trasforrnando l a  equazione data (39) colla formola 
y = t u, dore t è una funzione che per ora pub lasciarsi indeterminata, la  
nuova equazione in 24 sarà la seguente : 

dove in generale 

e corne si vede facilmente ha  p i  polinomio aggiunto 2 quel10 stesso Z della 
ciqunzione primitira moltiplicato per t. 

E potrà darsi che prendendo per t una funzione conveniente che pel 
~o l i to  sarà una potenza di x - a, O log (x -- a), e applicando i processi pre- 
cedenti si troririo soddisfatte per la nuova equazione in u tutte le condizioni 
che abbiamo trovato per l'applicabilità dei processi stessi jnsiemc a quelle 
relative ai suoi coefficienti; ed allora essa amuietterà certamente un iritegrale 
r ego l~re ,  e la  equazione data ne avrà uno che diventera regolare moltipli- 

1 
candoln per - 

t 
21. Facciamo ora l'applicazioiie dei risultati generali che abbiamo ot- 

tenuti al caso delle equazioni linenri omogenee del second'ordine 

a, y'' + a, y' -t a,y = C ,  

nelle quali ammetteremo che il coefficiente a, per x = a divenga infini- 
tesimo di ordine p, e esso e il coefficiente a, soddisfino alle condizioni poste 
in generale pei primi n della (39) al principio del $ 16, e a m m e t t e r e ~ o  
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az ae inoltre senz'altro che il rapport0 - (X - a), O l'altro - ( x  - a) log (x- a )  
a. a0 

sinno integrabili nell'intorno di a anche riducendoli ai valori assoluti, ci6 che 
in particolare, corne osservammo in generale al  5 17, avverrà sempre quando, 
essendo a, infinitesinio di ordine non superiore a un numero determinato mi- 
nore di 2 Fer x  - a ,  a, sia finito e atto alla integrazione nell'intorno di a. 

Cori questi dati In prima delle condizioni del 3 16 sa& già soddisfatta, 
bt (.) e quanto alla seconda si vede subito ehe se sarà -2 1 essa rimarrà su- 
o n  (Q) 

e, (Q) bit0 soddisfatta col prendere i = - , perché d o r a  verrà ci = 0. 
Ci0 (x) 

Se poi sarà ( )  < 1, si osserverà prima che colle notazioni dello 
0 0  (a) 

stesso €j 16, si avrà 

2 - i  i - 2  
e inoltre sarà K, = Il - per 1 < i  r 2, e Ii, = Tl - per i 2 2 ,  e di 

i- 1 2 - 1  

qui osservando che per - " (") < 1 il Ir. viene a d  essere sernpre soperiore a 
0 0  (Co 

3 
( i  - 1) 6 (a), e che solo per i > - si ha Ki < K, e anche allora Pr  $ Ki 

2 
risulta sempre superiore a ( i-  1) 8, (a), si vede subito che non sarà possiéile 

soddisfare alla condizione Q < (i- 1) & (o.) per nessun valore di i> 1, inentre 
poi per i= 1 non pub essere c, = O ;  dunque si pub jntanto evidenteinente 
concludere clie u mentre, per quanto osservammo ne1 paragrafo precedente, 

u non si pub per O I R  dire nulla ne1 easo di " (") < 1,  si pub perb affermare GJq 
O' (') 2 1 esisterà sempre un integrale regolare della no- u che quando sia - 
0 0  ( a )  

u s t ra  equazione (47) che si troverà applicando le nostre formole generali 
a alla equazione 
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(x - a)i-i 
u con i - 'B. prendendo 3, = 1, a, = quando i=  k@ > 1, e 

00 ( a )  1-à 4, (4 
u prendendo invece z, = 1, x, = log (x-- a)  quando i = 1, o 6, ( a )  = 8, (a\. n 

E per le considerazioni generali che abbiamo fatte nei paragrafi prece- 
denti si pub anche affermare che u questo integrale regolare oltre essere finito 
u per x = a  sarà anche diverso da  zero. n 

22. E per decidere corne si comporta questo integrale regolare ri- 
r spetto. alle derivate, bisognerà applicare le considerazioni generali del Ej 19, 

esaminando cioè per la equazione (49) i valori di q,,, e delle sue derivate 
rispetto ad x per xi compreso fra a e x (xi = x  inclus.) ; e cos) in partico- 
lare, limitandosi qni al caso delle derhate di prim'ordine, si osserverà che 
ora si ha 

(z - a)l-i 
essendo z, (x) = per i>1 ,  e ~ , ( : f l ) = l o g ( ~ - a )  per i = 1 ,  e 

1-i 

1 2 quindi in ogni oaso x',  ( z )  -= . , x ' ' ~  (x) = - 
(% - u)i+l ed easendo (x - a ) ~  

inoltre 

2, (x) = [ix - ali go (x)]" - [(x - a)i-i O ,  (,x)I1 + (x - a)i-p a, (2) = 

2, ( x )  = [ ( x  - a)' 0, (2) zp (x)] ' - [(;T - a J i  0, (x) Z? (x)]'  + (2 - a)i-P cr2 (x) zz (3:) = 

= 1 2' [(x - a)i 8, (x) ] '  - ( x  - a)i-' O ,  ( x )  1 de (D)  f ( x  -- Bo (x) z", (x) + Z ,  (2) 2, (x) = 

e siccome le funzioni 8, (2) e 8,  ( x )  hanno le derivate prime determinate e finite, 
à 0 0  (x) - F), (x) 

e per le condizioni poste sopra si ha i 8, ( a )  = 8 ,  (cr.), il rapport0 
3 - z  

che figura in queste formole sarà finito anche per x = a, e potrà esserlo anche 
in altri casi, 
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Di qui poi si deduce che 

flo (x) - o i  (XI 
2 o,o @), ' I ,s=- 

quindi poichè derivando la serie che iappresenta il nostro integrale y, oltre 

ad un termine certamente finito si hnnno termini che si riducono a *y, 
00 (XI 

e si ha inoltre una seïie i cui termirii sono della forma 

e sono in consegucnza quelli che vengono dagli integïali (15) eseguendo su 
essi una nuova integrazione dopo averri cambiata x in x , ,  e averli molti- 

q', 32, plicati per --, cos1 abliamo ora gli elementi per yotere studiare la serie 
0 0  (m) 

derivata di quella del nostro integrale y. 

Si vedrà subito infatti ora che la parte --- ' I xx  y sarà finita anche per 
60 (4 

x= a ,  tali essendo q,,, e y ;  e quanto all' altra parte osservando che 
mi - cr r 1, e che per quanto già vedenimo ogni integrale (15) è della forma 
a - u  

A,; (2) + B, (x - a\, dove le A, e B, sono finite, e i loro valori assoluti 
co~tituiscono serie convergenti, e ;(Y) b l'integrale da y- e x dei valori as- 
soluti delle espressioni a, (x - z)i-p O a, (z  - z)'-P log (x - a), O delle altre 
uz ae - (x - x )  O - (x - a )  log (x - a )  che figurano nella prima condizione del 
a 9 a0 

9 16, si vedrb subito che ora tutto dipenderh da1 restare O no finiti per 
c = a i due integrali 

x 
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ai quali darà luogo l'ultimo termine di q',,,, non essendo il cas0 di occu- 
parsi dell'altro integrale 

che sarà certamente finito e tenderà n zero coll'avvicinarsi di x ad a quando 
sia finito il primo degli iritegrali precedenti (50). 

Ma evidenteniente gl'integrali precedenti sono rispettivamente inferiori in 
- - x 

a (4 a (x) ralore assoluto a - e - JI a, (xi) (x - a)'+ 1 d xi cioè miche in ogni 
X - a  $ - C r  

- - 

7 e m; quindi si pub ora concludere che le derivate del cas0 a - 
X - c c  x-Cr 

nostro integrale y sarh determinata e finita anche per x = o: se a (s) che col 
tendere di x ad a diviene infinitesimo 10 diverrà almeno del prim'ordine. 

Al10 stesso risultato e con maggiore sollecitudine saremnlo giunti anche 
x 

1 studiando la derivata della forrnola (6 ) ,  cioè di  - 1 ' 

00 (2) + L1 J ~ x x I ~ x i d ~ i ;  

e cosi la  derivata del nostro integrale, che fiiori del punto or poteva sempre, 
tlietro queste considerazioni, ottenersi derivando termine a termine l a  serie 
che 10 rappresenta O quest'ultima espressione, esisterh e potrà ottenersi al 
modo stesso anche per x = Y- quand0 (z) col tendere di x ad a divenga 
infinitesimo almeno del prim'ordine , come in particolare avviene sempre 
quand0 a, (x - a)I-p, O a2 (3: - a)* P log (X - a )  sono finiti e integrabili. 

Studii simili potrebbero farsi per esaminare le derivate 2", 3", ecc., del no- 
stro integrale; ma queste possono studiarsi anche partendo dalla equazione data. 

23. Tutto questo quando il rapport0 - (a', che non è altro che il li- 
00 (a> 

mite di a' (3 - a) per x = a ,  non sia inferiore ad uno. 
a0 

Se poi 10 stesso rapporto sarà inferiore ad uno, la condizione ci = 0 del 

$ 16 si soddisfarà ancora quaiido ai prende i =  W .  ma, corne osser.iammo 
6 0  (Y-) ' 
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in modo generale al § 15 questo non hasta per potersi dire sicuri dell'esi- 
stenza di un integrale regolare della equazione data nell'intorno del punto a ;  
e bisognerebbe sviiuppare le considerazioni generali del 3 15 stesso applicate 
alla nostra. equazione del second'ordine. 

Anche questo perb potrebbe darsi che non conducesse a conclusioni de- 
finitive; ed è meglio percib tener coiito della. osservazione generale fatta al 
§ 20, secondo l a  quale pub anche darsi che il non pntere trattare anche il 

0, ( a )  caso di - < 1 coi processi relativi al  caso di i 5 1 dipenda soltanto dalla 
0 0  ( x )  

scelta fatta delle funzioni x, e x,, e che in coriseguenza un integrale rego- 
lare esista sempre per queste equazioni, e possa ancora t r o ~ a r s i  colle nostrc 
formole generali, ma prirtendo da altre funzioni z, e x,. 

24. E difatti ne1 caso delle equazioni del second' ordine (47)  nelle 
quali i coefficienti soddisfano ancora alle condizioni indicate, ma il rapporto 
Oi : a )  
- è inferiore alla unità, l'integrale regolare intorno al punto x = a esiste 
0 0  (4 
ancora, e per trovarlo colle nostre formole basta partire anzichè dalle fun- 
zioni 2, e z, dei casi precedenti da altre che sono integrali della equazione 

- - 
a.ggiunta di quella a, y" + a, y' + a, y = O  cui si riduce l a  equazione data (47) 
quando si moltiplica per una potenza di :c-a  tale da  rendere il suo primo 
coefficiente a, infinitesirno del prim'ordine per x = a  ove già non la  SI^. 

In  questo caso infatti la  equazione aggiunta ora indicata 

- -  - 

per quanto ha  riguardo ai suoi coefficienti a,, q ,  e y, nell'intorno di % = a  viene 
ad essere nelle stesse condizioni della prima, cioè della (47), perchè per essa si ha 
- - - - - - - 

I l  q ,  = 2 afo -- ai,  q ,  = a , -a', + a,, e il valore i, del rapporto corrispon- 

dente al valoie primitive i = relativo alla prima, essendo il limite di 
- H o  (4 
qi (x: -") 

- per x = a, è i, = 2  - i; talchè se per l a  equazione data (47) si 
a0 

ha  é < 1, per la equnzione aggiunta sopra .indicata (51) sarà i, > 1; e 
questa avrà quindi ccrtarnente un integrale u, che sarà regolare intorno al 
punto x = a  e non si annullerà in questo punto, dom avrà ancora la deri- 

vata determinata e finita se, essendo i ( x )  il solito integrale della espressione 
ae - ( x  - a) ridotta ai  valori assoluti, che si suppone esistere? la funzione a (x) 
a0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



328 Dini: Studii su22e equuzkni 

diverrà infinitesima almeno del prim'ordine per z= a,  corne in particolare 
avverrà quando a, sarà finita, e a, sarà infinitesimo di ordine non superiore 
al primo. 

Ma d'altra parte quando una equazione del second'ordine (47) h a  un 
integrale y ,  ïegolare nell'intorno di un punto x= cr dove a, pub anche es- 
sere infinitesimo, si potrà sempre prendere per l'alti0 integrale y, 

e di gui si vede subito che se si avrb -= O i  (4 '1 ($1 rego- con - 
a0 (x - cc) 00 (x) 00 (3) 

01 (4 lare nell'intorno di a, indicando con i il rapport0 -- e supponendo che y, 
00  ia) 

non sia zero per x = or, potremo scrivere 

con r/ (z) funzione regolare e diversa da  zero per x = a ;  e quindi per i di- 
verso da  uno avremo la formola seguente: 

con p (x) funzione regolare e diversa da zero; mentre ne1 caso di i = 1 
avremo invece l'altra formola 

y, = y i  log (x - cr) + funz. reg. per x = a, (53) 

venendo cos; determinato da  queste formole il modo di  comportarsi del se- 
condo integrale y, di una equazione lineare del second'ordine (47) i cui coef- 
ficienti a, e a ,  soddisfano alle condizioni poste sopra nell'intorno di un punto a 

d'infinitesimo di a,, quando l'altro integrale y, è regolare e diverso da zero 
ne110 stesso intorno. 

Applicando ora queste formole al caso della nostra equazione ag- 
giunta (51) quando per essere i < 1 si ha i, > 1, si vede che la stessa equa- 
zione aggiunta (51), insieme all'integrale regolare q,, ammetterh un altro in- 
tegrale ?, della forma 

e questi integrali Q, e q, sono appunto quelli cbe pre~ideremo ora per le no- 
stre funzioni xi e z,, 
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25. Cos1 facendo, le nostre formole generali ci daranno per gl'inte- 
grnli della (47) 

essendo ci e c, costanti arbitrarie, e essendo /;) i l  determinante rii ri'l ' 

relativo alla equaziorie (51) Che, per l a  nota formola di LIOUVII.LE, all'infuori .- 
-J'b 

a,, --(x-a)i-,p.t  x di un fattore costante è uguale a e - ( ) ,  con p, (2) nuova 
a0 

funzione regolare di x nell'intorno di x = a quando, corne pub sempre farsi, nella 
equazione data (47) i l  coefficiente O , ,  se gih non lo era, sia ridotto ad essere 
infinitesirno almeno del prim'ordine per x = a col moltiplicare la equazione 
per una potenza d i  x - a ;  quindi evidentemente basterà prendere c,= 0, perchè 
I'integrale precedente y della (47) risulti regolare; e cos1 si pub ora senz'altro 
affermare che u le equazioni del second'ordiiie date (47) ammettono tutte 
u un integrale regolare y nell'intorno del punto x = a, quando i coefficienti uo, 

u a,, a, soddisfano alle condizioni poste jn principio del 5 21, incluse nei ri- 
a2 (X - cc )  a !X - cc) log ( X  - a) 

u spettivi casi quelle relative alle espressioni O 
a0 a. 

u che dovranno essere integrabili anche ridotte ai valori assoluti n ;  e se, es- 
sendo al solito Ü(x) il loro integrale questa funzione diverrà infinitesima per 
x == cc almeno del prim'ordine, corne in particolare avverrà quando a, è in- 
finitesirno del prim'ordine per .z: = a, e a ,  e a, si mantengono finiti, allora 
il nostro integrale regolare y avrà anche la sua derivata prima determinata 
e finita anche per x = a. 

o il limite di ai ( X  - a) E questo integrale quando - per x = a  non 
0 0  (4 a0 

sia inferiore ad uno, oltre ad essere finito sarà anche diverso da zero 
per x = cc. 

26. Quando poi, essendo ancora soddisfatte le condizioni poste in prin- 
cipio del 5 21 pei coefficienti a,, a,  della (47) per quanto riguarda i loro 
ordini d'infinitesiino, non sia perb soddisfatta I'altra relativa al rapport0 

ai (5 - "' (" - "' ne1 cas0 di i = lim ( a. ' ) )  diverso da uno, o quella relativa 
00 $=a 

al prodotto - (x - cc) log (1: - a )  ne1 caso di i= 1, allora valendosi dei ri- 
a~ 

sultati ottenuti, e facendo la trasformazione y = t u  della quale parlammo al 
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$ 20, è facile d i  trovare la forma dei due integrali quando si ammetta di 
essere in certi casi particolari; corne ad es. quando si supponga che il rap- 

a2 ( X  - cc)  porto divenga infinito del prim'ordine per x = a, per modo da 
a. 

a2 avere - = +- , con y quantità oostante dirersa d s  zero e p 
a, (a - a)2 x - cc 

funzione integrabile fra x e x insieme a quella dei suoi valori assoluti 1 p 1. 
In  questo caso infatti facendo la trasformazione y = t n con prendere 

t = (x - -cr)B, la equazione trasforrnata in zc (46) sarà la seguente : 

a, (x- a)P 26'' + (x- E ) P - - ~  ( 2 a, ,!3 + a, (x- cr) 1 u' + 
+ ( 5  - ~ ) p - ~  1 uo 0 (,û - 1) + ai B (a - a) f a, (x :  - a)' 1 zc = 0, 

e i due prirni dei suoi coefficienti soddisfara.nno 
per cib che riguarda i loro ordirii d'infinitesimo 

Per  questa poi il rapport0 corrispondente 

ancora alle solite condizioni 
per x = a. 

nt (X - cc) 
a quel10 -- relativo 

a. 
alla equazione primitiva sarà il seguente 

essendo i il solito valore per x= a del rapport0 di ( r  - ') relwtivo alla 
a0 

equazione primitiva, e essendo p - [Oi  (x'lf 9 con 2 intertnedio fra ir l-P+ W); 
- . - 

e x, per modo ohe p, sarà iina funzione integrabile fre cc e x nelle stesse 
condizioni di p; e quindi basterà prendere 6 in modo che sia 

perchè la nuova equazione (54) in u pel valore scelto di Ei abbia un inte- 
grale regolare nell'intorno di cc = a che avrà anche ne1 punto a la derivata 

x 

prima determinata e finita se I'integrale l p  1 d x diverrà infinitesirno almeno i 
(I 

del prim'ordine col tendere di x ad a ;  e quindi se la precedente equazione 
di secondo grado in B (55) avrà due radici distinte 6, e P z ,  indicando con 
zc, e u, gli integrali regolari della equazione (54) corrispondenti rispettiva- 
mente a questi valori /3, e p, di p, la equazione data (47) avrà i due inte- 
p l i  (x - u,Bi u,, (X - uo . 
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Se poi la equazione (55) avrà le sue due radici uguali a P o ,  allora 
1- i  avendosi Bo = - , si vede subito che per la equ~zione (54) che corri- 

2 
sponde a questo valore Bo di ,û il valare per x = a del solito rapport0 
ai (x - a) -- sarà precisamente l'unità, e quindi se u,  sarà Ilintegrale regolare 

Q o  

della equazione in u corrispondente a questo valore 9, di P, l'altro suo 
integrale u, per quanto dicemmo in generale al 5 24 sarà della forma 
u, log (X - a) + funz. regolare nell' intorno di a ; e conseguentemente in 
questo caso gli integrali della nostra equazione (47) saranno i due 

e in questo caso u,, corne ne1 precedente u, e u, Lvranno anche per x=# 
la  derivata prima determinata e finita se, essendo 

la funzione (z) diverrà infinitesima almeno del prim'ordine col tendere di 
z ad Y-, come in particolare avverrà quando p O p log (x - a) saranno finit;. 

Questi risultati concordano pienamente con quelli che trovb per altra via 
il sig. MAXIME B~CHER (*) in una Memoria pubblicata ne1 Vol. 1 delle 
Transactions o f  the Americctlz M(1thematica2 Society del 1900. Qui li ab- 
biarno ottenuti come seuiplici applicazioni dei nostri risultati generali. 

27. Applichiamo ora brevemente i risultati generali, che abbiamo ot- 
tenuti, anche al cas0 delle equazioni del terz'ordine 

per le quali ammetteremo al solito che il coeficiente a, del primo termine 
divenga infinitesimo dell'ordine p, e esso come gli altri due a ,  e a, soddisfino 
alle condizioni poste in modo generale pei primi n coefficienti della (39) al 
principio del Ej 16, come ammetteremo anche senz'altro che la espressione 

(*) Al sig. BOCHER non cornparisce l a  condizione che &(a) diventi infinitesimo del 
prim'ordine col tendere di x; a d  a, perchè l e  sue considerazioni portano che l a  derivata 
dell'integrale sia presa soltanto nei punti fuori di a, e allora p e r  p viene, come qui, sol- 
tanto la condizione che p o p log (x - a) siano integrabili anche ridotte a i  valori assoluti. 
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as OS - (x - z ) ~ ,  O I'altra - (x -- a)'Iog ( x  - 7 )  siano integrabili da O. ad x anche 
a0 ao 
ridotte ai loro vnlori ~ssoluti, cib che in particolare avverrà quando, esserido u, 
di ordine non superiore ad un numero inferiore a 3 ma vicino a 3 quanto si 
vuole, a, sin finito e integrabile da a a b .  

Allora la prima delle condizioni del § 16 sarà senz'altro soddisfatta; e 
quanto alla seconda, osserviamo per prima cosa che ora.per le (40) avremo 
le due 

ci = i (2' - 1) e0 ( a )  - (i - 1) 8 ,  (z) + 82 (a), 
c, = (i + 1 )  i 6, ( a )  - i Oi ( a )  + 8, (a), 

dalle quali si ottengono le altre 

e quindi se ci poniamo dapprima ne1 caso pih semplice che è quel10 pel quale 
si richiede clie sia c ,  = O, c, =O, si trova subito che per questo cas0 ha- 
sterà che si abbiano le due equazbni 2 i 8, (x )  = 8 ,  ( a ) ,  2 8, ( a )  =(i - 1) 6, ( y - ) ,  

la prima delle quali, dandoci i = O' (') 7 mostra che onde possa essere i + 2, 
2 0, ( a )  - - 

corne si richiede, biaognerh che si abbia *) ==. 4; e cod quando questa con- 
9 0  (.) - 

dizione sia soddisfatta, e fra 8, (a), 8, ( x )  e 8' (u) sussista l'altra relazione pre- 
cedente cioè 4 8, ( a )  6, ( r )  = 1 8 ,  ( a )  - 2 8, (0) ] 9, ( a ) ,  e oltre a cib sia soddi- 

a2 sfatta la condizione indicata sopra rispetto all'espressione - (x -- x ) ~  quando 
ae 

91 (4 az (" = 4, la no- 
- > 4, e rispetto all'altra - (x - log (x - a)  quando - 
Qo (4 ao 60 ( x )  
stra equazione (56) a n 8  sempre un integrale regolare nell'intorno del punto 
x = i, e che in questo intorno, oltre ad essere finito, sarh anche diverso 
da zero. 

E questo integrale si otterrà al solito applicando i nostri processi genc- 
rali alla equazione 
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0, (4 che vierie dalla (56) moltiplicandola per (s - xji-P, essendo i = --- 
2 uo (a) ' 

prendendo per I'applicazione dei detti processi z, --. 1, z, = x - sc, con 
(X - a)i-i 

z3 = quando a'> 2 ,  e z, = - log (x - a)  quando i = 2.  
(i - 1) (i - 2 )  

Osservando poi iii generale che per le (41) abbiamo 

e che essendo (2 la minore delle due quantità P' + KI e K, la seconda delle 
condizioni del €J 16, quxndo c, e c,  nnn sono ambedue zero, richiede che, 

per un conveniente valore di  i non inferiore a 2, si abbia a < (i- l)8, (a), 

O R < (i- 2 )  8, (a), secondo che ci è uguale a zero O è diverso da zero, si 
vede facilmente che si avranno anche altri casi di esistenza di u n  integrale 
regolare della (56 ) rie1)'intorno del punto .r = a .  

Cod, ad esempio, se porremo la condizione che sia c, = O, senza che sia 
c,= O per non ricadere ne1 caso precedente, siccome a l l o r ~  sarà 

1 
e inoltre P + K, = c i  (- + a,) e quindi P f  + Ki = c', = K prr i 2 3 

i- 1 

c',  > K per i < 3, si vede che basterà che la  equazione e Y'+ Ki=- 
i- 1 

c l  = O, O 8, (rj 8-  i 1 Io (a) + Oi (a) 1 + 8, ( a )  + 5, ( a }  = O abbia in  i le sue 
radici 

reali, e una almeno non inferiore a 2, e al tempo stesso il valore assoluta 

di c, O di 2 i 8, (a) - 8, (a) risulti inferiore R (i- 1) &, (cr). 
E cosi, supponendo corne evidentemente pub farsi, che 8,(a) sia positiva, 

e ponendo per abbreviare 

con che 

Ananli di Malemntica, Serie III, tom0 XI 
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ne1 caso attuale avremo le condizioni 

O, (2) - 
A 5 0 ,  

F),o f \I A 'r 3, val. ass. (1 i dd) < i - 1 ; 

talchè in particolare prendendo il segno superiore del radicale e quindi 

basterà che sia 

per modo che se si pone 

cib che darà 
1 1 - s = 2  + - p  + - 
2 2 A 7 

e trasformerà I'ultimn condizione nell' altra JX < 0 O A < p e ,  si concluderà 
O ?  (r-) che dovrà essere - > (1 + p )  insieme a - 4 -(a) + 4 (1 + f i )  s O oioè 
8, 0 0  (r-) 

1 dovrà essere cornpreso fra 1 + P e 1 + 8 + - p z  (questo limite supe- e,(tc> 4 
riore incluso, ma non l'inferiore), intendendo ora che sia un numero qual- 
siasi diverso da  zero e positivo; e quando qualunque sia questo niimero 0, 
queste condizioni per 8, ( x ) ,  8, ( a )  e 5, (a) risultino soddisfatte, l'equazione ( 5 6 )  
avrà ancora un integrale regolare nell'interno di x = o: che si troverà coi 
soliti  roce es si generali partendo dalla equazione (57) nella quale ora 

1 1 - i = 2 + - + ;A , e si suppone che per questa il coefficiente di y, O per 
2 

la primi tiva (56) la  espesaione - (2 - a)' sia integrabile nell' intorno di a 
a0 

anche riducendola ai suoi valori assoluti. 
Studii simili potranno farsi pel caso in cui nella espressione prece- 

dente (58) di i si prende il segno inferiore di Ji, e in quelli nei quali P= O 
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senza che siano zero ci e c,  O nei quali P B diverso da  zero insieme a c, ,  
corne anche in quelli nei quali per b s'intenda preso il massimo valore as- 
soluto della espressione che corrisponda ora alla (43) per t compresa fra O 
e 1 (O e 1 incl.); e si troveranno cos1 altri casi nei quali la  equazione del 
terz'ordine (56) ha un integrale regolare nell'intorno del punto x = a ,  che 
potrà ottenersi ancora coi soliti processi generali dalla equazione (57) quando 
in essa sia posto per i il valore corrispondcnte che si troverà, ecc. 

I n  tutti questi casi perb le derivate di questo integrale potranno man- 
care O presentare singolarità per x= cr; e perchè esse siano ancora deter- 
minate e finite in questo punto bisognerà che siano soddisfatte speciali coii- 
dizioni che si troveranno per mezzo delle considerazioni generali del $ 19 
corne facemmo al 3 22 pel caso delle equazioni del second'ordine. 

Pisa, Ottobre 1904. 
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