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THEORIE GYROSTATIOUE

DE LA

LUMIERE.

- INTRODUCTION.

L’éther est un milieu dénué de rigidité élastique et uniquement
doué de rigidité gyrostatique. Autrement dit, a 'inverse de ce qui
se passe dans les milieux matéricls, une déformation sans rotation
n’entraine atcun travail des actions intérieures, tandis qu'une
simple rolation suffit pour produire une variation du potentiel
interne : telle est 'hypothése fondamentale énoncée en 18go par
lord Kelvin et qui résume la théorie gyrostatique. Avant d’en
développer les conséquences, et pour en faire ressortir toute la
portée, nous nous proposons de rappeler les progrés accomplis
dans I’étude de la lumiére. \

Avec la découverte du célébre principe qui raméne Ueffet d’'une
onde & la résultante des eflets de ses éléments considérés chacun
comme un point particulier, Huygens jette les bases de la théorie
et donne un premier apergu du mécanisme de la réflexion, dela
réfraction et de la biréfringence. Euler élend plus loin la compa-
raison entre la lumiére et le son; il insiste sur la notion de pério-
dicité des vibrations et assimile les différences de coloration & des
différences de tonalité. Young raménc au principe des interfé-
rences le phénoméne des anneaux-colorés, mais ses raisonnements
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2 INTRODUCTION.

peu rigoureux ne rencontrent aucune faveur ct sont complétement
inconnus de Fresnel lorsque celui-ci entreprend ses premiéres re-
cherches sur 'Optigue.

On sait quelle impulsion inattendue devait recevoir la Théoric
ondulatoire pendant la courte et brillante carriére scientifique
d’Augustin Fresnel.

Aprés avoir réfuté par une étude approfondic de la diffraction
les objections formulées jadis par Newton, Fresnel s’allaque a
I'explication du phénoméne de la polarisation, resté incompré-
hensible depuis sa découverte par Huygens : il tente sans succés de
produire linterfércnce des deux rayons réfractés par le spath
d’Islande; modifie, en collaboration avec Arago, les conditions
expérimentales et conclut en toule certitude & la non-interférence
des rayons polarisés & angle droit. Dés ce moment la notion fon-
damentale de la transversalité s'impose & son esprit, ct, dans ce
paradoxe apparent, il apercoit la liaison entre les phénoménes
récemment découverts par Malus, Arago, Biot, Brewster, qui, &
premiére vue, semblaient se rapporter & des causes profondément
distinctes : 'interprétation physique de la polarisation rotatoire,
les formules de Ja véllexion ct dela réfraction, la loi de Vellipsoide
optique sont obtenues comme des conséquences de ce principe et
font ressortir la merveilleuse intuition qui a conduit Fresnel & de
telles découvertes, alors que la Théorie de I'¢lasticité, & peine
ébauchée, lul élait encore inconnue.

Le « Premier Mémoire sur la .double réfraction » date en eflet
du 19 novembre 1821, et ce fut e 14 avril de la méme année que
Navier présenta son- « Mémoire sur les lois de 1'équilibre et du
mouvement des corps ¢lastiques », créant ainsi la Mécanique des
milieuz continus (* )

Navier aborde successivement le problime par deux voies
distinctes : dans une premiére méthode, il calcule directement la
résultante des forces qui agissent sur chaque molécule matérielle
quand le milieu est déformé. Cest le point de vue qui devait élee
longuement développé par Cauchy dans ses recherches sur les
forces centrales, et qui a guidé Franz Neumann dans ses travaux

(*) Le Mémoire de Navier nc fut publié qu'en 1829 (Aemoires de I'Institut,
t. VII), c’est-a-dire 'année méme de la mort de I'resncl.
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INTRODUCTION. 3

sur la double réfraction. La seconde méthode, bien plus profonde,
est unc application des principes de la Mécanique analytique de
Lagrange. Elle consiste & calculer le potentiel des actions internes,
ct & annuler sa variation diminude des travaux virtucls des forees
extérieures ct des forces d’inertie. Les intégrations par parlies

_ fournissent cnfin les trois équations indéfinies ¢t les équations
aux limites.. .

L’analyse de Navier n’était appliquée qu’aux solides isotropes,
avec des hypothéses particuli¢res sur la nature des forces inté-
ricures. Green, mettant a profit les travaux de Cauchy sur la
déformation, énonga en 1837 la forme la plus générale du poten-
tiel dans les milicux continus: les actions intérieures doivent
admettre un polentiel, et ce potentiel, localisé dans chaque élé-
ment de volume, est fonction des paramélres qui définissent la
déformation subie par 'élément de volume, c’est-a-dire des déri-

- vées du déplacement par rapport aux coordonnées. Grice 4 ce
principe, la Mécanique des milicux continus avait regu sa forme
définitive, et I'on possédait enfin une méthode puissante permet-
tant de résoudre la plupart des problémes posés par les décou-
vertes de IFresnel : signification mécanique de la transversalité,
double réfraction, polarisation rotatoire, dispersion normale,
réflexion ct réfraction 4 la surface des milieux transparents
holoédres ou hémiédres, ete.

Il pourrait sembler inconcevable que la plupart des recherches
se soient, dés lc début, égarées dans une fausse direction. En fait,
par un brasque revirement d’idées, la transversalité, si discutée
jusqu’alors, parul chose toute naturelle lorsque Cauchy eut montré
que les solides élastiques participaient a la fois des deux modes de
vibration des fluides et de I'éther; et, sur la foi de cette analogie
trompeuse, on se dépensa en tentatives stériles en vue d’assigner
aux milicux élastiques V'impossible thche de ne propager que des
vibrations transversales.

La faveur persistante dont a joui auprés de certains physiciens
la théorie élastique trouve sa raison dans cette particularité analy-
tique qui leur semblait une justification de lears hypothéses : ¢’est
que la théorie élastique était, en apparence, compatible avec lu
condition de transversalité et conduisait, sans hypothése addition-
nelle, & la découverte de lellipsoide optique, comme l'ont montré
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4 INTRODUCTION.

en particuliecr Neumann et Green. En étendant approximation
aux termes d’ordre supérieur, on aurait de méme obtenu la qua-
drique de gyration et les surfaces invariantes qui donnent les lois
de la polarisation rolatoire et de la dispersion normale. Mais une
explication des fails ne constitue pas un criterium permettant de
conclare a I'exactitude des hypothéses surlesquelle's elle est basée.
Le principe d’Hamilton nous apprend au conlraire que les loisde la
propagation dans un milieu indéfini sont entiérement déterminées
par la connaissance de la valeur moyenne du potenticl; et, par
conséquent, on peut déduire d’une explication exacle une inlinité
d’explicalions absurdes au point de¢ vue mécanique, en ajoulant
au polentiel primitif un potentiel dont Ja valeur moyenne soit nulle.

Nous avonsla une démounstrationde ce principe, progressivement
dégagé par la discussion des théorics successives, que la prévision
de nouveaux phénoménes vérifiés plus tard par 'expéricnce n’éta-
blit nullement le bien-fondé des hypothéses. Il est, avant tout,
indispensable que ces hypothéses n’impliquent ‘pas de contradic-
Lion avec les principes de la Mécanique. Enfin, la Physique mathé-
malique ne saurait étre un prétexte a formules empiriques, mais
le physicien est tenu de se préoccuper du sens mécanique de ses
équations et de chercher dans la théoriec unc compréhension plus
approfondie de la constitution de la matiére.

C'est dans cet ordre d’idées qu'on se trouve amené A faire
porter la discussion des théories de la lumiéee sur les trois points
suivants ;

Signification mécanique de la transversalité;
Principe de continuité des pressions;
Principe de stabilité. !

1° Signification mécanique de la transversalité. — le
potenticl ¢lastique est, en premitre approximation, une forme
quadratique des trois dilatations et des trois glissements. Celte
forme a 21 coeflicients est la somme de covariants de deux sur-
faces, savoir : une surface du 4° ordre (15 coeflicients) découverte
par Haughton,. et une quadrique (6 cocflicients) découverte par
Rankine. Aunuler la quadrique de Rankine équivaut a imaginer
un milicu & forces centrales, el la signification mécanique des

6 condilions cst rendue tangible. Annuler au contraire la surface

.
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INTRODUCTION. ‘ 5

dc Haughton équivaut & imaginer la transversalité des vibrations :
la quadrique de Rankine joue alors le rdle de l'ellipsoide optique;
mais, dans ce dernier cas, le résultat est la conséquence de 13 re-
lations numériques dont la signification mécanique n’a pu élve
dégagée.

Ainsi, enlre le principe énoncé plus haut et I'hypothése fonda-
mentale qui se trouve & la base de la théorie élastique, surgissait
une contradiction de nature i en faire suspecter le caractére arti-
ficiel. En fait, cette théorie n’a pas regu sa consécration dans
I'cnseignement; la majorité des physiciens ont persisté a conser-
ver, en dépit de U'insuffisance manifeste des raisonnements qui ont
servi 4 les établir, les équations proposées par Iresnel, et cette
préférence était justifide, car les équations de Fresnel exprimaient
des rapports vrais : qu’on y remplace le mot « vibration » par le
mot « rotation », et le mot « force » par le mot « couple », on
obtiendra les équations de la théorie gyrostatique.

2° Continuité des pressions. — A l'origine de la théorie de
Pélasticilé, la continuilé des pressions i la surface de séparation
de deux milieux constituait un dogme évident. Or il fallut re-
connaitrelqu’aprés annulation de la surface de Haughton ce prin-
cipe était contredit par les équations de continuité nécessaires
_pour rendre compte des lois de la réflexion et de la réfraction de
la lumi¢re. Cauchy crut a 'inexacti tude du principe et tenta d’en
donner la raison. Plus tard, Kirchhoff rechercha dans un potentiel
complémentaire réductible & des intégrales de surface, et, par
suite, sans inflluence sur les équations indéfinies, I'appoint qui
manquait pour parfaire la continuité des pressions. Mais, dans

cctte hypothese additionnelle, il est impossible de rendre compte .

des valeurs particuli¢res des coefficients de ce potentiel superfi-
ciel. La difficulté signalée précédemment ne fait que s’aggraver.

32 Stabilité de I'équilibre. — D’aprés Lagrange, la condition
nécessaire et suflisante de stabilité est que le potentiel interne soit
un minimum. Or, si 'on annule la surface de Haughton et si on
réduit par suite le potentiel élastique & un covariant de la qua-
drique de Rankine, on ne peut obtenir une forme définie posi-
tive, et, parsuile, la condition de stabilité ne saurait étre remplie.

En définitive, le mécanisme de la transversalité reste une énigme,
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6 INTRODUCTION.

la continuité des pressions ne peut s’expliquer qu’a I'aide d’hy-
pothéses additionnelles dont le caractére artificiel est manifeste,
enfin la propagation par ondes exclusivement transversales de-
vient une absurdité mécanique, puisqu’elle équivaut & I'instabi-
lité. Au total le désaccord est complet; on se trouve engagé dans
une impasse, et, pour retrouver la véritable voie, il {aut revenir &
lorigine méme de la mécanique des milieux continus.

Quclle est I'hypothése fondamentale de la théorie de I'élasticité?
C’est que le potentiel interne qui serait, en dehors de toute inter-
prétation mécanique, une fonction arbitraire des neuf dérivées du
déplacement se réduit & une fonction des six dilatations et glisse-
ments. Celte notion est évidente tant qu'il s’agit de centres de
forces ou méme d’actions intérieures définies par les positions re-
latives des points matériels; mais elle dégénére en hypothése in-
consciente quand on la généralise & Lous les milieux mécanique-
ment possibles. Au lieu de s’inspirer de cette idée d'Tuygens (1)
que Pélasticité de ’éther résultait d’'un mode de mouvement d’une
matic¢re plus subtile, les partisans de la théorie élaslique ont ad-
mis que son polentiel interne est indépendant de la rotation. Ils
ont, ¢cn somme, raisonné comme cet observateur qui étudierail
les mouvements d'un gyrostat se dérobant par un déplacement
tranversal 4 'action qui le sollicite, et chercherait vainement dans
des causes extéricures Pexplication des effets dus en réalité aux
forces d’mertic.

La conclusion de cet apergu s’impose : il n’est pas Iégitime de
toujours restreindre le potentiel interne 4 un potentiel élastique,
et il faut revenir & I'équation fondamentale sous sa forme la plus

géncrale, telle qu’elle s’était présentée & 'origine

(") « Je diray pourtant en passant qu’on peut concevoir que ces particules de
» U'ether, non obstant leur petitesse, sont encore composées d’autres partics ct
» que leur ressort consiste dans lc mouvement tres-rapide, d’unc matiére sub-
» Llile, qui les traverse de tous coslez; ct contraint leur tissu & se disposcr en
» sorte, qu'il donne un passage & ccttec matiére fluide le plas ouvert, ct le plus
» facile qui sc puissc. » (Huyarxs, 7raité de la Lumiére, p. 13.)
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INTRODUCTION. ) 7

Cetle ¢quation, dans laquelle
(u, 0, w), (%P, %q: %7) (a1, az, as, by, bsy b3) -

représentent le déplacement, la rotation et les dilalations ct glis-
scments, résolue par les méthodes de la Mécanique analytique,
fournit les trois équations indéfinies

du <dQ _ dli) dNy _ dTy T,

7 ds  dy Az + dy ds '
d?v dR dP dT; dN, dT,
e =(a;—az>+a;+27+d7’
' d?w dP dQ dT, dT, dN;
(5@ T
avee aw dW AW
P:W, Nl:;lt‘?;’- ‘=?l—b_[’

et ces ¢qualions sunggérent a premiére vue le mécanisme de la
transversalité :

Dans les milicux élastiques, W ne dépend que des dilalations
ct glissements, et les équations se réluisent a la forme bien

connuce
o Pu ANy dTy  dTy
Ot T de T dy T Az’

Dans les milieux gyrostatiques, W sera uniquement fonction
de la rotation, ct les équations se réduiront a

du _dQ dR
CIE T & T dy

d’ol I'on déduit, dans les milieux homogénes, la relation

—_— —— =0
dt? !

a2 [du + dv + ({m>
dz ~ dy ds

qui exprime la transversalilé.

Pour justifier cette premiére induction, on formera ’expression
générale des potentiels qui vérificnt la condition de transversalité
et l'on démontrera que, parmi toules les solutions du probléme,

le potenticl gyrostatique est le scul qui satisfasse au principe de
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8 INTRODUCTION.

stabilité. Celte forme de potenticl est d’atlleurs compatible avec
le principe de la continuité des pressions, ce qui nous explique l¢
succés de la tentative de Kirchhoff : en ajoutant un potentiel de
surface au potenticl de volume fourni par la théorie élastique, Kir-
chhoff n’a fait que reconstituer un potenticl gyrostatique.

En résumé, la théorie gyrostatique de lord Kelvin donne le mé-
canisme de la transversalité qu'on cherchait en vain depuis plus
d’un demi-siécle, et sc trouve & I'abri des objections qui ont été
soulevées contre la théorie élastique. Il n’est pas inutile de faire
remarquer que les équations posées dés 1839 par Mac Gullagh cor-
respondent & la théorie gyrostatique. Mais, faute d’avoir fait con-
naitre la signification mécanique de ses formules, les travaux si
remarquables de ce physicien, trop en avance sur son époque, ne
se sont pas imposés dés leur apparition aussi complétement qu’ils
le méritaient.

Y

Le Mémoire actuel sera consacré a I'exposé et au développe-
ment de la théorie gyrostalique. ‘

Le Chapitre I rappelle d’abord, afin de fixer les notations,
quelques notions sommaires sur la symétrie des milieux crislal-
lisés et I'étude cinématique des déformations. 1l traile cnsuite de
I'hypothése fondamentale de Green et des “équations de la Méca-
nique analylique qui en sont la conséquence.

Le Chapitre II est consacré & I'étude de la propagation dans un
milieu gyrostatique indéfini, par deux méthodes différentes : la
méthode analytique, habitucllement utilisée jusqu’a présent, et la
méthode géométrique qui découle de l'application du principe
d’Ilamilton aux équations du mouvement, lindaires ct & coefli-
cients constants.

Le Chapitre III traite de la réflexion et de la réfraction & la sur-
face des milicux transparents doués de pouvoirrotaloire et de dis-
persion. On montrera que le probléme de la réfraction uniradiale,
résolu cn premiére approximation par Mac Cullagh, est suscep-
tible d’unc généralisation compléte qui définit géoméiriquement
les éléments des vibrations incidentes uniradiales,

La propagation dans un milieu indéfini vérifiant I’équation de
Green est éludiée dans le Chapitre 1V. On en déduira 1'expression
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INTRODUCTION. 9

générale des potentiels vérifiant la condition de transversalité, et
U'on retrouvera les lots étudides plus haut. Les résultats seront dis-
cutés au point de vue de la continuité des pressions et de la stabi-

lité de I'équilibre.

Enfin on terminera, au Chapitre V, par la démonstration d’un
principe que I'étude des ondes lumineuses a mis progressivement
cn évidence et qui parait avoir guidé Fresnel dans sa découverte
de I'ellipsoide optique : c’est que toute . loi relative & la matiére-
cristallisée peut étre définie par des surfaces invariantes. On en
fera Papplication & quelques phénoménes physiques, et en parti-
culier & la dispersion normale dans les cristaux.

—— @O w—
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CHAPITRE 1.

SYMETRIE DES MILIEUX CRISTALLISES. — GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES.
ETUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS. — HYPOTHESE FONDAMENTALE DE GREEN.
EQUATIONS DE LA MECANIQUE ANALYTIQUE.

I. — Symétrie. — Grandeurs scalaires et vectorielles.

1. Milieuz cristallisés. — Symétrie directe et inverse. —
Soit la substitution (S)
z = [ (2,7, 5)
(8) yi= 92y, 2), ‘
A 2 = Y(z, ¥, 3)

qui fait correspondre 4 un point M(z, , 5) un point homologuc
M, (21, ¥4, 51)-

Un ensemble E de points M posséde la symétrie définic par la
substitution (S) quand il coincide avec son transformé E,.

Les substitutions qui définissent la syméirie des milieux maté-
riels doivent satisfaire & la condition fondamentale de laisser inva-
riable la distance de deux points arbitraires. Elles sont, par suite,
linéaires et orthogonales, et c’est exclusivement & des substitu-
tions de celte nature que se rapportcront tous les caractéres d’in-
variance que |'on sera amené a considérer dans la suite de ce
Mémoire. ‘

A moins d’indication conlraire, nous rapporterons constamment
le milien & trois axes coordonnés rectangulaires formant triédre
direct ('). Dans ces conditions, la symétrie du milieu sera définie

(') Letriédre O zys est, par définition, direct, lorsque I'observateur, placé sui-
vant Oz et ayant les pieds en O, voit s’cflectuer de gauche 2 droite la rotation
inféricure & 180° qui aménc Oz sur Oy, :
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12 ' CHAPITRE 1.
par des substitutions de la forme

= :ro+.n,a: +ayy + a3,
(1 ' )’1=.70+()1x+bzy+b:sz,

=3y O A Gy G335,

les @, b, c désignant les cosinus directeurs de trois direclions
rectangulaires A, B, C. Leur déterminant D

. @, Qy Qg
D = bl bg b3
(€1 G2 ¢y

est, en valeur absolue, égal & 'unité et 'on est amené A distin-
guer deux cas :

~1° Le triedre (OABC) est direct (D =1). Les formules (1)
représentent le déplacement d'un corps solide, c’est-a-dire un
mouvement hélicoidal. La substitution et la symétrie qui lui cor-
respond seront dites directes.

2° Le triedre (OABC) est inverse (D =—1). La substitution
ct la symétrie correspondante seront dites inverses.

Un cas particulicr de symétrie inverse est fourni par la substi-
tution

[y

c’est la symétrie par rapport & un cenlre, c’est-a-dire U'inversion,
au sens donné par les cristallographes.

2. Toute substitution inverse équivaut au produit d’une sub-
stitution directe par une inversion.
Deux substitutions qui ne différent que par la translation sont
dites isomorphes. '
Le produit de plusieurs substitutions directes est une substitu-
tion directe.’ b
Le produit de plusieurs subslitutions inverses est une substi-
tulion directe ou inverse suivant quc les factcars du prodait sont
, cn nombre pair ou impair.
Si les substitutions S, S,, ..., S, sont respeclivement iso-
morphes & 8, 8}, ..., S, les produits $,5,...5, ¢t 8'8,... 8,
.scront isomorphes entre cux. .
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SYMETRIE. — GRANDEURS $CALAIRES ET VECTORIELLES. 13

3. Lorsque les substitutions S,, S,, ..., S, sont telles que le
produit S;S; de deux quelconques d’entre elles soit égal 4 1'une
des substitutions de la suite Sy, Sy, ..., S,, on dit que cette
suite forme un groupe de substitutions.

Dans le cas des milieux cristallisés, ce groupe contient néces-
sairement trois translations non situées dans le méme plan, car la
constitution de Ja malicre est périodique. On en conclut que les
axés de symétrie sont nécessairement d'ordre 2, 3, 4 ou 6; et
qu'il: suffiv de limiter le choix des éléments de symétrie inverse
an centre, au plan de symétrie et 4 I'axe quaternaire inverse.

Sil'on méne par un méme point de l'espace les axes de rota-
tion (directs ou inverses) isomorphes aux axes hélicoidaux
(directs ou inverses) qui définissent la symétrie du milieu, 'en-
semble de ces subslitutions (en y comprenant, s'il y 2 lieu, le
centre de symétrie) forme un groupe d’operatlons qui définit le
type de symétrie du cristal considéré.

On sail que la solution de ce dernier probléme, ébauchée par
Haiiy et Delafosse, a été obtenue par Hessel et par Bravais, qui
ont énumdéré les 32 types de symétric de la matiére cristallisée,
tandis que le probléme plus général de la recherche des axes
Liélicoidaux qui définissent la structure méme de la matiére a fait
I'objet des travaux de MM. Jordan, Sohncke, Fedorow et Scheen-
flies, travaux qui ont conduit 4 la découverte des 230 types de
structure. St I'observation ne pouvait porter que sur une matiére
homogtne, exempie de mécles et de groupements, et qui serait
dénuce de caractéres de symétrie limite, la recherche du type de
structure correspondant a chaque crlstal serait chose illusoire, et
'on se trouverait réduit a limiter le champ de ses investigations
au type de syméirie. Ce dernicr point de vue est nécessairement
le scul que l'on ait 4 envisager dans le Mémoire actuel, qui est
consacré 4 I’étude des milieux conlinus.

Le réseau des translations participe de la symétrie du cristal;
les cristallographes ont donc été amendés & le choisir comme base
de la classification, et & répartir les 32 types de symétrie en
7 classes distinctes de réseaux :

Cubique (5), Hcxagonal (7), Rhomboédrique (5), Quadratique (7),
Orthorhombique (3), Clinorhombique (3), Triclinique (2).
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N 71 . CHAPITRE 1.

4. Grandeurs scalaires directes et inverses. -~ On appellera
grandeur scalaire toute fonclion des coordonnées dont ’expres-
sion analytique ne sera pas modifiée par une substitution ortho-
gonale directe.

Autrement dit, soit une fonclion
(&1, ¥1s 515 Tay Yoy Fay « 00 )
qui devient aprés la substitution
(@), ¥ Sy @Y, Fay By et )s

cette fonction ® rep_résentcra une grandeur scalaire lorsque la
suppression des acceals dans les z), ', ... entrainera l'identité

__—"_(Pl.

En vertu de leur définition géométrique, les deux fonctions

4Ty~ Y1)2 + 3139,
Ty Yir %
Ty Y2 B2,

X3 V3 S3

qui représentent respectivement le produit géométrique de deux
vecleurs, ct le volume du parallélépipéde constrait sur trois vec-
teurs, sont des grandeurs scalaires.

Tout scalaire est homogéne par rapport & 'ensemble des coor-
données ou se raméne & une somme de scalaires homogénes sépa-
rément, Il suffit donc d’étudier les scalaires homogénes.

Dans une substitution inverse les scalaires se comportent de
maniére différente suivant la parité de leur degré.

X Pt
LEffectuons, en eflet, la substitution ( ’, y,' , ), c'est-
-z, —Yy, —3%
d-dire l'inversion, on aura
ol@y, Y1, 31, -».) =0 (— 2y, —¥), — 3, ..0)
=(—nre(ay, ¥}, 51, ...y = o (2, ...),

n deswnant le degré de la fonction homogéne ®.

Comme toute substitution inverse équivaut au produit d’une
substitution directe par une inversion, on en conclut que :

p )

1° Les scalaires de degré pair se comportent de la méme ma-
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SYMETRIE. — GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. 15

ni¢re dans les substitutions directes et inverses. On les appellera
des scalaires directs; tel est le scalaive z; 22 + ¥4y -+ Z,%s.

2° L’expression analylique des scalaires de degré impair change
de signe aprés une substitution inverse. On les appellera des sca-
laires inverses; tel est le scalaire

Ty B "1
Ty Y2 A3

r3 Ys 43

8. Grandeurs vectorielles directes et inverses. — Les consi-
dérations précédentes s’étendent aux grandeurs vectorielles.

Le vecteur OM, (24, 1, 51) qui aboutlit & un point matériel M,
est un vecteur direct.

Soit, au contraire, le vecteur OP (X, Y, Z) perpendiculaire au
plan des deux vecteurs OM, (&, 1, 51) et OM, (2, ¥2, 22), €gal
a I'aire du parallélogramme construit sur ces deux vecteurs et
dirigé dans un sens tel que le tricdre (OPM, M,) soit direct. Le
produit géoméirique de OP et d’un vecteur arbitraive OM(z, y, 5)
est, en vertu de cette définition, égal au volume du parallélé-
pipéde construit sur OM, OM,, OM,. Donec, les composantes-
X, Y, Zde OP sont deﬁmcs par I'identité en 2, . 5 :

r y 3
Xe+Yy+2s= |2y 1 51|

T2 Ja Sa
Les conséquences de cetle identité sont les suivantes :

1° Quand la substitution est directe, les formules de transfor-
mation de X, Y, Z sont celles d’un vecteur direct z, y, 5;

2° Quand la substitution est inverse, il faut appliquer les
mémes formules et changer ensuite le signe du résultat, car le
déterminant figurant au second membre de I'identité est un sca-
laire inverse.

Pour ce motif, on donne aux vecteurs qui satisfont.aux formules

de transformation précédentes le nom de vectewrs inverses.

6. Aze de deux vecteurs. — Le vecteur inverse OP(X, Y, Z)
qui vient d'étre défini s’appelle l'axe des deux wvecteurs
OMq(.ﬂﬁ,)’h Zg) et OMQ(xQ, yg,wa).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 CIAPITRE I.

Ses composantes, qui sont les trois déterminants. du Tableau

rectangulaire
Zr Y1 S

Zy Y2 Ss

seront, dans le cours de ce Mémoire, représentées par la nolalion
de Grassmann

(2) X=[z.2:], Y=[y1.5:], Z=1[3.5],
qui a 'avantage de rappeler leur mode de formation.

Aze de plusieurs vecteurs. — Soit OQ I'axe de OM, et
de OMj; par définition, 'axe de OM, et de OQ s'appelle 'aze
des trois vecteurs OM,, OM,, OM;.

On le représentera par la notation

X=[w.22.23), Y=Lyi.3203], Z=1[3.5.5],

et 'on a, par définition

[ a5.23] = [21.2]
avec '
z = [2y.23],

d’ol, en remplagant les binomes alternés z, y, 5 parleurs valcurs :
3) Lo @ w] = o (21 @3+ Y1 )3+ 5. 83) — @3 (F1 224 Y1 V2 -+ 51 82).
De cette formule (3) on déduit les relations

[zy.22. 23] +[22.23.2(] + [23.21.22] = 0,
xi[xl-x2ux3] +‘T2[J"2."L'3-x'1] +x3[;2;‘3..2"1..z'2] =0.

La définition précédente s'étend d’clle-méme au cas d'un
nombre quelconque de vecteurs, directs ou inverscs.

L’axe de n vecteurs dépend essenticllement de 'ordre de ces
vecteurs. En particulier,

[@1.x2] =—[z.21].

L’axe .de d vecteurs directs est direct ou inverse suivant que
(— 1)@+ est positif ou négatif. L’axe de vecteurs inverses cst tou-
jours inverse, ctc.

7. Vortex d’un vecteur. — Les mémes considérations s’éten-
dent aux symboles de dérivation,
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SYMETRIE, — GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. 14
()uand on effectue une substitution orthogonale, les trois sym-
d d
boles T T se transforment 4 Ja maniére des trois compo-
santes d un vecteur direct.

Soit donc V une fonction de 2, ¥, 3 :
Au vecteur z2,V, y,V, 3,V correspond le vecteur direct

JE,V, ;‘l}" C.TZ-V’

Au scalaire (22 -+ 33+ 57)V correspond le scalaire direet

, | dr dr
(g G~ 2a)"

Soicnt de méme u, ¢, w trois fonctions de z, y, 5
Au scalaire 2, 2y -y y2 -+ 51 55 corr cspond le scalalrc direct

de " dy " ds’

Aux composantes (¥1%2—%12). .. delaxe de deux vecteurs
correspondent les composantes p, g, » d'un vecteur inverse défini
par les formules

dw  dy du  dw ) dv  du

Py~ &’ 1T & T dm T @ dy

ccs composantes sont représentécs symboliquement par les trois
déterminants du Tablcau rectangulaire

a4 d a
dr dy dz ,
/2 (2] w

ou, en notation de Grassmann, par

@ r=[%] q=[zliy.v], [_ w]

Ce sont les composantes du vortez du vecteur (u, ¢, ). Le
vortex d'un vecteur direct est donc un vecteur inverse.

On définira de méme le vortex du second ordre de («, ¢, w) par
les formules

d d
(5) px—[z;'az “] "=layaytl [fz Zz ]
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18 CHAPITRE L

Si I'on applique la formule (3) en ayant égard aux termes sur
lesquels porte 'opération de dérivation, on obliendra les formules
suivantes, utilisées en Physique mathématique (Electrodynamique,
Elasticité, Hydrodynamique, etc.),

5 d (du dv  .dw az +_d_2+ﬂ)
() dz dx u-_% %_I—Zl;_‘-dz T\dzm Tdyr T dat)
6y [« a _ du, dpy " dw,
|'dm-u2- = u1d +91d -+ w gz
—(uti—&-vl—i-t-w. -—) Uy
\  dw dy dz/) "
( ) [; Uy u d(u,u2)+d(ulvg)_,_d(u,uq)

7 dz' T T de dy "ds
d(ugul) a’(ugv,) d(ugﬂﬁ).
T dr T dy T ’
8. Potentiel-Vecteur. — Dans P'étude des milieux gyrosta-

tiques, on donne ce nom au vecteur P, Q, R, dont le vortex repré- -
sente la force d'inertic. Les équations des milieux gyroslatiques

sont en effet
dQ dR
pdt" __[dx P] ds ~ dy’

Pour justifier cetle dénominalion, il convient de se¢ reporter &
la formule générale de décomposition d’un champ de forces, duc
a Stokes.

La formule de Poisson

2 2 2 X
(?sz d‘;_+d >L+4m——o, L= —‘all

combinée avee la formule (5')

dL dM dN a? d: da?

donne

d /dl.  dM dN d d
(8) AWX=—25<%+-(E-+ 7[;>+ 2z az'
ou, en derivant

dL dM dN
\ fmV = dz T dy 7 ds’

d
? .1751) =_[TZ'.L],
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SYMETRIE. — GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. 19

donne .
o . d d
(8" X—_EEV_[d_x P].

Cette formule de décomposition du champ vectoriel ic plus

7

géndral se simplifie dans ces deux cas particuliers :
1° P=Q =R =o. Les formules (8') se réduisent & -

d
la condition d’intégrabilité de X dz +Y dy +Zds est remplie,
et I'on dit que le champ vectoriel dérive d'une fonction poten-
tielle V.
2° V=o. Les formules (8') se réduisent &

d
x=—[zr]

et 'analogie avec les formules précédentes conduit & dire que leg
champ vectoriel dérive d’un potenticl-vecteur P, Q, R.

Un champ de forces quelconque dérive donc d’unc fonctivn
potentielle et d’un potentiel-vecteur.

9. Différences entre la symétrie directe et la symétrie in-
verse. — Les cristallographes ont depuis longtemps constaté que
le pouvoir rotatoire est incompatible avec certains caractéres de
symétrie. La mécanique des milieux continus permet de le pré-
voir, car clle nousapprend que le pouvoir rotatoire est représenté
par une grandeur inverse. '

On verra, en effet, au Chapitre II, n® 27, que le potlentiel
moyen d’un milieu gyrostatique a pour valeur (an degré d’ap-

proximation W = W, ++W,),

(9) %\Vm?F(_Pn g1, ) + F(ps, g2, 12)
, « § 7
+opl progr v k(e Byy),
P2 G2, 72
a, B, v est la normale & 'onde lumineuse;
0= 2‘{-', ) est la longueur d’onde dans lc milieu;
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20 CHAPITRE 1.

(p1y g1y 1) et (P2, g2, 1) sont deux diamétres conjuguéds de
Iellipse décrite par le vortex (vecteur de Fresnel);

I et % sont (au degré d’approximation W =W, W;) decux
formes quadratiques, la premiére en p, ¢, r, la seconde en

o, [3,‘(.

Pour -obtenir les formules de transformation des fonctions F
et k, on observera que le potentiel moyen W,,, en vertu de sa
signification mécanique, veste invariant quand on effectue un
changement d’axes de coordonnées, direct ou inverse.

La présence du facteur ., variable avec la longueur d’onde,
nous apprend de plus que les dcux fonctions

F(p1, g1, 1)+ F(ps, g2y 12)

et

« B oy

Progr oy | k(= ByY)
. ) P2 g2 T2

sont invariantes séparément. D’ailleurs, le déterminant qui mul-
tiplie k(a, B,¥) est un scalaire inverse, on a donc les formules
de transformation

{ F(a,y, 5)=F (2, y', 3'),

[ Kz, 3, 5) = ki (', ", 2),

{ Flz,,2)= Fu(a,y', 3,

(11) Substitution inverse... | R
. l /f(-’l‘a.%z)=—/\'l(x,)',5)~

(10) Substitution directe. ..

-La quadrique I (2, y,5)—1=0 est donc une surface inva-
riante directe. C'est d'ailleurs 'ellipsoide optique de Fresnel.

Au conlraire, la quadrique k(z. y, 5)—1 = o est une surface
invariante inverse. Nous Uappellerons la quadrique de g)ra-
tion. Quand elle n’exisle pas, le milieu est dénué de pouvoir
rotatoire,

Les conséquences de ce caractére de symélrie sont immédiales
si le milieu posséde un élément de symétrie inverse on devra avoir

(z,y, 5y =—k(2', ¥, 3"),
il en résulte que :
T ¥ 3

entraine 'annu-
—r —y —3

1° Un centre de symétrie <
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SYMETRIE., — GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. 21

lation de la fonction k(x,y, z). Aatrement dit les milieux ho-
lo¢dres sont dénués de pouvoir rotatoire.
z y

2° Un plan de symc':trie 53=0 < vy .

> donne la con-
dilion
k(z, y, 3)=23(By+ B'z).

La quadrique de gyration se réduit & un cylindre équilatére
dont 5 =10 est un des plans asymptotes, et le cristal possc¢de le
doublc pouvoir rotatoire : il est dextrogyre pour toute direction
de propagation contenue dans l'un des diédres formés par les
plans asymptotes, lévogyre dans le second diédre.

3° Un axe qualernaire inverse dirigé suivant Oz< £y >

. —.}’ x — 3
donne la condilion

k(z, y, 5) = A(xt —yt)+2B"zy

et la quadrique de gyration se réduit encore a un cylindre équi-
latere dont les plans asymptotes se coupent suivant O z.

En résumé, des trois éléments de symétrie inverse, le centre
supprime le pouvoir rotatoire, les deux aulres entraineat le double
pouvoir rotaloire. “

La relation
k (=, Y, 2)= ki(x', .7'» z’)

vérifice pour une substitution directe, montre que tout caractére
de symétrie direct du cristal doit se retrouver dans la quadrique
de gyration, etla combinaison de ces résultats avec les précédents
résout la question du pouvoir rotaloire pour les 32 Lypes de
symétrie : 15 d'entre eux possédent le pouvoir rolatoire, ics
17 autres sont inactifs.

C’est ainsi que le quartz (A%, 3L?) posséde le pouvoir rotatoire :
son ellipsoide optique et sa quadrique de gyration sont de révo-
lution autour de I'axe ternaire. De méme; le chlorate de soude
(3A3, 4L3) est actif. Au conlraire, 'apatite (A%, G, II) et la tour-
maline (A3, 3P) sont dénuées de pouvoir rotatoire, et il en est de
méme des types (A3, II), — (A%, 2P, 2P'), .. ..

La méme discussion établit que le pouvoir rotatoire doit
exister dans les cing cristaux biaxes répondant aux symétrics
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suivanles :

OC.......... Systéme triclinique.
| S | Svstéme clinorl bi

. Systéme clinorhombique.
| UL TR [ >y 1

Ly, P, P.....

Systéme orthorhombique.
Lz, L2, L'...

II. — Etude cinématique des déformations. — Dynamique des
milieux continus. — Equations de Lagrange. — Milieux élas-
tiques et gyrostatiques.

10. E'tude cinématique des déformations. Dilatations, glis-
sements, rotation. — Solent

z,y, 5 les coordonnées du point matériel M;

x4+ u, y+v, 5+ w ses coordonnées aprés la déformation du
milieu. Le vecteur (u, ¢, w) représente lc déplacement du
point M résultant de la déformation.

Pour un second point M, de coordonnées 2 + 7, y + k, 5 + |,
le déplacement absolu sera v+ Aw, v +-A¢, w4+ Aw, et le dé-
placement relatif des deux points M ct M, aura pour composantes
les Au, A¢, Aqw donnés par le développement en série

(12) Au=du+%d2u+3l'd3u+...

Ceci suppose qu’on restreint 1'élude des déformalions aux
déplacements qui sont des fonctions analytiques.

Par suite de cctte hypothése, qui est a la base de la mécanique
" des milieux continus, la modification de 1'élément de volume qui
entoure le point z, y, 5 est définic par les dérivées ‘de tous
ordres dc u, v, w, en z, y, 5; et le vecteur A(u, ¢, w) est la résul-
tante des vecteurs A, (&, v, w), Ax(u, v, ), oo\, Ax(u, v, w), ...
dont ’expression géncérale est
d d d >vc>

i,

___I, k __I_ — K — -
(13) A"u_‘/c!du_lc!<hdx+/dy+ldz

_ Cauchy a fait ’étude du premicr terme, le vecteur A, (u, ¢, w),
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. 23

et a montré qu'on pouvait exprimer au moyen de g combinai-
sons lindaires des dérivées premitres douées de signification géo-
métrique.

A cct effet, il imagine la forme (uadratique

.

o(hyk, 1) = arh + ask?* + a1t + by kI + by lh + b3 hk,

ctle vecteur p, ¢, r, autrement dit la forme linéaire ph+ gk +4-rl;
et il exprime la fonclion vectorielle linéaire A, (u, ¢, w) comme
somme de covariants de ces deux formes, en vertu de 'équation

7 . = l__‘ l
(1) Mu= = +-[p.1]

L’identification avec
Mu=h B S 2
dx dy dz
lui donune les g équations linéaires qui définissent les g quantilés
@y, asy, as, by, by, b3, p,q, ren fonction des g dérivées partielles
de u, v, v, et les solutions de ces équations sont

(15) ay= 5> by = —— + — = —— =

du . dw  dv dw  dv. [d]
dz dy 7 ds’ T dy  ds :

L’analyse de Cauchy s’étend & un vecteur d’ordre quelconque :
le veeteur Ag(u, ¢, w) est délini par trois surfaces invariantes
d’ordre k41, ky k — 1, et I'une des deux derniéres satisfait & la
relation d’'invariance

dz d? d2 k’J _
@+m+%>ww

2k’ représentant celui des deux nombres A et & — 1 qui est pair.
(Voir n° 112.) '

Revenons & ’étude du vecteur A, (u, ¢, w) el calculons les dila-
tations linéaires et angulaires au point &, ¥, 5. La définition des
dilatations supposant les %, k, { infiniment petits, il suffic de
réduire A(w, ¢, w) & son premier lerme.

Soient (L, ki, dy) et (Lo, ka, lg) deux vecteurs infiniment petits
de longueurs r, et 7, issus du point M et faisant entre eux un
angle V. La variation du produit géométrique, 7,y cosV, de ces
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deux vecteurs a pour valeur

A(rirycosV) =AZhyhy =SSR ANy +Zhy AR+ ZA h, LY

ou

do dd adv
(IG) A(zllgcosV)::/L,‘m—i—/c, 37:—2—;—11 i’
en posant

+hk— +1

du du du\'‘¥
dz dy ds ) ’

(k1) = gk, K, 1)+ & (h

formule d’ott I'on déduit les dilatations et glissements dans une
déformation finie. Dans tout ce qui va suivre on ne s’occupera

que de déplacements infiniment petils, autrement dit on négligera

1 oduits d du d*u is-dovis d . .
es produits des u,‘f,cv,%, Zgi’ +°° Vis-d-vis des premitres puis-
sances.

Dans cette hypothése © se réduit a ¢ et la formule (16) nous

apprend que :

1° (V=o,r =ry), 9(a, B, 1) représente la dilatation linéaire
suivant a, B, v, et, par suite, @, @z, @; sont les Lrois dilatations
suivant Oz, Oy, Oz.

d .. .
2° (V == 7—;, ry =rs= 1), Ea, d—;i 1'eprésente la diminution

de l'angle de deux droites rectangulaives (a;, By, v,), (a2, B2, 72),
et, par suite, by, b, by sont les trois glissements.

Enfin, la formule (14) signifie que la modification de 1’élément
de volume au point M est (au second ordre prés en £, 4, 7) la

. ) BT oo X )
résultante d’une rotalion 5 [p.-A]... autour de 'axe S (p, q, 1),

de Co . .
dli qui ldisse fixe un triedre trirec-

. .1
et d’une déformation S

tangle.
On a donc la signification mécanique du vortex (p, g, r). Clest
le double de la rotation élémentaire.

1. Equations de la mécanique des milicux continus
(Green). — Les actions internes dérivent d’un potenticl localisé
dans chaque élément de volume, et ce potentiel est fonction des
paramélres qui définissent Ja déformation subie par I'élément de
volume, c’ost-d-dire des dérivées de tous ordres du déplacement
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. 25

(u, v, v) par rapport aux trois coordonnées Enfin le milieu est
lndcfnl et les déplacements, de méme que les forces, sont nuls a
I'infini. \

Telle est I'hypothése fondamentale de Green, et les principes

de la Mécanique analytique la traduisent par I'équation des tra-
vaux virtucls

20 . Adw . . :
(17) Pcflll:‘ %ov+7§o(v>dm+ofxvczm=o.

La mécanique des milieux conlinus laisse entiérement de cbté,
par définition méme, les phénomeénes dont la cause doit étre
recherchée dans la coexistence de deux milieux différents : entrai-
nement des ondes lumineuses par la maliére en mouvement,
absorption, dispersion anomale, etc. C’est, en un mot, le déve-
loppement de la conception donnée par Fresnel dans ses éludes
sur la double réfraction :

« Je suppose les particules du cristal et les intervalles qui les
séparent infiniment petits par rapport & la longueur d’une ondu-
lation lumineuse, et je considére ict ces particules et I'éther qui
les enviconne comme formant ensemble un milien homogéne.
Cette conception mathématique, qui n’est pas applicable aux
corps opaques ou imparfaitement lransparents, peut représenter
cependant, dans beaucoup de cas, les effets mécaniques des corps
diaphanes sur la lumiére avec une approximation suffisante. »
(IresneL, Note sur le calcul des teintes que la polarisation
développe dans les lames cristallisées. OFucres, p. 637.)

12. Equations de Lagrange. Premiére forme. — Les équa-
tions du mouvement se déduiront de I'équation fondamentale de
Grceen par application du calcul des variations (Mécanique ana-
lytigue, scconde Partie, Section IV) : '

Si B est nul a I'infini, Pintégration par parties donne

fA——dw-—deA

et, plus généralement, si les B, DB, D*B, ..., D#~*B sont nuls &
Iin(ini, D# désignant unc dérivée quelconque d’ordre n en z, y, 5
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20 CHAPITRE 1.

dn
(D"— m), on aura
fA DiB d = (— ,)nfB DA do.

Cetle formule permettra d’évaluer, en fonclion de Su, v, 3w,
la variation virtuelle .
S/de,

qu’on peut successivement écrire

afw dw:foWd _fz—d—\y—onnud _fEddD‘Y D»8u dw,

ou enfin

U=1u,v,w
S | Wd __f — ) Dr—— dw » .
fV ® 2( ry"ou dD” <n=1,2,3, R

Portant cette valeur dans I’équation des travaux virtuels et éga-
lant séparément A zéro les coeflicients de 8w, 8¢, Stv, on aura les
trofs équations indéﬁnies

(8) P(ful; _2(—1)n—1nn d dW _ d dW _d dW

dDru dxdux—‘—cTym_’_I’d_ug

@ dw  dr W
“\dz? dul;  dwdy duk,

n=1

o) o

13. Equation de Lagrange. Deuzi¢me forme. — Choisis-
sons comme paramétres les dilatations, glissements, composantes
du vortex, ainsi que leurs dérivées de tous ordres.

La transformation

du du du day
W<a’x ay"") m’"'>=‘p<a1,...,bl,...,1),. ’dx "')
est toujours possible, et méme d’unc infinité de maniéres dés que
s'introduisent les dérivées en wu, ¢, @ d'ordre supérieur au
pr‘emlcl

Calculons la variation virtuclle de f\V dw __fd) dw. Pour une

variation virtuelle du, &¢, 6w, les @y, .o., byy ooy Puy oo
éprouvent des variations virtuclles ¢ay, ooy 80y, v0vy 8Py« v,y CL
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. 27

la variation correspondante de fVV dw a pour valeur

dwW
dem fEanp —fE(—”"W D"duu dw

(p_al,az,aa, b,,bg,ba,p,q,r, n=o0,1,2,3,..., n—1),

) ccC qUe nous eCr]r‘OnS
Sf\Vdm= f(P3p+Q8q+R'6r)dm-
+/(N18a1+ Naday = Ny 8ag +-T 86y + Ty 56y + To8by) d,

lesP, ..., Ny, ...., Ty, ... ayant pour valeurs

: aw
P =2 (__l)llDlL m

aw .
(19) N1=E(—1)"D'l aDva, (n=o0,1,2,...,2n—1).

dw
Ti= Y (=007 o

Enfin, une derniére application de la [ormule d’intégrations par

partie meltra en évidence, dans Bdem,les variationsdu, 8¢, S :

‘ P Q R ) 8u S Sw

. N d d d _ d d d
/‘(Pop—r—QSq-}—Rw)dw__‘ N & &%= % oa |

o/ ou v Sw . P Q R

(dans celte notation symbolique, les déterminants sont déve-’
loppés par rapport & leur premiére ligne),

f(N13a1+...)dm= /(Nloﬂ T30%+T26\ >d6$+...

=— [ du d—N-l—%(—i—E—i—c—iE‘) do +
.o f dz ' dy dz) e

ce qui fournit les trois équations indéfinies

d*u _ /dQ dR\ dN, dT,; dT,
(20) Pd_w—<2§“a}7> 4w T ay ta
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28 CHAPITRE 1.

14. Milieux élastiques et milieux gyrostatiques. — Les
équations de Lagrange, sous leur deuxi¢me forme, ont été rap-
pelées dans 'Introduction. On y avait supposé que W était une
forme quadratique homogéne & coelficients constants des g déri-
vées premiéres de u, v, w. Comme le montre I'analyse précédente,
ce résultat est plus général : non seulement les équalions gardent
Ja méme forme quand l'approximation est poussée aux lermes
d’ordre supéricur, mais encore la forme analytique de la fonc-
tion W reste enlitrement indéterminée et W peuat contenir
cxplicilement les variables z, y, 5. Autrement dit, ces équations
s'appliquent aux milieux hétérogénes aussi bien qu'aux milieux
homogénes, et ce résultat est fondamental dans l'étude de la
réfraction, comme on le verra au Chapitre III.

L’étudc des tensions met en évidence une diflérence essenticlle
entre les milicux élastiques

d*u . dNi dTg dTg

(21) PaE T de Ty T @

et les milicux gyrostatiques

({z w ] _dQ dR

(22) e = dx T4 4y

Les tensions qui s’exercent en tout point d'une surface limitant
un volume fini s’obtiennent en remplagant, dans les scconds
membres des équations indéfinies (2° forme), les symboles de

y e e d d
dérivalion ——, —,
dz’ dy
{, m, n extérieure au volume considéré.
Dans les milieux élastiques, la tension a done pour composantes

d . .
= bar les cosinus directcurs de la normale

Px=1INi-+ mT3+ nTy,
¢'est-a-dire
\

*/

L)
4

Q,
=

TR7A\

S S

Pz= ’ Py=

|-

N |-
o
o~
o
~

n

~

en désignant par W' (z, y, 5) laforme quadratique (quadrique des
lensions)

¥(z, y,5)= N2+ N, y2+ N;s +2T1yz+2l‘,..m+2Tszry

Ces formules expriment que les tensions, dans un milicu ¢lastique,
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. - 29

satisfont & Ia loi de véciprocilé
(21") Pay— Pyz=0,

et que, par suite, le couple résultant des tensions exercées 4 la
surface d'un élément de volume dw est un infiniment petit d’ordre
supérieur a dw. ' ,

Il en est tout autrement dans le cas des milieux gyrosi.atiques :
en vertu des équations indéfinies, la tension a pour composantes

pz=[P.1], py=[Q.m], pz=[R.n],

autrement dit, elle est 'axe du potentiel-vecteur et de la normale
.extérieure. On en déduit la formule

(22") Pzy ™ Pyx=0;

par suite, le couple résullant des Lensions exercées a la surlace
d'un élément de volume dw est, dans les milieux gyrostatiques,
de 'ordre de grandeur de cet élément et a pour composantes

2Pdw, 2Qdw, 2Rdw,

ce qui nous donne la significalion mécanique du potentiel-vecteur.

15. Différents auteurs oot tenté de donner une représentation
mécanique des milieux gyrostatiques. Le modéle mécanique, bien
connu, proposé par lord Kelvin, est constitué par un ensemble de
gyrostats; mais on peut trouver dans sa Théorie des atomes-
tourbillons un mécanisme qui parait, donner une représentation
fid¢le des faits.

Soit un ensemble de tourbillons originairement créés au scin
‘d’un fluide incompressible parfait et doot les dimensions sont
telles que tout volume Aw Lrés petit par rapport aux longueurs
d’onde des vibrations lumineuses contienne un nombre trés grand
de ces tourbillons : tout se passera pour un observateur eomme
s'il avait affaire & un.miliea analogue & 'éther, c’est-a-dire & un
milicu isotrope, pourvu de rigidité gyrostatique et d’inertie, et
cependant impondérable. On sait, en effet, qu’apres avoir vaine-
ment tenté de déduire des équations des tourbillons Ja grahdeur
méeanique correspondant d la masse astronomique, on a é1é conduit
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3o . : CIIAPITRE I.

a substituer a I’hypothése précédente la théorie des tourbillons
creux qui donne P'explication de la gravilation universelle.

L’intérét d’un modéle mécanique est de préciser la nature des
hypothéses implicitement contenues dans les équations fonda-
mentales. Cherchons donc, dans la théorie des atomes d’éther
tourbillons, la signification de I'équation des milieux gyrosia-
Liques ordinaires '

2
S (n ) g W10

qu’on peut encore écrire sous la forme donnée par Hamilton :

dw\r (do\t  (dw)\e
a) T\@& dt
Les deux vecteurs w, ¢, w ¢t p; g, r qui figurent dans Ja for-

.mule (23) ne représentent plus en réalité le déplacement et la
rotalion dans un milieu rigoureusement continu, mais, au con-

[

17
(23) af (T—W)dtds=o, T=15p
’"

traire, certaines valeurs moyennes relatives au volume élémen-
taire Aw trés petit par rapport aux unités. 1l n’est plus alors
évident que I'expression mécanique a laquelle on attribuera le
réle de force vive soit, dans le cas général (éther + matiére), une
fonction isotrope. Si on la suppose anisotrope, on sera conduit &

regarder dans 'équation d'Hamillon (23) la force vive T comme
du dv dw
de’ dt’ dt
" Or, on déduit de I'étude des phénoménes lumineux deux résul-
tats essenliels qui vont nous permettre de préciser I'hypothése

précédente, c’est que :

une forme quadratique des

1° L’une des deux fonctions T ou W est nécessairement iso-
trope, comme le montre la loi de Pellipsoide optique qui n’a pu
étre mise en défaut j ]usqu présent;

2° Le coeflicient de la fonction isotrope est une constante com-
mune 4 tous les milieux, comme le montrent les lois de la réflexion
et de Ia réfraction.

Il en résulte qu’on ne peut opter qu'entre deux classes de
théories gyrostatiques :

Ou bien la force vive est isotrope, comme le pensaient les fon-
dateurs de la mécanique des milicux continus, et I'on retrouve
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. 31

P'hypothése fondamentale de Green et les ¢équations de Mac
Cullagh;

Ou bien la force vive est anisotrope ct, par suile, le potenticl
interne doit étre isotrope. C'est dans celte catégorie que doivent
sc ranger les théories .de MM. Sarrau, Boussinesq, Glaze-
brook, ctc, ainsi que I'interprétalion mécanique des champs élec-
trique et magnétique proposée dés 1847 par lord Kelvin.

Ces deux classes de théories correspondent & deux conceplions
opposées des propriétés de la matiére. Il est certain que la matiére
est lotalement dénuée de rigidité gyrostalique dans le cas des
vibralions sonores; mais cette propriété subsiste-t-elle encore
pour les vibrations a haute fréquence? Dans ['altirmative, le
potentiel interne W des milieux matériels (éther -+ matiére) sera
plus petit que celui du vide, donc T devra étre isotrope et I'on
aura les équations de Mac Cullagh, tandis que I’bypothése conlraire
conduirait & Ja seconde classe de théories.

Ajoutons que les phénoménes naturels découverts jusqu’a pré-
sent s’expliquent aussi facilement dans les deux hypothéses; il
est en effet toujours possible de trouver un mode de raisonnement
s’adaptant simultanément aux deux théories, par la simple inler-
version des vecleurs rolation et vibration ('), -

Ainsi I'expérience de Wiener s’interpréte dans I'hypothése de
Mac Cullagh en admettant que I’action chimique est fonction du
potentiel interne; elle s’interpréte dans Iautre hypothése en
admettant que P'action chimique est fonction de la force vive.

De méme, les termes de dispersion de Briot, 'absorption et la
réflexion métallique s’expliquent dans I’bypoihése de Mac Gullagh
en admettant que la rotation (py, ¢4, ry) de Péther entraine une
rotation (pa, g2, r2) de la matiére déterminée par la relation

2 pd

2
A Pa+Bp pat Cpy=Dpij

On adaptera cetle explication 4 'autre hypothése en substituant
la vibration 4 la rotation, ce qui donne la relation

d2 d
A i + Bd—tug+ Cus=Duy,

(') Voir, en particulier, PoiNcArRE, Comptes rendus, 2 mars 181, Théorie
matheématique de la lumiére, t. 11, — Dnrupr, Wied. Ann., 2 mars 1891.
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32 . CIAP. I. — MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS.

et la méme conclusion s'étend aux termes d’absorplion ct de
dispersion anomale dus & Helmholtz.

Dans ce Mémoire nous adopterons la théorie de Mac Cullagh,
c’est-d-dire I'hypothése de V'isotropie de la force vive, qui est plus
conforme A nos idées sur la constitution de la mati¢re. Comme
nous L'avons vu plus haut, cette isotropie se traduit par la condition
de transversalité qui subsiste d’ailleurs quand on tient comptc des
termes précédents de dispersion et d’absorption, et des termes
additionnels de polarisation ‘rotatoire magnétique proposés par
Maxwell. Enfin la constance du coefficient d’isotropic entraine la
transversalité dans les milieux hétérogénes.
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CITAPITRE IL

PROPAGATION DANS LES MILIEUX GYROSTATIQUES MHOMOGENCS.
DOUBLE REFRACTION. — POLARISATION ROTATOIRE CRISTALLINE. — DISPERSION.
PROPRIETES ROTATOIRES DES DISSOLUTIONS.

EMPILAGES DE LAMES NEMIEDRES. — FORMULES.

I. — Méthode analytique.

16. Onde monochromatique plane (*).— Les équations de la
propagation des mouvements infiniment petits dans un milicu
homogenc sont, en vertu des définitions, linéaires et & coeffictents
constants, ct admellenl, comme solutions particuliéres, les parties
réelles des imaginaires u, ¢, w : -

14 (2 W i 2—; (oe+=By-+Y3~Vt)

1 e == — = — =
(1) wy - Ly Py -+ Loy wo -+ L,

V représente la vitesse de propagation;

) est la longueur d’onde dans le milicu;

(10, 0oy Wo) Cb (24, vy, W) sont deux diamétres conjugués de
la vibration clliptique propagée.

V est réel. Aun contraire, o, 3, y pecuvent étre réels o imagi-
naires. Dans ce dernier cas, les composantes (&, 1, §) de la vibra-
tion clliptique sont de la forme

2T, W - -
£ =Acos 9;):73 (x4 By +ys5—Vit @)6_7(“ By ),

(1) Cauveny, Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumiére (Comples
rendus, L. VII, p. 985, annéc 1838). — GREEN, On the laws of reflexion and re-
fraction of light at the common surface of two non crystallized media (T'rans-
actions of the Cambridge Philosophical Society, année 1838).

C. 3
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34 . CIAPITRE Ii.

On voit que toutes les vibrations sont semblables et semblable-
ment orientées. Les deux plans

dz+B8y+ys=0 e doz+pfy+yis=o0

définissent : le premier, la phase, et, le second, le rapport de
similitude, qui décroit en progression géométrique avec la dis-
tance au plan’

. . a”x’—ﬁ—p”}’—kY”Z:O,

appelé pour cette raison plan d’évanescence.

Les ondes évanescentes, qui prennent naissance en parliculier
dans le phénoméne de la réflexion totale, sount, au point de vue
expérimental, éteintes au bout d’un trajet trés court. Cest pour-
quoi on n’aura pas 3 les étudier dans le Chapitre actuel, qui est
consacré 4 'étude de la propagation dans un milieu indéfini.

Quand I'onde n’est pas évanescente, «, 3, v sont réels et repré-
sentent les cosinus directeurs de la normale a4 'onde dans le sens
de la propagation. Dans ce cas particulier, la condition

du_ do . dw
dz dy ds

=0

devient
au+fo+yw=o,

ct elle exprime que la vibration est contenuc dans le plan de l'onde.

17. Propagation des ondes planes. — Le probléme de la
propagation des ondes planes consiste a rechercher les solutions
particuliéres (1) u, ¢, &, qui satisfont aux équations du mouve-
ment (n°12). On a donc & rechercher ce que devient 'expression

aw
2 (0D g

lorsque W est une forme quadratique des D% ... ct qu’on y rem-
place les u... par &'e®..., P désignant la fonction lindaire

P=p(az+By+y15— V1) <u=2k—”>-

On effectuera d’abord la transformation

N e W . AW dDru
20D g = R T < S
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qui’résulte de la comparaison des deux formules
. dnu S
) Dru = m:(zp)”a“ﬁb'ycx u,
aw . adw
- — = ngaBbye .
" apmy = e X Gy
Pour p0111*SL1i\'re le calcul, on aura recours a la méthode des

grandeurs ombrales :

La forme bilinéaire la plus générale peul s’écrire
(@2 + b y1+c13+...) (@2 @3 + Dy ys 4y 39 +...),

si on convient de regarder les @y, by, €1y« -y @2y bsy Cay ... comme
des grandeurs dénuées de signification (grandeurs ombrales de
Rankine) et les produits @, as, @y bs, ... comme les notations de
coeflicienls indépendants.

On conviendra d’écrire ab = ba, el, par suite, les opérations
de I’Algebre pourront se transporter sans modification aux gran-
deurs ombrales. La multiplication sera commutative et distribu-
tive. Les régles de dérivation s’appliqueront aux sommes et aux

_produits de polynomes ombraux tels que a,z,+ b(yi+..., ol
Zyy Y1y ... représentent des fonctions de variables concrétes.

En notation ombrale, le potentiel interne, qui est une forme

quadratique des dérivées de u, ¢, w, s'écrira

W= (W' WYy,
W/ représentant une forme ombrale linéaire et homogéne des dé-

rivées impaires de u, ¢, w en z, ¥, 3;
W représentant une fonction analogue des dérivées paires.

Par application des régles de calcul précédemment rappelées,
on obtient

dW dDru e (AW AW
() N gy G =2 W W (G — )

d‘: réprésente la dérivée de la fonction W';

ol 'on a remplacé D=y par sa valeur

Dans cette équation

Dry — (ip.)"az“B”Y”,
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36 CIIAPITRE II.

ce qui donne & W’ et W les expressions suivantes :
W=Au+Bv+Cw,
W =A"u+ B¢+ C'w

* A, A, ... désignant des polynomes ombraux en a, §, v
L’équation (2) peut encore s’écrire

AW dDru  d .p AW, AW
() D T = (W W) (w—— W du)

Calculons le binome alterné

'WI

dW W d\Z

ainsi quc les deux binomes Y, el Z, qui s'en déduiscnt par per-
mutalions circulaires.
Sizy, ¥4, 5 désignent des variables arbitraires nous aurons

d d d
X1x1+Y,yl+leizW"<x1d—u+_yl% _|_le> w”

_V”< d+}’1d+zid )W'
c’est-a-dire

AMu+Bo+Cw Au-+4+DBev+Cw
ijl-i—Y‘yl—l- Zz =

A'x1+B'y1+C'zl A".’L‘1+B_}"’—I— C”Z.

_|A'BC u ¢ w
- 'A”B”C"’ Z 1 5
ou
L M N
X1$1+Y1_}’1+Z1213 u ¢ w
zy Y1 %

en désignant par L, M, N les quantités concrétes
L=[A".A"], M=[DB.B], N=[C.C"]

Cette identité en z,, ¥, 5 nous apprend que (X, Y,, Z;) cst
Paxe des deux vecteurs (L, M, N) et (%, ¢, w); on adonc

X;=[L.z], Yi=[M.»], Z,=[N.w],

et le probléme est résolu.
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En résumé, les équations indéfinies

d2u dw
pam = A gp

deviennent, aprés substitution des solutions exponentielles,
Ad
(3) pp2Viy = E+2[L.u],

La fonction ®, quadratique en u, ¢, w, et le vecteur L, M, N qui
figurent dans ces équations, sont déduits du potentiel W par les
formules ombrales

W = (W +Wp,

W =A'u +B'o+Cw,

W= A"u+ B + C'w,

¢ =W2—Wn,
L =[A.A"].

18. Equations des milieuzx gyrostatiques.— Premiére forme.
— L’analyse précédente s’applique sans modifications aux milieux
gyrostatiques, dont les équations

d’u d
o7 =—L%r]
? P= 2(_[)nDndD"p

deviendront, aprés substitution des solutions exponenticlles,

ot Viu = ip[4.P],
() _dF
P—-dp +2[LI'P]1

équations dans lesquelles la fonction F, quadratique en p, ¢, r, et
le vecteur L, M,, N, sont déduits da potentiel W par les for-
mules ombrales
= (W} -+ W),
Wi=Aip+Big+Cir,
Wi=Ap+Big+Cir,

F=Wj2—Wp,
Ly =[A}.A]

19. Deuziecme forme des équations des milieuzx gyrosta-
tiques. — Eliminons le potentiel-vecteur P, Q, R entre les équa-
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38 . CHAPITRE 1I.

tions (4), et nous obliendrons
(5) pp2V2u=ip.[a.g;F]+2iy [2.Li.pT;5

transformons cette expression, en écrivant

F(p,q,r)=®(u,v, w),
nous aurons

dd
dF:Eﬁdu: d dp Vzp.d [¢.du] = Zzp[— a]du,

[2.Li.p]=Li(ap+ @q+Yr)—p(aL1 +BM; +yNy)
= —p(«Ls+ BM; + ¢y Ny),

ce qui raméne 1’équation (5) & la suivante :
1 T do .
Loveu=I%
(6) ‘ 2pV u 2du+z,.1/c[oc.u],
des valeurs de ¢ et &, étant données par les formules

F(P:_q’ r)= (".l*")2 t,?(u, 0y W), Q=0+ pipr+...+ P Qo iy
ali+BM;+yN; = iy./c(\oc, B, v k=tky—+ p2hy 4o 2 hgp -

kor est une fonction homogéne de degré 27 en a, B, v, A coeffi-
cients réels.

©2r est une forme quadratique en [a.u], [B.¢], [y.w],dont les
coefficients sont des fonctions homogeénes de degré 27 en a, 83, v

20. Double réfraction dans les milieux gyrostatiques. —
Comme premiére approximation (W = W), nous allons étudier
un potentiel réduit & son premier terme, c'est-a-dire & une forme
quadratique homogéne en p, ¢, r: ¢ se réduira & son premier
terme @,, &k sera nul, et pour un systéme d’unités tel que p = 2,
les équations (6) dev1endronL

1 do’

2y — L 2%

Vu_zdu’

' _I_CEC?

(6 Vzo—idv.’ .
2= 199,
VW'—mdw
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On reconnait les équations en S de la quadrique

- ¢(u, 0, w)=F ([2.u], [B.01, [1-»]).

Il en résulte que les vibrations transmises sont rectilignes, diri-
gées suivant les trois axes de la quadrique o(u, ¢, w) —1 =0, et
se propagent avec des vitesses respectivement égales aux inverses
des axes dc la quadrique. Mais, comme les vibrations sont trans-
versales, la quadrique est un cylindre dont les génératrices sont
parallles a la direction de la propagation. Le lemme suivant va
nous permettire de déterminer sa section droite :

Lemme. — S¢ Uon coupe une surface ¥(z,y, z)=o par le
plan ox -+ By+rvz=o0, et si l'on fait tourner la section
de go° dans son plan, U’égquation du cylindre ayant pour
section droite la nouvelle courbe ainsi obtenue est

¥ ([a.#], [B.71, [¥-5]) = o-
Soit, en effet, . .
M, (2,1, z,) un point de la scction primitive de W = o;
M(z, y, ) un point quelconque de la génératrice correspon-
dante du cylindre. ' . '
OM, est I'axe des deux vecteurs suivants :
1° La normale («, 8, ) au plan de I'onde;
2° Le vecteur OM(z, ¥, 3)-

On a, par suite, - ‘ *
z=[x2], »n=[Bs], s=[yz]

et; pour obtenir 'équation du cylindre, il faut éliminer z4, y4,
5y entre les équations

‘1"‘(-2‘1771, z1) = o,
zr=[2.2], »n=[Bv] &a=[1.2]

Cowsequence : Lois de la double réfraction. — La -qua-
drique ¢(u, ¢, w) —1=0 représente un cylindre lié¢ a la qua-
drique F (x, ¥, 3) —r— o par le mode de génération précédent.
Or, pour la stabilité, il faut que le potentiel F(p, ¢, r) soit une
forme définie positive. Donc F(z, y, 3) — 1= o0 représente un
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ellipsoide réel, et I'on obtient les lois connues de la propagation
(en premiére approximation W ="W,):
1° Les milieux gyrostatiques propagent deux vibrations
rectilignes situées dans le plan de ’onde et rectangulaires;
2° Les vibrations transmises sont dirigées suivant les axes
de la section de l’ellzpsozde F(z,y,3) —1=o0 par le plan de

Uonde;
3° La vitesse de propagation de la vibration est égale a

Uinverse de I’ axe perpendiculaire.

On retrouve les lois de Fresnel; mais la vibration est perpendi-
culaire au vecteur de Fresnel, c’est-a-dire est située dans'le plan
de polarisation,

F(z,y,5) —1=0
s'appelle 'ellipsoide optique,

¢(2,7,8)—1=0
s'appelle le ¢cylindre de polarisation.

21. Polarisation rotatoire cristalline dans les milieux gy-
rostatiques. — Comme deuxiéme approximation, étudions main-
tenant un potentiel réduit & ses deux premicrs termes, c’est-d-dire
W =W, + W;, W, représentant, comme précédemment, une
forme quadratique en (p, ¢, r) et W; une forme bilinéaire en
(P> @5 7) €t (Pyy Pyy Pys Qs »++)- ¢ se réduira & son premier
terme @, et & a son premier terme £,.

La présence de l'imaginaire ¢ dans les équations

(6") Viu=1 Z_t 4 ipk[au]

nous montre que les vibrations transmises sont nclliptiques, ct
nous avons vu précédemment qu’elles sont situées dans le plan de
I'onde (n° 16).

Soient trois axes Oz, Oy, O3,, formant tricdre direct : O z,
et Oy, situés dans le plan de I'onde et dirigés suivant les axes
de la vibration, O z, dirigé suivant la normale 4 'onde et dans lc
sens de la propagation.

Dans ce systéme d’axes, les composantes de la vibration seront

§1= acosp(z1— Vi), N =—bsinp(s,— Vi), Li=o,
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c’est-a-dire les parties réelles de uy, vy, w,

Ui % M sV,
a b o

. b e e o .
a’ J te de gauche a droite
Si le rapport = est positif, Iellipse est décri g

pour un observateur placé suivant Oz,. On dit, dans cec cas, que
la vibration est droite.

Calculons les valeurs de u, ¢, w et portons-les dans les équa-
tions du mouvement :

Soient (o, Biy Y1), (%2, Pas ¥2), (o, B, v) les cosinus directeurs .
de Oz,, Oy, 02z.

Le tri¢dre Oz, y, 3, étant direct, on a
a=[a.a], oy = [%3.27], ay = [a.21],
et les formules de transformation donnent

U= U+ 00y +U3p) = (ala—F iagb)eip,
P=yp(azx+By+ys—V),

d’ou .

[z.u] =[a.a;] ae® +i[a.ay] be? = (aga — i1 D)5

ces valeurs, portées dans les équations (6"), donnent

. 1 do ., do .
(7) - V2(11a+w2b)=§<a&;—2 +Lbd—x‘l>+p.k(a‘b+m2a)

qui se dédouble dans les équations (8)

(Via — pkb)ay = = a e,

(8) 2 dﬁl
2 —1lpde

(V2b — pha)ay = 2’

équivalentes 3 'ensemble des deux systémes (8') et (8"),

V%(Zl:-l- g?—’
(8') 2 Ay
Vig, — 1 49
e e
(&) Vi{a =V2a— pkb,

V2b = Vb — pka,
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V. et V, représenlant deux inconnues auxiliaires définies par I'un
des deux groupes d’équations (8') ou (8").

Or, il résulte des équations (8') que VL,(“" Biy 71) et

1 ' . .
i (%2, P2y v2) sont en grandeur et direction les deux axes du
2 . '

cylindre de polarisation ¢(u, ¢, w)—1=0.
Les lois de la polarisation rotatoire (en deuxiéme appxoxl-
mation W = W, + W) sont donc les suivantes :

1° Les milieux gyrostatiques propagent deux vibrations
elliptiques situées dans le plan de Uonde et dont les azxes sont
dirigés suivant les deux axes du cylindre de polarisation, ¢’est-
“a-dire suivant les deux axesde la section plane de I’ elltpsowle
optique.

2° Le rapport des axes:et la vitesse de propagation de
chaque vibration sont donnés par les deux équations (8"):

" Via — pkb =Via,

(8%
| V26— pka=Vib

dans lesquelles V, et 'V, représentent les inverses des axes du
cylindre de polarisation, c’est-a-dire les vitesses calculées dans
Uhypothése de la premiére approxzimation W = W,.
2T . .
A chaque valeur de p= T correspondent deux vibralions

elliptiques définies par les deux équations (8”) ou le systéme (8")
équivalent
(8" i { (V2= V1) (V2 —V3) = p2i?,
| ph(ar—b2)=(Vi—V1)ab =o.
La premicre équation fournit deux valeurs V', V" réelles, 1’unc
supérieure & V, et Vs, Pautre inférieure a V, ct Vq, ct l'on a
entre V' et V" la relation

V24 V2 = Vi 4 Vi

. . b
La seconde équation donne le rapport  des axes : les deux

vibrations elliptiques sont semblables, décrites en sens inverse,
et ont leurs grands axes perpendiculaires. \

3° La vibration qui se propage avec la plus grande vitesse a
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son.grand aze dirigé suivant le grand axe de la section de
Dellipsoide optique par le plan de Uonde.

Car on tire des équations (8")

b Vi—V3
@t Vr—vy’ g

ce qui montre que @ > b entraine V, > V,.

4° Sik(a, B, v) est positif pour la direction de propagation
o, @, Y, la vibration droite se propage avec la plus grande
vitesse. ,

On a, en effet, :
Via =Via + pkb,

donc, pour k& > o, Imégahte 2> o entraine V> V,. On dlt alors

que le milieu est dextrogyre pour la dl[‘CCthIl de propacratlon
considérée.

5° Quadrique de gyration. — k est une forme quadratique
en a, B, v; elle représente donc l'inverse du carré du rayon vec-
teur de la quadrique
k(z, y,3)—1=0

L2

suivant la direction o, 3, ¥
C’est la quadrique & laquelle nous avons.donné au Chapltre I,
n°9, le nom de quadrique de gyration. :
En résumé, les lois de la propagation dans un miliea gyrosta-
tique sont, au degré d’approximation W = W, - W;, définies
géométriquement par deux surfaces invariantes :

J

Vellipsoide optique
P P F(z,y,3)—1=0,

la quadrique de gyration

k(z,y, z)—1=0..
Drailleurs 1'équation . /

A . ‘
pViu= ai% +iuk[a.u],
rapportée & un tricdre inverse, devient

PV’“==§%-—in[wu];.
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il en résulte donc que Vellipsoide optique est une surface inva-
riante directe, et la quadrique de gyration une surface invariante
inverse. «

Il convient de’signaler une seconde différence entre l'ellipsoide -
optique et la quadrique de gyration : la condition de stabilité ne
restreint pas la généralité de la quadrique de gyration, dont le
cone asymptote peut étre réel. Dans ce dernier cas, le cristal pos-
séde le double pouvoir rotatoire, et le cone asymptote sépare les
directions de propagation en deux catégories : celles pour les-
quelles le milieu est dextrogyre ct celles pour lesquelles il est
lévogyre. Clest en particulier ce qui a lieu pour les cristaux
biaxes possédant un plan de symétrie, car le cone asymptote de la
quadrique de gyration se décompose, dans ce cas, en deux plans
rectangulaires (voir n° 9).

Enfin, I'existence du pouvoir rotatoire entraine, en principe,
celle de la dispersion normale; car le potentiel

‘V=W2+W3+W:,+...

devant étre une forme définie positive, l'existence des doubles
produits ppy... contenus dans la forme bilinéaire Wy entraine
celle des carrés pi?... qui sont des termes de W,.

22. Dispersion normale dans les milieuzx gyrostatiques. —
Etudions le cas général d’un potentiel gyrostatique mis sous la

forme ,
W =Wy W3+ \Vg e Wzn-i— Wangt ==« .y

‘W, représentant I'ensemble des termes qui fournissent, les déri-
vées d’ordre p de u, ¢, «w dans les équations indéfinies.

“ Ona o
Wp=3Wy; (i+j=p)

en désignant par W;; une forme bilinéaire par rapport aux déri-
vées d’ordres ¢ et j.
Les équations du mouvement sont
Vius= 2 % +ipk[e.u]
avec
® = Qo+ PIga-t WY Qut. L POy, -,
k=le+p2h 4.0, Gk, ...
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Par conséquent :

Dans les milieux holo¢dres, les vibrations transmises sont Lrans-
versales, rectilignes, dirigées suivant les deux axes du cylindre de
polarisation ¢ (z, 3, 5) —1 = o0 et leurs vitesses de propagation
sont les inverses des longueurs de ces axes.

Dans les milieux hémiédres, les vibrations transmises sont
transversales et elliptiqués. Elles sont définies par les équations

Via— pkb=Via,
V2b— phka=V3ib

dans lesquelles Vy et V, représentent les vitesses calculées dans
I'hypothése &k = o. Les surfaces ks, kiy « ooy kany - .+, :

k=ky+ p2hk,+. . .- p2ky, 4.

qui définissent la fonction k sont invariantes inverses.

En ce qui concerne les termes de polarisation rotatoire, les
‘résultats précédemment obtenus se généralisent donc immédiate-
ment; mais il n’en est plus de méme pour le mode de génération
du cylindre de polarisation

?(z’,.}’, %) '—’] =o0.
On obtient la section droite de ce cylindre en coupant l'ellipsoide
F(wh}’a:z)—I:O

par le plan de 'onde et faisant tourncr cette ellipse de go° dans
son plan; mais il est essentiel de remarquer que cet ellipsoide
varie de forme et de position avec la direction de 'onde.

Il y aun trés grand intérét, au point de vue des réductions im-
posées par la syméirie du milieu, & rechercher un mode de géné-
ration de ce cylindre au moyen de surfaces invariantes.” Cette
queslion, qui est purement analytique, sera traitée au Chapitre V
o 'on verra que toute forme ©,, quadratique en z, y, z, et
homogéne de degré 2n en a, B, v, est une somme de covariants de
six surfaces dont les ordres respectifs sont

2n+2, 2n-+1, 2n, 2n—I1, 2R—32 !

dont deux surfaces d’ordre 27n. Les surfaces d'ordre pair sont
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invariantes directes, les autres sont Invariantes inverses;- et il
existe entre elles trois relations d’'invariance. '

 23. Ce qui précede (ainsi que le Chapitre IV) est la reproduc-
tion d'un Mémoire rédigé en 1897, et dont la publication a été
différée lorsque nous avons eu connaissance des recherches entre-
prises par Gibbs sur le méme sujet. -

On trouvera, dans les numéros d’avril et juin 1882 de I'Ame-
rican Journal of Science, les deux Mémoires de Gibbs sur la
double réfraction et Ja polarisalion rotatoire, étudiées dans la
théorie électromagnétique de la lumiére. L’élude des travaux
expérimentaux et théoriques publiés actuellement sur le pouvoir
rotatoire, nous ayant paru établir que les deux Mémoires précé-
dents étaient passés inapergus jusqu'd présent, nous croyons de-
voir publier nos recherches qui pourront contribuer & faire con-
nailre cette partie de I'ccuvre de Gibbs.

L’étude géométrique que nous allons développer maintenant
est, conformément & la méthode de Gibbs, basée sur le principe
donné par lord Rayleigh dans sa Theory of Sound (Vol. I,
§ 87) et qui exprime le principe d'HHamilton dans le cas des équa-
tions linéaires. Signalons loutelois que, dans les Mémoires de
Gibbs, les lois de la double réfraction ont été oblenues par la mé-
thode géométrique et celles de la polarisation rotatoire par une
méthode analytique.

L’étude expérimentale du pouvoir rotatoire dans les cristaux
biaxes est encore peu avancée. Ce n'est que tout récemment que
’on a constaté son existence dans les cristaux du sucre de canne
et du sel de Seignette (').

II. — Méthode géométrique.

24. Définition de Uaction hamiltonienne. — Soit un mi-

- lieu continu dont [a force vive esth dw et le potentiel interne

fW dw. Par définition, I'action hamiltonienne relative & ce mi-

» (1) Pockringron, Philosophical Magasine, 1gor, p. 361,
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licu est l'intégrale

/ll(T — W) dw dt.

ly
Principe d’Hamilton. — Solent

Z 4+ u, ¥ + ¢, 5+ w une trajectoire virtuelle du point z, ¥, z;

Z+u—+8u, y+¢-080, 2+ w -+ 3w une trajectoirve virtuelle
infiniment voisine passant aux instants ¢, et ¢, aux mémes pointé
que la premiére trajectoire.

La variation de ’action hamiltonienne, qui est da premier ordre
quand on passe d’une trajectoire virtuelle & une autre trajectoire
virtuelle infiniment voisine, devient du second ordre quand la tra-
jectoire satisfait aux équations du mouvement, C'est le principe
d’Hamilton qu'on peut encore énoncer :

Au voisinage d’une solution l’action hamiltonienne reste
stationnaire.

En cflet, il faut vérifier que
1 .
af (T — W) dw dt
t

est nul pour les solutions du systéme

fp<dl’ 8+ 8w>dm+odem—o

Or on a

1y
sf T dw dt = f "“ 5 2% e e
i
t
_fiszSu f Epd uoudmdl,

les Gu, 8v, 3w s’annulant par hypothése aux instants ¢, et ¢y, la
premiére intégrale est nulle et 'on retrouve 'équation des travaux
virtucls de la Mécanique analytique..

23. Application du principe d’Hamilton aux équations li-
néaires. — Les équations da mouvement, étant linéaires, sont
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vérifiées par des solations (u, ¢, ) de la forme

u = partie réelle de (uy + Luy) €, P=p(ez+By+y3—=Vi),

Appliquons & cette solation le principe d’Hamilton, et choisis-

sons pour limite supérieure £, = ¢, -+ %, T rcprésentant la période
du mouvement vibratoire:
Nous aurons

1+T
1 1
f Tdt=t><-zppivﬂxE(u%+v%+w%+u§+v§+w§)=rTm,
)

1+T
f Wdt =W,
1,

T et W, sont les valeurs moyennes de T et W pendant une pé-
riode. W, est une forme quadratique en ty, vy, Wy, Uy, 3, V2.

Si donc on pose
¥ = Tln —_ vvm.a

I'équation d’Hamilton s’écrit
811'P(u'l’ V1, W1y Uy, Vg, Py, V) = 0,

pour toute modification virtuelle d’une trajectoire véritable.
Faisons subir a la trajectoire (u, o, )

u = partie réelle de (u, + ius) €T,
la modification virtuelle 3%, 3¢, 3¢, définie par 1'égalité

u -+ Su = partie réelle de (uy + duy + iug) ei®,

.. . , LT
ct choisissons une valeur de ¢, qui rende P égal & 55 Su s’annulera

pour ¢ = ¢, et t =ty %, et le principe d'Hamilton nous apprend
ue
1 av 3
‘—t;‘- Uy = 0.
De méme, la modification virtuelle (8u, 3¢, 3w), définie par
I'égalité
u + Su = partie réelle de (uyg -+ fug 4+ i8us) &7,
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donne, cn choisissant pour ¢, une valear qut rende P égal & =,

La fonction W est donc indépendante de w,, ¢y, wy, g, 02, V2,
ct, comme c’est une fonction homogéne du deuxiéme degré par
rapport & ces variables, elle est identiquement nulle.

En définitive, le principe d’Hamilton se résume dans le systéme
d’équations

¥ = o,
av aw

—— Ol + Z— Qug=o0
di; ! du, ’

auquel on peut substituer le systéme équivalent

Y=o,

d¥
av V=0

av cong . \
ct, comme — est différent de zéro, ce systéme entraine

¥ = o,
oV=o,

En résumé, les équations du mouvement prennent la forme

. I3

géométrique suivante :

1° La solution des équations linéaires a coefficients con-

Stants
2 2 2
/P <%7? du + %t—f 3“*(52_;(: 8w> dm+6deus

satisfart & Uéquation Ty =Wy, qui définit la vitesse V de
propagation en fonction des éléments de la vibration (T, et
W représentant les valeurs moyennes de T et W pendant une
période). ’
20 Au voisinage d’une solution, la vitesse de propagation V
déduite de U'équation T,, — Wn = o reste stationnaire ().

(1) Comparer avec I'énoncé donné par lord Rayleigh dans sa Theory of Sound
(vol. I, §87). Comme lc principe d’Hamilton s’applique & toute modification vir-
tuclle compatible avec les liaisons, il y a équivalence entre les deux énoncés.

C. 4 -
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26. Calcul de la valeur moyenne W,,. — Kiant donndes
deux fonclions sinusoidales « et v de la forme

u = partie réelle de (u, + iu,) e,

iy, Uy ddsignant des constantes el P désignant une fonction li-
néaire des variables z, y, 3, ¢, on sait que la valeur moyenne du
produit

D D D’ dm
nme n L
wbie < T dz dyb dae dle)

s'obtient par la régle suivante :

On remplace U'une des fonctions, u par exemple, par l'ima-
ginaire (u,+iuy) e®, et la seconde fonction v par Uimagi-
naire conjuguée correspondante (v, — tvy) e~*. On effectue les
opérations de dérivation D™ u D" v, et 'on prend la partie réelle
du produit DmuDre. C’est le double de la valeur moyenne
cherchée. .

Appliquons cette régle au calcul de la valeur moyenne de W.
Cetle forme s'écrit, en notation ombrale,

W= (W'+ W)2;

on peut Ja considérer comme le produit de deux facteurs égaux
chacun a W+ W”, Remplagons dans le premicr facteur u, ¢, v
par (u,—+ fuy) e... ct ce facteur ombral aura pour valear

: j {(Vi+iVy) + Vi +iVi| e,
1, Vi, Vi, V; désignant des grandeurs ombrales réelles définies
par les égalités
IVi=Auy+ B oy 4+ C wy,
Vi = A"uy 4 B0y + C oy
donc la valeur moyenne W, scra égale a la moitié du carré du
module de I'imaginaire W'+ W’ ¢’est-a-dire &
(9) Wa=§ [(Vi+ VDT (Vi— V| = L(Vi2 + Vi)
VRV + (VY= VY,
avee

VP24 VE=(Au+DBo; - C'w ) — (A uy + B'og + C w2 = (10,04, wy),

LMN
‘,, V" V" , . A’ Ug—+ B’ 0o+ C"Vz A" o B"Vg -+ c Wo .
1Va—V V==l =l Uy Vg Ve |-
. NMuy+Bo+Cwp AMu-Bloy+C wy
Uy O 9Py
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Dans ces équations, les A’, A”, ..., ®, L, ... ont les mémes si-
gnifications que dans.la méthode analytique (n° 17).

27. Cas particulier des milieux gyrostatiques. — Les for-
mules (g) donnent
L, My N,
aWu=F(p1,qu, 1)+ (P g2, 72) 28 [ po g2 1y |,
, Py g1

F, L,, ... ayant les mémes significations que dans la méthode

analytique. ‘ ‘
Remplagons les py, pa, - .. par leurs valeurs tirées de

, d ; .
pr+ipp=)-.ul= ipfa w4 tu,],

et nous aurons

Ly My N
p‘ ' ,.l =2P1[L1-P2]=p.Epi[Ll.u.ul]

2 Q2 2 ‘ =—‘.L(Lla+M[p+N1Y)(u1P1+()lq‘_v'_“)l’.i)’
PL g1 Py .

et, par conséquent, en écrivant
F(Pu(11,"1)=!*2‘?(u»",°")y al:1+pM1+*(N1=ipk,

Péquation (g) prend la forme (10)

) « By
(10) FW,,L=c_o(u,,vl,wl)—l—cp(ug,vg, wo)+apk | uy v wy
Uy vy W

28. Forme de U’équation fondamentale Tp= W,.. — Dans
I’équation T,,= W,,, remplacons T,, et W,, par leurs valeurs, et
nous obtenons

(11) soVipR(ul 40+ w4 ul o+ wi) ,
L M N
= D(uy, vy, wy) 4+ D1y, 02, wa) + 20 | Uy Vs wy |;
Uy o1 wy

telle est, pour les milieux continus, I'équation qui exprime le
principe d’Hamilton et contient implicitement les équations du
mouvement. Par application de ’énoncé de lord Rayleigh (n°23),
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il suffira en cffet d’écrire V= o pour loule modificalion vir-

tuclle, ce qui donnera

i 1de .
‘;ppﬂvgul—;mﬁ-l[L-lh]:
LoptVigy= 1 42
(2pp2V Uy= - dH2+z[L.u1],

et I'on retrouve les deux équations en termes réels déduites de

Péquation (3)
1

dd
saw ™t [L.z].

1.
V=
p PH
Un des principaux avantages de I'énoncé de lord Raylcigh est
de se préter a larecherche des lois de propagation par la méthode
géoniétrique. Nous allons en faire I’application aux milieux gyro-
statiques pour lesquels I'équation T,,= W, est, en verta de (10)
et pour p = 2,
(12) V2(u} + o} + w}+ ud+ 0]+ wi) -
o By
= @ (tty, 01, W1) + @ (Usy Vg, wo) + 2k | wy 91w,
Uy V3 Wy

29. Recherche géométrique des lois de la propagation dans
les milieux gyrostatiques. Double réfraction. — En premitre
approximation (W = W,) étudions un potentiel réduit a son pre-
mier terme, c’est-d-dire 4-une forme quadratique en p, ¢, r. Par
raison de symétrie, les vibrations seront rectilignes, et I’équation
fondamentale T,, — V,,= o devient

(12") V2(u?+ 02+ w2) = o(u, v, w),
¢ désignant la forme quadratique en [a.u]. ..,
o(u, v, w) = F([a.u], [B.¢1 [y.w]).
Conséquences :
1° La vibration est dans le plan de U'onde. — Donnons, cn

effet, a la vibration (, ¢, w) une modification virtuclle &(u, ¢, w)
paralléle & la normale (2, 3, 7). La fonction ¢ restera invariable,

ct 'équation 8V = o donnera

udt + ¢80 4 wdw = o

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPAGATION DANS LES MILIEUX GYROSTATIQUES HOMOGENES. 53

pour toutes les valeurs
Sw

H
.Y

u
” =

8o
ce qui équivaut &
au—+ Boyw=o0.

. . I .
2° La vitesse de propagation a pour valeur V= -, r repré-

sentant la longueur du rayon vecteur (, ¥, 3) du cylindre de pola-
risation, dirigé suivant la vibration u, ¢, .
En eflet, I'équation (12') donne
Vi e (@ ¥, 3) s
.Z'2+_}/2—|— 22
¢l comme
¢(@,y,8)=1,
ona :
Vi= L _ . ,
3° La vibration est orientée suivant l'un des deux axes du
cylindre de polarisation, c’est-a-dire suivant 'un des deux
azxes de la section plane de Uellipsoide optigue. — On a, en

effet,
I
V = —
e
ct la condition 8V = o0 cntrainera dr=o0. r est donc un rayon
vecteur maximum ou minimum du cylindre de polarisalion.

Polarisation rotatoire cristalline. — En deuxiéme approxi-

mation, étudions un potcntiel interne réduit a ses deux premiers
termes W = W, + W;. L'équation Tp= W, s’écrit

Ve(ud+ o} + wi+ ui+vi+ wl) |

a B v
= o(uy, 01, w1) - 0(Us, 02, wa) +2pk | U1 91 W1 |,
Uy 99 W2

¢ représentant une forme quadratique en [2.u] ... a cocfficients
conslants; k représcntant une forme quadratique en 2, §3, v.
Conséquences :

1° La vibration est dans le plan de londe. — Laissons, en
cllet, invariable le demi-diamétre (u2, ¢4, ov,) de la vibration et
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donnons & son conjugué (u,, ¢,, w,) une modification virtuelle
8(uyy v1, ) paralléle a la normale (a, 8, y). Cette modification
laissera invariables la fonction ¢ et le déterminant.

Donc on aura
atty+ Boy+yw =o,
et de méme
aus+ Brg—+ ywy=o.

2° Les axes de la vibration elliptique coincident en direc-
tion avec les azxes du cylindre de polarisation. — Solent, en
cffet, @ et & les longueurs des demi-diamétres conjugués
(4, 01, wy) et (ug, v2,ws), €t 1y, 1y les rayons vecteurs suivant
@ et b du cylindre de polarisation. '

L’équation (12) s’écrit
2 b2 ’
(12") Vi(a2+ b2) = %+%+2pkabsin(a,b).
1 i

Faisons subir au demi-diamétre OA une modification virtuelle
AA’parall¢le 3 son conjugué OB. Une telle modification est carac-
térisée par

b = const,,
absin(a, b) = const.,
7y = const.

ct la condition 8V = o se réduit

a\?
Vidar=3 ( =)
”

Cette équation s’applique 4 deux diamétres conjugués quel-
conques. Si, en particulier, @ et b sont les deux axes de la vibra-
tion, on aura ~

Sa=o

.

et par suite 'équation 8V = o entrainera 8ry=o0. - c. Q. F. p.

3° La forme des vibrations et la vitesse de propagation sont
données par les deux équations

| (v

<V2- - ) b=pka.

[ =

)a:p/cb,

—r

———
~ o
el
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Donnons en effet a la vibration une modification virtuelle lais-
sant invariable l'orientation des axes et la longueur de Vaxe a :
I'yy 's, @ ne seront pas modifiés; absin(a, b) subira une modifi-
cation a b, et 'équation 3V = o deviendra

b3b
V28b = —- <+ pkadb.
r:
Dispersion normale. — Les raisonnements précédents ne

subissent aucune modification et l'on relrouve les résultats
annoncés dans la discussion analytique.

30. Comparaison avec les équations de Fresnel. — Les
résultats donnés par Fresnel dans le probléme de la double
réfraction sont, au point de vue expérimental, identiques aux
précédents. La seule différence est que Fresnel attribue-a la
vibration le rdle qui est dévolu au vortex dans la théorie gyrosta-
tique, et que par suite le vecteur de Fresnel est perpendiculaire &
la vibration de la théorie gyrostatique.

Comme on sait, @ priori, que la vibration est 51Luée dans le
plan de I'onde, elle sera entiérement déterminée quand son vortex
(p, g, ) sera connu, et I'on peut reprendre daus cet ordre d’idées
la recherche géométrique des lois de la propagation.

Cherchons tout d’abord ce que devient I’équation T,,= W,
quand on choisit pour variables p, ¢, r.

p= [——u]: ipfa.n]’

donne, en tenant compte de la transversalité,

L’équation

[e.pl=ip[e.c.u]=— ipu.

Aprés avoir porté les valeurs de w,, wa, ... dans I'équation
T =W,, celte équation deviendra

(13) 2V pi+gi+ri+pi+qi+71)
e B o
= F(p1, g1, 7)) + F(ps, qa, 72) +20k | p1 g 7|,
P2 g2 2|’

(piy @iy 1) €L (P2y sy rs) désignant des vecleurs assujcllis, cn
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vertuméme de la définition p = [ad; u] ala condition de transver-
“salité

(13" {api+Bg+ym=o,

: | apa+Bgat+yr=o.

On pedt donc répéter sur le vortex les raisonnements fails pré-
cédemment sur la vibration et I'on aura 'avantage de ne pas avoir
, 2 utiliser Ja notion du cylindre de polarisation. :
On peut de méme traiter les équations (13), (13') par la
méthode analylique, ce qui fournira la signification des égalités
proposées par Fresnel, comme nous allons le montrer :

Daus le cas de la double réfraction, I'équation Tp,—W,, =0 sc
réduit A '
3o VH(pt+ g+ 1) =F(p,q,7),
(py g, r) étant liés par la relation
ep+Bqg+yr=o;

"équation 8V = o donne par suite
s~ o dF, . dF dF
pVﬁ(pop+q0q+18;)_71)-op+gq—aq+_tﬁa,

pour toute variation virtuelle 8(p, ¢, r) vérifiant la relation

o dp - 8q “+yor=o,
d’oi les équations (14)

dar .
2 — 0
pr—dP+/z
. dF
2g = & i
(16) V=g

PV2": de: “+ vy
o=ap+Bq+yr.
1.0 dF dF dF <9
Dans les idées de Fresnel, le vecteur il ¢'cst-a-dire
le potentiel-vecteur P, Q, R, représente la force cxercée sur le
point matériel qui a subi le déplacement p, ¢, r; et v(, B, ¥)
représente la force de liaison exprimant la transversalité qui an-

nule Veffet de la composante de P, Q, R suivant la normalc au
plaa de l'onde.
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On obtient donc les formules de la théorie gyrostatique en
vemplagant, dans les énoncés de Fresnel, le mot « vibration » par
le mot « rotation » et le mot « force » par le mot « couple ».

III. — Propriétés rotatoires des dissolutions.

31. On a depuis longtemps émis l'idée qu’une dissolution ne .
scrait qu'un ensemble de cristaux élémentaires, orientés indiffé-
remment en tous sens, et possédant les propriétés optiques du
cristal qu’ils constituent; et 'on a tenté, dans cette hypothése, de
trouver une relation entre les propriéiés rotatoires des cristaux
el celles dé leurs dissolutions.

Voici quels postulats on se tronve logiquement conduit & énon-
cer pour mettre le probléme en équation :

Premizr posturnar. — Le potentiel gyrostatique d’un mé-
lange de cristaux isomorphes a pour valeur

(13) W=mqgW;+myW;y+...,

my, Mg, ... désignant les proportions en volume des cristaux
composants (mi+my+...=1);
Wi, W,, ... désignant leurs potentiels gyrostathues

C’est I’extension aux phénoménes optiques des lois additives
qui régissent, en premiére approximation, un trés grand nombre
de phénoménes physiques. L'étude optique des feldspaths (hy-
pothése de Tschermak, formules de Mallard) en fournit d’ail-
leurs une vérification trés satisfaisante.

Druxiiive vosturat. —— Une dissolution est assimilable, au
point de vue optique, & un mélange de cristauz isomorphes
susceptibles de prendre indifféremment toutes les orientations.

Soient donc
W, Wi ...

les potentiels gyrostaliques des cristaux ¢lémentaires (dissolvant
compris) contenus dans la dissolution cn proportions

my, Mg, ...
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On calculera les valeurs moyennes Wi, Wi, .. ., pour toutes
les orientations, des Wy, Wy, ..., et le potentiel gyrostatique de
la dissolution sera donné par la formule

(16) W=nmWy+myWy,+....
Conséquences :
1° Considérons un mélange de cristaux isomorphes, dont les
ellipsoides optiques sont
Fy(z, 5, 8)—1=0, Fo(z,y,3)—1=0, ceey
ct les quadriques de gyration '
ki(z,y,5)—1=0, lkiy2,y,5)—1=0, cee
le mélangé isomorphe aura pour ellipsoide optique I, et pour
quadrique de gyration £ les surfaces

1=F(z,y,3)=mF(2,y,3)+ mFo(2,y,2)+...,
1= k(z,y,5)=nm ki (2, y,3)+mg ks(2,5,3) ...}

(17)

des formules analogues s’appliquent aux termes de dispersion.

2° Considérons une dissolution dont les composantes sont
caractérisées, & 1’état cristallisé, par les ellipsoides optiques If,,
F,, ..., etles quadriques de gyration &y, ks, .. ..

Son cllipsoide optlique sera une sphére I' définie par

2L 2 2
(18) 1=F(x,y,z)=x—-t)‘;—_'_z- A(myFy+maFy~...),
d2 a2 az

A= 2 &
dot dy? 7y
et sa quadrique de gyration sera une sphére & définie par
.2 24 g2
(19) 1=/c(:v,y,z)=uﬁL—A(mi/q+ my kg ~-...).
TR S .

L’invariant g AT (z, y, 5) représente, en cffet, la valeur
moyenne de la forme quadratique Fy, quand on donnc au sys-
téme d’axes coordonnés loules les orientations possibles.

32. Les dcux équations (18) et (19) font connaitre le pouvoir
rolatoire de la dissolution en fonclion des paramdctres optiques du
cristal dissous.
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Pour que la dissolution soit douée de pouvoir rotatmre, il est
nécessaire el sufflisant :

1° Que la quadrique de gyration & existe, c’est-a-dire, sous
réserve des restrictions formulées au n° 33, que le cristal soit
doué de pouvoir rotatoire ;

2° Que l'invariant Ak soit différent de zéro.

Or, quand le cristal posséde un élément de symétrie inverse
autre que le centre (plan de symétrie, axe quaternaire inverse),
la quadrique de gyration est un cylindre équilatére, et, par suite,
Ak=o.

Dong, la condition nécessaire pour quela dissolution soit active
est que le cristal ne posséde aucun élément de symétrie inverse.
Celte condition est en général suffisante; et deux cristaux symé-
triques inverses l’un de l'autre fourniront des dissolutions ayant des
pouvoirs rotatoires égaux et de sens opposé. On reconnait les prin-
cipes qui avaient guidé Pasteur dans ses mémorables Recherches
sur les relations qui peuvent exister entre la forme cristal-
line, la composition chimique et le phénoméne rotatoire molé-
culaire (Annales de Chimie et de Physique, années 18483 1857).

Parmi les 15 types de symétrie doués de pouvoir rolaloire,
11 sont actifs en dissolution dont : .

i dans chacune des trois classes de cristaux biaxes, ce sont les

Lypes :
oG, L2, Lz, L L2

2 dans chacune des quatre classes de cristaux uniaxes ou
cubiques.

Les équations (19) font prévoir qu'un cristal uniaxe actif,
dextrogyre suivant la direction de son axe, peut fournir une solu- -
tion lévogyre.

Soit, en effet,

k=—a?(2*+y?) -+ b2z,
la quadrique de gyration de ce cristal, il suffira vque I'on ait
%Ak:—za?—l—b?{o. |
33. 1l ne faut, d’ailleurs, pas perdre de vue que, dans Ja véri-

fication expérimentale des formules précédentes, il convient, toat

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6o CIIAPITRE 11.

comme dans la vérification de la loi de Biot, qui en est une con-
séquence, de tenir comple des phénoménes de dissociation, poly-
mérisation, ionisation, etc. des corps en présence dans la disso-
lution, et d’avoir égard au mode de structure du cristal.

On sait, en effet, qu'un cristal & structure hélicoidale a, en
général, des propriétés optiques distinctes de celles de ses con-
stituants. On en trouve un exemple typique dans le pouvoir rota-
toire du quartz, qui est d{t  sa seule structure hélicoidale, comme
I’avait prévu Fresnel, et comme I'ont montré Reusch, Sohncke et
Mallard. .

~L’étude générale de l'influence du mode de structure sur les
propriétés opliques n’appartient pas a Ja mécanique des milieux
continus ; mais, dans le cas particulier d’un cristal & axes hélicoi-
daux paralléles, et quand on se limite & I'étude de la propagation
suivant ceite direction commune, on peut obtenir une solution
approchée de la question en assimilant le cristal & un cmpilage
de lames hémiédres. C'est le probléme que nous allons maintenant
examiner.

IV. — Empilages de lames hémisdres.

v

34. Prosiime. — Un rayon lumineux polarisé elliptique-
ment traverse normalemeént un empilage de lames hémiédres.
On suppose nulle la perte par réflexion & Uentrée et & la sortie
de chaque lame. Déterminer la vibration émergente.

Celte question se raméne, dans un cas particulier, au probleme
de la décomposition d’une vibration elliptique suivant dcux autres
vibrations elliptiques de forme et d’orientation connues; ct cc
dernier probléme trouve sa solution dans la méthode donnée par
M. Poincaré () pour résoudre le probléme des lames Lolo¢dres.

35. Décomposition d’unevibration elliptique en deux vibra-
tions elliptiques. — Une 'vibration elliptique située dans le plan

(") Poincars, Théorie matheématique de la Lumiére, L. II, Chap. XII —
Voir ¢galement : Mac Curracu, Collected Works, p. 250 (année 1845).
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5 =0 a pour composantes les parties réelles des imaginaires 1, ¢

ot ot
u=Ae_l”E, o=ABe 7T%,
A ct B désignant deux imaginaires.

Cette vibration a méme forme et méme orientation que la
vibration , ’

0= e_"“ﬂ‘?, o = Be__i”:{'.

Ou peut donc dire que B définit la forme et V'orientation, ct
que A définit le rapport de similitude (module A) et la phase
(argument A).

A des valeurs B et B' imaginaires conjuguées correspondent
deux vibrations de méme forme et de méme -orientation, mais
décrites en sens inverse; car on change le sens d'une vibration
en changeant ¢ en — ¢, ce qui revient & changer 7 en — 7 dans la
valeur de B. . ‘

Soient les deux vibrations elliptiques composantes

—i27t{ —i‘.’ﬁ’-
‘- uy=e < : Uy =e T
z‘27'-t- —iam!

2 1 =Bie 'T, vy = Bg@ T

.

une vibration résultante quelconque sera définie par

z

Y

5 U= huy+ Aty =Ac 7,
: t
—_—i2T -
10=)\101+)\202 = ABe ,

Ay et h, désignant deux imaginaires.
Les équations d’identification sont donc

(20) A——'—)\g—{—)\g,
_ ).1B1+)\2B2
(20) b=

et, par conséquent, le rapport de similitude et la phase sont res-
pectivement égaux au module et:a Pargument de I'imaginaire
M As. . .

Quant & I'équation (21), qui fournit la forme et l'orientation,
elle est susceptible d’une interprétation géométrique simple.
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Désignons par M, M,, M,, les alfixes des imaginaires B, B,, B,
dans le plan 5 =o0; 'équation (21) s’écrit dans la notation des

équipollences
\ ot = 1LOMs=- )5 OMy
- A+ A

ct devient, en transportant l'origine des coordonnées en M,
. leM1+l§MM2=0’

c’est-a-dire

\ MM, X, .

! . — = - = iw
(21 ) MM, TP
cette équation (21') nous apprend que le rapport des deux lon-
gueurs MM, et MM, est égal a p, et que I'angle des deux direc-
tions MM, , MM, est égal a w; d’on cette conclusion : '

Les courbes w= w, sont des cercles passant par les deux
points fixes M, M,, et faisant des angles © = w, avec la droite
M, M,. .

Les courbes p = g, sont des cercles ayant leurs centres sur la
droite M, M, coupant cette droite en deux points M, M’, conju-
gués harmoniques par rapport a M, et M, et tels que

MM,

MM, — fo
Les deux familles de cercles sont orthogonales et les cercles de
chaque famille ont pour axe radical la droite lieu des centres des
cercles de 'autre famille.

36. Transformons la figure plane précédente par rayons vec-
teurs réciproques, en choisissant d’abord pour centre G de trans-
formation un point quelconque de l'espace, en dehors du plan
s =o0. Au plan z = o corréspond une sphére passant par C. Aux
deux familles de cercles orthogonaux ayant respectivement méme
axe radical correspondent sur la sphére deux familles de cercles
orthogonaux dont les plans pivotent autour de deux droites fixes,
savoir : pour les cercles w = wy, la droite © qui joint les points
ny,mg, transformés de M,, M, ; pour les cercles o = py, la droite p
intersection des plans langenls en m, et m, (plans des deux
cercles de rayon nul appartenant & la famille p =g,). Donc la
droite p est la conjuguée de w par rapport a la sphére.
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Les deux familles de courbes conticnnent, en particulier, les
cercles Cw, Co passant par les deus droites w, p et par le centre G
de transformation.

De méme que, dans le plan z = o, les cercles w = w, et p = py
peuvent étre défims par rapport a la droite M, M,; de méme, sur
la sphére, les cercles w = w, et p = p, seront définis par rapport
au cercle Cw qui est le transformé de la droite M, M,.

Tout d’abord les cercles w = w, et Gw, se coupant sous le
méme angle que leurs transformés, font entre eux l'angle w,, ce

- qui permet de construire le cercle w,. .

Quant au cercle p= p,, il est défini, dans le plan 5 =o0, par
l'an de ses points de rencontre N, N’ avec la droite M;M,. Le
cercle p = o, de la sphére sera de méme défini par l'un de ses
points de rencontre n, n’ avec le cercle Gw. A cet cffet, désignons
par a, oy, o, les angles (comptés positivement dans le méme sens)
que font, dans le plan du cercle Cw, les droites G, Gm,, Cm,
avec le diamétre CD de ce cercle. Comme le cercle Cw est la
figure transformée de la droite M, M,, la droite CD est perpendi-
culaire & M;M,, et 'on a larelation

__tanga — tanga

NM, DN —DM; _
NM, DN _DM, tanga —tangas’

(22) p=

rclation homographique entre tango et p qui définit la droite Crm,
ct, par suite, le plan du cercle p = g,.

En résumé, le probléme de la composition des vibrations ellip-
liques est ramené & une épure de Géométrie sphérique. On pourra
cn déduire directement, par un choix convenable du centre de
transformation (voir n® 38) les formules de Trigonométrie sphé-
rique auxquelles divers auteurs sont arrivés par larésolation des
formules d’identification. '

Cette méthode va nous donner la solution géométrique du pro-
bléme de la traversée d’une lame hémiédre par un rayon lumi-
ncux.

37. Traversée d’une lame hémiédre par un rayon pola-
risé elliptiqguement. — Une lame hémiédre propage sans altéra-
tion deux vibrations elliptiques M, (u,, v,) et My (u,, vs).

Pour obtenir I'effet produit par la traversée de la lame, décom-
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posons la vibration elliptique incidente M (u, ¢) suivant les deux
vibrations My, M,, ce qui donne les deux valears de %y, ), résul-
tant des équations d’identification

u=)\1u,+7\21L2, V=x101+)\292.

Les équations de la v1brat|0n M. qui se propaoe dans la lame
avee la vitesse V, sont

), oG
ur=e T\Ve /, —Ble“ ViU,
donc, aprés la traversée d’ane épaisseur e, les A, ©, et A, u, seront
devenus
i?_ﬂ. £ 2% e
Muje ¥ Vi, Aause T Ve,

par suite, les composantes de la vibration émergente M'(#/, o')

seront
i2‘n: e
uw =\ ug+X ug, Ny=2Xte "V
= Ao+ N :m e
1Vl 1V2 j— =
' = et T Yy

Al :
et le nouveau rapport )‘—,2- aura pour valeur
1

'

2\1:—;\\—2 elo, ?:?6(%—%)—:%3("1“"2),

Ao désignant la longueur d’onde dans le vide, n, et n, les deux
ndices.

En résumé, la traversée de la lame cristalline aura pour effet
d’amener le point représentatif M(p, w) en M'(p, w 4+ 9), c’est-
a-dire de le déplacer sur le cercle o = const. jusqu’aa point de
rencontre avec le cercle o + ¢ qui fait avec le cercle primilif v
un angle © proportionnel & Vépaisseur traversée et & la biréfrin-
gence.

38. Cet énoncé se simplifie lorsque le choix du centre C de
transformation a pour cffet de placer les deux points figuratifs
m,, my aux deux extrémités d'un méme diamétre.de la sphére.
Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que G soit un point du
cercle décrit sur M, M, comme diamétre et qui a son plan per-
pendiculaire au plan 5 =o.
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Dans ce cas particulier on a

a

o —ty = —
1— %= =

et la relation homographique (22) devient

__tanga —tangoy

= — = tangag tang (o — a,);
tanga + cotay gy tang( 03

de plus, les deux familles de cercles w et p sont respectivement
les paralléles et les méridiens définis par la ligne des pbles m, m,.
L’angle de deux cercles w est alors égal & I'angle de leurs plans et,
par suile de la traversée de la lame, le point représentatif m de la

. vibration incidente tourne autour de la ligne des poles m,m; d'un
angle ¢ proportionnel a e (n, — n,). .

La simplification précédente peut toujours étre réalisée dans
I'étude des lames hémiédres, et c’est la conséquence de ce fait que
les deux vibrations transmises sont semblables, décrites en sens
inverse et ont leurs grands axes perpendiculaires.

Pour le montrer, remarquons que les équations de ces vibra-
tions sont (en vertu du n° 33) ‘

—iomt —iamt
Uy=e T Us=-e T,
N
—:21:; 1 —-iz'rré
v1=Bje ’ O =—Fe' “
1

B) désignant I'imaginaire conjuguée de B,.

Ces équations nous apprennent que les points figuratifs My, M
de ces deux vibrations, dans le plan z = o, sont situés sur une
méme droite passant par l'origine O des coordonnées et que

OMIX OMg:—l-

Donc, tous les cercles verticaux ayant pour diamétres les diverses
droites M,M, qui correspondent & tous les groupes de deux vibra=
tions propagées par les lames hémiédres, coupent 'axe Oz en
deux points fixes situés & une distance unité de l'origine. En
choisissant pour centre C 1'un de ces deux points, on réalisera,
par suite, une transformation amenant les couples de points figu-
ratifs m,, m, aux deux extrémités des divers diamétres de la
sphére,

C. . ' 5
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39. Dans ce mode particulier de transformation, Porientation
et le rapport des axes de la vibration sont susceplibles d'une
représentation simple, établie par M. Poincaré, et qu'on peut
obtenir en décomposant la vibration suivant deux vibrations cir-
culaires inverses :

Soient deux vibrations circulaires, 'une gauche et de rayon 1,
I'autre droite et de rayon p. Choisissons 'origine des temps a
I'époque ol la vibration droite rencontre I'axe des x, et soit ©
I'angle que fait & ce moment le rayon vecteur de la vibration
gauche avec Oz. p et w sont donc les quantités qui interviennent
dans V'égalité (21'). Or le rayon vecteur de la vibration résul-
tante oscille entre 1 —p et 14 03 il atteint sa valeur maximum
1-+ ¢ lorsque les deux rayons vecleurs des vibrations sont confon-
dus et font, par suite, 'angle o avec Ox. Par conséquent,
le rapport des axes de la vibration elliptique résultante est égal a

I— Y
ITS’ et angle de ses axes avec Ox est égal a tw.

Appliquons & ces vibrations circulaires le résultat du n°® 36 :

La ligne des poles m,m, est dirigée suivant Oy. Les cercles
w = w, sont des méridiens faisant avec le méridien origine COy
I'angle w.

Les cercles o == po sont des paralléles, ct la formule

v

___tanga —tanga,
T tanga — langdg

T
ik

4

Einga —1 ,

tang o+ 1
c'est-d-dire . .

devient, pour oy = — oy =

-9
tango = —— «
1-+p

D’ailleurs I’angle inscrit « est Ja moitié de 'angle du rayon Dn
avec le plan de I’équateur C Oz, et 'on retrouve cet énoncé :

La demi-longitude du point liguratif de la vibration est égale i
I'angle de ses axes avec Ox.

La demi-latitude est égale & 1'angle d’cllipticité « <déﬁni par

tan a_b
ang —-(—;'

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPAGATION DANS LES MILIEUX GYRVOSTATIQUES TIOMOGENES. 67

*40. Equivalence d’une lame hémiédre avec un empilage
d’une lame holoédre et d’une lame isotrope hémiédre. —
D’aprés ce qui précéde, le probléme de la traversée de la lumidre
par une lame hémic¢dre est ramené a I’étude cinématique de la
rotation d'un corps solide.

On f(igurera sur la sphére les deux points' diamétralement
opposés m, m', qui sont les poiuts représentatifs des vibrations
clliptiques transmises par la lame hémiédre et qui ont pour coor-
données sphériques (2w, 22) et (20, 4 24). Une vibration
incidente sera représentée par un pomt (2w', 249') qui tournera
autour de mm' d’un angle ~

bX
@ = b e(ny— na).
0

Les éléments (20!, 22}) de la vibration émergente repassent
donc périodiquement par les m&mes valeurs, en oscillant de part
et d'autre d’une valeur moyenne, quand on fait varier I'épaisseur
de la lame.

Toute rotation autour d'un. axe mm/ peut se décomposer en
deux rotations : I'une autour de la ligne des poles m m,, 'anire
autour d’une droite située dans le plan de I’équateur. Toute lame
hémiédre [ équivaut donc & I'empilage d’une lame holoedre [, et
d’une lame isotrope hémiédre /,.

Si la Jame cst infiniment mince, les deux composantes de la
rotation infiniment petite autour de m, m' sont données par la
végle du parallélogramme. Donc, en premier degré d’approxima-
tion, les lames et /; ont leurs sections principales paralléles, et
les votations /, ct /, sont les deux projections de /.

Dans le cas d’une lame d'¢paisseur finie, on sera conduit a
deux solulions géométriques identiques en appliquant, soit. la
régle d’Euler, soit la méthode de dccomposnlon en rotauons
bmalres dont les axes font un angle jo.

41. Empilage de lames holoédrés. — Mallard a 'montré que,
‘en deuxiéme approximalion, un empilage de lames holo¢dres est
équivalent a une lame hémiédre dont les éléments sont définis par
la construction géométrique suivante :

On numérote 1, 2, 3, «+ ., p les lames superposées;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



68 B CHAPITRE II.

On forme, dans le plan, une ligne polygonale dont les.cotés
ont pour longueurs o, 0, ..., v, et dont les angles respectifs
sonl 2(wWe— wy), 2(Wg— W), ..., 2(Wp— wp_y), © et w ayant la
méme signification que précédemment.

Soient ‘

On la longueur de la résultante du polygone;
2w, l'angle de cette droite avec le coté o, ;

S 'aive du polygone 1, 2,3, ..., p;

\

la lame hémiédre équivalente & I'empilage 1, 2, 3, ..., p est
elle-méme équivalente & empilage d'une lame holoc¢dre ©,, w,
et d'une lame isotrope hémiédre dont le paramétre ¢ est égal a
I'aire S. f

M. Poincaré a donné la solution compléte du probléme en sub-
stituant dans I'énoncé de Mallard les figures sphériques aux
figures planes : ' -

Le probléme de la traversée de lames holoddres est, en eflet
(n° 39), identique au probléme de la composition de rotations
autour d’axes situés dans le plan de I'équateur. Le produit de ces
rotations s’obtiendra en faisant rouler sur I’équateur un polygone
sphérique dont les cotés sont 2(w; — wy), 2 (w3 — w,), ... et dont
les anglés diédres sont 2w —9,, 27® — 0y, ... et il suflira de
construire son polygone ppla.ire pour obtenir le résultat annoncé.

42. Empilage de lames hémiédres. — Soit un empilage de
lames hémitdres définies par les points représentalifs

C(my, my), (mg, ), e, (my, my,)
el les rotations
(?1, ?2, ey C?],.

Le probléme de la traversée de cet empilage par un rayon lumi-
neux est identique au probléme de la composition de rotations
quelconques. Or, ce dernier peut se ramener & 1'¢tude de rota-
tions situées dans le plan de 'équateur. i

Pour le démontrer, décomposons chaque rotation ¢, autour de
(mp m'p) en une rotation A, autour de la ligne des poles (m,, m.)
et une rotation B, autour d’une droite située dans le plan de
I'équateur. :
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Nous sommes ramenés & déterminer le produit des rotations
P = A‘B]Ang. . 'AI)BP'
A cet effet, formons les rotations

‘ Bll = A13|A|_l,
(23) { B, = A A:BATTAGY,

sre s . R R

( Bl = AyAy. .. A,B,ATIAT, LAY,

Ces nouvelles rotations B/, qui sont les transformées des rota-
tions B par les rolations A7, (A, A,)™', ..., sout, par conséquent,
siluées dans le plan de 'éguateur et les axes B’ font respectivement
cntre eux des angles

(‘).Ll)g—(ul)——l\g, ‘).(0)3'—(.02)'—'A3, ceus
D’ailleurs, 1l résalte des relations (23) P'égalité
P =B{B}...B, AjA,...Ap.

On est donc ramené au probléme précédent : on déterminera
par la régle du polygone sphérique la résultante des rotations
B, B,, ..., B}, situées dans le plan de I'équateur et on la compo-
sera avec la rotation Ay A,. .. A, autour de la ligne des poles.

V.— Formules donnant la différence de marche des deux vibrations
olliptiques propagées par un cristal doué de pouvoir rotatoire.

1° CRISTAUX UNIAXES,

¢

43. ProvLime. — On découpe dans un cristal uniaxe une
lame & faces paralléles dont la normale fait un angle § avec
Uaxe optique. Une onde incidente paralléle a la lame se
dédouble & Uentrée en deux ondes paralléles caractérisées
par des vibrations elliptiques semblables décrites en sens
inverse et dont les gl"a/zds axes sont perpendiculaires. Déter-
miner en fornction de U’angle O-leur différence de marche & la
sortie. -

On a démontré (n™ 38) que la traversée d’une lame hémiédre a
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pour effet de faire trouver le point figuratif de la VIbratlon résul-
tante d’un angle ¢ donné par la formule

o ‘2'Re I AW
e Av TV

© ’ . . ‘e
;- représente la distance, en longueurs d’onde, qui existe entre les

deux ondes émergentes provenant d'une méme onde incidente;
c’est la dilférence de marche & la sortie de la lame.
Pour une épaisseur-unité, la différence de marche p a donc

=1 L_L).
P_T(V’ VII

On déterminera p au moyen des formules (8”)

pour valeur

(8" (V2—V3})cosa = pksina,
, _ (V2—V)sina = pkcosa,
dans lesquelles « représente Dellipticité des vibrations trans-
mises (langoc = Z>'
On tire de ces formules.

tangaa = —2&
A A

. V2 =V} + pktange = Vi~ pk cota,
(24) V2=Vi—pkcota =V}i— pktanga,
V24+V2=Vi{+ Vi,

2 2 8
Vie_ V= Vi—Vi_ 2pk
1 COs2% . SIn2a

44. Appliquons ces résultats aux eristauz uniazxes :
Soit Oz la direction de I'axe principal. L'ellipsoide opllquc et
la quadrique de gyration sont de révolution autour de Oz et ont,

par conséquent, pour équalions

F(z,y,2) =V2(xt+y2)+ Vizi=1,
K(z,7,3)=4A (a*+y?)+ Ca? =1,

d’ol les inconnues a et p
(25) tangza—-’ﬁ’col*ﬁ( étang%),

2
(26) ‘%pﬁzl’?sin‘()-l—-pﬁcos’*ﬁ <1+%tang20> .
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“formules dans lesquelles P, py, v ont pour valeurs

f 1 ne(n;—ny)

P=c -

\ 22N,

| G S

(27) Po= = —= 210G,
3 §
t 2V}
* 3 ni—ng !
v =14 5 = Vsin2( 4-
i ong

Quand la propagation se fait ‘suivant la direction de laxe,
Peflet de la traversée de la lame se réduit (n° 38) & une rotation
50 =mp,. La valeur de cette rotation détermine donc p, et par
suite C. ' ' :

Le. facteur v différe peu de l'unité; ainsi, pour le quartz, il
varie de 1 4 1,0087 quand 0 varie de 0° & go°. Si l'on suppose
v =1 dans I'équation (26), on en déduit une formule qui contient
comme cas particuliers celles de Mac Cullagh et de M. Sarrau.

1° Formule de Mac Cullagh. — Nous avons raiapelé dans
I'Introductiop que Mac Cullagh avait donné, dés 1839, les équa-
tions de la théorie gyrostatique en premiére approximation

W =Wu(p,q,r).

Au lieu de généraliser ce résultat en étudiant une fonction
de p, ¢, et de leurs dérivées de tous ordres en z, y, z, Mac Cul-
lagh a d’abord, en 1840, tenté de déduire la valeur du terme W
de considérations sur les aires relatives qui I'ont amené & choisir
pour W le polynoime isotrope

d
Wi=C(ppi+qqi+rr), pi= ;i;'P]-

On obtiendra donc la formule de Mac Cultagh en écrivantC=A
dans la formule (26), ce qui donne la formule (28)

(28) pr= P2sint0 + pi.

2° Formule de M. Sarrau. — Dans le cas particulier ou £ est
. . . . . .
nul pour les directions perpendiculaires & I'axe principal, la qua-
drique de gyralion se réduit 4 deux plans parall¢les. On a

A=o

t
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72 CHAP. I, — MILIEUX GYROSTATIQUES HMOMOGENES.

et la formule (26) se réduit & (29)
(29) p?=Ptsin?0 -+ pZcost0;
c¢’est la formule de M. Sarrau.

.

2° CRISTAUX BIAXES.

45. Soit

F(2,¥,8) = atx?+ b2 y3+clzt=1, a>b>c¢

P'équation de l'ellipsoide optique.

Soient ¢ et §” les angles que fait la normale & I'onde avec les
deux axes optiques.

On a les formules

tangao = 2 ¢k
g2 = (@*—¢*)sin0' sin 0"’
\_:p = ."; ﬁ—;/(cﬂ— c?)2sin? ()’ sin2 0% + 4 u24?,
m .

formules dans lesquelles V,, et v ont pour valeurs

a4+ c?
V= \/ - ’
2

a?— c?
a?—-c*

cosl’ cosl” +...

3
v =1 -
\ 2

k représente une forme quadratique des cosinus directeurs de la
normale A I'onde.
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REFLEXION ET REFRACTION A LA SURFACE DES MILIEUX GYROSTATIQUES.
CONTINUITE DES PRESSIONS. — ECHANGES D'ENERGIE. — VECTEUR RADIANT,
PRINCIPE DES FORCES VIVES. — UYPOTHESE DE MAC CULLAGH.

1. Equations de continuité. — Lois de la réfraction uniradiale.

46. Principe de la couche de passage. — Equations de
-continuité. - Le passage d’un milieu gyrostatique aa suivant
s'effectue d’une maniére continue par I'intermédiaire d’un milieu

gyroslatique hétérogéne vérifiantl’équation fondamenlale de Green
(milieu supposé mdeﬁm)

fP(Z—;—L '\u—i—iv \v—i—dd;x’Sw) dm+of\Vdm—-o

ct dans lequel doivent rester finis les trois vecteurs

vibration (u, ¢, w),
vortex (p, ¢, r) ou rotation X 2,
. 1
_potentiel-vecteur (P, Q, R) ou couple x< 3

Cet ¢énoncé entraine les équations indéfinies relatives a la

couche de passage (n°® 14)
d?u
b = [dx ]’
! dw
(1) i P =2(—1)'LD" ———

dDbep
P =\ d )

W, qui contient explicitement z, ¥, 5, doit prendre au contact
des deux milicux 1 et 2 lcs valeurs correspondantes W, et W
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74 CHAPITRE III.

Choisissons comme surface de séparation des deux milieux 1
et 2 le plan 5 = o, et cherchons les équations de continuité qu’on
" obtient dans l'hypothése d'une couche de passage infiniment
mince par rapport 4 la longueur d’onde.
Les dérivées de u, ¢, w, P, Q, R par rapport 4 z et y sont évi-
. . R d> .
demment finies; il en est de méme des —— (u, ¢, ) si les pertur-
H Citz b J
bations sont périodiques.

Donc :
X o dp dQ
En vertu du premier groupe des équations (1), 77 et o sont
{inis;
dy
Et en vertu du troisiéme groupe (1 ) et ~, sont finis.

Par conséquent, la vibration et le po_tentlel—vecteur ont leurs
composantes tangentielles continues & la surface de séparation des
deux milieux.

Telles sont les quatre équations fondamentales nécessaires et
suffisantes pour la mise en équation du probléme de la réflexion
et de la réfraction; elles n’impliquent aucune hypothése sur la
nature des deux milieux 1 et 2 (homogénes ou hétérogénes).

47. On’ peut éompléter chaque groupe de deux équations par
une troisi¢me qui est la conséquence des deux premiéres :

Du premier groupe
d“ u
P =

oy dP _d
on adéduit que ~5 et dQ sont finis. Par conséquent, les opéra-

. d d
tions - & @ eﬂ'ectuees respectivement sur [d P] [?ly ],

[j_ R] ont un sens, et I'on obtient la relation

d [d(on) d(py d(pw)]__
Tz[ dr " Tdy T Tds |7

\ d
d’olt Yon conclut que = (¢ ) reste fini dans la.couche de passage.

Donc, au systtme des deux équations de conlinuité

c
i

S M

P,
Q

II
ts

Q
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on peut substituer le systeme

; EPy = Py,
2Qi=2Qu
(}l w b

qui se réduit & deux relations indépendantes.
Le méme raisonnement, appliqué au troisieme groupe

)

W= DWWy,

d . .
p = | = u |, nous montre qu'au systéme des deux équations de
/ prll b q y q

continuilé
Suy = X u,,

29L= .\:492

on peut substituer le systéme

. Tu; = Y u,,
. 291 =23 2y
Iry=3ry,

qui se réduit & deux relations indépendantes.

48. Il reste a vérilier que les valeurs obtenues sont compalibles
avec le deuxi¢me groupe d’équalions (1) dont on n’a pas tenu
compte jusqu'a présent. Cest en effet ce qui a lieu, et ces équa-

. . . . dr . .
tions nous apprennent que R est discontinu, et que p, ¢, 7 amnsi

que leurs dérivées de tous ordres sont discontinus  la surface de
séparalion.

49. Remargue I. — Les équations indéfinics des milieux ho-

mogénes, éludiées au Ghapitre II, sont de la forme
P {cl_z'%f = Z (AD?2u -+ BD7¢ + GD2w),
les A, B, C désignant des constantes,

Pour définir les milieux hétérogénes, on se contente parfois de
remplacer dans les équations précédentesles A, B, C par des fonc-
lions. arbitraires de z, y, 5. Cette définilion est en conlradiction
avec les principes de la Mécanique des milieux continus; car le
potentiel W des milieux hétérogenes étant fonction explicite de
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Z,y, 3, les équations indéfinies conliennent les fonctions arbi-
traires A, B, C et leurs dérivées.

Par exemple, les équations des milieux isotropes hétérogéncs
seront, au degré d’approximation W = W,

2W=A(p*+ g2+ 1?);
P=Ap,

@dn_ T ap)=cal2.@ AN dA
b = dz P T dz'dz' Y +'d_)/ 73

ce qui explique les contradiclions apparentes qu’on a cru tirer du
principe de la couche de passage contre certaines théories.

Remarque II. — Pour obtenir les équations de continuilé, il
n’est pas nécessaire de supposer finies toules les composantes de
la vibration, du vortex et du potentiel-vecteur.

Ainsi la continuité de P et Q est la conséqucnce des valeurs
finies de u, ¢, R, et elle entraine la valeur finie de P et Q dans la
couche de passage. De méme, la continuité de u et ¢ est la consé-
quence des valeurs finies de p, ¢ et w. 1l sallit donc de supposcr
finies les composantes w, p, g, R. \

80. Le principe de la couche de passage est dd a M. Potier qui
I’a utilisé dans le cas de milieux isotropes séparés par une couche
d’épaisseur non négligeable (Association francaise pour Uavan- -
cement des Sciences, 1872; Comptes rendus, 1889). Pour appli-
quer son analyse & la théorie gyrostalique développée dans ce
Mémoire, il sufit d’intervertir les vecteurs vibration et rotation.

Le cas des milieux anisotropes séparés par une couche d’épais-
seur infiniment mince a été étudié en particulier par Gibbs (4me-
rican Journal of Science, 1889g), et par M. Powncaré ( Théorie
de la Lumiére, t. I; Comptes rendus, 189g1).

81. Addition au principe de continuité, — Fait expérimen-
tal : Le coefficient d’isotropie p a méme valeur dans tous les
milieux gyrostatiques. Lot de transversalité dans les milieux
gyrostatiques hétérogénes. — La résolutiod des quaire équa-
tions de continuité fournit des formules contenant les deux para-
métres py, pa, €t la comparaison de ces formules avec 'expérience

donnera les valeurs du rapport%‘- Or, quels que soient les mi-
2
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Jicux homogénes en présence, le rapport 2 déduit de ces formules

csl constamment égal & D'unité. Ainsi donc équation de conti-
null;e
) " ZP[W1=292(V2
se réduit i
Zwy = Swy,

ct, par suite, les trois composantes de la vibration restent con-
tinues. On a évidemment
dp _dp _
de — dy —

7 )

en tout point du milieu hétérogéne qui constitue la couche de

oo MY d A b A\
passage, et la condition p, =, conduit a?l% = 0, c’est-d-dire &

o = constanle. Autrement dit I'équation
34 @) =0
addz\P e )T

du

—"—O

dt* el dix

se réduit &

ety en se bornant aux perturbations périodiques, &

du+ do+d«v,_o

de ' dy  ds

équation qui exprime la transversalité dans le milieu hétérogene.
Cette équation de transversalité fournit une nouvelle équation

de continuité qu’on a avantage & substituer 4 I'équation addition-

.., dw
nelle Sry =3r, : c'est la continuité de 0 dans la couche de

passage. :
En définitive, en tenant compte de la relation expérimentale
= constante, les deux groupes d’équations de continuilé peuvent
s'écrire

Zu1= Ellg,
(2) iy
w N} [£4
(%) -2(%).
* 2P1=ZP2,
(3) | 2Q1'=2Q2,

2W1=EW2,

“:‘021

chaque groupe ne renfermant que deux relations indépendantes.
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52. Définition du rayon conjugué. — Les équations: de la
propagation dans un milien homogéne indéfini admettent pour
solutions les parties réelles des imaginaires u, ¢, w, P, Q, R, ...
définies par les formules

u ) T ow P i?;.”(a.wﬁy—;-yz—vn
v = 0 = g = e .
Ug-+CUyL  Po=+1ivy  wo+Twy Po—l— zPl

. eped S . .
En un point (z,y, z) du milicu, la vibration et le potentiel-
vecteur décrivent des ellipses dont la correspondance est donnée
par les équations indéfinies

d2 w
=-[&*]

' T
puViu = i[«.P]=¢ 2[a.P],

c’est-d-dire

et ces équations expriment les relations suivantes :

Premier cas @ Onde non évanescente. — a, 3, y sont réels, et,
par suite, la vibration au temps ¢ est I’ axe de deux vecteurs qui
sont : '

L .
S Le vecteur G dirigé suivant la nomixale ¢, B, ya T'onde,

. T
( Le potentiel-vecteur au temps & — i

Deuxiime cas : Onde évanescente. — 2, $, y sont imagi-
naires. Soit & =o' + {a’; P'équation md(,ﬁme de\lenl:

pnViu = eii[a'.P] + eit[a".P],

par suite, la vibration au temps ¢ est la résultante de deux vec-
teurs qui sont respectivement

¢

1, . '
‘ L’axe du vecteur ouvi («', B’y ¥") et du potentiel-vecteur au temps ¢ — z
1 . v
L’axe du vecteur ~— (&', §", ¥") et du potentiel-vecteur au temps £ — -+
puv? 2

Réciproquement, cherchonsla va]eur deP, Q, R correspondant
a chaque valeur de «, ¢, .

Soient I, m, n les cosinus directeurs de la normale au plan
dLCl‘lt par le potentiel-vectcur.
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Des équations indéfinies
pViu = ([x2.P],
on déduit, en tenant compte de la relation (P + mQ+nrR=o,
pu V2 [l.uj =i[l.a.P]=—iP(la+ m{i‘+ ny),
ce qu’on peut encore écrire
@ p= e puvpxal,

en désignant par 0, X, Y, Z les grandeurs réelles définies par les
équations (5),
’ la+ mB + ny = de-1,
X Y 7 V.
(T m=n~a

(5)

I3 I3 7

- Les équations (4) et (5) se traduisent par I'énoncé géoméirique
ci-dessous : '

53. Tukovkme. — Le potentiel-vecteur, au temps t, est (au
coefficient prés pu V) Uaze de deux vecteurs qui sont :

' Voo :
Le vecteur X, Y, Z de longueur 7 dirigé suivant {1, m, n

. . T
. La vibration au temps t — — <f —+ 0).
. 27T\ 2
Lorsque l'onde n’est pas évanescente, la constante de lemps 0
est égale a zéro, et le vecteur X, Y, Z a son extrémité dans le plan
de 'onde ax + By +ys—V=o. :
Dans ce qui va suivre, nous donnerons le nom de rayon con-
. , Iy . . 9
Jugué au vecteur X, Y, Z qui joue un réle essentiel dans I'étude
de la réflexion et de la réfraction.

Remarque I. — On a

2m)p

P
C}

prvV =

)

le coefficient d'isotropie ¢ est le méme pour tous les milieux.
 n’est pas modifié par la réflexion et la rélraction (voir n° B3).

Donc le facteur de proportionnalité ppV est indépendant de
la direction de I'onde et de la nature des milieux en présence.
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Remarque 1I. — Lorsque le milieu est dénué de pouvoir rota-
toire, le vectear X, Y, Z est indéterminé dans un plan perpen-
diculaire au potentiel-vecteur, et 'on définira dans chaque cas
(n° 68, 72) la direction & laquelle on réservera le nom de rayon
conjugué. '

54. Réflexion et réfraction & la surface de séparation de
deuxr milieuxr homogénes.

Equations. — Une onde qui se propage dans un milieu aniso-
trope et qui rencontre sa surface de séparation avec un second
milieu anisotrope donnera naissance & deux ondes réfléchies et a
decux ondes réfractées. ‘

Soient

»

5 = o la surface de séparation des deux milieux;

(wery 1y 1), (Poy q1s 1), (Py, Quy Ry) les imaginaires qui défi-
nissent la vibration, le vortex et le potenticl-vecteur de 1'onde
incidente; ‘

Wy 0,y W) (12, 02, W3) les grandeurs analogues pour
1% )y vy 2y Vay W2 ), o0 8 g P
une onde réfléchie et une onde réfractée,

L2170
i

' 21 ; 2T )
a6z + By +Yi5— V0 i (M Bly+y s =V [ (a4 oy Y45 — Vo
e )\‘( i Biy+1u 1 , el )"1( 1 ﬁly Y. 1 )’ el A,( By +7¥s 2f)

leurs facteurs exponentiels.

Les vitesses de propagation V,, V',V sont toujours réelles, ct
il en sera de méme de o, $i, v,, sil'onde incidente a parcouru
un chemin fini dans le milieu 1.

Les ¢, {3, v satisfont d’ailleurs aux relations

a+ Bl Fri=af + PP+t = + B+l =1

Résoudre le probléme de la réflexion et de la réfraction consiste
a résoudre les équations de continuité du n° 51 :

Uy Su) = Zu,,

* V|+EV'1 =E‘)2,

(2)
dw dsw' dw
(%) ~2(%).=2(Z).
P1+2P’1=2P3,
(3) 4 Q+2Q) =Z2Qy,

wi+ S = Zw,, «
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chacun des deux groupes (2) et (3) se réduisant, comme on l'a
vu plus haut, & deux relations indépendantes.

Ces relations, qui doivent étre vérifiées a tout instant, en tout
point de la surface de séparation, sont donc des identités e
z, ¥, t. Or I'identité '

A eax+bytet  A'ed'z+b'y+e't . =0
entraine . :
a=a=..., b=0=..., c=c =...,
A+A 4. ..=o0 '

53. Cerésultat appliqué aux équations (2) et (3) nous donnera
les équations de la réflexion et de la réfraction.

En particulier, en utilisant 'une quelconque des équations de
continuité de la vibration, on aura les relations

-‘i{‘_ VV'l _V2_
PURRED VI
oAy a’, oy
6 == = o =..., .
(6) NN Th
B BB _ -
Ay A Ay T

Le premier: groupe de (6) exprime que les périodes 7, 'r',,
T2, - . . sont égales. Les deux autres expriment, dans le cas parti-
culier out les a, B, y sont réels, les lois de la réllexion et de la
réfraction fournies par le principe d’Huygens, ¢’est-a-dire : les plans
des ondes incidentes, réfléchies et réfractées ont méme trace sur
la surface de séparation des milieux et font avec cetie surface des
angles ¢, &\, i, . . . qui vérifient la proportion des sinus

Choisissons pour plan des » = o le plan d'incidence; les ima-
ginaires iy, ¢y, v, ont alors pour valeurs

. ot
W 91 1 Mz
C0S5¢) 1 Sy

L’imaginaire B, définit la forme et l'orientation de la vibration
elliptique, 'imaginaire s; = r; e=2%%: définit le rapport de simili-
tude et la phase (voirn°33). On connait les imaginaires B et 'on’
déduira, des quatre équations de continuité indépendantes, les

C. 6
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82 CHAPITRE 1II.

imaginaires s qui définissent les deux oudes réfléchies et ]es deux
ondes réfractées.

En général, I'onde incidente n’est pas évanescente; par suite,
les a4, By, 74 sont réels, et, en vertu de la relation des sinus, il en
est de méme de o), B}, @, Bs. Au contraire, les ¥, et v} sont
donnés par les relations

’ VI
et —— » étre réels ou 1magi-

Vi OV,
naires pures; mais il convient de distinguer entre les ondes réflé-
chies et réfraciées : la construction d’ Huy ens montre, en effet,
qu’une au moins des ondes réfléchies n’est jamais évanescente, et,
si I'on tient compte de la valcur minime de la biréfringence, on

et peuvent, suivant les valeurs de 11

en conclut que :

1° L’évanescence d’une onde rélléchie ne peut se produire
qu’au voisinage de I'incidence rasante;

2° Quand le second milieu est biréfringent, il y a le plus sou-
vent 0 ou 2 ondes réfractées évanescentes.

56. Lorsque aucune des ondes n’est évanescente, et que Jes ima-
ginaires B,, B\, By, ... ont ‘méme argument, la réflexion et la
réfraction n’introduisent aucune diflérence de phase; carles équa-
tions (2) et (3), linéaires en s, seront & coefficients réels, et, par
conséquent, les différences de phase o, — @}, . .. seront nulles ou
égales a un multiple de =. '

Cette derniére condition est, en particulier, remplie quand les
deux milieux sont holotdres (hypothése de Fresnel) et I'on passe
évidemment du cas des ondes non évanescentes au cas des ondes
évanescentes en remplagant, dans les formules, les grandeurs
réelles s par leur expression générale re=2™¢, ce qui justifie la
méthode imaginée par Fresnel pour résoudre le probléme de-la
réflexion tolale.

B7. Réfraction uniradiale a la surface de séparation d’un
miliew isotrope holoédre et d’un milieu anisotrope hémiédre.
— Un rayon polarisé elliptiquement, qui rencontre la surface de
séparation d'un milieu isotrope holoédre et d’un milieu anisotrope
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hémitdre, donnera naissance & un rayon réfléchi et & deux rayons
réfractés, tous trois polarisés elliptiquement. Comme le premier
milien propage indifféremment des vibrations de toute forme, on
pourra décomposer la vibration elliptique incidente en deux
vibrations elliptiques arbitraires situées dans son plan, problé¢me
résolu géomélriquement au n* 36.

Une vibration elliptique arbitraire de forme et de position est
définie par 'imaginaire B, et 'on pourra déterminer B par la con-
dition d’annuler l'imaginaire s, = rye~2™% gui définit la grandeur
et la phase d'une des deux vibrations réfractées. Clest cette re-
cherche qui constitne le probléme des vibrations incidentes uni-
radiales. ‘

On connait la solution géoméirique donnée par Mac Cullagh
dans le cas particulier des vibrations rectilignes (milieux holo¢dres)
ct pour la premiére approximation W=W,. Nous allons montrer
que la solution de Mac Cullagh s’étend au cas général

W = W2+ W3+. .o Wn+-. .o

~ Traitons d’abord le cas ou il n'y a pas d’ondes évanescentes.
Les équations du probl¢me sont '

@ B Vi
= v,
Lois d’Huygens af [3/2
? a_Bi__1n_,
%q B Y1 '
Uy ul = u,,
(2") ] S 01 -4 0) = 0,
[ &=L w,
s Py + Pll = P,,
(39 i Qi+ Q| = Qy,
Vg - W = Wy

Remplagons les P, Q par lears valeurs fournics par les équa- -
tions (4), permulons les troisiémes équations des deux groupes
(2'), (3') et nous aurons les systémes

.
(7) Yy V1 9y =0y,
( W~ v = w,

U - LL’I = Unq,
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Vj("“ Uy— oy ﬂ)‘) —_ Vl(‘(l lt’l -+ % W’l) = Zg ui——Xg Wi,
Vt(‘h"i— plwx)—vi(‘{i 9'1 -+ ﬁiw/;) = Zy03— Yoy,

T — ') = 22,
vl(w, W) V2(Vz

Le systéme (7) signifie que le vecteur qui décrit la vibration
réfractée est, a chaque instant, la résultante des vecteurs corres-
pondants des vibrations incidente et réfléchie. (Les vecleurs cor-
respondants sont, par définition, les valeurs simultanées 'au
temps ¢, des vecteurs qui décrivent les vibrations incidente, réflé-
chie et réfractée en un méme point de la surface de séparation.)

Le systéme (7') donne lieu & une interprétation géométrique
remarquable : remplagons en effet dans les deux premiéres équa-
tions de (') w, + ) par w,, et exprimons les a,, 8, en fonction
des a,, f; par les lois d’'Huygens, et nous aurons

' Vi )
Vl‘{l(ul - u'] )—Zzuz = <\T; dz'—)h) Way

" : Vi
(7") Vivi(or — o) ) —Zy0y = (Vgl pz—Y2> Ko,
; vi
V‘Y](ﬂ)l— (Vl) —ZQ(VJj: (v—z Y2 — Zz) Wa,

et, en définitive, les systémes () et (7") donnent cel énoncé géo-
métrique :

58. Tutorkme. — Dans la réfraction uniradiale, le vecteur
de la vibration réfractée est, & chaque instant, la résultante
des vecteurs correspondants des vibrations incidente et réflé-
chie; et le plan de ces trois vecteurs pivote autour d’une droite
Jize quiest la résultante des deux vecteurs :

Vi e gt ' .
1° ﬁ(az, Bay v2) dirigé suivant la normale a Ponde

réfractée;
2° — (X, Yy, Zy), cest-a-dire le rayon conjugué changé
de signe.
59. Cas oi Uonde réfractée est évanescente. — En vertu

des équations (4), il faut remplacer, dans les équations (7, ("),
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X2, Ya, Zy par Xye®, Yyei®, Z, e, d’ott I'énoncé géométrique plus
général qui doit éire substitué au précédent. L'onde réfractée
évanescente doit d’abord se calculer en donnant 4 a, B, v des
valeurs imaginaires dans les équations indéfinies (4) et’(5) du

Chapitre IT (n*® 18 et 19).

60. Construction géométrique. — Les exponentielles figurent
en facteur commun dans les équations de continuité; donc, & un
couple de diamétres conjugués de la vibration uniradiale incidente
correspondent des couples de diamétres conjugués pour la vibra-
tion réfléchie et pour la vibration réfractée. Cette remarque per-
met de simplifier la construction géométrique fournie par le
théoréme précédent (n° 88) qui donne, point par pomt I'uni-
radiale incidente ¢t sa vibration réfléchie.

On décomposera une vibration incidente quelconque en deux
vibrations upiradiales en appliquant la méthode géométrique
donnée au n°®36. A cet effet, on figurera sur une sphére les points
représentatifs m(2w, 2a) et m/(2w/, 2a') des deux uniradiales
et 'on opérera une transformation par rayons vecteurs réci-
proques qui aménera les transformés m,, m} aux deux extrémités
d'un méme diamétre. Dans ces conditions il est fucile d’écrire les
formules-de trigonométrie sphérique qui donnent la décompo-
sition cherchée. La méme méthode s’appliquera aux vlbratlons
réfléchies.

II. — Le rayon lumineux et sa comparaison
avec le rayon conjugué.

61. Définition et calcul du rayon lumineux. — Supposons
que le mouvement vibratoire, au iieu d’étre identique & lui-méme
sur loute I'étendue d’une onde lumincuse initiale, soit concentré
& I'intérieur d’un contour, de dimensions petites par rapport aux
unités habituelles, mais grandes par rapport  la longueur d’onde;
les équations indéfinies apprennent (théorie de la diffraction) que
le mouvement propagé n’est sensible qu’a I'intérieur d’un cylindre
passant par le contour considéré et dont les génératrices sont
paralléles a la droile qui joint I'origine au point ol 'onde plane
touche son enveloppe. On donne a cette direction le nom de rayon
lumineux.
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86 CHAPITRE 1II.
Poar traiter ce probléme d’enveloppe dans le cas général, il y
a avantage a4 choisir comme variable principale le vecteur de
Fresnel, c’est-a-dire le vortex (p, ¢, 1)
Avec cette variable, I'équation T, = W, s’écrit

5o Vi(pt+ gl + i+ pirgi+ ) -

\ « B 7
=F(Ph‘]_h"1)+F(Ph92»"2)+2}*/f mMogr T,
Pe g2 I

et on oblient les équations da mouvement en écrivant que
dV = o pour toule variation virtuelle des py, gy, "1, P2+ G2y 12
salisfaisant aux rclations '

{ apy+Bgi+yrm=o,

[ aps+Bgs+yr=o, .
ce qui doone les deux équations

/ ar
\. pVip = Z, —aophk[a.pe] +28:1%,

dF :
| vep= T Houklapil g

qui se résument dans I'équation unique

dr y

pVip = — +oipk[a.p]+ 280
dp

Dans cctle équation, I et & sont des fonctions & coeflicients

vécls, p, ¢, 7, g sont imaginaires, et la déterminatlion du rayon

lumineux se raméne au probléme suivant : '

62. Trouverle point de contact de U'enveloppe du plan
ax+pPy+y3—V=o,
sachant que «, 8,v,V, p,q, r, g satisfont auz relations (p==2)

4+ B yi=1.

1 dlf .

s ap Tinklapl+ga=Vip,

1 dF . T
(8) 5 dg +ipk[B.9] + g3 = Vg,

1 dF .

s @ Tkl gy =V,

ap+Bg-+yr=o.
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A cet effet, on formera la fonction
¢'= (az + By + 15— V) — = wo(a? -+ B+ 11— 1)
1 dF . \
v1<;%+zpk[a.p]‘+ga-—vﬂp>
1 dF . ‘
+ ;@-Huk[ﬁ.q]—*—g@—‘”q) +ulap+Bg-+yr),
: dF .
.’ -+ v3<-; p —l—tpk[y.r]—!—gy‘—V?r)

~etlon écrira que d® = o, quels que soient les d (a, ﬁ,y,p, 7, V,8),
ce qui fournira huit équatlons de condition

v _de _ _de_de _
de T dp T AV dg - °

contenant les cinq nouveaux coefficients vo, vy, v2, v3, v4-
La fonction ® peut encore s’écrire :

‘1’=(m“‘?‘)’-'-“{z—v)—iVo(a2+{32+~(‘2—1)

d d Vi Vg V3
I
E(pdvl qdv2+r_)r+”lk = B
_ P 9 r
+ g (avi+ Bys +yva) — VE(p +vag +var) +w(ap+Bg +y7),
d’ou ‘
dod 1 dAF . '
7:;(—1‘-)—1-+ka[v,.a]+w,oc—vﬁv“
do
OT\,=~1—2V(v|p+qu+v37‘),
. ae = vt 9§ =4 v37
(9) dg 1 2 3%y .
de 1 d d d \ oF
—L—i—a-.—,’l'-—\)oa—l—a( dp+ Iz'(i—q‘—i—\';;dr dl
di Vi V2 V3
—ipk[vi.p]—l—iy.d—; a B oy |+EN+PY.
P q9 T
63. Calcul des vy, va, v3, v4. —— Les équations
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88 ’ CHAPITRE 111,

du groupe (9) deviennent identliques aux équations du gro‘upe (8)
quand on y remplace

P, 9, r Pal’ Vi, Ve, Vg,
g par Vi,
k par —k,

et, comme tous les coefficients des variables p, ¢, r, g sont réels, -
a''exception du coefficient ik qui est une imaginaire pure, il en
résulte les équations '

P's ¢, 'y &' représentant les imaginaires conjuguées de p, ¢, , g,
et o désignant un coefficient que 'on déterminera par I'équation

do
E\—, =0
du groupe (g9). On obtient ainsi :

I
T oV (pp +qq +rr)

64. Calcul des coordonnées z, y, z du point de contact. —
Elles sont définies par les équations
de _de _ dP _
da — d8 dv
ax+By+vyz—V=o

& quatre inconnues z, ¥, 3, vo.
Si nous portons les valeurs de vy, va, v3, v4 dans I’équation

nous obtenons

P g ‘
, , . dk o
—ipok [P pl+ipe e By | +o(pg'+gp');
P g

~
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remplagant [ p/.p] par sa valeur il vient

[p'.pl=iplp'.a.u]=ipa(p'u+gq'o+rw),

'

Pogr
e B yl|l==—22[p.pl=—ip(pudqgv+rw),
P g T

d’ou

.'z'—:)a 1 d ., d ’d>d[‘ )

= et f(l’dp T3 7" ar

! ’ ! r d,
+ts(pu+qgo+qgov+rw)l ka4 Zl_> +c(pg+gp)
Portant ces valeurs dans 1'équation
a2 +fy+vs—V=o,

nous en déduisons la valeur de v, qui est donnée par

Vav+ o (0 T v d o cdY g, OF
=wrio(pGre gt g) 2ew

+ pio(p'u+q'v+r'w) <k+2 dk)

et les coordonnées du point de contact sont données par les for-
mules ‘

1 d d
(ro) .’L‘-—V(Z-f— ( dp+q dq+l Zl_) Fy
+P~’°(P U+q'v+rw)ks+o(pg'+gp')

expressions dans lesquelles ¥y, Fg, Fy représénte Ie vecteur lié a

la forme F(a, B, v) par les relations -
oF dI‘
(r1) Fg= ot %5

la quantité g est donnée par les équations (8), et a pour valeur
' 1 _dF
(12) B S

65. Calcul du potentiel-vecteur et du rayon conjugué
quand o, B, vy sont réels (onde non évanescente). — Le rayon
_conjugué est, par définition (n° 52), dirigé suivant la normale au
plan décrit par le polentiel-vecteur et son extrémité est située

-~
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go ' CHAPITRE IIL.
dans le plan de 'onde
ez +By+yzs=V.

Pour calculer les composantes de P, Q, R et de X, Y, Z reve-
nons aux équations indéfinies (n° 18)
" p(Ep)*Viu = — iy [4.P],
dl
P= d7 +2[l11.p],

A

( p=ip[a.u],
le premier groupe d’équations donne

pipVi[a.u]=—[2.4.P],
c’est-a-dire
P=pVip+a(aP+BQ+vR),

et le second groupe donne .
‘ a By
d d d
OCP+BQ+‘YB=(dd—[;+p‘—1—q-+Y‘—{,—>F+2 Ll M, N‘ 5
' P q r
donc, en écrivant p =2, Ly =ipl, ..., on a, pour déterminer le

potentiel-vecteur P, Q, R cn fonction des composantes du vortex,
le systéme (13)

P=2Vip+ah,

Q=2V2g+Bh.

(13) R=2Vir+vyh,

d d d
h = <a% +Bd71-+7 Z—r>F—2p2(lu+,mv+nw);

remplagons u, ¢, w, p, g, r par leurs valeurs

u=oaya+iash, -0=Ff1a+ iy, W =Y @+ iy,

p=ipleu]=ipla.q]a+2plen]d = p(ab-+ina),

et nous aurons les valeurs de P, Q, R

P =P;+iP,,
Q=Q:+1Q,
- R=R{+4 iR,
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Py, Qiy Ry et Py, Qa, R, désignant les quantités

o= aViba b (x4 8 g o)
—z:p.‘laa(lal—l—mﬁl + nyyp),
(13) ' d d d
Py aVian s (o g b gy g ) T
—aptba(la, +m(32 + nvs);

. . dF \ ., dF
dans ces équations — représente la dérivée —, dans laquelle on
aday . dp

remplace p, g, r par a,; B, 4.

66. Des valeurs du potentiel-vecteur P, Q, R nous déduisons
celles du rayon conjugué X, Y, Z par les formules

s X X 1z
(15) [Pr.P] ~ [QuQ:]  [RiReY
aX+BY+vyZ=V.

Si P’on écrit, pour abréger,

d d d
2F1_<a%+ﬁd—g;+{c—lz>[‘, .
d d d
@ e (g8 g )

Wy =la; + mBy + nyy,
Wy = lay+ mBy + nyg,

les formules (15) deviennent, aprés remplacement des Py, Qy, Ry,
P,, Q., R, par lears valeurs,

vX = Viaba — ab(ay Fy +a, Fy) + p(a2a; Wy + 520, ¥s),
(15') S vY = V2ab— ab(BiFy -+ BaFa) + (a2 Ws+ 5262 Wa),
vZ =V2aby—ab(11Fy +v2Fy) + (a1 Wy + 022 0s),

' X+ BY-+yZ=V. '

67. Comparaison entre le rayon lumineuz et le rayon con-
Jjugué. — Pour faire cette comparaison nous prendrons comme
axes de coordonnées Ox et Oy les deux axes a et b de la vibra-
tion elliptique, Oz sera dirigé dans lc sens de la propagation.
Nous aurons donc a appliquer les formules précédentes ¢n y
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faisant

\“1=1, i31==0, 1 =0,

] p2 = la Yl

= B =o, 1

Ry
]

0,

)
!
L

fl

I.

1° Rayon lumineux. — Les expressions qui figurent dans la
formule (10) ont pour valears

. d

,d d Sa.d . d d d
(r o g i) Fe=w(og—ingy) (2 5+ i) e

pPu+qgv+zw=2pab,

__idr
T~ 2dr’
N d d\dF
pg' + gp' = partieréelle de —p.’b (b — +la dq) ar
darr
— 22
wo dpdl"
ol — d:F
98 + 89 = —pra dg ar’

rg'+gr'=o,

= 2prV(at+ 02’
JF F

Fo =%’ . ‘3=d—§’ FY=°;'

d’ou les composantes z, , 5 du rayon lumineux

d? dr\ oF d:F
2V(ﬂ2+b2)$ 2<bzm—ra dq> zp.ab d bzm‘9
d? a2\ oF dK da*F
(b?d—pa + a? ——z') EE +2p.ab d—'}{——az'd_g'—d-;_',

(10) 2V(at + b))y =

1
2
2=V,
2° Rayon conjugué. — Les composantes X, Y, Z du rayon
conjugué sont, en vertu des équations (13'),

dF 2 d?F
2VabX_—aba—{—‘+2pLa l-——-abdpd +aparl,
" 2R
(15) 2VabY——-ab—$+zu.b2/n=—ab d]Z +2pb2m,

Z=YV.
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68. Conséquences des formules (10') et (15") :

1° Quand le milieu est isotrope (holoédre ou hémiédre) le
rayon conjugué coincide avec le rayon lumineux.

Car, dans ce cas, on a, par suite de I'isotropie,

F(p,q,r)=Ag+ p2Ag + ptA, 4.0 ) (P2 + ¢+ 12),

l m n

; = F = :{-,
k(2 By v)=ky+ p2hi+...,

Aoy Asy ooty ko, kyy ... désignant des constantes.
Les équations (10) et (15") se réduisent donc &

r=y=o0, z=V,

X=y=0, Z=YV.

Ce résultat pouvait étre préva. En vertu des équations (13), le
potentiel-vecteur est dans le plan de 'onde quand le milieu est iso-
trope. Le rayon conjugué est donc normal & I'onde et coincide
avec le rayon lumineux, car la surface d’onde se compose de sphéres
(une ou deux, suivant que le milieu est holoédre ou hémiédre).

2° Quand le milieu est anisotrope le rayon conjugué coin-
cide avec le rayon lumineux en premiére approximation

(W=W,).

Dans ce cas, en effet, F est indépendant de «, 8, v,k =0,b =0,
d’ou les formules

r =o, X=o0 (voir n° 33),
S 1 d*F 1t dF

V=TIV dgar ="V dgdr

( z=V, Z=V.

Il

On retrouve I'énoncé de Mac Cuilagh relatif a la réfraction uni-
radiale.
Ce résultat se déduit aisément de considérations géomélriques.
Considérons I'un des deux axes OA = a de la section de Vellip-
soide optique par le plan de 'onde, ct cherchons le rayon conju-
gué relauf a la vibration dirigée suivant le second axe OB.

.
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Soit .

ON=V=1

T a

la vitessc de propagation de la vibration OB, comptée suivant [a
normale a 'onde.

On sait que le rayon lumineux OR est l'intersection du plan
OA,ON et du plan mené par O parall¢lement au plan tangent
en A a Pellipsoide optique. ,

D’autre part, les composantes du potcnllel vecteur ont pour va-

leurs
dF dF dF
ou
. dF . dF . dIif
W;ll—)n ”Ld_q” il

p'yq', ' désignant la valeur OA. Par conséquent, le potenticl-vec-
leur au temps £ — E est perpendiculaire au plan tangent en A, et
il a pour valear
< .7;,
o désignant la distance de 'origne au plan tangent.
En tenant compte de la relation de similitude

3 ON V 1
_OK“'OA:-O—,\’ 01\=v)

cette valeur devient

38_”_::2}L><0R=2P.V><OA><QR§

done le potentiel-vecteur est 'axe du rayon luminevx et de la vi-
bration.

3° Dans les milieux holoédres, quand on tient compte de la
dispersion, le rayon conjugué ne coincide plus avec le rayon
lumineux. L'angle des deux rayons est de Uordre de gran-
deur de p*.

Clest ce qui résulte des formules (10') et (15”) ot l'on fait
k=o

b=o,
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et L

F=Fy+ u2Fy+ ptF +...,
d’ot

or 0

= 5—;(”?}724—“”1“& +...)5

de plus, la fonction I peut étre entiérement déterminée par’élude
de la propagation dans le milieu indéfini. Donc, quand le milieu
est holoédre, la détermination des coefficients numériques qui
définissent la propagation de la vibration dans le milieu in-
défini suffit pour faire connaltre les coefficients de la réflexion
et de la réfraction.

4° Quand on tient compte du pouvoir rotatoire dans les mi-
lieux anisotropes le rayon conjugué est complétement distinct
du rayon lumineuz.

En deuxiéme approximation W="W,+ W3, les formules (10')
et (15") donnent, en elfet, en meltant en évidence Pellipticité

¢ (5 = tangp) | ‘ |

2V = — sl sinZo -+ aK
== 9+ — sinag,
Rayon lumineux. .. WV oy = a:F 082 dK ;
V=T dgdr OV TR g SN2
E 5= V; '
. dF . .
2V sinfo X = — D sin2o + p I sin2¢,
Rayon conjugué. .. R a:F .
2Vecos2o Y = — dg 5 C08* 0 + pmsin2o,
Z=YV,

En général, la vibration elliptique est trés aplatie, o est trés
petit et de l'ordre de p, car

2pk

tang 26 = .
T V%_

I

2

)

et, par suite, le rapport des composantes z et X est un infiniment
petit du second ordre. Le rayon conjugué a une composante no-
table suivant la direction du grand axe de la vibration elliptique,
tandis que la composante du rayon lumincux, suivant la méme
direction, est sensiblement nulle. )
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96 ’ CIAPITRE III.

Enfin, le rayon conjugué est déterminé par la-connaissance du
vecteur {, m, n, et on a

la-mB+ny=k(x8,7)

Donc, la détermination des coefficients numériques qui dé-
JSinissent la propagation de la vibration dans un milieu indé-
fini doué de pouvoir rotatoire est insuffisante pour faire con-
naltre les coefficients de la réflexion et de la réfraction.

Pour déterminer le vecteur {, m, n, qui est une fonction vecto-
rielle linéaire de «, §,y (an degré d’approximation W=W,4-Wj),
il faut déterminer : .

1° La quadrique de gyration k(a, B, v);
2° Un certain vecteur auxiliaire (g, my, ny);

et 'on aura /, m, n par les formules

=~ Z—i = [loo]:

Le vecteur auxiliaire ({y, mg, n,) est un vecteur direct; il
n’existe donc que si le cristal est pyroélectrique (voir n° 114).
En particulier, ce vecteur est nul quand le cristal posséde plus
d'un axe de symétrie, comme c’est le cas du quartz pour lequel la
connaissance de I'ellipsoide optique ct de la quadrique de gyra-
tion entraine, par suite, la connaissance des coefficients de la ré-
flexion et de la réfraction.

III. — Continuité des pressions. — Kchanges d’énergie.
Vecteur radiant.
Enoncé des forces vives. — Hypothése de Mac Cullagh,

69. Définition des tensions — Soit un milieu indéfini (homo-
gtne ou hétérogéne) vérifiant I’équation fondamentale de Green :

2 2 ) 2
fp(‘le;‘ b+ & 39—!—‘%8w)dw+3fVVdm=o;
imaginons dans ce milieu un volume fini V limité par unec sur-

face fermée S. A ,
L’équation précédente n’est plus vérifiée quand on limite le
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d*1
champ d’intégration au volume Vet qu’on remplace les » dtl RS
par les valeurs satisfaisant aux équatlions indéfinies. On cst donc
conduit & considérer une grandeur d définie par 'égalité (10')

, dru, o, 2w, A
(16") dG_f < “, + an o0 + I ocv) dw - °£\de.

Cette intégrale de volume sc raméne & une intégrale de surface.

On a en effet

(17) Sf\de=fl‘.(—r)"D'L;;—Q%Su,tlm+d(51+(1®2+ dbs+. ..,
v Jvo ‘ ‘

-en écrivant
do, '/‘(UOU‘T‘VOV—F\VOW‘)L{S
]
(18) dGy = /;(U Sutg -+~ Uy 3uely,+ U 8ul +V)c°",q:+ +)dS,
G —f(Uxtoztxa+...)dS

B R R R Y

U, V, W, U,, Uy, ..., Ugg, ... désignant des formes bilinéaires
par rapport aux cosinus_directeurs /, m, n de la normale exté-
rieure 3 S ct par rapport aux dérivées de tous ordres en z, y, %
dW .
des TDin’
D’autre part, les équations indéfinies nous apprennent que
I'intégrale de volume qui figure au second membre de J'équa-

tion (17) cst égale et de signe contraire &
fd2u dro 3 d2w | 3o ) d
L P\ Sur Tm %

dGZ‘ dGl—PdGQ +¢G3+:-

on a donc

70. Dés qu'on dépasse le premier degré d’approximation
W = W,, Uexpression de d& sous forme d’intégrales de surface
est possible d’une infinité de maniéres, La solution particuli¢re
qui va étre développée donnera d en fonction de grandeurs

C. 7
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98 CIAPITRE 111,

douées de signilication géométrique et que nous appellerons les
parameétres de tension :

On démontrera an n° 112 que les composantes du vecteur A u,
Ape, Apiv,
d . d d )‘l"
uw,

1
A"u—F<ILZt;+AZi7+Z(E

sont définies par les trois surfaces invariantes

d
= AR P - AL By Aok - .,

d d d \ =1 d’ 2
I = +hk— 4+ 11— —_
(19) 4 P+l (L -+ d_y+ ds) 3h[dx u]+ {

=ah P+ al Tl by hv—tk 4.,

d d\r-2 d d
P=1 — e — - ———, e
Jl,,_1_<h.—-d + & y+ldz> 3h[dw I u] 2

— a” {ho— l+“11+1 Bl’+1hp_2/‘ e

(p)
gt = <hi + k-‘i—, + z;) P hat o+ Teo + 1w)

Dans le cas particulicr de p=1, on a J{=o et les surfaces sont
au nombre de 2. Ce sont la quadrique des dilatations J2=o et le
plan J} = o perpendiculaire au vortex.

SoiL p l'ordre le plus élevé des dérivées de u, ¢, % dans le
potentiel interne. Exprimons ce potentiel en fonclion des coeffi-
cients des surfaces Jy, J3, ..., J,, ce quin’est possible que d’une
seule maniére, ¢t nous aurons

3f\Vdm= B+ 8,
v

INd

~+ 83+ &', =+ 8%,
. -—i‘(..........,
=+ 8+ 8}, -+ 6,
avee .
N
S(ASiDoAH dw,

< { P
(“5&})0“1’:“ dw,

fv

Ny -~

8, = f (afsp)bal,, dw,
v
fv

(k) désignant pour abréger la dérivée -D—-
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Or, il résulic des formules (19) que les coefficicnts de J"”l se
déduisent de ceux de J7 par les formu]es (20)

d
g - ]
Afm—t‘ T /’n

dzx

(20) d 7] d n—1
Aﬁ_“ BI"H= d‘—-}/r‘\'{,—f— LEA;) ‘Bp,

En intégrant par parties et atilisant les formules (20), on obllendra

par suite les formules (21)
81 Oa4 o0y =01+ Catuu.t Bpoa )y -+ 38,

5E, =fx]_A;;|a.\;;ds,

(an) {8, —fZ‘.(A )i 8A L dm,

[AD] = L(APED + m(AD4, Bp1) + n(Apy, C[)+1)7

4 ) d
(AR = (Af) — | AR + o (AR D) % e (AL Gy,

d’ott I'on déduira les formules plus générales (22)

O?

O

o Sp =84 Gt 8+ dBpei s 4dT,
3B ps f [AD=15AB=1dS,
S

8y = j S (84D A )Lz,
\Y

22)
i =
|ASZETs = L(ARZED+ m(BRitd)+ n(C,,_L’C} o

- a d
(AI) [)l—l—l = A/,_f <% A,,.‘,'_H -+ 47];/,__54_1 e 3; Cl)—l'+l> A;;:a.(v"i-. ..

P+l

. d i+
+(—l)l+l <d_x Ap+1+...>l AP~i

dz

d i . .
(—— Ay+-.. > A7 f désignant, pour abréger, I'expression

dt . od
dzt (AD) + g (M1 Bp )+

obtenue en développant la puissance 7iéme du irinome,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



100 CIIAPITRE 111

Appliquons ces formules aux ¢, &, ¢" et nous aurons
[ 814+ By ..+ 8p= 08+ Gy ...+ 8,
+f;'(A,),,au+(n,),,ao+<c,),,aw;dm,

& a0

3+ 0+ .8, =08Co+...+0'C,
(23) -+ ['(ag)I,_lO(lﬁ—F(1)2),)._16[12-‘1--(02)1,_18023dm',
vy ' !

M/

8y 4ee +0p=08"Cs4...+ 8Ty
+f {(.13)1,_2 8a3—|- (133)1)_2 833"‘ ("{3)[;—2 3*[3 } do.
\4

.

Pour obtenir 'expression finale de d& sous forme d’intégrales
de surface, il reste a transformer, & 'aide d’intégrations par par-
ties, les deux intégrales de volume [igurant dans ¥o et 3o,

A cet effet, on remp]acera as et ay par leurs valeurs

d
2——-[——.”] a3 =[[—L—z_-.a2],

ct ’on obtiendra

‘fZ(ag),,_laagdmz'd'Gl—i—fE [ (ag),,_]dm,
fE(ag),,_g o3 dm_B”@2+ona)[— (aq)l)_n] dv, |
onng[d (oza),,-]dw—o”ci +f£-i°u[l (a;),,_]dw

les intégrales de surface 3'&,, ¢"G,, &"€, ayant pour valcurs

e, =f2(a2)1,._,[l.8u] ds,

fz [ (a3),,_2] [.5:] dS.

Eua définitive, il résulte de la COlTlpalalSOl’l des formules (23),
(24) et (25) que P'intégrale dG peut s’écrire -

dB = 061"1—6 Gl-—*-a”l‘: )
+862+a"€2+0_b2
"+‘aGp+a’ G],'—i— a”c':‘p

=d51+d62+-..+d6p3 .
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Les coefficients de dS dans chacunc des intégrales de surface

sont, en vertu du mode de calcul adopté, des grandeurs scalaires.

Elles conservent la méme expression analylique quand on effectue
un changement d’axes orthogonaux, et 'on a

d61=f(U8u+V80+\V8w)dS,
S

d@,:fE\AglaAg dS—|—f2|a',l§a’2dS, '
s 5 7
Les cocflicients U, V, W, |AZ], ..., |a,], ..., quisont four-
nis par les équations (23), (24), (25), s’appelleront les para-
mélres de tension, ct Pon réservera plus particuliérement Je nom
de tension au vecteur U, V, W dont les trois composantes défi-
nissent 1'élément (U 8u 4+ V3o 4+ W Sww) dS de la premictre inté-
grale dG,. Clest, d’ailleurs, la seule intégrale qu’on oblient
lorsqu’on limite I'approximation aux dérivées du premier ordre.

71. Laconceplion des paramétres de tension est la conséquence |
naturelle de la Jocalisation du potentiel interne d’aprés laquelle
les actions intéricures ne sont sensibles qu’a une dislance trés
petite. Si donc nous considérons les actions. exléricures au vo-
lume V, celles qui sont dues au milicu lui-méme proviennent uni-
quement d’une couche trés mince répartie sur la surface S qui
limite le volume V. Le travail virtuel de ces aclions est donc égal
a Pintégrale de surface d relative a S.

72. 1l est-évident que la valeur de Tintégrale de volume
[(Xgu + Y 80+ Z3w) do, qui intervient dans expression de

8£Wa’m,

Sf\Vdm=f(X81¢+Y8v+ZBw)dw—!—dzl—.l—d'@z+...+dG,,,
\'A A’

est indépendante de la méthode suivie pour obtenir les dG,,
dty, .. ., dEp. ‘

Cette remarque peut se généraliser : La valeur de l'intégrale
de surface do, (g <p) est indépendante de la méthode adoptée
pour le calcul des d&, .y, dBypn, . .., dT,.
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En particulicr, pour obtenir la premicre intégrale d@,, il suflira
de raisonner sur un potentiel interne fonclion des dilatations,
glissements, composantes de la rotation et de leurs dérivées de
tous ordres en z, ¥, 5. On obtiendra donec les composantes
(U, V, W) de la tension en répétant le calcul qui a fourni les
équations de Lagrange (deuxi¢me forme), ce qui conduira i la
formule

“ o dw - - ~
Oy[‘,‘\Vdm‘:ov/v‘Em0D”pdUJ‘:‘d(Cg—*—d(s:s-l—--.—l—l[ZPOPdwy

et une nouvelle intégration par parties fournira la valeur cherchée

de dG4

P Q R
(206) d€,; = ' L m o n dS+fj(Nll+T3m+T.1n)8n—|—.... g ds.
Jg Lo B S S

Par conséquent, les composantes de la tension s’obtiennent en

d d d L ,
remplacant dz’ @y’ P [, m, n, dans les équations de Lagrange

(deuxi¢me forme),

73. Tutorimr. — Les équations de la réflexion et de la
réfraction dans les milieux gyrostatiques sont compatibles
avec le prineipe de continuité des tensions.

En effet, ces équations sont déduites du principe de la conche
de passage, ct 'on a vu que la composante tangentielle du poten-
tiel-vecleur étail continue.

Or, en vertu de (26), la tension a pour composantes dans les
milieux gyrostaliques

U=[P.1], V=[Qm], W=[R.n];

elic est donc I'axe du potentiel-vecteur ct de la normale i l'onde,
ct, par conséquent, ne dépend que de la composante langenticlle

P, Q, R,

T4. L'changes d’énergie dans le miliew. — Théaréme de
Poynting.— L’accroissement par unité de temps de Uinté-

gralef(T + W) dw, étendue & un volume V limité par une
v
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surface fermée S, est égal & une intégrale de surface éten-

due & S.
Car il suffit de re mp]acer dans la formule (16) les Su, d¢, 8w
du dv

par —d¢

a4 —dt, dt pour obtenir la formule

: d
07) (,tf<'r+W>dw— 2,

et P'on a vu que © représentait une intégrale de surface.

. d(::i
Son premicr terme ~7; & pour valeur, dans les milieux gy rosta-

liques, cn vertu de (26),

I m n
G .
(7) = PRy,
t du dv dw
g | dt dt de
%(? est donc égal au flux du vectear

[r@] [ea] [v%]

entrant dans la surface S. Clest le vecteur radidnt de Poynting,
. . . du dv dw

st égal a I iel-vecteur la vitesse =25 =y — -
il est égul 4 PPaxe du potentiel-vecteur et de tesse 270 7 T

75. Propriéiés du vecteur radiant.

1° A la surface de séparation de deux milieux gyrostatiques
le flux duwvecteur radiant est continu.
Eu eflet,
[P.l1], [Q.m], [R.r]

du  dv  dw
dt’ de’ dt

et

sont continus d’aprés les lois de la réflexion et de la réfraction.

2% Dans les milicuzx holoédres le vecteur radiant a pour
composantes

L4135 ()" (4

(on suppose (ue l"onde ne soit pas ¢vanescenle).
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- )
En cffct, on a dans ce cas

uX+v¢Y+wZ=o,
P = partie réelle de tpp VX 21, ],
u = partie réolle de u;,

duy
@ =TV

on en concliut

P = pame réelle de p [du‘ .X] [du ./];
d’ou

p, ou du du du X du 2_'*_ dv 9+ dw\?
@ =8 dt) -\dt dt

_ Conorrare. — L'énoncé des forces vives est vrai en pre-

miére approzimation W =W,. Dans le cas général il faut lui

substituer le principe de continuité du flux du vecteur ra-
diant,

Soit en cffet un faisceau lumineux cylindrique ot soit S sa sec-
tion par un plan quelconque I[. Le volume de la tranche dé-
coupée dans ce faiscean par deux plans d’ondc distants d’une
longucur €.V a pour valeur ¢.S.R,,, en désignant par R, la com-

posante du rayon lumineux suivant la normale au plan 1[.
du dv du

Si nous désignons par —s —ms —— les composantes de la vilesse

- d’un point quel(,onque de la Lranche d’epalsseur infiniment pe-
tite § : V, la force vive de ce volume, aura pour expression

LU du\? de\? diw\?
sess () (7) = (%))

ee qui démontre le corollaire énoncé.

B

76. Pour traiter le probléme de la véllexion et de la réfraction,
Young, Frosnel ot Neumann avaient admis que celte force vive
satisfait & la loi de continuité, autrement dit que la force vive du
faisceau incident se vetrouve intégralement dans les faisceaux
rélléchis et réfracids. ‘

Cet énoncd des forces vives ne présente qu’une analogie loin-
taine avec I'équation des forces vives de la Mécanique. Mac Cullagh
Favait d’abord mis’cen doute (1833), puis, aprés avair constalé
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que les résultats numériques fournis par I'expérience justifiaient
I'énoncé des forces vives (1837), il a, en premiére approxima-
‘tion (W=W,), déduit cet énoncé du principe de la continuilé
des pressions (1839) ().

On vient de voir, en eflet, que I'"énoncé de la continuité du flux
du vecteur radiant est, en premiére approximation (W ="W,),
identiquc 4 P'énoncé des forces vives. Mais, dés qu’on dépasse la
premiére approximation, I'énoncé des forces vives n'est plus vé-
rifié, sauf dans le cas particulier des milieux isolropes.

17, Hypothése de Mac Cullagh.— Dans tout ce qui précéde,
nous avons considéré le potentiel gyrostatique interne comme
une fonction de la rotation et de ses dérivées de Lous ordres, et
nous avons développé toute la théorie sans autre hypothése addi-
tionnelle. ‘

Cette forme de potentiel gyrostatique a éLé énoncée deés 1842
par Mac Cullagh dans son Mémoire : On the dispersion of the
optzc azxes,and of the axes of elasticity in biaxial crystals (*);
mais, en méme temps, Mac Cullagh a émis l'opinion que cette
forme était trop générale et que I'étude des phénomenes lumineux
devait se ramener & celle d’une (onction arbitraive de p, ¢, rctde
scs vorlex de tous ordres pi, Guy I'yy Pay voey Pyy oo

d
= [Z;.P] ’
) Pz——[ 1’1] [dx s 1)]:-——Ap, N

A cette hypothése peavenl se rattacher les considérations déve-
loppées au nv 13, et d'aprés lesquelles les milieux gyrostatiques
anisotropes sont formés par des particules matdrielles dénuées
de rigidité gyroslalique, avec 1‘emphssane de milieu gyroslatique
lsotrope. :

* Conséquences de Uhypothése de Mac Cullagh.

1° Dispersion normale. Généralisation de la loi de I’ellip-
soide optique.

(') Mac Cucragu, Collected Works, p. 75, 83, 177.
(*) Mac Cuiracu, Collected Works, p. 221,
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Etudions tout d’abord un potenticl gyroslatique fonction des

trois premiers vortex (p, ¢, '), (P1y @1y 1)y (P2y @2, ry). Ce po-
tentiel a pour valeur, si le milicu est holo¢dre,

W=7,(p ¢, )+ 1(p1, g0, 1) + a(Poy G2y 72) + 9(0, 40 7y — P2y @2y 12)-

S fr, fo désignant des formes quadratiques;
v désignant une forme linéaire en (p, q, ') ct (pay q2, r2).
L’équation qui exprime le principe d’Hamilton sera done

Vi(pr g+ 1) = f(p, ¢, 1)+ w2 fi ([2-21, [B-¢T, [¥-r])
+ptfa(p, gy )—wwp,q,':-p,q,'),

d’ol la généralisation de I'énoncé de Fresnel.
On délermincra :

1° Les scctions G, G, (' des quadriques

f(x,y,z)—r:o,
fz(-’l‘,}’,z)-—l:o,
9('7'7)'751_‘2"}/75)"":0’

par le plan de 'onde
ax + By +yvs5=o0;

2° La section de la quadrique
Sz, y,5)—1=0

par le plan de Ponde, et on-la fera tourncr de go° dans son plan.
Soit G, la conique obtenue.
On construira la conique T, lica des pmnls N déterminés parla
relation
__'.2=_[_2+_f_2,+ﬁ,+£2’
ON°  oM" OM, OM OM,

OM, OM,, OM,, OM' désignant les demi-diamétres des coniques
C, C,, C,, ¢ suivant la direction ON. :

Pour obtenir les lois de la propagation, il suffira de substituer’
la conique I & la conique G dans Pénoncé de la double réfrac-
tion. Autrement dit, les vibrations propagées dans la direction a,
8, ¢ sont orientées suivant les deux axes de lacpnique F et les vi-
tesses de propagation sont égales aux inverses des axes perpen-

<

diculaires.
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La stabilité exige que W soit une forme définie positive. Done
les coniques C, Gy, G;, I sont des cllipses réelles. C' peut étre une
ellipse imaginaire ou une hyperbole.

Cet énoncé s’étend au cas général de la dispersion normale
dans les milieux holoc¢dres.

2° Coincidence du rayon conjugué et du rayon lumineux
quand le milicu est holocdre.

On a, en elfet,
F(p,q,7)=Spf(p, q,r)+ Ep2n f, ([2.p], [B-91, [1-7]),

J et f, désignant des formes (]lla(]lﬂll([lle a coeflicients conslanls.
On en déduil

orF . df, dfy )
“=2‘*"‘S"Wf—1"’zmi’
d’oll

d? OF

T3 =

ct, par suile, en se reportant aux équations (10') et (15") du Cha-

pitre 11,

3° L'noncé des jforces vives.

Il résulte du 2° que 'énoncé des forces vives reste vrai pourles
milicux holoédres.

18. Vérifications de U hypothése de Mac Cullagh. — Fresnel
considérait la loi de Iellipsoide optique comme une premiére ap-
proximation destinée 4 étre complétée par I'étude de la disper-
ston.,

Cherchons quelles conséquences entraine I'hypothése de Mac
Cullagh quand on I'applique aux cristaux a axe puncupal et aux
cristaux cubiques.

Soit Os I'axe principal du cristal. Les quadriques f, £y, «. .,
©, 9y, -+ . scront de révolution autour de O 5 et auront des équa-
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108 ) CUAPITRE 111
tions de la forme

f=al(zr+y)+clst—1=0 (n=o0,1,2,...),
Sfima(Z+y2) +elst—1= (n=1,2,...),
© =Ap(2?+y2)+- Cp5t— 1=

o1 = AL (22 +y2)+ G5t —1=0 (n=2,3,...).

|
°

(=]

(n=1,2,...),

On cn conclut que la surface d’onde se compose de deux cllip-
soides de révolution autour de O 3, ayant pour équations

rox? ._1_‘)/2 52
3 =+ 9 > — I,
a4 uict a4+ pla’

@2 _’_.}/2 " 32
e+ pla’? a4+ pta?

avcee

e =cf + (el + A+t (el +A)+.. .,
a?=aP+ p2(ad+A)) ...,
ct=c?+ p(ct+Cy)+....

s a? = al+pi(al +A))+pi(aei+Ay)+...,

Ce sont deux cllipsoides tangents & leurs points de renconlre
avec axe principal. Le premier se reduit & une sphére el définit
'onde ordinaire quand on néglige les termes de dispersion.

Sile’cristal appartient au systéme cubique, il posséde plusieurs
axes principaux,.les quadriques f, fy o, o,, et, par suile, la sur-
face d’onde se réduit a des sphéres. Done, dans I'hypothése de
Mac Cullagh, tous les cristaux cubiques seraient optliquement iso-
iropes. '

Cette conséquence ne se retrouve pas quand on ne fail aucunc
hypothése sur la forme du potenticl gyrostatique. Comme on le
verra an Chapitre V, n® 148, les cristaux cubiques seraicni, au
degré d’approximation W ="W, + W, biréfringents pour toute
divection de propagation différant d’un axe principal. En outre,
pour une longueur d’onde déterminée, la loi de variation de cetle
bivéfringence serait délinic en fonction de deux constantes. La
loi de Visotropie optique des cristaux cubiques parait done néces-
siter unc discussion expérimentale approfondie
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CIIAPITRE IV.

ETODE DE 1.\ FOIVE GENERALE DU POTENTIEL INTERNT. -— TRIPLE REFRACTION.
POLARISATION ROTATOIRE. — CONDITION DY TRANSVERSALITE.
MILIZGX ELASTIQUES. — QUARTIOUE PE HATGHTON — GUADRIQUE D RANKINE.
CONTINUITE DES PRESSIONS — STABILITE DE L’EQUILIBRE,

I. — Etude de la forme générale du potentiel interne. — Triple
réfraction. — Polarisation rotatoire. — Condition de transver-

salité.

T9. Lquations du mouvement. — Les équations que mnous
nous proposons d’étudier sont les équations gencrales des mllleux
continus, obtenues au n* 17, et que nous écrirons - '

dd .
(1) pV2u=—E+2L;x[IJ.u]
avec

| p2@=W12_W7
[ (w3l =[A.A"];

'

ALVAY L, W, WP, ont la méme signification qu'au n® 17,
mais on yremplace ® et L, . .. par p2 @ et p3L, .. .. :
® et L ont donc pour expressions

4 = d>;+ PO 22Dy, -l

L=L;+ (.L‘lLa b pERE o }:Lﬁ't—i LG-H ‘e,

®,, désignant une forme quadratique et homogéne en u, v, v, et
homogéne de degré 2n en «, B, 7;
Lopy¢ désignant une forme homogéne de degré 2741 ¢n

a, B, 7.

Nous choisirons des unités pour lesquelles p==2.
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110 CIIAPITRE 1V,

80. Triple réfraction. — Si le milicu posséde un centre de
symétrie, les lermes d’indice impair sont nuls; on a

‘V:\Vg-i-“”/,—|—...—I—\V2n+--.,
ct les équations (1) se réduisent &

(2) Vig == o=

Ce sont les équations en S de la quadrique ®(«, ¢, ) —1=0.

Done, les milieux holoédres propagent, suivant chaque direc-
tion «, 8, v, trois vibrations rectilignes rectangulaires ct oricntées
suivant les trois axes de la quadrique ®(u, ¢, ) —1==0 qui
varie de forme et d’oricntation avec Ja direction o, 3, y de propa-
galion,

Pour qu’il y ait stabilité il faut que ®(u, ¢, v), qui représente
la valeur moyenne du potentiel interne, soit une forme définie
positive en u, ¢, w el 2, B, y. Clest V'ellipsoide de polarisation
de Cauchy.

81. Polarisation rotatoire. — Dans le cas général d’un milicu
hémicdre, les équations indéfinies (1')
1 dd .,
(') Vig= - -— +ipf[L.u
\ ) 2 du b [ - ]
admettent pour solutions les partics réclles des imaginaires u, ¢, v

u [4 L2

. = _ _ _ = piphiotr+By+ys—V:
aya+iayd T Pra+ 8,0 T via-+ it l !

(24, 81y 11)s (25 B2y v2) sont, par délinition, les cosinus directeurs
de deux directions rectangulaires. Ces équations représentent
donc deux vibrations elliptiques rapportées & leurs axes @ ct b,
Portons ces valeurs dans les équations (1') et nous obtenons le
systéme (3) ‘
1 db
(V*al —_- ——-) a=—pb[L.«],
2 da)
3) :
1 dd
<V’a2'— - '——> b= ra [L.il],

2 dlg

qui déterminc les ¢léments des trois vibrations propagdes :
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1° Plan de la vibration. — Multiplions par L, M, N, les trois
équations (1') et faisons la somme, nous aurons

I<V2u—'—@ +'\1(V" “”’>+N Vzw_lfifi —o,
2 d 2 dy dw

¢’est I'équation du plan de la vibration; il passe par Iinterscction
des deux plans
Lu+My~+ Nw=o,

do dod dd
u?l—E +Vm+(v(—lﬁ =0,
donc : les plans des trois vibrations elliptiques passent par
une méme droite qui se trouve a l’intersection duw plan normal
auw vecteur L, M, N, et du plan diamétral conjugué de L, M,
N, par rapport & Uellipsoide de polarisation.
2° Direction des axes de la vibration. — Multiplions par o,
Bay Y2y les trois équations du systéme (3), premier groupe, et fai-
sons la somme, nous aurons, en tenant comple de la relation de
perpendicularité o, o, -+ BiBatTiva=0o,

aod do d®

dszl'*‘p‘zZE'f‘Yz o =0;

donc : les axes de la vibration elliptique coincident en direc-
tion avec les axes de la section plane de U elllpsoule de pola-
risation.

3° Rapport des axes. — Multiplions par «y, 8, 4, les trois
équations du systéme (3), premier groupe, et (aisons la somme,
nous aurons

L M N
a l Vi — @ (ay, B, ‘{1); =ub |2 B i,
dg Bs T2

et une équation analogue fournie par le deuxi¢me groupe.
Si nous désignons par :

¥, 'y, les longueurs des rayons vecteurs de ellipsoide de polari-
sation suivant les directions (o, By, 11); (229 Bay v2);
K le déterminant

L M N
» - . o pl Y1 |y
ay’ Bz e .
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112 CHAPITRE Y.

ces deux équations s'Géeriront

1
2~ = Kb
( I"lg) “ wRD

sous celle forme, elles sont analogues & celles des milicux gyro-

statiques, ct donnent, en particulier,

1

Vi Lo

2 42
b2 _ e

at . )
Ve

3

4 Vitesses de propagation. — L’équation en V2 s’obtiendra
par élimination de w, ¢, & entre les équations (1').
Si nous éerivons

Dluyo, )= A2+ N2 A" w2+ 2B uw 2B wu 42 B ue,

cetle équalion sera
A=V B'— N B+inM
(1) (V)= | B+ ipN A=V B—/plL | =o.
B—ipM B4+ipl, A—2\2

C'est un déterminant formd en ajoutant aux éléments d’'un dé-
terminant symétvique les ¢léments corvespondants d’on détermi-
nant symétrigu gauche multipliés par Zp. L’équation en V2 ne
change donc pas quand on change 7 en —{, et clie a, par suite,
ses coeflicients réels,

On sait dailleurs que ce déterminant a pour vafeur

(L, M, N)

7' T8y e (7 )2 B Al—\2
) WO =G T e e b

I A—V: B 1%
I U B AT — V2

Soicnt
Iy, Pay 1y les longucars des trois demi-axes de Vellipsoide de

polarisalion ;
r laJongucur du rayon vecteur de cet ellipsoide, paralicle d la
direction L, M, N.
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FORME GENERALE DU POTENTIEL INTERNE. 113

~ L’¢quation (4) peut s'écrive (4")

(4") (Vﬁ— —> <V2—- -—> (vz— 2 ) = pr(Lt o4 M2 N2) (vn-#,)-
73 r: r}/ . ! r/.
82. Condition de transversalité. — Comme nous 'avons vu
au Chapitre 11, les milieux vyrostallques jouissent des dcux pro-
prletes suivantes :
1° Deux des vibrations sont situges dans le plan de I'onde;
2° La troisiéme a une vitesse de propagation nulle.

- Nous nous proposons de montrer que tout potentiel W satisfai-
sant & ces deux conditions conduit aux lois de propagation des
milieux gyroslatiques.

° Condition pour que les plans de deux vibrations ellip-
tiques soient confondus. — Le plan de la vibration qui se propage
avec la vitesse V a pour équation

)
Z <VI 2 dL o

Considérons deux vibrations se propageant avec des vilesses
différentes Vy, V,, et écrivons que leurs plans coincident, nous

obtenons
' 1 do . 1 db 1 do
Vib—sar _ViMosam ViN—aaw )
Ld® gy 1dd Ty 1 de
Vik—car ViM—cam ViIVN-S @
c’est-a-dire
1 db 1 dd 1 do ’
T p— 2 —3 R 2 = _—— — .2N= i
o ~Vib=0 S —ViM=o,  Sog—ViN=o,

V, élant défini par Pégalité
{(1+v)V3=V}+vVi;
donc :

a. Pour que deuzx vibrations elliptiques soient dans le
méme plan, il faut et il suffit que le vecteur L, M, N soit
dirigé suivant un azxe de l'ellipsoide de polarisation.

b. Cepla/n, devibration commun est perpendiculaire au vec-
teur Ly My N, c’est-a-dire est un plan principal de lellipsoide

C. : 8
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114 CHAPITRE 1V.

" de polarisation; par suite, les axes des deuzx vibrations sont
orientés suivant les deux axes principaux de cet ellipsoide.
¢. La troisiéeme vibration est rectiligne et dirigée suivant
le vecteur L, M, N; sa vitesse de propagation est égale & I'in-
verse de 'axe principal correspondant de U’ellipsoide de pola-
risation.

Soit V3 = - la vitesse de propagation de la vibration rectiligne.
I's °

Supprimons ie facteur (V— r—t) dans I'équation (4") et nous ob-

tenons, pour déterminer les deux autres vitesses, I'équation du
second degré en V2
H T
(ve— ﬁ> (vn— ,—2) = p2(L1+ M2+ N2),
1 2
2° Condition pour que deux vibrations elliptiques soient
dans le plan de Uonde. — Le plan commun aux deux vibra-

tions est |
) ; Lu+Mo-+Nw=o,

pour que ce plan coincide avec le plan au 4 B¢+ yw=o; il
faut et il suffit que L, M, N soient proportionnels & a, §, v.
3° Condition pour que la vitesse de propagation de la

vibration longitudinale soit nulle. — Cetle vitesse est V3 = ,]—
3

Donc, il faut et il suffit que I'ellipsoide de polarisation se réduise
a un cylindre. '

83. Résumé et conclusions. — La condition nécessaire ct suf-
fisante pour qu’un potentiel interne W satisfasse & la condition
de transversalité est que la forme quadratique ®(u, v, «v) repré-
sente un cylindre d’axe (a, B, v) et que le vecteur (L, M, N) soit

* dirigé suivant («, B, y). Autrement dit, il faut et il sulfit que la
valeur moyenne W, soit identique & celle.d’un milien gyrosta-
tique. Les lois de la propagation dans les milieux gyrostatiques
sont donc les lois les plus générales qui satisfassent & la condition
de transversalité, et les milieux, a propagalion transversale ont

un potentiel de la forme
W+ We+ W,

W désignant un potentiel gyrostatique;
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W, désmnant un polentiel dont la valeur moyenne, pendant une
‘période, est nulle,

D’autre part, toute forme quadratique W, des dérivées de tous
ordres de u, ¢, w, dont la valeur moyenne, pendant une période,
est nulle, est telle que I'intégrale de volume | W, dw se raméne
a une intégrale de surface. La condition de transversalité peut
donc s'énoncer comme suit!: Lorsqu’un milieu ne propage que

des vibrations transversales, son polentiel total [ W dw est égal a

un potentiel gyrostatique [ Wz dw augmenté d’une intégrale de

surface.

84. Remarque. — On peut traiter la méme question par la
méthode géométrique en partant de 'équation T, = W,,, qui
s’écrit .

a? b
Vi(at+ b2) = i +opadbk,
'y 2

K représentant le volume du parallélépipéde constrait sur

(I, M, N), (%[31,‘{1), (“?,pi,lﬁ)-

II. — Milieux élastiques. — Milieux & forces centrales.
Termes additionnels de polarisation rotatoire.

85. Nous venons de voir que tout potentiel interne vérifiant la
condition de transversalité est de la forme W—Wg+W,..
W, désignant un potentiel gyrostatique, et W, un potentlel a

: valeur moyenne nulle.

Rechercher si une théorie peut conduire aux lois de propaga-
tion par ondes transversales revient donc & rechercher si le
potentiel interne correspondant peut étre mis sous la forme
W=W,+W,. _

Nous allons montrer que cette identification est toujours pos-
sible dans Ja théorie élastique.

'

86. Milieux élastiques. — Double réfraction. — Sous sa
forme la plus générale le potentiel W, est une fonction homogéne
_dusecond degré des g dérivées premiéres de «, ¢, w, et renferme
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par suite 45 cocfficients. D'autré part, la valeus moyenne dé W,
pendant une période, est une forme biquadratique-en (u, ¢, w) et
(o, 8, ), ¢’est-a-dire & 36 coefficients. On en conclut qu'il existe
9 fonctions W, indépendantes; et il suffit, en effet, de choisir

dl '

les g mineurs-a@, @ du jacobien de «, ¢, w

du du du

j= |9 do dv
dr . dy ds
dw .dw dw
drz dy ds

Pour transformer cet énoncé, substituons aux g dérivées u’,
Uy, .- - les g combinaisons linéaires @, ..., b}, ..., p', . .. défi-
nies par les identilés en &, &, [

. ., du du du _1.dy ,
Au_h%+ka;+lﬂ_igﬁ+[p'll]

avec .
p=a)h+ay k2 + aj 24201kl +2by A + 20\ Ik :
c’est la transformation employée dans I'étude des déformations
(n® 10), avec cette différence que les by, ..., p, ... sontremplacés
” ! . !
par2b), ...;2p', ...
Nous allons choisir pour fonctions W, indépendantes les ¢ dé-
rivées du jacobien par rapport a ces nouvelles variables.
Le jacobien a pour expression
) ay.  bVy—r by+q
(5) I=1b+r ay by\—p | =9/ q,r)+D,
by—q bi+p  a
D désignant le discriminant de la forme quadratique
' ¢(phq'y r)=a pt+...+2b g r ...

Les‘g fonctions W, ont donc pour valeurs

Al dp dD _ . |ay &)

da, ~day Tdd, P v oa |
iJ—-— do 4+ ——=2qg'r+2 b bl"
L S ay by |
dJ _dCP o [ I",r ‘
.-a?_zﬁr_g(alp—l—bsq-i-bz) )
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87. -Constquences : La théorie élastique peut rendre compte
des lois de la double réfraction. — En effet, tout potentiel
transversal est de Ja forme

d d
W=F . —(A - B LS L P )
@ q's7) g 7 T+ )
cest-a-due

W=F(p, ¢ r')— (Aipt.s o 2BIg'r .. :
‘ e d \ d d
(P dp,—l‘...)?—(Aiaa—,l-r..--FB‘ dl)_'l +...>D.

Pour que W représente un potentiel elasthue, il faut et il
suffit que
‘ F(p', g r')—(Aipt+...4+2B'g'r+.. )=o,

(6) ?(P'%+...>on.

Ces conditions définissent donc, et d’une seule mani¢re, un
potentiel élastique transversal qui a pour expression

d T d
(7) W=—<A13a—,l+--.A+Blzl—b—,l-+-..)D,

les Ay, ..., By, ... étant respeclivement égaux aux coefficients
de Dellipsoide optique (multipliés par 4) et D représentant le
discriminant de la quadrique des dilatations.

En résumé, les lois de la double réfraction sont contenues dans
la théorie élastique, et la condition de transversalité détermine, et
d’une seule maniére, les coeflicients de ' W. L'identification d’une
forme quadratique arbitraire des a', ..., b, ... avec le poten-

ticl W
W=—FA g da,

fournirait les 21 — 6 =15 conditions obtenues par Green. Nous
montrerons plus loin que ces conditions expriment que la quar-
tique de Haughton est identiquemeént nulle. ‘

88. Le résultat précédent s’étend aux termes de dispersion
dans les milicux holoédres. Il suffit de remarquer que la valeur
moyenne d’un potentiel W, est de la forme W, Wy, (a, 8,7);
W, désignant un potentiel dont les cocflicients sont des grandeurs
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ombrales et W'y, une forme ombrale, homogéne de degré 2p en
«, 8, v; les diverses grandeurs ombrales qui définissent W, et ¥
étant, de plus, arbitraires.

89. Milieux élastiques. — Pouvoir rotatoire. — Nous nous
proposons de prouver que les termes impairs W3, Wy, ... d'un
potentiel élastique ont méme valeur moyenne que ceux d'un
potentiel arbitraire; autrement dit, que I’hypothése des milieux
élastiques n’apporte aucune restriction anx valeurs moyennes des
termes impairs. '

Etudions d’abord le premier Lerme W;. En notation ombrale
il a pour expression i

Wi =2 W W,

W' et W' désignant deux polynomes ombraux, homogénes et
linéaires, le premier par rapport aux a,, @, @3, by, ba, by, le se-
cond par rapport i leurs 18 dérivées premiéres.
On a va (n° 28) que la valeur moyenne de W, est donnée par
la formule
L M N

Uy Vs Wy, .
=11 WUy vy e I,

(Ws)m =1
Uy 'Ql w,

A B ¢
AII BII Cl/l

u, ¢ @

Au+DBo+Cw et Au+ B'o 4 C'w désignant les valeurs de
W' et W' quand on y remplace %: Zid}" diz par ipx, T, Tpy.
Dans le cas des milieux élastiques, cette derniére substitution
donne
, , L7 d d __d\.
Au+Bv+0C W——Lp(aat- +?'Zlv+ (3;>llf,

A'u-+Bo4C'w = ({p) (“% +@:§, +Ya{;)"’",

W' et W représentant les deux formes quadratiques obtenues en
remplagant dans W' et W" les a,, «.., by, ... par u?, ...,
200, <. '

Exprimons W' et W en notation ombrale. Soit

2W = (a' u+b'v+cw)

2W'=(a"u+b"v+4 "w)p,
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la valeur de L sera donnée par la formule

r ’

i

FL: } 1 (a'a+b'B+c'y)(a"a4-b"B+c"y),

ce que nous pourrons écrire sous forme abrégée

i
(8) }FL=|bc|(aa+bB+cy)2 X
en convenant de transformer cette expression a l'aide des deux
formules
" fg gf

. albelfy =45 + &L,

) _i =_‘ f b-’ g

f/'b’l gﬂcﬂ

Le symbole /g JOIH[ des propriétés suivantes :

J& _ Je be ca _cc

b =b—=-—-—, Z———
(9) ¢ fc g . J& doi ¢

f& &f 0= ¢ _ 2,

bc - ¢b’ T aa  ca

Deux symboles qu'on ne'peut ramener I'un & l'autre par les
formules (g) sont indépendants.

En appliquant ces relations, la valeur de L donnée par la for-
mule (8")

®) SL=lvel @ bprorr=Glas 3

be cb ca  ac ab ba va,
+<bc B+ _+'b‘5>*“+(bc bc)

devient

13 aa 12 cc ce ac bb
EL_—-EO‘”—bc 2+_ bcpY+(ba+ >Y +< > B

les expressions de M et de N se déduiront de celles de L par per-
mutation circulaire des

L, M, N,
a, b, ¢ '
a B, T
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on a donc les formules

L = gA[ aZ+ By p2+ C, ng -+ g A p‘( +(B"-—I‘)Yx+(B’+q)a3 t:,
IO) 1\I=§Am“2+Bmp2+ C,,,'Yﬁg—i-{(B"—l—l‘)BY—FA' *{a—l—(B"—p)aﬁ;,
N =1!As a2+ B, §2-+ Cy y2] + | (B'+ ¢) By + (B"+ p)yz + A” aB].

Les 15 quantités Ay, Byy Cyy A, By Gy Ay, By, Cpy A A/, A7,
P> q, © représentent 15 fonctions linéaires et homogénes de
¢, 3, v a coeflicients arbitraires. Quant aux trois quantités B, B/,
B’, clles sont données par les équations

B+ A1= B4 B,n= B"+ C,,,= 0.

En annulant certains coeflicients arbitraires nous pouri'ons
réduive les A;, By, Co, B, B/, B", A, A’, A", p, g, r aux valeurs

suivantes :

—B =A;, = a1, ‘A:/Cd, p=sz+p3Y,
! —BI=Bm:bmﬁ) A'=k'§, = g3y + g9,
" —B"'=C, =CnY, z A= ]C”‘(, r=rio 4 re ﬁ,

dans cette hypothése, les valeurs de L, M, N se réduisent a (11)

L =ad +Bif?+ Gy +1aBy+0a2(qB—ry),
(11) M= Al a2+ b, B3+ Cpp 2+ Uafy + B2(ryy — paa),
N =A,a+ BB+ ¢,y + VaPy+ y2(psx—q3B),

avec les formules

( B} =B;— b2,
(Il’) <

C;=Cr;—cpa,
( =k “+ g3— Is.

Comme les By, C;, £, ... sont acrbitraires, il en sera de méme
des B;, C}, {, ..., et, par suite, les 3o cocfficients de a3, a2f3, . ..
figurant dans les formules (11) sont tous distincts. Donc les va-
leurs réduites (r1) des L, M, N et, par suite, leurs valeurs pri-
milives (10) sont trois fonctions & coefficients arbitraires.

En définitive, la théorie élastique ne particularise pas la valeur
moyenne de Wy, et ce résultat s’étend & I'un quelconque des
termes impairs; il suffit de remarquer que la valeur moyenne d’un
potenticl Wy 5 est de la forme W, Wy, (a, 8, v); W, désignant

un potentiel dont Ies coelficients sont des grandeurs ombrales et

o)
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W,, une forme ombrale homogéne de degré 2p en 2, f, v; les
grandeurs qui définissent W et W,, étant, de plus, arbitraires.

90. Conclusions. — Eu résumé :

1° La théorie élastique particularise la valeur moyenne du
potentiel W,; mais cette restriction n’est pas incompatible avec
la condition de transversalité;

5° La théorie élastique ne particularise pas la valeur moyenne

de W.:;.

Par conséquent, le développement de la théorie élastique con-
dait logiquement aux lois de la double réfraction €t de la polari-
sation rotatoire qu’on a obtenues pour les milieux gyrostatiques;
el cette conclusion s’étend aux termes de degré supérieur.

91. Milieux & forces centrales. — Dans I'hypothése des
forces centrales, le potentiel elasthue ne dépend que des
distances des molu;ules

Soit done .
R=hA2+ k24 [2

le carré de la distance de 2 molécules avant la déformation.
Par suite de la déformation, R se change en R+ p, et 'on a

R+p= (/L-|'—Au)2+(k+A(ﬂ)‘-’~§—(l—i—Aw)2

(12) W-ZI‘(R+9)=2F(R)+EPQH{ 29 dm +

Paccroissement g a pour valcur

_ \pl_z(hAu+kAv+ZAw),
PERTERY A4 A4 w2,

et, comme on se limite & 'étude des mouvements infiniment
petits (voir Chap. I, n° 16), I'approximation doit s’arréter aux
doubles produits des dérivées partielles. Donc, dans le dévelop-
pement (12) de W, il faut s’en tenir aux trois premiers termes

(12") W= Wo Wi W,

. Wo, Wi'W:2 représentant des fonctions d¢-degré'o, 1, 2 par
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rapport aux dérivées et dont les expressions sont
Wo =N F(R),
Vl-:.Zp;%F;,
[ w:= St 7 dri Ta AL

Si, comme nous I'avons admls jusqu'ici, les pressions sont
nulles 4 I'infini, on a idenliquement

Wi=o0

et nous allons voir que cette condition entraine

S =

- Pourle démontrer, remplagons dans p, et p, les Au, Av, Aw par
leurs développements en série

' d  ,d d\w
Au_du+;—!d2u+..., dpu:(h%_’—k@—'—lﬁE) u,

et nous en conclurons que p, el p, ont pour valeurs

pr=92(h, b, D)+ o3(hy Ky 1) ...,
pa=Ya(h, k, DY+ (h, kL) 4. ..,

les ¢r, $. désignant des fonclions de degré n en h, &, L.
De plus la fonction

on= ﬁ(hdﬂ-lu Ak dn=to L detw)

a tous ses coefficients indépendants; par conséquent, la condition
29,, j—g =o0 "entraine 2&{/" %l:- =o,

autrement dit,

daF . daF
Eplt—lﬁ-=0 entraine l zpzzﬁ——

En résumé, les milieux & forces centrales et sans pressions exté-
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rieures onl pour potentiel inlerne la forme qﬁadratique
a2 F d2F
w =Zp¥ RE =Z(cpz+ 3 =+ ...)2 JRE éW2+\V3+. vt W,‘;—l-. .

les termes successifs du développement étant donnés par les for-
mules

sl , &2F
W 2‘32 dR Ws —24?2 93 —753 dl{2 W= a‘ b' 2({)[) ?I’ dR3
(a+b=2, parqgb=n-+2).

Conséquences :

92. 1° La théorie des forces centrales est incompatible avec
le principe de transversalité. — On a, en effet,
d

Yoy= hdu-t kdo+Ldw = (ha— +hg +z—> (hurho+ 1),

10, représente la quadrique des dllalgnons et, par conséquent,

d:F

§Wo=3S(ay h2 4. .+ by kl +...)2 e

le résultat de la sommation s’obtiendra en supprimant le signe X,

le facteur ng, et regardant les A%, A%k, ... comme les nota-

tions ombrales de coefficients indépendants, ce qui donne pour le
potentiel W, des milieux & forces centrales, la valeur, en notation
ombrale,

Wy=(a1h2+...4+ b1kl +...)2,
c¢’est-a-dire

(13) We=ZShtat+ ZA212(b}+ 2a:a3)
+22h2/cl(a1b,+¢bgb3)+22h3kalb3.
Il résulte de la formule (13) que la théorie des forces centrales
est incompatible avec le principe de transversalité. En effet, la

condition nécessaire et suffisante de transversahle est (n° 87) que
'on puisse effectuer I'identification

. d d
W2=—<A1 “+. +B'?l_b—, +> D, .
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D désignant le discriminant de la quadrique des dilatalions, c’est-
a-dire
| ay ';‘ba %ba
D= %63 Qy %‘bl N
$0r 361 a
. D )
et la comparaison des termes en k2{2 et A2kl avec 3—7 et g—z—
. . . . L. . . Al . !
apprend que l'identification est impossible. W, devrait éire iden-
tiquement nul.

93. 2* La théorie des forces centrales est incompatible avec
le phénoméne de la polarisation rotatoire. Les vibrations
transmises sont nécessairement rectilignes. — LEn effet, Wy a
pour expression :

. d2F
(13) Wy=2 D\ 0291 753

d d d
=2 I 7 ¥ . k
023 (zdx+kdy+ldz,> ' (hu + v+lyv)§ .
d

» % (h% +k%+lgg>(z)(hu+lw+ lw)%

dar

dR2’

le résuliat de la sommation s’obtiendra en supprimant le signe I,
d2F : .

le facteur —5 5 et regardant les 25, 1* k, ... comme les notations

ombrales de coefficients indépendants,

Oa peut donc choisir comme facteurs W’ et W” de I’cxpression

ombrale Wy= 2 W/'W" les deux formes

Y d d
W_<h2;+ka7+l£> (hu 4 ko 4+ lw),

v d 7 d \(2) '
W _<h(—iE +kd——},7i—l(-iz> (hu =+ kv + {w),

Or la valeur moyenne de W; a pour expression (n° 26)

(W3)11»=V’1V”2_‘VI{ '2’
avee
’ Vi=  wp(ha+kB+1y) (hu+ ke 4 Llw),

V= —p2(ha+ kB -+ Iy)2(hu -+ ko + lw).

On a par conséquent

(W3l =V, V;— ViV,=o.
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Ce résultat s’étend a un terme quelconque de degré impair, car
W, est égal 4 une sommé de produits

b (n 2 " a4 ko )] | (12 " a4 o+ 1
<<z%+...) (w4 ko +- W)E§<L%+...> (hu + ko + w)'
dont la valeur moyenne est nulle d’aprés le raisonnement pré-
cédent.

94. Termes complémentaires de polarisation rotatoire.
Théorie de Cauchy. — Nous venons de voir que la théorie des
forces centrales ne peut rendre compte de la polarisation ellip-
tique et qu’elle est incompatible avec le principe de Lransver-
salité.

Cette derniére difficulté subsiste, méme st 'on restreint ’énoncé
de la transversalité et qu'on admette I'existence d’une troisiéme
vibration qui, d’ailleurs (n° 82), est nécessairement perpendicu-
laire au plan de l'onde.

La méthode donnée au n° 82 permet d’établir que l'expression
générale du potentiel vérifiant la condition de transversalité ainsi
restreinte est

W=W,=W,~+(So+ S1A + SeA2+4... ) (a1+ as + a3),
dz d? dz

A=TZm T an T I

\
Par. conséquent, tout potentiel statique W, vérifiant la condi-
tion restreinte de transversalité aura pour valeur

i d d
(14) W:—(A]m+.-.+B18;;+...>D+So(a1+a2+a3)2.
Appliquons cette identification 4 la théorie des forces centrales,

nous obtiendrons
. iBI=B2=B3=O,

, . A1=A2=A3=":;'SO:

c'est-a-dire

P 4 dD dD daD
() Wam—iSo( G0+ Ga o+ o) + Solant s

apn dD dD . .
a,+as+ a; et o, -+ da; —+ Za;’ qui sont deux coefficienls de

Péquation en S de la quadrique des dilatations, sont donc deux
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polynomes isolropes et, par suite, 'expression trouvée pour W,
ne s’applique qu’anx milieux isotropes.

Pour lever cette difficulté, Cauchy a supposé que le principe de
transversalité n’était pas rigoureusement vérifié et a tenté de
rendre comple des lois de la double réfraction, en assujettissant
Pellipsoide de polarisation & contenir l'intersection de I'ellipsoide
optique par le plan de 'onde. Mais, en ce qui concerne la polari-
sation rotatoire, la difficulté reste entiére et, a la suite de diverses
tentatives ('), Cauchy a proposé en 1847 (2) de compléter les
équations du mouvement

diu

e =X

par des termes additionnels
(15) X'=z;nz((Ag—kAw)f(R)g=>:m]Au.h[f(R).

Développons les conséquences de cette hypothése :

Au a pour valeur

I d d d ()

Au=A1u+Azu+---+Anu+"" Auu:m(h%-i-kz}—,-l-l-t—iz) u,

d’ol |
X=X|+X)4...+ X +...

\

avec

, | 1 d _,d . d\w
X"=Z"1[A”u'h]ﬂ‘[{)=n—!E<hZi.—x+k3;+ lc_i:'.> [u.A]mf(R);

le résultat de la sommation s’obtiendra en supprimant le signe X,
le facteur m f(R), et regardant les An*', hnk, ... comme les
notations ombrales de coefficients distincts. ‘

Les X!

s Y,y L), auront donc pour expressions ombrales

, d d d \
(15') x;,=<h%+/cay+zc7;> [u. .

Pour obtenir les équations linéaires qui sont le résultat de la
substitution des solutions particuliéres efw(@x+By+yz=¥) daps les

(1) Caucry, Comptes rendus, t. II, 1836, p. 18t et t. XV, 1842, p. g10. Voir
a ce sujet la critique faite par Mac Cullagh (Collected Works, p. 19%).
(?) Caucny, Comptes rendus, 3o aoit 1847,
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. ¥ ! d .
équations du mouvement, on remplacera les 5 et pariund, ..

ce qui donnera a X, la valeur (notation ombrale)
Xo=(p)r(ha+ kB +iy)*[u.h],
¢’est-a-dire

2 ' d'f’n+1 d?lt+i
(15) .Xn—-(l}l.)” V'_dY——W d?

avec .
(ha+ kB + 1) = (n4+1)0arr (2, B ¥).

Les termes additionnels d’ordre n sont donc définis par une
surface invariante (hax -4 ky - lz)r*' =1 d’ordre n+1, et comme
X\, Y,, Z est un vecteur direct, g, est une surface & symétrie
inverse. ‘

Appliquons ces résultats au premier terme X, Y}, Z| : la pré-
sence de I'imaginaire { apprend qu'’il y a polarisation rotatoire, et
ce phénoméne est défini par une quadrique ¢, a4 symétrie inverse.
On retrouve donc qualitativement les résultats de la théorie gyro-
statique, i savoir :

1° Parmi les 32 types de symétrie cristalline, 15 possédent le
pouvoir rotatoire, les 17 autres sont inactifs;

2° Les vibrations transmises par les milieux isotropes hémiédres
sont circulaires. Il en est de méme des vibrations transmises sui-
vant la direction de I'axe des cristaux uniaxes hémiédres;

3° La vibration est rectiligne quand la direction a, ﬁ, Y se
trouve dans un plan de symétrie.

A 1'époque o elle a été publiée, la théorie de Cauchy permet-
tait donc de rendre compte de l'influence de la symétrie cristal-
line sur le phénoméne de la polarisation rotatoire, mise en
évidence par les recherches de Herschel et Delafosse sur les
cristaux uniaxes, et que Pasteur devait ensuite étendre aux disso-
lutions de cristaux biaxes (voir n® 31). Mais il ne faut pas se
dissimuler que cette théorie se heurtait & des objections graves :
les termes en X, ... ne contiennent que les dérivées premiéres
du déplacement et conduisent & une formule erronée de'la diffé-
rence de marche en fonction de la longueur d’onde. On rendrait
approximativement compte des phénomeénes en substituant
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I'hypothése de Cauchy

. X' =2m[Au.r] f(R),
I’hypothése '

, dz g2 az
X =Zm(ZE -+ d(_ﬂ -+ ar'l> [Az. 2] f(R).

III. — Discussion des théories de la lumisére. Le potentiel élastique
sous forme d'une somme de deux covariants : Quartique de
Haughton; quadrique de Rankine. Continuité des pressions.
Stabilité de 1'équilibre.

95. Le potentiel élastique exprimé sous forme d’une
somme de deux covariants : quartique de Haughton, qua-
drique de Rankine. — Dans la discussion qui va suivre on se
limitera a 'étude du premier terme W,.

“Quand le milien est a forces centrales, le potentiel W, qui
dépend de 15 coefficients est, comme 1'a montré Haughton, défini
par une surface invariante du quatriéme ordre.

En effet, dans ce cas, W, a pour valeur

Wa=tS(aghit ..ot bkl 4. )2 B,
b are
ce qu’on peut écrire, en notation ombrale,
Wo=(ajhe+...+ b kl+...)2

Rh*, h*k, ... désignant les notations de coefficients indépendants.
D’ailleurs la quadrique des tensions

QT4 .+ b yz .=,
a pour notation ombrale
(xyz+y1y + 5182 =1,
ce qui donne les formules de changement de coordonnées
ay= z}, bi=a2y,3,

Xy, Y1y 5y désignant un vecteur ombral.
On en conclut que la surface du quatriéme ordre

(2R, o4 2yskl +.. =2,
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dont les coefficients définissent ccux de W, reste fixe dans
I'espace quand on effectue un changement de coordonnées. Cette
surface invariante est la quartique de Haughton : on I'obtient en
remplagant dans I'expression du potentiel W, les a,, by, ... par
Z2, 2)5, ve..

96. Etudions maintenant le polentiel élastique le plus général :
c’est une forme quadratique en @y, @,, @3y by, ba, by, & 21 coeffi-
cients, qui, en notation ombrale, peat s’écrire indilféremment

‘V’g = (A1x1+ B]}’f‘i‘ Cizl)z(Ag.’l‘z-F Bg}’g—i— C222)2,

6
(I ) { \V; = (Ag.l‘l—l- Bgy1+ ngl)a(ApZ'g—l— BL}/z—l— Cl 52)2.

Les (A, By, Ci), (Ag, Bz, Co), (1, Y1y 51), (2, Y2, 52) TEpré-
sentent des vecteurs ombraux qui définissent les coefficients de W,
et les dilatations et glissements. ® '

On a les formules

(17) 3 zi= zi = ay,
) 2V181=2)283= by,
et 'on peut écrire :
. Ar=A3 =A,
(! ) BICI=B2C2=BC
Posons

. toap= Ay -+ Bayg+ Casp,
nous obtiendrons

' 1 ‘ " _1
(19) Wo= Wy = Wi =3(W,y + W3) = (g uy1 s ttgy+ Usg U2 U lay)
1
= Upgllyalagllaa~+ 5 (Ut lag— U1alisg)?,

et I'on voit que la formule (19) donne W, sous forme d’'une
somme de deux covariants.
Pour expliciter la valeur du premier covariant

(20) wpugatiar tag=(Aj21+...) (A 2ot ) (Ag2y .. ) (Ag@a+. . 0)
nous remarquerons qu'il est de la forme

cp(.z‘,, J1s 51) x ?(xzy .}’2,2-2)

ct que, par suite, on ne restreint pas la généralité de I'expres-
sion (20) sil’on écrit

A=A =A,
By =B,=B,
C=Cy=0C,
C. 9
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ce qui doone
(20) Ut U g Uag Uy = A-xl"‘Byl+ Cal) (A.Z‘g""‘ B‘}’)"l- CZg)2
d 2 d
=E<m,%+...> (xgdx ) (Az+ By + Cz)+.

Le deuxiéme covariant est égal la moitié du carré du paly-
nome ombral

(21) UppUsg— Upa gy =

Az +Biyi+ Gz Az B y,+ Cray ‘
Agz'i—\—Bg}/;—l— ngl Agx-z—i— BQ]’2+ 0223

Aq B[ C[ ry Y1 %)
: Ay By G Zy JYa A4
¢’est-a-dire a
(21') Uy Ugg— Upa sy = A3 s+ By ys+ Cyz5.
§

en désignant par (A, By, ;) et (23, y3, 53) les vecteurs ombraux

| As=[A.A;], B;=[B1.B,], Co=[C:.C],

(22) zy=[2.2], ys=L[ri0l, ks=L[a.5],

et 'on a, en définitive, la formule de décomposition de W,
1/ d d _d\/ d d d \?
(23)‘ 2\V2— ZT <$1Zi; —I—‘}/‘I}-f -+ 24 le) <x22; +}’2a—‘-}/ -+ 33 zi—z-> Il[,
' 1 d d d\*p
+2!<x3%+_}’3d—y+23gz— 29
H, et R, désignant les deux surfaces invariantes directes ayant
pour notations ombrales
(23" THi= (A1z 4+ B1y + C12)*(Ay2 + By y + Cy2)?,
Rg:(A3$+B3y+C3Z)2, A3= [Al.Ag].

H, estla quartique de ITaughton, R, est la quadrique de Rankmc.
Dans le développement de la formule (23), on écrira
¥ =a} = a; = ai,
(23") 2}’151=2J’2zz=bt=2blx,
Xy = [wl.x.)];'

d’on
z} = (18— yr15)t =yist +yisi —2y1y035,
“dD
am —2(aa -—-bg)-—'lh
(23™) ;]; t da)’
| 735 = ’(b'b -—ﬂxbl)—2d/}"
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97. Expressions de I1,; et R, sous forme de covariants du po_
tentiel élastique W .

1° Quartique de Haughton : {11, s’obtient en remplacany
@iy ooiy by oo, parx?, ..., 275, ... dans Wy, et comme W,
est une forme quadralique en @, ..., 0y, ..., 0na

’ o (28 2 AW 2 W aw
(24) II,,_(x da; +y da2+z daa—l-zyzdb1
+2,xdw+ » gﬂ)m_wkdzw_k
Ay TP A, ) TV dar T

Rankine a démontré que la surface H; définit les coefficients d’4-
lasticité longitudinale.
On a, cn effet; cn notation ombrale,

. d*Wa

= (A ' 1)
dat +...= (Ao +DB'y+ Cz)W,

autrement dit, les 21 coefficients de W,

d2W, d2W,
da? ’ da, db,’ ’

ont mémes formules de transformation de coordonnées que les
14 151/ . !

Alx A2Be, ..., ,
Or le coeflicient d’élasticité suivant O 2 est

I& v awv _aw = A%

ai  a da;  da}
donc le coelficient d’élasticité suivant Oz, («, 3, y) est donné par.

la formule

Ap =(Aa+B3+Cy)=Hy(aB,y)= —

w2
r

r désignant le rayon vecteur de la quadrique de Haughton sui-
vant la direction , 3, v.
2° Quadrique de Rankine : La quadrique de Rankine a pour
notation ombrale -
Ry = (A3z + B3y + C35)% Ay =[A1A,], B

ct W, a pour expression
' Wo=ut ug,,
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d’ou nous déduisons

v _aw  aw

day — dz? ' dz}

LW AW W,

d()l - d.y.zl d.'}/zzg

= A2u? 2 2,2
= Ajul, + Ajui,,
=B1C11032+B202u%1,

et, par suite,

3
2w,  &W .
(md—;;— -d_b?lg :‘.B%C%-{-BiC%—QBxCleCz
(25) =(B|CZ—B2012=A§,

W, dW, _ B
dbydb, ~ dajdb, (A1By — AB)) (A G — A Gy) = By Gs.

Pour obtenir la valeur de R on écrira donc les formules sym-
boliques :

Ay =[A;.As], B; = [B,.B,], Co=[Ci.Cs],
5 d d d
A%=A§=d_a1, B%:B%:d—az, - C%:C%:c—{a,
d d i )
B101=B2C2=EZ)—1; C1A1= CzAg:m)—;’ A.1B1=A~‘B2=?d‘(‘b—3’

ct Pon fera porter les opérations de dérivation sur § W,; d’ott

d2 dﬂ d.l d’
Ro=a2( —roe o r et
e z (dagdas [lb%)“l2+y2<da3dal db%)VVQ—F...
d? d2
A (dbzdbs ~ da,db,

)Wg—l—....

98. Application de la formule de décomposition de W,.
Propriétés élastiques des trente-deuz types de symétrie cris-
talline. — La quartique de Haughton et la quadrique de Rankine,
qui sont des surfaces invariantes directes, doivent participer a la
symétrie du milieu. La recherche de l'influence de la symétrie
sur les propriéiés élastiques d’un cristal est donc ramenée i la
recherche des surfaces du quatriéme et du deuxiéme ordre possé-
dant la méme symétrie que le cristal. C’est un probléme connu,
car l'on sait écrire les équations générales des surfaces d’ordre n
pour chacun des trente-deux types de symétrie cristalline.

Prenons comme exemple le cas du sel gemme. Le type de sy~
métric est (holoédrie du systéme cubique)

3A% 413, 6Ly, C, 31, 6P
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or on sait que toute fonction uniforme de z, y, 5, qui satisfait
a la symétrie du cabe est une fonction uniforme des trois poly-

nomes
2% 4 y? + 52,

xﬁy? .+.'}/2:2 _|_zﬁx27
wry?ze,

Les surfaces qui définissent les propriétés élastiques du sel gemme

sont donc
H, = A(2? + p% + 50)2 + B(a* + y* + 3%),

K, = C(2? + p? + 32),

ct par conséquent les 21 coefficients d'élasticité se réduisent a 3.
Le coefficient d’élasticité longitudinale suivant la direction a,
B, v est donné par la formule

E=1I,(a, B, v) = A+ B(at + B¢+ v*),

et il existe par suite une relation entre-lcs coefficients d’élasticilé
longitudinale suivant trois directions.
On auara par exemple :

. §
axe quaternaire A,

2=1, =0, v=o, E,=A+B;

. 3
axe lernaire L",

. . L4 )
axe binaire L°,

- B
a:g:-l-, ‘{:O, E2=A+;;

Vs N

"Ey +3E; — 4K, = o,

d'ot la relation

que 'expérience a vérifide.

En résumé, la considération de la quartique de ITaughlon et de
la quadrique de Rankine fournit une méthode direcle de discus-
sion des 32 Lypes de symetrle.

En suivant la marche qui'vient d’éire lndlquCC, on démontre
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.que les cristaux se classent, au point de vue des propriétés ¢las-
tiques, en 11 classes dlsunctcs( ).

99. De la condition de transversalité dans les milieux élas-
tigues. — Les 21 coefficients du polentiel élastique sont définis
par les 21 coefficients des surfaces H, et R,. La décomposition
de W, dans les 21 [ormes quadratiques en a,, @s, @, by, by, by,
qui figurent dans la formule (23) n’est donc possible que d'une
scule maniére.

Quand le milieu est & forces centrales, on peut écrire I'égalité
des vecteurs ombraux (A,, B, G,) et (A,, Gy, B,), ce qui annule
(A;, By, C3). Donc 'hypothése des forces centrales signifie que
les coefficients de la quadrique de Rankine sont nuls.

Au contraire, 'annulation de la surface de ITaughton repré-
sente la condition nécessaire et suffisante pour que le milieu élas-
tique ne propage que des vibrations transversales. En eflct, le
potenticl transversal le plus général a pour expression (n° 87)

i d d
\V2=_<AI%T;+“.+BI m‘—‘!—...)D,

c’est-d-dire, d’aprés les formules (23”), la méme expression que
le covariant de la quadrique de Rankine. Et, comme l'identifica-
tion n’est possible que d’une seule maniére, la transversalité en-
traine nécessairement 'anpulation de la surface de Ilaughton,’ct
se lrouve par suite incompatible avec 'hypothése des forces cen-
trales. Clest le résultat obtenu par une autre méthode au n® 92.

100. Principe de continuité des pressions. — Nous avons dé-
montré au n° 73 que les milieux gyrostatiques satisfont au prin-
cnpe de continuité des pressmns.

Cherchons quelles sont les conditions imposées aux milicux
qui propagent exclusivement des ondes Lransversales.

Leur potentiel interne a pour expression

We=F(p,g,7)
dl dl dJ dl dl
_<deu 4+ Uy = P +U;;11—L;+de—%+...+wxa;; +...>,

(*) Comparcr avec VoicT, Rapports presentes au Congreés international de
Physique de 1900, t. I, p. 257,
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FORME GENERALE DU POTENTIEL INTERNE. 135

Uy, Uy, ... désignant neuf constantes arbitraires et J représen-
tant le jacobien de u, ¢, w.

Les tensions exercées sur ’élément de surfice dont la normale
a pour cosinus directeurs [, m, n, ont pour composantes

ldW» —m dW, + dW,
Pe= i A

Remplagons W, par sa valeur
Wy =F(p, g, ) — W,
et les formules deviendront
Pe=P:—Pa o

P p’y, p. désignant les composantes de la tension due au poten-
liel interne W/ =T (p, ¢, r); et p}, p}, p, se rapportant au poten-
tiel additionnel W” & g conslantes :

U, U, U uy uy u; Wy wy o oug
. Wi=| oy o, oo|4+|Va Vy Vol e o) oL |,
wy Wy wy| | wy o) Wl W, W, W
d’ou la valeur de p,
I m n I m n
p;;:(l_l_-q—m dd, —+—ndi>W” Vae Vy Vo1 o vy o}
- Wi wy Wi We W, VV;I

Comme le principe de continuité des pressions est vérifié pour
les composantes p, p)., p; (n°73), la condition de conlinuité du
vecteur Pz, Py, ps se raméne i celle du vecteur pr, p}, p;

Choisissons comme surface de séparation des deux milieux le
planz=0; on aura l=m=o0, n=1. D’aprés les lois de la
réflexion et de la réfraction, u, ¢, w et leurs dérivées par rapport &
Z et y sont conlinues, on a donc

I
Yy

\Vm - W2 x Wiy —'\sz

sy | Vie—Vae Vig—Vay
Pre— P2z = ' '
W w),

. .. . « ., a
Je dis que la condition dc continuilé P}, == p,, eniraine les
équalions (26)

(20)  Vig= Vi, Viy= Vays Wie = Way, Wiy= vvz‘)
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136 CIIAPITRE IV,

En effet, I'intégrale de volumerV” dw est réductible & une in-
v

tégrale de surface, et, par suite, sans influence sur les équations

4 r

indéfinies. Les valeurs de ¢/, ¢, ', w) sont donc indépendantes
de la fonction W” et l'identité p), = p;,, doit étre vérifide quels
que soient vy, v, wy, W, qui peuveut étre arbitrairement choisis,
comme on le déduit aisément de I'étude de la réflexion et de la
réfraction (n° 54 4 GO).

En étendant ce raisonnement & py, p;, et ensuite aux surfaces
de séparation x =0, ¥ = 0 on en conclura que les coefficients du
potentiel additionnel W” doivent étre idenliques pour tous les
milieux.

Appliquons ce résultat au cas particulier oit 'un des deux mi-
lieux est isotrope. On a

@ dl d J e
U.z"——dutr'i-v_)»m—!—...—— <A1 ?izl—,:-i—-.-—k Blgly;—k...—i—l) —_ ...>.]

=(Ap? +...+ 2B.q'r'+...)+<[”—f]¥—,+...> »
d d
+<A1 m‘l—...—l-Bl d——b,—l-i—-.-) D,

d’otil résulte que, dans toute transformation de coordonnées, les
6 coefficients A,, ..., By, ... se comportent comme les coelfi-
cients d’une quadrique, et les 3 coefficients P', ... comme les
composantes d’un vecteur.

Donc, en raisonnant sur un milieu déterminé en contact avec
un milieu isotrope, on en conclura que la quadrique

Azt +. . +2Bys+.. .. =1
se réduit & une sphére _ :
Alxr4-y2+22) =1

et que le vecteur I, Q', R’ est nul.

En résumé, la conséquence du principe de continuilé des pres-
sions est que les g constantes arbitraires se réduisent & une seule,
la méme pour tous les.milieux, et I'on a

dJ d d d
Uxm—*-...:z\ ((,-J—(l—1+;l(-l—z+;l_a—3>']'
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101. Cororrare. — La théorie élastique est, dans l’hypo-
théese de la transversalité, incompatible avec le principe de
continuité des pressions.

En eflet, le potentiel élastique transversal a pour valeur

d ‘ d
\V2=—<A1W+...+Bl3—1)—,1—!—...)]),
l .

etl'on vient de démontrer que
A|=1\2=A3, _B1=B2=B3=0;

donc, le principe de continuité des pressions, appliqué aux
milieux élastiques, entraine dans I'hypothése de la transversalité
cette conclusion manifestement absurde que ces milieux seraient
isotropes et identiques entre eux.

- 102. Forces de Kirchhof. — La valeur moyenne du potenticl
additionnel W” pendant une période étant nulle, il en résulte que

Pintégrale de volumefW” dw est réduclible & une intégrale de

surface.
On a, par exemple,

U: U, U; U, U, U; U, U, U;
ve oy oo | do= ! m nledS= vy ¢y ot | dS,
v |l o) Wl s | Wl W) ow oy I m n

et, par conséquent, W” ne [ournit aucun terme dans les équations
indéfinies. ' . '

Cette forme d'intégrale de surface suggére un artifice destiné
a rendre, en apparence, compatible, avec le principe de la conti-
nuité des pressions, toute théorie vérifiant Ja loi de transver-
salité. '

On a

dem= /F(p,q,l')dm—f\V”dm:fF(p,q,r)dm—ffbds.
A4 /v X v N s

Il suffira donc d’admetire qu’an potentiel [\V dw ne corres-

pond pas la totalité du travail des actions internes, mais gu’il
faut tenir compte de certaines actions superficielles dont le tra-
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138 CIAPITRE 1V.
vail aurait précisément pour valeur la variation de I'intégrale de

surface /(I) ds.
s

Dans ces conditions, le potentiel total sera

dew—i—frde,
v S

et 'on satisfera an principe de continuité des pressions, puisque
Ion aura par suite constitué, sous forme détournée, un potenticl

gyrostatique /‘:F(p, g, r)ds.

Cette hypothése, dont le caractére artificiel est manifeste, a été
adaptée par Kirchholl aux milieux élastiques. Le terme complé-
mentaire de Kirchhoff a donc pour expression

|
o d d
[¢ds=f\V dm‘-—f(:\ld'—'—a,l—’«—...—’r"Bl?{Z?l-—i—...)Jdm.

103. Principe de stabilité. — Pour la stabilité de U'équilibre,
il faut et il suffit, d’aprés Lagrange, que le potentiel interne W
soit un minimum, c’est-a-dire soit une forme définie positive.

Or, toute forme quadratique homogéne qui ne renferme pas le
carré d'une variable z, doit, pour garder un signe constant, étro
indépendante de z.

Appliquons ce résullat an potentiel transversal le plus general
dont I'expression est

d d d :
. _- " __ . e _« r %
w_wg W =W, (Alda,l+...+B,db,i IS -r> s
On a
d U, U,
J=0(pq',r)+ | by ay V),
Y, ¥, a,

donc W nc renferme pas les carrés de @), a,, a, et, pav suite,

la condition nécessaire de stabilité est que W soit indépendant
’ ’

de a), a,, a).

Or les produits

! r o ! r
aydy, ..., ail,, ..., a\p, ...
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figurent séparément dans

dl dl , dl
AicTaTz’ e, B‘Zzb—"’, cel, Pd_p" cony

donc, Ja condition nécessaire de stabilité est que le potentiel addi-
tlonnel W soit 1denllquemcnt nul.

En résumé, il n'existe qu’un seul potentiel lramversal véri-
fiant la condition de stabililé, -c’est le potentiel gyrostatique. Ce
potentiel doit étre une forme définie positive, autrement dit
F(z,y, 5) —1=o0 doit représenter un ellipsoide réel; c'est el-
lipsoide optique de Fresnel.

En particulier, la théorie élastique de la lumiére est en contra-
diction avec le principe de stabilité.

———-— " ——
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CHAPITRE V.

LA NOTION DE SURFACE INVARIANTE DANS LES PHENOMENES PIYSIQUES.

.

104. Les équations étudiées dans les Chapitres précédents nous
ont offert de nombreux exemples de représentations géoméLlriques
des propriétés physiques des cristaux : la double réfraction a été
définie par ellipsoide optique de Fresnel, le pouvoir rotatoire
par la quadrique de gyration, la dispersion rotatoire d’ordre n
par une surface invariante inverse d’ordre 2 (2 + 1), le potenticl
élastique par la quartique de Haughton et la quadrique de Ran-
kine, etc.

Il faut voir dans ces résultats l'indication d'une loi qui régit
toutes les propriéiés de la matiére cristallisée, et qu'on peut
énoncer ainsi :

Toute propriété physique des cristauzx est définie par un
ensemble de surfaces invariantes.

Clest ce principe qui parait avoir guidé Fresnel dans sa décou-
verte des lois de la double réfraction en I'amenant & rechercher
une surface invariante capable de définir les lois de la propagation
de la lumiére dans les cristaux biaxes. A cet effet, substituant a la
considération de 'onde enti¢re celle de ses plans tangents, il
reconnut que « toutes les propriétés des cristaux a un axe, qu'on
a I'habitude d’exprimer par la construction d'Huygens et par les
lois de polarisation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire,
peuvent se représenter au moyen d'une surface unique, et, comme
cette surface est un ellipsoide de révolution autour d’un axe op-
tique, il est bien natarel de supposer que, en lui substituant un
ellipsoide & trois axes inégaux, on obtiendra la représentalion de
toutes les propriélés optiques des cristaux a deux axes » (VerpET,
Introduction aux OF uvres d’ Augustin Fresnel).
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Le plus souvenl la représentation géométrique d’un phénoméne
ne peul étre immédiatement déduite des équations qui le repré-
sentent. C'est ainsi que la dispersion normale dans les milieux
gyrostatiques est, en dchors de toute hypothése additionnelle,
définie par une forme & deux groupes de variables (p, ¢, ) et
(2, B, v) homogéne et quadratique par rapport au premier groupe,
et homogene de degré 2 par rapport au second. La méme diffi-
culté se présente dans l'interprétation du rayon conjugué qui
définit la réflexion et la réfraction cristallines,

D’une maniére générale on peut ramener, en premiére analyse,

a I'étude d’une forme ternaire multilinéaire toute propriété des

milieux continus, car elle sera définie par les dérivées en
d d d . . A
—=» ——» — ) de grandeurs scalaires et vectorielles, réelles ou
dz” dy’ dsz :
ombrales (exemp[e : cas des pressions) et 'on sait que les sym-
da d
boles se transforment & la maniére des composantes
dz’ dy’ d

(z, y,5) d'un vecteur lorsqu’on effectue une substitution ortho-
gonale.

“En définitive, la loi formulée plus haut peut se ramencr &
I’énoncé suivant :

Toute forme multilinéaire est définie par un ensemble de
surfaces invariantes.

Dans ce dernier Chapitre nous allons étudier successivement :

1. La forme U, U~

IL. Ses applications & la théorie cinématique des déformations,
au calcul du potentiel interne a 45 coefficients, a ]a pyroélectri-
cité, piézodlectricité, etc.;

HI. L'identité arithmétique a laquelle se raméne la formule de
récurrence des formes multilinéaires;

IV. La forme Ui U~;

V. Ses applications & I'étude de la duretc, la dlspersmn nor-
male, la piézo-optique, le phénoméne de Kerr.
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1. — Etude de la forme ®,.,= U, U~

105. Soit la forme @, & deux groupes de variables (x,,m ' 51)
et (z, y, z) linéaire et homogtne par rupport au premier groupe,
et homogeéne de degré 2n par rapport au second; sa notalion
ombrale est

(0 Ppy= Ui U= (a121+ b 1+ c151) (ax + by + ¢z )
Si Pon effectue une transformation orthogonale
z=lLx4my+n3, y=hLbr'+my+nis, s=Ls'+myy 4-n,3,

on obliendra la nouvelle expression de ®,,, en accentuant dans
I'expression primitive les (x4, ¥4, 5¢), (,%,5), (@i, by, 1),
(a, b, ¢). a,,b),c,, a,V,c désignent de nouvelles grandeurs
ombrales liées aux grandeurs primitives &, by, ¢y, @, b, ¢ par les
formules

a=lia'+mb+nic’, b=lLa+mbanye, c=la—+myb +nze';

ce résultat peut s'énoncer plus bri¢vement en disant que la forme
U,U” est définic par deux vecteurs ombraux (a, b, ¢) et
(ai, by, c)).

Ceci nous apprend qu’a Ja forme U, U” sont associées des sur-
faces qui restent fixes dans I'espace quand on elfectue une trans-
formation orthogonale, c’est-a-dire des surfaces invariantes.

En effet, puisque (a, b, ¢) et (a4, by, ¢;) représentent deux vec- -
teurs ombraux, nous en déduirons de nouveaux vecteurs ombraux
en formant les axes successifs

[a.a:], [a.¢.a1], ..., [a.a...a.ai],
n.

que nous désignerons, pour abréger, par les notations
a2=[aa1], a3=[a2al]) ey a,,.._i[a"al].

Avec ces vecteurs ombraux ct le vecteur (z, ¥, 5) nous forme-
rons les produits géométriques
V =ar by ez
V, =a,z +[)1y -—C 3,

Cdisassestsaees st ey

Vo= @1 & -+ by Y + Cus 5,
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et nous muliiplierons ces scalaires ombraux en les combinant de
telle sorte que leur produit renferme (ay, b,, ¢;) & la premiére
puissance et (a, b, ¢) i la puissance n. Nous obtiendrons ainsi
une fonction homogéne en z, ¥, 7, dont les coefficients seront des
fonctions linéaires de ceux de U, U~ et qui représentera une sur-
face invariante.

Nous avons dohc une méthode qui permet de construire des
surfaces invariantes associées & une forme multilinéaire. En pavti-
culier, la forme U, U” définit les (1 4 1) surfaces invariantes

Jus1= V1V”', Ja =V2Vn—l’ Ceey Jll.—[)+l = V[H-l J'L_‘P, ey Ji=V,u.

106. Rgciproquement, je dis que les sarfaces Jyp15 Juy -0y J)
définissent la forme U, U~ : .

Pour le démontrer, faisons usage du mode de décomposition -
donné par Cauchy dans la théorie des déformations, c’est-d-dire
comparons la forme ®,,,au covariant (x, %4-3/, a—g‘/—i—z, %) Ty

Nous avons les égalités

i1 = (@121 by y1 + ¢13)) (az + by +c3)?,
d d d )
(xx g TN Ty —+ 34 a;) Ji

= (@@ -+ b1y + ¢121) (az + by + cs)n
“+ n(az; -+ by1+ ¢s1) (@@ + by y -+ ¢15) (az + by -+ ¢z)*™Y;

d’ot nous déduisons

d d d
(n+1)®p= (3"1 az T & + 51 ZE) i P

aw +by -+cz ax +by; ¢z,

+n
ax+0y+eci5 @+, y14c3,

(ax—+by~+cz)",

c’est-a-dire

d d :
(Il+[)‘1’/z+1= (z‘l Tz -+ a;—l—zl%) Jp + nd,,

‘

en écrivant

Pp= (222 + b2y + era2) (@x + by +cz)t-l = U, Un—1, x=[z2],
ct, en général, .
by pry = Up Ur=P, " Uy = apropra + bp1 ¥ pas =+ Cor1Bprny

Zpr1=[araz,]. .
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’ i
Par applications répétées de la formule de récurrence, nous
obtiendrons 'expression cherchée de U, U” en fonction de cova-
riants des surfaces J,py, Jpy ..o, it

' d d ~ d
(2) (R4+1)Pyiq= (z‘iz;: -+ Iy -+ 3 d_z> Jus1

d d
-+ x2¢7§+... Jp+.o o+ x”'HZl;‘ +---)J1-
¢
En résumé :
oute forme ®,,, = est une somme de covariants des
Toute forme ®,,=U,U" est s de ¢ ts d
surfaces Jnpiy Juy oo oy 345 '
Les surfaces 1y Jusvy Ju_sy .. sont inpariantes dircctes;
Les surfaces J,y Jn_sy Ju_s, « .. sont invariantes inverses.

107. Relations d’invariance. — Les surfaces J, ., J,,, ... ont
un nombre total de coefficients égal &

n n .
1 13

n+1 — 41 YRy — (In+l
ch _‘E(Cb — Gy = CY t
0 0

et dépasse le nombre 3CY* des coelficients de la forme U, U, dés
que n surpasse I'unité. Ces surfaces ne peuvent donc étre indé-
pendantes ct il existe entre elles des relations qui, étant nécessai-
rement linéaires par rapport aux coefficients, sont, par suite, de la

forme .

. d? d? d?
EM(zt+ yi+32)rAPJ, =0, A= T g + g

Al
Calculons .
AJ n—pil = AVII+1 Vr/z—p’
nous aurons

AJIL—])+1 = 2A/|1,—1)(a-ap+l -+~ 1)- b/)-l—l —+cC. cp-!—l )Vll—p—l
-+ A?,_p(a‘2+ b2 Cz)Vp-H V'L-l’_2,
AP désignant le nombre d’arrangements de m lettres p a p.
D’ailleurs, par application de la formule
[a‘l.ap+1] = aEa.a,,.H-— ap+1 x a’,
Ju_p_1 a pour valeur

JIL—p—i = I:V2 V[H—l] Vr—p=2
=(@.apr1+ 0. bprg+c.cpp)Vo—r-t—(a2 + b2 - ) Vp i V222,
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»
d’ou 'on déduit la relation générale

AJI!——/!+1+ Afi—p Jn—p—l = A71_1)+| (tiapr + b-bp-{-l = C.Cpry) Vr-p-1,
Or, pour toute valcur de p > o, on a
|

| @ b ci

Sa.apr = Lalaa,]=

par suite, le second membre de la velation est nul pour p = o ct
il existe entre les surfaces J,, J,_y, ..., J,, les (r —1) relations
d’invariance

(3) Apprr+Ad_, Japy=o0 (p=1,9% ..., n—1).
En résumé :

1° La suite des (n -+1) surfaces Jupi, Juy -« .o Iy st définie
par les trois surfaces J, .y, Yoy Jucry d’aprés les formules .-

1)k (= )%
J —2/»':(*“ AkJ Jnmgfey = 557
" A/lzlll ny n 1 Af,,‘_‘g

\

Ak (k=1,2,..,).

2° Si an' représente celui des deux nombres n, n—1, qui
est pair, la surface Yy satisfait & la relation d’invariance

A"‘,Jgn' =0.

3¢ Il n'existe pas, entre les surfaces Vyp 4, Jny ..., Iy, d’autre

relation d’invariance indépendante des précédentes, car le
nombre total des coefficients distincts est, en vertu de 1° et 2°, .
. Wt

it 4 G o Ot — 1 = 3G,
et, par conséquent, est égal au nombre des coefficients de U, U”,
108. Les surfaces Jupyy Jnye . ., i exprimées sous forme de
covariants de ®,, (. — Soient

Py = U U,
Ul = @121 -~ 61_}/1 -+ ¢ 54,

U=az-+ by +cz;
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on a
<x LAV S _‘i) ¥
ld.z‘ Y1 d}/ ’dz n4-1
=z +Fbhy+eas)ar+by+cz)t =V, Ve=1J,,,

z y
4au» dUr dUr

2 [dwdx]uﬂ: d -8775—

av, vy dUy
dry dy, dsz

2 _}’ Z .
=n|ja b ¢ |Urt=n[V.V{]Vi-t=n1n],
a) bi Cy

En général, représentons pour abréger par

[G) =]

d d a d_

'opération

nous aurons

[ I (R S (e

p—1
) aa,]Uﬂ—l=...= AlL[a?a,]Ur—r,

— &
&

d’ott la formule
p
(5) Z [(dx) dx Pury = Aﬁ, Ju—p_H.

109. La forme ®,,, exprimée en fonction de covariants de
Jigry Juy Juoy. — On a la formule de décomposition (2),

(n+1) Py ——2 [z» x:] 7 I+t (p=o0,1,2, ..., n);
de la formule
[z1.22. 23] =22 22123 — 2320 2,

on déduit
[z¥+12] =(— 1) (22 + y2+ 52 ) [z ],

[w?/»‘—i—?xi] _—:(_])/{(z-‘.’_i.. y2+ z?)k[z&aﬁl]’
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.d’ot i
. d d
,
9 n+1) Py =y 5 + +z J
() ( ) Prse <1d.70 Y1 dy ' Tz > a1

O (2292 4 32k

ATE, [ T.] —e—[ym] dy—in[.w,] dq I,
(@*+ 2+z°)’» . . Ny
+Z {9/ %[Z‘-»’I‘l]z{;%-[_y'_}’:]l/—y‘—l—[s-sl]—-{,]n_

110. La fonction vectorielle homogéne. — Les applications
des formules précédentes sont fréquentes en Physiquc mathéma-
tique, car I'étude dc la forme U, U” est identique 2 cclle de la
fonction vectorielle homovéne de degré n par rapport aux va-
riables z, ¥, 5. .

Les composantes de la fonction vectorielle homogéne sont, en

notation ombrale, ]
s X=aj(ax+ by +caz),

Y=0bi(ax+ by +cz)n,
Z=c(ax+by+cs3)"

On voit que X, Y, Z sont les coefficients de z,, y,, 5, dans la
forme U, U~. Un tel vecteur est, par conséquent, défini par les
(n + 1) surlaces Juprs Iy ..o, Jy précédemment étudiées, ct 'on
aura la formule de décomposition -

(6) (n+|)X=X,,_H+-X,,+...—+-X,,_.,,.,_1+...+X,, .
Xu_psr veprésentant le coefficient de x, dans le covariant
d d d
%[xpxl] ‘E ~+ [}’”}’1] E -+ [""p Zi] EZ JlL—/'H—i-
On obticndra le coefficient de z, par applications répéiées dc
la formule
Ea, [ag‘.a,;;] :2[@1.(12] a;=—23 [aQ.m] ajy,

d’olt

E [zr ] %:: —z [x a,i”] [xr—t.2,]
Z [ 2 ZZ?] [xr—22] =... =(— I)I'Z[arn Z%] Ty,
ct, par saite,

d
(7) Xp—pr1=(— 314 [z‘ll {—1}] Ju—p_H.
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111. Signification géométrique du vecteur X,_; —paty Yoopyis
le—p+l :

1° Pourp =o,0na

: dl]
(7,) Xu+l = 'Té‘l‘;;l )

désignons par M'(2, »', z') le point ol la droite OM (M =z, y, z)
rencontre la surface J, ., = 1. La formule (7) exprime que le vec-
teur X1y Yeqry Zngy) est dirigé suivant la normale en M’ la
surface I,y —1=0. } ‘

Comparons lalongueur R de (X,44, Yayiy Zpy) & la distance d
de Vorigine au plan tangent en z', ', 5.

On a
\/2 dJ,,_H ——8'\/2 dJu+1

" oM
G désignant le rapport ey
» dJn+l ‘
d= Zw da' n-+1
N [ d) d‘]n-H
VEET VG
d’ou
. (n41)én
R=2TU0

le vecteur {Xpi1; Yoy, Zayg), ainsi défini, s’appellera 'axe
d’ordre o relatif au vecteur , y, z et & la surface J, ., ou, plus
briévement, 'axe d’ordre o pour la surface J, 4. '

2° Pourp =1, 0na

B e AT [

(Xuy Yy, Z,) est donc P'axe de deux vecteurs qui sont

; L’axe d’ordre o pour la surface J,,
| Le vecteur 2, y, 2

On l'appellera 'aze d’ordre 1 pour la surface J,.

3° D’une maniére générale, on appellera aze d’ordre p pour
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la'surface Jn-f.H le vecteur
X | — (_])p le. _.[ J
n=p dzx n=p+t.

Clest axe de deux vecteurs qui sont

’ L'axe d’ordre p—1 ponr la qulface.},,_ oy
| Le vecteur z, y, 5

Avec les définitions précédentes, la formule (6) s’énonce
comme suit :

Toute fonction vectorielle homogéne de degré n est la ré-
sultante de (n = 1) vecteurs, qui sont :

L’axe d’ordre o pour la surface J 4y,

» 1 » JIH
*?
» P » Jn—p+l »
...... y -
» n » Jy.

Les formules

[xﬂ/H—l d] _(_l)k(x2+y2_|_z2)k[ d‘i- ,

[zzAH __] = (— 1)k (224 p2+ 32k [xa __]

montrent que les axes d’ordre >2 s'expriment en fonction des
axes d’ordre 1 ou 2.

I1. — Applications de la formule de décomposition de ¢, = U, U~.

1° LTUDE CINEMATIQUE DES DEFORMATIONS.
112. Le vecteur (Au, Av, Aw) qui représente l'accroissement

géométrique du déplacement (u, ¢, w) quand on passe du point
(2,¥, 5) au point (# + I, ¥ + k, z+ [) est la résultante des vec-
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teurs Ay (u, v, w), Ax(u, ¢, w), ..., Ay(u, v, w) donnés par les
formules

o hm— o

v f d d a\w
Ayu= w1 driy = 7l (/l 7 iy d:) 7

le vecteur dru, dnv, d?w représente donc une fonclion veclo-
rielle homogéne de degré n, en X, A, {, ei il scra défini par les
surfaces invariantes J,1, J,y Jueyy . .. associées & la forme U, U
qui a pour expression

(n)
U, Ur= h—d——i-k tl—-!—l-d— ' hu+ko+ 1wy
dx dy ds

on a donce

\

d d \ )
) =(]L85+k077+1213> (hu+khoslw),
d d d\ -1 . d
Jfl =</¢8;+Ad‘};+lziz> (hp +kq +1r), P —_:[-dl-_ u],

d d d \(n=s) ' d \$
Jn-sr1= (h e -+ k Z{.)—f ~+{ %) (/lps-l ~+ /\'q.\-_1 A+ lrey ), Ps= [<3;> P]

et A, u est donné par la formule

d d d
(DA u=(n+1)dru= ‘71—1.1,,_._,— [/?(—{-/z].],,,—f— [/L2 Zl_/l] Jmy—. o

Dans le cas particulier n =1, ces formules deviennent

J2;=<ILZ;,;+kd‘§+l‘i>(/zu+/rv+lw), :

o Ny =hp+kg+Lr,

dl, d dl,
( 24y = 2du = i —[/z.m;].l, = ~+[p.7]:

ce sont les formules données au Chapitve I @ J, est la quadrique
des dilatations, p, ¢, r représente le vortex:

Dans le cas général, les surfaces indépendantes sont au nombre
de trois, Iy, Juy Juy ct Pona

A Y= 0,

an' désignant celui des deux nombres n, n — 1 qui est pair.
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.

2° EXPRESSION DU POTENTIEL INTERNE W, A 435 COEFFICIENTS.

113. Sous sa forme la plus générale, le potentiel interne W, est
une fonction homogéne du second degré des neuf dérivées pre-
miéres de u, v, w, par rapport a z, y, %, et contient 45 coeffi-
cients. Je dis qu’un tel poientiel est défini par six surfaces inva-
riantes.

Choisissons en effet comme variables les dilatations, glissements
et composantes de la rotation, W, peut s’écrire

W= Wot Wo+ Wep,
en désignant par :
W, un potentiel élastique;
W un potentiel gyrostatique;
Weg une forme bilinéaire par rapport aux deux groupes (p, ¢, r)
et (ay, asy as, by, by, b3).
Or la notation ombrale de la quadrique des dilatations
1= a b4 agk? 4= ag 82— by kil 4 by lh + by hle = (hao -+ ky + 13)?

apprend que @, a2, as, by, by, by sont définis, en. fonction du
" vecteur ombral z, ¥, 5, par les formules

(8) ‘ a;= x?, a;=y?, as = 32,
| by=2ys3, by = a23zx, by =azy;
on a donc
‘Veg—"Uiu?',

ct cette forme est définie par trois surfaces invariantes J3, J,,
Ji (A= o0) conformément a la formule

3W,p=

d d dj
Pz —l-qcU-i—rd—zSJg
d : d .
+§ [zp] %+...§J,+% [22p] 5o+ {3
daus laquelle on remplacera =2, 2, 22, 2y, ... par leurs valeurs
données par les formules (8). '

Ce résaltat, rapproché de celui obtenu au n° 96, conduit &
I’énoncé suivant :

Le potentiel W, & 45 coefficients est défini par six surfaces
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incariantes qui sont

II, quartique de II‘aughlon | iV
R; quadrique de Rapkine } ¢

. F(p, g, r) ellipsoide de Fresnel W,

J;; )
C h(Aly=0) T ) L Wege
’ J, ' \

3% PYROELECTRICITE ET PIEZOELECTRICITE,

114. Cristaux pyroélectriques. Ilypothése de lord Kelvin.
— On sait que certains cristaux, tels que la tourmaline, la topaze,
la calamine, etc., possédent la propriéié de développer des charges
électriques quand on fait varier leur température. Ce phénoméne,
soigneusement observé par Canton en 1759, a é1é expliqué en
1878 par lord Kelvin : un cristal homogéne présente, dans
toute son étendue, une polarisalion diélectrique uniforme qui
dépend en particulier de la température. Lorsque le crisial a
é1é maintenu longtemps & une température fixe, la conduc-
tibilité pluss ou moins parfaite de Ja substance a pour eflfet.
de masquer la polarisation, mais celte derniére réapparait dés
qu’une variation de température se produit et entraine, par suite,
une vaviation dans la polaiisation diélectrique. Les théories clas-
siques de P'électricité apprennent que la variation de densité élec-
trique superficielle observée est proportionnelle & I'épaisseur
d’une couche obtenue en donnant au cristal une translation infi-
niment petite suivant la divection du vecteur (A, B, C) qui repré-
sente I'accroissement géoméirique de la polarisation.

La pyroélectricité est, comme on le voit, le plus simple de tous les
phénoménes physiques qui se présentent dans I'éiude des cristaux;
car les propriétés pyroéleciriques sont délinies par un vectear
direct (A, B, C) qui participe de la symétrie du crislal. D’ou les
lois de la pyroélectricité :

1° Le vecteur (A, B, C) doit coincider avec son syméirique par
rapport & un centre; ce qui nécessite A=B=C=o0. Donc lcs
cristaux a centre ne sont pas pyroélectriques.

2" Le vecteur (A, B, C) doit coincider avee son symétrique par
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rapport a4 lout axe de symetl'le et, par smlc, doil commdel‘ avec
tout axe de syméirie.

Donc, les cristaux possédant plus d'un axe de symétrie ne sont
pas pyroélectriques.

3° Le vecteur (A, B, C) doit coincider avec son symétrique par
rapport & tout plan de symétrie, c’est-d-dire doit étre contenu
dans tout plan de symétrie. Donc les cristaux possédant un axe
en dehors d’un plan de syméirie ne sont pas pyroélectriques.

4° L’axe quaternaire inverse < “ ‘Z zz> cst incompatible

, - _

avec la pyroélectricité. 7

On déduit immédiatement de ce qui précéde que 10 des
32 Lypes de syméirie possédent la pyroélectricilé, savoir :

2 pour chacun des sysi¢mes clinorhombique, quadralique,
rhomboédrique, hexagonal;

1 pour chacun des sysiémes triclinique, orthorhombique;

o pour le sysiéme cubique.

115. La pyroélectri¢ité lournit des indicalions précieuses sur la
nature de la symétrie cristalline. Glest ainsi que la boracite, dont
la forme cristalline indique le systéme cubique, est, aux tempéra-
tares ordinaires, pyroélectrique. On doit en conclure que la
symétrie cubique n’est qu'apparente et que la boracite se compose
cn réalité d’un assemblage de cristaux & syméirie moins élevée et
correspondant & chacun des poéles pyroéleciriques. Et, en effet,
I’étude optique faite par Mallard a montré que Ja boracite est, aux
lempératures ordinaires, un assemblage de cristaux biaxes du
systéme orthorhombique,

La pyroéleciricité permet de préciser cetie premiére donnée,
car un seul des trois types de syméirie apparlenant au sysiéme
orthorhombique est pyroélectrique; et, par suite, la boracite est
un assemblage de cristaux du type L2, P/, P’ c’est-a-dire ana-
logues & la calamine et & la topaze. La démonstration du méme
résultat par les méthodes optiques nécessiterait une étude Lrés
délicate des phénoménes de polarisation rotaloire.

116. Pissoélectricité. Généralisation de Ulhypotheése de lord
Keloin. — Le dégagement de I’électricité sous lmﬂucnce des
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variations de pression, autrement dit la piésodlectricité décou-
verte en 1880 par M. M. Curie, a trouvé une explication toute
naturelle dans I'extension de I’hypothése de lord Kelvin. Il a suffi
de supposer, avec Voigt, que la polarisation diélectrique était,
d’une maniére géndrale, fonction de toules les variables qui défi-

" nissent I'état du cristal et, en particulier, des lensions Ny, N, Ny,
Ty, T2, Ts.

117. Tuatorkme. — En premiére approzimation, la pié-
soélectricité se résume dans U’étude de la forme U, U2

En effet, d’aprés 'bypothése précédente, la polarisation cst, en
premiére approximation, une fonction vectorielle linéaire des six
tensions Ny, Ny, Ny, Ty, Ts, Ty. Or ces quantités sont les coelfi-
cients de la quadrique des lensions

Niz2+ Ny p2+ Nys?+aTyys +2Tsz + 2Tyzy =1,

dont la notation ombrale est

(az+by+csz)t=1,

Ceci nous apprend que les Ny, ..., Ty, ... se comportent, dans
une substitution orthogonale, comme les carrés ct les doubles
produils d’un vecteur ombral @, 0, ¢, conlformément aux formules

'

N,:a?, seey ‘T|=bc, RS

Donc, en notation ombrale, la polarisation est une fonction
vectorielle homogéne du second degré d’un vecteur ombral
(a, b, ¢), aurrement dit la pidzodlectricité se résume dans I'élude
de la forme @3 = U, U? et I'on a ce premier énoncé :

Les propriétés piésoélectriques sont définies par trois sur-
Jaces invariantes J5, Ja; J,.

Js et J, sont des surfaces directes.
3y est une surface inverse et son invariant AJ, est nul.

118. ConprTions exvérrmestires. — On découpe dans le
cristal un cylindre terminé par deux sections droites et on le
soumet a une tension ou & une compression paralléle a son axe.

Pour calculer la polarisation produite, rapportons provisoire-
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ment le cristal & trois axes Oz', 0y/, Oz'; O étant dirigé sui-
vant 'axe du cylindre. :
Les équations aux limites

{ pr=0, py=o0, pl=o0 sur les sections droitcs,
!

| ply=o, Py=o0, pu=o0 sur la surface latérale
sont vérifiécs par les valeurs

’ ’ ’
Niy=o0, Ny =0, Nj=p,
Ty=o0, Ty=0, Ty;=o0,

et ces valeurs, étant constantes, vérifient les équations indéfinics.

Revenons au systéme d’axes primitifs, et soient a, 8, v les co-
sinus direcleurs de Os'. Le vecleur ombral (o', ¥/, ¢') qui définit
les N}, N, Ni, ... vérilie les relations

at=0%=o0, (2=p,

be=ca=add = 0,

ct, dans ce cas particulier, tout se passe comme si I'on avait allaire
au vecteur concrel
a' = o, O = 0, = \/;,
dirigé snivant O 5. .
Donc les composantes (@, b, ¢) par rapport aux axes primitifs

sont

a b ¢ —
_I= 0 Im = == ),
a By Ve

et, par conséquent, dans les conditions expérimentales admises,

on obtient le vecteur (A, B, C) en remplagant, dans les trois formes
quadratiques en a, b, ¢, qui sont les notalions ombrales de

A, B, G, le vecteur ombral @, b, ¢ par lc vecteur concret a \/p,
ﬁ\/'/)a Y\'/P-

En résumé, on a ce théoréme :
119. Tutorime. — Quand un cylindre d’aze a, B, y est dé-

coupé dans un cristal et soumis @ une pression p par unité
de surface, la polarisation diélectrique développée est, au fac-
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teur prés p, la résultante de trois vecteurs qui sont :

1° L’axe d’ordre o pour la surface J;—1=o0 et le vecteur «, B, v;
2° » I » Jo—1=0 »

30 » 2 » Ji—t1=o0 » \

Ce théoréme fournit une construction géométrique de la polari-
sation et raméne I’étude de l'influence de la symétrie sur les
propriétés piézoélectriques & la recherche des réductions impo-
sées par la symétrie aux surfaces invariantes J3, Ja, J,.

Il est aisé d’obtenir, dans le cas général, 'expression analytique
de la surface J,, directe ou inverse, correspondant a4 chacun des
32 types dec-symétrie cristalline; mais pour I'étude des cas que
nous allons considérer il suffira de faire usage du lemme suivant:

Toute fonction uniforme desvariables z, y, z qui admet Oz

comme azxe de symétrie directe d’ordre p est une fonction uni-
SJorme des quantités '

%, p?, pPcospw, pPsinpuw,
0, w, 5 désignant les coordonnées semi-polaires du point z, ¥, z..

120. Aprrications. — Quarts, sel de Seignette, chlorate
de soude, calamine, topaze, tourmaline.

Piézoélectricité du quarts. — Le type de symétrie est A3, 3 L2,
Dirigeons Oz suivant Paxe ternaire A3 ct Oz suivant I'un des
axcs binaires. Nous obtenons les réductions suivantes :

1° Surface J,. — La normale aa plan J, —1=o0 doit étre
orientée suivant I'un quelconque des 4 axes A3, 312, donc elle est
identiquement nulle. J, = o.

2° Surface J,. — En vertu de la symétrie A3, la quadrique J,
est de révolution aulour de Os. De plus, on a

AJg = 0,
donce
Jo = A(224 y2—a2z2)

3° Surface J;. — Oz est axe ternaire; donc, e¢n coordonnées
semi-polaires, J; est une fonction de

3, p% picosiw, p3 sin3 w,
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En outre, Ox cst axe binaire, donc

J5(5,p, w) =J3(—3,p, —w).
On en conclat
J; = Bpicosdw.

En définitive, les 18 constantes piézoélectriques se réduisent &
deux dans le cas du quartz, et 'on a '

Ji=o,
Ja = A(22+ y2 — 232),
Js =DBpdcos3w.

.

L'interprétation géométrique de ce résultat est remarquable :
La normale a la courbe

Bercosnw =1 ou %—taqgnwdw:o,
fait avec I'axe des 2(w = o) un anglé —(n—1)w. ’
Soient 7, v, § les coordonnées sphériques du point de renconire
de la pression avec le cylindre Bo% cosnw=1. .
D’aprés la formule (8) (n°® 111) I'axe d’ordre o a pour longucur

n n n cos®—1§
ra=td = rr—lpcosnw  phcoSnw

= nB cosn—10.

Appliquons ce résultat aux pressions situées dauns le planz = o.

On a 0 = o, et, de plus, J, étant de révolution autour de Os,
son axe d’ordre 1 est nul pour tout point du plan z = o; d’oti cet
énoncé :

Lorsque la pression est normale & I’ axe ternaire du quarts,
il en est de méme de la polarisation diélectrique. Cette pola-
risation garde une grandeur constante, tourne en sens inverse
de la pression avec une vitesse double, et vient coincider avec
elle sur chaque axe binaire.

ultat que faisalent prévoir les recherches expérimen-
C’est le résultat que f; tp 1 hercl
tales de Curie et Rontgen et que Voigt a le premier démontré. .
Dans le cas général ot § est différent de o, J, fournit une com-
posante perpendiculaire au plan de la pression et qui a pour
valeur 2A sin20.
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121. Sel de Seignette, chlorate de soude, ctc. — Pour ces
cristaux, les équations des surfaces Jy, Jy, J; sont les suivantes :

1° Sel de Seignette. — Orthorhombique. Type de symétrie :
L2(Oxz), L'*(Oy), L"2(03).
On a
Jy=o,
Ja=azt+byr+c3? (a+b-+c=o0) ; 3 coellicients.
Js=Axyz, )

2° Cllorate de soude. — QCubique. Type de symétrie :

3A2(0z, Oy, Os), 4L,

Jl = 0,
Jy=o, 1 coefficient.
Jy=Axys,

3» Calamine, topase. — Orthorhombique. Type de symétrie :
1.2(03), 2P'(z =0, y = 0),

J1 = 1\0',
{ Jo = Baxy, 5 cocfficients.
Jy =z (az? — byr+ cz?),

Une compression dirigée suivant Oz produit unc polarisation
dirigée suivant Os. Il en est de méme quand la compression cst
normaled Oz, et, dans ce cas, la grandeur de la polarisation varie
comme l'inverse du carré du rayon vecteur d’une conique.

4° Tourmaline.— Rhomboédrique. Type de syméirie : A2(03),
3P(z=o0,...),

Jl = Az’
J; = o, 4 coefficients.
Ja=azsd+ bzpt+ Bpdcoslw,

Une compression suivant I'axe ternairc produit unc polarisa-
tion suivant la méme direction. Dans les mémes conditions, le
quarlz ne donune licu & aucun dégagement d’électricité.
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4° POLARISATION ROTATOIRE MAGNETIQUE.

122. Découverte de Faraday. — Hypothése de Mazxwell. —
Faraday a découvert en 1849 qu’un milieu holo¢dre acquiert le
pouvoir rotatoire quand on le place dans un champ magnéiique.

Maxwell a cu l'idée de rechercher I'explication de ce phéno-
méne dans une modification de la force vive du milieu, et a
montré qu on pouvait expliquer les faits observés en ajoutant &
la force vive par unité de volume

1\ /du\? de\ 2 dw\?2
vei(a@) (@) (@)

le terme com |)lémcn taire

dp dg dr
(9) CiL, d¢ + M, a + Ny — a0
Py T désignant lcs composantes du vortex, et Ly, M, N, le
veceteur
, du du du
Li=L+L =L +<|,25+M %+ N E?)
. . dy do
(9) 1\1._1\1+M_M+<L3—+1v1d7 Na,*)

N.=N+N'=N+<Li‘f+md“’ d“’)

1 d. dy ds

dans le cas des milieux isotropes, (L, M, N) représente, d’aprés
Maxwell, le champ magnétique.

123. Equations indéfinies. — On obticndra les équations in-
définies en appliquant le principe d’'Hamilton .

"(T —W)dwodt=o,
t
pour toute variation virtucile des trajectoires, (8u, 8¢, 8v) s'an-
nulant aux instants ¢, et ¢,.
Le calcul de la variation de cette intégrale est identique a celui
qui a servi & résoudre I'équation des travaux virtuels (n 12 et 13).
L'intégrale Leiple de cette équation est remplacée par une intégrale
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quadruple, mais, comme les du, 8¢, 8w sont assujetlis 4 s’annuler

.aux limites ¢y, ¢, et que ordre de dérivation par rapport & ¢ ne
dépasse pas 'unité, I'intégration par parties pourra s’ellectuer de
la méme maniére et conduira au méme résultat

fA DiB dw dt = (— .)n-fB De A dw dt,

D" désignant une dérivée d’ordre n en 2z, y, 5, ¢
Si douc T est de la forme

T = ®(Dru, Doy, D2w, Depy, ..., Dray, ..., D2by, ...,

on aura, par application des équations de La"ranwe (Chapitre I
équations 18, 19, 20),

' !
T dt dw = f (Udu~+V 38 + W bw) det dw,
vt

o/t

_ dds,  dE; dE,
U_E(—l)nDnd_Dﬁ [d.z‘ ]_(.dx+d dz)

avec

dd
2 = z(—uDe
(10) o,
Doy =2 (=0 DP s
do
& =S (—1)"D" gy

Appliquons ces formules a la force vive T sous Ja forme donncc

par Maxwell

N du\? do\? dw q ar
2] () (8 (B el

nous obLenons

dT i du d(d
hl (_ l)" D~ ,_D_“u —p dﬁ_ d{( (CLP)
d
+2L (cMp)y+ 2
(10) dy dz
= npu . dT (!L‘__ d d d d
| b= 06 = o,
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- LES SURFACES INVARIANTES DANS LES PNENOMENES PHYSIQUES. 101

les équalions indéfinies, dans les milieux homogénes, sont donc
d*u d N d
(1) pm—z[%.q]__[%.p],

elles montrent que la lot de transversalité subsiste dans les milicux
gyrostatiques quand on admet ’hypothése de Maxwell.

124. Propagation d’une onde plane. — Généralisation de
la loi de Verdet.

1° Méthode analytique. — La substitution des solutions expo-
nentielles (n° 16) dans les équations (10') et (11) donne

d ,
[%- @] = ip[x.9],
' @ = p2CV(La+ MB + Ny)u,
donc :
%- ‘,P] = {udCV(La+ M8+ Ny)[«.u],

et aux équations (6) du Ghapitre II il suffit de substituer les
équations

= LAY kg

Vi = S o +ip(k+ )2 u],

avee
k'=—2CV(La+MB+ Ny)

On retrouve les dquations des milieux gyrostatiques douds de
pouvoir rotatoire, et, par conséquent, le milicu propage deux vi-
brations elliptiques semblables, décrites en sens inverse, et dont
les grands axes sont perpendiculaires. 1l faul remarquer que &” est,
4 une tonslante pres, la projection du vectear (L, M, N) sur la
normale d 'onde (loi de Verdet) et change par suite de signe quand
on change le sens de la propagation, contrairement 3 ce qui se
passe dans le phénoméne de la polarisation rotatoire cristalline.

2° Métlhode géométrique. — On a

Tw=13pm2Vi(u} + 0} + Wi+ 8} + 02 + wl)
@« f v
"‘I"ZI.L3CV(Iad+}\Ip+N“{) Uy ¢y wy

uy vy Wy

b

on retrouve la forme d'équation étudiée au n° 28, équation (12).
C 1
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162 CIIAPITRE V.

Vérifications expérimentales. — Le pouvoir rolatoire magné-
tique a ¢ét¢ constaté dans les milieux isotropes, ainsi que dans le
quartz, I’émeraude, la tourmaline.

D’anciennes expéricnces de Wertheim avaient cru établir que
cet ellct est nul dans le spath d’Islande. St I'on se reporte i la
solution géométrique du n° 37, on voit que, par suite de la biré-
fringence, les rotations des points figuratifs, qui représentent
Veffet de la traversée de la lame, s’effcctuent sur des cercles
dont le rayon ddcroit trés rapidement dés que la direction de
propagation s'écarte sensiblement de la direction de l'axe op-
tique. Clest le résuliat qui a ¢é1é d’ailleurs érabli par les expé-
ricnces de Chauvin sur le spath d’'Islande (18go) et qui explique
I'insuccés des observalions antéricures.

Quand le milieu est isotrope le vecteur L, M, N est égal au
champ magnétique. 11 est diflicile de décider expérimentalement
s'il en est de méme pour les milicux anisolropes ou s'il convient
de substituer & I'induction magnétlique une autre fonclion vee-
torielle du champ, car I'effet de la bivéfringence ne permet pas
d’étudier avee précision la propagation suivant des directions
s’¢cartant notablement de I'axe optique.

5° AUTRES PHENOMENES DONT L'ETUDE SE RATTACHE A CELLE
pE LA Forue U, U~,

125. dimantation. — Polarisation diélectrique. — Conduc-
tibilité. — On sait depuis longtemps que l'aimantation, la pola-

risation diélectrique ct la conductibilité se raménent a U'étude de
fonctions vectoriclles, et qu'une généralisation hative de ces ré-
sultats avait conduit certains auleurs a ramener tous'les phéno-
ménes physiques a la loi de Ucllipsoide.

Lord Kelvin a d'ailleurs démontré que les composantes de l'ai-
mantation sont les dérivées d'ane fonction du champ, et Maxwell
a étendu ce résultat  la polarisation diélectrique. L’étude de ces
deux phénoménes est donc ramenée & celle d'une surface unique,
a symétric directe, el n’a pas i uliliser les résullats démontrés
plus haut.
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126. Modification des pl'opl'iéiés optiques produites par un
champ électrique. — Dans la théorie g 'rostatique que nous dé-
veloppons ici, on est conduit 4 admetire qu'a Fopposé de ce qu'on
vient de voir pour le champ magnétique (théorie de Maxwell), lc
champ électrique est sans influence sur la force vive du milicu et
modific au contraire son potentiel gyrostatique. Dans ces condi-
tions, le potenticl gyrostatique des cristaux soumis & un champ
électrique aura pour valeur, en premiére approximation,

W=F(p, ¢, r}+=®(p,q, r, P, Q, ),

® désignant une forme quadratique cn p, ¢, r et linéaire en P,
Q', R’ (composantes du champ électrique).

On est donc ramené a I'étude de la forme U, U2, ¢’est-a-dire &
I'étade de la piéroclectricité. Donc, en premiére approximation,
le champ élecirique n’a d’influence que sur les cristaux piézoélec-
triques ct son ¢tude conduit aux mémes formules.

La deuxi¢me approximation doune I'explication du phénoméne
de Kerr et sera étudiée au n® 130.

127. Déformations produites par un clamp électrique.
(Premiére approximation.) — Un corps placé dans un champ
¢lectrique subit une déformation qu’on étudiera cn premicre ap-
proximation en regardant les (yy Qayay, by, by, by comme des fone-
tions lindaires des composantes du champ électrique (P, Q, V).

Portons ces valeurs dans Iéquation de la quadrique des dila-
tations

‘?(‘z" Vi 3) =& ar a4 bl.}’z + by s 4= l)ad’]’ =1,

on obtiendra unc forme quadratique en z, Y, 5 ct lindaire cn
P, Q' Ry et Pon est ramené & Pétude de la forme U, Uz Donc,
en premiére approximalion, un champ élcctrique ne produit de
déformations que dans les cristaux pidzoélectriques., .
On peut se proposer de rechercher une fonction vectoriclle i,
/ / N Mint
oy w de P, Q', IV, qui définit les a, a,, ay, by, by, by par des
formules (12) analogues a celles de la théoric des déformations
o — du @ — dv dw
\ v=up PTAY B g

(12) ([1 _ dy _(l(v
| 1—<m+d@>’
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164 . CHAPITRE V.
Ce probléme est un cas particulier du suivaot :

- Etant données C grandeurs indépendantes X7, X#~1,Y, ... qui

se transforment comme les coefficients d'une surface d’ordre n,
et qui sont des fonctions linéaires et homogénes des variables
x, ¥, 5, rechercher un vectleur w, ¢, v, dont on déduira les va-
leurs des G} grandeurs X*, X2=1, Y, ... au moyen des opéra-
tions de dérivation délinies par 'identité (13) en A, i, v:

(n—1)
13) (AX -+ [-LY-!—VZ)"E <)\ -g—- “+ ‘Td— —i-v) ' (Au =4 po+vw).
On obtient la solullon de ce probleme en appliquant les mé-
thodes développées au commencement de ce Chapitre ct qui

donnent cet énoncé :
Soit
1
UU'{' = Il_' (.Z‘lx +_}’1Y +51Z)"‘

une forme linéaire en &, ¥, 5 et homogeéne de degré n en z,,
Y1, 51, et solent Jopy, Juy Juy, oo les surfaces assocides & la
forme UUY. '

Le vecteur cherché u, ¢, v est une fonction veclorielle de de-
gré nenz, y, 3, dont les surfaces invariantes K,,+| s Kooy Kty v ee
sonl données par les formules

Kn+l = Jn+l,
K,; K,,_ - . Kn—p
Jn Jn— o Ju—p

I Ak (D
III. — La formule de récurrence des fondtions multilinéaires
. ramenée & une identité arithmétique.

128. Revenons & la formule de décomposition utilisée par
Cauchy dans la théorie des déformations

d d d .
( d.z'+‘y1 y—l—zlzz)-]g:Qq‘g—q".

Cette formule est la conséquence de l'identité

Uy Uyps Uy Ugs

= 22U Uy —

Usr Ugy Ugy Uzg

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LES SURFACES INVARIANTES DANS LES PHENOMENES PIVSIQUES. 165

dans laquelle le premier membre désigne la somme -7

§

(ty) g+ Uy By9)

de tous les termes du déterminant correspondant affectés du
" signe +. Cest ce qu'on appelle le déterminant positif.
La somme précédentc est donc définie quand on counnalt le dé-
terminant ct les éléments situés sur sa diagonale principale.
En général, le déterminant positif

228} eee  Upp

)
B R = Ll B, s UnB,
Upt .+» Uppn

scva défint quand on connaitra tous les déterminants obtenus par
suppression de p lignes et de p colonnes{p =o0,1,2,..., n—1)
se croisant sur la diagonale principale du déterminant correspon-
dant,
(C’est ainsi qu’oﬁ a les identités
Un Ure Uy Uyg Up U
Uyt Use Uz || =3luygtintirz— 2" (1egy Uy 4 162 Upg + 2253 Ugg) +

UWay Uzy U23 |,
Uz Ugzs Uzs

Uz Uzz Usy

Uiy, Ussy Uyy désignant les mineurs relatifs & wyy, s, ugg, et

p!la factorielle 1.2...p.

WUy o0 Ugg

Umm Umn

= § i ttaa g Wy —3 Susu

-+ ’).!EltllU“I
Unm Unn

Uyy oo Uy

Uy Uy Uz Uy,
+- e Wi Uupj Umm Upn
218 —_ e

“es oy oo .

Wji Wjpj Upm  Unn ,
Uiy ce .

o Uyy
Pour ‘imer 1'é $ odnéral, désie r 1 )
our exprimer 'énoncé général, désignons par la notation

1%, 9%, ., n%n

le produit de’

a; déterminants diagonaux & 1 ligne et & 1 colonne,
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166 < CHAPITRE V.

Par définition, le déterminant diagonal a p lignes et & p co-
lonnes est oblenu en supprimant, dans le déterminant primitif,
(n—p) lignes et colonnes se croisant sur la diagonale principale.
De plus, le produit 1%.%...n% utilise une seule fois chacane des
'lignes du déterminant et, par conséquent,

)+ 2%+, . NUA,= N,
Désignans enfin par Ja notation

[]“1.2“:, - n'xn]

Al
la somme de tous les produits correspondant aux mémes valeurs
de oy, oy ...y a2y,
Les résultats précédents conduisent d écrire I'identité

’
Uy «os U

(14) N =E|l°‘1.2“a ..na‘nl[l“l.')_qz...llau],

Upy oo Upn

dans laquelle | 1%,2%...n%| désigne un coeflicient numérique, fonc-
tion des oy, &, ..., 2,3 la sommation ¥ s’étendant & toutes les
valeurs enliéres, positives ou nulles, de ay, a9, ..., 2, vériliant
Pégalité

Qg4 28yt AR = 1.

En appliquant Iidentité (14), on abtiendra, par la méthode
des grandeurs ombrales, Vexpression d’une forme multilinéaire -
quelconque @, en fonction d’un covariani, de surface d’ordre n, ct
de formes multilinéaires d'ordre inféricur & n. Cetle formule de
récurrence permetira done d’exprimer la forme @, en fonction de
covariants de surfaces d’ordre n, n—1, ..., 1 el démontrera,
par suite, la proposition énoncée au début de ce Chapitre.

129. Nous nous proposons de montrer que I'identification
admise par la formule (14) est loujours possible et ne comporte
qn’un seul systéme de solutions données par la formule

I l‘xn.',]."xx. . .nanl = (—])IH—])P!

p désignant la somme
Ay Ayt U= P,
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A cet eflet reportons-nous au développement du déterminant °
positif : nous désignerons. par la notation

{1l

("

un quelconque des termes formés par un cycle de 7 chilfres, ¢’est-

a-dire un terme
: UB,Bs - BBy LB,B, + - U3, B,

par la notation W(n——l)'i un terme formé par un cycle de

1 chillre et un cycle de (n -+ 1) chiffres, ¢’cst-d-dire
uﬁiﬁl'ulﬁiﬁﬂ'uﬁuﬁa' . 'uﬁ"ﬁg, d
ct, en général, par la notation

gl“|.2“=. . .n“r:},

un terme formé par
ay cycles de 1 chiffre,

aq cycles de o chiffves,

a, cycles de n chiffres,
Oyy L, « o« y oy, salisfaisant d’ailleurs 3 la condition
Gy 2% +.. A N&y= NN,

Nous classcrons les termes en espices et les espéces en genres :

On appellera termes de méme espéce les' termes dilférents
mais représentés par les mémes valeurs de ay, ay, ..., o, c'est-
a-dire par la méme notation f1%.2% .. sy,

On appcliera termes de genre p les termes d’espéce différente,
mais pour lesquels la somme ay+ay-+...4a, aura la méme
valeur p.

Les mémes définitions s’appliqueront aux sommes particlles
qui figurent dans Videntité (14), c’est-a-dire aux sommes
[l“t.zaﬂ...ll“"]. i

130. On déduit immédiatement des équations précédentes les

résultats suivants :

1° Dans chaque somme partielle [1%.2%...n%], les termes de’
méme espéce |18 8., .| ont méme cocflicient (conséquence
du mode symétrigue de formation des sommes partielles);
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168 CHAPITRE V.

20 Le coefficient d’un terme de genre p est nul dans toute
somme partielle de genre ¢ > p;

3° Lecoefficient d’un terme de genre p et d’ ercce f1Bi,2Bs... 0}
est nul dans toute somme partielle de genre p et d’espéce
[1%.2%. . .n%], sauf le cas particulier olt ay == 3,, ay=,, ...,
ap= Bp; c’est-d-dire saufl quand le terme et la somme partielle
sont de méme espéce. Dans ce cas particulicr, le terme de
genre p a pour coelficient, dans la somme de genre p, la quan-
L (—1)7tr,

De ces trois premiers énoncés il résulte que l'identification (14)
est possible et ne comporte qu’une solution :

En effet, en vertu de 1°, il saffit de faire porter I'identification
sur un terme de chaque espéce; et, comme la notation de ces
termes est identique & celle des coefficients numériques, le
nombre des équations d’identification est égal au nombre des
inconnues. )

D’autre part, en vertu de 2° et de 3°, ces équations sont de la
forme

(—1)+P1%.9%,  nfn|4 ., . =1,
les termes représentés par des points étant de genre inféricur a
celui da terme |1%.2%...n%|. Ces équations déterminent sépa-
rément chaque coefficient de genre p en fonction linéaire, i coel-
ficients entiers, de coefflicicnts de genre inférieur & p. Donc elles
n’admettent qu un systcme unlque de solutlons et ces solutions
sont entiéres.

131. Je dis de plus que tous les coefficients de méme genre
sont efraux :
Pour le démantrer, précisons la notation d’un terme

{ 1%.9%, , % ;

Représentons par la notation
. or
un cycle & r chiffres
uﬁxfiz‘ up:ﬁa‘ M 'uﬂrﬁn
et désignons par les notations
O 5 e Vgcr .

les a, cycles dillérents. , .
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" Un terme quelconque | 1%.2%. . n%| aura pour notation

:1“1.2%...71%; = zv{.v;...v&l...vﬁ.vg...v;r...z = gﬂ.v;;

représenlons de méme par o le déterminant

llplﬁ’ vee ll,lf}‘[jr

D P esua

ug.B, ... UBB,

qui conticat le eycle o7,
Dans la somme partielle [1*.2%...n%] se trouve un produit de
déterminants qui contient le terme | 1%, 2%., .n°‘uz, c¢’est le produit

wlwl.ooowl owlowl. wl . =Tw.

Désignons enfin par
Wi/

le déterminant diagonal & i+ ) lignes et {+f colonnes qul con-
tient les (luermmanls diagonaux wé, wi, ...

On apergoit aisément que les produits de déterminants qm
contiennent le terme [II¢| sont donués par le lemme suivant :

° Lemme. — Le terme {Ilv| de genre p est contenu avec le
coefficient (— 1)"+p : -
Dans le produit v de genre p;
. Wi 1wy '
Dans chacun des produits w ———=de genre (p—1);
i

Wy
L't, d’une maniére générale, dans chacun des produits

w T wa 5 wp 3wk
Hwx 1]wp 1wk

de genre p'<C p, les opérations I pouvant porter sur toutes les
combinaisons possibles que I'on peut former avec la suite des
facteurs . Dans tout aatre produit, le terme :II‘): a pour coeffi-
cient zéro. .

Du lemme précédent on déduit que fous les coefficients de
méme genre sont égauz. Sil'on admet, en elfet, que cette éga-
lité des coeflicients ait été vérifiée pour tous les termes de genre

-p'<< p, on en conclut qu’elle est vérifiée pour le genre p, car les
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équations qui (ournissent les coeflicients Cj, de genre p sont de la
forme
(— 1)+ Cpy+ Z4p1 Cpt +Zyp—3Cpg +... =1,

par hypothése
EY[)—i Cl’—l = Cl’-‘ E“(p_], e

et, en vertn de 4°, Xv,_x est le méme pour Loutes les équalions
) (K] Tr I

rclatives aux cp, Cpy c;,, .... Dot 'on déduit

Y

Cp=Cp=Cp=....
132. Cette valeur commune des coefficients Cp est égale
a (—1)7*Ppl. — Considérons a cet cflet 'identité ' '

U1 cee Uin Ut,n+1
) coveny [l=EliBiabi. . (a4 DB |
1
* Un1 v Un,n Un,n+1 x [1 Biofhs...(n+ I)p"ﬁ],

Uin+1)1 voe Upat,n Unaetna-

et annulons les termes de la dernitre ligne et de la derniére co-
lonne du déterminant positif, a 'exception du terme diagonal
Unyr,ner que nous ferons égal & 1. Le premicr membre de I'iden-
tité (14') se réduit au délerminant positif de l'identité (14), et
Pidentification des termes =1°‘nz°‘s. ..n% | donne la formule de
récurrence

(15) [1%2%, 0% | = [ (% 9% o nd | o oy | o %] -l

d-ap| 102, R%=1 (R4 1),

Or, en vertu de 4°, il suflit de vérifier la formule Cp = (— 1)**Pp!

pour un terme
CP = l ”’(n_P)I I7

remplagons dans (15) tous les Lermes, sauf | 1%+ 2%, .. n%| par
leurs valeurs ¢, =(—1)**Pp ! et nous obtiendrons

| 1%+t 2%, n%n l o (._ I)n+a,+u,+...+a,,(al+ Oy o oo O - 1)'

= (_ I)n+p+l (P -+ l)!.

Par conséquent, Ja formule ¢p=(—1)"+Pp! supposée vraie.
pour le déterminant positif & 7n lignes et pour les coefficients

In-1f, [vtat!, | 2(n—=01], ..., |tP(n—p+D)]
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du déterminant positif & (n 4~ 1) lignes, s’étendra au coefflicient

| 1o+t (n—p)t|-

Comme on oblient directement | 7 -+ 1|=(— 1)**, on en con-
clut que la formule est générale.

133. Loi de réciprocité. — Désignons par
(1% 2%. .. .n%];

I'expression obtenue en remplagant dans [1%.2%. .. n%] chaque
déterminant par le déterminant positif correspondant, nous aurons
la formule

Uy see yp
vo e | = E(—)rep L [1M2%, 0% ],

Upg oo Upp

autrement dit, il y a réciprocité cotre les déierminants et les dé-
terminants positifs. .
Pour le prouver il suffit de fairc porter V'identificalion sur les

lermes ,
(=07 | 1%2%, . n% ;,

(—1)7 désignant le signe du terme dans le déterminant. Avec ce
changement de signe on passe d’un dnoncé 4 I’énoncé réciproque.

134. Identités arithmétiques. — Ln égalant le coefficient
de | 17| dans les deux membres de la formule (14) on a deux iden-
lités arithmétigues connues.

La premicre s’obtient en classant par genres les produits de
déterminants qui conliennent le terme {17! :

En vertu de 4°, %l”} a pour coefficicnt 'unité dans le produit
du genre n, dans chacun des C} produils de genre n — 1, des G}

produits de genre n — 3, ... qui le contiennent. D'ou I'identité -
!l —Cln—!4+Ci(n—2)!—...=1.

Le seconde formule s’ablient en classant par espéces les sommes
parlicllcs qui conliennent le terme {17 ],
Le cocfficicnt de } 17 | dans la somme partielle [1%. 2%, ., n%]
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n!
(D (o) (mnh)reay lay!lia,!

On a donc l'identité
Z (—nrpl (=1
(N& (2%, . (o Doy lag L ooay VRl

la sommation s’étendant & toutes les valeurs cnti¢res; positives ou
nulles, de ay, a4, ..., , vérifiant les relations

5di+2dg+\..+nan=ﬂ,
[ a4 dytenst a, =p.

L'identification du coefficient d’un terme quelconque

{lﬁl.zﬁn...nﬁng

se raméne aux deux formules précédentes.

IV. — Applications de la formule de récurrence.
1° FORME TRILINEAIRE.
© 135. La forme trilinéaire a pour notation ombrale

U0 Us=(a 21+ bl.}’l+c,zl)(a2x2¥i—b2'y2+cz z)(@3rs 4 by y3+c33;).

Posons
Uij=ai%;j+b;y;+ c,-z)-, . Vi=aiz+biy-+cis,
[UU;]= E[aiaj] [.Z‘i.’{‘j], [V"Vj] = E[aia_,-] x,

[U:U;U;] = E[aiajak][ximjx/c], [V.V;V.]=X[aia;ar],
d d d
P.V,V;V, = (xi Tz +.. ) (xj % + . ) <z‘/,a—;' +...) YiVij,

d d ;
P.V:[V;Vi]= (’”"'d: +.. ) ([.T_,'x/,-] prtaalt ) V[V, Vel

D R A P N A R I AR A}

B I P, youe

et appliquons la formyle

Uy Uy U3

uyg Up Uy ] ;
—11 Uge Uz
Uz Usy Uyg || =3! Uyg g tzs—2! Eu, | U2 Uas  Uszs
Uzy Ugs Uzs . ez Uss u u u
2 . 31 Uzy Uz
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nous obtiendrons la formule de récurrence (16)

(16) P.V1V2V3=3!U1U2U3—9,!gU,[UgUs]
+ Uy [UsU;] +Us[U; Us] | + Do D

avcee
ay; by ¢ ry Y1 %y
Da == | @3 bg Cq |y D,c =| Ty Y2 RS2 |y
as by c3 3 Y3 &3

on se trouve ramené au calcul de formes bilinéaires qu’on expri-
mera au moyen de la formule (2); d'olt la formule définitive (17)
qui donne U, U, U, sous forme d’une somme de covariants de
surfaces

(7) 310,U, U3 =P.V,V,V,
+P.V[VoV, ]+ PV [V, Vi T+ PV, [V VL]
+ P.[ViVo V] PV ViV ]+ P [V V V. ]
—D.D,. ' ,

‘

136. Retations d’invariance. — La forme U, U, U, contient
3% = 27 coefficients distincts. [’ensemble des surfaces V,V,V,,
Vi[V.Vs], oo, [ViV.V,], ... et de la constante D, contient
38 coefficients. . ‘

Les relations d'invariance qui expriment les 11 coefficients
additionnels sont les suivantes': :

(18) VI[VQV3]+V2[V3V1] +V3[V1V2]=(-Z'2+_}’2+52)Da,
(19) [V1V2V3]+[V2V3V1]+[V3V|V2] = 0, 4
(').0) AV‘ [VQV:;] = AVQ[V;; Vl] = AV;;[Vi V2]-

Ces relations indépendantes définissent 11 coefficients en fonc-
tion de 27 autres. Le probléme est donc résolu, et il n’existe pas
de relation d'invariance indépendante des précédentes.

2° FORME BIQUADRATIQUE.

137. La forme biquadratique a pour notation ombrale
ViU =(a o+ {)lyi -+ clzl)‘-;(az- +by+ecz)?,

adoptons les mémes notations que précédémment et appliquons la
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formule

Ui ... Upy ”

— ] — 3t T+ 2l L3 ]+ el 2] — [41],

Uyt oes Uy
nous obticndrons la formule de récurrence (21)

(21) P.V3V2=41U3U2—4.3! UU[UU, ]+ 2.2 I [UUILUU],
ct, par suite, en appliquant les formules (16) et (2),

(22) 4!UIU2=P.ViV2
+4P.VV,[VV,] :
+2P.[VV,J[VVi]+ 4P.VIV,VV, ]+ 4P.V,[VV V]
+8P.[VV,VV,]

_— Da D.t
avec

D, =[aa -+ [bbP+[ec,t, De=[on I+ Dy P+ [55n

138. Relations d'invariance. — La forme U3U? contient
2= 36 coelficients distincts. L’ensemble des surfaces V3iV2,
VV,[V.V,], ... ct de la constantec D, contient 47 coelficients.

Les relations d’invariance qui expriment les 11 coefficients
additionnels sont les suivantcs :

(23) . AVV | [VV,]+2[VV,VV ] =0,
(24)  VIViVVil+ Vi[VV,V] 4 [VV,]1[VV,] = (2242 +5?) Dy,
(25) AVIV,VV ] = AV [VV, V] = A[VV,][VV,]

3° Forng U2 U~,
139. Ltudions d'abord la forme

Ul U2- . -Ulll = Wy Wanes - Uy

on obtient la formule de récurrence générale en remplagant dans
la formule (14) les «;; par leurs valeurs

Uij= %)+ by + 2.

Chaque terme du développement (14) devient égal & unc somme
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de produits de facteurs et chaque facteur a pour cxpression

Uy e Upp a7 +b1y 4135 ... ayxp+byy,+c 3,
, - o ..---.--...-'--.o * s e s * s e 00 e a0 000
Upt «-e Upp apZ1+bpyi+cuzy ... apxy+byyp+cpsy
a by o zr Y1 &
= >
ap b, cp Tp Yp Bp

Done, aprés la substitution précédente, chaque somme partielle
[1%.2%.. .n%] contenant un exposant 2, d'indice supérieur & 3
devient nulle, et, par conséquent, la formule (14) appliquée aux
formes ternaives donne la formule de récurrence

(26) PV Voo V= X(—n)ym+rp! [1%.98,37] <a b= m>-

a+B+y=p

140. Appliquons cette formule dans le cas particulier ot
Vy=V,=...=V,,. Dans celte hypothése, tout produit 1“2%‘(
de déterminants est nul si 'on a

.

By # o, ou B>2 . ou >,
par conséquent, le développement (96) se réduit a

(27) P.ViVyVi=(n-2)l[17+2]

— () [1221] 4 nl[17=222] 4~ pl[172-831]

et 'on a
[1]=U,Us...Upn,
(28) [17=221] = U, U,... U,,,E[g 5,’]
(29) L] = U U, "'EEUIJU{J]EJ%, ]
(30) [17-331] = U, Us...U,, D(TUi%Ulj_/)

[U.U;] a la méme signification qu’au n° 133,

a; by ¢ i ¥ a ..
DU U Un)y=|a; b, ¢;|x|@; y; 5 |;
ar b cp Zr Ve &k
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on écrira de méme

a; b; Vc;
D(V:V,Vi)=|a; b; ¢; |,
ar bp e

la sommation I s’étend & toutes les combinaisons possibles
d’indice. '

141, dpplication de la formule de récurrence (27). Calcul
de U3 U", — Désignons par :
J8 Vopération qui transforme [1”] en [17726287;
oy 'opération qui transforme [17] en [17=3v37].

Avec ces notations, la formule de récurrence (27) s’éerit,

(25" P.VIVi= (n+2) U3 Ur— (n 1)1 £,. U U»
+nlfy. U U2+ nle, . Ui U~
Nous représenterons par Q...R un produit d'opérations se
succédant dans l'ordre Q...R. Les opérations fg et oy ne sont

définics que pour des produils de facteurs. Par délinition, nous

écrirons f
fﬁ(3~[11 Upe . Up) = Efﬂ(Ule- Un)y

?Y(S'Ul Uz. . ‘U,,l) =3 (?Y(Ul Ug. -.Um),

et cette définition de I'addition entraine celle d’un produit d’opé-
rations f et o se succédant dans un ordre quelconque. Ce produit
dépend d’ailleurs de V'ordre des factenrs.

Tout produit d’opérations formé avec les (p + ¢) facleurs

SBo JBa s SBp

Sy Pre ee0r Oyp

rangés dans un certain ordre et appliqué a U, U,. ..U, wransfor-
mera U; U,...U, en unc expression

SU,U,...U,.D,.Dy.. Dy,
dans laquelle les nombres s, ¢ sont donnés par les formules

{ t="1+Y24 0ty
l s+3t= 171—(31+f3«.>+-~-+pn)‘
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Pour obtenir la valeur de U3U”, nous utiliserons une opéra-

tion _II"I, qui soit un .polynome entier des opérations fet ¢ et qui,
appliquée au produit U, U,...U,, le transforme en une somme

XU, U}...U)_, DyD,...D,.

Opérons par W, sur la forme U} U~ Appliquons ensuite &
chaque terme de la somme obtenue la formule de récurrence (27')
et ajoutons les résultats. Nous obtenons la formule nouvelle (27")

27") P.W,.ViVi=(n+2—p)I W, Ut Ur—(n +1—p) f,.W,. U U~
7°) p- Vi » ?) L. U2
+(n—p) f2. ¥, Ui Ur4-(n —p)! 0.1, U3 U~,

d’ou nous déduisons, par applications successives de la for-
mule (25") pour p =o, 1, 2, ..., la formule (31)

(31) PP +W ...+ W¥,).Vive
= (n+2)!UfU2+ Z(n + 2 — p) ! (Wp—f1. Wp1 +f2.W ) U3U2
+¢12(n—p)! ¥, U Ur+ R,

avec Wy =0, ¥, =1 et le reste R ayant pour valeur

R=(n—p)fe.%,.0Ur—(n—p+0D)!(fi.¥p—fo. Wpy) Uz U~

Y

De la formule (28), on tirera la valeur de l'inconnu U3 U~ a
I'aide d’un choix convenable des opérations ¥ et du nombre p :

Il sulfira de définir les opérations W par la formule de récur-
rence
(28") Wy —f1.Wpy+f2¥pe=0
et de définir le nombre p par la condition d’annuler Ic reste R :
R=(n—p)/f2.¥p.UUr— (n— p4+-1)| ¥p,,. Ui Un,

ce qui aura lieu pour p =n 1.’
En résumé, la forme U? U~ peut étre égalée & une somme de
covariants de surfaces conformément & la formulc (32) : :
. ﬁ=n+1
(32) (R+2) U3 UR=P.(Wor Wit o+ Was) VIVI— 1. Y (1 —p)! Wy .
. =
La méthode précédente, s’étend d’elle-méme a I’étude des formes
Uurue=, U2UIU~, ete. .
C. 1
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142. Calcul des opérations Wp. — Les formules (28), (29),
(30) donnent les expressions des opérations f,, f;, o, quand on

les appliquea V, V, V2, Ce sont :

(28" (fi-ViVaVe = [V V2 ]Ve 4 ALILVVIIVa - [V, ]V, | Ve,
(29") { fo-ViVa Ve = AZ[VV,1[VV,]Va-2,
(30") ( 91. ViV Ve= AL Va-iD(VV,V,).

~ Ces valcurs, portées dans les formules de récurrence (28'),
donnent la valeur de ¥, qui s’exprime par la formule (33)

(33) W,= ALF, 4+ 2A0-1G,+ AZ- I,
Fp, Gp, H, désignant les opérations définies par les formules (34)

Fp.ViVe = {[VPV 3V [VPIVILVV ] +. o+ Vi [VP-1V, ]| Va—rp
=X[V2V, ][ V"V ]Ve-p (g + r= Py g =0,1,2, ..., P),

H, Vive= | [[ve2vI0VViI] + [LVe-2 viIEVEViT] +. .

Chaque opération Fp, G, H,, fournit donc une somme de sur-
faces invariantes et nous allons montrer d’abord que les formules
donnant les axes successifs de deux vecteurs permettent de les
ramener & neuf surfaces types.

143. Relations d’invariance entre les surfaces qui dé finissent

la forme Ui U”, — La forme U? U” est définie par les surfaces

V%Vn’
: g+r=p . .

F(g,r)=[V7V Vrv ]Va-r < - >
(‘I ) [ 1][ q‘=0,1,---,p >
(35). G(Qa 7‘) = [V(IV1VI‘V1]VIL—p+1 (q—‘—": P —1 >,

G=0,1,2.., p=—2
H(g,r)= [[qul][V"Vl]] Va—p+1 (q.-l-l‘zp_[ >.

‘ =12, ey p— 2

Les surfaces d'ordre n+2, n, n —2, ... sont invariantes
directes, les autres sont inverses.
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Les formules qui donnent les axes successifs de deux vecicurs
(a, b, ¢) et (ay, by, cy) sont :

1° Pour 2 p' 4 o facteurs

[al-a,-/.a,-a,v. . .a;_.ak'.azap]
= (—1)?(a;ay+ b;by+ cicp). . (ajap + brby 4+ crep)[arar];

2° Pour 2p'+ 3 facteurs

[aw.aiar.ajap. . .arap.arar]
= (— 0¥ (a;ap—+ biby+cicy). . (@pap+ brbp =+ crep) [agarar].

Dot 'on déduit les valeurs de F, G, H en valeur absolue (la

détermination du signe est inutile, car l’opératioh P affectc le
résultat final du signe +4) :

1° Surraces T (g, r).

F(o,2r'+1)=(a+ b2+ )"V, [VV,]Vsr-»,

FOm) 1 B (o, arm 2) = (@3- 03 4 c2)F Vo [VV, V] Vo,
F(2q'+ 1, 27"+ 1) = (a¥+ b2+ )7+ [VV,J[VV,] V7—»,
' F(ag'+1,2r+2)=F(2¢9'+2,27r"+1)
(36)F ") L (@ b2t c2)q'+l"
F(2q'+2, 2r'+2) = (a?+ b2+ c) '+

X [VV,VI[VV,V]Vr-»;

2° Surraces G(gq, r).

G(o, 27+ 1) =(a+ b2 4 c2)" [V, VV ] Va—p+i,
G(o,r) G(o, 21" +2) = (aa, -+ bb,+ cc;)
. l < (a2_|_ b2 - c!)r'tvvl]Vn.—p-H,
G(2g'+1,2r"+1)=G(0,2¢ 4+ 2r' + 2),
Gl G(ag'+1,27"+2)=G(2g"+2,27"+1)
(g,7) == (aai+ bby+ccy) (a?+ b24-c2)7'+r
g#o x [VV,V]Vr—p+,

G(2q'+1, 20" +2) = G(o,2¢'+ 27"+ §);
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i

3° Sunwaces H(q, r).

H(2q'+1,2r"+2) =0,
H{2qg'+1, 27" +2) =H(29"+ 2,27 +1)
={[aa T+ [66,12+ [eei ]2
> (az+ b2 1 2 )r]’-;—r’ V/L-—p+2’

H{2¢'-+2,2r"+2)=o.

[Pour =2, la formule H(1, 2) est un défaut, car on a
\
2V -
H(1,2)ViVi=o0]. :
Un raisonnement analogue & celui donné au n® 107 permet de
déduire des formules précédentes les relations d’invariance :

AT (o, 2r'+1)=A3_,F(o, 27"+ 3) +2A}_,G(0, 2r" + 2),
AF (0,27 +2) = A2_, F(o0, 2"+ §) '
+2AL G, 2r+2) -+ 2 U (1, 27+ 2),
AF (1,27 +1) = A} ,F(1, 27"+ 3)+2H(1, 27"+ 2),
(37)% AF (1, 2r' +a2) = A3, F (1,27 +4), ‘
AT (2,20 +2) = A3_pF(2, 27"+ 4) +2H(1, 27"+ 4),
AG(o,2r'+1)= A2 5y G(o, 27" - 3) +-2Ak o H(1, 27"+ 2),
a AG(o, 27" +2)= A} _pyy G(o, 27"+ 4),
AG(r27+2)y=A% ., G(1,2r"+4),
AH(r, 27" 4+ 2) = Adyp H(1, 20"+ 4),

d’ott 'on déduit que toutes les surfaces F, G, H sont des sommes
de covariants des neuf surfaces suivantes :

F(o, 1) = V,[VV,]s-1,
F(o,2) = V,[VV,V]Vr-2,

' F(1,1) = [VV,][VVi] V-2,
(38) {

F(r,2)=[VV{J[VV, V]Ve3,
F(2,2) = [VV.VI[VV, V]V,
G(o,1y=[VV,V]Vrt,

a IG(O’ 2) = (aay+ bby+ CC])[VV1]V’L—2,
G(1,2) = (aa,-+ bb,+cc;) [VV, V] Ve-3,
(1, 2) = {[(ml]z_{_ [66: 1+ [001]2§V”“2,

et, par conséquent, les surfaces qui définissent la forme Ui U” se
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trouvent d’abord ramenées a 10, & savoir la surface Vi V" et les
neuf surfaces énumérées aux formules (38).

444. Les neuf surfaces (38) peuvent se ramener & cinq. Un calcul
analogue 4 celui du n°® 136 fournit en effet les nouvelles relations
d’invariance

F(o,2)+F(1, )+ G(o, 1) = (22 + 1+ 22) H(1, 3),
(30) AF(o, 1)+ AZ_, F(1,2) =A}G(o,2),
AF(0,2) = A2 _, (3, 2)+ A2 G(1,2)+2H(1,2),
A2 _,F(2,2)+ AF(0,2) +AG(o, 1)+ (n2—n+2)H(1,2)=o0.

Ces relations définissent les quatre surlaces F(o, 2), F(1, 2),
F(2,2), G(I; 2) en fonction des cinq aulres, d’ol ce théoréme :

Tatorkme., — La forme U; U” est définie par les siz surfaces
invariantes
V2V,
V, [VV,]Vrt,
[VViI[VVi1Ve-2, [V VV,IVe1,
(aa,~+ bb;+ cc))[VV, ] V"2,
[[aai+[06:1+ [ee]{ Ve,

Relations d’invariance auxquelles satisfont les siz surfaces
qui définissent la forme UjU". — Pour nZ 2, les six surfaces
existent et la somme de lems coefficients est égale a 6C 45,
dépassant de cing unités le nombre des coefficients de U2U=. 1l
existe donc entre les six surfaces des relations d’invariance four-
nissant cinq coefficients en fonction des 6C;* autres. On les
obtiendra en formant le tableau des Af de ces dlvelses surfaces et
en déterminant ¢ par la condition d’obtenir pour Af un covariant
de degré oou 1 enz, y,z

Le tableau des A%, qui s’obtient en appliquant les formules de
récurrence (37), est le suivant :

AF(o,1) = A3L, F(0,27 4+ 1) + 20 A% G(o,2¢6),

AT (1, 1) = A3’ 1 P20 +1) +20A 22 1T (1,20),

(40) AIG(o,1)= A2i, G(0,20 +1) + 2EA25 TI(2,21),
ALG(O 2)= A ,t_‘,G(o 21 +2),
' AT (x, 2)—-A,, oI (1,274 2).
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On en déduit les relations d’invariance

s ArF(0,1) = Ar—1G(0,2),

2p(2p —1)
APF(r,1) _ APG(o,1)
2p  2p(e2p—1)
( Ar+1F(0,1) = APG(0,2) = o,
Deuziéme cas... n=a2p-+1 3 ArT(1,1)
2p

Premier cas.... n=2ap

= Ar+11I(1,2).

= Ar—1II(1,2).

148. Caleul de la somme o,3(n—p)! W,UiU%. — Pour
obtenir la valeur de U2U* fournie par la formule (32), il reste a
calculer la somme )

0 2{n—p)! W, UUr =SA,(p=0,1,2, ..., o +1)

On a
W, =ALF,+2A0-1G,+ Al H,,
‘Pl-Gp-U%U“‘ = €P1-H/).U‘f Ur = 0,

el, par suite,

-+ r=
A=n!(n—p)ZUn——p—lD(U[UqUI][Uz U‘]) <q 14 ]])-

q:p,l,‘Z,...

Dailleurs, les formules qui donnent les axes successifs de
deux vecteurs entrainent la formule de récurrcnce (41) valable
pour g 22, r22,

(41) D(U[Uzq'+q,U,][U2r’+nU1])
= (@24 b2 4 )T+ (@24 y? 4~ 52)7+' D (U [Uz Ul][U"nUl]),

d’ot 'on déduit

(42) D(ULU7U,3[U"U,])
o si p=2p,
(@24 D2+ )P (22 + Y232 (2 [aa, ]2) (2 [wx1]2> Un-2p'-2
si p=2p 41

D’oi la formule (43)
(43) SAp,=n'Z(n—ap'— 1).(2p'+2)(x2+y2+::2)1" (z [z‘x,]ﬁ) Hy g VIVE,

en posant
Hypar V3V = (@2 D2 o) (S[aa]) Vet
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Il est facile de voir que, sauf le cas d’exception n = 2, I'opération
H, 7y estidentique a Popération H(2p'+ 1, 2).

Sil'on se reporte, en eflet, a la définition des surfaces H(q, r)
(n° 143), on voit que P’on a

n=2, p'=o, Hopi ViV2 =[aa, 2+ [06)]2 + [cal ],
H(2p' +1,2)ViV2=o,
n>2, Mypsy VIVE = H(2p +1,2) VI Vn,

V.— Applications de la formule de décomposition de U3} Uz2.

146. Dureté. — On convient d’adopter comme mesure de la
dureté d’un corps la charge minima pour laquclle une pointe pro-
duit une rayure sur ce corps. La dureté dépend donc de la nature
du corps utilisé pour produire la rayare. En outre, elle n’est pas
la méme pour toutes les faces d'un méme cristal; pour une méme
face elle varic avec la directlion.

Bien que les considérations qui se rapportent a un phénoméne
aussi incomplétement défini n’aient qu’un caractére purement
empirique, nous les mentionnons afin de montrer comment les
formes multilinéaires pourraient en représenter laloi de variation.

Soient \

%, B, ¢ les cosinus directeurs de la face cristalline;
o/, By ' les cosinus directeurs de la direction suivant laquelle on
mesure la dureté.

On a, entre ces composantes, la relation
' + B+ = o,

La durcté D est une fonction de «, 8, v, «/, B/, ¥/, et, d’aprés la
naturc méme de la question, on a :
(44) D=¢ (“’ B) % c‘,1 p"a Y,) = q’(““v - B) — Yy — a'a - ﬁ': "‘"Y’)
Admettons que la fonction qui représente D soit développable
en série :

D=z DI’,'I’

D, , désignant une forme homogéne de degré p cn o, B, v, ¢l ¢

{ ! !
eno, §, 7.
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En vertu de (44) p cl g sonl de méme parité, et 'on est con-
duit & essayer en premiére approximation la formule

D =Dy, + Do,s + Dy,i + Dajo 4~ D1,3+ D;,+ D,,s,

qui fournit des résultats conformes a l’expérienc'e (comparer avec
les résultats des expériences sur la calcite, le sel gemme, cte.).

A ce degré d’approximation, le phénoméne de la durelé est
donc ramené a I'étude des formes U, Uz et U? U~.

147. Calcul de la forme biquadratique U7 U? satisfaisant
la symétrie du systéme cubique (holoédrie)

3A%, 4L, 6L, C, 3II, 6P

Toute surface directe vérifiant cette symétrie est une fonclion
uniforme de
x4 y? 4+ 22,
x2y2+‘}/2z2+ zﬂmz,

z?y? 32,
[

Toute surface inverse, satisfaisant & la méme symétrie, est le
produit de la fonction précédente par le polynome
zyz(@t—y?) (y? —2%) (a2 —2t).

Les surfaces qui définissent la forme biquadratique U3 U2 sont

donc
V%Vﬁ o A(xi_i_}/‘l_'_ 52)‘2 -+ B(.Tb +'}/h+ zk)’

VV,[VVi]=o, :
LYV:I[VV.] _ V[V,;VV1] - V,[VY,V] = 2yt 2,
G C G
[VV,VV;]=o,
Da = D;

on a les relations d’invariance
C=C=00", .
. D=C~+C+C"=3C,
ct, par conséquent, la forme biquadratique U2 U2 a-ses 36 coeffi-

cients réduits, dans ce cas, & 3 coefficicnts distincts.
Les covariants des surfaces qui la définissent ont pour cxpres-
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sion
d 2 d 2
2V2 — £ £ 2y2
P.VIV _<x1 = +> <xd$ +) VIV
. " =8A(2+ y2+ 22) (2} +y} + 51) + 16 A (2T + yy1+ 53,)?

+ 2§ B(222} + 2y} +2%5}), |
PLLVVIILVVi]=P.VIViVV, 1= P.V,[VV,V]
=202} +yt+ 5  zy=[ax],
DDy = 3C(2} -+ y3+4}),

et ces valeurs, portées dans la formule (21) donnent

(45) 302 U2=A(22+ 2+ 22 (2} +y}-+ 3}) +2A (2o + yy + 351)%
/ + 3B (e -+ yiy}+ 2251 + G(o + 1} +31),

formule daus laquelle on remplacera 23 + y3 + 5; par sa valeur

zi+yi+ st =[zz 1+ [y P+ L[5
= (224 y2+ 32) (2] +~y} 4+ 5}) — (o1 + Yy + 331)%

148. Premicre application. Dispersion normale dans les
cristaux cubiques.— Supposons que I’hypothése de Mac Cullagh,
-exposée au Chapitre IIT (n° 77 et 78) ne soil pas vérifiée et cher-
~ chons les conséquences qui en résulteront pour les propriétés

optiques des cristaux appartenant au syst¢me cubique.
Au degré d'approximation qui fournit le premier le terme de

dispersion normale, on a
W=W,+ W,

ct, par suite, le potentiel moyen pendant une période est, & une
constante prés,

Wn=F(p,q,r)+ w2 e(p,q,r, e {3’ 15)

F(p, g, r) est une forme quadratique en p, ¢, r & coefficients
constants ; c’est l'ellipsoide optique de Fresnel.

®(p, q, r, o, B, v) est une forme biquadratique en (p, q, r ) et
(#, 8, v). Dans P’hypothése de Mac Cullagh, cette forme contient
en facteur (a2 24 v2) et la loi de Dellipsoide optique reste
vérifiée. Si cette hypothése n’est pas vérifiée, les cristaux cubiques
ne sont plus isotropes au point de vue optique, et I’on a, en tenant
comple de la relation ap 4+ Bg+-yr=o,

(P, g, 75 % By y) = AP+ g2+ 1) (a2 + B2+42) .
' -+ B(a2p? + B2q2+ y2r?),
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et, par suite,
(46) Wu=(a+ p2A)(p2+g2+r?) + 2B (a2p2+ B2g2 + y212).
Les conséquences de la formule précédente sont les suivantes :

1° Quand la propagation se fait suivant un axe qualernaire ou
un axe ternaire, lellipsoide W, (z,y 2) —1=o0 est de révo-
lution autour de cet axe, et le milieu est, au point de vue optique,
isotrope pour ces deux directions particuliéres de propagation;
mais les vilesses correspondant aux axes ternaire et qualernaire
sont différentes.

On a, en effet :

Axe quaternaire (oc =f=o0,y=1)

W = (a4 p2A)(p? + ¢+ 1) +w2Br2,  Vi=a-+ A

Axe ternaire <a =f=y= ‘/—'_>
3

Wa=(a+p2A+ 2 u2B)(p*+q2+r?), Vi=a+4p2A+ 128,

2° Quand la propagation se fait suivant un axe binaire, ou, en
général, suivant une direction quelconque, Pellipsoide

Wy (z, y, 5)—1=0

n’est pas de révolution autour de la direction de propagation, et,
par suite, le cristal est biréfringent pour cette direction.

On a, en particulier, pour I'axe binaire (oc =8= 7‘—_, y= o>,
2
Wi = (@4 p2A)(p? + g2+ 17) -+ 2 B(p+ ¢*);

dans ce cas l'ellipsoide W, — 1 =0 est de révolution autour de
Oz, et, par conséquent, le plan de.l'onde est un plan méridien;
d’oui les deux vitesses :
2= a-+ prA 41 2B,
Vi =a—+ p2A.

149. Deuxicme application. Piézo-optique. — Un milicu
isotrope, soumis & l'action de pressions, devient biréfringent.
L’effet de ces pressions peut s'interpréler par une hypothése ana-
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logue & celle qui a été énoncée aun® 126 : c’est le potentiel gyrosta-
tique qui est modifié par les tensions intérieures. Par conséquent,
en premiére approximation, ce potentiel aura pour valeur

W =F(p,q, r)+®(p, g, r, N1, Ngy Np, T(, Ty, Ts),

® désignant une forme quadrathue en p, ¢, r, et linéaire en
NH N" N:H 117 T27 T3

Si I'on remarque que les six tensions sont définies en fonclion
du vecteur ombral (a, b, ¢) par 'identité en 2z, y, 5

Nz 4o+ 2Ty yz+...=(ax+ by + ¢c3)?,

on en conclut que la piézo-oplique est ramenée a l'étude d'une
forme biquadratique en (p, ¢, r) et (a, b, c). '

En' particulier, la formule (45) résout la question pour les
cristaux cubiques. Il est facile d’étendre ces résultats dans le cas
général, en tenant compte du pouvoir rotatoire et de la disper-
sion.

180. Troisicme application. Phénoméne de Kerr. — Un
diélectrique liquide placé dans un champ électrique laisse passer
un rayon lumineux entre nicols croisés a angle droit : la sphére
qui représente 'ellipsoide optique, dans le milieu isolrope, se
transforme en un ellipsoide de révolution autour-de la direction
du champ électrique, et, d’aprés de récentes mesures de Kerr, cet
ellipsoide est de raccordement avec la sphére primitive tout le
long de ’équateur; autrement dit, la-vitesse de I'onde ovdinaire
n’est pas modifiée par la présence du champ.

Dans la théorie gyrostatique que nous développonsici, le pheno—
méne de Kerr s’interpréte en supposant que le potennel gyrosta-
tique est modifié par 'existence du champ électrique.

Au premier degré d’approximation, l'effet dd au champ élec-
trique est nul pour les cristaux holo¢dres, comme on l'a va au
n° 126. Au degré suivant d'approximation le potentiel gyrostalique
de ces cristaux aura pour valeur

(47) W=F(p,q,r)+%(p,gr P,QR)
=1 (Pp+ Qg +Rr)+2(p,q,1, P, Q' R,

7

P= %—) ..+ représentant le potentiel-vecteur quand le. champ
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électrique est nul. @ est une forme hiquadratique des composantes
(p; g, ), (P, Q', R') du vortex et du champ électrique.

Développons les conséquences de cctle hypothése ‘dans les
milieux isotropes : nous aurons a appliquer la formule (45) des
cristaux cubiques en y annulant le coefficient du polynome non
1sotrope ' + y* + z4.

Donc, quand un milieu isotrope est placé dans un champ élec-
irique, son ellipsoide optique a pour équation
(48) W=a(pt+ g2+ r2)+ A(pP'+¢Q + rR')?

+ B(p2 4 g2+ r2)(P24+ Q2+ R2) =13

cet ellipsoide est de révolution autour de la direction (P, Q, ')
du champ électrique, et de raccordement tout le long de son équa-
teur, avec la sphére

(49)  a(p2+ @+ rt)+ B(p2+ g2+ r2) (P24 Q2+ R2) =1,
Uulisons le résultat de 'expérienee de Kerr, c’esl-a-dire écrivons

que la vitesse de 'onde ordinaire reste invariable. La sphére de
raccordement (49) devra se réduire a la sphére

ap+qr+rt) =1,

ce qui nécessite B= o.
Ainsi, le potentiel gyrostatique d’un milieu isotrope soumis &
l’inﬂuence'ud’un champ éleetrique (P, Q', /) a pour valeur

(50) W=1(Pp+Qq+Rr)+A(P'p+Qqg+Rrp

L’interprétation mécanique de cette équation (50) permet de
préciser les rapports qu'on a déja apergus entre le potentiel-vec-
teur (P, Q, R) et le champ électrique (', Q, IVV); mais cette
étude, malgré I'importance qu’elle présente, ne saurait tronver
place dans ce Mémoire réservé a I'étude de I’Optique.

FIN.
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