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THÉORIE GYROSTATIQUE
D l ï  L A

L U M I È R E .

I N T R O D U C T I O N .

L ’élher est un milieu dénué de rigidité élastique et uniquement 
doué de rigidité gyrostatique. Autrement dit, à l’inverse de ce qui 
se passe dans les milieux matériels, une déformation sans rotation 
n’entraîne aiicun travail des actions intérieures, tandis qu’une 
simple rotation suffit pour produire une variation du potentiel 
in te r n e  : t e l le  e s t  l ’h y p o th c s e  fo n d a m e n ta le  é n o n c é e  e n  1890 p a r  

lord Kelvin et qui résume la théorie gyrostatique. Avant d’en 
développer les conséquences, et pour en faire ressortir toute la 
portée, nous nous proposons de rappeler les progrès accomplis 
dans l’étude de la lumière.

Avec la découverte du célèbre principe qui ramène l’effet d’une 
onde à la résultante des effets de ses éléments considérés chacun 
comme un point particulier, Huygens jette les bases de la théorie 
et donne un premier aperçu du mécanisme de la réflexion, delà 
réfraction et de la biréfringence. Euler étend plus loin la compa
raison entre la lumière et le son; il insiste sur la notion de pério
dicité des vibrations et assimile les différences de coloration à des 
différences de tonalité. Young ramène au principe des interfé
rences le phénomène des anneaux colorés, mais ses raisonnements
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2 INTRODUCTION.

peu rigoureux ne rencontrent aucune faveur et sont complètement 
inconnus de Fresnel lorsque celui-ci entreprend ses premières re
cherches sur l’Optique.

On sait quelle impulsion inattendue devait recevoir la Théorie 
ondulatoire pendant la courte et brillante carrière scientifique 
d’Augustin Fresnel.

Après avoir réfuté par une étude approfondie de la diffraction 
les objections formulées jadis par Newton, Fresnel s’attaque à 
l’explication du phénomène de la polarisation, resté incompré
hensible depuis sa découverte par Huygens : il tente sans succès de 
produire l’interférence des deux rayons réfractés par le spath 
d’Islande; modifie, en collaboration avec Arago, les conditions 
expérimentales et conclut en toute certitude à la non-interférence 
des rayons polarisés à angle droit. Dès ce moment la notion fon
damentale de la transversalité s’impose à son esprit, et, dans ce 
paradoxe apparent, il aperçoit la liaison entre les phénomènes 
récemment découverts par Malus, Arago, Biot, Brewsler, qui, à 
première vue, semblaient se rapporter à des causes profondément 
distincles : l’interprétation physique de la polarisation rotatoire, 
les formules de la réflexion et de la réfraction, la loi de l’ellipsoïde 
optique sont obtenues comme des conséquences de ce principe et 
font ressortir la merveilleuse intuition qui a conduit Fresnel à de 
telles découvertes, alors que la Théorie de l’élasticité, à peine 
ébauchée, lui était encore inconnue.

Le « Premier Mémoire sur la .double réfraction » date en effet 
du 19 novembre 182 1 ,  et ce fut le 14 avril de la même année que 
Navier présenta son· « Mémoire sur les lois de l’équilibre et du 
mouvement des corps élastiques », créant ainsi la M é c a n i q u e  d e s  

m i l i e u x  c o n t i n u s  ( ' ).
Navier aborde successivement le problème par deux voies 

distinctes : dans une première méthode, il calcule directement la 
résultante des forces qui agissent sur chaque molécule matérielle 
quand le milieu est déformé. C’est le point de vue qui devait être 
longuement développé par Cauchy dans scs recherches sur les 
forces centrales, et qui a guidé Franz Neumann dans ses travaux

( ' )  Le Mémoire de Navier ne fut publié qu'en 1837 ( M ém oires d e  l ’Institut, 
t. V II), c’est-à-dire l’année même de la mort de Krcsncl.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



INTRODUCTION.

sur la double réfraction. La seconde méthode, bien plus profonde, 
est une application des principes de la M é c a n i q u e  a n a l y t i q u e  de 
Lagrange. Elle consiste à calculer le potentiel des actions internes, 
et à annuler sa variation diminuée des travaux virtuels des forces 
extérieures et des forces d’inertie. Les intégrations par parties 
fournissent enfin les trois équations indéfinies et les équations 
aux limites.

L ’analyse de Navicr n’était appliquée qu’aux solides isotropes, 
avec des hypothèses particulières sur la nature des forces inté
rieures. Green, mettant à profit les travaux de Cauchy sur la 
déformation, énonça en i 8 3 y la forme la plus générale du poten
tiel dans les milieux continus : les actions intérieures doivent 
admettre un potentiel, et ce potentiel, localisé dans chaque élé
ment de volume, est fonction des paramètres qui définissent la 
déformation subie par l’élément de volume, c’est-à-dire des déri
vées du déplacement par rapport aux coordonnées. Grâce à ce 
principe, la Mécanique des milieux continus avait reçu sa forme 
définitive, et l’on possédait enfin une méthode puissante permet
tant de résoudre la plupart des problèmes posés par les décou
vertes de Fresnel : signification mécanique de la transversalité, 
double réfraction, polarisation rotatoire, dispersion normale, 
réflexion et réfraction à la surface des milieux transparents 
holoèdres ou hémièdres, etc.

Il pourrait seipbler inconcevable que la plupart des recherches 
se soient, dès le début, égarées dans une fausse direction. En fait, 
par un brusque revirement d’idées, la transversalité, si discutée 
jusqu’alors, parut chose toute naturelle lorsque Cauchy eut montré 
que les solides élastiques participaient à la fois des deux modes de 
vibration des fluides et de l’éther; et, sur la foi de cette analogie 
trompeuse, on se dépensa en tentatives stériles en vue d’assigner 
aux milieux élastiques l’impossible tâche de ne propager que des 
vibrations transversales. ·

La faveur persistante dont a joui auprès de certains physiciens 
la théorie élastique trouve sa raison dans cette particularité analy
tique qui leur semblait une justification de leurs hypothèses : c ’est 
que la théorie élastique était, en apparence, compatible avec la 
condition de transversalité et conduisait, sans hypothèse addition
nelle, à la découverte de l’ellipsoïde optique, comme l’ont montré
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INTRODUCTION.

en particulier Neumann et Green. En étendant l’approximation 
aux termes d’ordre supérieur, on aurait de même obtenu la qua- 
drique de gyration et les surfaces invariantes qui donnent les lois 
de la polarisation rotatoire et de la dispersion normale. Mais une 
explication des faits ne constitue pas un critérium permettant de 
conclure à l’exactitude des hypothèses sur lesquelles elle est basée. 
Le principe d’Hamillon nous apprend au contraire que les lois de la 
propagation dans un milieu indéfini sont entièrement déterminées 
par la connaissance de la valeur moyenne du potentiel; et, par 
conséquent, on peut déduire d’une explication exacte une infinité 
d’explications absurdes au point de vue mécanique, en ajoutant 
au potentiel primitif un potentiel dont la valeur moyenne soit nulle.

Nous avons là une démonstration de ce principe, progressivement 
dégagé par la discussion des théories successives, que la prévision 
de nouveaux phénomènes vérifiés plus lard par l’expérience n’éta
blit nullement le bien-fondé des hypothèses. Il est, avant tout, 
indispensable que ces hypothèses n’impliquent pas de contradic
tion avec les principes de la Mécanique. Enfin, la Physique mathé
matique ne saurait être un prétexte à formules empiriques, mais 
le physicien est tenu de se préoccuper du sens mécanique de ses 
équations et de chercher dans la théorie une compréhension plus 
approfondie de la constitution de la matière.

C’est dans cet ordre d’idées qu’on se trouve amené à faire 
porter la discussion des théories de la lumière sur les trois points 
suivants :

Signification mécanique de la transversalité ;
Principe de continuité des pressions;
Principe de stabilité. 1

i° S i g n i f i c a t i o n  m é c a n i q u e  d e  l a  t r a n s v e r s a l i t é .  — Le 
potentiel élastique est, en première approximation, une forme 
quadratique des trois dilatations et des trois glissements. Cette 
forme à 21 coefficients est la somme de covariants de deux sur
faces, savoir : une surface du 4° ordre ( i 5 coefficients) découverte 
par Haughton,. et une quadrique (6 coefficients) découverte par 
llankine. Annuler la quadrique de Ilankine équivaut à imaginer 
un milieu à forces centrales, et la signification mécanique des 
G conditions est rendue tangible. Annuler au contraire la surface
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INTRODUCTION.

de Haughlon équivaut à imaginer la transversalité des vibrations : 
la qnadrique de Rankine joue alors le rôle de l’ellipsoïde optique; 
mais, dans ce dernier cas, le résultat est la conséquence de io re
lations numériques dont la signification mécanique n’a pu être 
dégagée.

Ainsi, entre le principe énoncé plus haut et l'hypothèse fonda
mentale qui se trouve à la base de la théorie élastique, surgissait 
une contradiction de nature à en faire suspecter le caractère arti
ficiel. En fait, cette théorie n’a pas reçu sa consécration dans 
l’enseignement; la majorité des physiciens ont persisté à conser
ver, en dépit de l’insuffisance manifeste des raisonnements qui ont 
servi à les établir, les équations proposées par Fresnel, et celte 
préférence était justifiée, car les équations de Fresnel exprimaient 
des rapports vrais : qu’on y remplace le mot « vibration « par le 
mot « rotation », et le mot « force » par le mot « couple », on 
obtiendra les équations de la théorie gyroslatique.

2° C o n t i n u i t é  d e s  p r e s s i o n s .  — A l’origine dé la théorie de 
l’élasticité, la continuité des pressions à la surface de séparation 
de deux milieux constituait un dogme évident. Or il fallut re
connaître qu’après annulation de la surface de Haughton ce prin
cipe était contredit par les équations de continuité nécessaires 
pour rendre compte des lois de la réflexion et de la réfraction de 
la lumière. Cauchy crut à l’inexactitude du principe et tenta d’en 
donner la raison. Plus tard, Kirchhoff rechercha dans un potentiel 
complémentaire réductible à des intégrales de surface, et, par 
suite, sans influence sur les équations indéfinies, l’appoint qui 
manquait pour parfaire la continuité des pressions. Mais, dans 
cette hypothèse additionnelle, il est impossible de rendre compte 
des valeurs particulières des coefficients de ce potentiel superfi
ciel. La difficulté signalée précédemment ne fait que s’aggraver.

3 " S t a b i l i t é  d e  l ’ é q u i l i b r e .  — D’après Lagrange, la condition 
nécessaire et suffisante de stabilité est que le potentiel interne soit 
un minimum. Or, si l’on annule la surface de Haughton et si l’on 
réduit par suite le potentiel élastique à un covariant de la qua- 
driquc de Rankine, on ne peut obtenir une forme définie posi
tive, et, par suite, la condition de stabilité ne saurait être remplie.

En définitive, le mécanisme de la transversalité reste une énigme,
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f> INTRODUCTION.

la continuité des pressions ne peut s’expliquer qu’à l’aide d’hy
pothèses additionnelles dont le caractère artificiel est manifeste, 
enfin la propagation par ondes exclusivement transversales de
vient une absurdité mécanique, puisqu’elle équivaut à l’instabi
lité. Au total le désaccord est complet; on se trouve engagé dans 
une impasse, et, pour retrouver la véritable voie, il faut revenir à 
l’origine même de la mécanique des milieux continus.

Quelle est l’hypothèse fondamentale de la Lhéorie de l’élasticité? 
C’est que le potentiel interne qui serait, en dehors de toute inter
prétation mécanique, une fonction arbitraire des neuf dérivées du 
déplacement se réduit à une fonction des six dilatations et glisse
ments. Celte notion est évidente tant qu’il s’agit de centres de 
forces ou même d’actions intérieures définies parles positions re
latives des points matériels; mais elle dégénère en hypothèse in
consciente quand on la généralise à tous les milieux mécanique
ment possibles. Au lieu de s’inspirer de cette idée d’IIuygens ( ' )  
que l’élasticité de l’éther résultait d’un mode de mouvement d’une 
matière plus subtile, les partisans de la théorie élastique ont ad
mis que son polcntiel interne est indépendant de la rotation. Ils 
ont, en somme, raisonné comme cet observateur qui étudierait 
les mouvements d’un gyrostat se dérobant par un déplacement 
tranvcrsal à l’action qui le sollicite, et chercherait vainement dans 
des causes extérieures l’explication des effets dus en réalité aux 
forces d’inertie.

La conclusion de cet aperçu s’impose : il n’est pas légitime de 
toujours restreindre le potentiel interne à un potentiel élastique, 
et il faut revenir à l’équation fondamentale sous sa forme la plus 
générale, telle qu’elle s’était présentée à l’origine

r  ( d n- u   ̂ d'-v
J  P U T ~ d ï

oJ W (/), q , r ,  a , ,  a s , b u  è 2, b 3 ) dm  =  o.

( ' )  « Je  diray pourtant en passant qu’on peut concevoir que ccs particules de 
» l’cllicr, non obstant leur petitesse, sont encore composées d’autres parties et 
» que leur ressort consiste dans le mouvement trcs-rapidc, d’une matière sub- 
» tilc, qui les traverse de tous coslez; et contraint leur tissu à se disposer en 
» sorte, qu’il donne un passage à cette matière fluide le plus ouvert, et le plus 
» facile qui se puisse. » ( H uyq kns , T ra ité  d e  la  L u m ière, p. i3 .)
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INTRODUCTION.

Celle équation, dans laquelle

(u ,v ,w ), (Îp ,  -i-gr, i /-) (a u a2, a3, bu bu b3)

représentent le déplacement, la rotation et les dilatations et glis
sements, résolue par les méthodes de la Mécanique analylique, 
fournit les trois équations indéfinies

avec

d1 a / ¿ Q _ rfR\\ _L_
 ̂ dt1 \dz dy j* dx , dy
d2 v /d.R d?\ ¿T , d.S2

9 dt1 ~ \dx dz j dx, ' dy
dï w IdP dQ\ d.Tt dT,

9 dt* ~ \dy dx j +  ~dx _+" ~cîy

u!T2 _  , 
Cl Z

rfT, 
dy '■

dz ’

p_ dW „  _ d W  T _  rfW
~  d p ’ ~  dai’ · 11 “  dbi ’

et ces équations suggèrent à première vue le mécanisme de la 
transversalité :

Dans les milieux élastiques, W  ne dépend que’ des dilatations 
et glissements, et les équations se réduisent à la forme bien 
connue

d '1 a, _  ¿N, d.Ti d 'T2
 ̂ ~dt* d x  +  d y  dz ’

Dans les milieux gyrostaliques, W  sera uniquement fonction 
de la rotation, et les équations se réduiront à

d - u   c?Q «?R
9 dt'1 dz dy ’

d’où l’on déduit, dans les milieux homogènes, la relation

di Ida dv dw\ _  
dt1 \(to "+" dy d z )  ’

qui exprime la transversalité.
Pour justifier cette première induction, on formera l’expression 

générale des potentiels qui vérifient la condition de transversalité 
et l’on démontrera que, parmi toutes les solutions du problème, 
le potentiel gyroslalique est le seul qui satisfasse au principe de
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8 INTRODUCTION.

stabililé. Celle forme de polcnticl est d’ailleurs compatible avec 
le principe de la continuité des pressions, ce qui nous explique le 
succès de la tentative de Kirchhoff : en ajoutant un potentiel de 
surface au potentiel de volume fourni par la théorie élastique, Kir- 
chhofF n’a fait que reconstituer un potentiel gjrostatique.

En résumé, la théorie gjrostatique de lord Kelvin donne le mé
canisme de la transversalité qu’on cherchait en vain depuis plus 
d’un demi-siècle, et se trouve à l’abri des objections qui ont été 
soulevées contre la théorie élastique. Il n’est pas inutile de faire 
remarquer que les équations posées dès i 8 3 q par Mac Cullagh cor
respondent à la théorie gjrostalique. Mais, faute d’avoir fait con
naître la signification mécanique de ses formules, les travaux si 
remarquables de ce physicien, trop en avance sur son époque, ne 
se sont pas imposés dès leur apparition aussi complètement qu’ils 
le méritaient.

Le Mémoire actuel sera consacré à l’exposé et au développe
ment de la théorie gyrostalique.

Le Chapitre I rappelle d’abord, afin de fixer les notations, 
quelques notions sommaires sur la symétrie des milieux cristal
lisés et l’étude cinématique des déformations. 11 traite ensuite de 
l’hypothèse fondamentale de Green et des ‘équations de la Méca
nique analytique qui en sont la conséquence.

Le Chapitre II est consacré à l’étude de la propagation dans un 
milieu gyrostatique indéfini, par deux méthodes différentes : la 
méthode analytique, habituellement utilisée jusqu’à présent, et la 
méthode géométrique qui découle de l’application du principe 
d’IIamillon aux équations du mouvement, linéaires et à coeffi
cients constants.

Le Chapitre III traite de la réflexion et de la réfraction à la sur
face des milieux transparents doués de pouvoir rotatoire et de dis
persion. On montrera que le problème de la réfraction uniradiale, 
résolu en première approximation par Mac Cullagh, est suscep
tible d’une généralisation complète qui définit géométriquement 
les éléments des vibrations incidentes uniradiales.

La propagation dans un milieu indéfini vérifiant l ’équation de 
Green est étudiée dans le Chapitre IV. On en déduira l’expression
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INTRODUCTION. 9

générale des potentiels vérifiant la condition de transversalité, et 
1 on retrouvera les lois étudiées plus haut. Les résultats seront dis
cutés au point de vue de la continuité des pressions et de la stabi
lité de l’équilibre.

Enfin on terminera, au Chapitre V, par la démonstration d’un 
principe que l'étude des ondes lumineuses a mis progressivement 
en évidence et qui parait avoir guidé Fresnel dans sa découverte 
de 1 ellipsoïde optique : c’est que toute . loi relative à la matière 
cristallisée peut etre définie par des surfaces invariantes. On en 
iera 1 application à quelques phénomènes physiques, et en parti
culier à la dispersion normale dans les cristaux.

■ ■ -
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C H A P IT R E  I .

SYMÉTRIE DES MILIEUX CRISTALLISÉS. — GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. 
ÉTUDE CINÉMATIQUE DES DÉFORMATIONS. — HYPOTHÈSE FONDAMENTALE DS GREEN. 

ÉQUATIONS DE LA MÉCANIQUE ANALYTIQUE.

I .  — S y m é tr ie . — G ra n d e u rs  s c a la ir e s  e t  v e c to r ie lle s .

1 . M i l i e u x  c r i s t a l l i s é s .  — S y m é t r i e  d i r e c t e  e t  i n v e r s e .  — 
Soit la substitution (S)

/ x K = f ( x , y ,  s),
(S) | y i  =  z ) ,

( s i  =  < ] > ( x , y ,  z )

qui, fait correspondre à un point M ( x ,  y , un point homologue
M , ( x t , y t1 z , ) .

Un ensemble E de points M possède la symétrie définie par la 
substitution (S) quand il coïncide avec son transformé E|. <

Les substitutions qui définissent la symétrie des milieux maté
riels doivent satisfaire à la condition fondamentale de laisser inva
riable la distance de deux points arbitraires. Elles sont, par suite, 
linéaires et orthogonales, et c’est exclusivement à des substitu
tions de celte nature que se rapporteront tous les caractères d’in
variance que l’on sera amené à considérer dans la suite de ce 
Mémoire.

A moins d’indication contraire, nous rapporterons constamment 
le milieu à trois axes coordonnés rectangulaires formant trièdre 
direct ( ') .  Dans ces conditions, la symétrie du milieu sera définie

( >) Le trièdre Oxyz est, par définition, direct, lorsque l’observateur, placé sui
vant O z et ayant les pieds en O, voit s’effectuer de gauche à droite la rotation 
inférieure à i8o° qui amène Ox sur O y.
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12 C H A P IT R E  I.

par des subslitulions de la forme

Iir1 i= .r 0-t-<71T +  a 2ip - f - a 3s ,

Ji =  J o +  b i x  +  b t y  +  b :lz ,

Z[ "  Zq -j— Ci >37 H- ^2^ ^3^!

les a, ¿>, c désignant les cosinus directeurs de trois directions 
rectangulaires A, B, C. Leur déterminant D

«1 a  2 « 3

by 2̂ b ,

Cl C2 Ci

est, en valeur absolue, égal à l ’unité et l’on est amené à distin
guer deux cas :

i° Le tricdre (OABC) est direct (D =  î). Les formules (i) 
représentent le déplacement d’un corps solide, c’cst-à-dire un 
mouvement hélicoïdal. La substitution et la symétrie qui lui cor
respond seront dites d i r e c t e s .

2° Le trièdre (OABC) est inverse (D = — i). La substitution 
et la symétrie correspondante seront dites i n v e r s e s .

Un cas particulier de symétrie inverse est fourni par la substi
tution

i _  7 i  _  f_i _  _  
x  y  z

c’est la symétrie par rapport à un centre, c’est-à-dire V i n v e r s i o n ,  

au sens donné par les cristallographes.

2 . Toute substitution inverse équivaut au produit d’une sub
stitution directe par une inversion.

Deux substitutions qui ne different que par la translation sont 
dites i s o m o r p h e s .

Le produit de plusieurs substitutions directes estune substitu
tion directe.' *

Le produit de plusieurs subslitulions inverses est une substi
tution directe ou inverse suivant que les facteurs du produit sont 

, en nombre pair ou impair.
Si les substitutions S(, S2, . . . ,  S„ sont respectivement iso

morphes à S't , SI, . . . ,  S),, les produits S, S2. .  . S„ et S',S'„. . .  S), 
. seront isomorphes entre eux.
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SYMÉTRIE. — GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. l3

3 . Lorsque les substitutions St , S2, .'. S„ sont telles que le 
produit S,·S* de deux quelconques d’entre elles soit égal à l’une 
des substitutions de la suite St, S2, S«, on dit que cette
suite forme un groupe de substitutions.

Dans le cas des milieux cristallisés, ce groupe contient néces
sairement trois translations non situées dans le même plan, car la 
constitution de la matière est périodique. On en conclut que les 
axés de symétrie sont nécessairement d’ordre 2, 3 , 4  ou 6 ; et 
qu’il· suffit de limiter le choix des éléments de symétrie inverse 
au centre, au plan de symétrie et à l’axe quaternaire inverse.

Si l’on mène par un même point de l’espace les axes de rota
tion (directs ou inverses) isomorphes aux axes hélicoïdaux 
(directs ou inverses) qui définissent la symétrie du milieu, l’en
semble de ces substitutions (en y comprenant, s’il y a lieu, le 
centre de symétrie) forme un groupe d’opérations qui définit le 
type de symétrie du cristal considéré.

On sait que la solution de ce dernier problème, ébauchée par 
Haüy et Delafosse, a été obtenue par Hessel et par Bravais, qui 
ont énuméré les 3 a types de symétrie de la matière cristallisée, 
tandis que le problème plus général de la recherche des axes 
hélicoïdaux qui définissent la structure même de la matière a fait 
l’objet des travaux de MM. Jordan, Sohncke, Fedorow et Schœn- 
flies, travaux qui ont conduit à la découverte des 2 3 o types de 
structure. Si l’observation ne pouvait porter que sur une matière 
homogène, exempte de mâcles et de groupements, et qui serait 
dénuée de caractères de symétrie limite, la recherche du type de 
structure correspondant à chaque cristal serait chose illusoire, et 
l’on se trouverait réduit à limiter le champ de ses investigations 
au type de symétrie. Ce dernier point de vue est nécessairement 
le seul que l’on ait à envisager dans le Mémoire actuel, qui est 
consacré à l’étude des milieux continus.

Le réseau des translations participe de la symétrie du cristal; 
les cristallographes ont donc été amenés à le choisir comme base 
de la classification, et à répartir les 3 2  types de symétrie en 
7 classes distinctes de réseaux :

Cubique (5) ,  Hexagonal ( 7 ), Rhombocdrique (5) ,  Quadratique ( 7 ), 

Orthorhombique (3) ,  Clinorhombique (3) ,  Triclinique ( 2 ).
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, l 4  CHAPITRE 1.

4 . G r a n d e u r s  s c a l a i r e s  d i r e c t e s  e t  i n v e r s e s ,  — On appellera 
g r a n d e u r  s c a l a i r e  toute fonction des coordonnées dont l’expres
sion analytique ne sera pas modifiée par une substitution ortho
gonale directe.

Autrement dit, soit une fonction

7 i>  - i i  7 s ,  - s , · · · )  

qui devient après la substitution

/ i l  z v> · · · ) '

cette fonction cp représentera une grandeur scalaire lorsque la 
suppression des accents dans les x \ ,y \ , . . .  entraînera l’identité

<?=<?!·

En vertu de leur définition géométrique, les deux fonctions

+  -Si-2 ,

« l  f l  Si
Xi y 2 Zi ,

^3 J'3 S 3

qui représentent respectivement le produit géométrique de deux 
vecleurs, et le volume du parallélépipède construit sur trois vec
teurs, sont des grandeurs scalaires.

Tout scalaire est homogène par rapport à l’ensemble des coor
données ou se ramène à une somme de scalaires homogènes sépa
rément. 11 suffit donc d’étudier les scalaires homogènes.

Dans une substitution inverse les scalaires se comportent de 
manière différente suivant la parité de leur degré.

Effectuons, en effet, la substitution ( X> "  , ), c’cst-
V — 00, — y ,  — Z J

à-dire l’inversion, on aura

0 (^ 1 , · · · )  = ? ( — a?i, — y  U —  -s'n · · · )
=  ( — 0 “ ? < > i ,7 i>  =  Ç iO 'i ,  · . . ) ,

n  désignant le degré de la fonction homogène cp.
Comme toute substitution inverse équivaut au produit d’une 

substitution directe par une inversion, on en conclut que :

i° Les scalaires de degré pair se comportent de la même ma-
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SYMÉTRIE. —  GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. l5

nière dans les substitutions directes et inverses. On les appellera 
des s c a l a i r e s  d i r e c t s ;  tel est le scalaire X\ x 2 - + - } U jr2 4 - z { z a.

2° L ’expression analytique des scalaires de degré impair change 
de signe après une substitution inverse. On les appellera des s c a 

l a i r e s  i n v e r s e s ;  tel est le scalaire

Xi Z1 Yi

x % y - i  Z i  .

X} Z3

S . G r a n d e u r s  v e c t o r i e l l e s  d i r e c t e s  e t  i n v e r s e s .  — Les consi
dérations précédentes s’étendent aux grandeurs vectorielles.

Le vecteur OM( ( x \  , y { , z { ) qui aboutit à un point matériel M( 
est un v e c t e u r  d i r e c t .

Soit, au contraire, le vecteur O P (X , Y , Z) perpendiculaire au 
plan des deux vecteurs OM, (a;t , y t , s ,  ) et OM2 (x 2, y » ,  s 2), égal 
à l’aire du parallélogramme construit sur ces deux vecteurs et 
dirigé dans un sens tel que le trièdre (OPM,M2) soit direct. Le 
produit géométrique de OP et d’un vecteur arbitraire OM (x, y ,  z )  

est, en vertu de celte définition, égal au volume du parallélé
pipède construit sur OM, OM,, OM2. Donc, les composantes· 
X , Y , Z de OP sont définies par l’identité en x , . y .  z  :

X x  -+- Yy  -t- Z
x  y  z
Xi y i  Zi .

x-i J ' ï  s i I

Les conséquences de cette identité sont les suivantes :

i° Quand la substitution est directe, les formules de transfor
mation de X , Y , Z sont celles d’un vecteur direct x ,  y ,  z ;

2 ° Quand la substitution est inverse, il faut appliquer les 
mêmes formules et changer ensuite le signe du résultat, car le 
déterminant figurant au second membre de l’identité est un sca
laire inverse.

Pour ce motif, on donne aux vecteurs qui satisfont aux formules 
de transformation précédentes le nom de v e c t e u r s  i n v e r s e s .

6. A x e  d e  d e u x  v e c t e u r s .  — Le vecteur inverse O P (X , Y, Z) 
qui vient d’être défini s’appelle V a x e  d e s  d e u x  v e c t e u r s  

OMi ( X i , y { , s ,)  et OM2(;r2, y 2 , z 2).
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Ses composantes, qui sont les trois déterminants, du Tableau 
rectangulaire

X\ / i  ¿1

X% / 2 Zi

seront, dans le cours de ce Mémoire, représentées par la notation 
de Grassmann

( 2 ) X  =  [a71.a72] ,  Y =  [ 7 1 -/ 2] ,  Z =  [ ^ 1.^ 2] ,

qui a l’avantage de rappeler leur mode de formation.

A x e  de p lu sieu rs vecteurs. — Soit OQ J’axe de OM2 et 
de OM3 ; par définition, l’axe de OMi et de OQ s’appelle Y a xe  
des trois vecteurs OM( , OMa, OM3.

On le représentera par la notation

h- =  [X i .& i· X 3] ,  Y =  [7 1  *72 '/ s ] ,  Z — [  £ 1 . G 0 .U ;J ]  ,

et l’on a, par définition

[,ri.a-s.a:3]  =  [a?, .a?]
avec *

x  — [a?,.a73],

d’où, en remplaçant les binômes alternés x ,  7 , z par leurs valeurs :

(3) [Xi.Xi.X)] =  a-2 (a 1.71-1- / 1/ 34- - !  s3) — x 3 (24 •«■ '2 + 71/2 -f--1 )·

De cette formule (.1) on déduit les relations

[a?,.a?2.ar3] 4-[a?2.a?3.3?i] 4- [ar3.a4 .ar2]  s : o, 
x\ [a21.a22.ar3]  4- Xi^Xi.Xi.XiJl 4- ar3 [Xs-Xi .ar2] o.

La définition précédente s’étend d’elle-même au cas d’un 
nombre quelconque de vecteurs, directs ou inverses.

L ’axe de n  vecteurs dépend essentiellement de l’ordre de ces 
vecteurs. En particulier,

[ari.aj2] =  — [ar2.a4].

L ’axe de d  vecteurs directs est direct ou inverse suivant que 
(— i)rf+1 est positif ou négatif. L ’axe de vecteurs inverses est tou
jours inverse, etc.

7. V ortex d ’un vecteur. — Les mômes considérations s’éten
dent aux symboles de dérivation.
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SYM ÉTRIE. —  GRANDEURS SCALAIRES ET VECTORIELLES. O

Quand on effectue une substitution orthogonale, les trois sym
boles i - i  -— t -T· se transforment à la manière des trois compo-dx dy dz  1
santés d’un vecteur direct.

Soit donc V une fonction de x , y ,  s ·'
Au vecteur X \ V ,  JK|V, 3,V  correspond le vecteur direct

i . V '  — ydx ’ dy ’
d_

dz V ;

Au scalaire ( x *  + y 2, +  z 2)V  correspond le scalaire direct

\ dx2 J / 2 V.

Soient de même «, p , p p  trois fonctions de x ,  y ,  z  :

Au scalaire x K x x +  y 2 +  %2 correspond le scalaire direct

dv 
d y

du
dx

dw _

Aux composantes —“-SiJKü)· · - de l’axe de deux vecteurs
correspondent les composantes p ,  q ,  v  d’un vecteur inverse défini 
par les formules

dw dv _  du dw _ _  dv du
P ~~ dy dz ’  ̂ dz dx ’ ' dx d y  ’

ccs composantes sont représentées symboliquement par les trois 
déterminants du Tableau rectangulaire

■ d d d
dx dy dz , 
u v w

ou, en notation de Grassmann, par

Ce sont les composantes du v o i'L e X  du vecteur ( u , p, (p). Le 
vortex d’un vecteur direct est donc un vecteur inverse.

On définira de même le vortex du second ordre de (« , p, p p )  par 
les formules

(5 )
[ d d ~\ r  d d -\ r  d  d ' ~I

d x 'd x  KJ’ ^1 L d y 'd y '<’j ' 1 ~ |_ dz ’ dz ' W J ’
r
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Si l’on applique la formule ( 3 ) en ayant égard aux termes sur 
lesquels porte l’opération de dérivation, on obtiendra les formules 
suivantes, utilisées en Physique mathématique(Électrodynamique, 
Élasticité, Hydrodynamique, etc.),

(5 )

(G) [

■ d d T _  d /  du, dv dw \ / d2
dx ' d x 'U\ dx \ dx  +  dy dz ) - ( dx1 "+"

d ”1 / du2 dv« da>2\
l i ,  . d ï - UiÎ = ( «1 dx · v' d ï  +  w' d x )

/' d d d \
NUld ï «'1 - r  dz 1 « 2 ,

d* r P \

d y 2 +  d z *  )  w ’

d ( u t u 2)  d ( u \ v 2)  d ( u t W î )

d x  d y  d z

_  1 d { u 2 u , )  d { u 2v i) d ( U j W i )  ) 

j · d x  d y  d z  (

8. P o t e n t i e l - V e c t e u r .  — Dans l’étude des milieux gyrosta- 
tiques, on donne ce nom au vecteur P, Q, R, dont le vortex repré
sente la force d’inertie. Les équations des milieux gyrostatiques 
son.t en effet

d  * u  __ r  d  "I _  d Q  ¿¿R
 ̂ d t* ~  L d x  J  ~~ d z  d y

Pour justifier cette dénomination, il convient de se reporter à 
la formule générale de décomposition d’un champ de forces, duc 
à Stokes.

L a  f o r m u l e  de P o is so n

Kdx*

d o n n e

( 8 ) 4 itX  =  — ~

d 2  ̂
d ^ l

| L  -+- 4 tz'.X. =  o, L  = 13"e

u l e  ( 5 ')

i d h d M ¿ N \
(  —

d*

\ d x y d x '1 ¥ -d y *

/ d h d M ¿ N \  1~ d d  T1
v d x

H---- -,—. -+-
d y _ d x d x ' L  J ’

d L  d M  d N  
d x  d y  d z  ’

ou, en écrivant
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donne

Cette formule de décomposition du champ vectoriel le plus 
général se simplifie dans ces deux cas particuliers :

i° P =  Q =  R =  o. Les formules ( 8') se réduisent à '

la condition d’intégrabilité de X  d x  +  Y  dy  -f- Z dz est remplie, 
et l’on dit que le champ vectoriel dérive d’une fonction po ten 
tielle Y .

2° y  =  o. Les formules ( 8') se réduisent à

et l’analogie avec les formules précédentes conduit à dire que le 
champ vectoriel dérive d’un potentiel-vecteur  P, Q, R.

Un champ de forces quelconque dérive donc d’une fonction 
potentielle et d’un potentiel-vecteur.

9 . D ifférences entre la sym étrie d irecte et la sym étrie in
verse. — Les cristallographes ont depuis longtemps constaté que 
le pouvoir rotatoire est incompatible avec certains caractères de 
symétrie. La mécanique des milieux continus permet de le pré
voir, car elle nous apprend que le pouvoir rotatoire est représenté 
par une grandeur inverse.

On verra, en effet, au Chapitre II, n" 27 , que le potentiel 
moyen d’un milieu gyrostatique a pour valeur (au degré d’ap
proximation W  =  W s + W 3),

( 9 ) —  W m =  q u  ) -H F(/>2 j ÿ î i  r t )
[X

« P 7
Pi Çi r, 
P i  g i . p ’i

H « ,  P- ï ) -

a, P, y est la normale à l’onde lumineuse; 
p =  7 est la longueur d’onde dans le milieu ;
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20 CHAPITRE I.

( p \ ,  <J\i r \ ) et ( P î i  Qi t  ’ ’ 2) sont, deux diamètres conjugués de 
l’ellipse décrite par le vortex (vecteur de Fresnel);

F  et k  sont (au degré d’approximation W  =  W 2 + W 3) deux 
formes quadratiques, la première en p , q , r ,  la seconde en

“ > P » ï ·

Pour obtenir les formules de transformation des fonctions F  
et k ,  on observera que le potentiel moyen W m, en vertu de sa 
signification mécanique, reste invariant quand on effectue un 
changement d’axes de coordonnées, direct ou inverse.

La présence du facteur p., variable avec la longueur d’onde, 
nous apprend de plus que les deux fonctions

et
F ( P l ,  Ç i, r i ) +  F (p ^  q u  ;·,)

a P Y
Pi q  i ' -1

Pu q-i r î

* ( “> P» Y).

sont invariantes séparément. D’ailleurs, le déterminant qui mul
tiplie k ( a, ¡3 , y) est un scalaire inverse, on a donc les formules 
de transformation

(10) Substitution directe. . .
( F ( x , y ,  z )  =  F , ( a ? ' , / ,  z ' )  

1 k { x , y ,  z )  =  /c, z )

(> 0 Substitution inverse. . .
\ F ( x , y , z ) =  F  i ( x ' , y , z '  

1 k ( x , y , z )  =  —  k l ( x ' , y ' ,  z '

La quadrique F ( x , y , z ) —  i =  o est donc une surface inva
riante directe. C’est d’ailleurs [ 'e l l i p s o ï d e  o p t i q u e  d e  Fresnel.

Au contraire, la quadrique k ( x . y ,  z ) —  i =  o est une surface 
invariante inverse. Nous l’appellerons la q u a d r i q u e  d e  g y r a 

t i o n .  Quand elle n’existe pas, le milieu est dénué de pouvoir 
rotatoire.

Les conséquences de ce caractère de symétrie sont immédiates : 
si le milieu possède un élément de symétrie inverse on devra avoir

k ( x , y ,  z ) ^ n — k(x' ,y',z' ) ,

il en résulte que :

i° Un centre de symétrie
— x  — y

entraîne l’annu-
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lalion de la fonclion k ( x , y ,  z ) .  Autrement dit les milieux ho- 
loèdres sont dénués de pouvoir rotatoire.

2° Un plan de symétrie z  =  o f  ^   ̂ donne la con-

dition
y , z )  =  - i z (  B y  +  B ' x ) .

La quadrique de gyration se réduit à un cylindre équilatère 
dont z  =  o est un des plans asymptotes, et le cristal possède le 
double pouvoir rotatoire : il est dextrogyre pour toute direction 
de propagation contenue dans l’un des dièdres formés par les 
plans asymptotes, lévogyre dans le second dièdre.

3 ° Un axe quaternaire inverse dirigé suivant O z  

donne la condition

x  y  z  \  

— y  x  —  z  )

k ( x ,  y ,  s )  —  \ ( x 2 —y 2) -+- 2 B" x y

et la quadrique de gyraLion se réduit encore à un cylindre équi- 
lalère dont les plans asymptotes se coupent suivant O z .

En résumé, des trois éléments de symétrie inverse, le centre 
supprime le pouvoir rotatoire, les deux autres entraînent le double 
pouvoir rotatoire. *

La relation
k ( x ,  y ,  z )  =  k i ( x ' ,  y \  z ' )

vérifiée pour une substitution directe, montre que tout caractère 
de symétrie direct du cristal doit se retrouver dans la quadrique 
de gyration, et la combinaison de ces résultats avec les précédents 
résout la question du pouvoir rotatoire pour les 3 2  lypes de 
symétrie : ta d’entre eux possèdent le pouvoir rotatoire, ies 
17 autres sont inactifs.

C’est ainsi que le quartz (A3, 3 L 2) possède le pouvoir rotatoire : 
son ellipsoïde optique et sa quadrique de gyration sont de révo
lution autour de l’axe ternaire. De même; le chlorate de soude 
( 3 A3, 4 L 3) est actif. Au contraire, l’apatite (A°, C, II) et la tour
maline (A3, 3 P) sont dénuées de pouvoir rotatoire, et il en est de
même des types (A3, II),—  (A ', 2 P, 2 P ' ) , -----

La même discussion établit que le pouvoir rotatoire doit 
exister dans les cinq cristaux biaxes répondant aux symétries
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suivantes :
OC..................  Système tricliniquc.

P ............................ |
■ Système clinorliombique.

L2....................... 1 J 4

L 2, p '( p " .......... j
’ > Système orthorhombique.

L 2, L 2, L '2. . .  )

I I .  —  É tu d e  c in é m a t iq u e  d e s  d é fo r m a t io n s .  —  D y n a m iq u e  d e s  
m i l i e u x  c o n t in u s .  — É q u a t io n s  d e  L a g r a n g e .  —  M i l i e u x  é l a s 
t iq u e s  e t  g y r o s t a t iq u e s .

1 0 . E t u d e  c i n é m a t i q u e  d e s  d é f o r m a t i o n s .  D i l a t a t i o n s ,  g l i s 

s e m e n t s , r o t a t i o n .  — Soient

x , y , z  les coordonnées du point matériel M; 
x  +  u . y  +  o, z - { - w  ses coordonnées après la déformation du 

milieu. Le vecteur ( u , (v ) représente le déplacement du
point M résultant de la déformation.

Pour un second point M( de coordonnées x  -H h ,  y  -l- k ,  z  - f -1, 

le déplacement absolu sera u - \ - A u ,  y +  i r ,  tv +  Atv, et le dé
placement relatif des deux points M et M( aura pour composantes 
les A u , A v , A w  donnes par le développement en série

( 12) A u =  d u  -+- -P e?2 u  -+- rrr d z u  -t-. . .  
2!  3 !

Ceci suppose qu’on restreint l’élude des déformations aux 
déplacements qui sont des fonctions analytiques.

Par suite de cette hypothèse, qui est à la base de la mécanique 
des milieux continus, la modification de l’élément de volume qui 
entoure le point x , y , z  est définie par les dérivées 'de tous 
ordres de u , v, w , en x ,  y ,  z ]  et le vecteur A (m, v , w )  est la résul
tante des vecteurs Ai ( u ,  v , w ) , A 2 ( u ,  v , w·), . . . ,  A * ( m, p, <v), . . .  
dont l’expression générale est

0 3 ) A k U  =  j - j  d k u  =  (
d  d  d

h  T T  ----f” l  ~7~aoç d y  d z

\k)

_ Cauchy a fait l’élude du premier terme, le vecteur A, ( u ,  v , w ) ,
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. 23

et a montré qu’on pouvait l’exprimer au moyen de g combinai
sons linéaires des dérivées premières douées de signification géo
métrique.

A cet effet, il imagine la forme quadratique

p ( / i ,  k ,  l )  — ct\h  ̂ - t -  ai /c2 +  (Zi l2 - f -  b\hl -H  b 2 l/i - f -  b 3h k ,

et le vecteur /?, q ,  r ,  autrement dit la forme linéairep h + q k  +  rl·, 

et il exprime la fonction vectorielle linéaire A, ( iî, v , w )  comme 
somme de covariants de ces deux formes, en vertu de l’équation

0 - 0
. I d o  i r  , .

A’ “ =  2 S/l +  2 C/,-/l]·

L’identification avec
. , d u  , d u  , d uA, u  —  h  - , H k  -= h l  ~ r

d x  d y  d z

lui donne les 9 équations linéaires qui définissent les 9 quantités 
a t , a 2, a 3, 6, ,  ¿>2, b 3, p , q ,  /'en fonction des 9 dérivées partielles 
de m, c, (v, et les solutions de ces équations sont

. . .  d u  .
(,5) a ' = T x ’

. dw dv 
b i = d ï  +  T z ’

_  dw  dv T d  “I 
P  ~~ d y  d z  L  d x

L ’analyse de Cauchy s’étend à un vecteur d’ordre quelconque : 
le vecteur À/ , ( u ,  v , (v ) est défini par trois surfaces invariantes 
d’ordre k  +  1 , k ,  k  — 1, et l’une des deux dernières satisfait à la 
relation d’invariance

/  d 2 d ‘>-

\ dx^ +  é//2
d 2 

dz'1·

k'
J  2*' 0,

2 k ' représentant celui des deux nombres h  et k  — i qui est pair.
( V o i r  n° 1 1 2 .)

Revenons à l’étude du vecteur À, (¿¿, v, w ) et calculons les dila
tations linéaires et angulaires au point ce, y ,  z .  La définition des 
dilatations supposant les h ,  k ,  L infiniment petits, il suffit de 
réduire A(tt, p, w ) à son premier terme.

Soient ( h , ,  k t , /, ) et (/i2, /r2, l2 ) deux vecteurs infiniment petits 
de longueurs r ,  et r 2 issus du point M et faisant entre eux un 
angle Y .  La variation du produit géométrique, 7’( /’2 cosV, de ces
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deux vecteurs a pour valeur

A(>V'2 cosV )  =  AS h y hï =  S/ii A/i2 +  S/i2A/i,H- SA/î| A/î2.
OU

0 6 )

en posant

, , d<l· , cl·I> , d'I'
A (,·, ;-2 cos V) -  A, ^  +  *. - g -  +  h  -d [î - ·

formule d’où l’on déduit les dilatations et glissements dans une 
déformation finie. Dans tout ce qui va suivre on ne s’occupera 
que de déplacements infiniment petits, autrement dit on négligera 
■ i ·. , du d l u . . . .les produits des u , v, w , ^ >—  vis-a-vis des premières puis
sances.

Dans cette .hypothèse se réduit à cp et la formule (16) nous 
apprend que :

i° (V  =  o, =  /’2), cp(a, ¡3 , y) représente la dilatation linéaire 
suivant a, ¡3 , y, et, par suite, a K, a 2, a 3 sont les trois dilatations 
suivant O x ,  O  y ,  O z .

2° ( v r 1 = / ’2=: i^, ^ a ,  représente la diminution

de l’angle de deux droites rectangulaires ( a , , ¡3 ( , y ,) ,  (a 2, [32, y2), 
et, par suite, b t , b 2 , b 3 sont les trois glissements.

Enfin, la formule ( i 4 ) signifie que la modification de l’élément 
de volume au point M est (ail second ordre près en h ,  k , l )  la 
résultante d’une rotation  ̂ [ > . / * ] . . .  autour de l’axe i  ( p ,  q , /·),

et d’une déformation -  · · qui laisse fixe un trièdre trirec-2 d h  2
tangle.

On a donc la signification mécanique du vortex ( p ,  q ,  /’). C ’est 
le double de la rotation élémentaire.

1 1 . E q u a t i o n s  d e  la  m é c a n i q u e  d e s  m i l i e u x  c o n t i n u s  

{ G r e e n ) .  — Les actions internes dérivent d’un potentiel localisé 
dans chaque élément de volume, et ce potentiel est fonction des 
paramètres qui définissent la déformation subie par l’élément de 
volume, c ’ost-à-dire des dérivées de tous ordres du déplacement
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MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. i 5

(« , v, <v) par rapport aux trois coordonnées. Enfin le milieu est 
indéfini, et les déplacements, de même que les forces, sont nuis à 
l’infini. *

Telle est l'hypothèse fondamentale de Green, et les principes 
de la Mécanique analytique la traduisent par l’équation des tra
vaux virtuels

, . Ç [ d2 u „ d'-v % d2w^,\ „ r
( ' 7) J P ( rfii ou +  dF2ov  +  I F ÙW)  dm +  V  =  ° -

La mécanique des milieux continus laisse entièrement de côté, 
par définition même, les phénomènes dont la cause doit être 
recherchée dans la coexistence de deux milieux différents : entraî
nement des ondes lumineuses par la matière en mouvement, 
absorption, dispersion anomale, etc. C’est, en un mot, le déve
loppement de la conception donnée par Fresnel dans ses études 
sur la double réfraction :

« Je suppose les particules du cristal et les intervalles qui les 
séparent infiniment petits par rapport à la longueur d’une ondu
lation lumineuse, et je considère ici ces particules et l’éther qui 
les environne comme formant ensemble un milieu homogène. 
Cette conception mathématique, qui n’est pas applicable aux 
corps opaques ou imparfaitement transparents, peut représenter 
cependant, dans beaucoup de cas, les effets mécaniques des corps 
diaphanes sur la lumière avec une approximation suffisante. » 
( F r e s n e l , N o t e  s u r  le  c a l c u l  d e s  t e in t e s  q u e  la  p o l a r i s a t i o n  
d é v e lo p p e  d a n s  le s  l a m e s  c r i s t a l l i s é e s .  Œ u v r e s ,  p. 637.)

1 2 . E q u a t i o n s  d e  L a g r a n g e .  P r e m i è r e  f o r m e .  — Les équa
tions du mouvement se déduiront de l’équation fondamentale de 
Green par application du calcul des variations ( M é c a n i q u e  a n a 

l y t i q u e ,  seconde Partie, Section IV) :

Si B est nul à l’infini, l’intégration par parties donne

f x Ë d i n  =  - f B È d a '

et, plus généralement, si les B, DB, D2B, . . . ,  D "“'B  sont nuis à 
l’infini, D" désignant une dérivée quelconque d’ordre «  en x , y ,  z
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( D n =  , . f  . -V ou aura
\  d x “ d y b < i z . c  )

J  A D«B =  ( -  i)'1 J  B D«A ¿fa.

Celle formule permettra d’évaluer, en fonction de S u ,  Se, ou», 
la variation virtuelle

8 j ' w d r n ,

qu’on peut successivement écrire

S/ W  * ,  = / î W r f . = / 2 ^ r  = j ' Z ~  D * « » * ,

ou enfin

8/ w ^  = / 2 ( - ' ) " 3« D,i^
M =  « ,  V, W
n  =  i , a, 3 , . . . , n

Portant cette valeur dans l’équation des travaux virtuels et éga
lant séparément à zéro les coefficients de S u ,  Sf, on aura les 
trois équations indéfinies

, os M u  V /  s„_iri„ è m  d  d \ Y  d  d VV d  d W  

1  ̂ d t 2 " .¿ L  1 d  D"m d y  dtiy ~l~ d z  du'~

_ ( d ^  djv_ d* d\y \
' \ d x 1 ~du"x z  "+" d x  d y  d u x y  "+" ' ‘ ‘ /  +  ‘ ‘ ’ ‘

1 3 . É q u a t i o n  d e  L a g r a n g e .  D e u x i è m e  f o r m e .  — Choisis
sons comme paramètres les dilatations, glissements, composantes 
du vortex, ainsi que leurs dérivées de tous ordres.

La transformation

W
d u  d u  

d x ’  d y ’
d ‘ u  

d x  * ’
=  <t>(au  . . . ,¿1 ,  . . . , p ,

dcii  
d x  ’

est toujours possible, et même d’une infinité de manières dès (pie 
s’introduisent les dérivées en u ,  v, w  d’ordre supérieur au 
premier. ,

Calculons la variation virtuelle W  d m =  J <I> dus. Pour une

variation virtuelle S u ,  8t>, Stp, les a { , . . . ,  b , ,  . . . .  p t , . . .  

éprouvent des variations virtuelles S a ,, . . . ,  S b t , . . .  , S p ,  . .  . ,  et
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MECANIQUE DUS MILIEUX COMINUS.

la varialion correspondante de J "W d us a pour valeur

S/ VV* ’= / 2  ST 5 V !d ^  ^

s (p = a u  a,, a3, ôj, b %, b it  p, q , r ; n  =  o, i, 2, 3 , . . «  — 1),

ce que nous écrirons

( P S j d  +  Q o j  +  K  07’ )  i f e

(N j  -t- N2 8 2̂ “l·" ^ 3^ 3H-^T1 -H T 20&2-f- T 3Sü»3) dnj,

les P, . . N( ,  . . . . ,  T t, . . .  ayant pour valeurs

Enfin, une dernière application delà formule d’intégrations par 

partie mettra en évidence, dans SJ W tfc, les variations 8u, 8v, 8<v :

/< P 8p ·+■ Q S q  ■+· R §/') dus =

P Q R
r 3 it ov

Nc w
d d d

dus =  I
d d d

d x d y d z d x d y d z

OU
N
ov

fs
QW J P Q R

(dans cette notation symbolique, les déterminants sont déve
loppés par rapport à leur première ligne),

/ < M « ,  +  . . . ) * > =  / ( N , S g  +  T , S * + T , J * ) dus-

= - f iu dNi
d x

-H
d T ,
d y

d T n

d z
dus ■

ce qui fournit les trois équations indéfinies

d * u  /dQ dR\ dN, dT3 dT2
p l ¿ ^ - { l L · ~ d y )  +  - d ^  +  - d y + d T ,

( 2 0 )
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1 4 . M i l i e u x  é l a s t i q u e s  e t  m i l i e u x  g y r o s l a l i q u e s .  — Les 
équations de Lagrange, sous leur deuxième forme, ont été rap
pelées dans l’Introduction. On y avait supposé que W  était une 
forme quadratique homogène à coefficients constants des 9 déri
vées premières de u ,  v ,  î v . Gomme le montre l’analyse précédente, 
ce résultat est plus général : non seulement les équaLions gardent 
la même forme quand l’approximation est poussée aux termes 
d’ordre supérieur, mais encore la forme analytique de la fonc
tion W  reste entièrement indéterminée et W  peut contenir 
explicitement les variables x ,  y ,  z .  Autrement dit, ces équations 
s’appliquent aux milieux hétérogènes aussi bien qu’aux milieux 
homogènes, et ce résultat est fondamental dans l’étude de la 
réfraction, comme on le verra au Chapitre III.

L ’étude des tensions met en évidence une différence essentielle 
entre les milieux élastiques

d 2 u
( 2 , )  P - r f?  =

et les milieux gyroslaliques

dN, ¿ T ,
d x  d y d z

(22) d 1 u  __ r  d  p T  _  d Q  d R

P dV- ~  L d x  J  — d z  d y

Les tensions qui s’exercent en tout point d’une surface limitant 
un volume fini s’obtiennent en remplaçant, dans les seconds 
membres des équations indéfinies (2e forme), les symboles de

dérivation par les cosinus directeurs de la normaled x  d y  d z  r

l ,  m ,  11 extérieure au volume considéré.
Dans les milieux élastiques, la tension a donc pour composantes

c’est-à-dire
Px  =  / N t - t - m T . +  w T , ,

_  1 d V
Px  —  _  " 7 7  ’ 2 d t Py'-

1 dW
2 dm  ’ P z =  ~

1 i W
2 d u  ’

en désignant par W(.z, y , z )  la forme quadratique (quadrique des 
tensions)

y , z )  =  N1a - 2 + N 27 24- N3æ2 h- 2 T 1/ î  + 2 T 2 s , r + 2 T 3a y .

Ces formules expriment que les tensions, dans un milieu élastique,
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. ' 29

satisfont à la loi de réciprocité

(21)  p X y — P y x  —  o,

et que, par suite, le couple résultant des tensions exercées à la 
surface d’un élément de volume d m  est un infiniment petit d’ordre 
supérieur à d m .  (

Il en est tout autrement dans le cas des milieux gyros la tiques : 
en vertu des équations indéfinies, la tension a pour composantes

P x  =  i P ·* ] . =  />2 =  [ R . / i ] ,

autrement dit, elle est l’axe du polentiel-vecleur et de la normale 
extérieure. On en déduit la formule

(2 2 ’ ) Pxy +  P y x = 0 \

par suite, le couple résultant des tensions exercées à la surface 
d’un élément de volume d m  est, dans les milieux gyrostatiques, 
de l’ordre de grandeur de cet élément et a pour composantes

2 P dm, 2 Q dm, 2 R dm,

ce qui nous donne la signification mécanique du potentiel-vecteur.

1 5 . Différents auteurs ont tenté de donner une représentation 
mécanique des milieux gyrostatiques. Le modèle mécanique, bien 
connu, proposé par lord Kelvin, est constitué par un ensemble de 
gy ros ta ts; mais on peut trouver dans sa T h é o r i e  d e s  a l o m e s -  

t o u r b i l l o n s  un mécanisme qui paraît, donner une représentation 
fidèle des faits.

Soit un ensemble de tourbillons originairement créés au sein 
d’un fluide incompressible parfait et dont les dimensions sont 
telles que tout volume Am  très petit par rapport aux longueurs 
d’onde des vibrations lumineuses contienne un nombre très grand 
de ces tourbillons : tout se passera pour un observateur comme 
s’il avait affaire à un milieu analogue à l’éther, c’est-à-dire à un 
milieu isotrope, pourvu de rigidité gyrostatique et d’inerlie, et 
cependant impondérable. O11 sait, en effet, qu’après avoir vaine
ment tenté de déduire des équations des tourbillons la grahdeur 
mécanique correspondant à la masse astronomique, on a été conduit
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3 o CHAPITRE I.

à substituer à l'hypothèse précédenle Ja théorie des tourbillons 
creux, qui donne l’explication de Ja gravitation universelle.

L ’intérêt d’un modèle mécanique est de préciser la nature des 
hypothèses implicitement contenues dans les équations fonda
mentales. Cherchons donc, dans la théorie des atomes d’éther 
tourbillons, la signification de l’équation des milieux gyrosla- 
liques ordinaires

J  P +  ~dïï ov +  ~dt* 0(V)  +  v  W (^ ’ 9,,r)rfra =  ° ’

qu’on peut encore écrire sous la forme donnée par Hamilton :

( 2 3 ) 8J  (T — W)di cfar =  o,

Les deux vecteurs u , i>, w  et p ,  q , r  qui figurent dans la for
mule ( a 3 ) ne représentent plus en réalité le déplacement et la 
rotation dans un milieu rigoureusement continu, mais, au con
traire, certaines valeurs moyennes relatives au volume élémen
taire Ara très petit par rapport aux qnités. Il n’est plus alors 
évident que l’expression mécanique à laquelle on attribuera le 
rôle de force vive soit, dans le cas général (éther +  matière), une 
fonction isotrope. Si on la suppose anisotrope, on sera conduit à 
regarder dans l’équation d’IIamillon ( 2 3 ) la force vive T comme

P d u  dv dwune lorme quadratique des ·

Or, on déduit de l’étude des phénomènes lumineux deux résul
tats essentiels qui vont nous permettre de préciser l’hypothèse 
précédente, c ’est que :

i° L ’une des deux fonctions T ou W  est nécessairement iso
trope, comme le montre la loi de l’ellipsoïde optique qui n’a pu 
être mise en défaut jusqu’à présent;

a0 Le coefficient de la fonction isotrope est une constante com
mune à tous les milieux, comme le montrent les lois de la réflexion 
et de la réfracLion.

Il en résulte qu’on ne peut opter qu’entre deux classes de 
théories gyrostatiques :

Ou bien la force vive est isotrope, comme le pensaient les fon
dateurs de la mécanique des milieux continus, et l’on retrouve
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MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS. 3 i

l’hypothèse fondamentale de Green et les équations de Mac 
Cullagh;

Ou bien la force vive est anisotrope et, par suite, le potentiel 
interne doit être isotrope. C’est dans celte catégorie que doivent 
se ranger les théories de MM. Sarrau, Boussinesq, Glaze- 
brook, etc, ainsi que l’interprétation mécanique des champs élec
trique et magnétique proposée dès 1847 par lord Kelvin.

Ces deux classes de théories correspondent à deux conceptions 
opposées des propriétés de la matière. Il est certain que la matière 
est totalement dénuée de rigidité gyrostalique dans le cas des 
vibrations sonores; mais cette propriété subsisle-t-elle encore 
pour les vibrations à haute fréquence? Dans l’affirmative, le 
potentiel interne W  des milieux matériels (éther 4 -  matière) sera 
plus petit que celui du vide, donc T  devra être isotrope et l’on 
aura les équations de Mac Cullagh, tandis que l’hypothèse contraire 
conduirait à la seconde classe de théories.

Ajoutons que les phénomènes naturels découverts jusqu’à pré
sent s’expliquent aussi facilement dans les deux hypothèses; il 
est en effet toujours possible de trouver un mode de raisonnement 
s’adaptant simultanément aux deux théories, par la simple inter
version des vecteurs rotation et vibration ( ( ). '

Ainsi l ’expérience de Wiener s’interprète dans l’hypothèse de 
Mac Cullagh en admettant que l’action chimique est fonction du 
potentiel interne; elle s’interprète dans l’autre hypothèse en 
admettant que l’action chimique est fonction de la force vive.

De même, les termes de dispersion de Briot, l’absorption et la 
réflexion métallique s’expliquent dans l'hypothèse de Mac Cullagh 
en admettant que la rotation ( p , ,  q { , 7’( ) de l’éther entraîne une 
rotation (/>2, q 2, r 2) de la matière déterminée par la relation

. d 2 .  d  „ _
A d ë P î 'i~Tid t p '2~h C p i - B p i '

On adaptera cette explication à l’autre hypothèse en substituant 
la vibration à la rotation, ce qui donne la relation

. d 1 d  _ „
à u% +-13 - y  ¿¿2 H- G w» — D ii\ -,

d t 2 dit

( ')  V oir, en p art icu l ie r ,  P o in caré , C o m p te s  ren d u s , 2 mars 1 8 9 1 , T h éo r ie  
m a t h é m a t iq u e  d e  l a  lu m iè r e , t. I I .  — DnuDK, W ied . A n n ., 1 mars 1 8 9 1 .
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32 CIIAP. I .  MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS.

et la même conclusion s’étend aux termes d’absorption cl de 
dispersion anomale dus à Helmholtz.'

Dans ce Mémoire nous adopterons la théorie de Mac Cullagh, 
c ’est-à-dire l ’hypothèse de l’isotropie de la force vive, qui est plus 
conforme à nos idées sur la constitution de la matière. Comme 
nous l’avons vu plus haut, cette isotropie se traduit par la condition 
de transversalité qui subsiste d’ailleurs quand on tient compte des 
termes précédents de dispersion et d’absorption, et des termes 
additionnels de polarisation rotatoire magnétique proposés par 
Maxwell. Enfin la constance du coefficient d’isotropie entraîne la 
transversalité dans les milieux hétérogènes.
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CHAPITRE II
PROPAGATION DANS LES MILIEUX CYROSTATIQUES HOMOGÈNES.

DOUBLE RÉFRACTION. — POLARISATION ROTATOIRE CRISTALLINE. — DISPERSION. 
PROPRIÉTÉS ROTATOIRES DES DISSOLUTIONS.

EMPILAGES DE LAMES IIÉM1ÈDRES. — FORMULES.

I .  —  M é th o d e  a n a ly t iq u e .

1 0 . O n d e  m o n o c h r o m a t i q u e  p l a n e  ( ' ) . —  L es équations de la 
propagation des m ou vem en ts infin im en t petits dans un m ilieu  
h om ogène son t, en vertu des défin ition s, linéaires et à coefficients  
constants, et adm eLlcnl, com m e solu tion s particulières, les parties  
réelles des im aginaires u, v, w  :

u  _ r _ w  i (̂a;r+|3)M-Y3—v<)
' ïîq H— l i t  y l’o H- ÎV i W0 +  ÏW\

V  représente la vitesse de p ro p ag ation ;
\  est la lon gu eu r d ’onde dans le m ilie u ;
( u 0, i>0, (t;o) et ( wi) f i , tVj) son t d eu x  diam ètres con jugu és de 

la vibration elliptiqu e propagée.
Y  est réel. A u  con traire, a , [3, y  peuvent être réels ou im agi

naires. D ans ce dernier cas, les com posantes (? , vj, Ç) de la vibra
tion elliptiqu e sont de la form e

v 2  7 t . ,  a ,  ,  l a " j r + p y + Y " z )ij =  A cos ( a x  H- p y  H- q s  — V i+tp )e  A ,
À

(1 ) Cauchy, M é m o ir e  s u r  l a  r é f l e x i o n  e l  l a  r é f r a c t i o n  d e  l a  lu m i è r e  ( C o m p t e s  
r e n d u s , l. VII, p. <|S5, année i838). — Green , O n t h e  l a w s  o f  r e f l e x i o n  a n d  r e 
f r a c t i o n  o f  l i g h t  a t  t h e  c o m m o n  s u r f a c e  o f  tw o  n o n  c r y s t a l l i z e d  m e d i a  (T r a n s 
a c t i o n s  o f  t h e  C a m b r i d g e  P h i l o s o p h i c a l  S o c i e t y ,  année x838 ).

C. 3
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34 CHAPITRE II.

On voit que toutes les vibrations sont semblables et semblable
ment orientées. Les deux plans

a 'x  -t- $ 'y  -h Y z  =  o et a!'x -+- fi’ y  -+- · { z  =  o

définissent: le premier, la p h a s e ,  et, le second, le r a p p o r t  d e  

s i m i l i t u d e , .qui décroît en progression géométrique avec la dis
tance au plan*

a" x  -t- $ " y  +  y"z  =  o,

appelé pour cette raison p l a n  d ’é v a n e s c e n c e .
Les ondes évanescentes, qui prennent naissance en particulier 

dans le phénomène de la réflexion totale, sont, au point de vue 
expérimental, éteintes au bout d’un trajet très court. C’est pour
quoi on n’aura pas à les étudier dans le Chapitre actuel, qui est 
consacré à l’étude de la propagation dans un milieu indéfini.

Quand l’onde n’est pas évanescente, a, [3 , y sont réels et repré
sentent les cosinus directeurs de la normale à l’onde dans le sens 
de la propagation. Dans ce cas particulier, la condition

devient

d u  d v  d<.v

d x  d y  +  d z  ~~ C

a«-(-pP-l-Y<v =  o,

et elle exprime que la vibration est contenue dans le plan de l’onde.

1 7 . P r o p a g a t i o n  d e s  .o n d e s  p l a n e s . —  Le problème de la 
propagation des ondes planes consiste à rechercher les solutions 
particulières (i)  u , v , <v, qui satisfont aux équations du mouve
ment (n° 1 2 ). On a donc à rechercher ce que devient l’expression

d \ V  

d  D n u

lorsque W  est une forme quadratique des D" « . . .  et qu’on y rem
place les « . . .  par w'e‘p. . . ,  P désignant la fonction linéaire

P  =  $ y -t-  y s  — Y  t)  =  t )  ‘

On effectuera d’abord la transformation

2  ( -  · )“ Dre
d  W 

d = 2 (_,)n
d  W d  D n u

d l ) n u >< d u  ’
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3 5PROPAGATION DANS LES MILIEUX GYROSTATIQUES nOMOGÈNES.

qui résulte de la comparaison des deux formules

D'*iî =

d W  _  
d D ' l u ~

--------  - =  ( i u ) « a a 8 i vc X  u,
d x a d y b d z °  K r ' r 1 ’
„ . , rfW

Pour poursuivre le calcul, on aura recours à la m é t h o d e  d e s  

g r a n d e u r s  o m b r â t e s  :

La forme bilinéaire la plus générale peut s’écrire

(ilia?. H- h i j ' t  H- C i z ,  -4-...) ( a 2 x 2 H- b 2y 2 -+- c 2 s 2 +■ · ·),

si l’on convient de regarder les a , , b { , c { , . . a 2, 6 2, c2, . . .  comme 
des grandeurs dénuées de signification (grandeurs ombraies de 
Rankine) et les produits a , a 2, a ,  b 2, . . .  comme les notations de 
coefficients indépendants.

On conviendra d’écrire a b  —  b a ,  et, par suite, les opérations 
de l’Algèbre pourront se transporter sans modification aux gran
deurs ombrales. La multiplication sera commutative et distribu
tive. Les règles de dérivation s’appliqueront aux sommes et aux 
produits de polynômes ombraux tels que a t x , ' b ly t - \ - . . .1 où 
x , ,  y  I, . . .  représentent des fonctions de variables concrètes.

En notation ombrale, le potentiel interne, qui est une forme 
quadratique des dérivées de u, v, tvf s’écrira

• W =  (\v'-+-W")*,
W 7 représentant une forme ombrale linéaire et homogène des dé

rivées impaires de u, v, w  en x , y ,  z  ;
W " représentant une fonction analogue des dérivées paires.

Par application des règles de éalcul précédemment rappelées, 
on obtient

( 2 )
d  W 

d  D" u
d  D n u

du.

/  d W " riW'N
d u  J

Dans cette équation représente la dérivée de la fonction W ';  

où l’on a remplacé par sa valeur

Dra u  =  ( i ¡x ) ,l a a  p*  yc,
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36 CHAPITRE II.

ce qui donne à W ' et W ff les expressions suivantes :

W ' =  A ' u H- B' p h-  G' w,
W" =  A"u-l·- B"p-t- C  w ,

A ,  A ", . . .  désignant des polynômes ombraux en a, [3 , y. 
L ’équation (2 )  peut encore s’écrire

w  ( * £ - * · £ ) .

Calculons le binôme alterné

d u  du

ainsi que les deux binômes Y t et Z t qui s’en déduisent par per
mutations circulaires.

z  1 désignent des variables arbitraires nous aurons

X . . . + Yo·, +  Z . . .  -  w  ( * .

c’est-à-dire

X i * i  +  Y i J ' i  +  Zi^i ^
A' u -h B' v -l- G' w A" u -t- B" v -t- C" w

K! - t -  B ’y ' i  +  C z i  h!rX\ -4 - B y * - l · -  G ff-Si

A' B' G' 
A" B" G”

x

X i # i  H- Y 1/1 -I- Zj Z\ —

U V w 
Xi y i  Zi

L M N
U V w

y i

en désignant par L , M, N les quantités concrètes

L = [ A ' . A " ] ,  M =  [ B ' .B " ] ,  N = [ G ' . G * ] .

Cette identité en x , ,  y , ,  z ,  nous apprend que ( X , ,  Y ( , Z,) est 
l ’axe des deux vecteurs (L ,  M, N) et ( u , p, tv); on a donc

X i ^ L . u ] ,  Y i  =  [ M . v ] ,  Z ,  =  [ N . t v ] ,

et le problème est résolu.
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En résumé, les équations indéfinies

d ï u  . d W
 ̂ d p  ^  d D , lu

deviennent, après substitution des solutions exponentielles,

37

( 3 )
d'l>PP2V2w =  -+- 2 [ L . m],

La fonction <E>, quadratique en u ,  v , w , et le vecteur L , M, N qui 
figurent dans ces équations, sont déduits du potentiel W  par les 
formules ombrales

[ W  = ( W '  +  W ")2,
] W  =  A ’ u  4 - B 'p +  G'«>, 
( \V"= +  +

f $  =  W "2 —  W '2, 
j L =  [A'.A"].

1 8 . É q u a t i o n s  d e s  m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s .— P r e m i è r e  f o r m e .  

— L ’analyse précédente s’applique sans modifications aux milieux 
gyrostatiques, dont les équations

P =  2 ( - 0 »p.
d  w

d  D np  ’

deviendront, après substitution des solutions exponentielles,

( 4 )

pfJl2V 2K =  ifJL [ « . P ] ,

D d F  r r  -,
P -

équations dans lesquelles la fonction F ,  quadratique enp ,  q ,  r ,  et 
le vecteur L , ,  M( , N, sont déduits du potentiel W  par les for
mules ombrales

( W  = ( W ;  +  W 'i)2, 
j W ', =  A \ p  +  Wi q  +  C \ r ,  

( W 'i =  A  "xP +  B'1 Î +  C'i r ,

F =  W",2 -  W',2, 
Li =  [A', .A,].

1 9 . D e u x i è m e  f o r m e  d e s  é q u a t i o n s  d e s  m i l i e u x  g y r o s t a 

t i q u e s .  — Eliminons le potentiel-vecteur P, Q, R entre les équa-
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3 8 CHAPITRE II.

tions ( 4 ), et nous obtiendrons ,

( 5 )  P[x * V 2 « =  [» • L i·/ ’ ] ;

transformons cette expression, en écrivant

nous aurons

dF= 2 ï d u = 2  % d?  = 2  *> %  t«-dul= 2 * > [ §  · * ]  du>
[ a . L j . J o ]  =  L j ( a / ? - t -  $q  4-  Y ^ ) — / > ( a L i  4 -  p M j  4 -  y N 4 )

=  — / ? ( a l 4  +  P  M ,  4 -  y  N i ) ,

ce qui ramène l’équation ( 5 ) à la suivante :

(C> +

des valeurs de <p et A:, étant données par les formules

F (P>1< r ) =  ( £» s ? ( « >  e, w ), <f =  <p04-  |r2tp24- . . . 4-  p2''<p2, .4- . . . ,  

o c L j  4 ~  P M i  4 *  y N j  =  î  jjl/c ( a ,  [3, y ) ,  k  =  k% 4 -  p.^ k 4 4 - . »  »4-  p^* A*2 ,. 4 - · . .  ·

k ir  est une fonction homogène de degré 2 r  en a, ¡3 , y, à coeffi
cients réels.

tp2r est une forme quadratique en [a.w], [[3 .c ] ,  [y .« * ] ,  dont les 
coefficients sont des fonctions homogènes de degré 27’ en a, ¡3 , y.

2 0 . D o u b l e  r é f r a c t i o n  d a n s  le s  m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s .  — 
Comme première approximation ( W  =  W 2), nous allons étudier 
un potentiel réduit à son premier terme, c’est-à-dire à une forme 
quadratique homogène en p ,  q ,  r  : <p se réduira à son premier 
terme cp0, k  sera nul, et pour un système d’unités tel que p =  2, 
les équations ( 6 ) deviendront

1 d<f
2 d u  ’
1 d <p
2 dt> ’ »
1 d (p
2 dw

V * u  =  

V * p =  

V 2 »  =

(6 ' )
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On reconnaît lés équations en S de la quadrique

■ t>, w )  =  F ( [ a . w ] ,  [ p . p ] ,  [ Y · « - ] ) .

Il en résulte que les vibrations transmises sont rectilignes, diri
gées suivant les trois axes de la quadrique cp(n, v, w )  ■— 1 =  o, et 
se propagent avec des vitesses respectivement égales aux inverses 
des axes de la quadrique. Mais, comme les vibrations sont trans
versales, la quadrique est un cylindre dont les génératrices sont 
parallèles à la direction de la propagation. Le lemme suivant va 
nous permettre de déterminer sa section droite :

Lemme. — S i  l ’o n  c o u p e  u n e  s u r f a c e  ^ ( x ^ y ,  z )  =  o p a r  le  

p l a n  eux +  $ y  +  y s  =  o, e t  s i  l ’o n  f a i t  t o u r n e r  la  s e c t io n  

d e  90° d a n s  s o n  p l a n , l ’é q u a t i o n  d u  c y l i n d r e  a y a n t  p o u r  

s e c t io n  d r o i t e  la  n o u v e l l e  c o u r b e  a i n s i  o b t e n u e  e s t

y ( [ « · * ] ,  [ p - r l  [Y·*]) =  o·
Soit, en effet, ' ·

M| ( x ^ y \ , i ()iin point de la section primitive de V  =  o ;
M (.r, y , z ) un point quelconque de la génératrice correspon

dante du cylindre. i

OM( est l’axe des deux vecteurs suivants :

i° La normale (a, [3 , y) au plan de l’onde;
20 Le vecteur OM(ir, y ,  z ) .

On a, par suite, »

=  7 i =  [P -7 ] ,  *i =  [ Y · * ] ·

et; pour obtenir l’équation du cylindre, il faut éliminer x ( , y , , 

z | entre les équations

( ' ¥ ( x u y l , Z i )  =  o,

( * i  = . [ * · * ] ,  JKi =  CP-t ] ,  * i =  [ ? · * ] ·

Conséquence : L o i s  d e  l a  d o u b l e  r é f r a c t i o n .  — La qua
drique cp(« ,  v, w )  — 1 =  0 représente un cylindre lié à la qua
drique F  ( x , y ,  s) — i =  o par le mode de génération précédent. 
Or, pour la stabilité, il faut que le potentiel F ( p ,  q , r )  soit une 
forme définie positive. Donc F ( x , y ,  z )  — i =  o représente un
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4o CHAPITRE II.

ellipsoïde réel, et l ’on obtient les lois connues de la propagation 
(en première approximation W  =  W 2) :

i° L e s  m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s  p r o p a g e n t  d e u x  v i b r a t i o n s  

r e c t i l i g n e s  s i t u é e s  d a n s  le  p l a n  d e  l ’o n d e  e t  r e c t a n g u l a i r e s  ;

2° L e s  v ib r a t io n s  t r a n s m is e s  s o n t  d i r i g é e s  s u iv a n t  les  a x e s  

d e  la  s e c t io n  d e  V e l l i p s o ïd e  F (x , y ,  z )  — 1 =  o p a r  le  p l a n  d e  

l ’o n d e ;

3 ° L a  v ite s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  la  v i b r a t i o n  es t  é g a l e  à  

l ' i n v e r s e  d e  l ’ a x e  p e r p e n d i c u l a i r e .

On retrouve les lois de Fresnel ; mais la vibration est perpendi
culaire au vecteur de Fresnel, c’est-à-dire est située dans le plan 
de polarisation.

F ( x , y , z ) — i =  o  

s’appelle Y e l l ip s o ïd e  o p t iq u e ,

? ( * » / , * )  — 1 =  o

s’appelle le c y l i n d r e  d e  p o l a r i s a t i o n .

2 1 . P o l a r i s a t i o n  r o t a t o i r e  c r i s t a l l i n e  d a n s  le s  m i l i e u x  g y 
r o s t a t iq u e s . — Comme deuxième approximation, étudions main
tenant un potentiel réduit à ses deux premiers termes, c’est-à-dire 
W  =  W 2 +  W 3, W 2 représentant, comme précédemment, une 
forme quadratique en (p , q ,  r )  et W 3 une forme bilinéaire en 
( p ,  q ,  r )  e t  (p'æ, p'y , p'z , q'x , . . . ) .  y  se réduira à son premier 
terme et k  à son premier terme k 2 .

La présence de l’imaginaire i  dans les équations

(6») v * «  =  s i s  +  » > * [ « ·  «O

nous montre que les vibrations transmises sont elliptiques, et 
nous avons vu précédemment qu’elles sont situées dans le plan de 
l’onde (n° 1 6 ).

Soient trois axes O x t , O y , ,  O  z , ,  formant trièdre direct : O x t 

et 0 y t situés dans le plan de l’onde et dirigés suivant les axes 
de la vibration, O ü, dirigé suivant la normale à l’onde et dans le 
sens de la propagation.

Dans ce système d’axes, les composantes de la vibration seront 

£i =  a c o s n ( z ,  — V t ) ,  i)i = — à sin — Vi), Çi=o,
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c’est-à-dire les parties réelles de p,,

«1 _  Pl _  (Vi
a  ib o

— ! =

Si le rapport ^ est positif, l’ellipse est décrite de gauche à droite

pour un observateur placé suivant O z ( . On dit, dans ce cas, que 
la vibration est d r o i t e .

Calculons les valeurs de u , v, fv et portons-les dans les équa
tions du mouvement :

Soient (a, ,  £1,, y, ) ,  ( a 2, p2, y 2 ) ,  (a, [}, y) les cosinus directeurs 
de O îc, ,  O y ( , O z , .

Le trièdre O x Ky K z { étant direct, on a

£ * .« ]  =  [ a .a , ]  a e if -(- i [a .a 2]  b e iv =  (a2a — icL^b) e,p; 

ces valeurs, portées dans les équations (6") ,  donnent

a =  [a 1.a2] ,  a i = [ a 2 .a ] , a2 =  [a .a i] ,

et les formules de transformation donnent

u =  oc, m, -t- oc2Pj -i- 0C3 pp2 =  ( a ( a  -+- ¿a26 ) e ,p, 

P = ¡JL(ota? H- f i y - h y z  — Vi),

d’où

qui se dédouble dans les équations ( 8 )

( 8 )

équivalentes à l’ensemble des deux systèmes (8 ')  et (8") ,

(8 ')

VJ a  =  V2 a — [x/cô, 
VI b =  V * 6 -  ¡x/ca,

(8")
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42 CHAPITRE II.

V, et V2 représentant deux inconnues auxiliaires définies par l ’un 
des deux groupes d’équations (8 ')  ou (8 ”).

Or, il résulte des équations (8 ')  que ^  ( a t , ¡3 ,, y , )  et 

~  (a 2, p2, y 2) sont en grandeur et direction les deux axes du

cylindre de polarisation <f ( u,  f, w ) — i =  o.
Les lo is  d e  la  p o l a r i s a t i o n  r o t a t o i r e  (en deuxième approxi

mation "W =  W 2 +  W 8) sont donc les suivantes :

i° L e s  m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s  p r o p a g e n t  d e u x  v ib r a t io n s  

e l l i p t i q u e s  s i t u é e s  d a n s  le  p l a n  d e  l ’o n d e  e t  d o n t  les  a x e s  s o n t  

d i r i g é s  s u iv a n t  les  d e u x  a x e s  d u  c y l i n d r e  d e  p o l a r i s a t i o n , c ’est-  

à - d i r e  s u iv a n t  le s  d e u x  a x e s  d e  la  s e c t io n  p l a n e  d e  V e l l i p s o ï d e  

o p t i q u e .

2 °  L e  r a p p o r t  d e s  a x e s ' e t  la  v ite s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  

c h a q u e  v i b r a t i o n  s o n t  d o n n é s  p a r  le s  d e u x  é q u a t i o n s  (8") :

j \ i a — u./c£> =  V?a,·
(8  ) r  1
v ' \ V *b  — \xka =  V \b

d a n s  l e s q u e l le s  V, et V 2 r e p r é s e n t e n t  le s  in v e r s e s  d e s  a x e s  d u  

c y l i n d r e  d e  p o l a r i s a t i o n , c 'e s t - à - d i r e  le s  v ite s s e s  c a l c u l é e s  d a n s  

V h y p o t h è s e  d e  la  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n  W  =  W 2.

A chaque valeur de correspondent deux vibrations

elliptiques définies par les deux équations (8") ou le système (8W) 
équivalent

( ( V * - V Î ) ( V * - V i )  =  ,*«**,
{ } j 6*)-i-(V|— \ \ )a b  =  o.

La première équation fournit deux valeurs V7, Y'7 réelles, l ’une 
supérieure à V< et V 2, l’autre inférieure à V, et V 2, et l’on a 
entre V' et V" la relation

V'2 +  V"2 = V f +  Vf.

La seconde équation donne le rapport ^ des axes : les deux 
vibrations elliptiques sont semblables, décrites en sens inverse, 
et ont leurs grands axes perpendiculaires. ,

3 ° L a  v i b r a t i o n  q u i  s e  p r o p a g e  a v e c  la  p l u s  g r a n d e  v it e s s e  a
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s o n  . g r a n d  a x e  d i r i g é  s u iv a n t  le  g r a n d  a x e  d e  la  s e c t io n  d e  

l 'e l l i p s o ï d e  o p t i q u e  p a r  le  p l a n  d e  l ’o n d e .

Car on lire des équations (8")

¿2 V 2 — V? '
« » “ y s  — v î ’

ce qui montre que a  >  b  entraîne V, >> V ,.

4 ° S i k ( o c , P, y)  e s t  p o s i t i f  p o u r  la  d i r e c t i o n  d e  p r o p a g a t i o n  

a, p, y, la  v i b r a t i o n  d r o i t e  s e  p r o p a g e  a v e c  la  p l u s  g r a n d e  

v ite s s e .

On a, en effet, · .
V2a =  V| a +  \i.kb,

donc, pour k  >  o, l’inégalité -  >  o entraîne V >  V ( . On dit alors 
que le milieu est d e x t r o g y r e  pour la direction de propagation 
considérée.

5 ° Q u a d r i q u e  d e  g y r a t i o n .  — k  est une forme quadratique 
en a, P, y ; elle représente donc l’inverse du carré du rayon vec
teur de la quadrique

k ( x , y , z ) — .i =  o

suivant la direction a, p, y ·
C’est la quadrique à laquelle nous avons.donné au Chapitre I, 

n ° 9 , le nom de q u a d r i q u e  d e  g y r a t i o n .

En résumé, les lois de la propagation dans un milieu gyrostà- 
tique sont, au degré d’approximation W  =  W 2' + W a ,  définies 
géométriquement par deux surfaces invariantes :

l ’ellipsoïde optique
F O ,  y ,

la quadrique de gyration

k  O, y ,

D ’ailleurs l’équation

* )  — i =  o, 

z )  — 1 =  0. .

pV2 u  =
d (p 
d u

rapportée à un trièdre inverse, devient
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il en résulte donc que l’ellipsoïde optique est une surface inva
riante directe, et la quadrique de gyration une surface invariante 
inverse.

Il convient de signaler une seconde différence entre l’ellipsoïde 
optique et la quadrique de gyration : la condition de stabilité ne 
restreint pas la généralité de la quadrique de gyration, dont le 
cône asymptote peut être réel. Dans ce dernier cas, le cristal pos
sède le double pouvoir rotatoire, et le cône asymptote sépare les 
directions de propagation en deux catégories : celles pour les
quelles le milieu est dextrogyre et celles pour lesquelles il est 
lévogyre. C’est en particulier ce qui a lieu pour les cristaux 
biaxes possédant un plan de symétrie, car le cône asymptote de la 
quadrique de gyration se décompose, dans ce cas, en deux plans 
rectangulaires ( v o i r  n° 9 ).

Enfin, l’existence du pouvoir rotatoire entraîne, en principe, 
celle de la dispersion normale; car le potentiel

\V =  W 24 - W 3 +  W 4 -+ - .. .

devant être une forme définie positive, l’existence des doubles 
produitsp p 'x · · · contenus dans la forme bilinéaire W 3 entraîne 
celle des carrés p x · · ·  qni sont des termes de W *.

2 2 . D i s p e r s i o n  n o r m a l e  d a n s  le s  m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s .  — 
Étudions le cas général d’un potentiel gyrostatique mis sous la 
forme

W  =  W , - h W , + ' W * + . . . +  W , B + W j , , + i - i - . . . ,

W p représentant l’ensemble des termes qui fournissent les déri
vées d’ordre p  de u , v , w  dans les équations indéfinies.

On a

en désignant par W,ÿ une forme bilinéaire par rapport aux déri
vées d’ordres i  et j .

Les équations du mouvement sont

V 2 m =  \  S ; +  * > * ! > · « ]

l ? =  <po-t- ¡a2?2+  .H-[A2«Ç2b +  . . . ,

1 k  — -H t*2 ki, -t-..................... H- A'2” -H. . . .

avec
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Par conséquent :

D an s les m ilieu x h oloèdres, les v ibrations transm ises sont trans
versales, rectilignes, dirigées suivant les deux axes du cylindre de 
polarisation œ(x, y, z) —  i = o  et leurs vitesses de propagation  
sont les inverses des longueurs de ces axes.

D an s les m ilieu x  h ém ièd res, les v ibrations transm ises sont 
transversales et e llip tiq u es. E lles sont définies par les équations

j V2a — iikb =  \ l a ,
I V2ô — (j.4-« =  V? b

dans lesquelles V ( et V 2 représentent les vitesses calculées dans 
l ’hypothèse k  =  o . L es surfaces /r2, k,n  . . . ,  k 2n, · · · )

k  =  Æ2 +  1 - .. .-4- y.'inkiri +  . . . ;

qu i définissent la fon ction  k  sont invariantes inverses.
En ce qui concerne les term es de polarisation  rotatoire, les 

résultats précédem m en t obten u s se généralisent don c im m édiate
m e n t ; m ais il n ’en est plus de m êm e pou r le  m od e de génération  
du cylindre de polarisation

* ) — i =  °·

O n  obtien t la section droite de ce cylin dre en cou pan t l ’ ellipsoïde

F ( ® ,  y , z )  — i =  o

p a r le  plan de l ’onde et faisant tourner cette ellipse de 9 0 ° dans 
son p la n ; m ais il est essentiel de rem arquer que cet ellipsoïde  
varie de form e et de p osition  avec la d irection  de l’ ond e.

Il y  a un très grand in térêt, au po in t de vue des réductions im 
posées par la sym étrie du m ilieu , à rechercher un m ode de géné
ration  de ce cylindre au m oyen  de su rfaces invariantes. Cette  
q u estion , qu i est pu rem ent analytiqu e, sera traitée au Chapitre Y  
où l’ on verra que tou te form e œ2„  qu adratique en x, y, z, et 
h om ogèn e de degré 2 «  en a , P, y , est une som m e de covariants de 
six surfaces dont les ordres respectifs sont

2/1 +  2 , 2/1 +  1, 2 n, 2 /i — i, 2 n —  2 ’

dont d eu x surfaces d ’ordre 2  n. L es surfaces d ’ordre pair sont
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invariantes directes, les autres sont invariantes inverses; et il 
existe entre elles trois relations d’invariance.

2 3 . Ce qui précède (ainsi que le Chapitre IV) est la reproduc
tion d’un Mémoire rédigé en 1897, et dont la publication a été 
différée lorsque nous avons eu connaissance des recherches entre
prises par Gibbs sur le même sujet.

On trouvera, dans les numéros d’avril et juin 1882 de V A m e 

r i c a n  J o u r n a l  o f  S c i e n c e ,  les deux Mémoires de Gibbs sur la 
double réfraction et la polarisation rotatoire, étudiées dans la 
théorie électromagnétique de la lumière. L ’étude des travaux 
expérimentaux et théoriques publiés actuellement sur le pouvoir 
rotatoire, nous ayant paru établir que les deux Mémoires précé
dents étaient passés inaperçus jusqu’à présent, nous croyons de
voir publier nos recherches qui pourront contribuer à faire con
naître cette partie de l’œuvre de Gibbs.

L ’étude géométrique que nous allons développer maintenant 
est, conformément à la méthode de Gibbs, basée sur le principe 
donné par lord Rayleigh dans sa T h e o r y  o f  S o u n d  (Vol. I, 
§ 8 7 ) et qui exprime le principe d'Hamilton dans le cas des équa
tions linéaires. Signalons toutefois que, dans les Mémoires de 
Gibbs, les lois de la double réfraction ont été obtenues par la mé
thode géométrique et celles de la polarisation rotatoire par une 
méthode analytique.

L ’étude expérimentale du pouvoir rotatoire dans les cristaux 
biaxes est eqeore peu avancée. Ce n’est que tout récemment que 
l’on a constaté son existence dans les cristaux du sucre de canne 
et du sel de Seignette (*).

I I .  —  M é t h o d e  g é o m é t r iq u e .

2 4 . D é f i n i t i o n  d e  l ’a c t i o n  h a m i l t o n i e n n e .  — Soit un mi

lieu continu dont la force vive est J ' T dm  et le potentiel interne 

J " W  d m . Par définition, l’action hamiltonienne relative à ce mi-

• (*) P ocklinqton, P h i l o s o p h i c a l  M a g a z in e , igor, p. 361 .
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lieu -est l’intégrale

/ (T — W) dm  d t .

P r i n c i p e  d ’I l a m i l t o n .  — Soient

x  -+■ u , y  o, z  -+- w  une trajectoire virtuelle du point x ,  y ,  z\ 

x - \ - u  +  S u ,  y - \ - v - + - S v ,  2 +  w +  8«> une trajectoire virtuelle 
infiniment voisine passant aux instants t 0 et t, aux memes points 
que la première trajectoire.

La variation de l’action hamiltonienne, qui est du premier ordre 
quand on passe d’une trajectoire virtuelle à une autre trajectoire 
virtuelle infiniment voisine, devient du second ordre quand la tra
jectoire satisfait aux équations du mouvement. C’est le principe 
d’Hamilton qu’on peut encore énoncer :

A u  v o i s i n a g e  d ’ u n e  s o lu t io n  l ’a c t i o n  h a m i l t o n i e n n e  r e s t e  

s t a t i o n n a i r e .

En effet, il faut vérifier que

3 A t - W) dm  d t

est nul pour les solutions du système

d 2 u  -,p I —TTT- ° U ■
d t 2/

Or on a

8 / T dm  d t

d 2v

d t'1
8p ■

c P w

d t 2
8w ) d m  -+- s y  W ife

- / I 2

d u  „ d u  , ,p -r- t  —r- dm  d t   ̂ d t  d t

d u  -  ) ·.p —— t u  ) dm  ■ 
d t ‘ J C 2

d - u  „ , ,p —:— t u  dm  d t ,  r d t 2 ’

les S u ,  Su, h v  s’annulant par hypothèse aux instants t 0 et l , ,  la 
première intégrale est nulle et l’on retrouve l’équation des travaux 
virtuels de la Mécanique analytique.

2 o. A p p l i c a t i o n  d u  p r i n c i p e  d ’I l a m i l t o n  a u x  é q u a t i o n s  l i 

n é a i r e s .  — Les équations du mouvement,, étant linéaires, sont
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vérifiées par des solations ( a ,  v, \v) de la forme

u =  partie réelle de ( u , -t- i u 2) elP, P =  p.(aa? -t- py -+- y 2 — V t),

1  u
^ =  V t '

Appliquons à cette solation le principe d’Hamilton, et choisis
sons pour limite supérieure t, =  t0 -t- x, t  représentant la période 
du mouvement vibratoire;

Nous aurons

Jr °  1 1I T dt =  t  x  - pp.2!)1 x  -  (w? -+- ■+■ w\ -+- u\ -t- -I- ) =  t T , „ ,

t. 2 2

W dt =  t\V*,..

T m et sont les valeurs moyennes de T et W  pendant une pé
riode. ~Wm est une forme quadratique en a (, cv(, a 2, e2, <v2.

Si donc on pose
tp1 =  T m — W n i  j

l’équation d’Hamilton s’écrit

8¥ ( i t i ,  ! > , ,  w u  U t ,  r 2, w „ V )  =  O,

pour toute modification virtuelle d’une trajectoire véritable. 
Faisons subir à la trajectoire (u ,  p, w )

u =  partie réelle de ( « 1  - t -  iu 2) eip,

la modification virtuelle 8 a, Se, 8w, définie par l’égalité

u-\- lu  =  partie réelle de («1 +  iu 2) eie,

et choisissons une valeur de qui rende P égal à  ̂; 8 «  s’annulera 
pour t =  f0 et t =  £0 +  et le principe d’Hamilton nous apprend 
que

2 ¿ 'F  *

De meme, la modification virtuelle ( 8 a ,  |8e, 8iv), définie par 
l ’égalité

u -t- 8a =  partie réelle de ( u ( -+- iu% H- i'8a2) e,p,
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donne, en choisissant pour une valeur qui rende P égal à it,

La fonction VL est donc indépendante de u , ,  V\, ce,, u 2 , i’2, w2, 
et, comme c ’est une fonction homogène du deuxième degré par 
rapport à ces variables, elle est identiquement nulle.

En définitive, le principe d’Hamilton se résume dans le système 
d’équations

V  =  O,

377 - 2

dW
dui o w2 =  o,

auquel on peut substituer le système équivalent

W =  o, 
dW  Rv 
2 V êV =  0-

d'V
et, comme est différent de zéro, ce système entraîne

1 tF =  o, 

j  oV =  o.

En résumé, les équations du mouvement prennent la forme 
géométrique suivante :

i° L a  s o lu t io n  d e s  é q u a t i o n s  l i n é a i r e s  à  c o e f f ic ie n t s  c o n 

s ta n t s
C  / d ^ u   ̂ d i v  ̂ d i w  „ \ p

J p ^  ̂v.w ̂
s a t i s f a i t  à  l ' é q u a t i o n  T m =  W m q u i  d é f i n i t  la  v ite s s e  V d e  

p r o p a g a t i o n  e n  f o n c t i o n  d e s  é l é m e n t s  d e  la  v i b r a t i o n  ( T m e t  
W  m r e p r é s e n t a n t  le s  v a l e u r s  m o y e n n e s  d e  T  et. W  p e n d a n t  u n e  

p é r i o d e ') .

2° A u  v o i s i n a g e  d ’ u n e  s o lu t io n , la  v it e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  V 
d é d u i t e  d e  l ’é q u a t i o n  T m — W m =  o r e s t e  s t a t i o n n a i r e  ( ' ).

(>) Comparer avec l’énoncé donné par lord Rayleigh dans sa T h e o r y  o f  S o u n d  
( vol. I, § 87). Comme le principe d’Hamilton s’applique à toute modification vir
tuelle compatible avec les liaisons, il y a équivalence entre les deux énoncés.

C. 4 ·
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2 6 . C a l c u l  d e  la  v a l e u r  m o y e n n e  W,„. — Élant données 
deux fondions sinusoïdales u  et v de la forme

u  =  partie réelle de ( U\ H- i u 2 ) e iP,

U {, u* désignant des constantes el P désignant une fonction li
néaire des variables x , y ,  z ,  t,  on sait que la valeur moyenne du 
produit

( d ni \
D"*’=  j —:-----=—

d x a dy<> d z c d l e J

s’obtient par la règle suivante :
O n  r e m p l a c e  l ’u n e  d e s  f o n c t i o n s ,  u  p a r  e x e m p l e ,  p a r  l ’i m a 

g i n a i r e  ( u i +  i u 2) e ip, e t  la  s e c o n d e  f o n c t i o n  v p a r  l ’ i m a g i 

n a i r e  c o n j u g u é e  c o r r e s p o n d a n t e  (pt — i v j )  e ~ ‘p. O n  e f f e c t u e  les  

o p é r a t io n s  d e  d é r i v a t io n  D m u  D" v, e t  l ’o n  p r e n d  la  p a r t i e  r é e l l e  

d u  p r o d u i t  D " l u  D"e. C ’est  le  d o u b l e  d e  la  v a l e u r  m o y e n n e  
c h e r c h é e .

Appliquons celte règle au calcul de la valeur moyenne de W .  
Cette forme s’écrit, en notation ombrale,

W  =  ( W ' +  W " ) 2 ;

on peut la considérer comme le produit de deux facteurs égaux 
chacun à W ' + W 1'. Remplaçons dans le premier facteur u , v , (v 

par (« ,  -l- iu->) e'p. . .  et ce facteur ombrai aura pour valeur

■ j î ( v ;  -t- Ï V ' )  -+- V'[ -f- ¿VI j

V ' , V ' ,  V", VJ désignant des grandeurs ombrales réelles définies 
par les égalités

j ïV 'j =  A ' ui h-  B ' Pj - h C ' Wi,

| V * =  A " m, - h B " p ! -t- G" w, ;

donc la valeur moyenne W m sera égale à la moitié du carré du 
module de l’imaginaire W '-t -  W", c ’est-à-dire à

( 9 )  w „  =  i  j ( v ; + v ; ) *  -+- ( v ;  -  v '2)2 j =  i  ( v ?  +  v ? )

+  | (V '22 +  V V) +  (V'1V"2 - V " i V'2)
avec

V,2 +  V'i2 =  (A"i<1-i-B',e1 -t- C"w>i) — (A'tti BVi -+- G'«»])2 =  ’î’ Imi , v\, w t),

v ; v ; —v';v'2= i
A. B P2 "t" ̂  îVj A" î(2-t- B" p2 -t- G" L M N

=  i W2 P2 ^2
A. ifi—t—15 v j H- G iv [ A'w!-f-B"Pi -t-G'(v1

U\ Pi (Pi
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Dans ces équations, les A', A", . . . ,  (I>, L, . . .  ont les mêmes si
gnifications que dans la méthode analytique (n° 1 7 ).

2 7 . C a s  p a r t i c u l i e r  d e s  m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s .  — Les for
mules (9 )  donnent

2W„,= F(/),, q u  /·,) -t- ( pt ,  qî ,  r.2) H- 2 i

analytique.
Remplaçons les p , , p 2 , . · .  par leurs valeurs tirées de 

Pi +  i p * =  =  * > [“-«1+  *“2])

et nous aurons

L, Mi Ni
Pi 72
P i 7 i. r\

que dans la

U M, N,
P i q-t

P i q i >'l

=  2 7o1[ L i ./)2] =  f x S ^ i C L i .a . i i , ]

=  — |2(Lia +  M 1|3+NiY)(«i/?1-t-P12i-H Pi7 '1),

et, par conséquent, en écrivant.

F(/>., q u  c i )  =  e, w) ,  « Li -1-  PMj h-  y Nj =  f ¡2/c,

l’équation (9 )  prend la forme (10)
a p y

Ui Vi Wi 

Ui P2 W*

( ,0 ) <p(ii,, Cl, W i) ■
r

■ <p(«2) e2) «t'a) H- 2 pt/c

2 8 . F o r m e  d e  l 'é q u a t i o n  f o n d a m e n t a l e  T m =  W m. — Dans 
l’équation T 7K=  W m, remplaçons T,„ et W,» par leurs valeurs, et 
nous obtenons

(il) ç p V2 -H v\ -+- ■+■ u\ -+- I>1 4- iu|)
L M N

=  1>(lii, I>1, <Vt) +  ‘I>(M2, Vi, H>i) +  2 i Mj P2 w>2
«1 Pi

telle est, pour les milieux continus, l’équation qui exprime le 
principe d’Hamilton et contient implicitement les équations du 
mouvement. Par application de l’énoncé de lord Rayleigh (n ° 2 3 -),
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il suffira en effet d’écrire d V  =  o pour toute modification vir
tuelle, ce qui donnera

/ 1 I · „  1\ ^  V 2« i = - ^ + i [ L . m2] ,
t
J i i rf4> ._T _
( - P i *  Y  M 2 = â 5 î72 +  î [ l · “ 13’

et l’on retrouve les deux équations en termes réels déduites de 
l’équation ( 3 )

t . i d<S> rT i_

Un des principaux avantages de l’énoncé de lord Rayleigh est 
de se prêter à la recherche des lois de propagation par la méthode 
géométrique. Nous allons en faire l ’application aux milieux gyro- 
statiques pour lesquels l ’équation T ,« =  W,„ est, en vertu de ( io)  
et pour p =  2,

( v x ) VRw } +  pf -t- (vJ -t- w|-t- p| -t- ip|)

=  f(uJ, P,, PP,) -t- tp(îÎ2) C2, <̂ 2) -t- 2 fJt/c
a ß Y

u 1 Cl W\

«2 W>2

2 9 . R e c h e r c h e  g é o m é t r i q u e  d e s  lo is  d e  la  p r o p a g a t i o n  d a n s  

les  m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s .  D o u b l e  r é f r a c t i o n .  — En première 
approximation (W  =  W 2) étudions un potentiel réduit à son pre
mier terme,' c ’est-à-dire à-une forme quadratique en p r q ,  r .  Par 
raison de symétrie, les vibrations seront rectilignes, et l ’équation 
fondamentale T,„ — V „ j = o  devient

( 12')  V 2(îi2-+- P2 +  IP2) =  <p(u, P, w),

<p désignant la forme quadratique en . . ,

?  ( U ,  v ,  w )  =  F([a .K ] ,  [ p . p ] ,  [ y ·« ’ ] ) .

Conséquences :

i° L a  v i b r a t i o n  e s t  d a n s  l e  p l a n  d e  Ü o n d e .  — Donnons, en 
effet, à la vibration { u ,  v, w )  une modification virtuelle S ( u ,  e, n>) 

parallèle à la normale (a, ¡3 , y). La fonction tp restera invariable, 
et l’équation SV =  0 donnera

u Su-1-  p op -f- (p Scv — o
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pour toutes les valeurs

5 3

ce qui équivaut à

S u __  S v  _  S i c

y

cm -t- (3p -t- ycp =  o.

2° L a  v ite s s e  d e  p r o p a g a t i o n  a  p o u r  v a l e u r  V =  r  repré

sentant la longueur du rayon vecteur {oc, y ,  z ) du cylindre de pola
risation, dirigé suivant la vibration u , v, w .

En effet, l’équation (12') donne

et comme 

on a

V2= ,
a:2-h y 2-h Z*

< ? ( * ,? , * )  =  h

V2 = I

3 U L a  v i b r a t i o n  e s t  o r i e n t é e  s u i v a n t  l ’ u n  d e s  d e u x  a x e s  d u  

c y l i n d r e  d e  p o l a r i s a t i o n ,  c ’e s t - à - d i r e  s u i v a n t  l ’ u n  d e s  d e u x  

a x e s  d e  la  s e c t i o n  p l a n e  d e  V e l l i p s o ï d e  o p t i q u e .  — On a, en 
effet,

et la condition 8V =  o entraînera S r = o .  r  est donc un rayon 
vecteur maximum ou minimum du cylindre de polarisation.

P o l a r i s a t i o n  r o t a t o i r e  c r i s t a l l i n e .  —  En deuxième approxi
mation, étudions un potentiel interne réduit à ses deux premiers 
termes W  =  W 2-t- W 3. L ’équation T TO=  W,» s’écrit

V2 ( U 2 -t- P2 - f- CP2 H- u 2 -h  p | -t- pp|)

=  ip O i, Vf, W i ) H- <p(«s, p2, W i )  H- 2 \ i k

a ? Y
Ml Pl PPl ,
Mj P2 «>2

cp représentant une forme quadratique en [ a .  u~\ . . .  à coefficients 
constants; k  représentant une forme quadratique en a, p, y. 

Conséquences :

i° L a  v i b r a t i o n  e s t  d a n s  l e  p l a n  d e  l ’o n d e .  — Laissons, en 
effet, invariable le demi-diamètre (t£2, p2, m2) de la vibration et
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donnons à son conjugué ( u t , v , ,  «q ) une modification virtuelle 
8 ( m( , tq, «q) parallèle à la normale (a , P, y). Cette modification 
laissera invariables la fonction to et le déterminant.

Donc on aura
a ¡q  4 -  p iq 4 - y «q  =  o,

et de même
a m2 +  P p 2 4 - Y«>2 =  o.

2° L e s  a x e s  d e  la  v i b r a t i o n  e l l i p t i q u e  c o ï n c i d e n t  e n  d i r e c 

t io n  a v e c  les  a x e s  d u  c y l i n d r e  d e  p o l a r i s a t i o n .  — Soient, en 
cfièt, a  et i  les longueurs des demi-diamètres conjugués 
( u u  <q, m,) et (w2, V o ,w f) , et /q, r 2 les rayons vecteurs suivant 
a  et b du cylindre de polarisation.

L ’équation (12) s’écrit

o* h2
( r / )  V 2( a 2 4 -  ê 2) =  - j  4 — j  4 -  2 [ i k a b  s in ( a ,  ¿1).

r f  r%

Faisons subir au demi-diamètre OA une modification virtuelle 
AA'parallèle à son conjugué OB. Une telle modification est carac
térisée par

b  - - c o n st., 

a b  s in ( a ,  b )  =  c o n s t .,

r ï  =  co n st.

et la condition 8V =  o se réduit à

V28<z2 =

Cette équation s’applique à deux diamètres conjugués quel
conques,. Si, en particulier, a  et b  sont les deux axes de la vibra
tion, on aura

8œ =  o

et par suite l’équation 8V =  0 entraînera 8/q =  0. c. q . f . d .

3 ° L a  f o r m e  d e s  v ib r a t io n s  e t  la  v ite s s e  d e  p r o p a g a t i o n  s o n t  

d o n n é e s  p a r  le s  d e u x  é q u a t i o n s
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Donnons en effet à la vibration une modification virtuelle lais
sant invariable l’orientation des axes et la longueur de l’axe a  : 
V i, r 2, a  ne seront pas modifiés; aôsin(<2, b )  subira une modifi
cation a  S b , et l’équation SV =  o deviendra

V2ob  =  —j- -i- [r/caoZ>. 
r i

D i s p e r s io n  n o r m a l e .  — Les raisonnements précédents ne 
subissent aucune modification et l’on retrouve les résultats 
annoncés dans la discussion analytique.

3 0 . C o m p a r a i s o n  a v e c  le s  é q u a t i o n s  d e  F r e s n e l .  — Les 
résultats donnés par Fresnel dans le problème de la double 
réfraction sont, au point de vue expérimental, identiques aux 
précédents. La seule différence est que Fresnel attribue· à la 
vibration le rôle qui est dévolu au vortex dans la théorie gyrosta- 
tique, et que par suite le vecteur de Fresnel est perpendiculaire à 
la vibration de la théorie gyrostatique.

Comme on sait, a  p r i o r i ,  que la vibration est située dans le 
plan de l’onde, elle sera entièrement déterminée quand son vortex 
( p , q ,  r )  sera connu, et l’on peut reprendre dans cet ordre d’idées 
la recherche géométrique des lois de la propagation.

Cherchons tout d’abord ce que devient l’équation T m= W ra, 
quand on choisit pour variables p ,  q , r .

L ’équation

donne, en tenant compte de la transversalité,

[ “ ./>] =  =  — ¿¡jim .

Après avoir porté les valeurs de 7i,, 7î2, . . .  dans l’équation 
T,„ = W m, celte équation deviendra

( . 3 ) ïpV2(/>i +  q \ +  r\ + p \ -+ - q\-h  r|)

=  P  ( / * ! >  S ' i l  7’ l )  - I -  F  q 2 , 7*2) H -  ‘A |L/i

a P '!

P i r i

P i

( p i, q i, /·() et ( p 2, q 2) r 2 ) désignant des vecteurs assujettis, en
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vertu même de la définition p  =  [ ¿ ■ " ]  à la condition de transver- 
'salité

j api ^ 1+ ^ 7’! =  o, 
( ajOjH- $ q î - + - ' ( r î  =  o.

On peut donc répéter sur le vortex les raisonnements faits pré
cédemment sur la vibration et l’on aura l’avantage de ne pas avoir 

, à utiliser la notion du cylindre de polarisation.
On peut de même traiter les équations ( i 3 ), ( i 3 ') par la 

méthode analytique, ce qui fournira la signification des égalités 
proposées par Fresnel, comme nous allons le montrer :

Dans le cas de la double réfraction, l’équation T „ ,—W,„ =  o sc 
réduit à

» pV2(^2+  ? 2-+- /’*) =  F (p, q, r),

( p , q ,  r )  étant liés par la relation

oc j o  - t -  ß  gr - i -  -/ 7- =  °  ;

l’équation SV =  o donne par suite

. . . .  „  „  «  ,  o ? F  ^ <a!F sp\ * ( pop+ qùq+ rir) =  — op̂  —  lq ■
rfF
d r

i r

pour toute variation virtuelle 8(/?, q ,  r ) vérifiant la relation 

a Sp -+- ß Bq -t- y 8/· =  o, 

d’où les équations ( i4 )

V1 d V
P = TP  + va

. 0 4 )
pV8? _  dF 

d q

PV2'- =  S + - '7 ·
o = x p  -h -+- y /·.

Dans les idées de Fresnel, le vecteur > c’cst-à-dirc’ dp d q  d r
le potentiel-vecteur P, Q, R, représente la force exercée sur le 
point matériel qui a subi le déplacement p ,  q , r\  et v(a, p, y) 
représente la force de liaison exprimant la transversalité qui an
nule l ’elfet de la composante de P, Q, R  suivant la normale au 
plan de l’onde.
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On obtient donc les formules de la théorie gyrostatique en 
remplaçant, dans les énoncés de Fresnel, le mot « vibration » par 
le mot « rotation » et le mot « force » par le mot « couple ».

III. — Propriétés rotatoires des dissolutions.

3 1 . On a depuis longtemps émis l’idce qu’une dissolution ne . 
serait qu’un ensemble de cristaux élémentaires, orientés indiffé
remment en tous sens, et possédant les propriétés optiques du 
cristal qu’ils constituent; et l’on a tenté, dans cette hypothèse, de 
trouver une relation entre les propriétés rotatoires des cristaux 
et celles dè leurs dissolutions.

Voici quels postulats on se trouve logiquement conduit à énon
cer pour mettre le problème en équation :

P r e m i e r  p o s t u l a t . —  L e  p o t e n t i e l  g y r o s t a t i q u e  d ’ u n  m é 
l a n g e  d e  c r i s t a u x  is o m o r p h e s  a  p o u r  v a l e u r

( i 5 )  W  =  n i i  W j  +  » i j W * - H . . . ,

m (, fu2, · · ·  désignant les proportions en volume des cristaux 
composants ( m , m 2 +  . . . =  i) ;

W j ,  W a, . . . désignant leurs potentiels gyrostatiques.

C’est l’extension aux phénomènes optiques des lois additives 
qui régissent, en première approximation, un très grand nombre 
de phénomènes physiques. L ’étude optique des feldspalhs (hy
pothèse de Tschermak, formules de Mallard) en fournit d’ail
leurs une vérification très satisfaisante.

D e u x i è m e  p o s t u l a t . — U n e  d is s o l u t io n  e s t  a s s i m i l a b l e ,  a u  

p o i n t  d e  v u e  o p t i q u e ,  à  u n  m é l a n g e  d e  c r i s t a u x  i s o m o r p h e s  

s u s c e p t ib le s  d e  p r e n d r e  i n d i f f é r e m m e n t  to u te s  le s  o r i e n t a t i o n s .  

Soient donc
W „ W», ...

les potentiels gyrostaüques des cristaux élémentaires (dissolvant 
compris) contenus dans la dissolution en proportions

»*i, m t, ■

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE II.

On calculera les valeurs moyennes W',, W 2, . . pour toutes 
les orientations, des W ( , W 2, et le potentiel gjrostatique de 
la dissolution sera donné par la formule

( 1 6 )  W ' = m i W ' 2 +  m , W ' , + . . . .

Conséquences :

i° Considérons un mélange de cristaux isomorphes, dont les 
ellipsoïdes optiques sont

-s) —  i= = o ,  Fa( x, y, z) —  i  =  o ,

et les quadriques de gyralion

k i{o c ,y , z )  — 1 =  °, k t( x , y , z )  — i =  o,

le mélange isomorphe aura pour ellipsoïde optique F ,  et pour 
quadrique de gyration k  les surfaces

( i =  F ( x , y , z )  =  m i F l ( x , y , z ) + m %¥ i ( x , y , z ) + . . . ,
{ iy ) {

I i =  k ( x , y ,  z )  =  m l k l ( x , y , z )  +  m i k'i { o c , y ,  z )

des formules analogues s’appliquent aux termes de dispersion.
2° Considérons une dissolution dont les composantes sont 

caractérisées, à l ’état cristallisé, par les ellipsoïdes optiques F , ,  
Fo, . .  ., et les quadriques de gyration /r,, /r2, . . ..

Son ellipsoïde optique sera une sphère F  définie par

(18) i =  F ( x , y , z )  =  +  Z A(m1F, h- 77i2F2+ . . . ) ,

d x *  +  d y 2 +  d z ^

et sa quadrique de gyration sera une sphère k  définie par

,7*2 _j_ y î  _ j_  - 2
(19) 1 =  k { x , y , z )  = -------^ -------  ¿(mtÂ-, +  /n2/c2 + . . . ) .

L ’invariant ^ A F , ( æ, y ,  z )  représente, en effet, la valeur 

moyenne de la forme quadratique F (> quand on donne au sys
tème d’axes coordonnés toutes les orientations possibles.

3 2 . Les deux équations (18) et (19) font connaître le pouvoir 
rotatoire de la dissolution en fonction des paramètres optiques du 
cristal dissous.
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Pour que la dissolution soit douée de pouvoir rotatoire, il est 
nécessaire et suffisant :

i° Que la quadrique de gyration k  existe, c’est-à-dire, sous 
réserve des restrictions formulées au n° 3 3 , que le cristal soit 
doué de pouvoir rotatoire ;

2° Que l’invariant A k  soit différent de zéro.

Or, quand le cristal possède un élément de symétrie inverse 
autre que le centre (plan de symétrie, axe quaternaire inverse), 
•la quadrique de gyration est un cylindre équilatère, et, par suite, 
A/r =  o.

Donc, la condition nécessaire pour que la dissolution soit active 
est que le cristal ne possède aucun élément de symétrie inverse. 
Cette condition est en général suffisante; et deux cristaux symé
triques inverses l ’un de l’autre fourniront des dissolutions ayant des 
pouvoirs rotatoires égaux et de sens opposé. On reconnaît les prin
cipes qui avaient guidé Pasteur dans ses mémorables R e c h e r c h e s  

s u r  le s  r e l a t i o n s  q u i  p e u v e n t  e x i s t e r  e n t r e  la  f o r m e  c r i s t a l 
l in e ,  la  c o m p o s it io n  c h i m i q u e  e t  le  p h é n o m è n e  r o t a t o i r e  m o l é 

c u l a i r e  ( A n n a l e s  d e  C h i m i e  e t  d e  P h y s i q u e ,  années 1848 à 1807).
Parmi les i 5 types de symétrie doués de pouvoir rotatoire, 

11 sont actifs en dissolution dont :

1 dans chacune des trois classes de cristaux biaxes, ce sont les 
types :

o  G ,  L*, L*, L'*, L"*;

2 dans chacune des quatre classes de cristaux uniaxes ou 
cubiques.

Les équations (19) font prévoir qu’un cristal uniaxe actif, 
dextrogyre suivant la direction de son axe, peut fournir une solu
tion lévogyre.

Soit, en effet,
k — — c & l x '+ y * )  -+- 62^2,

la quadrique de gyration de ce cristal, il suffira que l’on ait

-  A/c =  —  2  a--\- <  0 .2

3 3 . 11 ne faut, d’ailleurs, pas perdre de vue que, dans la véri
fication expérimentale des formules précédentes, il convient, tout
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comme dans la vérification de la loi de Biot, qui en est une con
séquence, de tenir compte des phénomènes de dissociation, poly
mérisation, ionisation, etc. des corps en présence dans la disso
lution, et d’avoir égard ail mode de structure du cristal.

On sait, en effet, qu’un cristal à structure hélicoïdale a, en 
général, des propriétés optiques distinctes de celles de ses con
stituants. On en trouve un exemple typique dans le pouvoir rota
toire du quartz, qui est dû à sa seule structure hélicoïdale, comme 
l’avait prévu Fresnel, et comme l’ont montré Reusch, Sohncke et 
Mallard.

L’étude générale de l’influence du mode de structure sur les 
propriétés optiques n’appartient pas à la mécanique des milieux 
continus; mais, dans le cas particulier d’un cristal à axes hélicoï
daux parallèles, et quand on se limite à l’étude de la propagation 
suivant cette direction commune, on peut obtenir une solution 
approchée de la question en assimilant le cristal à un empilage 
de lames hémiêdres. C’est le problème que nous allons maintenant 
examiner.

IV. — Empilages de lames hémiêdres.

3 4 .  P r o b l è m e . — U n  r a y o n  l u m i n e u x  p o l a r i s é  e l l i p t i q u e 

m e n t  t r a v e r s e  n o r m a l e m e n t  u n  e m p i l a g e  d e  la m e s  h é m i ê d r e s .  

O n  s u p p o s e  n u l l e  la  p e r t e  p a r  r é f l e x i o n  à  l ’ e n t r é e  e t  à  la  s o r t ie  

d e  c h a q u e  l a m e .  D é t e r m i n e r  la  v i b r a t i o n  é m e r g e n t e .

Celte question se ramène, dans un cas particulier, au problème 
de la décomposition d’une vibration elliptique suivant deux autres 
vibrations elliptiques de forme et d’orientation connues; et ce 
dernier problème trouve sa solution dans la méthode donnée par 
M. Poincaré (*) pour résoudre le problème des lames lioloèdrcs.

3 3 .  D é c o m p o s it i o n  d ' u n e  v i b r a t i o n  e l l i p t i q u e  e n  d e u x  v i b r a 

tio n s  e l l i p t i q u e s .  — Une vibration elliptique située dans le plan

( ')  P oincaré, T h é o ri e  m a t h é m a t i q u e  d e  l a  L u m i è r e ,  l. II, Cliap. XII.— 
Voir  egalement : Mac Cullagu, C o l l e c t e d  Works ,  p. 25o (année i8(|5).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PROPAGATION DANS LES MILIEUX GYROSTATIQUES HOMOGÈNES. 6l

o a pour composantes les parties réelles des imaginaires u , v

u  =  k e  T, p =  ABe ‘'27t ï,

A et B désignant deux imaginaires.
Cette vibration a même forme et même orientation que la 

vibration

On peut donc dire que B définit la forme et l’orientation, et 
que A définit le rapport de similitude (module A ) et la phase 
(argument A).

A des valeurs B et B' imaginaires conjuguées correspondent 
deux vibrations de même forme et de même orientation, mais 
décrites en sens inverse; car on change le sens d’une vibration 
en changeant t en — t , ce qui revient à changer i  en — i  dans la 
valeur de B.

Soient les deux vibrations elliptiques composantes

\ u i =  e

p t == B j e

ui — e
_ —isn- 

p 2 =  B 2 e  T ;

une vibration résultante quelconque sera définie par

[ . . — I27T —
| M =  A i lt\  H -  À2 £¿2 =  A  C

( — i 2 ·-
Ç =  X j  H— ^-2^2 “  A  B  c

),( e t) ,2 désignant deux imaginaires.
Les équations d’identification sont donc

(20)

(21)

A  =  X j  - t -  X 2 ,

X ,  B ,  - H  X 2 B j
B  =

■X«

et, par conséquent, le rapport de similitude et la phase sont res* 
pectivement égaux au module et' à l’argument de l’imaginaire 
A( +  ) 2̂·

Quanta l’équation (21), qui fournit la forme et l’orientation, 
elle est susceptible d’une interprétation géométrique simple.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE H.G i

Désignons par M, M,, M2, les affixes des imaginaires B, B ,,  B2 
dans le plan s =  o; l’équation (21) s’écrit dans la notation des 
équipollences

0M = --------------------- >

et devient, en transportant l’origine des coordonnées en M,

c ’est-à-dire

( « ' )

X ,  M M ,  - f -  X 2 M M j  ~  0 ,

M M ,  X 2 _  .

M M 2 X ,  pe  ’

cette équation (a i ' )  nous apprend que le rapport des deux lon
gueurs MM, et MM2 est égal à p, et que l’angle des deux direc
tions MM,, MMâ est égal à w; d’où cette conclusion :

Les courbes c o = io 0 sont des cercles passant par les deux 
points fixes M,, M2, et faisant des angles w =  w0 avec la droite 
M ,M 2.

Les courbes p =  p0 sont des cercles ayant leurs centres sur la 
droite M ,M 2, coupant cette droite en deux points M, M', conju
gués harmoniques par rapport à M, et M2, et tels que

M M ,  _  

M M 2 ~  p 0 ‘

Les deux familles de cercles sont orthogonales et les cercles de 
chaque famille ont pour axe radical la droite lieu des centres des 
cercles de l’autre famille.

3 6 . Transformons la figure plane précédente par rayons vec
teurs réciproques, en choisissant d’abord pour centre C de trans
formation un point quelconque de l’espace, en dehors du plan 
s  =  o. Au plan z  =  o  corrèspond une sphère passant par G. Aux 
deux familles de cercles orthogonaux ayant respectivement même 
axe radical correspondent sur la sphère deux familles de cercles 
orthogonaux dont les plans pivotent autour de deux droites fixes, 
savoir : pour les cercles <0 =  la droite w qui joint les points 

transformés de M,, M2; pour les cercles p =  p0, la droite p 
intersection des plans tangents en m ,  et m 2 (plans des deux 
cercles de rayon nul appartenant à la famille p =  p0). Donc la 
droite p est la conjuguée de w par rapport à la sphère.
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Les deux familles de courbes contiennent, en particulier, les 
cercles Gw, Cp passant par les deux droites co, p et par le centre C 
de transformation.

De même que, dans le plan z  == o, les cercles w =  u>0 et p =  p0 
peuvent être définis par rapport à la droite M, M2 ; de même, sur 
la sphère, les cercles to =  co0 et p =  p0 seront définis par rapport 
au cercle C o  qui est le transformé de la droite M, M2.

Tout d’abord les cercles w =  w0 et Cw, se coupant sous le 
même angle que leurs transformés, font entre eux l’angle co0, ce 
qui permet de construire le cercle w0·

Quant au cercle p = p 0, il est défini, dans le plan z  =  o, par 
l’un de ses points de rencontre N, N' avec la droite M ,M 2. Le 
cercle p =  o0 de la sphère sera de même défini par l’un de ses 
points de rencontre n ,  n ! avec le cercle Ceo. A cet effet, désignons 
par a, a , ,  a2 les angles (comptés positivement dans le même sens) 
que font, dans le plan du cercle Cto, les droites C n, C m ,,  C m 2 
avec le diamètre CD de ce cercle. Comme le cercle Cto est la 
figure transformée de la droite M ,M 2, la droite CD est perpendi
culaire à M( M2, et l’on a la relation

. . _  NM, _  DN — DM, _  tanga — tanga,
22 P — NM* — DN — DM2 _  tanga — tanga2’

relation homographique entre tanga et p qui définit la droite Cm, 
et, par suite, le plan du cercle p =  p0.

En résumé, le problème de la composition des vibrations ellip
tiques est ramené à une épure de Géométrie sphérique. On pourra 
eu déduire directement, par un choix convenable du centre de 
transformation [ v o i r  n° 3 8 ) les formules de Trigonométrie sphé
rique auxquelles divers auteurs sont arrivés par la résolution des 
formules d’identification.

Cette méthode va nous donner la solution géométrique du pro
blème de la traversée d’une lame hémièdre par un rayon lumi
neux.

3 7 . T r a v e r s é e  d ’ u n e  l a m e  h é m i è d r e  p a r  u n  r a y o n  p o l a 

r i s é  e l l i p t i q u e m e n t .  — Une lame hémièdre propage sans altéra
tion deux vibrations elliptiques M ,(w ,, v, ) et M2 [ u 2 , o2)·

Pour obtenir l’effet produit par la traversée de la lame, décom-
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posons la vibration elliptique incidente M («,·<>) suivant les deux 
vibrations M( , M2, ce qui donne les deux valeurs de X|, ),2, résul
tant des équations d’identification

u  —  X ,  i î j  X 2 ^ 2 j r  —  X j  P j  h -  X 2 p 2 .

Les équations delà vibration M( qui se propage dans la lame 
avec la vitesse V, sont '

Ui

donc, après la traversée d’une épaisseur e, les ~kt u K et X2 u i seront 
devenus

¿LE — -LE —
\yu^e T Vi, u%e T vs,

par suiLe, les composantes de la vibration émergente v1)
seront

u  —  X ,  i¿ i  —i— X 2 w 2 , 

v  —  X j  p ,  - i -  X' ,  p 2 ,

X', = X i e  T v·,

X ' ,  = X , e ‘' T v.

et le nouveau rapport Ai
x; aura pour valeur

Ai
K

27C

0̂
e  ( « i —  n 2 ) ,

X0 désignant la longueur d’onde dans le vide, n, et n2 les deux 
indices.

En résumé, la traversée de la lame cristalline aura pour effet 
d’amener le point représentatif M(p, ta) en M'(p, «a -+- <o), c’esl- 
à-dire de le déplacer sur le cercle p =  const. jusqu’au point de 
rencontre avec le cercle en +  cp qui fait avec le cercle primitif ta 
un angle œ proportionnel à l’épaisseur traversée et à la biréfrin
gence.

3 8 . Cet énoncé se simplifie lorsque le choix du centre C de 
transformation a pour effet de placer les deux points figuratifs 
m u  m 2 aux deux extrémités d’un même diamètre.. de la sphère. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que C soit un point du 
cercle décrit sur M, M2 comme diamètre et qui a son plan per
pendiculaire au plan 5 =  0.
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Dans ce cas particulier on a
%

* * - * * =  ï

et la relation homographique (2 2 )  devient

tanga — tangat 
tanga -+- cota! tangattang(a — ai);

de plus, les deux familles de cercles w et p sont respectivement 
les parallèles et les méridiens définis par la ligne des pôles m K m 2. 

L ’angle de deux cercles w est alors égal à l’angle de leurs plans et, 
par suite de la traversée de la lame, le point représentatif m  de la 
vibration incidente tourne autour de la ligne des pôles m l m 2 d’un 
angle cç> proportionnel à e  ( n ,  — n 2 ) .

La simplification précédente peut toujours être réalisée dans 
l’étude des lames hémièdres, et c’est la conséquence de ce fait que 
les deux vibrations transmises sont semblables, décrites en sens 
inverse et ont leurs grands axes perpendiculaires.

Pour le montrer, remarquons que les équations de ces vibra
tions sont (en vertu du n° 3 5 )

— H te -
m, =  e  T

r> - ‘27CîPi =  B,e T,

u 2= e

I  — Í 27E-
57-«.

Bj désignant l ’imaginaire conjuguée de B ( .
Ces équations nous apprennent que les points figuratifs M( , M2 

de ces deux vibrations, dans le plan z =  o, sont situés sur une 
môme droite passant par l’origine O des coordonnées et que

OMj x  OM2 =  — 1.

Donc, tous les cercles verticaux ayant pour diamètres les diverses 
droites M,M2 qui correspondent à tous les groupes de deux vibra
tions propagées par les lames hémièdres, coupent l’axe O z en 
deux points fixes situés à une distance unité de l ’origine. En  
choisissant pour centre C l’un de ces deux points, on réalisera, 
par suite, une transformation amenant les couples de points figu
ratifs m ,, m 2 aux deux extrémités des divers diamètres de la 
sphère.

C. 5
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3 9 . Dans ce mode particulier de transformation, l’orientalion 
et le rapport des axes de la vibration sont susceptibles d’une 
représentation simple, établie par M. Poincaré, et qu’on peut 
obtenir en décomposant la vibration suivant deux vibrations cir
culaires inverses :

Soient deux vibrations circulaires, l’une gauebe et de rayon i,  
l’autre droite et de rayon p. Choisissons l’origine des temps à 
l’époque où la vibration droite rencontre l’axe des x ,  et soit «  
l’angle que fait à ce moment le rayon vecteur de la vibration 
gauche avec O x .  p et w sont donc les quantités qui interviennent 
dans l’égalité (21'). Or le rayon vecteur de la vibration résul
tante oscille entre 1 — 0 et 1 +  0 :  il atteint sa valeur maximum 
1 -t- p lorsque les deux rayons vecteurs des vibrations sont confon
dus et font,1 par suite, l’angle avec O x .  Par conséquent, 
le rapport des axes de la vibration elliptique résultante est égal à 

1— -> et l’angle de ses axes avec O x  est égal à 4-w.
i + p  8  0  -

Appliquons à ces vibrations circulaires le résultat du n° 3 6  :
La ligne des pôles în̂ m̂ est dirigée suivant O y. Les cercles 

w =  (jl>„ sont des méridiens faisant avec le méridien origine C O y  
l’angle w.

Les cercles p — p0 sont des parallèles, et la formule

devient, pour a.,

c’est-à-dire

D’ailleurs l’angle inscrit a est la moitié de l’angle du rayon D «  
avec le plan de l’équateur C O x ,  et l’on retrouve cet énoncé :

La demi-longitude du point (iguratif de la vibration est égale à 
l’angle de ses axes avec O x .

La demi-latitude est égale à l ’angle d’ellipticité a /défini par
b\tanga = - j .

ta n g a  — ta n g a

tan g  a — la n g a 2

ira2_  - ,

ta n g a  —  1. 
tang 1  +  1'
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4 0 . E q u i v a l e n c e  d ’ u n e  l a m e  h é m i è d r e  a v e c  u n  e m p i l a g e  

d ’ u n e  l a m e  h o l o e d r e  e t  d 'u n e  l a m e  is o t r o p e  h é m i è d r e .  — 
D’après ce qui précède, le problème de la traversée de la lumière 
par une lame hémièdre est ramené à l’étude cinématique de la 
rotation d’un corps solide.

On figurera sur la sphère les deux points· diamétralement 
opposés m , n i1, qui sont les points représentatifs des vibrations 
elliptiques transmises par la lame hémièdre et qui ont pour coor
données sphériques (210, s a )  et (210, i t - f -2 a ) .  Une vibration 
incidente sera représentée par un point (210', 2a') qui tournera 
autour de m i n ’ d’un angle

2 Tî®= e (n i  — n^).Ào

Les éléments (210', 2 * ’,) de la vibration émergente repassent 
donc périodiquement par les mêmes valeurs, en oscillant de part 
et d’autre d’une valeur moyenne, quand on fait varier l’épaisseur 
de la lame.

Toute rotation autour d’un, axe m m ’ peut se décomposer en 
deux rotations : l’une autour de la ligne des pôles m { m a, l’autre 
autour d’une droite située dans le plan de l’équateur. Toute lame 
hémièdre / équivaut donc à l’empilage d’une lame holoèdi’e l t et 
d’une lame isotrope hémièdre l 2 .

Si la lame est infiniment mince, les deux composantes de la 
rotation infiniment petite autour de m , m ’ sont données par la 
règle du parallélogramme. Donc, en premier degré d’approxima
tion, les lames l  et /, ont leurs sections principales parallèles, et 
les rotations /, e t / 2 sont les deux, projections de l .

Dans le cas d’une lame d’épaisseur finie, on sera conduit à 
deux solutions géométriques identiques en appliquant, soit la 
règle d’Euler, soit la méthode de décomposition en rotations 
binaires dont les axes font un angle icp.

4 1 . E m p i l a g e  d e  la m e s  h o l o è d r e s .  — Mallard a montré que, 
en deuxième approximation, un empilage de lames holoèdres est 
équivalent à une lame hémièdre dont les élémenls sont définis par 
la construction géométrique suivante :

On numérote 1, 2, 3 , . . . ,  p  les lames superposées;
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On foriïie, dans le plan, une ligne polygonale donl les .côtés 
ont pour longueurs cp,, <p2, o p et donl les angles respectifs 
sont a(w2— ta,), 2(0)3 — co2), . . . ,  2 ( m p — w/,_ t ), à et u  ayant la 
même signification que précédemment.

Soient

o„  la longueur de la résultante du polygone ;
2w,i l’angle de cette droite avec le côté <p( ;
S l’aire du polygone 1, 2, 3 ,

la lame hémièdre équivalente à l’empilage 1, 2, 3 , . . . ,  p  est 
elle-même équivalente à l’empilage d’une lame holoèdre cp„, 
et d’une lame isotrope hémièdre dont le paramètre <p' est égal à 
l ’aire S. '

M. Poincaré a donné la solution complète du problème en sub
stituant dans l’énoncé de Mallard les figures sphériques aux 
figures planes :

Le problème de la traversée de lames holoèdres est, en effet 
(n° 3 9 ), identique au problème de la composition de rotations 
autour d’axes situés dans le plan dé l’équateur. Le produit de ces 
rotations s’obtiendra en faisant rouler sur l’équateur un polygone 
sphérique dont les côtés sont 2 (w2 — ta,), 2(0)3 — o)2), . . .  et dont 
les angles dièdres sont 2 tc — cp,, 27c — <p2, . . .  et il suffira de 
construire son polygone polaire pour obtenir le résultat annoncé.

4 2 . E m p i l a g e  d e  l a m e s  h é m i è d r e s .  — Soit un empilage de 
lames hémièdres définies par les points représentatifs

(m-i ,  m [ ) ,  («i2, to'j), ( m , „  m ’p)

et les rotations
cpl, ®2, . . . ,  9 , , .

Le problème de la traversée de cet empilage par un rayon lumi
neux est identique au problème de la composition de rotations 
quelconques. Or, ce dernier peut se ramener à l’étude de rota
tions situées dans le plan de l’équateur. i

Pour le démontrer, décomposons chaque rotation p p autour de 
( m p m'p ) en une rotation A.p autour de la ligne des pôles ( m t, m 2) 
et une rotation autour d’une droite située dans le plan de 
l’équateur.
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Nous sommes ramenés à déterminer le produit des rotations 

P  =  A j B j  A j B ^ , , , Â p B ^ .

A cet effet, formons les rotations

| B ,  =  A ] B , A 7 1 ,

, |IÏ,>=:A|A.ï B2Àj * At* ,
(*3) \ _ ' ; ‘ . . . .  .

(  B ^  =  A i A l . . . A /, B p A 7 * A ï « . . . A p * .

Ces nouvelles rotations B', qui sont les transformées des rota
tions B par les relations A“ 1, (A, A 2)- 1 , . . . ,  sont, par conséquent, 
situées dans le plan de l’équateur et les axes B' font respectivement 
entre eux des angles

( •2( 02 ---- l u , )  —  A j ,  2 ( 1 0 3 -----  l O j )  —  A 3 ,  --------

D ’ailleurs, il résulte des relations ( a 3 ) l’égalité

p =  b '1b '2. . . b ; a, a 2. . . ap.

On est donc ramené au problème précédent:· on déterminera 
par la règle du polygone sphérique la résultante des rotations 
b ; , b ; ,  . . . , b ;  situées dans le plan de l’équateur et on la compo
sera avec la rotalion A, A a. . ,A p autour de la ligne des pôles.

V. — Formules donnant la différence de marche des deux vibrations 
elliptiques propagées par un cristal doué de pouvoir rotatoire.

i °  C r i s t a u x  u n i a x e s .

4 3 . P r o b l è m e . — O n  d é c o u p e  d a n s  u n  c r i s t a l  u n i a x e  u n e  

l a m e  à  f a c e s  p a r a l l è l e s  d o n t  la  n o r m a l e  f a i t  u n  a n g l e  9 a v e c  

l ’a x e  o p t i q u e .  U n e  o n d e  i n c i d e n t e  p a r a l l è l e  à  la  l a m e  s e  

d é d o u b l e  à  l ’ e n t r é e  e n  d e u x  o n d e s  p a r a l l è l e s  c a r a c t é r i s é e s  

p a r  d e s  v i b r a t i o n s  e l l i p t i q u e s  s e m b l a b l e s  d é c r i t e s  e n  s e n s  

in v e r s e  e t  d o n t  les  g r a n d s  a x e s  s o n t  p e r p e n d i c u l a i r e s . D é t e r 

m i n e r  e n  f o n c t i o n  d e  l ’ a n g l e  9 l e u r  d i f f é r e n c e  d e  m a r c h e  à  la  

s o r t ie .

On a démontré (n° 3 8 ) que la traversée d’une lame licmièdre a
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pour effet de faire trouver le point figuratif de la vibration résul
tante d’un angle f  donné par la formule

y  r

au rePrésente la distance, en longueurs d’onde, qui existe entre les 
deux ondes émergentes provenant d’une même onde incidente; 
c ’est la différence de marche à la sortie de la lame.

Pçur une épaisseur-unité, la différence de marche p  a donc 
pour valeur

On déterminera p  au moyen des formules (S " )

(V2— .Vf )cosa =  ¡x/c sin a,
 ̂ i (V2 — Vf)sina =  fi/c cosa, .

dans lesquelles a représente l’ellipticité des vibrations trans
mises ^langa =

On tire de ces formules

1
2 u/î tang2a =

V'2 =  Vf -H fx/r tanga =  Vf -l- ¡xÀ· cota,
V"2= V f — ¡x/fcota =  Vf— ¡x/c tanga,

] y r2 _|_ V’2 =  Vf -H Vf,
[ =  2,a A-
i cos 2 a sin 2 a

4 4 . Appliquons ces résultats aux c r i s t a u x  u n i a x e s  :

Soit O z  la direction de l’axe principal. L ’ellipsoïde optique et 
la quadrique de gyration sont de révolution autour de O z  et ont,  
par conséquent, pour équations

F(a?, y , z )  =  Vf (a?2-t-y2) -t- V2xs'-= i, 
y , z )  =  h  (a?2-t-y2)-i- Cz2 = i ,

d’où les inconnues a et p

( 2 5 ) lang2a =  ■—  cot2 0 -t- ^ tang20  ̂,

i / A— jo2 =  P2sin* 0 ■+·p l  cos40 ( i ·+· ^ tang20(26)
2
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formules dans lesquelles P, p 0, v ont pour valeurs

IP _  £ — n'0)
X 2 re| ’

' - / /  j /»»= ï 2 .a C>

I ■ 3 n i  — n! . '
[ v  =  1 -+- -  —1—- , — -  sin2 0 -+-____
\ 4 n i

Quand la propagation se fait suivant la direction de l’axe, 
l’effet de la traversée de la lame se réduit (n° 3 8 ) à une rotation 
i 3  =  Ttyt?0. La valeur de cette rotation détermine donc p 0 et par 
suite C.

Le facteur v diffère peu de l’unité; ainsi, pour le quartz, il 
varie de i à 1,0087 quand 0 varie de o° à 90°. Si l’on suppose 
v =  1 dans l’équation (2 6 ) ,  on en déduit une formule qui contient 
comme cas particuliers celles de Mac Cullagli et de M. Sarrau.

i° F o r m u l e  d e  M a c  C u l l a g h .  — Nous avons rappelé dans 
l’Introductiop que Mac Cullagh avait donné, dès 18 3 g, les équa
tions de la théorie gyrostatique en première approximation

\V =  W2(/?, g ,  /·)·Au lieu de généraliser ce résultat en étudiant une fonction 
de /?, q ,  r  et de leurs dérivées de tous ordres en x , y ,  z ,  Mac Cul
lagh a d’abord, en 1840, tenté de déduire la valeur du terme W 3 
de considérations sur les aires relatives qui l’ont amené à choisir 
pour W 3 le polynôme isotrope

W » =  G (/>/>, -+- <7171 -H r r  1),

On obtiendra donc la formule de Mac Cullagh en écrivantC =  À 
dans la formule (26 ) ,  ce qui donne la formule (28)

( 2 8 ) p 2 =  P ! s in t 0  -+-p i ·

20 F o r m u l e  d e  M . S a r r a u .  — Dans le cas particulier où k  est 
nul pour les directions perpendiculaires à l’axe principal, la qua- 
drique de gyration se réduit à deux plans parallèles. On a

A =  o
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7 2  CIIAP. 1!. —  MILIEUX GYHOSTATIQUES nOMOGÈNES.

et la formule (2 6 )  se réduit à (29)

( 2 9 )  p î —  P2sin4 0 + / j § cos40;

c’est la formule de M. Sarrau.

4 5 . Soit
2 0 C r i s t a u x  b i a x e s .

F ( ît, y ,  z )  =  «2a72-+- b %y 3-l·- c i s l =  1, a  >  b  >  c

l’équation de l’ellipsoïde optique.
Soient 0' et 0" les angles que fail la normale à l’onde avec les 

deux axes optiques.
On a les formules

tang2a

1

2 JJl/c
(a 2— c2) sinO' sinO"’

-  -  y/(a2— c2)2sin20' sm20"-+-4 h2/î2,
t  2  V

formules dans lesquelles V ni et v ont pour valeurs

V„ =
. / a 2 +  e2
V

3 a 2— c2 
2 a 2-t- c2 cosO' cosO"

k  représente une forme quadratique des cosinus directeurs de la 
normale à l’onde.
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RÉFLEXION ET RÉFRACTION A LA SURFACE DES MILIEUX GYROSTATIQUES. 

CONTINUITÉ DES PRESSIONS. — ÉCHANGES D’ÉNERGIE. — VECTEUR RADIANT. 
PRINCIPE DES FORCES VIVES. — HYPOTHÈSE DE MAC CULLAGU. .

I. Équations de continuité. — Lois de la réfraction uniradiale.

4-6 . P r i n c i p e  d e  la  c o u c h e  d e  p a s s a g e .  — E q u a t i o n s  d e  

■ c o n tin u ité . — Le passage d’un milieu gyrostalique au suivant 
s’effectue d’une manière continue par l’intermédiaire d’un milieu 
gyroslalique hétérogène vérifiant l’équation fondamentale de Green. 
(milieu supposé indéfini) :

P  [  d* ii

J ? { d ï
d l v

dt*

d^w
d t l

d m  ■ 3/ W d m  =  o,

et dans lequel doivent rester f i n i s  les trois vecteurs

vibration ( u ,  v,  w ) ,  

vortex (p , q , r )  ou rotation x  2, 
potentiel-vecteur (P, Q, R) ou couple x

Cet énoncé entraîne les équations indéfinies relatives à la 
couche de passage (n° 1 4 )

W ,  qui contient explicilement x , y ,  2, doit prendre au contact 
des deux milieux 1 et 2 les valeurs correspondantes W ) e l 'W s
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7 4 CHAPITRE III.

Choisissons comme surface de séparation des deux milieux 1 
et 2 le plan 5 =  0, et cherchons les équations de continuité qu’on 
obtient dans l’hypothèse d’une couche de passage infiniment 
mince par rapport à la longueur d’onde.

Les dérivées de u , c, w , P, Q, R  par rapport à x  et y  sont évi-
d-demment finies; il en est de même des ^  ( m, v , w ) si les pertur

bations sont périodiques.
Donc :

En vertu du premier groupe des équations (1), ^  et ^  sont 

Unis ;

E t  en vertu du troisième groupe (i) ^  et ^  sont finis.

Par conséquent, la vibration et le potentiel-vecteur ont leurs 
composantes tangenlielles continues à la surface de séparation des 
deux milieux.

Telles sont les quatre équations fondamentales nécessaires et 
suffisantes pour la mise en équation du problème de la réflexion 
et de la réfraction; elles n’impliquent aucune hypothèse sur la 
nature des deux milieux 1 et 2 (homogènes ou hétérogènes).

4 7 . On peut compléter chaque groupe de deux équations par 
une troisième qui est la conséquence des deux premières :

Du premier groupe

P
d'1 u  

U /7

on a déduit que - J -  et ^  sont finis. Par conséquent, les opéra-
. d  d  d  lions ? —,—* —î— 

d x  d y  d z

ont un sens, et l’on obtient la relation

effectuées respectivement sur

d 1 r d ( pu  

d t l j_ d x

) d ( p v  d ( p w )

d’où l’on conclut que ^  (pep) reste fini dans la-couche de passage. 
Donc, au système des deux équations de continuité

( S l’ i =  £ P2, 
) XQ, =  i:Q2:
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ou peut substituer le système

/ 2 P 1 =  2l»l,
SQi =  SQj.

( Sp1wi =  2p2iv2,

qui se réduit à deux relations indépendantes.
Le même raisonnement, appliqué au troisième groupe

nous montre qu’au système des deux équations de

continuité

Î
2 u l =  2 u u  

Sui.= 2 c 2

on peut substituer le système

2 u , =  2 u ,,

2 C] =  S p2,
£rt = Sr„

qui se réduit à deux relations indépendantes.

4 8 . II reste à vérifier que les valeurs obtenues sont compatibles 
avec le deuxième groupe d’équations (1) dont on n’a pas tenu 
compte jusqu’à présent. C’est en effet ce qui a lieu, et ces équa

tions nous apprennent que R est discontinu, et quep ,  q ,  ^  ainsi

que leurs dérivées de tous ordres sont discontinus à la surface de 
séparation.

4 9 . R e m a r q u e  I .  — Les équations indéfinies des milieux ho
mogènes, étudiées au Chapitre JI, sont de la forme

(AD« « -f- BD«r -1- CD»ip),

les A, B, C désignant des constantes.
Pour définir les milieux hétérogènes, on se contente parfois de 

remplacer dans les équations précédentes les A, B, C par des fonc
tions arbitraires de oc, y ,  z .  Cette définition est en contradiction 
avec les principes de la Mécanique des milieux continus; car le 
potentiel W  des milieux hétérogènes étant fonction explicite de
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x , y ,  z , les équations indéfinies contiennent les fonctions arbi
traires A, B, C et leurs dérivées.

Par exemple, les équations des milieux isotropes hétérogènes 
seront, au degré d’approximation W  =  W 2,

2W =  A (p 2 -H q - +  r 2), 
p =  A P ,

d \  _  d A  

d y  ^ d z  ’

ce qui explique les contradictions apparentes qu’on a cru tirer du 
principe de la couche de passage contre certaines théories.

R e m a r q u e  I I .  — Pour obtenir les équations de continuité, il 
n’est pas nécessaire de supposer finies toutes les composantes de 
la vibration, du vortex et du potentiel-vecteur.

Ainsi la continuité de P et Q est la conséquence des valeurs 
finies de u , v , R , et elle entraîne la valeur finie de P et Q dans la 
couche de passage. De même, la continuité de u  et v est la consé
quence des valeurs finies de p , q  et ce. Il suffit donc de supposer 
finies les composantes i v ,p ,  q , R. \

5 0 . Le principe de la couche de passage est dû à M. Potier qui 
l’a utilisé dans le cas de milieux isotropes séparés par une couche 
d’épaisseur non négligeable { A s s o c i a t i o n  f r a n ç a i s e  p o u r  U a v a n 

c e m e n t  d e s  S c i e n c e s , 1872;  C o m p t e s  r e n d u s ,  1889). Pour appli
quer son analyse à la théorie gyrostalique développée dans ce 
Mémoire, il suffit d'intervertir les vecteurs vibration et rotation.

Le cas des milieux anisotropes séparés par une couche d’épais
seur infiniment mince a été étudié en particulier par Gibbs { A m e 

r i c a n  J o u r n a l  o f  S c i e n c e , .  1889), et par M. Poincaré ( T h é o r i e  

d e  l a  L u m i è r e ,  t. I ;  C o m p t e s  r e n d u s ,  1891).

51 . A d d i t i o n  a u  p r i n c i p e  d e  c o n t i n u i t é .  —  F a i t  e x p é r i m e n 

t a l  :  L e  c o e f f i c i e n t  d ’ i s o t r o p i e  p a  m ê m e  v a l e u r  d a n s  t o u s  l e s  

m i l i e u x  g y r o s l a t i q u e s .  L o i  d e  t r a n s v e r s a l i t é  d a n s  l e s  m i l i e u x  

g y r o s t a t i q u e s  h é t é r o g è n e s .  — La résolution des quatre équa
tions de continuité fournit des formules contenant les deux para
mètres p|, p2, et la comparaison de ces formules avec l’expérience 

donnera les valeurs du rapport £-*· Or, quels que soient les mi-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



MILIEUX GYROSTATIQUES. —  RÉFLEXION ET RÉFRACTION. 77

lieux homogènes en présence, le rapport déduit de ces formules 

est constamment égal à l’unité. Ainsi donc l’équation de conti- 
il ui te

2p! W\ — 2p2(F2
se réduit à

Zwi =  S w2,

et, par suite, les trois composantes de la vibration restent con
tinues. On a évidemment

dp _  dp _  
d x  d y

en tout point du milieu hétérogène qui constitue la couche de

passage, et la condition pi =  p2 conduit à ^  =  o, c’est-à-dire à

p =  constante. Autrement dit l’équation

2 d  /  d 2 u \ 
d x  y  d t1 )  ~  0

se réduit à
. d l d u  _

dt- d x  ° ’

et, en se bornant aux perturbations périodiques, à

d u  dv
d x  dy

dtv
dz o,

équation qui exprime la transversalité dans le milieu hétérogène.
Cette équation de transversalité fournit une nouvelle équation 

de continuité qu’on a avantage à substituer à l’équation addition

nelle S/·, = S r .>  : c ’est la continuité de dans la couche de ' " dz
passage.

En définitive, en tenant compte de la relation expérimentale 
p =  constante, les deux groupes d’équations de continuité peuvent
s’écrire

1 2 u¡ =  2 u 2,

(a)
J 2 r ,  =  2 e 2)

i X ’ ( d w \ V  / d w\
( Jmd \ dz ) i  ~~ J L  \ d z )  2

* / S P, =: SPg,
( 3 ) 2 Q , =  2 Q 2, 

( 2 iv, =  2 w2,

chaque groupe ne renfermant que deux relations indépendantes
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5 2 . D é f i n i t i o n  d u  r a y o n  c o n j u g u é . ,— Les équations de la 
propagation dans un milieu homogène indéfini admettent pour 
solutions les parties réelles des imaginaires u , p, w , P, Q, R , . . .  
définies par les formules

u  _  v w P
Uq ~\~ i W i Po -+- iv\ ~  Wt, -H iwx ~  P 0 -+■ «Pi

i - 3  (a.rH-Sj-4-Yï — V() 
e A

En un point ( x , y , z )  du milieu, la vibration et le potentiel- 
vecteur décrivent des ellipses dont la correspondance est donnée 
par les équations indéfinies

c’est-à-dire
.71

p p .V 2 M =  i [ a . P ]  =  e ' s [ o . P ] ,

et ces équations expriment les relations suivantes :

P r e m i e r  c a s  : O n d e  n o n  é v a n e s c e n t e .  — a ,  ¡3 , y  s o n t  r é e l s ,  e t ,  

p a r  s u i t e ,  l a  v i b r a t i o n  a u  t e m p s  t e s t  l ’ a x e  d e  d e u x  v e c t e u r s  q u i  

sont : <

Le vecteur — dirigé suivant la normale a, p, y à l’onde, 
Pl·*· v

Le potentiel-vecteur au temps t — -·

D e u x i è m e  c a s  : O n d e  é v a n e s c e n t e .  — a ,  [3, y  sont imagi
naires. Soit a  =  a!  -+- ia" ;  l’équation indéfinie devient

p|AV*tt =  « ï [ « ' . P ]  +  8'«[a\Pl·

par suite, la vibration au temps t est la résultante de deux vec
teurs qui sont respectivement

L’axe du vecteur —byr (a’.pp.V2

L’axe du vecteur —îryr (a", ppV2

p', y') et du potentiel-vecteur au temps t — 7,
4

• T7P", y") et du potentiel-vecteur au temps t — - ·

Réciproquement, cherchons la valeur de P, Q, R  correspondant 
à chaque valeur de «, v, w .

Soient /, m , n  les cosinus directeurs de la normale au plan 
décrit par le potentiel-vecteur.
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Des équations indéfinies

p|jiV2m =

on déduit, en tenant compte de la relation /P  +  / ? iQ - l - / iR =  o, 

=  i [ / . e t .  P ]  = —  i’ P ( Z a + m p  +  7i T ) ,  

ce qu’on peut encore écrire

(4) P=e*‘ ( ï +6) ppiy[X.it],

en désignant par 9 , X ,  Y ,  Z les grandeurs réelles définies par les 
équations ( 5 ),

I la  +  m [3 -t- n '{ =  d e_i®,
(5) . | X  _  Y _  Z _  v  .

[ l ni n  d  '

■ Les équations ( 4 ) et ( 5 ) se traduisent par l’énoncé géomélrique 
ci-dessous :

5 3 . T h é o r è m e . — L e  p o t e n t i e l - v e c t e u r , a u  t e m p s  t , e s t  ( a u

coefficient près  pp.V) l ’a x e  d e d e u x  vecteurs q u i sont

L e  v e c t e u r  X ,  Y ,  Z d e  l o n g u e u r  ^ d i r i g é  s u i v a n t  l ,  m , n\  

. L a  v ib r a t i o n  a u  t e m p s  t — 4L -f- 9^.

Lorsque l’onde n’est pas évanescente, la constante de temps 9 

est égale à zéro, et le vecteur X ,  Y ,  Z a son extrémité dans le plan 
de l’onde a.x -f- fiy -t- y z — V = o .

Dans ce qui va suivre, nous donnerons le nom de r a y o n  c o n 

j u g u é  au vecteur X ,  Y ,  Z qui joue un rôle essentiel dans l’étude 
de la réflexion et de la réfraction.

R e m a r q u e  / .  — On a

PP v  =

le coefficient d’isotropie p est le même pour tous les milieux. 
i  n’est pas modifié par la réflexion et la réfraction ( v o i r  n° 5 5 ).

Donc le facteur de proportionnalité pp.V est indépendant de 
la direction de l’onde et de la nature des milieux en présence.
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R e m a r q u e  II. — Lorsque le milieu est dénué de pouvoir rota
toire, le vecteur X ,  Y ,  Z est indéterminé dans un plan perpen
diculaire au potentiel-vecteur, et l’on définira dans chaque cas 
(nos 68, 7 2 ) la direction à laquelle on réservera le nom de r a y o n  

c o n j u g u é .

5 4 ·. R é j l e x i o n  e t  r é f r a c t i o n  à  la  s u r f a c e  d e  s é p a r a t i o n  d e  
d e u x  m i l i e u x  h o m o g è n e s .

E q u a t i o n s .  —  Une onde qui se propage dans un milieu aniso
trope et qui rencontre sa surface de séparation avec un second 
milieu anisotrope donnera naissance à deux ondes réfléchies et à 
deux ondes réfractées.

Soient »
z  =  o la surface de séparation des deux milieux;
(«I ,  «,I, «>,), ( P i ,  ÿi) >·)), (P) ,  Q) ,  R) )  les imaginaires qui défi

nissent la vibration, le vortex et le potentiel-vecteur de l’onde 
incidente;

u\ , w\), . .  . ,  ( « 2, t̂ o, (v2), . . .  les grandeurs analogues pour 
une onde réfléchie et une onde réfractée,

i  ~  (a,.r-t- fi ,y +  y , z  -  v,<) i  f r  +  +  y '  s -  V' /) ( a . . r +  PiT +  Y,= -  W )
e  Ai , e  Ai , e Ai

leurs facteurs exponentiels.

Les vitesses de propagation V ,,  V ' , Y 2’ sont toujours réelles, et 
il en sera de même de a , ,  ¡3 t , y , , si l’onde incidente a parcouru 
un chemin fini dans le milieu i.

Les a, P, y satisfont d’ailleurs aux relations

«î +  Pï -H Y? = -+- P? +  ii = «î +  Pi h- y ! = i.

Résoudre le problème del à  réflexion et de la réfraclion consiste 
à résoudre les équations de continuité du n° 5 1  :

U i  H— S  w, — S  zz2,

p, +  =  S p2,

( £ ) , - 2 ( £ ) . - 2 (= ).·
Í P i  +  2  P ' t  =  2  P j ,

Q.H-SQÍ =  2 Q 2)
f MP, +  S w\ =  2 (P2, '

( 3 )
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chacun des deux groupes (2 )  et ( 3 ) se réduisant, comme on l’a 
vu plus haut, à deux relations indépendantes.

Ces relations, qui doivent être vérifiées à tout instant, en tout 
point de la surface de séparation, sont donc des identités en 
x ,  y ,  t. Or l’identité

A  ( ¡ a x + b y + c t  _|_ A . '  e a 'x + b ‘y + c ' t  +  . . .  s :  O

entraîne
a  =  a' =  . . . ,  ¿> =  6 ' = . . . ,  e =  c ' = . . . ,

A — A , .. =  0, 1

So. Ce résultat appliqué aux équations (2 )  et ( 3 ) nous donnera 
les équations de la réflexion et de la réfraction.

En particulier, en utilisant l’une quelconque des équations de 
continuité de la vibration, on aura les relations

Le premier· groupe de (6 )  exprime que les périodes x(, x'( , 
x2, . . .  sont égales. Les deux autres expriment, dans le cas parti
culier où les a, ¡3 , y sont réels, les lois de la réflexion et de la 
réfraction fournies par le principe d’Huygens, c’est-à-dire : les plans 
des ondes incidentes, réfléchies et réfractées ont même trace sur 
la surface de séparation des milieux et font avec cette surface des 
angles i  1 ,  i { ,  i n ,  .  .  .  qui vérifient la proportion des sinus

s in i-! sim"', _  s in i ,
X i  X ’,

Choisissons pour plan des.y =  o le plan d’incidcncc; les ima
ginaires u ( , V|, IV| ont alors pour valeurs

Ut _  Pi _  (V| _  « 4 ;
c o s  ¿1 131 s iiu 'i

L ’imaginaire B ( définit la forme et l’orientation de la vibration 
elliptique, l’imaginaire s t = / ’, e_27l,?> définit le rapport de simili
tude et la phase ( v o i r  n° 3 o). On connaît les imaginaires B et l’on 
déduira, des quatre équations de continuité indépendantes, Jes 

C. G
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82 CHAlUTUE III.

imaginaires s qui définissent les deux ondes réfléchies et les deux 
ondes réfractées.

En géuéral, l’onde incidente n’est pas évanescente; par suite, 
les a , ,  [3 , ,  y, sont réels, et, en vertu de la relation des sinus, il en 
est de même de a',, ¡3',, a2, j32· Au contraire, les y' et y'a sont 
donnés par les relations

i — Ti _  1 ~  ï i 8 _  1 — ï l  
Vf -  V?  Vf ’

V' V' .
et peuvent, suivant les valeurs de ^  et —  > être réels ou imagi-

naires pures; mais il convient de distinguer entre les ondes réflé
chies et réfractées : la construction d’Huygens montre, en effet, 
qu’une au moins des ondes réfléchies n’est jamais évanescente, et, 
si l’on tient compte de la valeur minime de la biréfringence, on 
en conclut que :

i° L ’évanescence d’une onde réfléchie ne peut se produire 
qu’au voisinage de l’incidence rasante ;

2° Quand le second milieu est biréfringent, il y a le plus sou
vent o ou 2 ondes réfractées évanescentes.

5 6 . Lorsque aucune des ondes n’est évanescente, et que les ima
ginaires B ( , B',, B 2, . . .  o n t ‘même argument, la réflexion et la 
réfraction n’introduisent aucune différence de phase; caries équa
tions (2 )  et ( 3 ), linéaires en s, seront à coefficients réels, et, par 
conséquent, les différences de phase æ, — . . .  seront nuiles ou
égales à un multiple de «.

Cette dernière condition est, en particulier, remplie quand les 
deux milieux sont holoèdres (hypothèse de Fresnel) et l’on passe 
évidemment du cas des ondes non évanescentes au cas des ondes 
évanescentes en remplaçant, dans les formules, les grandeurs 
réelles s par leur expression générale r e ~ i n u ce qui justifie la 
méthode imaginée par Fresnel pour résoudre le problème de la 
réflexion totale.

5 7 . R é f r a c t i o n  u n i r a d i a l e  à  la  s u r f a c e  d e  s é p a r a t i o n  d ’u n  

m i l i e u  is o t r o p e  h o l o è d r e  e t  d ’ u n  m i l i e u  a n i s o t r o p e  h é m i è d r e .  

— Un rayon polarisé elliptiquement, qui rencontre la surface de 
séparation d’un milieu isoLrope holoèdre et d’un milieu anisotrope
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hémièdrc, donnera naissance à un rayon réfléchi et à deux rayons 
réfractés, tous trois polarisés elliptiquement. Comme le premier 
milieu propage indifféremment des vibrations de toute forme, on 
pourra décomposer la vibration elliptique incidente en deux 
vibrations elliptiques arbitraires situées dans son plan, problème 
résolu géométriquement au n° 3 6 .

Une vibration elliptique arbitraire de forme et de position est 
définie par l’imaginaire B, et l’on pourra déterminer B par la con
dition d’annuler l’imaginaire s 2 =  /'¡¡e-2™?* qui définit la grandeur 
et la phase d’une des deux vibrations réfractées. C’est cette re
cherche qui constitue le problème des vibrations incidentes uni- 
radiales.

On connaît la solution géométrique donnée par Mac Cullagh 
dans le cas particulier des vibrations rectilignes (milieux holoèdres) 
et pour la première approximation W  =  W 2. Nous allons montrer 
que la solution de Mac Cullagh s’étend au cas général

W =  Ws-t- W3-r. . . 4 - W„-H----

Traitons d’abord le cas où il n’y a pas d’ondes évanescentes. 
Les équations du problème sont

(»')

( 3 ' )

Î l f ,  -+- u \  ---  U 2 ,

F , v\ r= VU

j

/ P, +  p; =  P j,

| Qi +  Q'i =  Q2 ,
\ Wx +  (V'i =  W2.

Remplaçons les P, Q par leurs valeurs fournies par les équa
tions (4) ,  permutons les troisièmes équations des deux groupes 
(2'), ( 3 ') et nous aurons les systèmes
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Vi(Yi Mi — Cl! Wi) — Vi (yi u\ -+- at t î) =  Z2 a.2—  X 2 wu

Vi(yiPi— Pi Wi) — ViÍYi Pj H-?iwi)= ZS(ÍJ— YjíVj ,

y ± ( Wl- w \) =  iî-(p4.

Le système (y) signifie que le vecteur qui décrit la vibration 
réfractée est', à chaque instant, la résultante des vecteurs corres
pondants des vibrations incidente et réfléchie. (Les vecteurs cor
respondants sont, par définition, les valeurs simultanées au 
temps t , des vecteurs qui décrivent les vibrations incidente, x’éflé- 
chie et réfractée en un même point de la surface de séparation.)

Le système (7 ')  donne lieu à une interprétation géométrique 
remarquable : remplaçons en effet dans les deux premières équa
tions de (7') w t -t- w\ par «>2, et exprimons les a , ,  ¡3 , en fonction 
des a2, ¡32 par les lois d’Huygens, et nous aurons

V i f i  ( « , —  u \  )  —  Z 2 u ¡  =  1
/ V ?

—  X 2 )  W t ,

V i 7 , ( p  , —  v'y )  —  Z j  O j  =
/  V ?

(ví P·-----Y » )  h ’ 2 )

V i  Y ,  (.<*>! 11èN

1T m
—  Z 2 ^  W-2,

et, en définitive, les systèmes (7 )  et (7") donnent cet énoncé géo
métrique :

5 8 . T héorème. — D a n s  la  r é f r a c t i o n  u n i r a d i a l e ,  le  v e c t e u r  

d e  la  v ib r a t i o n  r é f r a c t é e  e s t , à  c h a q u e  i n s t a n t ,  la  r é s u l t a n t e  

d e s  v e c t e u r s  c o r r e s p o n d a n t s  d e s  v ib r a t io n s  i n c i d e n t e  e t  r é f l é 

c h i e ;  e t  le  p l a n  d e  c e s  t r o is  v e c t e u r s  p iv o t e  a u t o u r  d ’ u n e  d r o i t e  
f i x e  q u i  e s t  la  r é s u l t a n t e  d e s  d e u x  v e c t e u r s  :

y s
1" ^ - ( a 2, p2, y2) d i r i g é  s u iv a n t  la  n o r m a l e  à  l ’ o n d e  

r é f r a c t é e ;

20 — ( X 2) Y 2 ) Z 2), c ’e s t - à - d i r e  le  r a y o n  c o n j u g u é  c h a n g é  

d e  s i g n e .

5 9 . C a s  o ù  l ’o n d e  r é f r a c t é e  e s t  é v a n e s c e n t e .  — E n vertu 
des équations (4 ) ,  il faut remplacer, dans les équations ( f ) ,
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X 2, Ya, Z2 par.X2eiô, Y 2e!"9, Z2e'0, d’où l’énoncé géométrique plus 
général qui doit être substitué au précédent. L'onde réfractée 
évanescente doit d’abord se calculer en donnant à a, ¡3 , y des 
valeurs imaginaires dans les équations indéfinies ( 4 ) e t ' (5 ) du 
Chapitre II (nos 1 8  et 1 9 ).

6 0 . C o n s t r u c t i o n  g é o m é t r i q u e .  — Les exponentielles figurent 
en facteur commun dans les équations de continuité; donc, à un 
couple de diamètres conjugués de la vibration uniradiale incidente 
correspondent des couples de diamètres conjugués pour la vibra
tion réfléchie et pour la vibration réfractée. Celte remarque per
met de simplifier la construction géométrique fournie par le 
théorème précédent (n° 5 8 ) qui donne, point par point, l’uni- 
radiale incidente çt sa vibration réfléchie.

On décomposera une vibration incidente quelconque en deux 
vibrations uniradiales en appliquant la méthode géométrique 
donnée au n ° 3 6 . A cet effet, on figurera sur une sphère les points 
représentatifs m ( 2tü, a a )  et m ' ( 210', 2a') des deux uniradiales 
et l’on opérera une transformation par rayons vecteurs réci
proques qui amènera les transformés m t) m\ aux deux extrémités 
d’un même diamètre. Dans ces conditions il est facile d’écrire les 
formules·de trigonométrie sphérique qui donnent la décompo
sition cherchée. La même méthode s’appliquera aux vibrations 
réfléchies.

I I .  — L e  ra y o n  lu m in e u x  e t  s a  c o m p a ra is o n  
a v e c  le  r a y o n  c o n ju g u é .

6 1 . D é f i n i t i o n  e t  c a l c u l  d u  r a y o n  l u m in e u x .  — Supposons 
que le mouvement vibratoire, au lieu d’être identique à lui-même 
sur toute l’étendue d’une onde lumineuse initiale, soit concentré 
à l’intérieur d’un contour, de dimensions petites par rapport aux 
unités habituelles, mais grandes par rapport à la longueur d’onde; 
les équations indéfinies apprennent (théorie de la diffraction) que 
le mouvement propagé n’est sensible qu’à l’intérieur d’un cylindre 
passant par le contour considéré et dont les génératrices sont 
parallèles à la droite qui joint l’origine au point où l’onde plane 
touche son enveloppe. On donne à cette direction le nom de r a y o n  

lu m in e u x .
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Pour traiter ce problème d’enveloppe dans le cas général, il y 
a avantage à choisir comme variable principale le vecteur de 
Fresnel, c ’est-à-dire le vortex ( p ,  q ,  r ) .

Avec cette variable, l’équation T ,„ =  W,„ s’écrit

ï ?V2(^ î +  q \-+· '1 +  />! +  q\ +  '1) ·
\ « ? Y

=  F(/>i, Çi, n ) +  F ( p i ,  q u  r2) +  2g/c p i  g t r t ,
P i q i >'i

et l’on obtient les équations du mouvement en écrivant que 
<JV =  o pour toute variation virtuelle des p l} i\ , p%, q * , /’2 
satisfaisant aux relations

I « P i- l - p 3 ,t + Y '- i  =  ° ,
) o c —H P ^2 -t— Y r2 =  O,

ce qui donne les deux équations

| pV s/>,i= ^  —  2 g A [ a .p 2] - + - 2 ^ ,x ,

qui se résument dans l’équation unique

c/F
PVV  =  -j-p  -+- +  -ig<x.

Dans celte équation, F  et k  sont des fonctions à coefficients 
réels, p , q ,  r ,  g  sont imaginaires, et la détermination du rayon 
lumineux se ramène au problème suivant:

6 2 . T r o u v e r  le  p o i n t  d e  c o n t a c t  d e  V e n v e l o p p e  d u  p l a n  

a x  -h $y -i- y z  — V =  o,

s a c h a n t  q u e  a, [3 , y, V, p , q , r ,  g  s a t i s fo n t  a u x  r e l a t i o n s  (p =  2)

a2- r  p s + y i =  It

- Pfr  +  -  V2/·,

* p - F $ q  -r- y r  =  o.

(8 )
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A cet effet, on formera la fonction

<ï>'= ( a x  +  p_y -f- q z  — Y) — i  v0(a2 -+- P2-|- y2 — 1)

f  i ¿¿F \ !
+  ^  + l> /f[P -5r]  +  ^ P  — V 2? J  | + v 4(a / > + P ?  +  Y7·),

■+ ^  +  i > / c [ Y . r ] + ^ Y — V 2 t̂  |

et l’on écrira que d $  =  o, quels que soient les d ( a, [3, y , p ,  q , V , g ) ,  

ce qui fournira huit équations de condition

g?<î> _  _  d &  _  _  d®  _  dQ> _
d a  ' ' ‘ d p  ' ' ' d V  d g  ~  °

contenant les cinq nouveaux coefficients v0, vt , v2, v3, v4.
La fonction $  peut encore s’écrire :

<ï> =  { a x +  P7  +  - (z —  V )  —  -  v0 ( a 2 -t- p 2 -t- y 2 —  i )

d  d d  \  - ,  . .
Vl v2 V3

d v i ^ <iv2 +  r ^ ) F +  l ^ a P Y

P 9 7'

d’où

■ g ( avj +  pv2 ■ + Y V 3 )  — Y 2(v ,/n -V 2ÿ + v 3r)  + v 4( a / i+  Pÿ  H-Y 7 - ) ,

É?4 > I d F  . , r -I
^ •  =  â Â + i ^ c v l ,a ]H " v 4 a _ V V I r

d<i>

dV
> = —  1 — 2 V (v ,/ >  +  v2? +  v3 r  ),

d<P
(g) ( ^ = V + V , P + V ,Y’

d<l> i /  d—  = a ) - v t a + - {
d

Vl T p  +  v* d j  +
d _ \ à F  

d r )  à x

• 7 r T . d k

Vl v2 v3 

a  P y  

p  q  r

+  ^ V ,+ / )V  4.

6 3 . C a l c u l  d e s  v4, v2, v3, v*. — Les équations

£ÙÏ> <Y't> _  cùl> _  cùl> _
d p  d q  d r  d g
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du groupe (9 )  deviennent identiques aux équations du groupe (8 )  
quand on y remplace

q . '■ p a r vl> V2, v3,

g p a r V»,

k p a r —  k,

et, comme tous les coefficients des variables p ,  q , /·, g  sont réels, 
à1 l’exception du coefficient ik  qui est une imaginaire pure, il en 
résulle les équations

V( _ V 2 _ V 3 _ V 4 _

p ' ~  q ' ~

p r, q ’ , r g '  représentant les imaginaires conjuguées de p ,  q ,  /·, g ,  

et o- désignant un coefficient que l’on déterminera par l’équation

d<&
d V = °

du groupe (9 ) .  On obtient ainsi :

” —' i ÿ { p p ' +  qq'-+- r r ' ) '

6 4 . C a l c u l  d e s  c o o r d o n n é e s  x ,  y ,  z  d u  p o i n t  d e  c o n t a c t .  — 
Elles sont définies par les'équations

d<P _  d*ï> _  d<\> _  
da. d $  d-( 

a x - h ^ y - h  y z  — V =  o

à quatre inconnues x , y ,  z , v0.
Si nous portons les valeurs de v,, v2, v3, v3 dans l’équation

d $
d ï  ~ ° ’

nous obtenons

X  =  Vq» h—  <J2 ( '
d_

dp

—  îjj.cr/f [ y . ^ ] + { > < r —

, £ \ d F  
d r  )  ()a

p' q' r’
a p y

p  q r
+  sips'’-*- g p 1) ;
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remplaçant \_p' .p~\ par sa valeur il vient

[ p ' - p ]  — ÎV- Lp ' · * · « ]  =  u  -+- q'v  -+- r 'w ) ,

=  —  E x  [ / ./ > ]  =  —  ip. ( p'u  -H q'v +  r ' w ) ,

p ' 1 ' r '
a fl Y 
p  q r

d’où
1 i  , d  , d  , d  \ à F

+  p* » ( / > '«  -+■ ÿ 'p  -+- ÿ 'p  -+- /■ '» )  —  ^ -4- <*(/>£■'+ ^ d ').

Portant ces valeurs dans l’équation

a x  +  $ y -+ -  ' ¡ z  —  V =  o,

nous en déduisons la valeur de v0 qui est donnée par

,,  1 /  , d  , d  , rf\ v i  i F
V =  v0 + - a ^  T p  +  q - + r  ^ 2 “ ^ ·

-t- p * a (p 'u  +  q 'v  +  r 'w ) - l·-^  “ >

et les coordonnées du point de contact sont données par les for
mules
/ v  „  1 l  , d  , d  , d  \ _(,o) *  =  V « + - a ( p ^ + ? s - + r - ) F a

+  (A5 u(/>'a +  q'v -4- r ’ w ) k? L+ ' s ( p g ' +  g p j ,

expressions dans lesquelles F a, Fp, Fy représente le vecteur lié à 
la forme F ( a ,  ¡3 , y )  par les relations

/  \ „  iF  r i  ()F
( ' 0  F a  =  d ï - « Z a d ï ;

la quantité g  est donnée par les équations (8 ) ,  et a pour valeur

, . I V  ¿F
(r 2 )  f  =  - i Z a d ^ ·

6 5 . C a l c u l  d u  p o t e n t i e l - v e c t e u r  e t  d u  r a y o n  c o n j u g u é  

q u a n d  a, P, y  s o n t  r é e l s  ( o n d e  n o n  é v a n e s c e n t e ) .  — Le rayon 
conjugué est, par définition (n° 5 2 ), dirigé suivant la normale au 
plan décrit par le potentiel-vecteur et son extrémité est située
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9° CHAPITRE III.

dans le plan de l’onde
a x  +  (3/  -+- y z  =  V.

Pour calculer les composantes de P, Q, R et de X ,  Y ,  Z reve
nons aux équations indéfinies (n° 1 8 )

p ( î » 2V2« =  -  «V [a. P],

P = ¿ P
d p

+  2 [  P] ./>],

p  =  [a.M],

le premier groupe d’équations donne

p i[iV2 [oc. m]  =  — [a .a .P ] ,
c’est-à-dire

P =  pV2/) -i-a(a P +  PQ -t-y R), 

et le second groupe donne

d  r, d d
1 F +  2

a P Y
« T p + ï d q u Mi N

P 7 r

donc, en écrivant p — 2, L| — t'pl, . . . ,  on a, pour déterminer le 
potentiel-vecteur P, Q, R en fonction des composantes du vortex, 
le système ( i 3 )

0 3 )

P =  a\ i p  -+- a h ,

Q =  i \ * q  -h PA. '

R =  2 V2 r  H- y h ,

h =  ( 8 |  +  ? è + T è ) F - '2^ /“ + w + n H , )i

remplaçons u , v, w , p , q ,  r  par leurs valeurs

u  =  a t a  H- i<Xib, v =  pi» ■ +■  i $ i b ,  w  =  y,«  ¿-¡¿.b,

p  =  ip [a.w] =  ¿¡¿[a.a,] a  -H i2p [« .a 2]  b =  p(«,6 +  ¡a,«),

et nous aurons les valeurs de P, Q, R

P — P 1 -i- »P„

Q =  Q i  -H i Q2,
R =  R, -4- { R2,
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P , ,  Qi, R| et P 2, Q 2, R2 désignant les quanlilés

(■4)

Pl =  +  lié« (« ¿  +  P ¿  +  T 4 ¡ )  F

—  i\>?aa.( la.i  -+- m $ i  -t- « y , ) ,

P 2 =  2 V V « a 2 +  , A a a ( a ¿ 2 H - p ^ -  +  Y A J F

— 2 ¡a26a(¿a2 +  w(32 -t- ny<¡);

a '

dans ces équations ^  représente la dérivée ^ , dans laquelle on

remplace p ,  q , r  par a,j ¡3 ,, y,

66. Des valeurs du potentiel-vecteur P, Q, R  nous déduisons 
celles du rayon conjugué.X, Y ,  Z par les formules

( X Y Z
( . 5 ) [Pi.P*j “  [Qi.QJ "  [Ri-R*]’

( aXH-pY +  ï Z =  V.

Si l’on écrit, pour abréger,

I
„ /  d  d  d  \

2 1 ~  ( “ d z i  +   ̂ d $ i  +  ! d - f j

I 'F , =  ¿a, +  m p i +

\ ^F2 — ¿St2 r+- 7YI [32 -H

F,

F,

les formules (i 5 ) deviennent, après remplacement des P ( , Qi, R|., 
P 2, Q 2, R 2 par leurs valeurs,

vX =  V ^ a b a  — ¿16(01, F, H- ot2F2) +  [ji(a2a1'F1 -h 62a2'lF2), 
vY =  V2a&p — aé(P,F , +  p2F2) -t- p(a*p,tFj +  6*p2V2), 
v Z =  V2ai>Y — aéfYiF, -t- Y2F 2) -f- [x(œ2Y1'Fi +  62 Yî ’Fj ),

<xX-t- pY +  TZ =  V.

6 7 . C o m p a r a i s o n  e n t r e  le  r a y o n  l u m i n e u x  e t  l e  r a y o n  c o n 

j u g u é .  —  Pour faire cette comparaison nous prendrons comme 
axes de coordonnées O # et O y  les deux axes a  et b  de la vibra
tion elliptique, 0 ,s  sera dirigé dans le sens de la propagation. 
Nous aurons donc à appliquer les formules précédentes çn y
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faisant

CHAPITRE 111.

«1 =  I, Pi =  °» Tfi =  0,
a2 =  0, P .=  ». Y* =  O
a =  0, P = 0 , T =  I.

i° R a y o n  l u m i n e u x . — Les expressions qui figurent dans la 
formule ( io )  ont pour valeurs \

p ’ u  +  q ' v z '  w =  % [x a b , 

i rfF
^  ~  2 d r '

p g ' - F  g p ' =· partie réelle de — [ji b  (^b ^ - h  i a  - jp

=  —  p! 6*

qg'+gq' — — iA2a5

r g ' + g r ’ =  o,

¿ * F  
d p  d r  

di F
¿<7

F  _ J F ,
l a ~  35"

2 p î V ( « î ¿I2) 

dF
=  F v =  0 '>

d’où les composantes s du r a y o n  l u m i n e u x

I V ,  , ? « \ , d * \ d F  . ¿ K  , ,  (¿2F
a V (a  -  6 * ) *  =  -  (ô *  n- «* g ^ )  ^  +  a p « 6  2 ^ - 6 *  S/odi·’

1 ' _rfs_ -  - "

d p *
( , ° r) < , v (a 2  +  ^ ) r  =  i f ù ^ s

2

* =  v.

^ d ^ \ Ô F  7 d l t  .  ¿ 2F
• a 2 -r?r H- au flü  "T77* — a 2 ·

d q l j  d ? + ' ^ a b d $ d q  d r

2° R a y o n  c o n j u g u é . — Les composantes X ,  Y , Z du r a y o n  

c o n j u g u é  sont, en vertu des équations ( î 3 )̂,

d F  d i  F
2 Y  a b X  =  — ai> ---- H 2 u a s £ =  — ai> -3— =— 1-  2 u a 2 Z,«Yi d p  d r

( i 5ff)  {  xr , v  7 c ? F  7 î  .  c?2 F  7v 1 ‘ 2 V a b Y ~  —  ab — --- h 2 ulp*/?i =  —■■ ab —,— r  +  2 a 6 2 /n,cry2 d q  d r  ‘
Z =  V.
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68. C o n s é q u e n c e s  d e s  f o r m u l e s  ( io ')  e t  ( 15r/) :

i° Q u a n d  le  m i l i e u  e s t  is o t r o p e  ( h o l o è d r e  o u  h é m i è d r e ) le  

r a y o n  c o n j u g u é  c o ïn c i d e - a v e c  le  r a y o n  l u m i n e u x .

Car, dans ce cas, on a, par suite de l’isotropie,

F ( p ,  >') =  A0 H- p2 As -+- [A A4 - K  . . )  (p 4 -+- q -  -+- r 2), 

l m  _ n
« ~  T  ~~ 7  ’

Æ(#j Pi Y) =  +  |Aî />-'4 +  . . . ,

A0, An, . . . ,  k 2, !<ki . · · désignant des constantes.
Les équations (10') et ( i 5 ") se réduisent donc à

1
x = y  =  o ,  z  =  \ ,

X = y  =  o ,  Z =  V .

Ce résultat pouvait être prévu. En vertu des équations ( i 3 ), le 
potentiel-vecteur est dans le plan de l’onde quand le milieu est iso
trope. Le rayon conjugué est donc normal à l’onde et coïncide 
avec le rayon lumineux, car la surface d’onde se compose de sphères 
(une ou deux, suivant que le milieu est holoèdre ou hémièdre).

20 Q u a n d  le  m i l i e u  e s t  a n i s o t r o p e  le  r a y o n  c o n j u g u é  c o ï n 
c i d e  a v e c  le  r a y o n  l u m i n e u x  e n  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n

( W  =  W 2).

Dans ce cas, en effet, F  est indépendant de a, (3 , y, k  =  o , b  =  o,"' 
d’où les formules

X — 0, 1 X =  0 ( v o ir  n° 5 3 )
i æ- f ) Y 1 d 2¥

^  ï V  d q  d r ’ J i Y  d q  d r ’

*  =  v, N il

On retrouve l’énoncé de Mac Cullagh relatif à la réfraction uni- 
radiale.

Ce résultat se déduit aisément de considérations géométriques.
Considérons l’un dès deux axes O A = a  de la section de l’ellip

soïde optique par le plan de l’onde, et cherchons le rayon conju
gué relatif à la vibration dirigée suivant le second axe OB.
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Soit

ON =  V =  -a

la vitesse de propagation de la vibration OB, comptée suivant la 
normale à l’onde.

On sait que le rayon lumineux OR est l’intersection du plan 
OA, ON et du plan mené par O parallèlement au plan tangent 
en A à l’ellipsoïde optique.

D’autre part, les composantes du potentiel-vecteur ont pour va
leurs

d F n  dF I> d P
dp ’ Q = - ^ ’

. d F . ¿F . d F
l* d P ’ l* d ? ' i[A 5 P ’

p ' ,  q\  r '  désignant la valeur OA. Par conséquent, le potentiel-vec

teur au temps t —  ̂ est perpendiculaire au plan tangent en A, et 
il a pour valeur

a
|A x  \ >^ 0

8 désignant la distance de l’origne au plan tangent. 
En tenant compte de la relation de similitude

8_ _  ON _  _V_ 
ÔA ~  OA OA’

cette valeur devient

OA = V’

=  2 p x  OR =  2pV x  OA x  QR ;

donc le potentiel-vecteur est l’axe du rayon lumineux et de la vi
bration.

3 ° D a n s  le s  m i l i e u x  h o l o è d r e s ,  q u a n d  o n  t i e n t  c o m p t e  d e  la  

d i s p e r s i o n ,  le  r a y o n  c o n j u g u é  n e  c o ï n c i d e  p l u s  a v e c  le  r a y o n  

l u m i n e u x .  L J a n g l e  d e s  d e u x  r a y o n s  e s t  d e  l ’o r d r e  d e  g r a n 
d e u r  d e  ¡a*.

C’est ce qui résulte des formules (io') et ( i 5") où l’on fait

b =  o, k  =  o
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et

d’où
F =  F0 +  (J.2 f 2 +  (J.4 f 4 + . . . ,

¿F
da dz

( |J-2 F2 -+- i-t'-Ft + . . . ) ;

de plus, la fonclionF peut être entièrement déterminée parl’éLude 
de la propagation dans le milieu indéfini. D o n c ,  q u a n d  le  m i l i e u  

e st  h o lo è d r e ,  la  d é t e r m i n a t i o n  d e s  c o e f f ic ie n t s  n u m é r i q u e s  q u i  

d é f i n i s s e n t  la  p r o p a g a t i o n  d e  la  v i b r a t i o n  d a n s  le  m i l i e u  i n 

d é f i n i  s u ff it  p o u r  f a i r e  c o n n a î t r e  les  c o e f f i c ie n t s  d e  la  r é f l e x i o n  

e t  d e  la  r é f r a c t i o n .

4° Q u a n d  o n  t i e n t  c o m p t e  d u  p o u v o i r  r o t a t o i r e  d a n s  le s  m i 

l i e u x  a n is o t r o p e s  le  r a y o n  c o n j u g u é  e s t  c o m p l è t e m e n t  d is t in c t  

d u  r a y o n  l u m i n e u x .

En deuxième approximation W = W 2 +  W 3, les formules (10') 
et (io") donnent, en effet, en mettant en évidence l’ellipticité 
? ( -  =  tang(p),

-.j d* F . , d K  .
• i y x  = ---- ;— — sin2cp -h [a -5- sin 2cp,

dp dr

Rayon lumineux....< . .  rf2F . rfK .
‘2 V ^  =  - ^ C° S' T +  fX^ S ,n 2 (f’

* =  V;
d* F

Rayon conjugué. . . (  ^

•¿V sin2cp X =  — - -  sin2cp -1- ¡jl / sin2p,

d 2 F
cos! <p Y =  — cos2 ? ■*" \i m  s*n 2 ?>

Z =  V.

En général, la vibration elliptique est très aplatie, œ est très 
petit et de l’ordre de p, car

tang 2<s 2 [ik
V f ^ V f  ’

et, par suite, le rapport des composantes x  et X  est un infiniment 
petit du second ordre. Le rayon conjugué a une composante no
table suivant la direction du grand axe de la vibration elliptique, 
tandis que la composante du rayon lumineux, suivant la même 
direction, est sensiblement nulle.
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EnfiD, le rayon conjugué est déterminé par la connaissance du 

vecteur l ,  m , n ,  et l’on a

l a - h  m  p +  « y =  A-(a, p, y).

Donc, la  d é t e r m i n a t i o n  d e s  c o e f f ic ie n t s  n u m é r i q u e s  q u i  d é 

f i n i s s e n t  la  p r o p a g a t i o n  d e  la  v i b r a t i o n  d a n s  u n  m i l i e u  i n d é 

f i n i  d o u é  d e  p o u v o i r  r o t a t o i r e  e s t  i n s u f f i s a n t e  p o u r  f a i r e  c o n 

n a î t r e  les  c o e f f ic ie n t s  d e  la  r é f l e x i o n  e t  d e  la  r é f r a c t i o n .

Pour déterminer le vecteur /, m , n, qui est une fonction vecto
rielle linéaire de a, fl, y (au degré d’approximation W = W 2 + W 3), 
il faut déterminer :

i° La quadrique de gyration /c(a, ¡3 , y ) ;
20 Un certain vecteur auxiliaire ( /0) m 0i n 0) ;

et l’on aura l,  m ,  n  par les formules

, 1 d k  1 _

l = Z d â  +

Le vecteur auxiliaire ( l a, m0, n0) est un vecteur direct; il 
n’existe donc que si le cristal est pyroélectrique ( v o i r  n° 1 1 4 ). 
En particulier, ce vecteur est nul quand le cristal possède plus 
d’un axe de symétrie, comme c ’est le cas du quartz pour lequel la 
connaissance de l’ellipsoïde optique et de la quadrique de gyra
tion entraîne, par suite, la connaissance des coefficients de la ré
flexion et de la réfraction.

I I I .  —  C o n tin u ité  d es  p re s s io n s . — É c h a n g e s  d’é n e r g ie .  
V e c te u r  ra d ia n t .

É n o n c é  d es  f o r c e s  v iv e s .  — H y p o th è s e  d e M a c  C u lla g h .

6 9 . D é f i n i t i o n  d e s  t e n s io n s  — Soit un milieu indéfini (homo
gène ou hétérogène) vérifiant l’équation fondamentale de Green :

/ p  8“ +  S  +  S  lw )  +  8/ W dw =  ° ;

imaginons dans ce milieu un volume fini V limité par une sur
face fermée S.

L ’équation précédente n’est plus vérifiée quand on limite le
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• d~ u '
champ d’intégration au volume V et qu’on remplace les p > · · ·
par les valeurs satisfaisant aux équaLions indéfinies. On est donc
conduit à considérer une grandeur d û  définie par l’égalité (iG')

(iG') d G C  ( d ï a

- J A * * .
d î v  ̂ d 1 <v ,  \ ,  ,, r  T ,

OU H----- ¡ - r  w  -4- —r-r- oiv dm  + i  W  dm.d l2 dl* J  J y

Cette inlégrale de volume se ramène à une intégrale de surface.
On a en effet

X r  d wAV dm  =  J  S(— 1)” D« ^  ^ S u  dm  +  d û 3 -1-,. . ,

■ en écrivant

(>8)

=  f  (VS o u  -4- V ov 4 - W O») d S ,
•/s

¿ S s =  f  (U x 3î4 - i-  Vyôu’y-i- +  V j,8i4 h- .  . .)dS, 
d s

dlD3 — J *  ( . . .)  £^S,

U, V, W ,  Oj·, U / ,  . . . ,  U**, . . .  désignant des formes bilinéaires 
par rapport aux cosinus directeurs l , m , n  de la normale exté
rieure à S et par rapport aux dérivées de tous ordres en oc, y ,  Z
. d W  des -77-—  > · · *· 

d L ) n u

D’autre part, les équations indéfinies nous apprennent que 
l’intégrale de volume qui figure au second membre de l’équa
tion (17) est égale et de signe contraire à

on a donc

r  [  d 2 u  ̂ d 1 v -, d 1 iv  ̂ \
/ P I —,— o u  H— rr Pv H----r r  ®<v )

X  r \ d l*  d l*  d l * /

i/CS =3 d û ,  -H d <$2 -t- d û u -

dm

7 0 . Dès qu’on dépasse le premier degré d’approximation 
W  =  W 2, l’expression de dis sous forme d’intégrales de surface 
est possible d’une infinité de manières, La solution particulière 
qui va être développée donnera d 5  en fonction de grandeurs 

C. i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE III.O»

douéesde signification géométrique et que nous appellerons les 
p a r a m è t r e s  d e  te n s io n  :

On démontrera au n° 1 1 2  que les composantes du vecteur A7,u,
A pV)  Ayj J

A I / ,  d  :  d  , d  \<p>
A>’ u - T \ \ l d ï  +  k d }  +  l d i )

sont définies par les trois surfaces invariantes

d  , d  , d

( !9 )

Ji:î! =  ( AS Î +  +  l d l )  { h u  kv +  hv)

=  A J J î l  A P + «  +  A J 5+1 B / )+ i /¡P 

... / ,  ^ , d  . d  , T "1
J J'+ i =  y l T x  +  k d ï  +  l 7L·)  |a L s , “ J + ·

=  «'i+i /î;' +  V u  h ’’~' /ch- . . . ,

... . / ,  d . d  , d \ P - * \ , r  d  d  T
J ^ ‘ =  \h d ï  +  k d ï  +  l T z )  \h \ j & ’ d i ' U\

—  a .P -\h P ~ 1 +  p;,4-iAp- s¿H-----

Dans le cas particulier de/? =  i, on a J " = o  et les surfaces sont 
au nombre de 2. Ce sont la quadrique des dilatations J i =  o et le 
plan J . ' ,=  o perpendiculaire au vortex.

S01L p  l’ordre le plus élevé des dérivées de u ,  0, iv dans le 
potentiel intenie. Exprimons ce potentiel en fonction des coeffi
cients des surfaces J 2, J :), . . . ,  J 7,, ce qui n’est possible que d’une 
seule manière, et nous aurons

0 f \ v d w =  s , h- s ; ,
•Ar

-I- 0  ̂H— 0 2 -H 0 2 ,

·+■ ............ ........... >
-h 8/l-h 3y, H- SJ,,

f

3„ =  f  S(APil)3Aeil dm,

°p= f  s ( ai+i)8«p+\drn,

s;,=  f  s(«jîîi)3«{!iid®,
J y

avec

(À) désignant pour abréger la dérivée d\N 
d l  '
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Or, il résulte des formules (19) que les coefficients de sç
déduisent de ceux de JjJ par les formules (20)

( 2 0 )

A£ J  =  S AS’ ■

4 - .  H t -d y d x

En intégrant par parties et utilisant les formules (20), on obtiendra 
par suite les formules (21) '

I Oi O2 H-. . . -H Op — <>1-1-02 +  . . .H- Ùp— 2 -F- OjÎp-1 -F-

8 =  f  2[A/;|SA/;o?S,
«̂ s

( 21) fy - .  =  f  2(AjS),ÔA
I d\r

I |A/Î| =  ¿(A'pXD H- m ( AJJ+1 Mp+ i ) +  w(AJJ+I Cl>+i ), 

d’où l’on déduira les formules plus générales (22)

6 ( +  02 +  . . . +  o/( — 8,  +  o2 +  . . . +  3 +  dtop~t - t - . ..-i-dÎDp,

fàp-t =  f  S I A ^ ib S A ^ ir fS ,
«2S

0T - V 1 =  f z { h f ô ) i +l SA f ô d m t .
«2 V

(A  U })(V1 -  A$ 4  ( d x  A,w+I +  ¿ 7  n'j- £+1 ^  T z  G“ ~ i+ ' )  A/-i>i -+-■

¿ A''· désignant, pour abréger, l ’expression

d l

S ^ (A e )  +  i‘ d x 1- 1 d y
(A  î;-< b „ ) + . . .

obtenue en développant la puissance £’̂ me du trinôme.
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Appliquons ccs formules aux 3, 3', 3" et nous aurons

 ̂ 0; +  -Oâ -T* . . . —b  O p  =  Û tTj -j- 0^2 · · · H-

-4- / ¡ (A i^ o K  +  íB i^ ó p  +  íC í^oípjefcr,
Jy

0 j  H - Û 2 + .  . . *4“ Syj —  0  <£>2 - h  · · · H - o ’ (£ p

■+■ / j ( * s ) / » - l ® £li - t - (^î)/>— l S ^ 2  ■ + ' (c 2 ) / ) - l  ° C 2 j clw,Jy ·
8î +  . . .+ o "  =  6’' 5 3+ . . . - h 8”̂

+ J '  j (.a3)/J—2 OiSta-l·- Cp3)/j—2 3̂ 3-+- (Y3)yj—2 °V3 j Ĉm ·

Pour obtenir l ’expression finale de dS sous forme d’intégrales 

de surface, il reste à transformer, à l’aide d’intégrations par par

ties, les deux intégrales dé volume figurant dans So' et S3".
A  cet effet, on remplacera tf2 et a 3 par leurs valeurs

a 2  =  [ ¿ ‘“] ’ *3==[ ¿ - a2] ’ 
et l ’on obtiendra

| J "  y£ i (a i)p - i  S « 2  d-m= 6' 5 , +  f f e ,

) { o x 3 d m  = 8 " trs + y ^ 8 « s | ^ ^ . ( a 3 ) / j - ! j  d v s ,

Oi?2 + X 2 Su [ ¿ • ¿ • (aa)"-2] ^
les intégrales de surface S'E,, 3"52, S"G, ayant pour valeurs

S ' 3 i = j f 2 < > 2) , , - , [ 7 . 8 í í ] ¿ s ,

( 25) { 0" ^ =

s" Gi =X 2  [ ¿ (a3)"-2]  l L * u l  d S -

En  définitive, il résulte de la comparaison des formules ( 2 3 ),
( 2 4) et (25) que l ’intégrale dû peut s’écrire

dis =  65, H- 8'5 ,-t- 0"5,6 "5, j

6" G 2 /

-t-8G/, +  5'5„-t- 6" 5

=  dlsi H-  flî5 2 - H . . .  - f *  dis,,.
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MILIEUX GÏROSTATIQUES. —  RÉFLEXION ET RÉFRACTION. IOI

Lés coefficients de o?S dans chacune des intégrales de surface 
sont, en vertu du mode de calcul adopté, des grandeurs scalaires. 
Elles conservent la même expression analytique quand on effectue 
on changement d’axes orthogonaux, et l’on a

¿ 5 ,  ( U  3«  - h  V  o r  h-  W  S w )  dS,

d &2 =  f y  | À '2 | S A !  dS +  f  V  | a\ | o a ,  r f S ,  '

Les coefficients U, V, W ,  | A.'.,1 1, . . . ,  | qui sont four
nis par les équations ( 2 3 ), (2 4 ) ,  ( 2 0 ) ,  s’appelleront les p a r a 

m è t r e s  d e  t e n s io n , et l’on réservera plus particulièrement le nom 
de t e n s io n  au vecteur U, Y , W  dont les trois composantes défi
nissent l’élément (U S u  4 -  V80 W  8pp) d S de la première inté
grale d&\. C’est, d’ailleurs, la seule intégrale qu’on obtient 
lorsqu’on limite l’approximation aux dérivées du premier ordre.

7 1 . La conception des paramètres de tension est la conséquence 
naturelle de là localisation du polenLiel interne d’après laquelle 
les actions intérieures ne sont sensibles qu’à une distance très 
petite. Si donc nous considérons les actions, extérieures au vo
lume V, celles qui sont dues au milieu lui-même proviennent uni
quement d’une couche très mince repartie sur la surface S qui 
limite le volume V. Le travail virtuel de ces actions est donc égal 
à l’intégrale de surface dtB relative à S.

7 2 . Il est évident que la valeur de l’intégrale de volume 

/ ( X  S u  Y  Sv +  Z ôiv) des, qui intervient dans l’expression de

0 r  W  d m ,
J y

8 f  W  dm =  f  ( X  om  -+» Y  o p  -1- Z o i v )  dm-h dZi-h d &2 - K . . - + -  dis,,,
J y  »/y

est indépendante de la méthode suivie pour obtenir les <f5 ,,
t/Ga, . . ., d& p.

Cette remarque peut se généraliser : La valeur do l’intégrale 
de surface d&q ( q  < p )  est indépendante de la méthode adoptée 
pour le calcul des c/G7+2, . . ., d $ p .
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En particulier, pour obtenir la première intégrale d ¡£ ,, il suffira 
de raisonner sur un potentiel interne fonction des dilatations, 
glissements, composantes de la rotation et de leurs dérivées de 
tous ordres en x ,  y ,  z .  On obtiendra donc les composantes 
(U , V, W )  de la tension en répétant le calcul qui a fourni les 
équations de Lagrange (deuxième forme), ce qui conduira à la 
formule

o Ç W efe =  o f  ̂  o D" p  d m —· -+- · · ■+ f  op dm ,

et une nouvelle intégration par parties fournira la valeur cherchée 
de efë,

(aG)
s

P
l

ou

Q H
ni n  

Se o(v

¿ S +  f  i(N,Z +  T ,»n-T ,/»)Sn+... .  j rfS.

Par conséquent, les composantes de la tension s’obtiennent en 

remplaçant ~  par l, n i, n ,  dans les équations de Lagrange

(deuxième forme).

7 3 . T héorème. — L e s  é q u a t io n s  d e  la  r é j l e x i o n  e t  d e  ta  

r é f r a c t i o n  d a n s  l'es m i l i e u x  g y r o s t a t i q u e s  s o n t  c o m p a t i b l e s  

a v e c  le  p r i n c i p e  d e  c o n t i n u i t é  d e s  t e n s io n s .

En effet, ces équations sont déduites du principe de la couche 
de passage, et l’on a vu que la composante langcnlielle du poten
tiel-vecteur était continue.

Or, en vertu de (aG), la tension a pour composantes dans les 
milieux gjrostatiqucs

U =  [P./] ,  V =  [ Q . w i ] ,  ' W =  [ R.n ] ;

elle est donc l’axe du potentiel-vecteur et de la normale à l’onde, 
et, par conséquent, ne dépend que de la composante tangenlielle
P, Q, IL

7 E c h a n g e s  d ' é n e r g i e  d a n s  le  m i l i e u .  — T h é o r è m e  d e  

P o y t i l i n g . —  L ’a c c r o i s s e m e n t  p a r  u n i t é  d e  t e m p s  d e  l ’ inté-,

g r a l e  T  +  W )  cfe, é t e n d u e  à  u n  v o lu m e  Y  l i m i t é  p a r  u n e
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MILIEUX GTROSTATIQUES. —  RÉFLEXION ET RÉFRACTION. io3

s u r f a c e  f e r m é e  S, e s t  é g a l  ci u n e  i n t é g r a l e  cle s u r f a c e  é t e n 
d u e  ci S.

. Car il suffit cle remplacer dans la formule (iG) les e u ,  ou, 8iv 

par ^ q d t ,  ~  d l , ~ g j d t  pour obtenir la formule

m  a j f c  t + w ) *  =  § ,

et l’on a vu que E représentait une intégrale de surface.

Son premier terme <̂ ~ · a pour valeur, dans les milieux gyrosta- 
liqucs, en vertu de (26’),

( 27' )
d G ,

d l

l  m  n  

P Q H 
d u  d v  chv  

d t  d t  d t

—f l  est donc égal au flux du vecteur
d l  0

[-■S]· [«-S]· [*■£]·
entrai)l dans la surface S. C’est le v e c t e u r  r a d i a n t  de Poynling, 

il est égal à l’axe du potentiel-vcclcur et de la vitesse ^  ·

7 o. P r o p r i é t é s  d u  v e c t e u r  r a d i a n t .

i u A  la  s u r f a c e  d e  s é p a r a t i o n  d e  d e u x  m i l i e u x  g y r o s t a l i q u c s  

le  f l u x  d u  v e c t e u r  r a d i a n t  est c o n t i n u .

Eu effet,
[P./] ,  [Q .m ] ,  [R./*l 

et
d u  d v  d iv  

d t  ’  d t  '  d t

sont continus d’après les lois de la réflexion et do la réfraction.

2° D a n s  le s  m i l i e u x  h o l o è d r e s  le  v e c t e u r  r a d i a n t  a  p o u r  

c o m p o s a n t e s

(on suppose que l’onde ne soit pas évanescente).
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En  effet, on a dans ce cas

iîX + cY h- ( cZ =  o ,

P =  partie réelle de tp[JtV [X. «i], 
u =  partie réelle de lit,

clui
dt — f p. V if j ;

on en conclut

P =  partie réelle de p -X J  =  P f  ’
d’où ‘ 1

ConoLLAiitR. —■ D é n o n c é  d e s  f o r c e s  v iv es  e s t  v r a i  e n  p r e 

m i è r e  a p p r o x i m a t i o n  W  =  W 2. D a n s  le  c a s  g é n é r a l  i l  f a u t  l u i  

s u b s t i t u e r  le  p r i n c i p e  d e  c o n t i n u i t é  d u  f l u x  d u  v e c t e u r  r a 

d i a n t .

Soit en effet un faisceau lumineux cylindrique ot soit S sa sec- ' 
tion par un plan quelconque II. Le volume de la tranche dé
coupée dans ce faisceau par deux plans d’onde distants d’une 
longueur s .V a  pour valeur s .S .R „ ,  en désignant par R,j la com
posante du rayon lumineux suivant la normale au plan IL

Si nous désignons par les composantes de la vitesse

d’un point quelconque de la tranche d’épaisseur infiniment pe
tite î : V, la force vive de ce volume, aura pour expression

i
■S. U»

ce qui démontre le corollaire énoncé.

7 G. Pour traiter le problème de la réllexion et de la réfraction, 
Young, Frosnel ot Neumann avaient admis que celte force vive 
satisfait à la loi de continuité, autrement dit que la force vive du 
faisceau incident se retrouve intégralement dans les faisceaux 
réfléchis et réfractés.

Cet énoncé des forces vives ne présente qu’une analogie loin

taine avec l’équation des forces vives de la Mécanique. Mac Cullagh  

l ’avait d'abord mis'en doute ( i 8 3 j ), pqis, après avoir constaté
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M I L I E U X  G Y R 0 S T A T 1 Q U E S .  —  R É F L E X I O N  E T  R É F R A C TIO N .  10.5

que les résultats numériques fournis par l ’expérience justifiaient 
l’énoncé des forces vives (1837), il a, en première approxima
tion ( W  =  W 2), déduit cet énoncé du principe de la continuité 
des pressions (1889) ( ' ) .

On vient de voir, en effet, que l’énoncé de la continuité du flux 
du vecteur radiant est, en première approximation ( W  =  W 2), 
identique à l’énoncé des forces vives. Mais, dès qu’on dépasse la 
première approximation, l’énoncé des forces vives n’est plus vé
rifié, sauf dans le cas particulier des milieux isotropes.

7 7 . H y p o t h è s e  d e  M a c  C u l l a g h . — Dans tout ce qui précède, 
nous avons considéré le potentiel gyroslatique interne comme 
une fonction de la rotation et de ses dérivées de lous ordres, et 
nous avons développé toute la théorie sans autre hypothèse addi
tionnelle.

Celle forme de potentiel gyroslatique a été énoncée dès 1842 
par Mac Cullagh dans son Mémoire : O n  t h e  d i s p e r s i o n  o f  t h e  

o p t i c a x e s ,  a n d  o f  t h e  a x e s  o f  e l a s t i c i t y  in  b i a x i a l  c r y s t a l s  ( - )  ; 
mais, en môme temps, Mac Cullagh a émis l’opinion que cette 
forme était I rop générale et que l’étude des phénomènes lumineux 
devait se ramener à celle d’une fonction arbitraire de p ,  q , r  et de 
scs vortex de tous ordres p t , q K, r , , />,, . . . ,  p 3, . . .

[d  T r d  d  1
=  —

A celle hypothèse peuvenl se rattacher les considérations déve
loppées au n" 1 5 . et d’après lesquelles les milieux gyros ta tiques 
anisotropes sont formés par des particules matérielles dénuées 
de rigidité gyroslatique, avec remplissage de milieu gyroslatique 
isotrope.

C o n s é q u e n c e s  d e  l ’h y p o t h è s e  d e  M a c  C u l l a g h .

i u D i s p e r s i o n  n o r m a l e .  G é n é r a l i s a t i o n  d e  la  lo i  d e  l ’ e l l i p 

s o ïd e  o p t i q u e .
--------------------------------------1------------------------------------------------------------------------:-------------------- :—

C )  M a c  C u l l a q i i , Collected Works,  p .  75, 83, 177. 

( 2) M a c  C u l l a g h , Collected Works,  p . 221.
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Etudions tout d’abord lin potentiel gyroslalique fonction des 
trois premiers vortex (p , q ,  /·), ( p , ,  q , ,  /·,), (/?2, q » ,  7\>). Ce po- 
tenliel a pour valeur, si le milieu est holoèdre,

AV = f ( p , y, r) +/i(/>i, y;, /’,) + 1/iO>s> 72) r2) -+- y, /·, —/>*, y2, r2).

f i  f i i  f i  désignant des formes quadratiques;
9 désignant une forme linéaire en (p , q ,  /■) et (/>2, q » ,  r->). 

L ’équation qui exprime le principe d’IIamillon sera donc

V*(/)J H-y! +  r ! ) = / ( / ! ,  y, '■ ) +  [p .y ] ,  Cy · ' · ] )
+ PkA(P,q,r)— [A*<?(/>, q,r, -y? , y, /·)*,

d’où la généralisation de l’énoncé de Frcsnel.
On déterminera :

i u Les sections C, C2, ( 7  des quadruples

f ( x , y ,  *) — 1 =  0,
z ) —  1 = 0 ,

? ( ^ ) J )  s , — x , y ,  s ) +  1 =  o,

par le plan de l’onde
o l x  - h  ¡ ¡ y  -+- q s  =  o ;

2° La section de la quadrique

/i(^>7 >-) — 1 =  0

par le plan de l’onde, et on ia fera tourner de qoH dans son plan. 
Soit C| la conique obtenue.

O11 construira la conique F ,  lieu des points N déterminés ‘par la 
relation

1 r ,*« p*
+  ~ = = -r "f* ~ = r  ■+· ~ = ï  ’

ON O Al OM, O Al' OAls

OM, OM,, OM2, OM' désignant les demi-diamètres des coniques 
C, Ci, C2, C' suivant la direction ON.

Pour obtenir les lois de la propagation, il suffira de substituer' 
la conique F  à la conique C dans l’énoncé de la double réfrac
tion. Autrement dit, les vibrations propagées dans la direction a, 
!3 , y sont orientées suivant les deux axes de la cpnique F  et les vi
tesses de propagation sont égales aux inverses des axes perpen
diculaires.
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La stabilité exige que W  soit une forme définie positive. Donc  

les coniques C, C t, C 2, F  sontdes ellipses réelles. G' peut être une 

ellipse imaginaire ou une hyperbole.

Cet énoncé s’étend au cas général de la dispersion normale 
dans les milieux liolocdres.

2 0 Coïncidence du rayon  conjugué et du rayon  lum ineux  
quand  le m ilieu est holoèdre.

O n a, en effet,

F(/>i g, r) =  S (**»/(/». 7- 'O +  2 ^ » / i  ( [* · /» ] .  C P·?] . [ ? · ' · ] ) ,

f e l f x  désignant des formes quadratiques à coefficients constants. 
On en déduit

dF

2 *
— = > y *  r

(  d L * - P l  p  < * l  ' ! ■ > ■ ] )

d’où
<V_ Ù J _ · 

d<f- '  d p  " "  ° ’

et, par suite, en se reportant aux équations ( 1 0 ') cl ( i5 ")  du Cha- 
]>i Ire 11 f,

y  =
I

â V
d*  F 

dq d r =  Y .

3° Enoncé des fo r c es  vives.

Il résulte du 2 ° que l’énoncé des forces vives reste vrai pour les 
milieux liolocdres.

78. V érifications de Vhypothèse de M ac C u llagh . —  Frcsnel 
considérait la loi de l’ellipsoïde optique comme une première ap
proximation destinée à être complétée par l ’étude de la disper
sion.

Cherchons quelles conséquences entraîne l ’hypothèse de Mac  

Cullagh quand on l’applique aux cristaux à axe principal et aux 
cristaux cubiques.

Soit O  5  l ’axe principal du cristal. Les quadriques / ,  / , ,  .. 

a, 3 |, . . .  seront de révolution autour de O ;  et auront des équa
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tions de la forme

/  = « ? t ( ^ + 7 s ) +  c j 5 * - i  =  o

f i  =  « «  ( ^ 2 + r 2 ) - + - c « - s 2 — 1 =  °  

cp =  A„(.2?2 H— -f- C/i-32 i “  o
f i  — Ĵ « (a;2 H-JE2) +  C „ - 2 — 1 =  0

( «  =  O, I , 3, . .  .), 

( t t =  1 , 2,  . . . ) ,  

( / l=  1 , 2,

(71 =  2, 3 , . . . ) .

On en conclut  que la surface d’onde se compose  de deux ellip 
soldes de révolution autour  de O s ,  ayant pour équations

/ T 2 -+ - J 2 S 2 _
j  a 2 - h  ¡ j.2 c ' 1 a ' -  ¡j ·2 a ' 2 ’ ’

J æi H-,y2 s2 _
l  c 2 - + - p .2 a ' 2 a 2 -+- (ji2 a ' 2 ~~ ’

avec
I ( i -  ~  c i q -H  p 2 ( f ï ,  “H A  j )  p *  (  -H  A j  )  - t - . . . ,

J  c 2 =  c §  - i -  p 2 ( e f  -+- A [  )  H - p l  ( c l  H - A ,  )  - h . . 

j  a ' 2 =  a ' , 2 - l -  p 2 ( a ' 22 -H  A i )  +  · · · ,

[ c ' 2 =  C p  - I -  p 2 ( C; 2 H - C l  )  - { - .  . . .

Ce sont deux ellipsoïdes tangents à leurs points de rencontre  
avec l’axe principal .  Le  premier  se réduit  à une sphère et définit  
l ’onde ordinaire quand on néglige les termes de dispersion.

Si le cristal appartient  au système cubique,  il possède plusieurs  
axes principaux,  les quadriques f , f i  <p, ©,,  et,  par  suite,  la sur
face d ’onde se réduit  à des sphères.  Donc,  dans l ’hypothèse de 

Mac Cullagh,  tous les cr is taux cubiques seraient  opl iquement iso

t ropes .
Celte conséquence ne se retrouve pas quand on ne fait aucune  

hypothèse sur la l’o rme du potentiel  gyrostalique.  Comm e on le 
verra au Chapilre  V ,  n ” 1 4 8 , les cristaux cubiques seraient ,  au 
degré d ’approximalion W = ’W 2 + W 4, biréfringents po u r  toute  
direction de propagation différant d ’un axe  principal .  En  outre,  
pour  une longueur d’onde déterminée ,  la loi de variation de cette  

biréfringence serait définie en fonction de deux constantes.  La  

loi de l’isotropie optique des cr is taux cubiques parait  donc néces
siter une discussion expérimentale  approfondie
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C H A P I T R E  I V .

ÉTUDE DE U  FORME GÉNÉRALE DU POTENTIEL INTERNE. — TRIPLE RÉFRACTION. 
POLARISATION ROTATOIRE. — CONDITION DE TRANSVERSALITÉ.

MILIEUX ÉLASTIQUES. — QUARI'IQUE DE IIAIGIITON — Ql ADRIQUË DE IIANKINE. 
CONTINUITÉ DES PRESSIONS — STAIIIUTÉ DE L’ÉQUILIRRK.

I .  — É tu d e  d e  la  fo rm e  g é n é r a le  du p o te n t ie l  in te r n e . —  T r ip lé  
r é f r a c t io n .  — P o la r is a t io n  ro ta to ir e .  —  C o n d itio n  d e  t r a n s v e r 
s a lité .

7 9 . É q u a t i o n s  d u  m o u v e m e n t ,  —  Les équalions que nous 
nous proposons d’éludier sont les équations générales des milieux 
continus, obtenues au n° 1 7 , et que nous écrirons '

t
( i )  p V 2 «  =  ^

avec
( ¡j .2 <I> =  W " 2 —  W ' 2,

, I »>>L = [ A ' . A ' ] ;

A', A !', . . . ,  W ',  W " , . . ont la même signification qu’au n° 1 7 , 
mais on y remplace i> et L, . . .  par p.2 et p.3L, . .  .. 

et L  ont donc pour expressions

4 - =  <ï>2 pi2 <ï>4 -+- . .  . - t -  pt2 « - 2 <I>2„  - t - . . .  ,

L =  L3 -+- [J.2 L5 H-. . .  -H ¡J.2rt—1 Li,t+i

$ .în  désignant une forme quadratique et homogène en u , V, (V, et 
homogène de degré 2 n  en a , ¡3 , y ;

L 2n+t désignant une forme homogène de degré 2 n  1 en

P , T·

Nous choisirons des unités pour lesquelles p == 2.
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I 10 CHAPITRE IV,

8 0 . T r i p l e  r é f r a c t i o n .  — Si le milieu possède un centre de 
symétrie, les termes d’indice impair sont nuis; on a

\V =  Wi + W * H -. . .  +  \V!,

et les équations (i) se réduisent à

(« ) V 2« =
i r/'I>
a d u

Ce sont les équations en S de la quadriquc <!>(«, w ) — i =  o.
Donc, les milieux lioloèdres propagent, suivant chaque direc

tion a, p, y, trois vibrations rectilignes rectangulaires et orientées 
suivant les trois axes de la quadrique 0 ( îî, e, w )  — i =  o qui 
varie de forme et d’orientation avec la direction a, ¡3 , y de propa
gation.

Pour qu’il y ait stabilité il faut que <I>(k, u, (t>), qui représente 
la valeur moyenne du potentiel interne, soit une forme définie 
positive en u , c, rr et a, ¡3 , y. C ’est V e ll i p s o ïd e  d e  p o l a r i s a t i o n  

de Cauchy.

8 1 . P o l a r i s a t i o n  r o t a t o i r e .  — Dans le cas général d’un milieu 
hémiedre, les équations indéfinies (P )

( ‘ 'Y V2 U = i d<t> 

•2 d u
i\x [L .it]

admettent pour solutions les parties réelles des imaginaires u , fr :

11 —  v  _  * i v  —  e/|Ji:a.r+py4-y:-V/);
a  ¡ a - h i a n b  [ h a  +  tfh A  y i a + t y i ô

( A,, Pi, y, ), (ou, (32, y2) sont, par définition, les cosinus directeurs 
de deux directions rectangulaires. Ces équations représentent 
donc deux vibrations elliptiques rapportées à leurs axes a  et b .

Portons ces valeurs dans les équations (P )  et nous obtenons le 
système ( 3 )

( D  { , * ;

qui détermine les éléments des trois vibrations propagées :
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FORME GÉNÉRALE DU POTENTIEL INTERNE. 11 l

i° P l a n  d e  la  v i b r a t i o n ,  — Multiplions par L, M, N, les trois 
équations (V) et faisons la somme, nous aurons

L ( " -  i  £ ) ■ - «  ( * * - »  ( v - i 1 £ ) - » .
c ’est l’équation du plan de la vibration; il passe par l’intersection 
des deux plans

!L «  +  M(> +  N(i> =  o )

f/'t> d<l> d<\> 
u -jT- -H v -rrr 4- w -pri =  o ; 

e t  I j  rfiM rfN ’

donc : les  p l a n s  d e s  tro is  v i b r a t i o n s  e l l i p t i q u e s  p a s s e n t  p a r  

u n e  m ô m e  d r o i t e  q u i  s e  t r o u v e  à  l ’ i n t e r s e c t i o n  d u  p l a n  n o r m a l  

a u  v e c t e u r  L ,  M, N, e t  d u  p l a n  d i a m é t r a l  c o n j u g u é  d e  L, M, 
N, p a r  r a p p o r t  à  V e l l i p s o ï d e  d e  p o l a r i s a t i o n .

i a D i r e c t i o n  d e s  a x e s  d e  la  v i b r a t i o n .  ■— Multiplions par ou, 
pa, y., les trois équations du système ( 3 ), premier groupe, et fai
sons la somme, nous aurons, en tenant compte de la relation de 
perpendicularité a, ou -+- ¡3 , ¡32 +  y t y2 =  o,

d<I> „ d<P d<I>
Ct2 —,----- H P2 -Jq---- 1- Yj -jT—1·« a , «¡5, 1 d q i =  °  ;

donc : le s  a x e s  d e  la  v i b r a t i o n  e l l i p t i q u e  c o ï n c i d e n t  e n  d i r e c 
t io n  a v e c  les  a x e s  d e  la  s e c t io n  p l a n e  d e  V e l l i p s o ï d e  d e  p o l a 

r i s a t i o n .

3 ° R a p p o r t  d e s  a x e s .  — Multiplions par a ,,  ¡3 ,, y , ,  les trois 
équations du système ( 3 ), premier groupe, et faisons la somme, 
nous aurons

L M N
a  j V* —  Pi, yi ) j  =  \>.b «î Pi Yi ,

“2 p2 Y2

et une équation analogue fournie par le deuxième groupe.
Si nous désignons par :

/-'2, les longueurs des rayons vecteurs de l ’ellipsoïde depolari
sation suivant les directions («n  Pu t O» (*»» Pü y *) ;

K  le déterminant
L M N 
«i P i Y i ,

«2' P2 Y2
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ces deux équations s'écriront

^V2— a  =  ¡J.K6,

sons celle forme, elles sont analogues à celles des milieux gyro- 

s la lie] ii es, cl donnent, en particulier,

’ ’ï

4" Vitesses à e  p ropagation . —  L ’équation en V 2 s’obtiendra 

par éliminalion de u, v, w cuire les équations (L ) .

Si nous écrivons

<I> ( u, t>, i v )  =  A  a'1 - h  A ' r 2 H - A "  i r 2 —  a  B  uw -t- ·>. IV wu H -y. IJ" w r ,

celte équation sera

(4) IK V * )

A — Y 2 U" — t p N B '  +  i ¡x M 

] j " ¡ T ¡ j i  V A ' — V 2 B - i ' p L  

B ' — i p J I  B -t— /¡J.L· A " — A'2

o.

C ’est un déterminant formé en ajoutant aux éléments d’un dé
terminant symétrique les éléments correspondants d’un détermi
nant symétrique gauche multipliés par fp. L ’équation en V -  ne 

change donc pas quand on change i en — i, et elle a, par suite, 

ses coefiicicnls réels.
O n  sait d ’ailleurs que ce déterminant a pour valeur

(L) H(v*) O » 2
'!’( B,  M , N )

- V q ^ + J B  +  N3)

A —  V 2 B" B'

B"  A ' —  N2 B 

B ’ B  A " — V 2

Soient

/·,, r2, r-i les longueurs des trois demi-axes de l’ellipsoïde de 

polarisation ;
r la longueur du rayon vecteur de cet ellipsoïde, parallèle à la 

direction L, M , N.
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L ’cquation (4 ) peut s’écrire (4 V)

1 13

( 4" ) ¡j .2 ( L 2 +  M = +  N » )  (  V 2

82. Condition de transversalité. —  Comme nous l’avons vu 

au Chapitre I I,  les milieux gyrostaliques jouissent des deux pro

priétés suivantes :

i° Deux des vibrations sont situées dans le plan de l’onde;
2 ° La troisième a une vitesse de propagation nulle.

■ Nous nous proposons de montrer que tout potentiel W  satisfai

sant à ces deux conditions conduit aux lois de propagation des 

milieux gyroslatiques.

i° Condition p ou r  que les p lan s de deux vibrations ellip 
tiques soient confondus. —  Le plan de la vibration qui se propage 
avec la vitesse V  a pour équation

V 2 L
1
2 d L ) =  O.

Considérons deux vibrations se propageant avec des vitesses 

différentes V t, V 2, et écrivons que leurs plans coïncident, nous 

obtenons

VJ  M —
1 d<t>
2 (¿MV i l · - 1 #1 2 d\j _

V J  I ,  -  -  -%  V f  M  —  -  ^2 2 dL· 2 2 d M

V» N  -  —
‘ 2 ^

i d'l·
V 2N -

d n

c’est-à-dire

1 d<t>
2 ~d\j ■ V}L =  o,

1 d<t>
2  S M

—  V J  M  =  o,
1 d<t>
2 S 3

—  V |  N  =  o,

Va étant défini par l’égalité

( i - t - v )  V J  =  V f  +  v V | ;

donc :

a . P our que deux vibrations ellip tiqu es soien t dans le 
même p lan , il fa u t  et i l  suffit que le vecteur L, M , N  soit 
d ir ig é  suivant un a x e  de V ellipsoïde de po larisa tion .

b. Ceplaxpde vibration  commun est p erp en d icu la ire  au  vec
teur L, M f  N, c ’est-à -d ire  est un p lan  p r in c ip a l d e Vellipsoïde

C .  8
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d e  p o l a r i s a t i o n ;  p a r  s u i t e , le s  a x e s  d e s  d e u x  v ib r a t io n s  s o n t  

o r i e n t é s  s u iv a n t  le s  d e u x  a x e s  p r i n c i p a u x  d e  c e t  e l l i p s o ï d e .

c .  L a  t r o is iè m e  v i b r a t i o n  e s t  r e c t i l i g n e  e t  d i r i g é e  s u iv a n t  

l e  v e c t e u r  L , M, N; s a  v it e s s e  d e  p r o p a g a t i o n  e s t  é g a l e  à  l ' i n 

v e r s e  d e  l ' a x e  p r i n c i p a l  c o r r e s p o n d a n t  d e  l ’e l l i p s o ï d e  d e  p o l a 

r i s a t i o n .

Soit V 3 =  -p- la vitesse de propagation de la vibration rectiligne. 

Supprimons le facteur — y ' j  dans l’équation ( 4 ") et nous ob

tenons, pour déterminer les deux autres vitesses, l’équation du 
second degré en Y 2

( V S - F?) ( v i - /̂ )  =  |a2(L« +  m » +  n »).

a0 C o n d i t i o n  p o u r  q u e  d e u x  v i b r a t i o n s  e l l i p t i q u e s  s o i e n t  

d a n s  l e  p l a n  d e  l ’o n d e .  — Le plan commun aux deux vibra
tions est 1

L ii +  Mi>H-Nw =  o,

pour que ce plan coïncide avec le plan a.u  +  P v +  y<v =  o ; il 
faut et il suffit que L, M, N soient proportionnels à a, [3 , y.

3 “ C o n d i t i o n  p o u r  q u e  la  v ite s s e  d e  p r o p a g a t i o n  d e  la  

v i b r a t i o n  l o n g i t u d i n a l e  so it  n u l l e .  — Cette vitesse est V 3 =  L .  

Donc, il faut et il suffit que l’ellipsoïde de polarisation se réduise 
à un cylindre.

8 3 . R é s u m é  e t  c o n c lu s i o n s . — La condition nécessaire et suf
fisante pour qu’un potentiel interne W  satisfasse à la condition 
de transversalité est que la forme quadratique v , w )  repré
sente un cylindre d’axe (a , ¡3 , y) et que le vecteur (L ,  M, N) soit 
dirigé suivant (a , ¡3 , y ) .  Autrement dit, il faut et il suffit que la 
valeur moyenne W ,n soit identique à celle d’un milieu gyrosta- 
tique. Les lois de la propagation dans les milieux gyrostatiques 
sont donc les lois les plus générales qui satisfassent à la condition 
de transversalité, et les milieux, à propagation transversale ont 
un potentiel de la forme

W  +  W ^  +  W , , ,  

désignant un potentiel gyrostatiquc;
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W „ désignant un potentiel dont la valeur moyenne, pendant une 
période, est nulle.

D’autre part, toute forme quadratique W „ des dérivées de tous 
ordres de u , v , w , dont la valeur moyenne, pendant une période, 

est nulle, est telle que l’intégrale de volume j"~W n drs  se ramène 

à une intégrale de surface. La condition de transversalité peut 
donc s’énoncer comme suit’ : Lorsqu’un milieu ne propage que 
des vibrations transversales, son potentiel total J 'W  dns est égal à

un potentiel gyrostalique^Wgcfa augmenté d’une intégrale de 

surface.

8 4 . R e m a r q u e .  — On peut traiter la môme question par la 
méthode géométrique en partant de l ’équation T,„ =  W m, qui 
s’écrit

V2(a2H;-¿>2) = - 4 - apaèK,
>'i r t

K représentant le volume du parallélépipède construit sur

( h ,  M ,  N ) ,  ( « i , P i , Y i ) >  ( * * »  P * » ' Y * ) ·

I I .  —  M ilie u x  é la s t iq u e s . — M ilie u x  à  f o r c e s  c e n tr a le s .
T e r m e s  a d d it io n n e ls  d e p o la r is a t io n  r o ta to ir e .

8o. Nous venons de voir que tout potentiel interne vérifiant la 
condition de transversalité est de la forme W  =  W g - f - W n, 
W g  désignant un potentiel gyrostalique, et W « un potentiel à 
valeur moyenne nulle.

Rechercher si une théorie peut conduire aux lois de propaga
tion par ondes transversales revient donc à rechercher si le 
potentiel interne correspondant peut être mis sous la forme
W = W g 4 - W „ .

Nous allons montrer que cette identification est toujours pos
sible dans la théorie élastique.

8 0 . M i l i e u x  é l a s t i q u e s .  — D o u b l e  r é f r a c t i o n .  — Sous sa 
forme la plus générale le potentiel W 2 est une fonction homogène 
du second degré des 9 dérivées premières de u , 0 , w , et renferme
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par suite 4 5  coefficients. D’autre part, la valeur moyenne dé W 2, 
pendant une période, est une forme biquadratique en (« ,  e, fv) et 
(a, (}, y), c ’est-à-dire à 3 6  coefficients. On en conclut qu’il existe 
9 fonctions W,i indépendantes; et il suffit, en effet, de choisir
1 · d J  i  · | · i
les 9 mineurs > d ï T 3 "  * ^ll jaco )̂ien de w? P, tv

cZa d u d u
d x é ' dz

dv dv dv
d x dy dz

da> ,dw div
d x d y dz

Pour transformer cet énoncé, substituons aux g dérivées u'x, 

u'r , . . .  les 9 combinaisons linéaires a\, . . ., b\ , . . . ,  p ' ,  . . . défi
nies parles identités en A, k , l

avec

A u — h
d u  , d u  , d u  i d'o - j - 4 - * - y - 4 -Z-j -  =  - -TT 
d x  dy  d z  2  dn +  [ * ' · * ]

tp =  a,  /i2-t- a j  /c 2 4- a'3 Z2 -I -  2 A , k l 4- 2  A'2 ZZi -+- 2 A'3 ZJc :

c’est la transformation employée dans l’étude des déformations 
(n° 10), avec celte différence que les A,, . . . ,  p ,  . . .  sont remplacés 
par 2 b\ , . . . ;  2 / / ,  . . . .

Nous allons choisir pour fonctions W n indépendantes les 9 dé
rivées du jacobien par rapport à ces nouvelles variables.

Le jacobien a pour expression

( 5 ) J =
A’,

b'3 4-  r' a\

b't -  q ’ b \ 4- p'

b +  q' 

b\ — P'

D désignant le discriminant de la forme quadratique

t(p', q', /·') =  a\p’i + ·  · ·-+- q'r' + . ...

Les 9 fonctions W „ ont donc pour valeurs

<ZJ 6?<p
tZa', tZa',
éZJ îZo

îZD
cZa't =  />'* -t-

b\

c?D
cZA', iZè', rfé;r  =  2  g  7'  +  2

a ;

a ;
<ZJ ¿Zip 
d// ~  îÇ 7 : 2fa',/>'4- Ai, q ' 4 - Aj 7·').
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8 7 . C o n s é q u e n c e s  : La théorie élastique peut rendre compte 
des lois de la double réfraction. —  En effet, tout potentiel 
transversal est de la forme

c’est-à-dire

W = F(p', q', /■ ')— (A 1//>-k '. .+  iF'q'r' + ...) *

“  (P< i p  + · ■ · )  9 - (Al d k  - i"  · -+  B l  l ï ï , + - · · ) D·

Pour que W  représente un potentiel élastique, i l  faut et il 
suffit que

1 F (p '>  q', >" )  —  ( A , />'» +  . .  .-v- a B ' g r ' r ' - H . . . )  o ,

( 6 )  \ ÎP '  d  ^  \
K p ^ + - ) ÿ * ° ·

Ces conditions définissent donc, et d’une seule manière, un 
potentiel élastique transversal qui a pour expression

( 7 ) W

les A , , . . ., B , , . . . étant respectivement égaux aux coefficients 
de l’ellipsoïde optique (multipliés par 4 ) et D représentant le 
discriminant de la quadrique des dilatations.

En  résumé, les lo is de la double réfraction sont contenues dans 
la théorie élastique, et la condition de transversalité détermine, et 
d’ une seule manière, les coefficients de W . L ’identification d’une 
forme quadratique arbitraire des a',, . . ., b\, ... avec le poten
tiel W

W = A dD  
1 da\

fourn irait les 21 — 6 =  i5  conditions obtenues par Green. Nous 
montrerons plus lo in  que ces conditions expriment que la quar- 
lique de Haughton est identiquement nulle.

88. Le  résultat précédent s’étend aux termes de dispersion 
dans les m ilieux holoèdres. I l suffit de remarquer que la valeur 
moyenne d ’un potentiel W 2/)+2 est de la forme W 2'F 2/)(a, ¡3,y ); 
W 2 désignant un potentiel dont les coefficients sont des grandeurs
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ombrales et 'F 2/) une forme ombrale, homogène de degré a/> en 
a, P, y; les diverses grandeurs ombrales qui définissent W 2 et^F^ 
étant, de plus, arbitraires.

89. Milieux élastiques. — Pouvoir rotatoire. —  Nous nous 
proposons de prouver que les termes impairs W 3, W 5, . . .  d’un 
potentiel élastique ont même valeur moyenne que ceux d ’un 
potentiel arbitraire; autrement dit, que l ’hypothèse des m ilieux 
élastiques n ’apporte aucune restriction aux valeurs moyennes des 
termes impairs.

Étudions d’abord le premier terme W 3. En notation ombrale 
i l  a pour expression

W3 =  2W'W",

W ' et W " désignant deux polynômes ombraux, homogènes et 
linéaires, le premier par rapport aux at, a2, a3, bt, b2, b3, le se
cond par rapport à leurs 18 dérivées premières.

On a vu (n° 28) que la valeur moyenne de W 3 est donnée par 
la formule

( W, )m =  i
A ' B' C'
A" B" G"

X
U 2 2̂ ^2
«1 PPi

L RI N
=  i u 2 (Vj

Ml t'l CVi

A 'u +  B V  +  Gw et A "u +  B 'V  +  G'w désignant les valeurs de

W ' et W " quand on y  remplace ^  par ¿¡ax, i|rj3, i[xy.

Dans le cas des m ilieux élastiques, cette dernière substitution 
donne

A u  +  13 v —H C w  — . /  d  „ d  d  \

, , 1 ( a 3 s + p a i i ' +‘ Y a ï ? ) ^  ’

W1 et 3F" représentant les deux formes quadratiques obtenues en 
remplaçant dans W ' et W " les a ,, . . . ,  6t , . . .  par ua, . . . ,
2 VW, . . . .

Exprimons W' et 3F" en notation ombrale. So it

2'F' =  ( a ' u  +  b ' v 4 - c ' w )* , 

■ z 'r = ( a ' , u - } - b ' '9  +  c "w y -,
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la valeur de L  sera donnée par la formule 

b' d

>i9

- r l , =
b" c"

( a ' a - t -  6 'ß  4- c' y ) ( a " a - + - 6 " ß  +  c" y ),

ce que nous pourrons écrire sous forme abrégée 

i
( 8 ) — L =  |6c|(aa +  +  cy)2

en convenant de transformer cette expression à l ’ aide des deux 
formules

(8 ' )
f ' b '  g ' d ■ 

f ’ b" g ’ d
fg_
b c

Le  symbole jou it des propriétés suivantes

( 9 )

fg_  _  b £  ./£ bo_
b c  f c  b  g  f g ’

f £  _ _  g f
b c  c b ’

d’où

c a  _  c c  
b c  b a  ’

c c  __ a c
a a  c a

Deux symboles qu’on ne ’ peut ramener l ’un à l ’autre par les 
formules (9) sont indépendants.

En  app liqua it ces relations, la valeur de L  donnée par la for
mule (8")

(8") ^  L =  \b c \ (« * -+ -  &3 +  C 1 y  =  | ^ .p 2+  £ £ T2b c

f  b c  c b \  0 / c a  a c \  / a b  b a \  „

\ b h +  b c )  ^  +  \ b c  +  V c )'< x + { b d - * - r c ) ! a ’

devient

i  T a a  A b b  c c  n. 
—  L  =  _ a 2- K · , -  S 2 H- —  V*- 

b c  ‘b c b c
b c  Q /  c c  a c \  / b b  ba\

les expressions de M  et de N  se déduiront de celles de L  par per
mutation c ircu la ire des

L , M , N ,

a, c ,

«V 3 , y ;.
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on a donc les formules

| L =  j A/ a2-t- B/ P2-l- G/ y2 j +  j A. pY +  (B”— >') Y* -r- (B1 -+- q ) a }

io) I M =  j A,n a2-+- B„t p2 -+- G,« y* J H- j (B"-t- r)Py A y« +  (B* — j:? )ap
\ N =  ¡An a2+ B „  P24 C „  y2) H- j (B '+  g)pY +  (B" +  p)ya +  A" ap

Les io  quantités A ¿, B;, Q , A,„, B,„, C,„, A „ , B,„ CB, A , A ', A",
p, q, r représentent i5  fonctions linéaires et homogènes de 
a, ¡3, y à coefficients arbitraires. Quant aux trois quantités B, B', 
B", elles sont données par les équations

B +  A ,=  B '+ B „ 1= B '+ C „ = o .

En annulant certains coefficients arbitraires nous pourrons 
réduire les A B , „ ,  C„, B, B', B", A , A!, A ", p, q, r aux valeurs 
suivantes :

/ — B =  A/ =  «/ a,
- B ^ B ^ ^ p ,

( — B" =  C„ =  c„ y,

dans cette bvpothcse, les valeurs de L, M , N  se réduisent à ( i i)

/ L =  rt/a3 + B ;p 2 + Q y2 +  l  ap*( +  «H?iP — /’iy ),
( n )  | M =  A'„t a2 +  ¿»„j p3-i-C„[ y2- t - a p Y - t - p 2(/'2y — p 2a ) ,

(  N  =  A ; j a 2 +  B ; p 2 +  c„Y3 - t -  ¿ " a ^ Y  - t -  y 2 (/>3 «  —  i?3 P ) ,

avec les formules
! B '/ =  B/ —

(il') | c ;= C / — c„a,
(  l =  k t7 3 —  r 2 .

Comme les B/, Q , k, . . .  sont arbitraires, i l  en sera de même 
des B ,̂ C^, l, . . . ,  et, par suite, les 3o coefficients de a3, a2 [3, . . ·. 
figurant dans les formules ( i i ) sont tous distincts. Donc les va
leurs réduites ( i i )  des L , M , N et, par suite, leurs valeurs p r i
mitives ( io ) sont trois fonctions à coefficients arbitraires.

Pn  définitive, la théorie élastique ne particularise pas la valeur 
moyenne de W j,  et ce résultat s’étend à l ’ un quelconque des 

. termes impairs; il suffit de remarquer que la valeur moyenne d ’un 
potentiel W 2/J+3 est de la forme W 3tF2/)(a, ¡3, y); W 3 désignant 
un potentiel dont les coefficients sont des grandeurs ombrales et

/ A  = k  a ,  I p  = / i a p + / > 3 Y ,

) A '= / c 'p ,  j  q  =  ? 3Y +  ? , a ,

( A" =  k ’ y, l r  — r ,  a ■+■ r 2 p,
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Wip une forme ombrale homogène de degré 'ip en a, [3, y; les 
grandeurs qui définissent W 3 et étant,, de plus, arbitraires.

90. Conclusions. —  En résumé :

i° La théorie élastique particularise la valeur moyenne du 
potentiel W 2; mais cettè restriction n’est pas incompatible avec 
la condition de transversalité;

2° La théorie élastique ne particularise pas la vafeur moyenne 
de W 3.

Par conséquent, le développement de la théorie élastique con
du it logiquement aux lo is de la double réfraction et de la po lari
sation rotatoire qu’on a obtenues pour les m ilieux gyrostatiques ; 
et cette conclusion s’étend aux termes de degré supérieur.

91. Milieux à forces centrales. —  Dans l ’hypothèse des 
forces centrales, le potentiel élastique ne dépend que des 
distances des molécules.

So it donc
R = / l2 + /f2+  ¿2

le carré de la distance de 2 molécules avant la déformation.
Par suite de la déformation, R  se change en R -f-  p, et l ’on a

R  +  p =  ( A +  A w ) 2+  (k  - t -  A p2) 2+  ( l Ai v ) 2 ,

(·■') w = E F <llH- i » = 2 F<K^ 2 p f i  +  i 2
, î/2 F
‘ ¿ r *

l ’accroissement p a pour valeur

( pi = i(h A i i  - t -  k Ap l A i v ) ,
p i +  p2,

p 2 —  A 11̂  —|— A p  ̂ —I— A wp^j

et, comme on se lim ite, à l ’étude des mouvements in fin im ent 
petits (voir Chap. II, n° 16), l ’approximaLion doit s’arrêter aux 
doubles produits des dérivées partielles. Donc, dans le dévelop
pement (12) de W , i l  faut s’en tenir aux trois premiers termes

(12') W =  W°H- W‘ +  W2,

W®, W ' , ’ W -  représentant des fonctions dé degré o, 1 , 2 par
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122 CHAPITRE IV·

rapport aux dérivées et dont les expressions sont

W o= 2 f ( R ) ,

" - I « ®
i \ ï - e?F 
ï 2 d Pi d ï ï "

\

S i, comme nous l ’avons admis jusqu ’ic i, les pressions sont 
m illes à l ’in fin i, on a identiquement

W ‘ = o

et nous allons voir que cette condition entraîne

2 P*
d F
d R

=  O.

Pour le démontrer, remplaçons dans p, et p2 les Au, At>, Aw par 
leurs développements en série

a , » ,, . /, d . d . d\WAw = du H ; a2 « H - , dPu = [h—,—r k —, 1- l -y- ) u,2 ! \ d x d y d z )

et nous en conclurons que pt et p2 ont pour valeurs

Pi = ?s(^, k, l) ·+· k, l) + . . . ,

Ps = 4*2( A» k, l) + k, l) ,
les <p*, <jin désignant des fonctions de degré n en h, k, L 

De plus la fonction

œ „=---- -—-t (h d'l~l u ■+· k dn~l v-h l d'l~l w)
a tous ses coefficients indépendants; par conséquent, la condition

2 * » a ï = o  entraîne 2 ^*2 = o >

autrement dit,

E dF , Xr \ d F
pldE=° entra,ne . 2  p*5r = 0 ·

En  résumé, les m ilieux à forces centrales et sans pressions exté-
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FORME GENERALE DU POTENTIEL INTERNE. 1 2 3

r i e u r e s 'o n l  p o u r  p o t e n t ie l  i n t e r n e  la  f o r m e  q u a d r a t iq u e  

F  d 2 F
PÏ = 2 ^ 2 +  !?a + ' ‘ ' ^ ¿ Ï Ï 2 — W 2 + W 3 +  · · ··+■ W » -*-· · ·)

le s  t e r m e s  s u c c e s s i f s  du d é v e l o p p e m e n t  é t a n t  d o n n é s  p a r  le s  f o r 

m u le s

w 2 = 2 < ? ! ¿ R 2 ’ Ws =  2 ' - 2'

( a  -y- b =  2 ,

C o n s é q u e n c e s  :

d 2 F v  a ! · V  a b d ï F
?3 ¿ R 2 ’ ^ * “ 2 « !  6 !  2 * ? p * p  ¿ R *

par-V- qb — n  -y-1).

92 . i °  L a  t h é o r ie  d e s  f o r c e s  c e n t r a l e s  e s t  i n c o m p a t i b l e  a v e c  

le  p r i n c i p e  d e  t r a n s v e r s a l i t é .  —  O n  a ,  en  e ffe t ,

I
1 ?* h du-y- k d v -y -l dw  ■■

( ‘ s
, d  , d  

+  le -j- +  / —  
d y  d sẐ j Um - -h v -V - lw ) ,

5'j>2 r e p r é s e n t e  la  q u a d r i q u e  d e s  d i la t a t io n s  e t ,  p a r  c o n s é q u e n t ,

4 W  2 =  2  (# i  h 2 -+- . . . - y - b i k l - y - . . . ) , d f F .  
¿ R 2

le  ré s u l t a t  de la  s o m m a t i o n  s ’o b t i e n d r a  e n  s u p p r im a n t  le  s ig n e  S ,  

le  f a c te u r  » e t  r e g a r d a n t  le s  A4, h 3 k ,  . . .  c o m m e  le s  n o t a 

t io n s  o m b r a le s  d e  c o e f f i c ie n t s  i n d é p e n d a n t s ,  c e  q u i  d o n n e  p o u r  le 

p o t e n t i e l  W 2 d es  m i l i e u x  à  fo r c e s  c e n t r a l e s ,  la  v a le u r ,  e n  n o t a t io n  

o m b r a ie ,
W 2 = ( « i  h 2 -y-. . .H -  b i k l  - t - . . . ) 2,

c ’e s t -à -d ire

( i 3 )  W 2 = 2 A4 a ? - t -  2 À-2 l 2{ b \ - h 2 î i 2 « j )

- t - 2  2 h 2 k l(c t{b \  ô 2 b $ )  -H 2 2 h 2k e t i b

I l  r é s u l t e  d e  la  f o r m u le  ( i 3 ) q u e  la  t h é o r i e  d es  f o r c e s  c e n t r a l e s  

e s t  in c o m p a t i b le  a v e c  le  p r i n c i p e  d e  t r a n s v e r s a l i t é .  E n  e f fe t ,  l a  

c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i sa n te  d e  t r a n s v e r s a l i t é  e s t  ( n °  8 7 ) q u e  

l ’o n  p u is s e  e f f e c t u e r  l ’ i d e n t i f i c a t i o n

W 2 = _ ( Ai; é ; + - " + B | ^  + · · · )  D>
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CHAPITRE IV.124

D  d é s i g n a n t  l e  d i s c r i m i n a n t  d e  l a  q u a d r i q u e  d e s  d i l a t a t i o n s ,  c ’ e s t -  

à-dire
«1 { bz { h

D = a  2 Î A .

î  bi i A i «3

e t  l a  c o m p a r a i s o n  d e s  t e r m e s  e n  k 2l2 e t  h2k l  a v e c  -=—  e t  -n-
A cici\ ab\

apprend que l’identification est impossible. W 2 devrait être iden
tiquement nul.

9 3 . 2" L a  t h é o r i e  d e s  f o r c e s  c e n t r a l e s  e s t  in c o m p a t i b l e  a v e c  

le  p h é n o m è n e  d e  la  p o l a r i s a t i o n  r o t a t o i r e .  L e s  v ib r a t io n s  

t r a n s m i s e s  s o n t  n é c e s s a i r e m e n t  r e c t i l i g n e s .  — En  effet, W 3 a 
pour expression

( 13' )  W j  =  2 ^  o 8y a
¿ 2  F  
¿ R *

x

( * 5  

( *
d_
dx

dzj (hu -t - kv -t- Iw)1 d  ,
■ k  — - H  l dy
, d . d  \ ( 2 ) . ,  ,  ,  Jk ^ — H-  l J  ( hu H- kv -f- Iw ) |

¿ 2 F .
dR* ’

le résultat de la sommation s’obtiendra en supprimant le signe S, 
le facteur et regardant les A5, A* A, . . .  comme les notations 
ombrales de coefficients indépendants.

On peut donc choisir comme facteurs W ' et W " de l ’expression 

ombrale W 3 =  2 W W "  les deux formes

W = {h Î + k T y ^ l £ )

W "  =  ( a  ^  - h  k j p  -i - l j - ) ( 2 ) ( ^ «  +  kv -+- lw).

Or la valeur moyenne de W 3 a pour expression (n u 2 6 )

( w , ) m = v ,Iv ; - v î v ' 1>

avec
I V ' =  (ju ( / ia  -1- /cp -H l'O ( A m +  kv +  lw), 
j V ' =  —  [i ! ( A a  -1- AfJ +  l^)2{hu -+- kv 4-  lw).

On a par conséquent

( w , u  =  v '1v î - v ï v ;  =  o .
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FORME GÉNÉRALE DU POTENTIEL INTERNE. 125

Ce résultat s’étend à un terme quelconque de degré impair, car 
W „ est égal à une sommé de produits

) ( /l S  -*■ · · · ) ' [P)(/,M +  k v  +  ' wS>| | ( h  ^  - + - "  · )  ° l ~ P)  ( h u - h  k v - h  l w )  |

dont la valeur moyenne est nulle d’après le raisonnement pré
cédent.

9 4 . T e r m e s  c o m p l é m e n t a i r e s  d e  p o l a r i s a t i o n  r o t a t o i r e .  

T h é o r i e  d e  C a u c h y .  — Nous venons de voir que la théorie des 
forces centrales ne peut rendre compte de la polarisation ellip
tique et qu’elle est incompatible avec le principe de transver
salité.

Cette dernière difficulté subsiste, même si l’on restreint l’énoncé 
de la transversalité et qu’on admette l’existence d’une troisième 
vibration qui, d’ailleurs (n° 8 2 ), est nécessairement perpendicu
laire au plan de l’onde.

La méthode donnée au n° 8 2  permet d’établir que l’expression 
générale du potentiel vérifiant la condition de transversalité ainsi 
restreinte est

W  =  W ^ ·  —  W w H— ( S o H — S t A - f -  S g  A 2H— - . . )  ( # 1- 1-  <r2 - H  ^ 3 ) 1  

_  d*  d 2 d^
~  dx?· "+" d y 2 dz.2

Par conséquent, tout potentiel statique W 2 vérifiant la condi
tion restreinte de transversalité aura pour valeur

/ ,  1  \
( i 4 )  W =  -  + . . . - + - B , ^ -  +  . . . j  D - h S o ( a i - t - a 2 +  « 3 ) 2 ·

Appliquons cette identification à la théorie des forces centrales, 
nous obtiendrons

( Bi =  B2 =  B3 =  o,
( Ai =  A2 =  A3 = -3-S0,

c ’est-à-dire

> /i\ , , r 4 a (  dD dD dD \ c . .
( M )  W  ̂=  - 3 S o ( ^ +  d â j  +  S o ( « l + « * + « l )  5

«i ·+■«* +  «3 et qui sont deux coefficients de
l’équation en S de la quadrique des dilatations, sont donc deux
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CHAPITRE IV.126

polynômes isotropes et, par suite, l’expression trouvée pour W 2 
ne s’applique qu’aux milieux isotropes.

Pour lever cette difficulté, Cauchy a supposé que le principe de 
transversalité n’était pas rigoureusement vérifié et a tenté de 
rendre compte des lois de la double réfraction, en assujettissant 
l ’ellipsoïde de polarisation à contenir l’intersection de l’ellipsoïde 
optique par le plan de l’onde. Mais, en ce qui concerne la polari
sation rotatoire, la difficulté reste entière et, à la suite de diverses 
tentatives (*), Caucliy a proposé en 1847 (*) de compléter les 
équations du mouvement

par des termes additionnels

(i5 ) X '= 2 jm(ZAv— *<W)/(R)| =  2 m]Aw./t[/(R).

Développons les conséquences de cette hypothèse 

Aiî a pour valeur

Au =  Aj W-+-À$ w -4-· * · -H Afl u  - H . » . ,  A
'‘ m  =  7ï ï ( A

d  . d  , d  
d x  +  ‘ d y  +  d z )  U’

d’où

avec
Xf =  X', + X 2+ , . . +  X^-H. . .

le résultat de la sommation s’obtiendra en supprimant le signe S, 
le facteur m / ( R ) ,  et regardant les h tt+', h n k , . . .  comme les 
notations ombrales de coefficients distincts.

Les X ', ,  Y ',, Z'„ auront donc pour expressions ombrales

0 5 ') C, =  ( ù
d  , d  j d  \

d x  "d y  "+" d z )

(«)
[ u ./ t ] .

Pour obtenir les équations linéaires qui sont le résultat de la 
substitution de§ solutions particulières e'>(a-H-pr+Yz-v/) dans les

( ' )  Cauchy, C om ptes rendus, t. I l ,  i 836 , p. i 8 t  et t. X V ,  1842, p. 910. Voir 
à ce s u je t  la c r i t ique  fa ite  p ar  Mac C u llag h  (C o llec ted  W orks, p. i g j ) .

( J ) C auchy, Comptes rendus, 3o août 1847.
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équations du mouvement, on remplacera les · · · par tua, . . . ,  

ce qui donnera à X're la valeur (notation ombrale)

c ’est-à-dire

(15")

X n =  h-  ¿ P  4 -  ¿ Y ) n [ w . A ] ,

x ;  =  ( * » " « ’
d'iy/i-H , d(?n

avec
(Aa-t- Ap -I- /y)«+ i =  ( n  -+-i)t?„+i(a, p. 7 ;.

Les termes additionnels d’ordre n  sont donc définis par une 
surface invariante ( h x k y l z ) n+{ =  1 d’ordre /i +  i , et comme 
X ' , Y't , 7j \ est un vecteur direct, <p,J+) est une surface à symétrie 
inverse.

Appliquons ces résultats au premier terme X't , Y ' , Z't : la pré
sence de l’imaginaire i  apprend qu’il y a polarisation rotatoire, et 
ce phénomène est défini par une quadrique <pa à symétrie inverse. 
On retrouve donc qualitativement les résultats de la théorie gyro- 
statique, à savoir :

i° Parmi les 3 z  types de symétrie cristalline, 15 possèdent le 
pouvoir rotatoire, les 17 autres sont inactifs;

2° Les vibrations transmises par les milieux isotropes hémièdres 
sont circulaires. Il en est de même des vibrations transmises sui
vant la direction de l’axe des cristaux uniaxes hémièdres;

3 ° La vibration est rectiligne quand la direction a, ¡3 , y se 
trouve dans un plan de symétrie.

A l’époque où elle a été publiée, la théorie de Cauchy permet
tait donc de rendre compte de l’influence de la symétrie cristal
line sur le phénomène de la polarisation rotatoire, mise en 
évidence par les recherches de Herschel et Delafosse sur les 
cristaux uniaxes, et que Pasteur devait ensuite étendre aux disso
lutions de cristaux biaxes ( v o i r  n° 3 1 ). Mais il ne faut pas se 
dissimuler que cette théorie se heurtait à des objections graves : 
les termes en X',, . . .  ne contiennent que les dérivées premières 
du déplacement et conduisent à une formule erronée de la diffé
rence de marche en fonction de la longueur d’onde. On rendrait 
approximativement compte des phénomènes en substituant à
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l ’hypothcse de Cauchy

X
l’hypothèse

2  / « [ A i t .  A ]  / ( R ) ,

&  +  a f . )

III. — Discussion des théories de la lumière. Le potentiel élastique 
sous forme d’une somme de deux covariants : Quartique de 
Haughton; quadrique de Rankine. Continuité des pressions· 
Stabilité de l ’équilibre.

9 5 . L e  p o t e n t i e l  é l a s t i q u e  e x p r i m é  so u s  f o r m e  d ’ u n e  

s o m m e  d e  d e u x  c o v a r i a n t s  :  q u a r t i q u e  d e  H a u g h t o n ,  q u a 

d r i q u e  d e  R a n k i n e .  — Dans la discussion qui va suivre on se 
limitera à l’étude du premier terme W 2.

Quand le milieu est à forces centrales, le potentiel W 2 qui 
dépend de coefficients est, comme l’a montré Haughton, défini 
par une surface invariante du quatrième ordre.

En effet, dans ce cas, W 2 a pour valeur
, / i p

W2 =  vS(a1/i!!-i-...-+- M Z +...)* 

ce qu’on peut écrire, en notation ombrale,

W2 =  ( aj h- ...-+- b\ k l -t-. . . )2,

A*, h 3 k ,  . . .  désignant les notations de coefficients indépendants.
D’ailleurs la quadrique des tensions

a 1.'r2 +  . . .  +  +  . .  . =  i,

a pour notation ombrale

( x i x + y i y  +  z xz ) i = i ,

ce qui donne les formules de changement de coordonnées

a , =  x\ , b l =  i y i z h

x u y t , S f  désignant un vecteur ombrai.
On en conclut que la surface du quatrième ordre

( æ 2 /i2 - f - . . , - t -  ly z ld  +  . .  . ) 2 =  2,-
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dont les- coefficients définissent ceux de W 2, reste fixe dans 
l’espace quand on effectue un changement de coordonnées. Cette 
surface invariante est la quartique de Haughton : on l’obtient en 
remplaçant dans l’expression du potentiel W 2 les <z( , b , ,  . . .  par 
x '- , z y z , -----

9 6 . Étudions maintenant le poLentiel élastique le plus général : 
c’est une forme quadratique en a , ,  a 2, a 2, b t , b 2, b 3, à 21 coeffi
cients, qui, en notation ombrale, peut s’écrire indifféremment

( W 2 =  ( A i ^ i - t - 0 !/ !·+ ·  C iZ i)2(A 2a;2- ( - B 2<7 2+ C ü̂ j )2,

{ WJ =  (A2a7!-i- B2>̂ 1-i-G23i)2(A1ir2-t- B1JK2 +  Ci 32)2.

Les ( A , , B , ,  C) ), (A 2, 132 , C 2), ( x , , y , , s , ) ,  ( x 2 , y 2, z 2) repré
sentent des vecteurs ombraux qui définissent les coefficients de W 2

1 ML

et les dilatations et glissements.
On a les formules

| x\ =  x\ — a u
( O )  ,

et l’on peut écrire
( A ?  =  A 2 =  A 2 ,

(18) 1v ' ( B ,C !=  b 2c2=  b c .
Posons -

Kap — A a a;p -t -B a j r p 4 - C a zp,
nous obtiendrons

(  19  )  ^  2 =  W J  —  W J  —  2 (  W 2 - t -  W J )  —  M i l  M11 m22 M2 2 - !-  m12 m 12 M21 w 2 l )

=  Ki2Wl2If2iïI22-]- ■£( IinW22— w12w2l)2,

et l’on voit que la formule (19) donne W 2 sous forme d’une 
somme de deux covariants.

Pour expliciter la valeur du premier covariant

( 2 0 )  « 1 1  U n « 2 1  k 22 =  ( A 1 a ? i - H . . . )  ( A ^ î - K . . ) ( A 2 a?i  +  . . . )  ( A 2 a?2 - l - . . . ) ,

nous remarquerons qu’il est de la forme

et que, par suite, on ne restreint pas la généralité de l’expres
sion (20 )  si l’on écrit

A ,  =  A 2 =  A ,

151 — B 2 — B ,

C ,  =  C 2 =  C ,

C. 9
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ce qui donne

( 20 ' )  Un Mi 2 U21u n  =  h-  B / i  -t- G î)2(à ^2-h B j ^  -h  C-s 2) 2

~ h { Xi^ · · · )  ( * * d x

\ 2
.J  (A a;+  B y  -+- Ca)1.

(ü l )  U n U n — Hl2li21~

A, Bi c ,
a2 B 2 c 2

X

Le deuxième covariant est égal à la moitié du carré du poly
nôme ombrai

A i X\-+- B j  yi  H - C i  Z\ A i  x3 -4-  B 1 y 3 -4-  C i z% 
h^Xi - h  B 2 / l  -+- G î ^ l  A^X-i ■+- B 2  J'i H "  C 2 - 3  

7 i  ¿1
Xi J' i  Zi

c’est-à-dire à

( 21' ) Un Un — W12 Un =  A 3x 3 -v- B 3^3 -t- C3.53.
f

en désignant par(A 3, B 3, C 3) et ( x 3, y 3, z 3 ) les vecteurs ombraux

] A3=  [A i .A2], B3 = [ B 1.B2], C3 = [C ,.C 2],
(2 2 )  <

| *3 =  [ ^ i . a r 2 ] ,  7 3 = [ / i -7 -J>  ¡¿s =  [ -S i· -*» ] ,

et l’on a, en définitive, la formule de décomposition de W 2

d  d  ’ d V ,
( 2 3 ) 2W 2

=  ? ( * ■ d x  + · 1̂ d y  +  Z i d z

2! ( * 3

d_
1 d x  

d

J L
• d y

d

¿ y *
d  \2

d x  d y  Zz d z ) 2)

H/, et R 2 désignant les deux surfaces invariantes directes ayant 
pour notations ombrales

=  (Ai# -j- Bi y  -+- Ci^)2( A2.2? -+- B 2 /  h- Ci ,s)2,
B2=  ( A 3x  -h  B 3y  -+- C3z)2, A ,=  [A ,.A ,l·

( 2 3 -)

H, est la quartique de Ilauglxton, R 2 est laquadrique de Rankinc. 
Dans le développement de la formule ( 2 3 ), on écrira

( 2 3 ")

d’où

( 2 3 "')

a ;2 =  cr2 =  a i  =  a \ ,

2/j^ l =  2/2-Î2 =  b i  =  i b [ ,

x i =  \_xi .x.i '\\

x l  =  (y\z%—  y i ^ i Y  = y \ z \ — 2/ 17221-2
d \)

y - iZ 3 -  2 ( b ' i b ’3 — a \ b \ )  ■

2(a'2 a'3 — b 'f  ) =  2 
d D

~ 2 d b [ ‘

d a \  ’
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9 7 . E x p r e s s i o n s  d e  IL, e t  R 2 so u s  f o r m e  d e  c o v a r i a n l s  d u  p o 

t e n t i e l  é l a s t i q u e  W 2.

i° Q u a i- t iq u e  d e  I l a u g h t o n  :  i  H* s’obtient en remplaçant 
a<, . .  . ,  b par ,rs, . .  . ,  2y z ,  . . . dans W 2,.et comme "W, 
est une forme quadratique en a ( , . . b t , . . . ,  on a

d W
d a i( 2 4 ) II* =  ( ^ 7  +  A 2 ^  + *2 ¿ST +

-+- 1 Z X
d W

d b 2
■ i x y

d  W
d b i  

d W  

d b 3 /
y  2)

a;4
¿ ¡ W
----------H
da\

Rankine a démontré que la surface H 4 définit les coefficients d’é
lasticité longitudinale.

On a, en effet,· en notation ombrale,

d n- \V2 
d a \

autrement dit, les 21 coefficients de "Vy2,

ri>W8 ¿ » W ,  
cfof ’  d a i d b l ’  ’

ont mêmes formules de transformation de coordonnées que les
A'«,Â '*B '*, . . . .

Or le coefficient d’élasticité suivant O x  est

N, _  v  d W  _  d* W  _  
a  1 aj afa, daj ~  ’

donc le coefficient d’élasticité suivant O x t (a, ¡3 , y) est donné par 
la formule

A',* =  ( A '« +  B' ? +  C 'y)*  =  Ht ( a ,  ¡3, y) =  ±  ,

/’ désignant le rayon vecteur de la quadrique de Haugbton sui
vant la direction a, ¡3 , y.

20 Q u a d r i q u e  d e  R a n k i n e  : La quadrique de Rankine a pour 
notation ombrale

R j  — ( A 3 x  B 3y  ■+- Gs-s)5, A 3 — [ A j .A j ] ,

et W 2 a pour expression
W 2 — u\ i M 2 2 )
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d’où nous déduisons

d W  _  d W

d a x d x '\

d W

d x \
— A J U j j  -+- A| U\ |

d W

2 dbx

et, par suite,

Îd* Wa 
d a 3d a 3

d* W t 
d b 3d b 3

d W

d . y yzx
d W  -

d . y i S i
B[ Ci ît|2 -1- B j C j u]  (,

¿ ‘ W,
d b \

d * W t

dax dbx

\

=  B f  C |  - h  B 1 G? —  a B ^ B j C j  

=  (B.C, — B2Ci)2 =  A!j,

=  ( A i B 2 — A2 B1 ) ( Aj Cj — Aj Cj ) =  B3C3.

Pour obtenir la valeur de R on écrira donc les formules sym
boliques

Aj — [Aj. As],

A 2 — , A 11 —  d  .
Al “ As “  d a x ’

B3 =  ¡3 B 2 * B2], C 3 =  [ C 1 . C 2 ] ,

dr.î — fl 2 — W  — U2 —
d a z

B* G» “ B * C* =  3 ^ »  C i Â l =  GiA2 ~  A-i b i =  A2B 2 =

et l’on fera porter les opérations de dérivation sur J W 2; d’où

R 2 = x °-(̂
d*

d a x  d a 3

d* J  d 1 d* \

d b \ )  2 \ d a 3d a x  d b \ )

-+- •i.yz

W ,

______________d ’t
d b 3d b 3 d a x d b x

d'1
W ,

9 8 . A p p l i c a t i o n  d e  la  f o r m u l e  d e  d é c o m p o s i t io n  d e  W 2. 
P r o p r i é t é s  é l a s t i q u e s  d e s  t r e n t e - d e u x  t y p e s  d e  s y m é t r i e  c r i s 

t a l l i n e .  — La quartique de Haughton et la quadrique deRankine, 
qui sont des surfaces invariantes directes, doivent participer à la 
symétrie du milieu. La recherche de l’influence de la symétrie 
sur les propriétés élastiques d’un cristal est donc ramenée à la 
recherche des surfaces du quatrième et du deuxième ordre possé
dant la même symétrie que le cristal. C’est un problème connu, 
car l’on sait écrire les équations générales des surfaces d’ordre n  

pour chacun des trente-deux types de symétrie cristalline.
Prenons comme exemple le cas du sel gemme. Le type de sy

métrie est (holoédrie du système cubique)

3 A», 4L3, GL1, C, 3 n. GP?
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or on sait que toute fonction uniforme de œ , y ,  z ,  qui satisfait 
à la symétrie du cube est une fonction uniforme des trois poly
nômes

a;2 -t- y2 -F- s2,

-t-

Les surfaces qui définissent les propriétés élastiques du sel gemme 
sont donc

( IR  =  A (a :2 - l - y 2 -t-,32)2 -H B(a?4 - h y *  - h * * ) ,

! K 2 =  c ( ^ 2 + r 2 +  32),

et par conséquent les 21 coefficients d’élasticité se réduisent à 3 .
Le coefficient d’élasticité longitudinale suivant la direction a, 

P, y est donné par la formule

E =  II4.( a, p, y ) =  A +  B(a*-Hp‘ -I-Y4),

et il existe par suite une relation entre les coefficients d’élasticité 
longitudinale suivant trois directions.

On aura par exemple :

axe quaternaire A ,

a =  1, p =  o, Y =  o, E..t =  A +  lî; 

axe ternaire L'\

P =  y :
V/3

axe binaire L",

d’où la relation

E3 =  A +  ;

a =  p =  —  , y =  o, E2 =  A +  — ;

E* -+- 3 E3 — 4 Ej =  o,

que l’expérience a vérifiée.
En résumé, la considération de la quarlique de Ilaughlon et de 

la quadrique de Rankine fournit une méthode directe de discus
sion des 3 2  types de symétrie.

Ensuivant la marche qui vient d’êlre indiquée, on démontre
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que les crislaux se classent, au point de vue des propriétés élas
tiques, en ii  classes distinctes ( ' ) .

' 9 9 . D e  la  c o n d it io n  d e  t r a n s v e r s a l i t é  d a n s  le s  m i l i e u x  é l a s 

t i q u e s .  —  Les ai coefficients du potentiel élastique sont définis 
parles ai coefficients des surfaces H* et IL . La décomposition 
de W 2 dans les 21 formes quadratiques en « ( , a 2, a 3, 6 ( , 62, ¿ 3, 
qui figurent dans la formule ( 2 3 ) n ’est donc possible que d’une 
seule manière.

Quand le milieu est à forces centrales, on peut écrire l’égalité 
des vecteurs ombraux (A ( , B , ,  C t ) et (A 2, C2, B2), ce qui annule 
(A 3, B3, C3). Donc l’hypothcse des forces centrales signifie que 
les coefficients de la quadrique de Rankine sont nuis.

Au contraire, l’annulaLion de la surface de Ilaughlon repré
sente la condition nécessaire et suffisante pour que le milieu élas
tique ne propage que des vibrations transversales. En effet, le 
potentiel transversal le plus général a pour expression (n° 8 7 )

W! =  “ ( A i^ + ” -+I31 ¿ V + · · · ) 0 ’

c’esl-à-dire, d’après les formules (2.3W), la même expression que 
le covariant de la quadrique de Rankine. Et, comme l’identifica
tion n’est possible que d’une seule manière, la transversalité en
traîne nécessairement l’annulation de la surface de IIaughton,'ct 
se trouve par suite incompatible avec l’hypothèse des forces cen
trales. C’est le résultat obtenu par une autre méthode a u n ° 9 2 .

1 0 0 . P r i n c i p e  d e  c o n t i n u i t é  d e s  p r e s s i o n s .  — Nous avons dé
montré au n° 7 3  que les milieux gyrostatiques satisfont au prin
cipe de continuité des pressions.

Cherchons quelles sont les conditions imposées aux milieux 
qui propagent exclusivement des ondes transversales.

Leur potentiel interne a pour expression

Ws =  ’’ )

- (
d i  d i

d u x  ,r du'y
I L

d i  v  d i  
du'z ~̂~ x dv'x ■Wx

_ d i
dw'x

( * )  C om parer  ave c  V oigt , R a p p o r ts  p ré sen té s  a u  C ongrès in tern ation al d e  
P h y s iq u e  d e  1900, t. I ,  p. 277.
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Uz, Uy, . . .  désignant neuf constantes arbitraires et J  représen
tant le jacobien de u, c, <v.

Les tensions exercées sur l’élément de surface dont la normale 
a pour cosinus directeurs l , m , n ,  ont pour composantes

, d\V2 dW, dW,
P x  =  l d % ; +  m d ^  d ü r ’ ............

Remplaçons W 2 par sa valeur

W2 =  F (p ,  q, r )  — W",

et les formules deviendront

P te =  p'x — / > * ,

P x i P y i P z  désignant les composantes de la tension due au poten
tiel interne W , =  F(jo, q ,  r ) ;  e tp " ., p "y, p"z se rapportantau poten
tiel additionnel W " à g constantes :

U* U y u z ux u'y u'z u'x u'y U'z
11

v'x v'y v'z + V* Vy V- V'x v'y v'z

w'x w'y w'z w'x w\ w'z w * Wy W -

d’où la valeur de p"x

( ·
cl d  d  \

d u x  +  m  dii'y +  n d u 'J

l m n 1 m n

Vx Vy V z V'x vL

«’x W'y w‘z w * Wy W-

Comme le principe de continuité des pressions est vérifié pour 
les composantes p x , p'y , p 'z (n° 7 3 ), la condition de continuité du 
vecteur p x , p r , p z se ramène à celle du vecteur p x , p"y , p z .

Choisissons comme surface de séparation des deux milieux le 
plan s = 6 ;  on aura l =  m  =  o, n  =  i .  D’après les lois de la 
réflexion et de la réfraction, a ,  v, tvet leurs dérivées par rapport à 
x  e t y  sont continues, on a donc

PIX PîX  —
v , * - v „  v ly- v :

’r

)---- ’'2 J
(V'_ W ' W l x — W 2x W ] y —  W  2y

Je dis que la condition de continuité p \ x —  p"ï x  entraîne les 
équations (2 6 )

V , y =  V,v, W1y = W 2y.(■20) Vu ---- V,,,
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En effet, l’intégrale de volume / W " dm  est réductible à une in-
d\

tégrale de surface, et, par suite, sans influence sur les équations 
indéfinies. Les valeurs de v'x , vy, w'x , w'y sont donc indépendantes 
de la fonction W " et l’identité p \ x ~ p \ x  doit être vérifiée quels 
que soient ( / ,  v'r , w x , w'y qui peuvent être arbitrairement choisis, 
comme on le déduit aisément de l’étude de la réflexion et de la 
réfraction (n° 5 4  à 6 0 ).

En étendant ce raisonnement à p''y , p"z ·, et ensuite aux surfaces 
de Séparation x  —  o , y  ■=■ o on en conclura que les coefficients du 
potentiel additionnel W " doivent être identiques pour tous les 
milieux.

Appliquons ce résultat au cas particulier où l’un des deux mi
lieux est isotrope. On a

. dJ
JX ~j—T ' 

d i t  ¿g

dJ
du'v

/ .  d _ d d

=  ( A-ip ‘% -H ...-+- îi Bj q ' r ' . . .)  -h -y ■

(Ai da\ B ,
D ’

d’où il résulte que, dans toute transformation de coordonnées, les 
6 coefficients A ( , . . ., B t , . . .  se comportent comme les coeffi
cients d’une quadrique, et les 3  coefficients P', . . .  comme les 
composantes d’un vecteur.

Donc, en raisonnant sur un milieu déterminé en contact avec 
un milieu isotrope, on en conclura que la quadrique

Ai#5 -H. . .-4- 2. B ¡ y z  +  . . . =  !

se réduit à une sphère
A  ( a ; 2 - t - j r 2 - t -  z * )  =  i

et que le vecteur P', Q', R 'e s t  nul.
En résumé, la conséquence du principe de continuité des pres

sions est que les 9 constantes arbitraires se réduisent à une seule, 
la même pour tous les.milieux, et l’on a

TT di ( d d d \
x du'æ ‘ ‘ ‘ \(/«t da% "+" da3) J.
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1 0 1 . C o r o l l a i r e . — L a  t h é o r i e  é l a s t i q u e  e s t , d a n s  l ’ h y p o 

th è s e  d e  la  t r a n s v e r s a l i t é ,  i n c o m p a t i b l e  a v e c  le  p r i n c i p e  d e  

c o n t i n u i t é  d e s  p r e s s i o n s .

En effet, le potentiel élastique transversal a pour valeur

W. B .
d

d b \
D,

et l’on vient de démontrer que

Ai =  A9 =  A3, K 1 l î2 =  B 3 =  o ■

donc, le principe de continuité des pressions, appliqué aux 
milieux élastiques, entraîne dans l’hypothèse de la transversalité 
cette conclusion manifestement absurde que ces milieux seraient 
isotropes et identiques entre eux.

1 0 2 . F o r c e s  d e  K i r c h h o f f .  — La valeur moyenne du potentiel 
additionnel W ff pendant une période étant nulle, il en résulte que 

l ’intégrale de volume J  W  "dns est réductible à une inLégrale de 

surface.
On a, par exemple,

d S ,

et, par conséquent, W v ne fournit aucun terme dans les équations 
indéfinies.

Celle forme d’intégrale de surface suggère un artifice destiné 
à rendre, en apparence, compatible, avec le principe de la conti
nuité des pressions, toute théorie vérifiant la loi de transver
salité.

On a

f  W dm  =  f  F  (/>, q, r) d u s— f\V"dnj =  f  F ( p ,  q ,  r) d m — f  't’ d'S.

Il suffira donc d’admettre qu’au potentiel j ' W  dxs ne corres

pond pas la totalité du travail des actions internes, mais qu’il 
faut tenir compte de certaines actions superficielles dont le tra*

Ux Uj. U;
r

U* Uy U2
r

U.C tJ y V -

V'x V'y V'z dm  —  / l  m  n v d S  =  j V'X V'y 0'Z
w'x  Wy w'- w'x w'y WL ■ tJs l  m  n
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vail aurait précisément pour valeur la variation de l’intégrale de 

surface j f  <I> c/S.

Dans ces conditions, le potentiel total sera

XW dm  +  j f <J> d S ,

et l’on satisfera au principe de continuité des pressions, puisque 
l’on aura par suite constitué, sous forme détournée, un potentiel

gyrostatique / F ( p ,  g ,  r )  dns.
Jy

Cette hypothèse, dont le caractère artificiel est manifeste, a été 
adaptée par KircbholF aux milieux élastiques. Le terme complé
mentaire de Kirchhoff a donc pour expression

j  4> d s  = y v  d m = j  ( ;
d

d a \

d

d b\
 ̂ J dm .

1 0 3 . P r i n c i p e  d e  s t a b i l i t é .  — Pour la stabilité de l’équilibre, 
il faut et il suffit, d’après Lagrange, que le potentiel interne W  
soit un minimum, c’est-à-dire soit une forme définie positive.

Or, toute forme quadratique homogène qui ne renferme pas le 
carré d’une variable x , doit, pour garder un signe constant, être 
indépendante d e x .

Appliquons ce résultat au potentiel transversal le plus général, 
dont l’expression est

w  =\V, -  W" =  w ,  -  ( a , ¿ r  + . . .  +  B d
db\ +  .

On a
a\ b\

J =  ?(/>'» O  + Cl'. b\ >
b\ a'i

donc W  ne renferme pas les carrés de a\ , a., a .,, et, par suite,
la condition nécessaire de stabilité est que W  soit indépendant 
de îï, , e.,, a , .

Or les produits

a ’i  a 'i> · · · ,  a ' , * ' , ,  . . . .  a \ p \  . . .
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figurent séparément dans

Aj
d i

d a '2
• > B di

1 db\ ’

13g

donc, Ja condition nécessaire de stabilité est que le potentiel addi
tionnel W ;/ soit identiquement nul.

En résumé, il n’existe qu’un seul potentiel transversal véri
fiant la condition de stabilité, c ’est le potentiel gyrostatique. Ce 
potentiel doit être une forme définie positive, autrement dit 
F  s ) — i =  o doit représenter un ellipsoïde réel ; c ’est l’el
lipsoïde optique de Fresnel.

En particulier, la théorie élastique de la lumière est en contra
diction avec le principe de stabilité.
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LA NOTION DE SURFACE INVARIANTE DANS LES PHÉNOMÈNES PHYSIQUES.

KM. Les équations étudiées dans les Chapitres précédents nous 
ont offert de nombreux exemples de représentations géométriques 
des propriétés physiques des cristaux : la double réfraction a été 
définie par l’ellipsoïde optique de Fresnel, le pouvoir rotatoire 
par la quadrique de gyration, la dispersion rotatoire d’ordre n  

par une surface invariante inverse d’ordre 2 ( «  +  i), le potentiel 
élastique par la quartique de Haughton et la quadrique de Ran- 
kine, etc.

Il faut voir dans ces résultats l ’indication d’une loi qui régit 
toutes les propriétés de la matière cristallisée, et qu’on peut 
énoncer ainsi :

T o u t e  p r o p r i é t é  p h y s i q u e  d e s  c r i s t a u x  e s t  d é f i n i e  p a r  u n  

e n s e m b l e  d e  s u r f a c e s  i n v a r i a n t e s .

C’est ce principe qui paraît avoir guidé Fresnel dans sa décou
verte des lois de la double réfraction en l’amenant à rechercher 
une surface invariante capable de définir les lois de la propagation 
de la lumière dans les cristaux biaxes. A cet effet, substituant à la 
considération de l’onde entière celle de ses plans tangents, il 
reconnut que « toutes les propriétés des cristaux à un axe, qu’on 
a l’habitude d’exprimer par la construction d’IIuygens et par les 
lois de polarisation du rayon ordinaire et du rayon extraordinaire, 
peuvent se représenter au moyen d’une surface unique, et, comme 
cette surface est un ellipsoïde de révolution autour d’un axe op
tique, il est bien naturel de supposer que, en lui substituant un 
ellipsoïde à trois axes inégaux, on obtiendra la représentation de 
toutes les propriétés optiques des cristaux à deux axes '> (Verdet, 
Introduction aux Œ u v r e s  d ’A u g u s t i n  F r e s n e l ) .
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Le plus souvent la représentation géométrique d’un phénomène 
ne peut être immédiatement déduite des équations qui le repré
sentent. C’est ainsi que la dispersion normale dans les milieux 
gyrostatiques est, en dehors de toute hypothèse additionnelle, 
définie par une forme à deux groupes de variables ( p ,  q ,  r )  et 
(a, p, y) homogène et quadratique par rapport au premier groupe, 
et homogène de degré 2 11 par rapport au second. La même diffi
culté se présente dans l’interprétalion du rayon conjugué qui 
définit la réflexion et la réfraction cristallines.

D ’une manière générale on peut ramener, en première analyse, 
à l’étude d’une forme ternaire multilinéaire toute propriété des 
milieux continus, car elle sera définie par les dérivées en

7 [y ’ J j )  8Tandeurs scalaires et vectorielles, réelles ou

omhrales ( e x e m p l e  :  cas des pressions) et l’on sait que les sym- 
d d d 
dx ’ d y J ~dz

( x ,  y ,  z )  d’un vecteur lorsqu’on effectue une substitution ortho
gonale.

En définitive, la loi formulée plus haut peut se ramener à 
l’énoncé suivant :

T o u t e  f o r m e  m u l t i l i n é a i r e  e s t  d é f i n i e  p a r  u n  e n s e m b l e  d e  
s u r f a c e s  i n v a r i a n t e s .

Dans ce dernier Chapitre nous allons étudier successivement :

I. La forme U, U";

II. Ses applications à la théorie cinématique des déformations, 
au calcul du potentiel interne à 4 5  coefficients, à la pyroélectri
cité, piézoélectricité, etc.;

III. L ’identité arithmétique à laquelle se ramène la formule de 
récurrence des formes multilinéaires;

IV. La forme U ; U" ;

V. Ses applications à l’étude de la dureté, la dispersion nor
male, la piézo-optique, le phénomène de Kerr.

j  se transforment à la manière des composantes
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I. — Étude de la forme d>;n-i= Ui U".

1 0 5 . Soit la forme <Ï>„+| àdeux groupes de variables ( # , ,  y K, j , )  
et ( x ,  y ,  z )  linéaire et homogène par rapport au premier groupe, 
et homogène de degré 2 n  par rapport au second; sa notation 
ombrale est

(1) $„+) =  UiU»= («1^ !+  ci«t) ( a x  +  b y  -+- c .z ) '1.

Si l ’on effectue une transformation orthogonale

x  =  l l x'H -nixy'-Jr n l z ', y = z l i x '-‘r m tÿ - 1r n 3z', z  =  lzx'-\-m3y ' +  /i:j z',

on obtiendra la nouvelle expression de 0 /i+) en accentuant dans 
l’expression primitive les ( x t , y , ,  z t ) ,  ( x ,  y ,  z ) ,  ( a , ,  6 , ,  c t ), 
( a ,  b , c ) .  a\ , b\,  c\,  a ', b ', ë  désignent de nouvelles grandeurs 
ombrales liées aux grandeurs primitives a , ,  b , ,  c t> a ,  b ,  c  par les 
formules

a =  Z1a'+ /ni6 ' +  n1c', b =  l l a '-1r  ;)i26'H-rt2c', c =  l3a'-+-m 3b'-+-n3c ';

ce résultat peut s’énoncer plus brièvement en disant que la forme 
U, U" est définie par deux vecteurs ombraux (a ,  b , c)  et 
( a , ,  b { , c\ ).

Ceci nous apprend qu’à la forme U jU " sont associées des sur
faces qui restent fixes dans l’espace quand on effectue une trans
formation orthogonale, c’est-à-dire des surfaces invariantes.

En effet, puisque (a ,  b , c ) et ( « ( , ¿>(, c t) représentent deux vec
teurs ombraux, nous en déduirons de nouveaux vecteurs ombraux 
en formant les axes successifs

[ « .« i ] ,  [ a .a .a i ] ,  \ _ a .a .. . a . a ^ ,
n . .

que nous désignerons, pour abréger, par les notations

® ! =  a 3 = [ « 2« l]>  · · · ,

Avec ces vecteurs ombraux ct le vecteur (ar, y ,  z )  nous forme
rons les produits géométriques

V =  a x  h- b y  -t- c z ,
V, + b i y  - r - c i z ,

V/m-1 =  <*«+1 x  -t- b n + i y  +  C/n-i-3)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LES SURFACES INVARIANTES DANS LES PHÉNOMÈNES PHYSIQUES. . l 4 3

et nous multiplierons ces scalaires ombraux en les combinant de 
telle sorte que leur produit renferme ( « ( , b , ,  C \ )  à la première 
puissance et ( a ,  6, c ) à la puissance n .  Nous obtiendrons ainsi 
une fonction homogène en x ,  y , z , dont les coefficients seront des 
fonctions linéaires de ceux de U ( U" et qui représentera une sur
face invariante.

Nous avons dohe une méthode qui permet de construire des 
surfaces invariantes associées à une forme multilinéaire. En parti
culier, la forme U ( U" définit les ( a  +  i) surfaces invariantes

J„ =  V,V»-1, . . . ,  =  V/H-1 . . . ,  J ]= V ,Î+1.

1 0 6 . Réciproquement, je dis que les surfaces J ra+), J «, · . . ,  J| 
définissent la forme U (U " :

Pour le démontrer, faisons usage du mode de décomposition 
donné par Cauchy dans la théorie des déformations, c ’est-à-dire 

comparons la forme <E»/i+, au covariant 

Nous avons les égalités

<Ei+i =  («1®!+ b -+- C iZ ^ ia x  +  by  -+- e s ) '1,
/  ■ d  d  d  \ T
\ X i d ^ + 7 l d J ^ Z l d i )  J 'i+1

=  ( « ! * ! +  b iy l -+- c l z i ) ( a x  -+■ b y e s ) ’1

-H n ( a x  i-+- b y l -+-cxi ) (a, x  -t- à, y  -+- c, s ) ( a x  -+- b y  -t- c-z)«-1;

d’où nous déduisons

d  d  ,  d  \ t

X ' d ï  +  y ' d 9  +  ~’ ' d z r ' l+ '·

,  I  d  d  d  \ ,
(n +  i ) * « + i  -  [X i  d ^ + y ' d ~ y + Z l T z )  J 'i+1

a x  - h b y  - t - c s  a x t ~ h b y t - i - c z i  

a i X + b ^ y + d s
c ’est-à-dire

( a x + b y + c z ) ” - ' · ,

( n +  i ) i ’ rt+i —

en écrivant

d x + y i d j + Z i ;)■
, +  « 4 ’«>

<ï)/{=  («aiTj-i- ¿>2̂ 2-+· C2.S2) ( a x  +  6y-t- c-s)'*-1 =  U2 U«-1, x t =  [ x x i ] ,

et, en général, ,

=  fi/ï-H U e-t-1 — M/i-hl Xjj-hl +  b p y  ■-/i-t-l i
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Par applications répétées de la formule de récurrence, nous 
obtiendrons l’expression cherchée de U t U" en fonction de cova- 
riants des surfaces J«+ i, J„, . . J ( :

. .  . . . / d d ' d \
( a )  ( n  +  i ) * « + ·  =  ( * i  T x + y ' T y  +  Z' J z )  J " +l

+  (®* Î  + ‘ · O J“ +  · " +  { x 'l+x Î  +  · · ·) Jl·
En résumé :

T o u t e  f o r m e  <ï>„+l =  U| U" e s t  u n e  s o m m e  d e  c o v a r i a n t s  d e s  

s u i  f a c e s  J i , J//, * · ·, J * ,
L e s  s u r f a c e s  J«+ i, J„_ , ,  J„_3, . . .  s o n t  i n v a r i a n t e s  d i r e c t e s ;  

L ,es  s u r f a c e s  J ;i, J„_2, J«_i, · . · s o n t  i n v a r i a n t e s  i n v e r s e s .

1 0 7 . R e la t io n s  d ’ i n v a r i a n c e .  — Les surfaces J«+ i, J«, - .  . ont 
un nombre total de coefficients égal à

n  n

2 1c ? + l = 2 (G ' " +t -  t v : ) =  c vi+l -  >
0 0

et dépasse le nombre SC," des coefficients de la forme U<U", dès 
que n  surpasse l’unité. Ces surfaces ne peuvent donc être indé
pendantes et il existe entre elles des relations qui, étant nécessai
rement linéaires par rapport aux coefficients, sont, par suite, de la 
forme

, l ï  fil  f/2
+  o, A =  +  5 - i .

Calculons
A J„_|M.1 =  AV|j+ , V « - î’,

nous aurons

A /j+i=  2 ( et. ctp .̂y +  b . bp+ t H-  v . c^H-i ) V ;i r  ^

4 -  A *_/, ( a *  +  6 2 +  c « ) V P+1

désignant le nombre d’arrangements de m  lettres p h p .  

D’ailleurs, par application de la formule

[ i l "  · U p +-1 ]  “  U  2  C l . C t —  Ctji-t-1 S  il®]

J/î_/>_i a pour valeur

=  ( a .a , )+i +  b . bp+l +  c . c p+i) \ n -p - i  _  («2 +  62 +  c2) V /J+t \ n -p -* ,
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d’où l’on déduit la relation générale . .

A·!« —p + l “H b-li-p J n—p—i — (fï · ®p+l +  C. Cp-M ) 1.

Or, pour toute valeur de p  >· o, on a

" L a .d p  4 -1  =  2  a  [ « « , , ]  =

a b C

a b C

dp K CJJ

par suite, le second membre de la relation est nul pourp >  o et 
il existe entre les surfaces J„, J „ _ , , . , J ,, Ies ( /z —  i) relations
d’invariance

(3 ) AJrt-p-M +  A ·^  J„_p_, =  O (/> =  !, 9., . . . .  rt— l).

En résumé :

i° L a  s u i t e  d e s  ( n  -h  1) s u r f a c e s  J„ ,  . . J ,  e s t  d é f i n i e  

p a r  les  t r o is  s u r f a c e s  J,/+1; J«, J„_i, d ’a p r è s  le s  f o r m u l e s  ..·

(—  0^' (— i
J tl—'lk =  » 2/.· J/i— 2/c— 1 “  A 1 ( I, 2, . . 1 ).

2° S i  2 zi’ r e p r é s e n t e  c e l u i  d e s  d e u x  n o m b r e s  n ,  n  — i ,  q u i  

e st  p a i r ,  la  s u r f a c e  J 2/i' s a t i s f a i t  à  la  r e l a t i o n  d ’ i n v a r i a n c e

A » ' J SB' = o .

3 ° I l  n ’e x i s t e  p a s ,  e n t r e  le s  s u r f a c e s  J«+ ( , J„, . . . ,  J , ,  d ’a u t r e  

r e l a t i o n  d ’ i n v a r i a n c e  i n d é p e n d a n t e  d e s  p r é c é d e n t e s ,  car le 
nombre total des coefficients distincts est, en vertu de i° et 2°, .

G'/i+1 -t- C',» -+- Ci”- '  — i =  3 Ci”,

et, par conséquent, est égal au nombre des coefficients de U ( U".

1 0 8 . L e s  s u r f a c e s  J,i+1, J,,,. . .  . ,  J ( e x p r i m é e s  s o u s  f o r m e  d e  

c o v a r i a n t s  d e  — Soient . .

<IVh =  U, U”,
U, =  a x X i -+- ¿ijTi -h c, g u  

U =  a x  -t- b y  -+- cz  ;
C. 0
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on a
/  d  d  d  \
\X l d ï + y ' d ï  +  Z' T z )  * n+l

. =  ( a t x  ■ +- b^ y-v - c, s)(aa?-t- b y  -i- c z ) n =  Vi V" =  J„+1,

x  y  z  

d U n d U "· r/ü'1 
d x  d y  d z  

d U ,  d ü j  d U  i 
ctej dl/i dsi

X  y  z  

a b c

a\ b\ Ci

U«-‘ = n [V .V ,]V « - i = nJ„.

En général, représentons pour abréger par

[ ( £ ) ' £ ] ·

[
d e ?  d  d  "T
<£r eùc d x  d x , J  ’

l’opération

nous aurons

[ ( s ) '  é ]  ü ' u " = [ ( i ) ' "  é - ]  u "

=  «  f  (  ¿ ) P 1 « « i  J  u 'i_1= -  · = Ai; [ « /j « i ]  u«-/-,

d’où la formule

(5 )  2 *  [ ( s )  =

1 0 9 . Z a  f o r m e  <ï>„+) e x p r i m é e  e n  f o n c t i o n  d e  c o v a r ic in ts  d e  

J„+l, J«i J« _ j . — On a la formule de décomposition (2) ,

( n  +  1)$ ,m  [>'J»1 ]  ^  (/> =  0, i, 2........ n)\

de la formule
. ir2·^3D =  x% Z x i X i  — x t ^ x i x t

on déduit
\_xik ^ x , ]  r=(— i )/c(a;2 + j ^ 2-l- « s )A[ a ;a : i ] ,

[a?2*·*2# , ]  = ( — i)* (a ? 2 - L- ^ 2-+- 5 * ) * [a ? 2a " i] ,
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d’où

( * ' )  =  ( * i  ^  + y ^ .T y  + * 1 i )  J 'i+1

-t-

( r 2+ / 2 ■+-z’’-)k
Z i

, ( ^ + y *  +  z '-)k \

A2 kr*u -  2

l y y i ï T y ^

d

[ « . ] dz

1 1 0 . L a  f o n c t i o n  v e c t o r i e l l e  h o m o g è n e .  — Les applications 
des formules précédentes sont fréquentes en Physique mathéma
tique, car l’étude de la forme U| U" est identique à celle de la 
fonction vectorielle homogène de degré n  par rapport aux va
riables x ,  y ,  s .

Les composantes de la fonction vectorielle homogène sont, en 
notation ombralc,

I X — ai { a x  -+- b y  h- c z )",
< Y =  b { {aoc -+- b y  -+- cz)"·,
( Z =  ci { a x  -+- b y  -+- cz) " .

On voit que X ,  Y , Z sont les coefficients de æ·, , j / , , 5,  dans la 
forme U|U". Un tel vecteur est, par conséquent, défini par les 
{ n  4- 1) surfaces J /i+), J« , . . . ,  U précédemment étudiées, et l’on 
aura la formule de décomposition

(6) ( n  H- 1) X =  X,1-1-1 -t- X,J -H . . .-f- X/i—p-t-I -h. · · -t- Xl; ·

X/î- p+i représentant le coefficient de X\ dans le covariant

I i  +  t y r y x ï  ^  + 1 * *  *1] ^  j

On obtiendra le coefficient de x t par applications répétées de 
la formule

S a ,  f  « j . « a ]  —  £  [ a ( . a 2 ]  a 3 =  —  S  [ a 2 . « i  ]  « 3 ,

d’où

2  ·>" ■■] i = - 2  \ f  ¿ ]  ixP~' ·*· ]

=  2  [ f 2 ¿ ]  i x , , ~ 2 » · ] = · · · = ( -  ¿ ]  ** ·

et, par suite,

(7) X/t-p-M =  (— l ) P - fa. J
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1 1 1 . S i g n i f i c a t i o n

Tjn—p+\ ·

g é o m é t r i q u e  d u  v e c t e u r Y„_ /»+'>

i° Pourp  =  o, on a

( / ) X/i-hl --
/i—1-1 ,

■ dx ’

désignons par y ' ,  z ' )  le point où la droite O M ( M =  x , y ,  z )  

rencontre la surface J /i+( =  1. La formule (7') exprime que le vec
teur ( X n+|, Y„+), Z„+( ) est dirigé suivant la normale en M'à la 
surface J /i+) — 1 = 0 .

Comparons la longueur R de ( X n+, , Y«+i , Z/i+, ) à la distance d  

de l’origine au plan tangent en x \ y !, z 1.

. On a

S désignant le rapportOM
OM'

d’où 2 jp» d h i+ i
d x 1 _  B +  I

7 W m ' = \7 T W f

■ D _  ( n  ' )8 '* .
d

le vecteur (X ,i+1, Y rt+i, Z„+ (), ainsi défini, s’appellera Y  a x e  

d ’o r d r e  0 relatif au vecteur x , y ,  z  et à la surface J,i+,, ou, plus 
brièvement, l’axe d’ordre o pour la surface J /J+, .

20 Pour p  =  1, on a

( / )  J « =

(X ,, ,  Y n, Z„) est donc l’axe de deux vecteurs qui sont

( L’axe d’ordre o pour la surface J„,
I Le vecteur x ,  y ,  z .

On l’appellera Y a x e  d ' o r d r e  1 pour la surface J„.

3 ° D’une manière générale, on appellera a x e  d ’ o r d r e  p  pour
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la surface J /?_/>+i le vecteur

=  ( , )P |m̂ P ’ J/Î-/J+1·

C’est l’axe de deux vecteurs qui sont

j L’axe d’ordre p — i ponr la surface J,, - p+ i ,  .

I Le vecteur x ,  y ,  z .

Avec les définitions précédentes, la formule (6 )  s’énonce 
comme suit :

T o u t e  f o n c t i o n  v e c t o r i e l l e  h o m o g è n e  d e  d e g r é  n  e s t  la  r é 

s u l t a n t e  d e  (n  +  i) v e c t e u r s ,  q u i  s o n t  :

L’axe d’ordre o pour la surface J^+i,

» I

» P

y> J «  y

»

j

J « —p - h i i

»
Les formules

n J i .

[
[

d_
d x

X*k+ 2 ----
d x

J  =  (— 1 )* ( H- JK2 -f- -s2 )*

J  — ( —  I ) *  ( H- -H ^

montrent que les axes d’ordre > 2  s’expriment en fonction des
axes d’ordre i ou %.

II. — Applications de la formule de décomposition de i ' n + i  =  U! U".

i °  É t u d e  c in é m a t iq u e  d e s  d é f o r m a t io n s .

1 1 2 . Le vecteur (Au ,  Ao, Aw )  qui représente l’accroissement 
géométrique du déplacement ( u , o, w ) quand on passe du point 
( x ,  j ,  z )  au point ( x  +  h , y  +  k , z  +  l )  est la résultante des vec-
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teurs Af ( u ,  v, w ) , A. , ( u ,  e, <v), . . A, , ( u ,  e, w )  donnes par les
formules

» i , i / ,  d  . d  . d \
u =  — d>1 u =  — ( h  -=— i-  k  ---- 1- < -j- )7i ! /i ! \ d x  d y  d z  /

(n)

le vecteur d n u , d n v, d n w  représente donc une fonction vecto
rielle homogène de degré n, en k , k ,  l , et il sera défini par les 
surfaces invariantes J„+ l, J«, J« _ t , . . . associées à la forme U, U" 
qui a pour expression

u ‘ u " =  ( Aà  +  k îÿ + 1 -îzY{hu+kv+lw)]
on a donc

=  ( a ¿  -h k  ~  -t- l  ¿ )  ( h u - + - k V + l w ) ,  

h ‘ =  ( A í x  +  k d y + l  i Y ‘ " ( h P +  * *  +  / r >> *  =  [ i ·  “]  ’
................................................................................................................... .. · J .............................

=  ( h ¿  +  1 ¿ )  +  l r *-i )- />■'■ =  [ ( ¿ )

et A„7¿ est donné par la formule

(77 -H  I )  ! A „  «  =  (77 + .  )  r f »  u  =  ¿  J ,,+ I  -  [ / J  ]  J »  H - [ / 7 *  ¿  ]  J - , -  . . . .

Dans le cas particulier n  =  i, ces formules deviennent

j i ^ { h -dx +  k d y  +  l d z ) ( hU +  k V ^ l w ) ··
J, =  h p  -+- k q  l  /·,

i 2 = 2a?“ = S  - [ '* ■  à ] j · = S f + ;

ce sont les formules données au Chapitre I : J 2 est la quadrique 
des dilatations, yO, q ,  r  représente le vorlex:

Dans le cas général, les surfaces indépendantes sont au nombre 
de trois, J,î+I, J„, J„_, et l’on a

A “ 'J  3 7 1 '=  O,

2 ii ' désignant celui des deux nombres n , n  — i qui est pair.
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2 °  E x p r e s s i o n  d u  p o t e n t i e l  i n t e r n e  W 2 a  4 5  c o e f f i c i e n t s .

1 1 3 . Sous sa forme la plus générale, le potentiel interne W 2 est 
une fonction homogène du second degré des neuf dérivées pre
mières de w, q, (V, par rapport à x ,  y ,  z ,  et contient 4 5  coeffi
cients. Je dis qu’un tel potentiel est défini par six surfaces inva
riantes.

Choisissons en effet comme variables les dilatations, glissements 
et composantes de la rotation, W 2 peut s’écrire

w 2=  w e+  w y+  weff,
en désignant par :

W „ un potentiel élastique;
W g  un potentiel gjrostatique ;
W eg une forme bilinéaire par rapport aux deux groupes (p , q ,  r ) 

et (âî|, CL2, ¿̂ 3) ¿|, b 2, ¿3).

Or la notation ombrale de la quadrique des dilatations

1 =  -f- u 2k^ -+* ci3 -4- h\ Ici H- b 2 I h  -H b§ h ic  “  { f i x  -F- k y  -1-  l z y *

apprend que a t , a 2, a 3, b t , b 2, b 3 sont définis, en fonction du 
vecteur ombrai x , y ,  z , par les formules

« 2 = / 2, « 3 =-S*,
I b ^ i y z ,  b 2 — i z x ,  b 2 = - i x y ,

on a donc
Ww =  Uj U2,

et cette forme est définie par trois surfaces invariantes J 3, J 2,  
J ,  (AJ2=  o) conformément à la formule

3 W. d  }

d x  "+" ^  d y  '  d z
J 3

H-· · •¡•Iii

dans laquelle on remplacera x 2, y 2, z 2, 2y z ,  . . .  par leurs valeurs 
données par les formules ( 8 ) .

Ce résultat, rapproché de celui obtenu au n° 9 6 , conduit à 
l ’énoncé suivant :

L e  p o t e n t i e l  W 2 à  4 5  c o e f f i c ie n t s  e s t  d é f i n i  p a r  s i x  s u r f a c e s
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in v a r i a n t e s  q u i  s o n t

II* quiirlique de Ilaughton j ^

R2 quadrique de Raiikinc i c'

■ · ^ ( p , q , r )  ellipsoïde de Fresnel Wff,

J ï  ) 'J 2 (AJ2 =  o) \ [Weg.

' L

3 ° P yboélkctricité et imézoélectbicitè.

1 1 4 . C r i s t a u x  p y r o é l e c t r i q u e s .  H y p o t h è s e  d e  l o r d  K e l v i n .  

—  O n sait que certains cristaux, tels que la tourmaline, la topaze, 
la calamine, etc., possèdent la propriété de développer des charges 

électriques quand on fait varier leur température. Ce phénomène, 
soigneusement observé par Canton en 1 7 5 9 , a été expliqué en 

1 8 7 8  par lord Kelvin  : un cristal homogène présente, dans 

toute son étendue, une polarisation diélectrique uniforme qui 
dépend en particulier de la température. Lorsque le cristal a 
été maintenu longtemps à une température fixe, la conduc
tibilité plus» ou moins parfaite de la substance a pour effet 

de masquer la polarisation, mais celte dernière réapparaît dès 

qu’une variation de température se produit et entraîne, par suite, 
une variation dans la polarisation diélectrique. Les théories clas

siques de l ’électricité apprennent que la variation de densité élec

trique superficielle observée est proportionnelle à l’épaisseur 

d’une couche obtenue en donnant au cristal une translation infi
niment petite suivant la direction du vecteur (A , B, C ) qui repré
sente l’accroissement géométrique de la polarisation.

La pjroélectricité est, comme on le voit, le plus simple de tous les 
phénomènes physiques qui se présenlent dans l ’élude des cristaux; 
car les propriétés pyroéleclriques sont définies par un vecteur 

direct (A , B, C )  qui participe de la symétrie du cristal. D ’où les 

lois de la pyroélectricité :

i° Le vecteur (A , B, C )  doit coïncider avec son symétrique par 

rapport à un centre; ce qui nécessite A = B  =  C  =  o. Donc les 

cristaux à centre ne sont pas pyroélectriques.
2 0 Le vecteur (A , B, C ) doit coïncider avec son symétrique par
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rapport à tout axe de symétrie et, par suite, doit coïncider avec 
tout axe de symétrie.

Donc, les cristaux possédant plus d'un axe de symétrie ne sont 
pas pyroélectriques.

3 U Le vecteur (A, B, G) doit coïncider avec son symétrique par 
rapport à tout plan de symétrie, c ’est-à-dire doit être contenu 
dans tout plan de symétrie. Donc les cristaux possédant un axe 
en dehors d’un plan de symétrie ne sont pas pyroélectriques.

4 ° L ’axe quaternaire inverse l J est incompatible

avec la pyroélectricilé.
On déduit immédiatement de ce qui précède que 10 des 

3 a types de symétrie possèdent la pyroélectricilé, savoir :

2 pour chacun des systèmes clinorhombique, quadratique, 
rhomboédrique, hexagonal;

i pour chacun des svslèmes triclinique, orthorhombique;
o pour le système cubique.

1 1 5 . La pyroélectricilé fournil des indications précieuses sur la 
nature de la symétrie cristalline. C’est ainsi que la boracite, dont 
la forme cristalline indique le système cubique, est, aux tempéra
tures ordinaires, pyroéleclrique. On doit en conclure que la 
symétrie cubique n’est qu’apparente et que la boracite se compose 
en réalité d’un assemblage de cristaux à symétrie moins élevée et 
correspondant à chacun des pôles pyroélectriques. E t, en effet, 
l’étude optique faite par Mallard a montré que la boracite est, aux 
températures ordinaires, un assemblage de cristaux biaxes du 
système orthorhombique.

La pyroélectricité permet de préciser celle première donnée, 
car un seul des trois types de symétrie appartenant au système 
orthorhombique est pyroélectrique; et, par suite, la boracite est 
un assemblage dè cristaux du type L 2, P', P", c ’est-à-dire ana
logues à la calamine et à la topaze. La démonstration du même 
résultat par les méthodes optiques nécessiterait une élude Lrès 
délicate des phénomènes de polarisation rotatoire.

1 1 6 . P i é z o é l e c t r i c i t é .  G é n é r a l i s a t i o n  d e  l ’h y p o t h è s e  d e  l o r d  

K e l v i n .  — Le dégagement de l’électricité sous l ’influence des
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variations de pression, autrement dit la p i é z o é l e c t r i c i t é  décou
verte en 1880 par M. M. Curie, a trouvé une explication toute 
naturelle dans l’extension de l’hypothèse de lord Kelvin. Il a suffi 
de supposer, avec Voigt, que la polarisation diélectrique était, 
d’une manière générale, fonction de toutes les variables qui défi
nissent l’état du cristal et, en particulier, des tensions N , , N2, N3, 
1 ) 5  1 2) Ta·

1 1 7 . T héouème. — E n  p r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n , la  p i e - 
z o é l e c t r i c i t é  s e  r é s u m e  d a n s  l ’ é l u d e  d e  la  f o r m e  U, U 2.

En effet, d’après l’hypothèse précédente, la polarisation est, en 
première approximation, une fonction vectorielle linéaire des six 
tensions N,, N2, N3, T , ,  T 2, T 3. Or ces quantités sont les coeffi
cients de la quadrique des tensions

N1 æ?2 -f- N ,y2 -i- N3 3 2-)- - iT iy s  -+■ 2 T 2z x  -+- ■ iT jx y  =  1 , 

dont la notation ombrale est

( a x  H- b y  c z )2 =  1.

Ceci nous apprend que les N,, . . . ,  T , ,  . . .  se comportent, dans 
une substitution orthogonale, comme les carrés et les doubles 
produits d’un vecteur ombrai a, b , c, conformément aux formules

Ni =  a - ,  . . . ,  Ti =  ¿>c, . . . .

Donc, en notation ombrale, la polarisation est une fonction 
vectorielle homogène du second degré d’un vecteur ombrai 
( a ,  b , c ) ,  autrement dit la piézoéleclricilé se résume dans l’élude 
de la forme <I>3 =  Ui U 2 et l’on a ce premier énoncé :

L e s  p r o p r i é t é s  p i é z o é l e c t r i q u e s  s o n t  d é f i n i e s  p a r  t r o is  s u r 

f a c e s  i n v a r i a n t e s  J 3, J 2, J e
J 3 e t  J| s o n t  d e s  s u r f a c e s  d i r e c t e s .

J 2 e s t  u n e  s u r f a c e  i n v e r s e  e t  s o n  i n v a r i a n t  AJ2 e st  n u l .

1 1 8 . Conditions excéiumentai, es. — O n  d é c o u p e  d a n s  le  

c r i s t a l  u n  c y l i n d r e  t e r m i n é  p a r  d e u x  s e c t io n s  d r o i t e s  e t  o n  le  

s o u m e t  à  u n e  t e n s i o n  o u  à  u n e  c o m p r e s s io n  p a r a l l è l e  à  s o n  a x e .

Pour calculer la polarisation produite, rapportons provisoire-
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m enl le cristal à trois axes O x ’, O y ' ,  O z ' ;  O ; '  étant dirigé sui
vant l’axe du cylindre.

Les.équations aux limites

i P x ' =  o, p ’y ' — a , p 'z' =  o  sur les sections droites,
| p'^’ =  o, p'y· — o, p ’: ' =  o sur la surface latérale

sont vérifiées par les valeurs

j N', =  o, N', = o ,
( T', =  o, T j = o ,  T 8 =  o,

et ces valeurs, étant constantes, vérifient les équations indéfinies.

Revenons au système d ’axes primitifs, et soient a ,  ¡3, y  les c o 
sinus directeurs de O z '.  L e  vecteur om brai ( a ' ,  b ', c ')  qui définit 
les N ' ,  N'â, N j ,  . . .  vérifie les relations

a '2 =  6 '2 =  o, c'2 =  p , 

b' c' =  c 'a '  =  a ! b' =  o,

et, dans ce cas particulier,  tout se passe com m e si l’on avait a lia ire 
au vecteur co n cret

a ’ =  o, b' =  o, c' — \/p,

dirige suivant O z 1.

D on c les com posantes ( a ,  b , c ) par rap p o rt  aux axes primitifs 
sont

a b c  /-
,- =  ¡i =  ^ =  / / - .

et, par conséquent, dans les conditions expérim entales admises,  
on obtient le vecteur (A, B, (J) en rem plaçant, dans les trois formes 
quadratiques en a ,  b , c, qui sont les notations ombrales de 

A , B , C, le vecteur ombrai a , b , c  par le vecteur co n cre t  a  f p ,

! V / b  t  \'P·

E n  résum é, on a ce ibéorcm e :

1 1 9 . T  h é o r è m e . —  Q u a n d , u n  c y l i n d r e  d ' a x e  a, ¡3 , y e st  d é 

c o u p é  d a n s  u n  c r i s t a l  e t  s o u m is  à  u n e  p r e s s i o n  p  p a r  u n i t é  

d e  s u r f a c e ,  la  p o l a r i s a t i o n  d i é l e c t r i q u e  d é v e lo p p é e  e s t , a u  f a c -
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t e u r  p r è s  p ,  la  r é s u l t a n t e  d e  tro is  v e c t e u r s  q u i  s o n t  :

i° L’axe d’ordre o pour la surface J 3 — 1 =  0  et le vecteur a, p, y ;
2° » I » J 2 — 1 =  0 )>
3° » 'J )> Jj — t =  o » ,

Ce théorème fournil une construction géométrique de la polari
sation et ramène l’étude de l’influence de la symétrie sur les 
propriétés piézoélectriques à la recherche des réductions impo
sées par la symétrie aux surfaces invariantes J 3, J 2, J , .

Il est aisé d’obtenir, dans le cas général, l’expression analytique 
de la surface J„, directe ou inverse, correspondant à chacun des 
3 a types de symétrie cristalline; mais pour l’étude des cas que 
nous allons considérer il suffira de faire usage du lemme suivant :

T o u t e  f o n c t i o n  u n i f o r m e  d e s  v a r i a b l e s  x ,  y ,  z  q u i  a d m e t  O z  

c o m m e  a x e  d e  s y m é t r i e  d i r e c t e  d ’o r d r e  p  e s t  u n e  f o n c t i o n  u n i 
f o r m e  d e s  q u a n t i t é s

Z, p2, p/’COS/HÜ, p/'sinjBlD,

o, u>, z  désignant les coordonnées semi-polaires du point x ,  y ,  z .·

1 2 0 . Applications. — Q u a r t z ,  s e l  d e  S e i g n e t t e ,  c h l o r a t e  

d e  s o u d e ,  c a l a m i n e ,  t o p a z e , t o u r m a l i n e .

P i é z o é l e c t r i c i t é d u  q u a r t z .  — Le type de symétrie est A3, 3 L 2. 
Dirigeons O z  suivant l’axe ternaire À3 et O # suivant l’un des 
axes binaires. Nous obtenons les réductions suivantes :

i° S u r f a c e  J ( . —  La normale au plan J, — i =  o doit être 
orientée suivant l’un quelconque des 4  axes A3, 3 L 2, donc elle est 
identiquement nulle. J ,  :=: o.

2° S u r f a c e  J 2. — En vertu de la symétrie A3, la quadrique J 2 
est de révolution autour de O c. De plus, on a

A J j  =  Oj
donc

J 2 =  A (a^-t-j2— s a 2).

3 ° S u r f a c e  J 3. — O z  est axe ternaire; donc, en coordonnées 
semi-polaires, J 3 est une fonction de

z , p2, p3oos3 ü), p3 sin3 iu
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En outre, O x  est axe binaire, donc

On en conclut
Ja(*> P» =  Jj(— Pi — «>)■

J 3 =  B p3 cos3 lu.

En definitive, les 18 constantes piézoélectriques se réduisent à 
deux dans le cas du quartz, et l’on a

J , =  O,
J 2 =  A ( x ' - h y *  — 2 a1),
J 3 =  B p3 cos3 (u.

L ’interprétation géométrique de ce résultat est remarquable :
La normale à la courbe

B p" cos/iiu =  i ou — tan g n iu dai =  o,

fait avec l ’axe des x(o >  =  o) un anglè — ( n  — i)w.
Soient w, 9 les coordonnées sphériques du point de rencontre 

de la pression avec le cylindre Bp" cosnw =  i.
D’après la formule (8 )  (n° 1 1 1 ) l’axe d’ordre o a pour longueur

n  n  n  cos™—10 _ . .— —. =  ——¡------------ =  —----------  =  TiB cos™-1 0 .r™-·« r™-1  p cos rew p™ cos «<u

Appliquons ce résultat aux pressions situées dans le plans =  o.
On a 9 =  o, et, de plus, J 2 étant de révolution autour de O s, 

son axe d’ordre i est nul pour tout point du plan z  —  o ;  d’où cet 
énoncé :

L o r s q u e  la  p r e s s i o n  e s t  n o r m a l e  à  l ’ a x e  t e r n a i r e  d u  q u a r t z , 
i l  e n  e s t  d e  m ê m e  d e  la  p o l a r i s a t i o n  d i é l e c t r i q u e .  C e t t e  p o l a 

r i s a t i o n  g a r d e  u n e  g r a n d e u r  c o n s t a n t e ,  t o u r n e  e n  s e n s  in v e r s e  

d e  la  p r e s s i o n  a v e c  u n e  v it e s s e  d o u b l e ,  e t  v i e n t  c o ï n c i d e r  a v e c  

e l l e  s u r  c h a q u e  a x e  b i n a i r e .

C’est le résultat que faisaient prévoir les recherches expérimen
tales de Curie et Röntgen et que Voigt a le premier démontré..

Dans le cas général où 9 est différent de o, J 2 fournit une com
posante perpendiculaire au plan de la pression et qui a pour 
valeur si n 2 9 .
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1 2 1 . S e l  d e  S e i g n e t l e ,  c h l o r a t e  d e  s o u d e , e t c .  — Pour ccs 
cristaux, les équations des surfaces J M J 2, J 3 sont les suivantes :

i° S e l  d e  S e i g n e t l e .  — Orlhorhombique. Type de symétrie : 
L 2 ( O æ), L '2 (C)y)) L',2 ( 0 5 ).

On a

J i = o ,  \
J2 =  a « 2+  c-s2 ( a + i  +  c =  o), ! 3 coefficients.
J3 =  A x y z ,

20 C h l o r a t e  d e  s o u d e  

3 A2 ( 0 #, O y ,  0 5 ), 4 L 3,

Ji =  o,
J) =  o,
J;i =  A orys,

3 ° C a l a m i n e ,  t o p a z e . —  Ortliorliombique. Type de symétrie : 
l.2 ( 0 3 ), 2 ? ' ( x  =  o , y  =  o),

I J ,  =  As, 1

< J 2 =  K x y ,  > 5 coefficients.
I J 3 =  z  ( » r ! — b y * - h  c z i ), 1

Une compression dirigée suivant O2 produit une polarisation 
dirigée suivant 0 z . Il en est de môme quand la compression est 
normale à O .s, et, dans ce cas, la grandeur de la polarisation varie 
comme l’inverse du carré du rayon vecteur d’une conique.

4 ° T o u r m a l i n e .  —  Rhomboédrique. Type de symétrie : A3 (O 5),
3 P(® =  o, . . .),

J| =  A z , \
J s =  o, > 4 coefficients.
J  3 =  a z.3-h b z  'p* -+- Bps cos3u), )

Une compression suivant l’axe ternaire produit une polarisa
tion suivant la meme direction. Dans les mêmes conditions, le 
quartz ne donne lieu à aucun dégagement d’électricité.

— Cubique. lype de symétrie

coefficient.
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4 °  P o l a r is a t io n  r o t a t o ir e  m a g n é t iq u e .

4 2 2 . D é c o u v e r  Le d e  F a r a d a y .  — H y p o t h è s e  d e  M a x w e l l .  — 
Faraday a découvert en 1849 qu’un milieu holoèdre acquiert le 
pouvoir rotatoire quand on le place dans un champ magnétique.

Maxwell a eu l’idée de rechercher l ’explication de ce phéno
mène dans une modification de la force vive du milieu, et a 
montré qu’on pouvait expliquer les faits observés en ajoutant à 
la force vive par unité de volume

i t l d u \ *  / d t > \ *  f d i

ï p i U )  + U - j  f
le terme complémentaire

<·»

p ,  q ,  r  désignant les composantes du vortex, cl L|, M,, N! le 
vecteur .

du.L, =  L h -  U  =  L -4 - ( l  ~  - t -  M - j -  - ,  . .  - ,  . .V d x  d y  dz  /
d u  d u  \
3? * "  T i ) '

(9·) jM , =  M +  M’= H + . ( L * + n | + N * ) ,

dans le cas des milieux isotropes, (L ,  M, N) représente, d’après 
Maxwell, le champ magnétique.

4 2 3 . E q u a t i o n s  i n d é f i n i e s .  —  On obtiendra les équations in
définies en appliquant le principe d’Hamilton,

r*'
S I (T — W) dm  d t  =  o,

A

pour toute variation virtuelle des trajectoires, (Su , Su, 8iv) s’an
nulant aux instants t 0 et t , .

Le calcul de la variation de cette intégrale est identique à celui 
qui a servi à résoudre l’équation des travaux virtuels (nos 4 2  et 4 3 ). 
Ij’intégrale triple de cette équation est remplacée par une intégrale
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quadruple, mais, comme les Sa, Sp, Sep sont assujettis à s’annuler 
aux limites i0, tK et que l’ordre de dérivation par rapport à i  ne 
dépasse pas l’unité, l’intégration par parties pourra s’elléctuer de 
la même manière et conduira au même résultat

A D" B dns d l  =  (— 1 B D" A dns d t ,

D" désignant une dérivée d’ordre n  en x ,  y , z ,  l .

Si donc T  est de la forme

T =  <I>(Dnw, Dree, D'*«>, D"/?,, . . D"at, . . . ,  D"¿>1, . . . ) ,

on aura, par application des équations de Lagrange (Chapitre I, 
équations 18, 19, 20),

ô f  T d t  dns =  f  ( U Sa -1- V 8p h- W ohp) d t  dns,

·'10

avec

U = ¡ < - 0  — (
(  d 5ïn d(îi cÆj-

d x  d y  +  d z  ) ’

( 1 0 )

5? =  2  ( — i)«D« 

| X t =  S ( — i)»D» 

= £ ( — i)'«D«

d<t>

d .  D " p  ’  

d<b

d. D "« i  
d<I>

d . D u /j,

Appliquons ces formules à la force vive T sous la forme donnée 
par Maxwell

. ™ r l / d u \ *  / d v \ *  l d p  d q  d r  )

T =  2 p I [ d t  )  ^  ( d t )  +  ( d t ' )  r G | L ' 5 7  +  M' 5 Î  +  N‘ ^ l ’.

nous obtenons

¿T d u t  d  ( d  _ N
s  (~ ,)nD,t J 7d~ u  —  e - d F - d i  J

( t o ' ) {  y  d z

Ï  =  S ( - 0 « D « - = 4 1 -  — =  +  u,
'  d .  D " p  d t  d t  \ d x  d y  d z )

I 3b =  G =  0 ,
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les équations indéfinies, dans les milieux homogènes, sont donc

elles montrent que la loi de transversalité subsiste dans les milieux 
gyrostaliques quand on admet l’hv'pothcse de Maxwell.

1 2 4 . P r o p a g a t i o n  cPu n e  o n d e  p l a n e .  — G é n é r a l i s a t i o n  d e  

la  lo i  d e  V e r d e t .

i° M é t h o d e  a n a l y t i q u e .  — La substitution des solutions expo
nentielles (n° 1 6 ) dans les équations (io ')  et (i i) donne

®  =  ¡A* CV( L a  +  M p -H N y )  u t

donc

[ ¿ - « ]  =  *>*CV(L* +  Mp +  NY) [ « .« ] ,

et aux équations (6 )  du Chapitre II il suffit de substituer les 
équations

v , « =  l  g + < > ( * + P ) [ * · « ] ,
avec

k '  =  — 2 CV (La +  Mp +  N^).

On retrouve les équations des milieux gyroslaliquês doués de 
pouvoir rotatoire, et, par conséquent, le milieu propage deux vi
brations elliptiques semblables, décrites en sens inverse, et dont 
les grands axes sont perpendiculaires. Il faut remarquer que k ' est, 
à une tonstante près, la projection du vecteur (L ,  M, N) sur la 
normale à l’onde [ lo i  d e  V e r d e t ) et change par suite de signe quand 
on change Je sens de la propagation, contrairement à ce qui se 
passe dans le phénomène de la polarisation rotatoire cristalline.

2° M é t h o d e  g é o m é t r i q u e .  — On a

nq ll\: ‘ p ^ V 2 ( « f  + 1

H- a fj.3 C V ( L a h- M p +  N y )

- P l  +  U'l)

« P Y

«l Pj w t

U2 V-2 W2

on retrouve la forme d’équation étudiée au n° 2 8 , équation (12).  
C II
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V é r i f i c a t i o n s  e x p é r i m e n t a l e s .  — Le pouvoir rolatoire magné
tique a été constaté dans les milieux isotropes, ainsi que dans le 
quartz, l ’émeraude, la tourmaline.

D’anciennes expériences de Wertlieim avaient cru établir que 
cet effet est nul dans le spath d’Islande. Si l’on se reporte à la 
solution géométrique du n° 3 7 , on voit que, par suite de la biré
fringence, les rotations des points figuratifs, qui représentent 
l’effet de la traversée de la lame, s’effectuent sur des cercles 
dont le rayon décroît très rapidement dès que la direction de 
propagation s’écarte sensiblement de la direction de l’axe op
tique. C’est le résultat qui a été d’ailleurs établi par les expé
riences de Chauvin sur le spath d’Islande (1890) et qui explique 
l ’insucccs des observations antérieures.

Quand le milieu est isotrope le vecteur L, M, N est égal au 
champ magnétique. 11 est difficile de décider expérimentalement 
s’il en est de même pour les milieux anisotropes ou s’il convient 
de substituer à l’induction magnétique une autre fonction vec
torielle du champ, car l’effet de la biréfringence ne permet pas 
d’étudier avec précision la propagation suivant des directions 
s’écartant notablement de l’axe optique.

5°  A utres  phénomènes  d o n t  l ’ étude  se r a t t a c h e  a  celle 

D E  LA  F O R M E U, U'1.

I2 o. A i m a n t a t i o n .  — P o l a r i s a t i o n  d i é l e c t r i q u e .  — C o n d u c 
t i b i l i t é .  — On sait depuis longtemps que l’aimanLalion, la pola
risation diélectrique et la conductibilité se ramènent à l’étude de 
fonctions vectorielles, et qu’une généralisation hâtive de ces ré
sultats avait conduit certains auteurs à ramener tous'les phéno
mènes physiques à la loi de l’ellipsoïde.

Lord Kelvin a d’ailleurs démontré que les composantes de l’ai
mantation sont les dérivées d’tine fonction du champ, et Maxwell 
a étendu ce résultat à la polarisation diélectrique. L ’élude de ces 
deux phénomènes esL donc ramenée à celle d’une surface unique, 
à symétrie directe, cl n’a pas à utiliser les résultats démontrés 
plus haut.
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1 2 6 . M o d if ic a t io n  d e s  p r o p r i é t é s  o p t i q u e s  p r o d u i t e s  p a r m i  

c h a m p  é l e c t r i q u e .  — Dans la théorie gyrostatique que nous dé
veloppons ici, on est conduit à admcLtre qu’à l’opposé de c e  qu’on 
vient de voir pour le champ magnétique (théorie de Maxwell), le 
champ électrique est sans influence sur la force vive du milieu et 
modifie au contraire son potentiel gyrostatique. Dans ces condi
tions, le potentiel gyrostatique des cristaux soumis à un champ 
électrique aura pour valeur, en première approximation,

W =  F (p ,  q , r ) - + fP(p, q, r ,  P', Q', R')(

désignant une forme quadratique en p ,  q , /· et linéaire en P', 
Q', Recomposantes du champ électrique).

On est donc ramené à l’élude de la forme U, U 2, c ’est-à-dire à 
1 ctude de la piczoclectricite. Donc, en première approximation, 
le champ élccLriquc n’a d’influence que sur les cristaux piézoélec
triques et son étude conduit aux mêmes formules.

La deuxième approximation donne l’explication du phénomène 
de Kerr et sera étudiée au n° loO.

1 2 7 . D é f o r m a t i o n s  p r o d u i t e s  p a r  u n  c h a m p  é l e c t r i q u e . 
( P r e m i è r e  a p p r o x i m a t i o n . )  — Un corps placé dans un champ 
électrique subit une déformation qu’on étudiera en première ap
proximation en regardant les » „ ( ¡ „ a , ,  b { , b 3 comme des fonc
tions linéaires des composantes du champ électrique (P', Q', IV).

Porlons ccs valeurs dans l’cqnalion de la quadrique des dila
tations

? (A  T . - )  =  « î · * 2 -+* a * y -  -+- « 3 - 2 4- b , y z  -h b 2s x  -t- b 3tty  =  i,

on obtiendra une forme quadratique en a ,  y ,  z  et linéaire en 
P', Q', II', et l’on est ramone à l’élude de la forme U, U 2. Donc, 
en première approximation, un champ électrique ne produit de 
déformations que dans les cristaux piézoélectriques.

On peut se proposer de rechercher une fonction vectorielle it, 

e, (V de P', Q', R', qui définit les at, a2, a3, b,, b,, b3 par des 
formules (12) analogues à celles de la théorie des deformations

(12)

d u

a ' =  d V · ’

t  d v  d iv  \

d v

d ( r  ’ a 3 = dtV
d lV ’
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Ce problème est un cas particulier du suivant :

Élantdonnées C," grandeurs indépendantesXn, X " -1 , Y , . . .  qui 
se transforment comme les coefficients d’une surface d’ordre n ,  
et qui sont des fonctions linéaires et homogènes des variables 
x , y ,  z ,  rechercher un vecteur u , ç , w , dont on déduira les va
leurs des G's" grandeurs X " ,  X " “ 1, Y ,  . . . au moyen des opéra
tions de dérivation définies par l’identité ( i 3 ) en X, p, v :

0 3 ) ( X X  4 -  (J.Y  4 - v Z ) *  3 (xd  d  
d x  ~1-  ̂ d y

U  4 -  [JLp +  v w ) .

\
On obtient la solution de ce problème en appliquant les mé

thodes développées au commencement de ce Chapitre et qui 
donnent cet énoncé :

Soit

UUÏ =  ¿ ! (iP lX + 7lY  +  -SlZ)'1

une forme linéaire en x ,  y ,  z  et homogène de degré n  en x { , 

y  i, Z\, et soient J,,, J«_i,  . . .  les surfaces associées à la
forme U U ".

Le vecteur cherché u ,  o, w  est une fonction vectorielle de de
gré n  ena:, y ,  z , dont les surfaces invariantes K«+ , , K„, K „ _ , , . . .  
sont données par les formules

ICi+l J/l-Mj
I Ç t     K , , - i  ^  __  X n—p   ______^
*bi  J/t—1 1 « —;)

III .  — L a  formule de récurren ce  des fonctions multilinéaires 
• ram enée à une identité arithmétique.

1 2 8 . Revenons à la formule de décomposition utilisée par 
Cauchy dans la théorie des déformations

Cette formule est la conséquence de l’identité

«Il «12 =  2«|[ «22 — «11 «12
«21 «22 «21 «22
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dans laquelle le premier membre désigne la somme

(  »1 1  » 2 2 +  » 2 1  » 1 2 )

de tous les termes du déterminant correspondant affectés du 
signe +  . C’est ce qu’on appelle Je d é t e r m i n a n t  p o s i t i f .

La somme précédente est donc définie quand on connaît le dé
terminant et les éléments situés sur sa diagonale principale.

En général, le déterminant positif

u ti Ul/i

liai · · * Unn
s “ iPi»sp. · · · “ «?»

sera défini quand on connaîtra tous les déterminants obtenus par 
suppression d a p  lignes et de p  colonnes { p  =  o, 1 ,2 , n  — 1) 
se croisant sur la diagonale principale du déterminant correspon
dant.

C’est ainsi qu’on a les identités

»11 »12 »13 »11 »12 »13

»21 »22 »23 =  3 Í (¿1 ! «22 í¿23— 2 î ( «11 Un +  «22 U22 H" w33 ̂ 3)-}- »21 »22 »23

»51 »52 »33 »31 »32 »33

U (( , Uo2 U;î:i désignant les mineurs relatifs u U\\) u 22» »331 et
p  ! la factorielle 1 . 2 . .  . p .

» H
U  m m U  n i a

» U

=  / ! tt\ 1 Wj î  U-33 Í¿H —  3 ! — U i i  l l j j
U  n u i U  t i n

»11
u ¿ ¿ U ¿ j

X
u m  m U m n

U j ¿ U J J U n  m U  t m

2  ! S  uii  U n ,

U12 Wj 3  t t u

« u

Lour exprimer l ’énoncé général, désignons par la notation

le produit de

a, déterminants diagonaux à 1 ligne et à 1 colonne,

a.p déterminants diagonaux à p  lignes et à p  colonnes,
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Par définition, le déterminant diagonal à p  lignes et à p  co
lonnes est obtenu en supprimant, dans le déterminant primitif, 
(/i — p ) lignes et colonnes se croisant sur la diagonale principale. 
De plus, le produit iai . “â . . , n an utilise une seule fois chacune des 
lignes du déterminant et, par conséquent,

ai -+- 2011 +  . . .H- n a „ =  n .

Désignons enfin par la notation

[ l a . . 2 a*, . . u * « ]

la somme de tous les produits correspondant aux mêmes valeurs 
de a , , a2, . . . ,  a„.

Les résultats précédents conduisent à écrire l’idenlité

« U  . • u \n

( C )

i h n  ·

% «J!· »

• U /in

=  2| I«t,2«» . .««-I

dans laquelle | désigne un coefficient numérique, fonc
tion des a , ,  ou, . . . ,  a„; la sommation S s’étendant à toutes les 
valeurs entières, positives ou nulles, de ai, oc2, a„ vérifiant 
l ’égalité

GE|-h H · 1 · —H /l 2t f i  =  /).

En appliquant l’identité ( 14 )» on obtiendra, par la méthode 
des grandeurs ombrâtes, l’expression d’une forme multilinéaire 
quelconque en fonction d’un covariant de surface d’ordre n, et 
déformés multilinéaires d’ordre inférieur à n .  Cette formule de 
récurrence permettra donc d’exprimer la forme 4 >„ en fonction de 
covariants de surfaces d’ordre n ,  n  — j, i et démontrera,
par suite, la proposition énoncée au début de ce Chapitre.

1 2 9 . Nous nous proposons de montrer que l’identification 
admise par la formule ( i4 )  est toujours possible et ne comporte 
qu’un seul système de solutions données par la formule

1 . , n a «| =  (— î )'l+Ppl 
p  désignant la somme

#1 *+- -H . . . -H  ce fi — p .
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A cet effet reportons-nous au développement du déterminant 
positif : nous désignerons par la notation

) 7!.' !( i

un quelconque des termes formés par un cycle de /i chiffres, c’est- 
à-dire un terme

par la notation j i 1 («. — i)'j un terme formé par un cycle de 
i chiffre et un cycle de ( n  -f- i) chiffres, c ’est-à-dire

cl, en général, par la notation

jl“i.2«>. .
un terme formé par

ai cycles de i chiffre, 
a2 cycles de 2 chiffres,
.............................. * ...........t
a,j cycles de n  chiffres,

a,,  ou, . . . ,  a„ satisfaisant d’ailleurs à la condition

ai-t- 2as-t-.. .+ « « « =  n .

Nous classerons les termes en espèces et les espèces en genres :
On appellera t e r m e s  d e  m ô m e  e s p è c e  les' termes différents 

mais représentés parles mêmes valeurs de a , ,  a2, . .  . ,  a„, c’est- 
à-dire par la même notation j iai. a01*. . . n aa |,

On appellera t e r m e s  d e  g e n r e  p  les termes d’espèce différente, 
mais pour lesquels la somme a, +  a2 +  · · ·-)-«« aura la même 
valeur p.

Les mêmes définitions s’appliqueront aux sommes partielles 
qui figurent dans l ’identité ( 14)j c ’est-à-dire aux sommes
[ l “i . 2 a3. . , / î a»].

1 3 0 . On déduit immédiatement des équations précédentes les 
résultats suivants :

i° Dans chaque somme partielle [ i “· . 2a* . . ./i“«], les termes de 
même espece j ifh.Ps. . ./iP»j ont même coefficient (conséquence 
du mode symétrique de formation des sommes partielles);
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2° Le coefficient d’un terme de genre p  est nul dans toute 
somme partielle de genre < ] > p ]

3 ° Le coefficient d’un terme de genre p  et d’espece jtPi.2P>...«P«j 
est nul dans toute somme partielle de genre p  et d’espèce 
£ i a*.2ai. . .ra“«], sauf le cas particulier où a , —  p,, o u =  ¡3,, . . . ,  
a,, =  ¡3,,; c ’est-à-dire sauf quand le terme et la somme partielle 
sont de même espèce. Dans ce cas particulier, le terme de 
genre p  a pour coefficient, dans la somme de genre p , la quan
tité (— i)"+^.

De ces trois premiers énoncés il résulte que l’identification (i 4 ) 
est possible et ne comporte qu’une solution :

En effet, en vertu de i°, il suffit de faire porter l’identification 
sur un terme de chaque espèce ; et, comme la notation de ces 
termes est identique à celle des coefficients numériques, le 
nombre des équations d’identification est égal au nombre des 
inconnues.

D ’aulre part, en vertu de 2° et de 3 °, ces équations sont de la 
forme

(— i )"+I> 11 “·. aa>. . ,  n an | i ;

les termes représentés par des points étant de genre inférieur à 
celui du terme 11“·. 2“>.. .  n a» |. Ces équations déterminent sépa
rément chaque coefficient de genre p  en fonction linéaire, à coef
ficients entiers, de coefficients de genre inférieur à p .  Donc elles 
n’admettent qu’un système unique de solutions, et ces solutions 
sont entières.

1 3 1 . Je dis de plus que tous les coefficients de même genre 
sont égaux :

Pour le démontrer, précisons la notation d’un terme 

jiat.2a».. .na»j..

Représentons par la notation
v

un cycle à r  chiffres
M|31p2.Kpsp,...Mj3rp1, 

et désignons par les notations

v'I, »’ »> · · ·> ‘•’a,  .

les a;. cycles différents.
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Un terme quelconque i i“i .2 a* . . ./i“»* aura pour notation

. . V \  . V¡ . y 2 . «r· • J - 1 n , p j ;

représentons de même par w r  le déterminant

“ P1P1 · · · “ P. Pr

« P r P ,  · · · U?r?r

qui contient le cycle vr .

Dans la somme partielle £1*1.2“«.. ./i“»] se trouve un produit de 
déterminants qui contient le terme j i“i .2 a«.. .n a«\, c ’est le produit

iv 1 . tuJ . . .  ... iv , . (Vj. .  .« ’Sr· . .  =  Il(v.

Désignons enfin par
(V' -t- tvJ, '

le déterminant diagonal à i + j  lignes et i  +  j  colonnes qui con
tient les déterminants diagonaux m', <W, . . . .

On aperçoit aisément que les produits de déterminants qui 
contiennent le terme jllej  sont donnés par le lemme suivant :

4 ° L emaie. — L e  t e r m e  j rie J d e  g e n r e  p  e s t  c o n t e n u  a v e c  le  

c o e f f ic ie n t  (— i ) H+P :

D a n s  le  p r o d u i t  II w  d e  g e n r e  p  ;

D a n s  c h a c u n  d e s  p r o d u i t s  Iïfv -  g e n r e  ( p  —  i); '

E t ,  d ’ u n e  m a n i è r e  g é n é r a l e ,  d a n s  c h a c u n  d e s  p r o d u i t s

_ S w *  S ivp 2  (v̂ ·
n  w  ——   ------ · · · ---------r11 U ivP 11

d e  g e n r e  p ' < i p ,  les opérations S pouvant porter sur toutes les 
combinaisons possibles que l’on peut former avec la suite des 
facteurs w . Dans tout autre produit, le terme jllej a pour coeffi
cient zéro.

Du lemme précédent on déduit que to u s  le s  c o e f f ic ie n t s  d e  

m ê m e  g e n r e  s o n t  é g a u x .  Si l’on admet, en effet, que cette éga
lité des coefficients ait été vérifiée pour tous les termes de genre 
p ' < i p } on en conclut qu’elle est vérifiée pour le genre p ,  caries
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équations qui fournissent les coefficients C p de genre p  sont de la 
forme

( —  i )n+P C p +  - '¡p -i Cp—i H- 2 +  . . .  =  i ,  

par liypollièse
Y p—i Cp—i =  Cp-i Z'ip—i, . . . .

et, en vertu de 4°) est le même pour toutes les équations
relatives aux cp , c p , c"p , . . . .  D’où l’on déduit

C p  =  C p  =  C p  =  . . · .

1 3 2 . C e l l e  v a l e u r  c o m m u n e  d e s  c o e f f ic ie n t s  C p e s t  é g a l e  

à  (— i)"+^/?l. — Considérons à cet effet l’identité

=  2  | i p i a f ù . . .(/i +  i )P»+i 1

x  [ î p i a f ù . . . ( / i  +  i ) P “+ ' ] j

et annulons les termes de la dernière ligne et de la dernière co
lonne du déterminant positif, à l’exception du terme diagonal 

cIue n0lls ferons égal à i. Le premier membre de l’iden
tité ( i 4') se réduit au déterminant positif de l’identité ( 14)? et 
l’identification des termes j i*i2*i. . ./i*« | donne la formule de 
récurrence

( l 5) | I* . 2*1. . . 71*» | =  | [*i+ l 2*1. , .  11*11 | -(- a| | I*i_1 a*!-*"1 . . .»*'>1 -+- . 1 .

-+- a,J | I *i 2 * i . . ./l“'* -1 (71 +  i ) 1 |.

Or, en vertu de 4 °j il suffit de vérifier la formule C^ =  (— î )n+P p  ! 
pour un terme

Cp =  1 U‘ ( n — p Y  |,

remplaçons dans (i 5 ) tous les termes, sauf| iai+' 2*i .. .  fi“« | par 
leurs valeurs cp = ( — i ) n+P p  ! et nous obtiendrons

I i*+i 2*1. . .  7Z*» [ =  (— xyi+aj+Kj+.-.-t-a,, ( + . . .  +  +  I) !
=  (— i yt+p+i (p  -+- i ) !.

Par conséquent, la formule c p = ( — i ) n+P p  ! supposée vraie, 
pour le déterminant positif à n  lignes et pour les coefficients

|/i +  i|, 111/!1 !, I ‘ 20  — O1 I» ·■·. 1 i P ( n  — p  +  I)1 I,

U 11 . . U ¡fi U l , n + i

( ' 4 ')
U n i • · U n  ¡n

............

u n,n-\-1

U ( n - h i ) l . . tt/H-l »
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du déterminant posiLif à (n 1) lignes, s’étendra au coefficient

| ( „ --

Gomme on obtient directement | n  H- i | =  (— i)"+1, on cn con
clut que la formule est générale.

1 3 3 . L o i  d e  r é c i p r o c i t é .  — Désignons par

|[l“.2«*. . .71«»];

l'expression obtenue cn remplaçant dans [ i “i.2«>.. . n“»] chaque 
déterminant par le déterminant positif correspondant, nous aurons 
la formule

«Il

U n i

U u

U „ n

=  22 (—  |)«+7 > p  !

autrement dit, il y  a réciprocité entre les déterminants et les dé
terminants positifs.

Pour le prouver il suffit de faire porter l’idenlificaLion sur les 
termes

(—  l ) ï  j I«l 2»« . . ./ » « » } ,

(— i)v désignant le signe du terme dans le déterminant. Avec ce 
changement de signe on passe d’un énoncé à l’énoncé réciproque.

1 3 4 . I d e n t i t é s  a r i t h m é t i q u e s .  — En égalant le coefficient 
de j 1"! dans les deux membres de la formule (14 ) on a deux iden
tités arithmétiques connues.

La première s’obtient en classant par genres les produits de 
déterminants qui contiennent le terme j i" j :

En vertu de 4", j i" J a pour coefficient l’unité dans le produit 
du genre /», dans chacun des produits de genre n  — i, des C,:’ 
produits de genre n  —. 3 , . . .  qui le contiennent. D’où l’identité

n  ! — C,i(7i— i) ! -+- Ci ( n  — 2) ! —. . . =  1.

Le seconde formule s’abtipnt en classant par espèces les sommes 
partielles qui contiennent le terme j \n j.

Le coefficient de j i'* j dans la somme partielle [ i « · . 2«*..
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est égal à
ii !

(i !)« .(a !)“;...(N!)*»sti ! a, '

On a donc l’identité

______________( —  O*1 P !_____________
( i ! ) « . ( a ! ) * . · . . ( n ! ) « . « , l a ,

(— i)"

la sommation s’étendant à tontes les valeurs entières^ positives ou 
milles, de cq, eu, . .  an vérifiant les relations

j at-i-2aj +  v  . +  /ia„ =  n, 

i oi i H— CÎ2-4-...-+- ctn — p .

L'identification du coefficient d’un terme quelconque

j iPi.aP>.. . / iP» j

se ramène aux deux formules précédentes.

IV . — Applications de la formule de récurren ce .

i °  F orme t r i l i x ë a i r e .

1 3 o. La forme trilinéaire a pour notation ombrale

U |  U  2 P  3 +  c 2 5 2 ) ( « 3 « * 3  " i "  C ^ Z ^ ) .

Posons

Uij =  aiXj  H-  b i y j  -+- d Z j ,  V j  =  aiX +  b i f  +  CiZ,

[ U , U , ]  =  S [ a £a y ]  [ x i X j ] ,  [ V | V y ]  =  2  [ « , « , ]  - r ,

[ U , U y U * ]  =  2  [  «  ,· a J «/.  ]  [  Xi r j  a?A. ] ,  [  \’ i V ;  V/,  ]  =  2  [ a ,  a j  ak~\ x ,

p -v ‘ v ' v *  =  ( *<  s  - · · · )  ( * 7  s  - · ·  · )  ( « s  - · · · )  w *  

- • v a v y v o = ( « , £  H-.. . )  ( c  w  ±  + . . . )  M W

et appliquons la formule

MH

«21

«12

«22

« 1 3

« 2 3

1

—  3 !  « 1 1  « 2 2 « 3 3  —  2 !  2 Mj
¿¿22 « 2 3

+

« i l

«21

«12

«22

« 1 3

« 2 3

«31 « 3 2 « 3 3
« 3 2 « 3 3

« 3 1 « 3 2 « 3 3
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nous obtiendrons la formule de récurrence (16)

(. 6 ) P . Vt V, V, *= 3 ! U, U, U, -  a ! { U, [U, U J
H- U2[U 3U ,]  +  U3[ U 4 U2]  j +  Da D.r

ai bi c 1 Xi r i
Da == bi Ci î "D.r — y%

«3 b3 C3 a?3 y j

on se trouve ramené au calcul de formes bilinéaires qu’on expri
mera au moyen de la fo rm u le ^ ) ;  d’où la formule définitive (17)  
qui donne U|U2U 3 sous forme d’une somme de covariants de 
surfaces

( 1 7 )  3 ! U i  U  j  T J 3 =  P .  V i  V 2 V 3

+  P . V , [ V 2V3]  H- P .V j [ V3Vt]  +  P . V , [ V 1V,]
+  P.[V,V2V3] +  P .[V 2V3V,] +  P .[V 3V,V2]
- d„ dx. ,

1 3 6 . R e t a t io n s  d ’ i n v a r i a n c e .  — La forme U , U 2 U3 contient 
3 ·1 =  27 coefficients distincts. L ’ensemble des surfaces Y ,  V 2V 3, 
Vi [ V 2 V3] ,  , . . ,  [V (  V 2V 3] ,  . . .  et de la constante D a contient 
3 8  coefficients. ,

Les relations d’invariance qui expriment les 11 coefficients 
additionnels sont les suivantes :

(1 8 ) V .[V 2V3] - t -V 2 [V 3 V1] + V 3 [V 1V2]  =  ( ^ - t- r 2  +  ̂ ) D a,
(19) [V 1V2 V3]  +  tV2 V3V1] + [ V 3V1V2] =  o) '
( 2 0 ) AV,[V2V3] =  AV2 [V 3 V ,] =  AV3 [V ,V 2].

Ces relations indépendantes définissent 11 coefficients en fonc
tion de 27 autres. Le problème est donc résolu, et il n’existe pas 
de relation d’invariance indépendante des précédentes.

2 0 F o r m e  b iq u a d r a t iq u ë .

1 3 7 . La forme biquadratiquë a pour notation ombrale 

U? U2=-(a1.r2-f- b iy i  c i z i ) i { a x  -+- b y  - 1-  c j )2, 

adoptons les mêmes notations que précédemment et appliquons la
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formule

cua<’i t r e  v ·

U n  . ■ U n

U i l  . .  U H

=  4 ! [ i * ] - 3 !Cll2 ,] + a !Ci13 l] + a !Ca,] - C 4 , l·

nous obtiendrons la formule de récurrence (21)

( a i )  P . V f  V 2 =  4 ! U f U 2—  4.3!UU i Cu u i ]  +  2 ·2 ! [ u u i ]  [ u u i l ·  

et, par suite, en appliquant les formules (16) et (2 ) ,

(22) 4! U*U» =  P .V f V*

+  4 P .V V , [ V V 1]
+  > P · [  VV,]  [  VV, ]  4 - 4 P · V [  V, VV, ]  +  4 P · V. [  VVi V] 
- t - s p ^ v v ^ v , ]
- 4 D«D.e

avec

. [¿6 ,]*  +  [cc1]*l D.t =  O 1 ] 2·

1 3 8 . R e l a t i o n s  d 'i n v a r i a n c e .  — La forme U 2U 2 contient 
6 2 =  3 6  coefficients distincts. L ’ensemble des surfaces V 2 V2, 
V V I [ Y . V I] ,  . . .  et de la constante contient 4 7  coefficients.

Les relations d’invariance qui expriment les 11 coefficients 
additionnels sont les suivantes :

( 23 )  A V V ,  [ V V j ]  H- 2 [ V V ,  W i ]  =  o ,

( 24) v [ v 1v v ,]  + v 1[ v v 1v ]-+ -i ;v v 1] [ v v l] =  ( * * + ^ * + - * )  d«,
( 2 5 ) AV[V,VV, ]  =  AV,[VViV] =  A[VV,]  [VV , ] .

3 ° F orme UJU".

1 3 9 . Étudions d’abord la forme

U, U2 · · · Pbii =  U\ 1 · * · M/niih

on obtient la formule de récun-ence générale en remplaçant dans 
la formule ( i 4 )  les Uij par leurs valeurs

U i j =  aZj.

Chaque terme du développement ( i 4 ) devient égal à une somme
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de produits de facteurs et chaque facteur a pour expression

« I l  . ■ U \p «1 ^ i 4 - ù i j K i  4 - ci Z i  . • a x x p - ^ - b ^ y p ^ - C i Z p

l l p i • U  p p a p X i  +  b p y t  +  C p Z i • ( t p X  p - * r b  J,y  j j - h C j , Z p

<X\ ¿>1 Cl

X

X i y i

f t p  b p  c p X p y p Z p

Donc, apres la substitution précédente, chaque somme partielle 
[ 1 V 2  contenant un exposant sq, d’indice supérieur à 3
devient nulle, èt, par conséquent, la formule (i/|) appliquée aux 
formes ternaires donne la formule de récurrence

( af>) P . V, V,. . .  V,„ =  2  ( -  i ) m+p p  ! [ . * . .  3y] (  “ +  2 ^ +  3? =  m  V
\ a 4 -  P +  y r= p  J

MO. Appliquons celle formule dans le cas particulier où 
'Va =  V 4 =  . . . =  V,„. Dans celle hypothèse, loin produit ia 2P3ï 
de déterminants est .nul si l’on a

P t  5*  O ,  OU P  >  2  . OU Y >  I ,

par conséquent, le développement (2 6 )  se réduit à

( 2 7 )  P . V i V j V ' ^  ( « 4 -  2 ) !  [ i , l + 2 ]

—  («  4-  1)! [ i « 2 ‘ ]  +  n \ [ i« -2 22]  ·+■  n \ [  1 «—s 31 ]

et l’on a

(28)

( 2 9 )

( 30)

[ ! '« ]  =  U, U ,...U ,«,
fU,: Uy]

[ i« -*a « ]= s U1UJ. . .U m2 !!U7 ^

[i»*-*2s]  =  t?!tt2 tj y Lu ‘ u/ ] [ u t u ']
L U/UyU*U, ’

[, m- 3 3 1] =  Uj Uj . . . Um Y  ·

[U iU y ] a la même signification qu’au n° 1 3 o.

D (U ,U yU*) =

a t b t C i X i y i Z i

a J b j Cy X x i y j z j

a k b k C h *£ h V l· Z k
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on écrira de même

C H A P IT R E  V .

la sommation 
d’indice.

a t h Ci

D(V|VyV*) = a J h C j

a k b k Ch-

S s’étend à toutes les combinaisons possibles

1 4 1 . A p p l i c a t i o n  d e  la  f o r m u l e  d e  r é c u r r e n c e  (2 " ) .  C a l c u l  

d e  U* U". —  Désignons par :

/p  l’opération qui transforme en [ i m_2PaP]·,

©Y l’opération qui transforme [ i m]  en [ i m_;,Y3 Y].

Avec ces notations, la formule de récurrence (27) s’écrit

( 2 7 ' )  P . V J  V "  =  ( / î  -v- 2 )  ! U ?  U " —  ( n  +  i ) !  / . . U J U »

H-  71 ! / 2. U J U ' ' - w i !  t ? , . U j [ U " .

Nous représenterons par Q . . .R  un produit d’opérations se 
succédant dans l’ordre Q . . . R .  Les opéraLiohs et ©y ne sont 
définies que pour des produits de facteurs. Par définition, nous 
écrirons l

/ P ( 2 . U I U î . . . U » )  =  S / ii ( U i U * - - - U * b

o r ( S . U 1 U 1 . . . U * )  =  S < p Y ( U , U , . . . U „ ) l

et celte définition de l’addition entraîne celle d’un produit d’opé
rations y  et © se succédant dans un ordre quelconque. Ce produit 
dépend d’ailleurs de l’ordre des facteurs.

Tout produit d’opérations formé avec les ( p  +  rj) facteurs

ypo «/]bî · · ■ >
?r.> ?Yo ···.

rangés dans un certain ordre et appliqué à U ( U 2. . . U,„ transfor
mera U ,U 2. . .U,„ en une expression

2 u ; u '2. . . ui. . d1. d2. . . dî,

dans laquelle les nombres s , t sont donnés par les formules

( t =  Yi -t- Y-2-K · ·+  '!</,
I s -t- 3 ¿ =  /?t — (pi —f— (32 —+—...-+- P/j)*
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Pour obtenir la valeur de U, U'*, nous utiliserons une opéra
tion Wp qui soit un polynôme entier des opérations /  et cp et qui, 
appliquée, au produit U jU î . - .U m ,  le transforme en une somme

. SU', U'2. . .  D] D2.. . D; .

Opérons par Wj, sur la forme U* U". Appliquons ensuite à 
chaque terme de la somme obtenue la formule de récurrence ( 2 / )  
et ajoutons les résultats. Nous obtenons la formule nouvelle (27")

(27") P . Wp. Vf V» =  ( n  +  2 — p ) ! . U? U«— ( n  ■ +■  r — p )! .U? U»

d’où nous déduisons, par applications successives de la for
mule ( 2 / )  pour p  —  o, 1 ,2 ,  . . . ,  la formule ( 3 1)

(  31 )  P . (  +  I i q  + . . .  -+- V p ) .  ·V *  V "

=  (» +  a)’· U ? » +  2(n +  2 -  p )  ! ( ' ! > - / , .  MV, + / 2-W„-2) U * U« 
H- tp,2(«— jp)!'-F/,.U 5 UreH- R,

avec 'F) =  o, =  1 et le reste R ayant pour valeur

R =  ( « -  P  ) ! / *  · V P ■ U ï U « -  ( n  -  p  + 1  ) ! ( / , .  V p -  / , .  V p ) ü ? U·«.

De la formule (2 8 ) ,  on tirera la valeur de l’inconnu U, U" à 
l’aide d’un choix convenable des opérations V  et du nombre p  :

Il suffira de définir les opérations *F par la formule de récur
rence

(  2 8 '  )  W p - f 1 ■ V l  + / *  · =  O

et de définir le nombre p  par la condition d’annuler le reste R :

R =  ( n  - p )  ! / , .  . Uf U«— ( n - p  +  1) ! ¥ „ +1 .U? U»,

ce qui aura lieu pour p  =  n  +  1.
En résumé, la forme UJ U" peut être égalée à une somme de 

covariants de surfaces conformément à la formule ( 3 a) :

p=fi+1

( 3 2 ) (/i-t-2)! UfUK=  P.(1F0-h1F1h- . .  . + lIVM) VfV"—<pi· ^  (n - p ) ' .  >Fp.4 ·.
p = 0

La méthode précédente,s’étend d’elle-même à l’étude des formes 
U fU », U fU fU », etc.
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C H APIT RE V .I 7 8

1 4 2 . C a l c u l  d e s  o p é r a t io n s  'Fp. — Les formules (2 8 ) ,  (2 9 ) ,  
( 3 o) donnent les expressions des opérations quand on
les applique à  V, V 2V". Ce sont :

( a»’) ( / .  ·V, V, V» =  [ Vi V,] V» +  A» j [ VV, ]  V, +  [  VV2]  V, j V - * ,
( 29 ') /2 .V,V2V« =  AiCVVj] [VV,] V»-«,
(3o') ( <pi.V1V,V »= A)î V»-‘ D(.VV1V2).

Ces valeurs, portées dans les formules de récurrence (28'),  
donnent la valeur de F̂p qui s’exprime par la formule ( 3 3 )

(33) V p =  AgFpV aAg-‘ Gp +  Ag" 1 Hp,

Fp, Gp, Hp désignant les opérations définies par les formules ( 3 4 )

Fp. V? V» =  j [ Y p V,]  V, h- [  VP-* V, ]  [  VV, ]  -h- . . .  h- V, [ Vp- ‘ V, ]  j Y "-> ’

— S [ V îV i] [ V ' ,V ,]V't~r { q  +  r  =  p, q — o ,  1 ,  2 ,  . . p ) ,

Gp. VJ V» =  j [  V, Vp- ‘ V,] -+- [ VV, V/'-» V , ['Y i- *  V, VV,] J Y * - r + i

I = 2 [ V ' /V i V ' ,V i ]V ' i-/,+1 (q - \ - r = p  — i, q = 0 , 1, 2, . . - ,p  —  2)

Hp.VJV» =  j [ [ V/'-*V,][  V V, ] ]  +  [ [ Y P - *V i][V *V 1] ] - t - . . .

+  [ [ W , ]  [V/»-* V, ] ]  | Yn-p+1

=  2 [ [ V ' / V , ]  [ V ' V , ] ]  V ' i - r · ' - 1 ( q - + - r = p —  i ,  q  =  i ,  2 ,  i . . ,  p  —

Chaque opération Fp, Gp, Hp fournit donc une somme de sur
faces invariantes et nous allons montrer d’abord que les formules 
donnant les axes successifs de deux vecteurs perm ettent de les  
ramener à neuf surfaces types.

1 4 3 . R e l a t i o n s  d ’ i n v a r i a n c e  e n t r e  les  s u r f a c e s  q u i  d é f i n i s s e n t  

la  f o r m e  U^U". — La forme U® U'* est définie par les surfaces

V2 V«,

IF (q ,  r )  =  [V ïV ,] [V '-V 1]V«-/>

G ( q ,  7·) =  [V ï V,V''V,]V«-p+i

n(sr, r) =  [ [ V î V,][V'-v , ] ]  v»-p+*

q + r  =  p

. q = 0 , l , . . . , p
y

q + r =  p  - 1 
. q = 0 , l , 1 , . . . , p — 2,
■ q + r = p — i 

. ?  = I ! 2 ! ■ · · , ? —  2,

Les surfaces d’ordre /1-+-2, a ,  n  — 2 ,  . . .  sont invariantes 
directes, les autres sont inverses.
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L es form u les qui donnent les axes successifs de deux vecteurs 
(a , b, c) et ( « , ,  6 , ,  ct ) sont :

i °  P our 2 p'-+- 2  facteurs

[  ai a v . a,j aj’. . .  dk d/c'. d/a/»]
=  (— ï ) P ' ( d i d r - h  b i b i ' - h  C i C t ) . . .(a/,«/c. +  b k b /,·-+- c*c*d[«/«/-]',

2 ° P our 2 p'+  3 facteurs 

[  ««. d i  d i ' . d j  a  y . . .  a u  d u . d/

=  (— i bibi— t- CiCi').. .(« /,·« /,' +  bicb/C'-\- c/cC/c’) [ a a « / « / ] ·

D ’où l ’on déduit les valeurs de F , G , H  en valeur absolue (la  
déterm ination du signe est in u tile , car l ’opération P  affecte le 
résultat final du signe -+ -)  :

i °  S urfaces F ( q , r).

F (o , r) ( F ( o ,2 / +  i )  =  ( a 2+ ù 2+ c 2)'’'V 1[ V V ,] V '+ i ’ )
Í F (o, 27 ·'+  ?.) =  ( a 2 +  i?  +  c i ) f 'V ,[V V i  V ]  V " - / ' ,

( 3 6 )
F ( q , r )  

q ÿi o, r ÿé- 0

F  (2 q ' +  i , a 7· ' + 1 ) =  (a » +  ô » +  c2)?'-^ ' [V V ,]  [V V ,]  X*-p , 
F  (2  $ · ' + ! ,  2 7-'+2) =  F (2 g r '+ 2 ,  2 7 - ' + i )

' = ( a ! + 6 ! + c , )!'+'' '
x [ W I] [ W 1V ] V " - / ' )

F (a <7' +  2 , 2 7· '+  2) =  (<x2+  ù2+  c2)?'-1-'-'
x  [ V V ^ H V V i V l V " - / ’ ;

20 Surfaces G  (g·, r ) .

/ G (o , 2 / +  1) =  ( a 2+  6 2 +  c2) ' ' [ V , V V , ] X'i-p+i,
G (o ,/·) s G (o , 27-' +  2) =  ( a a , +  £>£>,+ cc¡)

· (  x  ( a 2 + 6 2 + c 2 ) ' , ' [ V V i ] V ,í- i , + 1 ,

I G (2 ÿ '+ I ,  2 7· ' +  1 ) =  G (o , 2 5f ' + 2 r ' +  2 ),
G ( a y '+  I, 2 7 ·'+  2 ) =  G (2 ÿ ' +  2 , 2 7 ·'+  1 )

=  ( a a i + & ó 1 +  c c 1) ( a 2+ ¿ > 2+ c 2)'7+ '·
x  [ V V 1 V ] V » - p + ‘ ,

G (2 7 ' + I ,  2 7· '+  2 ) =  G (o , 2 gr' + 2  7- '+  4 );
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3 ° Surfaces II( q,  r ) .

II(2<7'-I- 1, 2 >·'-+- 2.) =  o,
H (2 <7' +  i , 2/·'+ 2) =  11(2 q' -h 2, 27· '+ : )

=  j [ « « l p +  [c c j ]2 j
X (« 2 +  Ô2+  c2 V'l-F+2,

II (2 <7'+ 2, 2 7·'+ 2) =  O.

[Pour 71 =  2, la formule H (i ,  2) est 1111 défaut, car on a
H ( i , 2 ) y î V * = o ] .

Un raisonnement analogue à celui donné au n° 1 0 7  permet de 
déduire des formules précédentes les relations d’invariance :

AF (0, 27· '+  I ) == A2_,,F(o, 27·'+ 3 ) +  2 A/,_/;G(0, 27· '+  2),
AF (o, 27·'+ 2) =  A,2i_/JF(o, 27·'+ 4 )

+  2A‘_/JG(l, 2 7·'+ 2) +  2 II (1, 2 7·' +  2),
/ AF (1, 27· '+  1) =  A^_/;F (l ,  27*'+ 3 ) +  2ll(l, 27· '+  2),

(37) | AF(l, 27- ' + 2 ) =  A F (l ,  27- ' + 4 ),
( AF (2, 27·'+ 2) =  A ^ F f ^ ,  27· '+  4 ) H- 2ll(l, 27· '+  4 ),

( AG(o, 2/’'+  1) =  A,2,_p+1 G(o, 27· '+  3 ) +  7.\ }l+p+l H(i, 2/·'+ 2),
| AG(o, 27-'+ 2) =  Al_ p+l G(o, 27·'+ 4 ),

AG(l, 2 7·' +  2) =  A2_/J+1 G(l, 2 7·'+ 4 ),
AII ( 1, 2 7’' +  2 ) =  A,̂ +/,+ i H ( 1,2 /·' +  4 ),

d’où l’on déduit que toutes les surfaces F ,  G, H sont des sommes 
de covarianls des neuf surfaces suivantes :

< F (o l I ) =  Vl [VV,]»-*>
f F ( o, 2 ) =  V 1[V V 1V ] V « - 2, 
r F O .i M C V V .H V V J V " - 2,

(3 8 ) I F( 1,2) =  [W i][V V i V]V'i-\
( F(2 , 2)  =  [VVlV][VV1V]V'‘-S  
j G(o, 1 )=  [VViV]V«-, )
| G(o, 2) =  (««1+  ¿>61+ cci)[VV,] V''-2,

G( 1, 2) =  (««i +  b b t +  cci ) [VV, V] V'‘~s,
II (1,2) =  j [« « ,]*  +  [ ¿ ¿ , ] 2 +  [cc,]*j V«-2,

et, par conséquent, les surfaces qui définissent la forme U , U "  se
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LES SURFACES INVARIANTES DANS LES PHÉNOMÈNES PHYSIQUES. I8 l

trouvent d’abord ramenées à io , à savoir la surface Y , V" et les 
neuf surfaces énumérées aux formules ( 3 8 ).

1 4 4 . Les neuf surfaces (3 8 ) peuvent se ramener à cinq. Un calcul 
analogue à celui du n° 1 3 6  fournit en effet les nouvelles relations 
d’invariance

F(o, 2) +  F ( i , i) h-G (o, i) =  (x 7· -t-jr2 +  z * ) H(i, i ) ,

AF(o, i) +  A;!i_1.F(i, 2) =  AJG.(o, 2),
AF(0, 2) =  A?;_2F(2, 2) +  AJ_l G(l,2)-|-2H(l,2), 

A * . ,  F ( 2 , 2) -+· AF(o, 2) -H AG(o, 1 ) +  (/i2— n  -+- 2) H(i, 2) =  o.

Ces relations définissent les quatre surfaces F (o , 2), F ( i ,  2), 
F  ( 2, 2), G ( i ; 2 )  en fonction des cinq autres, d’où c e _théorème :

T héorème. — L a  f o r m e  U 1; U" e st  d é f i n i e  p a r  les  s i x  s u r f a c e s  

i n v a r i a n t e s
V?V",

v ^ v v j v » - · ,
[VVi] [VVi]V«-2, '

( a a ,  -+- b b , -+- c e ,  ) [VVi] V“- *, 

j [ a a , p + [ ù ù i p + [ CCl]j  V«-2,

R e l a t i o n s  d ’ i n v a r i a n c e  a u x q u e l l e s  s a t i s f o n t  les  s i x  s u r f a c e s  

q u i  d é f i n i s s e n t  la  f o r m e  U JU ". — P o u r /i> 2 , les six surfaces 
existent et la somme de leurs coefficients est égale à 6 C'3" + 5 , 
dépassant de cinq unités le nombre des coefficients de U JU ". Il 
existe donc entre les six surfaces des relations d’invariance four
nissant cinq coefficients en fonction des 6C'3" autres. On les 
obtiendra en formant le tableau des A1 de ces diverses surfaces et 
en déterminant i  par la condition d’obtenir pour A* un covariant 
de degré o ou 1 en x , y , z .

Le tableau des A', qui s’obtient en appliquant les formules de 
récurrence ( 3 ^), est le suivant :

I À 'F(0,1) =  Aü--i F (0,21 +  i) +  2tA*i-y G(o,2 î),
1 A£F (l,lj  =  A^i, F ( i:2 I 4 - i) -+- lîr\%l~£ II(l,2t),
< A£G(o,i) =  AJLj G(o,2 î +  1) +  ■ x ik l's ,1 11(2,i i ) ,

I A'G(o,2) =  A2i 2 G(o,2t-h2),
I A£II(r,2) =  A?/_sII(i ,2 î +  2).

( 4o)
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CHAPITRE V.182

On en déduit les relations d’invariance

P r e m i e r  c a s . . . .  n  —  n p

D e u x i è m e  c a s . . .  n  =  -j.p -t- 1

Ap F îo, i )
i p i i p  — i)

Ap F ( i , i) 
2P

A/'-1 G (0,2),

AP G (0,1) 
2^(2/? — 1) =  A/'+I II ( 1 ,2 ).

A/'+i F (o ,i)  =  A/'G(o,2 ) =  o, 

r~( l , ' j  =  AP-‘ I I ( i ,2 ) .

1 4 5 . C a l c u l  de la  somme tp ,£ (/i— ¿o )!'F^ U jU ". — Pour 
obtenir la valeur de U 2U" fournie par la formule ( 3 2 ), il reste à 
calculer la somme

cpt S ( /I — jd) ! 1F/,U ?U 't =  2  kp (p  —  o, 1 , 2 , . . . , »  +  i)·
On a *

XV P =  A,"F;, 2 A JJ-1 G p H- AP“1 H;,,
^.G ^.U ÎU " =  Ÿi.II^.Uf U» =  0,

et, par suite,

A =  n  ! (n -  p ) 2 U«-p-> D (U [Uv U,] [U2 U,]) (  '7  +  'q Z  £  ,, 2.......p )  '

D ’ailleurs, les formules cjui donnent les axes successifs de 
deux vecteurs entraînent la formule de récurrence ( 4 0  valable 
pour g  5  2, 7’ ^ 2,

(4 1) D ( U [ U 2î '+?>U1] [ U 2'-,+ ''.U 1] )
=  (a2 +  62 +  c2 )7 '+'·' ( x 2- h y 2 - h z 2 )v'+ r ' D (ü [ U?. U, ]  [  U''· U1 ]) ,

d’où l’on déduit
r
(42) D (U [U îU ,][U '-U ,])

/ o si P =  2 p \

=  (a2H-62+  c2)P'( x 2 -+-f3 -t- s2)p' (2 [ a a , ] 2) (2 \_xxx ] 2) U“- sp'-*

( si p = < i p ' - \ - \ .

D’où la formule ( 4 3 )

( 4 3 )  2 A ^ = n ! 2 ( r t - 2 p ' - 0 ( 2 j o ' + 2 ) ( ^ - l - 7 2+ - 2) 1,' ( s [ ^ 2 ] 2)  n 2 / / + 1 V 5 V " ,

en posant

H2/)-+1 Vf V« =  ( a 2 -h  b 2 -\- c2) p ' ( 2 [ a « i ] 2) V«-2p'-2·
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. LES SURFACES INVARIANTES DANS LES PHÉNOMÈNES PHYSIQUES. l8 3

Il est facile de voir que, sauf le cas d’exception n  =  2, l’opération 
Hap'+i est identique à l’opération H (2p ' +  1 ,2 ) .

Si l’on se reporte, en effet, à la déiiniLion des surfaces H ('<7, r )  

(n° 1 4 3 ), on voit que l’on a

n  =  2, p ' =  o , H2//+ i 'Vï V2 =  [ a a ! ] 2+  [£<i>i]2+ [ c e , ] 2, 
I I ( a / +  I , 2 ) V | V *  =  0,

n >  2 ,  I I 2// + ,  V 2 V "  = H ( 2 / - t - i , 2 ) V ? V " · .

V. — Applications de la formule de décomposition de Uf U2.

1 4 6 . D u r e t é .  —' On convient d’adopter comme mesure de la 
dureté d’un corps la charge minima pour laquelle une pointe pro
duit une rayure sur ce corps. La dureté dépend donc de la nature 
du corps utilisé pour produire la rayure. En outre, elle n’est pas 
la même pour toutes les faces d’un même cristal; pour une même 
face elle varie avec la direction.

Bien que les considérations qui se rapportent à un phénomène 
aussi incomplètement défini n’aient qu’un caractère purement 
empirique, nous les mentionnons afin de montrer comment les 
formes multilinéaires pourraient en représenter la loi de variation. 

Soient \

a, p, y les cosinus directeurs de la face cristalline ; 
a', ¡3', y' les cosinus directeurs de la direction suivant laquelle on 

mesure la dureté.

On a, entre ces composantes, la relation

aa' +  pp' h- yy' =  0,

La dureté D est une fonction de a, P, y, a', p', y', et, d’après la 
nature même de la question, on a

(44) D =  <1. (a, p, y, a', p;, T') =  4>(^a, -  p, -  y, -  a', -  p', -  y').

Admettons que la fonction qui représente D soit développable 
en série :

D =  2 D j ,,7)

Dp q̂ désignant une forme homogène de degre p  en a, p, y, cl q  

•en a', p', y'.
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84 CHAPITRE V.

En vertu de ( 4 4 )/? et q  sont de même parité, et l’on est con
duit à essayer en première approximation la formule

D =  D0,o +  Do,2 -t- Di,i -t- D2)0+  Dij3H- D3i,-+- D2 2,

qui fournit des résultats conformes à l’expérience (comparer avec 
les résultats des expériences sur la calcite, le sel gemme, etc.).

A ce degré d’approximation, le phénomène de la dureté est 
donc ramené à l’étude des formes U ( U" et U ".

1 4 7 . C a l c u l  d e  la  f o r m e  b i q u a d r a t i q u e  U( U- s a t i s f a i s a n t  c> 
la  s y m é t r i e  d u  s y s t è m e  c u b i q u e  ( h o l o é d r i e )

3 A S  4L3, 6 L2, C, 3 II, 6 P2.

Toute surface directe vérifiant cette symétrie est une fonction 
uniforme de

a?2 -t- j 2 -H z 2,

X2y 2 H- y 2 ¿2 .4. z2 t 

x 2y 2z2.

Toute surface inverse, satisfaisant à la même symétrie, est le 
produit de la fonction précédente par le polynôme

x y z ( x 2 —y 2) (y 2 — ¿ 2) ( z 2 — x 2).

Les surfaces qui définissent la forme biquadratique U 2 U 2 sont 
donc

Vf V2 =  À .(x2- i - y 2 -+- z 2)2 -t- B (¿P4 -h y !,-+· z 1*),

VV ,[VV 1]  =  o,
[ V V j ] [ V V 1]  V [ V , V V , ]  V.HVV.V] _

G C' G"

[VVi W i ]  =  o, 
Da =  D ;

on a les relations d’invariance

C =  C ' -  C",

D =  C +  C ' + C " = 3 C,

et, par conséquent, la forme biquadratique U JU 2 a ses 3 6  coeffi
cients réduits, dans ce cas, à 3 coefficients distincts.

Les covariants des surfaces qui la définissent ont pour exprès-
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sion

P . VÏ V =  ( * ,  ^  + . . . ) ‘ VÎV>

=  8 A (a;2 -+- y 2-h  + y \  H- z i  ) -+- i6À(a;a?i -+- y y t -h z z ^ 2

■+- 24 B(a;2a?f -Jr - y 2y \  -+ -z2z 1  ),
P - [ W | ] [ W , ]  =  P , V [ V , W | ]  =  P . V i [ W , V ]

=  2C('a?2- f - /2 + ^ | ) x i =  [ x x , ] ,  

D a D x =  âC(a?|+7 |'4 --ïl),

et ces valeurs, portées dans la formule (21) donnent

( 4 5 ) 3 Uf U2 =  A ( x 2- h y 2 -h  z 2) { x \  - i - y l  H- z f  ) -t- 2 A ( x x î  - h y y i  - h z z t )2,

1 - h 3B ( x 2x 1- f - y 2y 1- h z 2z 1) y - C ( x l - h y 2 - ^ z 2 ),

formule dans laquelle on remplacera x \  y \  +  par sa valeur

x l  + J l  +  * 2 =  [^ « i]2+  [ j J i P  +  C-^i]2
=  ( x 2 - h y 2 +  z 2) ( x ]  - y y \  -y  z ] ) - ( x x i y - y y i - h  z z ^ .

1 4 8 . P r e m i è r e  a p p l i c a t i o n .  D i s p e r s i o n  n o r m a l e  d a n s  les  

c r i s t a u x  c u b i q u e s .  —  Supposons que l’hypothèse de Mac Cullagh, 
exposée au Chapitre III (nos 7 7  et 7 8 ) ne soit pas vérifiée et cher
chons les conséquences qui en résulteront pour les propriétés 
optiques des cristaux appartenant au système cubique.

Au degré d’approximation qui fournit le premier le terme de 
dispersion normale, on a

W =  W2 +  Wi,

et, par suite, le potentiel moyen pendant une période est, à une 
constante près,

w »» =  F <J>, 9 > *') H- [a2 f i p ,  Ç , r ,  et, p, y,).

F  ( p ,  q ,  r )  est une forme quadratique en p ,  q , r  à coefficients 
constants; c ’est l’ellipsoïde optique de Fresnel.

4 >(/j, <7, /·, a, p, y) est une forme biquadratique en ( p , q ,  r )  et 
(a , p, y ). Dans l’hypothèse de Mac Cullagh, cette forme contient 
en facteur (a 2 -|- (32 +  y2) et la loi de l’ellipsoïde optique reste 
vérifiée. Si cette hypothèse n’est pas vérifiée, les cristaux cubiques 
ne sont plus isotropes au point de vue optique, et l’on a, en tenant 
compte de la relation a p  fiq - \ - y  r  —  o ,

® ( P , Ç ,  r ,  a, P, y) =  A(/?2 H-'?2 +  r2 ) (a2 +  p2H-f!) .
H- B(a2js2 H- P2ÿ.8-t- Y2r2), . .
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et, par suite,

(46) W,„ =  ( a  +  ¡a2 A ) +  q  2 +  7-2 ) +  ¡a’- B ( « y  +  0* 4 - f  /·* ).

Les conséquences de la formule précédente sont les suivantes :

i° Quand la propagation se fait suivant un axe quaternaire ou 
un axe ternaire, l’ellipsoïde W m ( x , y z ) —  i — o est de révo
lution autour de cet axe, et le milieu est, au point de vue optique, 
isotrope pour ces deux directions particulières de propagation; 
mais les vitesses correspondant aux axes ternaire et quaternaire 
sont différentes.

On a, en effet :

Axe quaternaire (a  =  ¡3 =  o, y =  i)

W,„ =  ( a  +  |ji2A)(/52 -+- ÿî-H r2) -+- (jl2B r2, VJ =  a +  ¡a2A.

Axe ternaire a = P =  t =
/ 3

W,« =  ( a  H- |i.2A +  -J [a2B)(/>2-+-<7 2 -h 7·2), VJ =  a  -+- ¡a 2  A -+- J-¡a 2 B.

2° Quand la propagation se fait suivant un axe binaire, ou, en 
général, suivant une direction quelconque, l’ellipsoïde

W y , z )  — i =  o

n’est pas de révolution autour de la direction de propagation, et, 
par suite, le cristal est biréfringent pour cetle direction.

On a, en particulier, pour l’axe binaire =  ¡3 =  y =  o

W,„ =  ( a  -+- f *2 A ) ( / > 2 h -  ? 2 - W 2 )  +  i|A2B(/i2-(- c p ) \

dans ce cas l’ellipsoïde W m— i =  o est de révolution autour de 
O z ,  et, par conséquent, le plan de l’onde est un plan méridien; 
d’où les deux vitesses

i V '22 =  a + | A 2A -+ - -l|A2B , ■ .

j V 'i2 =  a  (a2 A .

1 4 9 . D e u x i è m e  a p p l i c a t i o n .  P i é z o - o p t i q u e .  — Un milieu 
isotrope, soumis à l’action de pressions, devient biréfringent. 
L ’effet de ces pressions peut s’interpréler par une hypothèse ana-
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logue à celle qui a été énoncée au n° 1 2 6  : c’est le potentiel gyrosta- 
tique qui est modifié par les tensions intérieures. Par conséquent, 
en première approximation, ce potentiel aura pour valeur

W =  F(/>, q ,  r )  -+-$(/>, q ,  r ,  Nt, JN2, Ns, T,, T2, T ,),

<I> désignant une forme quadratique en p ,  q ,  r ,  et linéaire en
n i , n î ; n „ t I i t „ t 1 .

Si l’on remarque que les six tensions sont définies en fonction 
du vecteur ombrai ( a ,  b ,  c )  par l’idenlité en x , y ,  z

Nj#2 -+-...-+- aTj y z  -+-.. .=: { a x  -+- b  y  -+- c^)2,

on en conclut que la piézo-oplique est ramenée à l’élude d’une 
forme biquadralique en ( p ,  q ,  r )  et (a ,  b , c).

En particulier, la formule ( 4 5 ) résout la question pour les 
cristaux cubiques. Il est facile d’étendre ces résultats dans le cas 
général, en tenant compte du pouvoir rotatoire et de la disper
sion.

1 5 0 . T r o i s i è m e  a p p l i c a t i o n .  P h é n o m è n e  d e  K e r r .  —  Un 
diélectrique liquide placé dans un champ électrique laisse passer 
un rayon lumineux entre niçois croisés à angle droit : la sphère 
qui représente l’ellipsoïde optique, dans le milieu isotrope, se 
transforme en un ellipsoïde de révolution autour de la direction 
du champ électrique, et, d’après de récentes mesures de Kerr, cet 
ellipsoïde est de raccordement avec la sphère primitive tout le 
long de l’équateur; autrement dit, la-vitesse de l ’onde ordinaire 
n’est pas modifiée par la présence du champ.

Dans la théorie gyrostatique que nous développons ici, le phéno
mène de Kerr s’interprète en supposant que le potentiel gyrosta
tique est modifié par l’existence du champ électrique.

Au premier degré d’approximation, l’effet dû au champ élec
trique est nul pour les cristaux holoèdres, comme on l’a vu au 
n° 1 2 6 . Au degré suivant d’approximation le potentiel gyrostatique 
de ces cristaux aura pour valeur

(47) W =  F ( p ,  q ,  r )  - h & ( p ,  q ,  r ,  P', Q', R') .

=  {  ( p P  +  Q? +  R r) + ^ { p ,  q ,  r ,  P', Q', IV),

P — . représentant le potentiel-vecteur quand le, champ
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électrique est nul. 3 > est une forme biquadratique des composantes 
(p , q ,  /’), (P ', Q', R ') du vortex et du champ électrique.

Développons les conséquences de celte hypothèse dans les 
milieux isotropes : nous aurons à appliquer la formule ( 4 5 ) des 
cristaux cubiques en y annulant le coefficient du polynôme non 
isotrope x H +  iy 4 +  z ’' .

Donc, quand un milieu isotrope est placé dans un champ élec
trique, son ellipsoïde optique a pour équation

(  48 )  W  =  a ( / > 2 -+- <72 - t -  r 2 )  -+- A ( / > P ' - | -  q Q ' - t -  / - R ' ) 2

+  B(/>2-|-?2H-r2)(P '2H-Q'2H-R'2) =  i;

cet ellipsoïde est de révolution autour de la direction (P ', Q', IV) 
du champ électrique, et de raccordement tout le long de son équa
teur, avec la sphère

( 49 )  a ( p i -H  2 +  z·2 )  +  B ( p 2 - t -  <7s - i -  /, 2 ) ( P ' ! -H  Q'2- t -  R'2) =  i.

Utilisons le résultat de l’exp’érienee de K err, c’est-à-dire écrivons 
que la vitesse de l’onde ordinaire reste invariable. La sphère de 
raccordement (4p) devra se réduire à la sphère

« ( p 2 +  <72 - t -  >, s ) =  i ,

ce qui nécessite B =  o.
Ainsi, le potentiel gyroslatique d’un milieu isotrope soumis à 

l ’influenceM’un champ électrique (P ', Q', R') a pour valeur

(50) W =  {(P/* +  Q j- t -R r )  +  A (P> +  Q ' q  -t- R'/-)2.

L ’interprétation mécanique de cette équation ( 5 o) permet de 
préciser les rapports qu’on a déjà aperçus entre le potentiel-vec
teur (P , Q, R ) et le champ électrique (P ', Q', R ') ; mais cette 
étude, malgré l’importance qu’elle présente, ne saurait trouver 
place dans ce Mémoire réservé à l’étude de l’Optique.

F I N .
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